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CONSIDÉRATIOiNS GENERALES.
I. Les noniljrcs servent ;"i donner hi connais.satice de loules les grandeurs de même (\s|)èce, en les rap|)orlariL à une d'entre elles fixée d'un commun accord, cl que chacun |ieul retrouver au besoin.
La mesure des grandeurs peul (|ii(l(|uelois se faire en transportant sur elles cette unité ou ses subdivisions, comme dans le cas des lignes droites. I\Liis le plus souvent il est nécessaire d'employer des inlermcdiaires et «rétablir des formules généi-alcs (jui ramènent la mesure de la grandeur proposée à celle d'autres grandeurs plus simples, sur lesquelles elle peut s'opérer immédiatement.
C'est ainsi que la mesure de la surface des rectangles et
d(,'s triangles, qui sont les éléments de tous les pohgones,
que la mesure des parallélépipèdes et des |i\ramides, (pii
sont les éléments de tous les ])olvèdres, se. ramène par des
Dm. — MéCh. III. i
2 APPLICATIOS DE LA SCIEKCE DES IvOMBRES
formules générales à la mesure des lignes droites prises dans les figures ou les solides proposés.
L'application des nombres à la Géométrie se présente donc dès les commencements de cette science; mais elle n'est pas bornée à l'évaluation des grandeurs dont les éléments sont donnés. Elle peut s'étendre à celles dont les éléments sont inconnus, et doivent être l'objet de recherches préalables.
Ces recherches peuvent être efTecluées de deux manières très différentes : ou par des constructions qu'on déduit de la dépendance que la question établit entre les données et les grcindeurs inconnues, ce qui rentre dans les procédés de la Géométrie pure, dont nous ne devons pas nous occuper ici ; ou par des calculs auxquels cette dépendance peut conduire.
Et, en effet, toutes les grandeurs étant susceptibles d'être réduites en nombre, si les conditions et les relations données entre ces grandeurs concrètes peuvent conduire à des équations entre les nombres connus ou inconnus qui les représentent, la question rentre dans la science des nombres et se trouve ramenée à la résolution des équations.
Ainsi, pour résoudre par lu calcul une question de Géométrie où l'on a pour objet la détermination de certaines grandeurs, on commencera par représenter toutes les quantités, tant connues qu'inconnues, par des lettres. On cherchera à déduire des conditions de la question autant d'équations qu'il y a d'inconnues, si cette question est déterminée, et, si l'on peut résoudre ces équations, on obtient des formules qui représentent les valeurs des inconnues.
2. Arrivé à ce point, il v a deux manières très différentes d'achever la solution.
A LA SCIENCE DE L'ÉTE^DL■E
Si l'on s'esl proposé de déleiminer la valeur numérique des grandeurs, c'esl-à-dire s'il s'agit d'une réalisation jiratique, il sul'lit de substituer aux lettres, dans les formules trouvées, les nombres particuliers cpi'on obtiendra parla mesure des données; et l'on connaîtra les rapports des grandeurs cherchées à l'unité qu'on aura choisie.
Si, au contraire, on s'est proposé de déterminer la suite des constructions à faire pour obtenir les grandeurs inconnues dans toutes les questions de même espèce, il ne faudra pas réduire effectivement en nombres les quantités données, mais déduire de la. formule numérù/ue exprimée en lettres une formule géométrique, c'est-à-dire l'indication générale des constructions à faire avec les données pour obtenir les inconnues.
3. Au lieu de se proposer de déterminer certaines quantités, on peut avoir en vue la démonstration de propositions énoncées. Si ces propositions sont susceptibles d'être exprimées par des équations entre les grandeurs en question, on représentera ces grandeurs par des lettres, et l'on cherchera à déduire des conditions de la question des équations d'où il soit possible de tirer, par des combinaisons convenables, celles qu'on cherche à démontrer. Si l'on y parvient, la question est résolue; il n'v a ni réduction en nombres, ni constructions à effectuer : la représentation des grandeurs par des nombres n'était qu'une fiction, ayant pour objet de substituer le mécanisme du calcul à des déductions géométriques moins naturellement indi(|uées.
Réciproque. — Mais lorsque l'on a des équations entre les nombres qui représentent des grandeurs connues ou inconnues, au lieu de faire servirla résolution de ces équations à la détermination des grandeurs, on peut réciproquement faire servir la construction de ces grandeurs à la
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détermination des solutions de ces équations. On voit donc qu'il est possible d'appliquer la Géométrie à la science des nombres, aussi bien que la science des nombres à la Géométrie. Nous nous attacherons d'abord à ce dernier point de vue: plus tard nous traiterons Fautre avec tout le soin que mérite son importance.
AVANTAGES ET INCONVÉNIENTS DES SOLUTIONS GRAPHIQUES ET DES SOLUTIONS NUMÉRIQUES DES PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE.
4. Lorsqu'on a déterminé l'expression lillorale d'une quantité géométrique, nous venons de dire qu'on pouvait cherchera en déduire une formule de construction, ou la réduire en nombres, en remplaçant chacune des lettres par le nombre particulier qui exprimera la grandeur correspondante. Comparons les avantages que présentent ces deux procédés dans la pratique.
Observons pour cela que limperfeclion des instruments introduit toujours des inexactitudes dans les constructions. Si donc on lient à une grande approximation dans les résultats, on devra choisir le procédé qui demandera le moins de constructions.
Dans la résolution numérique on a toutes les erreurs provenant de l'expression des données en nombres ; mais le calcul n'en produit pas de nouvelles, ou, s'il en introduit, elles peu vent être assez diminuées pour qu'elles n'aient pas d'influence sensible sur les résultats, et l'on peut se dispenser d'y avoir égard. Il ne reste donc plus que l'erreur provenant du passage final de la \aleur numéricjuo à la grandeur concrète.
Dans la résolution purement graphique, on peut déjà avoir des erreurs provenant de ce que les données ont dû être reportées sur le plan où l'on doit effectuer les constructions; elles seront augmentées de toutes celles qui
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seront produites par la suite des construclions qui seront effectuées, et il est impossible de dire en général lequel des deux procédés est le plus exact : cela dépend de la nature des questions.
Dans celles qui dépendent de la coupe des pierres, de la charpente, de la perspective, les solutions graphiques sont généralement les seules dont on doive faire usage.
Dans celles qui ont pour objet les mesures terrestres ou astronomiques, l'exlrème précision doit être cherchée, et par conséquent il faut, le plus possible, réduire les constructions et avoir recours au caicnl.
Les mesures terrestres ont pour objet la délermiiuitiou des positions relatives de points situés à la surface de la Terre, et c'est à quoi l'on parvient en les liant par des droites qui forment un réseau de triangles rectilignes con. tigus. Les questions astronomiques conduisent plus ordinairement à la considération de triangles sphériques, formés par des arcs de grands cercles tracés sur une même sphère. D'où il suit que la théorie de la mesure des éléments des triangles, soit rectilignes, soit sphériques, ou la Trif^onométrie. doit jouer un grand rôle dans la résolution numérique des questions de Géométrie; et c'est une des premières dont nous nous occuperons.
APPLICATION
CHAPITRE PREMIER
DE LA MISE EN ÉQUATION DES PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE. HOMOGÉN"ÉITÉ. — CONSTRUCTION DES FORMULES.
1. I^dixiiie lOii \fniL a|)|)lif|ii(!r le calcul à la lésolution d'un problème de Géomélric avant poiirobjet la délerminalion de certaines grandeurs, on suppose toutes les quantités exprimées en nombres, au moven d'unités de même espèce que ces diverses quantités respectives-, on représente ces nombres par des lettres, pour que la solution soit générale, et le plus ordinairement on laisse arbitraire l'unité de cliaque espèce : ce n'est que dans des cas exceptionnels qu'on choisit à cet elTet l'une des grandeurs données.
On cherche ensuite à exprimer par des équations les diverses conditions géométriques de la question. Si l'on peut parvenir à en établir autant que l'on a d'inconnues, et que réciproquement ces équations entraînent comme conséquences les conditions de la question, celle-ci est ramenée à la résolution de ces équations. Si on peut l'effectuer et qu'on obtienne les formules qui expriment chacune
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des inconnues, il y aura deux manières d'en faire usage, comme nous l'avons déjà dit, suivant qu'on se sera proposé une solution numérique ou une construction. Dans le premier cas, on fera choix d'une unité avec laquelle on mesurera effectivement les grandeurs données qui entrent dans les formules, et l'on exécutera les opérations numériques qui V seront indiquées ; dans le second, on lâchera de trouver la formule des constructions à exécuter sur les grandeurs concrètes telles qu'elles sont données, pour obtenir les grandeurs concrètes demandées.
Quant à la marche à suivre en général pour trouver les équations du problème, nous ne saurions mieux faire que de rapporter à peu près textuellement les préceptes donnés par Descartes et reproduits par Newton :
« On doit d'abord considérer le problème comme résolu » et donner des noms à toutes les lignes qui semblent né- » cessaires pour le construire, aussi bien à celles\qui sont » inconnues qu'aux autres. Puis, sans considérenaucune » différence entre ces lignes connues et inconnues, on doit » parcourir la difficulté selon l'ordre qui montre le plus » naturellement de tous en quelle sorte elles dépendent » mutuellement les unes des autres, jusqu'à ce qu'on ait » trouvé moven d'exprimer une même quantité en deux » façons, ce qui se nomme une équation; car les termes » de l'une de ces deux façons sont égaux à ceux de l'autre. » Et l'on doit conserver autant de telles équations qu'on a » supposé de lignes qui étaient inconnues. Ou bien, s'il » ne s'en trouve pas tant, et que nonobstant on n'omette » rien de ce qui est désiré en la question, cela témoigne » qu'elle n'est pas entièrement déterminée. El lors on » peut prendre à discrétion des lignes connues pour toutes » les inconnues auxquelles ne correspond aucune équation. » Après cela, s'il en reste plusieurs, il se faut servir par » ordre de chacune des équations qui restent aussi, etc. »
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La suite se rapporte à la résolution de ces équations. Nous avons voulu reproduire les paroles mêmes de Descartes, parce qu'il nous a paru à propos de faire connaître comment avaient été formulés pour la première fois ces préceptes, auxquels on n'a rien changé d'essentiel.
DE l'hom()(;énéité.
2. Lorsqu'une équation entre les nombres qui représentent des grandeurs concrètes a été trouvée en exprimant des relations résultant des conditions d'un problème de Géométrie, et qu'aucune des grandeurs données n'a été choisie pour unité, cette équation offrira toujours une particularité remarquable, indépendante de sa forme et qu"il est nécessaire d'établir d'une manière générale.
Pour mieux faire comprendre en quoi elle consiste et il où elle provient, considérons d'abord une quatrième proportionnelle à trois lignes représentées par les nombres
o, b, c; son expression sera — > elle numérateur aura deux
facteurs linéaires, c'est-à-dire représentant des lignes,
tandis que le dénominateur n'en a qu'un.
bc Si cette ligne — entre elle-même comme terme dune '^ a
proportion dont les deux premiers sont des lignes connues
représentées par les nombres d, e et le quatrième une
ligne inconnue que nous appellerons jr, on aura
bce a a
et 1 on voit qu'il y aura encore un facteur linéaire de plus au numérateur qu'au dénominateur. F^t il en serait encore de même si cette nouvelle ligne x entrait avec trois autres «lans une proportion, parce qu'en égalant le produit des extrêmes et des moyens, l'un des deux membres aura deux
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facteurs linéaires, et l'autre en aura deux de plus au numérateur qu'au dénominateur; d'où résultera pour l'inconnue une expression fractionnaire dont le numérateur aura un facteur de plus que le dénominateur. Et il est évident que cela aura lieu quel que soit le nombre d'opérations semblables, puisque, si cette condition est remplie après un certain nombre de ces opérations, elle le sera, d'après notre raisonnement, après la suivante.
Or, si un terme d'une équation représente une ligne, tous les autres en représenteront aussi, car on n'a pas pu donner des conditions qui exigeraient qu'on ajoutât des lignes à des surfaces ou à des solides ; et si ces lignes ne sont exprimées que par une suite de quatrièmes proportionnelles, tous les termes auront un facteur linéaire de plus au numérateur qu'au dénominateur; d'oii il suit qur^ si l'on multiplie les deux membres par un même nombre fpielconque de ces facteurs, il y en aura dàl^ chaque terme un même nombre de plus au numérateur qu'au dénominateur. Et si l'on multiplie par tous ceux qui sont dans les divers dénominateurs, il v en aura un même nondire dans chaque terme.
Cette même circonstance aura lieu si l'équation provient de l'addition ou de la soustraction de surfaces de figures planes, car leurs aires se ramenant au triangle seront exprimées par des produits de deux lignes ; et si celles-ci proviennent d'une suite de quatrièmes jjroportionnelles, ces produits se présenteront sous forme de fractions ayant deux facteurs linéaires de plus au numérateur qu'au dénominateur. Si l'on niiilliplio ensuite ou qu'on divise les deux membres de I ('iinalKin par un mênic nombre de ces facteurs, l'excès sera toujours le même en chaque terme; et si l'on fait disparaître tous les dénominateurs, il y aura le même nombre de facteurs linéaires dans tous les termes de l'équation.
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Il est clair i|u on aurait des résultats analogues si l'équation venait d'additions ou de soustractions de volumes, parce que, leur mesure se faisant par des produits de trois lignes, tons les termes seraient composés de trois facteurs linéaires, ou, s'ils étaient fractionnaires, auraient trois facteurs de plus au numérateur qu'au dénominateur. Cet excès variei-a également par reffet de multiplications ou de divisions des deux nombres; et si les facteurs linéaires disparaissent de tous les dénominateurs, il v aura le même nombre dans tous les termes.
Enfin, si les quantités qui forment les termes de l'équation sont non des lignes, des surfaces ou des volumes, mais des rapports de ces quantités entre elles, tous les termes auront autant de facteurs linéaires au numérateur qu'au dénominateur; et si l'on fait disparaître ces derniers, le nombre de ces facteurs sera encore le même dans tous les ternies.
C'est à cette propriété générale qu'on a donné le nom A' homogénéité. On voit par quelles considérations on v a naturellement été conduit. Si l'on nomme degré d'un terme rationnel l'excès du nombre de facteurs linéaires du numérateur sur le nombre de ceux du dénominateur, elle s'énonce en disant que toute équation provenant de relations entre des quantités géométriques, sans qu'aucune d'elles ait été choisie pour unité, est composée de termes de même degré.
Toutes les équations d'une question étant homogènes, les combinaisons qu'on en fera pour en déduire les inconnues ne conduiront jamais qu'à des équations homogènes. Si, par exemple, on tire de Tune d'elles la valeur d'une ligne et qu'on la substitue dans les autres, i! est évident qu'il n'en résultera que des termes de même degré.
On pourrait croire cependant que la combinaison d'équations séparément homogènes conduirait quelquefois à
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des équations qui ne le seraient pas. Cela arriverait évidemment si Ton ajoutait membre à membre des équations homogènes de degrés différents. Mais c'est ce que l'on ne fera jamais, parce que l'on ne fait ces additions qu'en vue de réductions, qui ne seraient pas possibles entre termes de degrés différents. Une semblable addition n'offrirait rien d'absurde, mais n'aurait aucune utilité, et on ne la fera dans aucun cas.
3. Il est nécessaire de donner un peu d'extension à la définition de l'homogénéité, parce que nous n'avons supposé jusqu'ici que des expressions rationnelles, et l'on peut souvent avoir des racines à extraire, comme il peut se présenter dès le début des expressions radicales.
Par exemple, la moyenne proportionnelle entre les lignes représentées par les lettres «, b sera e^oirimée par \[ab. L'hvpolénuse du triangle rectangle dont les côtés sont a, b sera exprimée par y^a- -+- b'-. Il est donc nécessaire de donner une définition du degré des expressions radicales qui permette d'énoncer d'une manière générale la propriété dont nous nous occupons.
Or, comme en élevant une expression homogène de degré m à la puissance n on en obtient une de degré n fois plus grand mn,el que, par conséquent, si l'on extrait la racine ^lème (l'mic expression de degré mn, on obtient une expression de degré m quand l'extraction est possible, il est naturel de s'exprimer de la même manière quand l'opération ne peut être qu'indiquée, cl dédire que l'extraction de la racine d'une expression homogène divise son degré par celui de la racine. On admettra ainsi des degrés fractionnaires, et l'on pourra dire qu'en extrayant des deux membres d'une équation homogène une racine de même degré, il en résultera une nouvelle équation homogène.
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Si, par exemple, on avait
a'" = b'" -^ C", on aurait, en exlravant la racine n''""'",
qui sera une ecpiation homogène de degré —
Remarque Il est bon de remarquer qu'un polynôme
dont tous les termes sont de même degré peut toujours être transformé en un monôme de même degré. Car si l'on met enfacteur commun un monôme d'un degré moindre d'une unité, le polynôme sera le produit de ce facteur par un polynôme dont tous les termes seront du premier degré et représenteront des lignes qui pourront se construire par des quatrièmes proportionnelles. En faisant leur somme et la représentant par une lettre, le polynôme se trouvera transformé en un monôme du même degré. Ainsi , par exemple, a"'+b"' — c"' pourra se mettre sous la forme
On construira en le considérant comme décomposé
en ••-■ Un construira la troisième proportionnelle
— ; l'appelant ^', on construira la quatrième proportionnelle
— : [appelant b , on construira — > et ainsi de suite; on
arrivera de cette manière a une ligne représentée par ^^_^ •
On construira de même -, et on la retranchera de la
précédente ajoutée à a. Représentant celte somme par s,
a"'x 6"" — c™ sera remplacé par a"'~'s, et si l'on avait eu
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\jn"'-h ^'" — c"', celle racine serait remplacée par le monôme
de même degré y «'" '.v ou a " s" ■
4. Démonstration générale du principe. — Considérons une équation déduite de conditions géométriques et renfermant un nombre quelconque de lignes, connues ou inconnues, exprimées en nombre au moyen d'une unité non spécifiée. Supposons d'abord que, tous les dénominateurs étant chassés, l'équation ne soit composée que de monômes de degrés quelconques, positifs ou négatifs, entiers ou fractionnaires. Réunissons en groupes tous les termes de même degré : l'équation |)Ourra se mettre sous la forme suivante, dans laquelle l'indice donné à la lettre A marque le degré du groupe :
Les facteurs linéaires a, 6, f, . . . , k, l (\n\ entrent dans divers groupes varieraient avec l'unité de longueur et en raison inverse de la grandeur de celte unité ; mais, s'ils sont ainsi changés en a', h\ c', . . . , X', /', l'équation renfermera ces nouveaux facteurs absolument de la même manière qu'elle renfermait a, h., c, . . ., A', /, puisqu'elle a été obtenue indépendamment de la grandeur de l'uullé.
Cela posé, prenons pour cette nouvelle unité la grandeur de la première divisée [)ar un nombre arbitraire z : les nombres désignés par «', b' , . . . , l' seront respectivement égaux à za, zb, . . . , zk^ zl. Mais, comme la nouvelle équation doit renfermer a' , A', ...,/' do la même manière que la première renfernuill <■/, />>, ..../, on ["(détiendra en changeant di'.ns celle-ci a en ;«, b en zb, etc., ce qui donnera
z"' \,„ -f- z" A„ + zn \„ -i- . . . -^ ^.-- A, = o,
et, comme cette é(juati(>n devra avoir lieu quel que soit ;■,
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on arriverait à une contradiction i^i les coefficients des diflérentes puissances de z n'étaient pas séparément nuls.
Si donc l'équation primitive n'a ])as été obtenue par l'addition d'équations homogènes de degrés différents, ce que nous avons recommandé de ne jamais faire, il v a contradiction dans les suppositions; et il est impossible que l'on ait obtenu une écpiation de forme constante entre les nombres qui représentent des lignes, évaluées avec une unité indéterminée.
o. Comment l'iiomogénéité peut ces/er d'être apparente. — Si, après avon- trouvé une équation, en laissant l'unité indéterminée, on vient à la particulariser, et qu'on choisisse à cet effet une des lignes qui entrent dans cette équation, ou même si l'on commence ])arlà, les termes cessent d'être de même degré, à moins qu'on ne conserve la trace des facteurs qui deviennent égauv à i : ce qu'on ne fait pas, puisqu'on ne particularise l'unité (ju'en \ue de siniplification. On rétablirait 1 homogénéité en revenant à une unité indéterminée, et en complétant ou en réduisant les degrés des termes par l'introduction de facteurs ou diviseurs représentant l'ancienne unité évaluée au moven de la nouvelle. La manière la plus sinqile d'y parvenir sera de remplacer chacune des lettres représentant des lignes dans l'équation homogène par le rapport qu'elle exprime réellement de cette même ligne à celle qui a été choisie pour unité. Tous les termes deviennent alors de degré zéro, et l'homogénéité est rétablie.
0. Jtemarf/ues di\>erses. — Si l'on avait eu d'abord des dénominateurs polynômes, nous venons de prouverqu'après qu'on les aura tous fait disparaître, on ;jma une ('•quatinn homogène. Or il est bon de remarquer que Luus les ternies d'un mêmcdénominateur doivent être homogènes entre eux. Carsil'on en considère un quelconque et que l'on fasse dis-
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paraître tous les autres, de sorte qu'il ne subsiste plus que ce dénominateur polynôme, il eslévident que, sïl n'avait pas tous ses termes de même degré, la multiplication qui le ferait disparaître ne donnerait pas des termes de même degré, comme cela doit être dans une équation composée de termes monômes et qui n'est pas la somme d'équations homogènes de degrés différents.
7. Si l'équalion rfiifcrmait des racines de polynômes dont l'indice serait indépendant de Tunité de longueur, on pourrait la rendre rationnelle, et alors elle serait certainement homogène, et les polynômes sous les radicaux, devraient l'être eux-mêmes.
Mais si l'on concevait comme possible l'existence d'un radical dont l'indice serait une quantité linéaire, il serait variable avec l'unité de longueuK et les règles relatives aux indices déterminés pourraient ne plus subsister. Ces cas singuliers devraient être examinés spécialement. Si par exemple on avait
ri / ^i J.3
a elx désignant des lignes, il faudrait extraire une racine de degré a d'un polynôme indéfini non homogène cl dont le degré des termes croît sans limite. Cela pourrait d'abord ne pas présenter le caractère de l'homogénéité, et l'on serait porté à croire qu'une équation qui renferme une pareille expression ne sauiail èlrc homogène. Et cependanl il n'en
est rien, carelle n'est autre chose que e", qui est une expression de degré zéro, comme tous les termes suivant lesquels elle peut être dcvcl()])péc.
8. Nous venons de voir un cas où, l'indicert d'un radical étant dépendant de l'unité de longueur, l'expression se
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trou\c homogène el de degré zéro. Mais si, au lieu d'avoir sous ce radical le développement de e^, on avait eu un po- Knôme d'un nombre fini de termes, en lisolant et élevant les deux membres à la puissance a, on aurait d'un côté ce polvnôme, dont les termes auraient des degrés fixes, et de l'autre des quantités de degré variable avec l'unité de longueur, ce qui serait impossible.
9. Il est d'autres expressions que les exponentielles qui, n'ayant pas de degré déterminé, ne peuvent s'appliquer qu'à lies quantités de degré zéro. Ainsi les logaritlinies ne peuvent affecter que des quantités de degré zéro, parce qu'ils n'ont aucun degré déterminé, à moins que ce ne soil zéro; il faut alors que l'on n'ait que des rapports de (juantités de même degré; ils seront indépendants de l'unité de longueur et ils pourront être soumis à des opérations logarithmiques ou exponentielles, et entrer dans di's équations homogènes. Quelquefois ces circonstances ne seront pas immédiatement en évidence, par exemple si l'on avait logx — log«, et cependant elles pourront être
reconnues, comme dans ce cas où \osx — log^a = loij -•
10. C(is où il y a des unités d'espèces différentes. — Lne équation peut renfermer des grandeurs dont la mesure
'ne se ramène pas à une même unité; les surfaces el les volumes se ramènent à l'unité de longueur, parce qu'ils dépendent toujours de hgnes qui les déterminent; mais s'il entrait dans une même équation des lignes el des angles, il faudrait prendre deux unités d'espèces différentes : une ligne pour mesurer les longueurs, et un angle pour mesurer les angles.
En admettant toujours que l'équation a été trouvée en laissant les unités indéterminées, si l'on suppose qu'on fasse varier l'une quelconque d'entre elles en laissant les
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autres constantes, les raisonnements iirécédenls prouvent que l'équation doit être homogène par rapport aux quantités de l'espèce de cette unité. D'où l'on conclut qu'elle est homogène séparément par rapport à chacune des espèces différentes de quantités qui y entrent.
Une pareille équation pourrait être ramenée à ne renfermer que des rapports de lignes ou des rapports d'angles; mais ses différents termes peuvent aussi bien renfermer des produits de quantités d'espèces différentes; il suffit que l'homogénéité ait lieu séparément pour chaque espèce. Il pourrait hien arriver aussi que l'homogénéité eût Heu séparément pour deux classes distinctes de quantités de même nature. On le reconnaîtra quand l'écpiation aura été obtenue en supposant que les quantités d'une même classe aient été évaluées a^<ÊC une unité indéterminée, mais différente pour chacune. G\st ce qui arrive par exemple dans la Trigonométrie, lorsque l'on établit des équalion.s entre les côtés des triangles et les lignes qui, comme nous le verrons bientôt, servent à la détermination des angles.
DE LA DÉPEXDA.NCE ÉTABLIE E.MRE LES DIFFÉRENTES IMTÉS; SES CO.NSÉQr EXCES SUR LA FORME DES ÉQUATIONS.
1!. La mesure d'une grandeur, ou son rapport ù une au tri' di- même espèce, se ramène souvent à la mesure d'autres quantités d'espèces différentes. Ainsi la mesure des surfaces et des solides se ramène à la mesure de certaines lignes; et si l'on ne fait entrer ces grandeurs dans le calcul qT.ie par leur mesure, il n'en résulte que des équations entre des lignes; et nous n'avons rien à ajf)utcr sur ce point à ce qui a été dit précédemmi'nl, i-clativemcnt à l'homogénéité.
Mais si la grandeur dépend de di'iiv élémcnls d'cs[)èces différentes et que, sans choisir pour unité une des quantités données, on établisse cependant une certaine dépendance
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soil eiilro un des éléments el Piinilé <lc rauUf, soil méine rnlre les dilTércnles unités indéterminées, il esl j)Ossible non seulement que les termes de l'équation ne présentent |>as riiomogénéitc, mais même qu'ils semblent ne pas varier dans un même rapport, quand on channe une dos unités, ft qu'on ne reconnaisse cette jjropriélé quVti introduisant la dépendance qui a été admise entre les unité-;.
Par exemple, si l'on appelle vitesse dau< un niouvenient nnif(u-me l'espace parcouru dans l'unité do temps, celte quantité dépendra d'une longueur, et colle-ci déjiendra de l'unité de temps. Les facteurs représentant des vitesses devront donc être considérés comme variant avec les deux unités séparément, en raison inverse de l'unilc de longueur et en raison directe de l'unité de lem|)S. Ils devraient donc être regardes comme de degré 4- i par rapport à lii longueur et — I par rapport au tem]>s.
On raisonnerait de même dans des cas j)lus complexes, comme on en trouve dans la Mécanique el la Plivsique ( ' ).
(') Pour en donner un exemple tiré de la Mécanique, soient/ une force d'intensité constante qui a clé appliqué; pendant le temps t à un point (le masse m, libre et partant de l'état de repos, x l'espace parcouru par 1 1; point; on aura l'équalion
mx — ■'— •
\ucune quantité déterminée n'a été choisie pour unité; seulement on a • labli entre les quatre unités, de longueur, de temps, de masse et de force rctlc dépendance que la force prise pour unité soit celle qui, appliquée pendant l'unité de temps à l'unité de masse, lui ferait acquérir une vitesse égale à l'unité. Cette équation non liomogénc, ayant été trouvée sans lixcraucunc unité, doit conserver sa forme si l'on change une ou plusieurs de CCS unités; c'csl-à-dire que, les nouveaux nombres qui exprimeraient les mêmes grandeurs absolues étant désignés par m', x',/', C, on aurait
encore m'x' = — — V.l il est facile de reconnaître que celte dernière
•■qualion esl compatible avec la première, comme nous l'avons vu dans les équations homogènes.
l'^n ciïet, supposons d'abord qu'on change l'unité de longueur seulement I : qu'on en prenne une >. fois plus petite : le nombre x', qui exprime la
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Fourier a discuté soigneusement ce point dans sa Théorie. mathémaliqiie de la chaleur. Nous nous bornerons à l'in" dication succincte que nous venons d(; donner, réservant les développements aux professeurs.
PASSAGE DES FORMULES NUMÉRIQUES AUX FORMULES DE CONSTRUCTION
12. Etant donnée la formule qui exprime une ligne en nombre, c'est-à-dire qui indique les opérations à faire sur les nombit's qui exprimeraient les lignes données pour obtenir celui qui exprime la ligne cherchée, si l'on veut substituer à ce calcul une suite de constructions à effecluer sur les lignes données, sans avoir recours à aucune évaluation numérique, on procédera de la manière suivanle :
l" Si la foiinulc est (\ilièrement ralKumeile et homogène, rinconiHie ne poiiiia (ire exprimée, (hiiis le cas le plus général, que j)ar le (piotienl de deux pohnômcs composés de termes homogènes, d'un degré plus élevé d'une unité au numérateur qu'au dénominateur. Ces deux polynômes
iiièinc longueur que x, sera \ fois plus grand que x. Les nombres m' et t' seronl les niéniosquem cl /, qui ne dépendent pas de l'uni lé de longueur; mais/' sera difTércnl de /, parce que l'unilé de force a changé. Celle dernière, en effet, csl la force qui, appliquée à l'unilé de masse qui csl resiée la même pendant une unilé de temps qui esl aussi restée la même, lui ferait acquérir une vitesse égale à l'unité, c'est-à-dire >. fois plus pctilc que dans le premier cas; cette force sera donc X fois plus petite que la première unité, et par conséquent le nombre/', qui exprimera toujours la même force, sera égal à \f. Les deux membres de hi sccdudc équation ne sont donc autre chose que ceux de la première iiiulli|ilii's parX, cl les deux équations sont compatibles, comme cela devait être.
Il en serait de même si l'on changeait les autres unités.
El si, pour appliquer une formule ainsi obtenue, on fait un choix particulier pour les unités indépendantes (;l qu'on en tire la valeur d'une inconnue, le nombre ainsi ol>lenu devra être considéré comme exprimant des unités égales à celle que l'on aura choisie pour l'espèce dont celle inconnue fait partie, cl il n'y aura à s'occuper d'aucune des autres.
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pDiuTont èlrc rédiiils à des nionùmcs, comme nous l'avons intliqiié précédemment, cl l;i ligne représentée par la fraclion ainsi transformée se construiia par une suite de quatrièmes proportionnelles.
2" Si la formule de l'iacoiunir reiilcrnic des ladicaux du second degré, et que les (piantiti''s (jui v sont smnnises soient des expressions rationnelles c[ueIcojupics, on pourra commencer par les réduire, comme nous venons de l'indiquer, à des monômes entiers ou fractionnaires, suis, m!
que le numérateur y sera de degré plus éle\é ou ins
élevé que le dénominateur. Dans le premier cas, on ]Hiiirrii, par une suite de quatrièmes proportionnelles, réduire la quantité sous le radical à un produit de facteurs linéaires; et dans le second, à l'unité divisée par un produit. Ce cas, en renversant le radical, rentre dans le prcniicr. ipid sufiit par conséquent d'examiner.
S'il n"v a que deux i'acteurs, la racine sera leur mii\enn(' proportionnelle et se construira faeilemcnl.
S'il y en a un nomlji'e plus grand qnr diiix.on les iiioupera deux à deux, el une suite de niovcnnes proportionnelles réduira le radical au produit d'autant de lignes qu'il y aura de ces groupes, si les facteurs sont en nomhre pair. El si ce nombre élail impair, il resterait j'indicaiion de la racine du dernier; ce facteur se combinera avec rjuekpie autre d'après la forme de l'expression donnée (pii, d'après le principe de l'homogénéité, doit toujours èlic du premier degré, puisqu'elle est la valeur d'une ligne.
En agissant ainsi pour tous les radicaux du second degré qui entrent dans l'expression de la ligne à construire, on finira par la rendre rationnelle, et alors on procédera comme dans le premier cas.
Il est évident que ce procédé pourra s'appliquer à plusieurs racines carrées accumulées les unes sur les autres.
Mais si 1 l'xpression de la li^iie iiiconiiMc r rnliTUiail <li;s
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riidicaiix non ri'cluctibles au second degré, ou encore si l'inconnue est la racine dune équation qu'on ne sait pas résoudre, les procédés que nous venons d'indiquer ne peuvent ])lus s"a|)pliquer; et ce n'est que plus tard que nous pourrons nous occuper de cette question.
Ql E TOIS LES PROBLÈMES PEUVENT ÊTRE RAMENÉS A LA DÉTEItMlNATlON DES LONGIEI RS DE CERTAINES DROITES.
13. Ln proljjènie de Géométiie ne peut avoir pour objet que la détermination de jioints ou de grandeurs d'espèce quelconque, comme des lignes, des angles, des figures planes ou des solides
La détermination des angles peut être ramenée à celle de lignes droites; c^i", en les faisant entrer comme éléments de triangles, il suffiia de connaître les côtés de ces triangles, ou seulement leurs rapports, pour que les angles en question soient eux-mêmes connus.
Une figure plane quelconque qui ne renferme pas de lignes courbes se ramène évidemment à la connaissance de certaines droites, ou d'angles, lesquels se ramènent à des droites. El il en serait de même d'un solide qui ne renfermerait dans sa construction aucune surface courbe.
Quant à la détermination de la position d'un point, il est l'acile de voir commeuL elle se ramène à celle de la longueur de certaines droites.
En efi'et, si ce point doit èli-e ilaiis un |ilai] (Inriné et sur une ligne connue, il suffit de connaître sa distance à un point connu de cette ligne; et si Ton ne connaît aucune ligne du pliin (nii le renlei-me, sa position sera déterminée si l'on connait ses distances à deux points donnés, ou à deux lignes données, ou encore à un ]i(iiril il une li^uc connus. ImiIIii il peut être déterminé jiiii- sa distance à un ])oint du plan ri par l'angle (pie fait a\ec une droite con-
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mie la ligne qui le joiiil à ce point. Or un angle se ramène, comme nous Tavons dit, à des droites.
D'où Ton voit que la rccherclie de la position d'un point peut, de bien des manières, être ramenée à celle de la longueur de certaines droites.
Si les constructions demandées n'élaienl i)as dans un même plan, elles se ramèneraient de même à la connaissance de lignes, d"angles ou de positions de points. Et la |)Osition d'un point se déterminerait par ses distances à trois points ou à trois plans, et de diverses autres manières que nous pourrons indiquer plus tard.
Si les figures ou solides renferment des cercles ou des sphères, leur détermination est ramenée à celle de leur centre et de leur ra\on, et par conséquent à celle de certaines longueurs. Quant aux autres lignes ou surfaces courbes, on ne les admet pas ordinairement dans les éléments, et nous en parlerons bientôt.
Ces divers movens de détermination des j)oints peuvent donner lieu à quelque incertitude, et souxenl une discus- .sion est nécessaire jiour reconnaître le point cherché parmi d'autres que fournirait la construction. INous verrons par (piels movens on est parvenu à éviter cette confusion et à distinguer sans ambiguïté, dans les résultats du calcul, ce qui correspond précisément à ce que l'on cherche.
Quelles que soient les grandeurs au mo\en desquelles trn point soit déterminé, on leur donne le nom général de coordonnées de ce pr)inl.
CHAPITRE II
APPLICATIOX DU CALCUL A LA RÉSOLUTION DE DIVERSES QUESTIONS GÉOMÉTRIQUES. — DISCUSSION DE SOLUTIONS ÉTRANGÈRES ET DE SOLUTIONS NÉGATIVES. — GÉNÉRA- LISATION D'UNE FORMULE FONDAMENTALE PAR LES QUAN- TITÉS NÉGATIVES.
1 i. Trouver les formules qui exprimenl la surface d'un triangle, et les rayons des cercles, inscrit et circonscrit, en fonction des côtés de ce triangle.
Soient ABC (fg- i) ce triangle; f^ b, c les côtés respectivement opposes aux angles A, B, C; h la hauteur AD, et S la surface cherchée.
On aura crahord S = — > et par conséquent il sufQra
(1 cNprinici' Il 111 fonction de c/, />, c.
Or, on connaît une relation entre ces trois côtés et un segment tel que BO; on pourra donc exprimer BD en fonction de a, h, c; et par suite AD, (pii est déterminé par BD, puisque l'hypoténuse du triangle ABD est donnée. La marche à sui\rc <>l ddiic toute tracée, el il n"\ a plus ipi'à exécuter ce (pii vicul d'être indiqué.
L'équation ipii donnera BD est b' = «' + p' — ar/.BD, si l'angle B est aigu; cl le signe du dernier ternie devrait être changé si B était oiitus. On aura donc, dans le premier
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cas,
.Mais en dévelopjiant le carré de a- -{- c- — /v-, on a les mêmes termes qu'en développant celui de fr — «' — c' ; les deux cas seront donc représentés par une seule expression définitive, et nous nous bornerons à suivre le calcul d'après l'une des formes, la première, par exemple. On aura ainsi
et, transformant la difl'ércnce des deux carrés dans ie proiliiil de la somme des racines par leur diflerencc,
S =-^(iac^ a'— c'' — (j-}(y.ac — a^~c^-^ 6'),
et par la même considération
S = -v/(a-i-6-+-c)(a-i-c — b) (b -i- a — cjib — c — a).
II est bon défaire ici une remarque sur la décomposition du dernier facteur 2«c — «^ — c' + 6'. Il est la différence des deux carrés i' et a' + c' — 2 ac: or, ce dernier peut ôtre celui de <7 — <■ ou de c — o, suivant que a esl plus
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grand ou plus petit (pie c; mais, comme on doit ajouter cl retrancher successivement de b la racine du second carré, les deux résultats seront les mêmes quant à la forme; seulement chacun d'eux exprimera dans un cas la somme des racines, et dans l'autre cas leur différence.
On peut donner à la valeur de S une forme plus simple en introduisant le périmètre 2/> du triangle, c'est-à-dire en posant a -r b -\- c= ip. On trouvera ainsi
S = \f]ji^p — a) (p — b) ip — c).
('etlc formule était connue des anciens géomètres.
l.j. Trouver l' expression du rayon d'un cercle langent à trois droites données.
Ce cercle peut èVie inscrit au triangle formé par ces trois droites, ou tangent aux prolongements de ses côtés. Cela donne lieu, en général, à quatre cercles différents.
En considérant celui qui est dans l'intérieur du triangle, son ravon est la hauteur commune des trois droites qui composent la surface du triangle; d'où Ton déduit, en cmjdovant les mêmes dénominations que jirécédemment, et désignant le ravcni ]iar R,
R = "—'—'' = s = //j {p — a){p — b}(j> — C), et par suite
yj ^ . /l/' —•«)(/> — 6)(7? — c)
On trouvera semblahlement pour les trois autres cercles
IV = » / P^l> — b){p — c)^ j^, ^ /p\p — a)(p — c)^ y p—a ' y p—b
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D'où se déduit celle relation remarquable entre les quatre ravons
Remarque. — Comme exercice sur les limites, il est bon de chercher ce que deviennent ces quatre formules, quand deu\ côtés du triangle, <?, b par exemple, croissent indéfiniment, le troisième côté c restant constant, ainsi que l'angle adjacent B. On voit facilement que, dans la figure limite, le côté ACesl remplacé par la parallèle menée à BC par A; les deux cercles tangents extérieurement à AC, BC ne sont plus possibles, et les deux autres sont tangents aux deux parallèli's et à AI5, des deux côtés de cette dernière ligne.
Mais ce qui est intéressant, c'est de voir comment ces diverses circonstances seront exprimées par les formules.
Considérons d'abord l'expression du rayon d'un des deux cercles R', R'' qui doivent disparaître. Ils renferment l'un
et l'autre le rapport de p — a h. p — b ou de '■ à
— j direct ou renverse.
Or, lorsque le point C {Jlg- 2) s'éloigne indéfiniment
de B, si l'on prend toujours C[ = CA, les angles à la base du
triangle isoscèle CAI tendent vers des angles droits, puisque
Fig. 2.
l'angle C tend vers zéro. La limite du jjoint I est donc le pied D de la perpendiculaire abaissée de A sur la droite immobile BC et a — b a pour limite BU : la limite de
r est donc -frpr- Mais les deux autres facteurs p,
p — 0 c -r- BD '
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p — c croissant indéfiniment, il en est de même de R' et R" ; et c'est en se présentant sous ki forme de l'infini que les deux formules apprennent que les deux cercles correspondants ne sont plus possibles.
Passons aux deux autres expressions qui donnent R et R'".
Les limites de p — a et/? — b étant
la limite de leur produit sera
BD
BD
AD
Dailleui's, le rapport de/) à/? — r a pour limite l'unité, puisfpie c est constant et que p croît indéfiniment.
) ou la moitié
parallèles, comme il avait été facile
Les limites de, Ret de R' seront donc 5 deux
de la distance des de le i)ré\oir
K). l^xpression du rayon du cercle circonscrit à un. triangle en fonction de ses côtés.
Soient ABC {fig. 3) le triangle, O le centre du cercle circonscrit, R son rayon. Menons par un des sommets le diamètre AD. Pour trouver une relalion entre AD et les côtés '/, />,c du Iriauf^lc, (iti lemanpierad'aixutl qu'en joignant BD
i>n aura un triangle rectangle df)iit l'angle D sera égal à C ; el que par conséquent on aurait un triangle semblable à ABD
CHAPITRE II. 3l
en abaissant de A une |ieipiiuliciilaiic AE sur UO. On déiluira de là
d'où
AD : \H :: \C : AK ou ilx : c :: h : AI-: c/> cbn
AK
Cl, comme «. AE est le double de la surface du triangle, on aura
abc
17. Expressions des diagonales d' un t/iiadrilalè/-e inscrit, en Jonction de ses côtes.
Soient
AB = a, BC = 6, CD = c, DA = cf, AG = a-, BD = y.
Pour qu'un quadrilatère soit inscriptible dans un cercle, il est nécessaire que la somme des deux angles opposés, par exemple A et C {/ij^- 4)) ■'^O''^ égale à deux droits. Il suffit donc d'exprimer que le prolongcnitiil iK- I) V fait iWL'c M!
l'ig- 'a-
un angle égal à C. C'est de celte condition i|nii le ]i\ eut résulter les relations qui pourront servir à déterminer les valeurs de X el y. Voyons quelles conséquences résultent de cette condition :
Si du point B on abaisse Bif, iJi perpendiculaires sur
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CD, DA, les triangles BIIC, BAI seront semblables et
donneront
AI _ a W.~ b'
Or, AI cl HC peuvent s'exprimer au moyen des trois côtés des triangles ABD, CBD ; et l'on obtiendra ainsi une équation où entrera la ligne inconnue DB ou i'. Le problème sera donc résolu, puisque x s'obtiendra semblablement, et pourra d'ailleurs se déduire de r par de simples changements de lettres.
Les valeurs de AI et Cil seront, en observant que, si l'angle C est aigu, A sera obtus,
CH=^i^^il^, AI= ^■'--'-^'
■id
La proportion précédente deviendra ainsi
bc{Y'- — a- — d^) = ad(b^~ c-—y-).
d'où
, _ fid(b^^ c^)^ bc(n--^ d-^ _ (ab — cd)i nc-^ bd) ad-t-bc ad-i-bc
Pour déduire x- de y- il faut y changer chacun des côtés «, b, c, d dans celui qui le suit immédiatement, puisque, en recommençant en partant de B ce qu'on a fait en partant de A, on aura, pour obtenir la diagonale CA, les mêmes calculs à faire que pour BD, avec cette seule diflerence que chaque côté sera remplacé par celui ([ui le suit, en les rangeant circnlairemcnt dans l'ordre a, b, c, d. On aura donc
(bc-r- dti ) i bd -\- en )
ba ■+- cd et les valeurs des dia;;onales seront
, /(bc-had)(bd-hac) , /(a
b -+- cd){ ac-h bd) _ ad ■+■ bc
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18. Corollaires. — i° Eu miillipliant ces deux c\|)r(,'>- «ions el réduisant, on (rouM-
xy =: ac -i- bd,
I 'e.<t-à-dire que le rectangle des diafjonales est égal à la -onime des rectangles des côtés opposés.
Les anciens connaissaient ce théorème, qu'ils démontraient par des considérations purement géométriques. Ils s'en sers'aient pour déterminer la corde de la somme de deux arcs, quand on connaît les cordes de chacun d'eux et le ravon du cercle. Si, par exemple, on considère les deux arcs AB, BC,dont les cordes sont o, 6, la diagonale x sera la corde de la somme de ces arcs. En prenant maintenant pour seconde diagonale BD le diamètre mené par B, la relation que nous venons de trouver deviendra, en prenant le ra\on |)ùur unité,
2° En divisant x par^', on trouve
X iid — bc y ab -i- cd
'■(•. qui montre que les diagonales sont entre elles comme lis sommes des rectangles des côtés qui partent de leurs xtrémités respectives.
19. Connaissant l'hypotcnuse d'un triangle rectangle f;t la somme des deux autres côtés et de la hauteur, cal- ■ nier ces trois quantités.
Soient rt cette somme, b Ihvpolénuse, x eV y les deux 1 cUés de l'angle droit el z la hauteur. Les équations entre ces quantités se forment immédiatement par les propriétés connues du triangle rectangle et la relation imposée par
Dru. — Mttli. III. 3
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renoncé : elles sont
( I ) -''-T-^i' -t- - = fl, .';)■ = /'z, .?■'- — y- — b'-.
La résolution de ces équations n'offre aucune difficulté, et nous ne les avons choisies que pour montrer par un exemple simple comment le; calcul peut devenir plus ou moins compliqué, suivant la manière dont on le dirige.
On sait que dans toute équation du second degré, X- -\t px 4- (y = o, la somme des racines est — /', leur pro- .duitf^r, et la somme de leurs carrés/)- — 2 y.
Cela posé, la somme et le produit de x et j' étant donnés en fonction de :; parles deux premières équations, ces inconnues seront les racines de l'équation
\ u- — {a — z\u^bz^=o.
La somme de leurs carrés sera donc
et la troisième écjuation donnera
d'où
z = (i -h b ± \l ifib ■+- 2 b-.
De ces deux valeurs données par l'équation du second degré, une seule peut convenir à la question : car celle qui correspond au signe -|- du radical, étant ])lus grande que a -\- b, ne. peut être égale; à la hauteur du triangle. La valeur- iini(|iie d(; cette li;;iic est donc
x; = a -+- i — \/'2o6 -t- "xb-.
l'iepoiiiint celte expression dans l'équation en </, elle
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devienl
( 3 ) u- ~ib ~ /•>. ah ^ -/.b^) Il -^- b--i- ab — b \/ ■i.ab — a i- = o ;
les deux racines de celte éqiuUioii seront les valeurs de a* et 1 .
Si au lieu de ; on ilierchait x ou r, on deMait craindre de tomber sur une équation de degré plus élevé, ne fùl-ce que par celle considération que, x et j' enlrant symélriqucnienl dans les équallons, le résultai de l'éllminalion de z cX y doit renfermer coiiinic solutions les valeurs der, aussi bien que celles de ^ ; et cV'sl ce qui ari'ive en ellct, car on parvient ainsi à
{ 4 ) x'> -\- 1 bx^ -r- 6- r- — '1 b- (a ~- b) X -^ b- i a^ — b-) = o,
équation dont la discussion offrirait quelque diffieullé, si l'on ne remarquait pas que son premier membre peut être décomposé en deux facteurs du second degré en x, qui, égalés à zéro, conduisent aux équations suivantes :
(5) x- -¥-{b -^^ lab -^ib-)x -^ b^-r- ab -^ bi/ nab — ib- = o, (G) X- -^{b — \/ lab — ib^) X -•- b"- -h nb — b •/ lab -+- -ib- = o.
La première donne deux valeurs négatives pour ./■, cl ne donne par conséquent aucun nombre satisfaisant aux équations obligées de la question : on doit donc la rejeter.
La seconde est donc la seule à considérer. Elle doit donner r e\.x, et coïncide en effet avec l'équation en ii tiou\(''e d'abord pour le même objet. La condition de réalité de ses racines s'exprime par l'inégaHlf''
a < 6 ( i -I- /^ ) • La valeur maximum de a, rjuand b est donné, esl donc
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Si Ion donne a au-dessous, on a deux racines positives inégales. Si a est égal à celte limite, les deux racines sont égales et le triangle est isoscèle.
20. Remarque. — On peut se demander pourcpioi l'on a trouvé deux valeurs de z-, puisqu'il n'y en a qu'une quiconvienne; et de même pourquoi l'équation en .r est du quatrième degré, puisqu'il ii'v a que deux de ses racines qui conviennent.
Avant de chercher comment ces solutions étrangères se sont introduites, il faut voir si le problème numérique et le problème géométrique sont réciproques, c'est-à-dire si chacun des deux entraine l'autre comme conséquence. Or nous avons bien démontré que les équations (i) étaient des conséquences \des conditions géométriques, mais nous n'avons pas démontré la réciproque; et dan.s l'exposition générale des méthodes, nous avons montré que dans ce cas il pouvait y avoir des solutions étrangères.
Maintenant, pour reconnaître que les équations (i) n'entraînent pas effectivement les conditions du problème géométrique, et renferment par conséquent des solutions étrangères, ce qui ne serait pas facile à voir immédiatement, suivons-en les conséquences, c'est-à-dire les équations, que nous en avons successivement déduites. Or l'équation en 5, obtenue |(ar l'élimination do x eljK, est
(il — z )- — 7.b z = h-,
et quand ou il(''\ elo|)[)c le Carré de « — ^ on a les mêmes ternies que si l'on avait développé celui de - ^ — «, d'oii il suit que les résultats du calcul seront les mêmes que si la première des équations ( i ) avait été x -\-y = 2 — a au lieu d'être x -\-y = a — ;;. Et comme les systèmes d'équations qu'on substitue les uns aux autres sont réciproques, les équations (i) satisfont non seulement aux conditions géo-
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métriques du problème, mais oncore à celles d un autre problème de nomlires, qui peut même ne correspondre à aucun problème de Géométrie.
Il n'y avait donc pas réciprocité entre le problème i;éomélrique proposé et le problème de nombres qu'on lui a substitué. Si l'on avait substitué la seconde valeur de :; dans l'équation en //, on aurait eu, au lieu de l'équation.( 3), une autre équation qui n'aurait été autre que l'équation (5), puisque l'équation (4) doit donner toutes les valeurs de x qui conviennent aux équations ( i ). El c'est ce qu'on reconnaît immédiatement.
21. Par deux points donnes faire passer un cercle langent à un cercle donné.
Soient A et 13 {fig- j) les deux points doiin(''s. \) leur
I-ie
milieu, C le centre du cercle donné, /• son ravon; CE, CF perpendiculaire et parallèle à AB. Posons
.\Tî = >«, Di: = i, CM-.^c.
Le centre O du cercle cherché sera sur la perpendiculaire élevée en D sur AB; désignons par x sa distance au point D, et soit H le point de contact.
Les deux cercles pouvant être tangents extérieurement ou intérieurement, on aura
CO = OB ± /• ou ^ [T — cf-^- b-= \f x-~- <i-± r. Elevant les deux membres au carré, il vient
6' -i- c' — 9. ex = a- -T- /•- — ■?.r \ x^ -f- a*.
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Isolant le radical et élevant au carré, on obtient, en posant /;- + c- — a- — /■- = 2 m-,
( 1 ) ( c- — /■- ) .r- — 2 m- ex -r- m'' — a- r- = o.
Et comme il ne reste aucune trace du double signe, les deux racines de cette équation se rapporteront aux deux cas possibles du contact.
Examinons maintenan.1 les changements qu'introduirait dans les calculs une disposition difTérente des points de la figure.
Si le centre inconnu O se trouvait au-dessous de F, le côté OF du triangle COF serait exprimé parc — x au lieu de ,r — c ; mais, après le développement du carré, les termes présenteraient la même forme, et il n'en résulterait aucun changement ofins les calculs. Mais si O devait se trouver d'un autre côté de la ligne AJB que C, le côté OF s'exprimerait par la soiume x -\- c nu lieu de la différence, et le calcul coiidiiir.ul. non plus à ri''(|ua(ion ( i ), mais à la suivante :
dont les deux racines soni, au signe près, les iiiéiiies que celles de l'équation ( i ).
La condition de réalité des racines de ces écpuitions est la même; elle es! exprimée par l'inégalité
(^)uant aux signes de ces racines, ils dépendeiil de ceux de /;/' — (1- /•- et de r- — /-.
Remarque. L'('(|ualioii (i) donnant la position du
centre O cjuand il est du iiiéiiie côté de AB cpie ( '., et l'équation (a), quand il est de l'autre côté; et de plus les racines de ces deux étpialions étant les mêmes au signe près, il s'en.suit ([iic si la prcinièie a ses deux racines négatives, ce fini ne r(''>oiit pas l,i qiiesl ion. puisqu'elles annoiicenl que
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los condilions ne sont remplies par aucun noniLre, la seciinde les aura positives et de même grandeur, rcspecti\ement; elles fourniront donc deux positions du côté de C, et qui seraient les mêmes que si les valeurs négatives de x données par(i) étaient portées en sens ct)nlraires de celui qu'on avait supposé quand on est parvenu à cette équation. Si les racines (i) soni l'une pusilixc, rauiic négative, la première construit un point du moine cùlé que V.\ la seconde ne résout pas la question, mais elle apprend que Vvf[uation (2) a une racine positive de même grandeur, qui indique de Fantre côté de ('. le eenlre d'un cercle satisfaisant à la question; et ce même (-entre sobtiendrait en portant la racine négative de (i) en sens contraire de celui qu'on avait supposé.
Concluons de laque l'équalion(i) suffira à tous les cas, à la condillonque les valeurs positives de x seront portées du même côté que C, et les valeurs négatives du côté opposé.
Cette conclusion n'est légitimi' qur par la eom|)araisoii que nous avons faite des racines des deux équations qui se rapportent aux deux cas, et non par l'analogie vague que l'on pourrait apercevoir entre l'opposition des signes et l'opposition des directions. (]etle comparaison poiniMil être beaucoup plus pénible dans des cas plus cunqilitpiés. Nous allons en donner d'autres exemples, qui suffiront avec celui-ci pour faire désirer des méthodes générales, qui permettent de renfermer dans un calcul unique toutes les variétés (ju'une même question géomélri(pii' peul présenter.
22. Par un point donne J dire jxisscr un cercle langent à deux cercles donnés.
Dans ce cas on n'aperçoit aucune droite sur laquelle doive se trouver le centre du cercle cherché, et il faudra deux quantités |)Our le déterminer, parexenq)le ses distances à deux droites connues.
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Soient A et B {Jig. 6) les centres des deux cercles donnés; /', /•' leurs rayons; C le point donné, O le centre du cercle cherclié, et :; son ravon.
Si nous concinons la pcrpendlculaite OP sur AJ3, le point O sera déterminé par les longueurs OP, AP qui sont ses distances\ à la droite AB, et sa perpendiculaire À\ . Posons
AB = o, M' = X, OP=j-, AQ = x, CQ = S;
il s'agit de trouver deux étpiations entre les inconnues .r et >•. En supposant le cercle O extérieur aux deux autres, les conditions géométriques conduiront aux équations suivantes :
(,) Ao — z—^, no — /•'=^. r,0 = j,
i[iii, |i;i] I i'liniiii;ilion de s, conduisent aux diMi\ suivantes:
AO — /• = BO — /■', AO — /• = CO
La figure donne immédiatement pour AO, B(J, VA) les expressions suivantes :
AO = /:^rzyi, BO = \/y'--^{a — x)^, OC = /(S-j^^'-f-Ca-a-)-^
niiiis pour une nuire disposition des points la lornie des expressions serait différente. Si par cxiruplc le point 1* tombait à gauche de A, BP serait exprimé jinr <i ~~ x \\u
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lieu de rt — ar, et rcvpression de BO serait changée, même après le développement du carré. Si O n'est pas du même côté de AY que C, l'expression de OC changera, et (a — x)- V sera remplacé par (a -+- x)-, qui est de forme dillerenle. De même {S — x)' ocrait remplacé par (6 -i-J')- si O et C étaient de côtés différents de AB; et les deux changements devraient être faits à la fois, si O et C étaient de côtés différents de chacun des deux axes sur lesquels on porte les distances x,y. On voit donc combien de combinaisons différentes peuvent donner les diverses positions possibles du point inconnu; et l'on conçoit combien il serait utile de trouver lemoven de renfermer tous les calculs auxquels elles peuvent donner lieu, dans un seul d'où ils pourraient tous être déduits.
Mais il V a encore d'autres formes à considérer dans le calcul, d'après la manière dont le cercle cherché doit toucher les deux autres. Le contact a\ec chacun d'eux peut avoir lieu extérieurement ou inli'riciiri'incnl . ci' qui iluruii' gém'ralement quatre combinaisons; et il laiiL nconnaîlre les changements qui en résulteront dans les équations.
Si le cercle cherché renferme les deux autres, les équations (>) se changent dans celles-ci :
( >. > AO -h /• = z, BO -^ /•' = z, CO = ;.
Si l'un des cercles donnés est extérieur, et l'autre intérieur au cercle cherché, les équations dc\ienncnt (J) AO-T-/=-, BO — r'^-^;, CO = z,
ou ( i ; AO — r = 5, BO -»-/•' = z, CO = z.
Tels sont tous les cas qu'il faut considérer si l'on veul la ■■oliition complète du problème, sans com])ler les variétés qui résulteraient de la |)ositif)n relalixi! des deux cercles, qui peuvent être totalement ou parliellrnicr]! iiiii rirurs lun à l'autre.
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23. Indiquons maintenant le calcul dans rii\polhèse des équations ( i ) et des expressions qnc nous avons prises pour AO, BO, CO. Nous aurons d'abord les équations
La seconde donne, en élevant ses deux membres au carré,
'J-oy -h l'xx -t- r- — a- — o- = 2/' \/x~ -\- y- ;
la première donne, en faisant passer ;•' dans le premier membre et élevant au carré.
( j) la.r -h ( ?• — ?■')'- — a- = xir — /■') y/x- -i- i'-;
d"où, en t''liminant ^ x--r-r- entre ces deux équations
/ o (■/■ — ''' )r -T- (oc/- — a /•' — ai-)x
Celle équation, jointe à l'équation (5), donnera x et r. l^'éliminalion de y conduira à une équation du second degré en x. A chacune de ses racines correspondra une seule valeur de j' que donnera l'équation (6), et l'on n'aura que deux systèmes de valeurs de x, y. Si ces valeurs sont réelles et positives, les coiulitions exprimées nerenlerment aucune impossibilité.
Voyons maintenant à quoi correspondent ces deux systèmes. Ronarquons pour cela que, si nous avions pris les équations (a) au Uni dc(i), tous les calculs n'auraient différé fies premiers que par le changement de signe de r et /■'. ]j'é([nation (6) aurait donc été obtenue, ainsi que l'équation (5), après son élévation au carré, et Ion aurait retrouvé les deux mêmes systèmes de valeurs de ar et ^ : d'iiù il -^uit nue l'un des deux currcsnond rui cas où le cercle
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tangent est extérieur aux deux, autres, et le second au cas où il les renferme dans son intérieur.
On verrait de même que les équations (3) et (4) conduiraient à deux équations analon:ues à (5) et (6), et qui s'en déduiraient facilement par des changements de signes. Elles donneraient deux systèmes de valeurs de x etjK, qui, supposées réelles et positives, détermineraient les deux cercles correspondant à un contact extérieur pour l'un des cercles donnés, et intérieur pour l'autre.
"IX. Ih' r usage tju'on peut, faire des valeurs iiégnli\'cs (le X et y.
Quand nous avons calculé les valeurs i\v BO et CO, nous avons remarqué que, si les deux points O et C sont d'un même côté de A\ , les côtés parallèles à AB dans les triangles dont elles sont les hvpoténuses étaient les diflérences de a à ar, et de a à ar; tandis que, si O etC sont de côtés difTérents, on a les sommes de ces lignes. On voit donc (jue les équations ne différeront dans ces deux cas que par le signe de x; de sorte que, si l'une des équations a une racine négative,' l'autre en aura une positive de même grandeur, qui satisfera au problème en la portant du côté correspondant à cette dernière équation. Et comme ce côté est Fopposé de celui qui correspond à l'autre équation, il en résulte que la valeur négative de xque donne la première équation pourrait dispenser de recourir à la seconde, et qu'elle donnerait la même solution que celle-ci, pourvu qu'on la |)oilàt en sens contraire de la racine positive.
Les mêmes raisonnements s'appliquanl à y, on en tii-e ces deux conclusions : 1" que lorsque le point O est du côté opposé à celui où on le supposait en formant les équations, l'équation finale qui donne l'inconnue relative renfermera une racine négative égale en grandeur à celle qu'on trouverait en supposant le point du côté où il est réellement;
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i" que lorsque les équations obtenues en supposant O d'un certain côté de AB ou de A\ , et que ce calcul conduit à une valeur négative de x ou y, il est inutile de recourir aux équations correspondant à ces positions diflérentes, et qu'il suffira de porter les valeurs de ces inconnues du côté opposé à celui où l'on supposait le point, quand on a mis le problème en équation.
2o. Etant données deux droites rectangulaires indéfinies, mener par un point donné sur la bissectrice d'un des angles une ligne telle, que la partie comprise entre les deux droites ait une longueur donnée.
Soient Ji(Jig. y) le point donné, BC perpendiculaire à
Fi2. -.
la droite donnée AU, XY la ligne cherchée, m sa longueur
donnée ; posons BC = « = AC, et AX = x. Les triangles
semblables donneront
•\, comme AX
AY = XY , on aura
a^ x^ x^ -i- = ni"-.
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La proportion précédente suppose le point X à droite de G. S'il était à gauche, et entre A et G, les triangles serabiahles donneraient
"av" « — A.V' ou, en supprimant les accents,
AY _ a _
mais, eneirectuantles calculs, on toinljcrail encore sur l'équation (i), parce que le dévelopi)enient de (« — x)'- est le même que celui de (x — a)'-.
Mais si la sécante menée par B rencontre la droite donnée AU, de l'autre côté de A, en X", la proportion sera
AY' fi AY" a
et l'équation en x difTércra de (i) par le changement de signe de x\ les racines de ces deux équiitions soroiil doue les mêmes au signe près.
On voit par cette discussion que l'équation ( i ) donnera les valeurs absolues des distances de A à tous les points X situés du même côté de A que le point G, et satisfaisant à la question; et qu'elle aura une racine négative égale en grandeur à la racine positive AX" de l'équation qui donne le point qui résout le problème, et est situé du côté op|)osé à G 5 d'où l'on conclut que l'équation (i) suffira pour la solution complète de la question, à la condition que ses racines négatives seront portées à partir de A en sens contraire des positives.
Gette équation dévelo|)pée est
(1.) x'' — î.ox^-f- (2a- — nt^)x^ -~- lain-x — «-/«* = o.
Si toutes ses racines sont réelles, la règle des signes de Descartes annonce que l'une d'elles est négative et les trois
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autres positives. 11 v aura donc alors trois points à droite de A satisfaisant à la question, et un seul à franche. Ce dernier correspondra à l'inscription de la grandeur m dans l'angle VAU', ce qui est toujours possible.
Jl y a de même une inscription toujours possible dans l'angle UAV et correspondante à une valeur de x plus petite que A; et l'équation (2) annonce l'existence certaine de cette racine, parce que son premier membre prend des valeurs de signes contraires quand on y remplace successivement X par o et a.
Mais rien n'annonce avec certitude la réalité des deux autres racines; et, eflectivement, elles n'existeront pas si la valeur donnée m est au-dessous du minimum de longueur des droitet inscrites dans l'angle VAU, et passant par a. On pourrait chercher la condition pour que les quatre racines de l'équation (i) soient réelles, et on reconnaîtrait qu'elle exprime que m est supérieur à ce minimum ; mais il sera plus facile d'obtenir la solution complète du problème en le traitant par un autre procédé, qui aura l'avantage de montrer combien le choix des inconnues a d'importance et doit être fait avec discernement.
26. De la i^vnndeur qu'il ctciU avantageux de choisir pou/' inconnue .
L'inconnue que nous avions choisie était susceptible de quatre valeurs différentes, et devait conduire par conséquent à une équation du quatrième degré au moins; mais s'il existait une grandeur pro[)rc à déterminer les quatre positions des droites cherchées, et qui ne fût susceptible que de deux valeurs différentes, leur détermination pourrail dépendre d'une é(piation du second degré seulement, ce (pii é\ilerait toutes les difficultés de la discussion.
0\\ à eiiuse de l:i SMm'Iiic de ces quatre sécantes deux à deux par ru[)])(nt à Al.!, les distances du point B aux milieux
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des parties inlerceplées sont égales deux à deux; el si on les prend pour inconnues et qu'elles soient données par une seule équation, elle n'aura que deux racines did'i'-rentes, et l'on doit penser (pi'elle sera réductible au second degré.
Soit donc X la dislance de B au milieu ^I de X\ , les segments BX et BY auront pour valeur !- .r (,■( x', W
et BX seront déterminés par les proportions AX . m AY m
et i'éouation AX + AY = m- deviendra
(m^ — Sa-) = o,
qui devient, en réduisant,
(ia- -~ m- ) „ m-
ou, en posant x- = z,
2 ib
On en tire
~ = «^ -^ — ;- rz yrt* -H a-m'-
Ces deuv valeurs sont toujours réelles el inégales; celle qui correspond au signe + du radical est toujours positive, et par conséquent donnera pourj; une valeur réelle: la condition pour que Tau Ire soit positive est
a''--. — — > \Ja- -h a^m^ ou m->8a'.
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Or Sa- est le carrr de la paiiie de la perpendiculaire à AB interceptée dans langle \ AU. Cette longueur est donc le minimum de m pour qu'il y ait des solutions dans cet angle. Si m était au-dessous, les solutions se réduiraient à celles qui se rapportent aux angles VAU', V'AU. La condition m- > 8rt'- est donc celle que l'on trouverait en exprimant que toutes les l'acines de l'équation (2) sont réelles.
27. Par un poinL B de la bissectrice d'un angle droit, mener une sécanteli.\ telle, tjue le triangle \AX soit égal à un carré donné ni- .
Ce problème est encore plus facile à résoudre ipic le précédent; aussi ne le présentons-nous que pour les remarques utiles qu'il nous permettra de faire.
L'analogie pinnrail porter à croire qu'en prenant pour inconnue AX on pur\ letuliail à une équa'.ion du quatrième degré, puisqu'il j)eut y avoir quatre solutions du problème, correspondant à quatre valeurs différentes de AX. Et cependant l'équation ne sera que du second degré, parce que dans ce cas l'expression des conditions géométriques ne conduit pas, comme dans le précédent, à des formes identiques.
En cfTel, désignant AX par .r, AY aura comme précé- |
dcinjnent pour expression — '— si X est à droite d(! C, et '
si X est entre A et C. Dans le premier cas, la sur-
face du triangle aura pour mesure .et l'égalant à ni-
on obtiendra l'équation
Dans le second cas, a — x remplace x — «, et la surface
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-axdu triangle aura pour expression ; mais, comme ils
ne doivent pas être élevés au carré, les deux équations ne seront pas les mêmes, et la valeur de x qui lui correspond ne doit pas satisfaire à la première équation. On trouve en . (Ici alors
Enfin, si le triangle se trouve dans l'angle ^ AU', et que l'on désigne AX" par x, on aura
-ax-
la surface du triangle aura i)our mesure , cl Ton sera
conduit à une équation qui ne diflTérera de (2) que par le changement de signe de x, et dont les racines seront par conséquent égales au signe près à celles de (2). Celte dernière aura donc nécessairement une racine négative égale en grandeur à AX", et suffira pour les deux cas, en portant celte racine en sens contraire de la positive.
Le problème conduit donc à deux équations du second degré et non aune seule du quatrième. Ce n'est pas qu'on ne pût prendre une marche telle, que l'on parvînt à une équation du quatrième degré, décomposable dans les deux [)récéden!es, ce qui serait moins simple que de trouver direclemenl celles-ci; mais il y aurait toujours celte différence entre les deux questions, que dans l'une on ne peul séparer les quatre solutions, et qu'en en cherchant une on introduit forcément les trois autres; tandis que dans l'autre question elles se trouvent naturellement séparées en deux groupes représentés par deux équations distinctes, auxquelles on esl immédiatement conduit par l'expression des conditions géomélriqucs.
Uiu. - .Uet/i. III. /^
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28. LV'qiialion (2), ayant son dernier lerme négatif, a nécessairement ses deux racines réelles : l'une positive qui résout seule la question posée, l'autre négali\e et qui peut servir à résoudre celle qu'on ne cherchait pas. Mais il en est autremenl de l'équation (1 ), dont le dernier terme est positif, et <jui peut alors avoir ses racines imaginaires. La condition pour (pi'elles soient réelles est /«- > 2 «-.
Or ia- est la surface du triangle obtenu en menant une perpendiculaire à AB. C'est donc dans cette position qu'on a le minimum de l'aire du triangle déterminé par une sécante quelconque menée par B. Si m- est plus j^rand, on a deux solutions; s'il est égal à ce minimum, on Irouvipour .£ deux racines égales à "ia.
29. Gchiérdlisdtion de l'expression de la distance de deux points.
Dans les problèmes de Géométrie, oi!i les longueurs des lignes droites jouent le principal rôle, on conçoit que l'on doit avoir souvent à considérer la dislance de deux points connus ou inconnus; et que, par conséquent, quand on traite ces problèmes par 'le calcul, l'expression de cette distance au moven des grandeurs qui déterminent ses extrémités doit souvent se rencontrer. Nous en axons eu des exemples dans le petit nombre de problèmes que nous venons de traiter, et nous avons reconnu que la formule qui la représente change de forme suivant la disposition des points. Cette différence de disposition peut se rapporter aux points donnés ou à des points inconnus; quelquefois on peut la considérer comme donnant lieu à autant de problèmes différents, que Ion peut traiter séparément. Souvent aussi, comme nous en avons vu des exemples, on ne peut isoler ces dillerentes questions, et le résultat cherché d'après l'une des suppositions convient aux aulres, soit complètement, soit a\<'C certaines modidcalions. Mais, dans tous les
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cas, on doil faire la discussion complète, et souvent minutieuse, de toutes ces variétés de circonstances : ce qui peut être quelquefois fort long pour des problèmes très simples. Le livre d'Apollonius, intitulé De sectione rationis, a pour objet la solution d'un problème de Géométrie qui, traité par le calcul, ne conduit qu'à une équation du second degré, mais qui donne lieu à une grande variété de positions relatives. On conçoit donc combien il serait à désirer que l'on pût posséder des formules applicables à tous les cas, qui permissent par conséquent de les traiter tous par un seul calcul, dans les résultats duquel on put reconnaître d'une manière précise les formes spéciales correspondant aux différentes dispositions des points donnés ou cberchés, et qui dispenseraient presque enlièreinenl de chercher à prévoir tous les cas renfermés dans la question, puisqu'ils seraient annoncés à la fin par des indices certains.
C'est ce que nous allons faire pour la formule qui exprime la distance de deux points, en les supposant déterminés par leurs distances à deux droites rectangulaires : ce qui est le système le plus employé et presque toujours le plus commode.
Soient XX', W {f'g- 8) les deux axes auxquels nous Kig. 8.
rapportons tous les points du plan; M, M' les deux points dont on veut exprimer la distancej x, y et x', y leurs
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coordonnées respectives, qui sont AP et MP ou INIQ pour le premier, et AP', M'P' ou M'Q' pour le seeond.
Supposons d'abord les deux points situés dans le même angle YAX des axes, et les deux coordonnées de M plus grandes respectivement que celles de M'.
En prenant M'I parallèle à AX, MM' devient riiypolénuse d'un triangle dont les deux autres côtés ont pour valeurs x — x' el y — y', et l'on a par conséquent
Voyons les changements que subira cette formule pour toutes les positions des deux points relativement aux axes, et l'anJ à l'autre. La discussion sera la même pour les jk que J
pour les X, et il suffira de la faire pour ceux-ci, c'est-à-dire I
de considérer toutes les positions possibles de P et P'.
On peut d'abord partager tous les cas dans les deux suivants : J 1° P et P' sont d'un même côté de A; J 2° P et P' sont de côtés différents de A. M Dans le premier cas, M'I ou P'P est la diflerence des m deux .r et peut être exprimée par x — x' ou bien x' — x. Mais la formule (i) restera la même, soit qu'on ait développé (x — x'y en X- — 2xx' -+- x'-, qui est également le résultat de l'élévation de x' — x au carré, soit qu'on forme d'abord la différence x — x', qui pourra être positive ou négative, pourvu qu'oh entende qu'on fera le carré de cette dernière suivant la règle des signes des polynômes; à cette condition le terme en x et x' de la formule (i) s'appliquera à toutes les positions de M, M', pourvu qu'elles soient d'un même côté de .\Y, à droite ou à gauche, c'est-à-dire du côté AX ou du côté AX'.
Dans le second cas, la grandeur M'I ou PP' ne sera plus la différence, mais la somme des x. lit, en effet, si l'un des points. M' par exemple, est en M", du côté AX', le côté du
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triangle qui est parallèle à i'axe des x est .M 1, (|iii a pour valeur x -t- AP'' ; de sorte cjue, si l'on désignait Al*" [lar x' , le terme (x — x'y- de la formule (i) devrait être changé en {^x -\- x'Y'i il faudrait donc une seconde formule pour exprimer dans ce cas la dislance MM" des deux pt)inls.
Mais il est clair que la première suffirait si l'on entendait que x' y sera remplacé par — AP", avec la condition que la soustraction de cette quantité négative se fera suivant la règle des signes des polvnônes, car alors x — x' deviendra a; -I- AP"ou M"I. On seprocurerait donc l'avantage de renfermer deux formules en une seule, en y entendant que x désigne une ligne quand il se trouve du côté AX, et moins une ligne quand il est porté du côté opposé.
Cependant il ne faut pas trop se liàter de conclure; car, tout devant concorder dans un système, il faut que cette manière de renfermer deux équations en une seule ne soit pas en opposition avec les autres expressions qui peuvent entrer dans le même calcul. Il faut donc examiner ce tpii arrivera si les deux points sont du côté AX', et (pic l'im entende que les deux x sont implicitement négatifs et représentent, non les distances à AY, mais ces dislances affectées du signe — . Or, il est clair que, quelle que soil la plus gi'ande des deux, en faisant la soustraction des quantités négatives suivant les règles des polxnômes, on aura la différence même des deux lignes, affectée du signe + ou dti signe — , ce qui donnera bien le carré du côté du triangle si l'on effectue encore l'élévation au carré d'après les règles démontrées pour les polynômes.
Il est évident que le côté du triangle qui est parallèle à l'axe desj»' donnera une discussion entièrement identique, et nous pouvons par consécpienl énoncer celte proposition générale :
La formule ( i ) ex|)rimera le carré de la distance de deux |)oinls placés d'une manière quelconque sur le plan, à la
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condition que x., j»', x' , y' désigneront les distances aux axes quand elles seront comptées sur les directions fixées à volonté AX, PCi ; et qu'elles désigneront ces distances affectées du signe — quand elles seront dirigées du côté opposé, et sous la condition expresse que ces quantités négatives isolées seront traitées suivant les règles des signes démontrées pour les polynômes. De sorte qu'il n'v a pas à demander la démonstration de règles pour les quantités négatives isolées. Cette manière de les traiter est la condition de la généralisation. On peut ne pas généraliser si l'on veut, mais notre discussion prouve qu'on ne peut le faire qu'à cette condition.
TiUGO.\0)lÉTRlE.
COMMENT ON' INTRODUIT LES ANGLES DANS LE CALCUL
30. Les équations entre les angles et les lignes droites sont tellement compliquées, qu'on a renoncé à en faire usage, si ce n'est dans des cas très exceptionnels. Et cependant ces deux espèces de grandeurs sont tellement liées dans la plupart des questions de Géométrie, qu'il faudrait renoncer à V appliquer le calcul, si Ion ne trouvait pas quelque ciiose d'équivalent à de pareilles éfjualions.
Or, nous avons dit précédemment que la délormiualiou des angles pouvait se ramener à celle de lignes droites, et qu'il suffisait pour cela de les regarder comme appartenant à des triangles dont on calculerait les côtés, ou simplement leurs rapports. Mais nous n'avions fait ainsi ([u'cntrevoir ce moyen de liaison, et il nous reste non seulement à chercher quels sont les triangles les plus propres à cet objet, mais encore à trouver le moyen de connaître la valeur numérique des angles lorsque le calcul aura fait connaître les rapports des côtés des triangles auxquels ils appartiennent. (]ar le calcul peut avoir aussi bien, et même plus souvent, pour but de conduire à des valeurs numi'riques qu'à des
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formules de construclion. Nous allons nous occuper de ce double objet.
Les triangles rectangles sont ceux qu'il est le plus avantageux de choisir pour déterminer les angles par les rapports de leurs côtés : car si d'un point d'un des côtés d'un angle on abaisse une perpendiculaire sur l'autre, les rapports des trois côtés du triangle ainsi formé sont déterminés, et réciproquement un quelconque de ces trois rapports détermine l'angle, ou son supplément, s'il est obtus. D'où l'on voit que, si l'on pouvait former une table qui renfermerait dans une colonne tous les angles depuis zéro jusqu'à uii droit, et dans d'autres colonnes les rapports des côtés des triangles rectangles correspondants, la connaissance d'un de cek rapports donnerait la valeur numérique de l'angle, et réciproquement. De sorte que tous les problèmes où il se trouverait des angles donnés ou des angles inconnus seraient ramenés à d'autres où il n'y aurait comme données ou inconnues que des longueurs de lignes droites, ou des rapports de longueurs.
Voici maintenant la manière la plus simple de se représenter la génération de ces angles et de ces rapports.
Concevons, dans un cercle quelconque O, un rayon immobile OA (fig- 9) servant d'origine commune à tous les
angles, et un autre rayon mobile OM coïncidant d'abord avec le premier, et s'en éloignant d'une manière continue
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jusqu'à ce qu'il vienne s'appliquer sur son prolongement OA' : Tangle variable qu'il forme avec le premier aura passé par toutes les valeurs que peuvent avoir les angles des triangles, qui sont toujours compris entre zéro et deux droits.
Si maintenant de l'exln'milé M du ra\oii mobile on abaisse une perpendiculaire MP sur celui qui reste fixe, on formera une suite continue de triangles rectangles MOP, dont les rapports des côtés seront déterminés par l'angle au centre, et réciproquement. Ces rapports ne seront autre chose que la mesure des lignes de la figure, si l'on prend le ravon du cercle pour unité. Cela est évident pour les rapports des deux côtés de l'angle droit à riivpoténuse ; et, quant au rapport de ces deux côtés entre eux, il est la mesure de la longueur de la tangente AT menée au point A, et terminée au prolongement de 0^1.
Ces différentes lignes ont reçu des noms [)arliculiers.
La perpendiculaire MP se nomme le sinus de l'angle au centre.
La partie AT de tangente se nomme la tangente de ce même angle.
La distance OT se nomme la si'cante de l'angle.
Le côté OPdu triangle OMP tombe sur le ravon fixe ou sur son prolongement, suivant que l'angle est aigu ou obtus. On le nomme le cosinus de cet angle. Nous verrons bientôt sous quel autre point de vue il peut être envisagé. Nous nous bornerons pour le moment aux considérations si naturelles qui ont conduit au triangle OMP dont il fait partie.
31. Les anciens considéraient autrement les droites, au calcul desquelles ils ramenaient celui des angles. Ils supposaient le sommet des angles sur la circonférence, et prenaient la corde pour déterminer l'angle. Cette corde était
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(' videmment le double du sinus de la moitié de Fangle : ils en ont construit des tables que les besoins de l'Astronomie rendaient indispensables ; nous n'entrerons dans aucun détail sur les moyens ingénieux qu'ils ont employés à cet effet; nous nous contenterons de dire qu'ils se sont utilement servis du tliéorème démontré ci-dessus, relativement aux diagonales du quadrilatère inscint.
Avant de nous occuper de la construction des Tables, nous ferons connaître quelques relations très simples entre les côtés des triangles et les rapports qui déterminent leurs angles, comme nous venons de l'expliquer.
LES CALCLI.S RELATIFS A TOUTES LES FIGIRES SE RA3IÈXEM AU CALCLL DES TRIANGLES.
32. Toutes les figures rectilignes sont décomposables en triangles, et tous les points d'un svstème quelconque compris dans un même plan peuvent être liés entre eux au moyen de triangles. Tous les calculs relatifs à ces systèmes se ramènent donc au calcul des triangles, pourvu qu'il n'y entre pas de lignes courbes. On conçoit donc l'importance de ce dernier, et l'on a jugé à propos de désigner par un nom spécial la théorie dont il est l'objet : on l'a nommée Trigonomâlrie .
La Trigonométrie a donc pour iilijct le calcul des éléments d'un ti'iangle, quand on connaît les valeurs numériques d'un nombre suffisant de ces éléments, ou même d'autres quantités par lesquelles il serait déterminé. C'est ce que l'on nomme résoudre un triangle.
Et pour y ])arvenir il faut, comme nous l'avons dit, trouver des équations générales entre les côtés d'un triangle et les diverses lignes qui déterminent ses angles, et auxquelles on donne la dénomination commune de lignes trigonométri(/ucs de ces angles. Il f.ml de plus construire une table renfermant, non pas tous les angles possibles, mais une
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série d'angles partant de zéro et croissant par degrés exlrênienient petits jusqu'à deux droits, à côté desquels ou placera la valeur de leurs lignes trigonoinélriques. On pourra ainsi connaître, soit immédiatement, soit par une interpolation facile, la valeur d'un angle quelconque, quand on connaîtra une de ses lignes trigonoinélriques, et réciproquement.
Avant d'aller plus loin, nous allons laire connaître les équations les plus simples qui ont lieu entre les côtés d'un Iriangle et les lignes trigonoinélriques de ses angles.
PREjnÈRES ÉQtATIO.NS ENTRE LES COTÉS d'i.N TRIANGLE ET LES LIGNES TRIGONOÎlÉTRlOl ES DE SES ANGLES.
33. Triangles rectangles. — D'après la signification des lignes trigonoinélriques, qui sont les rapports des côtés des triangles rectangles, il est presque inutile d'indiquer les l'quations relatives à ces triangles. Ce ne serait en efTel que la reproduction des définitions des lignes trigonomctriques.
Soit, en effet, un triangle ABC(^g'. 10), rectangle en B. Si l'on désigne par sin, cos, tang, séc le sinus, le cosinus, la
tangente, la sécante d'un angle, on aura, d'après les définilions données ci-dessus.
sin A ^ sinC =
AC AB' AC CB
Il est inutile de dire l'usage que l'on ïcn de ces formules pour la résolution des triangles rectangles, dans tous les
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cas qu'elle peut présenter. Nous ferons seulement remarquer les relations entre les lignes trigonométriques des deux angles aigus du triangle, c'est-à-dire de deux angles quelconques compléments l'un de l'autre.
On voit d'abord que le sinus de l'un est ce que nous avions nommé le cosinus de l'autre, ce qui constitue le second point de vue des cosinus. Nous donnerons de même le nom de cotanqente et cosécante à la tangente et à la sécante du complément. On les désignera par les lettres Initiales, et l'on écrira cotA et cosécA au lieu de tangCet cotC.
Les équations ci-dessus conduiront aux relations suivantes entre les six lignes trigonométriques d'iin angle aigu quelconque A :
• « > , . . sinA
sin- A -I- ces- A = I, tansA= -,
cos A
cosA
col A = -7 T'
sin A tang A cot A = i, séc-A = I -r- tang- A, coséc-A = i -;- cos^A.
Ces relations sont faciles à déduire de la figure formée par ces lignes dans le cercle trigonométrique. On en pourrait encore tirer d'autres, ou les déduire des précédentes. Il faut remarquer seulement qu'il ne peut en exister plus de cinq qui ne rentrent pas les unes dans les autres, puisque l'une des six lignes peut être prise arbitrairement.
3i. Triangles ijuelconques. — Si d'un sommet C «rnii Fifi. 11.
triangle quelconque ABC (y?i'. ii)()n abaisse une perpendi
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culaire CD sur le coté opposé, on décompose ce triangle en lieux triangles rectangles qui nous feront connaître une relation entre les côtés et les angles du premier.
Il sulïit en effet de calculer le côté CD dans chacun des triangles rectangle?, et den égaler les expressions. On aura ainsi, en désignant par a. h, c les côtés du triangle opposés respectivement aux angles A, B, C,
CD = 6sinA. CD = asinB, d"où afinB = i5inA
ou
sinA _ a sinB ~ *'
Celle équation ne serait pas changée si la perpendiculaire tombait en dehors du triangle, ce qui arriverait si l'un des angles était oblus, comme dans le triangle A'BG. En effcl, on aurait
CD--^ CA'sinCA'D;
mais, comme le sinus d'un angle est égal à celui de son supplément, on pourrait substituer sinCA'B à sinCA'D, et l'on retomberait sur la formule précédente.
En considérant deux à deux les trois angles d'un triangle, on aura trois proportions ou équations, dont l'une est une conséquence des deux autres, et qu'on peut écrire ainsi :
sinA sinB ?inC
3o. Remarque. — Un triangle étant déterminé par trois de ses éléments, pourvu qu'il v entre au moins un côté, mais ne Tétant pas par deux seulement, on peut avoir trois équations générales entre les six éléments, mais pas davantage, à moins qu'elles ne rentrent les unes dans les autres. On en considère de bien des formes différentes, et pour chaque espèce de question on choisit celle dont l'application est la plus commode. Mais il ne faut pas oublier que de
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trois de ces équations on pourrait déduire toutes les autres ; car, s'il existait seulement quatre équations dont aucune ne rentrerait dans les autres, il suffirait de connaître deux éléments d'un triangle pour que les quatre autres fussent déterminés, ce qui est faux.
Si donc aux dernières équations on joignait celle qui exprime que la somme des trois angles est égale à deux droits, on en aurait trois, ne rentrant pas les unes dans les autres, et qui suffiraient à la rigueur, mais ne seraient pas les plus commodes dans tous les cas. Mais par diverses transformations on peut en déduire d'autres dont l'emploi est très avantageux, lorsque les premières seraient très peu commodes.
36. ylutres équations entre les côtés et les angles. — On a démontré que dans un triangle quelconque ABC {fig. iii), si l'angle A est aigu et qu'on abaisse de B une
perpendiculaire BD sur AC, on aura
a- = b--^ c- — 26. AD = 62_(_ £.2 — 26c cosA,
cl (jue si A est obtus on aura
«2 = b-i -v c"- -T- 26. AD = 6^— c2 — aôccosBAD.
Dans le premier cas, c'est le cosinus de l'angle A qui entre dans l'équation; dans le second, c'est le cosinus de son supplément. Les deux autres H et C donneront des formules analogues, et l'on aura ainsi trois nouvelles équations entre les côtés et les angles d'un triangle, qui ne rentreront pas
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les unes dans les autres, et suffiraient par conséquent à la n'solution de tous les trianf^les. Daprès ce que nous avons dit. elles rentreraient dans les trois précédentes, et réciproquement. Mais la forme très diftérenle qu'elles présentent peut les rendre plus commodément applicables que les autres à certains cas. Nous verrons qu'elles ont cependant besoin de transformations assez compliquées pour que les calculs numériques qu'elles demandent soient réduits à la plus i,T^nde simplicité dont ils sont susceptibles. Il v aura un point important à examiner avant de regarder les questions géométriques pour lesquelles on aura formé ces équations, comme ramenées complètement au calcul de ces équations mêmes. Il faudra connaître leur degré de généralité, déterminer avec précision les limites dans lesquelles elles peuvent être emplovées, et les modifications qu'elles subiraient si les valeurs des données ou des inconnues étaient en dehors de ces limites. Sans cela l'emploi de ces équations serait incertain, et leurs conséquences douteuses. Nous n'établirons aucuneyo77nM/e sans la soumettre rigoureusement à cet examen.
GÉNÉRaLISATIOX DKS FOIOIILES PRÉCÉDEXTES.
.,- ^. 1 /■ 1 sinA sm B ,.
.)/ . Nous avons vu que la lormule = — r— a lieu soil
que les angles A et B soient aigus tous les deux, soit que
Tun d'eux soit obtus; mais qu'il n'en est pas de même de
la formule
n-= h'-^ c- — 2bc cosA.
Elle n'a lieu que quand l'angleA est aigu,et, s'il est obtus, le dernier terme change de signe et le cosinus est celui de son supplément.
L'avantage qu'il v a toujours à réunir deux formules en
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une seule a fait cliercher à quelle condition cela serait possible, et la solution s'est trouvée Lien naturellement.
En effet, le cercle trigonométrique montre que, quand le rayon mobile fait un angle aigu avec le rayon fixe, sa projection, qui est le côté que nous avons nommé co««u5, est située d'un côté du centre, et qu'elle se trouve de l'autre quand l'angle est devenu obtus. Cette dernière projection était le cosinus du supplément; mais il suffirait d'appeler cosinus de l'angle obtus cette projection affectée du signe — , et de la traiter d'après les règles des signes des polynômes, pour que la formule s'appliquât aux deux cas.
On rend donc la formule ci-dessus applicable à tous les cas, en entendant que ces A exprime la projection du rayon qjttand elle est dirigée vers l'origine des arcs, et moins cette projection, quand elle est dans le sens contraire, avec la condition que dans tous les calculs où elle entrera elle sera traitée suivant les règles des signes des polynômes. De cette manière, tout calcul fait en partant de la formule trouvée pour le cas de l'angle aigu donnera le résultat relatif à l'angle obtus, pourvu qu'on ne fasse pas usage de formules où les cosinus devraient être considérés autrement que dans celle-ci. Car, comme nous l'avons déjà dit, les moyens de généralisation ne doivent être emplovés que lorsqu'ils n'introduisent aucune contradiction.
38. ylnirc fonriiile iinportanle qui se géndrdlise par la même coiuidcvation. — Si l'on considère un polygone fermé quelconque, plan ou gaucbe, et que, partant d'un de ses sommets, f)n le parcoure dans l'un ou l'autre des deux sens jusqu'à ce que l'on revienne au point de départ; si, par le premier sommet et chacun des autres, on conçoit des plans perpendiculaires à une droite fixe indéfinie, ils déterminent une suite de segments conligus qui seront les projections des côtés du polygone sur cette droite. Or
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ces projections ont entre elles une relation très simple que nous nous proposons d'exprimer par une formule générale. Pour l'établir de la manière la plus claire, supposons que nous partions d'un sommet tel, que le polygone entier soit situé d'un même côté du plan mené par ce sommet, perpendiculairement à la droite fixe; et toutes les projections des côtés tomberont sur la partie de cette droite qui est située du même côté de ce plan que le polygone. Le premier côté parcouru éloignera de ce plan d'une quantité égale à sa projection ; le second côté en éloignera ou en rapprochera selon que la direction suivant laquelle il est parcouru fera un angle aigu ou obtus avec la direction de la droite fixe; et il en sera de même de tous les suivants. Le point qui décrit ainsi le polygone pourra s'éloigner et se rajiprocher alternativement un nombre de fois qui dépend non seulement du nombre des côtés du polygone, mais de leurs directions arbitraires :mais ce qui estcertain, c'est que, lorsqu'il sera revenu au point de départ, la somme totale des quantités dont il se sera éloigné sera exactement égale à la somme de celles dont il s'est rapproché du plan, puisque le point de départ et le point d'arrivée se trouvent dans ce plan.
Or, la projection d'un côté quelconque est un côté d'un triangle rectangle dont l'hypoténuse est le côté du polygone, «■t dont l'angle aigu compris est celui que forme la direction de ce côté avec celle de la droite fixe : cette projection est donc le produit du côté par le cosinus de l'angle aigu de ces deux directions. Mais il reste à distinguer d'une manière générale, et sans être obligé de faire aucune supposition particulière sur la direction des côtés, quelles sont les projections qu'il faut ajouter entre elles; ou, en d'autres termes, distinguer les projections qui éloignent du premier ])lan et doivent être ajoutées entre elles des projections qui ra|)prochent et doivent être réunies les unes avec les l>iii. — Mctii. 111. 5
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autres. Léqiialion grnérale s'ol)tieii(lra alors on t'galant ces deux sommes entre elles, ou en égalant à zéro leur différence.
Celte distinction a déjà été faite, au moven des angles aigus ou obtus que forment, avec la direction fixe, les directions successives des côtés dans le sens où ils sont parcourus; de sorte que la difficulté consiste seulement à faire en sorte que, dans l'équation qui exprime que la différence des deux sommes est nulle, on ne soit pas obligé de donner un signe ambigu à chaque terme, ou de faire des suppositions particulières sur les directions des côtés, et en faire deux catégories, qui ne comprendraient même pas toujours les mêmes cotés, si l'on changeait la direction de la droite fixe. On se trouverait ainsi obligé à des discussions qui pourraient devenir très compliquées par les applications répétées de la formule et sa combinaison avec d'autres; et il est, sinon indispensable, du moins très utile, de trouver une expression unique pour les termes de l'équation, soit qu'ils doivent être ajoutés, soit qu'ils doivent être soustraits.
Or, le moven bien simple d'y parvenir n'est autre que celui qui a servi à généraliser la formule précédente, il suffil de représenter chaque projection par le produit du côté du polvgone par le cosinus de l'angle que fait avec la direction fixe celle du côté dans le sens où il est parcouru; d'égaler à zéro la somme de tous ces produits, en regardant les cosinus comme positifs pour les angles aigus, et négatifs pour les angles obtus, et en entendant que ces facteurs négatifs seront traités suivant les règles des signes des polynômes. Les additions et soustractions se feront ainsi comme l'exige la relation géométrique: on aura donc l'équation exacte avec une forme uiiii|Mc pour l'expression de tous les termes, ce qui était le jjul (jiron se proposait.
Si l'on désigne par a, h, r, ... les longueurs absolues des côtés, par a, ?, y, . . . les angles formés avec une direction
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déterminée arbitraire, par les directions des côtés, dans le sens où ils sont respectivement parcourus, l'équation générale qui existera entre ces quantités sera
<7 cos a -^ 6 cos o -^ c cos Y -T- . . . =0.
On emploiera celte équation dans tous les calculs demandés par les questions auxquelles on aura à l'appliquer, et il ne sera jamais nécessaire de faire la distinction entre les angles aigus ou obtus : on ne le fera que quand on voudra appliquer à des cas particuliers les résultats du calcul général.
39. Si tous les angles ou arcs étaient compris dans le premier quadrant, la généralité des formules n'offrirait aucune difficulté et n'aurait besoin d'aucune discussion. Mais, soit pour les cas ordinaires de la résolution des triangles, soil pour des applications plus étendues, il est nécessaire de considérer des angles plus grands qu'un et même que deux angles droits. Il est donc indispensable d'étudier les modifications que subissent toutes les formules quand les angles qui v entrent prennent toutes les valeurs de zéro à rinfini, et de les réduire chacune à un seul Ivpc d'où se déduisent, par des procédés concordants entre eux, toutes les variétés correspondantes aux diverses valeurs des angles. l'ar là un seul calcul renfermerait tous les cas différents pour chacun desquels il en faudrait un spécial; et ce ne sera que dans le résultat final qu'on aura besoin d'introduire les conditions propres à chaque cas particulier.
Dans tout ce qui précède, nous avons pu remarquer que les changements de signe des termes des formules trigonométriques ou autres se trouvaient liés à des changements de sens des grandeurs considérées dans l'espace ou dans le temps; el ce n'est pas une chose qui doive beaucoup surprendre, parce qu'il résulte souvent de ces changements que des additions se changent en soustractions, et récipro-
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quement. Nous devons présumer qu'il en pourra êlre de même pour les formules que nous avons à étudier; et, pour le reconnaître quand il y aura lieu, il est utile de faire préalablement un examen détaillé de tous les changements qui s'opèrent dans le sens que les lignes avaient lorsque les angles étaient renfermés dans le premier quadrant, et qu'on leur donne ensuite un accroissement continu illimité. C'est à cet examen que nous allons procéder.
DES CHANGEMENTS DE DIRECTION QUE SUBISSENT LES LIGNES TRIGO- NOMÉTRIQl'ES QUAND l' ANGLE VARIE INDÉFINIMENT DANS LE MÊME SENS.
0. Des sinus. — Les arcs partant de l'origine A t croissant dans le sens AB.V, les sinus sont d'abord situés du même côté de AA' que le point B, et ils continuent à l'être jusqu'à ce que l'angle variable MOA, ou l'arc qui le mesure et que nous désignerons para:, soit devenu égal à t:. Le sens du sinus est irn^erse quand a; est entremet ait; il revient dans le sens direct quand x est entre 271 et 3it, et ainsi de suite indéfiniment.
En général, si l'on désigne par a un angle quelconque compris entre o et deux droits, ou un are entre o et it, et par n un nombre entier, la formule des arcs avant leurs sinus dans le sens direct sera
X == 2.nT. -^ a, et elle sera, pour le sens inverse,
41. Nous avons déjà reconnu que deux arcs suppléments l'un de l'autre, c'est-à-dire dont la somme est it, ont le sinus égal et de même sens; mais on peut dire plus généralement qu'il en est ainsi pour deux arcs quelconques dont la somme est (an -f- i )~. En effet, si l'on désigne para l'un des deux, qui peulavoir une valeur aussi grande qu'on voudra, l'autre aura pour valeur (2« + i)t: — a. Or, en
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portaiU d"abord ( an + i )- à partir de A, on tombera sur A', et pour relrancher a il faudra le porter, à partir de A', dans le sens A'BA, qui est l'inverse de celui dans lequel on a porté le premier arc a à partir de A. Les extrémités de ces deux arcs égaux seront donc sur une même parallèle au diamètre AA', et par conséquent les sinus des deux arcs proposés sont égaux et de même sens. Si la somme était ■2 ht. au lieu de (an -+- i)-, les deux extrémités seraient sur une perpendiculaire à AA'; les sinus seraient égaux et de sens contraire, et les cosinus seraient égaux et de même sens.
42. Réciproquement, si les sinus de deux ares sont "égaux et de même sens, c'est-à-dire si leurs extrémités M, Al' sont sur une parallèle à A A', la somme de ces arcs est un multiple impair de t:. En efTet, si l'on désigne par a l'arc qu'il faut parcourir à partir de A pour parvenir à celui tles deux points AT, M' qui en est le plus voisin, l'extrémité de cet arc sera évidemment dans le premier ou dans le troisième quadrant; l'arc x terminé en ce point M sera compris dans la formule %n--\-a qui renferme tous les arcs possibles terminés en M; l'arc x' terminé en M' sera <'gal à un certani arc terminé en M, plus AIM'. Or, AIM' sera égal à - — ia si M est dans le premier quadrant, et égal à t: — 2(f/ — r.) ou 3- — 7.a si M est dans le troisième quadrant. Les deux arcs X, x' terminés en JI et M' ont donc pour expression
générale
dans le premier cas, et
x' = 2 n'i: -i- a -- 3 - — 2 a = 2 ( rt' -f- i ) - -- " — a,
d'où l'on voit que la somme des deux arcs est 1111 iiiiilti|)le
impair de —.
i'-]. Deux arcs dont la di(r(''rence est un iniillipli' impair de T. ont leurs extrémités diamétralement o|)pos('es; leurs sinus sont donc éjraux et de sens contraire.
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Il est inutile de dire que, si la différence est un multiple pair de tt, les sinus sont égaux et de même sens, puisque alors les extrémités des arcs coïncident.
44. Les tangentes. — Les tangentes commencent par être dans la partie du plan que nous disons au-dessus de AA', et cela subsiste tant que l'extrémité de l'arc est dans le premier quadrant; c'est là ce que nous appellerons leur sens direct. Elles deviennent de sens inverse quand l'arc
est entre - et —, redeviennent directes quand l'arc est 2 '
entre t: et — ^j et inverses entre — ^ et 2—. Ouand l'arc croit
indéfiniment, la position de son extrémité dans les quatre /quadrants donne lieu périodiquement aux mêmes conséquences.
4o. Les séciintes. — En picnanl pmir le .sens direct d'une sécante celui de la droite décrite par un point qui partirait du centre et marcherait vers l'extrémité de l'arc, et pour le sens inverse celui du prolongement opposé de la même droite, on voit que le sens de la sécante est direct
(juand l'arc est conq)ris entre o et ^7 inverse quand l'arc est
4(5. Les cosinus. — Nous a\ons d'aliord considéré les co. sinus comme les côtés des triangles rectangles qui étaient la projection du ravon mobile sur le rayon fixe, et nous avons immédiatcniciil reconnu qu'il était le sinus du cdin-
plément de l'arc cpiand ce dernier était entre o et -• Cet
arc complémentaire a son origine en B, et serait décrit par le mouvement d'un point qui marcherait en sens inverse de celui qui décrirait l'arc ayant son origine en A. Voyons
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si ces deux points de vui; des cosinus pouvont èlre continués indéfinimenl.
Et d'abord v a-t-il lieu de considérer un complément pour un arc plus grand que -? Ce ne peut être qu'en appelant complément un arc pris avec le signe — et tel, quajouté au premier suivant la règle des signes des polynômes,
on trouve pour résultat -• Le désir de généraliser a conduit à envisager ainsi les coinpli'inenls d'aiTs qiicl((iii([n('-i : iU seront représentés par les arcs compris entre lorigine B et l'extrémité variable des premiers; et ces arcs, comptés en sens inverse du sens BA, qui était celui des compléments
des arcs moindres que -> seront regardés comme négalils.
Il est facile maintenant de reconnaître que le sens de ces cosinus, considérés comme les sinus des compléments ayant B pour origine, sera toujours le même que celui de la projection du ra>on mobile, et que les deux points de vue reconnus dans le premier quadrant subsistent quelle que soit la grandeur de l'arc; nous croyons inutile d'entrer dans plus de développements à cet égard.
■47. Avant introduit les arcs négatifs pour les compléments des arcs, il était naturel de les introduire pour les arcs eux-mêmes, et l'on a considéré ceux-ci comme négatifs lorsqu'ils étaient portés à partir de A dans le sens indéfini de A vers B'. Les compléments de ces arcs seront les arcs
jiositifs plus grands que ^ partant de B et dirigés dans le sens BA; comme les arcs positifs partant de A et jjIus grands que -> et les arcs négatifs parlant de lî. étaient compléments l'un de l'autre.
Nous venons donc d'introduire les quantités négatives
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isolées dans la considération des arcs, mais pas encore dans celle de toutes les lignes trigonométriques. Nous ne le faisons jamais qu'en vue de la généralisation des idées et des formules. Nous avons eu une raison pour les arcs, et une plus forte encore pour les cosinus. La coexistence de ces deux admissions va en nécessiter de nouvelles, et nous arriverons enfin à la généralisation de toutes les formules de la Trigonométrie au moyen des signes de toutes les lignes, attachés invariablement au sens dans lequel elles sont dirigées.
48. Nous avons généralisé la formule fondamentale a- = h- -\- c- — 2/;ccosA, en regardant le cosinus comme égatif quand il est dirigé dans un sens conti'aire à celui u'il a lorsque l'arc est moindre qu'un quadrant. Nous avons envisagé cette ligne sous deux points de vue, et nous avons reconnu qu'il v a identité en grandeur et en direction entre la projection du rayon qui engendre les angles et le sinus du complément positif ou négatif de ces angles, ce qui a conduit, en ne considérant que les grandeurs absolues, à l'équation
cos.r = sin ( - — arU on ros ( 3") = sina;;
mais, si l'on veut qu'elle soit générale, tant pour la gran- J
deur que pour le signe des membres, il faudra considérer I
les sinus comme susceptibles de signes ainsi que les cosinus, les regarder comme de purs nombres quand les angles sont plus petits qu'un droit, et comme négatifs quand ils J
sont do sens opposé à celui iprils ont dans ce |)reinier cas. ]
A cctle condition sciileniciil , i<i forniiilc piéc<'Hl('nte sera générale, et nous racxcjiloiis.
49. Examinons iniiiiili-rninl loules les équalious ti'ouvées entre les lignes trigonométriques d'un même angle, et remarquons d'abord que si deux arcs sont égaux et de
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signes contraires, leurs exlréinilés sont symétriques par rapport au diamètre AA', et que, par conséquent, leurs sinus sont égaux et de sens contraire, ainsi que leurs tangentes, mais que leurs cosinus sont égaux et de même signe, de sorte que l'on a
sin( — x)= — sina-, cos( — ar)=cosar, lang( — x) = — tangâ;,
et comme on ne change pas les lignes trigonométriques en ajoutant un nombre entier de circonférences aux arcs,
sin(2nT — x) = — sin(2n'- -f- a;), cos(an- — x) = co? (a/i'ir ~ x), tang(2«- — X) = — tai)g(2rt'- -^ x).
Considérons maintenant l'équation tanffx ^ j obte-
nue en ne considérant que les valeurs absolues; elle donnera pour tangx une valeur positive lorsque sinx et cosx seront de même signe, c'est-à-dire quand l'extrémité de l'arc entièrement arbitraire, quant au signe et à la grandeur, se trouvera dans le premier ou le troisième quadrant, auquel cas le sons de la tangente est direct. Au contraire, si cette extrémité est dans l'un des deux autres quadrants, le sinus et le cosinus sont de signes difTérents, et l'équation donnerait pour tangar une valeur négative, mais aussi le sens de la tangente inverse. Donc on généraliserait la dernière équation en considérant les tangentes comme positives ou négatives, suivant que leur sens est direct ou inverse.
aO. L'équation sécx= •* donne pour sécx une va-
' cosx '
leur positive quand l'extrémité de l'arc tombe dans le premier ou le quatrième quadrant. Or, c'est précisément dans ce cas que la sécante est dans le sens direct, c'est-à-dire dirigée du centre vers l'exlrémilé de l'arc. Dans les deux autres quadrants, l'équation donne une valeur négative
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pour sécx; el alors le sens de la sécante est inverse. L'équation précédente devient donc générale en regardant les sécantes comme positives ou négatives, suivant que leur sens est direct ou inverse.
51. Nous crojons inuliie de reproduire les mêmes remarques pour les autres formules, et nous pouvons énoncer la proposition suivante :
Toutes les équations tii^ononwtrujues obtenues jusqu'ici sont générales quels que soient les signes et les grandeurs des arcs, en regardant toutes les lignes trigononiétriques comme de simples nombres lorsqu'elles sont dans le sens direct, et comme des nombres affectés du signe — quand elles sont dans le sens inverse; avec cette condition expresse, qu elles seront traitées d'après les règles des signes des j}olj nôrnes.
On voit qu'il n'y a aucune règle de signes à démontrer, ni aucune question à faire sur les opérations à effectuer sur ces quantités négatives isolées, puisque la condition de généralisation des équations est qu'elles soient traitées suivant les règles établies sur les quantités non isolées. C'est en les traitant ainsi qu'une seule formule convient à tous les cas, et que les résultats de cette formule unique fournissent tous ceux de ces divers cas, tels qu'on les obtiendrait en les traitant spécialement par les formules diverses (|iii leur conviennent.
FOHMII.KS (lÉ.NÉUALES QUI EX^IUMI■^ST LE SINUS ET LE COSINUS DE LA SOMME OU DE LA DIFFÉRENCE DE DEUX ANGLES.
o2. Les formules qui servent de base à presque toutes les transformations Irigonomélriques sont celles qui expriment le sinus ou le cosinus de la somme ou de la différence de deux angl^ ou arcs, au moyen des sinus el co-
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sinus de chacun de ces arcs. Elles n'élaient pas inconnues des anciens géimiètres, au moins dans les liniiles des applications usuelles. Mais les progrès de la science du calcul ont conduit à considérer des arcs eu dehors de ces limites, et l'on a dû chercher à étendre les formules à des angles de grandeur et de signe quelconque. La manière dont on a procédé d'abord consistait à les démontrer quand les angles étaient tous plus petits qu"un angle droit, et à chercher comment elles se modifient quand on étend successivement ces limites. Mais nous allons considérer immédiatement la question au point de vue le plus général, au moyen du théorème démontré précédemment sur la projection des polygones fermés; et Ion verra qu'une s<,'ulc ibrniule peut renfermer tous les cas particuliers, à la condition que les lignes trigonométriques qui y entreront seront encore considérées comme de purs nombres quand elles seront dans le sens direct, cl comme des nombres négatifs quand elles seront dans le sens inverse : ces nombres négatifs étant traités suivant les règles des signes démontrées dans le cas des polynômes.
S3. Funnule du cosinus de la somma de deux arcs de s ens direct .
Soient a et b{Jig. loj deux arcs de grandeurs quelconques, ^I l'extrémité du premier qui a été porté à partir
I-ie. i
de A dans le sens Ali, et peut renfermer un nombre quel-
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conque de circonférences en outre de la partie AM que présente la figure.
Supposons maintenant qu'à partir du point RI comme origine on porte dans le même sens sur la circonierence Tare b qui peut renfermer aussi un nombre quelconque de circonférences et se terminera par exemple en N : l'arc ainsi obtenu sera a + b. Si l'on joint NO et cpi'on abaisse NP perpendiculaire sur le diamètre MM' qui passe par l'origine ÎM de l'arc h, NP et OP seront sinft et cosb.
Cela posé, appliquons au triangle PON le théorème relatif à la projection des polygones fermés et prenons OApour la direction fixe par rapport à laquelle on considère les directions des côtés, dans le sens où ils sont parcourus. On doit se rappeler que les côtés du polvgone que l'on projette doivent être pris dans leur valeur absolue, et que chacun d'eux doit être multiplié par le cosinus de l'angle formé par la direction suivant laquelle il est parcouru, avec la direction lixe. Cet angle est toujours compris entre o et deux droits, et son cosinus doit être considéré comme positif quand l'angle est aigu, et négatif quand il est obtus. Considérant donc le périmètre du triangle comme parcouru dans le sens OPNO, et désignant en général par X\,ZU l'angle formé par la ligne dirigée de X vers \ avec celle qui est dirigée de Z vers U, on aura
OP cos OP, OA -4- PN cos PN , OA -\- NO cosNO, AO = o.
Or, si OP est dans le sens direct, il est le cosinus de l'arc o ayant M pour origine et terminé en N, c'est-à-dire cos 6; et l'angle OP,OA ou OM,OA est celui qui a été désigné par a, diminué peut-être d'un nombre entier de circonférences, ce qui ne change pas les lignes trigonométriques. Le premier terme de l'équation précédente est donc cos rt cos 6. Mais si OP est en sens inverse, l'angle formé par sa
chapithe £11. 77
direclion avec OA est égal à celui que nous venons de considérer, augmenlé de — ; et d'après la manière donl nous avons entendu les cosinus dans les généralisalions précédentes, le premier terme serait — OPcosor. Mais il sera exprimé par cosacosô si l'on entend encore que cos6, qui correspond à une direction inverse, est négatif implicitement.
Maintenant l'angle de PN avec OA est égal à celui de
OM avec OA, augmenté de - si PN est de sens direct: il a donc pour valeur « -r- - ; et cette valeur de\ra être augmentée ou diminuée de — si PN est de sens inverse. Dans le premier cas, le second terme de l'équation sera
PNcos(a-^-|; et dans le second, PN cos( « -:- - rz - 1 ou — PN cos ( a -i- - ) • Dans le premier, PN est siu 6, et le
terme est sin6cos(rt + - ); et comme dans le second le
sinus est dans le sens inverse, l'expression du terme serait la même si l'on regardait ce sinus comme négatifetégalà — PN. Donc, dans tous les cas, le second terme de l'équation aura
pour expression sin b cos ( a -;- ^ 1 ou — sin b cos ( - — n\ DU enfin — i,'in a <\n b . Quant au dernier terme, le facteur NO est l'unité, et l'angle iNU,OA a un cosinus égal et de sens
inverse à celui de l'angle ON,OA. Mais on est arrivé au point N en parlant de A, et portant dans le sens direct l'arc « «pii conduit en M, puis portant à partir de AI l'arc b, en continuant de marcher dans le même sens : le point N est donc l'extrémité de l'arc a -r- b; et en retranchant les circonférences qui peuvent être dans cet arc, ce qui ne change pas les lignes trigonométriques, on voit que cosON,OA est cos(n-f-6). Si donc on regarde encore deux angles suppléments comme ayant des cosinus égaux et de signes
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contraires, le troisième terme de réquation sera exprimé par — cos(rt -^ il): et cette équation donnera
I 1) cos( « — b) = cosa cos6 — sina sinb.
Cette formule est Jonc démontrée générale quelles que soient les valeurs des arcs de sens direct, a, b, a -\- b, pourvu que l'on entende que les lignes trigonométriques qui y entrent seront considérées comme de purs nombres quand elles sont en sens direct, et comme des nombres affectés du signe • — quand elles sont en sens inverse : et à la condition que ces quantités négatives isolées seront traitées suivant les règles des signes démontrées pour les termes des polynômes.
o4. Formule du sinus de la somme de deux arcs de sens direct.
(jCtte formule peut être obtenue avec la même facilité que la précédente, en faisant les projections sur la direction OB au lieu de OA. Nous croyons inutile de répéter pour celte direction tout ce qui vient d'être fait pour l'autre; et nous allons montrer comment cette formule peut se tirer de la précédente, sans aucune nouvelle considération géométrique. On aura d'abord généralement, d'après ce qui a été précédemment établi,
sin(rt -H 6) = cos ( — — o — b\ = — cos ( — - a -■- b\,
puisque les arcs - — a — b et '^ -— a -{- b donnent pour somme t..
Considérant maintenant - -r « -i- b comme la somme des
deux arcs ~ -^ a cl b, on aura •}.
cos ( — i-a-T-i\ = cosi - -- a 1 cos b — sin ( -^ - a j sin 6.
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Mai
cos l'- — aj = — cos ( - — a \ = — ^iii <•/ et
sin ( - -^- a ) = «in / - — <" ) = cosn.
On a ilonc
cos (- -^ a— b) = — sina cos 6 — sin b cos a,
et par conséquent
(a) sin(a — b) = sina cosô -r- sin6 cosa,
toutes choses étant entendues comme dans toutes les formules précédentes.
oo. Expressions du siniis et du cosinus de la différence de deux arcs.
Soient a el b deux arcs positifs quelconques, a le plus grand ; a — b sera leur différence positive el il s'agit de calculer sin (a — b) elcos(a — b). On pourrait suivre pour cela la même marche qui a conduit à l'expression de cos (a -+- b) et que l'on aurait pu suivre encore pour sin (« -~- b) que nous avons préféré déduire de cos(a -r- b). Mais il nous paraît encore préférable de déduire les formules cherchées des précédentes; cela évitera des discussions, sans difficulté, il est vrai, mais qui demandent une attention plus soutenue.
Il suffira pour cela de développer sina et cosa, en considérant a comme égal à a — b -{- b. On aura ainsi les formules suivantes, dont la généralité a été établie :
sina = sin(a — é)cos6 -i- sini cos(« — b), cos a = cr>i(a — 6) cos 6 — sin (a — b)s\nb,
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d'où Ton tire
(3) sin(a — è)=sinacos6 — sinècosa,
(4) cos(<2 — è) = cos« cosè -H sinasinô.
EXTENSION DE CES QUATRE FORMULES AU CAS DES ARCS NÉGATIFS
56. ÎXous avons supposé que les arcs a, b, a — b étaient positifs; nous allons maintenant reconnaître que les formules (i), (2), (3), (4) subsistent quand ces arcs sont négatifs, en liant toujours le changement de signe au changement de sens, et traitant les quantités négatives isolées d'après les règles démontrées dans le cas des polynômes. / Supposons d'abord que, a et b étant encore positifs, a soit plus petit que b, et par suite que a — b soit négatif. On aura, d'après ce qui a été établi,
ros(rt — b ) = cos{b — a) et sin(a — ^)= — siii(è — a).
Or [b — a) étant positif, les formules (3), (4) donnent
cos(6 — a) = cosb cosa -^ sinb sincr, 5in(/j — <^) = sinôcosa — sinacosô.
On aura donc
cos(a — b) = cosa cosb — sina sia b, sin(a — b) = sin a cosb — sinb cosa,
c'est-à-dire que les formules (3), (4) subsistent quel que soit le signe de a — b.
57. Supposons maintenant les arcs a et b négatifs tous les deux, et posons « = — a', b ^= — b' : on aura, en entendant les choses de la même manière que dans tous les cas précédents,
cos(a H- é) = cos(a'-i- b') = cosa' cosb' — sin a sIn b' = cosa cosb — sina sinb
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sin(a — b )— — sin(a'-f- i') = — sina'cosft' — sini'cosa' = sina cos6 -r- s\nb cosa.
Les formule» (i) el (2) onl donc lieu lorsque les Jeux arcs sont négatifs.
38. Si l'un d'eux, seulement est négatif, par exemple b, posant b := — b', on aura
co5(a ~- b) = cos(a — b');
or, d'après la formule (4) démontrée générale, on a
cos(a — b' t — cosa cos6'-r- sina sinb' = cosacosft — sina sin^.
On aura donc encore
cosCa — 6) = cosa cos6 — sina sinb,
< e qui n'est autre chose que la formulera ); et la formule (i) sera aussi vérifiée dans ce même cas, car sin(rt -— b') sera sin(a — //) ou sinrtcos6' — sini'cosa, qui n'est autre chose que sina cos6 -r- sin6 cos«. On a donc
s\n(a-^ b) — sina cos6 -^ sinb cosir,
lorsque l'un des arcs est positif el l'autre négatif.
o9. On reconnaîtrait de même que les formules (3) et (4 ) ont lieu lorsque les arcs a et b ont des signes quelconques ; nous croyons inutile de reproduire des raisonnements identiques.
Et la conclusion générale de ces discussions est que, de même que les équations démontrées précédemment, les J<jrmules{i),{i), (3), (4) onl lieu pour des arcs de grandeurs et de signes quelconques, en considérant les arcs et les signes trigononie'trir/ues qui y entrent comme de DcD. — Méth. III. 6
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simples nombres ijuand elles sont dans le sens direct, et comme des nombres affectes du signe — (juand elles sont dans le sens inverse; à la condition que ces quantités négatives isolées seront traitées, dans toutes les opérations auxquelles elles sont soumises, d'après les règles démontrées pour les quantités non isolées. Et il faut bien se rappeler qu'il n'j a rien à démontrer quant à ces opérations, qui n'ont pas de sens par elles-mêmes; que celte manière d'opérer est la condition de la généralisation, et que la seule chose à démontrer était que c'était là le seul moyen d'obtenir cette généralisation, à laquelle on ourrail à la ricueur renoncer.
60. Remarque générale. — Toutes les formules déduites de constructions pouvant se modifier avec la disposition des points et la grandeur des lignes, il est nécessaire de les discuter avec soin dans tous les cas que la figure peut présenter, et d'établir rigoureusement les conditions pour qu'elles soient générales, si cela est possible. Mais toute formule déduite, par les procédés ordinaires du calcul, de formules démontrées générales à certaines conditions, le sera évidemment elle-même aux mêmes conditions. C'est pour cela qu'on évite autant que possible de démontrer par des considérations géométriques les nouvelles formules que l'on a intérêt à établir, et qu'on cherche à les déduire, quand cela se peut, de formules dont la généralité a été démontrée. On se laisse quelquefois séduire par l'élégance et la simplicité d'une démonstration géométrique, et on ne se donne pas la peine d'examiner tous les cas et de s'assurer que la formule est générale aux mêmes conditions que toutes les autres. On pèciie alors contre la rigurur, et on fait usage de propositions non démontrées. Et l'on reconnaît souvent qu'en rétablissant la rigueur, c'est-à-dire en démontrant réellement les propositions sur lesquelles on
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s'appuie, on est obligé de se donner plus tic peine qu'en les déduisant, par des moyens cpii seniblaicnl plus pénibles, de formules déjà établies.
DÉDICTION DE QIELQLES FORMLLES DES PRÉCÉDEXTES.
61. Presque toutes les formules de la Trif^onométrie peuvent être déduites des précédentes, et n'exigeront par conséquent aucune discussion relative à la généralité. Nous nous bornerons à citer quelques-unes de celles qui se présentent le plus souvent.
Les équations (a) cl (3) étant ajoutées donnent
5in(a-i-i)-T-sin(« — b) -- asina cosb,
cl, comme a et b sont quelconques, « + 6 et a — b\c sont aussi, et l'on a ainsi l'expression de la somme des sinus de deux arcs quelconques en un monôme. Si l'on fait
a -r- b = p, a — b — o, d'où a = ^' j b ^= i,
l'équation précédente deviendra
sin/> -T- sin^ = a sin^(/> -4- q)cos{(p — q),
'et Ion trouvera de même
sin/> -— sinq = 2sin \(p — q)cos{(p ~ q), <:osp-i-cosq = i cos J (/> -t- </)cos| (/> — y), cosgi — co5/> = 2 sin^(/) --■ </)sin j [p — q).
Il est inutile de dire que ces formules renferment celles mù l'on aurait un sinus cl un cosinus dans le premier membre, puisque tout cosinus est le sinus du complément, et réciproquement.
Les deux premières de ces quatre formules étant divisées
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membre à membre donnenl
sin/> — sin<7 _ tang^(/> -^ g) sin/) — s\nq lan^\( p — q)
et en en prenant deux autres quelconques, et les traitant de la même manière, on obtiendrait de nouvelles formules utiles, que nous nous dispenserons d'écrire.
En supposant b = a dans les formules ( i) et
on aura
sinaa = asina cosa et
COS20! = cos^n — sin-fl — i — 2 sin-« = 2 cos'-a — i.
/ Ces dernières sont souvent employées sous la forme suivante :
I— cos2rt = 2Cos'^f/, I — cos2a = 2sin-o.
Si maintenant on supposait b = 2a, et qu'on remplaçât sin 2 a et cosan par les valeurs qui viennent d'être trouvées, on obtiendrait
sin 3 a = 3 sin a cos- a — sin^ a, cos 3a = — 3 cosasin-a— cos' a,
ou, en faisant usage de l'équation générale sin-a-f- cos-a = i,
sin 3 a = 3 sin« — \ si n'a, cos 3 a = — 3 cosa — 4 cos' a.
On obtiendrait les sinus et cosinus des multiples suivants de a, en faisant successivement b = ia, 6 = 4«. Mais nous démontrerons bientôt des formules générales pour le développement de sin ma et cos ma, m désignant un nombre entier quelconque.
mÉrAiiATiox qu'il fai:t fairk slbir aux formules pour la RÉsoLurmx des triangles.
6)3. Les calculs n'étant substitués aux constructions
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que pour diminuer les erreurs, les nombres qui entrent dans les équations sont presque toujours exprimés par un grand nombre de chiffres décimaux, et les opérations seraient très pénibles au delà de l'addition et de la soustraction, si on ne les facilitait pas par l'emploi des logarithmes. Et cela est si nécessaire, que les Tables ordinaires ne renferment pas les valeurs mêmes des lignes trigonométriques, mais seulement leurs logarithmes, parce qu'on suppose toujours qu'on aura préparé les formules de telle sorte, que les inconnues soient exprimées chacune par un monôme indiquant des multiplications, divisions, élévations à des puissances entières ou fractionnaires de quantités dont on peut facilement connaître les logarithmes.
H y a diverses manières générales de réduire à un seul deux termes dont les facteurs ont des logarillinies connus.
Soient A et B ces deux termes, auxquels nous ne supposerons d'abord aucune forme particulière; 1 exjjressiou à réduire sera
A~B ou a(,^|).
Or, les relations entre les ligues trigonométricjucs permettent de transformer facilement i :— -r en un monôme. Considérons d'abord le signe supérieur, et posons B
ce qui est toujours possible; l'angle » se déterminera immédiatement, puisqu'on aura
lango=^-,
et par suite
log tango = i(,logB — logA).
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Le second membre peut être formé, puisque l'on peut calculer les logarithmes de A et B au moyen de ceux de leur facteurs, et connaissant ainsi logtangcp, la Table donnera l'angle cp et les logarithmes de toutes ses lignes Irigonométriques.
Mais l'expression A+B sera transformée en A(i-l-tang-cp)
ou Aséc-'J, ou enfin en r- > dont on pourra facilement
' ' COS-'v '
calculer le logarithme, et par suite la valeur, si c'est une longueur, ou l'angle correspondant, si c'est une ligne trigonométrique.
On aurait encore pu poser x = coscp, et A + B serait
nevenu A(i + cos-j )^ aAcos- ^^
Si l'on avait eu le signe inférieur, la différence A — B, qu'on peut toujours supposer positive, deviendrait Asin^tp
en posant -r = cos-cp, ce qui est toujours possible, puisque j est plus petit que l'unité.
64. Un cas qui se présente souvent est celui où A et B renferment parmi leurs facteurs, l'un le sinus, l'autre le cosinus d'un^même arc a, c'est-à-dire où l'on a
A ± B = M sina ±i N cosa.
Eu mettant M en facteur commun, l'expression deviendra
M 1 sinrt ± — cosa )•
En posant -ç = tangtp,ce qui est toujours possible, clic se
change eu
sinad; ^ ) ou sin(a±(p),
costf / coso '
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expression dont on peut avoir le logarithme puisque l'angle o est connu, et par suite a rz 'j.
On voit facilement que si l'angle a était inconnu et que l'équation d'où il dépend fût M sinrt -+- Ncos« ^ P, celte formule en donnera imniédialcmenl la valeur si P est une quantité connue. Car cette équation sera transformée en
sin(a ±: ;;) ;= P, d"où s\n{ a dr es), par suite a ± o, et
COSO ^ 1 / ' ^ . /' l 1 '
enfin a.
60. Considérons maintenant les formes particulières correspondantes aux cas que présente le plus ordinairement la résolution des triangles, et auxquels le calcul des logarithmes ne s'appliquerait pas immédiatement.
Gfi. 1° Supposons d'abord qu'on donne les deux côtés a, b d'un triangle et l'angle compris C, et qu'on demande les deux angles A et B et le côte c.
On aura d'abord entre A et B l'équation
sinA sinlî a b
Mais, au lieu de faire usage de la seconde équation, A -r B = Ti — C, qui donnerait lieu à des calculs un peu compliqués, 11 vaut mieux déduire de la précédente
sin A -+- sin B a — b_ sin A — sinB a — b'
carie premier membre se transforme, comme nous l'avons vu, en
lanfr-CA-T- B) col — 2 2 ou •
lang-rA — B) tang-(A — B)
Substituant dans la proportion précédente, il n'y aura d'in-
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connue que tang-(A — B); on en calculera donc facilement le logarithme, et la Table fera connaître l'angle -(A — B); l'ajoutant à -(A-f-B), on aura A, et le retranchant on aura B. Le côté c s'en déduira par la propor-
sinA sinC
tion =
On aurait pu employer une transformation qui aurait
conduit à déterminer c sans chercher préalablement A et B.
En effet, on aura d'abord
ou
c- = «2 _ 1)1 — jab cosG — {a — bY — iab{i — cosC) = (■« -f- 6)2 — '\ab cos^ —,
I — COS
L («--6)2 aj
Ce cas rentre dans un de ceux que nous avons précédemment traités, et en posant
, , „ 2 <Jab cos —
- = 005^0, COSO = ; ,
(a-+-6)2 on aura
c- = ('« + 6)-sin-!5 ou c = (rt ^ 6) sints.
La somme « + h s'efl'ectuanl sans peine et le logarithme de sino étant donné par la Table, dès qu'on aura calculé celui de cos'J, on aura facilement celui de c, et par suite c luimême.
G7. 2" Considérons encore le cas où l'on donne les trois côtés «, b, c. Pour avoir un quelconque des angles, A par exemple, on fera usage de la formule
f- e2 — a> cosA
2 oc
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qu'il faut nécessairenienl transformer, parce que les côtés rt, b, C sont exprimés le plus ordinairement par un grand nombre de chilfres, et les calculs seraicnl liés longs. Ils
seront très simples au contraire en cherclianl l'angle soit par son sinus, soit par son cosinus. En eflel, on aura
COS A
^bc
\bc
cos —
■>(/> — a) bc
expression calculable par logarithmes.
On aurait pu trouver de même sin— 1 et par suite tang- •
Nous ne parlerons pas des autres cas do la résolution des triangles qui n'exigent pas de transformations.
APPLICATION DES FORJIILES TRIGO.XOMÉTRIQLES A LA DIVISION DES ANGLES.
G8. Lorsque Ion a trouvé une équation entre les lignes Irigonomélriques de deux angles dont lun est un multiple entier de l'autre, on peut également considérer comme inconnues celles de l'un ou de l'autre, et se proposer ainsi deux problèmes inverses.
Nous avons dit qu'il était facile de trouver les expressions générales du sinus et du cosinus d'un multiple entier d'un arc quelconque, et nous les avons données pour les premiers multiples. Voyons maintenant comment on peut résoudre
go SCIENCE DE l'i^.te^dle.
la question inverse, et proposons-nous, par exemple, de trouver le sinus du tiers d'un arc dont le sinus est donné. La discussion complète que. nous en ferons montrera suffisamment l'esprit de la méthode dans tous les cas.
Nous avons trouvé précédemment la formule générale
(a) sin3« = 3sinn — 4s'"'">
et il ne faut pas oublier que l'arc a est arbitraire, positif ou négatif, et pouvant renfermer un nombre quelconque de circonférences. L'arc 3rt peut donc lui-même être pris arbitrairement ; a en désignera toujours le tiers, et les nombres représentés dans l'équation par sina, sinSn, seront Iles sinus de deux quelconques des arcs correspondants a, '6 a, entendus comme nous l'avons fait pour la généralisation des formules. C'est sur ces considérations que repose essentiellement la discussion qui va sui\Te, et toutes celles auxquelles donnent lieu les questions relatives aux sections angulaires.
Posant
sinia = m, sina = a',
l'équation (a) devient
m est la donnée, et x l'inconnue.
La résolution de cette équation rentre dans ce que nous avons dit dans la Science des nombi'es, et l'on reconnaît facilement qu'elle a ses trois racines réelles. Mais ce qui va nous occuper particulièrement, c'est l'interprétation de ces trois racines. Nous allons montrer que, d'après la signification précise que nous avons donnée à m et x, l'équalion en X doit être du troisième degré et avoir ses trois racines réelles, représentant les sinus d'arcs complètement définis.
Commençons par remarquer que, m étant donné en
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grandeur et en signe, il _v a une infinité d'arcs correspondants, positifs et négatifs. Si l'on désigne par 9 l'un quelconque d'entre eux, il est facile d'exprimer gcnéralcnienl tous les autres. En effet, leurs extrémités se confondent avec celle de 9, ou sont avec elle sur une même parallèle au diamètre fixe du cercle irigonométrique. Les premiers sont tous renfermés dans la formule générale
Les autres, d'après une discussion faite précédemment, sont renfermés dans la suivante,
n et n' désignant des nombres entiers quelconques. Les tiers de tous ces arcs seront représentés par les deux formules suivantes :
et, d'après ce que nous avons dit en commençant, les sinus de tous ces arcs doivent satisfaire à l'équation générale (a), c'est-à-dire à l'équation en x. Or, les nombres n et x sont nécessairement ou divisibles par 3, ou des multiples de 3, r± 1 , de sorte que, si l'on supprime des dernières expressions les circonférences entières, il ne restera que les six arcs
0 0^27: T. 0 _. iT.
Les sinus de ces six arcs satisferont à l'équation en x, et il ne pourra y en avoir d'autres.
Or, les trois premiers ont pour extrémités trois points de la circonférence distants les uns des autres du tiers de la circonférence : leurs sinus sont donc généralement inégaux. Il en est de même des trois autres; mais les valeurs
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de leurs sinus rentrent dans les premières, car les trois arcs
ajoutés respectivement aux trois autres dans l'ordre suivant :
71 — 6 27; t: — 0 77 — 0 -AT.
donnent v. ou — 7t. Il n'y a donc à satisfaire à l'équation en X que les sinus des trois arcs
nui seront les racines de l'équation entre /n elx. On sait donc, avant de chercher cette équation, qu'elle doit avoir trois racines réelles dont on connaît la signification; et si elle est trouvée de manière que m et x soient sûrement les sinus d'un arc et de son tiers, elle ne pourra avoir aucune autre racine réelle que les trois que nous avons indiquées. Cette discussion, faite avec beaucoup de détail, suffit pour bien faire comprendre la méthode à suivre dans tous les cas, et nous nous écarterions de notre objet en multipliant les applications.
DK LA TRIGONOMÉTRIK SPIIÉRIQL'E.
GO. On appelle Iriangla sp/irriqur^ la figure formée sur la surface d'une sphère par trois arcs de cercle, et l'on ne considère ordinairement que des arcs de grands cercles. Lorsque deux courbes quelconques se coupent, l'angle de leurs tangentes au ])oint commun est appelé Vangle des courbes. D'après celte définition, l'angle de deux arcs de grands cercles sera l'angle formé par les perpendiculaires au rayon mené du point commun, Iccpu^l mesure l'angle des plans de ces grands cercles.
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On voit donc que les angles et les côtés d'un triangle sphérique sont la mesure dos angles dièdres et des angles plans de l'angle trièdre formé par les trois lignes menées lia centre de la sphère aux. sommets du triangle. Et il n'v aura que des lignes Irigonométriques à considérer dans de pareils triangles, puisqu'ils ne se composent réellement que d'angles et non de longueurs.
Aussi les formules de la Trigonométrie n'auront lieu qu'entre les lignes trigonométriques des côtés et des angles des triangles; et résoudre un triangle, ce sera trouver le nombre de degrés contenus dans ces côtés et dans ces angles.
C'est l'Astronomie qui a donné naissance à ces recherches, parce qu'il était naturel de placer sur la surface d'une sphère avant pour centre l'œil de l'observateur des points présentant le même aspect que les astres mêmes. Ces points, qui sont les intersections des rayons visuels avec la sphère, joints trois à trois, déterminent des triangles sphériqucs, à la résolution desquels est ramenée la détermination des positions relatives des astres.
70. Toutes les formules de la Trigonométrie peuvent se déduire d'une seule dont il suffira de démontrer complètement la généralité : c'est celle qui a lieu entre les trois côtés et un angle quelconque. Désignant toujours par A, B, C les angles, et par a, b, c les côtés respectivement opposés, cette formule, appliquée aux trois angles, donne les équations suivantes :
«cosa = cosè cosc -t- sine sine cosA, ,., . cosè = cosa cosc -»- sina sine cosB,
\ cose = cosa cos6 -r- sina sin 6 cosC.
On les démontre d'abord dans le cas où l'angle est plus petit que deux droits, el les côtés qui le comprennent, plus
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petits chacun qu'une demi-circonférence. On reconnaît facilement ensuite que les mêmes formules subsistent lorsque les côtés sont plus grands qu'une demi-circonférence, et l'angle compris plus grand que deux droits, extension dont on peut même se passer pour la résolution des triangles spliériques. Ces démonstrations sont si faciles, et nous avons déjà donné tant d'exemples des procédés de généralisation, que nous croyons devoir en laisser le soin aux professeurs ou aux élèves mêmes. Nous ne parlerons pas non plus des autres formules utiles que l'on peut déduire des précédentes, ou démontrer directement; mais nous allons montrer comment les niovens déjà indiqués peuvent servir à rendre le calcul des logarithmes applicable aux équations (i).
71 . Prenons d'abord le cas où l'on donne les trois côtés a, h, c, et où Ton demande les trois angles. On tirera de la première équation
, rosa — cos6 cosc
nos A = , — ; — . .
smt» smc
Ou en tirera
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quons que la valeur des eûtes donnés indlcjuc si l'angle A que Ion calcule est plus petit ou plus grand que deu\ droits,
ft par conséquent quel sign<^ il faut prendre pour cos — ;
mais, comme nous l'avons déjà dit, on jieul se borner à considérer des angles moindres que deux droits.
7:2. Les équations (i) peuvent encore servir à calculer le troisième côté d'un triangle dont on connaît les deux autres et l'angle qu'ils comprennent.
Supposons, en effet, qu'on donne a, 6, C; on aura
cosc = cosn cosi — siiia sine cosC.
Cette équation ne peut donner coinmodémenl cosc, parce qu'on ne peut calculer le logaritlimc du second mend^re, qui est composé de deux termes. Pour le transformer en un monôme, il suffira d'observer que ses deux termes renferment, l'un le sinus et l'autre le cosinus d'un même arcr/ ou b. Appliquant le procédé général que nous avons iniliqué dans ce cas, nous écrirons
cosc = cos6(cosn -^ tangft cosG sina),
et nous poserons tango cosC = tangœ, ce qui détermine immédiatement l'angle 'j et les logarithmes de ses lignes Irigononiétriques. On aura alors
cos Zi cos ( rt — 9 )
cosc = — >
coso
et la question sera résolue.
API'LICATIOX DES LIGNES TRIf.ONOMÉTUIQl ES A QLELQIES QLESTIOXS PARTICILIÊRES.
73. Les lignes trigonométriques, avant pour objet d'introduire les angles en même temps que les longueurs dans les calculs, peuvent cire employées non seulement pour calculer avec approximation les éléments inconnus d'un Irian-
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gle, mais pour trouver les inconnues dans toute question où il entre des lignes et des angles. Et la solution étant trouvée, on peut aussi bien se proposer de la construire que de la calculer, comme dans les problèmes que l'on résoudrait sans V introduire des angles, mais seulement des longueurs. Nous nous bornerons à en donner quelques exemples très simples.
74. Par im point D donné sur un côté d'un triangle ABC {fig- i4)i niener deux lignes qui rencontrent en
M et N les deux autres côtés, de telle sorte que le triangle DMN 50jf semblable à un triangle donné.
Soient AD ^ d, w l'angle donné MDN, — le rapport
donné des côtés DN, DM et x l'angle inconnu ADN. Nous allons d'abord exprimer DN en fonction de x, puis
DM, et nous égalerons leur rapport à — ; cette équation déterminera x.
Le triangle ADN donnera — ,- = -. — r-i ^; puisque
A + .r est supplément de DNA. L'angle BDM est égal à
- — w — X, etBMD, par suite, à w — B-^ x. On aura donc
DM sinB
c — d sin((o — B + a-)
, , . m , DN
«t, égalant a — le rapport j^r^, on aura 1 équation
/irfsin A sin(to — B ->- a-) = m(c — a)sinB sin(A -f- a;).
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Développant les sinus, on aura dans lous les ternies sina; ou cosx, et, divisant par cosx, on trouvera pour tangj; la valeur sui\aii!e :
m(c — c?)sinA sinB — nd sinïi sin((o — B)
" nd s\n\ cos(w — B) — /n{c — <^)sinB cosA
et il n'y aurait aucune difficulté à construire celle expression, puisque les sinus et cosinus d'angles connus peuvent être remplacés par des ra[)porls de lignes cotimies.
7î). Etant donnés les longueurs des trois arêtes d'un parallélépipède et les angles qu'elles forment entre elles en un de ses sommets, calculer la diagonale parlant de ce point, et le volume du parallélépipède.
Soit le parallélépipède ABCDEFGII (fg- i5); |k)soiis
AB
i" Clierchons d'abord l'expression de d, et pour cela projetons le polygone ABCGA sur la direction A(j, nous aurons
acosBAG -T- b cosDAG -r- c cosEAG = d.
r, B \G - ^--^''■ — ^'' _ "■- f/' — ^i^ . ■lad ïad '
et de même
iHii. - Mcili. m.
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Substituant, il vient
„2 _ f/-2 _ BG"
-^ d'- — AE
-^r/2_AC
2rf-
■zd
âf' - âh'
d'où
d"- = 'Xc
F'aisant les substitutions, on obtient
d- — a- ^ b- -i- c- -^ lab cosab -+- acre cosorc -T-i.be cosbc.
La diagonale du parallélépipède se trouverait ainsi exprimée au moyen des trois arêtes et des diagonales des trois faces partant d'une extrémité de la première; mais, ces diagonales n'étant pas des données de la question proposée, il faut les cxjirinier an moyen des angles ab, ac, hc des arêtes partant du même sommet. Or on a
AC
lab cosab.
AF = «- -^ c- — aac coscrc, AH = è- -i- c- -^ ibc coi bc.
Faisant les substitutions, on obtient
f/2 — a- -T- b- ^ c- -^ ■xab cosab -r- ïac cos«f -;- 26c cos6c.
2" Cherchons maintenant le volume du parallélépipède, et pour cela abaissons El perpendiculaire sur le plan de la base ab dont la surface est ab sinab; le volume cherché aura pour mesure Kl.ab sinab ou «ècsinaô sinEAI.
Nous sommes donc ramenés à calculer le sinus de l'angle qu'une arête d'un angle trièdre forme avec le plan de la face opposée. Désignons respectivement par a, 6, y les angles bc, ac, ab.
L'angle trièdre AEIB correspond h un triangle sjthérique rectangle qui donnera
-^:;^- = sinEAIÎ ou siii EAI = sin AB sine, siii AH
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AB cl('signant l'angle dièdre suivant rareté AB. Mais, AB étant nn angle d'un triangle sphérirjue dont les côtés sont a, 6, -', on aura
sine sin-f et par conséquent
' /-: — « — : fi ■
-\'sin-o sin-Y — (cosa — coso cos-f )-
sinb sin-f
: — v'(sin6 sinv-H cosz — coso cosY)(sin6 sinv-^ cosê cosv — cosa)
sinësinY
■ \ [cosa — cos(o -T- Y lJ[cos(o — -/ j — cosa]
Multipliant cette \alcur par sine, on aura sinEAI; et multipliant ensuite par abc sinab ou siu-', on aura, j)our l'expression du volume du parallélépipède,
, ./. a-f-ê-+-Y . ê-r-Y — a . a-^Y — S • a-^ê — y aaoct / sin sin sin sin '-■
Cette expression se réduit à abc rpiand les angles a, 6, y sont droits, parce que les quatre sinus sous le radical deviennent égaux à -r=- /a
7(). Expression g-én/'m/e de la distance de deux points.
Nous avons donné cette lorniule dans le cas où les points sont nipporlt's à deux axes rectangulaires ; nous allons d'abord l'étendre au cas où les axes sont obliques.
Si par les deux points M, M' {fig. i6) on mène des parallèles aux axes, leur distance est un côté d'un triangle
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M'MI, dont les ileux autres sont les difrérences ou les sommes des coordonnées des deux points ; et l'angle opposé
Kir. i6.
est égal à l'angle 0 des axes ou à son supj)lénient. Le carré du côté MM' a pour valeur
mï' = Âîl" r= m1' — 2 >II . M' I cos M' I M.
Reste à exprimer généralement, si cela est possible, les (rois termes du second membre.
Nous ne reproduirons pas la discussion que nous avons faite dans le cas des axes rectangulaires, et qui montre que la somme des carrés des deux côtés MI, M'I est représentée dans tous les cas par (x — je')- -r {v — ,>'')') en entendant que les .r et jk sont regardés comme de simples nombres quand les coordonnées qu'elles représentent sont situées d'un côté déterminé de l'origine, et comme des nombres négatifs quand elles sont en sens contraire. Il ne reste donc à considérer que le troisième terme.
Supposons d'abord que les directions MI, IM soient celles des axes positifs, c'est-à-dire que .r — x' et >• — j' soient positifs, en entendant comme nous l'avons fait les signes de x. y, .r', r'; l'angle I sera supplément de 6, et le troisième terme, — aMI.M'I cosi, aura pour expression
-H 2 (a: — 3^){y — _>'')cosO.
Si maintenant un seul des deux côtés MI, M'I change de sens, l'angle I se change en môme tcnqis dans son supplémenl, de sorte que dans ce produit deux des facteurs doi-
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vent être représentes par les mêmes expressions changées de signes : il n'v a donc aucun inconvénient à les laisser telles qu'elles étaient, en entendant toujours de la même manière les opérations sur les quantités négatives.
Si le second côté change ensuite de sens, les mêmes considérations prouvent que la première forme peut encore être conservée.
On peut donc dire que l'expression général* du carré de la distance de deux points rajiportés à des axes quelconques dans un plan est
( J — x' I- — I >■ — y )-^- 2 ( X — ûr' \ iv — y ) cos 0,
les quantités X,)', x', ^t', cos 0 pouvant être positives ou négatives sous les mêmes conditions que dans toutes les questions dont nous avons jusqu'ici généralisé les solutions.
77. Si les points étaient rapportés à trois axes obliques et déterminés par trois coordonnées x, v, z, x' , y' , z' , la droite mcnée^de l'un à l'autre serait la diagonale d'un parallélépipède dont les arêtes seraient parallèles aux axes, en sens direct ou inverse. Les grandeurs de ces arêtes seraient respectivement égales aux dilTérences ou aux sommes des coordonnées des deux points. En formant d'abord l'expression de cette diagonale dans le cas où les coordonnées X, y, z sont plus grandes que chacune des trois autres x', y , d , et passant, comme nous venons de le faire, au cas où l'inverse a lieu, on trouvera que la première expression s'a|)plique à toutes les positions possibles des deux points, en entendant toujours de la même manière les signes des coordonnées et des cosinus. Cette valeur générale de la distance D est donnée par la formule suivante, dans laquelle les angles sont ceux que forment entre elles les directions
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des axes positifs :
-T- 2(x — 3"')(/ — y)cosûry + 2(x — x'){z — ;j' )C0SX2
DE LA COSSTRLCTIOX DES TABLES TRIGOXOMÉTRIQl'ES.
78. Les premières Tables sont dues aux astronomes de l'antiquité; elles ont été calculées par des procédés longs et pénibles; mais, comme elles étaient indispensables pour la résolution des triangles, il a fallu les construire à tout prix. Les progrès de la science ont fait connaître des moyens plus prompts et plus sûrs, dont on s'est servi soit pour vérifier des Tables déjà faites, soit pour en former de plus exactes. Nous nous bornerons à indiquer ici les moyens les plus élémentaires qu'on peut employer à cet effet. Nous pourrons parler plus tard de procédés plus parfaits. L'emploi d'une Table présente d'autant plus d'exactitude que ses termes croissent par intervalles plus petits : nous supposerons, comme cela a lieu dans celles qui sont le plus en usage, que les arcs croissent par intervalles de lo secondes sexagésimales. La pi-emière idée qui se présente est de calculer avec une très grande approximation le sinus et le cosinus de lo secondes et d'en déduire, par les formules connues dti sinus et du cosinus d'une somme, ceux de tous les arcs suivants qui peuvent chacun être considérés comme la somme du précédent et de lo secondes.
Pour calculer sinio", on remarquera que, quand un arc tend vers zéro, son rapport à son sinus tend vers l'unité, et par conséquent la différence de l'un à l'autre est relativement très petite. On reconnaît niùme très simplement qu'en prenant toujours le ravon pour unité, la dillércncc du sinus à l'arc est moindre que le quart du cube de cet arc. Il est tlonc très facile d avoir une iinille de Terreur
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commise en prenant pour valeur de sinio' ocelle de l'arc même de lo secondes, qu'on peu ti'acilement calculer puisque la demi-circoniVrence - est connue avec une approximation dont on peut à peine se faire une idée, et dont nous aurons bientôt l'occasion de parler.
On trouvera ainsi par défaut, à moins d'une unité du tlcrnier ordre,
lo' = 0,00004848136811095359935,
il — , — est égal par excès, à moins d'une unité du dernier
ordre, à
o, 000 000 000 o jo oî,
el comme on a
sin 10 > 10 ,
retranchant de 10 secondes la quantité précédente, sup'-
rieureà > on aura un reste a forliori plus petit que
sin 10". On aura donc
sin 10" >o, 00004848 i3G8o8, et d'ailleurs
sin 10' < 0,000048481 3C8ii,
de sorte que l'on a par défaut, à moins d'une unité du treizième ordre décimal,
sin 10' = 0,0000484813680.
On déduira facilement de là la valeur de cosio" par excès et par défaut, et on en conclura sin 20" et cosao".
Pour aller au delà, on fera usage de la loi simple qui existe entre les sinus et les cosinus d'arcs en progression par différence. Pour la découvrir, soient
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trois arcs quelconques consécutil's d'une prof^ressiou don! la différence est a.
On aura
sin (x -.- a) -\- sin {x. — a) = 2 sina? cosce. cos {X -- a)-- cos(a7 - a) = cosarcoscr, iroù
sin(a:-f-a!) = sin^(2 cos a) — sin(af — a), cos (a" '- a) = cos a- (a cos n) — cos (a: — a).
Ainsi, dans la série des sinus, comme dans celle des cosinus, d'arcs en progression dont la différence est «, un terme quelconque se forme des deux précédents, en multipliant le dernier par 2 cosrt, l'avanl-dernier par — i , et réunissant les deux, produits. Or, le facteur acosrt se représentant toujours, si on le multiplie par les neuf chiffres significatifs, on n'aura à opérer que des additions de ces produits partiels et les soustractions de quantités connues, ce qui réduira le calcul autant que possible.
79. Gomme il est toujours possiljle de déterminer, pour les nombres que l'on calculera ainsi, des valeurs trop petites et des valeurs trop grandes, on connaîtra pour chacun une limite de l'erreur, ce qui est indispensable dans tous les calculs d'a^pproximation. Si l'on trouvait que cette limite est devenue trop forte, il faudrait partir d'un arc plus petit que 10 secondes, car les erreurs se trouveraient relativement plus petites.
Mais on peut faire quelque chose de plus précis encore, car une limite de l'erreur ne donne pas toujours une connaissance assez précise de l'erreur même. On peut calculer avec autant d'approximation qu'on voudra les sinus et cosinus d'un assez grand nombre d'arcs, et comparer ces valeurs à celles qui résultent des calculs que nous avons indiqués.
Ainsi, le côté du décagone étant égal à la plus grande partie du r.ixoii on de l'nnili', partagée en moyenne et
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extrême raison, et «'tanl le double du vinglièmo de la cir-
(■nnr»'T'iir(>, on aura
sin 18° = î — ,
On en tirera faeilenienl le cosinus, puis le sinus et le cosinus de la moitié ou de ç) degrés; et, par les formules du sinus et du cosinus de la somme, on aura ceux de tous les arcs de 9 en c) degrés: c'est-à-dire des arcs de 9, 18, 27, 36, 43 degrés. Ce dernier est d'ailleurs calculable directement, et les calcuis^'arrêtent nécessairement là, puisque les sinus et cosinus des arcs plus grands que 4^ degrés sont les cosinus et sinus d'arcs moindres que 45 degrés.
Il n'est même pas nécessaire de continuer les calculs jusqu'à la moitié de l'angle droit : car Euler a fait voir que les lignes trigonométriques des arcs au delà de 3o degrés ou d'un tiers d"angle droit se déduisent de celles des arcs moindres. La construction des Tables se trouve par là beaucoup simplifiée; mais elle l'est encore bien davantage au moven des S(''ries que nous indiquerons, et qui donnent non seulement les lignes Irigonomélricpies, mais leurs logarithmes eux-mêmes, qui sont bien plus nécessaires encore pour les calculs de la pratique.
A l'I'LI CATION
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CHAPITRE PREMIER
REPRÉSENTATION DES LIEUX GÉOMÉTRIQUES PAR DES ÉQUA- TIONS. — EXEMPLES DE SOLUTIONS ÉTRANGÈRES ET DE SOLUTIONS PERDUES. — NOU\EAU\ L\EMPLi:s DE GÉNÉRALISATION PAR LES QU.4NT1TÉS NÉG.VTIVES.
80. JVous avons vu que les problèmes de Géomélrie se ramenaient généralenienl à la détermination de certaines grandeurs, ou de la position de certains points; et comme la position d'un point sur un plan se détermine elle-même par certaines grandeurs que nous avons nommées ses cooidonnéfs, il en est résulté que la résolution des problèmes de Géométrie par le calcul se réduit à la recherche d'équations entre les grandeurs données et des grandeurs inconnues, qui seront les coordonnées de points à déterminer, ou d'autres grandeurs quelconques, suivant la nature de la question.
Lorsqu'un point cherché ne peut avoir qu'une position ou du moins un nombre limité de positions, il existera deux relations distinctes entre ces deux coordonnées; et
IlO ÉTUDE DES COI RBES.
celles-ci seront donn[''es par les solutions communes à ces deux équations.
Mais lorsque le point clierclié peut avoir une infinité de positions se suivant d'une manière continue, il est évident qu'il ne peut exister deux équations distinctes entre ses coordonnées, mais qu'il faut pouvoir prendre arbitrairement l'une des deux, entre certaines limites peut-être, et que l'autre doit en résulter; ce qui exige qu'il Y ait une relation entre les deux' coordonnées de chaque point. De sorte que la détermination d'un lieu géométrique par le calcul consistera dans la recherche de l'équation entre les coordonnées de chacun de ses points, résultant de conditions géométriques qui lui .sont imposées.
81. On peut dire à la rigueur que la représentation des courbes par une équation générale entre les coordonnées de chacun de leurs points a été connue de tout temps. Ainsi, dire que la perpendiculaire abaissée d'un point quelconque d'un cercle sur un de ses diamètres est moyenne proportionnelle entre les deux segments, c'est donner une équation entre les coordonnées de tout point du cercle qui seront la perpendiculaire et l'un des segments du diamètre. Les propriétés les plus simples des autres sections coniques et d'autres courbes encore fournissaient des équations entre les coordonnées de diverses espèces d'un point quelconque de ces courbes. Mais les procédés de la science des nombres et les transformations dites algébriques étaient si peu avancés chez les anciens, que ces propriétés des courbes, équivalentes au fond à des équations, n'avaient pu donner lieu à de sérieuses applications de la science des nombres à la théorie des courbes.
C'est à Descartes que l'on doit réellement le premier pas dans cette direction, et il a été d'une importance capitale.
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L'orii^inc de celle conceplion se nionlrc assez clairemenl dans qiielffues mois de son Discours sur la méthode : « Je » n"eus pas dessein, dil-il, de tâcher d'apprendre loules ces » sciences particulières qu'on nomme coniniunénienl ma- » thématiques ; cl voyant qu'encore que leurs objets soient » dilTérenls, elles ne laissent pas de s'accorder loules en ce » qu'elles ne considèrent autre chose que les divers rap- » ports ou proportions qui s'v trouvent, je pensai qu'il » valait mieux que j'examinasse seulement ces propor- » lions en général, et sans les supposer que dans les su- » jets qui serviraient à m'en rendre la connaissance plus » aisée, même aussi sans les v astreindre aucuncmenl, afin » de les pouvoir d'autant mieux appliquer à tous les )i autres auxquels elles conviendraient; puis, ayant pris » garde que pour les connaître j'aurais quel(|ucfois besoin » de les considérer chacune en particulier et quelquefois » seulement de les retenir ou de les comprendre plusieurs » ensemble, je pensai que pour les considérer mieux en » particulier, je les devais supposer en des lignes, à cause n que je ne trouvais rien de plus simple, ni que je pusse » plus dislinclement représenter à mon imagination el à » mes sens; mais que pour les retenir ou les comprendre » plusieurs ensemble, il fallait que je les expliquasse par ). quelques chiffres, les plus courts qu'il me serait possible, )) et que par ce moyen j'emprunterais tout le meilleur de » l'Analyse géométrique el de l'Algèbre, el corrigerais tous » les défauts de l'une par l'autre. » On voit clairement par là que Descartes s'est proposé d'employer toutes les ressources de la science des nombres à l'élude de la Géométrie, el réciproquement; mais que celle application ne serait pas restreinte à la Géométrie seulement, el qu'elle s'étendrait à toutes les autres sciences où l'on aurait à considérer des rapports ou proportions, indépendants de la nature particulière des choses dont elles s'occu|)ent. Il enten-
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diiit donc, par exemple, que les formules de la science des nombres pouvaient être mises au service de la Mécanique, de rAstronomie et de diverses branches de la Physique. Cette conception a changé la face de toutes ces sciences, et c'est à elle en jurande partie qu'elles doivent les immenses progrès qu'elles ont faits depuis Descartes. Nous ne l'envisagerons ici qu'au point de vue de l'application mutuelle de la science des nombres et de la Géométrie pure.
Après avoir donné la règle que nous avons fait connaître précédemment pour mettre en équation les problèmes de Géométrie, déterminés ou indéterminés, c'est-à-dire dans lesquels le nombre des équations est égal ou inférieur à celui des inconnues, Descartes entreprend la solution d'un problème de Géométrie, ébauché par les anciens, et dans lequel il s'agit de déterminer la position d'un point par la condition que le produit de ses distances à certaines droites données soit dans un rapport constant avec le produit de ces distances à d'autres droites données en même nombre. Il y a une inflnité de points satisfaisant à cette même condition, et les géomètres anciens avaient reconnu dans quelques cas particuliers que le lieu était une section conique. Descartes mit en équation la question générale. Il détermina la position d'un point quelconque par ses distances x el y à deux axes fixes, exprima au moyen de ces deux quantités chacune des lignes en question, et la condition donnée lui fournit immédiatement une équation entre x, y et des quantités connues.
Cette équation était également facile à établir, quel que fût le nombre des lignes multipliées ; mais il n'en était pas de même de la discussion et de la construction. La longueur de chaque ligne était représentée par une expression du premier degré en x tly, et le degré des deux produits était par conséquent égal au nombre des facteurs. Les cas examinés par Euclide et Apollonius se ra])portaient à des
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produits de deux lignes; et léqualion trouvée parDescartes ne s'élève alors qu'au second degré, soit que dans chaque produit les deux facteurs soient inégaux, soit que dans l'un ils soient égaux, ce qui arrive lorsque les deux droites fixes se confondent; 11 prouva qu'alors le lieu pouvait être Tune quelconque des trois sections coniques.
Nous ne le suivrons pas dans ce qu'il dit des cas plus compliqués, ni dans la classification qu'il établit pour les courbes.
Si nous avons parlé de ce problème, c'est parce que Descartes l'a choisi pour la première application de sa conception générale; et nous allons reprendre l'exposition régulière des éléments de la science.
CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SLR LA RECIIEHCUE DES É()l ATIOXS DES LIELX r.ÉOMÉTRIQlES.
<S;2. Lorsque l'on cherche à exprimer par des équations foutes les conditions géométriques qui doivent déterminer les points d'un lieu, on est souvent obligé d'introduire, outre les coordonnées du point quelconque que l'on considère et des grandeurs qui en dépendent et sont désignées dans l'énoncé, d'autres quantités non désignées et qui peuvent servir d'intermédiaires utiles. L'important est que toutes les conditions imposées soient remplies, et qu'on n'en introduise pas de nouvelles. Il est évident en effet que, si l'on assujettit les points d'un lieu à plus de conditions que n'en exige l'énoncé, on peut perdre une partie de ce lieu, et peut-être même le lieu tout entier, si aucun de ses points ne remplit à la fois les conditions de l'énoncé et en outre celles qu'on y aurait ajoutées par mégarde : comme aussi l'on pourrait avoir des points ou même des lieux étrangers à la question si l'on avait négligé d'exprimer exactement toutes les conditions imposées par l'énoncé.
11 est quelquefois dil'ficile d'obtenir des é(]ualions qui Dm. — Met h. m. ,S
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présentent cette j'éciprocilé si désirable ; mais il l'aut du
moins ne pas l'Ignorer, cjuand on ne peut faii-e autrement,
et l'on devra toujours s'assurer si les équations sont des
conséquences nécessaires de l'énoncé, et réciproquement
si les conditions de l'énoncé en seront des conséquences
nécessaires.
Lorsque toutes les équations ont été établies entre les coordonnées x el y d'un point quelconque du lieu, et les grandeurs variables avec ces coordonnées, désignées dans l'énoncé ou introduites comme auxiliaires, il faut en éliminer toutes les variables autres que x etj-, et l'équation finale qui ne renfermera que ces deux dernières variables sera ce qu'on appelle Véquation du lieu.
Mais il faudra, dans le courant de ce calcul, veiller avec beaucoup de soin à ce qu'aucune solution étrangère ne s'introduise, et cju'aucune solution réelle ne se perde. Ces discussions sont quelquefois difficiles; mais, si on les néglige, on n'est pas complètement assuré du résultat. Il peut arriver que l'on reconnaisse dans ce résultat des solutions qui ne conviennent pas à la question, ou qu'on s'aperçoive (ju'il en manque que l'on devrait y trouver. On recherche alors la cause de ces erreurs, mais il est toujours mieux de les reconnaître dès qu'elles s'introduisent, si, comme cela peut arriver, il n'est pas possible de les éviter.
83. Une condition géométrique peut être très simplement énoncée d'une manière générale tandis que l'équation qu'on trouve en cherchant à l'exprimer ne s'applique inià une partie des cas qu'elle comporte, et doit subir certaines modifications pour s'appliquer aux autres. Dans ce cas, si l'on ne prenait que l'une des formes de cette équation, faute d'avoir suffisamment discuté toutes les circonstances possibles, on perdrait les solutions correspondantes aux formes négligées. C'est pour éviter l'embarras
CHAPITRE PREMIEIl. IIJ
de ces diverses formes que nous ;ivon> tant inslsh'' sur la généralisation des formules; car, en renfermant toutes ces formes dans une seule, quand cela est possible, à certaines conditions, un seul calcul donne aux mêmes conditions un résultat qui renferme tous les autres.
Pour éclairer ceci par un exemple simple, supposons qu'on demande Vdquation du lieu des points </ui, dans un plan donné, sont à une même distance d'un point donné.
Rapportons les positions à deux axes rectangulaires AX, W ifig. 17) pris dans ce plan, et comj)tons les x et y
sur les deux côtés qui comprennent dans leur angle le point donné. Désignons par a et b les coordonnées de ce point qui est le centre du cercle, et par R son ravon. La condition géométrique ([ui détermine tous les points du cercle est facile à énoncer, mais sa traduction en écjuation ne l'est pas autant. Nous avons reconnu en effet précédemment que l'expression de la distance de deux points prenait plusieurs formes différentes, suivant la position relative de ses extrémités, parce que cette distance est l'hypoténuse d'un triangle dont les deux côtés de l'angle droit sont tantôt la différence et tantôt la somme des coordonnées des extrémités. En égalant à R l'expression de cette distance, on pourrait donc être obligé de faire usage de plusieurs équations |)Our (ju'aucune partie du cercle ne fût
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omise. C'est ce ([ui arrivera si ce cercle nesL pas loul entier l'enfermé dans le même angle que le centre. Si, par exemple, il coupait les deux axes des deux côtés de l'origine aux points B, C, D, E, on aurait quatre formes différentes pour l'équation, se rapportant respectivement aux points des quatre parties BC, CD, DE et EB. Mais par la discussion approfondie que nous avons faite précédemment de l'expression de la distance de deux points, il a été démontré qu'une seule forme peut convenir à toutes les positions des extrémités, soit de Tune par rapport à l'autre, soit même par rapport aux axes. Le moyen de généraliser ainsi cette formule a consisté à l'établir d'abord en supposant tous les points dans le même angle des axes, auquel cas les deux côtés du triangle rectangle sont les différences des coordonnées des extrémités, puis à regarder comme implicitement négatives les coordonnées qui changeront de direction.
Ainsi, X et )■ désignant les coordonnées d'un point quelconque de la partie CD du cercle, les deux côtés OP, MP seront les différences x — (i, y — b, ou a — x, b — y, et le carré de la distance sera x- — i ax + a- -\- y- — iby — bou {x — «O'+Cj' — l>)'i en entendant que, quand x — a ou )• — b seront négatifs, on effectuera toujours les calculs d'après les règles des signes démontrées pour les quantités non isolées.
On aura alors pour l'équation générale de tous les points du cercle
à la condition que les coordonnées négatives seront portées en sens contraires de celui qu'elles avaient dans la figure qui a servi à trouver celte équation, c'est-ù-dire sur les prolongements des axes AX, AY.
La généralisation, antérieurement faite, de la formule de
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la distance de deux points a donc permis de renfermer tons les points du lien dans une seule équation qui est nécessaire et suflisanle, qui comprend loules les solutions et n'en renferme pas d'étranjjères.
Cette équation (i) est donc ïct/iuilion générale lia cercle.
84. Équation du lieu des points tels, que le rapport de leurs distances à un point et une droite donnés soit constant.
Celte question va montrer encore qu'une condition géométrique générale ne s'exprime pas toujours naturellement par une seule formule, mais qu'il est besoin d'en considérer plusieurs, que Ton peut faire rentrer dans une seule par les moyens déjà employés.
Prenons pour origine le point donné A {fis:- i8), pour
axe des x la perpendiculaire ABX à la droite donnée BD, et pour axe des v une perpendiculaire A\ .
Soit AB:=rt, m le rapport donné, et considérons un point quelconque M du lieu; la condition donnée s'exprimera par l'équation générale
M, \M = /H.MP
Il ne reste jilus qu'à renq)laecr AM et .\P par des fonctions de \'x et de l'v du poinl M.
On a d'abord
AM = v/^^^ry^.
Quand à WP, son expression aura trois formes différentes suivant que M sera entre AY et BD, ou à droite de BD, ou enfin à gauche de AY.
Dans le premier cas l'on aura
MP = a — .r; dans le second,
iMP = .r — fl,
et enfin dans le troisième
MP =«-h,r.
L'équalion (i) se trouve donc remplacée par les trois suivantes :
\J x- -hjK^ = m {a — a"), ^x'^ H-J'- = ni(x — a), \,'.T^ -r- y- = /« ( a -!- X ),
soit que le point M sfiit pris au-dessus ou au-dessous de AX.
Si l'on rendces équations rationnelles, en élevant les deux
membres au carré, elles se réduiront aux deux suivantes :
(2) x^ -i- y- = /n^ { a — x)-, x- -^ y- = m'^ {a -i- xy- ,
et comme' elles ne diffèrent l'une de l'autre que par le signe des puissances impaires de x, on voit qu'on peut se borner à la première, en entendant que, lorsqu'on y donnera à x une valeur positive, on la portera dans le sens AX, et que lorsqu'on y mettra pour x une valeur négative, que l'on traitera suivant les règles des signes, démontrées dans le cas des polynômes seulement, on la portera du côté AX', et la valeur de y que donnera l'équation construira iMi point (hi lieu en la portant au-dessus ou audessous de l'axe des x.
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On aura, en t'nleii(iaiil ainsi les solutions négatives, pour représenter tous les points du lieu, Téquation unique (2) qui, développée, devient
y- -T- T-(i — m- ) — lani-x — m- a- = o.
80. Equation (lu lieu des /lui/tts ('i^dlemenl dishmlx de deux points donnés .
Ce lieu est évidemment une ligne droite, et celte droite peut avoir une position quelconque dans le plan donné, en choisissant convenablement les deux points. Pour ohtenir l'équation du lieu de la manière la plus généi-ale, nous prendrons un système d'axes obliques, et nous supposerons les deux points placés d'une manière quelconque par i-apport à ces axes.
Soient AX, A Y {fig- 19) les deux axes, faisant entre eux un angle 8; B, B' les deux points donnés; a, b les
i-"ig- 'g-
coordonnées du premier; a', b' celles du second, et x, y celles d'un point quelconque M du lieu.
Nous avons donné précédemment la formule de la dislance de deux points en coordonnées obliques, et sa généralité a été démontrée sous la condition que les signes des coordonnées changeront avec leur direction. Nous aurons donc, quels que soient les signes de «, b, a', b' , x, y,
MB =(x — a)« -i-CjK— *)--!- 2(^ —«)(7 — 6)cosO,
MB =(jc~ a )*-i-(y —b' )'-^ 2.(x — a' )(y— b' )cos<).
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E)n égalant ces deux expressions, on aura exprimé la condition générale à laquelle doivent satisfaire les points du lieu; f! eouinie l'équation ne renfermera que les coordonnées d'un quelconque de ces points et des constantes données, ce sera celle du lieu cKerclié. On trouve ainsi, toute réduction faite,
[a — a -T-( /y — /> ) cos 0 ] .r -f- [ i' — 6 — 1 a' — a ) cos 0 ]j- = ■ ' '-{a 0 — ao)cosfi.
Cette équation pouvant rejjrésenter toutes les droites du plan, on en conclut que l'équation la plus générale de la ligne droite est du premier degré par rapport aux coordonnées variables de tous ses points. Et il est expressément entendu pour cela que toutes les quantités a, b, a', b', x,y sont de simples nombres quand les coordonnées qu'elles désignent sont dirigées respectivement suivant AX, AY ; mais que ce sont des nombres affectés du signe — quand ces coordonnées sont dans le sens opposé, et que ces nombres négatifs doivent être traités suivant les règles des signes des polynômes. Quant à cos9, il sera positif si l'angle 6 est aigu, et négatif s'il est obtus.
Nous n'entrerons dans aucun détail sur l'équation que nous venons d'obtenir, parce que la ligne droite est tellement mêlée'à l'étude de toutes les courbes, qu'elle demande une discussion spéciale que nous indiquerons plus tard. Nous n'avons pour objet, en ce moment, que de donner un nouvel exemple de la recberche de l'équation d'un lieu, avec la discussion complète de la généralité de la solution et des conditions de cette généralité.
Exemple de solutions élrangères et de solutions perdues
Proposons-nous de trouxcr dans un |)lan donné If lieu
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de tous les points doi'i Ion voirait sous un angle donné une droite donnée de grandeur et de position.
Soient B et C(fig. 20) les extrémités de la droite donnée, rf sa longueur et m la tangente Irigonométricjue de l'angle
donné. Raiiportons les points à deux axes rectangulaires AX, AY dont le premier soit parallèle à BC; désignons par a et b les coordonnées AD, DB du point B, par x et -)■ celles d'un point quelconque ^I du lieu; relies de C seront ff + rf et Ij.
Cela posé, si l'on abaisse de !\J la perpendiculaire MP sur BC, et que le point P tombe entre B et C, l'angle M sera la somme de deux autres avant rcspcclivemcnl j)our tan-
jr — a a -^ d — -^ r\ 1 t .ip
trentes , et ; — • Un aura donc, a après la ior-
mule générale de la tangente de la somme,
(y-bf-
Si le point P tombe en deliors de BC, par exemple en P',
l'angle BM'C sera la dilTérence de deux angles dont les tan-
pentes seront -, ,- et - — , ; Celle dernière a la
même forme au signe près que dans le premier cas; mais, comme elle doit être employée inversement, le résultat en ^'j )' sera le même que le premier en ^, j'. Tous les points du lieu qui sont au-dessus de BC satisferont donc à l'équation (i), qui devient, après réduction,
, d Y l (ly- d'- 1 I ^
équation qui est celle d'un cercle dont le centre a pour
coordonnées a -\ — et ^ -\ > et dont le carré du ravon
2 lin
est — ( I H ) • Les constructions qui en résultent sont
si simples, que nous ne nous v arrêterons pas. Mais ce qu'il est important de remarquer, c'est que le lieu représenté par l'équation (2) est un cercle entier, tandis qu'il n'y a que l'arc au-dessus de BC qui convienne aux conditions géométriques. Car de tous les points de l'arc inférieur la ligne BC sera vue sous un angle supplémentaire de celui qui est donné. Ces points constituent donc des solutions étrangères au problème de Géométrie proposé ; et cependant le calcul les introduit sans qu'il soit possible de l'éviter. Tout ce que l'on peut faire, c'est de reconnaître à quoi tient qu'il les introduise.
87. Mais commençons par achever la mise en équation (In problème proposé en considérant les points situés audessous de BC, et, pour éviter toute difficulté, prenons b assez grand pour que tous ces points soient au-dessus de l'axe des x.
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Soit i\ un (jut'h'onque de ces points ; Faniilc BNÇ, qui doit encore avoir pour tangente m, se décomposera en deux autres, qui auront respectivement pour tangentes
, et — . ,
expressions identiques aux premières, au signe près. Et comme elles iloivent être traitées de la même manière, l'équation à laquelle on sera conduit difTércra de ( i ) par le signe du second membre, ou, ce qui est la même cliose, par le signe du premier, c'est-à-dire de m.
Il y a deux conséquences à tirer de là :
La première est que, si pour les points situés en dessous de BC on demandait que l'angle donné eût pour tangente — m au lieu de m, c'est-à-dire que BC fût vu sous l'angle supplémentaire, l'équation à laquelle on parviendrait serait précisément ( i ). Cela montre que cette dernière doit représenter un lieu tel que, pour les points au-dessus de BC, cette ligne est vue sous l'angle donné, et, pour les points au-dessous, sous l'angle supplémentaire. L'introduction forcée e ces solutions étrangères est donc expliquée.
La seconde conséquence est que, pour avoir la représentation complète du lieu géométrique, il faudrait deux équations, l'une, l'équation (a), pour les points au-dessus de BC, et 1 autre pour les points au-dessous, qui en différerait simplement par le signe de /«, et donnerait semblablement des solutions étrangères dans sa partie supérieure.
On pourraitbien sans doute formerune équation unique qui équivaudrait aux deux; il suffirait de multiplier les premiers membres l'un par l'autre, les seconds étant réduits à zéro; mais ce serait compliquer au lieu de simplifier : et toutes les fois au contraire qu'une équation peut se décomposer en deux autres, on effectue la séparation.
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88. Reiiuiicjuc. — Dans cet exemple, on voit qu'on aurait perdu des solutions si l'on s'était borné à prendre un point au hasard, croyant qu'il peut les représenter tous, parce qu'on ne l'a pas expressément particularisé. Mais il ne suffit pas qu'on n'ait rien énoncé de particulier sur lui, pour qu'il puisse les représenter tous dans la suite du calcul, parce que les expressions qui se déduisent de la figure qui s'y rapporte peuvent ne pas rester les mômes pour toutes les dispositions des points. Nous insistons sur cette considération, parce qu'on s'expose à des difficultés quand on n'y a pas égard, et que les commençants sont trop disposés à croire qu'ils sont dans une généralité complète lorsqu'ils ne particularisent rien par le langage, tandis qu'ils le sont parleurs calculs et leurs raisonnements. Il est yrai que, quand les difficultés se présentent, on peut les lever en remontant à leur origine ; mais il vaut mieux les prévoir et les éviter. Et d'ailleurs on n'a pas toujours l'occasion de réparer une discussion incomplète ; et si l'on a perdu des solutions sans s'en apercevoir, il est très possible que rien n'en avertira dans les résultats du calcul.
Solutions introduites par l' élimination des radicaux
Lorsque les équations qui expriment les conditions de la question renferment des radicaux du second degré, on est ordinairement obligé de rendre rationnelles les équations où ils entrent, et les résultats sont les mêmes, quel que soit le signe dont ces radicaux sont affectés.
Si donc les équations géométriques déterminent sans ambiguïté les signes qu'ils doivent avoir, le calcul pourra donner des solutions étrangères au problème proposé. Et lorsque, pour faire disparaîtreunradical,onrisoleradans un membre et qu'on élèvera ensuite au carré, il faudra examiner avec soin les cas nouveaux auxquels conviendrait la non-
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vellf équation, et en tenir compte dans la soiiition finale. C'est ce que nous allons éclaircir par quelques exemples.
90. Equation du lieu des points tels, que la somme de leurs distances à deux points fixe soit constante.
En einplovanl la formule générale de la distance de deux points, nous n'aurons aucune discussion â faire sur les diverses positions que peuvent avoir ceux que nous aurons à considérer; mais il faudra bien se rappeler que pour la généralité de cette formule les coordonnées doivent être considérées comme changeant de signe quand elles changent de direction. Nous nous conlenterons de rappeler ce que nous avons établi précédemment à ce sujet.
Soient F, F' (/<°'. 21) les deux points, 2 c leur distance, et 2 rt la somme constante ; prenons pour axe des x la
Fig. 21.
droite FF', pour axe des r la perpendiculaire à FF' élevée en son milieu A, et désignons par x, y les coordonnées dun point quelconque M du lieu. La condition à laquelle il est assujetti sera exprimée par l'équation
FM — FM ='i.a,
^y^-T-{x — c)--¥- ijy- — (x^cj-^ta,
les coordonnées x, y pouvant avoir des signes quelconques suivant la position de M, et les abscisses de F et F' étant
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— cet — c, comme l'exige l'emploi de la formule de la dislance de deux points. L'équation (i) est bien celle du lieu, mais sous une forme qu'il n'est pas bonde conserver. On cherche toujours à Fendre rationnelles les équations des courbes, à moins qu'elles ne se trouvent résolues par rapport à l'une des coordonnées, ce qui est la forme que l'on cherche particulièrement à trouver.
Pour faire disparaître les radicaux de (i), nous isolerons le premier dans un membre, et nous élèverons au carré; nous obtiendrons ainsi, toute réduction faite.
élevant encore au carré et réduisant, on trouve enfin pour équation du lieu
et cette équation serait la même, de quelques signes qu'on affectât les deux radicaux dans l'équation (i).
Examinons maintenant à quelles diverses questions géométriques correspondraient ces diverses combinaisons de signes.
Il faut d'abord évidemment exclure celle des deux signes — , mais il en reste trois : la première sera celle des deux signes +, et correspond à la question proposée; les deux autres correspondent à la différence des deux distances, quelle que soit celle des deux qui soit la plus grande.
Est-ce une raison d'affirmer que l'équation (2) représente deux lieux géométriques : l'un tel, que la somme des distances de chacun de ses points à F et F' soit 2«; l'autre tel, que la différence de ces distances soit 2a?
Cela serait certainement si les conditions de ces deux lieux pouvaient exister en même temps; mais il se trouve
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qu'elles sont incompatibles, et alors l'équation (2) n'en représente qu'un seul, celui qui est possible d'après les valeurs des données a et c.
El en effet, dans le triangle MFF', on a MF -^ MF'> FF'. Donc, pour que MF -j- MF' soit égal à 2a, il faut que l'on ait ia > FF' ou art > ac, ou a'^c, et le problème serait impossible si l'on avait a<^c.
Mais si l'on veut que la diflércnce de MF, MF' soit art. il faudra au contraire aa <] ic, puisque dans tout triangle la différence de deux côtés est jjIus petite que le troisième.
C'est donc la valeur relative des données a et c qui déterminera celui des deux problèmes de Géométrie que résout l'équation (a).
1° Si rt^c, on aura, en posant c- — «- = h-,
pour équation du lieu des points tels, que la somme de leurs dislances aux deux points F", F' soit art. C'est la courbe qu'on nomme ellipse, et les deux points fixes se nomment les foyers : nous la retrouverons plus lard dans la discussion de l'équation générale du second degré. a" Si rt < c, on aura, en posant a- — c- =; b-,
pour équation du lieu des points tels, que la différence de leurs distances à F et F' soit art. C'est la courbe qu'on nomme hyperbole; les deux points fixes en sont les fovers. Nous ne nous occuperons pas ici de reconnaître la forme de ces courbes. Cette discussion particulière n'aurait pas rapport à notre objet actuel, qui est d'étudier l'introduction de solutions que l'énoncé géométrique ne comportait pas.
I aS ÉTUDE DES COURBES.
91. Ecjiialion du lieu des points tels, que la somme de leurs distances à un point et une droite fixes soit constante.
Soient F et TJV {fig- 22) le point et la droite donnés. Prenons pour axe des x la perpendiculaire FX abaissée
Fis- 52.
de F sur UV; et pour axe des y, la perpendiculaire A\ , menée par un point A assez éloigné de F pour que tous les points que l'on aura à considérer soient du même côté de cet axe.
Soient .r, y les coordonnées d'un point quelconque ^I du lieu situé entre UV et AY; m la somme donnée, FB^rt, AF = h: la condition de la question est exprimée par l'équation FM -(- MP = m ou
et l'on voit que l'on doit avoir m ]> a, puisqu'on a évidemment FM -Jr MP > FB.
L'équation rationnelle en x à laquelle nous parviendrons renfermera non seulement les points correspondant au signe + du radical, c'est-à-dire le lieu demandé, mais encore ceux qui correspondent au signe — , s'il est possible qu'il V en ait : ce qu'il est bon d'examiner dès à présent.
Or, quelque part que soit pris le point M, à gauche de UV, on aura toujours BIP — FM<^FB<^/n. Donc pour aucun de ces points l'équation (i), dans laquelle le radical aurait le signe — , ne serait possible. Ainsi, en rendant rationnelle l'équation (i), elle ne renfermera pas d'autres
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solutions que celles qu ■ l'on deminde, an nioins ilans toute la partie du jilan à gauche de UV.
En isolant le radierai dans rr^qualion (i) et élevant au carré, on obtient, après r,''duclion,
(2) y- — 2( m — a )x = ( m — a r^ — lb{m — « 1;
c'est la courLe qu'on nomme para/jo le. et qui est un nouveau cas particulier de l'équation générale du second degré.
9i. Mais nous n'avons pas encore étudié coni|)lèlement la quesùon, puisque nous n'avons considéré que les points à gauche de UV, et pour lesquels a -^ b — ,r est positif. Pour les points à droite, on a x'^a-{- b, et le premier membre de (i) devient la différence FM' — AIT*'. L'équation (i), prise dans toute son étendue, renli'inie donc, outrela position de la courbe qui satisfait à laqu(ïstion posée. un autre lieu satisfitisanl à une condition géométrique différente, et qui, par conséquent, doit être considérée comme étrangère, sans qu'on puisse empêcher qu'elle ne soit comprise dans l'équation.
Il ne reste plus qu'à chercher à droite de UV les points qui pourraient convenir à la question, et dont aucun n'est donné, connue nous venons de le voir, par l'équation (i') ou (2).
Soient j-, y les coordonnées d'un point X tel que F\+ IVQ = /«, il en résultera
qui devient
(' i I .)'- + 2(7» - a ).r ={in -^ ay--- ibim h- a).
Il est facile de voir que l'équation (3'), ([ui satisfait à la condition géométrique dunnée quand on a ./■ ]> AB, n'\ satisfait pas quan<i on juvnd .r <; AB, puisque son premier membre devient la dilléicncc FM — MP. L'écpiation (3)
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OU (4), qui lui esl équivalenle, comme (2) l'était à (i), représente donc dans son ensemijle un lieu dont la partie à droite de U\ satisfait à la question, tandis que la partie à gauclie n'\ satisfait pas.
Le prol)l<nie jiroposé ne j)eut donc être complètement résolu que par deux équations, et chacune des deux représente un lieu dont une partie convient, tandis que l'autre ne convient pas, et ne peut cependant en être détachée.
93. Exemple de solutions étrangères en nombre fini. — Les questions précédentes ont montré comment le calcul peut introduire des portions de lieux qui ne conviennent pas à la question proposée, mais conviennent à une question voisine ; de sorte que l'équation trouvée représenterait la solution d'une question plus étendue que celle qui a été posée, et qu'on avait certainement le droit de poser. Mais il peut arriver aussi qu'il s'introduise des solutions représentant des points isolés qu'il est impossible de faire disparaître, et qui ne se rapportent même à aucune modification des conditions données. Nous en trouverons un exemple dans le problème suivant :
Trouver l'éijunlioii du lien des points obtenus en menant d'un point fixe des droites jusqu'à leurs rencontres avec une droite donnée, et les prolongeant d'une quantité constante.
Soient \ if g- 213) le point donné, UV la droite donnée,
Fig. li.
a leur dislance AB, et m la quantité dont on prolonge un rayon quelconque AJN pour avoir un point M du lieu.
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Prenons pour axe? AX parallèle à LA , el A^ peipendiciilaiie: désignons par x. r les coordonnées MP, AP de M. Les irianeles semblables donneront
MP
MA ~ y
Si maintenant on élève les deii\ meniijres au carré pour avoir une équation rationnelle, on introduira les solutions qui se rapporteraient au premier membre changé de signe rt remplacé par (a — • r) ^ x- -r-y-, ce qui correspondrait à la supyjosition que m est porté en M' en sens contraire de \M. Ce nouveau lieu el le proposé seront représentés par l'équation suivante.
(jui ])0urrait être résolue par rapport à .r- l't deviendrait
On lrou\erail la même équation en prenant le ])oinl M de l'autre côté de l'axe des y, de sorte que les valeurs de x pour un même y pourront être portées dans les deux sens. Cette courbe est celle que les anciens ont nommée conchoïâe.
Remarque. — Si l'on fait tendre le point N vers B, 1'./du point .M ou du point M' tend Aers zéro, el les r \ers a dz /«, de sorte que, si l'on suppose a >» m, les deux points du lieu situés sur la perpendicidaire à AX seront au-dessus de A; et il en est de même i\r tous les piiint-< du liin.
l32 ftTTJDE DES COURBES.
Cependant Tcqualion (2) est satisfaite par ,r^o,j)=o; cette solution est donc étrangère à la question et ne peul pas être supprimée.
Si Ton faisait .r = o dans l'équation primitive (i), on ne trouverait pas en évidence la solution y =^ o comme
dans (21; mais, en faisant ^^ = o, on trouverait - pour l'un.
des membres, et Ion ne pourrait dire que léqualion est
satisfaite. Nous avons Lien dit, dans \aiScience des nombres,
qu une inconnue y qui se présente sous la lorme - peut avoir
toutes les valeurs, parce qu'elle est tirée d'une équation dont les deux membres sont nuls, quel que soit 1'. Mais c'était supposer que l'équation était donnée avant la division d'où résulte la valeur de y, et il est évident qu'alors on ne devait pas faire cette division, mais reconnaître que y était indéterminé. Dans le cas actuel il en est autrement : c"est la division de y par ^'„r'- +y- qui précède, et il n'y a pas lieu de faire les mêmes raisonnements; il faut suivre les valeurs de ce quotient, et on voit alors qu'il est égal à i quand x est zéro, ce qui donne
si l'on considère le-^ points IM'; les valeurs de y seront ainsi a -\- nt et a — 7;^. Mais si l'on pari de l'équation (2), obtenue en chassant le dénominateur ^/x- 4- r- et élevant au carré, on ne trome plus - fiuand on fait r =: o: tous les
termes disparaissent c! léqualion est satisfaite, mais non la question.
94. En génér.disanl ce cas particulier, on peut dire que si, ])ar la siiili' des calculs, mii' partie d'une écpiation se
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trouve de la forme '• — cl (luOu nuiltinle li's deux
nieinbres par '^('x,j), la nouvelle équalion adineltra aéoes-saireiueiit comme solutions les valeurs de x et y qui annuleront o(x,j') el¥(^x, y). Si ces solutions conviennent à la question, il n'y a aucune solution étrangère introduite par celle multiplication. Mais si, comme dans le cas actuel, elles n'y conviennent pas, le calcul aura introduit ces solutions étrangères, qu'il sera le plus ordinairement impossible de supprimer.
11 faut donc toujours examiner avec soin les circonstances dans lesquelles on multiplie les deux membres par une fonction de x et j', et surtout celles où l'on supprime un facteur commun. Dans ce dernier cas, on supprime les solutions qu'il donnerait enl'éi^alanlà zéro, et il est important de s'assuier si elles conviennent ou sont étrangères à la question.
RECHERCHE DES ÉQrATIONS POLAIRES DE QIELQIES LIEUX GÉOMÉTKlylES.
9o. Eifuation polaire du cercle.
Soient R le ravon du cercle; a cl y. les coordonnées polaires de son centre; /■ et a les coordonnées polaires d'un point quelconque du cercle. En joignant ce dernier au centre, on^aura un triangle dont les trois côtés seront R, a, /•» et dont l'angle opposé au côté R sera a — -j, ou o — a, (juels que soient a et a, même dans le cas où i on considérerait des valeurs négatives pour 'i et a, comme nous l'avons lait dans la Trigonométrie. Dans ce triangle on aura
K- = r^ -V- a- — 2«rfOS('i — a ),
R2 = /•--!- a' — 2a/-cos( a — -i).
Ces deux érpialions se réduiiont à une seule en consi-
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déranl, comme nous l'avons l'ail pour la généralisation des formules IrigonoméLriques, que deux arcs égaux et do signes contraires ont le même cosinus. Getle équation unique sera celle du cercle, puisqu'elle aura lieu entre les coordonnées de tous ses points, el deux seuleinoiil. l'^lle sera
(tu, en supposant que l'axe polaire passe par le centre,
et comnir nous n'avons considéré que la valeur aljsoluc du rajon vecteur, on poun-a ne tenir aucun compte des valeurs négatives de /■ fpii satisferaient à cette équation; ce fpii aura lieu quand on aura a <; 11, c'est-à-dire quand le [iiMc sera dans l'intérieur ilu cercle.
Eqaaùon polaire de l'ellipse
Soient F, F' {fig. 24) les deux foyers, a c leur dislance , M un poini (pirlconipn- du lieu, et i<( la somniede ses dis-
lances aux [toiuls F, F'. En prenant le point F pour pôle et eonqitant les angles à partir du prolongement FU de F' F, les coordonnées /-et tp du point MserontFM et l'angle MFLI. Cela pos''. II' triangle F'MF donnera entre les valeurs absolues de ses côtés ré(piation
FÂÎ ' - : r' -^ i ci — i C/-COS MFF', et nous savons que celle équation ne sera générale f[u'eii
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considérant les cosinns tic deux anjjles su|)|ilriiii'nl:mes comme égaux et de signes contraires. D'après cela, nous pourrons remplacer cos MFF' par — ces es, en traitant ce facteur d'après les règles des signes, (h'inonlri'cs dans la multiplication des polynômes. Remplaçanl en oiiln; FM par son égal ui — /•, réfjnalion dc\icndr,i
(2rt — /■ )- — /■- î- 4c- -:- itVCOS'^,
OU, en réduisani ,
Telle est réquation polaiiT du li(Mi proposi'. File ne donnera pas de valeurs négatives de /• quel ([ue soil -i, puisque l'on a c/ >■ c.
1)7. Etjuaùon polaiie de l liypcrboli;.
Soient F, F' {fig- •25)les deux, loyers, ic Iimii- dislance
et 2rt la dillérence des distances d'un point quclconcjue .M de la courbe à ces deux points. Pienons pour pôl(î le loyer F', on aura
IM I"M la
si le j)oint M est à droilc di' U)-. cl
1\1 l'.M i.,, s'il est à tranche.
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Le liiansile FF'M donnera
FM
■- + 4 c- — J cr cos tf = ( /• ip 2 « )-,
le signe — se lapporlant aux points à droite de OY, audessus ou au-dessous de la ligne FF', et le signe + aux points à gauclie. dette é(piation se réduit à
/■ ( I" cos o -J- Il ) = c- — a- ;
pour la |)arlie située à droite de OY on aura
et pour la partie gauche
(•cos (5 — a
Nous reviendrons [)lus tard sur ces diverses équations, cjuand nous traiterons d'une manière générale la théorie des coordonni'es négatives.
Eijualion polaire de la ligne droite
Soien' (//g. a6) A le pôle, AU la dii-ection de l'axe, B le
jioiiil iiù la droite donnée coupe l'axe, et a l'angle que lait
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avec AL ou Bl' la direction de la |iailii' li\ de l.i droilc. que Ton ohliendra la première en l'aisaiil Iniiincr aiiloijide B dans le sens des angles croissaiil-. un ra\(iii coucin'
d'abord sur l'axe BU. Le point B peut, être sur Taxe Al
sur son prolongement. Supposons-le d'abord sur AU, et faisons AB = a pour un point (pudcinupic M de l'A : on aura
sin( a ■ - » )
pour un point quelconque M, du |iroloni;ement inlVrieui lie BV^, on aura
fl sin a« '"" TTiTÂF"
mais le sinM' est égal au sinus d<' la somme des deux autres
angles du triangle ^L AB, laquelle estégale à a — 'ît, — »,
dont le sinus est le même (jue c<'Uii d(' a — o. On trouve
donc la même équation pour tous li's pciinls de la dioite
indéliiiie.
11 reste à examiner le cas où le point B <,'st en B' sur le
prolongement AV de AU. On aura alors pour un [)oint M,
quelconque de B'V'
Ali' ?iii a
sin(!i — -x)
et il en serait de même pour les points situés sur le piolongement de B'V.
Cette équation, qui a lieu pour tous les jioints d(; la droil(,', diffère, par le signe du second membre, de celle qui a éli'cd)tenue quand elle coupait l'axe du cùl('' AL". < )ii rcnli rmirait donc les deux équations dans une seule, en iiilendaiil (jue «désigne la distance du pôle au |)oint B quand ce point '•st sur la direction de l'axe à partir de laquelle on (M)inple les angles, et qu'il désigne cette dislance allectée du signe — quand le point B est du côté oppos('' du pôle. Les cboses
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étanl ainsi ciilendues, l'équalidn polaire générale de la ligne droite sera
, , a si 11 oc
9i). llomniiiuc. — (^uand ?i()us avons considéié le l'avoii vecteur du point M,, nous avons dû prendre pour co l'angh' décrit par une droite tournant depuis AU jusqu'à AM, dans le sens des angles croissants. De cette manière le rajon vecteur part de la valeur a quand tp part de zéro, et augmente sans limite à mesure que o s'approche de a; ce que nous avons déjà dit qu'on exprime en disant qu'il est infini j>our es = %. Mais en augmentant 'Si au delà de a, le rayon direct ne lenconLrera la droite pi'oposée que quand es aura ilépassé la valeur a+-, pour laquelle il serait redevenu parallèle à cette droite : et, en continuant à augmenter jusf[u'à a—, on construira le prolongement inférieur de la droite. Il n'v a là aucune difficulté; c'est ainsi que les choses f)nt t'ié entendues quand (jn a cherché l'équation polaire qui est satisfaite pour tous les points de la droite.
Néanmoins on peut être curieux de savoir ce cjue donnerait cette même équation pour les valeurs de cp comprises entre a et a -f- tt, et dont on pourrait ne s'occuper en aucune façon.
Nous renverrons cette discussion après la théorie des coordonnées négatives.
Equation polaire de la spirale (l\/ rchiinède
Un point est depuis un temps indéfini en inouvemenl nnilniine sur uik^ droite ipii tourne uniformément autour' d un de ses points dans un plan donné; il s'agit de trouver ri'(pi;il iiiii (le hi eourhe (piil tlécrit. Cette courbe porte If nom du gi'and géonièlri' ijiri l'a éliidiée le premier'.
Prenons pour pcMr !<• point (i\e A, et pour a\e l'iuie des positions AU de la droite inoltile : désign(uis par' h la tpiari-
CIIM'ITH' IREMlEll. \S[)
tilé conslaiite dont le |ii>inl se (li'iiliKC sur' celle ilroile, pendant qu elle se déplace; d un aiij;le ii;al à liniiU', imi prenant ponr mesure des ani;les an cerilre le rappoit de-. arcs interceptés an ra\on.
Soient B(/ig. ajila '|)(i>ition ilu |ioinl sur AU, el M une antre position inielconcpie, on aura, en larsanl AI! = n r\
supposant que le point mobile >'éloii;ne de A.
(1) r = rt~b':..
Cette équation aura lien éviilemmeni puur lonles levaleurs de es, depuis zéro jusqu'à linfiiii ; mais elle ne représente pas les positions du point anlériemcs à son ariisc'i' en B. Pour les obtenir il su II il de prendre a n-dessons de M des rayons diminuant uniformi'inenl, de manière (pie h snli la diminution pour l'unité- d'angle. Désignant par •:,' les angles comptés à partir de AU dans le sens op])os(' \x\\\ angles «, l'équation (pii liera ces nouNcauN polnl-- -er.i
el par conséquent reVpiatloii 1 1 1 -nllirail pour- n |iii'~enier encore celle partie de la cijuibe, >1 l'on \ donnajl à -^ devaleurs négatives et (pi'un le- poràl en sens cunlr.iire devaleurs positives à jiartir de r(inj;in<' AU. (.1 |Hiidaiil Téquatlon (-i) ne construira les pdiiils du lien cpie lan! que Ij'i' ne surpassera pas ti: elle ne pourra èlre employée (pie jusqu'à la valeur |)artleiillére -;,, lelle (|ue A-i, = '/, el qui donnera /■ ^= o. La droile iinduli' sera alors dan- la
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|)Osilioii OÙ elle était lorsque le point, en mouvement sur cette droite depuis un temps indéfini, passait par le point fixe.
Il reste encore à trouver l'équation du lieu des points correspondants aux positions antérieures, qui correspondent à 'j>'>»|. Ces points se trouvent en arrière du point A sur la drcjite que nous faisons rétrograder par les valeurs croissantes de ts'; et leurs distances à A augmentent toujours dans le même rapport avec les accroissements de l'angle. En les désignant par /', on aura donc
On voit donc que l'équation (2) les produirait en portant la valeur négative a — bd dans le sens opposé à celui qui correspondrait à l'angle »'. Donc aussi l'équation (i) les fournira en donnant à co des valeurs négatives indéfiniment croissantes, portant dans le sens direct les valeurs de /• lorsque l'équation les donnera positives, et en sens contraire lorsqu'elle les donnera négatives.
On voit par cet exemple que la considération' des quantités négatives peut quelquefois servir à généraliser dans un système de coordonnées polaires, aussi bien que dans un système de coordonnées reclilignes, et permettre de n'employer qu'une seule équation, au lieu de plusieurs, pour représenter les diverses parties d'une même courbe. Et l,e procédé est toujours le même : il consiste à porter dans des sens opposés les lignes que l'équation donne avec des signes contraires. Ces deux sens sont clairement indiqués dès que l'angle '.p est connu ; ils le sont aussi bien que sur les axes fixes de coordonnées rectilignes; et l'on ne peut s'expliquer par quel incroyable préjugé quelques savants ont pensé que les lignes tournantes ne devaient être considérées que dans leurs valeurs absolues.
Equation polaire de la spirale lo^arii hniitpu
Celte courbe esl définie par la corulilKiii i|iic \v-. rivnii-vecleurs varienl en proi^ressioii par (juolicnl, |iir-.(|ii(' le-. angles varienl siii\ant une jinii;ress!()ri |kii ilinVMcricc, cl dans un sens d/'lennim-.
Prenons pour piMc le puiiil donne \ {fi-^- '■^j: supjx)sons qu'on donne un poinl Bile la courl)e,et prenons l'ave
Fig. îS.
dans la direclion A13. Pour eompléler les dotin('-es, nous adniellrons que l'on connaisse im second poinl (Idclacoiiilie, au moyen de l'angle CAB cl de la l(iiii;i](iir A(^ (pjc nous désignerons respectivement piuw/ el //, cl supposons ipji' le sens du mouvenicnl soil celui de AI5 vers AC, dans loiile l'étendue du lien.
Si nous partageons l'angle a l'ti nii riond)re ijuelconipie m de parties égales, et que nous les portions in(l(''(inini<'nl :i\\ delà de AC, il sera facile de trouver pour toutes les \,di'ur> de a qui correspondent à ces directions ICxprcssioM gi'ni'raie de rayons vectenr-s en progression jiar quolieril , doul AB cl AC feront paitii'.
Soient en efiTet /( un nond)r'e (piele()n(|ue de suljdix rMoiide a, 'v 1 angle, el /• le ravim vecteur (■orrespondaiil \M.
La raison de la progression yw quotient sera i/ - i el pir conséquent AM ou /■ >eia é-gal ù <' 1 / ( ) ou "{- ) ■
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l'osanl donc — = '-i, on aura
un. fil posant (-1 =c,
('■quation indépendante du nombre des subdivisions de a, (|ui peuvent être supposées aussi petites que l'on voudia ; de sorte que s peut être regardé comme variant d'une manière continue. L'équation que nous venons de trouver entre /■ et o est donc celle du heu demandé.
On voit que les angles li sont les logarithmes des rapports -, dans la base c, et c'est pour cela que l'on a donne
à cette courbe le nom de spirale logarithmique. Si ( - ) est
plus grand que i , les valeurs de /• vont en croissant indéfiniment avec 3 : on aura c >■ i , et la courbe se composera d'un nombre infini de spires dont les points s'éloigneront indéfiniment du pôle à mesure que l'angle » augmentera. Si
l'on avait (- ) <i. les ravons iraient au contraire en di-
miimant indéfiniment; le nombre des spires serait encor(' infini, et leurs points se rapprocheraient indéfiniment du pôle sans jamais v arriver.
Enfin si - z= I , on aura - ^ i, ce qui donne un cercle a ri ^
de rayon a.
I()!2. Mais léquation (i) ne représente qu'une partie du
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lieu, celle qtil esL ilu cù'-i- où nous a\ons coiisKlrMi' leangle» ts, cl il reslerail à Irotmi- (■clic (|iii roiiiiiirail les points situés de l'autre côlé ilc AI!.
Soit tp' l'angle formé avec AB par le rayon \ecteur de liin quelconque d'entre eux. En agissant comme dans le premier cas, on Irouxcra
'v' = — «H a = r{- ) =z r l- ) , -i = ^ — , cl par suite
l^es points situés dans cette seconde partie du lieu seraient donc donnés par la première équation (i), dans la- (luclle on donnerait à » des valeurs négati\es, cjuc l'on porterait dans le sens opposé aux valeurs positi\cs: cl en entendant les choses ainsi, nous regarderons rcMpiation il) comme celle du lieu demandé. Il est à iciiianpicr qu'aucune valeur de 'i ne (lomiora île valeurs négali\es pour r.
DES LIEUX REPRÉSENTÉS PAR DES ÉQUATIONS DONNÉES
103. Nous avons vu rommenl, ('■Laiil donnée une propriété commune à tous les points d'un lieu, on pouvait en déduire une équation satisfaite par les coordonnées rectilignes ou polaires d'un point quelconque de ce lieu, ce que Ton appelle Véquation de ce lieu. Nous allons maintenant considérer la question inverse, et nous nous proposons, étant donnée une équation entre les deux coordonnées d'un même point, de déterminer le lieu de tous les points du plan dont les coordonnées satisfont à ceUe équation.
Pour fixer les id 'es, nous supposerons les points rapportés à deux axes quelconques : c'est le système le plus emplo_\é; il sera facile d'étendre aux autres, et particulièrement au svstèuie de coordonnées polaires, les considéralions auxquelles celui-ci donnera lieu.
Soit
iM..-.r' = '>
léquation donnée dont il say^it de déterminer le lieu.
La première chose quil faut savoir, c'est d'où provient cette équation. A-t-elle été obtenue en partant d'une propriété des points à déterminer, ou bien n'a-l-elle aucune origine géométrique et n'est-elle prise arbitrairement que comme exemple de discussion?
Dans le premier cis, rien n'est incertain. On sait s'il faut, pour que tous les points du lieu soient construits par celle équation unique, admettre les valeurs négatives de ,r
CHAPITRE II
et j)' qui satisfont à l'cquation, à la condition de les porter sur les axes dans le sens opposé à celui qui a été choisi pour les solutions positives. Dans plusieurs questions étudiées précédemment, nous avons vu que c'était à cette condition qu'une équation unique représentait tous les points du lieu : il est évident alors que si l'on veut construire tous les points du lieu au nioven de cette équation, il faudra emplover toutes ses solutions réelles, positives ou négatives, et n'excepter que ses solutions imaginaires, |)uisque Ton a bien établi que tous les points correspondaient aux solutions réelles seulement.
Dans le second cas, on se propose de construire des jjoinls d'après une équation qu'on s'est donnée arbitrairement, et l'on est tout à fait maître de s'imposer les conditions qu'on voudra. On pourra se borner aux points dont les coordonnées seraient les solutions positives seulement, ou aux points dont les coordonnées seraient uniquement les solutions négatives, ou encore dont. les x seraient positifs et les y négatifs, et réciproquement. Rien n'empêchera l'opérateur de construire des points d'après les solutions imaginaires de réquation, en les emplovant de la manière qui lui conviendra. Tout sera permis, en un mot, puisque ce sera une simple question de fantaisie. 11 n'v aura alors aucune difficulté à se proposer sur l'interprétation des solutions. Celui qui s'en ferait et croirait les lever se ferait illusion à lui-même : il serait la dupe d'une apparence de solution pour une question mal posée.
Ce second cas donc ne mérite pas un examen sérieux ; il ne peut être regardé que comme un simple amusement à l'occasion d'une équation, et n'aurait de scientifique que l'apparence. Nous devons nous borner au cas où l'origine, ou les données de l'équation, fixent d'une manière précise l'usage que l'on doit faire des diverses formes que peuvent afiectcr les solutions de l'équation.
Dm. — Meth. III. 10
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Les moyens de géaéralisalion que nous emploierons par la suÎLe pour la représentation de tous les points d'un lieu par une seule équation ne consisteront que dans la considération des signes + et — attachés, comme nous l'avons fait jusqu'ici, aux deux directions opposées des coordonnées prises à partir de l'origine sur chacun des axes, ou du ra^on vecteur sur la ligne déterminée par l'angle es. C'est pourquoi nous ne tiendrons aucun compte des solutions imaginaires, et nous ferons des solutions négatives un usage conforme aux prescriptions de la question. Quelles qu'elles soient, les méthodes de discussion n'en seront pas modifiées, puisqu'il ne s'agira que de négliger les solutions négatives, ou bien de les porter d'un autre côté bien déterminé.
104. Une ('(juation unicjue représente gènérnlement un lieu continu.
Supposons que, entre deux valeurs a, b, toute valeur prise pour X détermine une valeur réelle de y donnant lieu à la construction d'un point, c'est-à-dire positive si l'on doit rejeter les solutions négatives, et de signe quelconque si on doit les accepter en les portant en .sens opposé. Dans ce cas, si le premier membre de l'équation
est une fonction continue de x et r, il est facile de voir que, en faisant croître x d'une manière continue àe a k b, la fonction y variera anssi d'une manière continue, soit qu'elle puisse s'exprimer en x au moyen des fonctions simples admises dans le calcul, soit ([ue l'on doive se borner aux procédés d'approximation relatifs aux racines des équations à une seule inconnue. Les points construits ainsi se suivront donc d'une manière continue.
Il est possible qu'à partir d'une certaine valeur de x les
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valeurs de >• >li\ ieniienl iiii;ii;inaii{'s, v.l alors le lieu esL interrompu. Il pourra renaîlre eiisuilc, si les valeurs redeviennent réelles, et cela pourra se produire un iioudjre de fois quelconque : de sorte (pie le lieu lolal ilc l'équation jiourra se composer de plusieurs lieux, si'pan'iiient continus, mais entièrement isolés les uns des autres. Pour être sûr de n'en perdre aucun, il sera nécessaire de considérer les valeurs positives de a: croissant indéfiniment depuis zéro, puis de revenir à zéro et donner à x des valeurs négatives indéfiniment croissantes. En construisant pour chacune de ces valeui-s de x toutes celles (pie l'équation fournit pour r, on est certain d"a\oir la construction complète du lien de l'équation.
Nous examinerons d'une nianièi-e spéciale les circonstances importantes que |>cut comporter la discussion des lieux; nous n'avons voulu ici qu'cnvisai;cr somniaircment le moyen de reconnaître l'existence du lieu, et les dix erses parties séparées dont il peut être coni|iosé.
105. Des points cotiimuiis à deux lieux donl un ii les équations.
Si un point se trouve à la fois sur ces deux li(;u\, ses coordonnées doivent satisfaire à ré(piatl()ii de l'un et de l'autre de ces lieux; et réciproquement, ImiL s\stènie de valeurs de x et v qui satisfait à ces deux é(juations construit un point qui est sur l'un et l'autre lieu. Le [)roblèmc géométrique de l'intersection de deux lieux correspond donc, dans la science des nombres, à la recherche des solutions réelles communes à deux équations; et ii'(ipi(i(pi(;nient.
106. Nous avons prouvé 1 (;\istence ilun heu cDnlmn entre deux valeurs «, b de x, telles (pic toutes les \alcurs intermédiaires en donnaient de réelles pour r. Mais s'il n'v a\ail qu'un nombre limité de valeurs d<: x (jui en
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donnassent de réelles pour y, le lieu se composerail d'un nombre limité de points isolés, correspondant à ces solutions réelles de l'équation. Si, par exemple, F{œ,y) élail la somme de deux carrés, l'équation serait de la forme
/(t, j)')2-+- o(ar, yy- = o
et ne pourrait être satisfaite f[ue si l'on avait à la fois
ce qui ne donnerait en général qu'un nombre limité de solutions, et par conséquent un nombre limité de points pour le lieu de l'équation.
Enfin, si F (^, J') était la somme de trois carrés, il faudrait trouver des valeurs de a: et j' qui les annulassent séparément tous les trois, ce qui serait le plus souvent impossible : il n'y aurait alors aucun point qui satisfît, et l'équation n'aurait aucun lieu.
107. Classification des équalions dans un système de coordonnées rectilignes.
On partage d'abord les équations en a/gébrit/ues el en tî'anscendantcs .
On appelle algébriques celles où les variables j;etj' ne sontsoumises qu'aux opérations qu'on nomme algébriques, et qui sont l'addition, la soustraction, la multiplication, la division, l'élévation aux puissances et l'extraction des racines.
On apjjelle tra/iscendantes celles où les variables entrent comme exposants, ou sous les indices de logarithmes ou de fonctions trigonométriques.
Les équations algébriques étant supposées débarrassées de tous les radicaux, et tous les dénominateurs variables étant chassés, se classent suivant leur degré, qui se mesure par la plus forte somme des exposants de ,r, r, dans les divers termes de l'équation.
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C est dans cet ordre i|u"il CDïnit'iit de le> ;'iiidler daliord, cl l'on coninienccra, par Roiist'cjiiciil, par les équalioiis du premier degré en x et )'.
Mais, avant ces discussions spéciales, il est bon de résoudre une question qui leur est applicable à loiiles, el peut quelquefois beaucoup les simplifier : c'est la reciierein' des formules générales propres à faire passer dun s\slèiue de coordonnées à un autre.
CHAPITRE III
DE LA TRi^LNSFORMATIOX DES COORDONNÉES.— GÉNÉRALISA- TION DES FORJIULES AU MOYEN DES QUANTITÉS NÉGATR-ES.
108. Les équations qui expriuieul des conditions géométriques dépendent beaucoup du système de coordonnées auquel les points sont rapportés ; elles peuvent être très compliquées dans un système et très simples dans un autre.
Le choix n'en est donc pas indifférent; et lorsqu'il a été fait d'une manière désavanta<;euse, ou lorsque la généralité dune question a demandé qu'il fût pris d'une manière indéterminée, il peut être bon, quand on en vient à particulariser la discussion, de chercher si le système primitif de coordonnées ne pourrait pas être utilement changé en d'autres plus appropriés aux conditions spéciales des diverses questions auxquelles on serait ramené.
Quelles que soient, au reste, les raisons qui peuvent porter à faire ce changement, la question que l'on se propose se ramène à celle-ci : Trouver deux équations entre les coordonnées d'un point (juelconque dans un système, et ses coordonnées dans un autre ; car en substituant dans une équation quelconque du premier système, aux coordonnées qui y entrent, leurs valeurs tirées de ces deux relations, on aura une équation entre les coordonnées des mêmes points, dans le nouveau système.
Si on avait l'équation d'un lieu, on en aura une diflerente, mais qui représentera identiquement le même lieu, et dans la même position; il n'y aura de changé que le mode do déicrininalion de ses j)oinls.
CHAPITRE Ut. Ut
Si, au conli-aiic, les poiiils coiisidcrés soiiL cii iionihrc limité, et que leurs coordonnées doivent être entièrement déterminées, on aura encore ces mômes points à la même place; seulement ils seront donnés au moyen de coordonnées d'une auire espèce qui seront déterminées par les équations obtenues par la substitulion des valeurs trouvées pour les premières en fonction des secondes, d'après les deux relations entre ces quatre quantités.
Nous allons examiner les cas les plus importants auxquels cette question générale peut donner lieu.
109. Formules pour passer d'nxrs qurdcorupics à des axes parallèles .
Soient AX, AY {fg- 29) les axes du système donné; et A'X', A'V ceux auxquels on veut rapporter les |)oinls et
Fig. 5Ç|.
C/Q'/ AV Q/ X
qui sont parallèles aux premiers, et respectivement dans le même sens; a et b les coordonnées AB, A'ii de la nouvelle origine. Désignons par x, y les coordonnées d'un point quelconque M dans le premier svstème, et par x' , y' ses coordonnées dans le second.
Il s'agit d'exprimer généralement, si cela est possible, j: el V en fonction de x',y. La discussion étant absolunient semblable pour lesi' comme jjour les x, nous nous bornerons à celle-ci.
Supposons d'abord que le point B soit sur le prolongement AX, sur lequel on porte les valeurs positives, et que
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le jiied Q de l'ordonnée j' tombe dn côté A'X' sur lequel on compte les x' positifs, A'X' étant supposé dans le même sens indéfini que AX.
Il est évident qu'on aura
AP = a-^A'Q, (i) .r = n -i- vS',
tant qu"on restera dans ces conditions.
Si maintenant le pied de >' se trouve en Q' entre A' et C, on aura
CQ' = « — A' Q' ou a; = a — A' Q'.
Donc, si l'on veut que la formule (i) s'applique à cette nouvelle disposition, il faudra y regarder x' comme désignant — A'Q'.
Enfin, si le pied de l'ordonnée y' tombe en Q", et le pied P" de l'r sur le prolongement AX, opposé à AX, on aura
AP"=A'Q'— « ou — AP"=— A'Q'^a;
donc la formule (i) s'appliquerait encore à cette position du point M, si l'on entendait que x est remplacé par — AP", et x' par — A'( V.
Donc, enfin, la i'ormule (^i) conviendrait à toutes les positions du point sur le plan, à la condition que les x et vc' y seraient regardés comme de simples nombres quand ils seront portes sur les directions respectives AX, A'X', et comme des nombres affectés du signe — quand ils seront portés dans les directions opposées.
Il ne reste plus qu'à examiner le cas où l'origine A' aurait son abscisse du côté AX|.
Il faudra recommencer avec cette nouvelle position du point B la discussion que nous venons de faire.
Soient B ijiii- 3o) !<• pieil de Fordoniiée de A', et M un
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poiiU tel, que le pied de son ordonnée >• tombe du côté AX ; on aura x = x' — AB, formule différente de (i), mais qui V rentrerait si dans celle-ci on renipiai.ail a par — Al>.
ni A P X
Les autres positions de M conduiraient à la même remarque. Donc l'équation (i) convient à toutes les positions des points du plan et de la nouvelle origine elle-même, en entendant comme nous venons de le dire les signes de X, x' , a.
La discussion serait enlièrenieiit la même pour lesi': d(! sorte qu'on peut dire que les relations entre les anciennes coordonnées et les nouvelles sont exprimées par les équations générales
à la condition que ces six quantités seront considérées comme positives dans un sens, et négatives dans I aulte.
Si l'axe des x' était dirigé en sens conliaire de lave des X, on verrait facilement que la formule générale entre X et x' serait x = a — x' au lieu de x ^ a -r x' ; de sorte que les formules (2) seraient changées en
Et de même, si l'axe des j'' était dirigé en sens contraire de
Taxe des r, la seconde tics formules (2) se changerait en
I 10. Cliniigement de diiection des fixes tii/loiir de Id mcme origine.
Supposons que les points dun plan aient été rapp(U-tés
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d'abord ;i un système d'axes rectangulaires, ce que l'on fait ordinairement quand aucun système oblique ne semble oflrir des avantages spéciaux. Il peut arriver que l'on espère des simplifications en prenant de nouveaux axes dans des directions différentes; et pour faire l'essai de la manière la plus complète, on ne doit pas d'avance les assujettir à être rectangulaires. Il est d'ailleurs inutile de compliquer cette nouvelle question du changement de l'origine, puisque, en vertu des formules précédentes, ce changement se fera avec la plus grande facilité, soit avant, soit après le changement de direction.
La question que nous avons à résoudre est donc celle-ci :
Trouver deux er/uations entre les coordonnées x, y d'un point ijaelconque par rapport à deux axes rectangulaires, et ses coordonnées x', y' /lar rappoil à des axes quelconques ayant la même origine.
Soient AX, AY [fi g. 3i) les directions du sens positif des premiers axes; AX', AY' les dirrclions positives des
nouveaux; a l'angle que l'ait la diieclioii AX' avec AX en tournant autour de A à partir de AX jusqu'à ce que la direction mobile co'incide avec AX', quelle que puisse être la valeur de cet angle; a' l'angle formé de même avec, AX par la direction mobile quand elle vient co'incider avec AV.
CIIAPITUF, III. I-'^
Considérons un |)oinL (iii<'l(on(|iic M ilii \A,)u: ;il);iissoiis Ml' perpendiculiiiie sur A\, MF i)arall.'l<- à W ; W. MP et ÀP', MF seront les i;nindcurs al)solues de .r, v «'t de J-', y.
Cela posé, considérons le polygone terme AP'MPA, parcourons-le à partir de l'origine dans le scii'^ niai(pic par ces lettres, et multiplions la valeur absolue de chaque côle par le cosinus de l'angle formé avec une direction (ixc paila direction de ce côté dans le sens où il est parcouru : nou> savons que la somme de ces produits, ])()ur le contour en! ur du polygone, est égale à zéro. Ciioisissons d'aLoid pour celle direction fixe celle de AX.
La généralité de l'équation que nous allons trouver, el les conditions sous lesquelles elle a lieu, seront facilenien! établies au moven de la remarque suivante.
Lorsqu'un des côtés AP', P'M du ])olvgone, ,\V' ])ar exemple, sera décrit dans le sens même de l'axe corr(;s]M)ndanl AX', l'angle des deux directions sera celui de cet axe avec AX, que nous exprimerons par X'X; mais s'il était en sens opposé, comme l'est par exemple, dans notre figure, le côté P'M par rapport à son axe .VY', l'angle serait hsupplément de celui de AY' avec AX, el le terme de la somme devra être, d'après le théorème général, — MP'cosY'X. D'où il résulte généralement que chacun de ces termes dans la somme sera le produit de la coordonnée par le cosinus de l'angle des directions des axes positifs correspondants, si l'on regarde les coordonnées comme négatives quand elles sont dans le sens opposi' aux directions choisies AX', AY'.
Quant aux deux autres côtés Ml'. 1' \, le prcmiiT (loiiin' un produit nul; le second est jiarcouiii dans h; scmis de P vers l'origine A, ce qui est le sens opposé à AX si P est du côté AX, et le sens même de AX si P est du côté opposé; de sorte que le côté PA fournira dans l'un el l'aulre cas un
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ternie exprimé par — .r, et Ton aura léquation générale r = j' cosx' a; ^- y cosr' jr,
et l'on trouverait de même, en prenant AY pour la direction fixe,
y = a' coix'r -^y cosj'j'.
Il ne reste plus qu'à exprimer ces quatre cosinus au moven de a et a' ; et on se rappellera que dans l'estimation des angles avec la direction fixe on peut aussi bien prendre le supplément à quatre droits que l'angle même. On aura ainsi
cos.r'x = cosa, cosr' j^ ^ cosa',
(:n<i.r'j- = cos 1 - — y.\ ou cos (et — - \ ,
cl par suite
cosj~'_j' = sina, et enfin
cosy3^ = cos(^--/) ,m r„.(a'--^),
et par conséquent
co^yr = sina'.
On aura donc les deux relations générales suivantes entre les coordonnées x, y et x'. y',
{ j^ = x' cos a ^ r' cos a',
{ y =z X sin a -7- )• sin a , et elles ne seront générales qu'à la condition de prendre les coordonnées comme positives dans un sens, et négatives dans le sens opposé, et de traiter ces quantités négatives dans les calculs suivant les règles des signes des polynômes ; de sorte qu'il n'v a aucune difficulté à faire sur la manière de les emplo\er.
111. Si l'on changeait à la fois l'origine et la direction des axes, on commencerait par transporter l'origine, sans changer la direction des axes, ce qui se ferait au mo^endes
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formules ( 2 ) ; puis on passerait de ces a\es intermédiaires aux ;(\f< rlefinitifs au moveii des formules (3), et Ton aurait ainsi
- X cos 3 — r cos a , •j-' jin a — t' sin a'.
Si les axes primitifs faisaient entre eux un anj;le quelconque 6, on trouverait par des considérations analog^ues
x'sin (6 — a)-^j>''sin (9 — a')
^iD(l
Et si l'on voulait revenir du second svstème au premier, il suffirait de substituer à x' , y' les valeurs en x et en y que donneraient les équations (4V
Les formules (4) reproduiraient les formules (2) si l'on \ faisait a = o, a' = 0.
Elles reproduiraient les dernières du 11" lOi) en faisan! 7. = t: conjointement avec a' = 9 ou a' = 6 — 7:; et a = o
injointement avec a'z= ^ -;- 7:.
ll!2. Si les deux svstèmes daxes étaient rectangulaires, les formules (3) ne dépendraient que d'un seul angle a; mais il y a deux cas qu'il faut bien distinguer. Les nou- \eaux axes des x' et y' peuvent être l'un par rapport à l'autre dans le même sens que ceux des x cl y, ou en sens inverse; c'est-à-dire que si l'on fait tourner autour de l'origine le système x'j^' jusqu'à ce que l'axe positif des x' coïncide avec celui des x, l'axe positif des j'' pourra coïncider i\ec celui des j', ou bien avec son prolongement. Dans le premier cas on aura
1' = ï - — I >•'. dans le second
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On aura donc dans le premier
"cosx'= — sina, sinî('=cosa, et dans le second
C05a'-;sina, sin7.' = — cnsï.
Les fonnules (2) deviendront donc dans le premier cas
l X = or' cosoi. — r'siiia,
I y = X sina —y cosa,
et dans le second
l a: = a?' cos a ~ )'' si n a,
I y — X sinx — y cosa.
113. Remarrj ne . — La i'ormc linéaire des équations (4) par rapport à x, y, x', y' donne lieu à une conséquence remarquable. Si les deux membres de l'équation d'un lieu sont des fonctions rationnelles et entières des deux coordonnées, le degré de cette équation ne changera pas par celte transformation. En effet, en remplaçant x el y par des expressions du premier degré en x' , y' , on ne peut avoir évidemment une somme d'exposants plus forte qu'on ne l'avait en X ely] mais le degré du résultat total ne pourrait-il pas devenir moindre par la destruction des termes les plus élevés ? On pourrait reconnaître directement que cela n'est pas possible, mais une bien simple observation le démontre; car si l'équation en x,y' était de degré moindre que celle en X, y, il faudrait que ce degré s'élevât en revenant à cette dernière par la substitution à x' , y' de leurs valeurs linéaires en X, j', tirées de (4); ce qui est impossible.
On voit donc que, si l'équation d'un lieu est d'un certain degré par rapport à un certain sxstème d'axes, elle conservera toujours ce même degré, quel que soit le système d'axes auquel on la i-apporte.
Et c'est pour cela qu'il est possible de prendre le degré des équations comme moyen de classification des lieux géométriques.
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lli. Iraiisformalion de coo/duii/K-cs recti/ii^nr.s ri/ coordonnées polaires, et réciproquement.
Si le pôle n'est pas à l'origine ei a pour coordonnées les (juanlités positives ou négatives a, b, on commencei'a j)ar v transporter l'origine et les axes parallèlenienl à eux-mènie-;, au moyen des formules (a); et il ne restera plus qu'à Irouxeideux relations entre les nouvelles coordonnées rectilignes d'un point quelconque et ses coordonnées polaires, le pôle étant à l'origine des premières; ce cpii est le cas que non-; examinerons, en premier lieu.
1 13. Soient donc les axes AX, A^ , <pie nous supposerons d'abord rectangulaires; prenons Taxe des x positifs pour origine des angles variables, et pour pôle l'origine des coordonnées X et r.
Les coordonnées polaires d'un point soni la longueur de la droite qui joint le pôle à ce point, ou le ravon vecteur du point; et l'angle que fait avec l'axe la direclion du rayon vecteur, qui est celle de la droite parlant du piMc ri allant vers le point. Nous désignerons ces deux coordonnées par r et ». 11 s'agit de trouver deux équations générales entre x, y, r, o, d'où l'on pourra tirer x et y en fonction de /• et o, ou réciproquement /• et o en fonction de x et r.
Soit M {Jig- 32) un point quelconque du plan. Ses coordonnées seront, quant à la grandeur seulement, les
deux côtés d'un triangle rectangle dont l'hypoténuse est /•; quant aux signes, on voit immédiatement que le cosinus de
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l'angle cp est posilifou négatif en même temps que x, el que sina est de même positif ou négatif en même temps que v", de sorte que les deux équations entre x, y , es, /• sont
(-) x^rcoso, j)' = /-sin!s,
en entendant que sincp, costp prennent pour les diverses valeurs de es les signes admis dans la Trigonométrie; que X el y sont positifs dans un sens et négatifs dans l'autre; enfin que r est toujours la valeur absolue du ravon vecteur.
116. Si le pôle était difl'érent de l'origine et avait pour coordonnées a et h^ les formules seraient évidemment, d'après ce que nous avons dit ci-dessus,
(8) X ^ a-T- r cos o, ■ y = b — nmo.
Si les axes primitifs faisaient entre eux un angle quelconque B, les formules seraient
*"-7ïn#
Enfin, si l'axe ])olaire faisait avec AX un angle a positif ou négatif, les formules seraient
6— Ci — o(-i sin9 • " sin6
117. Si l'on voulait au contraire passer d'un système de coordonnées polaires à un système de coordonnées rectilignes, par rapport auquel le pôle et l'axe polaire seraient situés comme nous l'avons supposé dans les formules précédentes, il suffirait de tirer de ces dernières les valeurs de /• et t5 en x et )', el de les substituer dans les équations données en /■ et o.
Considérons, par exemple, les équations (8). Elles don-
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neronl, en prenant la valeur absolue du railieul.
sino =
\/{x — aY--^(y — by-
Si réqualion donnée est
Vit-, sin-i, cos'i) = o,
la substitution nodre aucune dilficullé, si ce nesl peutêtre des irralionnalités à l'aire disparaître. Mais si Tangle -^ lui-même entre dans réqualion, qui sera alors de la forme
F(r, tp)= o,
Il faudra tirer o des équations précédentes,' qui donneront
a = arc cos - - > o = arc sin ,
et si l'on ne s'assujettissait qu'à l'une de ces e\prcs--ioiis, on ne satisferait pas à toutes les exigences, puisque le cosinus d'un arc correspond à deux sinus égaux et de signes contraires; et il en est de même d'un sinus. Lorsqu'ftn se bornera à exprimer l'une des deux conditions, il pourra en résulter des embarras et des apparences de diflicullc's cl lie contradictions qu'on lèvera facilement au moyen tic la lemarque que nous venons de faire.
I)K QIELQCES AUTRES SYSTÈMES DK COORDONNÉES.
118. Les deux systèmes que nous venons de considérer >onl les seuls que l'on emploie ordinairement. Quand on donne une équation entre d'autres éléments de déterminalion des points, on ne la regarde pas comme l'équation du lieu; et ce qui n'est au fond qu'un pridilème du translbi- DiH. — Afélh. III. I I
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niatioii de coordonnées est considéré comme une recherche d'équalion de lieu d'après des conditions données.
Si, par exemple, on prenait pour coordonnées des points leurs distances 3, 3' à deux points fixes, l'équation 8 -1- 8'= a serait celle d'un lieu géométrique. Mais quand on propose de trouver ce lieu par cette condition que la somme des distances à deux points fixes soit constante, on ne prend pas ordinairement pour coordonnées ces distances; on les exprime au moyen de coordonnées rectangulaires x, y et on les substitue dans la condition donnée entre 5, o'; on dit alors qu'on a l'équation du lieu.
En prenant pour axe des x la ligne qui joint les deux points fixes, et la perpendiculaire au milieu pour axe des j', les équations de transformation de coordonnées seraient, en désignant par ac la distance des deux points donnés.
et le lieu dont l'équation serait, dans le premier système, 0 + 3'^ a, serait représenté dans le second par l'équation
\j y^ — ix — c)2 -T- /_>'- -t- ( ^ -h c )- = a.
On la rendrait facilement rationnelle, et ce calcul donnerait lieu à la discussion qui a été faite précédemment.
H9. Les points pourraient encore être déterminés par les angles formés avec une direction fixe, par les lignes qui les joindraient à deux points fixes pris sur la droite.
Soient B, B' (y?^. 33) ces deux points et BX la direction Kig. 3.?.
fi\e par rapport à laquelle ou estime les angles a, a' que
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font les direclions BM, B'M menées de B el B' au poini (]iielconqiie M du plan. Les équations entre les coordoniK-es a, a' du point M et ses coordonnées rectangles seraient, en posant BB' = 2« el prenant lorii^ine au milieu A de BB',
Si donc on avait une relation enlie a et a' qui serait léqiiation d'un lieu dans le premier système, on aurait celle du même lieu dans le second, en éliminant a el a' entre les trois équations.
Un des cas les plus simples, et qui se rapporte à une courbe bien connue, est celui où Ion aurait
//- l'Ianl uni' (pianlilé donnée quelcoïKpie. On aurait alors par 1 eiinuiialiou
— r=^ ; = ^' J 'JÙ a'^y- -h- b'^x^ = a-b-,
équation qui représente la courbe qu'on nomme ellipse. Nous ne parlerons pas de tous les systèmes de détermination qu'on pourrait imaginer. Dans chaque cas la transl'ormation de ces coordonnées en coordonnées rectilignes nu polaire se fera d'après la nature des éiiMnents de détermination des points, qui pourraient (piehpief'ois être si |)eu commodes à employer, que l'idée ne viendrait même pas de leur donner le nom de coordonnées; cl la question s'énoncerait comme un problème étranger à toute Iranslormation de sjslème de coordonnées.
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OBSEliVATIONS SIR LES SIGNES DES COORDONNÉES RECTILIGNES DANS LE PASSAGE d'iN SYSTÈME d'aXES A LN AITRE.
Il2(). Lorsque l'on part d'une équation
entre les coordonnées x,y, et qu'on change le système, par exemple, au moyen des formules précédentes,
1 cc = a ^- x' cos %^ y' cos a', I >• = o — .T sin 2 — y sin a ,
on obtient une équation
(3) F(a -}- x' cos a -+- jK'cosa', b -i- jc'sina ^ r'sina') = o.
qui admet une solution en .r', )' correspondant à chacune de celles que donne iéquationfi) en .î',J', les valeurs de X, >', x', )', dans les deux solutions correspondantes, étant toujours liées par les équations (2).
S'il V a dans l'équation (i) des solutions étrangères au problème géométrique, les correspondantes dans (3), construisant les mêmes points, seront également étrangères et devront être laissées de côté.
Si l'équation (1) n'a que des solutions positives, l'équation (3) pourra en avoir de négatives; et ce n'est qu'en les portant en sens contraire qu'elle donnera, comme nous l'avons démontré, les mêmes points que l'équation (i).
Si l'équation (i) avait des solutions positives et des solutions négatives, et qu'on ne dût admettre que les premières, on n'en serait pas moins obligé d'admettre dans (3) les solutions négatives qui leur correspondent; et l'on ne devrait rejeter que les solutions correspondantes aux négatives de (1), même lorsqu'elles seraient positives dans (3) puisqu'elles construiraient des points qui ne conviennent pas à la question.
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Enfin, si l'équation (i) a des solutions positives et des solutions négatives, et que l'on doive rejeter une partie des unes et des autres, on devra rejeter les correspondantes dans (3), quels que soient les signes dont elles soient affectées.
COMMENT ON DOIT TENIR COMPTE DES SIGNES DES COORDONNÉES DANS LA MISE EN ÉQUATION DES PROBLÈMES GÉOMÉTRIQUES.
121. Supposons des points, en nombre fini ou infini, situes dans le même angle des axes des coordonnées, et des équations générales entre les coordonnées de ces points, prises avec leurs valeurs absolues, c'est-à-dire des équations qui aient lieu quelles que soient les valeurs des quantités qui V entrent et la position relative des points, situés toujours dans le même angle des axes.
Nous venons de voir comment devaient être pris les signes de nouvelles coordonnées, si l'on changeait l'origine; mais la question que nous allons examiner n'est jias tout à fait la même. Nous ne voulons pas faire un changement de coordonnées après avoir trouvé des é(|uations dans un système d'axes qui renferme tous les points dans un seul angle; nous voulons former les équations en prenant tout d'abord une origine telle, que les points se trouvent placés d'une manière quelconque dans les quatre angles des axes.
Or, si l'on commençait par jirendre le jircmier svstème d'axes, où tous les points sont dans un même angle, que l'on V formât toutes les équations de la question et qu'on passât ensuite à l'origine choisie, on obtiendrait, comme nous l'avons déjà dit, des équations entre les coordonnées des mêmes points par rapport aux axes choisis, dans lesquelles ces coordonnées devront être considérées comme des nombres absolus, d'un côté de l'origine, et comme des
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nombres négalifs, de l'autre; et c'est à cette condition que ces équations conviendront à tous les points. Mais on parviendra évidemment aux mêmes résultats sans commencer parTorigine auxiliaire, en exprimant exactement les mêmes choses successives au moven des coordonnées voulues, et. passant par la même suite de considérations; les calculs ne différeront des autres qu'en ce que, au lieu des coordonnées qui s'y rapporteraient, on aura leurs valeurs en fonction des nouvelles qui doivent y être prises alors avec leurs différents signes. Mais il est évident qu'il n'est nullement utile de se reporter à chaque instant par la pensée aux axes qui renfermeraient tous les points dans un seul angle, et qu'on n'a besoin de s'occuper que des relations successives à établir entre les données et les variables ou les inconnues, en s'assujettissant toujours à la condition de regarder comme négatives les coordonnées dirigées en sens contraire de celles dont on ne doit considérer que les valeurs absolues. Et il est inutile de rappeler que les opérations sur ces quantités négatives isolées doivent être exécutées suivant les règles démontrées dans le cas des polynômes, puisque toutes nos formules n'ont été démontrées générales que sous celle condition expresse.
122. Remarque. — Ces raisonnements prouvent qu'en partant d'un système d'axes quelconques et ayant égard aux signes des coordonnées, on obtient finalement les mêmes équations que si l'on avait pris des axes renfermant tous les points dans un même angle, regardant leurs coordonnées comme des nombres absolus, et passant ensuite aux axes proposés au moyen des formules générales de transformation. D'où il résulte nécessairement que si tous les points cherchés ne pouvaient être liés par les mêmes équations générales, dans le cas oii ils seraient cependant compris dans le même angle des axes; si, par exemple, dans ce cas
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même, tous les points tliin lieu désigné ne pouvaient être représentés par une équation unique, il en serait de même pour les équations qu'on obtiendrait pour toute autre origine. Ces équations repi-ésenlent toujours les mêmes lieux, ou les mêmes points en nombre fini; et quand on a cluiisi un système d'axes, on n'a pas à s'occuper de ce cpii arriverait pour tout autie.
CHAPITRE IV
ÉQUATIONS POLAIRES DONT LES LIEl'X PEUVENT AVOIR TOUS LEURS POLNTS CONSTRUITS PAR DEUX SYSTÈMES DIFFÉ- RENTS DE VALEURS DES COORDONNÉES. — RAYONS ^TC- TELUS NÉGATIFS.
123. Les forniiiles pour jiasser diin système de coordonnées rectilignes à un système polaire donnent lieu à des remarques importantes.
A la seule inspection des formules (9) du n° H6, on reconnaît que si, en donnant à es et /• les valeurs particulières 3), /'i, on a eu un certain système de valeurs pour x, V, on obtiendrait le même svslème, et par conséquent le même point, en donnant à a et à /'les valeurs o, ±7: et — • /•, ; parce que, dans les formules (9), le facteur ;• et le facteur trigonométrique changeraient en même temps de signe sans changer de grandeur, et que, par suite, le produit serait le même.
Cela posé, soit Féqualion d'un lieu en coordonnées rectilignes (i) V (.T,yj = o;
son équation polaire sera
^r rsin(6 — ts — ai , rsin(o -^ i)~\
^ ' L *'"" sine J
et nous avons vu qu'en prenant seulement les valeurs positives de r, l'équation (2) donnerait tous les points du lieu représenté par l'équation (i). Mais, d'après la remarque précédente, si (2) est satisfaite quand on y fait
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elle le sera quand on v fera ,
Ce résultat de ptir calcul donne lieu à celle reniar<|ue géométrique inqjortante, que le même point correspondant à a = o,, /■:—/•, sei-ait construit en prenant o ^ <f, ±~, qui donne la direction opposée à celle que donne a,, et portant la solution négative — /,, que donnera nécessairement Téquation (2), dans un sens contraire à la direction correspondante à csj rb 7t.
l;2'i. Il v aura deux manières de construire cliacun des points du lieu de l'équation (a) : l'une en considérant les valeurs positives de r elles portant dans la dii'ection déterminée par la valeur correspondante de a; Taulre en admettant les valeurs négatives de /■ et les poitairt en sens contraire de la direction déterminée parla valeur de a qui les a fournies.
On pourra se borner à un seul de ces procédés, et alors, pour avoir tous les points du lieu de l'équation (1), il faudra <jue l'angle rs passe par toutes les valeurs de o à 27:. Mais, si l'on admet les solutions négatives comme les positives de l'équation (2) pour l'inconnue /•, il suffira évidemment de faire varier a de o à t.,
Observations sur la proposition précédente.
125. Il ne faut pas oublier que la double construction pour chaque point n'a été démontrée qu'en considérant i'équation polaire telle qu'elle est obtenue immédiatement par la substitution des valeurs de x et r en r et », et entendue avec les mêmes restrictions que pourrait comporter l'équation (i).
Si donc on transforme d'une manière quelconque cette équation, il faudra s'a'.isurer si l'on a bien le même résul-
tal en faisant, une même substitution à /el es dans cette dernière ou dans la transformée.
Il n'y aura aucun doute à cet égard si F(x, j') est une fonction entière ; les multiplications et les élévations aux puissances seront les seules opérations à exécuter sur les expressions
a-^ !— .- • et b-. ^ ■' ,
sini) sint)
et les résultats seront les mêmes quand on remplacera ç et /-par des valeurs quelconques, avant ou après qu'on aura exécuté les opérations indiquées par la fonction F.
Mais supposons que, dansF (j?,j'), il se trouve un radical du second degré assujetti à être pris positivement, c'està-dire que le résultat numérique du calcul soit précédé du signe -l-.'Si sous ce radical il n'y a que des puissances paires de oc, v, comme, par exemple, -f- \Jmx'- -+- ny-, et que les formules de transformation soient simplement
a:=/-cos!5, )' = /-sino,
le radical deviendra
/?i/'-'C0S^(5 -(- Xr-SMi'f),
et restera le même quand on mettra '-p -t- ~ et — /• au lieu de cp et /-.
Or, si l'on avait fait passer le facteur /•'- hors du radical, on construirait encore le lieu proposé en écrivant pour le radical
/■/m cos-ç -^ xsin-o,
en entendant que /• est pris positivement. Mais il est clair (pie ciianger -c et /• en » -H ti et — /• ne donnerait plus le même résultat qu'en laissant r- sous le radical; et alors il ne serait plus vrai cpie les points du lieu pussent être con-
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slruits des deux manières : il faudrait pour cela (]iio le radical pût èlre pris avec le double sii^ne.
Celte simple observation sul'fira quelquefois pour lever des difiicultés provenant de ce que l'on ne se sera pas bien rendu compte des conditions d"une cpiestion.
126. Le t/icorènu: de la double consituclion ne s'applique (juà l' équatiun traiisJ'orinée.,coniplcl.e.
Nous avons démontré quen faisant usage de l'équation (2) on pouvait construire chaque point par deux svslèmes différents de solutions ; mais, si cette équation était décomposée en plusieurs autres, la proposition n'aurait pas lieu pour chacune d'elles séparément. liUe n'a été démontrée que pour l'équation qui les renferme toutes; et il n'en serait autrement que dans des cas tout à fait exceptionnels.
C'est ce que nous allons éclaircir par (juel((UfS exemples.
Considérons d'abord l'équation de l'ellipse
En prenant pour pcMe le fover dont les coordonnées sont
et l'axe polaire dans le sens des x positifs, l'équation sera
( a' c- cos- -i ) r- ■xb'^ cr ros 'i — b' - o,
et l'on voit que, si /■ et c; forment une soluiioii de cette équation, — /• et es -|- — en formeront une autre. Alais le premier membre est décomposable en deux facteurs du premier degré en r, qui, égalés successivement à zéro, donnent pour r les deux valeurs suivantes :
ftî bi
a-r-fcoss — a-i-ccos<s
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Si l'on considère lune quelconque des deux, par exemple la première, on voil que, si elle salisfaite par un système de valeurs de /■, et -^i, elle ne le sera pas quand on changera o, en 'J| + -, et /■, en — /-, . Mais alors il faut, d'après ce qui a é lé démontré, que la seconde soit satisfaite, quand on V met pour o et /• les valeurs 'i, -\- izel — r^ ; et, en effet, elle devient ainsi
fl-^CCOSOi (f-t-CCOS!fi
oc qui est exact, puisque o, et /-, satisfont à la première.
Ii28. On remarquera que la première équation
a -- c cos a
donnera toujours pour /• des valeurs finies positives, puisque a est plus grand que c, et qu'au contraire la seconde donne toujours /• négatif. On pourra donc se borner à la première; elle construira le lieu tout entier, en faisant varier c5 de o à 17Z, puisque nous avons démontré en général qu'on pouvait construire le lieu complet de l'équation en .r, r, en donnant à es toutes les valeurs de o à '2—, et ne tenant ci)m|)te que des valeurs positives de /■.
129. Et de même on pourrait se borner à considérer la seconde équation
a — c cos ç
(pii ne donne (pie des \aleurs négatives, car tous les points construits par la pr("mière pouvant être construits par les solutions de la seconde, portées en sens contraires, on obtiendra le lieu tout enliei- en ne faisant usage que de la seconde.
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130. Prenons pour second e\eniple lin peibole a\;inL pour équation
et prenons d'abord pour pôle le sommet tjiii a pour coordonnées y =z o, X = ^- « ; on obtiendra réquation polaire suivante :
r-{a^ sin- œ = b^ cos'o) -- -tab- /cos-i = o.
Le premier membre est le produit de <leu\ facteurs dont l'un est /• et pDur toute valeur de o donnerait pour solution /-^o; ce qui devait être, puisque le pôle est sur la courbe. Le théorème qui s'applique à l'ensemble des deux facteurs s'appliquera donc à l'autre facteur seulement , éj;;dé à zéro; et l'on pourra, par conséquent, v admettre ou n'y pas admettre les valeurs négatives de /■. Dans le premier cas, il faudra faire varier es de o à -; et dans le second, de o à 27:.
La valeur de/' que 1 on en tireest, en posante- — b- = c-,
el l'on reconnaît bien que si '^, et /•, v satisfont, -j, -^ — et — r, y satisferont encore.
Nous allons d'abord la construire en admettant les ra^ons vecteurs négatifs.
En faisant es = o, on trouve /■ = ia. el /resteposilif jus-
([uà ce que» soit parvenu à la valeur dont le cosinus est -•
On construira ainsi la branche infinie partant du sommet à droite et située au-dessus de l'axe des x. L'angle » augmentant, /• devient né"alif, cl, quand il est devenu é:;al à -1
/■ est nul, et l'on a construit la branche infinie située audessous de Taxe des x ot à gauche du sommet pris pour pôle.
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En continuant d'augmenter ç, /• redevient positif jusqu'à
l'ançle dont le cosinus est ; et l'on a construit la branche
symétrique de la seconde par i-apport à Taxe des x.
Enfin, a variant depuis une valeur jusqu'à —, /• redevient
négatif et donne la construction de la quatrième branche,
svmétrique de la première.
131. Si Ion avait rejeté les ravons vecteurs négatifs, la première branche construite aurait été la même; mais depuis langle dont le cosinus est - jusqu'à -? les ravons vecteurs étant négatifs, on n'aurait construit aucun point. De - jusqu'à l'angle dont le cosinus est \ on aurait eu
des rayons vecteurs qui auraient construit la brandie qui tout à l'heure était la troisième. De cet angle jusqu'à r. les ravons sont négatifs, et l'on n'aura aucun point. Les deux, branches au-dessus de l'axe seront donc construites quand a variera de o à ;t; les deux autres branches seront données par les valeurs do '^, de t: à lit; et coscs reprenant les mêmes valeurs pour les directions symétriques par rapport à l'axe, ces deux branches seront s\ métriques des premières.
13tî. (^.onsidérons maintenant l'équation polaire de la même courbe en prenant pour pôle le fover dont les coordonnées sont 1' := o, X = — y a- -r- i- = — c; il faudra faire, dans l'équation en .r et r,
x = — c — rcoso, _>' = rsino, ce qui donnera
;-i rt- — r-cos-j I — ai-c/'coso — 6' = o. Le premier iiifiiiluc 0--1 le |)n)iluit de deux l'acteurs qui.
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égales à zéro, doimi'nl li-s ilcu\ valeurs sunanlcs |>(iiir /■, a -■ c cos œ
— a -+- ccosw
Dans ce cas aucune de ces deux équations polaires n'esl satisfaite parles deux systèmes c2,, /•, et es, H-n, — /"i ; mais si l'une l'est par l'un des deux, l'autre le sera par l'a-utre, comme cela devait être d'après la démonstration générale du théorème.
Les valeurs négatives données pour /• par l'iuie ou laulrc des équations ( i), (2) pourront, comme nous l'avons dit en général, être admises ou rejetées ; et la discussion sera toujours abrégée en les adnw'Uanl. Mais il ne suflira pas dans le cas actuel de faire varier » de o à t. dans Tune des deux, par exemple dans(i), comme dans le cas où l'un des sommets était pris pour pôle; et cela tient à ce que ré(pialion (i) n'est pas satisfaite parles deux systèmes o,, /■, et -j, +- — /-,, tandis que cette condition était remjilie (jiiand le pôle était au sommet.
133. Si l'on construit laeoui]»' au inoven de i'i'ipiation (i), en admettant les valeurs positives et négati\os di! /■, on ('onstruira les quatre branches en faisant arriver ■:. de o à ir..
La branche à gauche de l'axe des y et au-dessus de Taxe des X sera donnée par les valeurs de o comprises entre
es = o, cos es := ) et /• sera positif;
La branche à droite de l'axe des y et au-dessous de l'axe des X, par les valeurs suivantes de -j jusqu'à 7:, et /• sera négatif;
La branche s\ nii'-tri(pie de celli'-ci, jiai- raj)port à l'axe
des X, par les valeurs suivantes jusqu'à cos » = — ■ — ; rsera encore négatif;
Enfin la branche symétrique de la première, par les valeurs suivantes de u jusqu'à 27:, et les valeurs de r seront positives.
De sorte que le signe de /• est le mèinc pour tous les points de deux branches symétriques par rapport à l'axe des X, comme nous l'avions déjà reconnu précédemment.
Autres exemples d'é(iualiuns polaires qui ne donnent pas lieu à la double construction.
134. Dans les exemples que nous venons de donner d'équations polaires dont les lieux ne peuvent être construits par un double système de valeurs, il n'entrait que des lignes trigonométriques de l'angle ç> : nous allons en considérer d'autres où entre l'angle o lui-même.
La spirale d'Archimède, dont l'équation est r = a -^ b's, n'est pas satisfaite quand on change les coordonnées tp et/' d'un de ses points en cp -|- -r: et — /•; donc ses points no peuvent être construits par les deux systèmes de valeurs des coordonnées.
La spirale logarithmique dont l'équation est r = ac' n'est pas non plus satisfaite quand on change les coordonnées tp et /• d'un quelconque de ses points en es + tz et — /•.
On voit, sans qu'il soit besoin de multiplier davantage les exemples, que le théorème que nous avons démontré pour les équations polaires obtenues par la transformation d'une équation, donnée en coordonnées rectilignes, n'a pas lieu pour toutes les équations polaires, et ne doit être apjiliqué qu'avec beaucoup de circonspection.
l3o. Contradiction appnrente. — Mais cela peut donner lieu à la dil'fioulté suivante. iVe pourrait-on pas penser que toute équation polaire peut provenir d'une équation rectiligne, puisqu'on peut d'abord passer du système polaire à un système rectiligne, et revenir ensuite de ce der-
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nier au premier? Alors l'équation polaire projiosée élaiil obtenue par la Iranslbrniation d'une équation en coordonnées rectilignes en une équation en coordonnées polaires. le théorème en question devrait s'v appli(]u<T : et couiniicela n'est pas toujours exact, il semble (ju'il \ ait contradiction entre les propositions établies.
1 SG.Solulionde hi difficulté. — Dans la démonstration que nous avons donnée du théorème, nous avons supposé que les opérations indiquées dans le premier membre de l'équation (2) du n" l!23 étaient entendues de la même manière que dans F(jr, j>') et avec les mêmes restrictions. 11 est donc indispensable d'examiner avec soin les conditions des deux transformations successives, opérées en parlant d'une équation polaire donnée, pour v revenir après avoir passé par une équation en coordonnées rectilignes.
Comme les idées générales s? trouvent dans chaque cas particulier, et s'y reconnaissent plus facilement que dans l'ensemble de tous les cas, pour\ u qu'on ail soin de les faire ressortir et de n'employer les circonstances particulières qu'à leur donner la possibilité de se manifester, nous nous bornerons à considérer les exemples que nous \enons de présenter, d'équations polaires (jui ne (lonneni pas lieu à la double construction.
137. Ellipse. — En prenant pour pôle le fo>er de droite, nous avons trouvé l'équation
.) = /vi.
(jui construit tous les points du lieu et ne donne ipic des valeurs positives pour /•.
Passons maintenant à des coordonnées rectangles, en prenant, pour plus de simplicité, le pôle pour origine, l'axe Din. — Vélh. m. n
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des X pour axe polaire, et posant, par conséquent,
.r = /'costs, 1' = /-siii'i, d'où
= \/x^ -+- J'- et
en substituant dans (i), nous obtiendrons (2) a \/j---T-y'^ -r ex — b- = o.
Arrivé à ce point, on peut rendre l'équation rationnelle ou la laisser telle qu'elle est; examinons ces deux manières de procéder.
1° En faisant dis[)araître le radical, on introduit les solutions correspondantes au signe — du radical et qui seraient précisément celles que donnerait l'équation
r = ou — ar -i- cr cos o = 6^,
— a -T- ccns'i '
qui conduit à
— a \! x- -r- y- -T- ex — b- = o.
On voit donc que l'équation rationnelle enx etjv'ne renferme pas seulement les solutions de l'équation polaire, mais encore d'autres solutions telles, que le retour aux coordonnées polaires donnera une équation jouissant delà propriété de la double construction, parce qu'elle renfermera, outre l'équation polaire proposée, une seconde équation polaire. Ce n'est donc pas la proposée qui jouit de la propriété en question.
2" Supposons que l'on conserve la forme de l'équation (2) et qu'on repasse aux coordonnées polaires, on aura
( 3 ) a /'■- cos- o -+- r^ sin- tp + cr cos a — 6- = o,
équation dont le premier membre est bien une fonction
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de /• C0s9 cl /■ siiiO, (lui semble, piir eonsrqiieiil, ne [las devoir changer quand un change -^ et /• en z^ ^ — et — /•, et en même temps n'èlre aut^-e cliose que le pieniier niendjie de l'équation |)i-oposéc
ar -i- cz-costi ■
ce qui conduirait à cette conséquence fausse, que si a, clr, sont une solution de cette dernière, s, -J- t: et — /•, en l'ormeraienl une autre.
L'erreur est bien facile à apercevoir, l-^u efl'el, le radical dans (a) est assujetti à représenter /• et non — /■, sans quoi (i) et (2) ne coïncideraient pas. Si donc on remplace r par — /■, dans (3), le radical devra être aussi remplacé par — /■, ; et par conséquent, si (3) est satisfaite par c; =z -j, et /• ^= /•, , elle ne le sera pas par -^ = ci, + cl /•= — /•,.
On voit donc comment les resirietions (pii se lrou^enl dans la fonction F (jr,j'), quand il s'agit de l'équation (2). changent les conditions qui sont nécessaires à la démonstration du tiiéorème. Ici, en cil'et, le radical dans (3) est assujetti à être pris avec un signe qui dépend de la valeur substituée, tandis que la di^monstration générale de la double construction supposait expressément que la forme de la fonction F restait la même, queUpies valeurs qu'on donnât aux variables.
VAS. Hyperbole. — En prenant le fover de gauche pour pôle, nous avons trouvé deux \aleurs de /•, dont l'ensemble présente la double construction, mais aucune de< deux rula présente isolément. Elles construisent l'une et l'autre la courbe entière en faisant varier a de o à 27: et portant les \aleurs négatives de r dans le sens inverse. 15ornons-nnns
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à considérer la suivanle :
( I ) /■ = ! OU ar T (■/■ cos o = b- :
« -i- f <'os œ , '
les rayons vecteurs positifs constiiiironl la partie de la courbe située à gauche de l'axe desj; les rayons vecteurs négatifs, celle située à droite.
Il s'agit d'examiner ce qui arrive quand on passe de cette équation à l'équation en coordonnées rectilignes ¥(x,y) = o, en prenant pour plus de simplicité l'origine au pôle, puis qu'on repasse de cette dernière à l'équation polaire F (/■ cos u, /-sino) := o ; et d'explicjuer pourquoi cette dernière, qui semble présenter la double construction, ne jouit cependant pas de celte propriété, si elle coïncide réellement avec l'équation (i), et que l'on n'ait pas introduit de solutions étrangères.
L'équation (i) donne pour la première transformation
rt y.r'^ -h J'- -f- '■■'■ — /•'- = o. et, pour qu'elle représente exactement (i), il faut que y/a;^ -f-jK" représente toujours /• et non — /•.
Revenons maintenant aux coordonnées polaires. L'équation désignée généralement par F(/'C0SC3, /'sin») ^o sera
(2) o y//-- (os-'i — /■- >in-'i M- cr cos s — b- =z o,
avec cette restriction que le radical y//-'- sera remplacé par /• et non par — r, sans quoi cette équation ne coïnciderait pas avec (i) et les conclusions, quelles qu'elles fussent, ne s'appliqueraient pas à la proposée. Mais cette restriction sur les valeurs du radical fait que la fonction F{x, y) change de forme suivant les substitutions, puisque le terme a\l X- -\-y''- doit changer de signe avec /•. Les conditions de la double construction ne sont donc plus remplies, et il n'y a aucune raison pour qu'elle soit admissible.
CH MITRE IV. ibl
Des raisonnements an;ilogiies se ftîraienl pour la partie de l'Jiypcrbole correspondante auv valeurs négatives de r (pie donne l'équation (i) ; et il ii"\ a lieu à aucuiKMlilïiculté.
Exemples d'ee/uations uùnn/re t angle lui-incnte.
139. Dans les excinplcs pn'cédents, les équations ne renfermaient cpie des lignes trigononiétriques de l'angle»; siqjposons maintenant que l'angle lui-même y entre, et considérons l'équalion
il) F(/-, -i) = (),
dont le premier membre est, par exemple, une l'onction rationnelle et entière quelconque de r et es, et dont on construit les solutions négatives en sens contraire du sens direct. Cette équation ne donne pas lieu à la double construction pour tous ses points : car les deux équations F(r, ,»,):= o et F( — r, , ») + 71) = o déterminent en général un nombre fini de valeurs pour a, et r,. Si, par exemple, on considère r = a-^ — h, ces deux équations
ri = a^i-r-lj, — r, = a(ai -H t:)-;- 6. conduiront à la valeur unique
(1111 donnera
Cela posé, prenons le pôle pour origine et transformons l'équalion (i), an moyen des formules
X = /• cos 'i, V = /• sin 'i, qui donnent
I Jx* -V- V2
■ = /x2-i-7«, <s = arc <
sin -y
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celte dernière notalion indiquanl l'arc qui a pour co-
et pour sinus —
Nous obtiendrons ainsi pour t'(piation du même lieu en coordonnées rectansles
(2) FI ^/.r'^H-j--, arc
el il ne laiiL pas onijlier que, dans les termes provenant de /•, le radical y/. r- + j- sera positif ou négatif, suivant que la valeur de /■ donnée par l'équation sera elle-même positive ou négative; mais que, dans les termes provenant de tp, \/x'^-\-y''^ doit être pris en valeur absolue, x et _j étant les coordonnées positives ou négatives du point que l'on considère : car c'est ce que nécessitent les formules
a: = y/ j^-- -T- j'^ coso, J' = ^/.^■- -t- j'- sintp.
Le premier mendjre de l'équation (2) est donc assujetti à quelque restriction, puisque le radical qui y entre ne doit pas être partout pns avec le même signe. La démonstration faite dans l'hvpolbèse où une même expression représente partout la même chose ne subsiste donc plus nécessairement, et ses conclusions seraient généralement eriom'es. ('>"('sl ce que nous allons leconnaître en essayant de l'appliquer à l'écjualion (2).
Si, en effet, on veut transformer celte é(pialion en coordonnées polaires, au moyen des formules 3" = r eus (6, r = /• sin rs.
on obtient d'aliord
/ / ^,^g rcostf >
/ , \ 1/ r'^ cos'^ a -h r^ Ain'' tf \
(3)F( //-^cos^tf -^ /-^siii^o, arc ' ^ ^ ] = o.
' ' ' /■ sin tp /
y//'^ cos-<p -t- r^sin^tp/
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OÙ il u'eiilrc ([ue les produits /'Cos'î., /sin-i, i|ui rcslcnt bien les mêmes <]iiaiul on remplace © cl /■, soit par 'i,, /•,, soit par 'j, -i- 7: et — /(. Mais il est facile de voii- (pr'il n'en est pas de même de la fonction F.
En effet, d'après les observations précédentes, le rapport - doit toujours être pris égal à + i ; //•- cos- ç -r- /■- si n- 0
par suite, la subslilution de -^ , et /•, dans (.1) donnera F /■,, arc
COS(COStfi)
sin (sin 0|)
•t la suLslitullon de -j;, + r: et — /■
i ros( — c..>'^,i F I — ,-,, arc . ,
' sin ( — siii -ij)
<nii n'est nullement i(ieiiti([ue à l'expression précédenle; et ])ar conséquent, si '-i, et /•, satisfont à {'i),-^, + - et — /•, n'y satisferont généralement pas. Il faudrait, j)our avoir des résultats identiques, eonservei- au i-adieal le même signe, là où il représente /•, qui en change; et le faire . 1 • 1 1 • /'CdS'i /•>in'i , .,
changer de signe dans les e\j)ressions ' , ■_ , ou il
doit toujours être pris posilivenient.
L'erreur qui faisait croire à la possibililé de la doid)le construction provenait donc de ce (ju'on ne tenait pas compte des restrictions auxquelles était assnieiiie l'éipialion (2) en ./• et r.
El l'on voit comineiil, en en tenant solgneiisemenl compte, les deux substitutions conduisent, après la double transformation, à deux expressions identiques à
F('-|,'fi) et F[ — r,,'ii-'-),
que l'on obtiendrait d'après l'équation proposée F(r, »), qui, comme nous l'avons fait voir d'abord, ne sont pas généralenieiii jiulles en même temps.
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On remarquera facilement que le passage aux coordonnées rectangles inlroduit une infinilé d'arcs, différant du premier d'un multiple quelconque de 27:. Ce sont ceux que l'on trouverait en faisant usage de l'équation (i) et faisant tourner indéfiniment le rayon vecteur, comme cela doit être. Si à l'un de ces angles, cp, par exemple, correspond une valeur de /•,, les autres valeurs de tp comprises dans la formule cp, ± 2mz donneraient pour /• des valeurs différentes de /■,, que l'on pourrait déterminer soit par l'équation (i), soit par l'équation (2). Appliquons ces considérations générales à quelques cas particuliers.
IH). Spirale d\IrcJiimède. — L'équation r =^ atf de celte spirale devient, en passant aux coordonnées polaires,
^x'-hy- = a an
11 n'y aurait qu'à répéter ce qui vient d'être dit pour une fonction entière quelconque de /• et tp, dans laquelle rentre le premier mcmhre de /• — c/'i = o.
1 il. Spirale lo^a?itlinnt/ar. — Soit maintenant l'équation
(1) /■ = ab'f,
qui donne toujours /• positif et n'admet pas la double construction ; elle devient en coordonnées rectangles, en abrégeant la désignation complète de l'angle,
et le radical représente r, positif ou négatif, dans le premier membre seulement.
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Revenant aux coordonnées polaires, avec les conditions imposées au radical, nous obtiendrons
cos=o -f- 7- sm-
Soit une solution ;;,, /•, de cette équation. /■, élant positif, l'équation (3) donnera
(4) /■, = ai"'™-™?'.
Si l'on substituait maintenant -i, -1- - et — /•, à -j et r dans (3), en ne tenant compte d'aucune restriction, elle serait bien satisfaite, comme nous l'avons dit en général;
mais, en observant que doit être reni-
yr- Cl «s- -i -I- /- si n- o placé par 4-1, et que le radical du premier membre représente r, on trouverait
équation incompatible avec (4).
142. Il suit de cette discussion que les contradictions signalées n'étaient qu'apparentes; elles tenaient à ce que, dans les transformations qu'on faisait subir à l'équation polaire primitive et à l'équation en .r, j' à laquelle elle conduisait, on ne tenait pas compte des restrictions auxquelles il fallait avoir égard pour que ces équations représentassent exactement le même lieu.
CHAPITRE V
DU LIEU DE L'ÉQUATION DU PREMIER DEGKÉ A DEUX VARIA- BLES. — ÉQUATION DE LA LIGNE DROITE. — GÉNÉRALISATION AU MOYEN DES QUANTITÉS NÉGATIVES.
'143. Parmi les problèmes que nous nous sommes proposés comme applications de la méthode de recherche des équations de lieux, s'e.st trouvé celui où la condition géométrique était que chaque point fût également distant de deux points fixes. Ce lieu était évidemment une ligne droite, et qui pouvait occuper toutes les positions sur le plan, en choisissant convenablement les deux points. Il eût été facile aussi de reconnaître que cette équation, quiétait du premier degré en œ et r, pouvait coïncider avec toute équation donnée de ce degré. D'où il résulte que toute ligne droite est représentée, dans son étendue indéfinie, par une équation du premier degré, unique, à la condition que les valeurs négatives qu'elle donnera pour l'une ou l'autre coordonnée soient portées en sens contraire des valeurs positives; et que, réciproquement, toute équation du premier degré a pour lieu une ligne droite indéfinie dans les deux sens, à la condition que ses solutions, tant positives que négatives, seront employées comme nous venons de le dire.
Mais, comme notre marche générale ne doit pas se fonder sur les conséquences de questions qui ont été discutées en quelque sorte fortuitement, nous nous bornons à rappeler celles auxquelles ce problème nous avait conduit, comme induction peut-être, quoique la question que nous allons traiter soit assez simple pour n'en avoir pas besoin.
CHAPITRE V
dans laquelle les coefficients A, lî, C peuvent être positifs, négatifs ou nuls.
On peut d'abord se débarrasser des deux cas particuliers où A ou B seraient nuls. Car, si Ton a A ^ o, il en résulte pour j> une valeur réelle, constante, positive ou négative; dans le premier cas, tous les points d'une parallèle à l'axe des X conviendront exclusivement. Dans le second cas, si l'on n'accepte pas les solutions négatives, aucun point ne conviendra; et si l'on doit les construire en sens contraire des solutions positives, le lieu sera une parallèle à Taxe des X du côté opposé.
Si l'on avait B = o seulement, x serait constant et le lieu serait une parallèle à l'axe desj'; ou il n'y en aurait pas, si la valeur des x est négative, et doit être rejetée. Occupons-nous donc du cas général où ces coefficients ne sont pas nuls; mettons l'équation sous la forme (i) y = ax^ b,
qui renferme même le cas des parallèles à l'axe des .r, el n'offre d'exception que quand )■ ne doit pas y entrer, ce qui est le cas de parallèles à l'axe des y.
Supposons d'aboid, pour fixer les idées, que a et b soient l^ositifs.
Soient AX, A\ les axes sur lesquels on portera les valeurs positives de x cX, y, et 0 l'angle qu'ils font entre eux.
Partons de x = o ( Jig- 34), et faisons-le croître indéfini- Fig. 34.
Jgl»
C r Kj ^^
ment d'une manière continue : ce que Ion exprime dans un
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langage abrégé peu rigoureux, en disant qu'on fail croître l'abscisse x de zéro à V infini.
La valeur de l'ordonnée r se compose d'une partie constante b, et d'une partie qui varie proportionnellement à x. Si donc on prend Ali = 6 et qu'on mène BU parallèle à AX, on obtiendra le point du lieu, correspondant à une abscisse quelconque AP, en menant PM parallèle à AY et portant au delà de son point de rencontre Q avec BU une
longueur QM égale à ax ou telle que -^ = a. D'oii ilsuit
que tous les points M sont dans l'angle YBU, sur une droite indéfinie partant de M et inclinée sur l'axe, d'une quantité a<^8, telle que l'on ait
MO _ sin:
BQ ~ sin(f)d'oii
taiiL'a = „
1 — a cosU
Le coefficient «, déterminant complètement a, se nomme quelquefois le coefficient d'inclinaison de la droite. Si l'on ne veut construire que les solutions positives de l'équation, le lieu est borné à la partie indéfinie BZ de la ligne droite. Mais si l'on veut, ou que l'on doive admettre les solutions négatives de l'équation (i), en les portant sur les prolongements opposés des axes, c'est-à-dire sur les directions AX', A\', il y aura encore des points à construire; et nous allons voir qu'ils auront pour lieu le prolongement indéfini de la droite BZ en sens opposé.
En effet, si l'on prend sur AX' une quantité quelconque AP', et qu'on remplace dans (i) x par — AP', en supposant d'abord «.AP'<^è, on trouvera
La quantité qu'il faut retranclier de P'Q' pour avoir le
ou
siii a
sin
■iine
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point M' du lieu, a donc avec Q'iî un rapport égal à a qui est celui de MQ à BQ ; et par conséquent M' est sur le prolongement de la droite ZB. Il en sera de même jusqu'à ce que l'on ait « . AP' = 6, d'où résultera r = o, et le point du lieu sera à la rencontre de ZB avec l'axe des x. Si l'on continue à augmenter l'abscisse négative, et qu'on la prenne ' égale à — AP'', la valeur de y tirée de (i) sera négative et égale au signe près à a.AP' — b. Mais a.AF' ou a.BQ" étant à BQ'dans le rapport rt, si l'on prend Q"M" = a.BQ''. le point M" sera sur le prolongement de la droite ZBC; et comme P''M" est «. AP' — h. M" est le point du lieu, s'il est entendu qu'on portera sur le prolongement A\ ' les valeurs négatives de r. On voit donc, comme nous l'avions annoncé, que l'équation (i) a pour lieu tous les points d'une ligne droite, si l'on porte les valeurs de x et de )■ positives dans un sens, et les négatives dans le sens opposé.
Et réciproquement, comme par le point B on ne peut mener qu'une droite faisant, avec la direction BL ou AX, un angle donné a, la droite ainsi menée a pour équation
y = ax -^ b, dans laquelle
/,= VB et «= . \'"^
143. Mais nous n'avons examiné que le cas où a et h sont positifs. La discussion des autres cas sera tout à fait semblable, et nous nous bornerons à l'indiquer.
Si, par exemple, a étant encore positif, b est négatif, on prendra sur AY' une longueur AB' égale à la valeur absolue de B, et on mènera B'U' parallèle à AX. L'équation (1) sera alors
Si donc on prend x ^= AP, , que par P| on mène P i Qi parallèle à AY, et qu'on prenne Q, M, = a.APi, on aura
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un point du lieu, pourvu que la soustraction soit possible, ou que l'on ait <7.AP| ]> AB'.
Si l'on n'accepte pas les solutions négatives, le lieu commencerait alors au point C de l'axe des x, pour lequel on aurait a. AC = AB'. Ce lieu serait une ligne droite parlant de C et inclinée de l'angle a déterminé par l'équation
siri(6 — 2)
Si l'on doit construire les solutions négatives, en les portant en sens opposé, on reconnaîtra facilement que l'équation (i) aura pour Heu la droite entière dont nous venons de construire la partie indéfinie partant de C.
Il est presque inutile de dire que, si h = o, on a une droite indéfinie passant par l'origine des coordonnées.
1 i6. Il ne reste donc plus qu'à examiner les cas où a est négatif, h pouvant être positif, négatif, ou nul.
Représentons a par — m et mettons l'équation (i) sous la forme
(2) y = — mx^b:
prenons AB = b { fig. 3j), et menons BU parallèle à AX ;
soit X = AP = CQ, on aura
j- = AH — 7?î.BQ = PQ — /H.BQ.
On aura donc un point du lieu en prenant QM= «î.BQ; et le rapport ^^ étant constant, les points M seront sur
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une droite parlant de B; ils seront dans i'anijle ^ W hml qu'on aura /?!J ■< AH. Si l'on prend h(x = AB, ou aiii-,i (■ = o, ce qui donnera le point C où cette droite coupe A\.
Le lieu se réduirait à la partie BC, si l'on ne devait pas construire les solutions négatives de (2). Si on les admet, tant pour x que pour r, on reconnaîtra facilement que la droite BC, prolongée indéfiniment, est le lieu de l'équation (2) ou de Téqualiou (i) dans laquelle a est négatil' et b positif.
Pour avoir la signification géométrique du coefficient a, on désignera encore par a l'angle de la direction supérieure CZ de la droite, avec la direction AX; et, dans ce cas, on aura a^ fl.
Or m est le rajjport
Mi,> siiia
Tin ' "" !-iin3t — 0)'
on aura donc
■^in ( a — 0 I
Si donc on emploie les signes comme on l'a fait dans la Trigonométrie, et qu'on rem place sin (a — Ô)par — sin(f) — 7.), on aura
siin'l — ï » sini ') — XI
de sorte que par l'emploi des signes, entendu comme dans, tout ce qui précède dans la science, l'evpression de a en y. est générale, quel que soit le signe de a.
Resterait encore à examiner le cas où /j est négatif en même temps que a; mais cette discussion est tellement Identique aux précédentes, qu'il est tout à fait inutile (pic nous nous y arrêtions; nous rccominandons seulement aux élèves de la faire.
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147. La conséquence générale de celte discussion peut s'énoncer ainsi :
« L'équation du premier degré représente dans tous les cas une ligne droite indéfinie dans les deux sens, si l'on admet les solutions négatives et qu'on les porte en sens contraire des solutions positives.
» Et réciproquement une droite indéfinie est représentée par une équation unique du premier degré, à la condition d'en admettre toutes les solutions, tant positives que négatives. »
On pourrait facilement établir directement cette proposition réciproque; mais nous ne nous y arrêterons pas , et nous nous bornerons à la remarque que nous avons faite précédemment, que par un point donné on ne peut mener qu'une seule droite telle, que la direction de sa partie audessus de l'axe des x fasse avec la direction des x positifs un angle donné. Car l'équation j' = ax -+- b, représentant une droite coupant l'axe des y en un point arbitraire, et faisant avec un axe un angle a qui peut être quelconque, peut représenter toutes les droites du plan. Donc toute droite du plan est représentée par une équation du premier degré entre les coordonnées de chacun de ses points.
SOLUTIONS DE QLELQLES QUESTIONS RELATIVES A LA LIGNE DROITE
•14-8. Troiwer V (■(jua\ioti d'une droÎLc (jid passe par deux points donnés.
Soient x' ,y et x", )'" les coordonnées de ces deux points. L'équation ciierchée doit être renfermée dans l'équation générale de toutes les droites
( I ) y = ax -^ b,
cl il ne s'agit que de déterminer les coefficients a, 6, de
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manière que la droite qu'elle rejirosentc passe par les deux points : condition qui s'exprimera par les deux, équations
y = ax' -7- b, y = ax' -^ b,
d"où l'on tirera les valeurs de a en b. En les retranchant, on aura
équation qui n'est impossible que si l'on a x' =^ x' sans avoir j'":=jk'; la droite est alors parallèle à l'axe des y, et c'est le seul cas d'exception de l'équation (i). La valeur de a sera donc
et celle de b sera
Les reportant dans l'équation (i), on aura l'étjuation cherchée, qui sera
ou
Sous cette forme, elle n'est sujette à aucune exception et représente aussi bien les parallèles aux axes que les droites qui les rencontrent tous les deux.
Si l'on choisit pour les deux points donnés ceux où la droite coupe les axes, il suffira de faire y' ^= o, x"= o, et l'équation de la droite deviendra
>' = — ■— C^" — a/) ou ^-T-^ = i. Dcn. — MéC/i. III. ,3
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El si on remplace x' et y" par a et ê.
a et S étant susceptibles de signes implicites, comme les quantités x' et y" qu'elles remplacent.
Si la droite devait passerpar un troisième point (^"',^"), ces coordonnées devraient satisfaire à l'équation déduite des deux premiers points; d'où résulterait
c'est la condition pour que les trois points donnés soient en ligne droite.
Interseclion de deux droites dont on a les équations
Soient les équations de ces droites
y = ax -^ b, y = a' X -t- b' .
Nous a\ons vu qu'en général les coordonnées des points communs à deux lieux étaient les solutions communes réelles de leurs équations. Résolvant donc les deux équations données, on aura pour les coordonnées du point de
rencontre
U—h ab'—ba'
Le seul cas d'impossibilité est celui oii l'on a. a=-- a' ; les droites alors ne se couperont pas. Et l'on reconnaît en eflet que la condition a = a' entraîne l'égalité des angles a, a', et par suite le parallélisme.
150. L'i/uation d\inc droite /xisseuil. par un point donné, et parnllele à une droite donnée.
Soient x' ,y\es coordonnées du point, et m le coefficient
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d'inclinaison de la droite. L'cqualion de toute droite étant
(I ) y = ax-.~ h.
la condilion pour qu'elle passe par le point sera
y ^ ax -\- h.
Cette condition détermine h en fonction de a et, reportant dans (i), on obtient
qui, quel que soit rt, représente une droite passant par le point donné. Mais, pour que cette droite soit parallèle à la droite donnée, on devra avoir a = m. L'équation cherchée est donc
loi. Angle de deux droites dont on a les équations.
Supposons d'abord les axes rectangulaires, et soient a, a' les coefficients d'inclinaison des deux droites, ou les tangentes des angles a, a! {fig. 36), que leurs prolongements
Fig. 36.
supérieurs font avec la direction des x positifs. L'angle que font entre eux ces deux prolongements est a' — a si on a a' > a ; et a — a' si a > a'.
Dans le premier cas on aura
tans U AU
tans 1 — tanf^a a
i -i- langx laaga' i
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et dans le second
tan£:L AlJ = ^•
I -t- aa
En employant l'une ou l'autre, quand on iynore si a est plus petit ou plus grand que a', on est toujours sûr d'avoir la tangente de l'un des deux angles que forment entre elles les deux droites; mais il est incertain si ce sera celui des deux prolongements situés au-dessus de l'axe des x, c'est-à-dire du côté où se trouve l'axe des y positifs.
Il n'est pas besoin de rappeler que la formule de la tangente de la différence a été démontrée générale, sous la condition des signes.
'lol2. L'angle U'AU sera d'autant plus près d'un angle droit que sa tangente sera plus grande; les deux droites
seront donc perpendiculaires quand l'expression ;,
croissant indéfiniment, cessera de représenter un nombre; ce que l'on exprime dans un langage rapide, mais inexact, en disant qu'elle est devenue infinie. Pour que cette fraction devienne infinie, il faut, ou que son dénominateur devienne nul, le numérateur étant fini, ou que le numérateur devienne infini, le dénominateur étant fini.
Dans le cas où a et a! sont finis, la condition pour que les droites soient perpendiculaires sera
Et c'est là la seule condition pour qu'elles le soient. Car, pour que le numérateur fût infini, il faudrait que l'une des deux quantités cr, a! le fut, par exemple a'; mais alors la fraction aurait pour limite -■> qui est la tangente d'un angle différent de l'angle droit. Dans ce cas, l'une des droites est parallèle à l'axe des j-, et - est la tangente de l'angle que fait la seconde avec cet axe.
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lo3. Equation de la perpendiculaire abaissée d'un point donné sur une droite donnée. Expression de la distance du point à la droite.
Soienl x', y' les coordonnées du point, el
(i) y = ax-^b
l'équation de la droite. Celle d'une droite quelconque passant par le point donne sera
et l'on devra avoir i -f- aa' =^ o pour qu'elle soit perpendiculaire à la première. L'équation de la droite demandée sera donc
Pour avoir la dislance du point {x',y) à la droite donnée, il faudra calculer les valeurs de .r el I' qui satisfont aux équations (i), (2), et la valeur de celte distance /» sera donnée par la formule générale démontrée précédemment. On aura ainsi, en supposant x et )' connus.
Mais, au lieu de x et y, il est plus convenable de calculer les différences a; — x\ y — y'; et pour cela on mettra l'équation (i) sous la forme
y—y'= a( X — x')—(y' — ax' — b).
Cette équation jointe à (2) fera connaître .r — x',i- — y', el l'on obtiendra pour p la valeur suivante :
loi. Remartpie. — Si l'on prend le radical en valeur absolue, celte formule donnera pour /> une valeur j)0sili\e si l'on a ^' > ax' -t- b, et négative si y' <i ax' -r 0.
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Or ax'-\-b est l'ordonnée de la droite donnée, pour l'abscisse a;' ;-l'inégalité jk'> «x' + 6 a donc lieu, quels que soient les signes, lorsque le point donné est au-dessus de la droite donnée, c'est-à-dire dans la partie du plan qu'on obtiendrait en marchant dans le sens des jk positifs, à partir de tous les points de celte droite : l'inégalité j'' <; ax' + b aura donc lieu pour tous les points situés au-dessous de la droite.
Celte propriété de la formule (3) mérite d'élre remarquée. En l'employant, et prenant toujours la valeur absolue du radical, elle donne des valeurs positives pour les perpendiculaires abaissées des points situés au-dessus de la droite, et négatives pour tous les points au-dessous. Ces perpendiculaires changent de signe en même temps que de sens.
lo5. Si léquation de la droite était donnée sous la forme
qui donne
il suffira de changer a et b en — -r' et -^ dans un résultat quelconque obtenu en partant de la forme y =^ ax + b, pour obtenir le résultat correspondant à la nouvelle forme. En faisant cette substitution dans la formule (3), on obtiendra
Ar'-t- R.î''-i- C
^'= Vam^i^ ■
Le signe de cette expression changera avec celui du numérateur; mais le coefficient A peut modifier la proposition démontrée ci-dessus. En effet, en mettant ce numérateur sous la forme
A-^-^ÂJ'
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kl (|uautilé entre les parenllièses est bien égale encore
à )■' diminué de l'ordonnée r r- de la droite; mais,
si A est négatil, il faut renverser la conclusion, et le numérateur sera positif quand le point donné sera au-dessous de la droite, et négatif dans le cas contraire. SI A est positif, les conclusions sont les mêmes que quand l'équation de la droite est mise sous la forme y = ax -'r b.
APPLICATION DES RÉSILTATS PRÉCÉDENTS A (JLELQIES QIESTIONS SIMPLES.
loO. Du centre des riioj cnnes distances. — On propose de déterminer, si cela est jîossible, un |)oint tel, que sa distance à toute droite, située dans un plan donné, soit la moyenne des distances de points donnés en nombre quelconque, à la mémo droite.
SoientXi )'| , Xo Vo, . . . .x,„r,„ les coordonnées de m points donnés et X, \ celles du point inconnu.
L'équation d'une droite quelconque du plan peut se mettre sous la forme
y = ax -- b.
Prenons-la d'abord telle, que tous les points donnés soient d'un même cùté, leurs distances à cette droite, exprimées par les formules
y> — f^-^i — b y., — axj — 6 )',„ — a x„, — b
/l -r- a'^ /l -HO- /' ^ «"
seront toutes de même signe : positives, si l'on suppose la droite au-dessous d'eux.
La dislance du point (X, \ ) à la même droite aura pour valeur
Y — gX-f>
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et devra être égale à la somme des premières divisée par m, si le point (X, Y) est pris du même côté; et s'il était de l'autre côté, il faudrait changer son signe pour ne pas égaler des quantités de signes différents.
Eu supprimant le dénominateur commun et désignant les sommes des abscisses et des ordonnées respectivement
par ^.Xf, z,''i) on aura, pour exprimer la condition
donnée, l'équation
b disparaît, et il reste
Pour que celte équation ait lieu quel que soit «, il est nécessaire et suffisant que l'on ait
Avant d'aller plus loin, il est bon de voir ce qui serait arrivé si l'on avait pris la forme inverse pour l'expression de la perpendiculaire abaissée de (X, Y), c'est-à-dire
la quantité h n'aurait plus disparu, et, pour que l'équation eût lieu quels que fussent a et 6^ il aurait fallu trois équations au lieu de deux entre X et Y, et l'on n'aurait pu y satisfaire.
Nous avons donc trouvé un point tel, que sa distance à toute droite qui laisse tous les points donnés d'un même côté est la moyenne de la distance de ces points à la même droite. Ce point est unique et ses coordonnées s'obtiennent en divisant la somme algébrique de celles des points donnés par leur nombre.
Considérons maintenant une droite quelconque traver-
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San t le système des points donnés. Los l'onmiles que nous avons employées pour toutes les distances donnent des résultats positifs pour les points situés d'un côté de la droite, et négatifs pour ceux qui sont situés de l'autre. D'où il suit que la somme algébrique que nous avons écrite exprime la différence entre la somme des dislances des points situés d'un même côté et la somme des distances des points situés de l'autre, et indique même par son signe quelle est la plus grande des deux.
Il existe donc un point unique dans le plan des points donnés qui est tel, que sa distance à toute droite du plan est la moyenne de celles des points donnés, en entendant que toutes ces distances sont considérées comme positives pour les points situés d'un même côté de la droite arbitrairement choisie, et comme négatives pour les points situés de l'autre.
Ce point se nomme le centre des moyennes distances des points donnés. Ses coordonnées sont les moyennes algébriques de celles de ces points.
lo7. Lieu des points d'oii une droite donnée de longueur et de position est vue sous un angle donné. — Remarque relative à la formule de l'angle de deux droites.
Nous avons déjà considéré ce problème comme exemple de solutions étrangères; il va nous servir actuellement à montrer les précautions qu'exige l'emploi de la formule de l'angle de deux droites.
Soient BB' {fig- Sj) la droite donnée, 2rt sa longueur Fig. 37.
et [X la tangente de l'angle sous lequel elle doit être vue du point quelconque M du lieu.
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Les équations des droites menées de B et B' à M seront, en prenant B'B pour axe des x, et pour axe des y la perpendiculaire au milieu,
m, m' étant les tangentes des angles a, a.
Si le point M est au-dessus de l'axe des x, l'angle sous lequel sera vue BB' sera a — a', et l'on de\Ta avoir
Mais si le point est en M', au-dessous de AX, l'angle sous lequel sera vue BB' sera x' — a, et sa tangente sera
— a. Les
0 1 . , - / ^ . , • • • ni — r, 1 équation ( i ) peut s écrire ainsi :
points du plan satisfaisant à(i) seront donc tels, que de ceux qui seront au-dessus de AX on verra BB' sous l'angle dont la tangente est ia, et que de ceux qui seront au-dessous, BB' sera vue sous l'angle dont la tangente est — tx, c'est-à-dire sous l'angle supplément. C'est là l'explication du résultat (]ue nous allons trouver en faisant usage de l'équation unique (i).
Si nous désignons par j", y les coordonnées qui satisfont aux équations des deux, droites, on aura
et, les reportant dans (i), on aura entre les coordonnées d'un point quelconque du lieu l'équation suivante,
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OU, en réduisant,
laquelle peut se mettre sous la forme
On reconnaît alors que le lieu est un cercle dont le centre a pour coordonnées a; ^= o, y ^= - et dont le l'avon
est "^ — Il passe par les deux points B. B'. Sa partie
supérieure et sa partie inférieure sont des segments capables d'angles supplémentaires, comme nous l'avons prévu.
Si l'on voulait une équation renfermant tous les points d'où BB' serait vue sous l'angle donné, il faudrait réunir les équations de deux cercles, représentés l'un par l'équation (i), l'autre par celle qu'on obtiendrait en changeant a en — [jL dans (i); et chacune de ces équations représenterait un lieu dont une partie serait étrangère à la question.
Ces considérations bien simples se reproduiront dans bien des circonstances, et serviront à expliquer des résultats qui pourraient surprendre au premier abord ; et c'est pour cela que nous les j)résentons comme méritant toute l'attention des élèves.
DU LIEU GÉOMÉTRIQUE DE LÉQUATION GÉNÉRALE DU SECOND DEGRÉ
lo8. Quand on clierclie l'équation d'un lieu d'après des conditions géométriques, on a soin de discuter l'étendue des formules qu'on emploie et les conditions de leur généralité et de leur application à tous les points en question, de quelque manière qu'ils soient situés. Toutes les formules que nous avons employées jusqu'ici n'étaient générales qu'à la condition de porter les coordonnées négatives en sens contraire des coordonnées positives. Mais quand on donne une équation sans dire d'où elle provient, et qu'on demande d'en construire le lieu, il est nécessaire de dire si ce senties solutions positives ou les solutions négatives que l'on veut construire, et sur quels axes il faut les porter. La question qu'on se pose est arbitraire, et l'on pourrait aussi bien avoir la fantaisie de ne considérer que les valeurs négatives des coordonnées, que celle de les rejeter entièrement. Nous nous placerons ici dans l'hypothèse où l'on accepte toutes les solutions réelles de l'équation et où les coordonnées négatives sont portées en sens contraire des positives. Les précédents nous v engagent ; mais il est bien entendu qu'on est maître de se borner aux solutions positives ; il suffira alors de supprimer les parties du lieu qui correspondraient à des solutions négatives.
Cela étant bien entendu, proposons-nous de déterminer le lieu de tous les points du plan, dont les coordonnées, soit positives, soit négatives, satisfont à l'équation gêné-
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raie du second degré
( I ) ay^ -^ bxy -^ ex- -r- dy -î- ex -^ f = o.
Et d'abord remarquons (jue, quel que soit le Heu de celle équation, si on le rapportait à des axes choisis arbitrairement sur le plan, son équation serait du même degré ; et par conséquent Téquation (i), qui est aussi générale que possible, peut être supposée celle du même lieu par rapport à tout système d'axes; de sorte que toute proposition qui se trouvera établie relativement à l'un ou à l'autre de ces axes le sera relativement à une droite arbitraire.
Cette remarque, qui s'applique à tous les degrés, nous permettra de démontrer très simplement des propriétés très générales des courbes du second degré.
lo9. Intersection par une droite quelconque. — Si Ion cherche l'intersection du lieu de l'équation (i) par l'axe des a:, ce qui se fera en y faisant j' = o, on aura pour déterminer la position de ces points l'équation (2) CX-— ex -^f= o.
Or, en général, cette équation n'admet |)as plus de deux racines; et l'axe des x représentant une droite quelconque du plan, on obtient cette proposition générale : Une droite quelconque ne peut en général avoir plus de deux points communs a\>ec une courbe du second degré. Pour que ces deux points existent, il faut que les racines de réqua(ion(i) soient réelles et iné<;ales.
Si elles étaient égales, les deux j)oints seraient réunis en un seul. Il n'y en aui-ait aucun, si elles étaient imaginaires. Si l'on avait c = o, il n'y aurait qu'un point de rencontre. Mais cette circonstance est différente de celle des racines égales. En effet, si l'on conçoit que les coefficients de (2) varient dune manière continue en tendant vers la condition d'égalité des racines, les deux points de rencontre se rap-
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prooheront indéflniment et se confondront quand on aura e- = l^cf. Dans le second cas, c tendant vers zéro, l'une des racines croît sans limite, les deux points s'éloignent indéfiniment l'un de l'autre, et, quand on a c = o, il n'en subsiste plus qu'un.
Enfin, si l'on avait c = o, e = o,y" = o, l'équation (i) serait satisfaite quel que tût x^ et par conséquent tous les points de l'axe des x conviendraient. Dans ce cas particulier cet axe appartient au lieu. L'équation (i) devient alors ")•(«}' -H ij^-t-<j?) = o et représente l'ensemble de deux droites dont l'une a pour équation )• = o et l'autre av -\-hx -\- d=^Q. C'est le seul cas où une droite puisse avoir plus de deux points communs avec un lieu du second degré.
160. Diamètres. — Occupons-nous maintenant de construire tous les points du lieu. Il faudra pour cela, comme nous l'avons dit généralement, donner à x d'une manière continue toutes les valeurs réelles de o à ± co et déterminer la suite des valeurs réelles correspondantes de y. A cet effet, ' nous résoudrons l'équation (i) par rapport à j', et nous aurons
_bx—d . I
^ ' •'' ~ -ici ~ an * ' *- — 4 ac)J-- — i ( bd — a ae }.r-^d- — 4 af.
Cette expression montre d'abord que, pour toute valeur de X qui rend le radical réel, il y a deux valeurs de y réelles, et par suite deux points du lieu situés sur une parallèle à l'axe des v, et également distants du point du plan dont
1, 1 . • hx^d y . 1 . ...
1 ordonnée serait — La suite des pomls milieux
■la 1
des cordes parallèles à l'axe des y et relatives aux valeurs
successives de x est donc représentée par l'équation
hx -^ d
qui est celle d'une ligne droite UV {Jig- 38, p. 208). Et
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comme l'axe des y a une direction quelconque par rapport au lieu, on oblieut celte proposition générale :
Dans toute courbe du second degré, le lieu des milieux d' un système quelconque de cordes parallèles est une ligne droite. Cette droite se nomme le diamètre de ces cordes.
La suite de la discussion va beaucoup dépendre du signe du coefficient de x- sous le radical, et nous la partagerons en trois cas bien distincts, correspondant aux trois hypothèses
feî — 4'*C"C<>. b- — ^ac'^'O, b- — ^ac =^ o.
161. Premier cas. — Soit b- — !\ac<^o. En le mettant en facteur sous le radical, nous aurons
■' art ■îrtV V b' — \ac b-—!\acl
et posant 6- — l^ac = — /.-.
bx-^d ^^ k / „ 2rte — bd
^ ~ la xay b- — ^ac
Posant ', ■ = m. la quantité sous le radical devient
. d'-ja/
b- — \ac
et comme — {x — ni)- est toujours négatif, il faut que l'ensemble des termes suivants soit positif, ou le radical ne serait jamais réel, et l'équation proposée ne représenterait
aucun lieu. Supposant donc — m- .^ , positif, en le
représentant par //-, l'équation (i) résolue sera
_ bx~ d __ k
■''- ï^~ ^^ îrtVV — <^-'«)--
La forme de la quantité sous le radical dispense de con-
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sidérer toutes les valeurs de j; de — oo à 4- oo . Car, pour que y soit réel, il faut que l'on ait (x — my <^p- ou au plus l'égalité (x — m)- = p-, qui donne œ ^ m ±p. Ces deux valeurs AB, AB' de x, rendant le radical nul, donnent deux points sur le diamètre même. Soient D, D' ces deux points, Cle milieu entre BetB' ; on aura peir suite AC = m, BG ^= CB' = /> et DO = D'O. Maintenant, pour avoir [x — m)- <^p-, il faudra que x — m on m — x soit plus
petit que p, et par suite que x soit compris entre m -\- p et m — p, et par conséquent le lieu est compris entre les parallèles indéfinies BD, B'D'.
La plus grande valeur du radical aura lieu quand x — m sera zéro, ou :r = m. Si donc à partir de O on porte en
dessus et en dessous —, on aura deux points H, H' appartenant au lieu, et qui seront les plus éloignés du diamètre DD'. D'où il suit que, si par ces points on mène des parallèles EF, E'F' à ce diamètre, le lieu sera tout entier compris entre ces parallèles; et comme il l'est déjà entre EE' et FF', il sera renfermé dans l'intérieur du parallélogramme EFF'E', et passera par les milieux de ses quatre côtés. De plus, toute valeur de x entre m — p et m -+- p donnant des valeurs réelles pour y, le lieu sera une courbe continue et fermée. On lui a donné le nom ^''ellipse.
CENTRE ET DIAMÈTRES COXJIGUÉS
10;2. Si Ion remarque que {x — m)- aura des valeurs égales pour ic — »i = d= a ou ^ = /n ± a, quel que soil y., et que, par suite, le radical et les longueurs à jjorter à partir du diamètre seront les mêmes, on voit que si Ton prend GP'=CP,d'oùQO — Q'O, les quatre points M, M', N, N' correspondants de la courbe seront les sommets d'un parallélogramme dont deux côtés seront parallèles à l'axe des »' et les deux autres au diamètre. Ses diagonales passeront par le point constant O, où elles seront coupées en deux parties égales. L'ellipse jouit donc de cette propriété que si l'on joint un quelconque de ses points au point O, et (ju'on prolonge cette ligne d'une tjuantitéégale en s ens contraire, on a encore un point du lieu .
Relativement à toute courbe, un point qui jouit de cotte propriété se nomme centre.
L'ellipse a donc un centre ; il est sur le diamètre ; ses coordonnées x,y ont pour valeurs x^ := m et j', = — — 1 ,
ou, en remplaçant m par sa valeur,
b- — \(ic
Il est facile de voir que l'ellipse ne peut avoir qu'un seul centre; car si elle en avait deux, la corde qui passerait par ces deux points devrait les avoir l'un et l'autre pour milieu ; ce qui est absurde.
On démontre en Géométrie une proposition très générale à ce sujet. Elle consiste en ce qu'une courbe qui a deux centres en a une infinité situés à des distances égales à la droite qui les joint; et qu'elle peut être coupée en une infinité de points par les droites parallèles à la ligne des centres. Il ne peut donc y avoir qu'un seul centre, au plus, DiD. — Mcih. m. ,/
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pour les courbes qui ne peuvent avoir qu'un nombre fini de points en ligne droite : ce qui est le cas de toutes les cowb es du second deurr.
Le diamètre des cordes parallèles à l'axe des j-, passant par le centre de l'ellipse, et la direction de cet axe étant arbitraire, tous les diamètres de l'ellipse passent par son centre.
163. Une autre propriété très importante résulte encore de ce que le point O est le centre du parallélogramme NM'N'N : c'est que les milieux des côtés MN, M'N' seront situés sur la ligne indéfinie CO, parallèle à l'axe des y.
Cette droite sera donc le lieu des milieux des cordes parallèles au diamètre UV, et par conséquent le diamètre de ces cordes.
Les deux diamètres [J\ , COC jouissent donc de celte propriété remarquable, que cliacun d'eux est le diamètre des cordes parallèles à l'autre : c'est ce qu'on appelle un système de diamètres conjugiu's.
Et comme l'axe des j' a une direction arbitraire dans le plan, on peut énoncer cette propriété générale :
'Tout (lirinirtre de l'ellipse n un conjugué.
164. Deuxième cas. — Passons au cas de è'- — ^ac'^o. devient, en faisant b- — ^ac^=k^.
Il faut mainletianl distinguer deux cas dépendant du signe de la somme des termes qui suivent (x — m)-.
CHAi'iïiiF. vr.
Supposons-la d'abord positive, el posons
nous aurons
/jx—d . /
la xd
et il est évident que toute valeur de x donnera des valeurs réelles pour r et, par conséquent, des points du lieu.
La droite r^ sera encore le diamètre des cordes
parallèles à l'axe des y; mais la courbe ne le rencontrera pas, parce que le radical ne saurait devenir nul. Sa valeur
minimum correspond ik j" = m el est é^ale à — ■ Les deux
points ainsi construits sont donc les plus rapprociiés du diamètre ; et si par chacun d'eux on mène une parallèle à ce diamètre, il n'y aura aucun point du lieu entre ces deux lignes. Et comme le radical croit sans limite à mesure que X s'éloigne de /?î, dans l'un ou l'autre sens, le lieu est composé de quatre branches indélinies dont les points s'éloignent indéfiniment du diamètre, en même temps qu'ils s'avancent indéfiniment dans le sens des x positifs ou négatifs. Les deux branches d'un même côté du diamètre forment un lieu continu, cl le lieu total se compose de deux parties indéfinies dans deux sens, el entièrement séparées de l'une l'autre.
Cette courbe se nomme hyperbole.
Vovons maintenant ce qui arriverait si l'on avait
— m- + -Ti -r^ = — ]>-■
b- — \ac '
L'équation du lieu deviendrait
bx-
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Il faut alors, pour (|uc >' soit réel, que Ton ait
Le radical est nul pour x — m^±p; ainsi la courbe coupe son diamètre aux deux points correspondant à .r = ni àzp. Entre ces deux valeurs, le radical serait imaf;inaire, et, par conséquenl, il n'y a aucun point du lieu entre les deux parallèles à Taxe des )• correspondant à ces abscisses. Mais, si .r s'éloigne indéfiniment de l'une et de l'autre dans l'un et lautre sens, le radical est toujours réel et va en croissant indéfiniment, de sorte que le lieu complet de l'équation a encore quatre branches indéfinies appartenant deux à deux à deux parties continues entièrement séparées l'une de l'autre : on l'appelle encore //>jirrbole.
Enfin, si l'on avait — m- + ,- ^— ^ = o, les deux va-
o- — ^ac
leurs dey seraient du premier degré et présenteraient deux droites se coupant sur le diamètre.
Cela posé, nous allons continuer la discussion sans faire de distinction entre les deux cas, et nous écrirons comme il suit la valeur de )■
(4) V = ± — ^{x — my--i- q,
q pouvant être positif ou négatif.
i6o. Centre et diamètres conjugués.
Les projjriétés de l'hyperbole se reconnaîtront identiquement comme pour l'ellipse. Les deux valeurs x =^ m± a, quel que soit a, donneront une même valeur au radical; et les quatre points du lieu qui en résulteront seront les sommets d'un parallélogramme dont le centre aura pour abscisse m, et dont les côtés seront j)arallèles, les uns à l'axe des j', les autres au diamètre.
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11 r(''.siillera de là que, si l'on juinl un [khiiI i|urlr(>nque du lieu au point constant du dianièlre, a\auL m pour abscisse, et quuii prolong;e celle ligne d'nncquanlité égale, on obtiendra encore un jioint du lieu, ('c point constant du diamètre est donc crntir de la courlic.
Les coordonnées .r, i ont pour valeurs, comme dans le
cas de l'ellipse, '
■xae — i>(/ icd — he
b- — l^ac
166. Les côtés du parallélogramme <pii sont jiarallèles au diamètre ont évidemment leurs milieux sur la parallèle à l'axe des y menée par le centre.
Celle parallèle est donc le diamètre des cordes parallèles au premier.
Ces deux diamètres sont donc tels, que chacun d'eux est le diamètre des cordes parallèles à l'aulre, cl jiar conséf[ucnt ils sont conjugués.
D'après ce que nous avons reconnu, l'un des dcu\ seulement rencontre rhv|icrbolc.
167. ylsjmptotcs. — Si dans Fcipiation ( ^') on supprimait le terme y, on aurait
, -, hx -^ cl , k(x — »! )
la 2«
équation qui représente deux droites qui coupent le diamètre au point dont l'abscisse est m, e"esl-à-dirc au centre de l'hvperliole. Ces deux droites jouissent de celte pidjuiclc remarquable, que les quatre branches de l'inperbole s'en ap])rochent indéfiniment sans jamais les atteindre.
Pour le démontrer, considérons dans (4) et (5) les partics afTeclces du signe i!r, qui ex|)rimcnt ce (nie l'on doit porter de part et d'autre du diamètre. F. a difrércnce de Icui's
carrés est 7-^7 et par cons<''ciueiil conslanle. Mais en don- 4«- ' '
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nant à .r des valeurs indcfiniinenl croissantes, positives ou négatives, les quantités qu'il faut porter au-dessus et au-dessous du diamètre croissent sans limite; donc leur différence tend vers zéro, puisqu'elle est égale à la différence constante de leurs carrés, divisée par leur somme indéfiniment croissante.
D'après cela, il est clair que les jioints des quatre branches de la courbe s'approcheront indéfiniment des quatre prolongements indéfinis de ces droites, à mesure que les valeurs absolues des abscisses croîtront de plus en plus des deux côtés de l'origine.
Toute droite qui jouit de la propriété que la distance des points d'une branche de courbe infinie à cette droite a pour limite zéro, à mesure que l'on s'avance indéfiniment sur celte branche, se nomme asymptote de cette branche. L'hyperbole a donc deux asvmptotes, et chacune d'elles l'est dans les deux sens. Elles se coupent au centre de la courbe.
108. Troisicme cas. — Soit enfin h- — ^(/c = o. La discussion sera fort différente dans ce cas, parce que le polynôme sous le radical n'est plus du second degré.
La valeur de v' se réduit à
_ bz ^- d
ih — \J-i:{ bd — iae)x -r- d^ — 4a/,
— {/ '2ibd — -iae)\ x -^. ^— — l3l—
■jlCi Y L ■i.{bd — lae)]
Pouriiuc ) soit réel, il l'aut (uie/yc/ — ■•2.aeeix-\ — , , ** . 1 • ' ï{bd—n.ae)
soient de même signe, de sorte qu'à partir de la valeur
X =■ — ^, 1 oui annule le second fadeur et donne le
■i.(bd — -j^ae j *
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point unique d'intersection do la courhe avec le dianièlrc, il faut que x marche indéfiniment du côlé des ^' |io>ilil's si l'on a bd — ■ 2ae ^o ; et du côté des ./• néiiatifs si ïou a bd — 2ae<o. Le radical croîtra alors indélininient, et la courbe se composera de deux branches infinies, non séparées, et s'étendant indéfiniment du côté de Taxe des .r positifs, ou bien de l'fxe des x négatifs.
Cette courbe, d'une forme Irès-difiércntc des douv autres, se nomme parabole.
Si, outre b- — 4 '^c = o, on avait encore bd — lae = o, le radical aurait une valeur constante. Si l'on ad- — ^4^(/>o, cette valeur est réelle, et le lieu consiste en deux droites parallèles au diamètre. Si d- — ^af=o, ces deux droites se confondent avec le diamètre même. Et, enfin, si l'on a d- — 4^(/<!0) la valeur de v est imaginaire quelque soitx, et l'équation ne représente aucun lieu.
CHAPITRE VII
APPLICATION DE LA TRANSFORMATION DES COORDONNÉES A LA SIMPLIFICATION DE L'ÉQUATION GÉNÉRALE DU SECOND DEGRÉ.
169. Le passage d'un sj'stème de coordonnées rectilignes à un autre introduit quatre constantes, dépendantes de la position des nouveaux axes par rapport aux premiers. Ce sont les coordonnées de la nouvelle origine et les angles des nouveaux axes avec l'un des premiers. On peut donc se jjroposer de choisir ces constantes de manière à simplifier j'équation donnée, quelle qu'elle soit, età rendre ainsi plus facile la discussion du lieu qu'elle représente, et généralement la solution de toutes les questions qui s'y rapportent.
C'est ce que nous allons faire pour l'équation générale du second degré, et nous commencerons par le simple déplacemenl de l'origine, en conservant la direction des axes.
Diiplacement de l'origine. — Soit l'équation
( I ) o>''^ + b:ry -H crr2 -(- dy _^ ^.r -i-/ = o,
rapportée à des axes tpielconques. Proposons-nous de la rapporter à des axes parallèles .r', y' passant par une origine avant pour coordonnées les indéterminées a, ê.
En substituant à a: et r .r' -(- a ety -h 6, l'équation ( i ) devient
[ ay'- -f- bx'y' -!- ex- -f-(2flê-i- iaH- d)y' (■a) ' -J-(2ca -+- io -4- e)3-'
I -(- flo- -f- ^^ao -t- ca- -4- rfê -!- ea -hy'= o
Les trois termes du seconddegréonllesnièmescoeriicicnts
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que dans (il, mais les trois autres renfcruicnl a el ê; ou peut donc, en général, en faire disparaître deux à volonté, et nous choisirons ceux qui renferment x' ou j'. Il suffira pour cela de poser
\ u«ê— />a— (/ = 0, il bê-r- ïcn. -j- e = 0,
d'où
l'on tire
•xae — bd
1 p a cd — be
' b- — i ac
On voit d'abord que cela n'est possible que si l'on n'a pasft- — 4«c = o. Les termes du premier degré ne peuvent donc disparaître que dans le cas de l'ellipse et de l'hvperbole; et alors l'équation (2) se réduit à '
{ay--r- bx'r' -+- c)x'--T- P = o,
I* étant le résultat de la substitution des valeurs (4) dans le premier membre de (1).
On peut reconnaître dans les l'ormules (4) les valeurs des coordonnées du centre, mais la forme de V équation ( 5 ) suffit pour prouver que l'origi/ie (tes coordonnées x' , j-' est centre de la courbe, c'est-à-dire que toute corde qui v passe y est coupée en deux parties égales.
Soit, en effel, y =mx' l'équation d'une droil(; fpiolconque passant par l'origine; les abscisses des points où elle coupe la courbe seront données par l'équation
( ain- — bm -1- c)x'- -i- I' = o,
dans laquelle x' n'entre qu'au carré, puisipie tous les termes en a:',!'' dans (5) étaient du second degré. Les deux valeurs de x' sont donc égales et de signe contraire, quand «lies sont réelles, et les deux |)oints de rencontre sont à
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égale distance de lorigine qui, par conséquent, est centre de la courbe.
171. jReciproqiiPiJient. — Pour qu'un point du plan soit centre, il faut qu'en le prenant pour origine l'équation ne renferme plus de termes du premier degré, car sans cela l'équation qui donnerait les abscisses des points de rencontre de la courbe avec une droite quelconque menée par ce point renfermerait x'- et x' : l'origine ne serait donc pas le milieu de la corde, et par conséquent ne serait pas centre ; il n'y a donc qu'un seul centre pour l'ellipse et l'hyperhole, puisqu'il n'y a qu'une seule solution pour les équations (4) lorsqu'on n'a pas b- — ^ac^=o.
172. Lorsque l'on a />- — ^ac^ o, les équations (3) sont incompatibles, à moins que l'on n'ait 7.ac — ■ bd ^= o, et par suite 2 cd — bc = o, auquel cas elles sont indéterminées. Mais nous avons reconnu que l'équation repi'ésentail alors deux droites parallèles au diamètre, et non plus une parabole. Donc, lorsque b- — 4 «^'c = o, il n'y a pas de centre ou il Y en a une infinité. Il n'y en a pas quand le lieu est une parabole; et il y en a une infinité quand le lieu consiste en deux droites parallèles.
173. La résolution des équ.itions (3) correspond à l'intersection des deux lieux géométriques repi-ésentés par chacune de ces équations, considérée isolément, en y regardant a et ê comme des coordonnées variables. Ces équations, étant du premier degré, représentent des lignes droites. Si l'on remplace acte par les lettres ordinaires x, r, la première droite aura pour équation
bj: -T- d
'>. nv -r- hx ^ d ^ o "Il V ^ :
■ 2 rt
c'est le diamètre des cordes parallèles à l'axe des/.
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La seconde, hv -i- icx -j-e = o, donne
ce serait le diamètre des cordes parallèles à Taxe des .r, et le centre serait à la rencontre de ces deux dianièlres.
• Ils seraient nardloics si Ion avait — = -7-011/;- = àac, 1 nu b
et c'est le cas de la parabole. II n'y a pas rencontre des deux droites (3) à moins que Ton n'ait lae — bd^= o, auquel cas les deux équations (3) se confondent en une seule. Les deux diamètres se réduisent alors à un seul, dont tous les points satisfont, et sont par conséquent des centres du lieu, comme cela est évident, puisque le lieu consiste alors en deux droites parallèles.
174. Le changement d'origine, introduisant deux indéterminées, permet toujours de faire disparaître deux termes de l'équation complète; et, lorsqu'on ne peut laiic liisparaître les deux du premier degré, on peut faire disparaître l'un d'eux et le terme indépendant des variables. Si c'est l'ordonnée qu'on veut faire disparaître, on aura pour déterminer les coordonnées de la nouvelle origine les deux équations
1 xao — h % — d = o, (6) „ „ ' „
j arj--r- bio — ca^ -H f/o-i- <;a-^/= o.
Eliminant ê, on obtient
(h- — ^ac)7.- -^ 2 ( hd — a «e ) a -T- d- — ^(tf = o.
Dans le cas où i- — 4 «c est diflerent de zéro, cette équation a deux racines, réelles ou imaginaires. Si 6- — /{ ac = o, elle se réduit au premier degré, et il y a toujours une solution rée'le, mais unique.
On peut remarquer que les solutions communes aux deux
220 ÉTUnE DF,S COURÎÎF.S.
équations (6) sont les coordonnées des points communs au diamètre des cordes parallèles à l'axe des y et à la courbe donnée. Dans le cas de l'hvperbole seulement, ce diamètre peut ne pas couper la courbe, et les racines de l'équation en a seraient imaginaires. Il ne serait pas possible alors de faire disparaître le terme en >' et le terme indépendant, par un simple déplacement de l'origine, sans changer la direction des axes. Il pourrait en être de même pour la disparition du terme en x; et même il pourrait arriver qu'aucun des deux ne pût disparaître conjointement avec le terme indépendant, en conservant aux axes la même direction.
Dans le cas de la parabole, a est réel et fini, puisque l'hypothèse bel — 2rte = o, qui le rendrait infini, n'a lieu que lorsque l'équation représente deux droites parallèles, elnon la courbe que nous avons nommée parabole. On peut donc toujours faire disparaître de l'équation de la parabole un des termes du premier degré et le terme indépendant.
yipplication aux courbes à centre
L'équation des courbes à centre a été réduite, en y transportant l'origine, à la forme ( 1 1 (ly- b.TY -^ ex- — P = o,
et l'on peut supposer, sans restreindre la généralité de la discussion, que les axes sont rectangulaires; car, s'ils avaient été obliques, on aurait pu passer à des axes rectangulaires, et l'équation eût été toujours du second degré. Or, nous avons pris la forme la plus générale pour l'équation proposée; elle peut donc être supposée celle que l'on aurait obtenue en passant aux axes rectangulaires. L'équation (i), rapportée à des axes parallèles à ces derniers, peut donc être regardée comme rapportée à des axes rectangulaires.
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Cela posé, les formules, pour passer d'axes rectangulaires X, Y à des axes quelconques X', Y', faisant avec l'axe des x les angles a, a, sont, comme nous l'avons vu,
a; = x' cos a -T- y' cos a',
y = x' sin ■x—y' sin a'.
Substituant dans (i) et posant
fi r-iii- a' -— h sin a'cosa' -;- c cos-a' = A,
2rtsinasiiia'-f-6( fiiiacosa'-f- sin a'cosa)-!- accosacosa' = B,
a sin^a -T- 6 sinacosa-T- ccos-a = G,
ré(]uation (i) devient
( 2 ) \y'- ~- B J-y -^ Cx'-~V = o,
et l'on peut faire disparaître deux de ses termes, puis(jiic Ton a deux indéterminées a, a' qui ne sont assujetties cpi'i'i la condition de ne pas mettre les deux axes X', Y' en liyiic droite.
Considérons les diverses combinaisons auxquelles cela peut donner lieu.
1° En posant B :^ o, on a entre a et a' l'équation
(3) 2atanga tanga'-^ i( langa -r- tanga) • ac — o.
et l'un des deux angles a, y.' peut être pris arbitrairement.
L'équation (i) se réduit à
(4 ) Aj'2 -r Cx'= — r = o,
et l'on voit que chacun des deux axes est le diamètre des cordes parallèles à l'autre; ils forment, par conséquent, un svstème de diamètres conjugués, et l'équation (3) est, par conséquent, la relation qui doit exister entre les directions de deux droites pour qu'elles soient parallèles à un svstème quelconque de diamètres conjugués
Parmi ces syst-èmes, le plus remarquable serait celui où les diamètres seraient rectangulaires. Pour le trouver, il suffît de joindre à réquation (3) la suivante
I -4- tanga tan^ a' = o
éliminant entre elles tanga', on a
et, à cause de la sjruétrie des équations par rapport à lang a. et tanga', les deux valeurs de tanga seront celles de tanga et tanga', et les deux systèmes d'axes se confondront.
Ces deux valeurs sont toujours réelles, puisque le dernier terme est négatif; et comme il est — i , les deux directions fournies par les valeurs de tanga sont rectangulaires.
Ces diamètres conjugués rectangulaires se nomment les axes de la courbe, ellipse ou hyperbole. Et, en général, on nomme axe d'une courbe quelconque tout diamètre perpendiculaire à ses cordes. Les points de rencontre des axes de l'ellipse ou de rhvperbole avec ces courbes en sont les sonniiets.
2" Posons maintenant
a tansr-a — b langa -f- c = o, a lan^- a' -~- b laiiga'-i- c = o;
tanga et tanga' sont donc les racines d'une même équation : elles seront réelles et inégales si b- — 4 ac > o, c'est-à-dire dans le cas de l'hyperbole seulement. On prendra l'une de ces racines pour tanga, et l'autre pour tang a', puisque les axes X', Y' doivent avoir des directions différentes. Il n'existe donc qu'un seul système d'axes qui réduise l'équation de riiyperbole à la forme
(5) Ba^yH-P=o
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Cl l'on reconnaît imniédiatcinciit que ces axes sont asvnijuotes de la courbe.
176. Réciprciquenient, il ii"\ a (]iie celle i'orme cl'écjiialion qui puisse faire que les deux axes soieiiL asMuplolcs.
Considérons, en effet, l'équation généi'ale
ay--^ bfy-r- cx-^ dy-^ ea- -4-/= o.
Pour que l'axe des x soit asymptote, il faut que, .r croissant indéfiniment, j^' tende vers zéro. Or, si l'on divise tous les termes par x-, et qu'on fasse croître x indéfiniment, -)• ne pourra pas tendre vers zéro, car, tous les termes tendant vers zéro, excepté c, l'équation serait impossible. Si donc l'axe des x est asvmptote, il faut que c soit nul; ce qui réduit l'équation à
ay--^ bxy -r- dy -~ ex ~.- f ^ o.
Divisant par x et le faisant croître indéfiniment, on voit '\\w j ne pourra pas tendre vers zéro si l'on n'a pas e = o. 11 faut donc que l'équation ne renferme pas le terme en x-, ni le terme en x, pour que l'axe des x soit asymptote.
De même, pour que l'axedesv' soit asvmptote, il faut que les termes en y- etcn j- n'entrent pas dans l'équation, qui, par conséquent, ne peut renfermer que le rectangle des variables et le ternie indépendant. El comme nous avons vu qu'il n'y avait qu'un seul svstcme d'axes qui pût réduire l'équation générale à la forme (.5), il s'ensuit que l'hyperbole ne peut avoir que deux asvmploles.
177. L'équation (4) renferme l'ellipse et l'hyperbole, et on les distingue par les signes de A et C; et l'on voit, d'après le caractère général propre à l'une et à l'autre, que, si A et C sont de même signe, la courbe sera une ellipse, el qu'ell? sera une hyperbole s'ils sont de signes contraires.
Cas de l'ellipse. — A et C étant de même signe, il faut
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que P soit de signe contraire, ou l'équation n'aurait pas de solutions réelles et ne représenterait aucun lieu. Cherchant les points de rencontre de la courbe avec ses axes, et représentant par a et h les longueurs des demi-axes des x et des Y, on aura
Tirant de là A et C, l'équation (4) deviendra
- — x-'-j- = i ou a- Y- -T- b- x- = a^ b-. a- 0-
Teile est l'équation générale des ellipses rapportées à leurs axes, tant pour la tlircction que pour la grandeur.
Cas de Vhjperhole. — Un seul des axes rencontrera la courbe, puisque A et C sont de signes contraires. Supposons (]ue ce soit l'axe des x, et appelons i a sa longueur, on aura
Mais — T sera négatif et pourra être représenté par — h-. L'équation (4) deviendra alors
cC-y- — 62 x""- = — a"- b"-
Ces équations des courbes à centre sont cell(,'s que l'on choisit ordinairement, comme étant les plus commodes pour la résolution de presque toutes les questions (jui se raj)portent à ces courbes.
11 est certaines questions ccpciuhuit pour les(piclles il est plus avantageux tle prendre pour ongnu; l'un des deux sommets. En clioisissnni pour i ellipse le soniniet (|ui est à gauche du centre sur l'axe des .;■, lui trouve rt''quation
„ „ ,» „ j„ . b- „ ■i.b- "■y -i~ b- X- — ■}. ab- X = o ou jk = 2 '^'" + — ' •"'i
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et pour l'In perbole, en [neiiant le soinmcl à (lroil(; du centre,
a- y- — b- X- — lab-x — n ou )-- -^ — - .r- ^ .r;
de sorte que les deux courbes peuvent être représentées îx la lois par une équation de la (orme
y- = mx- — Il r.
m étant négatif dans le cas de Tellipse, et positif dans le cas de l'hvperbole.
178. Changemenl de direct iou des axes dans le cas de la parabole.
Nous avons vu que le changement d'origine ne pouvait, dans ce cas, conduire à rapporter la courbe à un point aussi remarquable que dans le cas de l'ellipse et de l'hyperbole. On pourrait bien faire disparaître un terme du premier degré et le terme indépendant; l'origine se trouverait alors sur la courbe. Mais on n'aperçoit pas facilement (picl serait le point le plus avantageux à choisir; cl il vaut mieux réserver cette question, et commencer à simjilifier l'équation générale, au moven du changement de direction des axes. Soit donc l'équation
ay- — hxy -r- ex- -^ dy -v ex -^ f = o,
et supposons les axes rectangulaires, ce qui ne rcstreinl nullement la discussion, comme nous l'avons déjà fait voir. En substituant à x cl y les valeurs suivantes,
X = x' cos a -^ y' cos a', ^- = x'sin a — ^'siri 3',
et égalant à zéro le coefficient de od y\ nous retrouverons réfjualion
2 rt langatanga' -(- Z»(langa-i- langi') -+- 2C =0. Dm. — Méth. III. l5
Comme elle, renferme deux indéterminées, il y a une infinité de manières d'y satisfaire. Mais si l'on veut que le nouveau système soit rectangulaire, elle devient, comme précédemment
et ses deux racines correspondent, l'une à l'axe des x' , et l'autre à l'axe des y'.
Mais l'équation qui existe entre les trois coefficients des termes du second degré, dans le cas de la parabole, exige que, en même temps que le coefficientdejcy sera nul, celui de x'- ou celui de y'- le soit aussi ; et cela dépendra de celle des deux valeurs de tanga qu'on prendra pour déterminer l'axe des x'.
On aura aussi
OU
y 2 _)_ D'y _(_ lî' y j_ p' _ Q^
équations qui ne diflèrent que parle eliangement de x' enj'. Le svstème d'axes qui réduit l'équation de la parabole à l'une ou l'autre de ces formes est unique; et comme il est indifférent de prendre l'un ou l'autre pour axe des x\ nousnous bornerons à la forme suivante :
7'2 -+■ hy -t- Ex' -t- F = o.
Nous pouvons maintenant déplacer l'origine en posant
m et n étant les coordonnées de la nouvelle origine, et l'équation devient
y"'^ -I- ( 2/i -H D )/" -+- Mx" -t- «2 -t- D/j -H E m -t- F = o ;
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on pourra poser
ce qui déterminera un système unique de valeurs pour m cl n. Il n'y aura d'impossibilité que si E ^ o, et alors lé- (piation représenterait deux droites parallèles et non une courbe.
L'équation des paraboles est donc toujours réductible en coordonnées rectangulaires à la forme j'"- + Ex" ^ o, et le système d'axes qui jouit de cette propriété est unique.
L'axe des x" est l'axe de la parabole; l'origine est son point de rencontre avec la courbe, et se nomme le sommet de la parabole.
En supprimant les accents, l'équation prendra la forme y- =^ 2 px, p pouvant avoir un signe quelconque.
DES FOYERS ET DES DIRECT KICES DES COURBES DU SECOND DEGRÉ
179. Nous avons reconnu précédemment que le lieu des points tels que leurs distances à un point et à une droite fixes soient dans un rapport constant a une équation du second degré. Nous allons nous occuper maintenant du problème inverse, et chercher si toute courbe du second degré jouit de cette propriété remarquable, que le rapport des distances de chacun de ses points à un certain point et à une certaine droite fixes soit constant : nous déterminerons tous les systèmes de points et de droites qui peuvent satisfaire à cette condition; et chacun d'eux fournira un moyen commode de construction de la courbe par points.
Nous nous proposerons donc de résoudre la question suivante :
Etant donnée une courbe quelconque du second degré, trouver dans so/i plan un point et une droite tels, que le rapport des distances d'un point quelconque de la courbe à ce point et à cette droite soit constant.
Nous prendrons l'équation {]ui peut représenter le plus simplement les trois courbes du second degré, en les rapportant à un de leurs axes, et la perpendiculaire menée par un sommet de la couibc situé sur cet axe. Cette équation est
( I ) y- = nix- -{- nx;
elle représente une ellipse, une livpei'bole, ou une para-
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bolc, suivant (|ii(' Idii a
m Co, /Ji>o, «1 = 0.
L'axedes â: est, dans le cas de riiv|)erbole, son axe transverse; dans le cas de l'ellipse, nous supposerons, [)our fixer l(>s idées et abréger les discussions, qu'on ait ])ris son grand axe pour l'axe des X, el alors la valeur absolue de m sera plus petite (jue i. Soient a, 6 les coordonnées du point cherché, et
a y -^ bx -^ c — o
l'équation fie la droite correspondante.
La distance d'un point quelconque (o'jj') à cette droite aura pour expression
a y -^ bs- -r c
On peut donc regarder ay -+- bx -t- c, qui est le produit de cette perpendiculaire par yVr+Ai', comme étant son produit par un nombre constant inconnu ; de sorte que, en l'crivant l'équation
' ) }/{x — X )'- — I )' — ê I- = av -+- bx -^ c,
on exprime simplement ipie la distance du point (x, ) ) au point (a, ê) est dans un rapport constant avec sa dislance à la droite (aj- + bx -f- c = o). El lorsque l'on aura déterminé a, 6, rt, />, c, on connaîtra le point, la droite et ce rapport constant, qui sera \Ja*-\-h'-. Les calculs se trouveront ainsi plus simples que si on laissait le diviseur \ja- ■+- b-, et qu'on multipliât l'expression pcr une nouvelle lettre représentant le rapport constant.
On remarquera que l'équation (2) peut s'interpréter il'une seconde manière. Elle exprime, en effet, évidemment
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que la distance d' un point quelconijne de la couibe au point (a, ê) est une fonction rationnelle et linéaire des deux coordonnées du point de la courbe. Ce second point (le vue donnerait au problème un énoncé difTéreiit, conduisant à une solution identique.
Occupons-nous maintenant de la délermiiialion des constantes inconnues. En élevant les deux membres de l'équation (i) au carré, et réduisant, on obtient
l J'2(i — a-) — ').abxy^ .r-{i — b- ) — i(^ -^ ac)y
\ — -i^y. -^ bc) X -r- T.- -^ o'' — c- = o,
équation (pii lioit être satisfaite par les coordonnées x,r d'un point quelconque de la courbe donnée, mais peut-être sans réciprocité.
Et quand cette réciprocité aurait lieu, l'équation (3) devrait-elle nécessairement coïncider avec l'équation (i), qui est celle du même lieu ? en d'autres lernu\s, un même lieu ne peut-il avoir qu'une seule équation? C'est ce que l'on admet ordinairement sans raison suffisante, et nous croyons devoir insister sui- ce |)iilnl. qu'il est très facile d'établir rigoureusement.
180. Soienl, en ell'ct, deux équations générales du second degré, et admeltons que toutes les solutions réelles de la première soient solutions de la seconde; nous allons démontrer que les premiers membres ne peuvent différer que par un facteur indé|iendant de a", i'; ou, en d'autres termes, qu'en réduisant à l'unité les coefficients de deux termes semblables, tous les autres sont respectivement égaux dans les deux polynôtu(;s.
Supposons donc qu'on ait réduit à l'unité les coelfictenls de j'-, et que les deux équations soient
y- -t- A xy -t- \ix'--\- Cy -t- D^ -t- E = o, y^--^- A>_x-HB'a?2-i-C'7-t-D'T-t-E' = o,
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,v^ -^{At-^ Or -^ B.r2^ D.r - E = o, j-' -i- (A'j--^C')j — B'j-î^D'x— li'=o.
Si l'on donne à x une valeur à laquelle correspondent doux valeurs réelles de )• dans la première, la seconde cupialion devant admettre ces mêmes solutions, on devra avoir pour cette valeur iiex
Hx'--^ D:r -^ e = B'x2_ D'.r — E'.
Mais il y a, par hvpothèse, une infinité de valeurs de x qui satisfont à ces deux équations; donc, d'après un théorème élémentaire, leurs coefficients doivent être respectivement égaux, et, par conséquent, les deux équations en x et_;j'sonl les mêmes, terme pour terme.
181. Cela posé, les équations (a) et (3) dcMonl être identiques lorsqu'on aura réduit à l'unité le coelficienl de >''dans la seconde, et l'on devra, par conséquent, avoir les équations suivantes :
I 7.ab b^ — I 6-+-CTC n-^ bc n
Telles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il V ait un rapport constant entre les distan(H;s d'un point quelconque de la courbe donnée au point (a, ê) et à la droite ((ly ■+- bx -J- c = o). Ix problème est donc ramené identiquement à trouver les valeurs de a, 6, a. h, c (]ui satisfont à ces cinq équations.
La première exige que l'on ait ab = o, et, par conséquent, a = o ou 6 = o. Mais la dernière supposition est
inadmissible, car la seconde des équations (4) deviendrait
Or elle est impossible si /» =; o; si m <^o, la valeur de a-
serait i H j et par conséquent négative, puisque m est
])lus petit que i en valeur absolue. Enfin, si l'on a m ]> o, les équations (4) donnent, par la supposition de b = o,
— ) O^Ci/lH =o.
La dernière deviendrait, en v substituant les valeurs de a et ê,
et la valeur de c serait iniai;inaire.
On ne peut donc faire 6 = o, et il faut par conséquent que l'on ait a = o ; les autres équationa (4) donnent alors
La premu're donne
et nous entendrons que ce radical renferme implicitement le double signe ; mais nous considérerons d'abord le signe -f-. La seconde apprend que les points cbercliés sont sur l'axe des x. Les deux dernières deviennent
a-T-cv'i-r-»î=-j c = ±%,
et donnent
a(izh/i -^ m)= -,
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d'où
n n{ — I rh v' I — "' )
et, par suite, en tirant c de réf[ualii)n du [ucinier de<;ré, on obtiendra
"(v^i — /« zp I )
les signes supérieurs se correspomlanl dans les valeiii's de a et c, ainsi que les signes inférieurs.
Les valeurs de a, 6 délerniincnt |r |i(iiiil clu relié, cl la droite correspondante aura pour ('(piiilniii
ba: -^ c = o, OU
7((/i -!- m zp i) .
le rapport y/«- + h- est /; ou ^i -H ///.
On reconnaît facilement que le chaiii^einciU de si^iic de y'i -h m ne ferait que changer l'une dans l'autre les deux valeurs de a, ainsi que les deux valeurs correspondantes de X données par la formule (5). On a donc toutes les solutions de la question en se bornant à prendre \J i -+- m avec le signe -I-.
Les points rcmar(Uiablis que nous vcniins de dilcriiiiner se muiimcnl Juj ers ; leur milieu avant pour abscisse
est le centre; les droites corresiiDiidantes se iiom-
ment directrices de la courbe.
182. Ces formules s'appliipient aux trois couriics: mais la résolution des équations (4) est beaucoup plus simple dans le cas de la parabole, pour lafjuelle //( = o. En cflet,
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elles deviennent alors
au ^ o. 6 = rr I . o — ac = o. 2 ^- wc = — ^ ot- — o- ^ C-.
La première donnera </ = o, puisque 6 = dz i ; les autres donaeronl, en se bornant d'abord au signe -j- pour b,
d'où
On trouverait les mêmes valeurs pour a et c en prenant h ^ — I .
Il n'y adonc,dans le casde la parabole. qu"un seul point, situé sur l'ase de la courbe, et une seule droite correspondante, avant pour équation
Au reste, ce calcul particulier n'est pas nécessaire, et les formules générales en donneront les résultats, en cherchant les limites vers lesquelles elles tendent, quand on fait tendre m vers zéro.
183. Les positions des fovers et des directrices sont rapportées ordinairement au centre et à la grandeur des axes dans les courbes à centre : rien n'est plus facile que de les déduire des formules précédentes.
En effet, si l'on nomme ia, ib les longueurs des axes
de lellipse. on aura
ia ^ ;
l'abscisse du centre sera
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et l'ordonnée h aura pour valeur
On peut donc exprimer m el n au nio\en de (i et b. el l'on aura
b- ih- , Ja--
—; ■, « = — , ^ 1 -T- ni =
on aura donc
2 = a rr y a- — b-.
Les deux fovers sont donc à une dislancc du centre ésrale
distances des points de la courbe au fovcr cl à la directrice eorrespondante sera -; la distance des directrices au centre
-era —
Pour rh\perbole, on aura
b- ib- I \/a'-^^b-
— ) « = 1 v/ I ^ rti =
et, posant
c est donc la distance des foyers au centre; la dislance des
directrices au centre sera encore exprimée par — i et le rap-
|)iirt des distances des points de la courlie au foxer el à
la directrice correspondante, par —
184. L'expression de la distance d'un point delà courl)C .1 un foyer est très simple et nécessaire à connaître.
236 ÉTUDE DKS COURBES.
Pour l'ellipse, par exemple, rapportée à ses deux axes, la directrice correspondante au fover dont l'abscisse est
-Hc a pour abscisse — • Si l'on considère un point quelconque de l'ellipse, ayant pour abscisse x, sa dislance à la directrice sera r; la multipliant par le rapport constant - , ou aura sa distance au l'o\er. En la désignant par o, on aura donc
Si l'on cherche, de mcnie, la distance du même point au second foyer, on trouvera, en ta désignant par o',
d'où résulte
o' = >.fl
L'ellipse jouit donc de cette propriété remarquable, que la somme des distances d'un quelconque de ses points à ses deux foyers est égale à son grand axe.
Pour rinporbole, on Irouverail, en supposant x positif,
cl, pour X négatif,
0 — n = aa,
et, par consé(juciil , la (lillVi<'iu:c des dislanccs d'un (juel-
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conque des points de l'hvperbole à ses deux fovors esl égale à la longueur de l'axe transverse.
183. Résumons maintenant ces divers résuluils |)oiirl<'s trois courbes.
1° L'ellipfec et l'inpcrbole ont deux l'overs seulcnu'iil ; ils sont situés : po/irla première, sur son grand axe; pour la seconde, sur son axe transverse. Ils sont à égale distance du centre : entre les deux sommets dans l'ellipse, et en dehors dans l'hyperbole. Les directrices, au contraire, sont en dehors des sommets pour l'ellipse, et entre les sommets pour l'hvperbole. Le rapport des distances des points de la courbe au foyer et à la dii-ectrice est plus petit que l'unité ppur l'ellipse, et plus grand |iouf rii\peri)olc : sa
valeur est - •
2° La parabole n'a (ju'un fover et une directrice. Le fover est situé sur l'axe et dans l'intérieur de la courbe ; la directrice est de l'autre côte du sommet, dont elle est à la même distance que le foyer. Le rapport des distances est I ; et, par conséquent, les points de la parabole sont également distants du foyer et de la directrice.
Nous ne nous arrêterons pas à développer toutes les conséquences importantes de ces propriétés, et à indiquer tous les exercices utiles auquels elles |)euvcnt donner lieu pour les élèves. Nous n'avons en vue ici que l.s |)r()piictés les plus générales, celles qui se présentent le |)lu.s naturellement dans une discussion dont l'obJQt est plutôt de tracer une marche applicable à toutes les courbes que de rechercher les propriétés spéciales d'une classe particulière de courbes.
CHAPITRE IX
DÉTERMLNATION D'UNE COURBE DU SECOND DEGRÉ •D'APRÈS DES CONDITIONS DON'NÉES.
186. L'équation générale du second degré renfermant six termes est complètement déterminée quand on connaît les rapports de cinq d'entre eux au sixième, ou quand on connaît les cinq coefficients qu'elle renferme après qu'on a réduit l'un des six à l'unité. On ne peut donc assujettir une courbe du second degré qu'à des conditions exprimées par cinq équations au plus entre les coefficients de l'équation générale. Si ces conditions fournissaient moins de cinq équations, il y aurait des coefficients non déterminés, et une infinité d'équations, et par suite de courbes, v satisferaient. Si elles fournissaient plus de cinq équations, il serait possible qu'aucune courbe du second degré n'y pût satisfaire ; il y aurait, en général, un nombre d'équations de condition égal à l'excès du nombre des équations fournies sur cinq.
187. Lorsque l'on assujettit la courbe à passer par un point donné, il faut et il suffit que léqualion que l'on a prise pour représenter la courbe, et qui doit être l'équation la plus générale, afin qu'on soit sûr qu'elle renferme celle que l'on clicrcbe, soit satisfaite par les coordonnées connues de ce point. Il résulte de là une équation unique entre les coefficients inconnus de l'équation.
On lire déjà de là cette conséquence qu'en général, par cinq points donnés, on peut faire passer une courbe du
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second degré, mais qu'on ne peut s'en donner arl)ilrairemenl un plus grand nombre. 11 est évident d'ailleurs que les cinq équations qui en résultent peuvent ofl'rir des impossibilités ou de l'indétermination; comme il serait possible aussi qu'une courbe du second degré passât par plus de cinq points donnés si les équations de condition étaient satisfaites.
188. Il est des points dont la connaissance fournil deux équations entre les coefficients, et équivaut par conséquent à celle de deux points de la courbe : ce sont ceux dont les coordonnées peuvent s'exprimer généralement au moyen des coefficients de l'équation. En eflet, quand on donne les coordonnées d'un point de ce genre, en les égalant à leur expression générale, on a deux équations entre les coefficients inconnus.
Si. par exemple, on donne les coordonnées du centre. 1,1 .• , ^.ae — hd •>.rd — hp
on les égalera respectivement a t- et -, , et
^ ^ o^ — lac (j- — .\ac
l'on aura deux équations entre les coefficients a, b, c, d, e, Les foyers sont dans le même cas, car ils sont déterminés quand l'équation de la courbe est donnée; leurs coordonnées sont donc exprimables au moven des coefficients de léqualion générale, et même, quand on n'en connaîtrait pas les fornmles, on peut affirmer que la connaissance d'un foyer équivaut à celle de deux points de la courbe, et ne permet plus par conséquent d'assujettir la courbe à plus de trois conditions, exprimées chacune par une équation entre les coefficients.
Les deux foyers équivaudraient donc à quatre équations, et l'on pourrait encore se donner un point de la courbe, mais pas plus. Et l'on reconnaît, en effet, qu'un point suffira, d'après la propriété que la somme ou la difi"érenee des dislances des points de la courbe aux deux foyers est constante.
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Mais il faut bien s'assurer si les points que l'on se donne sont indépendants les uns des autres, et s'ils n'ont pas des liaisons nécessaires qui ne permettent pas de les prendre tous arbitrairement; car il en résulterait des impossibilités si ces liaisons n'avaient pas lieu, et, au contraire, une diminution dans le nombre des équations si ces liaisons existent. Par exemple, si l'on donnait les deux foyers elle centre d'une ellipse, il n'en résulterait pas six équations distinctes entre les coefficients de l'équation générale. En effet, le centre étant au milieu de la droite qui joint les foyers, ses coordonnées sont les demi-sommes de celles des foyers. Si on ne les donne pas telles, les données sont incompatibles; si, au contraire, elles sont données égales aux demi-sommes de celles qu'on donne pour les foyers, les deux équations fournies pour le centre seront des conséquences des autres, et l'on n'aura réellement que quatre équations distinctes entre les coefficients inconnus.
189. JNous ne saurions énumérer tous les points qui équivalent à deux conditions sim|)les, c'est-à-dire fournissant une seule équation. 11 y a, en effet, une infinité de manières de définir des points dont les coordonnées sont déterminées quand on connaît l'équation de la courbe, que l'on sache ou non en trouver l'expression. Non seulement le centre, les foyers, les sommets d'une courbe sont déterminés par son équation, mais tout |)oiiit lié d'une manière choisie arbitrairement à deux de ces points sera aussi déterminé au moyen des coefficients de celle équation; par exemple, un point assujetti à se trouvera des distances données d'un foyer et du centre, à partager dans un rapport donné la droite qui joindrait un loyer avec une extrémité du petit axe, etc., etc.
Mais si l'on donnait un point assujetti à se trouver à une distance donnée d'un foyer, il est clair qu'il n'équivaudrait
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qu'à une condition simple, puisque Ton aurait à exprimer seulement que la distance de ce point connu à celui dont les coordonnée* sont des fonctions connues des coefficienls est égale à une ligne donnée, etc., etc.
Nous croxons inutile d'en dire davantage sur ce sujet.
190. Passons maintenant aux conditions résultant de droites données, au lieu de points.
Il V a des droites dont la connaissance conduit à deux équations entre les coelficients, et d'autres qui n'en fournissent qu'une seule.
Si, d'après sa définition, une droite est déterminée par l'équation de la courbe, les deux coefficients de l'équation de cette droite sont des fonctions de ceux de l'équation de la courbe; et par conséquent, si une pareille droite est donnée, il en résulte deux équations entre ces coefficients; elle équivaut donc à deux conditions simples.
Si, au contraire, l'équation de cette droite n'est pas déterminée par celle de la courbe, la connaissance de cette droite n'entraînera pas deux équations entre les coefficienls. Si, par exemple, on donne une droite sur laquelle doit se trouver un point remarquable, comme le centre, un^foyer, un sommet, etc., il n'en résulte qu'une équation entre les coefficients ; et on l'obtiendra en écrivant que les coordonnées de ce point, dont on connaît l'expression en fonction des coefficienls, satisfont à l'équation de la droite donnée. Une tangente donnée équivaut encore à une condition unique, parce que la condition d'être tangente s'exprime, comme on l'a fait voir pour le cercle, et comme nous le verrons pour toute courbe, j)ar une seule équation entre les coefiîcients.
El il faut encore s'assurer si les diverses données sont indépendantes les unes d«s autres; car, si elles doivent avoir des liaisons nécessaires et que les valeurs particu- DcH. — Vi-ili. m. ,5
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lières proposées n'y salisfassent pas, le proLlème est impossible : et si les équations qui expriment ces liaisons sont satisfaites identiquement par les données, elles seront des conséquences des autres équations, et l'on n'en aura plus entre les coefficients un nombre égal à la somme des nombres correspondants à chaque ligne ou points donnés. Ainsi, par exemple, une asymptote donnée équivaut à deux conditions simples, parce que l'on peut déterminer les équations des asymptotes en fonction des coefficients de l'équation. Il en est de même du centre : et cependant une asymptote et le centre n'équivalent pas ensemble à quatre conditions, parce que le centre de l'hyperbole est situé sur cbaque asymptote. Si donc le point donné n'était pas sur la droite donnée, le problème serait impossible. Mais s'il y est, on ne pourra tirer des données que trois équations entre les coefficients de l'équation de la courbe. On en obtiendra d'abord deux en égalant les coefficients donnés de l'équation de la droite aux expressions générales des coefficients en fonction de ceux de la courbe. Si ensuite on égale les coordonnées du point donné aux expressions générales de celles du centre, l'une de ces deux nouvelles équations sera une conséquence des trois autres, puisque l'ordonnée du centre est une conséquence nécessaire de l'abscisse et de l'équation de l'asymptote. Et toute hyperbole ayant cette asymptote et l'abscisse donnée du centre aura le centre donné; de sorte que trois équations expriment toutes les conditions données, et il en faudrait encore deux^ autres pour que l'hyperbole lût déterminée.
Ce peu de mots suffit pour lever toutes les difficultés qui pourraient se présenter sur ce sujet; et il est évident que CCS considérations sont applicables à toutes les courbes, et ne se fondent eu rien sur le «legré de l'équation.
LES COURBES DU SECOND DEGRÉ SONT DES SECTIONS CONIQUES
191. Les difierenls lieux représentés par léqualion j;éiiérale du second degré jouissent de la propriété remarquable de pouvoir être obtenus en coupant par un plan un cône droit à base circulaire ; et par là nous entendons la surface engendrée par une droite, indéfinie dans les deux sens, qui tourne autour d'une droite fixe qu'elle coupe en un point fixe qu'on nomme le centre de. la surface, en faisant avec la droiie fixe, ou l'axe, un angle constant.
Pour le démontrer, nous allons chercher l'éfpialion de la ligne d'intersection d'une surface conique rpielconquc ])ar un plan.
Si, par l'axe du cône, nous menons un plan pi'r|)('n(iiculairc au plan sécant, il le coupera suivant une droite jjar rapport à laquelle la courbe cherchée sera symétriqu(;, et que nous prendrons pour axe des x.
Fig. 3.J.
-^-Nn
Soient(/îg.39)AHXcelteligne:OAU,0]îSlcsdeuxgénéralricesdu cône,siluécsdansle planquenousavonsmené par
l'axe OV. Posons
VOA = a, OAB = g.
Le point A, que nous choisirons pour origine, est l'intersection du plan donné avec l'une des deux génératrices OU, OS, et il Y en aura toujours une qui sera coupée; mais il peut arriver trois cas. La seconde génératrice peut être coupée du côté OS, situé sur la même nappe du cône que OA; ou du côté OS', situé dans la nappe opposée; et enfin elle peut être parallèle à la trace du plan donné.
Considérons d'abord le premier de ces cas : l'angle ê sera moindre que le supplémen l de 2 a, et la ligne d'intersection AB sera dans l'angle SAU. Posons AB = ar/, OA = b, et menons 1111 ])lan quelconque QR perpendiculaire à l'axe OV; les points suivant lesquels il coupera la courbe seront svniétriques par rapport à AB et se projetteront en P; leur ordonnée sera commune au cercle dont le diamètre est QR; et par conséquent, en la désignant par j', on aura
y^^. QP.PR.
Il reste à exprimer ces deux segments en fonction de Vx, AP.
On trouvera, par le triangle PAR,
^lenatil AA' perpendiculaire à l'axe, on aura
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D'OÙ résiillc
1 j-2 — yl,T tanga sine (1 1
^ ^ J , . fi i.r^sino tailla f = aoar siiio laiiïa •
La courbe d'intersection est donc dans ce cas une ellipse donlA est un sommet, et AB un des deux axes, dont la grandeur est 2«. Pour avoir la grandeur du second axe, il faut cherclier l'ordonnée correspondante au milieu C de AB, ou à la valeur x =z a. Léqualion (i) donnera, pour ,r = a,
j'2 = «6 sino tanua;
le second axe aura donc pour \aieui'
■2^ab sine tanga,
et il est facile de reconnaître tpi'il est plus petit que le premier; car il est la double ordonnée, au point C, du cercle dont le diamètre est la parallèle Q'R' à QR ; il est donc moindre que le diamètre Q'R'. Or, Q'R' est la demi-somme des bases AA', BB' du trapèze isoscèle, dont la diagonalr Al! est plus grande que cette demi-somme : AB est donc le grand axe de cette ellipse.
192. Supposons muiulenant AI! parallùlr à OS; P(^ sera égale à AA', ou à 2/ysina, et Idn aura pour rc-cpcalinn du lieu
(2) _)'2 :^ 4/>j".sin2a;
c'est ce (|u'aiii'ail lintiri'- i'i'ipialion (ij en v prenaiil ir coefficient de x- à sa liniile (|iii est zéro, el faisant 6 égal au supplément de 2 a.
Supposons enfin que la droite AX coupe le prolongement
Fig. 4o.
de OS {fig- 4o). Nous aurons pour les points projetés dans
l'angle SOU
.rsino . (acr — .t)
PR = , PQ = 2iisina -,
cosx ia
et par suite
( 3 ) r- = 2 6j; sin S ta n<; x ( i - - — ) •
Si l'on considérait les points qui se projettent dans l'angle opposé à SOU, on trouverait la même équation, à la condition de regarder comme négatifs les j; qui sont dirigés dans le sens opposé à AX.
De cette manière, l'équalion (3) représente tous les points de la courbe d'intersection.
En comparant les trois équations (i), (2), (3), on voit qu'on pourrait les rcnfernicT- toutes dans la première en y regardant a comme négatif quand AB est dirigé dans le sens opposé à celui qui correspond à l'équalion (1) ; et
comme infini, ou donnant - nul, quand AX est parallèle
à OS.
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Au reste, qu'on les sépare ou ([u'on les réunisse, on voit que l'équation (i) représente une ellipse, l'équation (2) une parabole, cl l'équation (3) une livpcrbole, doni l'axe des a; coupe la courbe.
193. 11 reste à voir si l'équation (i), ^généralisée comme nous l'avons dit, pnit coïncider avec la suivante qui renferme toutes les courbes du second degré, savoir
(4) y- -inix nx-,
dans laquelle m peut toujours être considéré (-omme positif, en prenant les x positifs dans un sens comen.ilili' : r| /; peut être négatif, nul ou positif. Le premier cas correspond à l'ellipse, le second à la parabole, et le troisième à l'hvperbole.
En identifiant l'équation (4) à l'équation (1), prise a\ec la généralité que nous avons établie, on obtient
osinotanj;a m, — siiio t;iii;;a — — n. a
Si l'angle a est donné, on ne peut disposer que de h et ê, et il faut qu'on puisse trouver des valeurs de ces deux indéterminées qui satisfassent à ces deux équations. Mais il est d'abord nécessaire d'y substituer à (L sa valeur en fonction de b et 6, qui est
b ^in ■>.% biiH2a-T-o)
et, d'après le signe implicite de a, il faut regarder celui de sin(2a-i-6) comme on le fait dans les formules de la Trigonométrie, de sorte que les deux étpiations auxquelles b el 6 doivent satisfaire sont
, ■ /> . sin(ai -^ S)sinê
6 sino tari;,'a = m, = - n.
cos*a
La dernière, ne renfermant (|ue Z. en donnera la valeur.
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el la premièredonnera toujours une valeur positive correspondante pour b. 11 suffit donc d'examiner la seconde, et de voir si elle peut toujours être satisfaite pour une valeur de 6.
On voit d'abord que, dans le cas de la parabole, où l'on a 2 a -;- ê = - et « = o, la seconde équation est satisfaite d'elle-même, el la première, qui devient 2&sin-a = m, détermine la distance b d'après m, quel que soit l'angle donné a. Il suit de là que toute- parabole pent être obtenue par l'intersection dun cône quelconque de révolution par un plan.
Il ne reste donc à examiner que le cas où n n'est pas nul.
En transformant le produit des deux sinus, l'équation de^lent
ccisa a — ro*( 2 x - - 20 ) = — 2/1 cos-ct,
d'où l'on lire facilement
( ')) COS(2 0( -^2ê) = ('2/l-^ 2)C0S-a — I.
La condition pour que l'arc 2a + aê soit réel est que son cosinus soit compris entre — i et + i.
1° Dans le cas de l'ellipse, n est négatif; et on peut toujours le supposer inférieur à i en valeur absolue; il suffit pour cela de prendre pour axe des x le grand arc de l'ellipse représentée par (4) : 111 — 2. est donc positif, et le second membre de (5) est > — i. D'ailleurs an +2 sera plus petit que 2 ; (a» + 2)cos^a sera donc, à plus forte raison, -< 2, et le second membre sera plus petit que i. On trouvera donc une valeur entre o et ti pour l'arc 2 a + aê, d"où l'on tirera une valeur pour ê qui sera moindre que le supplément de l'angle 2a et donnera une section elliptique. La \alcurde b s'ensuivra el l'on aura toujours une solution.
Donc, loule c/lipse penl. ctre uhteiiue par l'intersection (l'un cône (juelcontjiw de révolution par un plan.
2° Supposons maintenant qu'il s'agisse d'une hyper-
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bole; n sera positif, et la valeur de cos(2a -f- 2^) sera évidemment > — I. Pour que langle soit réel, il suffit donc que l'on ail
{%n — 2)cos2a — I < I ou cosa-,, -— r-
Mais -^=r est ,',e cosinus de l'angle formé par les
V^rt — I
asymptotes de l'hyperbole donnée, avec son axe transversc. Il est donc nécessaire et suffisant que a soit plus grand que cet angle, ou lui soit au moins égal.
Donc, toute lij perhole peut être obtenue par l'itilei section d'un cône par un plan; mais ce cône est assujetti à la condition (pie son angle au centre soit au tnoins égal à celui des asymptotes dans lequel celte hyperbole est renfermée.
I9i. D"autres variétés du lieu de li^qualioii générale du second degré peuvent aussi être obtenues ])ar l'inlcrscclion d'une surface conique par un plan.
En efTel, en supposant l'angle 6 égal à zéro, le plan n'aura qu'une ligne droite commune avec la surface. En faisant passer le plan par le centre O du cône, on aura deuxdroites, ou un seul point. Mais il n'est pas possible d'oblenir le cas de deux droites parallèles.
CHAPITRE XI
DANS QUEL SENS ON PEUT ENTENDRE QUE LA PARABOLE EST LA LIMITE D'ELLIPSES OU D'HYPERBOLES DONT LES AXES DEVIENNENT INFINIS. — AUTRES LLMITES ANALOGUES.
195. Pour fixer bien neltement le sens dans lequel doivent être conçues ces recherches un peu délicates, nous dirons tout d'ahord que la question que nous nous proposons est celle-ci :
Les axes d'une ellipse ou d'une hyperbole croissant indéjijiinient sous des condiùotis données, trouver la limite vers laquelle tend une portion aussi grande qu'on l'oudra de celte courbe, à partir d'un de ses points, supposé Jixe, par rapport aux axes de coordonnées ; ou, ce qui est identique, déplacé en entraînant avec lui des axes parallèles aux premiers et auxquels on rapporterait les points du lieu.
196. Limite d'une ellipse dont un sommet reste Jixe, et le paramètre constant.
L'ellipse rapportée à son sominet fixe comme origine aura pour équation
a-y- — b-x- = xab'-x.
Soit p la valeur constante du demi-paramètre — ; on aura
b- -- aji^ et Téquation de l'ellipse deviendra par celle sidjslitullon
Si niainlenant on considère un x fini quelconque, et
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qu'on fasse croître a iiulérinimcnt, _^- s'approchera indéfiniinenl de 2/)j?, cl il (;n résultera celle conséquence :
A parlir du somniel fixe, la porlion de l'ellipse qui se projeltera dans une étendue finie, aussi grande qu'on voudra, de l'axe des x, s'apjjpidcliora indénnimenl de la parabole avant pour équation
y- ■-- l'px,
puisque la différence des carrés d(!s ordonnées finies des deux courbes tendra vers zéro.
Mais si l'on considérait mi point doni Vx croîtrait indéfiniment avec a, la différence des carrés des ordonnées correspondantes pourrait croître indéfininienl; et comme les ordonnées croîtraient aussi indéfiniment, il faut nécessairement calculer la différence même de ces deux ordonnées. Elle est égale à la différence de leurs carrés, divisée ])ar la somme de leurs premières puissances, c'esl-à-dire à
\/%px ■+- 1
/ T-px — • — \J-ip -•- 1 / ip
Or, pour que cette expression toujours léellc, puisque X est plus petit que 2rt, tende vers /.éro, il est ■\
nécessaire et suffisant que - tende vers zéro, puisque
le dénominateur reste fini : il faut donc qu'on ait x'- -- m/, ([ étant une quantité quelconque tendant vers zéro quand a croît indéfiniment; et, par conséquent, que x soit le yvQ-
duit de rt' par une quantité tendant vers zéro.
Il suit de là que, si l'on considère une abscisse x variant proportionnellement à une puissance //i de <:/, il faut, pour que le point correspondant de l'ellipse s'approche indéfini-
ment de la parabole, que Ton ait m C i- Si l'on avait
m > 7^5 il s'en éloijinerait indéfiniment; et pour m = - la
différence des ordonnées tendrait vers une quantité finie. Les conséquences seraient analogues si l'angle des axes avait une valeur déterminée autre qu'un angle droit.
197. LirniLe d'une ellipse dont un sommet et le foyer voisin restent fixes.
L'équation de l'ellipse rapportée à ce sommet comme origine et à son grand axe comme axe des x sera
a- y- '-. b-x- — idb-x = o;
et si le fover reste à une distance d du sommet, on aura
a — /«'- — lyi = d, (l'uii i- r= lad — d'^,
cl l'équation de l'ellipse variable sera
(fi y- -^ (iad — d- ) .r- — a « ( 2 ad — d'-)j; = o
ou
id' (■).d d^\
d'où l'on conclut d'abord que, si ./„• reste fini, j'- tend vers la limite 4 d-r, quand a croît indéfiniment : et, ])ar conséquent, la partie de Vellipse, à partir du sommet Jixe, qui se projette dans une étendue finie de Vaxe des x, quelque grande qu^ elle soit, tend indéfiniment vers la courbe dont Inéquation est y^ = 4 dx.
Cette courbe limite est une parabole ayant même sommet et même fover.
i98. Mais si l'on considérait des valeurs de x croissant indéfiniment avec «, les ordonnées correspondantes de l'ellipse et de la parabole croîtront de même, et il ne sera pas nécessaire que la différence de leurs carrés tende vers
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zéro pour que la difl'érencc dos ordonnées (dlcs-mcmes y tende. Il ne sulTit plus alors de considérer les termes qui suivent /^dx dans l'équation de l'ellipse : il faut calculer la différence même des ordonnées des deux courbes, qui peut se mettre sous la forme
(t- l-?.d iV-\ , a \ a al
, — — /, I 2rf- f id d-\ ,
l/i dx — l'a cte X — 1 \x-
\ a \ a ci'^ J
et comme l'ordonnée de l'ellipse est moindre que celle de la parabole, le dénominateur est égal à \ 4(^'' niulti[)lié par un nombre compris entre i et s.
En divisant les deux termes de la rractloii par J.c, le dénominateur restera fini, el il ne s'agira plus que de savoir si le numérateur deviendra nul, fini ou infini. Ce numérateur est
id- —
■i.d. I- „ xJ.r — X ^ X - a- ■ — — »
el son second terme est celui dont l'ordre de grandeur est le plus élevé, c'est-à-dire que les rapports des deux autres à celui-là tendent vers zéro; il est donc nécessaire et sul'li-
sanl que le second terme, ou - tende vers zéro pour ipi'il
en soit de même de la différence des ordonnées. On arrive ainsi aux mêmes conclusions que dans le cas [)récédent, et il est inutile de les re])roduire.
199. Ellipses semblables dont, les axes croissent indé- Cinimenl.
Supposons toujours que les ellipses aient un sommet commun, et l'axe correspondant dans la même direction. Leur équation générale sera encore
a-y^~- b-x^ — lab^x = o,
el dans le cas actuel - csl eg réduit l'équation à la forme
et dans le cas actuel - csl égal à une constante /«, ce qui
d"où Ton tire
et l'on voit que quelque petite valeur fixe que l'on donne à x^ y croîtra indéfiniment avec «, et par conséquent l'ellipse variable ne s'approche indéfiniment d'aucune courbe, et s'élèvera au-dessus de toutes celles que l'on pourrait concevoir partant de l'origine. Mais il est facile de reconnaître qu'elle peut s'approcher indéfiniment de l'axe des y dans une étendue aussi grande que l'on voudra En efTet, l'équation résolue par rapport à x est
En laissant de côté la valeur de x qui correspond au signe +, et croît indéfiniment avec a, nous nous bornerons ù considérer
et l'on voit que, quelque grand que soit j', x tend vers zéro à mesure (jue a croît indéfiniment. Ce qui prouve, comme nous l'avions annoncé, que les points de l'ellipse variable s'approchent indéfiniment de la tangente au sommet, dans une étendue aussi grande que l'on voudra, mais qui se projette sur l'axe dans une étendue infiniment petite, relativement à la longueur de cet axe.
On voit par là comment il faut entendre cette propo-
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silion, qu'un cercle dont le rayon croît sans limite, et qui passe par un point fixe, tend vers sa tangente en ce point.
200. Ellipse dont un a.ve conserve une grandeur constante, tandis que l'autre croît indéfiniment.
Il faut d'abord faire choix du point à partir diKjuol on considérera les point/; de la courbe.
1° Supposons d'abord que ce soit à |)aitir d'un soninicl situé sur l'axe variable, et prenons ce point pous origine; l'équation de l'ellipse sera
.,/,., 7, , "il'- /'■ „ a-y- -!- ti-x- — lao-x — o ou y- = x r x-,
d'où Ion voit que, pour toute valeur finie de x. y tendra vers zéro lorsque a croîtra indéfiniment.
Donc V ellipse s' approchera indéfiniment de son grand axe dans une étendue aussi grande qu'on voudra à partir du sommet.
Et il en serait de même si jc croissait propoi-tioniiellement à une puissance de o inférieure à l'unité.
2° Supposons maintenant que l'on cherche la liniilc de l'ellipse à partir des extrémités de son axe de grandeur constante. ISous prendrons alors l'origine au centre, et l'équation de la courbe sera
et, par conséquent, pour des valeurs de x croissant indéfiniment avec a, pourvu que ce soit jiroporlionneliemeiit à une. puissance de a inférieure à l'unité, les ordonnées tendront indéfiniment vers it b, et l'ellipse, à partir des extrémités de son petit axe, s'approchera indéfiniment des deux parallèles à son grand axe.
Ces exemples suffisent pour montrer comnieut on tloit traiter toutes les questions de ce genre.
DES TANGENTES AUX COURBES
201. Lorsqu'un point se déplace sur une ligne droite, cette ligne détermine ce qu'on appelle la direction de son déplacement, ou de son mouvement.
S'il suit le contour d'un polygone, la direction du mouvement change d'un côté à l'autre; mais lorsqu'il suit le contour d'une courbe, la même considération ne se présente plus. Faut-il alors l'abandonner, ou lui donner une extension qui permette de l'appliquer à toutes les courbes?
Soient ^{Jîg. 4i)unepositionquelconqued'un pointqui décrit une courbe UV, et M' une autre position voisine. S'il passait de M à M' par le plus court chemin, la corde MM'
donnerait la du-eclion de ce mouvement. Si l'on considère un point M" plus voisin de M que M', et que l'on imagine que le point passe de M à M" par la ligne droite, la nouvelle corde MM' donnera la direction de ce nouveau mouvement. Enfin, si l'on conçoit que le second point pris sur la courbe se rapproche indéfiniment de M, les directions successives de ces mouvements rectilignes qui feraient passer le point mobile de M à ces divers points tendront vers une
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certaine limite déterminée, qu'elles n'atteindront jamais, si l'on fait suivre aux positions successives du second point une loi qui ne lui permette pas de coïncider jamais avec M; comme, par exemple, si l'on passait d'une sécante à l'aiitri', en prenant toujours le point milieu de l'arc MM': ou encore le point de la courbe dont la projection sur un a\(; fixe serait le milieu (Je la projection de MM'.
Cette direction limite mérite une attention particulière et offre un intérêt véritable dans l'élude théorique des courbes, et même dans leur application à la pratique. Et, en elTel, en restant dans la s^énéralité, la direction variable finira toujours par marcher dans le môme sens vers sa limite, et alors l'arc infiniment petit sera constamment compris entre ces deux droites, dont l'angle a pour limite zéro.
Quand cet angle sera devenu assez petit pour (jiie les instruments les plus parfaits ne puissent faire ajjcrcevoir de différence entre les directions de ses côtés, elles seront pour nous comme si elles se confondaient, ainsi que celles qui joindraient le point M à des points quelconques de l'arc qui est compris entre les extrêmes. On pourrait donc, au point de vue d'une pratique très précise, dire que le mouvement du point est dirigé à partir de M suis'ant la droite limite. Mais, dans une théorie rigoureuse, on ne confond jamais l'arc indéfiniment décroissant avec sa corde ou une portion delà droite limite : on ne dit pas que cette dernière est la direction suivant laquelle l'arc est décrit, quelque petit qu'il soit; mais on dit qu'elle est la direction du niouvenienl du point qui la décrit, lorsqu'il passe en M, ou la direction de la courbe elle-même en ce point.
Cette droite remarquable se nomme la tangente à la courbe.
303. Aucune droite partant du point de contact ne peut commencer par entrer dans la portion du plan qui e^l cuni- Duii. — Mélh. m. n
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prise entre la tangente et la courbe. Car cette droite fixe, faisant un angle avec la tangente, serait nécessairement une position de la sécante variable, dont l'angle avec la tangente peut devenir moindre que tout angle donné. Or, l'arc partant de M est toujours compris entre la tangente et la droite supposée : et, par conséquent, cette dernière n'est pas entre l'arc et la tangente.
Cette pi'opriélé de la tangente a quelquefois été prise comme définition générale.
20i. Les anciens géomètres envisageaient autrement les tangentes. Ils les ont considérées d'abord pour le cercle et les définissaient par la propriété de n'avoir qu'un point commun avec la courbe. Cependant, il faut ajouter qu'Euclide démontre dans ses Eléments que, par le point de contact, il est impossible de mener une droite entre la tangente et le cercle.
Quand ils ont considéré d'autres courbes que le cercle, ils n'ont pas donné de définition spéciale pour leurs tangentes; ils semblent avoir pris pour caractère général de ces lignes qu'elles ne pénètrent pas dans l'intérieur des courbes.
Mais qu'est-ce que l'intérieur de la parabole, de l'hyperbole et de toute courbe non fermée ?
Et même pour des courbes fermées qui auraientdes sinuosités, il y a des tangentes qui pénètrent dans l'intérieur, d'autres qui n'y pénètrent pas. Il était donc bien nécessaire de donner une définition plus précise du contact.
11 n'aurait même pas suffi d'introduire la condition qu'à partir du point donné les points de la courbe pris dans les deux sens commencent par se trouver d'un même côté de la droite, car, dans beaucoup de cas, des droites satisfaisant à cette condition ne présenteraient nullement le caractère que l'on attache au contact. La définition que
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nous avons donnée, et à laf|iicll(; on s'est arrêté depuis Descartes, n'oHVe aucun de ces inconvénients.
LA DÉTERMINATION DE LA TANGENTE SE RAMÈNE A CELLE DE LA LIMITE Dl RAPPORT DE DKl X INFINIMENT PETITS.
203. La corde (jui joint le point de contact au point de la courbe qui s'en rapproche infiniment, étant infiniment petite, peut, de bien des manières, être considérc<î comme appartenant à des triangles infiniment petits. Or, dans tout triangle, les angles sont déterminés par les rapports des côtés, et l'on conçoit par là que l'angle de la sécante avec une direction connue peut dépendre des rapports des côtes de ces triangles ; d'où il suit que la direction de la tangente dépendra de limites de rapports crinfinimcnt petits. C'est ce que nous allons examiner avec détail, dans divers systèmes de coordonnées.
Coordonnées rectilignes. — Soient AX, AY {fig. 4''-) deux axes quelconques auxquels la courbe est rapportée ;
M le point où on veut lui mener une tangente, x et y s(;s coordonnées; M' un point de la courbe infiniment \i)i-iiti de M; S le point où la sécante MM' coupe AX.
La direction de la sécante est déterminée par le rapport
deM'I à MI, ou par son égal — , ou encore par la ligne SP,
j>uisque MP est Vj donné du point M. D'où il suit que la limite de la direction do la sécante, ou celle de la tangente, est déterminée par la limite du rapport des infiniment
200 ÉTVDE DES COCEBES.
petit?, M'T. "MI qui sont les accroissements correspondants (les X et Y, quand on passe du point M à un point infiniment voisin pris sur la courbe.
Lorsque cette limite sera connue, la tangente se construira facilement, soit en prenant à partir de M une longueur quelconque sur une parallèle à AX et menant par son extrémité une parallèle à A\ , dont le rapport avec la première soit la limite trouvée; soit en prenant une longueur PR, telle que PM ait avec elle ce même rapport.
Si, au lieu de construire la tangente, on veut calculer l'angle a qu'elle fait avec l'axe des x, connaissant l'expression ùv la limite du rapport ^^jj , on désignera par/» cette limite et Ion aura, en appelant h l'angle des axes,
sin a: ,. . /" sinf)
- — =t /H. d OU tans^ = sj
sin( 0 — a ) i- m cosf)
expression qui se réduit à m quand l'angle des axes est droit.
20G. Coordon/iéfS polaires. — Soient M (fîg. 43) le point où l'on veut mener la tangente, M' un point infini-
ment voisin, pris sur la courbe. La sécante sera déterminée si l'on connaît l'angle AMS, et la tangente le sera par la limite de cet asigle. C'est cette limite qui sera l'objet de notre recherche. En décrivant du pôle A comme centre un
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arc de cercle qui rencontre AM' eu I, et joignant DI, on aura un triangle infiniment petit MAI'I dont les angles ont des limites qui détermineront la limite de la direction ilM', et se ramèneront aux limites des rapports des côtés infiniments petits de ce triangle.
En effet, l'angle AM'M ne différant de AMS que de l'angle infiniment petit ^l'AM. à la même limite, qui est l'angle de la tangente avec AM, l'angle I du triangle isoscèlc .\IMest égal à A.MI. qui a pour limite un angle droit, puisque la sécante MI a pour limite la tangente au cercle ••n M, qui est perpendiculaire à AM. Il suit do là que la limite de l'angle l du triangle infinitésimal ^IM'I est un angle droit, et que la limite de son angle IM.M' sera complément de la limite de l'angle M', c'est-à-dire complément de l'angle cherché que la tangente fait avec AM.
Or on a
sinlM'At I\l sinlM.M' IM'
d'où, en prenant les limites des deux membres et désignant par |i l'angle cherché,
sinu ,. IM ,. IM
^ = 111117-7-7;, ou langa = lini TYT^-
cos ;x IM IM
On peut modifier cette formule et y introduire seulement les accroissements infiniment petits des coordonnées du point de la courbe. 11 suffit pour cela de remarquer que
la limite du rapport j-^ ne sera pas altérée si on remplace
la corde IM par l'arc de cercle, dont le rapport avec elle a pour limite l'unité. Or, cet arc est égal au rayon AM multiplié par l'angle au centre, qui est l'accroissement de l'angle du rayon vecteur avec .VX.
On aura donc
AM
lanfr;j. - A.M lini ^
ce qui ramène encore à la détermination de la limite du rapport des accroissements infiniment petits des coordonnées.
207. Coordonnées bipolaires. — Supposons maintenant que les points soient déterminés parleurs distances à deux pôles.
Soient M (Jig. 44) le point de la courbe où Ton veut mener la tangente, M un point infiniment voisin pris sur la
courbe et correspondant aux valeurs AH. BK des ravons vecteurs : ce point sera à la rencontre des cercles décrits de A et B avec des ravons respectivement égaux à AH et BR. Il s'agit de déterminer la limite de la direction de la sécante MM' quand MH et MK tendent ^er^ zéro. Tirons les cordes M H. M'R; prenons MC fini et constant, et menons par C une parallèle à M'H, puis par le point S, où elle coupe MM', une parallèle SX à M'K; les quadrilatères MHM'K. et MCSX seront semblables, et la limite de la direction de la diagonale MS sera la tangente cherchée. Or, pour avoir le quadrilatère limite dont la diagonale est la tangente, il suffit de connaître la limite de la longueur MX ; car les angles C et X ont pour limite l'angle droit, comme leurs égaux H et K. Et pour connaître la limite de MX, il suffit de connaître la limite du rapport de MK à MH. lequel est toujours égal au rapport de MX à la longueur constante MC.
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La queslion est donc encore ramenée à délcrniiner la iimile du rapport des accroissemenls infiniment petits des coordonnées AM, MB. On prendra ensuite sur les ravons vecteurs, à partir du point de la courbe, deux longueurs quelconques proportionnelles à leurs accroissements positifs ou négatifs, et dans le sens de ces accroissements: puis, par les extréttiilés, on élèvera des perpendiculaires sur les deux ravons, et l'on joindra leur point de rencontre au point de la courbe : celte ligne sera la tangente cherchée.
208. cintre système de coordonnées. — Considérons encore le système où les points seraient déterminés par leurs dislances à un pôle et à un axe fixe.
Soient A (/Ig. 45) le pôle, \'A l'axe et AU la direction, parallèlement à laquelle sont considérées les dislances à
Taxe; M le point fie la courbe où Ion veut monci' la tangente : les coordonnées de ce point seront AM, el PM parallèle à AU. Leurs accroissements, pour passer de M au point infiniment voisin M', seront MK, MH, el seront portés dans un sens ou dans l'autre suivant que ces coordonnées augmenteront ou diminueront; il s'agit de trouver la limite de la direction MM'.
Menons la corde de l'arc de cercle KM', puis prenons une longueur fixe MC sur la direction MH. el construisons le quadrilatère MCSX semblable ;i MM M K : sa diagonale
sera dans la direction ]Mi\I', et aura par conséquent pour limite la direction de la tangente en M.
Or, l'angle X égal à K a pour limite un angle droit; on connaîtra donc le quadrilatère limite de MGSX si on connaît la limite du côté MX, ou du rapport MC ; ÎNIX, qui est égal au rapport de MH à MK.
La question est donc encore ramenée à trouver la limite du rapport des accroissements infiniment petits des coordonnées, en passant d'un ])oint à un autre de la courbe donnée.
Quand cette limite sera déterminée, on connaîtra la limite du point X ; on y élèvera une perpendiculaire à AM ; par le point C on mènera une parallèle à Z\ : en joignant leur point de rencontre au point M, on aura la tangente demandée.
209. lieniart/iœ. — Dans ce qui précède nous avons supposé les points des courbes déterminés par des relations entre leurs coordonnées; et les infiniment petits au moyen desquels nous avons déterminé la sécante se sont trouvés naturellementétre les accroissements subis par les coordonnées dans le passage du point donné à un point infiniment voisin. Lorsque d'autres infiniment petits se sont présentés d'abord, nous ne nous v sommes pas arrêté, et nous avons toujours voulu arriver aux accroissements des coordonnées, parce que, les points de la courbe étant supposés déterminés par une relation entre ces coordonnées, leurs accroissements simultanés dépendaient l'un de l'autre par cette relation, et la limite de leur rapport en était une conséquence. Et comme cette relation est la seule donnée, c'est à elle qu'il faudra toujours avoir recours pour déterminer les rapports de tous les infiniment ])etits (pi'on voudra considérer. C'est pour cela (]u"ii était convenable de les ramener aux accroissements mi'mes des coordonnées.
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Mais, comme des courbes peiiv«nl èlre rléfiiiics autrement (|ue par des équations entre les coordonnées ordinaires de leurs points, il peut très bien arriver qu'on détermine leurs tangentes par dej limites de rapports dinfiniinenl j)elits dépendant de la définition même de ces courbes, sans chercher préalablement leurs équations dans les systèmes lie coordonnées le plus ordinairement admis.
APPLICATION' DES MÉTHODES PRÉCÉDENTES A QlELQrES EXEMPLES.
;210. Tangente au cercle. — En joignant au centre le point donné du cercle et un point infiniment voisin, ces deux ravons et la sécante l'ormi-nt un triangle isoscèle dont l'angle au centre tendra vers zéro, en même temps que la sécante tendra vers la tangente. Les deux autres angles du triangle ont donc chacun pour limite un angle droit ; et par conséquent la tangente au cercle est perpendiculaire au l'ayon mené au point de contact .
till. Tangente à l'hyperbole et <i l'ellipse. — Su])pr)sons les points de ces courbes déterminés par leurs distances aux deux foyers.
Dans l'hvperbole, les deux dislances croîtront d une même quantité, en passant du point donné à un point infiniment voisin; il faudra donc, d'après la règle donnée précédemment, porter, à partir du point de la courbe, sur les deux ravons vecteurs prolongés, des longueurs égales quelconques, élever à leurs extrémités des |ierpendiculaires à ces ravons et joindre leur point de rencontre au point donné. Cette droite, qui sera la tangente, partagera en deux parties égales l'angle des rayons vecteurs.
Dans l'ellipse. Tune des distances diminuera delà ménu' quantité que l'autre croîtra. Il faudra donc porter, à parti i-
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du point de la courbe, des longueurs égales sur l'un des rayons vecteurs, et sur le prolongement de l'autre élever par leurs extrémités des perpendiculaires à ces rayons, et joindre leur point de rencontre an point de la courbe : on aura ainsi la tangente, qui sera la bissectrice de l'angle formé par l'un des rayons vecteurs avec le prolongement de l'autre.
212. Tangente à la parabole. — Supposons les points de celte courbe déterminés parleurs distances au foyer et à la directrice. Ces distances devant toujours être égales, leurs accroissements seront égaux et de même signe. Il faudra donc, d'après la règle, prendre sur le prolongement du rayon vecteur et sur celui de la perpendiculaire à la directrice une même longueur quelconque, et élever des perpendiculaires à leurs extrémités respectives. En joignant leur point de rencontre au point de la courbe, on aura la tangente demandée. Il est évident qu'elle partagera en deux parties égales l'angle du rayon vecteur et de la parallèle à l'axe.
213. Tangente à la cjcloïde. — On appelle cycloïde la courbe engendrée par un point d'un cercle, qui roule sans glisser sur une ligne droite immobile.
Soient A {fîg. ^6) le point de contact du cercle et de la
Fig. 4G.
droite XY dans une (pnlcoïKpic de ses positions, M le
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poinl correspondanl de la cvrloïdi-. l'I O le i-ciilre du cercle.
Poui- avoir un point de la CNcloïde qui soit iidiniiiionl voisin de M, on prendra un are AN infiniment prlil >Mr le cercle, et AJV' égal à AN sur la droite fixe. Le point N, ])ar un déplacement infiniment petit du cercle, deviendra le point de contact en N', et il s'agit de déterminer la jjosition correspondante du point générateur ^I. Or, on pourra amener le cercle dans cette position en le faisant d'abord tourner autour du point O innnobiie, jusqu'à ce que N arrive en A, puis faisant mouvoir tout le svstcme parallélemi'nl à la droite fixe d'une quantité égale à AN'.
Dans le premier mouvement, M vient en M', en prenant l'arc MM'= NA; et dans le second mouvement M' décrit une droite M'M" parallèle à XY, et égale à AN', et jiar conséquent à l'arc MiM'. M" est donc un jioint de la cycloïde, ri il faut trouver la limite de la direction de la sécante MM'' quand AN tend vers zéro.
Or, si l'on joint MM', on i'ornicia un hiangle M.M'^I'. dont l'angle M' aura pour limite l'angle de la tangente IMT' au cercle avec la parallèle MV' à XY; et le rap|)ort des deux côtés qui comprennent cet angle a pour limite i, puisque l'arc MM' est égal à M'M' et (pie le côté MM' du liiangle est la corde de cet arc. Il suit de là <pie la limite du rapport des sinus des deux angles ]M, M" du triangle est i ; il faut donc que les limites de ces angles soient égales, puisqu'elles ne peuvent être supplémentaires, vu que le troisième angle est fini.
De celte égalité, et de ce que langle M" est égal à M'M V, et que la limite de la direction MM' est celle de la tangente Mï' au cerclé, il résulte que la limite de la sécante, ou la tangente à la cycloïde, partage l'angle Ï'M V en deux ])aities égales et, par conséquent, passe à rcxtrémilé B du diamètre mené par A. La normale est, par suite, la ligne M\.
Tan génie à la conchoïde
Celle courbe est le lieu des points M (/(g. 47) que l'on
l'ig- 47-
obtienl en lirant du poinl A des rayons AN à tous les poinls d'une droite indéfinie XY, el les prolongeant d'une quanlilé constante.
Le point C situé sur la perpendiculaire AB est le somniel de la courbe, qui est symétrique par rapport à AC. Soient M le poinl oîi l'on \cut mener la tangente, et AN' M' une sécante infiniment voisine de AJNM.
Du point A comme centre, décrivons les arcs de cercle MH, NI, on aura M'H = N'I, puisque M' N'= MN = IH. Dans le triangle rectiligne M M'H, l'angle H tend indéfiniment vers un angle droit; et par conséquent les limites des deux autres sont des angles complémentaires.
Le rapport Yp-r; fi donc pour limite la tangente de l'angle
limite de M', ou de cehji ipic forme la tangente MT avec le rayon MA.
Dans le triangle NN'I le rajipori -;-r-. aura de même pour
limite la langente de l'angle limite de N' ou de l'angle BNA.
Mais, CM (lixlsant Vuw par l'autre ces deux rapports, on
trouve
puisque les dénominateurs sont égaux. Et ce dernier est
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('gai à '^rrj qui est détermiiu'', ol est par coiiséqticnl l;i liinlle
du rapport des deux autres, et par suite le rapport des tangentes des angles TMA, BNA. Kt comme ce dernier est connu, l'autre s'en déduira, puisque sa tangente sera connue. La construction de cet angle est bien facile, d'après la |iroportion
tnngTMA TâiîilïNX
MA
Isa
Il suffira, en effet, d'élever la perpendiculaire AR au ravon vecteur AM, et de la couper par une parallèle menéir du point M à XY ; la droite qui joindra leur point de rencontre R au point ÎV sera parallèle à lu tangente, car on
aura
langRNA MA tangR.MA~ NA '
et l'angle RMA étant égal à B.\A, l'angle RXA le sera à i.MA.
2I0. Tangente à une courbe dont les points sont déterminés par deux angles.
Considérons une courbe dont tous les points .M ( fig. 48) ■-ont assujettis à la condition que le rapport des angles
MAB, MBA soit constamment égal à —, les deux poiiilH A et B étant fixes.
Si l'on prend un poinl M' du Heu, infiniment voisin de M, le rapport des angles M'AM, M'BM sera —> et le rapport de leurs sinus aura pour limite —
Prenons une longueur constante arbitraire MG sur le prolongement de AM, et construisons le quadrilatère MCSX semblable à MIM'H. Les diagonales de ces quadrilatères seront sur une même droite, et si l'on peut construire le quadrilatère limite de MCSX, sa diagonale sera la tangente cherchée en ^I.
Or, ses angles tendent à devenir égaux à ceux que forment entre elles les droites AM, BM; il ne reste donc qu'à connaître la limite du rapport des deux infiniment petits HM, MI, qui donnera la limite de la longueur MX. Or on a
HM sinHAM ma"" sinH '
MI sinHîM
MB" sini '
d'où
HM : Ml
MA sinHAM .. MBsinlBM sin H ■■ sini
et par conséquent
HM
MA,. sinHAAI MA,. HAM
'"" Mï -
MB'""sinIBM ^ MR '"" IBM"
ou
,. HM w MA
'""lïT -^ « :mb-
On connaît donc ainsi la limite de .j^; et par conséquent
la limite D du poinl X; il suffira donc de mener par G ctD des parallèles aux droites BM, AM; et la diagonale de ce parallélogramme sera la tangente à la courbe au point M.
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216. Dernier EXEMPLE. — On donne deux points A ^ B ' fig- A9) <?' une droite indéfinie X\. Deux angles de grandeurs constantes ont leurs sommets en A et B, et deux
tle leurs côtés se rencontrent en un même point de XY; SI l'on suppose que ce point se déplace d' une manière continue, le point de rencontre des deux autres côtés décrira une courbe, à laquelle on propose de mener la tangente.
SoienlM un point quelconque de la courbe correspondant au point de rencontre N des deux côtés AN, BN des angles donnés XAM, XBM. Nous regarderons les longueurs AN, BN, AM, BM comme connues, ainsi que tous les angles qui en dépendent, parce que toutes ces grandeurs sont déterminées par celle de CN.
Le point N passant à une position infiniment voisine N', le point correspondant M' de la courbe sera infiniment voisin de M, et il s'agit de déterminer la limite de la direction de lasécanle MM'. Comme dans quelques-uns des problèmes précédents, la question revient à trouver les limites des angles du quadrilatèreMIM'H, et du rapport des deux côtés contigus MU, Ml.
Or, les angles II et I tendent évidemment vers celui que
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forme un des côtés MA, MB avec le prolongement de
l'autre; leurs limites sont donc connues, et il ne reste plus
,. . 1 1- • 7 MH
qu a connaître la limite du rapport -rrr-
Remarquons d'abord que, d'après les conditions de la question, les angles M'AM, M'BM seront respectivement égaux à a et 6. On aura alors
MH sina MI _ sine
MÂ^sh^ï' MB^inn'
d'où
MH MAsinasinI
Ml MBsingsinH
et par suite, en observant que sini et sinH ont même limite, '
MH MA ,. sina
'"" Mr= MB ''"ihTi-
Le problème est donc ramené à trouver la limite de
^; — z : et il suffira pour cela de faire usage des deux triangles sinb ' ° °
ÂNN', BNN', qui donneront
sina N^' sin j5
CALCUL DES TANGENTES D'APRÈS LES ÉQUATIONS DES COURUES
Nous avons démontré que, lorsque les points d'une courbe sont déterminés par une équation entre leurs coordonnées dans un système quelconque, la détermination de la tangente en un point quelconque de celle courbe était ramenée à celle de la limite du rapport des accroissements infiniment petits de ces coordonnées. C'est donc à ce dernier problème de calcul qu'est ramenée la reciierclie, soit de léquation delà tangente, soit de l'expression de grandeurs qui détermineraient la position de cette tangente. Celle question, résolue pour la première l'ois par Deseartes, est celle qui va maintenant nous occuper.
217. Equation de la tangente à une courbe, donnée jxir une etfuation de degré quelcomjue en coordonnées recti lignes.
Soit F(.r, j') = o l'équation de la courbe, F(.r, j-) désignant un polynôme de degré quelconque en x el r- Soient ■3c',y les coordonnées du point où l'on veut mener la tangente ; :r'-4- h,y' -+- k celles d'un second point de la courbe ; s la sous-sécante. On aura
el.
/comme -r = h
■ - ) on 1
lùuri
ru 1
■ciup
laccj
lail De;
àcarles.
l)ii]
Melk
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Développant ensuite le premiei- membre de l'équation (2), les termes indépendants de h se détruiront, puisqu'ils ne seront autre chose que F(:r',j»-'); on pourra donc diviser par la puissance de h, qui sera commune à tous les termes. Le premier membre de l'équation (2) se composera alors d'une partie indépendante de h, et d'une suite de termes où h sera facteur à diverses puissances.
Cette équation ferait connaître s d'après /«, et, si l'on y fait tendre h vers zéro, s tendra vers une limite «, correspondante à la limite de la sécante, ou à la tangente. Cette limite de s se nomme la sous-tangente. Elle détermine la tangente, puisqu'elle donne le point où elle coupe
l'axe des x. ^lais il vaut mieux prendre le rapport— , qui
k est la limite de -y et donne le coefficient d'inclinaison de la
tangente, dont l'équation est alors
Il ne reste qu'à effectuer les calculs que nous venons d'indiquer d'après Descartes. Nous développerons le premier membre de l'équation (2) par deux opérations successives. Dans la première, nous formerons le développement de F(.r'-t- II-, y'), qui s'obtiendra en donnant, dansF(j;', j''), à la seule lettre x' \m accroissement/*; puis dans le résultat nous n'aurons à donner qu'à la seule lettre y' un accroissement k. De cette manière, l'opération totale est décomposée en deux autres plus simples, dans chacune desquelles il n'y a à considérer qu'une seule variable; ce qui ramène à une question traitée précédemment.
Désignons par F'(j;)la dérivée de F(a;,_7)par rapport à la lettre x, et par V{y) sa dérivée par rapport à k; de telle sorte que le terme général Pjt'" >" fournirait dans
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F'(x) le seul terme niPx"'~' v" et dans F'( ) ) le seul ternie /iPx^K""' . Nous pourrons développer F(x' ~r li,y^ comme il suit :
(3) F(ar'-^A,y) ^F(x',y)- AF'Ca-') - AA'-- BA'- ...
A, B, ... représentaiil, pour abréger, les dérivées successives par rapport à x de F(j:, )), divisées par des nombres connus, et dans lesquelles on remplace x^ y par .r', y' .
Changeant maintenant j-' en )'' — li dans les deux membres, le premier terme du second membre deviendra F( j:', y — k) et se développera ainsi
F(^,y-- /O = F(^',y ) — /.-F'(y » -r- \il;'- B, k'- - . . . ,
les coefficients A, , B, , ... représentant les dérivées de F (x, y) par rapport à v, divisées par des nombres connus, et dans lesquelles on substituera à x et r les valeurs x' , y qui peuvent être des nombres particuliers.
Le second terme hF'{x') delà formule (3) se dévelop- |)era d'une manière analogue, parce que F'(^') renferme j'^ qu'on y changera en k' ^- /.", ce qui changera F'(x' | en
F'{x') — A«k-niA-'-- ....
11 en sera de même des autres termes A/j-, ]Mû , ... de la formule (3), puisque les coefficients A, B, . . . d 'signent des polvnùmes renfermant x',jk'.
On voit donc que le développement de F(x' — h,y' f Aj aura F{x', y') pour terme indépendant de /t Jet /,•; les termes qui ne renfermeront qu'un seul facteur h ou k seront
/iFVx') -A-F'ry),
et tous les autres renfermeront a» moins diu\ de ces lacteurs, dont le nombre le plus élevé dépend, d'une ma-
nière facile à apercevoir, du degré du polynôme F{x, v) en ce et r.
Si mainlenant nous remplaçons, comme nous l'avons dit, /,par^— , le développement de F[x'~i-h, }'+/.) pourra se mettre sous la l'orme suivante / F(.r'-+- //,.)■■- /[-) ( --=F(^',y)-/(F'(x')-^- :^lF'(r')^ Mh^
M désignant un ensemble de termes où /* sera en facteur à divers degrés, depuis o jusqu'à une valeur dépendant du degré deF{x,_)-).
Nous avons ainsi efl'ectué le calcul primitivement indiqué; le terme indépendant de h est, comme nous l'avions pré\ u, F(x',y), et est nul, puisque le point (x' , r') est sur la courbe.
Comme le point dont les coordonnées sont ,r' -i- /',.r' -i- /. est aussi sur la courbe, on a
cl l'équation (4) se réduit à
o = hF'(x')^ -■'- F'ir')-^ M/(2.
On voit, comme nous l'avions encore annoncé, que h est facteur à tous les termes, et, en le supprimant, on aura
(5) o = F'(r')--'-F'(y)-^MA.
Celle équation, renfermant /i et ,<;, ferait connaître la valeur de la sous-sécante s pour une valeur déterminée de /i ; ce calcul serait sans intérèl et offrirait beaucoup de difficultés par la manière dont s entre dans M. Mais ce serait inu-
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tile pour noire ol)j('l, qui est de calculer la liniilc do s, ou de ; quand /( tend \ers zéro.
Faisant donc tendre /i vers zéro dans (5), et a désignant 1,1 limite de s, on ol)liendra, d'après le principe des limites, l'équation exacte
o = F'(x') -■^F'(y), doù
et l'équation de la tangente sera F'f jt'^
(:) jF'o-') ■xF'{x')-.yF-(y) rx'F'ix').
^liS. 1,0 second mendire de cette dernière équation rcnfermej'' et ^' an degré le plus élevé où ils entrent dans F(x' , y); mais on peut l'abaisser au nioven d'une |)ropriété des polynômes homogènes, qui sera généralisée plus tard.
Considérons, en cfTet, tous les termes de ce second membre qui ont le degré le plus élevé et constituent un polynôme homogène du même degré m que F(.r, r).
Un (|uelconquc d'entre eux sera de la l'orme Pj" x"'~". .Ses deux dérivées, par rapport à x et à )', seront
Itl'jn-t X'"- " et ( m — « ) P j«.f"i-" I ;
multipliant la première par v et la seconde par .r, puis les ajoutant, on aura les termes dey F'( )■) -•- xV(x') qui proviendront du terme Pj" j;'" " ; cette somme est mPj"x"^'". Tous les termes de degré /n de yF'(yj -■- x'F' (x') ne seront donc autre chose que les termes de degré m de F[x',y) multipliés |)ar i>i.
Celle propriélé, que nous venons de démontrer pour tous les polynômes homogènes par rapport à deux variables, permettra de simplifier l'équation (7), puisque tous les termes du degré m de son second membre pourront, au moyen de l'équation de la courbe, s'exprimer au moyen de termes du degré m — i au plus.
Cette simplication sera particulièrement utile quand les coordonnées x' , y' du point de contact seront des inconnues qu'il s'agira de déterminer.
Etjuation de la normale
La normale est la perpendiculaire à la tangente menée au point de contact; il sera donc facile de calculer son coefficient d'inclinaison d'après celui de la tangente, quel que soit l'angle des axes.
En supposant cet angle droit, ce qui est le cas le plus ordinaire, le produit de ces deux coefficients devra être — 1, et par conséquent l'équation de la normale sera
220. Trouver l' équation de la tangente menée par un point donné, non sur la courbe.
Soient a, ê les coordonnées du point donné, et x' , y' celles du point de contact inconnu; l'équation de la tangente sera toujours de la forme générale (7); et il restera à chercher les valeurs de x' , y' .
Les deux conditions auxquelles elles doivent satisfaire sont que x' , y' satisfassent à l'équation de la courbe, et a, 6 à celle de la tangente. On aura donc pour les déterminer les deux équations suivantes :
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La première ne sei-a que du degré m — i , après la simplilication que nous avons indiquée, la seconde étant supposée de degré m. Si l'on peut en tirer des systèmes de solutions réelles, chacun d'eux déterminera un point de contact, et par suite l'équation d'une tangente passant par le point donné a. ê.
Remarque. — La résolution des deux équations (8) correspond au problème géométrique de l'intersection des deux lieux géométriques représentés par chacune de ces équations, dans lesquelles on considérerait x' etj'' comme des coordonnées variables. L'un de ces lieux serait la courbe même; l'autre serait une ligne d'un degré moindre d'une uni lé.
Equation d'une tangente parallèle à une droite donnée
Soit a le coefficient d'inclinaison de la droite donnée, «m di'vni avoir
— a et Ff.r'. y) = o,
équations qui détermineront x' , y' , et par suite les diverses tangentes parallèles à la direction donnée.
La première de ces deux équations se déduirait de l'équation (7) en supposant que le point donné (a, ê) s'éloigne indéliniment sur une droite dont le coefficient d'inclinaison serait a.
Les points de contact pourraient encore cire construits par l'nlersection de la courbe donnée et du lieu de l'équation
_ F''>> _ F ( v> ~ ' ou
aV(y)— F'(x) = o,
qui sera d'un deg^-é moindre d'une unité que la j>roposée.
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On pourrait se proposer les mêmes questions pour les normales. La marche serait la même; mais le calcul serait plus compliqué, dans chaque cas particulier, parce que l'équation générale des normales n'est pas susceplii)le de la même simplification que celle des tangentes.
!222. ^/pplication aux courbes du second degré. Soit l'équation générale du second degré ( [ ) a y- — h xy -^ c .r- — dy -+- e x — y = o.
L'équation (6) de la tangente est, dans ce cas,
, ar,7-' ^- h y' — e . ,
-' ~ nay — bx -.- d '
L'équation (^), qui s'obtient en chassant le dénominateur, sera
\ y (lay' — b.r' ^^ d\-^ x {icx' ^ by' ^^ e) \ = v' {■>, a y' - - b x' — d i — .r' ( 2 c x — by' — e).
Les termes du second degré en x' clj' forment le trinôme
■i(ay'- -T- bx'y' — ex'-),
et d'après Téquation (i), (pii est satisl'aite par x' , y' , celte expression se réduira à la suivante
— •! ( dy' -'- e x' -,- f)
qui ne renferme plus ,1', r' qu'au premier degré. C'est la
simplification que nous avons démontréeen général (n" 218).
Le second membre de l'équation (3) se réduit alors à
— dy' — ex-' -if,
(le sorte que l'équation (3) peut s'écrire ainsi :
j 2 en -y' :- b i xy' — yx ) --- ■?. c xx' -h d(y -- y' )
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On emploie souvent celle l'orme à cause Je la syniélrie des termes, qui sont ordonnés par rapport auxcoeflicienls de l'équation de la courbe.
Si on veut l'ordonner par rapport à x et )', connue l 'é- (pialion (3), on obtiendra
l yiiay' - bx' -^ d)-^ x(->.CJr' -^ by' -^ e) \ ■+- dy' -r- ex' -^ 2/= o.
Mener une tangente par un point extérieur
Soient a, 6 les coordonnées du point par lequel il Aiul mener une tangente à la courbe représentée par l'équation (i). Nous prendrons l'équation (4) pour représenter la tangente au point inconnu [x', y). Il faudra alors exprimer que cette équation est satisfaite quand on y remplace les coordonnées courantes .r, )■ par a et ê, de sorte que les inconnues x\ y' devront être délerniinées par les deux équations suivantes :
ay'- -f- bx'y' -^ ex'- -t- dy' -r- ex' — y = o, lafiy' — b(y.y' -^ 6.r') - 2ci.r' -i- f/( 6 — v')
~ ri-i "■ ,/•' I - 2/' - o.
En éliminant j', on aura une équation du second degré, au plus, en x\ qui donnera deux racines, qui pourront être réelles, inégales ou égales, ou enfin imaginaires. Nous n'en- Irerons pas dans cette discussion, qui n'offre aucune difficulté.
22 i. La remarque que nous avons faite dans le cas d'une équation de degré quelconque ofiVe quelque chose d'intéressant dans le cas des courbes du second degré. Les deux équations précédentes étant séparément construites, en y regardant j;',j'' comme des coordonnées variables, ces deux lieux, par leur intersection, donneront les points dont les coordonnées sont désignées par jc',k', c'est-à-dire les points de contact des tangentes cherchées.
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Le premier de ces lieux sera la courbe proposée ; le second sera une droite ayant pour équation
,„ 1 2«8t - />{y.r - èx)-^ ic'xx — d(ê -^ y)
Sa l'orme est la niéiiic <jiie celle de l'équation des tangentes; seulement les coordonnées a, 6 du point d'où partent les tangentes remplacent celles du point de contact.
L'équation (6) est donc celle de la droite qui passe par les deux points de contact des tangentes menées par le point (a, 6), lorsque céte tangentes existent. SI ce point était sur la courbe même, la droite ne serait autre chose que la tangente en ce point. S'il était dans la partie du plan d'où il est impossible de mener des tangentes, ce qui a lieu quand les valeurs de ■r',^^' sont imaginaires, l'équation (6) n'en est pas moins réelle et représente encore une droite, mais qui ne coupe pas la courbe. Cette droite est ce qu'on nomme la polaire du point (a, ê), qui en est dit le pôle.
Dans tous les cas, la théorie des pôles et des polaires offre beaucoup d'intérêt dans l'étude des courbes du second degré ; elle fait partie essentielle d'un traité spécial de ces courbes, mais elle ne peut entrer dans le cadre que nous nous sommes tracé.
2!2o. Taiif^enle parallèle à une direction donnée. Soit )• = iiix la droite à laquelle la tangente doit être parallèle ; on devra avoir
ao.r'-^- by' ^- e
"xciy -\- ox —a
OU
(7) m(ay - bx' - ci')— 2. ex' — by' - - e = o.
Celte équation représente la droite qui joint les points de contact, en y regardant x' , y' comme variables. On voit qu'elle passe par le centre, quand il existe, parce que l'é-
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ijualion est satisfaite quand on pose
2a r' b.r' - d = o, f.cx - Ifv' ■ - e = o,
équations qui déterminent les coordonnées du centre quand elles ne sont pas incompatibles, auquel cas la courbe n "a pas de centre.
Dans tous les cas, l'équation (7) est celle du diamètre dos cordes parallèles à la droite donnée ; et l'on sait que, quand la courbe n'a pas de centre, les diamètres ne la rencontrent qu'en un seul point : il ne peut donc v avoir dans ce cas qu'une seule tangente parallèle à une droite donnée.
226. ^i>i>lication au J'olium de Descaries. — Dans sa discussion avec Fermai, Descaries proposa de calculer la tangente à la courbe avant pour équation
T^ — a-' -- n xy,
et particulièrement de déterminer l'ab.scisse du point où la tangente fait avec l'axe des .r un angle égal à la moitié d'un droit.
La méthode que Fermât avait fuit connaître, après celle de Descartes, ne réussissait pas dans ce cas.
Pour y appliquer la méthode que nous avons donnée, et qui ne diflTère pas de l'une de celles que Descaries avait données, nous ferons passer tous les termes dans le premier membre, el nous aurons alors
F' ( a- ) = Zt- — nr. V{r) = "iy- — nx,
il l'équation de la tangente sera
, nr' — 3j"'- , ,
' ■^ iy- — nx '
227. Pour trouver le point où la tangente fait avec l'axe des X un angle égal à un demi-droit, dont la tangente est égale à l'unité, il faut poser
ny' — Ix'"- -- 3j''- — nx' ,
fpiil faut joindre à celle que donne la courbe entre x'y'. En supprimant les accents, on a, pourdéterminerles coordonnées du point de contact, les deux équations
x^ - -y^ — iixy,
Le calcul peut être fait plus simplement que ne l'a fait Descartes, en remarquant que la symétrie de ces équations, par rapport à .r et^', conduit naturellement à prendre pour inconnues la somme et la dilférence de x et >'. Posant donc
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vantes
d'où résulle
les signes supérieurs se correspondanl, ainsi que les signes inférieurs.
On voit (|ue les deux \aleiirs de.r sont les mêmes que les deux valeurs de y, et c'est ce que Ion devait prévoir d'après la manière symétrique dont ces deux inconnues entraient dans les équations.
Ces valeurs sont précisément celles que Descartes a données après avoir inutilement demandé à ses adversaires de les trouver. Il v a ajouté l'expression de la distance des deux tangentes, ou de la largeur de la feuille de sa courbe. On l'obtient en prenant d'abord la dilTércnce des deux valeurs de x, qui sera la j)rojection de la droite <|ui joint les points de contact des deux tangentes, et leur est perpendiculaire, puis la divisant par le cosinus d'un demi-droit
qui est -— • On trouNC ainsi
n Jo. / 9.
228. Si Ion voulait connaîlre le point de cette feuille qui est le plus élevé au-dessus de l'axe des x, il faudrait exprimer que la tangente en ce point est parallèle à l'axe, ce qui donnerait
r- — nv ■-- o
( ■( iii- l'-quation, combinée avec celle de la courijc, donne
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pour valeurs des coordonnées de ce point
259. u-lutre exemple. — (considérons maintenant la courbe dont l'équation est
)' = ae'",
(i et m étant des lignes données.
Si l'on donne à ^ un accroissement /;, et qu'on désigne par k l'accroissement correspondant àç, y, on aura
y — k = ae'" ^
et par
conséquent
■JLi II Â- = ae"'U"' —
d'où
Ouest donc ramené, pour avoir la limite de y» a chercher
celle de —. — quand ti tend vers zéro. En posaut — = a, cette expression dexient
(3r, nous avons trouvé précédemment que, quand a tend vers zéro, — ; — a pour limite \a\ l'expression précédente a donc pour linulc — \e ou — ; donc
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et par conséquent le coefficient d'inclinaison de la tangente au point (j/, )■'), est
!230. Si l'on désigne par h l'angle de la tangente avec
l'axe des x, on aura
tanse = ■^■ m
Or, la sous-langente sur l'axe des x est généralement égale
à ^ , : elle est donc dans ce cas éçrale à m. langfj' °
La courbe proposée, qu'on nomme la logarithmique. jouit donc de la propriété que sa sous-tangente sur l'axe des X est constante.
L'équation de cette courbe pourrait être mise sous la
l'orme x ^= n\\- ou, en changeant les lettres, y m\--
!231. yl ut rtf exemple. — Prenons encore pour exemple la courbe dont l'équation est
y — a sin ^•
Le coefficient d'inclinaison de la tangente est la limite du rapport y ) Il et k étant les accroissements correspondants des coordonnées, à partir du point de contact. Or, quelle que soit la valeur de x, à laquelle on donne un accroissement /i, on aura
, ■ l ^ fi \ . ■'" . /' / j" /> \
/. = a sin ( 1 1 — a =111 — — ia sin cos | ) •
' fil /II/ m 2.111 \ni -xm I
, , , sin acosl — .
\/W 2//t/ Il
Donc
. h , , sin —
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La question est donc ramenée à trouver la limite de . //
Si dans cette expression on pose — = a, elle devient
I s Ml 2
et, comme a tend vers zéro, ^^ — a pour limite i .
sm
1 1 ■ • 1 ^.in^ I • • I 1 •
J^a limite de — ; a donc pour liniile 1 et 1 on aura
iirii cos — •
L'équation de la tangente à la courbe au point (.r', )') sera donc
r—y= TT. CVS '^ (X — .r' ).
il existe génébxilement une tangente es tout point d'une courbe quelconque.
232. La considération des tangentes est tellement utile dans l'élude des courbes, quil \ a intérêt à s'assurer si l'on peut en mener une en tout point d'une coui'be quelconque ; et comme son ex-islcnce dépend entièrement de la limite du rapport des accroissements infiniment petits des coordonnées, la question est ramenée à celle-ci :
Le in/>/)ort des accroissements correspondants d'une variable et d'une fonction continue (juelcont/ue de cette variable a-t-il généralement une limite finie, ijuand ces accroissements tendent l'crs la limite zéro ?
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233. Soit F(.r) une fonction continue quelconque de .r, que nous désignerons par )■. Considérons un intervalle quelconque dans lequel cette fonction varie dans le nu'mc sens, soit en croissant, soit en décroissant, quand .r croît d'une manière continue, de sa plus petite valeur Xo à sa plus grande X. Les valeurs correspondantes de >' étant désignées parj'o et Y, les valeurs de y varieront dans le même sens, par exemple en croissant, de l'o à V.
Cela pose, partageons l'intervalle X — j:,, en n parties égsles. Désignons par h une de ces parties, et par A,, k,, I;. A„lesaccroissementspositifssuccessifsde)', correspondant aux accroissements successifs II donnes à x. Nous aurons
\ — Xo = n/i, Y — l'o = Xi — A\ ■ . . . - kn, d'où
^ — ,v„ _ I Ikj^ /-î _ _ ^V \ — J^o ~ « h h ' " Il )
c'est-à-dire que le rapport invariable des accroissements finis de x et de y^ quand on passe de j",, à X, est la moyenne
arithmétique des rapports / ' 7^' • • • ' 7"' f]ncl que soit le
nombre entier n.
Si maintenant on fait croître /) indéfiniment, les termes de ces rapports tendront vers zéro, cl leur moyenne arithmétique étant toujours égaie ù la (juaiuité liiiio ^ - - , il
est impossible qu'ils tendent tous vers zéro, ou (pi'ils croissent tous indéfiniment.
Cette conclusion, relative à l'inlervalle X — x^^ pouvant être appliquée à toute partie de cet intervalle, il s'ensuit qu'il est impossible que, dans aucun intervalle fini, la valeur
de ' tende vers zéro, ou croisse indéfiniment pour toutes les
\aleurs de j". Ce n'est donc que pour des valeurs exception-
L)iB. — Méth. III. ig
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nelles et en nomlire limité que j peut ne pas avoir une limite finie; ce que nous l'oulions établi/-.
On reconnaît facilement qu'on aurait pu supposer inégaux les accroissements indéfiniment décroissants de x, en se fondant sur ce que la somme des numérateurs de plusieurs fractions divisée par la somme des dénominateurs est une moyenne entre la plus petite et la plus grande de ces fractions.
Nous avons supposé dans ce raisonnement que Y — i\, avait une valeur difi"érente de zéro. En ne s'assujettissant pas à cette condition, voyons s'il est possible que toutes les
valeurs de j aient zéro pour limite.
Or, si tous ces rapports tendent vers zéro, leur moyenne
y tendra aussi; et, comme sa valeur t^. — '—^ est constante,
elle ne pourra être que zéro. On aura donc Y ^,>'o- Et comme il en sera de même si l'on considère l'intervalle entre x,, et toute autre valeur choisie entre Xg et X, il en résulte que toutes les valeurs de j' correspondantes aux valeurs de T comprises entre Xq et X sont égales à jp- La fonction désignée par .r ne serait donc autre chose qu'une
constante; et l'on volt qu'alors non seulement v tendra
vers zéro, mais qu'il sera toujours rigoureusement nul. Le lieu dont l'ordonnée serait désignée par _;k serait donc une droite |iarallèle à l'axe des x.
234. Si Ion ^eut examiner riiv|)otlicse où tous les rapports J croîtraient indéfiniment, il suffira de remarquei'
([ualois tous les rappoiis réciprocpies j tendraient vers zéro, cl par conséquent, d'après ce qui vient d'être dit, on
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ile\ rail avoir X =3: Xq pour toutes les valeurs de r com|)rises rnlre l'o et \ ; il n'v aurait donc pas lieu de donner des ac- I roissements à x qui serait constant ; et le lieu serait une • Iroite parallèle à l'axe des _}'.
Les cas exceptionnels pour lcs(picls la limite de ' serait
nulle ou Infinie, c'est -à-dire pour lesquels j tendrait vers
zéro ou croîti'ait indéfiniment, correspondraient, dans un système de coordonnées rectilignes, aux points où les lan- {jentes seraient parallèles à l'un ou l'autre des axes; cela
résulte de la signification géométrique de la limite de j
dans un pareil s\stème.
On peut donc regarder comme établie la proposition suivante :
Le rapport des accroissements infiniment petits correspondants d' une fonction continue et de la variable dont elle dépend a généralement une linnte Jinie ; ou, en d'autres termes, les accroissements infiniment petits correspondants d'une variable et d' une fonction continue de cette variable sont du même ordre. Et, par conséquent, il existe généralement une tangente en tout point d'une courbe dont l'une des coordonnées est une fonction continue de l'autre.
235. Cette limite de rapport qui détermine la direction de la tangente est une fonction de x qui pourrait avoir des discontinuités. Si l'on considère deux valeurs de x entre lesquelles elle reste continue, il en résulte d'abord que la direction de la tangente variera d'une manière continue dans cet intervalle; mais il y a une autre conséquence qu'il importe de signaler.
Soient X et jr -r /( deux valeurs très voisines et Y {x).
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F (a') -r A' les valeurs correspondantes de la fonction ; les dérivées F' (jc) etF'(j:' 4- /; Sauront une très)ietilc diflércnce, qui tendra vers zéro, en même temps que //. IM;iis F'(./) diffère
<rautant moins de j que h est plus petit; donc aussi
F'(j' -f- II) dillÏTC très peu de j ou de — .- 1 et, comme — /i',
— // sont des accroissements correspondants de la fonction et de la variable à partir de a? -f- /;, il s'ensuit que la dcrivée de la fonction pour une valeur quelconque x -\- h de la variable peut être regardée comme limite du rapport des accroissements, soit qu on donne à la variable un accroissement posilij, soit qu'on le donne négatif.
Ce raisonnement supposant que F'(x) et F'(x + /i) aient une différence infiniment petite en même temps (pie /(, la conséquence ne subsisterait plus si F'(.r) n'était pas continue.
ASYMPTOTES DES BRANCHES INFINIES DES COURBES
23G. On appelle asjmptote d'une branche de courbe infinie une droite telle, que les points de la courbe s'en approchent indéfiniment sans jamais la rencontrer, à mesure qu'ils s'a\ancent indéfiniment sur la branche que l'on considère.
Si une branche infinie a une asymptote, l'écpiation de cette droite sera de la forme
en exceptant le cas particulier où elle serait parallèle à l'axe des y.
Or pour tout ])oinl de cette droite le rapport de )■ à x tend vers /i', à mesure que x augmente indéfiniment; il en sera donc de même ici du rapport des y k x pour les points
CHAPITRE \iii. 2y
lie la branche de courbe, puisque leur V' difTère de cebii de la droite d'une quantité qui Icnd vers zéro.
Celle remarque eunduit à la |iiii|ujsili()ii ^unaiile :
Lorsqu'une brandie de courbe infinie a une asyniplole, onaura le coefficient (l'inclinaison de celte droite e/i cherchant la limite du ra/>/>orl - pour tes points de celte branche lorsque x croit indèjininient.
El il csl évident que celte proposition subsisterait encore pour les asymptotes parallèles à l'axe des )'; mais nous les examinerons à part tout à l'heure.
237. Le coefficient /x étant connu, si fnti mène par l'origine A (Jig- 5o) des axes, obliques ou rectangulaires, une droite AU qui ait /• pour coefficient d'inclinaison, elle
sera parallèle à l'asvmptote qu'on suppose exister, et, les points M de la branche devant s'approcher indéfiniment de celle dernière, leur dislance Ml à AU, estimée parallèlement à l'axe desj', aura pour limite la dislance de l'asymploteà AU; cl, comme. MF eslégalà MP — IPou à l'ordonnée de la courbe diminuée de kx, on obtient celte seconde proposition :
Quand on a déterminé le coefficient d'inclinaison k de l'asymptote, on aura son ordonnée à l'origine en cherchant lu limite de j- — kx pour les points de la même brune f:e, dont on fait croître l'x indéfiniment.
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Réciproquement , si, pour les points d'une Ijranche infinie de courbe, la différence )' — kx a une limite l, k étant une constante trouvée ou choisie, n'importe comment, cette branche aura une asymptote dont l'équation sera
puiscpie la différence entre les ordonnées des points de la courbe et celles des points de cette droite tendra vers zéro.
Pour les asymptotes parallèles à l'axe des x, on aura A' = o, r — A.r se réduira à y et il faudra calculer la limite de )•.
Pourlesas^mplotes parallèles k Taxe des )', /c serait infini, et ce n'est plus )• — A\r cpie l'on considérera. Mais on fera pour l'axe des )• ce que l'on vient d'indiquer pour l'axe des .e ; et la limite des x, quand y croîtra indéfiniment, fera connaître, si elle existe, les asymptotes parallèles à l'axe des )■.
238. Remarque. — Il est très important de s'assurer, comme nous l'avons recommandé, qu'il existe réellement une branche de courbe, ou que les valeurs de j' tirées de l'équation de la courbe sont réelles : car on ne serait pas
assuré qu'elle existe par cela seul que les limites de - et ensuite dej' — kx seraient réelles. Il pourrait se faire en effet que les expressions de - et y — Aa^ renfermassent, outre des
termes réels, une partie imaginaire tendant vers zéro, quand x croît indéfiniment. Alors les limites seraientréelles, et cependant, y étant imaginaire, la branche de courbe n'existerait pas.
239. Dclermliuilion des asymptotes dans un système de coordonnées polaires.
CHAPITRE Mil
SoientA(/î,^. 5i )le pùle, AX Taxe, BU une asvniplole, M un point quelconque de la brandie de courbe, r el » ses coordonnées, a Faiigle UBX el /> la iierpendiculaiic AI abaissée du pôle sur lasymplole.
Menons par le pôle AV, parallèleà lîL , et par M une perpendiculaire H.MP à ces lignes.
Puisque BU est asymptote, MH tendra vers zéro, et Ml* vers AI ou p. La limite de la direction AM sera donc la même que celle de la droite AH, et sera, parconséqueiil , A\ . Doù l'on conclut les propositions suivantes :
1° Si une branche infinie a une as) iitptote, on connailid l'angle a qu'elle Jait avec l'axe polaire, en clierchanl la. limite de la direction du rayon vecteur meno à un point de cette branche, t/ui s'éloigne indêji niment du pôle.
2° On aura la distance de cette asymptote au pôle, en cherchant la limite du produit /•sin('j — a) ou encore de /•(» — a), puisf/ue 'i — a tend vers zéro.
11 est prestjue inutile de faire remarquer que le principe de la substitution des innniineiit petits démontré dans le cas des limites de rapports s'applique aux produits dont un des facteurs est infiniment petit el l'autre infiniment grand. El, en effet, le facteur indéfiniment croissant est égal à l'unité divisée par une quantité indéfiniment décroissante, et l'on retombe ainsi dans le cas du rapport de deux infini, ment petits.
Réciproquement, si Ion trouve que, pour une certain*'
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valeur d'un angle a, le produil r s\n(if — a) tend vers une limite p lorsque le rayon vecteur réel r des points de la courbe croît indéfiniment, il existe évidemment une asymptote faisant l'angle a avec l'axe et située à la dislance p du pôle.
ylpplicatioii à des con/bes de degré quelconque dans un système de cooidonnées reclilignes.
240. Considérons une équation dont le premier membre est un polynôme entier d'un degré quelconque m entre les coordonnées rectilignes a\r^ et partageons-la en groupes de termes de même degré. En mettant dans chacun d'eux en facteur la puissance de x de même degré que le groupe, l'équation pourra s'écrire ainsi :
S'il manquait quelques groupes, il suffirait de remplacer par zéro les fonctions qui multiplient les puissances correspondantes de X.
Cherchons d'abord les limites finies du rapport - que
nous désignerons par p, et pour cela divisons l'équalion (i) par .?■'"; elle deviendra
A mesure que x augmente, tous les lermes qui renferment X en diviseur tendent vers zéro, puisque nous ne nous occupons que des valeurs finies de /»; et il en résulte que, pour toules les branches infinies qui satisfont à cette condition,/) tend indéfiniment vers les racines réelles de l'é-
CHAPITRE XUl. 2g
qiialion
Ce n'est donc que parmi ces racines qu'il faiil cherclier les coefficients d'inclinaison do toutes les asymptotes non parallèles à l'axe des i'.
Soit k la valeur dr l'une d'elles : il ne reste plus qu'à chercher si >• — Ax a une limite quand JC croît indéfiniment, y étant l'ordonnée de la branche correspondante à la racine k, et qui est l'une des valeurs de v' qui satisfont à l'équation (i); posons
i. - 1' , ' y — KX - /, il ou •— = A ~ >
et substituons celte expression •- dans l'équation (i); elle deviendra
Or, les fonctions F, /, 'z,. ... étant entières et rationnelles et la valeur que nous considérons pour la variable étant
/,■ = -, on pourra, comme nous l'avons vu, les développer suivant les puissances de - > et l'on aura
' Tj T l.-l X^
Substituant ces développements dans l'équation (3) et ob-
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servant qu'on aF'(/i)i=o. on obtiendra
j"'«-2-ii A ) .r'"'' -i {k) t — . . . = o
Divisant le premier membre par J""'~', les termes indépendants de X seront
F'i/.-i/ J\ln\
les antres, avant ./- en dénominateur, auront zéro pour limite quand x croîtra indéfiniment, et, par conséquent, la limite l de t satisfera à la condition
V\k)l /(/.) VU.) (6) r=--kx
i donne l -^ — ■,,,— V • On aura donc une asvmptote dont
Si k --= o, l'équation se réduit à v ^ — ^tt^ et re
equaluju sera
|)résente une parallèle à l'axe des x., et par un procédé analogue on trouverait les asvmptotes parallèles à l'axe des I .
Si l'on a f\k)--- o, l'équation de l'asvmplote sera r = kx et représentera une droite passant par l'origine.
Si F'(A)=o sans qu'on ait/(A)^o, l'équation (5) est impossible, et il n'v a pas d'asvmptote correspondant à cette valeur de k.
Si Ton avait en iui'mic temps F'(/.).-o, J\k)^= O, l'équation (6) ne déterminerait pas /. Pour en trouver la valeur, il faut introduire ces deux conditions dans l'équation (4), qui, divisée par x"'-'-, donne pour termes indé-
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pendants de x
Les autres renfermant x au ilénominateur aiironl /.( ro imur limite, et la valeur limite /de t satisfera à ri^iuatioii
qui peut présenter encore divers cas pailiciiliers, dont la discussion ne peut offrir de di(fieult(''s.
242. Xous avons \u que les «''quations des asymptotes parallèles à l'axe des x élaienl renfermées dans la formule; générale (6). Mais il est plus simple de les trouver directement, et le même procédé s'a|)p!iqiiera aux asvmptotes parallèles à l'axe des v.
En ordonnant l'équation de la courbe par rapport à ./•, on la mettra sous la forme
Si l'on divise par j?™ et qu'on fasse croître ./; indéfiniment, les valeurs de y restant finies, elles tendront à rendi'e F( v) égal à zéro.
Si donc on désigne par /, /', /', . . . les racines réelles de l'équation
les é(piations d'asymptotes parallèles à l'axe des x seront
Pour avoir les asymptotes parallèles à l'axe des x. on ordonnerait l'équation de la courbe par rapport à )•; et si F(jr) désigne le coefficient de la plus forte |)uissance de r, il suffira de poser
et si a, a', a", . . . sont les racines réelles de cette équation,
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Ifs équations des asymptotes parallèles à l'axe des y seront X = a, X = a', J" = a", ....
Exemples divers.
243. Prenons d'abord pour exemple l'équation du second déféré
o )- -- lixr -i- cX' ~ dy - <>.'•-/'= o. On a dans ce cas
l" ( /. I ap- - - bp — c = o, F'ip) -- -xap- b, f { p) = dp - e.
Les valeurs de k seront donc les racines de l'équation
ak- hk — f = o :
elles seront imaginaires si Ton a b- — \ac < o, ce qui est
le cas de l'ellipse, qui en effet ne peut avoir d'asvmptote,
puisqu'elle n'a pas de brandie infinie.
Si l'on a b- — /\(ic <C o, ce qui est le cas de l'hyperbole.
, — h-^Jb- — irtc , , ,, • - 1
on aura /,■ = — valeurs réelles, ineajales el
différentes de — — ■
Les deux asymptotes seront renfermées dans l'équation
dk -^ e
y = kx
■la
et il n'y aura aucun cas d'impossibilité, puisque l'on ne pourra avoir iak -\- b ^= o, vu qu'il en résulterait
Mais si b- — Aac ---= o, on a /: = > iak 4- ^ ^ o, el
le terme tout connu de l'équation (6) serait infini. Ainsi, dans ce cas, qui est celui de la parabole, les brandies infinies n"oTil jias d'asvmptote.
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2ii. Considérons mainlenanl la courbe qu'on appelle lejblium de Descartes, et dont réqualion csl
y^-i- x^ — 3 « :iy = o ;
il n'y a pas d'asvmptolcs paraiièlcs au\ axes, puisqu'on ne j)eul égaler à zéro le coefficient de la plus haute puissance de r ou tic ./;.
!.«'> (onctions que nous avons désignées par
sont, dans le cas actuel,
p^-\, 3/»-, — 3fl/).
La valeur de /■ est la racine réelle unique de l'équation
laquelle est — i. L"é(juation de l'aïNiuptolc unique de cette
courbe sera donc
2io. Exemple ou l' équation (6) ne reprcsenle pas une asymptote. — Nous avons dit qu'il ne suffisait pas (pie les
limites de — et de_v — kx fussent réelles et finies pour que
l'équation (6) représentât une asymptote; inais qud fallait en outre que les valeurs de )' fusseni réelles quand x croît indéfiniment, c'est-à-dire qu'il y eût une liranche infinie réelle. Nous allons montrer par un exemple la nécessité de s'assurer dans chaque cas qu'il en est ainsi. Soit
l'équation
x''(y — a)- — bx- — c = o.
En appliquant la règle pour trouver les asymptotes parallèles à l'axe des x, on posera
iy — af = o, ou y = a.
Maintenant il faut s'assurer si r reste réel quand x croît indéfiniment. Or l'équation donne
et cette valeur est réelle, quelque grand que soit x, si b est ])0silif ; mais elle est imaginaire depuis une certaine valeur de X, si b est négatif. Dans le premier cas, l'équation y = a est celle d'une asymptote ; elle ne l'est pas dans le second.
DIVERS ORDRES D 'iXFlXI.IIE^T PETITS.
iiU). Dans toutes les questions où l'on considère des limites de rapports ou de sommes d'infiniment petits, on |)eut altérer ceux-ci de quantités infiniment petites par rapport à eux-mêmes, sans que les limites, et par conséquent les solutions, soient en erreur. Il importe donc de faire un classement régulier des infiniment petits, et de poser à cet égard quelques théorèmes généraux relatifs à des cas simples qui se présentent fréquemment.
Nous dirons d'abord que deux infiniment petits sont de même ordre, lorsque leur rapport a une limite finie. Et en ne considérant d'abord que les questions où il n'y a qu'une seule variable indépendante, et où la valeur d'un infiniment petit entraîne celle de tous les autres, le premier ordre infinitésimal comprend tous les infiniment petits (lu même ordre que celui que l'on a choisi pour indépendant.
Le second ordre comprend tous ceux dont le rapport à l'infiniment petit indépendant, ou à tout autre du même ordre, est un infiniment petit du premier.
Le troisième ordre comprend tous ceux dont le rapport à un infininit ni petit du second est un infiniment petit du premier.
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El généralement le n'''"' ordre comprend tous ceux dont le rapport à un inflniment petit du (n — i)i''nif ,,^1 infiniment petit du premier.
D'après cela, il est facile d'exprimer par des formules générales les infiniment petits de tous les ordres, en fonction de celui qui a été choisi comme indépcndanl.
En effet, si l'on désigne ce dernier par a. ri par /, la limite du i-apporl d'un autre infiniment petit à celui-là. 7.(/i- — w) exprimera la valeur du second, to étant infiniment petit. Ainsi l'expression générale des infiniment petits du second ordre sei-a
.Maintenant tout infiniment petit du second ordre avant un rapport du premier ordre avec tout infiniment petit du premier, par exemple avec a, sera le produit de a par a(A" -|- w), /.- étant un nombre fini quelconcpie et a infiniment petit. La formule de tous les infiniment petits ilu second ordre sera donc
En continuant ainsi, on arrivera, pour tous les infinimcn! petits de l'ordre /i. à l'expression générale
Les divers ordres d'infiniment petits sont donc proportionnels aux puissances de l'infinimenl |)etil in<lépendanl. Entre deux ordres entiers consécutifs il ^ a uni! infinité d'ordres fractionnaires, correspondant aux exposants intermédiaires entre les deux entiers consécutifs; mais ils se rencontrent moins souvent.
Nous allons donner quelques exemples géométriques simples d'infiniment petits de divers ordres, et quelques propositions qui sont d'une application fréquente.
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TRIAXGLES INFINIMENT PETITS.
247. i" Supposons un triangle ABC dont les trois angles tendent vers les limites a, 6, y et les trois côtés a, b, c vers zéro. Les rapports des côtés auront pour limites les rapports des sinus des angles a, ê, v.
Ainsi, par exemple, on a les équations exactes
a sinA ,. a sina b sinli b siiio
.Mais il II V a aucun inconvénient à écrire
a sina sina
V = -;^s ou a = b — — ^; 0 sino sino
si a est un terme d'un rapport ou d'une somme dont on
cherche la limite; car -=-' ayant pour limite '-r—p^ en dilTère b •' ^ sinb
d'une quantité infiniment petite lo, et l'on a
a sin a h ?in a
= —. — p - - tu ou « = — .— „ -I- 0(0. b sino sino
... 1- ] I .. 6 sina
Ainsi, en prenant, au lieu de a, la partie -^-«- > on ne-
' r '1 sinb
glige une quantité infiniment petite par rapport à a, ce qui, dans la question supposée, ne donnera aucune erreur dans les résultats.
Or il V a souvent beaucoup d'avantage à substituer ainsi les angles limites aux angles variables, comme nous le verrons par quelques exemples.
2° Dans un triangle ABC dont l'angle A tend vers un angle droit et les côtés vers zéro, on peut calculer le côté a par la formule
au lieu de la lormule exacte
a- — b- -;- c- — 'ibc cos A.
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Car cosA tend vers zéro; donc aftccosA est inliniinciil petit par rapport à abc, et, à plus forte raison, par rapport à b-^c-, qui est toujours plus grand que abc.
Ainsi a- difière de b- ^r c- d'une quantité inlinimcnl
petite par rapport a lui-même; ou encore jvz^n <* ))our
limite Tunité.
Doù il suit nue — a aussi ixiiir liiiiilc l'unité, ainsi
que toutes les puissances de ce rapport.
On pourra donc substituer ^/>- — c- à et toutes les lois que cette quantité sera un terme d'un rappori ou dune somme, dont on n'a à considérer que la limile.
248. Ordre infinitésimal, de diverses lignes qu'on a souvent à considérer dans un triangle rectangle infiniment petit. — Soient A ^fig. 5a) Tangle droit du triani;l<'
ABC, dont le côté AB ou c est infiniment petit du premier ordre, ainsi que l'angle B; Al la perpendiculaire abaissée de A sur riiy|)oténuse. On aura
AC - c tariirl'., AJ csinH. CI = c sin B laiisr Tî,
et, comme sinB et langB sont du même ordre que B. puisque leur rapport à B a une limite non seulement finie, mais encore égale à l'unité, il en résulte que AC et AI sonl infiniment petits du second ordre, et IC du troisième. Calculons maintenant la différence de l'iiypoténusc au Dm. — Aféth. III. ,o
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côté adjacent h l'angle infinimenl pelit,
ic sir BC — BA = -^. — c =
et, comme sin — est du premier ordre, ainsi que c, il s ensuit que BC — BA est du troisième.
Le segment CI étant aussi du troisième, on peut se proposer de trouver la limite de son rapport à BC — BA. D'après
les formules précédentes, ce rapport a pour valeur — j. •
1 sin* -
Mais la limite ne sera pas changée en substituant à chacun de ces sinus Tare correspondant dont le rapport à ce sinus
est l'unité; on trouve ainsi 2 pour limite de 775 rr;; de
CH
sorte que, si l'on décrit de B comme centre l'arc AH, -^
tend indéfiniment vers -; et le point II peut être regardé
comme le milieu de CI, à une c[uantité près infiniment petite par rapport à CI. On peut donc regarder CI comme double de la différence BC — BA.
Mais si l'angle A n'était pas droit, ou ne tendait pas vers un angle droit, IH serait infiniment petit par rapport à CI, qui pourrait par conséquent être pris pour la différence BC — BA.
I2i9. Triaui^le in/inimenl petit ayant un côté infiniment petit par rapport à un autre.
Soit BC {fig. j3) infiniment petit par rapport à AB;
CHAPITRE Mil. 3oy
o.n abaissant 151 |)rr|K'n(liciilairc sur A<',. — mi siii \
sera plus petit (pie p-r' (pii. par- lixpôllièse, csl iiiriiiiineiiL
petit; il en sera iIduc de même de siiiA, et jiar suite de l'angle A, qui est aigu d'après rii\j)Otlièse.
Quant au rapport '-r-\i' ■' ■' iit'icssaii-einent pour liiuile l'unité, puisque la diderence de ces deux termes est moindre que le troisième côté BC, et que, par hypothèse, ce dernier est inlinimenl petit par rapport à l'un des deux.
Corollaire. — 1. 'angle CAJÎ avant pour limite zéro, il s'ensuit que, si l'un de ses côtes tend mis une directio;: limite, soit que A reste fixe, soit qu'il se déplace, l'aiitie aura pour limite la même direction.
Et plus généralement, si par un mouvement quelconque deux points A et B (Jig. 54) se rapprochent indéliuimcnt
l'un de l'autre, de manière que la direction AB tende à lire parallèle à une certaine droite; que l'on considère deux points A', B' dont les distances respectives à A et B soient infiniment petites par rapport à AB : la direction A'B' tendra vers la même limilc (pu- \l!. lui elfet, il a été
prouvé que l'angle B'AB a pour liniite /,( ro, pnisipie -r-y est infiniment petit; que, de plus, y-- a pour limite l'unité. De là résulte que ^r^ csl infiniment petit, puisque, par
liypolhùse, ^;r^ l'csl; donc l'angle A'B'A est infinimenl
petit ; donc, enfin, les droites A'B', AB font entre elles un angle dont la limite est zéro, et par conséquent leurs directions ont la même limite. Cette proposition a des applications assez i'réquentes.
2o0. Tiiangle ajanl deux angles injiniment petits du premier ordre.
Soient A et B {Jig- 55) les deux angles infiniment
petits; abaissons Cl perpendiculaire sur AB, et clierchon> d'ahord quelle serait la limite de la position du point C, qui est la même évidemment ([ue celle du point I, si on laissait AB invariable pendant que les angles tendraient vers zéro.
Or on a
AI
laiisB
IB
tan^' A'
AI
= li
tan£;B
ta 11 n; A ~
donc
Si donc on connaît la limite du rapport des deux angles infiniment petits du même ordre, on aura la limite du sommet C, en partageant AB dans un rapport inverse de cette limite.
Supposons maintenant que le côté AB soit lui-même infiniment petit du premier ordre, et proposons-nous d'évaluer la différence entre sa longueur et la somme des deux autres côtés.
CHAPITRE XIII
Or on a
AC ^ AI := , — et BC — BI
cosA cos B
cl la somme de ces deux difTérenccs est la différence cherchée. Mais chacune d'elles est un infiniment petit du troisième ordre au moin--, puisque AI et BI sont moindres que
vn (jiii est du iireinier- ordre, et que siti- - et sin- - sont
du second ordre. Ou peut même dire qu'elles sont précisétiu'iit du troisième ordre toutes deux, dans le cas suppose où A et B sont du même ordre; car alors les deux segmenUs AI et IB sont dans un rapport fini avec AB, et sont par conséquent du premier ordre. Il résulte de là que la différence entre AB el A(] + CB est un injininicnt petit du troisième ovdre au moins.
Ou, en d'autres termes, cette différence est du même ordre que le cube de AB.
L'ordre de cette différence s'élèverait si les angles ('taieiii d'un ordre plus élevé que le côté; il s'abaisserait dans le cas contraire.
2oI. Triangle ayant un. angle infiniment petit du premier ordre, compris entre deux côtés infiniment petits du premier ordre.
Soit A ifig. 56) langle donné; la somme des deux
Fii;. 5(1.
autres a pour limite deux droits. On peut mainlenanl faire plusieurs suppositions sur les deux côtés donnés.
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Si Ja limite finie de leur rapport est différente de riinité, la somme des deux angles opposés ayant pour limite deux droits, l'un de ces angles tendra nécessairement vers zéro, l'autre vers deux droits. Car, sans cela, le rapport limite de leurs sinus serait nécessairement l'unité, contrairement à lu supposition.
Supposons maintenant que la limite de leur rapport soit l'unité. Il peut alors se présenter trois cas.
1° Si leur différence est du second ordre, prenons AB' = AB; B'C sera du second ordre. Mais BB' est du second ordre à cause du triangle isoscèle ABB', qui donne
BB' = 2 AB sin -; ainsi BC, opposé à l'angle obtus B', sera
du même ordre, et le rapport -t— ^ a une limite finie quelconque. Or l'angle B' tend vers un angle droit: donc l'angle B'BC, et par suite C, a une limite finie qui peut être quelconque, et dépend du rap|)ort de CB' à BB'.
2" Supj)osons que leur diflérence soit d'un ordre compris entre i et 2. Alors, BB' étant du second ordre, B'C d'un ordre moindre, et BC le plus grand côté du triangle BB'C, comme opposé à l'angle obtus B', il s'ensuit d'abord que BC est du même ordre que B'C, et même que leur rapport a pour limite l'unité, puisque leur différence, étant moindre que BB', qui est du second ordre, est infiniment petite par rapport à ces lignes mêmes. De plus le rapport
jr;-^ avant zéro ijour limite, l'angle C tendra vers zéro, et,
par suite, l'angle ABC vers deux droits.
3" Soit la différence d'un ordre supérieur à 2. Alors -^r^,
a pour limite zéro; donc l'angle B'BC a zéro pour limite, et l'angle ABC a la même limite que ABB', ou un droit : il en est de même, par suite, de l'angle C.
Si l'angle A était d'un ordrequelconque/», au lieu d'être
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du premier coinnie les côtés, il faudrait, dans ce ijui pr»-cèdo, substituer i 4- m à :>..
Ji(irnar(/ue. — 11 est bon de remarquer que dans ces trois cas, c'est-à-dire toutes les fois que le rapport des deux côtés donnes a pour limite l'unité, le troisième est infiniment petit par rapport aux deux autres, i/uel (pie soit ni.
INFiMÎIKNT l'KTITS CO.VSIDÉItÉS DANS LES COI RBES.
252. SoienlMiy/^. ôy) un point quclconqiied'une('Ourbe rapportée à des axes rectangulaires AX, A\ ; AP el .MP les
Fig. 5-.
coordonnées x,y de M ; PP' un accroissement infinimenl petit/i donnéàx; IM' l'accroissement correspondant / de )•; IMT la tangente à la courbe au point M; S son point de rencontre avec AX; O le point de la courbe à partir du(picl on estimera les longueurs des arcs.
Avant fait croître x de la quantité inliniment petite arbitraire PP' =A, qui déterminera le premier ordre infinitésimal, toutes les variables qui dépendent de x prendront des accroissements du premier ordi'c. Ainsi, en prenant pour ces fonctions l'ordonnée, la longueur de l'arc, l'inclinaison de la tangente sur l'axe des x, et menant en M' la tangente, qui coupe la première en R, leurs accroissements respectifs, M'I. MM'. lIîM'. seront du prcMiiier ordre.
C(;la posé, l'angle 'l'R-M', extérieur au triangle MRM',
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sera égal à la somme des angles à la base MM' ; d'où il résultera que, s'ils sont du même ordre entre eux, ils seront du premier ordre comme leur somme : et si l'on supposait que l'un d'eux iVit infiniment petit par rapport à l'autre (ce qu'on verra plus tard ne pas être), le plus grand des deux sera encore du premier ordre.
La corde MM' et la tangente MT seront encore des infiniment petits du premier ordre, puisque la limite du rapport de MM' à MI, ou PP', est la sécante finie de l'angle TMI, et ([Lie le rapport de MT à MI est celte sécante même.
2o3. Ordre de la différence de ï ordonnée de la courbe
el de celle de la tangente.
r ■ T.M' siiiTMM' ,
IjA proportion ttttt = ^— r„- donne
' 1 iMM sinT
Or MM' est du premier ordre; cl le sinus étant du même ordre (pie l'arc, puisque la limite de leur rapport est i, sin TMM' sera du premier ordre comme l'angle TMM' ; il en résulte donc que TM' est du second ordre.
Mais si l'on menait de M' une droite faisant un angle fini quelconque avec la tangente, la partie interceptée aurait un rapport'fini avec TM' ; de là résulte cette proposition :
Si par une extrémité d'un arc injinitnent petit du premier ordre on mène une tangente, et par l'autre extrémité une' sécante faisant un angle fini ijuclconque avec cette tangente, la partie interceptée entre la courbe et la tangente sera un infiniment petit du second ordre.
2oi. Di/Jérence d'un arc injiniment petit à sa corde ou à ses tangentes.
La lonLMicur d'un arc MM" est comprise entre la corde
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MM et la somme des tangentes qui l'emeloppenl, MR — MR.
Or celle corde est du premier ordre, cl les angles ;idj;icents sont du premier ordre au moins; la difFérence entre le côté MM' du triangle MRM' et la somme des deux antres est donc du troisième ordre, d'après un tliéorème précédent. Donc, puisque l'arc est compris entre ces deux grandeurs, il s'ensuit que :
La différence entre un arc injiniino.nt peut et sa curdc. ou la somme des tangentes à ses extrémités, est du troisième ordre.
iJoo. Considérons ni:iintenant la laiigenle MT qui fait un angle aigu avec la direction TP'.
La corde MM' est moindre que M T; et si l'on décrit un arc de cercle M'N du centre M a\cc le ravon MM', PsT sera la dilTérence de MT avec l'arc M.M', à un infiniment petit près du troisième ordre. Mais les côtés du triangle rectiligne M'NT étant du même ordre, puisque tous ses angles ont des limites finies, il s'ensuit que NT est du second ordre comme TM'. Et comme un infiniment petit du second ordre, plus ou moins un du troisième, est encore un infiniment petit du second, il s'ensuit (jue :
La tangente MT est plus grande (pie l ' iirc MM', et ipie la différence est du second ordre.
L'autre tangente est moindre que l'arc, et la difrérence esl encore du second ordre.
Nous avions déjà reconnu que l'arc est plus grand que l'une des tangentes, et plus petit que l'autre.
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COMMENT LA CDXSIDÉRATUJiN DES LIMITES DE RAPPORTS D'LNKIXIMENT PETITS RAMÈNE TOUTES LES VARIATIONS A L'UNIFORMITÉ.
2oG. Nous avons t'iahli cctlc proposition, que :
Quelle que soit la nature de deux giandeui's ijui dépendent l' une de l'iiutre par une liaison quelconque, il y a i^énéralernent une limite Jinie jwur le /apport de leurs accroissements infiniment petits.
Quand on a choisi l'une des grandeurs pour variable indépendante, l'autre en est une fonction; son accroissement dépend deraccroissement de la première, et en même temps de la valeur de la variable, à partir de laquelle cet accroissement a lieu; le rapport de l'accroissement de la fonction à celui de la variable indépendante est aussi fonction de ces deux quantités ; mais la limite (îe ce rapport ne dépend plus que de la valeur de la variable. On lui donne le nom de Jonction dérivée, ou simplement dérivée, de la (onction proposée.
C'est, comme on voit, une extension de la notion de dérivées que nous avions donnée dans la théorie des fonctions entières. Elle se rapportera maintenant à des fonctions continues quelconques. Nous la désignerons toujours par le même signe : ainsi, x désignant la variable indépendante et F {x) la fonction, sa dérivée sera représentée par F'(jr); de sorte que, si h désigne raccroissement infiniment petit ([ue l'on donne à x, on aura
n Iim - , — l< (r ,
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el l'on a démonliv (n° :23oj ([11011 trouve la inùiiio liniilipour ce rapjiorl. quel que soit le siffne de /(, pourvu que la ibnction désiifnée par F'(.r) soit conliiiue par rapport à X.
207. La |)ri(pi)sili()ii générale exprimée parla lornuile (i) conduit à des eonsi'-quenees iinportaiites.
En efi'et, puisque le rapport variable a pour limite F'(.r), il est égal à F'(x) augmenté d'une quantité, positive ou négalive, dont la limite est zéro. Si on la désigne par m, on aura
ou
(2) Yi J- ~ /i) — F(x) — //[FUor)-' 10].
Celle formule permcl de généraliser une proj)osition précédemment établie dans le cas des fondions entières. On voit, en effet, que si F'(x) n'est pas nul, to. avant pour limite zéro, finira par devenir el rester niDiiidn' (pie F'(.r), de sorte que le signe F'(.r) + oj restera coiistanimeiit le même que celui de F'(x); d'où se conclut la proposition suivante :
L 'accroisseinenl d' une fonction (jiwLomiuc est de même signe //ne celui de la variable si la dérivée de cette Jonction est positi%'e; il est de signe contraire si elle est ncgatii'e.
208. Il résulte de la formule (2) que l'accroissement de toute fonction peut être considéré comme composé de deux parties dont l'une, V(x)h est proportionnelle à l'accroissement de la variable indépendante, et l'autre, /< w, est infiiiimenl petite par rapport à la première. On pourra donc, dans toutes les questions qui ne dépendront que des limites de rajjporls ou de sommcsd'inliniment petits de nièmi' ordre
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que ces accroissements, négliger la partie /im, et remplacer F (x ~h h) — F (a;) pa.rF'{x)h, sans qu'il en résulte aucune erreur dans les équations obtenues en passant aux limites.
On pei.l donc énoncer la proposition suivante :
Toute Jonction peut être considéfée comme croissant uni/or mê/n en t en même temps (pie la variable indépendante, jiounni (pie ce soit dans un intervalle infiniment petit .
Et, par conséquent, si l'on partage un intervalle fini quelconque en intervalles infiniment petits, l'accroissement fini de la fonction pourra être considéré comme composé d'une suite d'accroissements infiniment petits, vai-iant tous unifijrmément dans leurs intervalles respectifs, avec des coefficients différents, qui sont les valeurs F'(x) correspondant aux commencements de ces intervalles.
On voit ainsi comment, par la considération des infiniment petits, les variations les plus complexes sont ramenées à des variations uniformes ; ce qui est le plus grand degré de simplicité qu'on puisse désirer.
Dans bien des circonstances on donne le nom de coefficient à la constante par laquelle il faut multiplier les accroissements d'une variable indépendante, pour obtenir ceux d'une fonction qui varie uniformément entre certaines limites. Il serait donc naturel de donner celte dénomination à la quantité constante F'(x) par laquelle il faut multiplier h pour avoir l'accroissement de F [x), entre des limites infiniment petites. Nous pensons donc qu'on pourrait appeler la dérivée le coefficient d' accroissement de la fonction. On l'a désignée quelquefois sous le nom de coefficient différentiel de la fonction; la dénomination que nous proposons nous paraît indiquer d'une manière plus nette le rôle qu'cllejoue dans l'expression de l'accroissement de la fonction.
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Exemples de vciriations uniformes sii/islitiiecs à des variations complexes .
259. Si l'on considère la c.ourljc ;i\aiil jiniir l'ijiialion
raccroisscmcnl inlniiiiiLMU petit ilc ripi(li)ini('-e correspondanl à l'accroissenieni A do Tabsci-ssc sera considéré comme étant F'(.r) /<, qui est raccroissemenl de l'ordonnée de la tangente au point dont l'abscisse est x. Ce sera donc remplacer la courbe par sa tangente dans un intervalle infiniment petit, qX substituer ainsi une variation uniforme ci la variation compliquée de V ordonnée:.
2(50. Dérivées des aires des courbes planes. — En considérant d'abord une courbe rapportée à des axes rectangulaires, et l'aire comprise entre une ordonnée fixe et Tordonnce variable correspondante à l'abscisse ./■, l'accroissemcnt que prendra celte aire quand x preruha un accroissement infiniment petit /( ne difl'ércra du rectangle construit sur // et sur l'ordonnée que d'une quantité infiniment petite par rapport à cet accroissement : cela a été démontré précédemment; d'où il résulte que la limite du rapport de l'accroissement de l'aire à h sera l'ordonnée même F(x).
On pourra donc prendre V{x) h coininr l'accroissement de l'aire, dans un intervalle infiniment jtclll.
En coordonnées polaires, l'accroissementde l'aire décrite par le rayon vecteur r, et correspondant à un accroissement // de l'angle, ne difTère du secteur circulaire dont l'angle au centre serait /* que d'une cjuantilé infiniment petite par rapport à ce secteur. La limite du ra])p(jrt des accroissements, ou la dérivée de l'aire par rap|)oit à l'angle, sera
donc égale à — •
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Il en résulte que. /; reslant infiniment petit, raccroissement de Faire peut être représenté par l'expression — h. <lont la variation est uniforme.
Déiii'ée d'un rue de courbe plane
Soit O lorigine des arcs s. M un point quelconque de la Via. 58.
courbe, MM son accroissement correspondant à laccroissement PP' de l'abscisse {fig- 58).
La dérivée de l'arc étant la limite du rapport -^^ sera
MT
égale au rapport . ., ? puisque la limite du rapport de MT
à MM' (Si l'unité. Et comme l'angle TMI a pour tangente F'(j). le rapport -^r^ sera égal ày/ 1 -i- ¥' {x)-. La dérivée de l'axe par rapport à l'abscisse est donc
et, si l'on désig-ne par h l'accroissement infiniment petit de l'abscisse, celui de l'arc pourra être représenté par l'expression simple
Il v/i F'( x)K
Dthivée d' U7i solide ou d' une surjace de rcU'olution
L'aire comprise entre une ordonnée fixe, l'axe des j:, l'arc et une ordonnée variable d'une courbe quelconque, engendre, en tournant autour de l'axe des x, un solide qui, lorsque Vx extrême croît de h, augmente d'un volume compris entre deux cvlindres, dont la limite du rapport est l'unité. L'un d'eux a j)our mesure ~j-li ou 7:F(.r)-/i; et,
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par conséquent, la limite du rapport de raccroisscmeiil du volume à /(, ou la dérivée du volume. c>l t. F (y)'- .
L'accrois.sement infiniment petit du \cilunie, dont l'expression exacte pourrait être trè.s cuniplujuéc, peut donc être remplacé, dans les cas où on ne calcule que des résultats dépendant des limites, par l'expression simple -F(,/-|i//.
DE LA COIRBLRE DAXS LES LIIINKS l'LAXES
263. On appelle courbure d'un arc fini l'angle des tangentes extrêmes. C'est la quantité dont la direction de la courbe dévie en passantd'une extrémité à l'autre; elle peut être regai'dée comme l'accroissement de l'angle formé par la tangente avec im axe fixe, quand le point do contact passe d'une extrémité à l'autre.
Dans un même cercle la courbure varie proportionnellement à l'arc; dans toute autre courbe, cette proportion n'a plus lieu. Mais quoique complicjuée que soit la loi suivant laquelle varie la courbure d'arcs, considérés comme croissant uniformément à partir d'un point d'une courbure quelconque, on peut obtenir la loi sinqde de l'uniformité comme dans le cercle, en no considérant (jne dos arcs infiniment petits.
En effet, désignons par s les arcs comptés à partir d'un point O de la courbe (Jîg. 5q) ; on pourra considérer l'in-
Fig. rii).
clinaison -i de la tangente sur l'axe des x, par exemple.
ffunme étant iinr fonclion de s que nous désignerons par F(.t).
Soit OM une valeur quelcon([ue de .s, et MM' un accroissement infiniment petit, que nous désignerons par // ; l'accroissement correspondant de cd sera l'angle TIT' des deux tangentes MT, M'T' ou la courbure de l'arc MM';
TIT' et la limite du rapport -rrjrr, sera la dérivée de F(s) par
rapport à .v.
Donc, d'après le théorème général surles accroissements
infiniment petits des fonctions, on aura
TIT' = ,MM'[F'{s) + (o|,
et, par conséquent, en négligeant le second terme MM', w, (|ui est infiniment petit par rapport au premier, on pourra prendre F'(.ç).MM' comme égal à la courbure de l'arc, sans qu'il puisse en résulter aucune erreur dans les résultats, qui ne dépendront que des limites de rapports ou de sommes. De cette manière, la courbure de l'arc infiniment petit MM' sera regardée comme variant proportionnellement à cet arc. On se trouve donc dans les mêmes conditions que si MM' était un arc d'un cercle qui, pour une unité de longueur, donnerait une courbure égale à F'(s) : et la considération des infiniment petits ramène encore la variabilité à l'uniformité.
2Gi. Cercle de couihiii'e. — Il était donc liés naturel d'appeler F'(^) la courbure au point M, rapportée à l'unité de longueur, et de prendre, pour la faire connaître, le rayon du cercle ((ui donnerait la même courbure F'(.v)MM' que la courbure proposée pour la même longueur MM'; ou encore qui donnerait F' (5) pour courbure de l'arc à l'unité.
Ce cercle s'appelle le cercle de courbure de la courbe au point M. Son rayon étant le rapport d'un arc (pielconque à l'angle des rayons extrêmes, (jui est égal à la courbure de
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cet arc, sera égal à l'arc égal à l'uni lé, divisé par sa courbure, qui est F'(i). Le rayon du cercle de courbure sera donc
263. Centre de courbure. — Si lOa place lo cercle de courbure langenliellemcnt à la courbe au point M, de manière que sa concavité soit du même côté de la tangente, la position occupée alors par son centre est ce (pi'on nomme centre de courbure de la courbe en ce pomt. Or nous allons démontrer que ce point, qui est î\ la rencontre de la normale commune en M, et d'une autre normale quelconque du cercle de courbure, peut être considéré comme la limite de la rencontre de la normale en M et d'une normale infiniment voisine à la courbe proposée.
Soient, en cfTct, ^V{Jig. 60) un point infiniment voisin
de M; iMS, M'Slcs normales à la courbe en M et ^I'; Ml, M'I les tangentes. Décrivons un cercle sur SI comme diamètre ; il passera par M et M', et son arc MM' ayant même corde que l'arc MM' de la courbe, ces deux arcs auront pour limite de leur rapport l'unité. Or, Tangle MSM' étant inscrit dans le cercle, on aura
nrcMIM'
Me th. III.
3oa
d'où
arc MI M' MSM' '
et pai- suite
MAI
Or cette dernière limite est le rayon du cercle de courbure. Donc IS a pour limite le rayon de courbure en M, et la limite du point de rencontre delà normale en M et d'une autre normale infiniment voisine est le centre de courbure.
Jt.x'enip/fjs tués du inoiwemeiil lectiligne varié.
266. Le mouvement uniforme d'un point est celui dans lequel les espaces qu'il parcourt dans des temps quelconques sont proportionnels à ces temps. L'espace parcouru pendant l'unité de temps se nomme la -vt^ewe du point dans ce mouvement.
Tout mouvement qui n'est ni uniforme ni composé d'une suite de mouvements uniformes, de durée finie, se nomme mouvement varié continu.
Soit, dans un pareil mouvement,
la relation entre le temps et la distance à une origine fixe, prise sur la droite suivant laquelle se meut le point.
L'accroissement de x, ou l'espace parcouru par le point lorsque le temps / croît de //, sera égal à F'(^) h, plus une quantité infiniment petite par rapport à l'accroissemenl même. On pourra donc, dans tous les cas où il ne s'agit (|ue de limites, prendre pour l'esjiucc parcouru dans le temps k l'expression
c'est-à-dire subsliluer ;m mouvement varié un iiunivcment
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unilorme, dans lequel la vilesse serait
Fin.
On a donc éU- iialiirellemeiil coiidiiil à appeler F' (t) la vitesse du mobile à l'iiislanl délcrniiné par /, quelle (pie soit la loi du mouvement varié.
267. y4ccél(;ratio?i. — Dans un mou\t'(nen[ vai'ié quelconque, la vilesse, telle que nous venons de la définir, varie à chaque instant. Le cas le plus simple est celui où elle varie unilorniément avec le temps. Dans un pareil mou\ement on nomme accélération la quantité constante dont elle croît dans chaque unité de temps, et ce mouvement est dit uniformément accéléré. On y comprend le cas du mouvement uniformément relardé, c'est-à-dire dans lequel la vitesse décroîtrait uniformément quand le temps croîtrait uniformément, en regardant alors l'accélération comme négative. Dans un mouvement de ce genre, l'accroissement de la vitesse dans un temps quelconque est égal au produit de ce temps par l'accélération.
Cela posé, considérons un mouvement rectiligne quelconque, représenté par l'équation
■ I proposons-nous de calculer Faccroissement f[ue prend la \ilesse quand le temps augmente de /;.
Or, la vitesse étant représentée ])ar la (hhisée F'(/), son acci'oisseraent pourra être considéré, daprés le théorème génértd, comme composé de deux parties, la première égale au produit de h par la dérivée de F'( /), ([ue nous désignenms par F''(<), plus une quantité infiniment petite par i.ipport à ce produit.
Donc, dans toutes les questions où l'on n'a en vue que les lirniles de rapports ou de sommes d'infiniment petits, on [lourra considérer raccroissement de la vitesse dans le
temps /( comme égal à
Doi'i l'on voit (jue l'on jjeiiL considérer le mouvemenl varié qu.dconque comme remplacé dans un temps infiniment petit par un mouvement uniformément varié, dans lequel l'accélération serait V" [t ), ou la dérivée de la vitesse par rapport au temps.
On a donné naturellement le nom ^'accélération, dans le mouvement varié, à cette quantité F' (/), qui est réellement celle du mouvement qui peut remplace^' le proposé à l'instant donné, pendant un temps infiniment petit.
268. Obseruafion. — Ces exemples sulfisent pour bien faire comprendre comment, et à quelle condition, les infiniment petits ramènent les variables les plus complexes à la considération de l'uniformité. Il suffit pour cela de décomposer la grandeur en parties infiniment petites; mais la partie négligée pour obtenir l'uniformité n'est sans influence sur les résultats que lorsqu'ils dépendent seulement des limites des rapports ou des sommes de ces éléments infini ment petits.
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PROBLÈME LWERSE, OU DÉTEUiilXATION DES COUKBES PAR LEURS TANGENTES.
269. Dans ce qui pri'-code, nous avons su|)posé que tous les points d'une courbe élaient donnés, soil par une équation, soit par un mode quelconque de génération, et nous nous proposions de trouver la tangente en un quelconque de ses points. On pourrait réciproquement se donner l'équation générale, ou un mode de génération de toutes les tangentes à une courbe inconnue, et se proposer de déterminer le point de la courbe qui se trouve sur une quelconque de ces tangentes. Ce ])roblème inverse se résoudra au moven de la proposition sui\unte :
Le point de contact d'une tangente à une courbe t/uelconque est la limite de son point de rencontre ai'ec une tangente injininient voisine.
Pour le prouver, soient T.MT' {J'g- fii ) une tangente fixe,
M son point de contact, .M' un ])oirit dr la couriic infiniment voisin de M, LiM' la tangente en M', et I son point de rencontre avec T'T. La corde MM' tend vers zéro lorsque M' tend vers sa limite M, et c'est le plus grand côté du triangle MIM'; car, d'après la définition de la tangente, la
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sécanle MM', tendant \ers zéro, fait avec la tangente en M ou M' un angle dont la limite est zéro; l'angle I, opposé à MM', tend donc vers deux droits; et le côté MM', opposé au plus grand angle, est le plus gTand du triangle. La distance IM, plus petite que MM', tend donc vers zéro, et par conséquent le point flxe M est la limite du point de rencontre I de la tangente en M avec une tangente infiniment voisine.
De là résulte la solution du problème qui consiste à déduire tous les points d'une courbe de la connaissance de ses tangentes. Pour cela, on considérera l'une quelconque de ces dernières, et l'on cherchera sa rencontre avec une tangente voisine, d'après les équations connues de ces lignes, ou d'après la loi donnée de leur construction : on déterminera la limite de ce point lorsque la seconde tangente s'approche indéfiniment de la première; on connaîtra ainsi le point de la coui-be qui se trouve sur une tangente quelconque : le problème revient alors à une recherche ordinaire de lieu géométrique.
Observation. — Il est bien certain que, si l'on admet qu'il y ait une courbe tangente au système des lignes données, on la trouvera par le procédé que nous venons d'indiquer. Mais si l'existence de cette courbe n'était pas admise, il est facile de reconnaître que celle que l'on obtient ainsi sera effectivement tangente à toutes les droites du svstèrae qui auront des points communs avec elle. En effet, considérons deux de ces droites telles que, dans le passage continu de l'une à l'autre, chacune rencontre toujours celle qui suit, et faisons passer une courbe par tous les points de rencontre successifs de chacune d'elles et de celle qui la suit, ce qui peut se faire d'une infinité de manières. Chaque droite sera coupée par celle qui la précède et par celle qui la suit, en deux points qui seront d'autant plus près du lieu de limite, que les droites sont plus voisines ; la distance de ces deux points
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OU la corde interceptée par la droite dans la courbe variable peut donc devenir moindre que toute [grandeur donnée; et, par conséquent, les droites du système sont aussi pré^ qu'on voudra d"ètre tangentes à la courbe variable. Donc, enfin, la limite de celte dernière,, ou le lieu des points limites, est tangent à toutes les droites.
270. Cette propos'tion est un cas particulier d'une plus générale dont nous ne nous occuperons pas en ce moment. ISous nous bornerons à faire remarquer, en passant, que, les centres de courbure étant les limites des points de rencontre des normales successives, ces droites sont tangentes au lieu des centres de courbure.
Nous allons maintenant donner quclciucs exemples de la détermination des courbes par leurs tangentes,
271. On donne deux points jixes B, G {fig- 62) sur deux droites indéfinies AX, AY. Lne droite MN se meut
Fig. (îa.
AI
de manière que l'on ait constamment la proportion H.M : .M.\ : : .W ; MC. Trouver la courbe a laquelle elle est constamment tangente.
Pour cela, on cberchera :
1° La limite du point de rencontre d'une quelconque de ces droites avec les droites infiniment voisines;
2° Le lieu de ces points limites, pour toutes les positions d.- .MN.
1° Soient
AC^o, \P,rr-.b, A\ = i/, AM^c;
on aura, pour toutes les positions de MN,
l> — (• : ('::«: o — u, d'où ai' -^ bu = ab,
et pour la position jM'ÎX', on aura
rt(r~M'.M)^6(i/ — NN') = a6:
d'où résulte
b . y\ — « M M — o, ou — ,-rT = —■ ' A A (t
et le point O', limite de O, sera déterminé par la limite du
MO rapport^-
Si par j\r on mène une droite M'I parallèle à AX, la
UN
" \.\' ^ MM N.\' ~ V a
MO' bu
AO' av
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I av — bx)- — la-by — lab-x —- a-b- — o,
ce qui détermine une parabole tangenle en B et C aux deu\ droites A^ , AX.
!2T!2. Luc (hoito mobile NM con/janl les deux droitex fixes AX , AY de telle sorte que AM -^ AN .<otf égale à une constante a, trouver la courbe à laquelle elle est constamment tangente.
Si 1 on pose A\ - ti, AM - c, la condition donnée sera exprimée par l'équation
La droite MX est donc déterminée par une é(|ualion qui n'est qu'un cas particulier de la précédente, et correspond
La solution de la question proposée s'obtiendra donc en faisant b = o dans celle de la précédente, ce qui donnera (a-f-a- — y)---= \ar.
iJT3. La droite MN (//g-. 63) se meut de telle sorte que Vvj,. 63.
le triangle AMN qu'elle détermine par ses intersections avec les lignes données AX, A\ ait une aire constante ; on demande la courbe à laquelle elle est constamment tangenle.
Pour cela, il faudra d'abord déterminer la limite I du point où celle droite, dans une quelconque de ses positions,
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est rencontrée par une droite qui s'en approclie indéfiniment, en satisfaisant constamment à la condition de l'aire invariable; et ce point I étant connu, pour une position quelconque de MN, on cherchera le lieu de ces points, pour tontes les positions de cette droite.
1° Soit O l'intersection de la droite ÎMN par une autre infiniment voisine M'N'.
Les deux triangles MOiM', JNON' seront équivalents, et, comme ils ont l'angle égal à O, on aura
."MO.M'O r_. NO. NO, et, passant à la limite,
Tïï'= M'.
Le point I est donc le milieu de MN.
2° Pour avoir le lieu des points I relatifs à toutes les positions que prend MN, en supposant que le triangle AMN soit constant, ou que l'on ait AM.AN= /?i-, soient x, y les coordonnées de L on aura
k\\=-i.y, AN = 2.r,
et par suite
Le lieu est donc une hyperbole ayant pour asymptotes AX, AY.
ii74. Une droite MN {fig- 64), (/ni a itiie longueur Fig. ti',.
constante m, se meut de manière que ses extrémités res-
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lent sur les côtes d'un angle droit \ AX: on denuinde la
courbe à laquelle elle est toujours tangente.
Soit M'N' une posilion infinimenl voisine do MN ; ces
lignes se coupent en O, et il s'agit de trouver la limite I de
ce point. On la connaîtra si l'on détermine la limite du
MO . Ml
rapport YyT' qui ne sera autre que p--
Si de O, comme centre, on décrit les arcs de cercle M'H. NK, on aura MH = KN', puisque M'iN'=M-\; et
comme le rapport j^-^ a évidemment la même limite que
Yy^j il suffit de connaître cette dernière, qui est la même,
d'après les triangles semblables, que celle du rapport des cordes M'H, XK. Or ccdernier esll'acile à obtenir au moyen des triangles rcctilignes infiniment petits MM'Il, NN'K. Si l'on désigne leurs angles par la lettre du sommet, on aura
M'H _ sinM K\ sinN'
MTI " TmOI ' K\' ^ sinN ' d'où
sin.M smN
Mais les angles II et K. avant pour limite des angles droits, les limites des angles aigus dans chacun des triangles sont complémentaires. Ainsi la limite de M' est le complément de M; d'ailleurs la limite de N' est MNA: donc la limite de N sera complément de MNA. De sorte qu'en égalant les limites des rapports de la dernière proportion, on aura
,. M'H tan;; M
^K tangMi\A °
donc
M,= A^, M=ML
d'où il est facile de déduire les coordonnées x, r du point M, car on a
_:L _ MI .r _ M .
A.\ m A Al m '
donc
et Ion aura l'équation entre jc, y en éliminant AM, AN
entre ces deu\ équations et la suivante AM t- AJN =^ ru'-. On trouve immédiatement
qui est l'équation du lieu demandé.
275. Il peut se faire que les considérations géométriques soient moins commodes que le calcul algébrique, et voici la marche qu'il faut suivre alors.
L'équation générale des droites données renferme un paranu'lrc qui change de l'une à l'autre. Soit a ce paramètre ;
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cette équation sera donc de ht forme
F et /désignant des fonctions connues.
Changeant a en « + h, on aura l'équation d une droite voisine, qui sera
y ~ j-F{a - - h)- fia - - li \:
l'abscisse du point de rcnconlre sera donc donnée par l'équation suivante :
Il faut maintenant faire tendre h vers zéro, et chercher la limite de x; ce sera l'abscisse du point cherché, et l'équation de la droite fera connaître par suite l'ordonnée.
Mais si on laissait l'équation sous cette forme, elle n'apprendrait rien en prenant les limites de ses deux membres, puisqu'on ne trouverait autre chose que 0 = 0. Le plus ordinairement il est facile de voir les réductions qui s'opèrent par les soustractions indiquées, et on reconnaît un facteur commun li à tous les termes; en le supprimant et passant aux limites des deux membres, on obtient alors la valeur limite de x.
Mais rien n'est plus facile (|ue de l'ot-rnub-r le résultat en général. En effet, si l'on divise [)ar A tous les termes de la dernière équation, et (pi'on prenne ensuite les limites, on trouvera, d'après la définition et la notation des dérivées des fonctions,
xV'{a) — /'[ a)= o.
Celle équation, jointe à la première j- =: xF(a)-'- /(a), détermine les deux coordonnées du point du lieu, et l'équation du lieu lui-même résultera de l'élimination de a entre ces deux équations. Si, pour la facilité des calculs, on ne réduisait pas à l'unité le coefficient de r, on aurait trois
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fondions de a au lieu de deux, et l'on procéderait d'une manière tout à fait semblable.
Prenons, par exemple, le cas traité précédemment, où les droites mobiles jouissent de la propriété de déterminer ourles côtés d'un triangle \AX des segments dont la somme soit égale à une constante a.
Si l'on désigne par a le segment de l'axe des x, l'autre sera u — a, et l'équation générale des droites
iy ~-'{a — a 1^ = a(ct — a);
changeant a en r--li, il ^ient, en retranchant les deux éirualions membre à membre,
rh — xli = ah — iih — h-, ou, en divisant par h.
Cette équation, conjointement avec la première, détermine le point de rencontre, qui varie avec h. On aura sa limite en supposant h = o, ce qui réduit la seconde équation à
<'t 1 on voit que c'est comme si l'on avait pris les dérivées par rapport à a de tous les termes de la première.
L'élimination du paramètre x entre ces deux équations donne léquation suivante
qui est celle du lieu, et coincïde avec celle qui a été trouvée dans le second exemple. Nous généraliserons ces théories par la suite ; nous nous écarterions de notre objet en nous y arrêtant plus longtemps.
CH\P1TRE XV
Caustique par réflexion.
276. Soit F (^ig. 65) un point d'oit émanent des rayons de chaleur ou de lumière, qui x'iennent se réfléchir sur une
courbe donnée, de telle sorte que le rayon réfléchi Jasse avec la normale le même angle que le rayon incident : un demande la courbe à laquelle tous les rayons réfléchis sont tangents.
Celle courbe, en lous les poinls de laquelle il se l'ait une plus grande concenlralion de chaleur, ou de lumière, qu'aux aulres points du plan, se nomme caustique. Pouren 'l>'- terminer un point quelconque, il iaul considérer deux 'avons infininienl voisins F^I, FM', et chercher la limite lu point de rencontre F' des rayons réfléchis.
Les deux normales en M et M' à la courbe donnée se renconlrenl en iln point O, dont la limite est le centre de courbure en M; et le rayon de courbure R en ce point sera la limite de MO et de M'O. Posons
FM = a, F. MO - w = OMF', FM'O : cV = O.M'F'; il est facile de voir que Ton aura
F -r- lu — O -^ lo', F' - - (u' =: 0 — 10,
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d'où, en ajoutant ces équations membre à membre, (:) F — F =20.
Nous allons maintenant substituer dans celte équation, à F, F', O des quantités, non pas égales, mais ayant avec ces angles des rapports dont la limite soit i; l'équation (i), dont on peut supposer qu'on ait divisé les deux membres par l'un des trois angles, ou par tout autre intiniment petit du même ordre, conduira ainsi à une équation exacte entre les limites des rapports. Abaissons MI, M' F perpendiculaires sur FM', F'M. Nous remplacerons
,, , „ . MI MM'sinAni'F
1 antrie r par son sinus — ou ;
,. , „, . M'I MM'sinAl'MF' 1 angle r par son sinus Yp-p, ou rn-p; ;
l'angle O par l'arc de cercle de ravon OM, terminé à la droite
M'O, divisé par MO, ou par ^^r-y Car l'arc de cercle peul
être remplacé par la perpendiculaire abaissée de M sur M'O, puisque leur rapporta pourlimite i, et cette perpendiculaire peut être remplacée par la corde MM' par la même raison.
Faisant la substitution de ces expressions à F, F', O qui ne seront altérés que de quantités infiniment petites par rapporta eux-mêmes, supprimant le facteur commun MM', et passant aux limites des rapports, nous aurons une équation exacte entre des quantités finies.
Soit S la limite de F', ou le point de la caustique; la limite de M'F' sera MS, que nous désignerons par z\ la limite de l'un et de l'autre des angles MM'F, M'MF' sera l'angle de FM avec la tangente en M, ou le complémenl de (jj.
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La limiU' dr MO sera le ra\on de courbure II, et l'un arrivera ainsi à l'éi|uation
/s a n cosio
La valeur de ; étant connue, la position du point S de la caustique le sera, et la question rentre dans les problèmes ordinaires de lieux, géométriques.
277. Si le point F s'éloignait indéfiniment de la courbe réfléchissante, restant sur la même droite -MF, les rayons
incidents, à la limite, seraient parallèles entre eux; - de-
viendrait zéro, et l'équation (2) se réduirait à
1 7 _ H cost.i
z Kcuiw 2
Le point S de la caustique serait donc la projection fin milieu du rayon de courbure, sur le rayon réfléchi.
Si le rayon FM était normal à la courbe, on aurait cosu) = i, et Téqualion (a) deviendrait
Les deux points F et S se nonmient alors Jokers conjugues.
Si de plus les rayons incidents sont parallèles, on a ;; -- ' •
et le point ainsi déterminé se nomme le /oi r»/- principal . Dans les cours ordinaires de l'hvsiqiie, les expériences et le calcul se font en supposant que la courbe donnée soit un cercle.
DE L'APPLICATION DK LA GÉOMÉTRIE A LA SCIENCE DES NOMBRES
27<S. Toutes les quantités i;éométriqucs de même espèce, comj)arées entre elles, pouvant donner lieu à des rapports numériques, il était naturel de chercher à faire servir les connaissances acquises sur les nondjres à la résolution des questions de Géométrie.
Réciproquement, les nombres pouvant être considérés comme des rapports de quantités géométriques de même espèce, soit lignes, soit surfaces, solides ou angles, il a été possible, quoique peut-être moins naturel, de chercher à faire servir les connaissances acquises en Géométrie à la résolution de questions de nombres, soit qu'il s'agisse de la démonstration d'une propriété, ou de la détermination de la valeur d'un nombre.
Les opérations sur les nombres étant susceptibles de plus de pi'écision que les constructions, on cherche le plus souvent à y ramener ces dernières; mais souvent elles offrent des difficultés telles, que l'on est presque forcé d'y substituer des constructions, qui donnent facilement une approximation insuffisante, laquelle peut servir de point de départ à des calculs de correction plus faciles que n'auraient été les premiers.
Pour cela on conimoMcei-a jiar choisir une unité de longueur, et déterminer par suite les lignes dont les nombres «lonnés seront l'expression : on exécutera sur ces lignes les conslruclioiis rpii pourniiil conduire à la connaissance des
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ligues qui auraii'nt pour expressions numériques les nombres que l'on se proposait de calculer; et pour connaître ces nombres il suffira de mesurer ces lignes au moyen de l'unité choisie.
Nous allons faire l'application de ces considérations générales à divers genres de questions.
DES l'RK>Ilt;UES OPÉIIATIONS SUR LES NOMBRES.
279. Unildilionet \d soaslraclioii de nombres connus ne peuvent élrc ramenées à des ])roccdés plus simples que ceux qu'indifpie rArlthmélique élémentaire; et Tinlervenlion de la Géométrie, non seulement introduirait les erreurs inévitables des mesures, mais augmenterait beaucoup le travail : c'est pourquoi nous passerons de suite à la multiplication.
J/ultiplicalio/i. — Soit jiroposé de former le pioduit de deux nombres connus a et A. Kn le désignant jiar .r, on aura la proportion
i-.'iy.O: j:
Clioisissant une longueur pour représenter l'unité et formant par suite les longueurs représentées par les nombres ■connus a et b, la ligne représentée par le nombre inconnu x sera ia quatrième proportionnelle à trois lignes connues, et se construira facilement : on la mesurera ensuite avec l'unité choisie et on connaîtra le nombre x, c'esl-à-dire le |)roduit demandé (tO.
Division. — Soit proposé; niaiiilunant de trouver le ipio lient de a par h. En le dé'signant par .r, on aura
.r étant encore la quatrième proportionnelle à trois nondjres connus, on procédera comme dans le cas pn'-cédrnt.
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El généralement si l'on a à (;alculer le résultat dopéralions quelconques indiquées par une expression rationnelle fractionnaire, dont le numérateur et le dénomiuateur seront polynômes, on commencera encore par remplacer les nombres par des lignes ; on rendra homogène les termes ajoutés, en introduisant des facteurs ou diviseurs égaux à l'unité et de telle sorte que le degré du numérateur surpasse d'une unité celui du dénominateur. Cela fait, on procédera comme nous l'avons indiqué précédemment pour la construction des lignes dont l'expression est rationnelle. Mais comme, dans le cas actuel, c'est un nombre que l'on cherche et non une ligne, quand celte dernière aura été construite on la réduira en nombre au moyen de l'unité choisie; et le résultat demandé des opérations numériques indiquées se trouvera déterminé.
Extraclio7i de la racine carre. — Pour eN.traire par le moyen des constructions la racine carrée d'une expression rationnelle, on commencera par ramener cette expression à un monôme, par les procédés que nous venons de rappeler; puis, par des facteurs égaux à l'unité, on fera en sorte que ce monôme ait deux facteurs linéaires de plus au numérateur qu'au dénominateur. On pourra alors réduire l'expression à la forme
La désignant par J', on aura
x- — ab, ou a :.r :: .t; h.
La ligne représentée par x est donc moyenne proportionnelle entre les lignes « et b, et se construira facilement. Sa mesure au moyen de l'unité choisie fera connaître le résultat des opérations numériques indiquées. Et l'on voit ([ue l'on pourrait, par l'application successivedece procédé, calculer les racines de degré 2'".
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On aura do celle manière la conslruction des racines réelles de toute équation du second degré, dont les coefficients seront des nombres connus; car leur expression ne renfermera que la racine carrée d'un nombre connu.
Si le degré de la racine à extraire n'était pas une puissance de 2, les procédés que nous venons d'indiquer ne pourraient s'appliquer. La question rentrerait dans une plus générale, dont nous allons nous occuper et qui consiste à obtenir par des constructions les racines réelles d'équations de degré quelconque dont les coefficients sont des nombres connus.
COXSTRICTIO.N DES RACINES RÉELLES DES ÉQIATIOXS.
280. Lorsque l'on a les équations de deux lieux géomé- Iriques, on obtient les coordonnées de leurs points communs en cberchant les solutions communes réelles de ces deux équations.
Mais si l'on ne demande que les abscisses de ces points, il ne suffira pas d'éliminer y entre les deux équations et de chercher les racines réelles de l'équation finale en x, même lorsqu'on se serait assuré qu'on n'a supprimé aucune solution et qu'on n'en a pas introduit d'étrangères. Il faudra encore qu'à ces valeurs réelles de x correspondent des va- , leurs réelles de r; sans quoi elles ne construiraient aucun point, et par conséquent ne fourniraient jjas de points communs aux deux courbes.
Kéciproquement, lorsqu'on voudra connaître les racines ■ 'Iles d'une équation à une inconnue F(x)=o,
on pourra former deux équations en .r elj telles, que le résultat de Téliminalion de j' entre elles soit F(x)~- o, dans laquelle nous supposerons qu'il ne manque aucune soin-
tion du système, et qu'il n'y en ait aucune étrangère (ces cii'constances doivent toujours être l'oljjet d'une discussion). On construira ensuite les lieux représentés par chacune de ces équations; on cherchera leurs points d'intersection; on évahiera au moyen de l'unité choisie les abscisses de ces points, et les nombres ainsi obtenus seroni des racines réelles de l'équation F(.r)=^ o.
Mais il est de la plus grande importance de remarquer qu'il n'est pas sûr que les nombres ainsi obtenus, et qui sont bien des racines de l'équation proposée, soient les seuls ; parce que, commenous l'avons fait remarquer toutà l'heure, les racines réelles de cette équation finale pourraient bien correspondre à des valeurs imaginaires de j\ et dans ce cas les points de rencontre des deux courbes ne pourraient les faire connaîlre.
2<SJ . Il est facile de donner des exemples où cette dernière circonstance se rencontre.
Soit en ellcl
l'équation pro])Osée. et
une équation choisie arbitrairement. Joignons-y la suivante, dans lacpiçlle A désigne une constante quelconque,
^'^ I 'f(-'-,.fl AF(,r)^-- o.
Cela posé, pour (jue les équations (2), (.'>") aient lieu en même temps, il faut ([lie l'on aitF(j?)^<>; cl, rccipvo(|ucmenl, si l'on prend une racine quelconque de cette dernière et qu'on la porte dans (2), les valeurs der (|u'on en lircra. conjointement avec la valeur de .r, formeront des solutions des équations (9), (3). Donc d'abord l'équation F(.r) : o
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donne toutes les valeurs de x i\\i\ conviennent au svstèmc (2), (3) et n'en renferme pas d'étrangères.
On peut former ainsi une infinité de svslt'.'ines de deux équations dont les solutions communes eorrespdiidi'iit à toutes les racines de l'équation (1) et à anciine aiilre. Va bien d'autres formes d'é(|uations pnurraicnl satislane à ces conditions.
Or on peut prendre récjuation arbitraire (•.< ) telle, que, pour certaines racines réelles de (i), elle donne des valeurs imaginaires pour )'. Il suffirait en effet que la courbe qu'elle représenterait n'eût aucun point dans la partie du |daii comprise entre deux parallèles .à l'axe des j-, correspondant à deux valeurs de .r entre lesquelles se Irouveraicul les racines en question.
Si, par exemple, on avait
V{j) — i.x — i)yx "iMr - 4)-
et qu'on prît pour (2) l'équation d'un cercle situé tout ei>lier au delà de la |)arallèle à l'axe des r. dont la distance à l'origine serait plus grande que (4), les deux ('ourbes avant pour équations
'i(x,y)=o et o{jr,y) {j- — j)(.c—'i)(T — 4>=o
ne se couperaient pas, et cependant, en éliminant -> entre leurs équations, on obtiendrait l'équation proposée
(j- — I II ^ - 'i)ix — i ) ^ o, dont les trois racines sont réelles.
282. Remarque. — D'après les observations précédentes, on voit qu'il serait avantageux de prendre pour l'un des lieux par le moven desquels on veut construire les racines réelles d'une équation une courbe rpii s'étendit indé'finimcnt dans le sens des x, sans auctiiic discontiiuillé. ei donl
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léqualion, pour aucune valeur de x. ne donne des valeurs imaginaires de )•. Prenons pour exemple l'équalion
(i) tang.r — o.r — o,
et pour équation du |)remier lieu
( 2 ) y — ax =^ o,
qui représente une ligne droite, qui s étend indéfiniment du côté des x positifs et négatifs, et n'oftVe aucune discontinuité.
Prenons maintenant pour premier membre de la seconde équation celui de l'équation (2), din>inué de celui de l'équation (1 1; le terme a .r disparaîtra, et Ion aura
(3) r — t.'iii-./- - o.
Les solutions communes aux équations (2), (3) seront les racines de l'équation (i); et les valeurs Aq y correspondantes aux racines réelles de (i) étant tirées de (2) seront nécessairement réelles et uniques. Elles correspondront donc à des points de rencontre des deux lieux ; et, par conséquent, leur intersection fera connaître toutes les racines réelles de la proposée.
CONSTRUCTION DES RACINES RÉELLES DES ÉQUATIONS DU TROISIÈME ET DU QUATRIÈME DEGRÉ.
283. 11 suffira de considérer l'équation du quatrième degré, puistprellc renferme celle du troisième; et la manière la plus simple d'y faire rentrer cette dernière consiste à multiplier ses deux momljres par x\ on mlrodiiit ainsi la racine zéro, dont on ne tiendra aucun compte.
Occupons-nous donc de l'équation du quatrième degré, dont les racines peuvent se construire au moyen de courbes 1res simples. On pourra, dans tous les cas, en faisant dis-
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paraître le second terme, lui donner la forme suivante :
(1) j-^ pj:-— qjr - r — o.
Si nous posons
(2) X'- = Aj,;
et que nous combinions cette équation avec la proposée,
nous trouverons
/,-r- pky qr - - r,
"11, en divisant par A-,
pr qx r
et il est évident que cette dernière reproduirait (1) si l'on remettait x- au lieu'de ky, puisque c'est en remplaçant .rpar )' qu'on a eu (3). Le résultat de l'élimination de )• entre (2) et (3) est donc la proposée: et il n'y a ni solutions étrangères, ni solutions perdues. On voit de plus que toutes les solutions réelles de (1) portées dans (2) donneront chacune une valeur réelle et unique' pour j', d'où résultera un point d'intersection des deux lieux (•.»,), (3). La recherche des racines réelles de l'équation (i) est donc entièrement ramenée à celle des abscisses des points de rencontre de ces lieux.
L'équation (^2) représente une parabole dont le soinmel est à l'origine, qui a pour axe l'axe des r jiositifs el /. pour paramètre.
L'équation (3) en représente une autre dont l'axe est parallèle à l'axe des x\ les coordonnées de son sommet ont pour valeurs
Le sens de l'axe est celui des x positifs si q est négatif, cl
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des X négatifs si q est positif : son paramètre est la valeur
absolue de -jp ■
INIais cette seconde parabole peut être remplacée par un cercle; ce qui conduira à une construction plus facile. En effet, si Ton ajoute les équations (2) et (3), celle que l'on obtiendra pourra remplacer identiquement la dernière; et l'on trouvera ainsi la suivante :
équation d'un cercle qui, par son intersection avec la parabole (2), fera connaître toutes les racines réelles de la proposée (i).
Cest ainsi que l'on construira les problèmes célèbres de la duplication du cube, delà trisection de l'angle, des deux moyennes proportionnelles, etc. D'autres constructions pourraient encore v être appliquées.
On simplifiera l'équation (i) en choisissant l'indéterminée A' dé manière que l'on ait'^ — k =^ o ou k = \/p\
mais cela ne sera possible que si p est positif. Dans ce cas, l'équation (4) se réduit à
Le centre du cercle sera sur l'axe des .r et aura pour
> abscisse ^- ■ La valeur du rayon sera —^ i^ , et
serait imaginaire si l'on avait rj- — 4p''<C°j mais alors l'équation proposée n'aurait pas de racine réelle; car, ^après les conditions />>o, q- — 4p''<.o-< P^' -\- qx -\- r serait positif pour toute valeur réelle de .r, et le premier membre de (i) ne pourrait être nul pour aucune valeur réelle de x.
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!28 i. Forme particulière des etf nations des deux lieux. — Lcquation proposée élanl
(Il F(.?i <>.
ilcstsouvcnl avantageux de prendre pour les é(|ualions des deux lieux
La première construit une coui-be dont les jjoints d'intersection avec l'axe des x ont pour abscisses les racines réelles de la proposée.
En nous bornant au cas où l'on a
F(ar)— \t"' - AiX'"''- AiX"'-- ... A„,,
la courbe (•>.) s'étend d'une manière continue depuis ar rrrr — oc jusqu'à xt^ oc ; et à chaque aljscisse il ne correspond qu'une seule ordonnée.
La considération de cette courbe a conduit I\)urier à des procédés très ingénieuxpour la séparation ou l'approximation des racines réelles. On pourrait sans doute se pa^^ser de ces secours de la Géométrie, mais ils font souvent décou^Tir, à la seule inspection de la (igure, des rapports qu'on aurait difficilement aperçus en restant dans l'ai)*traction pure.
Ainsi, par exemple, la simple \ue de la courbe (2) niontra.nt qu'entre deux points consécutifs de rencontre avec l'axe des x l'ordonnée part de zéro pour revenir d'une manière continue à zéro, on cfinelut facilement qu'elle passe par une valeur absolue jilus grande que toutes les autres ; que, parconséquent, si on mène une par.illèleà l'axe des jr par rexlrémilédecctte ordonnée, la partiedelacoiirbe que l'on considère est tout entière conq)risc entre l'axr des X cl celte parallèle, qui. par conséquent, lui est tangente. On conclu! de là qu'en ce poini ou a V'ix) = o.
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puisque F'(.r) osl la tangenle trioonomélriqiie de l'inclinaison de la langenle. Or cette conséquence n'est autre chose que le théorème de RoUe, qui s'énonce ainsi :
Entre deux racines réelles consécutives d'une éijuation, il y- a toujours une racine réelle de sa dérivée. — • Je n'entrerai pas dans plus de détails à ce sujet, et je me Lornerai à recommander l'étude des ouvrages spéciaux, surtout de ceux de Fourier.
283. Démontrons maintenant un théorème général, dont les applications sont innombrables, et qui peut s'énoncer ainsi :
Soil F (./' ) une fonction quelconque, continue entre x=fi et X = b, b étant la plus grande des deux limites. Si l'on partage l'intervalle b — a en subdivisions h, qui décroissent indéfiniment suivant une loi quelconque, puis que l'on multiplie chacune des valeurs de F{x) correspondantes par la subdivision qui la précède ou par celle qui la suit :
1° La somme de ces produits, ou, d'après une notation
déjà employée, > F(.r)/i, tend vers une limite unique,
([uelle que soil la loi des subdivisions.
2" Cette limite, considérée comme fonction de h, a pour dérivée F (6); et considérée comme fonction de n, elle a pour dérivée — F(a).
La vérité de ces diverses jivopositions s'aperçoit immédiatement en considérant la courbe qui a pour équation
et qui est continue entre les abscisses a clb.
En effet, les produits indéfiniment décroissants dont il s'agit seront la mesure de rectangles ayant pour bases les subdivisions de i^ — a, et pour hauteurs les ordonnées
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correspondantes de la coiirl)L'. Oi- nous a\ons (h'moiilic dans la Géométrie que la somme do ces produits a pour limite l'aire comprise entre l'axe des x, les ordonnées extrêmes et l'arc de la courbe, quelle que soll la loi des subdivisions de b — a, pourvu qu'elles décroissent toutes indéfiniment. La première partir du tliéorème est donc démontrée.
Si maintenant on considère la plus petite limite a comme constante, et b comme variable, et qu'on fasse croître h d'une quantité infiniment petite /i, l'accroissement de Taire sera compris entre deux rectangles dont le rapport a pour limite 1 ; la limite du ra|)port de l'accroissement de l'aire à h est donc la même que de l'un quelconque de ces rectangles à h: elle est donc !"(/>), comme il fallait le démontrer.
Enfin, si l'on regarde b connue constant l't ^/ comme variable, l'accroissenienl de Taire sera négatif, et par les mêmes raisonnements on trouvera — F(rt) poiu' limite du rapport de l'accroissenienl de Taire à celui de a : ce qui démontre la dernière partie du tliéorème.
286. -//>/>liciUioii de 1(1 Gconic/rie à la dèlcrmiiiation de lu liniile de la somme
Celle limite 1res importante peut être obiciiiic par des considéralions purement algébriques ; mais la ( Jéométric en facilite beaucoup la recbcrche.
Nous ne la considérerons pas comme mesurant Taire de la courbe dont Téqualiou sérail
mais comme servant à mesurer le volume compris entre
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le plan des x et )' et la surface de révolution ayant pour équation
On remar(|uora pour cela que, si Ion conçoit les limites des deux sommes identiques
et qu'on les multiplie, on aura la limite du produit de ces deux sommes. Or les produits des éléments qui les composent mesui'ent des parallélépipèdes qui peuvent être considérés comme les éléments du volume indéfini dans tous les sens, qui est compris entre le plan YX et la surface ayant pour équation
Le produit des limites des deux sommes, ou le carré de la quantité cherchée, est donc la mesure de ce volume, et, par conséquent, c'est à cette dernière recherche que la question est ramen('e.
Or la forme de la surface qui le termine permet une décoinpositionplus commode que la première; et c'est en cela (]ue consistera l'avantage que procurera la Géométrie.
Le plus ordinairement on décompose le solide de révolulion qu'on veut mesurer par des plans infiniment voisins, perpendiculaires à son axe ; mais on peut aussi le décomposer par des surfaces cylindriques infiniment voisines, ayant même axe de révolution que le solide; et c'est ce dernier mode qui sera le plus avantageux dans la question actuelle.
En effet, si l'on désigne par /■ et /• + h les rayons de deux de ces surfaces, le volume conqjris entre elles aura pour mesure i-^zrhe^''^, en négligeant une quantité infiniment petite par rapport à celle-ci.
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Or, si Ton pose / - = //, on observera que, quand r croit de A, l'accroissement de /- ou dr // est ^.rli, en néglificanl une quantité inlinimeiil pclile relativement à lui. Prenant donc iik pour raccroissement que prend u, quand on passe d'une surface cylindricjue à la suivante, et le désii;nanl par k, on pourra regardei- le volume cherché comme la limite de la somme
la th-rnière variable u |)artatit de zéro et croissant indéfiniment.
Mais on sait (pic la limile do \ <?""/>• est l'unité; le volume a donc pour mesure -. Or celte mesure est le carré (h^ la fpianlité cherchée : celte dernière est donc égale
Et il est évident que, si l'on demandait la h mile de la somme en faisant passer x de zéro à l'inlini, au lieu de le prendre de -^30 à -H oo , on aurait un résultat moitié moindre,
2<S7. Autre application. Considérons la limile de la somme
(C désignant une quantité indépendante d(; x\ li la dilférence de deux valeurs consécutives de .r; x» et X les limites entre lesquelles x varie; et F(.r, a) une foncliou continue arbitraire de x et de la constante a.
La limite de l'expression (i) dépend de a et des limites x„ et X, mais la variable désignée par x n'y entre évidcmmcnl
plus. Oiiunl aux limites x^ et X, elles peuvent dépendre de a, ou en être indépendantes.
Cela posé, la limite de (i) peut être considérée comme une fonction de a que nous désignerons pary(«); et l'on peut se proposer de trouver sa dérivée par rapport à a. considéré comme variable, et regardant comme constantes toutes les autres quantités qu'elle renferme et qui ne dépendent pas de a.
Il faudra pour cela supposer que a croisse de A\ chercher l'accroissement correspondant de f{a), puis la limite de son rapport à k. Nous commencerons par examiner le cas où X'o et X ne dépendent pas de a, et en second lieu le cas où elles en sont des fonctions quelconques.
i" Les quantités .r^, X sont des constantes données; cl y(«) peut être considérée comme l'aire comprise entre lu courbe, dont l'équation serait
l'axe des x et les ordonnées correspondant aux abscisses J"u, X.
Soit {fig. 66) x„=AB, X^ÂC; /(«) sera l'air.-
BMMC. Supposons maintenant qu'on donne à a un accroissement déterminé A, y (a -|- A" ) sera l'aire comprise entre les mêmes ordonnées indéfinies, la même base Ij(J, et
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une nouvelle courbe dont l'équalion serait v = F(j-. a -^ A).
«ni celle aire 15/// «/(L
La difl'érence .M //(///'.M' de ces deux aires sera l'accrois-
^emenl de/(n); el la dérivée cherchée sera la limite du
rypijorl
M mm' M'
Evaluons maintenant l'aire M //////'. M' pour une valeur déterminée quelconque de /,•. Eu la décomposant par une suile d'ordonnées infiniment voisines, on pourra la considérer comme la limite d'une somme de rectanj^les ayant pour bases les subdivisions PQ de BC, et pour hauteurs les différences RS des ordonnées correspondantes ou l-"(x, a -r /«■) — F(j:,rt). Ces rectangles auront pour expression générale, en désignant PQ par a,
Mai-;, d'après la formule donnée précédemment pour l'expression de l'accroissement d'une fonction d'une quantité *■/, à laquelle on donne un accroissement k, nous aurons, en désignant par Via) la dérivée de F(x, a) par rapport à ti .
' ) étant une quantité qui tendrait vers zéro avec A". L'expression générale des rectangles RS sera donc Ai\V'{a )-r- lo], i-i l'aire M//('//'M' sera la limite de leur somme
/ V 2|l--,„i — oij:
scin rapport à /■' sera dune la linnli' de
Dm. - Met II. III. 23
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Si niainlenant on suppose que k tende vers zéro, il en sera de même de w, et, d'après le principe fondamental des infiniment [)etils, on n'altérera pas cette limite en supprimant 7.(0 qui est infiniment petit par rapport à aF'(r/).
u on il suit ([ue la limite du rapport j ' ou la dérivée par rapport à (/ de la limite de
On obtient donc la dérivée par rapport à a de la limite
de la somme en substituant à la fonction sous le signe 7
sa dérivée par rapport à a, et faisant la sommation entre les mêmes limite?.
2" Supposons maintenant que les limites x^,, X dépendent de rt, et que l'on ait
JTO = '■!>(«}, \ = '\l {a),
» et 'l désignant des fonctions données.
Soit BMM'C {/ig- 67) la limite que nous avons drsigiKc
[)dv/[a). Lors([iic (/ \uriera de /. , l'ordonnée F( ', ") de-
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vieillira
iiKiis les llmili's ./■„ i-l \ variiTOiil fll('>-iiii'ints. «l la Idiicùan/iti -r- /. ) sera rc|iiosciiU'M' par Pairo
1!!)' et ce élaiit respeclivcnient Irs accroissenicnls de ./•„ ft X quand on v ciiaiis^o a en a + /.■.
I,a dérivée de la l'oncùon /(fi), par rapport à <-/, sera «lune la limite du rapport
|{' m Hi'C— B M M' C I ) /// //(■ ( ;' ( : \l'— B \I DB' 1 '■" 1
-Mais, sans changer la limite de ce rapport, ou peut ajouter ou retrancher au numérateur des quantités intinimeiit petites par rapport à k. Si donc nous prolongeons les ortlonnées B.M, CM' jusqu"à la rencontre de la seconde courbe en 'X, 'x' , nous pourrons ajouter l'aire M'jiwiD: et si .M" est le point de rencontre de //l'C avec la première courhc .MM' prolongée, nous pourrons ajouter l'aire M'|ji.'///M '. I.idernier rapport se trouvera ainsi remplacé par
M.x'jiM' ^CM'M'C— BMDB'
et sa limite sera la dérivée cherchée.
Or elle peut se décomposer en trois autres. I.a première,
Il Ml '-' ,
n'est autre chose que celle que liiii ohliendrait en supposant qu'on ne Ht pas \arii-r /, . \. il .|ii(> nous venons de calculer.
CM'.M'C
Il m j ,
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est égale à
ce
M'W étant menée parallèle à A\, ou à CIVl'lim — j^ > ou
enfin à
1m \. a )'y{ai.
De même la troisième,
liiumiDn, sera égale à
F(:ro. a) o' (Cl ).
La dérivée de la fonction proposée par rapport à a sera donc
lim > Via )/.--4- F(X, «)6'(« ) — F(:ro, «) o'(a;.
288. Nous pourrions multiplier indéfiniment les exemples de l'utilité dont la Géométrie peut être à la science des nombres. En étudiant les ouvrages remarquables qui onl paru depuis le conimeiicemenl de ce siècle sur la Géométrie jiure, on reconnaîtra combien les beaux théorèmes qu'ils renferment, traduits en formules, ont pu et pourront encore donner des résultats utiles à la science pure des nombres, résultats qui, une fois trouvés par cette voie, pourraient ensuite être établis directement, sans le secours de la Géométrie. Mais nous craindrions de fatiguer le lecteur en entrant dans trojj de détails dans un ouvrage qui a surtout eu vue les généralités et la liaison des théories.
Nons terminerons celte seconde Partie de l'Ouvrage par l'application réciproque de la science des nombres et de la Trigonométrie par rinlermédiaire des imaginaires.
CHAPITRE XVII
LNTUODUCTIUN DES QUANTITÉS IMAGINAIRES DANS LES FORMULES TRIGONOM ÉTRIQUÉS.
280. \oiis avons vu prrct'-dcninienl comment s'élaiont jiréseniées d'abord les expressions imaginaires comme solutions d'équalions, de quelle manière elles y salisfaisaient, et comment elles pouvaient servir à la généralisalion des théorèmes relatifs aux racines des équations et à la décomposition des polynômes en facteurs. Nous allons voir maintenant quels avantages ces expressions peuvent iilfrir dans des transformations dépendant des lignes trigonométriques.
290. Si l'on fait le produit de deux expressions de la l'orme cosrt ■+■ \f-—i s'ina el cos/> -f- y' — i sin^. a et /> désignant des arcs quelconques positifs ou négatifs, et les opérations sur y' — i s'effecluanl comme nous savons, on trouve pour résultat
coâacos/> — sin«5ini -- \/ — i ( sina cosb-h s'inb cosa),
dont la partie réelle est cos( // -+- l/), et la partie imaginaire y' — I sin(« -)- b).
On peut donc écrire la formide générale
(,C()S«-i- V — I sinrt j( rosi H- y/ — l sini) = ros( a -~ b)-- f/ — I sin i a -^ b ),
puisque nous venons de reconnaître que les parties réelles des deux membres étaient identiques, ainsi que les parties
3j8 et IDE DKS COURBES.
imaginaires; et nous n'aurions pas pu Técrire sans cela, [luisque nous avons posé en principe qu'on n'écrivait jamais une équation A -f- By — i = A' -t- B' \J — i qu'après avoir reconnu qu'on avail A = A' et B = B'.
Si mainlenanl on multiplie le produit obtenu par un troisième facteur semblable cosc + \'' — i sine, on aura pour produit une expression de même forme, dans laquelle l'arc sera la somme des deux ares a -i- b et c, de sorte que l'on peut écrire cette nou\elle formule
(cosn — / — I siiifl) (cosl/ -r y/ — i sini) (cosc-f- / — i sine) = rosi ti — // — c ) -^ V — ' si" ' « — ^ -^ c 1.
parce qu'il est démontré d'avance que la partie réelle est la même que dans les deux membres, ainsi que la partie imaginaire. Et il est indifférent. de quelle manière on effectuera le jiroduil des facteurs binômes du premier membre, fl qu'on réduise les termes réels en cos{a-hb) ou qu'on lis laisse tels que la multiplication les donne, c'esl-à-dire sous la forme cosrtCOs/> — sinr^sini; et de même pour les termes imaginaires. Le nombre des facteurs y' — i qui entreront dans les termes du produit définitif sera toujours le même; ces termes seront donc les mêmes : il pourra seulement V avoir avantage à les grouper d'une certaine manière, qui permettra des réductions ou transformations propres à donner ime forme plus simple au résultat.
En reproduisant des calculs analogues sur un nombre quelconque de binômes de même forme, on obtiendra la roiiiiulc suivante, dans laquelle il est démontré d'avance i|ni'. ilr quilque manière qu'on effectue les multiplications, les parties réelles sont les mêmes, ainsi que les parties imaginaires,
\ {cosa-^\/^s\nfi){i:osb-:- \/— i>iiub)...{coip -+- y/^ sin/^j
/ =ro5(o -~ b-i- ... — /)| /— I sin(n -f- 6 -i- . .. -+-/>)•
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El il est inutile de considérer à part les expressions de la lorme cos« — ^/ — i sin^. puisqu'elles sont comprises dans 'es premières, en les écrivant ainsi :
cos ( — « ) -^ ^ — I si n ( — a 1. et comme l'équation (1) donnera
I -^ / — I sina)[cos' — a ) — v' — ' »'" ( — f*)] = coso -r- ^ — 1 sino = l, il s'ensuil
cosrt — \ — I «in (7 :
s« — \ — I siiia
291. Tout cela est évident et incontestable; mais on peut se demander à [quoi peuvent servir ces fictions de calculs qui ne semblent qu'un amusement bizarre, qui n'offre de remarquable que la simplicité du résultat comparée à la multitude des matériaux qu'il a fallu combiner. !S"v a-t-il autre cbose que dans ces jeux d'enfants où, avec un grand nombre de pièces de toutes formes, on parvient à construire des figures qui surprennent par leur élégance et leur régularité ? A ces questions, qu"il semble naturel de s'adresser, il faut une réponse nette et précise.
L'avantage que l'on peut retirer de la formule (i) con siste en ce qu'elle fait connaître le développement du cosinus et du sinus de la somme d'un nombre quelconque d'arcs positifs ou négatifs par la multiplication d'un égal nombre de binômes. Or un produit de ce genre est soumis :'i des lois simples qui permettent de le former plus facilement que les développements du sinus et du cosinus de la somme d'un nombre quelconque d'arcs. Ainsi, en désignant par m le nombre de ces arcs, le groupe général du ]iroduil s'obtiendra en faisant toutes les combinaisons n an (les seconds termes des binômes, et multipliant cbacunc
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d'elles par les m — n premiers termes des autres binômes. I^e calcul des termes est donc ramené d'une manière régulière à la simple théorie des combinaisons. Ceux qui renfermeront un nombre pair des seconds termes seront réels et constitueront le développement décos ((^7 -I- ^ -f- c4-... +/j) ; le coefficient tle ^/ — i, dans les autres, constituera celui de sin(n + ^ -l- c-H . . . +/')• Tel est donc l'avantage de la remarque quia conduit à la formule (i), et qui pouvait paraître d'abord tout à fait dénuée d'intérêt scientifique. Elle conduit à deux formes différentes d'une même (bose, et la transformation i[u'elle fournit est d'une notable utilité.
l'our rendre cette utilité bien évidente, ap|)liquons la formule (i) an cas très particulier où tous les arcs (( , b. c, . . . , p seraient égaux ; elle devient alors
(21 (cos« -r- y/-- I sinrt)"'= cos/«o-+-/ — i sin/H«.
Or, dans le cas de binômes égaux, le produit s'exprime par une liurnulc très simple, et le terme gén(''ral sera
On aura donc, en égalant la pallie réelle à cosiiia et le coefficient dey' — i à fi\n/t/ii.
vos ma = (.-(is'" Cl
III {III — I
nu ni — iK/;? — ?.) . ,
■/( cds'" icfsinrt '■ cos"' ■'«sin''«-H...,
formules auxquelles on pourrait parvenir |)ar des piocédés diflerenls, mais moins simples.
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Le dernier lerme de chacun de ces développements varie suivant que m e>t pair ou impair: nous laissons do côté ces détails.
On voit avec quelle lacililé les lorniules i;rnOrales des sinus et cosinus des multiples d'un arc se déduisent d'une remarque qui pouvait sembler puérile, mais dont 1 ellel a t'ié de présenter une même chose sous deux formes très différentes. Or la transConnalion des expressions est une des plus grandes ressources de l'Analvse.
'l\)''l. La rormule(2) n'est encore démontrée que pour m entier et positif. L'avantage que nous en avons déjà tiré doit faire penser qu'on en trouverait d'autres encore si l'on pouvait la généraliser.
Or on reconnaît immédiatement (pie, pnisqu'en mullipliant l'arc par un nombre entier on élève cosrt^ — i sin/^/ à la puissance m; si l'on divisait a par un entier /;, l'ex-
pression cos — hv — i sni - serait une racine «"'""■ de ' « ' /i
cos«-T-\ — isinf^. Car la formule (a), s'a)ipliquanl à tous les arcs, s'applique à - > et par conséquent la puissance
/( de cos - -4- V — 1 sin - est cosrt -4- i — ' sin/v. n ' n '
Maintenant la puissance p de cette racine n'^'"' s'obtiendra en multipliant lare - par//; donc la puissance/) d'une
lacine /('*"" de cos«"-i-i — isin// nu une puissance — de ' ' n
ce bini^mc s'ol)ticnl en iiiiilllplianl l'arc '/ par ' . La foi- ' ' /)
mule (i) a donc lieu |ii>iir luiiles les \aleurs positives
de m.
Llle a encore lieu si m est négatif. Car soit m = — n,
n étant pnsilil. Kn entendant toujours les exposants néga-
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lils comme ])récéclemmfiU, on aura
(cosfl -f- /— Tsino)'"
(cosa+y' — isina)" cosna-n/ — isinwa = cos na — / — I sinna = cos( — na )-i- y/ — i sin( — na) = cosma-h^ — isinm«, ce cjui jjrouve que la formule (2) est vraie pour tous les nombres négatifs, et par conséquent pour toutes les valeurs réelles de ih.
Celle iuqtorlanle formule, dont nous allons faire quelques applications, a été découverte par Moivre, et le nom de ce célèbre géomètre v est resté atlacbé. Elle abaisse d'un degré les opérations de multiplication, division, élévation aux ])uissances et extraction de racines sur les expressions de la forme cosft + ^ — isinr/; propriétés analogues à celles des exponentielles.
293. ^'Jpplication des mentes forimtlcs au dés'eloppenient de cos"'.r et de sin"'.r.
La fjuestion que nous nous proposons est de développer une puissance entière et positive du sinus et du cosinus d'un arc quelconque, au moyen des premières puissances (les sinus et cosinus des multiples de cet arc.
Occupons-nous d'abord du cosinus.
L'artifice qui conduit le plus simplement à l'expression cherchée consiste à remplacer cos.y par la demi-somme (les binômes cosj'-l-^' — isin.r et rosj" — \/ — isln.r, ou, ce qui est la même chose, de remplacer 2cos./- jiar
( 1 I (cns.r-; / — I sin^)-i-( C0S3- — /— i sir. .r),
<pi] M c^i :iiilre chose que ( ï 1 ■' ( ns.r H- / — 1 (sin.7- — sitir ).
c'esl-à-dirc iilciilKiuoiiienl acos.z'.
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^ ovons niainlnnanl les avantages que ])oiil (idVir Vc\prcssion (i) jkhii- l'objet que nous avons on Mic, (|ijl esl travoir la puissance /»'^°" de cosa' on de 2 cos.r. au ino\en (les sinus ou cosinus des nuiltiples de x. Or il <'sl ('videiil que, si l'on développe la puissance //( dubinônie(i) suivant la formule ordinaire, les termes se composeront du |)n)duil d'une puissance du pi-eniier terme de (1) i)ar une ]Hiissance du second; et, par la formule ])rt'C('-deule, <•!■> puissances s'exprimeront j)ar les cosinus et sinus des nnilliples de x. De plus, il ne subsistera jamais que la puissance de l'un des deux termes de (1), parce que le produit des deux l'un par l'autre est l'uiiiti''. 11 résulte de là que cliaque terme de la puissance /// de (i) renfermera au premier degré seulement les sinus et cosinus des multiples de a-. Va comme deux termes à égale dislance des extrêmes dans le produit ont le même coefficient et seront en r de la forme cos/>jr 4- ^^ — i sinpx et cos/).r — ^ — 1 smy>./', leur somme se réduira à 2 cos/>j" inulllplié |)ar ce coellicient, et le problème sera résolu.
l^a forme (1) est plus avantageuse que (2), par les raisons que nous venons de donner; mais celte dernière donnerait évidemment les mêmes termes que l'autre, si l'on >'inlcidisait dans l'une et l'autre les réductions, et qu'on dévelop|)àt les |)uissanccs de sino" — sinx, qui sont toutes nulles, et dont par conséquent on esl maître de conserver relies (pi'on voudra, j)ar e\enq)le celles de degré pair seulement, où la puissance de \ — i est réelle. En groupant (•(mvenablemenl les termes qui en proviennent, et ipii s'ajoutent à 2'" cos'" J", (pii est toujours le résultat défiiiitil, on ])eut obtenir une multitude de formes nouvelles et retrouver j)cniblemenl les cosinus. des multiples de r, nimme on les a trouvés d'après la formule (1), où les groupeincnls utiles se trouvent tout faits, j)arceque les puissances
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(|ui V sont indiquées de cos.r ± y — i alnx se réduisent, au moyen de la formule de Moivre, ;'i des sinus et cosinus des multiples. C'est là huit le secret <le ces transformations (|ui causent au premier abord quelque surprise, mais qui n'ont rien de mystérieux pour ceux qui yeulent simplement se rendre compte de ce qu ils font.
294. On dévelo|ipera scmldaldcment sin'".;- en observant que l'on a
2 V^ — I siii^ = (cosar -H \/ — 1 sin^) — (ros.r — y — i sin.r).
En dr\cloppant la puissance m de ce binôme, le résultai sera identique à '>-'" \\ — i)"'sin"'.r, qui sera réel si m es! pair et renfermera le facteur \ — i si /n est impair. Ce développement présentera les termes en sin.r et cos.r, groupés de manière à se réduire immédiatement, par la formule de MoivTe, à des sinus ou cosinus des multiples de x. Et c'est encore ce groupement avantageux que lintroduction des imaginaires dans siiij:' était destinée à produire. Il ne faut pas y voir autre cliose.
Les formules auxquelles conduisent ces transformations, diinl nous avions surtout pour objet de faire connaître lespril, sont les suivantes :
2"'~' cos"'.r = cosntx -i- m ros(/n — i)t
m (m — i) -T- cos(m — 4)-''-^---;
le dernier terme est, dans le cas de m pair,
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i-l. ilans le ca-; de ni impair,
in{ m — I I ■ ■ . ( — ; — - I
: COSO-.
Dans le cas de //; pair, on a pour sin"'x la formule
am-i( — , , ; sin'Mjrrr cosma- — m cos(m — i)t -^.. .
le signe + du dernier terme correspondant à — pair, et le
. Ol . . . .
^ij.iir — .1 — impair; cl pour le cas de //; im[)air
2'"-t( — Il - sin"' x = sin/HJ- — /« sin(»j — 2)x -f-. . .
le signe 4- correspondant a — ■ pair, et le signe — a
impair.
29o. Apjflicdlinn des formules prijcijdenles tiii il('\'elop- /lement de sin.r et cosj".
L"<»bjel que nous nous proposons est de développer le -inus et le cosinus duii arc quelconque, suivant les puissances de cet arc. Occupons-nous d'abord du cosinus, et l'appelons la lormulc suivante, qui a lieu quel que soit a et
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([iiel qiio soit le iKiinln-c entier nt :
cos ma = cos'" a
- cos"'~-a sin-a ~ .
'asm''" a :
le nombre îles termes du second membre est si r/i
est impair, et — + i si m est pair; et les coefficients de ces
termes sont composés de facteurs qui sont tous plus grands que zéro. Cela posé, si l'on fait ma = .r, et qu'on élimine m du second membre, on obtient
osa- = coso a
tang-a. . .
et tous les facteurs des coefficients sont encore plus grands que zéro, puisqu'ils n'ont pas changé de valeur. Ce déscloppemcnt peut s'écrire ainsi
COSJ" = co
,■- r .r(.J rtt/langrt,'-
-iin — \)a\ /langaV-' /(. \ a '
Supposons iiKiinlenant «pie, ./■ restant constant, on fasse diminuer il iM(f 'liiiimeril , ce (pii aura lieu par l'augmentaliim liidi'linie du ii lire en! 1er 'ii : la formule (a) Subsistera toujours, et quelle que soit la fraction de x que l'on prenne poinv/, pourvu que c< soit contenu un nombre enlici' de (ois dans x, le développement aura une valeur constanteet sera toujours égal à cos.c quel que soit l'arc x.
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Il rc'-siille (le là que, si Ion cherche l;i liinil(> iIil l'acteur
\aiiable coi"'i cl (!<■ l'autre l'acteur variable ([ui est le développement entre les pareiilhèses, lorsque l'on fera conycri^er ri \ers la limite /.c'io, le produit île ces limites sera égal à la \aleur constante du |iroduit des deuv facteurs variables, et sera par cousé(pit nt le dé\eloppeinent de cos.r.
Nous allons considérer d'abord le i'acleur cos'V/, ou eos"' — iiui est la puissance /n'""" d'une (luantité qui a |)Our limite l'unité. .Mais ce serait l'oit mal raisonner que
lie nortcr d'abord cos— à sa limite i, cl d'élever <ette lir m
mile à la puissance de degré m indéfiniment croissant.
i.a variable ni doit être considérée avec la même valeur
dans toutes les parties de l'expression ; et dans le cas actuel,
par exemple, il n'est pas [lermis de laisser »i constant
dans l'eNoosant et de le faire \aiier dans cos — - On \oil <rabord que cos — étant toujours mniiidie que l'iiniti'', quelque grand que soit iti, ses pui-saïues le seront aussi, di' -orle nue cos'" — sera louiours inlerieur a 1 unitr. et fine
par C">nsé(]iieiil sa limite ne peut être siipi'iicure à I iiiiiti-. Kn rcmiilaranl cos— par ( i — siii-— ) , il s'agira de
tioiner ia limite de II — sin'-^l , et nous allons proii- \er qu'elle e.-t pri''cisi''meiit l'uiiité. C'est ce(|ui sera évident
si nous prinivons (pic la fjuanlit<'" plus petite ( i -) a
riinité pour limite. Or on peut développer cette dernière |j.:r la lniniidc binôme, puisfju'on a
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sera mèiiie très convergente puisque — -, a zéro pour limile. Ce dévelii[iiieinent sera
Dans celte série convergente, dans laquelle on fait tendre une certaine quantité vers une limite, on peut, pour avoir la limite vers laquelle tend sa somme, remplacer chaque terme par sa limite, et faire la somme de la série résultante. Dans le cas actuel, chaque terme, exceptéle premier.
lend vers zéro, en même temps que —■> puisqu'il y a toujours deux fois plus de facteurs du premier degré en /» au dénominateur qli'au numérateur; la limite de la série est donc I, et par conséquent on a
1 = lim cos"
Il ne reste donc plus quà trouver la limite du second facteur du second memlirc de l'équation (2); elle sera identique avec cos.r.
Ce facteur est composé d'un nombre fini de termes, puisque m est entier; mais la condition de convergence des séries est remplie par ces termes, de sorte qu'il n'y a pas à s'inquiéter de leur nombre croissant, et on peut prendre un nombre fini de ces termes, à partir du premier, assez grand pour que l'erreur commise en négligeant les suivants soit moindre que toute grandeur donnée, et la somme des limites de ces termes sera aussi peu diflerenti' quon voudra de la limile de la somme tout enlièrc.
En elle!, si l'on prend le rapport du terme i;<''rii'ral au précédent, on lrou\e
: ' — ^: tanfr-f.
J III
(pie soit X, dès qu'on aura pris un nombre de termes assez grand pour que l'on ait 2/1 — 2>x.
Mais en prenant la limite vers laquelle tend le terme qui en a n avant lui, lorsqu'on fait tendre a vers zéro, et observant que lim — ^^^ = i , on trouve x : la limite
du second facteur est donc la limite de la somme de la
el l'on a par cunséfiucrit, <|Ucl(|U(' j;rand que soit .r,
(3) cosj; = i 5-^ .. , ■ „ ^
Kn partant de la valeur de a'inma, trouvée précédemment, et j)rocédant comme i)our cosma, on obtiendra pour sinx le développement suivant en série convergente, (juel que »oit X,
' 4 ' ^inx = X —
11 faut bien remarquer que dans ces séries l'arc x est «'■\alué comme le sinus et le cosinus, en prenant pour unité le rayon du cercle. Les formules sinwirt el coama, d'où nous sommes parti, supposaient le ravon jiris pour unité; mais il n'est pas inutile de montrer ce qui oblige à prendre pour .r le rapport de l'arc de cercle à son ravon; car l'arc iJiu. — .Meth. III. o^,
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n'entrant pas dans les premières formules, ce n'est que dans la suite du calcul qu'on a pu admettre des choses entraînant nécessairement cette condition. Or il est facile de voir où cette nécessité a été tacitement introduite.
En effet, nous avons pris l'unité pour la limite de — ^^— ;
cela exige que tangrt et a désignent, ou les grandeurs géométriques de la tangente et de l'arc, ou leurs mesures avec une même unité. Si donc on a évalué tanga en nombre en prenant pour unité le rayon du cercle, il n'est pas permis d'évaluer l'arc a, et par suite l'arc /«a, ou x, avec une autre unité.
296. Applicalion de ces séries au calcul des tables trigorior>télri(/ues. — Les angles devant être exprimés dans la table en degrés, minutes et secondes, qui sont des fraclions de l'angle droit, on remplacera x dans les formules
précédentes par une fraction quelconque — de - qui, dans
iKi-' calculs, est la mesure de l'angle droit. Faisant donc
siii j — 90 I = — • I ,5707gDi27 ... • o,()43go4o9 . . .
/ "' o 1 '"'" ■}■! -r "'* -jnc -
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ination. Le sinus et le cosinus clant connus, les autres lignes s'en déduiront par des opt'Tations simples.
L'emploi de ces formules a l'avantage de ne j)as faire dépendre les lignes que l'on calrule de celles qui ont déjà l'té calculées, et par conséquent de ne pas accumuler les erreurs. Elles donnent toujours la valeur des sinus et cosinus naturels, c'est-à-dire les rapports de ces lignes au rayon. 11 est important de remarquer qu'il est suffisant de calculer ces valeurs jusqu'à l'angle d'un demi-droit, ou de 45°; car les angles au delà de ^h" avant des compléments moindres que 4^°, leurs sinus et cosinus ont été déjà calculés. Et même Euler a fait voir qu'il suffit de faire les calculs jusqu'à 3o", les lignes trigonoméiricpies des angles plus grands se déduisant de celles des angles plus |>ctits que 3o°, par de simples additions et soustractions. Nous nou* bornons à ces indications, et renvovons pour les détails aux traités spéciaux.
"191. Réduclion de toute expression imaginaire à la forme a -r b\ — !• Opérations sur ces expressions ainsi transformées .
Considérons l'expression générale (7 -f- 6 y' — 1 qui ren- . terme comme cas particulier les nombres réels, positifs ou négatifs, en supposant 0 = o. Elle rentrerait dans la forme cosa-j-^ — I sina, si Ton avait a- -f- Z/- = i , parce qu'alors a el 0 seraient le cosinus el le sinus dun même arc, ' '* qui serait un cas très particulier.
Mais, en divisant par ^ rt- -t- b- les deux lerincs de l'expression a — h y' — I , on a
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il l'on peut poser alors
puisque la somme des carrés de ces deux nombres est égale à l'unité; on aura donc, en posant y a- + 6-= o,
( I ) a -- h \l — 1 = p (cos u H- /— 1 sin ç).
L'angle cp se nomme l'argument et i le jnodule de l'expression a -\- b \j- — I . On est convenu de prendre toujours pour le module la racine positive de a- + h'-. Quant à l'argument, si a désigne un des angles a\ant pour cosinus et sinus les
al) , , .
expressions -, -j^=^=z » a et h pouvant être posi-
V rt- -^ b- \/a- -)~ b-
lils ou négatifs, on pourra prendre pour '^ tous les arcs compris dans la formule
/( désignant un nombre entier (pielconrpie, positif ou négatif.
On voit parla qu'en appliquant toujours au\ expressions imaginaires les principes et les règles démontrés sur les quantités réelles, toutes les opérations sur ces expressions se ramènent à des opérations semblables sur les modules, puis sur des expressions de la forme cos'j-|-y/ — i sin», <pie nous avons discutées tout à l'heure.
Ainsi l'on aura, en faisant usage de la transformalion (i),
(„ _;- h v/^ )(«, ^^ 6, /^ ) . . . (rt„ + b„ v/~)
= ??!• • •?/«[cos(!f-|-'fi-4-.. . -4- 'f„)-)-v/^isin(ç-1-cp, -(-... -T-!f„)J,
; 7= =-L'^''^*('f — ?i)-i-V — "Sin(cp— s,)J,
{a-v- b\J — I )'" = p"'(oos7M<p-l-v/ — 1 sin/«tp),
cnvriTri'. \\ 11. 3^3
ni désignant un nombre ivi'l (|ucIi:c)mi|iii', ciiIum- ou Timclionnaire, positif on négalif.
On voit (juello sini|)liQcalion ces Irauslorui^iliciii-i inlio- (luisenl dans le calcul des imaginaires, enten<lu toujours comme nous l'avons rappelé tant de lois. Nous allons en faire une appliciilioii 1res siiiiplr.
298. yiff)/>ticalion à la transfunnntion des formii/cs (les racines de l'équation du troisième degré.
Nous avons vu que les racines de réipiallmi du troisième degré a:' -\- px -(- y = o, dans le cas où elles sont toutes li-s trois réelles, sont représentées par les expressions
A et B rcitrésenlanl respectivement — - ^ l / -r et a, S désignant les racines cubirpies imaginaires de l'unité, de sorte que\A, a\B, €\A seront les trois i-acines culii(|ues de A; et de même pour B.
Dans le cas où l'on a 4- + — <05 A et B sont de la
l'orme — - ± n \, — i , en posant 4- -^ — = ^ "'■ ! et pour
mettre leurs racines cubiques sous la nu;nic forme, afin d'opérer les réductions, nous avions été conduit à la recherche de la racine réelle d'une autre équation du troisième degré. Mais ces réductions sont bien plus faciles an moyen des formules que nous venons d'établir. Il sidïira, en efifet, de poser
- - 4 -- " v^ — 1 = /.(cosîs -f- / — I sincs),
/,- sci-.i //-' ou — —, d'où
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rt Ion aura les liois racines cubiques de A en donnant à ■^ les trois valeurs 'i, et -, ±: 2-. On aura les racines de li en changeant le signe de ^ — i, et les imaginaires disparaîtront des trois valeurs de ./■.
Nous allons maintenant démontrer un théorème d'une application fréquente.
299. Théorème. — Le module d'une somme d'expressions de In fornie a + /; y — i est moindre Cjue In somme de leurs modules.
Considérons d'abord deux expressions seulement; donnons-leur la forme qui vient d'être indiquée, et représentons-les jiar
p(coso -(- \/ — 1 sin'i), p'(coS'i'-^ v' — i sintp'); le module de leur somme sera
/( p cosç. -+- p' cos !p' j2 -1- ( p sintp h- p'sin<p')-,
■ 2pp' cos(!i> — ffi');
cl comme cos('i — »') est compiùs entre — i et -i-i, la quantité sous le railical est comprise entre (p -|- p')'- el (o — p')-; le module en question sera compris entre la somme et la différence des modules des expressions ajoutées. Il sera égal à p + p', si l'on a 'i — 'i' = 2«tî, et à p — p'
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OU 0' — p si l'on a es — ■ z,' = [211 -t- i )-. On pciil donc «hioncer ce lliéorème :
Le module de lu somme de deux expressions que/coni/ues de la forme n -j- b \ — i est plus petit que la somme de leurs modules et p/iis grami que leur di^'êrence.
(jCS deu\ limites peuvent être atteintes 1 une et l';nilie. Par un raisonnement très connu, on passera de deii\ cvpressions à trois, et généralement de n à // + i , cl l'on mium ainsi le théorème ci-dessus énoncé.
300. On peut démontrer plus simplement le inriiie théorème par des considérations géométriques, en picnanl tout d'abord un nomhre rpieicouijuc d'e\]>ressions
ni n — 0 y — I , « I — 0, \ ' — I , .... (i„ -^ b„ V — 1 .
rt, h, a,, h,, . . , a„, b„ avant des signesquelconques et |>ouvant être nulles. Prenons deux axes rectangulaires AX, W ; et à partir d'un point M, choisi arbitrairement sur le plan, menons MB parallèle à AX, égal à rt, dans le sens AX si <i est positif, et en sens opposé si (i est négatif; par le point B menons BM, parallèle à A\, égal à h. dans le sens AY si h est positif, el en sens opposé si b est négatif : on obtiendi-a ainsi un point M,, et, en le joignant au point M. la longueur MM| sera le module de l'expression
Agissant de mènie à partir de M, a\<'c le^ quantités r/, , A, , quelques signes qu'elles aient, on obtiendra un nouveau |)oinl M2 ; et la longueur M, iM^ sera le module de
«1 -. bi \/ — I ;
«l l'on continuera de même jusqu'à a.„ et h„, qui construiront un point M„^,, lequel, joint à M„, donnera le mo-
diile de
(1,1 -i- bii <J — I.
En joignant ce point au premier .M, on aura une longueur dont les projections snr AX, A\ seront respectivement
a -^ (7i — . . . — <7„ et 6 -— Z>i — . . . -^ h,,,
et qui sera par conséquent le module de l'expression
(a — eii —... — «„ )-T-( b -^ bi-T- ...-{- !>„ ly/ — 1,
laquelle n'est autre ciiose que la somme algébrique des expressions (1).
Et comme la ligne droite est plus courte que toute ligne brisée terminée aux mêmes extrémités, il s'ensuit (jue /<■ module d'une somme est généralement ntoindii' quila somme des modules des parties. Il peut tout au plus lui être égal; et cela arrivera lorsque* dans la construction indiquée, tous les modules seront portés dans une même ligne droite et dans la même direction. Ce cas aura lieu lorsque tous les a seront de même signe cnti-e eux, que tous les b le seront de même entre eux, et que le rapport - sera le même dans toutes les expressions.
Remarque. — La démonstration précédente étant indépendaule des signes des (piantités
on peut les soustraire au lieu de les ajouter; ce sera simplement changer les signes de a et b, leur module restera le même ; celui de la somme sera seul changé ; et, d'après la démonstration précédente, il sera encore moindre (/ue la .wmme de ces modules. La proposition subsiste donc, soit qu'on ajoute les expressions données, soit qu'on les retranche.
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SI Ion lia (|ue deux expressions
(i — b II, — I . " 1 — /' I V — ' ■ qu'on les ajoute, ou qu'on les retranelie, lo module de l'expression résullanle conjoinlenient avec ceux des expressions données seront les trois côtés d'un même triangle. et comme tout côté d'un triangle est plus grand que la dilférence des deux auires, il s'ensuit que le module de la somme ou de la différence des deux expressions de la forme
est plus grand tjue la dijjérence des modules de ces expressions, ou au moins égal.
301. Proposition sur hK/uelle eslj ondée la théorie des éi/uations nlgébri(/ues.
Lorsque nous avons parlé des équations de degré quelconque, nous avons supposé démontré ce théorème, qu<; toute équation a une racine, soit réelle, soit imaginaire, de la forme
Cela nous était permis, puisque, comme nous l'avons souvent rappelé, cet Ouvrage n'est pas un traité élémentaire : et nous y étions en quelque sorte obligé, parce que la démonstration est presque impossible sans l'emploi des formules trigonométriques, dont nous n'avions pas encore parlé.
Mais, dans renseignement élémentaire, on n'altciid pas pour exposer la Trigonométrie que la science des nombres ait été portée au delà de la théorie générale des équations: de sorte que la démonstration que nous allons donner pourra être présentée aux élèves suffisamment préparés, el nous avons pu la supj)oser connue, nous réservant de l'exposer nous-mémc après la Trigonométrie.
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( hianl à cciiK f|iii 110 voudraient pas faire les eflorls nécessaires pour bien comprendre, ils pourront s'en dispenser, sans grave inconvénient, puisqu'ils sauront qu'il ne tiendrait qu'à eux détrc complètement satisfaits à cet égard.
Celte démonstration, que nous empruntons au Cours tV ^dlgèbre supérieure de M. Serret, est l'ondée sur le lemme suivant :
Lemmf.. — Si dans un polynôme de degré quelconque m par rapport à la variable z, et dont les coefficients sont réels ou imaginaires, une certaine i)aleur réelle on imaginaire id, substituée à z dans ce polynôme, donne une exjnession dont le module ne soit pas égal à zéro,, il sera toujours possible de trouver une autre valeur pour : i/ut i-otidiiise à un module moindre ipie le premier.
Soit
le polynôme en question; il faut prouver qu'il existe des valeurs réelles ou imaginaires de /( qui rendront le module de /(zo + II) plus petit que celui de f(zo)'> ou le module de-—^ '— plus pelitquc liinilé; car, le module d'un
(|uotient étant le quotient des modules, il s'ensuivra que le module de /(^o + /' ) sera plus petit que celui de f{zii)- C'est pourquoi nous allons chercher le module de (;e quotient et d'abord ce quotient même.
D'après un développement donné dans la théorie des polyn;)mcs entiers et rationnels, on aura
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( l remarquons que la valeur r,, ju'iil aiiiiiil<T un ((ilaiM nombre de l'onclions dérivocs dv J[Z), mais par li\|)oihèse elle n'annule pas/(r); de plus, le coenicicni de A'" ne jieut être nul, puisqu'il n'esl autre chose que A ipii nesl pas nul, puisque /"(;) est suppose du degré ni. Divisani les deux membres de l'équation (i) par y'(:;o) el |iosanl. pour plus de commcdilé,
on obtiendra la suivante, en dcsignaiil par // l'ordre de la première des dérivées de/(;) qui ne s'amiiile |)as par la substitution de ^o •"
Nous poserons généralement
et
/( = p(cos'i -i- y/ — I sin»)-
Le second membre de l'équation (2) aura pour Icrme général
• :,,3/'[cos(/)ç -I- ap)-+- /— 1 sinf/7'j -\- a^)],
et l'on aura
^ - ) ^°, ' = i~C„p"[cos(/i -i -^ i„)4- /^sin(/! 3+ a„ l'-^-...
' — C„,p"'[cos(/Hï-^ a„,)-t- /- - E sin(//)o-i- a,„ ij.
IjR quantité It étant arbitraire, et par suite a cl s létant, on peut <:lioisir 'i de telli; sorte (pie
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l'équalion (3) deviendra alors
(4) / = I — 0„p''— (;„+,p«-i-i[cos(«-M'i-V oc„+i)
-- <J — 1 sin ( n -H r o -r- a„^_i )] — ... + C,„p"'[c(>s( /«'i -H a„, )^ v/ — ' sin(«ia ^ o!,„ )].
Mais, au heu de prendre le module du second membre, il sera bien plus simple de considérer la somme des modules de ses différents termes. Et comme elle sera plus grande ou au moins égale au module de la somme, il suffira delà rendre [)lus petite que l'unité, pour que le module de
/(^o-i- h) ■ ..... . it • .
• — 7 — soit a foilio/i plus petit (pie I unité.
Pour cela nous commencerons par déterminer p de manière que le terme indépendant de p dans le second membre de (4) soit positif, et il suffira de prendre p < 1/ p-' ce ([ui ne donne qu'une limite supérieure.
Et comme le module d'une quantité réelle posilive est cette quantité elle-même, la somme des modules des termes du second membre sera
et il suffira de trouver des valeurs de p qui rendent celle expression positive et plus petile que l'unilé.
Or, un polynôme étant ordonné par rappoil aux puissances croissantes de o, on sait qu'il existe une certaini' valeur /, telle que pour toutes les valeurs de p, depuis o juscpTà /, le premier terme est plus grand que la somme de tous les autres pris en valeur absolue. On est donc assuri' (pi'entre ces limites pour o, le polynôme
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sera négatif comme le premier terme, sans pouvoir être égal à zéro tant que o ne le sera pas lui-niènic ; cl par • onséquént Texpression (5) sera positive cl j)lus pelite que 1 unité.
En prenant donc pour i une valeur quelconque entre
zéro et la plus petite des deux limites /et i/t^' on est
-ùr cjue le module du second membre de (4), et, par con-
-«'■«lueiil, de' — ",'' , — -) sera nlus pelil (iiie l'unilé. Doîi il ' /(-o; ' ' '
résultera que le module dcy"(;o + /') sera plus petit que celui de /{:•„); ce qui démontre la proposition énoncée. Cela posé, nous allons élahlir la proposition fondamentale de la théorie des équations.
30'2. TiiÉonkMF. FONDVME.XTAL. — ï'outc cquatiori dont Ir premier membre est. un polynôme entier et rationnel, à locfficienls réels ou imaginaires, admet une racine réelle iiu imaginaire.
Soit léqualion
dont nous désignerons le premier membre pary(s). Les coefficients A, A,, ..., A,„ peuvent être réels, imaginaires iiu nuls; mais le premier et le dernier sont nécessaireuient différents de zéro, sans quoi l'équation s'abaisserait; et l'on s'occuperait alors d'une équation de degré moindre. ISous allons démontrer que, si l'on pose
il existe des valeurs réelles de j: et r fpii satisferont à r<-qualion
c'cst-à-dire qui seront telles, (ju'en effectuant les calculs
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dans l'expression /(a- +^r\' — i ), ce qui conduira à un résultat de la forme P + Q \ — i, la partie réelle P soit nulle, ainsi que la ipiantité Q qui niullipliera y — i; en d'autres termes, qui seront telles, que le module ^P- -i-Qde P+ Qy — 1, ou f{x -\-y y' — i), soit nul. Posons
A = /-(cose-^ y/^sin 6), A, = r, (cosfi, — /— 1 sinO, ),
A„j = r,i,{co&^i„ -1- y/ — i sin 9„, ), 3- ^-y \J — 1 = p( cosa -— \j — I siiiœ);
nous aurons
/(.r -HJ' y/ — i) = f'j'" [cos(mo -s- 9) -+- y/ — i sin(«j<p H- 0)] + . . . -^ /•,„cos(6/„ + y^— isinô,,,),
Il par conséquent
P = 7- p"' cos ( «/'-S -f- 6 ) ^- . . . -f- /•'" cos 0,„ , Q = /p"' sin ( «itp -^ 0) -i- . . .-r- r„i sin 0„,.
(Jn en déduira
et, d'après ce que nous avons dit, /• et /„, sont difTérenls de zéro.
Si l'on donne une valeur quelconque à a^^ et qu'ensuite on fasse passer o de — oo à + oo , y P- H- Q- variera d'une manière continue de — oj à -|- x . Il passera donc par une valeur moindre que toutes les autres, ([ui pourra bien être zéro, mais jamais négative : et plusieurs peut-être pourront lui être é<;ales. Et remarquons que ce minimum III' jii'iil correspondre à p infini, ipii rendrait le; module
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infini. En donnant à la variable -j toutes les valeuis comprises entre o et 2—, et par suite à x el jy toutes les valeurs réelles possibles, on aura toutes les valeurs cjuc jieut |)ren(Jre y'P- -|- Q-; et il v en aura nécessairement une, ou [)eul-être plusieurs égales, correspondantes à des \aleurs linies de p, qui seront moindres que toutes autres; c'està-dire que tout autre svstènie de valeurs de /• et -i, ou de ûT, y que ceux qui correspondent à cette valeur du module \ P- H- Q-, lui donnerait une \;ileur plus i;rariile.
Cela posé, il est évident que cette \alcur minlma du module ne peut être (]ue zéro; car, d'après le lenime précédent, si elle était différente de zéro, on pourrait trouver des valeurs de x ely, ou de /• et '-i, qui le rendraient moindre; ce qui impliquerait contradiction. Donc les valeurs réelles de X el )• qui correspondent à la plus petite valeur du module, et dont l'existence est évidente, annulent ce module, et par conséquent P el Q, et jiar suite le premier membre de l'équation ( i ).
Cette équation admet donc au moins une racine de la l'orme .»• -j- >■ = ^ — 1, ./■ <•( v élaul di> inuniites réels : celte racine sera réelle quand )• sera zéro. De là résulte le théorème proposé, qui consiste en ce que :
Toute éqiialioii dont le premier membre est une fonction entière de lu lettre qui représente l'inconnue a une racine réelle ou imafj^inaire.
11 est inutile de rappeler ici toutes les conséquencres que nous avons développées dans le Volume précédent, où nous avons supposé ce lliéorème démontré.
Des séries iintiginnires.
303. Lorsque les termes d'une série sont d<' la forme '/ 4- e ^ — 1 , on entend que cette série est eon\erj;enle l(ir>iiue la somme des liTmes réels a um- limite v il ciuc la
somme des coefficients de y' — i tend de même vers une limite t : on dit alors que la série a une limite qui est
On est ainsi ramené aux conditions de convergence de deux séries réelles ; mais il suffit souvent d'en considérer une seule, celle qui se rapporte aux modules des termes de la proposée.
En effet, on peut toujours poser
u -h- V / — I = p(cos6 -h v/ — I finfl ), et la série proposée prend la forme
l pi(cos9i -^ / — i sinô,) -i- OofcosOo^- / — i sinô^)-!-. . . ( I ,) .
[ -^ pa (cosO„^ v' — I si nO„ )-)-... .
Or, si la série
(■■>-) pi -^ ?2— ■■• -^ P«
est convergente en prenant tous les termes positifs, il s'ensuit, à plus forte raison, que les deux suivantes :
l p. cos6, -T- po cosO., -^ . . .-^ p., cos6„, ( pi sin 61 -;- p-i sin Oj -+-...+ p„ sin6„
le seront elles-mêmes ; car, à partir d'un terme quelconque, la somme des suivants jusqu'à l'infini est évidemment moindre que dans la première. On peut donc énoucer la proposition suivante :
Une série iiuaguinirc est coii'.'ergeiile /orsi/ue la série des l'aleurs absolues des modules de tous ses termes est conwerge/ile.
Lorsque la série (2) n'est |)as convergente, il est possible (pic ses termes tendent ou ne tendent pas vers zéro. S'ils n'y tendent pas, les séries (3) ne peuvent être toutes deux
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ronvergenles ; car, quelque valeur qu'on puisse supposer à l'angle 0, il est impossible que f cosO et psin'j tendent tous deux vers zéro, si : n'v tend pas : les termes des deu\ séries (3) ne peuvent donc tendre vers zéro, ce qui est cependant une des conditions indispensables de la convergence. La série ( i) est donc dans ce cas divergente.
En second lieu, si, la série (2)étant divergente, ses ternies décroissent indéfiniment, il n'est pas impossible que les séries (3) soient convergentes, parce que tous leurs termes ne sont pas nécessairement de même signe : on ne peut donc alors rien affirmer, en général, sur la convergence de la série proposée.
304. Opérations sur les séries imaginaires. — Les seules séries imaginaires dont on doit s'occuper, étant convergentes, ont pour somme une expression de la forme
A -h By' — 1 ; et. en désignant par M le module y'A- ■+- Bet par h l'angle dont le cosinus et 1 • sinus sont respectivement vî' »ï' cette somme se trouvera exprimée par
.M(cosCj — / TsiiiO).
En entendant toujours de la même manière les opérations sur les imaginaires, on exécutera avec la plus grande facilité toutes les opérations sur les fonctions représentées par ces séries. Si, par exemple, on avait à midtiplier deux fonctions représentées j)ar des séries dont les sommes sont
M(cosO -f- /— I sinô) et N(cos<s-t-/— isin-i),
le produit serait
MN[cos(ft-l-^)-f- /^sin(ft-i- 'i)],
et il serait la limite du produit des deux polvnômes composés des /( |)remicrs t -rmes de chacun qu'on multiplierait Imi. - Afetli. III. 25
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suivant les règles des polynômes, le nombre n croissanl indéfiniment. Si l'on avait à les diviser, le quotient serait
— [ 005(6 — ti)-f- v'^^sin (•0 — 0)1.
puisque cette expression, multipliée par le diviseur, reproduira le dividende.
303. Théorème sur la multiplication de deux séries imaginaires. — Ce théorème n'est que l'extension de celui qui a été démontré jH'écédemment sur les séries réelles, et il s'y ramène ininiédiatemcnt.
Désignons par /„ et p,, les modules des termes de rang n de deux si'ries imaginaires
( /•, (cos?, -I- /— I sin<, )-H /^(cos^s-- / — i sin ?i) -h. . . f -1- /•,i(c'fis?„-T- y/ — I sin/,,)-^. . .,
pi ( cos6, -+- y/ — I sinfl, )-l- p2 (cosOj-^ / — i sinOj)- H- ,o„(cosO„H- /— I sin6„ )-(-... ,
et supposons que ces modules pris tous positivement forment deux séries convergentes dont nous désignerons les sommes par s, s' : les proposées seront elles-mêmes convergentes et nous désignerons leurs sommes par S, S'. Considérons maintenant une troisième série dont le terme général soit
On sait qu'elle sera convergente et que la somme des termes aura poui- limite le produit 55'. Or, il s'agit de démontrer' que, si au lieu des modules des termes on prend les termes eux-mêmes, on formera une série imaginaire dont la somme sera le produit des sommes S, S'.
CHAIMIKI'. XVIII. 387
Kn ofl'el, le terme général de cette s(''rle sera I -i- /-.p,, [cos(/,--0„)-v'-Tsin(?,- ()'■)]
I '•«fi[cos(/„ — 0, l-i- \/^^fin(/„ — e, )].
Or, le terme (3) est plus grand que la partie réelle cl que le coefficieiil de \' — i dans le terme (4); car les sinus el les cosinus ne peuvent dépasser i et leurs signes peuvent n'être pas tous les mêmes : d'où n'siilte ('■viilciimicni la convergence des deux séries formées de la partie ri'clU' ri de la partie imaginaire des diflërents termes de la s(''ri<' di)iit le larme général est (4)' H psI rionc déjà démontré que celle série est convergente, el il ne reste plus qu'à |)rouver qu'elle a pour somme le ))roduit des sommes des deux autres, c'esl-à-dire SS'.
Pour cela posons
et désignons par ■7„ la somme des /; premiers termes de la série dont le terme général est (3), et |iar /> la moitié de n ou de « -t- i , suivant que n est pair ou impair. On sait que T„ renferme tous les termes du produit ■'>_■«'. et d'autres encore qui ne sont qu'une partie de c^mix (pie s„.s'„ a de plus que •''pS'p; et c'est même de là qu'on a conclu que 7,, avait pour limite le produit des limites des sommes s„, .s-)^.
Or, si l'on désigne par S„, S«, ^ les sommes des n premiers termes des deux séries imaginaires proposées, et de celle dont (4) est le terme général, il est ésidcnt (pie > contiendra tous les termes qui composeront le produit S S' , el d'autres encore qui ne seront qu'une partie de ceux que
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S,, S„ a de plus que S S' ; mais les termes de ce dernier excès ne diffèrent de ,s„.<'„ — SpS'^ que par des facteurs trigonométriques de la forme
cosp -t- \' — I sin p ; la somme des termes réels v sera donc moindre que s s'u — ^p^'pt 6t le coefficient total de y/ — i sera aussi moindre que celle même quantité. Mais on sait que cette quantité tend vers zéro ; donc il en sera de même de la partie réelle et de la partie imaginaire de la différence
S,,S), — SJè'p, cl à plus forte raison de l'excès de > sur
IMais, à mesure que n augmentera indéfiniment, la partie
réelle el la partie imaginaire de S^S^, ainsi que de S„S^,, trndent vers celles du produit SS' ; donc, 2. <" pour limite SS', comme on se jtroposait d ■ le démontrer.
306. Développement d' une puissajice quelconque cV un binôme imaginaire.
Si le degré de la puissance était entier, la formule ne différerait en rien de celle qui se rapporte à un binôme réel, puisqu'elle ne dépend que des procédés de la multiplication, et qu'il est bien entendu qu'on les suit identiquement lorsque les termes sont imaginaires. Il n'y a donc lieu d'examiner que le cas où l'exposant est positif et fractionnaire quelconque, ce qui, comme nous l'avons plusieurs fois expliqué, comprend le cas où il serait incommensurable; el enfin le cas où cet exposant aurait une valeur négative quelconque.
ïoul binôme imaginaire o + b\\/ — i, a et b pouvant a\()ir des signes quelconques, peut se mettre sous la forme
P(cosO-H /^^sinO),
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en posant
y'a--T- b'= y, ■ = cos6, - = sinO;
cL (Ml iieul encore récrire ainsi
z cosO(i— v^^^langO),
(le sorte (|ue, si «(désigne le (Jegré de la puissance en cpiesllon, on aura
{a-^b^/~^)>" =(pcose)"'(i -i- /^ tangO)'".
Le nionijine pcosÔ sera positif ou négatil" suivant la \aleur de cosO, qui est de même signe que a, ])uis(jue nous prenons toujours le module p positivement. La puissance de ce mon(jme ne donnera lieu à aucune dif{icullé. Si l'exposant a un dénominateur q^ la puissance //( de scosO aura (jf valeurs difTérenles quel que soit le signe de /??; nous les avons discutées précédemment, et nous n'y r('\iciidrons pas. Nous nous bornerons à dire ([u'en aUrihiianl toutes ces valeurs au facteur mon(')me, il suffira d'en considérer une seule pour la puissance m du liirMuiK; 1 -+- \J — I tangO, et cest cette reclierclie qui va maiiilciianl nous occuper.
Soit donc proposé de développer la puissance de degré /» , positif ou négatif, d'un binôme quelconque i + ■'^ \ — i, suivant les puissances entières et p(jsitives de x.
Nous suivrons la même marche que dans le cas d'un binôme réel, et nous chercherons ce que représente la série suivante :
l' '" / — in(m~\)f I ,
I ini m — 1 I . . . ( //) — n -!- I ) / , ^
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Mais, a\;iiil (le clierclier ce qu'elle représente, il faut s'assuier f|u'elli' est convergente, sans quoi la question n'aurait j)as de sens ; et pour cela il faut que les termes réels forment une série convergente, ainsi que les coefficients (le ^ — 1 ; c'est-à-iiiie qu'il faut que les séries
i»{ m — 1 ) lu ( 1)1 — I ) ( m — a ) f m — 3 ) ,
soient convergentes. Or, en prenant dans chacune le rapj)()rt d'un terme général au précédent, on trouve qu'il a pour limite j- quand le nombre des termes précédents cruil indéfininicnt.
La condition nécessaire et suffisante pour que les deux séries soient convergentes est donc x'-<^i.. En conséquence, nous ne devrons considérer que les valeurs de .r comprises entre -|- i et — ^ i ; mais m pourra être pris arbitrairement.
Considérons maintenant une série semblable à (i), el qui n'en dilfère fpie par le changement de d) en m' \ [mis multi|>li()ns-i('S l'une par l'autre comme dans le numéi'O précédent : cette nouvelle série sera convergente et aura pour somme le produit des sommes des deux premières : son terme général
I m -H III ){ III ^~ m' — I I ...(«( + //;' — p ~\- i ) i , y
s'obtient en changeant m en m -1- m' dans la première. •'^ En multipliant la série ainsi obtenue par une troisième iidférant de la première par le changement de m en ///',
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iiii en oblieiulra uiu; autre dunt la somme sera !<• piodiiil lies Iroisséries mullipliées, el dont les termes se déduiront de ceux de (i) en y changeant m en m + m' + m" . Et il en sera de même si l'on continue cette opération pour un nombre quelconque de séries semblables à (i). Pour exprimer cette propriété de la série (i), désignons la limite de sa somme par o {m), nous aurons
Celle proposition remarquable va nous conduire à la connaissance de la fonction désignée par»(«*) dans les deux cas que nous consitiérons, de m positif et de ni négalil.
i" Supposons d'abord //; positif el comnicnsLirable, on aiu'a
/• et^ étant des nombres entiers (juelconques.
DansTéqualion (a)prenonstouleslesquanlités ///, m" .... égales à m et en nombre //; elle deviendra
o ( m )'l = -i(qm} = o( r).
Mais, /■ étant entier, 'i (/•) n'est autre chose que
on a donc
et, par conséquent.
(p(rti) = V(i H- j;/— r)'',
iiu, en employant la notation des exposants fractionnaires, pour les expressions imaginaires comme pour les réelles,
'^1 m ) —(i ~ v \J — I y'' = ( I -- .r \J — I )'". On a donc pour toute valeur commensurablc, et, par cou-
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séquent aussi pour loule valeur iiiconiinensiirable de ni, pourvu qu'elle soit positive.
(i -hr \/ — I )'" = I -T- //î î- i/ — I
iniin — 1)/ j -..
2" Supposons malnlenanl que m ail une valeur négative quelconque, — //. I^a fornuile donnera, en ne considérant que deux séries,
équation qui deviendra, en prenant ni' znz /?,
Mais, en faisant ni^o dans la série (i), elle se réduit à I, et par conséquent on a
Donc
tp(o)= I.
et, comme n est positif, on a
-^,,0 = (i-^^v/^)", et par conséquent
et, en einplo\ant la notation des exposants négatifs pour les imaginaires,
Donc, ipielle que soit la valeur réelle de ni, pourvu que x
CHArlTIlE XVII. 303
soit compris entre -;- i el — i , on a
,' ,m / — - inim—i), , N.,
m (m — \)(in — p -~ i }
/ .;« / mim — I) , «il 7» — i\(in — •!) , ,-
[l—x\ — il = I — mx\/ — I x- x'J -
DKS FONCTIO>'S TRANSCENDANTES DE ()I ANTITÉS IMAGINAIRES.
307. Jusqu'ici les opérations que nous avons eflectii(''cs sur les expressions imaginaires n'ont été que des additions, soustractions, multiplications, divisions, élévations aux puissances el extractions de racin'es; nous avons étahli neltemenl la manière dont ces expressions, ou, comme un dit aussi, ces (/uantités seraient traitées, et les propositions qui en sont résultées ont eu un .sens parfaitement clair. Or on reconnaîtra, en avançant dans la science, (piil est utile de les soumettre à toutes les mêmes opérations que les quantités réelles, et qu'il en résulte une généralisation importante dans les procédés du calcul et dans les formules auxquelles ils conduisent.
Ainsi on pourra élever un nombre ù une puissance imaginaire, prendre le logarithme d'une quantité imaginaire, en considérer les lignes trigonnmélriques directes ou inverses, etc.
Mais la première chose à faire est de donner un sens précis à ces opérations, qui n'en ont jusqu'ici que quand elles se rapportent à des quantités réelles; et comme nous avons fixé avec précision la manière dont nous entendions
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qu'elles devaient èlre li-ailées dans les opérations inférieures, c'est à celles-ci que nous rapporterons toutes les :i 11 très.
(( En conséquence, lorsque nous voudrons définir une lonclion quelconque de quantités imaginaires, nous commencerons par donner à cette fonction de variables ./', j'. ;, ... une forme telle, qu'il n'y ait à exécuter sur ces variables que les opérations inférieures désignées ci-dessus; et ensuite nous remplacerons j:,j', ^, ...par les expressions imaginaires correspondantes. »
Et il est bien entendu que, s'il en résulte des séries iuKii;inaires, elles seront conxcrgentes, sans quoi il n'y aurait
aucun sens à cette substitution. Par exemple, a .-i-
gnifiera qu'après avoir développé a-^ suivant la série
( x/a r- ( xla )■' I -r- j:la h ^ 5- - ....
(pù il n'v a à i-xécutcr sur .r que des multiplications, divisions et élévations à des puissances, on remplacera .i' par a + ê ^' — i .
De même, sin(a-f-êy — i) signilieralt le résultat de la substitution de a -|- ê\ — 1 à x dans la série
ys ,-5
et ainsi des autres.
Il faut reconnaître toutefois que, si une fonction d'imaginaires dépend de Jonctions déjà clairement introduites, et par des conditions qui n'offrent aucune obscurité et qui servent de définition à une fonction connue dans le cas des quantités réelles, la même définition convient naturellement à la fonction d'imaginaires, et c'est elle que nous donnerons au lieu d'avoir recours aux. se-
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ries. Ainsi, après avoir défini rexpoiicMiliclle iiiinginainfi^^ "' d'après le développement de a-^ en série, nous dirons cpie a + S y/ — -i est le logarithme, dans la base <i. du développement olitenupar la substitution de a + êy — i à x dans a^' . Va généralement nous appellerons logarithme d'une quantité réelle ou Imaginaire l'exposant qu'il faudrait donner à la base pour reproduire cette quantité, si cela est possilde, en entendant les exposants comme nous venons de le dire, (^e sera ensuite une question à examiner si le logarithme ainsi défini sera le même que celui qui aurait été défini au moven des séries démontrées pour les quantités réelles.
Cette remarjpio peut être appliquée à d'autres ff)nclions inverses.
308. Avant d(,' procéder à aucune reclierciie pailiculière. nous établirons une proposition générale bien simple, mais d'une application continuelle. Elle consiste en ce que, si le résultat de certaines opérations efTectuées sur des fonctions de variables x,y , ;, ... a été obtenu quelles que soient les valeurs de ces quantités et ne dépend, quant à la forme, que du mécanisme même de ces opérations; que de plus ces fonctions et les calculs exécutés sur elles ne renferment que des opérations qu'on exécute sur les ex- |)rcssions imaginaires suivant les mêmes règles que sur les <piantités réelles, il suffira de substituer à x, r, ;, ... , dans le premier résultat, les expressions imaginaires proposées, pour obtenir identiquement le résultat des opérations qu'on elfectuei-ait sur les fonctions données dans lesquelles on ferait les mêmes sidislilutions à x. y, :,....
La vérité de cette proposition se reconnaît immt'diatemenl. Pour en donner un exemple, nous rappellerons que, si l'on exécutait sur x et r les opérations indiquées comme
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il suit
n ^- i I XI X — I ) . . . I ./• — /i — i) y
on axirail le même résultat en x et y que si l'on eséculail celles qui sont indiquées par l'expression suivante, quelles que soient les valeui-s de x et v,
On peut donc dire que la même identité aura lieu si, au lieu de J" et y, on mettait a -^ ê y — i et a' -r o\: — i, puisque les opérations indiquées s'exécutent sur ces dernières expressions suivant les mêmes règles que sur les quantités réelles.
EXPONENTIELLES ET LOGARITHMES IMAGISAIRES.
3U9. Les logarithmes des quantités réelles peuvent être l'amenés à la base unique e du système népérien, parce que, tout nombre positif a étant égal à e'", on a a^ = e^'"; et, en posant xla = z, les logarithmes x et ; d"un même nombre quelconque dans les bases e et a ont entre eux un rapport constant.
De même, toute exponentielle imaginaire fi^-^^^-' à base quelconque a peut être ramenée à une exponentielle à basée; car, d'après la définition des exponentielles imaginaires, on a
^j,^oV-, _ I _ _ > , i^^ _ \ r /_ lîfi_j_
,. , • ■ 1 • I («-rSv'~.)M
développement qui n est autre que celui de e
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Si donc on fait a /« = m, èla = /;, on a idontiquecnl, d'après la dcfinilion des exponenlielles imaginaires,
^sv/-
/;/ et n élant respcclivemoni a et ê niuUipliés pai" /r/. On peiil donc se borner à considérer les exponentielles à base (', ce qui sera |>lus commode ; on les rapportera facilement ensuite à toute autre base, si l'on en a besoin.
mO. Ze.ç opérai ioii'i sur h-s e.rpo/ien/ielle.t i/iiagi/iaïres se Joui suivant les inrnws ri'i^les ijue sur les exponentielles réelles.
INous allons démontrer d'abord ([lie lexposanl d'un produit est la somme des exposants des facteurs. Soient (Il ('(Tet les deux exposants a+ êy/ — i et a' + ê'^ — i, a. 7.', 6, ê' étant des nombres réels quelconques, positifs ou négatifs; les quantités correspondantes seront
Si, pour abréger, nous faisons y. -î- ^ y' — i = u, n! -t- 6' \l — I = c, ces deux séries deviendron I
Si on les multiplie par le procédé (Ic'jà enqiIo\é, on trou-
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vora pour terme général
W II
qui n'est autre cliosc que le résultat que le mécanisme flu calcul, effectué comme pour les quantités réelles, donne-
rait pour
On obtient donc ainsi une série qui ne diffère de celle <n 1/ que par la substitution de // + r à //, quels que soient Il cl r, et par suite par la substitution de
dans la série (i), et qui, par conséquent, représente
(Taprès la définition.
Mais nous avons démontré que la série obtenue par ce procédé a pour limite le produit des limites des séries (i) et (2). On a donc
<:'est-à-dire que la somme des exposants est l'exposant du produit des deux quantités correspondantes, quels que soient d'ailleurs les signes de ces exposants.
Celle proposition ayant lieu quels que soient a, ê, a', ê', on peut avoir ê = o ou ê' = o, c'esl-à-dire qu'elle subsiste quand l'un des exposants est réel et l'autre imaginaire.
El si l'on avait a' = — a, ê' = — ê, le produit sérail i ,
, , , 1 ( « -I- t' )« narce que le terme gênerai ^^ — serait zéro pour toutes
les valeurs de n depuis n = i ; ce qui montre que
c—e^'-' = '-rp=>
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<l que. parconséquent, le changement de signe d'un exposant imaginaire quelconque produit sur rexponenlielle le même effet que (juaiul l'exposant est réel. La formule (3) donne bien au produit la forme c" : mais il était nécessaire ici de reconnaître d'oii venait ce zéro.
31 1 . Si l'on multipliait le produit des deux séries (i), (a) par une troisième série représentant t»''""'" * ^~% il faudrait de même ajouter les exposants a -r 7.'^-(ê-t- S')\ — i et a"-|-ê"y/ — T, et le produit serait la représentation de
En continuant ainsi, on arriverait à celte proposition générale que, si des expressiom en nombre (/uelcoiit/iie mit des logarithmes imaginaires ou réels, leur produit aura pour logarithme la somme de ceux de ses fadeurs.
De cette proposition il résulte que le logarithme ilu quotient de deux expressions qui ont des logarithmes imaginaires est la différence de ceux-ci.
312. Si l'on multiplie entre elles m expressions identiques à <?'"*"*'"', la somme des exposants sera
ni[o[ -~ ê/ — i),
<l'où résulte qu'en multipliant un exposant imaginaire par
un nombre entier positif w, on élève l'exponentielle à la
puissance m.
El, par conséquent, si l'on divisait l'exposant par ii, on
aurait une racine /i'*""* de l'exponenlielle. En réunissant
les deux opérations, on voil que, si l'on multiplie un expo-
in . , Il
sant imaginaire par — > on extrait la racine n"""' de la
puissance m de l'exponentielle, et Ve^fet est le même tjue pour les exponentielles réelles.
313. Ex/iiession des expoiwjitielles imaginaires au moyen des sinus et cosinus. Formules générales des logarithmes de toutes les i/uantités réelles ou imaginaires.
En prenant pour exposant de e une quantité imaginaire quelconque )' + .r y^ — i , )• et .»■ ])ouvant être positifs ou négatifs, on a, d'après ce qui vient dèlre démontré sur Ie> exposants,
r'.v+.r i'^ = ey e' *^^
= er I H- J- /— 1 — ^— —
= ey{coix -^ /— I sin.r).
Si Ion a r = o, il en résulte
( ■] j er»-' =cos.r-^/ — 1 %mx,
ou
/ ( cos X -i- / — I sin x) = .r / — I .
Faisant x = 2«- dans (4), « désignant un nombre entier quelconque positif ou négatif, on a
cos:r = 1, sina" = o, el, par suite,
^SH'^vrr^ 1,
cl c'est là la seule valeur de l'exposant qui puisse donner l'unité pour valeur de l'exponentielle, puisque c'est la seule qui rende sin x = o el cos x = i . Tous les logarithmes de + 1 sont donc donnés parla formule
/.I = ■i.riT.^ — 1, et on pourra les ajoutera tout logaritlime, puisque ce sérail simplement introduire le facteur i dans la quantité.
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La seule valeur réelle do /. i est donc zéro, et correspond à /i = u.
Si, dans réqiiation (/\), on l'ait
.!■ = (in - I )-, il en résulte
et toute autre valeur de l'exposant ne pourrait donner pour résultat — i, puisque nous avons pris |)our x la valeur la plus générale cpii rende le second meinlire égal à — i.
Il suit de là que les logarithmes de — i, dans la base de INéper, sont exprimés par la lorinide
et, comme « = a X i et — rr =^ a x^ - i, tous les logarithmes de II seront conqjris <lans la lormulc
la -i- •in-\' — 1 1
qui ne donne c[irune seule valeur réelle, et ceux de — a dans celle-ci
la -+- ( 2/1 -r- i)-\i — I . ■
qui ne donne aucune valeur réelle.
31 i. Formule de t<)iL<: les logarilhincs d' une expression imaginaire ft -^ h \ — • i .
On a identiquemrnt
Désignant par 0 un arc avant pour cosinus , et pour
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sinus , et par ■; la valciii- positive th'. \j a- -\- b-, on
4'>2 KTUDE HES COl'RIiES.
aura
a -^ b v/ — I = p I cos (^ ± ■m-)-,- / — i siii ( 6 ± 2 h - ) ] ,
\/ — I désignant dans les deux membres la même racine carrée de — i . Or les deux facteurs de ce produit ayant resj)eclivemcnt pour logarithmes /p et f) ^/ — i, il en résultera
l'expression la plus g<'nérale de a 4- 6^/ — 1 en exponentielle est donc
Cl, par conséquent, la valeur la plus générale de
l{(/-h l>\, — I ) est
/{a + b^— i)= Ip 4-(0-^ 2 /( TT ) /— 1 , et, comme conséquence,
/(cdsfl-i- v/^^sine) = (0 -H anir)/^^,
y' — I étant toujours la même racine carrée de — i dans les deux membres.
Si l'on changeait // vn ■ — h, il sul'lirait de changerden — 0, et en achevant scmbiablemcnt le calcul, on obtiendrait
i/ii: ) \/~
y/ — I étant toujours le même dans les deux membres, /( étant un nombre entier arbitraire, positif ou négatif, qui, par conséquent, pourrait être pris différent dans les logarithmes de a -+- ùy' — i et de a — l> \^ — i, bien qu'ils entrassent dans le même calcul.
Dans le cas particulier de « = o et ^ =: i , on a
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(les formules donnent
(il ces deux ci(ualio:is peuvent èlro renfermées dans la suivante
d'où
la \aleur de^ — i étant la même dans les deux membres; les valeurs paires de /x correspondant à l[^ — i) et les impaires à /( — y/ — i). Les plus simples de ces valeurs s'ohliendront en faisant dans la première /r == o, et dans la seconde A =; — I ; elles seront
V^-Tv/-
el /i_y_
){|,^. Considérons encore une expresMon plus compli- (piée, et cherchons le ]oi;aritlime (h; la puissame de di- •^vé imaginaire /// + /? y' — i d'une (juantité imaginaire '' -r- 6 y'' — I .
IJ'après le sens que nous avons donné aux exposants imaginaires, \a + (j\^/ — ij'n+"v-i iiidi<pie le résultat de la substitution de m 4-"v — i à .c dans le développement iic{a + b\/ — i)-', suivant les puissances de .r. Pour obtenir ce dernier, ou rempla(-era d'a!)ord « -+- i< y ' — i par Mlle expression ir igouomélri(]i:e en posanty a- ■{- //- =^ p,
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el désignant par H un arc a\anl pour cosinus - et pour sinus -• Tous les arcs jouissant de la même propriété seront
exprimés par la formule 0 -4- a/-, k désignant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. On aura ainsi l'expression Irigonométrique la plus générale de a -\- b y' — i en prenant
a + b v^ — I = p [cos( 6 — ikT.)-\- y/ — i sin( 0 -H ikT.)\ /c+t8-l-2*-)V'^,
= e ' et, d'après ce que nous savons, on aura
Il faut maintenant remplacer x par/» + /^v — i dans le développement de cette dernière exponentielle, ou bien, ce qui donnera le même résultat, faire cette substitution dans l'exposant même et développer ensuite. La signification de l'expression proposée est donc clairement établie par l'équation suivante :
Maintenant, l'exposant de e. dans le second membre est un logarithme de l'expression proposée; et, comme nous l'avons dit précédemment, on aura la formule générale do tous ses logarithmes en y ajoutant l'expression générale des logarithmes de l'unité, ou aZ/rry — i, />' désignant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. On aura donc la formule générale suivante :
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La règle est donc encore la même que si I"e\posanl était réel. On trouve, en efifecluant et supposant que y/ — i indique partout la même racine de — i .
= »!/p — n(f| -=-2A--)— /— I [nlp — miO^ ik-)—ik'-].
Quant à l'expression proposée elle-même, elle serait transformée dans la suivante :
= £«'?-"!' + '*=' j cos[nlp - m (0 ^ aX- i- a//-]
^ \/ — i sin[/i/p -^ /«( 0 -r aX-^-T- 2/.'-j!
Dans le cas particulier où Ton aurait a = o, b = i, w = o, rt = I , et par suite i = i , loz^o. f) = -, cette dernière équation devient
ce qui est conforme à la règle dans le cas des exposants réels, car, en la suivant, on écrirait
mais, puisque
V^ — I = cos — ^ v/ — I sin - = e^' ' >
//:ri==(i-^2/,^j/^,,
4o() ÉTCDE DES COURBES.
et, par suite,
et on aura le looarillinie le plus général en y ajoulani 2/.'-^ — I. qui est le logarithme général de l'unité.
316. Dé^eloppemput en scrie du lof^nrithine d'unitiuantité iniaf^inaire. ■ — Nous avons vu que tonte expression imaginaire a — ê y — 1 a un logarithme de même forme ; nous allons nous proposer d'exprimer ce logarithme
par une série. En mettant a en facteur et posant ^ =z x, cette expression de\ient a(i-i- j"y — 1], el son logarithme est égal à /a-|- l{\ +xy' — i).La question se réduit donc à développer /(i + .ry — i) en série.
Nous avons déduit précédemment le développement de ^(i + J")de celui de (i + .r)"'; voyons si l'on ne pourrait j)as semhlablement déduire le développement de /(i + jcy/ — I j de celui de ' 1 -|- x.'^/ — i )"', qui est, comme nous l'avons fait voir,
{i-\- X 1/ — I )'" = I -f- mx J — I -i ix J — I )^
m {in — I M 7/i — 2 ) / / u
et qui est convergent si x est compris entre — i et + 1.
On en déduira, comme dans le cas du second terme réel, en faisant tendre m vers zéro.
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11 s"agit nialiileiianl de liou\<'r la limite du premier membre. Or, puisque i -?- 's — i = <'' ' ■^'~''. on aura, daprès ce qui précède,
/ni il — .ry— il m- /^ (l -t- -r \/ — I ) 1 i.'J.
d'où
lui) ~ = l{i — j-\f— i),
ce logarithme élant pris de la manière la plus générale. Il comprendra comme cas particulier l'expression trouvée
d'abord pour limite "de et nui s'annule avec ./•.
On aura donc, pour le' développenienl de /(i — .r\ — i) «annulant avec .r,
(.1) /( I — xyj — i)= — — ^ — ■■ - — -T^ . . .;
et par conséquent le développement du logarithme d'un binôme imaginaire suit la même règle que celui du logarithme d'un binôme réel.
'•Wi . Xous pouvons déduire de la ("ornuiie i) un développement important, celui d'un arc au nioven de sa tan gente. En efl'et, on a
/(l — x/^) = - /(I — xV)— y/-
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mais la lorimile (i) devient, ea cfTecluant les puissances de \ — I .
Ces deux \aleurs de /{i-f-.f), devant être identiques, ont la même partie réelle et la même partie imaginaire. C'est ce que Ton reconnaît immédiatement pour la première; et la seule proposition nouvelle qui en résulte, en égalant les parties imaginaires, est le développement de arc tangx suivant les puissances de r. 11 est, pourvu que .r soit compris entre — i et + i.
aiT lanj.r ^
(Test, de tous les arcs (|ui ont la même tangente .r, celui qui devient nul avec x .
Cette série remarquable donne une expression du rapport de la circonférence au diamètre. En y faisant .r=i, elle de\ient
Malheureusement cette série, qui a été découverte j)ar Leibnitz, est très peu convergente, et exigerait de très longs calculs pour donner une approximation assez faible. Mais Euler a indiqué un moyen d'en tirer une valeur de r. en n'employant que des valeurs de x qui la rendent très
convergente. 11 consiste à partager -, en deux arcs dont les
tangentes aient des valeurs simples, et de calculer chacun d'eux par sa tangente, qui, étant plus petite que i , donnera lieu à ime série plus convergente.
l'renant jiour l'un de ces arcs celui tloiil la tangente
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est • on trouve facilciiiciil (jue \n tangente ilu second est
. • el I on aura
< )n |)oiirrait encore calculer t: pai' des séries plus eon-
vcrj;entes. en partant de l'arc dont la tangente est y, el qui
se calculera par une série beaucoup plus convergente que ces dernières. Le désignant ])ar a. on calculera la tangente
(le 'la oui sera — ou —■> iiiiis la tanfrente de ia fiui sera ' 2j 12 ' '^ '
— ou iH On voit ainsi (lue ia est plus grand
que 7- et il suffira de calculer l'excès // qui est la dill('-
rence des angles ayant respecliveinent pour tangentes i et
I ^ Sa tangente, déduite de ces deu\-ci, sera -^-) et
la série de arc tang.r donnera l/, en reinplaeanl .r par^r--
La valeur de b se calculera donc avec beaucoup d'approximation au nioven d'un très petit nombre de tenues, cl la \alcur de -sera 4(4''' — ^)-
Bemart/ue. — On aurait pu di'duire la limite de
^ — — comme cela a ete lait précédemment dans
le cas d'un binôme réel ; mais nous y sommes parvenu
plus promplement ici, parce que nous avons pu faire usage
du développement d'une exponentielle en série, ce qui
n'était pas encore connu dans le premier cas. On pourrait
néanmoins suivre tout à fait la même marche, comme nous
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allons le démontrer; et cela aura l'avantage il (Hendre aux
imaginaires la |)roj)osition imporlanle que - — ; — - a pouilimite l'unité quand a. tend vers zéro.
I" Supposons d'abord a de la forme .r\ - i et cher-
(lions la limite de ^ r:^ — - quand .r tend vers zéro, en
considérant le logaritliiiie qui s'annule avec .r, c'est-à-dire prenant /. i = o.
Or on a
/(i -H T^~- i) = - l(i-~ x^ ) -:- v' — I arc tanfja-.
et
/(i-r-.rv/ — i) I l{i^-T-) arc tangar
,, , , ,. . l(i-h.v'') , . iLn passant a la limite cl remarquant que 5 — - tend
,, . . . hi^.rh vers 1 unile et par conséquent ~ — - vers zéro, on aura
,. /d — ry'^) lini -p= — - = I
comme pour a réel.
2" Supposons en second lieu a := « -f- fty' — i, ce qui est la forme la plus générale de ce que nous avons appelé expressions imaginaires ; et cherchons la limite de
/(i -t- en- /> /— ') I > 7 , 1 . • .
^ -== — - quand a et 0 tendent en iiuMnc temps
a -+- b y/ — I vers zéro, en ayant un rapport fini quelconque. Nous aurons d'abord
/(i-h a + 6/— 1) = -/[( i-T- n)-^- 6-]-H /— i arclang
Or arctane ne diffère de que d'un<: quantité
(Hvi'iruF. x\ii. 4iï
infinimenl pelilr |iar rajipori à on simjilcniciil à h:
el l{i -{- %<i -T- a- -— h'-) ne dillèrc di' in — a- — b- que d'un infiniment pclil p.ir rapport à celle dernière quanlilé ou simplement à a. el comme a- -1- />- esl infiniment petit
par rapport à (/,-/[ (i 4- </)-+ ^-] ne difTércra de - ■3.<i ou de a que d'une quanlilé d'ordre supérieui ; d'oîi il suil que /(i -4- rt 4- //y — 1 ) ne dilTére di- o — A\ — 1 que d'une quantité (o d'ordre supérieur à a et h. On a donc
Il T- b t/ — I ft-.-b <J — I
et la limite est i .
On peut donc dire que, cpiel que soit a, réel ou imagi-
na'.rc, on a
lini ^i <iii Iniid — ly
Celle extension étant élaldie. si l'on demande la
limite de (luand in tend vers zéro, ou
posera, comme il a été lait dans le cas des fpiaiililés réelles,
( I -t- 3" / — I )'" = I -w S, d'où
l'expression proiniséc deviendra — - et Ç tendra vers zéro. Si l'on substitue maintenant à m sa \aleur
/ii-+-g)
celle fraction deviendra -z- l[,\ -^ x J — i),donllali-
mile sera l[\~x\ — 1 , puisque jr- a iiour limite i
On parviendrait d(jnc ainsi au drveloppemeni rl<
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/ 1 -H^ry/— i) par une suite de calculs identiques à ceux qui ont été employés pour /(i + x).
320. Il serait supcrllu de multiplier davantage les exemples sur le calcul des exponentielles et des logarithmes des quantités imaginaires.
Les contradictions que l'on pourra quelquefois rencontrer ne seront qu'apparentes, et tiendront à ce que Ton aura oublié qu'une quantité quelconque réelle ou imaginaire a une infinité de logarithmes. Il n'y aura donc pas lieu de s'étonner si deu\ calculs conduisent à des expressions difl'érentes pour le logarithme d'une même quantité ; il suffira, pour qu'il n'y ait pas contradiction, que ces expressions diflérentes soient comprises dans la formule générale des logarithmes d'une même quantité.
Ainsi le logarithme d'une puissance n'est pas nécessairement le produit du logarithme de la quantité parle degré de la puissance, vu qu'on peut prendre des valeurs inégales pour les logarithmes des facteui's égaux. Si, par exemple, on considère un nombre positif a et qu'on désigne par /(( son logarithme réel, le logarithme de o- ou de eut n'est pas nécessairement 2 la, parce que les logarithmes des deux facteurs sont la ± 2 « u y/ — i pour le premier, et la ± 2 II' -y — I pour le second, les nombres entiers // pouvant être différents. Le logarithme du produit a- est donc, d'après la règle démontrée (3H),
lia ± 2(n ~.-' n' )t: \/ — i,
et 2 la n'en est qu'une valeur particulière.
Voici maintenant une des difficultés qu'on a élevées sur l'emploi des logarithmes des quantités qui ne sont pas des nombresréels et jiositifs. On a dit que a- estle carré de — a aussi bien que de + a; son logarithme est donc aussi birn
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a /( — a) que lia, donc l{ — a) = la, ce qui est faux. Mais Euler a très bien levé celte difficulté en faisant remarquer (lue le logarithme de a- n'est nécessairement ni 2 la, ni 2/( — rt), et que par conséquent on ne peut conclure la = l{ — a) : il suffit, pour l'aire disparaître l'apparence de contradiction annoncée par les deux résultats, de montrer qu'ils sont l'un etl'ptUre des cas particuliers de la foriniiie générale des logarithmes de «-.
En eilet, — a a pour logarithmes toutes les expression'^ contenues dans la formule
/n rb ( 2/> -I- 1 ) ~ \^ — I •
Donc le logarithme de — a X, — a a pour expression j^énérale, d'après la règle démontrée ci-dessus pour le logaritiime dun produit,
• la —(y.p -~ i)t:v/ — 1 -i- la zt(3p' -^ i)-v — i, ou
2 la ± i{p -^ />' -4- I )-/ — I.
Or nous avons trouvé pour le logarithme du produit a X"
•i.l(i ~ ï{ii -^ li' )~\ — I .
et ces deux expressions, qui ne peuvent coïncider, sont également renfermées dans la formule
la~ 2 /. - \' — I
qui est celle du logarithme de a'-.
321. Mais il n'est même pas besoin de faire usage de toutel'indélermination que comporte chaque logarithme, et on peut considérer la même valeur pour le logaritiime d(-s facteurs égaux. On aura ainsi, en doublant le logarithme de a,
ila-^ \ rt~\'-- i ,
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el dduhlant celui de — a.
i la zn îiip — I )-/— 1 .
Or ces deux expressions ne peuvent coïncider, mais sont renfermées dans la même formule
lia ±1 ïk-^' ' 1 .
la première correspondant à k pair et la seconde à k impair. Et toutes les difficultés que pourrait faire naître l'application des propositions qui précèdent et de celles qui vont suivre se lèveront comme celle-ci. Il ne peut v avoir de contradiction réelle entre les conséquences rigoureuses de principes qui n'ont rien de contraire à la nature des choses en question.
322. Expression des sinus et cosinus au moyeji d'exponentielles. — Des formules précédemment trouvées
JTV'ITÎ . . X->~1 / .
(I) e =cosx— v» — I sinx. e = cos.r — ^ — i sin-r.
(2) cosx =
Ces expressions sont souvent utiles, et elles ne sont au fond autre chose que celles que nous avons trouvées pour le développement de sinx et cos.r suivant les puissances de J^, et que l'on retrouverait ici en remplaçant les exponentielles e " , e par les développements en série qui en sont la définition; de sorte qu'on les obtiendrait directement en partant de ces développements au lieu de partir des valeurs des exponentielles exprimées en sinus el cosinus.
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Supposons niainlenanl l'arc .'■ imaginaire Pt représenlipur a 4- S\' — 1 .
D'après notre définition générale des opératit)ns iimiiscendantes sur les imaginaires, on aura
/ ^/ -. (a-^êv/— i)- (a — g/— i)'
(•(is(a -+-6/ !,'= I r- TT—,
el ce dcveloppeinenl est la deini-somnic des deux sunanls, (orrespondanl respeclivenienl au\ doubles signes
( a -+• 6 v/ — i) v''— l ( ï — o y/ — I )- ( a — ê y/ — iV /
cl, par définition, ces développements représentent Texpo-
iienti<'lle
lin a donc
.,(.-uîi/rT1i/37 _(,+5v/r7)i/r7
^ ^\'' aV ", > ' -u. (> v'-i-ov >/l '
cos(a---ov'— 1 )= ■
On trouverait de même
=in(a-- oy/ — ||=
ce qui montre que les formules (i) subsistent quand x est
imaginaire.
En eflfecluant les calculs, on trouvera
cosl^a -' TV
'■Il •
' sin(a " 6/— i)= s Si 7. = o, on aura
cos ( s ^ — i) =
in(6v/^) = -^J- =/-
ay/ — I
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353. Il est facile de reconnaître que les propriétés fondamentales des sinus et cosinus subsistent quand les arcs sont imaginaires; que, par exemple, le cosinus et 1<! sinus d'une somme ou d'une ddTérence s'expriment par les mêmes formules que quand les arcs sont réels.
En efi'et, d'après les valeurs que nous venons de trouver pour cos (êy' — i) et sin(êy — i), les formules (3) peuvcni s'écrire ainsi :
cos(a-i- ê v' — ') = cos a cos (êv'' — ') — sinasin(ê/ — i), sin (an- S/ — i) = sinotcos(5/ — i)-;- sin(6 / — i)cosa.
On reconnaîtrait de même que sin (a — ê^' — i) et cos^a — êy/ — i) se développent suivant la même loi (pic quand les arcs sont réels.
Il est inutile d'entrer dans plus de développements suice poini ; nous avons assez montré comment il faudra raisonner dans tontes les ([ucstions qu'on peut se proposer sur ce sujet.
32 i. Obseri'utio/i générale. — Lorsque l'on \oudra effectuer des transformations ou opérations qui ne seront pas identiquement les mêmes que celles que nous avons examinées jus(pi'ici, \\ faudra commencer par se rendre bien comple de ce que l'on demande; car les difficultés viennent souvent de la mauvaise position de la question et du vague des conditions. La question étant nettement définie et ne renfermant rien de contradictoire à tout ce qui a été antérieurement établi, il ne pourra se rencontrer que des difficultés d'exécution, mais jamais d'obscurité.
MATIÈRES TRAITÉES DANS CET OUVRAGE
L oljjt't |ii'iticl|);il (HIC MOUS avons en vue dans cet Ouvrage est la direction de l'esprit dans la recherche et dans la démonstration de la vi'ritc. Les moyens généraux que l'on peut indiquer à cet cfTct enseignent comment il faut chercher, mais ne font pas toujours trouver; le succès dépend beaucouji de l'iiabileté de celui qui les emploie : mais, quelle que soit leur imperfection, leur utilité est inconleslahle.
Nous les avons étudiés spécialement dans les questions qui se rapportent aux sciences de raisonnement. Nous avons donné une définition ])réciso de ces sciences, et nous avons assigné avec beaucouj) de soin le caractère des questions que l'on peut avoir à v traiter.
Nous avons exposé les méthodes générales rpi'on emploie à cet effet et auxquelles les anciens ont donné les noms d^analyse et de synthèse. Nous croyons avoir ajouté quelque chose à ce qu ils nous ont laissé sur ce point, et nous n'avons pu nous enqjècher d'e\|jrimer notre étonnement de voir que les Traités modernes de logique n'en font aucune mention. Celui de Purl-lloyal en dit quehjucs mots à peine, beaucoup moins certainement qu'on n'en trouve dans les ouvrages de Pappus d'Alexandrie. Mais Condillac el tous ceux qui l'ont suivi ont entendu les mots analyse et synthèse dans un autre sens que les anciens; ils n'v ont vu Dm. — MviU. III. 2-
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que la décomposition d'un tout dans ses parties, cl la recomposition de ces parties pour refaire le tout. Ils ont cru que c'était en cela que consistaient les procédés des géomètres modernes, dont ils ne pou valent apprécier les œuvres, et ils les ont donnés avec assurance comme les seules méthodes propres à diriger l'esprit dans la recherche et la démonstration de la vérité. Nous serions heureux de penser que cet Ouvrage pourra contrihuer à les faire revenir de cette erreur.
Après avoir exposé les généralités applicables à toutes les sciences de raisonnement, nous avons jugé nécessaire de les éclairer par l'application, et nous avons dû choisira cet effet les sciences les plus simples et les plus parfaites, la science des nombres et la science de l'étendue.
Sciences de raisonnement. — Nous avons appelé science d'une chose l'ensemhle des lois de celte chose, c'esl-à-dire l'ensemble des rapports nécessaires qui dérivent de sa nature. Elle devient science de raisonnement lorsque les données que l'on possède sur celle nature déterminent complètement la chose, et par suite toutes ses lois.
Pour constituer la science des nombres et celle de l'étendue, nous avons donc dû d'abord fixer si exactement la nature des nombres et de l'étendue, que toutes les lois de ces deux choses en fussent des conséquences nécessaires. C'est ce que nous avons fait, en n'admettant que des idéeS et des propositions si évidentes pour tous les hommes, et si intimement liées aux impressions que les objets extérieurs produisent sur leurs sens, qu'il leur semble impossible d'élever le moindre doute à leur égard.
SCIENCE DES ÎNOMBRES.
Nous nous sommes d'abord occupé exclusivement de la science des nombres, qui est celle qui emprunte au monde extérieur le moins de données premières. Nous avons rapi-
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rlemenl passé en revue les questions relati\cs à leiii- iidnienclalure el aux (ipéralions les plus siin|)les auxquelles ils peuvent donner lieu. Les procèdes d'exécution de ces opérations se fondent immédiatement sur la décomposition des nombres adoptée dans la numération, et c'est par conséquent l'application du premier nioveii indiqué iiar la inétliode anah tique.
Extension de l'idée des nottthres. — Nous avons bientôt senti la nécessité de donner de l'extension à l'idée de nombre, qui n'a dû être d'abord que celle de la pluralité. Cette extension a pour objet de réduire à une seule plusieurs propositions qu'on était oblijié d'énoncer séparément. Il V a donc d'abord simplification dans la science; mais il y a cet autre avantage que cette généralisation constate et rappelle à res)irit des analogies reconnues entre des choses qui se présentaient d'abord coniiiie isolées.
Toutefois, ces avantages ne ]>euvent être acquis par la seule extension d'une définition ; il est indispensable de reprendre toutes les propositions établies d'après la première conception, el de les étudier d'après la nouvelle. C'est ce que nous avons fait avec grand soin, et nous avons jugé d'autant plus nécessaire d'insister sur ce point, que la plupart des ouvrages élémentaires ne le traitent pas avec la • rigueur nécessaire, et que, |)lus tard, trompés par l'emploi de signes généraux, les auteurs semblent admettre comme vraies, dans tous les cas, des propositions qu'ils n'avaient démontrées réellement que dans les cas les ])liis simples.
Résolution analytique de quelques problèmes. — Nous avons ensuite résolu un certain nombre de problèmes, afin de faire reconnaître sur des exemples faciles l'emploi des méthodes générales exposées dans la première Partie de cet Ouvrage. L'analyse, qui est la seule méthode d'invention, est celle dont nous avons Aiit usage; mais nous avons procédé tantôt par df'duclion, laiili'il p;ir n'-(iuelii)ii. en
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a\aiit toujours soin de disculer la réciprocité. La première marche est plus souvent employée; il est ordinairement plus facile de déduire une proposition d'autres supposées connues, que de découvrir de quelles propositions on pourrait déduire celle que Ion désigne; mais si Ton démontre la réciprocité, on arrive au même point par les deux procédés. Si au contraire la réciprocité n'a pas lieu. les deux [)rocédés conduisent à des conséquences différenles : la question substituée à la proposée contient, dans un cas, des solutions étrangères, tandis que, dans l'autre, il V a des solutions perdues.
(jrneralile. — Nous nous sommes occupé ensuite des movens d'obtenir la généralité, soit dans la solution des problèmes, soit dans la démonstration des théorèmes. L'avantage obtenu ainsi pour les problèmes est de dispenser de recommencer les calculs pour chaque nouveau cas particulier; mais la généralité des théorèmes est d'une nécessité absolue, puisque, sans cela, on ne pourrait les appliquer même à des cas particuliers, et surtout s'il v avait des nombres inconnus; car toute vérification sur eux serait impossible.
Nous avons dit que, pour obtenir la généralité dans les résultats de toute question de nombres que l'on sait résoudre sur des données particulières, il suffisait de représenter les nombres donnés par des lettres, et d'agir comme on le ferait sur des données particulières; les opérations, qui ne pourront alors qu'être indiquées, conduiront à des résultats qui ne seront eux-mêmes que des indications d'opérations, au lieu d'être des nombres comme cela aurait été dans le cas où les données auraient été des nombres particuliers.
L'emploi des lettres, ou même d'autres signes arbitraires, donne donc la généralité en faisant connaître quelles opér.itions connues il faut cn'eclurr sur les données de tout cas
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particulier, pour obtenir le résultat correspondant; rt les signes employés pour indiquer ces opérations donnent au\ expressions le |)lus haut degré possible de -iniplici!!''.
Une pareille indication se nomme formule, et les -olulions générales de toutes les (pieslions de nombres ne soni |iar conséquent que des formules.
La nécessité des résultats généraux, se l'ail sentit- dès le commencement, et n'a point écbappé aux anciens. Ils mi! résol u des problèmes et démontré des théorèmes d'une manière générale. Mais ils désignaient les nojiibres par le rôle qu'ils jouaient dans la question, et sans avoir même de signes pour représenter les opérations à eflecluer sur eux. Il r.'-sultait de là que leurs énoncés étaient quebpiefois dune grande difficulté à comprendre, et les solutions ou les démonstrations encore plus pénibles à suivre. C'est au point qu'on ne peut s'empêcher de penser qu'ils cmplovaienl pour ces recherches des notations plus simples, analogues peut-être aux nôtres, el qu'ils ne se servaient de l'écriture ordinaire que pour en communiquer aux autres les résultais. Dans tous les cas, la comparaison de nos procédés avec ceux qu'ils nous ont transmis est très ulile à faire, pour montrer combien les raisonnements el la succession des idées sont facilités ou obscurcis, suivant le choix des signes destinés à représenter les choses el leurs i-apports.
Mais l'invention de ces signes, si importante qu'elle soil dans la science des nombres, ne constitue pas une science à pari : c'est un progrès qui ne pouvait se faire beaucoup attendre dès qu'on a commencé à s'occuper de celle science pour elle-même; cai' les anciens cullivaienl surtout la Géométrie et ne se proposaient de jiroblème de calcul que pour résoudre des problèmes de Géométrie. Ainsi, Archiniède a découvert la formule de la somme fies termes de la progression géométrique dont la laison est |, pour servir à la quadrature de la parabole; il a donni' la formule de la
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somme des carrés de nombres en progression arilliméti([uf avant pour raison l'unité, en vue de la quadrature de la spirale, etc. Il se servait du langage et de l'écriture ordinaires, et la difficidté qu'on éprouve à le suivre est un des plus frappants exemples que l'on puisse citer à l'avantage des notations des modernes. Mais si l'on voulait partager la sciencedes nombres en deux autres, l'Arithmétique et l'Algèbre, la première traitant les questions particulières, la seconde les questions générales, dans laquelle mettrait-on les Ibrmules d'Archimède'? Ce serait sans doute dans la seconde; on ne ferait donc pas consister l'Algèbre dans l'emploi des lettres. Mais si c'est la généralité qu'on prend pour caractère de l'Algèbre, il faudra v renfermer tous les théoj'èmes de l'Arithmétique qui n'ont d'existence que par la généralité. Cette division de la science des nombres n'est propre qu'à empêcher ceux qui commencent de comprendre l'esprit des théories et la manière naturelle avec laquelle on a procédé à leur formation successive; nous nous sommes bien gardé de l'adopter, et nous n'en parlons ici que pour expliquer les raisons que nous avons eues d'agir ainsi.
Mise en équation. — Les problèmes que nous avons choisis comme application des méthodes générales ont tous été ramenés à d'autres où il s'agissait de trouver un nombre qui satisfît à une certaine relation d'égalité. Cette substitution de questions est de la plus grande utilité, parce qu'on a des règles générales pour résoudre ces dernières quand l'inconnue ou les inconnues, s'il v en a plusieurs, n'y entrent qu'au premier degré.
Cette Iransfoiiualioii de la (pieslioii se nomme \\i mise en équation.
On V parvient en indiquant sur les nombres connus et inconnus les opérations par lesquelles on vérifierait si ces derniers conviennent à loules les conditions du problème;
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ce qui doit pouvoir se laire si l'on sest bien rendu coniplc de ces conditions; cette vérification conduira à des comparaisons qui se transformeront facilenicnl en <y///ti/io/is. Or, soit que l'on procède par déduction, soit par réduction, en partant des conditions mêmes de la question pour arriver aux relations d'égalité équivalentes à ces conditions, c'est toujours la mcu cite analytique qui aura été suivie. Mais celle équivalence n"a lieu que s'il y a réciprocité entre les questions substituées successivement les unes aux. autres. C'est ce que l'on doit examiner avec le plus grand soin; et si cette réciprocité ne peut être obtenue, si toutes les conditions de la question ne |)euvent être ex|)rimées par les équations, il faudra tenir compte des solutions étrangères ou des solutions jierdui-s.
Résolution des équations du prt^niier da^rc. — Pour avoir, la résolution générale d'équations du premier degré renfermant un nombre quelconque d'inconnues, il suffit, d'après ce qui aété dit précédemment, de représenter par des lettres tous les nombres connus qui entrent dans ces équations, et de suivre la même marcbe, toujours analytique, que si tous ces nombres étaient particularisés. On aura ainsi des formules apjjlicaljles aux cas où ces nombres auraient des valeurs quelconques; les équations proposées restant toujours de même forme, c'est-à-dire conservant ;iux termes correspondants les mêmes signes que dans les l'ijuations d'après lesquelles les formules ont été déterminées.
(ièncralisation ptti- les quantités nrgntii'es introduites dans les données. — On serait donc obligé d'avoir autant de formules qu'il v aurait de combinaisons de ces signes, l't ce nombre s'accroîtrait très rapidement à mesure que le nombre des inconnues augmenterait; de sorte <pie l'on devrait réellement renoncer à représenter d'une manière rcmiplèlement générale les sfdutions des équations du prc-
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mier degré dans lesquelles le nombre des inconnues sérail snpérlear à trois, et même à deus.
On a donc dû chercher à remédier à tout prix à cet inconvénient, et nous avons fait voir comment on v e^t parvenu par lintroductipn des quantités né^tivesdans les données. Xoas avons démontré cpi'en déterminant les formules des inconnues d"après une combinaison, arbitrairement choisie par les signes des termes des différentes équations, on aurait ainsi un tvpe d'où l"on ptourrait tirer les formules relatives à toutes les combinaisons possibles des signes de ces termes, en regardant comme implicitement négatifs les coefficients des termes (jui ont changé de signe par rapport à la combinaison primitive, et exécutant les opérations sur ces quantités négatives isolées suivant les règles démontrées dans la maltiplïcation ou la division des polvnômes.
Cette démonstration étant faite rigoureusement, un seul svstème de formules pour les inconnues salTîra pour toutes les combinaisons des signes des termes des équations données: et il faut bien remarquer que la manière d'effectuer ces opérations sur les coefficients positifs on négatil's n'est qu'un procédé commode pour obtenir les résultats que l'on cherche, mais qu'il n'v a aucun sens à attacher à ces opérations en elles-mêmes. C est le seul moven de renfermer tous les svstèmes de formules en un seul, et il faut l'emplover ou se priver de l'avantage immense qu'il procure, et que l'on sentira de plus en plus â mesure qu'on avancera.
Il serait donc absurde de chercher à démontrer ces règles sur les quantités négatives isolées, et considérées a priori. puisque les procédés que nous venons d'indiquer ne sont pas véritablement des opérations sur des quantités, mai? des movens mécaniques de déduire divers svstèmes de formules d'un seul, qui est un type unique correspondant ù
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une forme convenue des équations données, <|ue l'on clioisil la plus simple et la plus facile à retenir.
L'introduction des quantités négatives dans les données sert à généraliser bien d'autres formules que celles. des inconnues dans les équations du premier degré, cl nous en avons indiqué quelques autres qui suffisent pour faii-c sentir la fécondité de ce procédé, dont lis applications (réquenles n'ofi'rironl plus de difficulté, parce rpi'on aura bien compris que ce n'est pas par une pure convention, ou par de vagues considérations a priori cpi'on y parvient, mais par l'étude des questions en elles-mêmes; que tout ce qu'il \ a de facultatif est la volonté de généraliser, mais (]ue le moven d'v parvenir est nécessaire et unique, et exige une démonstration.
Des ijuantitès négatives se présentant, conviio solulions. — Toute chose ne peut se présenter que dans les données ou dans les résultais des données. Aous venons de considérer les quantités négatives dans les données des questions: il nous resledonc à les considérer dans les résultats.
11 csl d'abord bien évident (juc tout ce qui est produit par le raisonnement ne peut donner lieu à aM( une difficulté, si l'on s'est bien rendu comple de ce ipic l'on a liiil. Alallicureuscmenl on néglige trop souvent de s'assurer s'il y a réciprocité enlre les questions que Ion substitue les imes aux autres, el alors on peut trouver à la fin des solulions étrangères ou des impossibilités qui ne sont pas dans la question proposée. Quelquefois aussi, lorsque la réciprocité a été complète, on rencontre des formes singulières, des indications d'opérations absurdes, auxquelles on cliercbe à donner une interprétation, tandis (ju'il ne faudrait en conclure que l'impossibilité de la question.
Lorsqu'une question csl susceptible de présenter pî.isieurs cas à peu près semblables, il arrive quelquefois que l'on en choisit un pour établir les équations, cl qu'on omet
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d'examiner si les aiUres conduiraient exaclement à ces mêmes équations. Il en résulte que les formules obtenues, cl que l'on croit à tort applicables à tous les cas, peuvent indiquer des opérations impossibles, comme de soustraire un plus grand nombre d'un plus petit. Au lieu de remonter à la question elle-même pour établir les véritables équations qui conviennent au cas qui présente ces absurdités, il arrive souvent qu'on cherche à tirer parti de ces formes étranges, qui offrent des rapports séduisants avec les véritables résultats, comme, par exemple, la l'orme négative correspondant à un changement de sens. El on en peut venir ainsi à regarder à tort ces correspondances comme admissibles a priori, tandis qu'il est si facile d'introduire ces formes comme un moyen de généralisation rigoureusement démontré.
C'est ce que nous avons fait ressortir avec beaucoup d'insistance. Nous pensons que c'est avant de commencer le calcul que l'on doit distinguer tous les cas que comporte la question, et reconnaître s'ils sont renfermés dans un seul svstème d'équations. S'il en est ainsi, un seul système de formules suffira pour toutes les solutions de la question. S'il en est autrement, mais que deux systèmes d'équations soient tels, qu'on passe de l'un à l'autre en changeant de signe les termes où une inconnue x entre à des puissances impaires (ce que l'on peut exprimer en disant que l'on change x en — x, en suivant les règles des signes dans les polynômes), on reconnaît, en suivant les calculs dans les deux systèmes, que les équations correspondantes ne différeront l'une de l'aulic (pic par ce même changement, et que par conséquent la valeur de x tirée de l'un sera identique à la valeur de — x tirée de l'autre : de sorte que, si l'on trouve dans l'un x ^= a, on trouvera dans l'autre X = — «, et vice versa. On peut donc se dispenser de faire les deux calculs; car si celui qu'on a choisi (loiiiic
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|ioui- une des valeurs de x un nombre résultant d'opérations possibles, il est inutile de faire l'autre (jui donnerait ce même nombre allecté du signe — , et renfermerait parcon- >é(nient des soustractions impossibles. El si Ton trouve pour X une expression négative, un suit que c'rst l'autre cas qu'il fallait choisir; et l'on connaît la \aleur tle j- ijui y convient, puisqu'elle doit être le nombre même qui a été trouvé, mais pris en valeur absolue. Les mêmes raisonnements peuvent être faits quel qu<' soit le nombif des inconnues.
Ces discussions étant laites avant de eoinmencer les calculs, et tout ce qui peut arriver étant pr/vu, les résultais ne surprendront nullement, et les formules provenant d'un seul calcul feront connaître sans difficulté celles (|ui correspondraient à tous les autres.
JVous avons choisi pour exemple un problème très simple, dont les cas, exlrêmemcnt variés, peuvent être renfermés dans un seul svslème d'équations, qui se généralisent par la considération des valeurs négatives, tant pour les données que pour les inconnues. Dans cette <]urslii)n il \ a à considérer les positions initiales de deux points mobiles, le sens de leurs mouvements el la grandeur de leurs vitesses : ce qui donne lieu à beaucoup de combinaisons difl'érenles, pour lesquelles il faudrait autant di- formules distinctes pour faire connaître l'époque et la position de leur coïncidence passée ou future.
La discussion à laquelle nous nous sommes livré, a\ec tout le soin el tous les détails que demandait une question prise comme premier exemple, nous a conduit à la pioposilion suivante :
à>i un l'uint se meut unijornwment sur une ligue donnée, depuis un temps indéjini, on peut représenter par une formule unii/ue sa position par rapport à une origine fixe prise sur celte ligne, à une époque antérieure ou postérieure
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h celle qui est prise jiour'origine des temps, aux conditions suivantes : 1" tfiie In lettie qui lepièsente le temps soit regardée cojnnie un nombre lorsque l' époque sein dans l' un des deux sens, par exemple dans l'avenir par rapport à l'origine des temps, et comme représentant un nombre affecté du signe — lorsqu'elle sera dans le sens opposé; 2° que les lettres qui représentent les distances, initiales ou iHiriables, à l'origine prise sur laligne, soient regardées comme de simples nombres d'un côté de cette origine et comme des nombres affectés du signe — , du côté opposé j 3° (/ne la lettre qui rej>résenle la l'itesse soit regardée comme un simple nombre qun/id le mouvement a lieu dans un sens, par exemple celui qui a été choisi pour les distances, et comme un nombre négatif quand il a heu en sens opposé.
Et il n'y a aucune rèf;le de signes à (J(''montrer, puisque la généralisation n'a été établie qu'à la condition expresse que ces quantités négatives seraient traitées suivant les règles des signes dans les polynômes, seul cas où elles aieni un sens.
Si l'on a plusieurs points, le mouvement de chacun sera déterminé généralement par une seule équation, et toutes les circonstances que peuvent présenter leurs positions r,^lalives seront représentées par des formules générales.
Ce procédé de généralisation s'applique aux (piestions les plus variées; les exemples que nous avons donnés suffisent pour le hien faire comprendre. Son importance se manifestera surtout dans les a]iplications du calcul à la Géométrie et ensuite à la Ah'canique ; mais il ne faut pas oublier que dans toute nouvelle question le droit de l'employer doit être démontré avec la même rigueur que dans les premières lb(''ories à l'occasion destpielles nous l'avons fait connaître.
Expressions iiiuiginnires. — Les écpiallons du second
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(legrô préscnleiiL dans cerlains cas des foraies singulicTo.-» diiréreules de celles que peuveiil présenler les é([iiations du premier degré. Comme il eiilre des radicaux dans les formules auxquelles elles conduisent, il peut se faire que l'on soil amené à l'indication de la racine carré d'une expression négative; ce qui est une impossibilité autre que celle qui consiste dans une simple expression négative. Après avoir montré l'origine de ces nouvelles formes qu'on appelle imai^inaiies et comment il faut entendre les opérations à effectuer sur elles pour qu'elles satisfassent aux équations d'où elles proviennent, noas avons montré comment elles pouvaient être, comme les quantités négatives, lin mo\en de généraliser des formules. Ce n'est qu'en les eiuplovaiil qu'on peut, par exemple, énoncer cette proposition générale, que tout polvnùme entier est décomposable en autant de facteurs du premier degré qu'il v a d'unités dans son propre degré. Cesexpressions imaginaires, qui se présentent d'abord comme résultats et satisfont aux équations, en les traitant suivant les mêmes règles que les quantités réelles, peuvent aussi être utilement introduites dans les données, même à la condition de les traiter toujours de la même manière, et donnent lieu à des transformations et des découvertes importantes. C'est surtout l'application réciproquede la science des nombres et de la Géométrie (jui met en évidence les avantages de l'introduction des imaginaires, et nous les avons fait ressortir avec tout le soin que mérite cette raétbode, sibizarre, de déduction etde recherche : méthode aussi sûre que celles qui n'emploient (|ue des ([uantités réelles; dans laquelle tout est démontré avec une entiène rigueur, 'sans qu'il y ait rien à demander sur la manière de calculer ces imaginaires, puisque la manière de les traiter a été une condition expresse du leur introduction.
Par la manière dont nous avons introduit dans le calcul
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les expressions négatives isolées, el soumises ou non à des radicaux du second degré, il n'y avait, comme nous l'avons dit, aucune règle à démontrer pour les opérations que l'on pouvait avoir à exécuter sur elles. Mais plusieurs grands géomètres ont pensé autrement, et ont cru pouvoir démontrer les règles a priori, et déterminer le rang que les quantités négatives devaient occuper dans l'échelle des grandeurs. Sur ce dernier point surtout ils ne se sont pas accordés; les nns ont voulu qu'elles fussent considérées comme plus petites que zéro, les autres s'v sont refusés. Ces idées, appuyées des noms de Laplace, d'Alembert, Carnet, nous ont paru mériter une réfutation raisonnée, et nous en avons fait l'objet d'un Chapitre spécial.
Extei2sio7i donnée aii.r exposants. — Les exposants, imaginés d'abord par Descartes pour simplifier l'expression du produit de facteurs égaux, ne pouvaient être ainsi que des nombres entiers. Les multiplications et les divisions des puissances d'un même nombre se réduisaient à des additions et des soustractions sur les exposants; les élévations à de nouvelles puissances se faisaient par la multiplication des exposants, et l'extraction des racines par leur division, quand elle était possible. Mais si les exposants étaient indéterminés, et ([u'on ignorât lequel est le plus grand, ou si la divisibilité est possible par le degré de la racine, on ne pouvait appliquer ces règles de la division ou de l'extraction des racines ; car elles auraient conduit dans l'un de ces eus à un exposant ni''gatif, et dans l'autre à un exposant fractionnaire. 11 était donc naturel de cherchera remédier à cette imperfection, et c'est ce que l'on a fait en donnant une double extension aux exposants, et tes considérant comme pouvant être des nombres quelconques, positifs ou négatifs. La définition plus générale à laquelle on a été ainsi conduit ofiVe l'avantage de représenter par une même notation lespuissances et les racines, ainsi queles récipro-
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qiics des unes ou des autres. Par ce moyen une seule formule en remplace plusieurs; el do plus il y a, comme dans toules les «çénéralisalions, agrandissemenl pour l'esprit, puisqu'on lui fait connaître ainsi les analoj^ies qui cxistenl entre des choses qui semblaient isolées, et qui ne sont que des variétés d'une même chose à laquelle il suffira de s'allaeiicr.
Mais il ne l'aut pas oublier que les propositions qui n'avaient été établies que dans le (-as d'exposants entiers el sans signe ne peuvent être admises qu'après une démonstration appliquée à la nouvelle définition; et c'est ainsi seulement que l'on a pu obtenir la généralisation si utile de> théorèmes et des formules relatifs aux exposants.
Une des plus utiles applications (|u 'on en ait faites consiste à considérer tous les nombres comme pouvant être représentés parles puissances positives ou négatives d'une même base. Par là les opérations sur les nombres se trouvent considérablemrnl siinplilic'cs. l()rs([uc cette traiislormalmn a été elTectuée el <pi 'une table suffisamment exacte a éliconstruite à cet effet. Nous n'en disons pas davantage sur la conception des logarithmes, dont les traités élémentaires présentent la théorie, sans difficulté possible,
ConlinuiU; des fonctions. — La possibilité de représenter tous les nnn)bres par une exponentielle variable est fondée sur la considération de la continuité des fonctions, que nous démontrons avec détail, et(jui conduit à quelques propositions importantes sur les polvnônies entiers.
Transformation des fonctions el des équations. — Nous nous occupons ensuite d'une méthode générale dont les applications sont très fré(juentes et se rapportent aux questions les plus variées; c'est celle de la transformation des fonctions, el par suite des équations, par changement de variables. La dépendance qu'on établit entre les premières el les nouvelles variables ou inconnues est aibitraire, el on
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la choisit siiivaiU la nature des questions, en avant soin d"y laisser des quantités indéterminées dont on profite pour opérer des simplifications. Ce procédé est analytique, puisqu'il ramène une question à une autre, qu'on tàclie de rendre plus simple ; mais, si le choix qu'on a fait de la forme de la relation des variables ne conduit pas à une question plus facile à traiter, on l'abandonne et on en cherche une autre : l'Analyse ne peut que diriger des essais qui trop souvent ne réussissent pas. JVous ayons fait quelcpies applications de cette méthode à la théorie des équations algébriques, que nous traitons très rapidement, en renvoyant au^ traités spéciaux. Une transformation particulière nous a conduit à la considération des j)olynônies dérivés, dont nous avons démontré «[uehpies propriétés utiles et qui sera généralisée plus lard.
Nous faisons connaître ensuite une métiuide très féconde, due à Descartes, et qui a pour objet la détermination d'expressions dont la forme est donnée et dans laquelle il reste à chercher les valeurs de certains coefficients. On obtient les équations qui les font connaître par le procédé général qui consiste à vérifier si les conditions de la question sont remplies. Descartes en a fait l'application à la théorie des équations du quatrième degré et au problème général des tangentes aux courbes.
Mais, pour que l'emploi de celte méthode soit sur, il faut (|ue la forme que l'on prend pour l'expression cherchée soit rigoureusement établie; ou que, si elle est prise d'abord hv|)othétiquement, on démontre à la fin qu'elle satisfiill ; cDiidilioiis auxquelles malheureusement on ne se soumet ])as toujours.
Nous terminerons ces premiers éléments de la science des nombres par l'étude des séries. La méthode de développement des fonctions en séries a pour but de remplacer des expressions C(>mpli(piécs par d(!s expressions plus simj)les,
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mais aussi d«inl le nombre est illimiU'. Nous élalilissons les conditions rigoureuses qui rendent leur emploi légitime, et nous donnons les principales règles au moyen desquelles on peut rceorniaîlTe si ell(;s soiil ifinplies.
SCIENCE DE I. l^TENDliE.
Les objets qui nous entourent l'ont naître en nous les idées de grandeur, de forme, de situation, de pluralité, de résistance, de couleur, et bien d'autres encore. La faculté d'abstraire, qui nous est naturelle, nous permet de nous i.ccuper isolement d'une ou de plusieurs de ces propriétés, ce qui en rend Télude plus facile.
Nous avons commencé par considérer e\clusi\einent la pluralité ou le nombre, comme étant la noiion la plus simple et un élément indispensable de l'étude de toutes les autres ; nous avons indiqué les idées premières qui accompagnent nécessairement celle des nombres, et nous avons constitué les éléments de celte science.
Nous sommes passé ensuite à l'étude des corps considérés seulement sous le rapport de l'étendue. Nous avons établi les notions premières dont toutes les lois de l'étendue sont des conséquences nécessaires, el qui résultcni d'expériences, d'observations cl de réflexions dont nous avons perdu la trace, mais qui ont laissé en nous le sentiment complet de l'évidence. Ces notions, quoique plus multi- |iliécsque poiirla science des nombres, sontcependanl assez restreintes. Il faudrait leur en ajouter quelques autres si r<m voulait considérer les corps sous le rapport de leurs actions mutuelles et des mouvements tpii peuvent en résulter; et bien d'autres encore si l'on voulait les considérer avec toutes leurs propriétés naturelles. Mais la science de l'étendue doit être étudiée, ainsi (pie celle des nombres, avant toutes les autres, |)arcc fpii; dans ces dernières les Uni. — Mélh. III. 25
idées dciiombre et d'étendue s'inlroduisenl nécessairement, et c'est d'elles seules que nous nous occupons dans cet Ouvrage.
i\otionx/>rr/nières. — -Les auteurs d'éléments deGéonic- Irie ne sont pas tous partis des même notions premières, et il en est résulté des dilTérences notables dans l'ordre et la démonstration des propositions qui s'en dt'-duisent immédiatement.
Ainsi le Traité d'Euclide diffère beaucoup, au début, des plus célèbres Traités modernes, par suite de la notion diirérente qu'ils admettent pour la ligne droite. Euclide la considère comme déterminée de position par deux de ses points ; les autres la définissent comme le plus court chemin entre deux quelconques de ses points. Cette dernière définition faciliterait beaucoup la démonstration des premières projiositions ; mais nous avons fait voir qu'elle était tout à fait inadmissible. Et en effet, en Géométrie, l'égalité se reconnaît par la possibilité de la coïncidence, el la notion de l'inégalité en est la conséquence ; la comparaison des longueurs de lignes de forme quelconque, pour lesquelles la superposition est impossible, nepeutdonc être conçue au début delà science, el ne peut servir à la définilion de la plus simple de toutes les lignes, de celle à laquelle on cherchera à ramener toutes les autres.
Nous avons donc jugé à propos d'abandonner complètement les errements nouveaux, et de revenir à l'exposition laite |)ar Euclide des premières théories de la science de l'étendue.
AIcsiiic des grandeurs. — Nous avons procédé ensuite "à la mesuie des (pianlilés pour lescpiclies la (jueslion peut être ramenée à la considération di; l'égalité : tels sont les figures planes lei-ininécs par des lignes droites, les angles cl les solides prisnialiqufs. l'^nfin nous avons résolu un (crtain nombre de |)roblèmes, comme exemples de diverses
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iiu-tlioiirs ii[)[]ll(;alilc> à ces sortes de reelicrelies. cl |);irliciilièremonl Je la niiHliudc anal\ lii|iie qui les ddiiilin' loiues, cl que nous avons fait ressortir avec grand st>in.
Des iiuaulilt'-s considérées comme limites de séries on de sommes d' infiniment petits. — La comparaison des grandeurs ne peut pas toujours cire ramenée à la enn>iili riiiion de l'égalité. Les ligu'.'es planes terminées |);ii' des ili()it<'s peuvent être décomposées en triangles doni la mesure se lamène à celle des rectangles, dont la conipar.iison ;iii carré pi-is pour unité s'effectue par la décomposition en |(arlies ('•gales. Mais il n'eu est pas de même des figui-es Icrmiuécs par des courbes; et pour la comparaison des surfaces des cercles soit entre elles, soit avec l'unilé, il a fallu avoir recours à de nouvelles conceptions. C"<^st à celle oct'asion que les anciens g''omètres ont imaginé de considérer les grandeurs connne limites d'autres grandeurs variables, dont la comparaison était plus facile. Ils cherchaient alors la relalinn entre ces nouvelles grandeurs, et, après en avoir tiré par induction celle (pil devait exislei- eniri' les pro[>()sées, ils la démontraient rigoureiisemeni ])ar- la inTihode de réduction à l'absurde. Les variables considérées par Luclide sontdes sommesde grandeurs conslantesen nombre indéfiniment croissant ; c'est-à-dire^ dans notre langage, qu'il regarde les quantités en question comme limites de In somme 'les termes de séries convergentes, et il (f'niinlr-e celle (■onvcrgence en s'appuyant sur ce théorème gc'néral. aiu- si l'on ôte d'une quantité (jiielconque plus de sa moilic, puis du reste plus de sa moitié, et ainsi de suite indi'fini ment, on pourra parvenir à un reste moindre que toule ipianlité désignée.
Archimède. au lieu de corisidéicr le, (juanlili's à mesurer comme égales à une somme de quanlit(''s fixes, plus un resie indéfiniment décroissanl, les considère comuie (;oiuposées d'une sonnue de (piauliU's variables ind(''liniiiiiiit ibcrois-
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santés, et d'un reste pouvant devenir moindre que toute quantité donnée.
C'est à celte occasion que nous avons exposé les principes de la méthode des limites et de la méthode des infiniment petits. \ous en avons fait l'application à diverses questions traitées par Euclide et Archimède, et qui se rapportent à la mesure des surfaces planes, des surfaces courbes et dos volumes des corps terminés par ces surfaces. Et nous ferons remarquer qu'Archimède est le premier qui se soit occupé de la mesure des lignes courbes et des surfaces courbes; il a demandé à cet effet qu'on lui accordât quelques propositions comme évidentes, et il a pu ainsi accroître considérablement la science. Mais quoiqu'il n'adopte pas pour la ligne droite la définition des auteurs modernes, il ne définit pas plus qu'eux ce qu'il entend par l'égalité de longueur de lignes qui ne sont pas superposables. C'est pour cela que nous rejetons sa théorie et que nous la remplaçons par une autre que nous espérons que l'on adoptera un jour.
VPPI.IC.vriO.N DE l.X SCIENCE DES N'OMBRES A I.A SCIENCE DE LÉTENDUE.
Toutes les grandeurs que l'on considère dans la Géométrie étant susceptibles d'être exprimées en nombres, on conçoit la possibilité d'appliquer l'une à l'autre chacune de ces deux sciences. Pour résoudre un problème de Géométrie au moyen des théories de la science des nombres, on commence par chercher des équations entre les lettres qui représentent les lignes, tantconnuesqu'inconnues, qui entrent dans la question; et nous faisons connaître à cet effet la règle générale donnée par Descartes, et reproduite par Newton. Les équations étant trouvées et résolues, on a les formules des opérations à faire sur les nombres qui mesurent les grandeurs données, pour obtenir ceux qui mesurent les inconnues. Arrivé à ce point, il \ a deux manières d'aclie-
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ver la solulion, suivant quon se propose de calculer rcellemenl ces derniers nombres, ou de trouver les constructions ù faire au movcn des grandeurs données pour obtenir les grandeurs cberchées. Dans ce dernier cas, le calcul est un intermédiaire qui ramène les constructions demandées à celle des expressions algébriques, pour laquelle on a quelques procédés généraux.
Il y a une remarque Importante à faire sur les équations qui renferment une ou plusieurs espèces de grandeurs concrètes évaluées en nombres, sans que pour aucune délies on ail pris une des grandeurs données pour uniié. IClle consiste en ce que tous les termes sont homogènes par rapjjort à chacune des espèces distinctes de grandeurs; elle n'avait pas échappé à Descartes, mais nous avons dû la traiter avec beaucoup plus de développement.
Quantités négatives dans les résultats ou dans les données. — Nous avons présenté, comme exemples des méthodes, quelques problèmes de Géométrie, et nous avons discuté avec beaucoup de soin les divers cas qu'ils renfermaient. Dans l'un deux nous avons remarqué une solution étrangère, et nous avons montré que cela tenait à ce qn'il n'y avait pas réciprocité entre le problème proposé et le problème de calcul auquel on l'avait ramené. Dans d'autres nous avons reconnu que les é(}ualions auxquelles on était conduit en partant <le chacun des cas que le problème comporte étaient quelquefois les mêmes et quelquefois différentes par certains termes. Ces différences |)cuvcnt disparaître par la suite du calcul, surtout par l'élimination de radicaux du second degré; mais elles peuvent aussi subsister dans les équations rendues rationnelles. Plusieurs des problèmes que nous avons traités ont conduit à des équations différant les unes des autres par les signes des termes renfermant 1 inconnue à des puissances impaires seulement ; et cellecirconstancecorrespondaità un changement dedirec-
4'''^ EXI'OSÈ SY_\OI'TIQrE.
lion de la ligne représentée par celle inconnue. 11 es L résulté de là i|ue l'une des équations suffirait, à la condition de porter les lignes correspondant aux racines négatives, dans le sens contraire à celui qu'on avait choisi pour mettre en équation.
iNous avons reconnu (pTune formule importante, d'un emploi très fréquent, se trouvait généralisée par cette même considération : c'est celle qui exprime la dislance de deux points. Une seule forme suffit à représenter les cas très variés auxquels peuvent donner lieu les positions relati\es des extrémités. La démonstration doit en être faite, une lois pour toutes, pour tous les cas possibles; et l'on peut ensuite l'appliquer sans nouvelle discussion et sans avoir besoin de se préoccuper d'aucune règle de signes, puisque la démonstration de sa généralité est faite sous la condition expresse que les opérations sur les quantités négatives soient exécutées suivant les règles démontrées dans le cas des pohnômes, le seul où elles aient un sens.
Cette formule et d'autres qui, comme elle, se présentent souvent dans l'expression des conditions géométriques en équations, étant démontrées générales sous les conditions que nous venons d'énoncer, rendent assez [facile la démonstration de la généralité des équations, quand elle a lieu. Mais il ne faut pas oublier que cette démonstration est indispensable, et que la science doit repousserles principes fondés sur des analogies vagues, indépendantes de la nature des questions auxquelles on prétend les appliquer.
Trigonométrie. — Les données et les inconnues des problèmes de Géométrie étant des lignes droites éludes angles, il aurait été utile d'avoir des équations entre ces quantités; mais la complication que présenteraient ces relations y a fait renoncer, excepté dans quelques cas très particuliers. D'ailleurs, ces sortes d'équations ne sont connues que depuis les progrès récents de la théorie des séries, tandis (pi'^
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celles i|iii .-ont iililes dans les cas ordinaires le sont dcpiii-; 1res longtemps.
L'idée heureuse quonl eue les anciens pour éluiicn- \,\ dilTicullé de trouver des relations entre les côtés el les angles des triangles, problème auquel se ramènent tous les autres, a été de considérer, au lieu des angles eux-mêmes, des droites qui les déterminent, et, réci|)ro(|uement, sont déterminées pai- cu\. Ils ont clidisi à cet elTet les lignes, ou mieux les rapports de lignes, les plus commodes, et ont trouvé des relations entre ces quantités et les côtés des triangles. Ils ont ensuite construit une table (pii faisait connaître les unes par lesautres ces quantités et les angles correspondants; de sorte qu'il était indilTérent d'avoir des équations dans lesquelles entrassent les angles, ou ces quantités auxiliaires que l'on nomme lignes trigonométiiqiies.
Généralité des formules I rigonoDiétrii/ ites . — Cette conception est l'une des plus importantes dans l'ajiplication réciproque de la science des nombres et de la (léométrie; et ce qui accroît beaucoup l'utilité des équations auxquelles elle conduit, c'est la possibilité de renfermer, sous un seul Ivpe, toutes les formules relatives aux divers cas cpiMMe même question peut présenter. Le moyen unique par leipicl on V parvient consiste encore à regarder comme implicitement négatives dans les formules les quantités qui se trouvent dirigées en sens opposé à celui qu'elles avaient dans les figures qui ont servi à trouver les formules. La condition expresse de cette extension est qu'on exécute les opérations sur ces rjuantités négatives d'aj)rès les règles démontrées dans le cas des poKnômes; de sorte qu'il n'\ a encore aucune question à se faire sur cette manière dopérer, puisqu'il a été démontré que cette manière d'agir est un moyen sûr de tirer tous les cas particuliers d'un seul système d'équations, au lieu d'en emplover plusieurs; ce qui est un avantage considérable dont on pourrait à la ri-
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giieur se passer, mais qu'il ne sérail pas raisonnable de repousser.
^ Après avoir établi ces proposilions avec tout le soin que réclamait leur importance, nous sommes passé auK questions où l'on ne considère plus un seul point ou plusieurs en nombre fini, mais une infinité de points assujettis à des conditions communes, et formant un lieu continu de Torme quelconque.
Equations des lieux géométriques. — Lorsque Ton cherche un point seulement, on trouve deux équations entre les grandeurs qui doivent le déterminer, et qu'on nomme ses coordonnées . Mais lorsqu'on doit avoir une infinité de jioints formant un lieu continu, on ne doit avoir qu'une seule équation entre les coordonnées d'un quelconque de ses points. 11 se présente alors deux genres de questions : suivant qu'on cherchera l'équation d'un lieu d'après une projiriélé géométrique commune à tous ses points; ou que, l'équation étant donnée, on se proposera de trouver la forme et les propriétés du lieu.
Nous avons commencé par donner quelques exemples de la recherche des équations de lieux géométriques dans divers systèmes de coordonnées; et quelquss-uns d'entre eux ont présenté le cas de solutions étrangères ou de solutions perdues. Nous avons reconnu que cela tenait, comme il était facile de le prévoir, à la non-réciprocité, dans un sens ou dans l'autre, entre les conditions delà question géométrique et celles que l'on exprimait, soit dans les premières équations, soit dans celles auxquelles a conduit la suite du calcul.
11 arrive souvent aussi que différentes parties d'un lieu défini géométriquement sont représentées par des équations différentes, si l'on prend toutes les lignes en valeur absolue, mais que ces équations se réduisent à une seule, si l'on y regarde comme négatives les lianes de sens contraire au
sens primitil'. Dans ce cas on généralise la première équation en V introduisant cette condition déjà admise dans il'autres cas pour le même objet. l'A il est inutile dé dire que, si l'on ne pouvait réduire plusieurs équations à une seule que par un moven qui ne serait pas conforme à ceux précédemment admis, on se garderait bien de le faire, parce qu'il en pourrait résulter des contradictions, ou loul au moins une confusion qui ferait perdre tous les avanlages qu'on aurait cherchés dans ces généralisations.
Lieux d'é(/uations données. — Nous avons trailé ensuite la question inverse, et nous nous sommes prop;)sé de construire le lieud" tous les poinis satisfaisant à une équation donnée.
Il V a lieu d'abord de se demander quel usage on fera des solutions négatives ou imaginaires que l'équation pourrait présenter, et il faut distinguer deux cas :
Ou les conditions d'après lesquelles celte équation a été obtenue demandent, comme nous l'avons vu dans plusieurs problèmes, que les solutions négatives soient portées en sens inverse des positives, et qu'on ne tienne aucun compte des solutions imaginaires;
Ou l'équation a été donnée a priori sans conditions, el seulement comme exercice arbitraire; en un mol, comme une question de fantaisie.
Dans le premier cas, tout esl prévu, el Ion na (ju'à .se conformer aux prescriptions.
Dans le second on est maître de faire ce que l'on veut. On construira uniquement les solutions négatives, si cela plaît; on ne construira que les négatives, el on les portera dans le sens que l'on voudra; on construira ainsi les unes el les autres, si cela convient; on construira des points d'une manière quelconque au moven des solutions imaginaires : tout cela est permis à celui qui ne s'est proposé, comme nous l'avons dit, qu'une question de fantaisie. C'est
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faute (le l'iiirc colli: (li?linctioii c[ue Ton trouve quelquel'ois Ac-i (litflcultcs (liins l'iiitcrprélalion des solulions d'une '■(juatioii posée -ans coiidltlons et sans connaissance de son origine.
Le changemcnl de système de coordonnées, si souvent utile, se fait au moyen de formules dont on démontre la généralité sous les mêmes conditions que les formules antérieurement discutées. Il résulte de là des conséquences importantes sur la mise en équation des problèmes et sur rinterprétalion des solutions négatives. Parmi les remarques <[ue nous avons faites à ce sujet, nous indiquerons la proposition suivante :
iSi une é.qiinlion polaire a été ohleiiue en partant d'unt: è(/uatio/i rationnelle entre les coordonnées rectilignes, c/iatfiie point du lieu pourra e'tre construit de deux manières différentes : l'une par une valeur positive du rayon recteur portée dans la direction déterminée par la valeur correspondante de l'angle ; l'autre, par une valeur rtégatit'e du rayon portée en sans contraire de la direction déterminée par la valeur de l'angle qui a donné cette valeur négative.
On pourra se borner à un seul de ces procédés, et alors, pour avoir tous les points du lieu, il faudra faire passer l'angle de zéro à quatre droits. Mais si Ton admet les solutions positives ainsi que les négatives de la manière tpie nous venons d'indiquer, il suffira de faire varier l'angle de zéro à deux droits.
.Mais il faut bien remarquer que celte proposition ne s'applique qu'à l'équation polaire telle qu'elle résult- de la transformation des coordonnées; et si elle était décomposable en plusieurs autres, rationnelles par rapport au ravon vecteur, la double construction, n'étant démontrée que pour leur ensemble, n'aurait généralement lieu pour aucune des t\cu\.
Problème des tangentes. — Après avoir lail Tappiicalion des théories précédeiilcs aux lignes rcprésenlées par les équations «lu premier et du second degré, nous axons traité riniporlante question des tangentes aux courbes de degré quelconque. Descaries est le premier qui ait considéré le contact de deux courbes, ou d'une courbe el d'une droite, comme limite de l'intersection de deux lignes dont l'un des points communs se rapproclie indéfiniment de l'autre. Nous avons montré comment, à ce point de \ue, le problème des tangentes dépend de la limite du rapport de deux infiniment petits, qui peuvent toujours se ramener aux accroissements correspondants des deux coordonnées, quelque soit le svstèmeauquel les points soient rapportés, de sorte que l'on peut énoncer celte proposition générale :
Le problème géométrif/iie des tangentes est ramené à ce problème de calcul : Trouver la limite du rapport des accroissements injiniment petits correspondants de deux variables liées par une écptation donnée.
Nous avons donné quel<]ues exenqiles de cette recherche : dans les uns les points du lieu étaient déterminés par une équation entre les coordonnées; dans d'autres ils l'étaient par des conditions géométriques, mais c'est toujours à la limite du rapport de deux infininicnt petits que le problème était ramené.
La considération des rapports d iiifininienl petits ne s'applique pas seulement aux (piestionsde tangentes, mais à beaucoup d'autres de nature très didérente. Nous les avons appliqués à la courbure des lignes planes, à la vitesse el à l'accéléralion dans le mouvement varié quelconque d'un point en ligne droite; et nous avons montré en gém'-ral comment les limites de rapports d'infiniment petits ramenaient la considération des variations les plus conipli- «juées à celle de l'uniformité, ce rpii est le plus haut degré
4 {4 EXrOSÉ SYKOPTIQtE.
possible de simplicité. Mais c'est à la condition de décomposer la grandeui- en éléments infiniment petits, et de la regarder comme limite de la somme de ceux d espèce plus simple par lesquels on les remplace.
JÏ ppllcalion de la Géomiitrie a la science des nombres. — Les propositions de Géométi'ie qui sont susceptibles d'être exprimées en formules et de donner lieu à l'application de la science des nombres peuvent réciproquement être appliquées au calcul et conduire à des théorèmes ou à des solutions de problèmes de la science des nombres. Nous n'avons pas cru devoir donner une très grande étendue à cette partie de la science, et nous nous sommes borné à indiquer l'usage qu'on en a fait dans la théorie des équations, et dans quehpies recherches de limites de sommes d infiniment petits.
Enfin, nous avons montré les avantages que la science des nombres pouvait tirer de l'application des lignes trigonométriqiies aux expressions imaginaires; nous avons démontré la certitude des résultats obtenus par ces procédés singuliers qui semblent d'abord n'avoir rien de scientifique et de sérieux, mais qui constituent un puissant moyen de transformation et de généralisation. Aous avons commencé par bien fixer le sens que nous attachions à une équation entre des expressions imaginaires. L'égalité des parties réelles des deux membres, ainsi que l'égalité des parties imaginaires, a été la condition expresse et non la conséquence d'une pareille équation, ce qui est l'inverse de ce que l'on a fait si longtemps. Nous avons montré que ces expressions, quand elles étaient produites par la résolution des équations, devaient, pour y satisfaire, être traitées par les règles ordinaires comme si elles étaient de véritables quantités, et que, lorsqu'elles étaient introduites arbitrairement dans le calcul, c'était toujours sous la condition expresse qu'elles fussent traitées de la même ma-
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nière : trou il résulte qu'il n'\ a aucune rrgle à démontrer sur ces symboles, et que chercher à le faire serait méconnaître les conditions de leur introduction.
L'un des théorèmes importants que nous avons choisis pour montrer l'avantage de la transformation trigonomé- Irique des expressions imaginaires est celui qui sert de base à la tiiéorie générale des équations. 11 consiste en ce qu'une équation de degré quelconque, à coefficients réels ou imaginaires, admet toujours une racine réelle, ou une racine imaginaire de même forme que celles des équations du second degré, sous la condition expresse qu'elle sera traitée suivant les règles établies pour les quantités réelles. Il résulte de ce théorème que toute équation du /«"="" degré a m racines, et que tout polynôme de degré ni peut être regardé comme le produit de /// facteurs du premier degré. Ces facteurs sont réels ou imaginaires, et, par l'emploi de ces symboles singuliers, toutes les transformations et tous les calculs si utiles, fondés sur la décomposition des polynômes en facteurs du premier degré, prennent un degré de généralité qu'il ne serait pas jiossible de leur donner, si l'on s'assujettissait à n'adinetln- (pie les lorniules réelles.
FI.X UK LA lllOISifcHK PARTIE.
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