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AVANT-PROPOS
Dans la première partie de cet ouvrage nous avons dit ce que c'était qu'une science do raisonnement, comment elle se formait, de quelle nature étaient les questions dont elle s'occupait, et quelles méthodes dirigeaient l'esprit dans la reeherelie de leur résolution. Nous allons maintenant appliquer ces considérations générales aux sciences les plus parfaites, celles dont les données nécessaires sont les plus simples cl les mieux assurées, h la science des nombres et à la science de l'étendue.
Nous prendrons ces sciences à leur origine; nous établirons leurs données premières, celles qui sont nécessaires et sullisantes pour déterminer la nature des choses dont elles s'occupent, et nous procéderons à leur formation, non pas avec tous les détails que
faire saisir l'enchaînement des idées. Tordre dans lequel elles se présentent le plus naturellement, et l'esprit des théories successives dans lesquelles viennent se grouper les propositions qui se rattachent à un même but partiel.
Cet ouvrage, bien que commençant aux premiers éléments des Mathématiques, n'est donc pas destiné à ceux qui n'en ont encore aucune notion; il peuteon-
venir aux élèves à qui ces matières sou l déjà familières, et pour lesquels la partie philosophique de la science a quelque attrait; mais il s'adresse plus particulièrement à ceux qui professent et qui n'ont pas eu le temps de faire toutes les réflexions qui nous ont été suggérées par de longues méditations et par un enseignement de près d'un demi-siècle. Nous y avons suivi l'ordre dans lequel la science doit être exposée, afin que chaque dillieulté, s'il y en a, soit prise à sa naissance cl éclaircie au moment où elle se produil. Rien n'est plus dangereux que le séjour prolongé d'une idée obscure dans l'esprit ; elle y laisse toujours quelque trace, après même que la vérité s'y est fait jour. Il ne faut pas dire aux élèves : Allez en avant, la
sur (les précédents sans nuage.
Nous avons dû passer rapidement sur les points qui ne peuvent donner lieu à aucune idée fausse, et insister au contraire, plus même qu'on ne le fait dans les Traités spéciaux, sur ceux où il est possible de s'égarer. Cet ouvrage n'est donc pas fait pour servir de texte positif ii un cours régulier, mais il peut être regardé comme le programme inégalement développé d'un cours; et nous désirerions qu'il put donner naissance à des Traités complets, oii les matières seraient présentées dans le même orflre et dans le mémo esprit, et où ne se trouveraient pas les lacunes que nous avons laissées à dessein.
OBJET ET DONNÉES DES SCIENCES MATHÉMATIQUES PURES
Les idées les plus simples que font naitre en nous les corps qui nous entourent, sont celles d'étendue cl de pluralité.
Un corps considéré seul nous donne l'idée de l'étendue et de la forme. Dus corps distincts et de même espèce nous donnent celle de la pluralité ou du nombre.
Nous lions d'abord ces idées d'éteudue et de forme auï corps tjui y ont donné naissance; mais bientôt notre esprit les en dégage et conçoit la forme, ou la Ogurc, indépendamment de la nature matérielle des corps : cette opération est ce qu'on nomme une abstraction.
Nous faisons de même pour la pluralité; nous la concevons indépendamment de l'espèce des objets coexistants,
cl l'on pcul même dire que si ces objets n'étaient pas lie même espèce, la distinction qui: nous en faisons suffirait pour nous donuer l'idée du nombre, qui nail uniquement delà considération simultanée d'objet» distincts. Cette idée du nombre résulte encore, comme on voit, c]e l'opération de l'esprit que nous nommons abstraction.
L'ensemble de tous les rapports nécessaires qui dérivent de la nature des nombres forme, d'après nos définitions générales, ce qu'on doit appeler la science des nombres.
L'ensemble des rapports nécessaires qui dérivent de la nature de l'étendue, forme la science tic l'étendue, qu'on appelle aussi la Géométrie.
Ces deux sciences réunies constituent ce qu'on appelle les Mathématiques pures.
Pour qu'elles soient élevées au rang de ce que nous avons appelé sciences de raisonnement , il faut établir d'abord les notions et les données ou axiomes <]ui fixent la nature des ciioses dont elles s'occupent, ou sont des vérités évidentes résultant de celle nature, cl que nous ne pouvons ramènera d' autres plus simples. C'est ce que nous allons faire brièvement pour chacune de ces deux sciences.
BOHHÉES FHEMIÈHES RÉSULTA HT DE LA NATURE DES NOMBRE
\. L'idée des nombres est Icllement simple, qne les axiomes qui s'y rapportent se réduisent h presque rien, et ne sont réellement que le développement naturel de celle idée même.
On formerait lonlcs les pluralités en parlant d'un seul objclqut n'offrit pas l'idée de pluralité, mais de ce que nous appellerons unité, puis en lui en joignant un autre, puis un nouveau, et ainsi de suite indéfiniment. Et comme nous appelons nombres toutes ces diverses pluralités, en y com-
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prenant même l'unit, on voit que la suite des nombres ut illimitée, que le plus petit est l'unité, ou le nombre un, et ijue tous les autres se furuieiii s uecessi lement par l 'addition constante de l'unité au dernier formé,
2. f.a première idée qu'on se fait de la pluralité entraîne celle autre que, dans quelque ordre qu'on place les objets et de quelque manière qu'on les partage en groupée séparés, pourvu qu'on n'en retire aucun et qu'on n'en introduise pas de nouveau, la pluralité ne ebauge pas et le nombre reste toujours le même.
3. Si l'on considère deux ensembles différents d'objets, cl qu'on fasse correspondre, parla pensée ou autrement, un premier objet de l'un avec un premier objet de l'autre, un second avec uu second, et ainsi de suite jusqu'à ce que l'un des deux ensembles soil épuisé, il pourra arriver deux
Ou le second sera épuisé en même temps que le premier, et la pluralité sera ia même dans les deux : on dira alors que les nombres correspondants sont égaux;
Ou l'un des deux ensembles sera épuisé avant l'autre, et alors on dira que le nombre correspondant à cet autre est plus grand que celui qui correspond au premier, et que celui-ci est plus petit que l'autre.
4. Si l'on a plusieurs groupes d'objets et qu'on les réunisse loua ensemble, le nombre qui en résultera s'appellera la somme des nombres correspondants à ces divers groupes, et l'on dira que ceux-ci ont été ajoutés ou additionnes entre eux; on les appellera des parties de la somme, qui s'appelle aussi, par rapport à elles, le total ou le tout. Ce
danl de l'ordre dans lequel on aura réuni ou ajouté tous ces objets, et de la manière dont on aura pu fractionnel"
ces groupée pour les transporter ensemble, soit effeclivc-
objet nu soit supprimé, et aucun nouveau introduit. Le
partiels correspond an ls a ces groupes ou à leurs fractionnements arbitraires ; et comme ec nombre total est invariable, on peut énoncer celte proposition générale ;
« De quelque manière qu'où ajoute plusieurs nombres, en les décomposant comme on voudra, on obtiendra toujours la même somme. »
Nous nous bornerons à ces notions bien simples, qui, comme nous l'avons dit, ne sont que des développements de l'idée des nombres, et suffisent pour faire de la science des nombres ce que nous avons appelé uue science de raisonnement.
DONNÉES PREMIERES DB LA SCIENCE DE I.' ÉTENDUE
S. Les corps matériels nous donnent les idées d'étendue, de forme, de situation les uns par rapport aux autres; et, tomme nous l'avons dit, noire esprit peut faire abstraction de tout ce qui lient à leur nature matérielle, pour n'y voir que leur figure. Il y conçoit une continuité et une régularité qu'ils sont bien loin d'avoir réellement; et c'est en leur donnant cette perfection idéale qu'il les soumet à ses investigations, et forme la science de raisonnement qui s'appelle la Géométrie.
Il est dans la nature de l'esprit humain d'aller toujours au delà de ce que les sens lui présentent. Aussi, quoiqu'il ne connaisse par leur moyen que des corps très-1 imités, conçoit-il la possibilité que ces limites soient beaucoup moins resserrées, et nu voit-il même aucune borne assignable à leur étendue, soit idéalu, soil même matérielle.
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Cette conception fait naître chez la plupart des hommes l'idée qu'il existe ce qu'ils appellent un espace indéfini, indépendant de l'existence d'aucun corps, cl qui subsisterait après l'anéantissement complet de tout ce qui est, matériel on spirituel. Us se figurent que par cela seul qu'on admet la possibilité des corps, on doit admettre qu'il y avait de la place pour les recevoir ; et de la pure abstraction qui nous fait concevoir la matière et la figure comme susceptibles d'une étendue sans borne, ils font la réalité d'un être qu'ils nomment l'espace. Il est difficile de pousser l'aberration plus loin; et cela est cependant si naturel, que bien peu d'hommes seront d'abord de noire avis sur ce point, qui a déjà été l'objet de bien des controverses.
Mais si l'on suppose pour un instant que rien n'existe et qu'un corps vienne à Cire créé, quel obstacle pourrait-il rencontrer? Que pense-l-on quand on dit qu'il fallait une place pour le recevoir? Dès qu'il a été créé, il a une élcnduc; on peut sans aucun doute faire abstraction de sa matérialité pour ne plus voir que sa figure ; on a ainsi une idéed'etenduc qu'on pourrait conserver après l'anéantissement de toute matière ; mais ce serait une simple idée existant dans notre esprit, cl n'ayant aucune réalité en dehors.
Après s'Être créé ce fantôme, si l'on vient à y appliquer son attention et à chercher à se rendre compte de son existence, on se trouve saisi d'une sorte d'effroi, comme il arrive toutes les fois qu'on veut sonder quelque mystère impénétrable à l'rsprit humain. Un être infini dans tous les sens et indépendant de toute création, confond l'imagination ; il est aussi difficile à concevoir que Dieu lui-même ; néanmoins, personne presque ne doute de sou existence; ceux-là même y croient, qui ne croient pas à l'existence de Dieu.
Et cependant cet être prétendu n'est que le produit de
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l'imagination de l'homme; ce qui est vrai, c'est qu'il n'y a pas de limite à ] étendue possible de la création, et par suite à l'étendue abstraite des objets créés: et cet espace fantastique, que l'on semble croire destiné à recevoir ces objets, ou même simplement leurs figures, n'est pas une c/iotPf c'est l'absence de toute chose : c'est le néant.
6. La première notion d'étendue que nous recevons des corps solides n'est pas la seule dont ils nous donnent l'idée. La limite de leur étendue, on leur surface, constitue une autre espèce d'étendue d'une nature toute différente, puisque l'intérieur du corps, qui est considéré dans la première, ne l'est pas dans celle-ci. Enfin, si l'on considère une portion de la surface d'un corps, elle est terminée par ce que l'on appelle une ligne; et la ligne donne l'idée d'une nouvelle espèce d'étendue entièrement différente des deux autres. Si l'on considère une portion de ligne, les limites de son étendue, ou ses extrémités, n'offrent l'idée d'aucune espèce d'étendue , et se nomment des points. Ces trois sortes d'étendue portent les noms d'étendue en solidité ou 'volume, en surface et en ligne. On les comprend toutes sous la dénomination de granileitrs géométriques.
7. Deux grandeurs géométriques, de quelque espèce qu'elles soient, sontdiles égales, lorsqu'on peut transporter l'une des deux, en no changeant rien en elle, de manière qu'elle coïncide complètement avecrautre. Celle translation offrirait des difficultés cl même des impossibilités dans le cas des corps solides, si l'on n'avait pas fait abslraciîoii de leurs propriétés matérielles, et particulièrement dit l'impénétrabilité. Nous ne considérons que la figure îles corps, des surfaces et des lignes, cl ces images idéales ne peuveni offrir aucun obstacle h la pénétration.
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Lorsqu'une quantité se compose d'une quantité égale à une seconde et d'un reste quelconque, on dit qu'elle est plus grande que la seconde ; la seconde est dite plus petite quo la première, ot s'appelle aussi une partie de la première. Une grandeur , relativement aux parties dont elle est formée, se noniine un tout; elle est dite la somme des différentes grandeurs qui la constituent.
Ainsi, d'après le sens que nous attachons aux mots tout, partie, plus grand, plus petit, on voit qu'un tout est plus grand qu'une de ses parties, ou que la partie est plus petite que le tout. C'est donc à tort qu'on fait de cette proposition un axiome fondamental que quelques auteurs des Traités de Géométrie demandent qu'on admette comme évident, et placent au milieu de leurs postulata ou vérités indémontrables. Celte méprise, un peu forte il est vrai, consiste à prendre pour une vérité de sentiment ce qui n'est qu'une ■vérité de définition.
8. Nous nous occuperons d'abord de l'étendue ou de la figure dans le cas le plus simple, le plus réduit, dans le cas des lignes.
De toutes les lignes, celle qui préseule la figure la plus simple, et dont la considération se présente le plus souvent dans la Géométrie, est la ligne droite : on en a donné des définitions assez diverses.
Les auteurs les plus célèbres de nos jours appellent ligne droite la plus courte ligne qui puisse être menée d'un point à un autre; définition qui est entièrement défectueuse. En effet, elle ramène une notion à d'autres quel'on n'a pas, ctqui sont beaucoup moins simples que la première. Qu'cntcndon, en effet, par une ligne plus grande qu'une autre? C'est celle qui se compose d'une partie égale à la première et d'un reste quelconque. Or, deux lignes égales sont celles qui peuvent coïncider, et par conséquent l'égalité ne petit
OBJET ET DONNÉES
Être conçue entre deux lignes dont la figure no se prête pas à ia superposition. Quelle idée peut-on se faire alors de cette définition donnée au commencement même de la science, lorsque l'on n'a pu encore faire savoir ce que l'on appelle lignes d'égale longueur, dans le cas où il ne peut y nvoir coïncidence? Nous rejetons donc entièrement cette définition, qui a encore l'inconvénient de ne donner aucune idée de la ligure de la ligne droite à ceux qui ne l'auraient
9. Euclide n'était pas tombé dans cette faute, et n'avait pas introduit dans sa définition la considération de la longueur; mais elle pèche un peu par la clarté, et a pu donner lieu à des interprétations diverses. La ligne droite, ditil, est celle qui iS «ï»< <<? i«orît m/ulnt, c'csl-à-dire qui repose également sur ses points. Or, que faut-il entendre par là? Vcul-il dire que si l'on considère deux quelconques de ses points, elle ne pourrait être posée sur eux de plusieurs manières différentes, de sorte que, par deux de ses points, on ne peut concevoir une seconde ligne droite? Supposeral-on, an contraire, que cette similitude entre ses points se rapporte aux différentes parties de la droite? Cela n'est pas vraisemblable; car cette identité de forme dans toute l'étendue d'une ligne s'appliquerait aussi bien au cercle et à l'hélice 'qu'à la ligne droite. Ce qui est bien certain, au reste, c'est qu'il n'y a rien dans cette définition qui puisse faire supposer tjn'Euclidc considérait la droite comme la ligne la plus courte qu'on puisse mener cuire deux quelconques de ses points. Kt cela est d'autan t plus certain, qu'il démontre plus lard très-rigoureusement que toute ligue droite est plus petite qu'une ligne brisée terminée à ses deux extrémité!. Ajoutons enfin qu'Archiméde a mis au nombre des principes que la ligne droite est la plus courte de toutes celles qui ont les mêmes extrémités, et que la ligne cou-
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cave esl plus courte que toute ligne qui l'enveloppe; ce qui montre bien qu'il ne regardait pas la ligne droite comme ayant été définie par cette propriété.
Noua sommes porté à admettre la première explication, et nous croirons être d'aecord avec l'nclide en appelant ligne limite une ligne imléfinie telle, que par deux points donnés on n'en peut faire p/isser qu'une seule.
Et cette propriété que nous prenons pour défini lion d'une forme particulière de lignes entraîne celle autre, que si l'on
manière que les deux cxtrémilél soient tout autre part sur la même ligne, les deux portions comprises entre ces deux points coïncideront, et la forme de celle ligne est partout la même.
La définition que nous adoptons a l'avantage de donner uni- idée bie n nette de celle forme. Il suffit de se représenter une ligne dont deux points resteraient 1rs infinis, et qu'on essayerait de déplacer d'une manière quelconque. On aura bîcniot exclu toutes les fur mes qui ne satisferaient pas à la roniliiiun de roinridence i oriii jnlc exigée par la définition, cl il ne restera r nmme y salisfsisanl que tette
ligne dont mut le monde a le sentiment bien avant d'en
Tonte ligne oui n'est ni droite ni composée de lignes droites s'appelle ligne courbe, ou simplement cofirbe.
10. A partir d'un point d'une droite, ou peut considérer deux cotés différents donnant lieu à ec qu'où appelle les directions opposées de la droite en ce point, La tendance naturelle de l'homme à rapporter tout à lni-iuùiue, fait souvent désigner ces deux dirceiions par les noms de gauche el droite, et, dans certains cas, celle image contribue à donner uuc idée claire des positions ou des mouvements.
H. Toutes les droites indéfinies coïncidant quand elles
IO OBJET F,T DÙBXt.tS
ont deux pointa communs, rien n'esl plus facile que de porter sur une droite indéfinie, a partir d'un de ses points et dans le même sens, des droites égaies ii des droites données. C'est ce qu'on appelle ajouter les longueurs de ces lignes, et l'on dit qw« la droite comprise entre les deux points extrêmes a une longueur égale à la somme de toutes les
12. Remarque. — Nous avons compris dans la définition de la ligne droite ces deux propriétés que, lorsque deux de ses points sont fixés, la ligne ne peut avoir qu'une seule position tant entre ces deus points qu'au delà ; mais il serait possible de rendre sensible que la seconde propriété est renfermée dans la première. Concevons, en effet, que deux droites qui ont deux points communs ne coïncident pas an delà, el prenons sur l'une un point qui ne soit pas sur l'autre. On pourra amener ce point sur cette dernière par un déplacement de la première droite autour du point commun le plus éloigné, et l'on juge avec assez d'évidence que, dans ce déplacement, les points qui étaient d'abord communs ne le seront plus, et qu'il y aurait par conséquent deux lignes droites différentes entre le point resté fixe et celui qu'on a rendu commun aux deux proposées; or, cela serait contraire à la définition de la ligne droite.
Mais le sentiment qu'on a de la justesse de ces considérations ne nous priait propi ••. qu'à [U'nduiiv une confirmation , et non une véritable démonstration. Nous croyons, convenable de renfermer dans l'idée de la ligne droite la propriété de coïncidence indéfini» de iluux droites qui auraient deux points communs.
13. Lorsquodcux droites se rencontrent en un point, elles donnent une nouvelle idée qui es! celle d'inclinaison mutuelle ou d'angle. Nous croyons qu'il n'est pas à propos de définir cette idée, parce qu'elle ne saurait être ramenée à
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d'antres plus simples, ou seulement bien définies avant elle; maie il faut bien savoir que, (tans la recherche des rapports des grandeurs ou quantités quelconques, l'important n'est pas de fixer l'idée des choses au moyen d'une phrase, quand cette idée est si bien conçue, qu'elle ne peut donner lieu à aucune méprise. L'important est de définir clairement l'égalité et l'addition de ces choses; et cela es^suffisant en
ne dirons dune pas ce que c'est qu'un angle, maïs ce qu'on appelle angles égaux.
u On dit que deux droites qui se rencontrent font le même angle que deux autres qui se rencontrent en un autre point, quand on peut, en (ran spoliant l'un de ces deux systèmes, sans y rien changer, faire coïncider les directions de ses deux lignes avec les directions de celles de l'autre. »
H faut bien remarquer que cette égalité est indépendante de celle des lignes des deux systèmes.
Du n'sli', c'est poin U ioraini»liié du langage qu'on introduit le mot angle, el l'on pourrait énuucer tomes les propositions où il entre, en le rimplaçjnl par li s conditions qu'il sert a exprimer. Celte mnarque peut se faire, à la vérité, pour toutes les définitions, mais ou aurait tort de se priver de l'avantage qu'elles ilunneut au langage lorsqu'elles ne sont pas défëc lue uses.
Nous définirons tout à l'heure l'addition des angles, el ce qu'on entend par angles plus petits ou pins grands.
Il est un cas remarquable, d'égalité d'angles sur lequel nous croyons devoir dès à présent appeler l'attention: c'est celui où ces deux angles sont ceux qu'une droite qui en rencontre une autre forme avec les deux côtés de colle dernière. Nous regardons comme évidente la possibilité de celte position relative de deux ligues. On dit dans ce cas que la première est perpendiculaire sur la seconde, et qu'elle fait avec elle des angles droits.
OBJET ET DONNÉES
M. Les surfaces, dont la forme peut varier à l'infini, offrent aussi un cas particulier très-remarquable, qui est en quelque sorte pour les surfaces ce que la droile est pour les lignes ; e'est ce qu'on nomme le plan.
On le définit ordinairement : une surface telle, que si on fait passer une droite par deux quelconques de ses points, cette droite, indéfinie est entièrement comprise dans la
Cette définition, outre qu'elle ne donne pas une idée bien nette de la forme de cette surface, a l' inconvénient d'exprimer un nombre indéfini de conditions peut-Être incompatibles. Existe-t-il une surface sur laquelle une droilc puisse s'appliquer indéfiniment, quels que soient les deux points qu'on ait clioisis pour la déterminer? Cette infinité de conditions imposées à cette surface la rend-elle impossible? Son existence est-elle une vérité première, qu'on doive admettre comme évidente, comme un axiome?
Nous ne partageons pas à cet égard le sentiment commun, et nous pensons que l'admission de celte surface peut être ramenée à quelque cliose de plus évident et de moins hypothétique que le simple énoncé de celte définition.
Concevons en eflet une ligue droite quelconque, et on un de ses points élevons une perpendiculaire. Supposons que cette seconde ligne prenne d'une manière continue toutes les positions possibles en passant toujours par le même point et restant perpendiculaire à la première. 11 est certainement plus facile de se représenter la surface lieu de toutes ces perpendiculaires, ou, par une image empruntée au mouvement, la surface engendrée par une druitc perpendiculaire à la première et tournant autour d'elle en passant toujours par un même de ses points, que d'admettre
passe par deux quelconques de ses points y soit comprise tout entière. Or on peut facilement s'assurer que le lieu
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dont u'oils venons d'indiquer la génération, jouira de celle
Remarquons d'abord l'identité de forme de la surface considérée de ses deux côtés. Si en effet on la retourne ut (ju'on fasse coïncider chacune dos directions de la première droite transportée avec elle, avec la direction opposée h partir du point fixe, elle coïncidera avec sa première position, puisqu'elles seront Tune et l'autre le lieu des perpendiculaires à une môme droite par le môme point.
Il esl de plus évident que cette surface coïncidera toujours avec elle-même si on la déplace de manière que tes perpendiculaires qui l'ont engendrée restent perpendiculaires à Taxe fixe.
Cela posé, considérons deux points quelconques sur cette surface; faisons passer par ces points une ligne droite iudélinïe, et suivons-la à partir d'un de ces deux points eu marchant vers l'autre. Comme par sa définition elle est semblable de tous les côtés, et que le plan n'ollrc lui-même aucune dissemblance entre ses deux faces, de quel côté de la surface peut-on concevoir que passe d'abord la droite? Et elle ne peut passer des deux côtés à la fois, parce qu'alors, quand ou serait arrivé au second point donne, on aurait deux lignes droites passant par les deux mêmes points, ce qui est admis impossible.
Comment donc n'admettrait- on pas comme évident qu'entre ces deux points la droite esl toul entière dans la surface? Et l'on admettra aussi qu'elle n'en peut sortir au delà ; car, par les raisons déjà données, si elle passait d'un côté, ou serait fondé h admettre quelle passe de l'autre, et l'on aurait encore deux droites différentes qui auraient deux points communs; ce qui est contraire à la défi- Toutes ces idées et (-es propositions sont nettement indiquées, et leur admission ne semble pouvoir être l'objet
Iff OBJET ET DONNÉES
d'aucune difficulté; tandis que l'idée du plan tel qu'on le définissait est très-confuse, et renferme tant de conditions, qu'on ne voit nullement quelles soient compatibles.
Le lieu dont nous venons d'indiquer la génération, et dont l'existence est incontestable, jouit donc de la propriété que si l'on joint deux quelconques de ses points par une droite indéfinie, celte droite aura tous ses points sur la surface.
Et de In résulte comme conséquence nécessaire que toute droite indéfinie qui passe par un point qui n'appartient pas à ce lieu ne peut avoir qu'un seul point commun avec lui; car si elle en avait deux, tous ses points devraient y être, ce qui serait roiilivnnî à l'hypothèse.
Cette remarque fait voir bien clairement que le lieu en question n'est nullement un corps solide; car une droite menée par un point extérieur à un corps peut, eu le pénétrant, avoir avec lui un nombre indéfini de points communs. Ce lieu ne peut donc Être rangé que parmi les surfaces, comme cela paraissait d'ailleurs bien évident.
15. La propriété remarquable que nous venou» de déduire de la génération de cette surface est-elle réciproque? c'est-à-dire toute surface telle, que si l'on en joint deux points par une droite, cette droite eoit tout entière dans cette surface, est-elle le lieu des perpendiculaire» à une droite, menées par un de ces points?
Pont' résoudre cette question, dont ou sentira bientôt l'importance, concevons deux surfaces quelconques jouissant delà propriété supposée, et dans l'une d'elles prenons arbitrairement trois point» non en liguu droite. Transportons celle surface de manière que l'un de ces trois points se trouve placé sur l'autre; puis, sans déranger ce premier point, faisons tourner la surface transportée de manière qu'un des deux autres points arrive à se trouver dans celle
points à la place qu'ils occupent, ce qui évidemment ne lise pas la position du la surface que nous déplaçons, faisons encore mouvoir celle dernière de manière que le troisième poinl ic trouve dans l'autre. Il est facile de démontrer qu'alors Ions les points des deux surfaces coïncident.
On voit d'abord que les trois droites qui joignent ces trois points deux à deux sont dans les deux surfaces; du sorte qu'au lieu de prendre trois points dans l'une, on eût pu indifféremment prendre deux de ces droites, ou même toutes les trois.
Considérons maintenant un point quelconque sur l'une des surfaces indéfinies, et prouvons qu'il est aussi sur
Pour cela, menons par ce point une droite indéfinie dans les deux sens, qui passe par tin autre point quelconque do la même surface, pris dans l'intérieur du triangle déterminé par les trois droites. Celte nouvelle droite rencontrera nécessairement deux de ces dernières; car il est évident que prolongée indéfiniment dans les deux directions à partir du point intérieur, elle sortira des deux côtés hors de la partie de la surface occupée par le triangle, el rencontrera son contour en deux points. Et ceux qui éprouveraient quelque difficulté à cet égard, en éprouveraient bien davantage à l'admission de la définition ci-dessus mentionnée. Ces deux points do rencontre seront dans les deux surfaces, puisqu'elles renferment les deux droites rencontrées : la nouvelle droite sera donc aussi tout entière dans ces deux surfaces, et, par conséquent, le point par lequel nous l'avons menée y sera aussi. Tout point de l'une des surfaces étant snr rature, les deux surfaces coïncident.
Il est donc démontré que si deux surfaces jouissent chacune de la propriété de renfermer tous les points de la
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droite menée par doux quelconques de leurs points, elle* peuvent coïncider complètement eu transportant l'une d'elles de manière que trois points non en ligne droite, pris arbitrairement sur elle, viennent s'appliquer sur l'autre, n'importe dans quelle partie. Et, comme on peut prendra pour seconde surface la première que l'on déplacerait, il s'ensuit que celle-ci jicut cire rcloui liée et glisser sur elle-
points, non ru ligne droite, restent toujours sur la première immobile. Cette surface est donc partout identique, ri des deux nni-i; elle est cioiic parmi toute.- les surface» ce que la droite est parmi les ligues.
La surface lieu di» jn-rpeutîînilaîrcs en un même puini d'une droite, jouissant de la propriété que toute droite qui joint deux de ses points y est tout entière, coïncidera donc avec elle-même de quelque manière qu'on la fasse glisser, pourvu que trais de ses points, non en ligue droite, restent . toujours dans sa première situation. On peut donc la regarder comme le lieu des perpendiculaires en mi même point d'une droite, menée par un quelconque de ses points.
Cette surface unique, identique à elle-même dans toutes ses parties et d'un coté quelconque, peut être définie par la
démonstrations précédentes, par la propriété réciproque que nous en avons déduite; nous lui donnerons le nom
10. La notion du plan étant admise, nous pourrons définir l'addition des angles, dont nous avons défini l'égalité. Pour ajouter deux angles, nous plaçons sur un même plan les deux systèmes de lignes qui [es forment, de manière que les points où leurs cotés se reneon lient, on leurs soinmets, coïncident; nous plaçons l'une sur l'autre deux des lignes qui les forment, de telle manière que les deux autres
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dépasser le prolongement du premier; il pourra revenir dans la direction de ce premier côté, et môme, par l' addition continuée de nouveaux angles dans le môme sens, repasser un nombre quelconque de fois par cette première direction ; de sorte que l'on pourra avoir une somme d'angles, ou, comme nous l'avons dit, un angle indéfiniment croissant.
17, Si par le sommet d'un angle on mine, entre ses deux côtés et dans le plan qui les contient, tant de droites qu'on voudra, ces droites consécutives formeront des angles dont l'angle proposé sera la somme, cl qui seront les parties de cet angle total.
18. Nous nous bornons pour l'instant à ces premières nolions, et nous allons montrer comment les commencements de la science peuvent ôlre fondés sur elles. Ce ne sont pas les seules que nous serons obligés d'admettre par le simple sentiment de l'évidence; mais il n'y aurait aucun avantage à en parler quand le besoin ne s'en fait pas sentir, et il vaut mieux attendre, pour les énoncer, que l'application qu'on aura à en faire leur donne un intérêt qu'elles n'auraient pas eu auparavant. Et si parmi ces vérités qu'on n'a pu ramener à d'autres plus simples, et qu'on présente à l'acceptation immédiate de tous les hommes, il s'en trouve qui aient une apparence un peu hypothétique et qui ne frappent pas par un caractère assez éclatant d'évidence, il
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faudra, si l'on n'a pas assez de hardiesse d'esprit pour franchir lu passage avec confiance, s'arrêter à ce point douteux, ou Huit au moins n'aller au delà qu'en faisant ses réserves.
Les vérités fondées sur ces notions premières sont en nombre illimité, parée que chacune de celles que l'un découvre peut donner lieu à des combinaisons nouvelles, d'où résulteront de nouvelles conséquences, et ainsi de suite indéfiniment.
Le) sciences ont donc une étendue n laquelle l'homme ne peut affirmer qu'il y ait des bornes ; et cependant il en conuaii et possède les bases? lout ce qu'elles renferment est virtuellement compris dans ce petit nombre de principes dont il a le sentiment clair et distinct. Et ce senli-
d 'eux-mêmes, doit être regardé comme l'attestation de la réalité de ces choses, si l'on admet que le Créateur des hommes n'a pas voulu qu'ils fussent tous, et toujours, le jouet des mêmes illusions.
CHAPITRE PREMIER
COMMENT LES NOMBRES SERVENT A L'EXPRESSION DES GRANDEURS. - LEUR NOMENCLATURE .
19. Les plus simples relations des hommes entre eux ont de tout temps nécessité l'emploi des nombres. A mesure que ces relations se sont compliquées, que les échanges sont devenus plus multipliés et plus variés par le progrès de l'industrie, que les communications entre les peuples se sont plus étendues, l'emploi des nombres est devenu de plus en plus indispensable, et l'on peut même dire que sans eux presque toutes les relations commerciales seraient impossibles.
Et, en effet , toutes les quantités ou grandeurs qui sont utiles à l'homme et peuvent devenir l'objet de ses transactions sont de celles où l'on peut concevoir l'égalité cl l'addition. Or, si l'on choisit une quantité bien déterminée dans chaqueespéce et connue de tous les hommes, il est facile de voir comment ils peuvent se donner connaissance les uns aux autres de toute quantité decette espèce, qu'ils ne peuvent montrer, soit à cause d'impossibilités matérielles, soit parce que la vue n'en donnerait qu'une notion imparfaite et inutile. Pour y parvenir, ou comparera la quantité à évaluer à
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Mais si, après avoir iSté de It quantité ii évaluer autant d'unités entières qu'elle en renferme, il y avait en outre un reste moindre que l'unité, on le comparerait à une subdivision de l'unité en un nombre déterminé de parties égales, dont l'une serait employée comme l'avait été premièrement l'unité entière. Si, après cette seconde opéra-
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incertitude tenant à l'imperfection des sens. Il pourra se faire, dans ce cas, que l'opération se termine en employant une seule ou plusieurs subdivisions successives de l'unité, Il sera possible qu'elle se termine en choisissant une certaine loi pour ces subdivisions, tandis qu'elle se continuerait indéfiniment avec une autre. Il sera possible enfin qu'elle ne se termine jamais, quelque loi qu'on choisisse pour les subdivisions successives; c'est le cas où il n'y a
celle qui est prise pour unité : comme, par exemple, si l'on veut mesurer la diagonale d'un carré en prenant le coté pour unité.
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lité, leur nombre serait indéfini; et, quelque loin qu'on pousse l'opération, on n'obtiendra qu'une app rosi ma lion, bieu suffisante au reste dans la pratique.
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20. Dèsqu'on a senti le besoin d'employer les nombres, on a dû s'occuper des moyens de les distinguer et de les
tranl des objets quelconques en nombre égal à celui qu'on voulait désigner; les doigts de la main ont certainement servi, et servent encore souvent à cet usage. Mais nous ne nous livrerons il aucune recherche archéologique a cet égard; nous supposerons une société organisée, ayant un langage et une écriture suffisamment perfectionnés, et nous dirons en quelques mots comment la question a pu être résolue.
La première condition à remplir pour la représentation des nombres par le langage, est que chacun d'eux ail un nom différent; la seconde est qu'il n'y ait pas autant de mots particuliers que dénombres, car la meilleure méimiiri: en pourrait '!i llin leinent reti-nir suffisamment pour les besoins du commerce le plus restreint. Voici comment ce double objet a été rempli.
On, a commencé par douuer des noms aux dix premiers
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nombres, dont l'emploi si naturel des doigts avait rendu la communication facile. De cette collection de dix unités on a fait un terme de comparaison dont le langage des signes avait certainement donne l'idée par un procédé que nous voyons journellement employé par les enfants qui, voulant se communiquer des nombres dans des circonstances où la parole leur est interdite, ouvreut et referment les deux mains autant de fois que le nombre contient dis, et, quand le nombre des dizaines est épuisé, lèvent autant de doigts qu'il reste encore d'unités.
Cet artifice si naturel, qui consiste a compter les dizaines au lieu de compter les unités qui sont en nombre beaucoup plus grand, cotisti lue tout le secret du procédé de la numération, qui, au moyen d'une douzaine de mots à peine, permettrait de désigner tous les nombres jusqu'à une limite bien au delà des besoins des sociétés les plus civilisées, et qui dépasse tout ce que l'imagination peut se représenter.
En etiet, si lu nombre des dizaines dépasse dix, en leur appliquant ce qu'on a fait aux unités, et prenant un nouveau terme de comparaison consistant dans la collection de dix dizaines, que l'on a nommée centaine, la question
ce qui est plus simple, puisqu'il y en a beaucoup moins. Après avoir épuisé tomes les centaines renfermées dans les dizaines qu'il fallait compter, il pourra encore rester quelques dizaines eu nombre moindre que dix et que l'on pourra par conséquent désigner par un des mots convenus.
Si le nombre des centaines trouvées n'excède pas dix, on pourra le nommer, et le nombre total sera exprime sans avoir besoin d'employer plus de dix mots plus un.
Mais si ce nombre dépasse dix, on fera encore un nouveau terme de comparaison de la collection de dix centaines, que l'on nommera un mille, et l'on continuera ainsi
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jusqu'à eu que le uombre des collections su trouve inférieur à dix, et il 'oblige pas à former une collection d'un ordre supérieur.
21 . Cet ingénieux procédé ne demande, comme on voit, que la conception nette et familière des pluralités depuis un jusqu'à dix. Car toutes les collections d'unités qui servent de termes de comparaison sucressifs, se forment 1rs unes des autres par la réunion de dix eu une seule; de sorte que, dés qu'on est parvenu à se faire une idée nette d'une d'en ire elles, on parvient facilement à se rendre familière la suivante; el il n'est pas nécessaire d'en avoir à son service un bien grand nombre pour suffire aux besoins des nations les plus considérables et les plus civilisées.
Et en effet, ayant créé les mots qui désignent les neuf premiers nombres, et les termes de comparaison ou unités supérieures que l'on nomme dizaine, centaine, mille, million, on aurait réellement tout ce qui serait nécessaire aux prodigieuses transactions dont notre temps a donné les premiers exemples. On a évité de créer de nouveaux mots pour la collection de dix mille, qu'on a nommée dizaine de mille, et pour celle de dix dizaines de mille, que l'on a nommée centaine île mille. Le million est la collection de dix centaines de mille ; on a eu ensuite les dizaines et les centaines de millions. Au delà on aurait le billion, puis les dizaines et les centaines de billions, et ainsi de suite.
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et qu'on emploie quelques dénominations irrégulières pour désigner quelques-nus des nombres au-dessus de dix, et quelques-unes des premières collections (te dizaines qu'on nomme vingt, trente, nu lieu de dire deux dizaines, trois
Ce procédé de nomenclature, que l'on nomme la numération par/ce, consiste donc fi décomposer les nombres un unités de dillci ■unies espèces nommées unités simples, dizaines, centaines, etc., et à exprimer successivement combien le nombre à nommer eu contient de chaque espèce; ce qui ne peut jamais aller au delà de neuf pour aucune d'elles, puisque tant qu'il y en avait plus du neuf on eu furmait de l'ordre suivant.
Les nombres étant nommés, un pouvait les commu
ronibi nuisons il uns lesquelles les n ombles se [couvent congés : et la loi simple qui a présidé à la numération pariée en donne un bien plus avantageux el qui se présente de lut-memc.
En effet, puisque les unités de chaque espèce dont se composent tous les nombres d'après le système qui vient d'être exposé, ne peuvent jamais aller au delà de neuf, il 5ullit de convenir de neuf caractères particuliers pour représenter les neuf premiers nombres, et il ne restera plus qu'à indiquer l'espèce d'nnilé que chacun désignera dans
condition pouvait être remplie du diverses manières. La plus simple, celle à laquelle on s'est arrêté, consiste à écrire à la suite les uns des autres les caractères ou chiffres qui expriment les nombres d'unités de chaque espèce que renferme le nombre en question, en indiquant cette espèce par la place occupée par le cliill're qui lui correspond. On
OHAPITHI FBBHIEft. 27 est convenu à cet cllet de placer 1011 jours ;ï In première plarc à droite le cliiiïrc des unités simples, n la seconde relui des dizaines, à la iroisiènic celui des centaines, cl ainsi île suilc indéfiniment. Mais pour que l'absence possible d'une espèce d'unités n'introduise aucune confusion dans h plate que douent occuper les aunes, on est conicnu d'un nouveau chiffre qui ne représente aucun nombre, et n'a d'autre ofliee qno de marquer la place des unités qui manquent, et d'éviter ainsi tome erreur sur la signification des autres cliiffres.
Ce procédé, qui constitue ce qu'on appelle la numération écrite, n'exige, comme on le voit, que dix caractères pour la représentation de tous les nombres, quelque grands qu'on les suppose.
23, Quant aux fractions ordinaires, c'est-à-dire celles qui résultent de la subdivision de l'unité en parties égales dont on a pris un eei lnin nombre, elles se déterminent par les deux nombres entiers qui indiquent en combien de parlies égales l'unité a été partagée, et combien la fraction en renferme. Le premier se nomme dénominateur, lu second numérateur, ut l'on écrit le premier sous le second en les séparant par une barre. Ainsi ^ indique que l'imité a élé partagée en 55 parties égales, et qu'on en a pris 47.
CHAPITRE II
DES PREMIÈRES OPÉRATIONS SUR LES NOMBRES ET DE QUELQUES THÉORÈMES OUI ST RAPPORTENT.
24. Dans leurs relations journalières, les hommes sont conduits n chaque instant à ajouter des nombres, à les retrancher, à les répéter un certain nombre de fois, ou h les diviser en parties égales. Ces opérations élémentaires s'effectuaient d'abord par des procédés grossiers et irréguliers, mime après l'invention de la numération parlée, el il en est encore de même aujourd'hui pour une grande partie de la population chez les salions les plus civilisées. Cependant
décuples les unr» .les autres, cl lYcrilurr simple qui en résulie, rliiiinenl îles mnjens commodes île les effectuer, qui sans doute deviendront uu jour familiers à tous 1rs lioinmes, fi première condition à remplir est que ces procèdes s'appliquent indistinctement à tous les nombre*., et que la démonstration, faite généralement une fuis pour toutes, conduise à une règle qu'on applique aveuglément dans chaque cas particulier, sans avoir besoin de se préoccuper de nouveau de la justifier. Nous n'entrerons pas dans tous les détails que donnerait un Traité élémentaire d'arithmétique; mais cependant nous ne pouvons nous dispenser d'examiner avec quelque attention les questions qui se présentent au début même de la science, et sur lesquelles doit s'exercer d'abord l'intelligence de l'élève.
CHAPITRE II
2îi. Addition. — On appelle ainsi l'opération qui a pour but de réunir plusieurs nombres en un seul qui soil égal à leur somme. Si l'on voulait ajoulcr successivement à l'un d'eux toutes les unités simples qui composent les autres, l'opération serait d'une longueur fastidieuse, et par suite sujette à beaucoup d'erreurs; mais la décomposition uniforme des nombres, et l'écriture si simple qui en a clé la conséquence, conduit, par une analyse bien naturelle, à une règle de pratique d'une très*grande brièveté.
En cfl'cl, le principe précédemment admis, que la somme de plusieurs nombres est indépendante de l'ordre dans lequel on ajoute leurs diverses parties, permet de ramener la question à une plus simple qui consisterait à ajouter entre elles toutes les unités de premier ordre, puis entre elles toutes les unités de second ordre , et ainsi de suite jusqu'aux plus élevées : et les opérations partielles auxquelles on est ainsi conduit, et qui sont en très-petit nombre, s'ellccluenl immédiatement, puisque tous les nombres à ajouter y sont aitdessous de dix. Mais cependant tout n'est pas lu», parce que la somme trouvée pour les unités dune même espèce peut dépasser neuf, et ne pourrait pas alors Être écrite au rang correspondant dans la somme. Ce qui se présente tout naturellement dans ce cas, c'est de les réunir en groupes de dis et d'ajouter aux unités immédiatement supérieures autant d'unités qu'il y a de ces groupes; il restera ainsi dans chaque ordre un nombre d'unités au-dessous de dix , et la somme se trouvera faite et écrite très-promplcmcnt. Et la règlcquï énonce leprocédcquc nous venons d'indiquer, est applicable à tous les nombres, c'est-à-dire qu'elle est générale.
26. Soustraction. — Cette opération a pour objet la détermination de ce qui reste d'un nombre quand on en retranche un autre, ou, en d'autres termes, de la différence de deux nombres donnés.
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Des remarques analogues à celles que nous avons faites pour l'addition, conduisent naturellement à retrancher, si cola so peut, les unités du divers ordres qui composent le plus petit nombre de leurs correspondantes dans le plus grand. Mais si le nombre des unités d'un certain ordre est plus grand dans le petit nombre que dans l'autre, on emploie un artifice irt's- simple fondé sur ce principe évident, que la différence de deux nombres n'est pas changée quand on les augmente également tous les deux. D'après cela, si le chiffre d'un certain ordre du. grand nombre est moindre que le correspondant du petit, ou l'augmente de dix des unités qu'il représente, qui en valent une de l'ordre suivant ; alors la soustraction des deux thi lires peut se faire,
ger la différence des deux nombres proposés, il faudra
pour l'exécution de 1 opération. F.t cri le règle est générale; car les raisonnements que nous venons de faire s'appliquent à tous les nombres.
27. Multiplication. — Cette opération a pour objet de trouver le résultat de la répétition d'un même nombre. Cette question se présente à chaque instant dans la vie ordinaire; par exemple, lorsque l'on veut connaître le prix d'un nombre donué> d'unités quand on connaît le prix d'une seule : il est évident que pour cela il faut répéter le nombre qui exprime le prix ih: l'unité- autant île fois qu'il ya d'unités.
On pourrait bien exécuter cette opération en ajoutant à lui-même le nombre qui doit être répété ; mais s'il doit Titre un très-grand nombre de fois, ce moyen serait d'une longueur rebutante, et par suite sujet h beaucoup d'erreurs; l'objet qu'on se propose est d'exécuter cette addition d'une manière abrégée.
i.a démonstration exacte de ci; procédé cl les applications de cette opération se tondent sur quelques théorèmes dont
nous dirons quelques mots, ni' tù[-cr que \y<mr faire Com-
do l' Arithmétique, des propositions générales, aussi bien qu'on le fera plus tard avec des moyens plus puissants.
28. Le premier de ces théorèmes consiste eu ce que, dans quelque ordre qu'on multiplie Jeu* jiumbi-es, ou a toujours
candi:, soit réellement répété autant de fois qu'il y a d'unilés dans le multiplicateur. Dans chacun de ces muliipii-
aurons ainsi un nombre égal au multiplicateur. Considérons-y de même une seconde unité, nous obtiendrons une seconde fois le multiplicateur. Continuons ainsi jusqu'à la dernière unité de tous les multiplicandes, nous obtiendrons une dernière fois le multiplicateur. Ce dernier se trouvera donc répété autant de fois qu'il y a d'unités dans le multiplicande. F,l comme toutes les unités qui se trouvaient dans la somme des multiplicandes n'ont été prises chacune qu'une seule fois, et qu'aucune n'a été omise, nous concluons de là qu'on obtient le même nombre en répétant le multiplicateur autant de lui. 1 , qu'il y a il unités dans le multiplicande, qu'en répétant le multiplicande autant de fois qu'il y a d'unités dans le multiplicateur : ce qui est précisément le théorème énuncé. El il est démontré généralement, puisque nos raisonnements ont été faits sans parliculai'tser les deux nombres.
29. Dana cette démonstration nous n'avons désigné les qu'elle doit alors s'appliquer à tous les nombres qui se-
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raient dans 1rs mimes conditions. Mais celte manière de procéder entraîne des longueurs dans le langage-, et rend plus difficiles à saisir les déductions dont les termes sont éloignés. Dans la question précédente, qui est fort simple, cet inconvénient n'est pas très-frappant; mais pour s'en faire une idée exacte, )I suffit de lire quelques démonstrations compliquées dans les ouvrages des plus grands géomètres de l'antiquité. Nous croyons donc utile de faire connaître un procédé plus simple, qui rend le langage plus rapide, sans nuire à la généralité des résultats. Il consiste à représenter les données par des nombres particuliers, en
bien à d'autres nombres qu'à ceux que l'on a choisis pour Cxer les idées et abréger le discours. Pour le faire comprendre par un exemple simple, nous l'appliquerons à la question même que nous venons de traiter.
En désignant par 79 et 48 les deux nombres à multiplier, nous nous proposons de démontrer que 70 répété 48 fois donne le même résultat que 48 répété jg fois; ou, en indiquant la multiplication par un point interposé entre les deux facteurs, que 79.48 est égal à 48.79.
Représentons-nous d'abord le premier produit formé de 48 nombres égaux à 79, cl prenons à chacun d'eux une première unité, nous en obtiendrons ainsi 48. Prenons-en une seconde à chacun, nous en aurons encore 48. Une troisième nous donnera une troisième fois 48; et enfin quand nous arriverons à la dernière, c'est-à-dire à la soixante-dix-neuvième unité, nous aurons une soixanledix-ncuvième fois 48. Donc toutes les unités qui sont dans 79 répété 48 fois équivalent à 48 répété 79 fois.
Or il n'est personne qui ne comprenne que la conclusion serait identique si l'on avait choisi deux autres nombres, et que ceux-ci n'ont été pris que pour la commodité du langage. On a donc aiusi la conviction pleine et entière de la
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généralité du théorème. Mais il ne faul pas se dissimuler que dans des questions plus compliquées ce procédé préseule des inconvénients que nous signalerons plus lard, et qui ont conduit à en adopter un plus parfait.
30. Autre théorème. — Si on multiplie un nombre par lu produit de deux autres, on aura le même résultai que si l'on multipliait ce nombre par le premier facteur de ce produit, el le résultat par le second.
Soit, en effet, un nombre quelconque à multiplier par le produit de 37 par 19, ou par 5i3. Représentons-nous d'abord ce nombre écrit 27 fois, puis ce tableau répété 19 fois ; il est évident que le nombre de fois que le nombre donné sera écrit après cette nouvelle opération sera 19 fois ce qu'il était avant, ou 19 fois 37. Donc, eu multipliant le nombre d'abord par 37, puis le produit par 19, on a pour résultat ce même nombre répété un nombre de fois égal au produit de 27 par 19. El, comme les raisonnements ne dépendent pas des valeurs des nombres 37 el 19, qui ne sont là que pour éviter des circonlocutions, on n'éprouvu aucun (loule sur la généralité du théorème.
31. Remarque. — Ces théorèmes, et d'autres que nous omettons, pourraient facilement Être étendus à un nombre quelconque de facteurs; mais nous nous en dispenserons parce que notre objet n'est pas de faire un Cours complet, mais d'indiquer dans quel esprit il doit être fait. Nous
mcnl on peut dans l'Arithmétique élémentaire obtenir la démonstration de propositions générales. Et cela est absolument nécessaire, si l'on ne veut pas que cet enseignement soit borné à la connaissance de procédés mécaniques, sans raisonnements qui les justifient.
La première méthode que nous avons indiquée à cet effet consiste n désigner les nombres uniquement par le rôle
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qu'ils jouent dans la question, et raisonner jusqu'il ce que
alors établie généralement.
arbitraires pour représenter ceux que l'on lionne, et à raisonner indépendamment de ces valeurs particulières. La conclusion en sera elle-même indépendante.
32, Procédé pour effectuer la multiplication. — Pour obtenir une règle générale il suffirait, d'après ce que nous avons dit, de considérer deu* nombres déterminés cl de faire les raisonnements indépendamment do leurs valeurs paitioiilières. .
Nous n'entrerons pas dans le détail de cette opération. Nous nous cou tenterons de dire qu'on la décompose en autant d'autres qu'il y a de chiffres au multiplicateur, et que chacune de celles-ci se ramène n la multiplication du multiplicande par un nombre d'un seul chiffre. Car, par exemple, le chiffre des centaines représente un nombre égal à celui que marque lu chiffre multiplié par cent. Dune, pour répéter le multiplicande autant de fois qu'il y a d'unités dans la partie du multiplicateur marquée parle chiffre
tés que marque ce chiffre, puis du multiplier le résultat partent, ce qui se l'ait en écrivant deux zéros à sa droite.
La multiplication par un nombre quelconque se ramène donc à celle par un nombre d'un seul chiffre, laquelle se fait immédiatement en multipliuut chacune des parties du multiplicande.
Nous n'en dirons pas davantage sur cette opération ; de plus amples détails appartiennent à un Cours spécial d'Arithmétique.
33. Division. — Cette opération â pour but de partager un nombre eu un nombre désigné de parties égales, et de
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faire connaître la valeur de l'une d'elles. La vie ordinaire en offre de fréquentes applications; par exemple lorsque, connaissant la valeur d'un cenaiu nombre d'unités, on veut connaître le pris d'une seule; ou lorsqu'on veut partager également une somme entre plusieurs personnes; ou, sachant le temps qu'on a mis ii parcourir un nombre connu de kilomètres, connaître le nombre qu'on en a parcouru dans l'unité de temps, elc.
Celte opération est l'inverse de la multiplication, puisqu'elle a pour but de trouver une quantité qui, répétée un certain nombre de fois, donne un produit connu. Le nombre à partager s'appelle dividende, le nombre des parties diviseur, et l'une des parties quotient.
Dans l'addition et la multiplication on s'occupait d'abord des unités de la plus faible espèce, parce qu'en s'accumulant elles pouvaient en fournir d'une espèce plus élevée, qu'on pouvait réunir avec les correspondantes et continuer ainsi jusqu'aux plus élevées. Cela était nécessaire aussi dans la soustraction, où l'on peut Être obligé d'ajouter ans deux nombres des unités d'ordre supérieur A celles que l'on considère successivement . Mais il en est autrement dans la division : il est utile de commencer la partage par les unités de la plus forte espèce, parce que s'il ne se fait pas exactement et qu'il rcM8 quelques-unes de ces unités, on peut les réduire avec les suivantes qui sont plus faibles, et continuer se m Maniement le partage de ces nouvelles unités jusqu'à ce que l'on parvienne aux plus faibles. Et il peut alors arriver deux cas : ou le partage sera possible exactement, ou il y aura un reste d'unités simples moindre que le diviseur. Dans le premier cas, le dividende sera le produit du quotient par le diviseur; dans le second, le dividende sera égal au produit de la partie entière du quotient par le diviseur, plus le reste obtenu.
Ce reste, comme le dividende lui-même, cal censé repré-
seiilcr des unités concrètes, c'est-à-dire d'une nature donnée; on peui se proposer de connaître la partie d'unité qu'il faudrait ajouter au nombre déjà obtenu pour avoir opéré le partage exact.
Si, par exemple, on devait diviser le nombre proposé en Bj parties égales et que le reste fût 39, il est évident que pour prendre le cinquante-septième de ce reste, il suffirait de diviser chacune de ses unités en 5? parties
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Remarque. — Lorsque l'opération ne donne pas de reste, le dividende, qui est toujours égal au produit du quotient par le diviseur, est alors aussi le produit du diviseur par le quotient, et par conséquent ce dernier exprime combien de fois le diviseur est contenu dans le dividende. C'est un second point de vue de la division, cl auquel même le résultat doit son nom.
Si l'opération donne un reste, la partie entière du quotient indiquera le plus grand nombre de fois que le diviseur sera contenu dans le dividende.
m VISIBILITÉ. WOHLRES FHEH1EHS. COMMUN DIVISEUR.
3i. Lorsqu'un nombre est contenu dans un autre un nombre entier de fois sans reste, ou dit qu'il est diviseur de cet autre.
Il est des nombres entiers qui n'ont d'autres diviseurs
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Si l'on considère un tout décomposé en deux parties, toute quantité contenue exactement dans deux de ces trois quantités l'est exactement dans la troisième.
D'après cela, si l'on considère que dans toute division le dividende se compose du produit du diviseur par le quotient et du reste, on obtient les deux propositions suivantes :
Tout nombre contenu exaeteineat dans le dividende et le diviseur, l'est aussi dans le reste;
Tout nombre contenu exactement dans le diviseur et le reste, l'est dans le dividende.
D'où il suit que tous les diviseurs communs au dïvi-
viseur et au reste, sont identiquement les mimes : et, par conséquent, le plus grand d'un coté est le même que le plus grand de l'autre.
De là résulte la règle pour trouver le plus grand commun
En effet, si le plus petit divise exactement le plus grand, il sera le plus giand commun diviseur. S'il ; a un reste, le plus grand commun diviseur de ce reste et du diviseur sera celui des deux proposés; on divisera donc de mime le diviseur par le reste, puis ce reste par celui de la nouvelle di-
vision, jusqu'à ce qu'on arrive à
un reste nul ; lo diviseur
de la dernière opération est le no
nibie cherché.
Comme les restes sont entiers
nuant, ou en trouvera toujours u;
s sont premiers entre eux.
Remarque. — On reconnaît f;'
ti pliait les deux nombres propos
tous les restes, et par conséquent aussi le plus grand commun diviseur, le seront eux-mêmes.
36. Les propriétés dos nombres premiers absolus ou premiers entre eux sont très-importantes , mais nous nous écarterions do notre objet si nous en faisions l'objet d'une étude spéciale. Nous les admettrons comme connues quand nous aurons besoin d'eu faire usage.
DES FBACTIOKS.
37. Lorsque l'unité est partagée en parties égales, et qu'on en prend un certain nombre, on a ce qu'on appelle une fraction ordinaire; elle s'exprime par ces deux nombres et, comme nous l'avons déjà dit, peut être considérée comme le quotient de son numérateur par sou dcuomina-
Si le numérateur était plus grand que le dénominateur, on aurait plus que l'unité, et le mol fraction semble alors peu convenable; on le remplace quelquefois par l'expression de nombrr friictùiiiiitiiic.,<\m-\-\\\< \\-i\!. aussi on étend le sens du maljraction à la réunion d'un nombre quelconque de subdivisions de l'unité, pouvant former une quantité plus grando que l'unité.
Les fractions pourront s'ajouter entre elles et se retrancher en entendant par là que Ton cherche quelle fraction de l'unité concrète mesure la somme des fractions de;
cbàfitbh ii. 3g cène unité qui ont été ajoutées ou retranchées. C'est dons le même sens que nous avions déjà défini l'addition et la
deux opérations, dont la définition n'oll're ni difficulté, ni même aucune idée nouvelle, peinent s'Hl'ei tuer au moyeu des termes qui expriment ces dillérenlcs fractions.
H8. Addition cl soustraction des fractions. — Le but de ces opérations est de trouver sous la forme la plus simple l'expression numérique du résultat qu'elles donneraient si on les effectuait sur les parties mentes de la quantité donnée
Pour cela, on remarque d'abord qu'une fraction d'une quantité quelconque exprime toujours la même quantité absolue quand on multiplie on qu'on divise ses deux termes par un même nombre. On déduit de là un moyen de réduire toutes les fractions au même dénominateur sans changer la valeur qu'elles représentent. Cette réduction étant faite, elles expriment toutes des collections d'une même subdivision de la quantité proposée, et l'addition ou la soustraction s'opérera sur les nombres que ces collections respectives en renferment.
39. Multiplication et division des fractions. — On peut avoir à répéter une fraction un certain nombre de fois, et cela se fera évidemment en répétant son numérateur ce même nombre de fois, et conservant son dénominateur, qui exprime l'espèce des choses qu'on a à répéter; mais on ne peut prendre une fraction pour multiplicateur, d'après la
opération dans la répétition d'une même chose.
De même, la division d'une fraction par un nombre peut Être proposée, et on l'effectuera par la division du
la multiplication du dénominateur en conservant le iiuroé-
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râleur; mais on ne peut se demander de diviser soit un nombre, soit une fraction, par une fraction; cela n'aurait pas de sens d'après la définition de la division. En elTet, cette opération, ayant pour objet de partager en autant de parties égales qu'il y a d'unités dans le diviseur, exige que ce demi ci* soit un nombre d'uni lés, et l'opération n'aurait pas de sens en prenant une fraction pour diviseur.
CHAPITRE III
EXTENSION DE L'IDÉE DE NOMBRE. - RA1PONS ET CONSÉQUENCE DE CETTE EXTENSION.
-if). Nous avons attaché jusqu'ici au mot nombre la simple idée de pluralité, et les théorèmes que nous avons démontrés se rapportent exclusivement à cette notion. L'évaluation des grandeurs donne lieu le plus ordinairement h un nombre et à une fraction. Nous avons démontré quelques théorèmes sur les nombres, quelques aulrcs sur les fractions. Nous avons donné le moyen d'exécuter sur les nombres les opérations les plus simples et de l'usage le plus ordinaire : quelques-unes d'entre elles se sont appliquées aux fractions; quelques autres n'auraient eu dans ce cas aucun sens d'après les définitions qui en avaient été données.
(.a distinction <li's nombres et des fractions a des inconvénients plus graves que relie di'symçtric dan* les opéralions; elle introduit dans les [impositions générales mie complication qu'il est utile de faire disparaître. Pour ni ci 1er uu seul exemple, supposons qu Un \cuille énoncer une rèplc pour déterminer la valeur d'une qUunlilc r]liand ou connaît le prix de l'unité, on sera obligé de distinguer deux cas : celui où l'évaluation de la quantité aura donne lieu a un nombre, et celui où elle aura donné lieu eu outre à une fraction. Dans lu premier cas, on dira qu'il faut multiplier par ce nombre le prix de l'unité; dans le second, on dira qu'il faut d'abord multiplier ce prix par le nombre
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des unités s'il y en a, et qu'ensuite il faut prendre une fraction du prix qui soil la même que lu fraction d'unité que renferme la quantité proposée.
Ce que nous présente cet exemple se produit dans une multitude d'autres circonstances, où la distinction du nombre et de la fraction a obligé à plusieurs énoncés pour la réponse à des questions où la demande n'en avait cependant qu'un seul.
C'est cet inconvénient qu'on a voulu faire disparaître en donnant, de l'extension à l'idée de nombre et en attachant ce nom au résultat de l'évaluation d'une grandeur, c'eat-à-diro de la comparaison de cette grandeur avec une autre de même espèce, soit que co résultat soil ce que nous avions d'abord appelé nombre, soit qu'il y ail en outre ou seulement une fraction de l'uniuî.
C'est là ce que dorénavant nous entendrons par un nombre, que l'usage veut encore qu'on appelle le rapport de la grandeur a l'unité, m [in'iiant le mot rnp/iurl dans un bchb restreint, que noui indiquons parce qu'il est usilé dans les Maillé ma tiques, quoiqu'on ait cherché 4 le remplacer par le mot i/uotient.
41. Cette nouvelle définition du nombre permettra de réunir en une seule plusieurs propositions qu'on était obligé d'énoncer séparément; il y aura donc généralisation el par suite simplification dans la science. Mais il y aura cet autre avantage, que cette généralisation a été la conséquence d'analogies reconnues entre des choses qui se présentaient d'abord comme dissemblable*) elle les ratiauhe par un lien commun ut constate un agrandissement dans les vues de l'esprit.
Mais ces avantages de la généralisation ne peuvent être acquis par la seule extension d'une définition ; il est indispensable de reprendre toutes les propositions établies
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d'après la première conception et de les étudier d'après la nouvelle. Les unes pourront conserver leur énoncé, les autres demanda on 1 qu'il soit modifié; et quand cllei aur-
loppement de la science, en restant fidèle aux définitions modifiées, jusqu'à co que peut-être de nouveaux besoins demandent une nouvelle extension, pour laquelle on procédera d'après les mëmei principes.
42, Addition et soustraction. — Ces deux opérations considérées sur les nombres fractionnairei n'offrent rien de nouveau; elles rentrent dans ce que nous avons dit séparément pour les nombres ailiers cl pour les fractions.
Multiplication. — Comme on s'est proposé par l'extension de l'idée de nombre de renfermer plusieurs énoncés en un seul, il faut donner à la multiplication une définition qui permette d'énoncer d'une manière unique les solutions des questions qui conduisaient à une multiplication dans le cas des nombres entiers, et à d'autres opérations dans le cas des fractions. Ainsi, pour reprendre un exemple déjà cité, il faut pouvoir dire que le pris d'un nombre quelconque d'unités est égal au produit du prix de l'unité par
C'est pour obtenir celle généralisation, dans une multitude de cas différents de celui que nous avons choisi pour exemple, que l'on a étendu de la manière suivante la défi- An multiplication est une opération qui a pour but de composer un nmuhrr. uve.c h: imdti ' jilii.ialiir, de ht uténu:
43. Appliquons en effet cette définition à la question précédente et supposons qu'on veuille trouver la valeur d'une quaniilé composée de iS unités et 7 d'unité, sachant
que l'unité coûte y francs et - de franc. Comme il est évident que les i5 unités coulent i5 fois autant qu'une seule, cl que les ^ d'une unité valent les ^ du prix de celle unité, on en conclut que, la valeur totale se composant avec le prix de l'unilé comme t5 plus ^ se compose avec l'unité, il faut pour l'obtenir multiplier 7 1 par i5 j t cl généralement que le prix d'un nombre quelconque d'unités est égal an produit de la multiplication du nombre qui exprime ce prix par le nombre des unités.
U. On rendrait le langage plus commode en donnant de l'extension à un mol de noire langue qui, d'après son origine, ne semble pouvoir désigner qu'un nombre entier, et qu'on emploie cependant dans certaines circonstances pour représenter un nombre fractionnaire. Nous voulons parler du mot fois, qui a élé crée pour indiquer la répétition d'un même acte. El cependant il n'est personne qui n'ait employé le mot fois dans un sens fractionnaire, quand l'acte avait pour effet de produire une grandeur, el était de nature à pouvoir ne pas s'accomplir totalement, et à produire une fraction de celle grandeur. Si par exemple on a à porter nue certaine mesure sur une ligne droite, trois fois en entier, plus sa moitié, on dira communément qu'il faut la porter trois fois et demie; ou dit, sans craindre de ne pas être compris, qu'on a fait deux fois et demie le tour d'une promenade; nous dirions la même cbnse pour une fraction moins simple. Celte extension du mot fois ne serait donc pas une innovation trop étrange, et on en retirerait de nombreux avantages. En l'adoptant, la définition de la multiplication dans le sens lu plus général serait la suivante :
La multiplication est une opération qui a pour but tic
CHAPITRE III
prendre un nombre autant de fait qu'il est marqué par un
45. Voyons mai ti tenant à quelle règle on est conduit pour l'exécution de l'opération, et bornons-nous aux cas de deux fractions.
Soit à multiplier ^ par ~, c'est-à-dire, d'après la définition adoptée, soit proposé de prendre les ~ de • Cela se fera en en prenant d'abord le onzième, puis le répétant 8 fois. Le onzième s'obtiendra en multipliant le dénominateur par il, ce qui donnera — 1 et l'on prendra ce résultat 8 fois en multipliant le numérateur par 8, ce qui donnera ~~ 1 D'où se conclut celle règle, que pour multiplier deux expressions fractionnaires plut petites ou plus grandes que l'unité, il faut multiplier les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux.
Extension des théorèmes. — Le produit de deux nombres entiers ne changeant pas quand on intervertit les facteurs, et le produit de deux fractions élont ramené aux produits de leurs termes respectifs, il s'ensuit que le produit de deux fractions ne change pas non plus quand on intervertit l'ordre de la multiplication.
Et il en serait de même pour un nombre quelconque de facteurs fractionnaires ou entiers.
46. Les autres théorèmes que nous avons démontrés sur les produits s'étendront semblable ment aux fractions. Ainsi, par exemple, nous avons vu que si l'on multiplie un nombre entier par le produit effectue de plusieurs autres, on aura le même résultat que si l'on multiplie ce nombre par le
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premier facteur du produit, puis lo résultat parle second facteur, et ainsi de suite.
Pour étendre ce théorème au cas des fractions, on représentera te multiplicande par une fraction, par exemple
méraleurs entre eux, ainsi que les dénominateurs, ce qui donne, d'après les n°" 30 et 31 ,
or, c'est précisément cela qu'on trouvera eu faisant les
est dont démontré. L 'extension des autres théorèmes se ferait de la même manière.
il. De la division. — Celte opération ne pourra plus être considérée comme ayant pour but de partager le dividende en autant de parties épies qu'il y a d'unités dans le diviseur. Mais l'un des points de vue que nous avions indiqués dans le cas des nombres entiers peut être conservé pour les nombres quelconques, et la définition générale
La division a pour but de trouver un nombre qui, muitiptk 1 par !i- ilîvkftir, reproduise le dividende.
Cette définition est applicable aux nombres fraclionaires comme aux nombres entiers, et servira A généraliser les propositions démontrées pour ces derniers. 11 est inutile
de répéter qu'elles auront toujours besoin d'une démonstration nouvelle, pour tire étendues aux cas nouveaux déterminés par les définitions nouvelles.
Ainsi , par exemple, si l'on veut connaître !e nombre de kilomètres parcourus dans l'unité de temps, sachant combien il en a éié parcouru dans ui> nombre quelconque, entier ou fractionnaire, d'unité* de temps, il suflira de se rappeler qu'en multipliant le nombre que lconque du kilomètres parcourus dans l'uni lé de lumps par le nombre des unités de temps, on a l'espace parcouru dans ce temps. Si donc on runn.iit le nnmlire qui exprime cet espace et relui qui exprime le tenir*, le nombre cherché surs tel, que, multiplié par ce dernier, il reproduira le premier. On peut donc dire qu'en divisant le nombre des kilomètres parcourus par le nombre des unités de temps correspondant, on aura le nombre de kilomètres parcourus dans l'unité de temps.
La règle est donc la même quels que soient les nombres.
De même, si on veut connaître le prix d'une unité connaissant le prix d'un nombre quelconque d'unités, on se rappellera que le prix de ce nombre entier ou fractionnaire d'unités est la produit du prix de l'unité par le nombre des unités; donc le prix de l'unité est, comme dans le cas de nombres entiers, le quotient de la division du prix total par le nombre des unités. On raisonnerait de la même manière pour tous les genres de question! qu'on aurait traitées avant l'extension de la définition de la division. Voyons maintenant comment s'eilèctuera l'opération.
48. Soit à diviser un nombre entier ou fractionnaire par~', le quotient doit être tel, que, multiplié par-^-» il donne le dividende. Ce dernier nombre est donc les — du quotient. On aura doue du quotient en prenant le sixième du dividende, et le quotient même en prenant 1 1 fois
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ce sixième. Le quotient est donc les ^ du dividende. Ce ([ui donne celte règle :
Pour diviser un nombre quelconque entier ou fractionnaire par mie fraction, il faut le multiplier par la fraction diviseur renversée.
Vd, Aulra point de vue de la division. — Nous avons regardé d'abord la division comme ayant pour but de partager un nombre en parties égales cl de donner la valeur d'une de ses parties. Cette définition a pu Être remplacée identiquement par une autre, où l'on prenait pour but de l'opération de trouver une valeur numérique qui, multipliée par le diviseur, reproduisit le dividende. Lorsque celle valeur est un nombre entier, il en est résulié un autre point de vue pour celte même opération, et lequolieill a pu être regardé comme indiquant le nombre de fois que le dividende c on Lient le diviseur, ou comme étant tel, que le diviseur multiplié par lui donnât le dividende.
Ce point de vue peut maintenant Être généralisé, puisque nous avons démonlré que le produit de deux nombres, entiers ou fractionnaires, ne change pas quand on intervertit l'ordre des facteurs. Car il suit de là que le quotient eu lier ou fractionnaire, multiplié par lu diviseur, donne le même produit que si ou multipliait le diviseur par le quotient) on peut donc dire généralement que :
La division a pour but de trouver un nombre tel, qu'en multipliant le diviseur par ce nombre on obtienne le divi-
El h ce point de vue oit pourra dire par conséquent, dans le sens le plus général, que le quotient indique te nombre de fois que le dividende cou lient le diviseur.
Il est nécessaire de se familiariser avec ces diverses manières d'envisager la même opération.
EXTENSION DE LA DÉFINITION DES FRACTIONS. - CONSÉQUENCES
îiO. Les fractions ont été considérées d'abord comme indiquant en combien de parties égales l'unité a été partagée, et combien on prenait de ces parties. Lesdeuv. termes étaient donc nécessairement des nombres entiers, et le numérateur pouvait ùtre plus grand ou plus petit que le dénominateur. On a reconnu ensuite qu'elles pouvaient être envisagées comme représentant le quotient de la division du numérateur par le dénominateur. Ce second point de vue permettrait de ne plus supposer les termes entiers, puisqu'on peut diviser des nombres fractionnaires l'un par
d'extension et les propositions qui s'y rapportent, plus de généralité. C'est pour cela que nous adopterons celle seconde définition dus fraction?,, et nous appellerons ainsi le quotient de la division du numérateur par le dénominateur.
Mais celte extension oblige à revenir sur toutes les règles ou théorèmes établis d'après une définition plus restreinte. Nous ne traiterons pas ce sujet avec tous les détails que demanderait un Cours spécial et complet d'Arithmétique;
auteurs et des professeurs, et donner quelques développements sur les questions les plus importantes qu'il renferme.
51. Proposons -non s d'abord de reconnaître généralement si une fraction ne change pas de valeur quand on
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multiplie ou qu'on divisa ses deux termes par un même nombre, en admellant ce théorème démontré dans ]e cas des nombres entiers.
Soit par exemple la fraction |. Eu multipliant ses deux
termes par une fraction quelconque, par exemple —, elle
devient et il s'agit de reconnaître si elle est égale» la j'ïï
première, dont U valeur est ^4- 11 suffit pour cela d'eflèc-
tuer la division dus fractions qui forment ses deux termes,
et qui sont J — et - — -: on obtient ainsi 1 9-" 7-"
d'après la règle de la division des fractions à termes enlicrs et les théorèmes démontrés surlesproduilsdcplusicursfacleurs. En supprimant les facteurs communs, cette fraction se réduit à ^-2 qui est précisément la valeur de la première. Celle-ci n'a donc pas changé de valeur par la multiplication do ses deux termes par Or, les raisonnements que nous avons faits sont indépendants des videurs particulière! nonibrcs particuliers que nous avons choisis seulement pour fixer les idées. Nous avons eu soin de lus conserver tous jusqu'à la fin sans altération, afin qu'il fût
leur plu
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II est encore évident que celle conclusion s'applique à la division des deux termes par un même nombre quelconque, puisque la division par une fraction est la multiplication par la fraction rcuversce.
Nous pouvons donc maintenant énoncer celte proposition générale :
La valeur d'une fraction à ternies quelconques ne change pas quand on multiplie ou qu'on divise ses deux ternies par un même nombre quelconque.
On voit que celte proposition donne le moyen de réduire au même dénominateur un nombre quelconque de fraclions à termes quelconques, entiers ou fractionnaires.
52. Avant de nous occuper des différentes opérations sur ces nouvelles fractions, nous ferons quelques remarques très-simples, mais très-générales et très-utiles.
53. Remarques. — Nous avons déjà eu l'occasion de faire remarquer que si une quantité était décomposée en plusieurs parties, el qu'on répétai nn même nombre de fois chacune d'elles, la quantité elle-même était répétée ce même nombre fois. Il résulte immédiatement de là que si on divise par uu même nombre entier les différentes parties d'un tout, on a divisé ce tout par ce même nombre. Si, par exemple, on prend le septième de chaque partie, on aura en li;s ajoutant une quantité qui, répétée sept fois, reproduira la première somme ou la quantité proposée; elle eu était donc le septième.
Enfin, il est évident que si on prend une même fraction de chacune des parties d'une quantité, on a pris cette même fraction de la quantité.
Si, par exemple, on a pris les - de chaque partie, c'ettà-dire le septième répété 5 fois, il suit de ce qui précède qu'en prenant d'abord le septième de toutes les parties, on
a le septième de la quantité proposée; répétant ensuite 5 fois les nouvelles parties, ou aura répété 5 fois leur somme, qui est le septième de la quantité proposée; 011 aura doue les - de cette quantité en prenant les - de chacune de ses parties.
Il est facile de reconnaître que ce que nous venons de démontrer pour la somme est vrai pour la différence de deux quantités. Car la plus grande étant égale à la plus
petite ajoutée n cette dill'érenec, les ^dc la grande sont égaux aux - de la petite, plus les - de la différence. Doue
les - de la grande, moins les - de la petite, sont les - de la
il i lié rente, ce qu'il fallait démontrer.
On peut donc énoncer celle proposition générale :
Si on prend une même fraction quelconque de plusieurs
quantités ajoutées ou retranchées les unes des antres, on
a pris la même frm lion /le la i/uaiilité ipii serait la résultat
de ces additions et soustractions.
Si. Addition.— Si l'on a à ajouter des fractions à termes quelconques qui n'aient pas le même dénominateur, on les y réduira, comme nous l'avons démontré, par le même procédé que si les termes étaient entiers, et par conséquent nous pouvons supposer que les fractions à ajouter aient le même dénominateur fractionnaire. Or, nous allons démontrer qu'il faut suivre la même règle que pour les fractions à tenues entiers, c'est-à-dire njoulei- 1rs [iiiméralcurs
Supposons, en cllct, pour la commodité du langage, que le dénominateur soit, par exemple, ~; chaque fraction étant le quotient do la division de son numérateur par ~ sera
donc telle que, multipliée par—j elle produira son numérateur. Mais chaque numérateur étant les ~ de la fraction
correspondante, leur somme sera les ~ de la somme des fractions; cette somme sera donc le quotient de la division de la somme des numérateurs par— ■
Donc, pour avoir la somme de fractions ayant un mémo dénominateur fractionnaire, il faut faire la somma dis numérateurs et lui donner le dénominateur commun.
55. Soustraction. — Les dinx I raclions étant réduites au même dénominateur fractionnaire, il faudra encore retrancher les numérateurs et donner au reste le dénominateur commun.
La démonstration se fera comme pour l'addition, parce que le théorème sur lequel nous nous sommes appuyé a lieu, comme nous l'avons fait voir, pour des quantités ajoutées ou retranchées les unes des autres. Nous nous dispenserons de la reproduire.
5G. Multiplication. — Considérons de suite le cas le plus compliqué, qui renferme tous les attires comme cas particuliers.
Soient, par exemple, les deux fractions ^ et
Nous ne prenons des nombres particuliers que pour abréger le langage, qu'il serait presque ini possible de suivre
manière dont ils entrent dans les données. Mais il n'y aura aucun inconvénient à cela, parce que tous les nombres que
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nous avons choisis, étant difl'érents les un» des autres, ne pourront être confondus *i mm* nu faison» i| n'indiquer les opérations à effectuer sur eui; et la manière dont ils entre' ront dans les résultats serait la même que pour d autres nombres queleouques sur lesquels on ferait les mômes raisonnements. Les rond Osions qu'on en tirera seront ilnne. générales.
Cotte observation, que nom avons déjà faite ;> l'occasion de questions, précédemment traitées, s'appliquera à toutes celles dont nous allons nous occuper, et nous nous dispenserons de la reproduire h chaque fois.
Pour ramener la question proposée à une question connue, réduisons les fractions données à la forme de fractions simples; elles deviendront et cl ' e produit demandé sera
S.Vg.b '
Or c'est précisément là ce que l'on trouverait en multipliant entre eui les numérateurs des deux premières, ainsi que leurs dénominateurs ; car on trouverait ainsi
La règle pour la multiplication des fractions simples s'applique donc aux fracliona quelconques.
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duiro a des terme? entiers; elles deviennent alors :
à. diviser par ■ , 5.3 r 9.6
ce qui donnera ~ 3 pour le quotient cherché*.
Or, si on multipliait la fraction dividende par la fraction
diviseur renversée — , on trouverait
ce qui est précisément le quotient cherché.
La règle démontrée pour les fractions simples, c'est-l-dire n termes entiers, s'applique donc eu général à toutes les fractions.
Ce qui précède suffit pour montrer comment toules les propositions établies d'après le premier point de vue sous lequel les fractions avaient i'u' eiii'bap'e.s, se trouve ni étendues au nouveau qui est beaucoup plus général, et les théorèmes qui ramenaient la solution de certaines questions à des opérations sur des fractions h termes entiers seront applicables aux fractions quelconques, puisqu'elles sont réductibles a celte forme; quant h l'exécution de ces opérations, elle s'effectuera par les règles que nous venons de démontrer.
remarques sun ce qui précède.
58. Les questions traitées jusqu'ici sont tellement simples, qu'à peine on y reconnait quelques traces de la mé-
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tbode analytique. Elle y est cependant presque toujours employée, mais bornée le plus souvent à la première réduction que nous avons recommandée, celle de la décomposition.
Dans le cas de la division, cependant, la décomposition
pas seulement dans la considération des unités do différents ordres. Les parties que l'on prend successivement dans le dividende sont choisies de manière à pouvoir être exactement divisées, et à donner ainsi les unités de divers ordres du quotient; et pour que toutes les parties ainsi employées constituent le dividende complet, il faut commencer l'opération par les plus fortes unités, afin que ce qui en restera après qu'on y aura pris la partie divisible, puisse se réduire avec les suivantes pour composer une nouvelle partie divisible exactement : ce qui ne serait pas possible si on commençait par les plus faibles
Dans ce cas donc, le mode de décomposition ne se présente que comme moyen de satisfaire aux conditions que nous venons d'indiquer, c'est-à-dire qu'il résulte d'une analyse bien réelle, mais extrêmement simple.
Les opérations sur les fractions en offrent des exemples plus sensibles. Pour l'addition et la soustraction, on ramène au cas simple d'un dénominateur commun ; pour la mul tiplication et la division des fractions à termes entiers, la question se ramène à deux autres plus simples. Les opérations sur les fractions à termes non entiers se ramènent au cas plus simple des termes entiers. Nous ne pouvons si-
awr/j tique, a été suivie; nous nous en rapportons à l'intelligence des professeurs pour la faire ressortir dans tous les cas qui présenteront quelque intérêt.
PROPRIÉTÉS DES FRACTIONS ÉGALES. - RÈGLES DE TROIS
59. Lorsque deux (raclions à termes quelconques sont égales, c'est-à-dire lorsque le quotient du numérateur par le dénominateur, ou le rapport de ces deux nombres, est lo même, ou dit que les quatre termes sont en proportion : et il ne faut pas oublier que le quotient est le nombre qui, multipliant le diviseur ou multiplié par le diviseur, donne pour produit le dividende.
Lus anciens géomètres faisaient un plus grand usage dos proportions que ue le font les modernes, qui les remplacent souvent par des équations. Les diverses propriétés dont elles jouissent se déduisent Irès-simplcmcut des propositions que uous avons démontrées sur les fractions considérées de la manière la plus générale.
GO. Ainsi, par exemple, si oit réduit les deux fractions égales au môme dénominateur, les numérateurs seront nécessairement égaux. J'.t réciproquement, si deux fractions réduites au même dénominateur ont le même numérateur, elles sont égales. C'est ce qu'on exprime dans le langage tics [irripirtïoii!. un disant :
Dans toute proportion, le produit des extrêmes est égal à celui îles moyens.
Et réciproquement , si quatre nombres sont tels, que la produit îles e.i trt:mcs soit égal <V cr/ni i/i s moyens, ilssont en proportion.
(M . Rien n'est plus facile encore que de démontrer que si l'on a deux proportions et que l'on multiplie ou divise
58 SCISBCE DES HOMBUES.
l'un par l'antre les termes correspondants, ces quatre nombres formeront proportion ; car il suffi! pour cela de multiplier ou diviser d'abord les premières fractions, puis de faire la même opération sur les secondes qui leur sont respectivement égales.
Une autre propriété importante des fractions égales en nombre quelconque, consiste en ce que la somme des numérateurs, divisée par la somme des dénominateurs, donne encore une fraction égale. Et il en serait de même si on retranchait quelques-uns des numérateurs au lieu de les ajouter, pourvu qu'on retranchât aussi les dénominateurs correspondants.
Pour la démontrer généralement, désignons la valeur de ces fractions par une fraction arbitraire réduite à avoir ses termes entiers, ce qui est toujours possible j aoit, par exemple, ^ cette valeur. D'après ce qui a été établi précédemment, chacun des numérateurs est égal aux du dénominateur correspondant : la somme des numérateurs est donc aussi les — de la somme des dénominateurs, ce qu'il fallait démontrer : et il en serait de même si l'on retranchait les termes de quelques-unes de ces fractions. Nous ne faisons que répéter ici ce que nous avons démontré précédemment, savoir : que si on prenait une même fraction de plusieurs quanthés ajoutées ou retranchées les unes des autres, on obtenait la même fraction de la somme ou de la différence de ces quantités.
Ce théorème, dont les applications sont très-fréquentes, s'énonce comme il suit dans le langage des proportions :
Si l'on a une suite de rapports égaux, la somma ou la différence d'un nombre quelconque des antécédents csl à la somme ou à la différence de leurs conséquents comme un antécédent est à ion conséquent.
cturrniE v. 5g
62. Les proportions s'appliquent n la resolution des problèmes auxquels on est convenu de donner le nom de règles de trois, quoiqu'une règle ne doive Être entendue que comme l'indication du procédé de solution et non comme l'énoncé de ia question.
Ces sortes de problèmes ont pour objet la détermination d'un des quatre termes d'une proportion quand on connaît les trois autres; et c'est à quoi l'on parvient facilement d'après l'égalité du produit des extrêmes à celui des moyens. Tout consiste donc à bien établir la proportionnalité des quatre termes : mais c'est ce qu'on néglige beaucoup trop. On se conteute souvent de reconnaître qu'elle a lieu quand les rapports sont entiers , et la règle générale qu'on en tire ne se trouve nullement démontrée. On induit donc les élèves en erreur en la donnant comme bien établie , et il vaut mieux leur donner un peu plus de travail que de leur fausser le jugement.
Un seul exemple suffira pour montrer comment on doit raisonner dans toutes les questions de ce genre.
Supposons qu'on veuille démontrer qu'il y a proportion entre deux nombres quelconques d'unîtés d'une même marebandise, et leurs prix respectifs. Lc6 deux nombres d'unités peuvent être des fractions quelconques, comme 3 a .
| et -jj-, ou plus compliquées encore. Mais quelles qu'elles 7 "
soient, leur quotien t ou rapport pourrait être réduit, comme nous savons, à une fraction à termes entiers ; et cette possibilité suffit pour conduire à la démonstration très-simplement.
Représentons en effet le rapport des deux quantités eu question par une fraction quelconque h termes entiers, par exemple ~\ la première des quantités sera donc les — de
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la seconde. Mais le prix dc^-dc la seconde serait évidemment ^ du prix de cette quantité mémo; et 1 5 fois ~ coûteront i5 fois autant qu'un seul , ou les ^ du prix de cette quantité. Il y a donc même rapport ou proportion cuire les prix et les quantités de marchandise, quels que soient les nombres qui les expriment.
<>3. Celte proposition étant ainsi établie pour toute espèce de marchandise homogène, ou l'appliquera sans avoir besoinde faire aucun raisonnement nouveau. Et si l'un des quatre termes était inconnu, on l'obtiendrait toujours par la propriété que le produit des extrêmes est égal à celui des moyens. Ou aura alors h trouver un nombre qui, multiplié par un nombre connu, donne un produit connu : ce qui ramènera à la multiplication et à la division.
C*. Ou peut déterminer d'une manière différente le terme inconnu de celle proportion, d'après tes trois autres. Soit proposée, par exemple, la question suivante ; 3 a | d'unités ont coûté 4j de francs, combien -|- d'uni lés
? M couleront- elle» ?
On cherchera d'abord combien une uni lé coulerait. Or, d'après ce que nous avons démontré généralement dans le
CHAPITRE V. fil
eu munie chapitre, le multiplier par le second nombre d'unités pour en obtenir le prix.
Le nombre cherché s'obtiendra donc en multipliant ~ 2 3 par y- et. divisant le produit par |.
C'est à quoi l'on eût été conduit aussi en posant la proportion
V t :: T3 :au 7 "
65. Le second procédé est plus simple quand il s'agit de nombres entiers; mais dans le cas général on voit qu'il n'offre aucun avantage réel sur l'autre. Et ce dernier est fondé sur celte considération importante, qu'il n'est pas permis d'ignorer, que les prix ont entre eux le même rapport que les quantités mêmes. Si donc il fallait sacrifier l'une des méthodes, ce ne devrait pas être celle des proportions.
66, Remarqua. — Les proportions sont d'un grand usage dans la Géométrie, mais il ne faut pas oublier que l'on ne peut comparer que des quantités de môme espèce ; on peut néanmoins avoir une proportion dont les quatre termes ne soient pas homogènes, parce que le rapport (le deux quantités d'une même espèce peut être égal au rapport de deux autres d'une même espèce, différente de la première; en entendant toujours par rapport le nombre qui, multipliant
6 a SCIENCE la seconde quantité, reproduit la première. Ainsi, par exemple, le rapport de deux surfaces est ï quand la seconde , multipliée par 2 , donne la première, ou, en d'autres termes, quand la première est les 2 de la seconde.
Parmi les propositions démontrées ci-dessus, il y en a qui subsisteraient encore dans le cas où les termes seraient des grandeurs concrètes, d'une seule ou de deux espèces différentes-, mais la plupart de celles dont on fait usage supposent que les quatre termes sont des nombres. Patexemple, il n'y aurait aucun sens à attacher aux produits des extrêmes et des moyens si ces termes n'étaient pas des nombres. On ne pourrait changer d'ordre les moyens, s'ils étaient d'espèces différentes, etc.
On voit donc que pour faire l'application des théorèmes démontrés sur les proportions entre des nombres, aux proportions entre des quantités concrètes, géométriques ou autres, il faut commeucer par réduire ces dernières à des proportions entre des nombres, et pour cela remplacer le rapport de deux grandeurs d'une même espèce quelconque par le rapport du deux nombres, ce qui exige que ces deux grandeurs aient une mesure commune. Et réciproquement, si elles en ont une, leur rapport sera le même que celui des deux nombres entiers qui expriment combien de fois elle est contenue dans chacune de ces deux grandeurs.
On peut donc passer ainsi de proportions rritre des quantités concrètes à des proportions entre des nombres, et y appliquer tous les moyens de calcul démontrés pour ces derniers. El lorsque l'on sera parvenu à des proportions entre des nombres représentant des quantités concrètes, on pourra les remplacer par ces dernières , puisque les rapports n'en seront pas altérés.
CHAPITRE VI
INACTIONS DÉCIMALES. - PUEMlEli EXEMPLE DE LIMITES DE QUANTITÉS VARIABLES.
67. L'évaluation des quantités en subdivisions décimales de l'unité, offre l'avantage d'une représentation semblable à celle des nombres entiers, d'uù résulte une plus grande facilité pour les opérations. La réduction au même dénominateur n'est plus nécessaire pour les additions et soustractions; et les subdivisions du l'unité étant toujours les mêmes, on est bientôt familiarisé avec elles, et ou se fait facilement une idée approchée de la valeur d'une fraction décimale, à la seule inspection de ses premiers chiffres.
Mais l'avantage de celle uniformité est quelquefois contre-balance par le grand nombre des chiffres que l'on doit prendre pour avoir avec une grande approximation la valeur qu'on renonce A prendre exactement.
Lorsqu'une fraction est donnée par un numérateur et un dénominateur, et qu'on veut la réduire à la forme décimale, il suflit d'effectuer la division qu'elle indique, en réduisant le numérateur entier et les restes successifs en dixièmes, centièmes, etc., comme on réduisait les divers ordres d'unités du dividende et des restes successifs en unités d'ordres inférieurs, pour Irouvcr les différents chiffre» dn quotient entier.
Cette opération peut se terminer, comme aussi elle peut se prolonger indéfiniment. On pent reconnaître lequel de ces cas aura lieu, d'après la décomposition du dénominateur en facteurs premiers. îNous ne nous occuperons
pas de ces détails ; nom nous bornerons à dire que quand l'opération ne se termine pas, il y a un certain nombre de chiffres consécutifs qui se reproduisent dans le même ordre indéfiniment, Et on reconnaît que ln périodicité commence, quand on retombe sur un reste déjà obtenu , qui ramène les suiiants dans le même ordre et par suite les chiffres du quotient. Or on ne peut avoir plus de restes différents qu'il n'y -i d'nnilés dans le divisent diminué d'une unité. Si donc, après en avoir obtenu ce nombre, l'opération n'est pal exactement terminée, le quotient sera périodique, et la période commencera an chiffre d'ordre quelconque fourni par le premier reste qui doit se reproduire. Il exisie donc des quinine» susceptibles être esprimées exactement au moyen de certaines sulidnisions de 1 unité, et qui ne peuvent l'être par d'autres assujetties à certaines conditions, qui leur permettent cependant d'atteindre un degré quelconque de petitesse. Ainsi, par exemple, une quantité qui serait exactement les - ;5 - de l'unité ne peut jamais Être complète me ni épuisée au moyeu des dixièmes, centièmes, millièmes, etc., d'unité, quelque loin qu'on prolonge l'opé-
sc reproduisant sans fin.
GS. Limites de variables. — Lorsque l'on fait une di-
qnolient serait moindre qu'une unité de l'ordre de ce chiffre; car, puisqu'on met toujours au quotient les plus forts chiffres possibles, si l'on ajoutait à l'un quelconque d'entre eux une seule uuité de son espèce, on aurait un. nombre plus furl que le quotient complet; seulement il le dépasserait de moins d'une unité de cette espèce, puisqu'il manquait quelque chose et qu'on n'a ajouté qu'une unité.
chapitre vi. 65 Lors donc qu'une division conduit à un quotient périodique, on peut y prendre un assez grand nombre de chiffres pour que la différence avec le quotient exact soit moindre qu'une unité d'un ordre décimal aussi avancé qu'on voudra, et par conséquent moindre que toute frac- Une fraction décimale périodique nous offre donc le premier exemple d'une quantité variable qui augmente continuellement, et qui cependant, n'atteint jamais une certaine valeur fix<; liien di'ici niim'c, quelque grand que devienne le nombre des cliiiti f.:- qui en rxp ri nient les parties qui s'ajoutent successivement les unes aux autres. Mais sî elle n'atteint jamais cette valeur fixe, sa différence avec elle diminue de manière à pouvoir devenir et rester ensuite au-dessous de toute grandeur désignée, quelque petite qu'elle soit.
Dans ces circonstances, on dit en général que In quantité fixe est la limite de la quantité variable, quelle que soit l'espèce de ces quantités.
Dans le cas actuel, ou dira que la fraction périodique a pour limite fa valeur du la fraction qu'on essayait de réduire en décimales.
La considération des limites est unedes plus importantes eldes plus fécondes des sciences mathématiques. Nous la développerons plus lard avec tout le soin qu'elle mérite ; pour le moment, nous nous bornerons à ce qui est strictement nécessaire pour ne pas laisser une lacune fâcheuse dans la partie de l'Arithmétique dont nous nous occupons.
69. Si l'on a uuc expression décimale indéfinie, périodique ou non, provenant d'une opération quelconque, dont on sait seulement que quand on a posé un chiffre d'un ordre quelconque on a un résultat trop faible, mais qu'on en aurait un trop fort en augmentant ce chiffre d'une
imite, il est évident qu'une pareille expression a une limite, puisque l'erreur commise en a'aiTêtaut à un chiffre est moindre qu'une unité (In même ordre, et peut par conséquent devenir plus petite que toute quantité donnée.
70. Maintenant il est facile de reconnaître que dans une pareille expression le déplacement de la virgule produit sur la limite le même effet que lorsque le nombre des chiffres est fini.
Eu effet, arrêtons la fraction décimale à un chiffre quelconque, le reste qui compléterait la limite sera moindre qu'une unité du dernier ordre. Dans l'expression ainsi obtenue, déplaçons la virgule, par exemple, en l'avançant d'un rang vers la droite; le nouveau nombre sera dix fois plus grand, et par conséquent si ou lui ajoutait dix fuis le premier reste on aurait dix fois la limite de l'expression proposée. Mais en prenant un nombre de chiffres de plus en plus grand, le reste peut devenir moindre que tome quantité donnée, ainsi que son décuple. Donc la limite de l'expression obtenue par le déplacement de la virgule est égale ii iliï fois celle de la proposée.
Le mémo raisonnement s'appliquerait à un déplacement quelconque do la virgule vers la droite ou vers la gauche, et l'on peut énoncer la proposition suivante :
« Si dans une expression décimale iinléliuie on déplace
multipliée ou divisée par le même nombre que le sciait, parle même déplacement, la valeur d'une expression décimale dont le nombre des chiffres serait limité. i>
71. Nous avons vu qu'une fraction ordinaire qui n'est pas exactement rédui lilile en décimales, donne line expression périodique.
Rien n'est pins facile que de résoudre la question inverse et de déterminer la limite d'une fraction décimale
CHAPITRE VI
périodique quelconque dont on ne confiait pas l'origine. Si
virgule jusqu'au commencement de la première période; on multiplierait ainsi la limite par le produit de plusieurs facteurs dix, et il suffirait par conséquent de déterminer la valeur de la nouvelle fraction, puis de la diviser par celte puissance de dix. La partie à droite de la virgule étant seule inconnue, nous ne nous occuperons que do cette recherche.
Pour résoudre celle dernière question d'une manière générale, considérons par exemple la frarlion périodique
dont la période commence au premier chiffre.
Nous savons qu'en avançant la virgule jusqu'au commencement de 1a seconde période nous aurons rendu la limite cherchée mille fois plus grande. Nous aurons ainsi
expression dont la partie périodique indéfinie qui suit la virgule :i évidemment la même liiniie que fi), La différence de fi) cl (a) a donc pour limite 35;; la différence des limites de (r) cl (2) est donc la valeur de la limile de (1) répéléc mille fois moins une fois, ou 999 fois. Donc 999 fois la
limite de M esl 35; ; donc [lia une limite qui est^ï.
Kl 1 999 .
Et comme les mêmes raisonnements se feraient pour toute autre période composée d'un nombre quelconque de chiffres, 011 peut énoncer celle règle que :
n Toute fraction périodique dont la période commence au premier chiffre décimal, a une limite représentée par une fraction ayant pour numérateur une de ses tranches et
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pour dénominateur un nombre composé d'autant dey qu'il y a de chiffres dans une tranche. »
Le; cas où il y a une partie non périodique après la virgule résulte de ce qui précède ; et l'on voit que toute fraction décimale qui est périodique à partir d'un chiffre quelconque, a pour limite une fraction ordinaire.
CHAPITRE VII
EXTRACTION DES RACINES. - NOUVELLE EXTENSION DONNEE A L'IDÉE T»IÎ NOMBRE.
72. Les produits d'un nombre par lui-même se nomment les puissances de ce nombre; leur degré est le nombre Je fois qu'il est fauteur. Relativement à ses puissances, le nombre s'appelle racine.
Nous ne parlerons pas des procédés à suivi e pour trouver la racine d'un degré quelconque d'un nombre donné; nous renvoyons pour cela aux Traités d'Arithmétique.
Si l'on formait les puissances d'un même degré des nombres entiers consécutifs, on obtiendrait des nombres entiers qui différeraient de plus d'une unité : les nombres entiers compris entre deux puissances consécutives auraient donc leurs racines comprises entru deux nombres entiers consécutifs et par conséquent non entières.
Or lus théorèmes sur lus facteurs premiers démontrent qu'un nombre fractionnaire élevé à une puissance quelconque ne peut produire un nombre entier. Donc les nombres entiers compris entre deux puissances consécutives ne peuvent avoir ni raeinc entière ni racine fractionnaire; ils n'auraient donc aucun nombre pour racine, puisque nous ne reconnaissons encore que des nombres entiers ou fractionnaires.
On pourra bien trouver des nombres fractionnaires dont la puissance sera aussi voisine qu'on voudra du nombre proposé; mais aucun ne pourra le produire ainsi exactement.
Le même inconvénient se l'enconire dans l'évaluation des grandeurs concrètes en nombre». Celles qui ont «ne commune mesure avec l'unité choisie, peuvent être exprimées par un nombre entier ou fractionnaire; celles qui n'en ont pas ne peuvent pas l'être. Dans la pratique, il est vrai, les choses se passeront toujours comme s'il y avait une commune mesure, parce que les subdivisions de l'unité deviendront assez petites pour que le resie de la grandeur à évaluer soit imperceptible. Mais quand il s'agit de grandeurs liées par des relations purement théoriques, on peut démontrer qu'il n'existe pas de mesure corn-
elles, et alors l'évaluation exacte de l'une
d'elles est :
-ccounuc impossible au moyen des subdivi-
sions de l'a
utre en parties égales. Si , par exemple, on
lier la diagonale du carré dont le côlé csi
itlé, on ne pourrait Je faire au moyen d'aucun
nombre enli
er ou fractionnai rc, parecqu'on démontre qu'il
d'un carré. :
Et si, pour échapper à celle difficulté, on chan-
:nilé quelconque la diagonale et le côlé. Il faut
donc ou donner do l'extension à l'idée de nombre, ou dire qu'il y a des grandeurs qui peuvent Cire exprimées en nombres avec une certaine unité, cl no le pourraient avec une autre; cl que dans une même question on peut avoir à considérer des grandeurs qui ne sont pas susceptibles loutes d'être exactement exprimées en nombre, quelque unilé qu'on choisi.*.
73. F.t nous ferons ici une remarque applicable a tontes les questions sur le* nombres. File consiste en ce que, quelle que soil la nature des opérations effectuées en vue de délcnnïncr la valeur d'un nombre, m res opérations ne s'arrêtent jamais, et que les restes « évaluer après ebacune
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d'elles soient mesurés avec des subdivisions de l'unité qui décroissent continuellement et puissent devenir moindres
En effet, si sur une ligne droite indéfinie nous portons à partir d'un do ses points un nombre entier ou fractionnaire d'unités do longueur égal au résultat de la première opération numérique ; qu'à la suite de celle longueur on en poi-le une autre, mesurée par le résultat numérique de la seconde opération, et ainsi de suite indéfiniment, la longueur totale à partir de l'origine fixe ira constamment en augmentant; mais ou peut à chaque opération assigner un point qu'elle ne pourra atteindre, et il suffira pour cela de lui ajouter une des subdivisions de l'unité qui se rapportent à celte opération. Or, l'extrémité de la longueur variable s' avançant toujours dans le même sens, et ne pouvant cependant jamais atteindra des points fixes assignables, tend nécessairement vers une position déterminée qu'elle n'atteindra jamais, puisqu'elle doit toujours être en mouvement, mais dont elle sera éloignée d'une quantité qui deviendra au-dessous de touie quantité donnée. La dislance de l'origine à ce point limite esl donc une quantité déterminée, dont l'évaluation au moyeu de l'imité clioisic conduirait identiquement aux mêmes résultats numériques successifs, que les opérations purement abstraites auxquelles conduisait la question proposée,
Toutes les exceptions et anomalies résultant du point de vue sous lequel nous avons jusqu'ici envisagé les nombres, se résument donc dans ce simple énoncé :
» Lorsqu'une quantité concrète d'espèce quelconque varie d'une manière continue, elle passe par une infinité de valeurs qui sont exprimables eu nombres, et par une infinité d'autres qui ne lu sont pas; car dès qu'il y en
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a line non exprimable, tomes ses subdivisions en parties égales, ainsi que leurs multiplet, seront dans le mfmecas. »
Il est évident qu'on ne pouvait laisser subsister une pareille anomalie dans la science.
74. C'est pour faire disparaître ces exceptions qu'on a donné une nouvelle extension à l'idée de nombre; on n'a pas voulu que les seules grandeurs ayant une mesure commune avec l'unité, fussent regardées comme exprimables en nombres; et on a étendu celle dénomiualion à la manière d'être relative, au rapport de deux grandeurs quelconques, ayant ou n'ayant pas de mesure commune.
Mais il ne suffira pas que l'on convienne de dire que deux grandeurs incommensurables ont entre elles nn rapport que l'on désignera sous le nom de nombre incommensurable; il faudra définir rigoureusement l'égalité des rapports incommensurables.
Observons d'abord qu'en partageant l'une des grandeurs en parités traies su linaiument peliies, et les portant dans l'autre autant de fois que possible, le reste qui sera moindre que l'une des parties pourra être rendu moindre que toute grandeur donnée; de sorte qu'il existera un rapport commensurable entre l'une quelconque des deux grandeurs et une autre qui différera aussi peu qu'on voudra de la sc-
Cela posé, considérons deux grandeurs incommensurables l'une par rapport à l'autre; divisons l'une d'elles, par exemple la plus petite, en parties égales, et parlons-les dans la plus grande autant de fois que possible : il y aura un reste moindre que l'une d'elles. Concevons que le nombre des subdivisions égales de la plus petite augmente indéfiniment; pour chacune de ses valeurs le reste de la plus
donnée. La pins grande quantité diminuée de ce reste aura
une mesure commune avec la poli te; clic aura donc avec elle un rapport qui sera le même que celui des nombres de fois qu'elles contiendront cette mesure commune, et sera par conséquent exprimable par une fraction à termes entiers. On aura donc ainsi une suite indéfinie de rapports ou nombres commensurab/es correspondant à la plus petite des deux grandeurs, et a d'autres qui di lièrent de la plus grande, de quantités qui peuvent devenir moindres que toute grandeur désignée.
Concevons d'une autre part deux autres grandeurs incommensurables entre elles et d'une même espèce quelconque; partageons la plus petite dans les mêmes nombres de parties égales que nous l'avons fait successivement dans le premier cas, et portons-les de même dans la plus grande ; il en résultera une nouvelle suite de rapports commensurables, et si ceux qui correspondent de part et d'autre au même mode de division de la plus petite sont toujours égaux, quelque loin qu'on pousse cette division, on dit que les deux premières grandeurs incommensurables ont entre elles même rapport ou même raison qne les deux autres.
7E>, Cette définition de l'égalité des rapports incommensurables ne difière pas au fond de celle qui se trouve dans les éléments d'Euclide.
Mais, pour qu'il y oit lien de l'admettre, il est nécessaire de démontrer que l'égalité des rapports corn mensu râbles respectifs est indépendante de la loi suivant laquelle les subdivisions décroissent indéfiniment; c'est-à-dire que si celle égalité a lieu pour une certaine loi, elle aura lieu pour toute autre. Cette proposition, qui ne se trouve pas dans •Euclide, peut être démontrée comme il suit.
Soient A et li deux grandeurs incommensurables d'une espèce quelconque, et A', B' deux autres grandeurs incommensurables, soït de fa même espèce que les premières,
7 4 >c,e»c« soit de loule autre. Admettons que si l'on subdivise A cl A'
\me nombre de ces parties contenues ress l) et li' ; il s'agit de démontrer que ai l'on partage A et A' en un même nombre quelconque m de partics égales, non renferme dans la loi donnée, il se trouvera toujours un nombre égal de ces subdivisions respectives dans li et B'.
F.n effet, supposons qu'il y ait un nombre k de ces parlies de A dans B, et un nombre différent, par exemple plus grand , des parties de A' dans I!'; alors i -f i parties de la première espèce surpasseront lï d'une certaine quantité que je désignerai par E, tandis que k 4- i parties de la seconde espèce seront encore inférieures à li'. Cela posé, décomposons A en parties égales moindres que E, et comprises dans la loi donnée: de cum posons A' en un nombre égal de parties ; d'après l'hypothèse, il devra s'en trouver respectivement le même nombre dans 15 et dans IV. Mais il est évident qu'il y aura moins de parties plus petites que E dans li que dans 11 + E, ou dans *■+- i des subdivisions en question ; et il y en aura évidemment autant dans ces k -h i subdivisions qu'il y aura de parties correspondantes dans les k ■+• i subdivisions correspondantes de B r , qui donnent cependant une somme inférieure à !!'. Donc il y aurait dans B un nombre moindre de parties comprises dans la loi donnée, qu'il n'y aurait de leurs correspond a nies dans li', ee qui est contre l'hypothèse. Il est donc impossible qu'en partageant A et A' en un même nombre quelconque de parties éj^les, ces parties ne soient pas respective' nient comprises dans li et IV le mémo nom lire entier de fois..
70. Quanta la définition de l'inégalité des rapports incommensurables, elle sera la même que pour les rapports
ibles. Ou (lira toujours qu'un rapport est plus
quantités quelconques à uuc
■t île la somme des quantisés ;i
irii'T.ih' (11' considérer les iioin- S d'établir (les théorèmes génédi.s surfaces ou des solides. 11
analogues n'auraient pu être énoncées généralement, s'il n'avait défini préalablement, non les rapports mêmes, mais l'égalité (les rapporta dans tous les cas qtii peuvent se pré- Ce n'est pas que, pour les besoins de la pratique, il y ait beaucoup d'intérêt à donner ce degré de généralité aux théorèmes relatifs à la comparai son, et par conséquent à la mesure, des grandeurs; car on peut toujours les rendre ro m m en s il rallie s eu les augmentant ou les diminuant de quantités moindres que toute grandeur désignée. Mais, au point de vue de la théorie pure, il faudrait dire que les propositions ne sont pas générales, et n'ont de sens que quand toutes les grandeurs ont une mesure commune.
78. Remarque. — 11 est important de reconnaître que, il\i])rir> KmU'S les drii ni [ions pi'écéilenU'i, 1rs nombres in- . commcnsuraliles pi'uvent être considérés comme limites
Considérons, en effet, le rapport de deux grandeurs qui
?(ï SCIBftCB DES HO
MB* ES .
n'ont p« de commune mesure. P
ailagcons la première en
un nombre indéfiniment croissa
m île partie-, égale*, cl
pnrluns-lf» dans la seconde aula
ni de lois que passible.
nous aurons une quantité . ..ramer,
snraUe avec la première-
et qui sera au-dessous de la secon
de de moins qu'une par-
lie: de sorte qu'en en ajoutant u
nouvelle quantité commenturable
ilépassi-ra l.i seconde de moins qu
une parlie cniiêic. Celle
ilerniirru ému plus petite qui- 1
une des deut quantités
commetisuraliles et plus grande que l'autre, son rapport avec la première sera, d'après nos définitions, plus grand que le premier rapport commensurable et plus petit que le second. Et comme ces deux rapports ne différent l'uu de l'autre que du rapport d'une subdivision de la première ligne à cette ligne même, leur différence deviendra moindre que tout nombre donné en augmentant suffisamment le nombre des subdivisions, et il en sera de même à plus forte raison de la différence qu'ils ont l'un et l'aulrc avec le rapport intermédiaire de la seconde à la première. Ce dernier est donc un nombre fixe, dont des nombres commensurablcs variables, plus petits ou plus grands, s'approebent de manière que h différence qu'ils ont avec lui peut devenir cl rester au-dessous de tome grandeur. Donc, d'après la définition des limites, ou a le droit de dire que :
Tout nombre incommensurable peut dire considéré comme In limite d'un nombre contmensurnblc variable, plus petit ou plus grand que lui.
79. Kous avons vu que tout nombre incommensurable pouvait être regardé comme provenant de la mesure d'une quantité concrète; nous avous défini l'égalité cl ('inégalité, ainsi que l'addition des nombres incommensurables;
CHAPITHE vil. 77 et enfin nous avons fait voir que tes nombres pouvaient être regardés comme limites dénombras incommensurables variables. Occupons-nous maintenant des règles à suivie pour clïectuer sur ces nombres les opérations précédemment examinées pour les nombres eom me n su râbles.
Considérons généralement une question qui conduise à une ou à plusieurs opérations successives sur des nombres ; que, dans cette question, ces nombres représentent des grandeurs concrètes ou qu'ils aient une origine purement abstraite, auquel cas on pourra les considérer tous, connus ou inconnus, comme mesurant des grandeurs concrètes d'une même espèce quelconque : et que, parmi tous ces nombres, il s'en Ironie d'incommensurables. On remplacera ces derniers par des nombres co m m eu su râbles qui en puniront différer jusii peu qu'on voudra, cl on exécutera tontes les opérations demandées sur ces nombres, tous coinmensui ablcs. Le résultat final sera un nombre représeiiiunt la quantité conerèle de l'espèce indiquée par la
SU ra blet, el tendra vers une certaine limite lorsque ces nombres tendront vers (es leurs. Or, c'est le nombre qui correspondrait à ceLle limite concrète qu'on appellera le lï-sttltal incommensurable:, ou commensnrablc, des opéralions en question.
Il suit de là que louies les propositions eL règles démontrées sur les nombres commcnsurablcs, subsisteront pour les nombres incommensurables, puisqu'on commence toujours par les remplacer par dos nombres coinmensurables. Ainsi le produit de plusieurs nombres incommensurables sera le même dans quelque ordre qu'où effectue la multiplication; car cela étant vrai pour les fadeurs coinmensurables qu'on leur substitue, on aura dos produits toujours égaux, quelque près qu'ils soient des résultats limites rcs-
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peclifs; ces derniers sont donc aussi égaux. De même, ou peut multiplier ou diviser les deux termes incommensurables d'une fraction par un même nombre quelconque sans changer sa valeur; car si on remplace ses deux termes par des nombres commensurahles, leur quotient sera égal à celui qu'on aurait en tes multipliant ou les divisant par un même nombre coromensurable quelconque; ces deux quotients, étant toujours égau* quelque près que les Irois nombres soient de lettTi limites, auront nécessairement la mime limite. Le quotient des deux nombres incommensurables ne change donc pas quand on les multiplie ou qu'on les divise par un même nombre incommensurable.
De même aussi, le rapport de deux grandeurs incommensurables d'espèce quelconque est égal au rapport des deux nombres qui expriment leurs rapports à une même unité quelconque.
Il serait superflu de donner d'autres exemples de la proposition générale énoncée ci-dessus; et nous pouvons regarder comme applicables à tous les nombres les théorèmes et les régies démontrés précédirmiiurm sur le» nombres considérés dans leur valeur intrinsèque, indépendamment do la forme de leur expression.
CHAPITRE VIII
A QUOI L'ON CHERCHE A RAMENER LA SOLUTION DE TOUTES LES QUESTIONS SUR LES KOMBBES.
80. On peut regarder comme résolu tout problème où la détermination des nombres inconnus est ramenée à exécuter sur des nombres connus des additions, soustractions,
opérations sur tous les nombres entiers, fractionnaires ou
mener la solution de toutes les questions t]ui ont pour objet la déicrmination d'un ou de plusieurs nombres inconnus.
Nous verrons plus tardqu'au moyen de labiés numériques formées avec beaucoup de travail, une foi* pour tout*», on peut regarder comme résolus des problèmes où les nombres inconnus sont ramenés A dépendre autrement de nombres lOnniis. Mais il y -i iet inconvénient (pi on ne peut r.insï obtenir que des valeurs approchées des inconnues, et il faut enrore ajouter que ces tables ont été formées on moyen des opérations que nous avons rappelées. Kl les peuvent donc être regardées comme les éléments de tous les calculs, et demandent par conséquent à être établies pour tous les nombres avec la rigueur que nous y avons mise ; seulement il faut avoir grand soin de n'introduire une difficulté nouvelle que lorsque tout ce qui précède est parfaitement compris, et, par exemple, attendre, pour parler des nombres ineoninicusuraliles et des régies à suivre pour les calculer, que des questions amenées par le progrès naturel de renseignement en aient montré la nécessité.
CHAPITRE IX
EXEMPLES Mi l'HOJiLBIErï SIML'IJiS, RÉSOLUS i'AII U MÉTHODE ANALYTIQUE.
81 . Avant de nous occuper de recherches plus générales, nous allons montrer par quelques exemples tris-simples que la méthode analytique, telle que nous l'avons déGnic dans la première Partie de cet ouvrage, est toujours celle qui se présente naturellement, et la seule qui puisse conduire «ans tâtonnement à la solution des questions.
82. Pboblèhe I. — Quel nombre fauilrait-il ajouter à chacun des termes de la fraction F pour en obtenir une
On ne pourrait raisonnahlement espérer résoudre eelte question en essayant successivement l'addition de nombres connus aux deux termes a et 5 ; car si le nombre inconnu ne doit pas être entier, on ne saurait quel dénominateur choisir pour les frictions a essayer. Le tâtonnement, qui est toujours un moyen désespéré, no pourrait donc môme pas être tenté. Mais l'analyse donne une solution extrêmement
En .effet, puisque les termes a et 5 augmentés de l'incou-
comparaison plus facile, ou réduit ces deux fractions au mèinc dénominateur, leurs numérateurs seront égaux; el, réciproquement, s'ils le sont, les fractions sont égales. Et comme la règle pour celte réduction est générale, ellcs'ap-
cuivra» ix. 8r pliquera au cas actuel où l'inconnue qui entre dans les
Trouver un nombre tel, qu'en l'ajoutant A a et multipliant lu somme par iZ, on ait le même résultat qu'en ajoutant ce nombre à 5, et multipliant la somme par 9 : car ce seront là les deux numérateurs après la réduction.
J.e nombre qui résoudra celle question sera précisément celui qu'on cherche.
Celle nouvelle condition peut s'énoncer comme il suil, un exécutant les multiplications :
i3 fois a plus i3 fois l'inconnue doil élrc «gai à 9 fois 5 plus 9 fois l'inconnue,
afi plus i3 fois l'inconnue doit cire égal à
Or, si l'on retranche de ces deux quantités ce qu'elles ont du commun, e'est-à-dire 26, et 9 fois l'inconnue, les restes devront élre égaux; et réciproquement, s'ils le sont, les deux quantités précédentes le seront. Donc la seconde question est ramenée à celle troisième, qui aura identiquement les mêmes solutions que la seconde et la première :
Déterminer un nombre qui répété 4. fois produise 19.
Nous sommes donc parvenus à une question que nous pouvons résoudre, puisqu'elle demande seulement qu'on trouve le quotient de la division de 19 par 4i lequel est
Le nombre qui résout la question proposée est donc-^j de sorte que
8l SCIEBCE DES SOMBRES.
ce qu'il est facile d'ailleurs île vérifier; e! celle vérification ne serait autre chose que la démonstration synthétique (!e la solution. Mais on voit que la marche synthétique, qui peut bien prouver qu'on a découvert la solution, est impropre a la faire découvrir.
La marche qui; nous avons suivie est analytique, puisque nous avons ramené le problème à un autre, et celui-ci à un troisième que nous avons pu résoudre; mats cette analyse n'est pas une décomposition de la chose à connaître en parties, que l'on chenlierait séparément pour eti former !e tout qui était à trouver. Ce n'est donc pas l'analyse de Condillac.
83. Problème II. — Un père laisse un héritage de 100 ooo francs qui devra être partagé de la manière suivante entre ses trois enfants ; la part du second devra être égale au double de celle, du premier, moins 20 000 francs, el la part du troisième devra être la moitié de celle du second plus 10000 francs. Quelles semnt ces trois parts?
11 suffit de connaître la première part pour en déduire les deux autres, d'après les conditions qui les lient. Or la détermination de cette inconnue Se ramène facilement à la résolution d'une autre question très-simple.
En effet, la seconde part étant deux fois l'inconnue, moins ao 000, et la troisième la moitié de cela, ou une fois l'inconnue moins 10000, à laquelle moitié on ajoutera 10000, ce qui fera une fois l'inconnue, il s'ensuit que les trois parts formeront 4 l'ois l'in cou nue moins 20000, et cette somme devra èirc égale à 100000 francs.
L'inconnue devra donc satisfaire à cette autre question :
Trouver un nombre tel, qu'en le répétant quatre fois,
Et il y a réciprocité entre les deux questions, puisque
bres déduits du premier comme les parts doivent se déduire de la première ; il sufliia dune que l'inconnue satisfasse à la condition que cette somme soit 100 ooo, pour qu'elle satisfasse â la ([lusiion [nepoici'.
Or, si 4 lois l'inconnue moins 20 000 est égal à 100 000, 4 fois l'inconnue sera égal à iqoooo, cl réciproquement. L'inconnue sera done le quart du j 50 000, ou 3o ooo, et réciproquement. La première part sera donc 3o 000 francs, ei par suite la seconde sera 40 000 francs et la troisième 3o 000 francs.
La marelle analytique a consisté ici à déduire de la question proposée plusieurs antres questions successives, satisfaites si la première l'était, et réciproquement.
84. Voici un problème un peu moins simple, que nous empruntons à l'Algèbre d'Euler :
Problèhk III. — Une paysanne a apporte au marche un certain nombre d'œufs. Elle en -vend à une première personne la moitié de ce quelle a, plus un demiœuf; à une seconde, la moitié de ce qui lui en reste, plus un demi-œuf; à une troisième, lu moitié du nouveau reste, plus un demi-œuf; enfin à une quatrième, la moitié de ce qui en reste encore, plus un demi-œuf. Après cette dernière vente il ne lui en re.'le plus; combien eu avait-elle apporté ?
11 est d'abord facile de reconnaître à quelle question on peut ramener la proposé.!'. Vm eflet, si 011 part du nombre d'œufs inconnu, et qu'on en déduise le reste après la première vente; iju on déduise de celui-ci le reste après la seconde, et ainsi de suite jusqu'au reste de la dernière vente, il faudra qu'il soit nul: el réciproquement, s'il l'est, le nombre d'ecufs qui le rendra tel satisfera aux conditions
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données. C'est donc à celle nouvelle question que la première est ramenée.
Or rien n'est plus facile que d'exprimer ce qui reste après chacune des ventes. Eu effet, elle vend d'abord la moitié du nombre inconnu plus ■■■ oeuf; il reste donc après cela la moitié du nombre inconnu inoins -œuf. A la seconde vente, elle doune d'abord la moitié de ce reste, plus encore -œuf: il reste donc la moitié do ce même resle, moins - œut , ou £ de 1 inconnue, moins ^ d œuf, moins a œuf; après la troisième il restera encore la moitié de ce reste moins ^ œuf; ou ^ du l'inconnue, moins g d'œuf, moins î d'œuf, moins i œuf. Le reste suivant sera encore la moitié de celui-ci , moins ~ œuf; ou ^ de l'inconnue, moins ^
d'œur, moins i d'oeuf, moins £ d'oeuf, moins ! œuf: et ce » 4 2
reste doit être égal à zéro si l'on donue à l'inconnue la valeur cherchée.
La question revient donc à la suivante, avec réciprocité : Trouver un nombre tel, que sa seizième partie diminuée de -j^i dp gi de ~ cl de i donne pour resle zéro. Et celle-ci revient évidemment à celle aulre : Trouver un nombre dont le seizième soit égal à lit
•" ''rj'î^'" ië'
Or celte dernière question se résout immédiatement, puisque le nombre dont le seizième est le seizième de i5,
La paysanne avait donc apporté i5 œufs au marché. C'est ce qu'on vérifiera facilement, et cette vérification serait la démonstration synlhûtique de la solution.
85. Notre méthode analytique se reconnaît encore ici, puisque nous avons procédé par déduction avec la démonstration de réciprocité. Mais on ne saurait y voir celle de Condillac, qui consiste à décomposer la chose cherchée en parties plus faciles à connaître, pour en former ensuite la chose elle-même. Nous n'avons employé d'autre décomposition que celle de la vente, telle qu'elle était indiquée par la question, mais non celle de la quantité inconnue; et nous n'avous pas cherché à connaître les diverses parties de celle inconnue pour la recomposer en les réunissant, comme l'indique l'analyse de Condillac.
86. On aurait bien pu donner une solution dans laquelle on aurait cherché l'expression des différentes parties dans lesquelles on aurait partagé l'inconnue; mais ce n'aurait pas été pour les connaître séparément et en former la somme : et même on ne l'aurait pas pu. Ce n'eût été qu'un moyen différent de ramener la question proposée à une autre qu'il eût fallu résoudre. On aurait donc encore suivi la méthode de réduction, et non la prétendue méthode analytique de Condillac.
Voici comment on eut alors procédé :
A la première vente la marchande donne la moitié de
l'inconnue plus- œuf, et il en reste la moitié de l'inconnue
moins - ceuf. Elle donne à la seconde vente ~ de l'inconnue
moins ~ d'oeuf, plus - o-uf, cl il resle 7 de l'inconnue moins 4 r » 4
yd'œuf, moin» ' teiif. Elle donrte donc à la troisième
g de l'inconnue, moinfigd'œuf, moins ■jd'œuf, plus i œuf, et il leste g de 1 inconnue, moins ^ d oeuf, moins j d œuf, moins ^ œuf. A ta quatrième veute elle donne donc ~ de l'inconnue, moins —d'œuf, moins g" d'oeuf, moins jd'œuf,
Or, [oui ce qu'elle a donné à ces quatre ventes constitue le nombre total des œufs qu'elle a apportés, puisqu'il ne reste plus rien après. D'où résulte cette conséquence :
L'inconnue est égale à la somme des quantités données
aux quatre ventes, ou à la moitié de l'inconnue plus -œuf, plus ^ de l'inconnue, inoins ^ d'ecuf, plus ^ oeuf, plus ~ de l'inconnue, moins g d'oeuf, moins ■', d'oeuf, plus - œuf, plus enfin ~ de l'inconnue, moins d'œuf, moins g d'œuf,
En opérant les additions et soustractions, on aura l'expression $uiv;i!ili.' tic la nn iiic proposition :
L'inconnue est égale aux ^-gde l'inconnue, plus d'œuf.
Le nombre qui satisfait ;'i la question proposée doit donc satisfaire à cette condition : et réciproquement, tout nombre qui y satisferait conviendrait à la question, puisqu'en partant de ce nombre et faisant les ventes indiquées par la question ou épuiserait exactement ee nombre.
Le problème est donc ramené à celui-ci :
Trouver un nombre égal à jcï ^ plus ^.d'unité.
CHAPITRE IX
Or, de celte condition résulte que -g<i« nombre est égal à -^j d'unité, on à-^dci5.Cc nombre estdonci5.
On voit donc: que les quatre parties dans lesquelles nous avons décomposé le nombre cherché ont servi à ramener la question proposée à une autre, mais qu'elles n'ont point été déterminées elles-mêmes, et que ce n'est pas en ajoutant leurs valeurs que l'on est parvenu à connaître celle de leur somme ou du nombre cherché.
87. Dans ces solutions nous sommes parti du nombre cherché, et nous en avons déduit des conséquences qui nous ont conduit it une autre question dont ce nombre devait être une solution; et nous avons démontré la réciproque. Nous avons trouvé la solution du cette seconde question, et nous avons eu ainsi celle de la proposée.
Mais au lieu de déduire de ta proposée des questions auxquelles l'inconnue doit satisfaire, on aurait pu la réduire k une suite d'autres, jusqu'à ce qu'on en rencontrât une dont la solution fût connue. Ce sont là les deux manières de procéder tin l'analyse, 1 iimrat nous l'avons montré dans la première Partie. On choisit celle qui se présente le plus naturellement, et c'est souvent la marche par déduction qui est dans ce cas. El il peut arriver que la question à laquelle est ramenée la proposée en soit tellement voisine, et qu'elles se déduisent si facilement l'une de l'autre,
ducliou ou réduction, et de laquelle des deux manières il est le plus naturel de la présenter,
88. Pour appliquer la méthode de réduction à la question actuelle, nous partirons du résultat final, c'csl-â-dire du dernier reste qui doit être nul, et nous chercherons ce que doit être le précédent pour qu'il conduise à celui-ci.
L'ayant trouvé, nous chercherons ce que doit être le reste qui le précède, pour que celui-ci s'en soit déduit; et, lorsque nous l'aurons trouvé, nous chercherons ce que devait être le nombre proposé qui y a rouduit après la première vente. Le problème sera donc résolu par une suite de réductions.
Pour y parvenir remarqu'ins i^'-néralcmcut qu'un quelconque des restes se déduit du précédent en en prenant la moitié et en retranchant - œuf.
Or, si un de ces restes est r.éi o, le précédent a donc été complètement épuisé quand on en a ôté sa moitié et encore - : il fallait donc que - fut la moitié même qui restait, et par conséquent 1 ' a. v;in [-dernier reste était i. La réciproque est évidente. L'antépénultième reste était donc tel,
qu'en eu ôtant la moitié et - il restait i ; donc - plus i formaient sa seconde moitié, cl par conséquent il était 3.
Le rc3te précédent, qui es tic premier, était donc tel, qu'en ôtant sa moitié et^ il restait 3 5 sa seconde moitié était donc - plus 3; et ce reste était par conséquent 7. Or ce premier reste a été de même déduit du nombre cherché en en retranchant sa moitié plus encore -; donc sa seconde
moitié se composait de - cl de 7, et le nombre en était le double ou :5.
On retrouve donc la solution de la question, mais par une analyse procédant par réduction au lieu de procéder, comme dans la première marche, par déduction.
89. Phobleme IV.— On demande les dges d'un frère cl d'une sœur, sachant que leur somma est de 38 ans, et
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que la soeur a le triple de l'âge qu'elle avait lorsque son frère avait 1 - fais /'dge qu'elle a aujourd'hui.
Les conditions de celle question conduisent naturellement à des conséquences qui la ramènent à une autre facile à résoudre, et qui réciproque ment entraîne la première.
On voit d'abord qu'il y a deux époques, et que leur distance doit être égale à 1 fuis l'âge de la sœur, à la première époque, puisqu'elle a aujourd'hui 3 fois ce même âge. Or h
cette époque le frère, ayant 1 - fois l'âge actuel de la sœur, avait donc .] - fois celui qu'elle avait à la première époque;
aujourd'hui 6 - fois ce même âge; de sorte qu'entre cn\ deux ils ont 9 fois cet âge.
El, réciproquement, 9- fois un nombre quelconque d'années serait décomposable en 3 fois et 6 ^ fois ce nombre, qui conduiraient ;i une époque nnléru'ii tv Li-lle. qui: les figes à ces deux épnque* s ni isfei'aicni à toutes les conditions exigées par la question entre les Ages aux deux époques. Il ne reste donc plus qu'à satisfaire à la condition que la somme actuelle des âges soit 38 ans. Il est donc nécessaire et suffisant que le nombre d'années de la sœur à la première époque satisfasse à la question suivante :
Trouver un nombre qui, multiplié par 9-, donne ZS.
Ce nombre est donc le quotient de 38 par 9 - ou \.
La question est donc satisfaite en donnant 4 ans à la sueur à la première époque, et il n'y a pas d'autre solution. Son âge actuel sera donc ta ans, et celui du frère 26 ans.
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Dans ce cas encore nous avons déduit des conditions de la question celles d'une autre question plus simple dont la solution entraînait réciproque roc ut celle de la première.
90. Observation. — Si nous n'avions pas d'autre but que de résoudre quelques problèmes faciles, nous n'aurions pas donné tant de développement à leurs solutions. Mais nous voulions faire bien reconnaître sur ces exemples simples l'emploi des méthodes générales «posées dans la première Partie, et nous ne voulions pas en détourner l'attention par une trop grande difficulté à suivre les rai- Dans la plupart de ces solutions nous sommes parti des conditions qui devaient être satisfaites pour que la question proposée fût résolue, et en admettant qu'elles le fussent, nous en avons déduit d'autres qui devaient aussi l'être, et conduisaient à une nouvelle question qui devai l être résolue si la première l'était, et réciproquement.
Nous avons aussi donne des exemples de solution par réduction, c'est-à-dire en cherchant une question dont les conditions entraînaient comme conséquences celles de la proposée, et démontrant la réciprocité. De ces deux manières de procéder de l'analyse, la première est plus souvent employée peut-être, parce qu'il est plus facile de tirer des conséquences de rapports admis, que de reconnaître de quels rapports ils seraient eux-mêmes les conséquences. Mais il n'y a pas de règle générale à cet égard; on prendra celle des deux marches qui se présentera le plus naturellement ; on pourra les employer alternativement dans la même question. L'important est de bien s'assurer de la réciprocité.
SIGNES PROPRES A SIMPLIFIER LE LANGAGE ET L'ÉCRIT G RE
9). Dans la résolution des problèmes précédents, nous avons employé le langage et Pétri turc ordinaires, et l'on a pu remarquer l'embarras et Icïs longueurs qui en résultaient. C'est ainsi que faisaient les anciens, du moins dans la publication de leurs découvertes; car il est vraisemblable qu'ils avaient pour eux-mêmes une écriture plus coro-
Dorénavant, nous désignerons de la manière suivante les diverses opérations sur les nombres :
Le signe -+- placé entre deux nombres indiquera qu'ils doivent être ajoutés; le signe — qu'ils doivent être retranchés. La multiplication s'exprimera par le signa X ou plus simplement par un point interposé entre les deux facteurs. La division continuera à s'exprimer par une barre platée entre les deux termes mis l'un au-dessus de l'autre, ou par deux points placés entre ces termes, placés alors sur la même ligne. Ainsi le quotient de 5 par i3 s'écrira de cette manière, , ou de celte autre, 5; i3. La puissance de degré quelconque d'un nombre s'exprimera en écrivant le nombre qui marque i:e i.Il'iii c. ;'i i.i droite et un pou au-dessus du nombre en question ; ainsi la cinquième puissance de 3 s'écrira de celte manière, 3 . La racine de degré quelconque s'exprimera par ce signe tj ; on mettra au dedans le nombre dont il faut l'extraire, et dans l'angle le degré.
Ainsi la racine cinquième de a3 s'écrira tya3.
Pour exprimer que deux quantités sont égales, on mettra eutre elles le signe =.
Pour exprimer l'inégalité, on se sert du signe >, en tournant l'ouverture du côté de la plus grande.
Ainsi on écrira, par exemple,
ï + 3 = 5, 8>5, 4<9- Enfin nous désignerons les nombres inconnus par du simples lettres, au lieu des dénominations employées ci-
Reprenons avec ces signes les calculs précédents
Dans le premier problème désignons par x le nombre à ajouter aux deux termes de g; la condition à satisfaire s'exprimera par l'égalité ou équation suivante,
? + * „ 9 5 + x iï"
Réduisant au même dénominateur, les numérateurs devront être égaux; et réciproquement. Il en résulte
mon, il en résultera deux quantités égales ; d'où l'équation
et, par suite,
comme nous l'avions trouvé.
83. Dans le second problème, si x désigne la part du premier enfant, la part du second sera ai — aoooo, et celle du troisième, ,r — io ooo ■+■ io aoo ou simplement x.
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Or, si x est bien ]e nombre cherché, il en résultera que la somme de ces [rois expressions sera égale à 100 ooo, et réciproquement. La solution de la question est donc ramenée à celle qu'exprime l'équation suivante,
Les deux autres parts sont donc 40 ooo et 3o 000.
Dans le troisième problème, représentons par X le nombre des oeufs que la paysanne a apportés au marché. Elle donne à sa première vente
et du nombre total x il restera
dont elle doit donucr la moitié et encore - œuf. Elle donne donc à la seconde vente
dont elle donnera pour la troisième vente la moi lié et - ceuf, c'esi-à-dire
â' eL il lui rester» par suite
Enfin, eu en vendant la moi lié, plus - ueuf, ou il lui en restera
qui doil se réduire à zéro d'après l'énonce" ; ce qui ramène la question à trouver le nombre qui satisfait à l'équation
(6 i(5 8 4 i °' i, en réduisant tous les lermcs.au mi'mc dénoï
Le numérateur devra donc être nul, ce qui donne
95. Enfin, si dans le quatrième problème on désigne par x l'âge de la sœur à la première époque, son âge aeluel sera 'Sx; celui du frère, à la première époque, sera
Dhiizod b, G
CHAPITRE X
Il aura doue aujourd'hui
nme la somme th>s deux àg<s actuels csl 38, ( c conséquence do la question, l' équation
ut il y aura réciprocité. On en déduit
d'où
. = 38:^ = 4- Les deux Ages sont doue aujourd'hui i a cl a6, comme non»
flfi. La supériorité de cette notation sur l'écriture ordinaire ressort bien évidemment de la comparaison de ces derniers calculs avec les premiers; et l'avantage serait bien plus grand encore si les «pressions étaient plus compliquées. Les commençants no le sentent pas assez, parce qu'on leur donne trop tôt les procédés de simplification dont ils n'ont p;is rccimmi l'indispensable nécessité. Il faut leur faire résoudre péniblement, des questions à leur portée, et leur faire désirer et pressentir les moyens de simplification. Et lorsqu'ils seront assez avancés pour suivre la lecture des énoncés de certaines propositions d'Archimèdc, i! sera bon de leur montrer qu'un énoncé- exprimé par une
l'énoncé est déjà si difficile à 'suivre, qu'arrivé à la lin ou a
oublié le l'oiiiirienctinfnl . et qu'il faudrait lr relire un grand nombre de fois pour le retenir; qu'on juge de la difficulté de comprendre tous les détails de la solution, el d'en retenir la liaison qui est si nécessaire pour l'intelligence bien nette de la conclusion.
Nous le répétons, il ne faut pas faire connaître trop lôl les moyens perfectionnés que les hommes ont mis des siècles à découvrir; en toutes choses le passé donne des enseignements indispensables, sans lesquels on ne comprend pas le présent. Et il ne faut pas croire que l'enseignement sera retardé par ces longueurs apparentes. On a toujours gagné quand on a appris à mieux comprendre ce que l'on fait; cl quand on connail bien les raisons des choses, ou esl plus apte à en découvrir de nouvelles; ce qui doit ëlre en grande partie le but de renseignement. Car la vie des hommes ne peut être réglée tomme les fonctions d'une machine, et ce qu'on doit tacher de leur donner, ce sont des méthodes pour résoudre le mieux possible les questions imprévues.
DES MOYENS D'OBTENIR LA GÉNÉRALITÉ DANS LES RÉSULTATS
97. Dans toute question qui a pour objet du trouver la valeur d'une ou de plusieurs choses inconnues, il y a une distinction importante à faire. D'une part on aura à considérer les valeurs particulières, des données, et d'une autre part les différents rapports que les inconnues doivent avoir entre elles et avec ces données. Ces rapports constituent la nature de la question, cl les valeurs particulières des données en constituent des cas particuliers dont le nombre est illimité.
Or, on peut se proposer de trouver la solution d'une question d'une nature bien deCnie, en ne tenant compte que de cette nature et indépendamment des valeurs particulières des données : c'est ce qu'on appellera la solution générale de cette question.
En réfléchissant à ce que peut être la solution d'une question où. aucun nombre n'est fiïé, et où l'on ne connaît que les conditions qui les fient avec ceux que l'on cherche, on comprend qu'on ne peut se proposer autre chose que de déterminer la suite d'opérations connues qu'il faudrait exécuter sur les données pour obtenir les inconnues : et c'est aussi là ce que nous nous proposons.
Nous dirons donc que :
a La solution générale d'une question d'une espèce désignée, consiste dans l'indication des opérations connues
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qu'il faut effectuer dans tous les pas particuliers pour eu obtenir la solution.
Cette indication s'appelle une formule.
Et ce que nous venons de dire ne s'applique pas uniquement à des questions de nombres : seulement la nature des opérations dépend de celle des choses dont il s'agit. Ainsi la solution générale d'un problème de Géométrie est l'indication des constructions à faire pour obtenir dans tous les cas particuliers ce qui est demandé; et celte indication sera une formule de construction. Il en serait de même pour desrfhoscs de tout autre genre.
88. Voyous comment il sera possible d'obtenir celle généralité pour les questions de nombres.
Déjà nous avoua obtenu des propositions et des règles générales en prenant des nombres quelconques pour représenter les données, et raisonnant sans lenir compte de leurs valeurs particulières. La manière dont ces nombres entraient dans les résultats nous apprenait comment y seraient entrés tous autres nombres, et par conséquent ces résultats étaient généraux. Mais celle manière de procéder avait d'assci grands inconvénienls. D'abord il fallait que lous les nombres choisis fussent différents, pour ne pas tire confondus entre eux; il fallait une grande attention pour n'effectuer aucun <a!cul , mais seulement les réductions qui auraient été amenées dans tous les cas ; el si ces réductions avaient introduit des nombres déjà choisis pour rc* présenter des données, 11 en pouvait résulter à la fin quelque confusion. On a donc dû. renoncer à ce procédé dès que les questions se sont un peu compliquées.
Mai» il est un moyen aussi simple et qui n'est sujet a aucun inconvénieut : c'est de représenter les nombres donnés par d'autres signes quelconques que des nombres. On ne sera plus tenté alors d'exécuter les opérations qui se
présenteront; les réductions pourront s introduire des nombres qui ne sauraient faire confusion
ront dans la composition du résultat sera précisément la formule qui résoudra la question d'une manière générale. Les signes qu'il élan naturel do choisir sont les lettres de l'alphabet. Ce procédé se résume alors de la manière sui-
n Pour résoudre généralement toutes les questions d'une même espèce déterminée, ou représentera les divers nombre-, donnés par des lettre-, différentes, H on suivra iden-
t l.i mêm
une qursiion particulière il
ront plus des nombres qui:
indications d'opérations à I lettres remplacent. Ce se ru r droot d'uuc manière gén en 9fl. U» résultais généra»
pour dispenser de recomra entier les mîmes raisonnent Sont sousrnl indispensable-
qucsiions, même particulier
nombres les propositions di pas le droit de les appliquer:
on combine une suite de proport connues, il faut, comme nous l'a> assuré que les propositions qu'oi tous les nombres.
s'agissait de résoudre espèce. Quand on
r les nombres que les les formules qui rêsou- ;csiioM proposée. »
ni pas sculemenltitiles >ouc chaque cas pai hles mêmes calculs : ils poo.oi, ,r,i,„ d',^™ s oû il v a des nomlires
fait usage, on n'aurait i. Si, par exemple, ns renfermant des inis déjà remarqué, s'être pplique ont Heu pour
a ee procédé de généra-
raies de quelques
rmules qui donnent les aolutt 5 des problèmes précédents.
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iSoi'I g uns fraction donnée, on demande la valeur
de X par la condition que SOÛ égal à une autre
fraction donnée -■
Celte coudilion s'exprimera par l'égalité
d'où, en réduisant au même dénomma leur et égalant les numérateurs,
a,d + d.x — b,c -+- c.x, ce que l'on écrira ainsi :
en convenant que deux lettres placées à cùlé l'une de l'autre,
Jusqu'ici il n'y a eu aucune difficulté à reproduire les raisonnements faits précédemment sur des nombres particuliers ; mais pour continuer il faut savoir lequel est le plus grand de c et de d. Supposant que Ton a c < d, ex sera commun aux deux quantités égales, et eu le supprimant, ainsi que ad, on aura
x multiplie par d — c égal à bc — ad}
ce que nous écrirons ainsi ;
x{d— e) = be — ad,
en convenant, une fois pour toutes, que quand une expression quelconque sera mise entre deux pareil tkèscs, on entend que c'est au résultat des opérations qui y sont indiquées que s'appliquent les autres indications extérieures.
La valeur tic x qui satisfail à la dernière équation est
Telle est la formule qui résout généralement la question. El l'on trouverait x — si l'on avait c > il.
101 , Un père laisse un héritage a, qui doit être partagé de la manière suivante entre tes trois enfants ; la part du second doit être égale à ni fois celle du premier, moins b ; et la part du troisième, la n''"" partie de celle dit second, plus c. Quelles sont les trois parts?
Si la première part est désignée par x, la seconde le sera
, , . . , fi« — (
par mx — £>, et la troisième par — — — h c.
Si re sont là les trois parts, leur somme sera a, d'où résulte la relation suivante ;
La question proposée est donc ramenée à la solution de celle qui est exprimée par cette lelalion. Si ou multiplie
fit réciproquement; et comme nous savons qu'on multiplie une somme ou une différence en multipliant tous les termes, la solution de légua lion précédente se ramèneà celle île la suivante :
x{n + nm ^ m) — nb — b + ne — an;
ajoutant de part et d'autre nb + b cl retranchant t. est ramené à
*(» + am + m) =an -t- nb + b — ne,
SCFENCE DES HOÎintlES.
Telle est la solution lie la question générale. Pour l'appliquer au cas particulier précédent, il faudrait supposer
etla formule donnerait x = 3oooo, comme nous l'avions trouvé en traitant dircclemcnt ce eas particulier.
102. Résolvons encore généralement le quatrième des problèmes précédents.
Soit a la somme des âges du frère et rie la sœur. La sœur iloil avoir aujourd'hui m fois l'âge qu'elle avait lorsque ion frère avait n fois celui qu'elle a aujourd'hui. Quels sont ces âges?
Soit x l'âge qu'avait la sœur à la première époque; elle aura aujourd'hui 1 âge rnx, et par conséquent la distance des époques sera mx — X. Le frère devait avoir nmx à la première époque , et par conséquent il a aujourd'hui nmx ■+■ mx — x ; et comme la somme Je leurs âges actuels est a, on devra avoir
La solution de la question proposée l'est doue de relie qu'exprime cette relation, et réciproquement. Celte égalité peut 5 écrire ainsi :
x est donc le quotient de a par a m ■+- nm — 1 , ou
CHAPITRE 31. lo
Celle solution générale donnerait celle du cas particulier que nous avons traité, en donnant à a, m, n les valeurs suivantes :
103. Remarque. — Il est juste de dire que dans Euclide et Arcliiraèdc les nombres sont souvent représentés par de simples lettres quand on veut parvenir à des propositions générales; mais on n'y trouve aucun signe pour indiquer les opérations à exécuter; le langage ordinaire est employé à cet effet, ce qui rend les démonstrations très-difficiles a suivre. Quelquefois Euclide représente les nombres par des lignes , ce qui lui permet de représenter de même \e résultat d'additions ou de soustractions, et même de multiplications ou divisions.
DES OPÉRATIONS SUR LES QUANTITÉS DONT L'EXPRESSION EST LITTÉRALE
101. Les quantités dont il s'agit n'étant données que par l'indication dus opérations n faire pour les obtenir, le résultat d'opérations quelconques à effectuer sur elles ne peut être aussi qu'une indication d'opérations; mais re qu'on demande, c'est l'indication la p!us simple.
Nous ne nous occuperons pas des règles à suivre pour obtenir ce résultat; nous renvoyons pmtr uelà aux traités spéciaux, et nous ne nous proposons tri que d'éclaircir les points qui peuvent offrir quelque difficulté ; Ut du faire ressortir l'application des méthodes exposées dans noue première Vartie, d'où peuvent souvent résulter des méthodes particulières propres à la science que nous étudions.
Noos admettrons donc comme bien établis les procédés pour effectuer sur lus moin'imrs et les polynômes des additions, soustractions, multiplications, divisions et extractions de racines, et nous nous bornerons à quelques remarques nécessaires pour éviter toute fausse interprétation.
nfeCLE DES Sir.NES DÂÎIS LA MULTIPLICATIOM
103. Quand on multiplie deux polynômes l'un par L'autre, les différents termes du produit sont toujours formés par la multiplication d'un terme du multiplicande par un terme du multiplicateur; le signe de ce terme est -+- quand les deux termes qu'on a multipliés ont le même signe dans leurs
polynômes respectifs; et lesigne est — quand ils y ont des signes différents. Dans eette manière d'énoncer la règle, on entend que le premier terme qui n'est précédé d'aucun signe sera regardé comme affecté du signe -f- , signe qu'il aurait effectivement si on le changeait de place dans le polynôme. Celle règle des signes a été démontrée sans difficulté, et nousl'admettronB; mais nous ferons bien observer qu'elle n'a de sens et qu'elle n'a été démontrée que dans le cas où les termes affectés du signe — sont précédés de termes additifs dont ils doivent être retranchés.
lOfj. Quant à l'ordre des termes dans ces polynômes, il peut être choisi pour certains avantages, de telle sorte que les termes négatifs ne soient pas précédés d'assez de termes positifs pour pouvoir être retranchés. Mais il faut toujours entendre que l'ensemble des termes négatifs est a retrancher de l'ensemble des termes positifs, cl faire les démonstrations dans ce sens. El s'il est plus commode d'ordonner les termes de manière à leur faire indiquer des opérations impossibles, et même de commencer par un terme négatif, il n'y a aucun inconvénient, pourvu qu'on suive les règles démontrées d'après la signification réelle, et qui donneront le même résultai, sauf l'ordre des termes, que l'on trouverait en disposant les termes des polynùmes sur lesquels on opère, de manière à éviter toute indication d'opération impossible.
Et quant à la composition des termes du produit, on reconnaît facilement qu'ils résultent toujours delà multiplication d'un lerme du premier par un terme du second ; que chaque terme du premier sera ainsi combiné avec tous ceux du second, mais une seule fois avec chacun ; de sorte qu'on aura les mêmes termes identiquement au produit, quel que soit celui des deus polynômes qu'on prenne pour le multiplicande.
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D'après cette remarque, si ce produit devait être multiplié par un troisième polynôme, les termes de ce nouveau produit résulteraient nécessairement de la multiplication de trois termes pris respectivement dans les trois polynômes, et toute combinaison d'un terme du premier par un du second et un du troisième s'y trouvera une seule fois ; de sorte qu'on aura encore les mêmes termes dans le produit de trois polynômes, quelque ordre qu'on mette dans leur multiplication.
Et cette remarque se faisant continuellement en multipliant les produits successifs par un nouveau polynôme, ou arrive à celte proposition que :
h Le produit d'un nombre quelconque do polynômes est le memedaus quelque ordrequ'on les multiplie; que chaque terme du produit se forme de la multiplication de termes pria respective m en l dans chacun des polynômes ; que toute combinaison de ces termes ainsi faite, sans tenir compte de l'ordre, concourt à former un terme du produit, mais ne se rencontre qu'une fois. »
HÈGLE DES SIGNES DÀ!(5 LA DIVISION DES POLYNÔMES
107. Lorsqu'un polynôme donné doit résulter de la multiplication d'un autre polynôme donné par un polynôme inconnu qui sera le quotient, on cherche d'abord le terme de ce quotient qui contient à la plus forte puissance une des lettres qui entrent dans le dividende eL le diviseur. Or, il suffit pour cela de remarquer que c'est le produit de ce terme par celui du diviseur où celle même lettre est à la puissance la plus élevée, qui donne le plus élevé du dividende; et, comme la multiplication se fera par la règle des signes démontrée précédemment, le signe du terme du quotient en résultera, cl sera + si les deux termes de
degré le plus élevé du dividende et du diviseur ont le même signe; il sera — si ces termes ont des signes différents. Et nous u'avons pas besoin de rappeler que le premier terme sans signe est regardé comme affecté du signe -K
Cette proposition n'implique pas que l'on attache un sens à la division de quantités négatives isolées; elle eal une simple conséquence des règles démontrées pour la multiplication, et il faut bien prendre garde à ce que le langage abrégé par lequel on énonce celte règle ne fasse mÊmc pas soupçonner que l'on attache un sens à une quantité isolée précédée du signe — , qui n'indiquerait pas qu'elle doit être retranchée d'une plus grande. Disons même qu'il n'y aurait aucuu sens à attacher à une quantité positive isolée; car que signifierait le signe -+- mis devant une quantité qui ne doit être ajoutée à aucune autre?
DIVISEUR DE DEGRÉ LE PLUS ÉLEVÉ DE DEUX POLT SÛMES
108. On dit qu'un polynôme est diviseur d'un autre, relativement à une certaine lettre qui ne se trouve dans les dénominateurs d'aucun de ses termes, lorsqu'il existe un troisième polynôme, entier lui-même par rapport à cette lettre, qui. multiplié par le premier, reproduise le second.
A ce point de vue les coefficients des diverses puissances delà lettre principale peuvent être fractionnaires relativement aux autres lettres ou nombres particuliers; et, par conséquent, ce diviseur, multiplié on divisé par une quantité quelconque indépendante de la lettre principale, sera encore un diviseur du même polynôme multiplié lui-même ou divisé par une quantité indépendante de cette lettre.
La question que nous nous proposons est de trouver le polynôme du degré le plus élevé, qui en divise exactement
deux autres sous ces conditions, au leur plus grand commun diviseur, relativement n la lettre désignée.
Soient ces deux polynômes ordonnas par rapport aux puissances décroissantes de celle lettre x
(i) ki- + Bï"- + . . . -t-T* + U,
(a) ni- 4- i*— 1 +. , . + pas 4- ij,
et supposons m~^>n.
S'il y a un diviseur commun à ces deux polynômes, il sera tout au plus du degré », sans quoi, en le multipliant par un quotient quelconque, on ne pourrait reproduire (a ) ; H n'en serait donc pas diviseur. Or, s'il est de degré », le quotient de (î) par ce diviseur devra être indépendant dex, et par conséquent pourra être considéré comme (a) luimême, puisque nous ne tenons aucun compte des facteurs ou diviseurs indépendants. Il convient donc d'essayer si (a) ne serait pas diviseur de ([), car alors il serait le polynôme de degré le plus élevé qui divise (i) et (a), et il résoudrait la question.
Si cette division donne un reste, tout polynôme qui divisera les deux proposés divisera ce reste, qui a été obtenu en retranchant du premier le produit du second par le quotient. Et réciproquement, tout polynôme qui divisera ce reste et le diviseur divisera le dividende; de sorte que les diviseurs des deux polynômes proposés ne diffèrent pas de ceux du second et du reste. La question est donc ramenée j Li imvLT )i: pulvnônie de degré le plus élevé qui divisera le second polynôme el le reste. Celle nouvelle question étant semblable à la première, on agira de la même manière, c'est-à-dire qu'on essayera la division du second polynôme par le rcslc; si elle réussit, ce dernier sera le plus grand diviseur cherché.
Si elle ne réussit pas, on sera ramené à une question
L.-i 1 1 :oa L
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semblable sur le premier reste et celui île celte nouvelle division, qui sera d'un degré moindre. Et l'on continuera ainsi jusqu'à ce que l'on arrive, ou aune division qui réussisse, auquel cas le dernier diviseur scia le plus grand commun diviseur cherché ; ou à un reste indépendant de x, auquel cas il n'y aura évidemment aucun polynôme en x qui divise les deux proposés.
CHAPITRE XIII
m LA MISE EN ÉQUATION DES PROBLÈMES, OU RE LEUR RÉDUCTION AU PROBLÈME GÉNÉRAL DE LA RÉSOLUTION , DES ÉQUATIONS.
109. Lorsqu'un problème a pour objet k détermina lion d'un ou do plusieurs nombres, et qu'on l'a ramené, avec réciprocité, à un autre problème consistant à trouver les valeurs de ces mêmes nombres par la condition qu'ils satisfassent à des équations entre eux et les nombres donnés, ou dit qu'on a mis ce problème en équation.
Dans les problèmes que nous avons résolus précédemment, nous n'avons introduit qu'une seule inconnue, et nous sommes parvenus ri une équation où elle se trouvait mêlée à des nombres connus. La question était ainsi ramenée à trouver quelle valeur il fallait donner au nombre désigné par x pour que l'égalité eut lieu.
Cette réduction du problème à la résolution d'une ou de plusieurs équations est très-importanle, parce que l'on a des procédés généraux pour traiter cette dernière question, cl que ces procédés conduisent d'une manière sûre aux valeurs des inconnues pour des classes d'équations très-diverses. Quand le problème conduit i\ des équations de celle espèce, il peut être regardé comme résolu dès qu'il est mis en équation.
Si l'on n'a pas démontré que les équations entraînent comme conséquences toutes les conditions de la question, mais seulement qu'elles en sont des conséquences, elles pourront renfermer des solutions étrangères; cl au con-
traire il pourrait y en avoir de perdues si l'inverse avait lieu.
Cela posé, cherchons un procède général pour mettre les problèmes en équation.
Ou remarquera d'abord que si on s'est bien pénétré de toutes les conditions de la question,' on doit être généralemeut eu état de vérifier si des nombres désignés y satisfont; et c'est même la un premier exercice très-utile pour les élèves. Cela posé, si on représente les nombres inconnus par des lettres et qu'on indique sur eux et sur les données précisément les mûmes opérations que l'on aurait faites sur des nombres particuliers pour vérifier s'ils conviennent, les comparaisons auxquelles celte vérification aurait nécessairement conduit, seront changées en relations nécessaires et suffisantes pour que les inconnues satisfassent à la question.
Cette marche consistera donc, si l'on procède par déduction, à partir des conditions de la question, à en tirer des conséquences en les supposant satisfaites, jusqu'à ce que l'on arrive aux comparaisons d'où résulteront les équations : et par conséquent c'est la méthode analytique qui conduira aux équations du problème. F.t si l'on procède par réduction, on suivra encore la marche analytique. Mais dans l'un ou l'antre cas, si la réciprocité n'a pas lieu, il y aura des solutions étrangères ou des solutions perdues.
Si la question doit conduire à plusieurs équations, la vérification se décomposera naturellement en plusieurs autres dont on s'oicupera successivement. Toutes les fois qu'une question peut être décomposée en plusieurs autres, ou commence par opérer celte réduction, qui est la première chose indiquée par l'analyse.
110. Telle est la marche générale à suivre pour ramener les problèmes à des résolutions d'équations. Son applica-
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lion varie avec la nature de la question, et peut offrir des difficultés lorsque les conditions sont compliquées; mais
on n'en peut dire davantage tant que la nat
are dcccscon-
ditions reste indéterminée; et l'on en conip.
rendra tout [*a-
vantage si l'on rélléchkquc, quand des rond
t Lions sont bien
comprises, il doit en général Cire assez faci
le de vérifier si
Cette règle est indépendante de la nature,
lions proposées, que des équations auxquelles elle conduit. 11 y a des classes d'équations pour lesquelles on peut donner des procédés généraux de résolution : il en est d'autres pour lesquelles un n'eu connaît pas. Mais, daus tous les tas, celle réduction des pi «blêmir à lu lésuliuiun deséqualions, est un premier pas nécessaire; et le problème auquel on est ainsi ramené forme une partie considérable de la science des nombres.
C'est de ce problème que nous allons commencer à nous occuper.
ÛES ÉQUATIONS DU PREM1EK DEGRÉ
111. Lorsque les différents termes dos équations ne renferment les inconnues que comme facteurs, et qu'elles n'y sont multipliées ni par elles-mêmes, ni les unes par les autres, ces équations snnl dites du premier degré. Le cas le plus simple est celui où il n'y a qu'une s eu Ici n connue : c'est par là que nous allons commencer.
iOUATlOBS A USE SKDLK IBCOHML'B.
1 12. Une équation du premier degré à une seule inconnue ne peut avoir que deux espèces de lermes, les uns tout connus, les autres renfermant comme facteur l'inconnue au premier degré.
Pour diiîger la suite des déductions ou réductions à faire, il suffit de remarquer que l'équation sera résolue si elle csl ramenée à uncaulie dont un des membres soit l'inconnue cl l'autre tin nombre connu : c'est donc vers celte forme d'équation qu'il faut tendre.
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nés d'un membre dans l'autre.
Cela posé, on
■voit qu'on
aura fait un pas vers la forme
cherchée, en faisant passer tous les termes connus dans un même membre et Ions les Ici mes inconnus dans l'autre
quenec de la première, et réciproquement.
Ou en déduira une autre plus voisine encore de celle à laquelle ou veut arriver, en réunissant tous les multiplicateurs de l'inconnue, avec les mêmes signes que les termes correspondants. Cette nouvelle équation indiquera que le produit de l'inconnue par un nombre connu est égal à un autre nombre couuu. L'inconnue est donc égale au quotientde ce dernier par le facteur connu; et le problème est résolu.
113. Cette marclie est générale, el son application ne peut offrir aucune difficulté. Néanmoins la formule gênéraie que l'on déduirait d'une équation où les données seraient représentées pardes lettres, pourrait, dans certains cas particuliers, prendre une forme singulière; et il est bon d'en prévenir, afin d'éviter quelque» embarras, ou de fausses interprétations. C'est ce que nous allons faire brièvement.
Représentons par (î) À* = B
l'équation à laquelle on est parvenu en faisant passer tous les termes connus dans un membre, et tous les termes inconnus dans l'autre. On en lire
de X, en meUan^dau^ A et B les valeurs particulières données aux quantités représentées par les Icùres.
Or, pour certaines valeurs particulières de ces lettres, il pourrait arriver que la somme des termes positifs fût égale à
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celle de- négatifs dans A ou 13, ou même dans ions les deux ; il pourrait même irriver fîtic la somme des termes négatifs fût supérieure A celle des termes positifs. Dans le premier cas, A ou li seraient ïcro; dans le second, après avoir olé de l'ensemble des termes positifs un nombre égal, il resterait l'indication de la soustraction d'un nombre de rien, par exemple — 5. Quelles conséquences doit-on tirer des formes singulières que prend la formule (a) et qui sont représentées, les premières par
les secondes par
où nous désignons par M, N les nombres équivalents n l'excès de la somme la plus grande sur la plus petite, quelle que soit celle qui l'emporte dans A ou B? jVous allons examiner successivement touies ces formes.
! 11. V»i- ■! ' I " - - ; i ■ i !■■:■■ -u\ que lorsqu'une
proposition déduite d'autres propositions présente dans certains cas pnriirulicrs quoique rhosn d'obscur e! quelquefois même d'inintelligible, ce n'est pas cei elle-même qu'il faul l'étudier, ei c'est malheureusement oc que l'on fait trop souvent. C'est aux propositions précédentes qu'il faut remonter; il faut examiner ce qu'elles deviennent dans ce cas particulier et quelles conséquences elles peuvent donner alors. Sans doute, il aurait mieux valu tout prévoir avant de tirer la conséquence générale, et alors rîen n'aurait plus embarrassé ; mais si on ne l'a pas fait d'abord, il faut le faire quand le besoin s'en fait sentir; et c'est ainsi que nous allons éclaircir [ont ce que les six expressions précédentes peuvent présenter de singulier.
i» Si dans l'équation (i) B se trouve égal à zéro, x doit
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èlre tel, que multiplié par un nombre il donne un produit mil; il est cloue nul lui-même. La forme - indique- done
a" Si A — o seulement, les termes en x se détruisent dans (i) ; et B n'étant pas nul, l'équation est impossible. La forme — annonce donc l'impossibilité de satisfaire à l'équation, et par suite à la question dont elle était la conséquence .
3 U Si on a à la fois A = o. Il = o, tous les termes se détruisent, quelque valeur qu'on suppose à x, et l'équation (i) sera toujours satisfaite; la forme -? que donne dans ce cas la formule générale de x, annonce donc une indétermination complète. Tous les nombres conviennent à la question.
4° Si, en effectuant les additions et les soustractions dans Ad B.OIl trouve qu'elles sont possibles dans l'on, mais impossibles dans l'autre, parce qu'il resterait l'indication d'une soustraction à effectuer quand il ne resterait plus l ien , (Tint il n : sn!iiT;i![ qu'en faisant passrr [mis les tenues dans un même membre la somme de deux quantités devrait être nulle, tandis que l'une des deux au moins ne l'est pas, il n'y a donc aucun nombre qui satisfasse à l'équation (i), et si elle est une conséquence nécessaire de la question, celle-ci ne peut non plus être satisfaite par aucun nombre.
5° Enlîn, si les deux expressions A et lî sont négatives, c'est-à-dire si les soustractions sont impossibles dans l'une cl l'autre, cela annonce seulement que dans l'ignorance où l'eu» était des valeurs que devaient prendre dans ee cas particulier les lettres qui se trouvaient dans ces deux expressions, on a choisi les membres qui ne convenaient pas, pour y faire passer respectivement les termes connus et les ter-
<ie membre d'une manière inverse:, les signes du tous k-s termes seront changés; les soustractions seront donc possibles et donneront pour reste l'escès qu'on trouvait affecté du signe — . On trouvera donc
d'où l'on lire celle conséquence, qui! lorsque la formule générale de l'inconnue donnera pour ses deux termes des nombres affectés du signe — , il faudra tout simplement supprimer ces deux signes, et on aura la solution de la question.
Mais il faut bien se garder de dire que c'est d'après la règle des signes démontrée dans la division dos polynômes qu'il faut chercher le signe du quotient de deux quantités négatives : ce seraient des mots qui n'auraient aucun sens. On a reconnu dans la division que quand les termes de degré le plus élevé dans le dividende et le diviseur étaient affectés du signe — , ils faisaient connaître un terme ayant le signe -I- dans le- quotient; et c'eût été improprement qu'on aurait appelé cela diviser deux quantités négatives l'une par l'autre. De même, dans le cas actuel, nous reconnaissons que quand la formule générale de .r conduit à l'indication insignifiante d'une division dont les deux termes sont négatifs, on aura le vrai résultat en divisant simplemême pas, comme dans la division, que le quotient doit être affecté du signe +; car, que voudrait-on dire en mettant le signe + devant un nombre qui n'est ajouté ù aucun
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{Vii. Comme cet ouvrage; n'est pas un train:, ci qu'il n'a pour objet que l'étude des méthode», l'enchaînement des théories et l'esprit des diverses conceptions qui s'y introduisent, nous nous bornerons à la considération des équations à deux inconnues. La complication qui résulterait d'un plus grand nombre d'inconnues n'ajouterait rien aux idées générales que nous uous proposons de présenter ici, et ne pourrait par conséquent que leur faire perdre de leur
On reconnaît d'abord que si l'on n'avait qu'une seule équation entre deux inconnues x, y, le problème serait indéterminé; car si on menait au lieu d'une de ces deux lettres au nombre arbitraire, il resterait à satisfaire n une équation à une seule inconnue, cl l'on rentrerait dat» la question précédente.
Supposons donc qu'il y ait deux .équations entre x et y, et prenons d'abord un cas particulier, par exemple celui des deux équations
La question est de trouver deux
s à la place de a: el )-, Li-
dent les premiers membres vt!;n
re aux seconds.
Si l'on pouvait déduire des
équations (t) et (a) une
équation où il n'y aura que l'i
détermination serait facile, puis
question précédente. Or, on y p.
îrviendra en observant que
si on connaissait la valeur de x
et qu'on la substituât dans
les équations (i) cl (a), elles dev
raient être satisfaites par la
csiBina xit. ujf valeur cherchée doj-, et parconséquenl si on tirait de l'une des deux la valeur dey et qu'on la remit au lieu dey dans l'autre, cette dernière devrait aussi être satisfaite; mais en faisant cette même opératiou sans connaître a;, on obtiendra non une équation satisfaite, maïs une équation à satisfaire, et qui ne renfermera plus que l'inconnue x, ce qui est précisément ce que l'on avait eu vue.
Tirant donc, par exemple, la valeur de y de l'équation (a), noua obtiendrons
et la reportant dans (i}, nous aurons
et il est facile de voir que le système des deux équations (3), (4), qui se déduit des proposées (■}, (a), les entraine réciproquement. En effet, si (■)) est satisfaite par des valeurs de x et j, en chassant le dénominateur 3, et changeant les termes de membres, on retombe sur l'équation ( % ) qui sera par conséquent satisfaite par ces mêmes valeurs; et l'équation (î) sera aussi satisfaite par les nombres qui satisfont à (3) et (4), puisqu'en y mettant d'abord pour y
la valeur —g—i qui satisfait a (3), elle devient précisément (4) ; (t) est donc satisfaite parles nombres qui satisfont à (3) et (4).
El par conséquent il y a réciprocité entre les deux systèmes d'équations (i), (a) et (3), (4).
La question est donc ramenée à la résolution des deux équations (3), (4). La dernière, traitée suivant les règles données pour les équations à une seule inconnue, conduit à
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ci par suite (3 ) donnera
Ces valeurs étant lessolutions uniques du système (3), (4) seront aussi les animions uniques dos équations proposées.
El comme nos raisonnements sont indépendants des nombres particuliers, et même des signes des termes, nous pouvons établir la règle suivante :
a Pour résoudre deux équations du premier degré à Jeux inconnues, il faut tirer de l'une la valeur de l'une des inconnues comme si l'autre était connue; substituer dans l'autre équation celle expression à la place de l'ineon nue qu'elle représente; résoudre l'équation à une seule inconnue qui en résulte, puis reporter la valeur de celte dernière inconnue dans l'expression obtenue pour l'autre, dont on aura ainsi la valeur. »
Cette mélbode est applicable à tous les cas particuliers, mais il est utile de renfermer tous ces cas dans des formules générales, et c'est ce que nous allons faire en nous bornant encore au système de deux équations.
CHAPITRE XV
FORMULES GÉNÉRALES POljll LES DIVERS CAS QUE PRÉSENTENT LES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRE A DEUX INCONNUES.
MG. Nous avons donné un moyen d'obtenir des résultais indépendants des valeurs numériques des données des questions d'espèce ([ueleonc|tie. Ce moyeu consiste à représenter ces données par des lettres, et à suivre la même marene que pour une question particulière de même espèce. Nous devrons donc dans le cas actuel représenter par des lettres les coefficients des inconnues x et y, ainsi que les termes tout connus, et appliquer la règle de résolution que nous venons d'indiquer.
Nous généraliserons ainsi sous le rapport des nombres; mais comme les équations comportent diverses combinaisons pour les signes des termes, il sera nécessaire d'avoir les formules générales des inconnues x et J, pour les divers systèmes d'équations correspondants à ces différentes combinaisons de signes, réduites au plus petit nombre possible.
ÎSous pouvons toujours faire passer les termes tout connus dans un même membre où les soustractions soient possibles, de sorte qu'il n'y a lieu de considérer que les diverses combinaisons de signes des membres qui renferment x et j, et dont encore on pourrait omettre celles où toutes les soustractions sont impossibles dans les premiers membres. Chacun de ces derniers donnerait ainsi trois combinaisons possibles de termes positifs et négatifs, qui pour-
Di.i i : Lv Ci:
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raient fore, considérées successivement avec toutes celles de l'autre. Il faudrait considérer ces neuf cas séparément, si on voulait distinguer la première équation de la seconde; sans quoi il y en aurait quelques-uns qui rentreraient les uns dans les autres.
Nous allons chercher les formules qui se rapportent à quelques-unes de ces combinaisons de signes.
i" Considérons d'abord le cas le plus simple et le plus facile à retenir, celui où tous les termes sont positifs; et soient les deux équations
Eu tirant la valeur de y de la première, et la reportant dans la seconde, on obtient
et il estfseilede voir que le système des équations (i) et (a) est équivalent à celui des deux suivantes,
a x + bx ~ c,
D'abord ce dernier, étant conséquence lin premier, sera satisfait par les valeurs de x et y qui satisfont au premier.
En second lieu, supposons que certaines valeurs mises pour x et y satisfassent à (i) et (3) ; il s'ensuivra d'après (t)
que - — sera égal à la valeur mise pour y, cl par conséquent (3) apprend que, pour les valeurs substituées, la somme a'x + b'y est égale à c', comme l'exige l'équation (a). Donc le système des valeurs substituées à x et y
dans ([} et (3) satisfera aussi aux équations proposées (i)
et (,).
Ce raisonnement que nous venons de faire avec beaucoup de détail se représentera souvent, cl nous ne le reproduirons que très-succinctement.
Maintenant il est facile de trouver les valeurs de X et y qui satisfont à (i) et (3), puisque celle dernière ne renferme qu'une inconnue.
Elle donnera facilement
eila reportant dans (i), on trouvera ac'—ca'
Telles sont les formules des valeurs de * et y qui résolvent le système (i) et {a}, quelles que soient les valeurs des données n, b, c, a', b\ c'. El nous devons dire qu'on pourrait aussi bien les écrire en changeant le sens des soustractions à leurs numérateurs et dénominateurs, parce qu'on ne sait pas de quel Côté faire passer les termes tanl que les coefficients restent généraux. Nous avons vu comment il fallait Iraitcr la forme singulière qui pouvait en résulter dans les cas particuliers.
Prenons maintenant la combinaison suivante des signes H- et — ,
(6) 0 *-ij = e ,
Considérons encore cette autre combinaison de
Les m&mes calculs conduiront aux formules suivantes :
qui conviendront aux équations (10), (n), quelles que soient les valeurs numériques attribuées aux lettres a,b,c.
On trouverait de même les formules qui se rapporteraient aux autres combinaisons de signes; et leur ensemble donnerait la solution complète des équations du premier degré à deux inconnues.
118. Remarqua. — Les équations à trois inconnues se ramèneraient au cas de deux inconnues, eu tirant de l'une
ax — ly s= c,
des irais la valeur d'une inconnue exprimée au moyen des deux autres, et la substituant dans les deux autres équations. Par les raisons que nous avons données ci-dessus, nous ne nous en occuperons pas. Mais on doit juger combien se trouverai l augmente te nombre des combinaisons des signes dans les trois premiers membres, et combien il deviendrait difficile de retenir les formules relatives à ces divers systèmes. Et la difficulté serait telle pour un nombre plus grand d'équations, qu'il faudrait renoncer à conserver le tableau de toutes les formules nécessaires à la solution complète, et se borner à les chercher dans le cas particulier dont ou aurait besoin.
Les procédés identiques que nous avons suivis pour
obtenir les formules des i
■ connues, en partant d'équations
différant les unes des au
Lires par le seul changement de
signe de certains ternies,
devaient nous conduire à des cx-
>6mes termes, et dill'éraiil tout au
elques-uns d'entre eux. C'est c»
effet ce que montrent les fc
r,mJo,(4),(5) i (8),( !) ) i („),(.3),
et ce que montreraient ce
îlles que donneraient les combî-
liaisons que nous n'avons
, pour la solution complète d'une
même question, tant de
formes diverses qu'il peut être
nécessaire de combiner
ensuite avec d'autres formules
multipWs elles-mêmes, et
la remarque que ces formes di-
verses se composaient de
termes identiques, affectés seule-
ment de signesqui a'étaie
nt pas tous les mêmes, ont porté
a chercher s'il ne serait j
.as possible de les réunir toutes
dans un type uuii|uc, d'<
iù l'on ferait sortir, suivant une
règle bien déterminée, !•
s formules relatives a toutes le»
combinaisons possibles d>
as signes dans les équations pro-
posées. Celle formule gét rail toutes celles qui coi
qui- cornpoi le h question
éralc, qui a die seule renfermercspondenl à toutes les variétés t ii .li.ni.i r.,!i . m niiin I.i | lu*
parfaite que l'on unisse désirer.
Voyous donc à quel prix on pourrait acheter un pareil avantage.
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120. Comparons aux calculs du premier cas ceux qui se rapportent à toulcs les autres -combinaison* de signes; cl pour cela rendons-les aussi semblahles que possible, afin que l'analogie qui doit exister entre les formules finales, ainsi que les dissemblances qui doivent s'y trouver, puissent être prévues et dé mou liées avant même que ces formules soient trouvées.
Commençons .par la coin parai son du second cas au premier, et assojetlissons-uous à faire le calcul absolument de la rnÈme manière, à faire passer les termes correspondants dans les mêmes membres, mémo lorsque les soustractions y seront impossibles : divisons par les coefficients correspondants à ceux par lesquels on a divise dans le premier cas, même quand ces coefficients seraient précédés du signe — . La discussion que nous avons faite des signes du numérateur et du dénominateur des formules tirées des équations à une seule inconnue, ne permettra pas qu'il se trouve la moindre difficulté dans l'interprétation des résultats.
dissemblances des deux calculs bien plus faciles à suivre jusqu'il la lin; et la division d'uue quantité négative par une quantité négative nous représentera seulement le quotient des deux mêmes nombres sans signes, que l'on aurait eus h considérer si on avait fait passer les termes respectivement dans les membres différents.
Soient donc les deux systèmes d'équations
En tirant de la première de chacun des deux la valeur de y, et laissant cette inconnue dans le premier membre,
i:n en tendant (pic dans ta seconde il faudrait changer le signe du ses ternie- puni' que la divisirm mil un sens.
Substituanl dans les équations (a) et (S) cm expressions qui ne dillèrcnt que par le changement de h en — b, on aura les doux suivantes, qui ne différeront l'une de l'autre que par ce même changement,
et
m ■ , -+*( 1 Sf)
Chassons maintenant le dénominateur dans l'une cl dans l'autre; la première deviendra
(5) *■<,'* + i'(c-«)_,ic'.
Quant à l'équation (3) où l'on devrait changer de signe
qu'on multiplie les luî mes a'x et c'par b, puis qu'on change leurs signes, on aura une équation qui ne différera Oc la véritable que parce que tous ses termes seront changés de .■.i^iie. ci; qui ne peu: (humer île iltliicullé. Nous devons donc chasser lo dénominateur — b en faisant les multiplications par — b, d'après h règle des signes démontrée pour les polynômes, et qui n'aurait aucun sens dans le cas actuel. Nous aurons ainsi
(i) - bo',: ~ b'{c - ax) -
chapitre xn. I2 9 et comme (4) et (S) ne différaient que par le change moût de signe de b, (5) et {1) ne différeront aussi qu'eu ce que dans (5) il Faudrait changer b en — b et exécuter les mulliplicalions suivant les règles des signes dans le cas des polynômes, quoiqu'il n'y ait ici aucun sens à y attacher.
En faisant passer maintenant les termes connus des équations (5) et (t) dans le mime membre, et réunissant les termes en x dans l'autre, la même analogie se main, tiendra, et aura encore lieu dans les formules de x lire'cs dans l'un et l'autre cas : de sorte qu'avant d'achever ce calcul, on est assuré qu'on passera de la formule de x qui convient au système (1), (1), à celle qui convient à (a), (fi J, en changeant b en — b dans la première, et entendant que les multiplications se feront suivant les règles démontrées pour les quantités négatives non isolées. Et pour l'une et l'autre, les singularités qu'elles pour rai eut offrir dan s des cas particuliers, se traiteraient d'après la discussion complète que nous avons faite des équations à une seule inconnue.
Les valeurs ainsi trouvées seront
cb'— fir 1 _ cb'+ bc'
ob' — ba' ~ ab' + ba'
11 reste maintenant à comparer les valeurs de^.
Or, les expressions (3) et (y) ne différant que par le changement de signe de b, si l'on y remplace x par les valeurs trouvées qui ne diffèrent qu'en cela l'une de l'autre, on trouvera des expressions qui ne différeront aussi que parla l'une do l'autre; ces expressions seront
Si maintenant, dans les numérateurs de ces deux formules, ou réduit l'entier au même dénominateur que la fraction,
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ou passera toujours du premier au second, par le môme changement; s'il y a des termes ou des facteurs qui se détruisent d'un côlé, les correspondants se détruiront de l'autre ; et l'on voit enfin que la valeur de y dans le second système ne différera aussi de celle du premier que par le changement de b en — b, sous la condition expresse que les multiplications ou divisions se feront suivant les règles qui n'ont de sens que dans le cas des polynômes.
121 . Remarque. — Nous aurions bien pu arriver immédiatement à celte conclusion par la comparaison immédiate des formules (4), (S) et (8), (9) du chapitre XV; mais on n'aurait pas reconnu pourquoi cela devait être nécessairement; et cela n'aurait donné aucune indication relativement aux autres cas.
Au contraire, on voit clairemenl que si, au lieu de partir de la première combinaison de signes que nous avons choisie, on partait de toute autre, en y comprenant même ceux des seconds membres c, c', el qu'on obtint les formules de x et y qui s'y rapportent; si l'on changeait dans les équations le signe d'un seul terme, les nouveaux calculs à faire ne différerai eut successivement des autres que par le changement de signe du coefficient de ce terme, sous la condition expresse d'effectuer les opérations d'après les règles des signes démontrées dans le cas des polynômes, et qui n'ont ici d'autre objet que de donner une indication commode pour conduire aux signes que l'on a démontré que les termes devaient avoir.
Or l'effet produit dans les formules des inconnues par un seul changement de signe dans les termes des inconnues fait connaître de proche en proche l'effet qui serait produit par un nombre quekouque de changements successifs.
Si) par exemple, on veut passer des formules de notre
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premier cas 4 celles que donneraient Icb équations
on partira des formules correspondantes au simple cliangement de signe de b, et dans celles que l'on obtiendra on fera le changement de signe de a' suivant la loi démontrée. Il en résultera que les termes qui dans les premières formules renfermaient les deux coefficients b et a' auront change deux fois de signe, et par conséquent reprendront celui qu'ils avaient; ceux qui ne renfermaient qu'un seul des deux auront changé de signe, et ceux qui n'en renfermaient aucun seront restés tels qu'ils étaient, c'est-à-dire que l'on n'aurait qu'à faire la substitution de — fiel — a'&b et a' dans les premières formules des inconnues, en effectuant toujours les multiplications suivant les mêmes règles.
122. Conclusion. — Nous Tenons donc de découvrir un moyen de donner aux formules qui résolvent les équations du premier degré à deux inconnues le plus grand degré possible de généralité. Une seule formule pour chacune de ces inconnues, s'appliquera non-seulement a toutes les valeurs numériques des coefficients, mais encore à toutes les combinaisons de signes des termes des
Ce moyen consiste à choisir une certaine combinaison de signes pour servir de type, et à déterminer les foi^ mules qui s'y rapportent. Il est naturel de choisir celle qui est la plus simple et, par suite, la plus facile à retenir, celle où tous les termes ont le même signe. Pour appliquer cette formule à un cas particulier quelconque^ où les termes auront des coefficients et des signes quelconques, il suffira d'y remplacer les lettres par ces coefficients affectés des signes de ces termes , et de traiter ces
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quantités négatives d'après les règles démontrées dans les opérations sur les polynômes. Le résultat numérique sera précisément celui qu'on aurait trouvé en traitant directement ce cas particulier.
123. Observation. — Nous ne saurions trop rappeler que dans ce qui précède nous n'avons attaché aucun sens aux opérations sur les quantités négatives. Nous ne nous sommes servi des locutions empruntées aux opérations sur les polynômes que pour indiquer d'une manière rapide et commode, le moyen de tirer de la formule type tous les cas particuliers possibles. Nous disons que si l'on a un terme ab' dans cette formule, et que dans un cas particulier le coefficient a soit 5 et le signe du terme — ; que de plus le coefficient h' ait la valeur 4 et le terme le signe -t-, il faut remplacer ah' par — ao, comme si on avait multiplié les termes —5 et +4 dans deux facteurs polynômes. Et, si h' était dans un autre cas — 4, on ferait le produit de — 5 par — 4 d'après ces mêmes règles, et on remplacerait aV par -H ao.
Il faut bien se garder de prendre le langage dans un autre sens, et de voir, dans ce moven commode de renfermer toules les formules dans une seule, de véritables opérations effectuées sur des quantités négatives isolées: opérations dont on a souvent démontré les règles, soit en les rattachant vicieusement à celles des polynômes, soit en cherchant i donner une existence à ces êtres fantastiques, et raisonnant comme si celte représentation arbitraire s'appliquait à tout.
AUTRES EXEMPLES DE GÉNÉRALISATION PAH LES QUANTITÉS NÉGATIVES
CONDITIONS DE DIVISIBILITÉ DE DEUX l'OI.ÏKOMES.
124. Deux polynômes ordonnés par rapport à une même lettre sont quelquefois exactement divisibles l'un par l'autre, mais le plus souvent la division donnera ud reste, on peut donc se demander quelles sont les conditions nécessaires entre les coefficients généraux de ces polynômes, pour que l'opération conduise à un reste dans lequel les termes qui sont réductibles ensemble, s'entre-détruisent.
II ne s'agit donc que du trouver les équations qui expriment ces conditions, et i! suffit pour cola de suivre la marche indiquée précédemment, et qui est celle de la vérification. Or, pour vérifier si le reste est nul, il faut faire la division jusqu'à ce qu'un parvienne au dernier reste possible et voir si la réduction des coefficients des termes do même degré donne zéro pour résultat. On aura donc les conditions nécessaires et suffisantes en égalant à zéro l'ensemble des coefficients pour chacun des degrés du la lettre
Mais ces équations de condition dépendront des signes que l'on aura supposés aux dili'ércnts termes des polynômes donnés; et il est naturel de chercher s'il est possible de renfermer dans un seul tous les sysLèmes de conditions relatifs à la multitude des combinaisons diverses de ce signes.
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La nature des raisonnements à faire pour y parvenir étant indépendante du degré de ces polynômes, nous nous bornerons à considérer le cas où l'un serait du quatrième et l'autre du second.
Soient donc les deux polynômes
x- + Ai 1 ■+■ B-r 1 + Ci -f- D et x' + ax + b.
La division conduit à un reste du premier degré, après lequel l'opération ne doit plus Sire continuée ; en égalant h zéro le coefficient du terme en x, ainsi que l'ensemble des termes indépendants de X, on obtient les deux équations
j A(i — a'J-t-Ba — C + o"— iab = o, ( Aab-Bb + T> + b'-a>b=ra.
Telles sont les conditions qui doivent exister entre les coefficients des deux polynômes pour que le premier soit divisible par le second : elles se rapportent au cas où tous les termes sont post tifs. Voyons ce qui arriverait si l'un d'eux était négatif, par exemple le terme ax.
Toutes les opérations s'exécutant d'après les règles des sigues démontrées pour fa multiplication et la division des polynômes, il est évident que les calculs correspondants à ce nouveau cas ne différeront des premiers que par le signe des termes qui renfermeront un nombre impair de facteurs a; et, par conséquent, les deux équations de condition qu'on trouvera ne dilléreront des équations (i) que par ce changement; on peut donc dire que ces dernières deviendraient celles qui conviennent au nouveau cas en changeant a en — a, et effectuant les multiplications sur cette quantité négative, d'après les règles des signes démontrées pour les polynômes.
Si maintenant on supposait plusieurs termes négatifs dans les deux polynômes, on reconnaît de même que les
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calculs ne différeraient des premiers que par les changements désigne des termes où il y aurait un nombre impair de coefficients des termes qui ont changé de signe; et la conclusion générale s'énoncera ainsi, et sera applicable à tous les degrés :
« Si on a trouvé les conditions de divisibilité de deux polynômes généraux de degrés quelconques, en supposant tous leurs termes positifs, on aura celles qui se rapporteront à une combinaison quelconque de signes, en supposant
et effectuant les opérations sur ces quantités négatives d'après les règles démontrées pour les polynômes. »
125. On voit donc encore que les quantités négatives sont introduites ici dans le but de renfermer tous les systèmes de conditions dans un seul ; que le moyen d'y parvenir consiste à regarder comme négatifs les coefficients des termes qui ont un signe contraire à celui qu'ils avaient dans les données du premier calcul : mais que l'on n'attache aucun sens à une quantité négative isolée, et qu'il n'y a aucune règle à démontrer pour effectuer sur elle aucune opération réelle.
Dans ce cas encore nous avons choisi pour les données la combinaison de signes la plus simple, et par suite la plus facile à retenir ; mais on aurait pu partir de toute autre, et les équations de condition auxquelles on serait parvenu, auraient donné colles relatives à toute autre combinaison, en y changeant le signe des coefficients des termes, non pas négatifs, mais de signes différents de ceux des termes correspondants dans les polynômes qu'on aurait choisis.
Pour en donner un exemple, nous prendrons une question dont l'application est très- fréquente :
Trouver les condition! pour qu'un polynôme de degré m soit divisible par un binôme du premier.
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Nous donnerons le signe + à tous les termes du polynôme, mais nous donnerons le signe — au second terme du bin6me, et nous chercherons les conditions pour que la division de
Ai" -4- À,*— . + A„_,i -l- A.
par a; — a réussisse exactement.
Or, en effectuant la division par le procédé" élémentaire que nous supposons connu, et en la poussant jusqu'au reste indépendant de X, ou reconnaît facilement que ce reste est
An" + A t o— ' + . . .-(-A._, a -+- A,,
c'esl-à-dirc que pour l'obtenir il suffit de changer x ena daus le polynôme proposé, dans lequel il est évident, par les raisons données ci-dessus, que les coefficients A, A,, etc., peuvent Être supposés négatifs. D'où l'on conclut qu'il est nécessaire et suffisant que celle substitution donne zéro pour résultat, pour que la division du polynôme para" — a réussisse. Les conditions demandées sont donc exprimées par l'équation unique
Voyons maintenant quelle serait la condition pour que ce polynôme fût divisible par x-ha.
Or, en faisant la division par x -f- a, les opérations successives seront les infimes; mais toutes les fois que dans le premier calcul on multipliera par le. terme — a, on aura dans le second à multiplier par le terme -t- a ; donc, quand il y aura un nombre pair de fadeurs, les produits sci*ont de même signe ; ils seront de signes contraires quand il y en aura un nombre impair, et cette dissemblance se consci vcra dans les résultats des soustractions opérées dans les deux calculs. D'où il suit que les deux restes ne dillëreront
emrrrnE xvii. i3; que par le signe des termes affectés de puissances impaires de a.
On peut donc dire qne l'équation (i) exprime la condition générale pour que le polynôme soit divisible par le binôme x — a, en entendant que a peut être implicitement négatif, pourvu qu'alors on le traite parles règles sur les quantités non isolées.
Corollaire I. — Si l'on savait qu'un polynôme
(l) Aj- 4- A, -t— ' + . . . + * -1- A.
nombres positifs ou négatifs a, b, c, . . ., différents les uns des autres, on pourrait affirmer qu'il est le produit de la multiplication de son premier coefficient A par m facteurs binômes ayant pour premier terme X, et pour second terme chacun des nombres positifs ou négatifs qui le rendent nul, changés respectivement de signes.
En effet, nous venons de voir que si le polynôme est rendu nul par la substitution de a à x, quel que soi t le signe implicite de a, la division par x — a réussira, cl il est clair que le premier terme du quotient sera Ax"~'. Ce diviseur x — a serait x — S si a est 5, par exemple, et il serait x 4- 5 si a était — 5. On peut donc dire que le polynôme n'est autre chose que le produit (*-«.) (A*-' + ...)■
ce produit doit donc devenir zéro quand on y substitue b il.
Or le premier facteur devient h — a, et si le second ne devenait pas nul par celte substitution, le produit ne le serait pas, ce qui serait contre l'hypothèse; donc le facteur A-x" -1 4-. • • est rendu nul par la substitution de b, positif ou négatif; donc il est le produit dex — b par un
polynôme dont le premier terme est Ax™~*, On continuerait ainsi jusqu'à x — /, et le polynôme proposé n'est, par conséquent, autre chose que le produit
que l'on effectuerait suivant les règles ordinaires.
127. Remarque. — II n'est pas possible que le polynôme (i) soitannulé par plus de m substitutions différentes, car il faudrait que le produit (3) devint nul quand aucun des facteurs x — a,. . X — l ne le deviendrait; ce qui est impossible si le facteur invariable A 11c l'est pas luimême. Si donc ou avait démontré que (1) et par suite (a) deviennent réellement nuls par plus de m substitutions différentes, il en résulterait comme conséquence nécessaire que A serait nul, et par conséquent que (a) et par suite (1) seraient nuls, quelque valeur que l'on donnât à x.
Il résulte évidemment de là qu'il ne peut y avoir deux manières de décomposer un polynôme en fadeurs du premier degré.
On remarquera de plus qu'en effectuant les multiplications indiquées dans l'expression (s), les coefficients des différentes puissances de x auront A comme facteur et deviendront tous nuls, si À est nul. Et comme ces coefficients sont précisément ceux de (1) qui est le produit même, tous ces coefficients A, A, , A,, . . ■ , A„ devront être nuls si le polynôme (1) est rendu nul, par la substitution de plus de m nombres différents, positifs ou négatifs.
Corollaire II. — Si deux polynômes de degré m donnent des résultats égaux, positifs ou négatifs, quand on y subslitueplus de m nombres différents, positifs ou négatifs, tous les coefficients des mômes puissances sont respectivement égaux, et le second polynôme n'est que la répé-
chapitre xvir. l3(> lition du premier. Car en les retranchant l'un de l'autre, on aura un polynôme de degré m qui devra se réduire à zéro par la substitution de plus de m nombres positifs ou négatifs. Tous ces coefficients seront donc nuls, et par suite ceux des deux polynôme* seront égaux.
128. Extension du dernier théorème au cas de plusieurs -variables. — Il est utile d'élendre le dernier théorème aux polynômes qui renferment plusieurs variables indépendantes. Nous nous bornerons au cas de deux variables; la marche se trouvera assez indiquée pour un plus grand nombre. Voici l'énoncé du théorème que nous allons démontrer :
« Étant donnés deux polynômes entiers renfermant les variables x ely dans leurs différents termes, de manière que x n'entre pas à un degré plus élevé que m, ni y à un degré plus élevé que n \ si ces deux polynômes prennent des valeurs égales lorsque l'on substitue successivement à x plus de m valeurs différentes quelconques, et que, conjointement, avec chacune d'elles, on substitue plus de n valeurs différentes dey t on peut affirmer que ces deux polynômes sont composés identiquement des mômes termes
Soient les deux polynômes
Aj* + A, y— ' + A, 3— * +. . . + A„ a j* + a, j—< + A, j*-> +. . . -t- o„
les coefficients A, A, , . . . , a, a, , . . . renfermant x à un degré tout au plus égal à m.
Substituant n x la première des m-f-i valeurs données, les deux polynômes seront rendus égaux par hypothèse, par la substitution successive de n-f-i valeurs différentes de^; donc les coefficients des mômes puissances de y seront égaux, et, par conséquent, la première des m + i valeurs
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données dex, satisfaitaux égalités
Le mètne raisonnement prouvera que ces équations en x seront satisfaites par chacune des m + i valeurs différentes dex; et comme chacun des polynômes A, A,,..., a, a,,... renferme x à un degré inférieur à 171+ 1, ils seront respectivement égaux terme pour terme. Les deux polynômes proposés seront donc composés identiquement des mêmes termes en,x,j; ce qu'il fallait démontrer.
129. Nous ferons remarquer un cas particulier renfermé dans ce qui-vient d'être démontré et que nous rencontrerons plus lard; c'est celui où les deux polynômes euxeljr auraient des valeurs égales, pour toutes les valeurs entières de x et/, supérieures à dus limites désignées quelconques. Les raisonnements précédents démontrent que ces conditions entraînent l'identité des deux polynômes terme pour terme.
Corollaire 111. — On conclut du corollaire premier qu'une équation de degré m ne peut admettre comme racines plus de m nombres différents, positifs ou négatifs; ou bien que toute valeur y satisfait.
DES EXPOSANTS S ÈG AT IFS
130. La division d'une puissance d'une quantité quelconque a par une puissance de degré moindre de la même quantité, s'effectue par la soustraction des exposants. Ainsi
-est égal à a' -1 ou a'.
Celte règle est générale et s'appliquerait à des exposants quelconques m et h, de sorte que l'on peut toujours
simplifier l'expression du quotient — en lo remplaçant par o™~", à la condition seulement que l'on aura m> n.
Mais si l'on ignore si cette dernière condition est remplie, on se trouve entre deux inconvénients : ou de ne pas simplifier l'expression, ou de s'exposer a avoir un exposant négatif dans les cas où l'on aura m <[ n. Ce dernier inconvénient serait sans gravité si cet exposant n'avait été soumis à aucune opération, parce que, connaissant son origine, on n'aurait qu'à remplacer a m ~" par — — qui serait la véritable indication simplifiée du quotient; mais si l'exposant négatif a été soumis à des opérations, il aura élé traité d'après les règles relatives aux exposants positifs, et il s'agit de savoir si les résultats auxquels on sera parvenu
rîcux, môme en remplaçant les exposants négatifs par des exposants positifs aux dénominateurs.
Supposons donc des exposants négatifs provenant d'une soustraction effectuée eu vue de la division de deux puissances d'une même quantité a. L'expression a~ m signifiera par conséquent que l'exposant du diviseur surpassait de m
celui du dividende, et le quotient était
En entendant ainsi les exposants négatifs, voyons quelles règles il faut suivre pour obtenir des résultats exacts dans les diverses opérations auxquelles ils peuvent Être sonmis.
Î3t. Multiplication. — Soit à multiplier aT" par a" B , ou, d'après leur signification, par ~^ • Ce produit est qui, écrit avec la notation des exposants négatifs, deviendra a~"""- Donc, pour avoir la représentation du véritable produit par un exposant négatif, il faut réunir les exposants — m et — n en leur conservant leurs signes.
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Soit maintenant à multiplier a-" par a", c'est-â-dire — par a", on aura a"~" si n est plus grand que m; sinon ce sera qui s'écrirait encore a"~ m dans la notation des
exposants négatifs; on voit donc encore dans ce cas qu'il faut réunir les exposants avec leurs signes, et qu'on aura ainsi le produit cherché ou au moins sa représentation en exposant négatif.
Si donc on appelle addition la réunion de quantités, en conservant leurs signes tomme dans le cas des polynômes, on pourra dire que la multiplication des quantités affectées d'exposants positifs ou négatifs, s'effectue par l'addition des «posants ; et que le résultat ainsi obtenu sera le vrai produit, ou au moins sa représentation dans le système de notation des exposants négatifs.
132. Division. — Si l'on a a diviser ar m par or*, c'està-dire —par —, on trouvera a" - '" si n est plus grand que m,
et si on a m > n. On aura donc le quotient véritable, ou au moins sa représentation, en réunissant — m avec n, e'est-à-dire avec l'exposaut du diviseur changé de signe. Et si on appelle cela soustraire — n, on pourra dire que le quotient est représenté en exposant positif ou négatif, en retranchant l'exposant du diviseur de celui du dividende.
Les autres cas de la division donneraient des résultats analogues.
133. Élévation aux puissances. — Soit a~ m à élever à la puissance n. En remplaçant a - "" par i qu'il représente,
on trouvera ^pour la puissance n"*"; et sa représentation
en exposant négatif serau-""'. Or, c'est ce qu'on obtiendrait en multipliant l'exposant — m par n d'après les règles des polynômes. On peut donc encore dire que l'élévation à la puissance se fait d'après les mêmes règles pour les exposants positifs ou négatifs, en entendant toujours de la même manière les opérations sur les quantités négatives isolées.
Enfin, si on voulait élever ar" à la puissance — n en entendant que cette puissance — n signifie l'unité divisée par la puissance positive, il faudrait d'abord remplacer
ar™ par— et diviser l'unité par la puissance n de —, ou par— , ce qui donnerait a™". Or, c'est précisément ce qu'on obtiendrait en multipliant — ni par — n suivant la règle ordinaire des signes.
Donc enfin on élève une puissance quelconque positive ou négative de a à une puissance positive ou négative, par la multiplication des exposants suivant les règles des signes établies pour les polynômes.
134. Ou voit donc que l'on pourra effectuer la division des puissances d'une même lettre, par la soustraction des exposants, sans s'inquiélet do savoir lequel est le plus grand. S'il s'introduit de celle manière des exposants négatifs, il n'en résultera aucune erreur en les traitant d'après les mêmes règles que les exposants ordinaires, et en entendant qur les opérations sur les quantités négatives isolées soient effectuées d'après les règles des signes des polynômes, et sans y attacher aucun sens. Il ne faut y voir qu'un moyen àe généralisation démontré exact sous ces conditions.
Toui
e chose ne peut se présenter que dans les Jou-
nées, ou dai
is les résultats, c'est-à-dire dans les consé-
quenecs des
données. Si elle entre dans les données, on
tmenec, c'est
le raisonnement qui l'a produite; il n'en peut
r aucune dilEculié, si l'on s'est bien rendu
compte de ce
que l'on a fait.
Malheureu
sèment on traite souvent les questions avec
trop de légèreté, et l'on .ne s'assure pas assez que celles auxquelles on les ramène satisfont « la condition de réciprocité sur laquelle nous avons tant insisté. Il en résulte que ces nouvelles questions peuvent présenter des solutions étrangères, ou même des impossibilités, qui ne sont pas dans la proposée. Leur apparition étonne parce qu'on ne l'a pas prévue, et on cherche à l'expliquerai revenant sur ses pas j
raisons, par suite de la confiance aveugle que l'on finit par prendre dans le calcul, qui n'est cependant que l'expression des raisonnements que l'on a dû faire. Les plus grands géomètres n'ont pas été exemptsde ce préjugé qui fait regarder l'anal) se algébrique cornue une sorte d'oracle qui ne fait pas toujours des réponses intelligibles, mais dont les énigmes doivent toujours renfermer un sens dont il faut s'étudiera pénétrer le mystère.
La vérité est que l'analyse ou la synthèse que l'on a
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employée, ayant procédé par des déductions ou réductions que l'on a dû comprendre à mesure qu'on les a faites, soit qu'on les ait écrites en langage ordinaire, ou avec les formes qu'on appelle ordinairement algébriques, c'est-à-dire avec ta notation dont on est convenu pour généraliser, il n'a dû s'introduire rien do mystérieux. Les formes bizarres auxquelles le raisonnement arrive quelquefois à la fin, ont été créées par lui sans qu'il s'en doutât, et il se eroit obligé d'expliquer leur existence, qu'il admet comme incontestable, et dont il veut se rendre compte à priori. Ces aberrations ne sont pas rares, et les quantités négatives et imaginaires en offrent de nombreux exemples.
Nous pensons qu'un esprit simple, mais rigoureux, qui n'avancera jamais qu'en se rendant bien compte de la déduction ou de la réduction par laquelle il passe, n'éprouvera aucune de ces surprises qui causent quelquefois tant de tourment. Il pourra marcher plus lentement, s'arrêter mùmc quand un plus aventureux passera outre) mais il échappera à tomes les obscurités dont l'autre se trouvera longtemps peut-être embarrassé.
Ce n'est pas toutefois que nous repoussions une hardiesse allant mime quelquefois jusqu'à la témérité: ou ne découvre pas toujours sans s'exposer à l'erreur ; mais on doit savoir qu'on s'y expose, et prendre toutes les précautions, faire toutes les réserves, pour bien assurer ce que l'on aura trouvé en se relâchant de la sévérité des méthodes.
VALEURS NÉGATIVES DES INCONNUES HUÉES d'ëQUITIONS OU rnEMlEB DHGHË.
136. Nous avons expliqué comment la résolution de" plusieurs équations du premier degré, renfermant un nombre égal d'inconnues, se ramenait définitivement n
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una équation du premier degré à une seule inconnue. Celte dernière se met facilement sous la forme
et si les soustractions sont possibles dans A et B, ou, ce qui revient au même parla transposition des membres, si elles sont impossibles dans les deux, cette équation est satisfaite par la valeur unique
et il n'y a lien à aucune difficulté.
Mais si les soustractions sont possibles dans l'une des expressions A, Bel impossibles dans l'antre, aucun nombre ne lient satisfaire à l'équation, comme nous l'avons déjà dit précédemment.
Seulement on doit noter avec soin ce fait, que les valeurs trouvées sous celte forme satisferont aux équations qui y ont couduit, si l'on effectue sur elles toutes les opérations suivant les règles des signes démontrées dans le cas des polynômes.
En effet, si on remplace x par — dans l'équation {a), on a l'identité
Si on multiplie les deux membres par A positil ou négatif, eomme s'ils représentaient quelque cliose, on aura
c'est-à-dire que l'équation (t) sera identique eu rempla-
ëmc, en remontant ans équations précédentes en : a qu'elles sont satisfaites parcelle substitution, c
eiTecfuanl toujours les opérations de la manière entendue. En continuant a remonter aux équations qui ont donné les valeurs des antres inconnues y, ï,. . . , au moyen de X ou de y et X, et ainsi de suite, on reconnaîtra que les deux membres de chacune sont rendus identiques par les substitutions des valeurs positives ou négatives obtenues pour toutes les i ncoimnes qui y entrent. D'où il résultera enfin que le système des équations proposées deviendra de même une suite d'identités par ces substitut ion » ainsi entendues.
Cette constatation n'offrant aucune des difficultés qne nous voulons prévenir, nous n'y insistons pas avec autant de détail qu'on le fera dans nn enseignement classique. Il nous suffit d'avoir nettement indiqué le sens dans lequel notre proposition doit être entendue, et la marene qui en donnera sans peine la démonstration.
n'Stl PHOVIEHNENT LES BOLUTIQH8 NÉGATIVES DBS R^UATlOflS
nu ruEHiEn oegré.
137- Si les conditions d'un problème sont incompatibles entre elle», et qu'en ne s'en aperçoive pas en le mettant en équation, il peut arriver que la résolution de cette équation conduise à. des soustractions impossibles. Si l'on s'est assuré que les équations sont bien des conséquences des conditions données, il n'y a pas autre chose à conclure que l'impossibilité de la question j et quant au fait que la valeur négative satisfait, comme nous l'avons dit, à l'équation, il ne peut modifier en rien celte conclusion, puisqu'il est le résultat d'opérations qui n'ont pas de sens par ellesmêmes.
douteuses, et que pour mettre en équation on ait choisi celles qui ne conviennent pas, l'impossibilité trouvée peut
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annoncer seulement qu'où a mal choisi. Ou devra alors essayer si la question peut Être résolue eu prenant les conditions de l'autre manière; et si elle ne l'était pas encore, la question proposée serait absolument impossible.
138. Quand on a (ait le calcul pour la résolution de la question, d'après celle (Ici hvpolhcscs que l'on a choisie au hasard, il peut arriver qu'on n'aitpas besoin de la recommencer dans la seconde, et que le résultat du premier calcul permette de déterminer immédiatement celui du secoud.
Par exemple, si dans l'énoncé des conditions on laisse incertain si une quantité inconnue doit Être ajoutée ou retranebée d'une certaine autre, et qu'on ait choisi l'hypothèse de 1 addition, il csL facile de reconnaître que, si dans les deux cas on a les mêmes opérations à faire, les résultats ne différeront de part cl d'autre que par le changement de signe des termes qui renfermeront l'inconnue. D'où il suit que si l'une des hypothèses conduit à une équation dont les deux membres soient de signes contraires, l'autre conduira à une équation qui ne différera de la première qu'en ce que ces deux membres auront les mêmes signes.
On voit donc que quand on se sera assuré, dès le commencement, de la similitude des opérations, il suffira toujours de faire le calcul dans une seule hypothèse. Car si on a choisi la vraie, on onLicnt la solution de la question proposée, et il n'y eu a pas d'autre à chercher ; et si on a choisi la fausse, on qn sera averti par la solution négative; et cette dernière sera lout aussi utile que l'autre, puisqu'on sait qu'elle lui devient identique en supprimant le. signe — .
139. Le cas que nous venons de supposer se présente très-souvent, et no peut offrir aucune diflicultéà celui qui
s'est rendu compte, dès lu commencement, do l'a mlii guindés conditions, qui n'est pas toujours explicitement indiquée. Quant à celui qui a mal étudié ces conditions, l'avertissement qu'il reçoit à h fin, le portera à remontera l'origine, et la difficulté disparaîtra.
141). Pour en donner un evcmple bien simple, supposons qu'on demande à quelle époque les âges de deux' personnes, qui sont aujourd'hui a et b, sont dans le rapport demi». '
Il y a ici deux hypothèses à faire ; ou que cette époque soit dans l'avenir, ou qu'elle soit dans le passé. Dans la première^ si on désigne par x la distance de l'époque au moment présent, les deux âges seront devenus a -\-x et i + ar; difns la seconde, ils seront exprimés par a — x et b — x. La condition qu'ils doivent remplir s'exprimera donc dans le premier cas par
et dans le second par
Ces deux équations ne différant que par le signe des termes en X, si l'une est satisfaite par tin nombre substitué 4 x, l'autre ne le sera pas; et si l'une ph satisfaite par — un nombre, l'autre le sera par ce nombre même. 11 suffit donc de faire te calcul pour une seule, par exemple pour l'équation (i). Si elle donne pour x un nombre absolu, cela apprendra que l'époque cherchée est dans l'avenir, et on connaîtra sa distance au moment présent. Si, au contraire, on trouve pour x, — un nombre, cela apprendra que l'époque cherchée est dans le passe, et la valeur absolue du nombre négatif trouvé, sera la distance de celte époque au
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moment présent, La valeur de x tirée de(i) sera
r __ an - ml
Si les deux termes de cette fraction sont de mimes signes, lepoque sera dans l'avenir. S'ils sont de signes contraires, eile sera dans le passé.
Appliquons ce calcul au cas où les deux âges seraient S ei 7, et le rapport demandé celui de 9 a t3.
La formule donnera, dans ce cas,
Ce résultat apprend donc que l'époque est antérieure de. à l'époque actuelle.
Et, eu effet,
comme cela devait être.
141. On doit conclure de ce qui précède que c'est par l'étude approfondie dos conditions de la question, qu'il faut tâcher de prévoir les différentes circonstances que les solutions pourront offrir, ei alors toute difficulté est impossible. Si I on n'a pu y réussir complètement, le résullat imprévu auquel on arrivera, obligera à faire après ce qu'il aurait mieux valu faire avant.
Le point que nous traitons ici étant de la plus lauto iw T partance, et devant se généraliser beaucoup parla suite, nous allons résoudre, avec tous les développements qu'elle comporte, une question que l'ou traite avec soin dans tous
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les cours élémentaire*, el dont on se tut pour l'explication des solutions négatives de» problème!.
PnOBLÊUE GÉBÉnAL DE LA «EMCOICTSB DB DEUX MOBILES,
142. Lorsqu'un point se meut uniformément sur une ligne indéfinie, et depuis un temps indéfini, ou pourra déterminer sa position à une époque quelconque dans le passé ou l'avenir, si l'on connaît sa position à une époque connue, le sens dans lequel il se meut, et sa vitesse, c'est-àdire l'espace constant qu'il parcourt dans une unité de temps.
Si on a des données analogues pour un second mobile, son mouvement sera de même entièrement déterminé. Le point de leur rencontre le sera donc aussi, ainsi que toutes les circonstances de leur mouvement relatif.
Mais la solution d'une quelconque des questions qu'on peut se proposer à ce sujet, par exemple îeelle de la rencontre des mobiles, est susceptible d'un. grand nombre de cas différents, donnant lieu à des calculs analogues, mais non identiques.
Ces divers cas seront déterminés par la position des deux mobiles à l'époque donnée, par le sens de leurs mouvements, qui peut être le même ou contraire, enfin par 1b grandeur de leurs vitesses respectives. L'époque de leur rencontre peut être dans le passé ou dans l'avenir, et la position de ce point peut être située de différentes manières par rapport aux positions primitives données.
Sans l'aire le dénombrement complet de toutes les combinaisons des données, qui conduisent h des calculs différents, on juge facilement de la peine qu'il faudrait prendre pour avoir les solutions de tous ces cas divers, qui par leur réunion formeraient la solution complète du problème
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On comprend ainsi combien il serait important de réunir en une seule formule toutes celles qui sont nécessaires pour la détermination du mouvement d'un seul mobile, dans les divers cas possibles. Car le mouvement de chacun d'eux étant déterminé par une seule formule, on n'aurait plus qu'un seul calcul à faire, el le résultat qu'il donnerait renfermerait les solutions de tous les cas que l'on était obligé de traiter séparément,
L'avantage que nous procurerait cette généralisation, doit nous porter à chercher les moyens d'y parvenir; et c'est ce que nous allons faire avec tous les développements que demande une si importante question.
ÉQUATION BU MOUVEMENT UNIFOI1ME d'uM POINT.
143. Soit A la position d'un mobile à une époque connue, à partir de laquelle nous compterons le temps (fig. i).
Supposons que le mobile se meuve dans le sens AX avec une vitesse e; désignons par x la distance AM du mobile à un point lixe O, pris sur la droite qu'il parcourt ; par t le temps écoulé depuis le moment où il était en A jusqu'à celui où il est en X; et par a la distance OA. Il est clair que x change avec I, et il s'agit de trouver la relation qui les lie l'un à l'autre.
Or, v désignant l'espace parcouru pendant l'unité de temps, l'espace AM parcouru dans le temps quelconque r sera vl, et l'on aura, par conséquent,
Cette formule fera connaître l'une quelconque des deux
variable» xclt quand l'autre sera donnée, mais seulement pour les époques qui suivront celle où le mobile était eu A.
Considérons maintenant le» époques antéVienres à cette dernière : le mobile ne sera pas encore arrivé en A, ce que nous exprimerons en disant qu'il était à gauche de A, en regardant A X comme la droite. Mais d'après la position que uous avons supposée à l'origine 0 des X, le mobilç pourra être en M'entre A et 0, ou en M" à gauche de O.
Dans le premier cas, si on désigne par t' le temps qui sépare l'épique que nous considérons de celle que nous avons prise pour origine des temps, nous aurons évidemment
Dans le second cas, le mobile est en M", et on aura
(3) <M"-.tf- a .
Ainsi les données étant que la position initiale A du mobile est à droite de l'origine 0 et que le mouvement a lieu vers la droite, il faut trois formules différentes pour représenter les positions du mobile, dans le passé comme dans l'avenir.
Mais n'est-il pas possible de réduire à une seule ces formules qui ne diffèrent que par des changements de signes dan» les termes?
Or, on aperçoit facilement que si dans la formule (i) on remplaçait 1 par — (' elle deviendrait (a), et que si on y remplaçait t par — ('et X par — OM* elle deviendrait (3), eu y ebangeant tous le» termes do membre. Mais il sera bien entendu que la multiplication de — /' par v se fera suivant les règles des signes démontrées pour le cas des polynômes, et qui n'auront ici aucun sens analogue, les signes que l'on suppose implicitement dans ( et X n'ayant
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pas d'autre objet que de réunir les trois formuici en une seule.
Nous pouvons donc Énoncer la proposition «uiv an le : Les positions du mobile seront représentées, dans le passé comme dan» l'avenir, par l'équation unique (i), aux coudilion* suivantes ; pour toute époque dans l'avenir, ( désignera l'intervalle de temps qui la sépara de l'origine; et, pour toute époque dans le passé, t désignera — l'intervalle, et celte quantité négative sera traitée suivant les règles démontrées pour les quantités non isolées ; pour toute position à droite de l'origine 0, c'est-à-dire du côté qui est dans le sens du mouvement, x désignera la distance du point à cette origine ; et pour loule position à gauche, x sera con-i sidéré dans l'équation comme désignant — la distance.
On voit que l'introduction des quantités négatives isolées dans la formule (i), et qui correspond an changement de sens relativement aux origines respectives des temps et des distances, n'a rien d'arbitraire. 11 n'y a d'arbitraire que
moyen est unique et forcé. Et il n'y a aucune règle à démontrer, aucun sens mystérieux à attacher à ces quantités négatives isolées : elles ne produisent la généralisation qu'a la condition d'être traitées suivant les règles établies pour les quantités non isolées.
144. La discussion que nous venons de faire renferme tous les cas où le point A est à droite de l'origine 0; il reste donc à examiner les modifications que subissent les formule» quand ce point est à gauche.
nu- a.
Supposons toujours que le mouvement ail lieu veis la
droite. Nous aurons encore à considérer le point dans les trois régions OX, AO, AX', c'est-à-dire en M, M' (fg. a) ou M".
Dans le premier cas, on a
ON — AM-AO ou * = « — AOj
dans le second,
OM'^AO-r/;
dans le troisième, eu désignant par t' le temps antérieur à l'origine,
ON"= AO
De ces trois formules la seconde rentrerait dans la première si — OM' était désigné par x, ce qui s'accorderait avec le procédé employé dans la première discussion relativement aux points situés u gauche de l'origine. Et cet accord était absolument nécessaire, car pour qu'un moyen de généralisation soit admissible il faut que les mêmes choses soient partout entendues de la même manière.
Enfin la dernière formule, dans laquelle on entendrait de même que — OM" est désigné par x, rentrerait encore dans la première, en entendant que — l'soit désigné par I, comme nous l'avions déjà fait dans la première discussion. On conclut de 1A qu'en entendant toujours 1rs signes de x tt't de la même manière, toutes les positions du mobile sur la droite indéfinie seront représentées par l'équation unique
r = H — OA.
Mats on voit aussi que cette équation rentrerait dans (i), si ou entendait que a y est remplacé par — OA quand le point A est situé à gauche de l'origine des x. El c'est ce que nous pouvons faire, car c'est toujours entendre que dans la formule type lus lettres doivent Être remplacées par
l5fi SCIENCE DES NOUER».
— les quantités, quand celles-ci son! eu sens contraire à celui qui a été supposé quand au a obtenu cette formule.
i 48. Nous avons doue découvert un moyen de renfermer dans la seule équation (i) tomes les variétés que peut présenter la relation entre le temps et la distance, quelle que soït l'époque que l'on veuille choisir, et quelque part que soit situé le mobile à l'instant que l'on choisit comme origine des temps.
Mais il faut aussi reconnaître que nous n'avons pas encore trouve la solution la plus générale : car nos discussions ont toujours supposé que le mouvement avait lieu dans une môme direction, celle que nous avons appelée île gauche à droite.
Il nous reste donc à examiner les cas analogues aux précédents, en supposant que la direction du mouvement soit de droite à gauche.
Celte discussion est si semblable à la précédente, que nous croyons inutile de la faire avec autant de détail.
fi e . 3.
Soient toujours 0 l'origine des distances, A la position du mobile, pour i =o {fig. 3). Sa position après cette époque sera à gauche de A puisqu'il marche vers la gauche.
En le considérant d'abord entre A et O, on aura évidemment, en désignant par y' la valeur absolue de sa vitesse,
Quand il aura dépassé O, l'équation n'aura plus la même forme; mais elle rentrera dans (a), en supposant toujours que x est remplacé par — OM'.
Et dans le temps antérieur à l'origine, le mobile sera à
.chàfithb ïyui. 137 droite de A, et l'on aura encore une nouvelle forme d'équation qui rentrera de même dans (a), en entendant que dans celle-ci £ est remplacé par — l'Intervalle de temps qui sépare l'époque en question de l'origine,
Le procédé de généralisation employé précédemment permet donc de représenter par l'équation (a) toutes les circonstances du mouvement du point qui marche vers la gauche, et est en A, à droite de l'origine 0, dans sa position primitive.
On reconnaîtrait, comme précédemment, que celle même équation représente le mouvement dans le cas où le point A serait à gauche de 0, pourvu que dans (ce) a soit alors remplacé par — la dislance absolue. D'où résulterait enfin que l'équation (a) représente de la manière la plus générale le mouvement d'un point vers la gauche, les signes dex, t, a étant toujours entendus de la même manière.
Il résulte de là que tous les mouvements possibles seraient représentés par deux équations différentes,
Or, il est clair que la première donnerait la seconde, en y remplaçant c par — v', c'est-à-dire en entendant que dans l'équation (1) v est le nombre absolu qui exprime la vitesse, quand le mouvement a lieu vers la droite, et qu'il doit être remplacé par — ce nombre quand le mouvement a lieu en sens opposé.
140. Nous pouvons donc dire maintenant que nous représentons par la seule équation
le mouvement uniforme d'un point sur une droite dans toutes les variétés de circonstances qu'on pourra supposer.
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Il suffira pour cela de considérer les quatre lettres X, <i, f, l comme représentant des nombres absolus ou des nombres affectés du signe — , et qui devront être traités par les règles démontrées dans le en s des polynômes. Yoici maintenant comment ces signes devront ôlre introduits.
f désignera un nombre absolu d'unités de temps pour les époques dans l'avenir, et — un nombre pour les époque* dans le passé.
x désignant le nombre absolu d'unités de longueur, poui! les distances des points situés d'un côliï de l'origine choisi arbitrairement; a et v seront aussi des nombres absolus quand la position initiale du mobile et le sens de son mouvement seront de ce mime côté ; elles quantités x, a, f désigneront — dus nombres quand le sens sera opposé. El toute solution de l'équation (i) en nombres absolus ou négatifs fera connaître l'époque c! la position, comme l'aurait fait la formule spéciale à ce cal.
Surtout, il ne faut pas oublier que pelle généralisation ayant clé démontrée à la condition que toutes les quantités négatives isolées qui seront ainsi introduites, seront traitées par les règles des signes démontrées pour les polynômes, il n'y a aucune question à se faire à ce sujet.
147. Solution générale dit problème de la rencontre île deux mobilet. — 11 est hi«n facile maintenant de trouver les formules générales relatives à la rencontre de deux points qui se meuvent uniformément suivant nue même ligne indéfinie, dans des sens et avec des vitesses quelconques, et ayant des positions quelconques à l'époque prise pour origine des letnps.
En effet, les deus mouvements seront déterminés respectivement par les deux équations générales x —n +rl, a' ■+-*'*.
chapitre vrm. i5g Or, si l'on veut connaître l'époque de leur coïncidence, il faut trouver la valeur de t pour laquelle on a
x~£ ou û + Hsul+ïi.
On en lire
et par suite,
Lorsque les valeurs parti tu Hères des données rendront ces résultats négatifs, cela apprendra respectivement que l'époque est dans le passé, et la position, du côté de l'origine opposé à celui qu'on avait choisi en établissant les
An lien de chercher l'époque de la rencontre, on aurait pu demander qnr- les mobiles fuwm a une distance dnnnée l'un de l'autre, ou les assujettir à toute autre condition.
148. Remarque. — Si, au lieu de chercher une formule générale pour le mouvement uniforme d'un point, ou roulait résoudre immédiatement, et en apparence plus simplement, le problème de la rencontre de deux mobiles, ou serait obligé de faire une hypothèse sur la région de la droite où ce point doit se trouver. Si cHc conduisait n des solutions négatives pour ( ou x, on ferait une autre hypothèse, qui peut-être conduirait à uue nouvelle impossibilité; et on répéterait ces essais jusqu'à ce qu'on parvint à des valeurs absolues pour les inconnues. Ces tentatives fastidieuses devraient être répétées pour chaque question particulière du mfime genre ; et si t dans certains cas simplcs ( on aperçoit de suite si l'époque est dans le passé ou dans l'avenir, et dans quelle partie de la ligne s'effectue la
rencontre, il en est beaucoup d'autres où l'on serait obligé de faire plusieurs essais. Mais la formule générale du mouvement uniforme étant établie une fois pour toutes, on n'a jamais qu'un seul calcul à faire.
Au reste, ce n'est pas seulement l'avantage de la simplicité qu'il faut voir dans la généralisation que nous avons effectuée, c'est surtout celte correspondance remarquable entre le changement de sens par rapporta l'origine soit des temps, soit des distances, et le changement de signe de ces quantités dans la formule générale, qui ne représente qu'à cette condition toutes les positions et toutes les époques.
CHAPITRE XIX
DE QUELQUES TENTATIVES DE DÉMONSTRATION, RELATIVES AU CALCUL DES QUANTITÉS NÉGATIVES ISOLÉES.
110. Dans ce qui précède, nous n'avons introduit la considération des quantités négatives isolées que pour généraliser des formules, et renfermer eu uu seul les résultais différents de plusieurs calculs analogues. Ces quantités négatives ont été tantôt des données, tantôt des inconnues; et, dans tous les cas, la généralisation étant obtenue à la condition de les traiter de la même manière que si elles n'étaient pas isolées, il n'y avait aucune règle à démontrer, et la recherche de ces règles n'aurait eu absolument
Quant à l'interprétation des valeurs négatives des inconnues, elle ne pouvait offrir aucune difficulté, puisque tout était prévu dès l'origine, et qu'on savait ce qu'indiquerait leur apparition.
Mais, quoiqu'on ail toujours reconnu que les quantités
s'est pas toujours assujetti à le démontrer ; et des géomètres éminents onl cru possible de démontrer, pour le calcul de ces quantités, des règles qui dispenseraient de toute discussion particulière. Nous allons en indiquer quelques-unes, el ou reconnaîtra facilement combien elles sont illusoires.
ISO. Démonstrations de Lapltice. — On trouve les passages suivants dans la première leçon faite à l'Ecole Normale par ce grand géomètre :
b Pour soustraire une quantité algébrique d'une autre,
tria eciEHCE de» nombres.
on écrit, à la suite de la quantité dont on soustrait, la quantité à soustraire, en changeant les signes de tous ses termes, ensuite on fait la réduction. Cette règle est évidente quand le nombre à soustraire a lu signe ^- : supposons qu'il ait le signe — , et que l'on propose de soustraire — h de a\ je dis que le résultat de l'opération est a + b, En effet, le nombre a = a + b — b; en retranchant — b sous cette forme, c'est évidemment effacer — 6, et alors il reste a+ h.
» Pour effectuer la multiplication, si le multiplicande cl le multiplicateur ne renferment qu'un terme, on multiplie leurs coefficients numériques, on ajoute les exposants des lettres semblables. . . .
« Quant au sigue du produit, il doit Être positif, si les signes du multiplicande et du multiplicateur sont les mêmes; s'ils sont différents, le signe du produit doit Être négatif. Celte règle présente quelques difficultés; on a de la peine ri concevoir que le produit de — a par — b soit le même que celui de a par b. Pour rendre cette identité sensible, nous observerons que le produit de — a par -f- b est — ab, puisque ce produit n'est que — a répété autant de fois qu'il y a d'unités dans b. Nous observerons ensuite que le produit de — a par b — b est nul, puisque 3e multiplicateur est nul ; ainsi le produit de ~ a par -t- b étant — ab, le produit de — a par — b doit Être d'un sigue contraire, ou égal n -I- ab, pour le déiruîrc.
« Quant à la division, si le dividende cl le diviseur ne renferment qu'un seul terme, on divise le coefficient numérique du dividende par celui du diviseur, etc. Enfin ou donne au quotient le signe H- ou le sigue —, suivant que les signes du dividende et du diviseur sont les mêmes ou contraires. Tout cela résulte de ce que le produit du quotient par le diviseur est égal au dividende, «
Dans tout cela Laplacc suppose les quantités négatives isolées; et si d'abord il considère la soustraction d'un po-
Liiïtizod t>y Cl!
MAirntE xix. i63 lynôœe, il l' abandonne aussitôt pour se demander comment . soustraire — b de a, question qui n'a aucun sens. Pour y répondre, il ajoute et retranche h de a, ce qui lui donne a + b — i, et il regarde comme évident que rctraitcher — b c'est l'effacer, ce qui est un non-sens double; car c'est d'abord supposer qu'on attache un sens n la soustraction de — b, qui n'en a aucun, et ensuite que la soustraction algébrique soit la suppression non pas d'un nombre, mais d'une opération.
181. Passons ;'i la multiplication. Il admet que — a multiplié par b donne — ab, par la raison que c'est la répétition de — a un nombre de fois inarqué par b. Mais si — a isolé n'a aucun sens, que signifie la répétition de — «? Cela admis, il remarque que tout produit dont le multiplicateur est b — idoit être nul; d'où il conclut que — a multiplié par b — b donne pour produit léro. Or— a multiplié par le premier terme Adonne, comme il vient de l'établir, — ab ; donc il est nécessaire que le second terme, ou le produit de — a par — b. donne -+- ah pour le détruire.
Celle démonstration pèche d'abord, comme la précédente, en ce qu'on se propose de multiplier — a, ce qui n'a pasde sens. Et ensuite, en prenant pour multiplicateur b — b qui est un polynôme, lu quantité négative — b n'est plus isolée : de telle sorte que, s'il avait pris un multiplicande réel, par exemple m — a, il aurait démontré que — a multiplié par — b donne un terme -1- ab au produit, quand — a et — b sont des termes de facteurs polynômes. Il ne prend donc même pas la question qu'il annonçait, savoir : la multiplication de deux quantités négatives isolées.
Quant à la division de deux monômes, dont l'un au moins est négatif, c'est de même une opération qui n'a pas de aens, et qu'il ramène à la multiplication d'après la défi* nilion qu'on en donne quand elle signifie quelque chose.
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Et nom dirons généralement que toute démonstration de règles sur les quantités négatives isolées, ne peut Être qu'une illusion, puisqu'il n'y a aucun sens à attacher à des opérations arithmétiques sur des choses qui ne sont pas des nombres, et n'ont aucune existence réelle.
SI LES QUÀflTITES NÉGATIVES ISOLÉES DOIVENT ETRE DITES PLUS PETITES QUE ZEIO.
132. Euler, dans son Introduction à i Analyse infinitésimale, a dit que les quantités négatives étaient moindres
D'Alcmbert, dans le premier volume de ses Opuscules mathématiques, s'exprime ainsi n ce sujet :
l'idée qu'on donne quelquefois des quantités négatives, en disant que ces quantités sont au-dessous de zéro. Indépendamment de l'obscurité de cette idée envisagée mélaphysiquement, ceux qui voudront la réfuter par le calcul pourront se contenter de considérer celte proportion
proportion réelle, puisque le produit des cxtrftmcs est égal au produit des moyens, et que dailleurs — - — — t et ■ — — — i. Cependant, si on regardait les quantités négatives comme au-dessous de zéro, i serait > — i, et — !<•; ainsi il ne pourrait y avoir proportion. Il est vrai que M. Leïbnitz prétend que — 1 n'est pas moyen proportionnel entre i cl i, non plus que — a entre i et 4, quoiqu'il avoue que — !X — a = i X4 i « parce que .les » quantités négatives, dit-il, entrent dans le calcul sans
u entrer tl ans 1rs rapports, cl que (les fraction» ne sont pas la » même chose que des rapports, u J'avoue que je ne sens point la force ni la vérité de cette raison : elle tendrait à renverser toutes les notions algébriques par des limitations inutiles et forcées; et elle ne serait juste d'ailleurs qu'en supposant que les quantités négatives sont au-dessous dt!
153. Carnot approuve la réfutation de d'Alembert, et s'exprime en ces termes, au commencement de sa Géométrie de position :
« Les notions qu'on a données jusqu'ici des quantités négatives isolées, se réduisent à deux : celle dont nous venons de parler, savoir que ce sont des quantités moindres que zéro ; et celle qui consiste à dire que les quantités négatives sont de même nature que les positives, mais prises dans un sens contraire. D'Alembert détruit l'une et l'autre de ces notions. 11 repousse d'abord la première par un argument qui me parait sans réplique.
n Soil, dit-il, cette proportion ;
Si la notion combattue était exacte, c'est-à-dire si — t était plus petit que zéro, à plus forte raison serait-ï! moindre qui; i; donc le second terme de celte proportion serait moindre que le premier; donc le quatrième devrait être moindre que le troisième, c'est-à-dire que i devrait être moindre que — i; donc — i serait tout ensemble moindre et plus grand que i, ce qui est contradictoire. »
Ces diverses opinions sont aussi peu fondées les unes que les autres.
Et d'abord, quand on nie que les quantités négatives soient moindres que zéro, il faudrait demander à ceux qui l'affirment, ce qu'ils entendent par là; autrement on ne
saurait pas ce que l'on nie. Et si on l'avait fait, on aurait uni par s'entendre; car il n'est jamais venu à l'esprit de personne de prétendre qu'il y ait quelque chose de plus petit que rien.
Quanta la prétendue démonstration de d'AIcmhert, approuvée par Carnot, il est bien étrange que ces deux illustres géomètres n'en aient pas aperçu le défaut.
Que signifie celte proportion i : — 1 : : — i : i? d'où vientelle? comment l 'en tend- on ? Est-elle résultat, ou donnée? Si l'on entend qu'on fasse les divisions d'après les règles des signes dans le cas des polynômes, on dira en effet que
le rapport — est — i, comme le second i et on pourra
appeler leur égalité une proportion. Mais on n'attachera réellement aucun sens à ces opérations, et les remarques faites dans lo cas des véritables proportions n'auront aucune raison de s'appliquer ici : et l'on ne pourrait dire que ai le premier terme d'un rapport est plus grand que le second, il en doit être de même dans l'autre. Quelle définition doimera-t-on de plus grand ou plus petit, relativement à des choses qui ne sont pas des grandeurs?
Ces observations suffisent pour montrer le vide de ces simulacres de raisonnements, qui se font sur des choses non définies, 6ans existence réelle, et où l'ou se sert de propositions établies sur des grandeurs véritables.
155. Nous ajouterons cependant que si nous avons soulevé celle question, ce n'est pas seulement pour mettre en garde contre ce que l'on dit de défectueux à son sujet; c'est aussi pour montrer comment, contrairement à l'opinion de d'Alembert et de Carnot, il peut y avoir lieu de considérer les quantités négatives comme plus petites que zéro. Il est nécessaire pour cela de rappeler les premiers principes du calcul des inégalités, qui sont si simples, que nous
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n ayons pas cru devoir nous CD occuper spécialement, mal» qui nous oflriront des discuisions intéressantes dans l'application de l'Algèbre à la Géométrie.
Lorsqu'une inconnue doit satisfaire à une condition d'inégalité, on en lironon une râleur, mail une limite, supérieure ou inférieure, pour cette inconnue. Pour y parvenir on fait passer les termes d'un membre dans l'autre, suivant les mêmes règles que pour les équations j et comme on peut multiplier ou diviier par un même nombre absolu les deux membres d'une inégalité sans en changer le sens, on pourra chasser les dénominateurs, et réunir dans un même membre tous les termes affectés do l'inconnue; il suffira alors de diviser les deux membres par son coefficient, pour avoir la valeur et le sens de la limite cherchée. Mais a! les nombres connus sont représentés par des lettres dont les valeurs puissent être prises arbitrairement, on sera exposé, comme dans le calcul des équations, à trouver des soustractions impossibles quand on particularisera cei valeurs ; et l'un des membres, ou même tout les deux, pourront ae présenter sous la forme de quantités négatives.
Si, par exemple, en partant de l'inégalité
a~C<d—b, et que dans uu cas particulier on ait
et, par suite,
d'.prè, .e réduira i
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et, comme a — «est négatif, l'inégalité (3) exprime qu'une quanti té négative c« plus petite que léro.
Et c'est ce que l'on trouvera toutes les fois que l'on retranchera des deux membres d'une inégalité une quantité égale au plus grand membre, comme ou l'a fait sur (t), dont on a retranché c -t- b ou son égal c -t- d aux deux membres.
Au reste (3) n'est qu'une manière d'écrire n<c, et l'on devra préférer cette dernière; mais l'autre n'aura aucun inconvénient, si on sait qu'elle provient de ce que l'on a soustrait une quantité trop forte aux deux membres. Et
possibles dans les cas particuliers que l'on pourra avoir à considérer, il faut se résigner à accepter cette forme de l'inégalité, ou ne pas faire le calcul général. Mais ce serait se priver de l'avantage des solutions générales, et sans aucun intérêt, puisque la forme bizarre du résultat est interprétée d'avance, et pourra être changée sans difficulté.
Et si l'on avait retranché des deux membres une quantité qui dans un cas particulier se trouverait supérieure au plus grand membre, les deux membres se trouveraient négatifs, et celui qui aurait la plus grande valeur absolue serait indiqué comme le plus petit; de sorte que les quantités négatives seraient appelées d'autant plus petites que leur valeur absolue serait plus grande. Et tout cela serait d'accord avec les propositions qtrt ont lieu dans le cas des nombres absolus. Par exemple, si on ajoute une quantité absolue plus petite qu'une seconde, la somme est moindre que si on ajoutait la seconde; or il en sera de même pour l'addition de quantités négatives, telle qu'on l'entend, pourvu qu'on regarde comme la moindre de deuv quantités négatives celle qui a la valeur absolue la plus grande.
Au reste, les inégalités dont les deux membres sont négatifs prendront une forme réelle, en faisant passer res-
WUPrrnE xtx. 169 pectivement les termes d'un membre dansl'autre; et c'est ce qu'on aurait fait d'abord si ou avait prévu que les résultats auraient ëié négatifs. Ainsi l'inégalité — 5 < — 3 deviendra 3 < 5; l'inégalité — a <o deviendra o <a. Si cependant il j avaitle moindre avantage à lia laisser sous l'autre forme, il faudrait la faire puisque les résultats s'interpréteront toujours sans difficulté.
156. Ce que nous venons de dire s'applique à toutes les transpositions de termes, et généralement aux additions ou soustractions des membres des inégalités. Si on effectue ees opérations suivant les règles ordinaires, et sans s'inquiéter des signes des membres, les résultait seront toujours exacts, et réductibles à une forme intelligible par elle-même. Mais quand on veut faire des multiplications ou des divisions sur les deux membres d'une inégalité, il faut avoir grand soin de s'assurer si ces multiplicateurs ou diviseurs sont des nombres absolus, ou, comme on le dit, des nombres positifs. Car, d'après la manière dont on entend les opérations eur les quantités négatives, on multipliera par — a en multipliant par a et changeant le signe du produit. Si donc on commence par multiplier ou diviser les deux membres de l'inégalité par a, on aura une inégalité vraie; mais si ou change ensuite les signes des deux membres, il faut renverser le sens de l'inégalité ; car le changement de signe de tous les termes revient à un changement de membre.
Nous n'en dirons pas davantage sur ce sujet : les cas que nous omettons s'expliqueront toujours sans difficulté par les mÉmcs considérations. Et la conclusion de celte discussion est que, si l'on veut avoir des procédés généraux pour le calcul des inégalités, on est forcé de dire que les quantités négatives sont traitées comme plus petites que zéro, et d'autant moindres qu'elles ont plus de valeur absolue; et que
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les expressions plus petit et plut grand seront appliquées d'après les mêmes principes que pour les quantités absolues. Eu procédant ainsi on n'est exposé à aucune erreur, 1 aucune difficulté, et on a l'avantage do la généralité. Mail si l'on rejette les formes d'inégalités qui oxprimeut qu'une quantité négative tst plus petite que «éro, on s'interdit tout calcul sur des inégalités dont les ternies sont littéraux; et l'on ne concevrait pas qu'après avoir admis les quantités négatives pour généraliser le calcul des équations, on s'y refusât dans le cas des inégalités, lorsqu'il est bien entendu qu'on ne veut pas dire qu'il existe quelque chose de plus petit que rien, et que l'inégalité qui le dit n'est qu'une forme sans danger qu'on peut changer dès qu'on 7 aura quelque intérêt.
DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ
157. Lorsqu'une équation dont les dénominateurs ne renferment pas l'inconnue, est composée de termes où entre en facteurs, dans les uns le carre, clans les autres la première puissance de cette inconnue, et de termes tout connus, on dit que cette équation est du second degré.
Dans le cas simple où les termes du premier degré" manqueraient, on commencerait par tirer la valeur du carré de l'inconnue, comme on ferait pour une équation du premier degré. Connaissant ce carré, il n'y aurait plus qu'à extraire la racine d'un nombre connu, ce qui rentre dans les opérations dont nous avons parlé précédemment.
Il est naturel de chercher à ramener à ce cas celui où l'équation est complète ; et nous commencerons par expliquer le procédé sur une équation particulière. Supposons, par exemple, qu'un problème ait conduit, pour la détermination de l'inconnue x, à l'équation
Il est clair qu'on ne pourrait tirer de là le carré de x égal à un nombre donné; mais il n'est pas difficile d'apercevoir qu'on en peut tirer le carré d'un binôme dont le premier terme sera X, et le second un nombre connu. Or cela étant fait, la racine du nombre égal à ce carré, sera le binôme même, d'où se déduira x.
Pour y parvenir, il suffit de se rappeler que le carré
d'un binôme, dont l'un des termes est ±* et le second terme un nombre connu, a l'un de ses ternies égal à x', et un autre égal au produit du premier terme du binôme par le double du second. D'où il suit que si l'on place x' et x dans le membre où x 1 n'aura pas le signe — , on connaîtra immédiatement le binôme dont le carré aura ses deux premiers termes identiques à ceux de l'équation. D'après cette remarque, nous mettrons l'équation proposée sous la forme
Or, — 3a: devant être le double produit du premier terme du binôme par le second, en suivant la règle connue des signes, il faut que ces deux termes soienldc signes contraires et le second égal en valeur à la moitié de 3 ; le binôme est donc
et son carré
Si donc on ajoute et qu'on retranche 3 au premier membre de l'équation (a), elle pourra s'écrire de l'une des deux manières suivantes :
ou, en faisant passer les termes connus dans le second membre et réduisant,
De sorte que [ouïe valeur qui, mise pour;r,5atistera à l'équation (i), satisfera nécessairement à l'une de ces deux-ci, et toute solution de l'une des deux le sera de (i).
La première des équations (3) suppose r> -i et la seconde x<^-' En prenant les racines carrées des deux membres, les résultats numériques doivent nécessairement Être égaux, et, par conséquent, la première donne comme conséquence, avec réciprocité,
et la seconde
Il est donc nécessaire, pour que {i) soit satisfaite, que l'on prenne, pour valeur de X, a ou i ; et réciproquement, cela est suffisant.
Et il est évident qu'on arriverait h ces deux mentes équations du premier degré en écrivant que la racine du deuxième membre est - ou , au lieu d'écrire que celle
du premier membre est x — - ou - — x.
158. On voit par cet exemple qu'il est possible que deux nombres différents satisfassent à une même équatiou du second degré. Mais il n'en est pas toujours ainsi , et avant de présenter la théorie générale de ces équations, nous allons commencer par faire connaître, sur des cas particuliers, les diverses circonstances qu'elles peuvent présenter.
On remarquera d'abord qu'il est possible que I'équalion ne soit satisfaite que par un nombre unique; et c'est ce qui arrivera quand les trois termes placés dans le même membre formeront exactement le carré d'un binôme.
Si, par exemple, i! fallait satisfaire à l'équation le premier membre éUnt le carré du
on ne pourrait l'égaler à iilro qu'en y égalant sa racine 1 — 3 on a — x, ce qui donne une seule et même y* leur 3.
1ÎÎ9. D pouvait encore arriver, comme dans les équations du premier degré, qu'où trouvât des solutions négatives. Sî, par exemple, l'équation était
on compléterait le carré dont les deux premiers termes sont
eu ajoutant 4 aux deux membres, et l'on obtiendrait
Or le premier membre ne peut Être que le carré de x — a ou de 3 — x ; et l'équation pourra se mettre sous l'une ou l'autre des deux formes suivantes
(6) (*-a)>=9 ou ( a -*j-= 9 .
La première conduit à {;) «-1--3 *u * = 5i
la seconde k
(8) on ,t~-i.
Il n'y a donc aucun sombre satisfaiiaiu a la seconde, cl l'équation {4) n'est satisfaite que parle nombre 5 1
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Mais il faut bien remarquer ici, comme dans les équations du premier degré, que l'expression négative — i, substituée à x dans ( 4 ), cl traitée par les règles ordinaires des signes, j sa tisfa t.
En effet, elle rend identiques les deux membres de la seconde des équations (8), puis ceux de la première par le changement de place des termes; il en esl de même par suite des deux membres de la seconde équation (G), puis de (5), «enfin de (4).
C'est dans ce sens qu'on Ait que l'équation (4) a deux racines, l'une positive, l'autre négative : et, d'après ce que nous avons démontré généralement (Chapitre XVII), le trinôme x* — i\x — 5 serait le produit des deux facteurs
im-8), (*+,).
La même remarque s'applique aux cas précédents.
1G0. jfutre exemple. — Soil
En agissant comme dans les cas précédents on obtiendra
H)H (~ÏH-
Car le trinôme a:' -H 3 x + |> qui est le produit de la multiplication de x 4- - par Ini-mèmc, le serait aussi parcelle de — x — - par lui-incnic, en s'assujctlissanl à la règle ordinaire des signe»; et à cette condition, on ne peut prendre d'autres signes ni d'autres termes pour reproduire le même
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trinôme. On peut donc dire qu'à cette condition on poil satisfaire de deux manières à l'équation proposée, savoir : en posant
équations qu'on pourrait réunir en une seule
ou encore
La première donne
la seconde
Ces deux expressions, substituées successivement à x dans la proposée, rendraient ses deux membres égaux; et le polynôme x'-\- Zx ■+■ a serait le produit des deux facteurs
Tout cela se reconnaîtrait comme dans les cas précédents.
161. Dernier exemple. — Enfin il peut se présenter encore des circonstances d'un genre différent, et qui pourraient laisser quelque obscurité dans l'esprit, si l'on ne se rendait pas bien compte, tout d'abord, de la manière dont elles doivent être entendues.
CHÀPITHE XX.
Considérons à cet effet l'équation
En agissant comme dans les cas précédents, on obtiendra d'abord
Or, avant d'aller plus loin, on reconnaît qu'aucun nombre positif ou négatif mis pour x ne peut rendre égaux les deux membres de cette dernière équation; car, soit que x — i soit un nombre absolu, ou un nombre précédé du signe — , si on suit toujours les règles ordinaires des signes, son carré sera un nombre absolu, et ne pourra èlre identique à — 4' D'où il suit qu'aucun des moyens de solution, précédemment reconnus, ne s'appliquerait ici.
On pourrait s'arrêter là, après avoir reconnu l'impossibilité de satisfaire n la proposée par dus valeurs positives ou négatives; et on ne rencontrerait ainsi ni difficultés, ni la moindre obscurité.
Ce qui peut en introduire, c'est de vouloir aller plus loin, sans se rendre compte ni de ce qu'on veut, ni de ce
Or, si l'on veut continuer le calcul sur l'équation (a), comme dans les cas où il n'y avait pas d'impossibilité, jus-
dication d'opérations sur des nombres, on écrira successivement
puis
expressions insignifiantes, mais telles, que ai on le* substitue à x dans (1), en suivant les règles des signes et
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traitant la racine de — 4 comme si c'était vraiment un nombre, c'est-à-dire en entendant que son carré sera — 4i on trouvera les deux membres identique!, tant dans leurs parties réelles que dans leurs parties imaginaires. El cela ne saurait étonner puisque les équations (3) deviennent des identités quand on y met, au lieu de je, i ± y'— 4-
En élevant les doux membres au carré, de la manière que nous venons d'indiquer, les deux membres de (a) seront identiques, et par suite ceux de la proposée (i). Mais il ne faut pas voir là des opérations véritables. Toutes les équations qui ont été écrites n'étaient en quelque sorte que des manières différentes d'écrire la première, dans la supposition que les opérations se faisaient d'après les principes ordinaires; îl devait donc forcément arriver que si l'on rendait identiques les deux membres de la dernière, par une substitution indiquant des opérations connues, mais dans ce cas dépourvues de sens, en remontant jusqu'à la première, ci effectuant les opérations d'après les principes ordinaires, toutes les équations par lesquelles on passerait ainsi présenteraient la mÊme identité.
Si l'on applique, par exemple, le principe que la racine d'un produit est le produit des racines, et qu'on regarde — 4 comme le produit de 4 par — i, on écrira
au lieu de y — 4; c'est ce que l'on fait ordinairement, et l'on fait porter ainsi ce que l'on appelle l' imaginaire sur — t.
Aux mêmes conditions le trinôme je" — zx + 5 sera lo produit des deux facteurs du premier degré
x — i -+- 3 v 1 ^! et * — i — a V^-ï":
ce que l'on trouve en effet en faisant la multiplication comme il a été indiqué.
ÉQUATIONS HTTÉRii-EÏ DU SECOHO DEGRÉ.
1C2. Si l'on veut résoudre généralement lus équations du second degré, et trouver des formules au lien de résultats numériques, il faudra représenter les quantités connues par des lettres. Il y aura encore, comme dans le ciis des équations du premier degré, à comMerer les diverses combinaisons de signes que l'équation peut présenter; et, comme dans ce cas, on remarquerait que les calculs faits pour deux combinaisons différentes, se correspondraient toujours de telle sorte, qu'on passerait des uns aus autres par le simple changement de signe des lettres qui sont facteurs dans les termes qui ont des signes différents dans les équations d'où l'on pari; en entendant toujours que les opérations s'effectueront d'après les principes établis dan» le cas où toutes ces opérations ont un sens réel.
11 suit de celte remarque qu'il suffît de faire le calcul pour une seule combinaison des signes; et il convient de prendre celle qui sera la plus commode à retenir et à appliquer; et ce sera évidemment celle où tous les termes, étant placés dans un même membre, seront affectés du même signe.
Soit donc proposée l'équation
En complétant lecarré, dont les deux premiers termes sont x*-h px, par l'addition de et faisant passer q dans le second membre, l'équation (i) prendra la forme
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les multi pli cations s' effectuant d'après les règles des signes établies pour les polynômes.
Prenant les racines carrées des deux membres, on pourra satisfaire à (i) de deux manières, et les deux équations du premier degré qui les feront connaître pourront s'écrire ainsi :
p «i i pourront être implicitement négatifs, et toute expression qui rendra identiques les deux membres de l'équation (a) rendra de même identiques ceux de l'équation (i), en entendant toujours que les règles des signes seront suivies, et que le carré de — q soit dans tous les cas remplacé par ^ — if, quel que soit le signe de cette dernière expression, et l'identité aura lieu séparément dans les parties réelles cl dans les parties imaginaires. On tire de (a) les deux valeurs suivantes pour x,
et ces expressions substituées à x dans .r*-f- px + tj, les opérations étant cffci-lUKes comme nous l'avons dit, la partie réelle sera nulle, ainsi que le coefficient de y 1 — I.
163. Pour obtenir les solutions d'une équation numérique quelconque, on fera la substitution àpctq des nombres correspondants dans celle équation particulière, en tenant compte des signes de la manière constamment entendue.
Si, par exemple, on veut appliquer la formule (3) à la
première équation que nous avons considérée
on commencera par la réduire à la forme (i) en faisant passer tons les termes dans le même membre, où x' aura le signe +, ou n'aura pas de signe en le plaçant le premier; on aura ainsi
et l'on voit qu'il faudra supposer p = — 3ety = a pour que (i) devienne l'équation proposée; la formule (3) deviendra alors
Les deux valeurs de x seront donc a et i .
Nous n'insisterons pas davantage sur la manière dont on devra entendre les formes réelles négatives ou imaginaires que peut présenter la formule {3); et nous ne pensons pas qu'après les observations que nous avons faites il puisse rester à ce sujet la moindre obscurité. Quant aux détails intéressants que peuvent présenter les équations du second degré, et qui ne présentent aucune difficulté réelle, nous renvoyons aux Traités élémentaires d'Algèbre.
EXTENSION DE QUELQUES TBÉOBBMES PRÉCÉDENTS AU CAS
164. Dans le chapitre XV, nous avons démontré que si un polynôme de degré m était rendu nul pour m valeurs différentes de x, positives ou négatives, il était égal au produit de m facteurs du premier degré, ayant pour premier terme x et pour second chacune des valeurs respectives qui l'annulent, changées de signes, multiplié en outre par
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le coefficient du premier terme du polynôme. Nous avons démontré ensuite qu'un polynôme du degré m ne peut s'annuler pour plus de m valeurs différentes de x, que lorsque les coefficients des différentes puissances de x sont tous nuls séparément: ce qui^conduità celte autre proposition, que deux polynômes qui prennent des valeurs égales quand on substitue successivement plus de valeurs à x qu'il n'y a d'imités dans le degré le plus élevé, sont les mêmes, terme pour terme.
Nous nous proposons d'étendre ces théorèmes au cas on les expressions qui annulent le polynôme sont imaginaires, de la forme de celles que nous ont présentées les racines des équations du second degré. Et, pour bien préciser la question, nous entendons que les opérations se feront suivant les règles démontrées pour les quantités réelles, sans y attacher aucune idée de quantité; et que l'on ne réduira jamais entre eus que les termes réels d'une pan, et les termes imaginai res d 'une autre, par la simple réduction des coefficients de ^—t.
Et lorsque nous dirons qu'une expression imaginaire substituée à x rend un polynôme nul, nous entendrons toujours que la substitution, effectuée d'après les procédés que nous venons d'indiquer, donne une partie réelle nulle d'elle-même, et pour v" — i un coefficient nul de lui-même.
II résultera de cette manière d'opérer que le produit, de plusieurs expressions imaginaires de la forme n -f- & y' — i sera aussi de même forme, et qu'il sera indépendant de l'ordre dans lequel les multiplications seront faites; car il en est ainsi pour le produit de binômes réels, qui contient les mêmes termes dans un ordre différent, dans quelque ordre qu'on ail multiplié les facteurs. Or, dans le cas des facteurs imaginaires, on fait les multiplications de la même manière que s'ils étaient réels; les termes seront donc nécessairement les mêmes dans quelque ordre qu'on effectue
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la multiplication des expressions imaginaires en nombre quelconque.
163. Cela posé, nous allons démontrer que, de même que dans le cas des facteurs réels, le produit de plusieurs facteurs imaginaires ne peut devenir nul que si l'un de ses facteurs est nul. Pour cela, considérons d'abord le produit de deux facteurs
qui est
66' + ( a 6'+ n'ejv/^î}
pour qu'il soit nul, il faut, d'après eu qui a été entendu, que l'on ait séparément
bu'— es"— o, «6'+ «'g = o.
Or nous allons prouver que ces deux équations exigent que l'on ait ou œ = o, 6 = o, ou a'—o, ê' = o. Eu effet, supposons que ni a, ni £ ne soient nuls; tirant do la première équation $'= — , et le reportant dans l'autre, on aura, en multipliant ensuite par ë,
ce qui exige qu'on ait et, par suite,
Si l'une des deux quantités n, S était seule nulle, on arriverait à la même conséquence; car, si a = o, les équations précédentes deviennent
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puisque S n'est pas zéro. El, si c'est 6 qui est nul, elles de-
Concluons donc généralement que, pour que le produit de lieux expressions imaginaii-es de la forme a ■+- b V — i soit nul, il faut que l'une des deux le soit.
106. On peut étendre cette proposition à un nombre quelconque m de facteurs imaginaires ou réels ; le produit peut être considéré comme résultant de la mut tî pli cation de deux facteurs, l'un qui serait le produit des ni — i premiers et serait encore de la forme a -H b y—l, b on a pouvant être nuls, Vautre qui serait le dernier des facteurs proposés. Il faudra donc, pour que leur produit soit nul, ou que ce dernier facteur suit nul, ou que le produit des m — i premiers le soit. Supposons que le dernier facteur ne soit pas nul ; le produit des m — I premiers le sera donc. De même, si le dernier de ce produit, ou ['avant-dernier des proposés n'est pas nul, le produit des (m — 2) premiers le sera. En continuant ainsi, ou arriverait jusqu'au premier facteur, si aucun des antres n'était nul, et il faudrait que ce premier le fût.
Donc, pour que le produit de m expressions réelles ou imaginaires de la forme A H- B V*— 1 soit nul, il faut que l'une de ces expressions au moins le soit.
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est rendu nul par une expression de la forme a + S V— < , il sera divisible par x~ a— S v'— t. En effet, d'après la manière dont "nous opérons sur les imaginaires, a-f-Ê yCIÏ entrera partout comme entrerait a si l'on divisai) par:e— a; or nous savons que dans ce cas le reste s'obtient en substituant ak x dans le polynôme. Donc le reste de la division par x — « — gyC^" ne sera autre chose que le résultat de la substitutiou de a + S ^ — l , et sera nul d'après l'hypothèse. Donc le polynôme proposé est le produit de
par un quotient du degré m — i, qui serait réductible a la forme M-f-PTy'— ï; et l'on pourra écrire Ai"+ Bi™-' + . ..-|-Ti + D
— ( j _ a _ g yCTT) ( A j^-i + B, x—' + . . . + T, x -4- U, ).
Si un polynôme
Ai"+Bi— + l-T^ + U
est rendu nul par m expressions différentes, imaginaires ou réelles, il peut être regardé comme le produit de m facteurs du premier degré, et de son premier coefficient A. En effet, puisqu'il admet une racine a + ë il peut, d'après ce qui Tient d'être démontré, se mettre sous la forme
kx m + . '. . + U
= (t— a — Sy^ïHAa— '+ B, . . + T,x + U,).
Maintenant ce produit devant, d'après l'hypothèse, devenir nul quand on metpourxune expression a'-hG'<JZZÏ différente de a-i-S y / — i, le premier facteur ne s' annulant pas, il faudra que le second s'annule; d'où il suit qu'il
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sera divisible par x~i!~ë'\/—i, et pourra se mettre
sous la forme
ci l'on aura Ax^ + ...+ U
- { x _ , _ e ^ {*_»'_ ff yC^) {A *—+... + u, ).
On continuera ainsi jusqu'à la m''"" racine du polynôme, et l'on aura, comme nous l'avions énoncé,
A*--t-Ba— ' + ... + Tj:+D
x( af _ a {-')_ef-') 4 /=T).
169. Enfin, si le polynôme de degré m était rendu nul par plus de m expressions différentes, réelles ou imaginaires, il s'ensuivrait qu'il esi identiquement nul, c'est-àdire que les coefficients des différentes puissances de X sont tous nuls séparément : d'où il suivra que le polynôme seraitzéro, quelque expression réelle ou imaginaire qu'on substituât à x. En effet, considérant m de ses racines supposées, c'est-à-dire des expressions qui l'annulent, il sera décomposé en m facteurs du premier degré eu x, et en outre du facteur A.
Maintenant il doit s'annuler par une nouvelle expression qui n'annule aucun des facteurs autres que À ; donc il y aurait contradiction si l'on n'avait pas A = o, et, par conséquent, le polynôme proposé a tous ses coefficients nuls, comme noua l'avîoni démontré dans le cas des racines réelles, par des raisonnements que nous reproduisons ici on les abrégeant.
Corollaire. — On conclut de là que si deux polynômes
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de degré m sont égaux quand on substitue à x successivement plus de m valeurs différentes, réelles ou imaginaires, ils sont les mêmes terme pour terme.
Le théorème analogue, démontré pour le cas de plusieurs variables, s' étend ainsi au cas où les valeurs données à ces variables sont imaginaires.
i70. Remarque. — - Si un polynôme, dont les coefficients sont tous réels, est rendu nul pour x = a -f- 6 v' — ï, il le sera aussi par x = a. — ë ^ — t".
En effet,, dire qu'il s'annule par la substitution de a -H S v'— 1 à x, c'est dire que la partie réelle du résultat est nulle, ainsi que le coefficient de ^ — 1. Or, d'après la manière dont nous effectuons ces opérations, le résultat de la substitution de a — êv'— ' " e différera du premier que par le signe de <f— 1 ; il sera donc nul comme le pre-
II suit de là que, si le polynôme est de degré m, il pourra être mis sous la forme
(^-.-SvCTT) (,_ a + ev C7) (A^N-... + V),
ou
- 21 x + «>+ 6=) {Ax— ' + ...+ V).
Théohème l. — La racine carrée d'une expression imaginaire a + b ^ — 1 est de même forme.
Ce qu'il s'agit de prouver, c'est qu'il existe une expression x qui, multipliée par elle-même de la manière convenue, donne pour partie réelle a et pour partie imaginaire 6 V — 1, quels que soient les signes de a et b. Il faudra pour cela qu'on ait les deux équations x?—j* = a, 9a7- = i.
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Leur système est équivalent au suivant,
La dernière équation ayant son dernier terme négatif, et étant de degré pair, a une racine positive et une racine négative; et comme elle n'a que des puissances paires de x, ses racines sont deux à deux égales et de signes contraires, et indépendantes du signe de b.
Considérant d'abord la racine positive, y prendra une valeur réelle unique qui changerait de signe avec b, et x -\~y v*— i sera donc une racine carrée de a -+- b V — <> et x — yf—t le serait de a — b \ — 1. Considérant la valeur négative, y aura la même valeur au signe près que dans l'autre cas, et on aura une seconde racine qui sera
ou la première changée de signe.
Le théorème csUdonc démontré, et ± {x ±jV — 1) représentent les racines de a ± b V — i , les deux signes de j étant liés à ceux de b.
Théorème II. — La racine cubique dea + b est de même Jointe.
Il s'agit de prouver qu'on peut trouver ponr x et y des valeurs réelles telles, que l'on ait
Cette condition conduit aux deux équations suivantes :
x'—%xf—-a,
Pour avoir une équation du premier degré en j, on
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multipliera la première par y et la seconde par Zx, puis ou les retranchera, ce qui donnera
d'où
et reportant dans la première, on obtiendra une équation du neuvième degré en x, réductible au troisième en prenant X 1 pour inconnue, el dont le dernier terme sera — a*. Elle aura donc une racine réelle de même signe que a 1 ou que a, et la valeur de y sera réelle et de môme signe que S. On aura donc une racine cubique de a -H b V— *'i qui' sera
x et y étant réels. c. q. f. n.
171. La valeur ci-dessus, qui donne/ et x, change de signe avec b, sans changer autrement. On aura donc une racine de a — b \j — 1 eu prenant x —y ^ — 1.
Mais, indépendamment de cette remarque, il est clair que le cube de x —y ^—1, forme suivant les règles convenues, ne différera de celui de x-hy ^ — 1 que par le signe du coefficient de ^ — < ; si donc cette dernière expression élevée au eube donne a ■+■ b V— 1> l'autre donnera pour cube a — b V — 1 .
La même observation s'applique aux racines de tout autre degré des expressions de la forme
172. Théobeme III. — Si un polynôme P est divisible séparément par {x — a) m et {x — fc) n , a et b étant réels ou imaginaires, Uie sera par (x — a)" [x — b)".
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En effet, soit Q le quotient de P par (a:— a)'", on ours (0 P=(*- fl )"Q.
Or, P étant divisible par (x — £)", devient nul quand on faille = 6, et comme le facteur (x — a)" 11e le devient pas, c'est Q qui doit le devenir: donc Q est divisible para: — b. Reste à savoir à quelle puissance x — b est facteur dansQ. Or il est facile de voir que c'est à la même qu'il l'est dans P. Car, s'il l'cinit à une puissance plus élevée dans l'un que dans l'autre, en divisant les deux membres de l'identité (i) par la plus faible des deux, x — b resterait facteur dans l'un des deux membres, sans l'être dans l'autre; de sorte qu'en faisant x = b l'un des membres s'annulerait, et non l'antre} ce qui serait absurde.
NOUVELLE EXTENSION DONNÉE AUX EXPOSANTS
173. Les exposants ont été imaginé d'abord pour exprimer le nombre de fois qu'une quantité est prise cotnn»! facteur : ils sont donc nécessairement des nombres entiers. Il résulte de cette définition des règles Lrès-simples pour la' multiplication et la division des puissances d'une même quantité, ainsi que pour l'élévation à une puissance quelconque ou l'extraction d'une racine d'une quantité déjà affectée d'un exposant.
Mais il j a une restriction à apporter à celte dernière règle. L'extraction do la racine d'une puissance d'un nombre peut s'effectuer par la division de l'exposant de cette puissance par l'indice de la racine, mais à la condition que le quotient sera entier, puisqu'un exposant doit l'être d'après sa définition. Si donc cette division n'était pas possible, on ne pourrait qu'indiquer l'opération par la notation des radicaux, et la simplification ne pourrait avoir lieu.
Ainsi y<i m pourra être représenté par a" quand m sera divisible par n, mais devra conserver sa première forme si cette division n'est pas possible.
Mais tant que m et n resteront indéterminés, on ne saura pas si — PSt entier, et, par conséquent, on devra s'interdire cette représentation des racines par la division des exposants. Cependant cette manière uniforme de représen-
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1er ces opérations offrirait tant de commodité, qu'il est naturel de chercher ■ quelles conditions on pourrait se la permettre.
Or, on a facilement reconnu que si l'on convient de désigner généralement ^a" par a", lors même que m n'est pas divisible par n, et qu'on traite ces exposants fractionnaires suivant les rofim.es règles que les exposants entiers, pour les opérations analogues, le résultat ainsi obtenu sera toujours la représentation du véritable résultat, dans ce même mode de notation.
Ainsi, par exemple, si l'on a à multiplier entre elles les
deux quantités représentées par a" et a*, il est facile de démontrer qu'en faisant la somme des exposants — j ->
prenant cette fraction pour ex-
posant de a, l'expression ainsi obtenue,
sera la représentation du véritable produit dans le même système de notation.
En effet, a", al représentent ÎV" et 'ija'.
Or, les règles pour le calcul des radicaux donneront, pour le produit de ces deux dernières quantités,
dont a est bien la représentation d'après la notation convenue.
On démontrera de même que pour effectuer la division de deux radicaux représentés par des puissances fraction-
n aires d'une même lettre, il suffira de soustraire l'exposant du diviseur de l'exposant du dividende, pour avoir la représentation du quotient des deux radicaux.
En effet, en considérant encore les deux radicaux fa" et yW, dont l'expression au moyen des exposants fraction-
la soustraction des exposants c
et l'exposant sera positif ou négatif, suivant que — sera plus
grand ou plus petit que -■
Or les radicaux proposés, réduits au même indice, donnent pour quotient
et, en effectuant la division indiquée, en soustrayant l'exposant du diviseur, et admettant les evposanls négatifs dans le sens convenu précédemment, le quotient deviendra
Or l'expression trouvée par la soustraction des exposants fractionnaires est précisément la représentation de ce résultat, en entendant que l'exposant fractionnaire indique la racine, de degré marqué par le dénominateur, de la puissance dont le degré est marqué par le numérateur, qui peut être négatif, et entendu alors comme nous l'avons dit pi'écûlc initient.
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Il e6t inutile que nous considérions le cas de l'élévation
de a" à une puissance quelconque entière ou fractionnaire,
positive ou négative, - pouvant lui-même être positif on
négatif. Il suffira toujours de chercher le véritable résultat, des opération!! ainsi indiquées, cl, d'uni: autre pail, d'effectuer sur ces exposants les mêmes opérations que l'on ferait s'ils étaient entiers et positifs : ou reconnaîtra immédiatement que l'expression trouvée par ce dernier procédé est la représentation exacte du premier résultat, dans le système de notation convenu, des exposants fractionnaires, positifs et négatifs.
Au moyen de cette nouvelle extension de la définition des exposants, on fera rentrer un plus grand nombre de formules en une seule; et l'on pourra envisager sous un même point de vue général des choses qui seraient restées séparées, malgré l'analogie qu'elles avaient entre elles. Or la science est d'autant plus parfaite, que l'on peut renfer-
à un même procédé général , pour l'exécution d'opérations définies de la infime manière par une extension analogue.
VARIABLES. - FONCTIONS. - CONTINUITÉ
174. On appelle variable uns quantité qui, non-seulement peut prendre des valeurs quelconques, comme on le suppose dans les formules générales, mais qui, par la nalurc même de la question, est considérée comme devant prendre successivement des valeurs différentes, tandis que d'autres quantités, quoique représentées par des signes généraux,
On appelle fond ion d'une ou de plusieurs quantités, toute autre quantité qui en dépend d'une manière quelconque, et varierait en même temps qu'elles.
Ainsi — 5 X-H a est une fonction de x; ^ — — est une fonction de a, b, cj 3' est une fonction de x\ a' est
Mais lorsque, dans une question, certaines lettres désignent des constantes, et certaines autres des variables, et qu'une quantité renferme les unes et les autres dans sou expression, on dit ordinairement qu'elle est fonction de ces dernières, parce qu'on la considère alors uniquement sous le rapport de sa propre variation.
CONTINUITÉ
175. On dit qu'une quantité varie d'une manière continue, lorsqu'elle ne passe d'une quelconque de ses valeurs à une autre quelconque, qu'eu passant par toutes les valeurs intermédiaires,
Une quantité qui dépend d'une variable, est dite fonction continue de cette varitihte , lorsque, cette dernière passant successivement d'une valeur à une autre d'une manière continue, la fonction prend des valeurs réelles correspondantes, qui varient elles-mêmes d'une manière continue. Il arrive souvent que cette condition ne soit remplie qu'entre certaines limites de la variable dont elle dépend, et qui s'appelle variable indépendante, parce que ses valeurs sont choisies arbitrairement.
Sous cette dénomination de valeurs, nous comprenons les quantités négatives aussi bien que les positives, et nous entendons que les opérations s'effcctueni suivant les règles des signes démontrées dans le cas des polynômes, et que l'ordre de grandeur de ces valeurs soit réglé comme il a été dit dans le chapitre XIX.
Ainsi, nous dirons qu'une variable est continue entre les valeurs — 4 "t — 7, lorsqu'elle ne passe de l'une à l'autre qu'en passant par toute valeur négative dont le nombre absolu est compris entre 4 et 7. El si les valeurs limites que l'on désigne étaient de signes contraires, comme par exemple ■+■ 3 et — 5, nous appellerons continue entre ces limites une variable qui ne passera de l'une à l'autre
termédiaires, d'après les explications données chap. XIX; et ces valeurs sont tous les nombres positifs compris entre 3 et zéro, le nombre zéro lui-même, et tous les nombres négatifs de o à — 5. C'est là ce que nous entendrons toujours par continuité; et c'est là ce qu'il faudra établir pour que la continuité soit démontrée.
176. Pour démontrer qu'une fonction qui, entre certaines limites de la variable, prend des valeurs réelles correspondantes à chacune de celles de cette variable, est continue, il suffit de faire voir que l'on peut faire croître cette
camxRB xxii. i 97 dernière par degrés assez petits pour que les changements correspondants de la fonction soient moindres qu'une grandeur désignée quelconque.
En effet, supposons d'abord que toutes ces valeurs soient de même signe; si cette fonction, dont on peut considérer les valeurs absolues seulement, n'était pas continue, il faudrait qu'elle passât brusquement d'une certaine valeur à une autre, qui en différerait d'une quantité finie; ce qui est absurde, puisque la variation de la fonction peut être rendue moindre que toute grandeur donnée. Donc, sous la condition admise, la fonction ne peut passer d'une valeur à une autre sans passer par toute valeur intermédiaire; elle est donc continue, soit que toutes ses valeurs soient positives, soit que toutes soient négatives.
177. Si la fonction passe du positif au négatif, et qu'il soit démontré qu'à partir de toute valeur de la variable entre les deux limites les accroissements de la fonction puissent devenir moindres que toute grandeur donnée, il est facile de démontrer qu'elle passera par toutes les valeurs intermédiaires entre deux quelconques de celles qu'elle peut prendre, les intermédiaires étant entendues comme nous l'avons expliqué, et zéro étant regardé comme compris entre deux nombres quelconques de signes contraires. Soient, en effet, -H A et — B deux des valeurs de la fonction F (x) ; prenons une quantité constante M plus grande que la plus grandi: valeur absolue des résultats négatifs que donne F (x) pour toutes les valeurs de x; les accroissements de la fonction M-t-F {x) pourront, d'après l'hypothèse, avoir des valeurs moindres que toute quantité donnée, et, par conséquent, celte fonction toujours posi-
qu'elle passera par toutes les valeurs intermédiaires entre les deux extrêmes M + A et M— B. Elle passera donc
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par la valeur M qui est comprise entre elles. Mais quand M-r-F(x) sera réduit à M, F (x) sera. zéro. Donc la fonction F (x) ne peut passer d'une valeur à une autre de signe contraire sans passer par zéro.
Maintenant, en partant de la valeur de x qui rend la fonction nulle, et considérant les valeurs toujours 'positives que celle-ci prend d'un côté, puis les valeurs toujours négatives qu'elle prend de l'autre, ou rentre dans le premier cas, où nous avons démontre la continuité. D'où se tire donc la conséquence générale suivante :
Si, à partir de toute valeur de x comprise entre deux limites déterminées, on peut donner à x un accroissement assez petit pour que la fonction prenne un accroissement moindre qu'une quantité désignée quelconque, cette fonction sera continue dans cet intervalle, c'est-à-dire qu'elle passera par toute valeur intermédiaire entre deux quelconques de celles qu'elle prendra, en entendant que les quantités négatives son) plus petites que zéro, et d'autant moindres que leur valeur absolue est plus grande.
Réciproquement, toute fonction continue jouit de la propriété que ses variations peuvent devenir moindres que toute quantité donnée, pourvu qu'on rende suffisamment petites celles de la variable dont elle dépend : car si la variation de cette dernière, à partir d'une de ses valeurs, tendait vers zéro sans qu'il en fût de même de la variation de la fonction, il en résulterait que celle-ci passerait brusquement d'une valeur à une autre qui en différerait d'une quantité finie, et que, par conséquent, elle ne serait pas
Donnons quelques applications simples de cette méthode pour reconnaître la continuité des fonctions.
178. Premier exemple, — Considérons d'abord la fonction ax™ de la variable x; a el m étant des quantités
CIUPITRE XXII. 19g arbitraires constantes, dont la seconde est un nombre entier.
Sï, à parlïr d'une valeur quelconque X, la variable augmente de A, ax'" augmentera de
Or chacun des termes de ce polynôme peut devenir moindre qu'une quantité quelconque î. En effet, prenant le terme général et exprimant qu'il est moindre que J, on aura l'inégalité
il suffira donc de prendre /i plus petit que la racine du second membre de cette illégalité.
On peut donc prendre pour h une valeur assez petite pour que chacun des termes de l'accroissement de ax" 1 soit au-dessous de S, et que, par conséquent, l'accroissement lui-même, qui se compose de m termes, soit au-dessous de mS.
Or mù sera au-dessous d'une quantité désignée e, quelque petite qu'elle soit, si l'on prend d< — Donc l'accroissement de m", correspondant à l'accroissement h donné à x, peut devenir plus petit que toute quantité désignée, en prenant h suffisamment petit : et, par conséquent, ax™ est une fonction continue de X.
Deuxième exemple. — Considérons maintenant
aoo 9CIEBCB des hombres.
un polynôme de degré quelconque en x,
ax" + ii~-' + ...-t-ii'+/j + «.
Il vient d'Être démontre' qu'on peut donner a lun accroissement assez petit pour que chacun de ses termes croisse d'une quantité moindre que toute quantité donnée; il en sera donc de même de l'accroissement total de la somme des m termes variables; et, par conséquent, tout polynôme dont les termes ne renferment que des puissances entières et positives de x, est une fonction continue de cette variable.
Remarque. — Nous avons désigné par x une quantité qui variait d'uue manière continue; mais elle peut être elle-même une fonction d'une autre variable: nous n'avons pas supposé autre chose que la continuité de la variable x, sans nous occuper de savoir si elle était dépendante ou indépendante.
180. Troisième exemple. — Démontrons maiutenant la coutinuité de la racine de degré quelconque n d'une fonction continue de x, désignée par X.
Soit h l'accroissement que prend X lorsqu'on donne à x un accroissement arbitraire ; d'après l'hypothèse, h pourra être supposé aussi petit qu'on voudra.
Soit h l'accroissement correspondant de i^X; on aura
v'xT/i = yx-f- i,
et il s'agit de démontrer que l'on pourra prendre A assez petit pour que h soit moindre que toute grandeur désignée.
Or, pour que cela ne fût pas, il faudrait admettre que quelque petit que fût fi, k serait toujours supérieur à une certaine quantité fixe s : et alors on aurait toujours
L'i ] I Z.'"J t, Ct
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ou, en élevant les deux membres à la puissance n,
inégalité impossible puisqu'elle doit avoir lien quelque petit que soit fi, et que le premier membre s'approche autant qu'on voudra de X, tandis que le second, qui devrait Être plus petit, est un nombre constant plus grand que X.
Donc k peut devenir moindre que tout nombre désigné, et, par conséquent, ?X est une fonction continue de x.
X désignant une fonction continue quelconque de x, peut être un polynôme
ou même ce polynôme élevé à une puissance entière quel' conque p; et l'on peut dire par conséquent, d'après ce qui vient d'Être démontré, que
(bj* 4- 6af*~' -t- . . . 4- te + u) p est une fonction continue de x.
181. Quatrième exemple. — Faisons maintenant l'application du même procédé à la fonction qui exprime le quotient de deux fonctions continues de x, que nous désignerons par X, Y.
La définition de la continuité exigeant que pour chaque valeur de la variable la fonction ait une valeur réelle déterminée, si nous considérons l'expression ^ ? il ne faudra prendre x que dans un intervalle où aucune de ses valeurs ne rendra nul le dénominateur Y; car alors l'opération indiquée par ^ n'aurait aucun sens par elle-même. On dit cependant quelquefois que la valeur de xqui rend Y nul
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donne une valeur infinie pour ^, voulant exprimer par là que celte fraction croit sans limite à mesure que x s'approche de cette valeur particulière; mais il vaut mieux employer ce langage, qui fait connaître la chose telle qu'elle est, plutôt qu'un autre plus rapide, qui fait croire qu'il y a une valeur pour le quotient d'un nombre par zéro, en ajoutant, ce qui ch .mssi iniiilelliphlc. que ce quotient est infini. Nous admettrons donc que Ton considère seulement la variable x entre deux limites telles, qu'aucune valeur comprise entre elles ne rend Y nul.
Cela posé, si à partir d'une quelconque (îo ces valeurs on augmente x d'une quantité qui pourra être aussi petite que l'on voudra, X cl Y varieront de quantités h, h qui, d'après l'hypothèse, pourront elles-mêmes devenir moindres que toute quantité donnée. La fraction qui était 5 deviendra
et sî l'on en retranche ^, on aura pour l'expression de son accroissement
Y A — Xjt
Or le numérateur de celte fraction peut devenir moindre que toute quantité désignée, et le dénominateur est aussi voisin qu'on voudra de Y". Si ce dénominateur était constant, il serait évident, par des raisonnements semblables à ceux que nous avons déjà faits, que la fraction peut devenir au-dessous de toute valeur désignée. Mais on remarquera que si h est positif, le dénominateur est plus grand que Je nombre constant Y', et que par conséquent la fraction est plus petite encore que dans ce cas où il serait admis qu'elle
chapitiie ïsii. "<>3 petit devenir moindre que toute quantité donnée. El si h est négatif, et qu'on désigne par t un nombre fisc, aussi petit qu'on voudra , h finira par être inférieur n e en valeur absolue, de Sorte que V -I- À" sera supérieur à T — £. Or le dénominateur étant plus grand que le nombre fixe Y (Y — e), la fraction en question est au-dessous d'une fraction qui a un dénominateur fini constant, et un numérateur qui peut devenir moindre que toute quantité donnée: il en est donc de même de la fraction qui est la différence de ^ * la valeur qu'elle prend quand x prend un accroissement suffisamment petit. Donc enfin ~ est une fonction continue de x, entre deux limites quelconques qui ne renferment aucune valeur de x qui rende Y nul.
i82. Cinquième exemple. — Considérons, pour terminer, la fonction exponentielle a", dans laquelle a esc une constante quelconque, et x une variable continue.
Si, à partir d'une valeur quelconque, x augmente d'une quantité A, l'exponentielle augmentera de a 1 * 1, — a' ou a 1 (a* — i), et pour que la continuité de a' soit démontrée, il faut prouver qu'on peut donner .à h une valeur assez petite pour que er — i soit inférieure à toute quantité désignée; car il en résultera que l'accroissement a' (a h — l) pourra lui-même devenir moindre que toute quantité donnée.
Or, si n 1 — i ne peut pas devenir au-dessous de tout nombre donné, il sera toujours supérieur à une certaine valeur fixe, que nous désignerons par e, et par conséquent on aura, quelque petit que soit h,
La quantité h, qui peut diminuer indéfiniment, peut être
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représentée par — i m croissant indéfiniment; et l'inégalité précédente s'écrira ainsi
et devra avoir lieu quelque grand que soit m.
En élevant les deux membres à la puissance ni, on devrait avoir
«>{. + .)-, quelque grand que fût m.
Mais on sait au eontraire qu'un nombre fixe plus grand que i, étant élevé à des puissances de degré indéfiniment croissant, le résultai peut devenir supérieur à tout nombre donné ; donc (i -+- e)'" ne peut rester inférieur à a, quelque grand que soit m. Donc enfin la différence a k — i peut devenir moindre que toute grandeur donnée, en prenant pour h une valeur suffisamment petite, et, par conséquent,
Remarque. — On fait souvent application de la proposition que nous venons d'établir dans le courant de cette démonstration, que, quand Ji leiid vers la limite zéro, l'exponentielle tend vers la limite I.
183. Nous avons admis qu'un nombre constant, supérieur à l'unité d'une quantité fixe t, aussi petite qu'on voudra la supposer, étant multiplié par lui-même un assez_ grand nombre de fois, peut donner un produit supérieur à tout nombre donné, quelque grand qu'il soit. On peut donner de celte proposition une démonstration si simple, que nous ne croyons pas devoir l'omettre ici.
II est d'abord évident que ces produits vont toujours en augmentant, puisqu'on passe de l'un quelconque an suivant en le multipliant par un nombre plus grand que l'uni lé. Et
ce dernier surpassant le préeédent du produit île celui-ci par le nombre constant e, il s'ensuit que la différence d'un produit au suivant va toujours en croissant. Or, quand même elle serait constante, et aussi petite qu'on "voudrait la supposer, en l'ajoutant toujours à cile-mfme elle pourrait dépasser toute grandeur : donc les puissances de degré entier de i + c peuvent dépasser tous les nombres. Et il en est de même si le degré est composé d'un nombre entier plus une fraction, puUqu'en se bornant au plus grand entier qu'il renferme, la puissance pourrait devenir plus grande que tout nombre donné, et que l'addition de la fraction à l'exposant augmente encore Je produit.
Tbéobeme I. — Si deux nombres p,q, substitués
bre d'une équation, donnent des résultats de signes contraires, il y a entre eux une racine de cette équation.
En effet, puisque le premier membre est une fonction continue de x, si l'on fait passer x de la valeur p à la valeur q d'une manière continue, quels que soient les signes de p et q, le premier membre de l'équation passera d'une manière continue d'une valeur k une autre de signe contraire, et par conséquent il passera par la valeur intermédiaire ïéro. La valeur de x pour laquelle il deviendra nul sera racine de l'équation proposée, dont nous supposons toujours le second membre égal à ïéro ; cl, par conséquent, celle-ci aura une racine réelle comprise entre p et q.
185. Lemme, — Si l'on considère un monôme Ax™ et un poljnôme de degré inférieur ax"~"+ bx~~°-' -f- . . . dont tous les termes sont pris avec le signe H- : >" il esïste
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une certaine valeur positive lelle, que si l'on fait croître x indéfiniment à partir de cette valeur, le monôme sera constamment plus grand que le polynôme; a° leur différence ira toujours en croissant et dépassera toute grandeur désignée.
i° Posons l'inégalité
(1 ) Aj*> aaf— + +
Si l'on divise les deus membres para^ 1- ", on en aura une nouvelle
et si l'une quelconque des deux est satisfaite par une valeur donnée à a:, l'autre le sera.
Si l'on fait croître x indéfiniment, le premier membre croîtra sans limite, et le second tendra vers la limite a. Le premier membre deviendra donc nécessairement plus grand que le second. Or, si celle condition est remplie pour une certaine valeur l de x, elle le sera à plus forte raison pour toute valeur plus grande, puisque, le premier membre de (a) croissant avec x tandis que le second décroit, l'excès du premier sur le second va en augmentant. La première partie de la proposition est donc démontrée.
a 0 Si l'on prend la différence du monôme au polynôme,
3) Ai- — (a**--t-*,r-~^-l-. , .),
ou
Le fadeur ar"~" croît constamment et sans limite avec x, et nous venons de démontrer que l'excès de À^" sur
le produit (4) et, par conséquent, son égal (3), croît constamment aï ce .r, et peut dépasser toute grandeur désignée.
Remarque. — Si le polynôme renfermait des termes négatifs, l'expression (3) devrait être augmentée de tous ces termes pris avec le signe -+- ; et, comme ils vont en augmentant indéfiniment avec x, an peut dire à plus forte raison que la différence du monôme au polynôme croit constamment à partir d'une certaine valeur de x, et qu'elle peut dépasser toute grandeur désignée.
186. Si au lieu de supposer que tous les termes du polynôme sont positifs ni de deai-ri indiiidres que le monôme, on les supposait tons de degrés plus élevés, l'inégalité
(5) Ax" > aaf"~ + bx~*~+' + ...
aurait lieu pour toutes les valeurs de x décroissant depuis une certaine valeur jusqu'à zéro.
En effet, celte inégalité entraine comme conséquence la suivante, qui l'entraîne réciproquement,
Or, quand x tend vers zéro, le second membre de cette dernière tend vers la limite zéro, et, par conséquent, deviendra plus petit que A. Et à partir de toute valeur de x satisfaisant à (6), jusqu'à zéro, le second membre diminuant constamment, l'inégalité (6} sera toujours satisfaite et, par »uite, l'inégalité (G). Si le polynôme renfermait des termes négatifs, l'inégalité (5), démontrée sans en tenir compte, aurait lieu à plus furie raison.
On peut donc énoncer celle proposition, dont les applications sont très-fréquentes et d'une grande importance :
Étant donnes un monôme Ax" et un polynôme dont tous
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les termes sont de degré supérieur à m, il existe «ne valeur déterminée de x telle, que toutes celles qui sont comprises entre elle et zéro, rendent le monôme plus grand que le polynôme.
Théorème II. — Toute équation de degré impair
dm nier terme.
Nous entendons toujours qu'on a fait passer tous les termes de l'équation dans un mûmc membre, de manière que le premier terme soit positif.
Cela posé, supposons d'abord le dernier terme négatif, et substituons successivement à -t zéro et un nombre positif qui rende le premier terme plus grand que la somme des termes négatifs, le premier membre sera négatif dans le premier cas, et positif dans le second. Donc, entre zéro et ce nombre, il y a une certaine valeur qui rend le premier memlire nul ; l'équation a donc une racine réelle positive.
Si le dernier terme est positif, la substitution de zéro à x donnera un résultat positif; cl l'on aura un résullat négatif en substituant à x un nombre négatif qui rende le premier terme plus grand en valeur absolue que tous les autres ajoutés en les prenant avec le même signe. Donc, entre zéro et ce nombre, il y aura une valeur de x qui rendra le premier membre nul; et l'équation aura une racine négative.
Le théorème énoncé est donc démontré.
188. TiiÉoakME III. — Toute équation de degré pair, dont le dernier terme est négatif, a deux racines réelles, l'une positive, Vautre négative.
En effet, si l'on substitue zéro à x, on trouvera un résultat négatif; si l'on substitue, tantôt avec le signe +, tantôt avec le signe — , un nombre qui rende le premier terme plus grand que la somme des valeurs absolues de tous les
CHAPITRE SSII
autres, les résultats auront le infime signe que le premier terme et seront par conséquent positifs. Il y aura Jonc une racine réelle comprise entre zéro et le nombre substitué, et une autre entre zéro et ce nombre pris négativement.
L'équation a donc deux racines réelles de signes différents, comme nous l'avions énoncé.
Le seul cas où l'on ne puisse pas affirmer qu'une équation ail une racine réelle, est donc celui où son degré est pair et son dernier terme positif.
TRANSFORMATION PROPRE A SIMPLIFIER LES CALCULS NUMÉRIQUES
189. Nous avons démontré que pour multiplier entre elles les puissances positives ou négatives, entières ou fractionnaires d'un même nombre, il suffisait de donner a ce nombre un exposant égal à la somme des exposants de tous les facteurs, en eflectuant celle opération suivant les règles ordinaires des signes et des fractions. Nous avons démontré encore que, pour opérer leur division, il fallait soustraire suivant les mômes règles l'exposant du diviseur de celui du dividende; et enfin que pour élever une puissance d'uu nombre ;'i une antre puissance positive ou négative, entière ou fractionnaire, ce qui comprend parconséquent l'extraction des racines, il fallait multiplier, en suivant la règle des sigues, le degré de la puissance donnée par le degré de la puissance demandée.
11 suffit de penser à ces propositions pour être frappé de l'avantage qu'il y aurait à représenter tous les nombres par les puissancesd'un même nombre, si cela était possible; car les opérations si pénibles quelquefois de la multiplication, de ladivision,de l'élévation aux puissances et de l'extractiou
ordre inférieur. Or il est facile de s'assurer que la chose est possible, et que pour élrc exécutée elle demande un travail, irèS'péniblu il est vrai, mais qui, fait une seule fois, servira à tous les hommes et à toutes 1rs générations de l'avenir.
En effet, nous avons démontré que a" est une fonction continue de cc\ et que, par conséquent, si x varie d'une
CHAPITRE XXIII
manière continue depuis une valeur quelconque a jusqu'à une aulre quelconque ë, a' passera par toutes les valeurs comprises entre a" et a . De sorte que si l'on suppose et qu'on fasse variera d'une manière continue depuis zéro jusqu'à des valeurs aussi grandes qu'on voudra, a' partira de l'unité et passera par tous les nombres entiers, fractionnaires ou incommensurables, depuis l'unité jusqu'à une limite aussi éloignée qu'on voudra.
Et si l'on donnait à x des valeurs négatives, depuis zéro jusqu'à une limite aussi grande qu'on voudra en valeur absolue, en entendant les exposants négatifs comme nous l'avons expliqué précédemment, a' variera d'une manière continue depuis l'unité jusqu'à une valeur aussi voisine
D'où il suit que a' peut représenter tous les nombres depuis la plus petite limite jusqu'à la plus grande qu'on
les valeurs entre deux limites suffisamment étendues, l'une positive, l'autre négative.
Si l'on avait supposé a<^ i , on arriverait à cette même conclusion; mais les nombres plus petits que l'unité correspondraient aux valeurs positives de x, et les nombres plus grands aux valeurs négatives.
190. Pour la réalisation de cette conception, dont on sent toute l'utilité, on remarquera d'abord que toutes les opérations se ramenant aux nombres entiers, il suffit de déterminer les exposants qui correspondent à ces derniers, quand on aura choisi la valeur particulière de leur base commune a.
Quant à ce choix, on a bientôt remarqué qu'ayant souvent besoin de multiplier ou diviser par des puissances de la base du système de numération, il serait utile que l'exposant correspondant à cette base fût le plus simple possible.
C'est pour cela "que l'on a choisi pour a la valeur même de la base du système de minier a lion.
On a aiusi formé une lablc à deux colonnes : la première renfermant tous les nombres entiers, depuis l'unité jusqu'à une certaine limite; et la seconde les exposants des puissances de io équivalentes aux nombres entiers correspondants. On a demné à ces exposants le nom de logarithmes : leurs valeurs ne peuvent être trouvées que par approximation, quand elles ne sont pas entières. JNous parlerons plus Ijid des procédés employés pour les calculer; nous nous bornons ici a constater leur existence.
Cette lalilc élan! supputée l'urinée, son usage se conçoit facilement. Si, par exemple, ou veut trouver le quotient de la division de deux nombres considérables, on trouvera dans la colonne des logarithmes ceux qui correspondent aux deux nombres, on retranchera celui du diviseur de celui du dividende , et l'on connaîtra le logarithme du quotient. Si ce dernier se trouve dans la colonne des logarithmes, on lira dans celle des nombres le quotient cherché.
Mais on a souvent à chercher le nombre correspondant
rithme d'un nombre qui n'y est pas compris. Les procédé» qu'on emploie à cet ell'et sont les mêmes pour les tables de toute espèce; ils n'offrent aucune difficulté théorique, et nous renvoyons ces détails aux Traités spéciaux.
Ml. J-a prcinièie rum rptiun oVi Io-ji ithinis était fondée sur une autre eonsidéi ation que cille des expressions exponentielles mais qui j redire au fond. Lu désignant par y un nombre quelconque, pur x son higaiitlimc et par a la base, nous avions entre r et y la relation
et l'on voit que si l'on donne à :c des valeurs en progression
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par différence commençai!! à zéro, les nombres y formerontune progression ;;éornctiii[Ue commênçant par l'unité. Orc'estpar celle propriété rpie le premier inventeur, Neper, a défini les logarillinies des nombi-es. 11 en a déduit les propriétés remaiipiiihlc- ijni (.induisent à la simplification des opérations. Nous n'insisterons pas ici sur ces détails intéressants, et nous reprend i ons celle question quand nous aurons exposé les premiers principes de la théorie des
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MÉTHODE DE TRANSFORMATION DES FONCTIONS ET DES ÉQUATIONS PAR CHANGEMENT DE VARIABLES.
192. Lorsqu'une fonction d'une certaine variable ne se prête pas facilement aux calculs qui ont pour objet la résolution d'une question, on peut se proposer de changer la forme de cette fonction; et à cet ellel,on la regarde comme dépendant d'une autre variable liée à la première par une relation qu'on peut se donner arbitrairement. La nature de cette relation est souvent indiquée par la question même; mais on a toujours soin d'y laisser certaines quantités indéterminées, afin que, la transformation étant opérée, on puisse profiter de celte indétermination pour simplifier le
Considérons, par exemple, une fonction F [x) de la variable x, et regardons-la comme dépendant d'une nouvelle Tariable y, dont les valeurs sont liées respectivement à celles de x par une équation que nous supposerons mise sous la forme
<j désignant une forme connue de fonction. Si l'on remplace X par cette valeur en y, F (x) deviendra
Et en effectuant les calculs on aura une certaine fonction de y qui jouira de la propriété que, quelque valeur a <ju'on y mette pour y, le résultai sera égal à celui que donneraitJFftf) si l'on y mettait pour x, Ç [a). C'est ce
□ igilized by Goo£
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qui est évident d'après la forme même de la fonction F [ç (y) ]. On a donc ainsi deux fonctions qui donnent les mêmes résultats pour toutes les valeurs des variables dont elles dépendent, qui sont liées l'une à l'autre par une relation connue; et, par conséquent, la connaissance de l'une est ramenée à celle de l'autre, et généralement tout calcul dépendantde l'une peut être ramené à un calcul dépendant de l'autre.
193. Si, par exemple, F (x) est le premier membre d'une équation dont le second est zéro, la fonction F[j (/}] prenant les mêmes valeurs que F (x) quand les valeurs correspondantes de x ely satisferont à la relation
ces deux fonctions deviendront nulles en même temps ; et, par conséquent, les racines des deux équations
scroot liées par cette même relation.
Appliquons ces considérations générales à quelques
i° Supposons d'abord que les valeurs correspondantes de x et j doivent avoir une dïflërence constante : l'équation x = f {y) deviendra
la fonction F (x) deviendra
et les valeurs de ces deux fonctions seront les mûmes, pourvu que les valeurs de X surpassent de h les correspondantes de /.
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Si maintenant on veut faire servir cette transformation à simplifier la fonction, on cherchera quelle valeur il faudrait donner à h pour y parvenir ; et si cela est possible, le changement de variable aura été avantageux.
Prenons par exemple pour F {x) le polynôme à expo-
A -t- B ar- + C x— : -+- . . . + T x + U ;
posant
on obtient, pour F [tf [y)],
a tr + '')-+ b [r + *r- + c Ir +^-+». + t (r + A) + u.
Développant les puissances du binôme (x + h) d'après la formule connue, et ordonnant par rapport à y, ce polynôme prendra la forme
+ [MpL) 1 , + B ( ffl -,)A + c]r-' + ...
AA" + B *"-'-(-.. ,+TA + U
et l'on remarquera qu'il est du môme degré en y que le proposé en x, que le coefficient du premier terme est le mime, et que le terme indépendant de y n'est autre chose que le polynôme proposé, dans lequel x esl remplacé par h, qui sera traité suivant les règles des signes s'il esl négatif.
Tous les coefficients des puissances de y, excepté le premier, dépendant de h, on peut donner à celte lettre une valeur qui annule l'un quelconque d'entre eux. Celui qu'il importe ordinairement le plus de faire disparaître est celui de la puissance la plus élevée, qui est la (m — i)'*™ ; et il faut pour cela poser ■
Amfi -t- B = o,
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Telle est la transformation propre a faire disparaître le terme de degré m — t .
Si le polynôme proposé est le premier membre d'une équation, le polynôme eny sera celui d'une autre équation dont les racines seront égales à celles de la proposée, diminuée; de la quantité fi; et en prenant h — — ' a nou " velle équation sera privée du second terme, ce qui est presque toujours d'une grande utilité.
19S, i" Propos on s- nous maintenant que les valeurs correspondantes de x et_r soient dans un rapport constant, ou que l'on ait x = ay, « étant une constante quelconque, positive ou négative, c'est-à-dire étant indépendant de x et y. La fonction F (x) sera changée en F (ay), et l'on entend qu'on effectuera les calculs suivant les règles ordinaires des signes, si a est négatif. Il est évident que si une valeur a mise poury donne un certain résultat pour F(sy), aa mis pour x dans F {x) donnera le mime résultat, en suivant les mêmes règles des signes.
Si, par exemple, on suppose que F (x) soit un polynôme de degré m, et doive être égalé à zéro, on aura l'équation
(l) ir+ B*~" + HTx + ïï = o.
La transformation que nous venons d'indiquer conduit à
{? ) Ao.-j- + Ba—y— ' -t- . . . ■+ Tay-+- V — o,
où les puissances de a doivent être formées en suivant les règles ordinaires des signes, et, à cetle condition, les racines de celte équation multipliées par a et traitées suivant ces
mêmes règles seront les racines de la proposée. Si a— — r, les racines de l'équation en y seront celles de l'équation en x, changées respect! vement de signes : et on voit que I 1 équation en y ne diffère de celle en x que par le changement de signe des termes de degré impair, et la substitution de la lettre y à x. 11 n'y aurait au reste aucun inconvénient à conserver la lettre x au lieu de y \ le changement de signe des termes de degré impair produirait toujours le changement de signe de toutes les racines, et le changement de signe des termes de degré pair produirait le même effet, car c'est à celle forme qu'on parviendra en changeant d'abord le signe des termes de degré impair, et ensuite de tous les termes.
Remarque. — Les deux transformations que nous venons de faire successivement pourraient être faites à la fois ; car poser d'abord x = z ■+- h pour avoir une équation eu s, puis poser z = ay, revient à poser x = ay-\-h; cl cette remarque s'applique également au cas d'une fonction variable, non égale à zéro.
1!H>. La dernière iransfui maiion que nous venons île faire sur une équation dont le piemicr nu mlire tM un polynôme F'iiiei et rationnel en x, peut senit U ramener la résolution Je toute équation de cette forme U celle d'une autre dont tous les .oeûVicnts soient entiers, et relui du premier terme égal â l'unité. Or cette dernière forme est irès-avantagcuse dans lu reclierehe des racine».
Pour opérer cette réduction, nous supposerons d'abord que les coefficients de l'équation (t) soient tous entiers, ce qui a pu être obtenu immédiatement par la multiplication de tous les termes.
Ayantobtenul'équation (a), on aperçoilde suite que si l'on prenait a = -, le facteur A du premier terme serait
CHAPITBB ixiv. 219 détruit, et il resterait pour dénominateur A m_1 ; et, comme les autres termes auront pour dénominateurs les puissances décroissantes de A depuis la (m — i)'*"", si l'on multiplie tous les termes par A"^', les coefficients seront tous cntiers, et celui du premier terme sera l'unité. On résout donc la question proposée en posant x= ^-
197. 3" Proposons-nous, pour dernier exemple, de transformer F {x) en une aulrc F (y) telle, que les valeurs de x et y qui donneront des résultats égaux soient les puissances d'un degré donné l'une de l'autre, ce degré étant exprimé par un nombre entier ou fractionnaire, positif ou négatif.
Il suffira pour cela de poser x=y", n désignant un nombre quelconque positif ou négatif, en l'entendant toujours comme il a été dit précédemment. La fonction Aey sera alors F (y" ); et s'il s'agit d'une équation, par exemple de l'équation (i), la transformée sera
A^"+ Bj*™""* -+- . . . -l- Tj- -h U — o,
et ses racines seront les puissances - de celles de l'équation {i}.
Si, par exemple, on suppose n = — i, on aura
et l'équation en y sera
A/"" + Bj— *'+ . . . +Tjr-' + V — o.
ou, en multipliant pat y,
Vy -t- V 1 + . . . -+- By + A = o.
Cette équatiou et la proposée (■) ont leurs racines respectivement réciproques les unes des autres.
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198. Remarque générale sur cette méthode. — Transformer uni; fonction ou une équation, c'est la ramener à une autre; c'est donc suivre la marche analytique. Le mode de transformation est m lii 11 ai rc, cl il csl possible que celui qu'on a choisi ne conduise pas à des questions plus faciles à traiter que la première ; quand on a reconnu qu'il en est ainsi, on l'abandonne et on en essaye un autre. Dans tous les eas, après avoir adopté un mode quelconque, on en développe les conséquences, et l'on tàrlic de parvenir à des questions qu'on sache résoudre, et d'où l'on déduira la solution de la proposée, en tenant compte autant que possible des solutions étrangères ou des solutions perdues.
La méthode suivie est donc encore ici l'analyse, telle que nous l'avons exposée au eommeucement de cet ouvrage, mais non l'analyse de ceux qui la font consister dans uns décomposition.
MÉTHODE IDES COEFFICIENTS INDÉTERMINÉS
199. Lorsqu'on «minait la forme d'une fonction de x, et qu'il n'y a d'inconnu que certaîues constantes qu'elle renferme, on elierclu' par les moyens ordinaires les équations qui résultent des conditions de la question; et lorsqu'on en a tiré les valeurs des inconnues, la fonction est
Dans beaucoup de questions ces constantes inconnues sont les coefficients des dilléreiiies puissances de polynômes, et dans ce cas on les appelle ordinairement des coefficients indéterminés. Les signes seront toujours entendus comme précédemment pour la généralité des résultats; nous nous dispenserons dorénavant d'en prévenir.
200. Pour eu donner un premier exempte, supposons qu'on veuille trouver le quotient de deux polynômes et le reste de la division. Soient ces deux polynômes ;
(i ) *» 4- Ax—- + Ba— ' + . . . + T* + U,
et
m étant supposé plus grand que n. Ou demande que le quotient soit poussé jusqu'au terme indépendant de x, et que par conséquent le, reste soit un polynôme de degré»—.
Le quotient et le reste auront respectivement les formes
, + Rj: + S.
Les inconnues et, S fi, M, . . . , S sont ce qu'on appelle des coefficients indéterminés; et pour avoir les ëVrualions qui en feront connaître la valeur, il suffit de se rappeler que d'après la manière dont s'obtient le reste de la division, si l'on fait le produit du diviseur par le quotient, et qu'on y ajoute le reste, la somme réduite sera un polynôme identique terme pour terme au dividende. C'est donc cette identité qui est la condition nécessaire et suffisante pour que les deux polynômes (3 ) ci (4) soient l'un le quotient, l'autre le reste demandé.
Le produit des polynômes (a), (3) renfermera les coefficients a, S, ... , y. au premier dei;ié seulement, el en y ajoutant le reste (4) on obtiendra un polynôme du degré m, dont les coefficients ne renfermeront qu'au premier degré tous les coefficients indéterminés du quotient el du reste. Égalant, comme nous avons dit qu'il fallait faire, les coefficients de ce polynôme aux correspondants du dividende (i), on aura m équations du premier degré entre les m inconnues *, 6,..., (i, M, N,..., S; c'est à la résolution de ces équations que le problème proposé se trouve ramené, et la forme de ces équations rend celte résolution extrêmement facile.
201. Si, au lieu de chercher le quotient et le reste, on avait voulu connaître les conditions pour que la division réussit exactement, le reste devant être léro, par la réduction des termes semblables, les coefficients désignés par M, îN, . .., 5 devraient être nuls, et le nombre des inconnues serait réduits m — n. Mais comme le nombre des équations
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à satisfaire est toujours m, il y aurait n équations de conditiou entre les coefficients A,*B, . .. , U, a, b, . .. , q; et ou les obtiendrait en éliminant a, . ., (/ entre les m équa-
Noils avons déjà traité cette question par un autre procédé dans le chapitre XVII.
202. Descaries, à qui l'on doit la première idée de cette méthode, y a été conduit lorsque, dans !» solution du problème. des langMiies par le calcul, il a eu à trouver les conditions pour qu'un polynôme de degré quelconque en x, admette un diviseur qui soit le carré d'un binôme du premier degré. Il a remarqué qu'il fallait pour cela que ce polynôme fut le produit d'un trinôme de la forme
par un polynôme de degré m ~ a de la forme
' + z jf- 1 -+- 6*—' 4- ... + >* -+- p,
a, 6, fi pouvant être des quantités quelconques. Il fait alors le produit de ce dernier par x* — aax -H o'j et, après la réduction des termes semblables, il égale les coefficients des dilférenles puissances de x à Ceux du polynôme proposé, ce qui donne m équations. 11 en élimine les »n~ 3 indéterminées a, S. . . , fi, et il reste deux équations qui ne renferment plus que a et les coefficients donnés. Si a n'est pas
laquelle doivent satisfaire les coefficients du polynôme pour qu'il ait un facteur du second degré qui soit un carré parfait. Si a était un nombre donné, il y aurait deux équations de condition entre les coefficients.
Descartes a encore appliqué cette méthode à la décomposition d'un polynôme du quatrième degré en deux facteurs du second. Nous renverrons au chapitre suivant la
solution de cotte importante question, qu'il s'était proposée pour la résolution des équations du quatrième degré.
203. Remarque. — La méthode des coefficients indéterminés s'applique n un grand nombre de questions diverses, et nous eu donnerons des exemples par la suite. Ce que nous en avons dit suffit pour que l'on comprenne bien en quoi elle consiste ; mais nous devons mettre en garde contre l'abus qu'on en peut faire et qu'on en a souvent fait. Nous avons dit générali-im-nl i|ii<: ]nnir qu'une question fût complètement résolue, il était nécessaire de. démontrer que les solutions trouvées renferment toutes celles que comporte la question, et n'en renferment pas d'étrangères; mais on se dispense souvent de faire celte démonstration, et malheureuse me ut elle est quelquefois bien difficile : tout ce que l'on peut dire alors, c'est qu'il ne faut pas ignorer l'imperfection de la solution, ni surtout chercher à la cacher à ceux qu'on instruit.
Dans la méthode que nous venons d'exposer, si la forme des fonctions cherchées n'était pas démontrée d'avaace, et qu'on se la proposât hvpothétiquemeut, il ne suffirait pas de déterminer les coefficients inconuus en faisant usage des conditions de la question. Cette détermination ne serait elle-même qu'hypothétique, et il n'y a aucune raison générale de croire que l'impossibilité de la forme supposée, serait annoncée par des contradictions dans les équations qui donneraient les valeurs des coefficients. 11 est toujours nécessaire de démontrer que les solutions trouvées satisfont bien réellement à la question proposée, et même de reconnaître si elle ne pourrait pas en comporter d'autres. Tout cela peut être pénible, mais il faut s'y résoudre, ou con- ' sentir à n'avoir résolu qu'imparfaitement la question.
RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DU TROISIÈME ET DU QUATRIÈME DEGRÉ
204. Nous avons démontré précédemment que la résolution générale des équations du second degré à une seule inconnue, pouvait eue ramenée à celle d'équations du premier degré. Nous allons faire voir généralement que les équations du troisième degré peuvent toujours être ramenées à celles du second ; et les équations du quatrième degré, à relies du troisième et du second. Malheureusement c'est là que s'arrête la possibilité des solutions générales; et pour les équations de degré supérieur au quatrième, on ne peut donner généralement que des procédés pour la résolution de cas particuliers.
ÉQLATIC1KS DU TROISIÈME DEGRÉ
203. L'éqnation la plus générale du troisième degré peut se mettre sous la forme
Avant de résoudre celte équation générale, considéronsen le cas le plus simple, celui où elle ne renfermerait d'inconnu que le seul terme x'.
Si l'on extrait la racine cubique de la valeur absolue du terme tout connu, et qu'on la désigne par a, l'équation pourra avoir, suivant le signe du terme connu, les ■ 5
deux formes exprimées de la manière suivante ^±o" — o.
Considérons d'abord
Le premier membre, étant le produit des deux facteurs
x — a et x' -+- ax ■+■ a', peut être égalé à zéro, soit en posant
soit en posant
La première équation donne la seconde donne
Le nombre quelconque n* a donc trois racines cubiques, l'une réelle, et qu'on sait trouver par les procédés indiqués précédemment, les deux autres imaginaires. Ces trois racines sont le produit de a par les trois expressions qu'on trouverait en faisant a s = i, c'est-à-dire par les trois racines cubiques de i qui sont
Ces deux expressions imaginaires, traitées suivant Jes règles indiquées dans le chapitre XX, donneront l'une et l'autre i pour cube.
Quant à l'équation
son premier membre, n'étant autre chose que le produit ne peut Être rendu nul qu'en posant
j + a = 0 OU l'-jr + fl'^Oi d'où l'on tire
x — — a ou i = ^±^p3;
ces trois valeurs sont les produits de a par les trois valeurs que l'on aurait trouvées en prenant a' = i; ce sont donc les racines de l'équation
ouïes racines cubiques de — I .
Ce qui montre que tout nombre négatif — a* a trois racines cubiques, qui sont les produits de ce qu'on appelle la racine arithmétique de ce nombre par les racines cubiques de — i , qui sont
206. Nous venons de trouver les racines cubiques des nombres réels, positifs ou négatifs; mais il nous sera encore nécessaire tout à l'heure de connaître toutes les racines cubiques d'une expression imaginaire de la forme a + b \l— i, et nous allons maintenant traiter cette question, c'est-à-dire résoudre complètement l'équation
x> = a + b <f^7, pour laquelle nous avons déjà démontré l'existence d'une racine de la forme a -|- ê V / — ï (chap. XX).
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Le polynôme x' — {a -+- h ^ — i) sera donc divisible par («-+- 6 V — i)) et le quotient re n farinera a -+- ê v" — i, comme le quotient dux 7 — «' par x-~ a renferme a, c'està-dire qu'il sera
El, d'après lout ce qui a clé ilil, si on l'égale à zéro, on trouvera deux valeurs pour x qui seront imaginaires, Je la forme p + q y'— i ; le polynôme x*— {a-hb^—i) srra alors déeomposiiblu eu n uis fadeurs, et ne pourra ûirc égalé à zéro que par les trois expressions qui annulent respectivement ces facteurs.
En effet, en égalant à zéro le facteur (n), on trouve les deux valeurs suivantes de x
L'expression a + b \ — i a donc Irois racines imaginaires de la mùme forme, et elle ne peut en avoir davantage.
En prenant pour a + S <{— ' l'une quelconque des U nis, on peut dire que a-k-b y — i a trois racines cubiques qui sont le produit d'une qunleoinjuc d'entre elles par les trois racines cubiques de l'unité.
Revenons maintenant à l'équation générale
Par une transforma lion très-simple que nous avons fait
réductible à la forme p + q v*— i.
i'+Ai'+Bi + C^o.
connaître dans le chapitre XXIV, on peul la débarrasser . du second terme; il suffit pour cela de poser
l'équation en y ne renfermera que la troisième et la première puissance de y . Supposant ilonc cette simplification opérée, et employant, suivant notre habitude, la lettre x pour représenter l'inconnue, le problème que nous nous proposons est de trouver toutes les solutions de l'équation suivante, où les coefficients peuvent avoir implicitement des signes quelconques, afin que les résultats puissent s'appliquer à tous les cas particuliers, (i) x> + p* + q = Q.
Nous allons chercher à ramener la détermination "de x à celle de deux parties, dans lesquelles nous le supposerons décomposé d'une manière indéterminée. F,t nous faisons cela avec la pensée que la suite du calcul pourra nous indiquer quelque moyen de profiter de cette indétermination pour introduire quelque simplification. On n'est pas absolument sùr que cette réduction sera avantageuse; mais elle peut être tentée, et l'on est presque toujours obligé de procéder
Posant donc
en entendant quej' et z peuvent Être quelconques, et substituant dans (i), on trouve, comme conséquence, avec réciprocité,
ou
Et comme les Sens indéterminées y et z ne sont tenues de
satisfaire qu'à cette seule équation, on peut établir entre elles telle autre condition qu'on voudra. On aperçoit de suite que celle qu'il convient de choisir est la suivante
(3] t r ,+p = o on =
Car l'équation (a) se réduira à
qui devra être satisfaite en même temps que (3); et réciproquement, si elles le sont, {a) le sera, et par suite (i). El, comme nous allons le voir, les deux équations (3) et (4) déterminent les valeurs de y et z ; d'où résultera, en les ajoutant, la formule générale de x qui satisfait à l'équation proposée (i).
Eu effet, l'équatiou (4) fait connaître la somme des cubes de y et z ; l'équation (S), donnant le produit de y et z, donne par suite le produit de leurs cubes : on connaîtra donc la somme et le produit de ces cubes, qui seront par conséquent les deux raoïncs d'uue équatiou du second degré connue; on connaîtra doue ces cubes, et, par suite, ces quantités mêmes, d'où x se déduira, en les ajoutant. Reste donc à effectuer le calcul que nous venons d'indiquer. Les équations (3) et (4) donnent
(5) r »-|-tf = -3,
et il est toujours entendu que ihdus cherchons des expressions positives ou négatives, réelles ou imaginaires, qui s.iii^fis.-ciiL .lux cqii.iiioiif, en effectuant les opérations suivant les règles tant de fois rappelées dans ce qui précède.
Maïs, avant d'aller plus loin, voyons si l'équation (6), qui se déduit de (3), l'entraîne réciproquement; sans quoi
le système (5), (6} renfermera il des solutions étrangères au système (3), (4) auquel la proposée a été ramonée. Or on reconnaît immédiatement que l'équation (6) peut être satisfaite sans que (3) le soit, parce quc£j a, comme toute quantité réelle ou imaginaire, trois racines cubiques différentes, qui sont, d'après ce que nous venons de voir, le produit de ^ par les trois racines cubiques de + ' qui sont i ,
Si donc nous désignons ces deux dernières par «, 6, on obtiendrait la même équation (G), si au lieu du (3) on avait l'une quelconque des deux suivantes,
Le système (5), (6) renferme donc, outre les solutions de la question proposée, celles de deux autres systèmes consistant en chacune de ces deux dernières équations, jointe à (5).
Résolvons donc d'abord lt système (5), {6) ; nous verrons ensuite comment nous débarrasser des solutions élran-
somme et le produit, seront les deux racines de l'équation suivante,
dont les valeurs sont
a V 4 27 Il ne reste donc plus qu'à extraire les racines cubiques de ces deux expressions, réelles ou imaginaires, et à les ajouter pour former la valeur de x. Mais pour chacune d'elles
il y a trois racines cubiques, et leurs combinaisons respectives donneraient neuf valeurs pour y ■+- z. Ces neuf valeurs sont les solutions des trois systèmes renfermés dans les équations (5), (6), et il nous sera facile de séparer celles qui conviennent à la question proposée.
Pour cela, nous considérerons successivement les trois hypothèses de ^ ■+■ ~ positif, nul ou négatif.
i° Supposons
désignons
Leurs trois racines cubiques seront respectivement, en désignant par a , 6 les deux racines cubiques imaginaires de -I- 1, et par y' A et J'El les ratines arithmétiques de A et B,
Les trois premières représenteront par-exemple les valeurs de y\ les trois autres celles de z. Mais le produit yz doit être réel d'après l'équation (3), et comme a, 6, a', ë' sont imaginaires, les seules combinaisons satisfaisant à (3) et donnant les valeurs cherchées de * qui satisfont à (i) se-
et l'on voit que la première seule est réelle.
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les deux valeurs de y i , z 1 ou de A, B sont réelles M égales. Les formules (8) se réduisent alors à
Les trois racines de l'équation (i) sont donc réelles, et deux d'entre elles sont égales, 3" Enfin, soit
L'expression (7} peut se mettre sous la forme m±«\' — 1. Représentant une des racines cubiques de m + ns/^i par fi-hJc^ — 1, une des racines cubiques de m — n y'— 1 sera h — h^l.
Les trois valeurs de y seront donc
et celles de z seront
A— iv'-— ï> «{* — *V Cr ï), G(A-*\Pï)-
Maintenant, pour former les racines de (1), il faut ajouter chacune dus valeurs de y, respectivement avec une valeur de z telle, quayz soit réel, comme l'exige l'équation (3). Et il est facile de voir qu'il n'y a encore que les combinaisons qui ont donné les formules (S), parce que dans le cas actuel le produit de h ■+■ kif^i par h — iV—
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étant h'-h A', est réel comme l'était le produit v'A y/B dans l'autre.
Los trois valeurs de x sont donc, dans ce troisième cas,
Elles sont donc encore (ouïes les trois réelles et inégales. Mais il ne faut pas oublier que pour obtenir la valeur de fi, il faudra chercher la racine réelle d'uuc équation du troisième degré.
208. Remarque. — Il est bon de remarquer que c'est la méthode analytique que nous avons employée pour résoudre l'équation
s? + px ■+■ q — a.
En effet, nous avons commencé par un changement d'inconnues, et nous .-ivoiis <léj;t dit que toute transformation était de l'analyse, puisqu'elle ramène une question à une autre. Seulement, pour que ce soit une analyse utile, il faut que la seconde question soit plus facile à traiter que la première : et c'est pour cela qu'on laisse toujours quelque chose d'indéterminé dans la relation entre les inconnues ou les variables, afin de pouvoir en profiler pour opérer quelque si m pli G cation.
RÉSOLUTION UES ÉQUÂTIOHS ni! OUATMÊME OEGHÉ.
209. Les équations du quatrième degré ont fourni à Descartes la seconde application qu'il ait faite de sa méthode des coefficients indéterminés.
Après avoir simplifié l'équation générale par la dispari-
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lion du second terme, et l'avoir ainsi réduite à la forme
ci '
il s'est proposé de décomposer le premier membre en deux facteurs du second degré, et de ramener par là la résolution de l'équation proposée à cello di; duiix éijualions du second
Pour cela, il regarde le polynôme (t) comme le produit de deux facteurs de la forme
f, g, h étaut des coefficients indéterminés, el les seconds termes de ces deux facteurs ayant été pris de signes contraires, pour que le terme en x' de leur produit fût nul. Ce produit
*'+(g-hh-f)x>- i -f{/i-g)x + gh étant identifié au polynôme (i), il en résulte les trois éijua-
gà = r.
La première et la troisième donnent l'expression de la somme et du produit de g cl h en f; elles sont donc les racines de l'équation
qui ont pour valeurs
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Ce sont là les deilï valeurs de £ et h. Les reportant dans la seconde équation, un obtient
0) /\/(/'"^ pY-\r~- 1,
ou, en élevant au carré et ordonnant par rapport à /, (4) /« + ^/M-(/-'-40/ , -S' = o-
Cette équation est du troisième degré, si l'on prend pour inconnue /*, et comme son dernier terme est négatif, elle a une racine réelle positive : d'où résultent pour f deus valeurs réelles et de signes uiinti aîres. Prenant l'une quelconque des deux, ce qui n'inllm- pas sur les valeurs trouvées de g et ?i, cl observant que l'équation (3) donne pour le radical qui entre dans leur expression une valeur réelle^, il s'ensuit que les trois quantités /, g, k seront réelles, et que le premier membre de l'éuualioii (i) sera décomposé en deux facteurs réels dn second degré. On ne pourra donc satisfaire à celte équation qu'en égalant l'un ou l'autre à zéro, ce qui donnera quatre valeurs pour x, que l'on tirera des deux équations suivantes,
Remarque
— On v<
à décomposer un p*
.lynôme
du quatrième degré en deux
facteurs du premier
ncr ainsi la résolution de l'é-
q nation générale di
i qualriè
me degré à celle du second.
Mais pour opérer
celle dét
omposilion qui ne se fait pas
qu'on se
propose comme un nouveau
problème auquel a,
i cherche à ramener le premier, on est
conduit à résoudre r.
on du troisième degré, c'est-à-
dire à une question
onnait la solution.
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Nous ne nous occuperons pas des détails auxquels donne lieu la discussion des formules : nous ne voulions que faire connaître l'esprit de cette belle analyse de Descartes, et dous ne parlerons pas de plusieurs autres méthodes ingénieuses pour réaiiudro cullu même question : on les trouvera exposées daus les Traités ordinaires d'Algèbre.
CHAPITRE XXVII
DES POLYNOMES DÉRIVÉS.
2H. Lorsque nom
i avons parlé de
la transformation des
ngement de vari
ables, nous avons si-
gnali! en particulier c
elle qui provient du changement delà
variable x en y -\-h,
ou simplement
en a; -H h. Si la fonc-
tion de x est le prcir
:ier membre d'u
ne équation, la nou-
vclle équation en y <
iu x a pour rati
nes toutes celles de la
première, diminuées de h.
Nous avons montré comment ce
changement de va-
fiable pouvait servii
• à simplifier ci
i polynôme, soit va-
riablc, soit égalé à '.
séro. Cette trai
i5formalion est utile
Jau.'. hi-iîucoup il'auli
es questions, et
particulière.
Nous allons nous c
ccuper du résul
tat de celle substitu-
lion, en nous borna..
ai fonction donnée est
un |iolvn6mc entier (
irdonnant le résultat
par rapport aux puissances ascendantes de h.
Soit donc la fonction
(i) A*- + B*— ' + hSi'+Ti-t-U.
Pour connaître la loi des coefficients des dinerenles puissances de h, lorsqu'on remplace x par x + h dans ce polynôme, il suffit de l'étudier dans un terme général Mi"; car le coefficient d'une puissance quelconque de A, provenant d'une somme de termes, est la somme de ceux qui sont fournis par ces différents termes.
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Or, d'après une formule connue, on a H (x -+■ hf= M £ar> 4- n-*—li 4- «""'A 1 H
et l'on voit sans peine que l'exposant de x diminue d'un terme à l'autre, depuis n jusqu'à zéro, tandis que celui de A augmente depuis zéro jusqu'à n ; que le coefficient de chaque terme se forme du précédent en le multipliant par l'exposant de x dans ce terme, et le divisant par le nombre des termes précédents.
Il est facile de voir d'après cela que la substitution de X-\-k'ax dans !e polynôme ( i ) donnera pour terme indé- [>pjn!;inl '■<:■ polvutiiiic lui-même, et pour coefficients des puissances ascendantes de h les polynômes suivants :
divisés, le premier par i, le second par t .a, le p ltm ' par i .3.3. . .p et le dernier par i . a. . .m.
Le premier de ces polynômes se nomme le premier polynôme dérivé du premier ( -) ; le second est le premier polynôme dérivé de ce polynôme dérivé, en suivant la même loi que pour obtenir celui-ci d'après le proposé; on le nomme le second polynôme dérivé du proposé : et ainsi de suite jusqu'au dernier.
D'après cela, si on représente le polynôme (i) par F (a:), et ses polynômes dérivés successifs, qu'on nomme aussi les
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fondions dérivées, ou simplement les dérivées de la fonclion F [r], par F' (*}, F" (*),..., F»(x), on aura la for-
j F(* + A) = F|*) + Jr u (*) + ^F"(.«)-r-...
212. La première dérivée F' 1» du polynôme F (a:), qui est le coeflicienl de la première puissance de /idans le développement de F (:e -f- /;}, peut ëire envisagée sous un autre point de vue qui nous conduira plus tard à une définition applicable à toutes les fonctions, même à celles pour lesquelles on ne saurait effectuer le développement dcF(x-i-h), et auxquelles par conséquent la définition précédente des dérivées m- pourrait être appliquée.
L'équation (?) conduit facilement à la suivante,
Or, il est évident que, si on fait tendre h vers la limile zéro, le second membre lend vers la limite F'(jt); le premier icnddonc aussi vers la limite F'{x), et l'on peut dire par conséquent que :
La première dérivée d'un polynôme est la limite du rapport de l'accroissement de ce polynôme à l'accroissement correspondant de la variable x, lorsque ce dernier tend -vers zéro.
Mais pour le moment nous restons dans la première définition, parce que nous ne nous proposons ici de considérer que des fonctions entières cl rationnelles de x, d'où elle lire son origine.
DÉRIVÉES DE QUELQUES FOHCTIOSS DE FOLTSÔMES DONNÉS
213. Lorsqu'on veut connaître la dérivée d'une fonction qui est le résultat d'opérations effectuées sur des polynômes donnés, et conduisant à un polynôme entier cl rationnel, on peut effectuer ces opérations et prendre suivant la règle indiquée la dérivée du polynôme obtenu.
Mais il est souvent utile de connaître la manière dont cette dérivée dépend des polynômes donnés ainsi que de leurs dérivées, et l'on n'y parviendrait pas ainsi. Cela peut d'ailleurs être plus simple, et c'est une question qu'il est important de résoudre.
Nous n'en considérerons que quelques cas très-simples, utiles pour la résolution numérique des équations.
214. Dérivée d'une somme. — Si l'on a la somme de plusieurs polynômes, pris avec des signes quelconques, et qu'on y substitue i + A à x, le coefficient total de h sera la somme de tous ceux qui proviendront respectivement de chacun de ces polynômes. D'où l'on conclut que la dérivée d'une somme de polynômes est la somme des dérivées de ces polynômes.
Il est bien, entendu que le mot somme est pris avec toute la généralité que nous lui avons donnée précédem-
213. Dérivée d'un produit. — Cherchons maintenant la dérivée du produit de plusieurs polynômes P, Q, R, . . . , dont nous représenter on s les dérivées respectives des différents ordres par P', Q', R',..., P\ Q",. Par la suhsti- '6
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tution de x-hhàx, ces polynômes deviennent P + P'A+p" +
Si l'on fait le produit de ces développements et qu'on prenne le coefficient delà première puissance de A, on aura,
d'après la définition, la dérivée du produit PQU ; son
expression sera
P-QR... -j-Q'PR...-(-R'PQ...
c'esi-a-dire que
La dérivée d'un produit est la somme des produits de la dérivée de chaque fadeur par tous les autres.
21l}. Si l'on avait
le produit POR. . . deviendrait P", m étant le nombre des facteurs. L'expression de Ja dérivée du produit PQR. . . deviendra raP" 1 " 1 ?'. Donc:
La dérivée de la puissance m'™' d'un polynôme P je forme en prenant la dérivée de P" par rapport à la -variai/le P, qui sera iuV~-', et la multipliant parla dérivée P' de P par rapport à x.
Si le polynôme P était un binôme du premier degré x — a, sa dérivée par rapport à x serait i, et par conséquent la dérivée de (x — a)" sera m [x — a)™ - *.
Si P était aj: — a, dont la dérivée est 3, la dérivée deP" ou de {ax — a)" 1 serait m (ax — a)"-'*,
Prenons encore pour exemple le produit
la dérivée sera
ou la somme des quotients du produit proposé par chacun de ses facteurs successifs.
SIS. Enfin, soil le produit
l— )■(— i]T<»-./..., que nous désignerons par X.
Considérons les facteurs P, Q, R, . . . comme étant respectivement
[m — r. ( — *K, C-tf,..., la dérivée du produi t X, ou X', sera
»{*-»)-'{*-*y>- cf...
+ P {*-&r'&—>Y[*-cf...
La composition de cette dérivée donne lieu à une re- ' marque importante. L'n facteur quelconque, du premier degré, par exemple (x — a), qui est facteur dans X à la puissance n, est facteur dans X' a la puissance n — i seulement. En effet, si l'on y met [x — a)" - ' en facteur, l'autre facteur se composera de deux parties, l'une qui aura en facteur x — a au premier degré, et l'autre qui sera
de sorte que ce second facteur ne s'annulerait pas par l'hypothèse x = a, et, par conséquent, ne serait pas divisible par \x — a).
La mémo chose pouvant se dire île tous les autres facteurs du premier degré de X, on en conelut ce théorème : La dérivée de X'/ient je meure sous Informe
Q étant un polynôme qui n'est divisible par aucun des facteurs du premier degré, x — a, x — b, . . . .
COMMENT LES DÉRIVÉES FONT RECONNAITRE SI LES FOBCTtONS SONT CROISSANTES OU DÉCROISSANTES.
219. Il est souïcdI utile de savoir reconnaîlrc dans quel sens varie une fonction lorsque l'on augmente la variable dont elle dépend, à partir d'une valeur donnée. Or c'est à quoi l'on parvient facilement au moyen des dérivées de celle fonction, que nous supposons toujours réductible à un polynôme, quand on effectue toutes les opérations indiquées.
Soit x la valeur à partir de laquelle la variable augmente d'une quantité indéterminée /i, à laquelle on pourra supposer un signe quelconque; et F [x) la fonction proposée.
Nous savons qu'on aura
d'où
V(x + h)~-E[x) = kF(x)+ iL F »(.r)+....
L'accroissement de la fonction, quand la variable passe de x ii x-\- /», est donc représenté par un polynôme ordonné suivant les puissances ascendantes [de h; et nous avons démontré que depuis une certaine valeur de À jusqu'à zéro, le premier terme AF'(i) aurait une valeur absolue
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plus grande que la somme de tous les autres, pris avec le même signe.
Il résulte de là que le second membre est une quantité de même signe que A F' [x). L'accroissement de la fonction, qui est F (x -h A) — F [x), est donc aussi de même signe que/iF'(a;). D'où résulte cette importante conséquence :
Un polynôme commence par varier lîani le mémo sens que la variable à partir d'une -valeur quelconque de x, lorsque pour cette valeur la dérivée est positive : il varie en sens opposé si la dérivée est négative.
220. Remarque. — Si, pour la valeur dex que l'on considère, on avaii F' (x) = o, le premier terme do l'expression do l'accroissement de la fonction serait
donc, depuis A = o jusqu'à une certaine valeur déterminée, le signe du polynôme serait le même que celui de A*F°( x), ou simplement de F" [x], puisque A' est nécessairement positif. D'où se tire celte conséquence :
A partir d'une valeur de x qui rend F' {.r) = o, un changement de la variable dans un sens quelconque produit toujours un changement de même sens dans la fonction; il est de même signe que F" (x).
Mais si F" {x) était nul ainsi que F' (x), l'accroissement serait de même signe que fi i F' l, {x). La variation de la
de la variable x; elle serait de même sens que celle de x, si F"(x) était positive, et de sens contraire si F*(:e) était négative. Des conséquences analogues se produiraient si la valeur du x annulait un plus grand nombre de fonctions dérivées consécutives.
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231. Lorsqu'une fonction de a: varie d'une manière continue, et que la variation de x à partir d'une valeur particulière a, dans l'un on l'autre sens, produit une diminution dans la valeur de la fonction, même lorsque cela n'aurait lieu qu'entre deux limites très- voisin es de a, on dit que pour cette valeur a de la variable la fonction a une valeur
Si. dans les infimes lircoustances, il y avait augmentation de la fonction au lieu d'unediminution, on dirait que la valeur de la fonction est minimum.
Il est facile, d'après ce qui précède, de ramener à la résolution d'une équation, la détermination des valeurs particulières de J' auxijurlh's r miTSjU'tulenl t-rs valeurs remarquables de la fonction, lorsque du moins elle est réductible à un polynôme entier et rationnel.
En effet, considéra»!, les valeurs de x cuire les deux limites dont nous avons parlé, qui comprennent une valeur a à laquelle correspond un maximum ou un minimum de F{x), on voit qu'en faisant passer x dune manière continue de la plus petite limite à la plus grande, la fonction, dans le cas du maximum, ira en croissant jusqu'à x = a et uédiatementàdécroître.DoncF(j:) a, et deviendra immédiatement né- 11 delà. La fonction F'(x), qui est continue, passe donc par zéro entre les deux limites; et cette valeur ne peut correspondre qu'à x = a, puisque pour les valeurs moindres elle est positive, cl négative pour tes plus grandes. L'în- . verse aurait lieu dans le cas du minimum. D'où l'on conclut celle proposition :
Les valeurs de x, qui rendent maximum ou minimum la valeur d'un polynâme, rendent nulle sa première dérivée.
aposmlju
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Il s'ensuit que si l'on no considère que des valeurs réelles pour la variable x, il faudra chercher les racines réelles de l'équation
et il ne restera plus qu'à s'assurer pour chacune d'elles si «Ile donne un maximum nu un minimum.
Et même il faut bien remarquer que* l'équation
n'étant qu'une conséquence nécessaire de la supposition que F (x) est maximum ou minimum, el que nous n'avons pas démontré la réciprocité, il est possible qu'elle renferme des solutions étrangères.
Soit donc a une racine réelle de celte équation, l'accrois, sèment de la fonction aura l'expression suivante :
et comme c'est à partir de a qu'on doit considérer les variations de x, et dans un intervalle qu'on pourra supposer aussi petit qu'on voudra, c'est pour des valeurs de k partant de zéro, entre deux limites de signes contraires et aussi petites qu'on voudra, qu'il faut étudier le signe de l'accroissement de F (a;).
Or, ce signe est le même que celui de A* F* (a) ou de F" {a), quelque signe qu'ait h. Donc on aura un maximum si F" (a)<o, et un minimum si F" (a) >o.
Maïs il n'y aurait ni l'un ni l'autre si l'on avait
et que F" (a) fût différent de zéro; car le signe du développement serait le même que celui du premier terme, ou
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de /i s F"'(o) , et par conséquent changerait avec le signe Je h. La valeur de a serait alurs étrangère au problème proposé.
Si cependant on avait en outre
le signe du polynôme serait celui de 7i'F" [a] ; il ne dépendrait donc pas du signe de h, et il y aurait maximum si l'on avait F"(.)<o, et minimum si F" [a] >o. On continuerait serablablemenl s'il y avait un plus grand nombre de dérivées à s'annuler pour x = a.
DE LA RÉSOLUTION" DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES
222. Le principal objet (les formules générales osl de dispenser de répéter dans chaque cas particulier les mêmes raisonnements et les mêmes opérations, cl d'indiquer seulement celles qui .sont indispensables. On conçoit cependant qu'il pourrait y avoir plusieurs formes sous lesquelles se présenterait l'expression générale d'une même chose, suivant la manière dont on aurait dirigé la recherche. 11 faut ihnis ci; cas choisir celle qui est le plus appropriée à l'objet qu'où a en vue, et qui peut n'être pas toujours le même. Et cette remarque s'applique non -seulement aux racines des équations, mais, comme on le pourra voir plus tard, aux résultats de questions d'un ordre beaucoup plus élevé.
Ainsi, nous avons vu que la formule des racines de l'équation du troisième degré, dans le cas qui semblerait le plus à l'abri de toute difficulté, dans le cas où ses trois racines sont réelles, se présente sous une forme imaginaire, que l'on démontre bien être réductible à une forme réelle, mais qui ne peut l'être qu'à la condition de résoudre une autre équation du troisième degré qui présenterait des difficultés analogues. Il est vrai que ce cas, qu'on appelle irréductible, est susceptible de transformations qui conduisent à des formes réelles ; mais c'est en introduisant des considérations géométriques, et en admettant la construction de Tables d'une très-difficile exécution.
Les équations du quatrième degré se ramenant au troisième, offriraient encore plus de difficultés à la réalisation
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numérique des formules générales. El on ne saurait beaucoup regretter de ne pouvoir obtenir de formules pour les racines des équations de degrés supérieurs au quatrième, parce que la difficulté du les appliquer ans ras particuliers ne ferait que s'accroître de ptusçn plus.
En conséquence, le problème général de la résolution des équations a dû se poser de cette manière :
« Étant donnée une équation d'un degré déterminé quelconque, dont les coefficients sont des nombres donnés quelconques, trouver des procédés généraux qui conduisent à la valeur exacte, ou aussi approchée qu'on voudra, de toutes ses racines. »
Pour découvrir ces procédés applicables à tous les cas particuliers, comme on en a déjà pour l'extraction des racines de degré quelconque, qui forme ni les cas les plus simples, il faut établir un certain nombre de théorèmes généraux, dont quelques-uns ont été démontrés dans les chapitres précédents.
223. La première question qu'il semble naturel de se faire, quoiqu'il ne soit pas indispensable de savoir y répondre, c'est si le problème qu'on se propose a toujours
racine. Cela a été démon tré pour les quatre premiersdegrésj mais en est-il ainsi pour les suivants, et peut-on affirmer que le problème difficile dont on se propose de trouver la solution est réellement susceptible d'en recevoir une.
Des théorèmes démontrés précédemment nous ont conduit à ces conséquences générales, que :
i° Toute équation de degré impair a au moins une racine réelle, de sigue contraire à son dernier terme;
a" Toute équation de degré pair, dont le dernier terme est négatif, a au moins deux racines réelles, l'une positive, l'autre négative.
Il ne reste donc d'incertitude que pour les cas d'une équation Je degré pair dont le dernier terme est positif.
Or on est parvenu à démontrer qu'une équation de degré quelconque, à coefficients réets ou imaginaires de la forme a + &Y — i, peut toujours être satisfaite en substituant à l'inconnue un nombre réel, ou une expression imaginaire de cette même forme; les calculs étant toujours effectués suivant les règles convenues, et rappelées tant défais.
De cette proposition, dont la démonstration n'offra
nous devons nous borner à énoncer, résulte cette conséquence :
« Toute équation de degré quelconque m, à coefficients réels ou imaginaires, a m racines réelles ou ima-
« Tout polynôme de degré m, il coefficients réels ou imaginaires, est dccomposable, et d'une seule manière, eu m facteurs du premier degré ayant pour premier terme x, et pour second un nombre réel ou une expression imaginaire. »
En effet, toute équation de degré m ayant une racine a, réelle ou imaginaire, son premier membre sera divisible
cieuls réels ou imaginaires de la forme a -+- b v 7 — t . Ce quotient égalé à zéro aura nécessairement une r.acïne b d'après le théorème général,; il sera donc le produit de x — b par un quotient de degré m — ï. En continuant ainsi on parviendra à décomposer le premier membre en m facteurs du premier degré; d'où il suivra que l'équation aura m racines, réelles ou imaginaires, égales ou inégales : et nous avons démontré qu'elle ne pouvait en avoir un nombre plus grand, et que le polynôme quelconque qui forme son pre-
mier membre ne pouvait être décomposé que d'une seule manière eu facteurs du premier degré. '
225. Mais ces propositions ne sont pas indispensables pour procéder à la recherche des racines d'une équation quelconque, parce que les méthodes qu'on emploiera à cet effet entraîneront la démonstration quand elles réussiront ; ci si elles ne réussissent pas, la certitude qu'il y a une solution ne la ferait pas mieux trouver, et ne pourrait être utile qu'en donnant plus de confiance cl, par suite, plus de ténacité dans la recherche.
22C. Les plus grands géomètres se sont occupés de la résolution des équations numériques. Nous ne nous proposons pas ici de faire connaître avec détail les procédés qu'ils ont découverts; mais nous ne pouvons non plus nous dispenser d'en indiquer l'esprit, et d'en signaler en peu de mots les avanlagcs et les imperfections. \uus renverrons pour les détails et les démonstrations aux Traités spéciaux et aux Mémoires originaux.
Lcsracincs se partagent d'abord en deux classes distinctes, les réelles et les imaginaires.
Les réelles se partagent elles-mêmes en deux classes : les racines coin me n su râbles cl les racines incommensurables. Quanta leurs signes, il suffit de s'occuper de celles qui sont positives, parce que les racines négatives s'y ramènent, comme nous l'avons vu, en changeant x en — x.
227. Racines commc.nstirabUs. — La recherche des racines conimensurables n'offre aucune difficulté. Elle se ramène d'abord à celle des racines entières des équations. En effet, par une transformation qui n'a d'autre effet que de multiplier toutes les racines par un certain nombre entier, on ramène la résolution de toute équation dont les coefficients sont commensurablcs a celle d'une autre équa-
lion dont lous les coefficients sont entiers, cl le premier égal à l'unité. Or on reconnaii Facilement qu'une équation de celte forme ne peut Être satisfaite par un nombre commensurable non entier : toutes ses racines comme usurab les sont donc entières, et si l'on peut les trouver on connaîtra toutes les racines r o m me n su râbles de la proposée, en divisant les premières par un nombre entier connu.
La question, étant ramenée à la recherche des racines entières d'une équation, est devenue très-simple. En effet, toute racine entière doit diviser lu dernier terme, et, par conséquent, il n'y a qu'à essayer successivement lous les diiiseurs de rc nombre. >n réduisant ns essais au plus petit nombre possible. Nous n'e n dirons pas davantage sur ce point, et nous admettrons^ que timti'S les racines Kiiumrnsurahles de l'équation prop >sée uni été truiiïécs. et qu'on a divisé sou premier membre par les fat leurs du premier degré en x qui leur ("orrespotulent. Kt apri*s rette diviiion (in peut riinire «iJïfr À Ici iivmis rarim s iimnk i .lii i.l le quotient, auquel cas ou supprimerait les nouveaux facli urs correspondants; et l'on continuerait ainsi jusqu'à ce qu'on soit bien assuré que toutes les racines corn m en su râbles simples ou multiples ont été enlevées de l'équation.
Il ne reste plus alurs qu'à chercher les racines incommensurables, ce qui offre des difficultés beaucoup plus grandes.
228. Racines incommensurables. — Quelque marche qu'on suive dans celte recherche, on commence toujours par tacher de séparer toutes les racines, c'est-à-dire de trouver pour chacune deux nombres qui la comprennent entre elles, et n'en comprennent aucune autre. Si l'on y parvient, il existe divers procédés certains pour resserrer indéfiniment ces limites, et par conséquent pour connaître chaque racine à aussi peu près qu'on voudra. La première question à résoudre est donc la séparation «les racines.
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Lagrange est ic premier qui l'ait résolue d'une manière rigoureuse, Ilformu une étjualiou qui ait pour racines toutes les différences deux à deux de celles de la proposée, supposées toutes inégales, ce qui est possible parce qu'on a des procédés généraux pour ramener lous les cas à celui-là; et il prend une limite inférieure de ses racines. Celle quantité étant moindre que la différence des racines les plus rapprochées, dans la proposée, si l'on substitue dans son premier membre des nombres croissant par degrés égaux à cette limile, on ne pourra passer par-dessus deux racines; il ne pourra y en avoir qu'une seule comprise entre deux nombres consécutifs, et quand cela arrivera on en sera averti par la différence des signes des deux résultats. Si
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n parlant do la lim
ite inférieure des
:s positives de la
proposée, jusqu'à
i la limite supé-
-, toutes les racii
. séparées; el ce
;s seules dont il s
)ccuper, puisque
les ra,
:ïnes négatives so
nt au signe près les
racines positives
de l'équation déduite de la proposée en changeant x en — x.
Pour la commodité, tant des substitutions des nombres cquidifférenls que des calculs qui suivront, Lagrange divise loules les racines par la différence de celle progression; les différences des racines, se trouvant divisées par ce même nombre, seront plus grandes que l'unité, et il suffira de substituer la suite des nombres entiers.
Les racines étant séparées, il les considère toutes successivement, cl y applique le procédé suivant :
Si a et n ■+- 1 désignent les deux nombres qui comprennent une seule de ces racines, on posera
l'équation en y sera du même degré que celle en X, mais
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elle n'aura qu'une seule racine positive plus grande que l'unité; il sera donc facile de trouver les deux nombres entiers b et b -$- 1 entre lesquels elle est comprise. On posera alors
L'équation eu y' sera encore du même degré que celle en y et que celle en x, mais n'aura qu'une seule racine posilive plus grandi; que l'unité. Désignant par c et c + i les deux nombres entiers consécutifs entre lesquels elle est comprise, on posera
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Mais la recherche de l'équation aux différences, ou aux carrés des différences, est très- laborieuse, et l'on a cherché avec plus ou moins de succès à l'éviter. La pratique y a
gagné dans bien des cas ; mais les incertitudes inévitables des nouveaux procédés otent à la méthode celte netteté ut cette précision qui distinguent celle de Lagrangc.
229. Fourier a donné des moyens généraux très-simples pour reconnaître si deux nombres donnés ne comprennent
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naître combien il peut au plus y en
avoir de comprises,
mais m albeureu sèment il peut y e
moindre. Si cela est, la différence de c
:es deux nombres est
un nombre pair, et indique autant de
racines réelles man-
quant dans la proposée; par ce moyc
chercher des racines dans les interva
qu'il ne pouvait y en avoir.
Pour opérer la séparation des racïi
ies qui peuvent être
dans un certain intervalle, il emploie
; des procédés d'une
exécution facile, mais subordonnés i
lux résultats immé-
riques successivement obtenus, et dont il n'est pas possible
de bien préciser l'effet. Lorsiju'il es!
. parvenu à séparer
toutes les racines réelles, les procédés
t pour approcher in-
défi ni ment de chacune d'elles compoi
■lent aussi quelques
tâtonnements et essais, dirigés il est v
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rigueur. Quand la recherche est arrivée à un certain degré bien défini, la méthode d'approximation qu'il emploie est celle de Newton, mais considérablement perfectionnée, tant sous le rapport de la rapidité que des moyens de s'assurer des limites de l'erreur. Cette méthode, que Newton n'a appliquée qu'aux équations à une seule inconnue, mais qui pourrait l'être à toutes les équations en nombre quelconque, dont on connaît des solutions suffisamment approchées, consiste à substituer aux inconnues ces valeurs approchées respectives augmentées de quantités indéterminées, qui dans le cas que l'on considère doivent avoir
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des valeurs très-petites. D'après cela, on peut se croire en droit de négliger les puissances de ces inconnues, supérieures à la première, el leurs produits les unes par les autres; de sorte que la question est ramenée à la résolution d'équatious du premier degré. C'est là le procédé employé par Hewton, mais sans aucune des garanties et des moyens d'abréviation que renferme la méLhode de Fourier, qui sous tous ces rapports n'a point encore été surpassée.
230. L'important LliiWèmc de Fourier sur le nombredes racines qui peuvent être comprises tu ire deux nombres donnés, est d'une application très-facile, el comprend même, comme cas particulier, la célèbre règle des signes de Descarlcs. Mais il a comme celui de Descartes l'inconvé-
vent n'existent pas, et de donner lieu ;i beaucoup de calculs inutiles, avant qu'on parvienne à reconnaître leur absence. Celle lacune dans la théorie de cet illustre géomètre devait Être comblée de son vivant, et, comme cela était assez naturel, par un de ses propres disciples.
231 . Sturm, qui avait connaissance, comme il le dit luimême, non-seulement des Mémoires publiés par son mailrc,
par conséquent juger avec précision ce qui manquait à la théorie, cherclia d'abord à bien reconnaître ce qui empêchait Fourier de pouvoir assigner le nombre exact des racines comprises entre deux nombres donnés, et ne permettait d'en indiquer avec certitude qu'une simple limite. Ayant reconnu la cause, il chercha à y remédier en substituant aux fonctions dérivées employées par Fourier, d'autres polynômes irès-dilïérents, qui n 'offraient plus le même inconvénient. F,t alors, imitant, comme il le dit avec naïveté, les démonstrations de son maître, il est parvenu à la découverte du théorème qui porte son nom, et qui permet ■7
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d'assigner le nombre c\act des racines comprises dans un. intervalle donne.
Malheureusement l'application de ce théorème n'est pas aussi facile que celle du théorème de Fourier; les calculs sont très-longs, par conséquent exposé» ïi des erreurs qui pourraient infirmer les conséquences : on peut Lien quelquefois les éviter par des remarques particulières, niais tout le monde ne peut pas les faire, et on a besoin de procédés que tout le monde puisse employer avec le même succès. Il est vrai que ces longs calculs pourraient servir dans le ras où on appliquerait la théorie des racines égales : mais enfin, pour le but même que se propose le théorème, le grand avantage qu'il procure est quelquefois acheté un peu
Pour procéder à la séparation des racines réelles, sup-
nombres successifs o, i, 10, 100,. . . jusqu'à la limite supérieure, et on ne s'occupera que de ceux de ces intervalles où il s'en trouvera. Supposons, par exemple, qu'il y en ait trois entre i et to. Ou essayera le nombre moyeu 5 et on saura combien il y aura de racines entre i et à, et par suite entre 5 et 10. S'il y en a une dans l'uu des intervalles et deux dans l'autre, on ne s'occupera plus que de la séparation de ces deux : et pour cela on essayera le nombre moyeu, et on continuera ainsi jusqu'à te que les trois soient séparées.
Ce procédé pourra exiger beaucoup d'essais, s'il y a des racines qui aient eutre elles une très-petite différence; mais
beaucoup, sans compter que si on ne faisait pas usage de celui de Sturm, on ferait des essais innombrables dans des intervalles où il n'existe aucune racine. Les racines étant séparées, on procéderait à la recherche de leurs valeurs approchées au moyen do la méthode de Fourier.
Nous n'avons fail qu'indiquer imparfaitement ces remarquables méthodes, parce qu'il faudrait trop de développcnients pour les faire bien connaître, et que cela sortirait même des bornes qu'on s'impose ordinairement dans les Traites spéciaux d'Algèbre. C'est dans les ouvrages mêmes des auteurs qu'il faut les étudier : et nous devons d'autant plus nous en dispenser qu'elles n'offrent aucune difficulté fondamentale, el qu'on en saisît immédiatement l'esprit. Toutefois, il était nécessaire d'en dire quelques mots à cause de leur importance théorique et pratique.
232. fiacines imaginaires. — Nous savons que les équations dont le premier membre est un polynôme à coefficients réels, ou de In forme a -J-6 v'— i, ne peut avoir que des racines réelles, ou de la forme a + S \/ — i, et que le nombre de ces racines est égal au degré de l' équation, en tenant compte du degré de multiplicité des racines.
Cela posé, si l'on cherche les racines de cette forme, il suffira de substituer à x^y-i-zy — i dans l'équation, et d'égaler à zéro la partie réelle et le coefficient de <J — i . On aura ainsi deux équations entre r et z, dont il faudra chercher les solutions commune! réelles. Nous nous bornerons sur ce point à celle simple indication.
La résolution de deux équntidiis ;'i deux inconnues, à laquelle on est ainsi ramené, se l'ait ordinairement par l'élimination de l'une des deux, ce qui exige des calculs trespénibles et des discussions très-épi ncuscs, venant du défaut de réciprocité dos problèmes successifs auxquels on est ramené. Cette question est traitée avec détail dans les ouvrages spéciaux; mais nous croyons d'autant plus pouvoir nous en dispenser que, pour la résolu) ion des équations numériques, nous avons entendu Fouricr déclarer positivement que la méthode d'élimination ne devait pas être em- •7-
ployée j qu'il fallait approcher en même temps des valeurs de toutes les inconnues; et que la seule méthode à employer élait telle de Newton, étendue à plusieurs inconnues, et perfectionnée pour ce cas comme elle l'avait été pour le cas d'une seule inconnue. Malheurcusemen t les idées de ce grand géomètre sur ce point important n'ont jamais été publiées.
Lorsque l'on aura étudié 1rs principales théories de la Géométrie élémentaire, et de l'application réciproque que l'on peut faire de celte science et de celle des nombres, on pourra revenir sur la résolution des équations numériques et sur quelques autres questions que nous n'avons fait qu'indiquer, parce que leur solution est considérablement facilitée par les seeours que la Géométrie peut prêter à la science des nombres.
CHAPITRE XXÏX
QUELQUES PROBLÈMES AYANT POUR OBJET LA DÉTERMINATION D'UNE FONCTION, D'APRÈS UNE PROPRIÉTÉ CARACTÉRISTIQUE .
233. Eulcr, cherchant à étendre la formule du binôme à un exposant quelconque, a été conduit à celte question : Trouver une fonction y satisfaisant à la condition que, quelles que soient les valeurs des variables x, y, on ait
Dans une autre question, Lagrange s'est proposé de déterminer une fonction <f par cette autre condition
Les solutions dn ces grands géomètres laissaient à désirer sous le rapport de la rigueur; mais Caucliy, dans son Cours d'analyse algébrique, en a donné qui sont exemples de toute difficulté, et que nous présenterons avec de légère» modifications.
Problème I.
234. Trouver la forme la plus générale de la fonctionréelle <f qui jouit de la propriété qu'on ail, quelles que soient les valeurs réelles de x, y t
(i) fMî(;)-^+j].
La marche que nous suivrons sera analytique, par voie
muni do nouvi lli's propriétés dont doive jouir litulr fouclioo i[uî satisfait â (i); en d'autres termes, admettant qu'une fonction ç satisfasse à (i), nous en déduiront des conséquences, jusqu'à ce que nous pHrvcnions à mounaître qu'elle satisfera à quelque condition constituant une nouvelle question qu'on puisse résoudre.
Nous saurons seulement, d'après les méthodes générales exposées précédemment, que toutes les fondions satisfaisant à la condition (i) sont renfermées parmi celles qui satisferont à la dernière; niais que celle-ci peut en renfermer d'étrangères, si l'on n'a pu s'assurer di- la réciprocité. Il restera donc à les reconnaître et s'en débarrasser, s'il est pot si Lie.
Nous remarquerons d'abord que si une fonction satisfait à (i), quels que soient y et x, clic y satisfera quand on prendra y égal à x, et par conséquent satisfera à la sui-
fMîW = ,M ou T W=f(w).
De même clic satisfera à (1) eu prenant j- = ix, ou à et, d'après la précédente, à
Continuant ainsi de prendre pourj- des multiples successifs de x, on arrivera à
{*) tW-^ïH.
m représentant un nombre entier quelconque.
Ainsi toute fonction satisfaisant à la condition (i) satisfera à (a); et, par conséquent, si l'on déterminait toutes les
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solutions de cette dernière, elles renfermeraient celles de la proposée, mêlées peut-être avec des solutions étrangères.
Mais nous allons démontrer que la fonction cherchée doit satisfaire n (i) , non-seulement pour les valeurs entières et positives, mais pour toutes les valeurs réelles de m.
D'aliord l'équation (2) montrant que la fonction 9 (arj se trouve- élevée à la puissance m, quand on multiplie la valeur arbitraire de la variable x par m, il s'ensuit qu'en divisant la variable par un nombre entier m, on obtient la racine m u "* de la fonction. Car, partant de la valeur £ de la variable, et par suite de la valeur f (^j de la fonction; si l'on multipliait la valeur — par m, on aurait la puissance m de y I — )• Or on trouve 9 (.r) en opérant ainsi
sur la variable; donc f {x) est la puissance m ,! ""dc<f
On peut passer de là à la multiplication de la variable par un nombre rationnel quelconque -■
et, par suite,
Eu effet,
d'après ce qui vient d'Être démontré; et si l'on multiplie par p là valeur ^ de la variable, on élève à la puissance p la fonction ; donc
Et, par conséquent, la fonction cherchée (luit satisfaire à l'équation (a), quel que soil x, et pour toute valeur positive commcusurable de m, et par conséquent aussi pour toute valeur incommensurable.
Pour démontrer qu'elle y satisfera encore pour toute valeur négative de m, il faut d'abord connaître l'effet produit sur la fonction par le simple changement de signe de la variable. Pour cela, on fera^ = — x dans l'équation {i}, qui devient alors
?»f(-*) = t(o}i et pour connaître ç (o), on fera j ' = o dans (i), ce qui donnera
et, par suite,
d'où résulte
'!— '=ÏPÏ
Cela posé, soît n étant un nombre quelconque positif, on aura
>'-"> = îî=i',
et, d'après l'équation (t) démontrée pour m positif, on aura Donc
f f-»)-f(-ï-" ou i( m *)= T (*y-,
pour toute valeur négative de m, les exposants négatifs étant entendus dans le sens expliqué précédemment.
On peut conclure Je tout cela que toute fonction qui satisfera à l'équation (i), quelles que soient les valeurs réelles de x, j, satisfera, quelles que soient les valeurs réelles de x et m, à l'équation (a) qui est
fW= ,{■•*)■
Elle satisferait donc aussi à la suivante, ,(»,)'=?{■"'<).
et, par conséquent, à celle-ci
qui équivaut h
T (*) = T ( m r=[ T (- n pJ. ■
La fonction f (x) ne peut donc être que la puissance x d'une quantité indépendante de x, qu'on appelle ordinairement une constante, relativement à x, parce qu'elle peut conserver la même valeur quand x varie.
11 ne reste donc plus qu'à connaître la valeur de cette
constante <b {m) m , que nous désignerons par a, et à s'assurer s'il n'y a pas de solutions étrangères.
11 suffira pour cela de substituer a', a-' et a J+ ■' , à <J [x), f [y)' 9 (*+ y)-* el vo ' r ce 1 ue 'f 0 ' 1 utre a pour que la condition (i) soit remplie. Or elle l'est identiquement, quel que soit a. La solution de la question proposée peut donc être ainsi exprimée ;
La fonction la plus générale qui satisfait à la condition (i) est l'exponentielle a 1 , dont la base a est quelconque, mais indépendante de la variable X.
Si l'on avait des données particulières sur la fonction œ (x), la constante a pourrait se trouver déterminée:
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comme, par exemple, si l'on connaissait la valeur qu'elle doit avoir pour une cerlainc valeur de X.
PROBLÈME H
233. Déterminer la fonction tj par la condition que l'on ait, quelles que soient lesvaleurs réelles de x et y,
La suite des raisonnements est tellement semblable dans ce problème et dans le précédent, que nous ne forons en quelque sorle que les rappeler.
Ainsi, en faisant sucres:, i veinent ) éijal ans multiples entiers de x, ou aura, pour toute valeur entière et positive
Toute fonction <f satisfaisant, quels que soient x et j-, à (i) devra donc satisfaire à (a), quel que soit x, pourvu que ni soit entier et positif.
On démontrera, comme dans le cas précédent, que celte fonction devra satisfaire a (a) pour toute valeur positive de m; et ensuite pour toute valeur négative, cl par conséquent pour toute valeur réelle de m aussi bien que de or.
Elle satisfera donc à la suivante,
et, par suite, a celle-ci
qu'on peut mettre sous la forme
La fonction cherchée est donc renfermée dans la forme
générale ax, a désignant une quantité" indépendante de x', ou une constante relativement à !a variable x.
Pour savoir ce que doit èlre cette constante, et s'il j a des solutions étrangères, comme cela pourrait Être puisque la fonction trouvée satisfait seulement à une question qui est une conséquence de la proposée, il faut la substituer dans l'équation (i), qui est l'expression de celte dernière. Or un trouve une identité, quel que soit a.
On a donc pour la fonction -j demandée
a étant une constante arbitraire. Cette constante serait déterminée si l'on connaissait la valeur de 9 {x) pour une valeur particulière de x, différente de réro.
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236. Trouver la fonction la plus générale satisfaisant, quelques -valeurs réelles qu'aient x et y, à la condition
Faisant^ = x,on aura
rM=tW
Faisant y = x', on aura et pour toute valeur entière et positive de m,
Or, puisque l'élévation de la variable n une puissance entière produit l'élévation de la fonction à la même puissante, il en sera de même pour l'extraction de la racine;
et si l'on fait ces deux opérations successivement, on trouvera que l'élévation de x à la puissance positive quelconque ~ produit l'élévation de <f{x) à la puissance ^-
La fonction qui satisfait à (i) pour toute valeur réelle de x et y satisfait donc à (a) quelque soit a:, et quelle que soit la valeur positive de m.
Supposons maintenant m négatif, et posons
Pour savoir comment en général doit changer la fonction <f quand on change la variable dans sa valeur réci-
proque, faisons (i) donnera
et, pour connaître tj (i), il faudra faire y = i dans (i}, qui deviendra alors
fW»W=tW.
d'où
et, par suite,
T (ï) = ^' Il suit de là, en parlant de la valeur x" de la variable,
'(i)=7Fï:
k. a6g et comme n est positif, on a
d'où
L'équation (a) doit donc être satisfaite, quels que soient a: et m, par toute fonction, satisfaisant à la question proposée.
Pour obteuir dans le second membre la symétrie que les deux problèmes précédents ont présentée, il suffit de poser
a étant une constante positive, pour que x soit toujours réel ; et z pouvant avoir toutes les valeurs positives ou négatives, mais en s' assujettissant à ne prendre pour x que des valeurs positives. L'équation (a) deviendra
Changeant z en m, et réciproquement, il vient
b étant indépendant et positif, si on ne considère que les valeurs réelles de o (n") ou de <f (x) de 2, et par suite de x.
Remplaçant a' par x et b par n% la dernière équation devient (3)
c désignant une valeur réelle arbitrai rit.
d'où
et, par suite,
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Pour reconnaître si clic est assujettie à îles restrictions, substituons cette forme de f dans (i), nous obtiendrons
équation identique, quoi que soit c.
La solution générale de la question proposée est donc donnée par la formule (3) . Mais il faut bicu remarquer que nous nous sommes assujettis à uc prendre que les valeurs positives des variables, pour n'avoir que des valeurs réelles pour la fonction.
Problème IV.
Trouver la fonction déterminée par la condition
En donnant successivement ,"i y les valeurs x, x*, on obtient, pour toute valeur entière et positive de m,
On démontrera, comme dans le cas précédent, que toute fonction satisfaisant à (i) satisferait à (a), en y supposant à x la infime généralité que dans (i), et m ayant une valeur quelconque positive ou négative.
Pc
a étant positif pour que a: soit toujours réel ; z pourra avoir toutes les valeurs positives ou négatives, mai» x sera toujours positif. L'équation (a) deviendra
m f {•')■■ îi«~).
m et * ayant des valeurs réelles quelconques, positives ou négatives.
On aura de même ['où
loga T
les logarithmes étant pris dans une base quelconque. On tiredel.i
/. désignant une qnantfté indépendante de x. Substituant dans (i), on trouve
Slog-K -I- i logj' = b\og . xy,
équation identique, quel que soit b et quelle que soit la base du système. Mais eus deuN arbitraires n'en font réellement qu'une, puisqu'on passe d'une base h une autre en multipliant tous les logarithmes par un même facteur. La solution la plus générale est donc exprimée par l'équation
la base du système étant arbitraire.
Et il ne faut pas oublier que nous nous à ne prendre pour x que des valeurs posï
DES SÉRIES
238. On appelle série une suite de termes positifs ou négatifs, dont le nombre est illimité.
Les_ fractions décimales périodiques nous en ont offert le premier exemple. Les périodes, considérées avec leur valeur de position, constituaient môme une des séries les plus simples que l'on puisse concevoir, une progression par quotient. En prenant au lieu de cela pour termes les différents chiffres avec leur valeur de position, on aurait une série dont la loi serait moins simple. Mais, de quelque manière qu'on réunisse les chiures pour composer des ternies, on obtiendra ce que nous nommons un série; tous ses termes seront positifs, et, comme nous l'avons prouvé, leur somme tendra vers une limile déterminée.
De quelque forme que soient les termes d'une série, il faut, pour qu'elle puisse donner lieu à des considérations de grandeur, quand on ne fixe pas le nombre des termes, et qu'on entend les ajouter indéfiniment les uns aux autres, que la somme de ces termes converge vers une limite déterminée, lorsque leur nombre augmente sans limite.
Et commençons par rappeler le sens précis que nous attachons au mot limite.
La limite d'une variable est une quantité fixe telle que la différence de la variable à cette quantité, puisse devenir et rester au-dessous de toute quantité désignée.
Dans cette définition, il n'est pas question du signe de la différence; de sorte que la variable peut être tantôt inférieure, tantôt supérieure à la quantité fixe. La variable
peut être continue ou discontinue. La seule chose essentielle, c'est qu'après des écarts, aussi irréguliers qu'on voudra les imaginer, la variable finisse par rester comprise entre deux valeurs, l'une plus grande, l'autre plus petite que la quantité fixe, el dont la différence à celle quantité puisse être prise moindre que toute grandeur désignée, si petite qu'elle soit.
239. Il n'est utile de considérer que les séries dont la somme des termes tend vers une limite à mesure que leur nombre augmente indéfiniment. Nous les désignerons sous le nom de séries convergentes. Nous appellerons divergentes celles dont la somme des termes ne tend vers aucune limite, soit parce qu'elle grandit indéfiniment avec un signe quelconque, soit que, tout en restant limitée, elle ne s'approche indéfiniment d'aucune quantité fixe. Ces dernières ne peuvent représenter aucun nombre déterminé. Les premières au contraire peuvent représenter leur limite ii aussi peu près qu'on voudra.
240. L'expression d'une quantité par une série dont elle est la limite, peut avoir pour objet de substituer à une indication d'opérations compliquées une suite de termes plus simples, et dont on peut souvent choisir la forme de manière qu'elle soit lu mieux appropriée à la question. C'est ce qu'on fait quand on substitue une fraction décimale périodique à une fraction ordinaire. Quelquefois la quantité développée en série ne peut être obtenue exactement, même quand les nombres dont elle dépend sont particularisés, comme par exemple quand elle dépend d'extractions de racines de nombres qui ne sont pas des puissances exactes. Enfin la quantité développée peut être une inconnue, dépendant même de variables arbitraires, et qu'il est possible de considérer comme limite de la somme d'un
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nombre indéfini de termes renfermant ces variables sous la forme qu'on a jugée la plus favorable.
Dans lous les cas, pour qu'une série puisse être employée au calcul des grandeurs, i! faul qu'elle ait une limite, et que cette Ji mite soit bien la quantité qu'on a voulu exprimer, La première chose dont on doit s'occnper dans cetta théorie est donc de trouver des moyens de s'assurer si une série est ou n'est pas convergente. Nous no nous arrêterons pas A démontrer ces règles, qui se trouvent dans tous les Traitât) mats -nous ne pouvons non plus nous dispenser entièrement d'en parler.
DES RÉGLÉS POUR LA COUVEItGENCE DES SÉRIES.
241 . La plus simple de toutes les séries convergentes est la progression par quotient, dont la raison est plus petite que l'unité. Archimède est le premier qui ait donné l'expression de la somme de ses termes, et ait reconnu la limite vers laquelle elle tend. C'est à cette série qu'on a d'abord pensé à comparer toutes les autres ayant comme elle tous
Cette comparaison est fondée sur cette considération bien
à leurs correspondants dans une autre, la somme d'uli même nombre quelconque de termes, supposés tous positifs, sera moindre dans la seconde que dans la première; et que, par conséquent, si cette somme tend vers une limite daus la première, elle aura aussi une limite dans la seconde. Cûmmfl aussi on peut affirmer que si deux séries à termes positifs sont telles, que les termes de la seconde soient lous plus grands respectivement que ceux de la premirre, et que la somme des termes do celle-ci croisse indéfiniment avec le nombre des termes, il eu sera de même à plus forlo raison dans la seconde.
chapitre m> 2^5 D'après cela, il a été assez naturel de penser que, puisqu'une série est convergente lorsque le rapport d'un terme au précédent est constant et plus petit que l'unité, 11 en serait de înâmed'nne série dans laquelle ce rapport ne serait pas constant, mais serait toujours inférieur h un nombre Gse plus petit que l'unité. Car ses termes Seraient inférieurs à ceutf Je la série que l'on obtiendrait en prenant, au lieu du véritable rapport, ce nombre fixe qui lui est cou* stamment supérieun Or cette dernière serait une progression par quotient, ayant une limite, La proposée en mu ait
Et il faut bien remarquer qu'il n'est pas nécessaire que cette condition ait lieu dès le premier ternie de la série; il suffit qu'elle ait lieu depuis un certain ternie, quelque avancé qu'il soit dans la série i car la somme de tous le» termes précédents étant déterminée, l'existence d'une limite pour la somme des termes de la série ne dépend que de ceux qui suivent. On a donc pu formuler cette première règle pour reconnaître la convergence des séries dont toUs les termes sont positifs, et qui est vraie à plus forte raison quand les signes ne sont pas tous les mêmes.
« Une série est convergente quand, à partir d'un de ses termes, le rapport d'un terme au précédent est toujours au-dessous d'un nombre fixe plus petit que l'unité. »
242. Et l'on conclut facilement de ce qui précède celte autre proposition :
ri Une série est divergente quand, à partir d'un de ses termes, le rapport d'un terme au précédent est toujours supérieur à un nombre fixe plus grand que l'unité. M
Car ses ternies seront supérieure à ceux d'une progrès-* sion par quotient dont le rapport sera plus grand que l'unité, et dont les termes iront par conséquent en croissant sans limite. Ainsi la somme des ternies de la série proposée
croîtra sans limite s'ils sont du même signe: cl, lors même que lus [craies seraient les uns positifs, les mures négatifs, ce qui tend à établir des compensations, la série ne satisferait pas aux conditions qui entrent dans notre définition de limite, puisque, ses termes croissant sans limite, la différence de deux sommes consécutives croîtra indéfiniment ; et par conséquent leur différence à une même* quantité fixe ne peut Être au-dessous de toute grandeur donnée. La même conclusion aurait encore lieu si les lormcs, au lieu de croître indéfiniment, étaient seulement toujours supérieurs à un nombre lise, si petit qu'il fût.
243. Mais quelle règle donner pour reconnaître si le rapport d'un terme au précédent finit par être toujours inférieur à un nombre plus petit que l'unité, ou toujours supérieur à un nombre plus grand que l'unité.
Lorsque la loi de la série ne permettra de reconnaître Immédiatement l'une ou l'autre de ces conditions, on prendra l'expression générale du rapport d'un terme an précédent; et l'on aura ainsi" une certaine fonction du nombre qui exprime le rang du premier des deux. On cherchera la limite vers laquelle tend celle fonction à mesure que ce nombre augmente; el c'est à ce problème bien déterminé que se ramène la solution de celui qu'on se propose. Car si celte limite est moindre que l'unité, le rapport, qui en approche indéfiniment, finira par clic toujours inférieur à tout nombre compris entre celle limite et un nombre choisi arbitrairement entre elle et l'unité. Et l'on voit de mémo que le rapport finira par être toujours supérieur à un nombre plus grand que l'imite, si celte limite est plus grande que l'unité,
Le seul cas où il y aurait doulc sur la convergence ou la divergence d'une série, serait donc celui où la limite en question serait l'unité. Et encore il n'y aurait aucun douie
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si le rapport tendait vers l'unité, en étant touj ours au-dessus. Car alors les termes de la série iraient constamment en croissant, et, par conséquent, quels que fussent leurs
C'est donc pour le cas que cette première règle si simple laisse douteux, qu'il faut en chercher d'autres plus efficaces; et c'est à quoi l'on est parvenu, sans en avoir cependant pu découvrir qui soient applicables avec succès à tous les cas. Nous laisseronsers détails intéressants aux ouvrages et Mémoires qui traitent ce sujet spécial.
244. Limite de V erreur. — Quand on veut calculer par approximation la limite de la somme des termes d'une série, il est absolument nécessaire de déterminer une limite
qu'à partir de ce terme, le rapport d'un quelconque au précédent est au-dessous d'un nombre connu, plus petit que l'unité. Car alors, en supposant même le signe -+- à tous les suivants, la limite de leur somme, qui constitue l'erreur, est moindre que la limite de la somme d'une progression convergente connue; txtle dernière est donc supé-
245. Série! dont Us t.rniie* sont alternalivcnient positifs et négatifs. — Si, à partir d'un certain terme d'une série, les suivants sont alternativement positifs et négatifs, décroissant constamment, et pouvant devenir moindres que tout nombre donné, la série est toujours convergente; et à quelque terme qu'on arrête la somme, l'erreur est moindre que le terme suivant, et de même signe que lui.
La démonstration du celle proposition est très-facile, et nous n'en parlerons pas; mais nous ferons sur ces sortesde séries une remarque assez curieuse, quoique sans grande utilité.
Si l'on considère séparément ta série formée de tous les [erjnes positifs de la proposée, et celle qui serait formée de tous ceux qui sont négatifs,- et qu'on prendrait avec le signe + , les sommes des termes do ces deux nouvelles séries pourraient n'avoir pas de limite, parce qu'il no suffit pas pour cela que les termes tendent vers zéro. Dans le cas où idlcs n'en auraient ni l'une ni l'autre, la somme des termes de la proposée est la différence de deux sommes variables, indéfiniment croissantes, cl dans lesquelles il est expressément entendu que le nombre des termes sera le même, à une unité près tout au plus. Mais ce serait un non-sens que de dire que la limite do la proposée est la différence des sommes infinies des deux séries. Et ce serait une erreur de croire qu'on peut prendre des nombres arbitrairement inégaux de termes dani l'une et dans l'autre, et faire la différence des di'ux sommes. On n'aurait aucune raîson de croire que la limite de cette différence serait la limite de la proposée, qui s'obtient en prenant des nombres de termes égaux, à une unité près tout au plus. Maïs il y a plus, et l'on peut facilement reconnaître que, mÈmc en avançant indéfiniment dans les deux séries, la différence des sommes est complètement indéterminée, ainsi que sa
En effet, que l'on prenne dans l'une des deux un certain nombre de termes ; on pourra dans l'autre, dont la somme n'a pas de limite, prendre asser de termes pour que leur somme surpasse la première de plus qu'une quanlité désignée, ou soit avec elle dans un rapport supérieur A un rapport donné. On peut donc avoir pour la différence des deux sommes une quantité tendant vers une limite arbitraire, ou même devenant plus grande que toute quantité donnée.
Il n'y a là rien de plus remarquable que dans toutes les questions où une quantité est la limite de la différence de deux quantités indéfiniment croissantes, mais qui doivent
chapitre xtjt. 27g être prises simultanément suivant îles conditions bien déterminées. La Géométrie en offrirait de» exemple» simples, en aussi grand nombre que l'on voudrait.
indéfiniment croissantes qui peut donner Hep à ces remarques. On exprime quelquefois lies quantités par le rapport de deux produits composés d'un nombre indéfiniment croissant de facteurs : c'est ainsi, par exemple, que Wallis a représenté le rapport de la circonférence au diamètre. Le nombre des facteurs doit Être le même au numérateur qu'au dénominateur ; et si l'on en mettait seulement un de plus d'un côté ou de l'autre, on aurait des résultats entièrement erronés. Dans ce cas, c'est le rapport au lieu de la différence de deux quantités indéfiniment croissantes ; et il n'y a pas lieu dédire que la limite du rapport ou de la différence est le rapport ou la différence des limites, puisque Ces limites n'existent pas, Mais si l'on fait cequclcs raisonnements ont prescrit, on n'éprouve aucune difficulté; et si l'un fait autre chose, à quelque contradiction ou absurdité qu'on arrive, ou n'a pas droit de s'en étonner.
Lejeitne-Dirichiet est, je crois, le premier qui ail public la remarque que divers groupement* des ternies positifs et négatifs d'une série peuvent donner des résultats différents pour les limites. Je pense que ceux qui voudront bien réfléchir un instant sur ce que nous venons de dire trouveront qu'on a attaché trop d'importance à la remarque de cet éminent géomètre.
246. Remarque sur les séries qui sont convergentes quand lotis leurs termes sont pris avec le même signe. — Soient deux séries convergentes, avant tous leurs termes positifs,
«,-t- Hj+Bj-H. ■ .+ u,+ . . .,
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Désignons par S, S' les limites de leurs sommes, et par S,„ S„ les sommes des n premiers termes de chacune d'elles; et formons une troisième série dont le terme général soit
Jl est facile de voir que la somme <r„ des n premiers termes de cette nouvelle série sera plus petile que le produit des deux polynômes S„, S'„, et plus grande mie le produit de S, par & p , p désignant la moitié de n ou de H -f- i, suivant que n sera pair ou impair ; de sorte qu'on aura
<r.<S,S, et <r,>S,S^,
Or les deux produits S,, SJ,ci S„S' h ont la même limite SS'; donc tr„, qui est compris entre les deux, a aussi pour limite SS'.
247. Et l'on voit en même temps qu'il en serait de même si les deux séries n'avaient pas tous leurs termes positifs, pourvu qu'elles restassent convergentes en prenant tous leurs termes avec . le signe -f-.
Ru effet, si l'on forme la troisième série au moyen des deux séries telles qu'elles sont données, ff„contiendra tous les termes que donnerait la multiplication de S F par S',, et d'autres encore, dont nous allons montrer que la somme tend vers zéro. En effet, ai au lieu de les prendre avec leurs véritables signes on les prenait tous avec le signe -f-, leur
que l'on trouverait au lieu de ct„ et de S^S^, si l'on prenait tous les termes des deux séries proposi'es avec le signe -}-. Or cette différence a une limite nulle, puisqu'il vient d'être démontré que dans ce cas a„ et S P S^, ont la même limite. 11 en est donc de même dans II- cas des séries proposées.
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DE LA FORME SINGULIÈRE SOUS LAQUELLE SE PRÉSENTE LA RASE DU SYSTEME DE LOGARITHMES DE NEPER ; SÉRIE QUI LA REPRÉSENTE. — DÉTERMINATION DE QUELQUES AUTRES EXPRESSIONS SINGULIÈRES.
2-i8. Nous avons montré précédemment que tous les nombres pouvaient fine runsidrirs roniinr Ifs puissances d'une base fixe, el nous avons nommé l'exposant de cette puissance le logarilhmc du nombre correspondant ; de sorte que dans la base a, la relation entre un nombre quelconque^ et son logarithme x, est
d'où l'on voit que si on prend des logarithmes en progression par différence, commençant par ïéro, les nombres correspondants formeront une progression par quotient, commençant par l'unité.
C'est cette dépendance que le premier inventeur a établie entre les nombres et leurs logarithmes, et non celle qu'exprime l'équation exponentielle (i). En partant do cette définition, il a démontré les théorèmes au moyen desquels les opérations sur les nombres sont ramenées à des opérations de degré inférieur sur leurs logarithmes, à la condition d'avoir construit une table qui fasse connaître le logarithme par le nombre, et le nombre par le logarithme.
De même que noire définition, représentée par l'équation (i), a conduit à la propriété qui a servi de définition
à Neper, il est facile réciproqu émeut de déduire la nôtre de celle-ci. Soient eu effet les deux progressions
Si l'on désigne \>*rjr et x les deux termes correspondants au rang quelconque marqué par le nombre m, on aura
et on aura la relation générale entre un nombre et son logarithme, en éliminant m entre ces deux équations ; ce qui donnera
sions puisse être utile aux calculs numériques, il faut que les nombres entiers auxquels ils se ramènent toujours, puissent être considérés comme faisant partie de la progression par quotient, sinon exactement, du moins avec une approximation suffisante. Il faut donc prendre pour a une valeur extrêmement petite, afin que les termes croisseut très-peu, et que tout nombre entier qui n'en ferait pus partie puisse, avec une très-faible erreur, être remplacé par l'un des deux termes entre lesquels il est compris.
Pour arriver à ce point, on peut imaginer qu'on parte de deux progressions déterminées, et qu'on insère un même nombre de moyens considérable entre les termes de l'une et de l'autre. Mais, saus nous arrêter aux divers procédés dont on peut faire usage, admettons que « et 3 soient des quantités aussi près de zéro que l'on voudra, l'équation (a) exprimera toujours la relation entre un nombre quelconque
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et son logarithme. Et si l'on veut atteindre, au moins par la pensée, sinon par le calcul effectif, à la représentation exacte des nombres entiers, il faut se figurer qu'on fait décroître a et 3 indéfiniment, et que tout nombre entier soit la limite des deux termes qui le comprendront, pour chaque système de valeurs de a et 3,
La relation a établir entre ces deux variables est évidemment arbitraire, el Keper a choisi la plus simple : il a pris S — a. L'équation (a), dans celte hypothèse, devient
et pour avoir l'équation qui tend de plus en plus à exister entre les nombres et leurs logaritlunes, il faut chercher la
limite de (i + a)'. Si on la désigne par e, on aura dans le système de Nepcr, considéré à la limite où tous les nombres croissant d'une manière continue se trouveraient représentés, et auraient des logarithmes croissant aussi d'une manière continue, on aura entre tout nombre y et son logarithme x l'équation exponentielle
Il reste donc, pour connaître la base e du système do logarithmes de Keper, à déterminer la limite de la fonction (i -(- et)*, quand la variable a tend vers zéro ; et c'est de cette recherche que nous allons nous occuper.
249. Nous préviendrons d'abord une erreur très-grave, que l'on serait peut-être porté à commettre dans la recherche des limites de fonctions. On pourrait croire qu'il serait permis de partager la difficulté en cherchant d'abord la limite qu'elle aurait si l'on conservait une valeur constante à la variable dans certaines parties de l'expression;
et cherchant ensuite la limite correspondante à la variation dans les parties restées d'abord constantes. 11 n'est pas besoin de montrer par des exemples l'inexactitude d'un pareil procédé : il suffit de remarquer qu'on n'exécute pas ainsi ce qui est demandé, puisque la variable doit avoir la même valeur dans toutes les parties de l'expression; et dès lors on ne peut Être sur que le résultat n'en sera point altéré. Ce serait une chose à démontrer, quand cela est; et il y a
Dans la question actuelle, par exemple, oit serait conduit à un résultat inexact, en laissant l'exposant 1 constant, et faisant tendre a. vers zéro dans (t + st}- En faisant ainsi, et élevant à la puissance - la limite de 1 + œ, ou i, on aurait 1*. Or toute puissance de 1 étant 1, i" resterait toujours égal à l'unîté quand on ferait tendre a vers zéro, et
la limite de (i + a)" ainsi cherchée serait l'unité, ce qui est, comme nous allons le voir, contraire à la vérité.
250. Pour trouver la limite de (i-J-sc)*, nous supposons d'abord (comme le fait M. Caucby dans son Cours d'Analyse algébrique) que la variable a, qui a pour limite léro, soit égale à l'unité divisée par un nombre entier m, indéfiniment croissant j el l'expression en question deviendra
Or ni étant un nombre entier positif, 011 pourra développer cette puissance d'après la formule du binôme, cl l'on
L'i i I zrj t, C
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On reconnaît déjà celle propriété remarquable de l'expression 4- ^ > c'est qu'elle augmente constamment
avec m. En effet, tous les termes d» développement sont positifs; un lerme de rang déterminé quelconque augmente avec m puisque son dénominateur est constant, et que les facteurs de son numérateur augmentent; et enGn il s'introduit de nouveaux termes, puisque leur nombre est m+i.
On remarquera ensuite que tous ces termes sont inférieurs à ceux de la série suivante, qui en sont les limites respectives,
i 5 > ' + i + 7^ + rï:3 H -'-
On reconnaît facilement, parla règle établie ci-dessus, que cette série est très-rapidement convergente, et que sa limite est comprise entre a et 3. Mais il s'agit de démontrer que cette limite est celle de -f- — J •
En efl'et, supposons m assez, grand pour que les n premiers termes de (4) soient assez voisins des correspondants de (5) pour que les deux sommes diffèrent aussi peu qu'on voudra. La seconde de ces deux sommes différant de la limite de (5) d'une quantité qui peut être supposée moindre que toute quantité désignée, il en sera donc de
même de la première, et à plus forte raison de ■+■ — ^ j qui, étant plus grand, est plus rapproché encore delà limite . de (5), qui lui est toujours supérieure. La différence entre
a86 sciekcb osa nombres.
(* + Si) 61 '* '■ ln ' le ^ e (^)> 9 ui esl unc t r uant ' Ie *"xc, pouvant devenir et rester moindre que toute quantité donnée, l'expression ^l-j- ~j a donc pour limite celle de la série (5).
Ce résultat remarquable est du à Euler.
âoh On pourrait, il est vrai, se demander si l'on trouverait la même limite pour + * s ' I** 3 valeurs croissantes de m n'étaient pas entières, mais composées d'utl nombre enliér augmenté d'une quantité quelconque plus peLile que l'unité. C'est ce qu'on peut établir facilement.
Soient, en effet, «tiu + i les deux nombres entiers entre lesquels m est compris, on aura
en désignant pare un nombre positif plus petit que l'unité. Or il esl facile de yoir que +^ 8er * plu* P* 1 " tj™
+ et plusgrand que + ^-yj'', expressions
qui peuvent se mettre respectivement sous les formes sui-
Et comme les facteurs n--et H-—^— -ont pour limite i, les deux expressions ont les mômes limites que + ^j''
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et ^1 -\ ~y J j qui rentrent dans l'expression (1); on
relrouve donc encore la limite de là série (5);
252. Nous pourrions nous borner là si nous ne voulions traiter que la question actuelle, où a est positif. Mais comme il y a des ras où il est négatif, en entendant toujours qu'on le traite de la manière précédent m élit expliquée, il est nécessaire d'examiner cette hypothèse pour avoir un résultat entièrement général.
Or, si a est négatif et tend vers zéro, 1 -f- et est plus petit que 1 et tend ver» 1 . Si donc on pose
S sera positif et tendra vers zéro. Ou tire de la
et
1 , + *)"=(tTï)~ ~ r = {' + *r' = + + «).
expression dont la limite est la mime encore que dans les cas précédents.
On peut donc énoncer cette proposition :
De quelque manière que la variable a lcnde vers zéro, qu'elle soit positive ou négative, continue ou discontinue,
l'expression (1 + a) K tendra vers une même limite, qui est celle de la somme de la série
On désigne ordinairement cette limite par la lettre e; sa
présentent sont 7,7182818^8 C'ett là la hase du système de Neper; mais il ne l'a pas choisie : elle s'est trouvée conséquence de la supposition qu'il a voulu faire, d'un accroissement égal du premier au second terme de ses deux progressions.
233. Remarque. — Si au lieu île chercher la limile de (i + a) a on cherchait celle de (1 -\-ax)', on aurait + ™ ^i*: (3)i « l a « <M4) 01, aurait les mêmes termes multipliés parles puissances a, t , a,... de x. On aurait donc pour limile de ^1 -f- la série si
n pvouveraitde même que, quel que soit le signe de ce ura, pour toute valeur de x,
formule qui est encore duc à Eulcr, ainsi ijue les suivantes qui s'en déduisent.
Mais
0 ai lend vers séro, (1 -t- «)" a pour limile c.
Donc (6)
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El si au lieu Je C on voulait développer a' en série, n désignant un nombre positif quelconque, ou remplacerait a par [■'", l désignant les logaiilbmes dans la base de iN'eper; ou aurait ainsi
ut comme la formule (6) a lieu quel que soit x, un aura, eu y remplaçant x par xla,
QUELQUES EXPIIESSIOKS SINC-ELIEHES QVI 5E I1A IlLfl EST A LA PRECEDENTE.
2ol. ï.a limite de (i + a)* qui se présenterait sons la forme insignifiante de i* , si l'on mettait au lieu de la variable s sa limite /.éro T conduit facilement à la connaissance
d'autres formes singulières, si Ion substituait aux variables don I elles dépendent les limites vers lesquelles elles tendent. Soit proposé, par exemple, de trouver la limite de la
fouclion — ~, lorsque a tend vers téro. Si l'on mettait dans celle fonction, au lieu de a, sa limite, ou trouverait la forme singulière-, qui n'apprendrait rien; de sorte qu'il faut prendre une autre voie pour obtenir la limite clicr-
Pour cela nous transformerons celte fonction de a par un changement de variable, et nous poserons
a"— 1~6 ou n' J — i-.-G,
elle deviendra ainsi -i et 6 tendra vers zéro; mais il fau- '9
Ira tenir compte de la relation entre a et S, sans quoi l'expression - ne serait pas déterminée, Cette relation donne
L'expression proposée en a se transforme donc dans la suivante en 6,
Slogfl _ loga log(.+fi)- l*
etla limite de celle expression est évidemment ou la en prenant les logarithmes dans la base de fteper.
Et il sera bon de se rappeler que si c désigne une variable quelconque tendant vers zéro, le logarithme népérien de
(i-}- t)' tendra ver» l'unité; et, comme ce logarithme est iililljon pourra toujours, dans les recherches des limites, supprimer tes faneurs de la forme -i 1 ^" 1 ) , parce qu'ils ne donneraient que des facteurs égaux a l'unité, dans la limite.
Soit maintenant l'expression
dans laquelle la variable a tend vers zéro. Si l'on y faisait a = o, on trouverait encore - , ce qui n'apprendrait rien sur la limite de l'expression. Pour la déterminer, nous fc-
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rons encore un changumunt de variables, et noua poserons
(. + «)--i=e ou ( I + a )-_-.+e.
L'expression proposée deviendra e
ë tendra vers zéro, cl il faudra exprimer, s'il est possible, « en Ô, ou tenir compte d'une aulre manière de la relation établie entre ces deux variables.
La valeur de a en S serait
cl n'offrirait aucun avantage sur la première forme ; aussi ce n'est pas ce moyen que nous emploierons.
La relation entre a et £ donnera, en prenant les logarithmes de ses deux membres dans la base e,
et, d'après une remarque précédente, on aperçoit facilement qu'il y aura avantage à multiplier chacun des deux termes de - respeclivement par les deux membres de cette dernière équation, de k manière suivante
Or on voit immédiatement que cette expression, égale à a pour limite m, puisque les deux facteurs ^' — et
T^ j ' ^ g j ont P our limite l'unité] d'où l'on conclut que
quaud a tend vers zéro, on a, quel que soit m.
Considérons encore l'expression
a étant un nombre fixe quelconque, et m nue variable dont la limite est zéro. On ne peut encore dans cet exemple faire tendre m vers léro dans les deux termes de la fraction , qui
se présenterait sous la forme insignifiante -.
Mais si l'on pose, comme dans !c précédent,
l'expression proposée devient
dans laquelle il faut làclierde substituer à m sa valeur en 6. Or la relation entre ni et ë donne
Reportant celle valeur de m dans la fraction -i elle de- "(' + ■1
dont la limite est /(i+i), puisque, Étendant vers véro,
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— — — tend vers l'imité. On a donc, m tendant vers zéro,
comme Eulcr l'a encore indiqué.
237. Limite do — quand x rrc.lt hulr.finimml, — Si a était plus petit que l'unité, a' tendrait vers zéro, cl à plus forte raison —■ I.e seul cas à considérer est doue celui de a > 1. En remplaçant a 1 par le développement démontré ci-dessus, on aura
et la seule inspection du second membre montre que ^ croît î II défini ment avec*, puisque tous les termes sont positils et qu'à partir du troisième chacun d'eux croit indéfiniment.
Limite de — — quand x croit indéfiniment
Si l'on appelle a la hase du système dans lequel on considère le logarithme de r, ott aura, eu le désignant par y.
Il y a deux cas à distinguer, suivant que l'on a «>i ou «<t.
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x eij' croissent ensemble indéGuimenl ; et, d'après la proposition précédente, ^tendra vers zéro, et par suileaussiî^- Si l'on a
il .faut, pour que x croisse indéfini ment, que y soit négaiif, et que sa valeur absolue croisse indéfiniment. Posant
h sera plus grand que i et z sera positif et croîtra indéfiniment. On aura alors
dont la limite sera encore zéro.
Ou Toit donc que, quelle que soit la base du sjstèmc, la
limite do !~ aéra zéro, quand x croîtra indéfiniment.
Limite de x* quand ? croit indéfiniment. — La
lions insignifiantes employées souvent dans l'Algèbre, et que nous ne mentionnons que pour qu'elles ne surprennent pas quand on les rencontrera. Disons une fois pour toutes qu'elles ne doivent être regardées que comme une mauière abrégée d'écrire, qu'on a à ebereber la limite d'une puissance dont le degré tend vers zéro, d'une quantité qui croit indéfiniment. Mais sous ce point de vue encore elle est défectueuse, puisqu'elle n'apprend rien sur la dépendance de cette quantité et de son exposant, et que cette dépendance est un élément essentiel de la question.
Revenant à l'expression X*, nous eu prendrons le logaithnie dans une base quelconque; il sera et comme
i limite est zéro, celle de x* sera l'unité.
Limite de x* quand x tend vers zéro. — Posant
■ croîtra indéfiniment. On aura ainsi
! il vient d'Être démontré que/' a pour limite i, tussi l'unité pour limite,
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DÉVELOPPEMENT EN SÈMES DES FONCTIONS (i + tf)" ET log(i + *).
20 1. La puissance /h'"'" il' 11» binôme quelconque a-t- z si' ramène immédiatement à celle de I -h .r, en posant
d'où résulte
Il su (Tu donc, pour connaître le développement en série
d'une puissance de degr,
ï quelconque d'nr
1 binôme, de le
déterminer dans !e cas 01
i le premier tenu
qui introduit quelques si
nplifc.tio»..
Cette formule' a élé étendue par Newton au cas où wi est quelconque, sans démonstration ri gnu reuse. Euler 1-11 a
la rigueur quelques lacunes qu'il a t'ai facile de combler.
Eu 1er, au lieu de chcnlier à développer (1 + jc)'", part au contraire do la série
dans laquelle il suppose 111 et x quelconques, cl se propose de déterminer la fonction de x et de m qui exprime la limite de sa somme.
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Mai» d'abord il faut s'assurer s'il y a une limite. Or le rapport d'un terme au précédent étant exprime généralement par — ■— — x, dont la limile est — X quand n croit indéfiniment, la série serait divergente si x était plus grand (jue l'unité en valeur absolue. Il faut donc se borner â chercher la valeur de la série quand m est quelconque, et x plus petit que l'unité en valeur absolue. Désignons par? (m) cette limite, c'est-à-dire posons
cette fonction <j> (m) renferme bien x, mais nous ne le mettons pas en évidence, parce que nous ne nous proposons de
Donnant à m une autre valeur différente quelconque »,
Cela posé, F.uler multiplie les deux séries, et observe que les réductions se feront de la même manière, quels que soient m et n ; et comme dans le cas de m cl n entiers et positifs les séries représentent + et (1 -r-j;)" et leur produit, (1 les coefficients des différentes puissances de x dans ce produit renfermeront (m + 11} de la même mauière (.) e. (.J mil».™ » .1 ... D'où il tondulquel. forme du produit sera ç (»i ■+- h), quels que soient m et n.
Ce raisonnement est insuffisant, mais il a conduit Eulcr à une conséquence juste, exprimée pur l'équation (3) ,(»),(») = ,(» + »).
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Mais il est facile de la démontrer rigoureusement. En effet, si des séries (i), (i) on en déduit une troisième, comme il a été dit (chapitre XXX, n" 210), le terme en x? y aura pour coefficient l'expression
nt (m — Q...(m — p+l) + m ( m — i) . . . (m — p + a) n +
et l'on sait que, quels que soient m et n, cette somme est
c'est-à-dire au coefficient du terme en a^de (i).dans lequel on change»» en m-f-n.
En effet, quand m et n désignent des nombres entiers plus grands que /). celle somme n'est autre chose qu'une décomposition du nombre exact (les combinaisons que m ■+■ il objetspeuïent donner en les prenant ph p. Cette égalité étant ainsi démontréi.', peur toutes les valeurs entières de m rt n qui surpassent le nombre p, il s'ensuit {chapitre XVII) que ces deux fonctions entières de m et n sont identiques, c'està-dire composées des mêmes termes en m et n, quels que
Mais comme on a démontré (n°23-l) que pa r ^ procédé qui l'a produit on doit trouver f{m) f (n), on en conclut rigoureusement l'équation (3).
De cette équation Euler a déduil, comme nous l'avons fait (chapitre XXIX), A désignant un nombre entier positif quelconque,
(4) ? ('»)' = re-
cela posé, si »i est une fraction positive quelconque A
cniFiTHH xum. 399 l'équation (4} donnera, en faisant k = r,
Et comme 9 est entier, on a
d'où
et, par suite,
D'où H réstilic que le développement (i) est celui de (i + r)™ quand m est un nombre positif quelconque.
Supposant cnsuîle m négatif, et prenant n = — m, l'équation (3) donne
Or, quand m = o, la fonction <f devient (i). On a donc
et tomme — m est positif, on a
d'où
D'où il conclut que quelque valeur réelle qu'on donne
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Telle est, avec le* légères moili (ici lions que nous avons indiquons, la démonstration donnée par Eulcr, de la formule qui donne dans tous les cas le développement de la puissance m d'un binôme, suivant les puissances ascendantes du plus petit de ses deux termes.
DEVELOPPEMENT nE !og(t-i-j).
202. Il est facile de déduire ce développement de celui de (i -4- x)" d'après la formule donnée par Euler, et que nous avons démontrée précédemment, savoir:
lia. -;(■ + «).
quand m tend vers T.éro, le logarithme étant pris dans la base de Neper. En eifcl, nous avons
quel que soit d'où
Faisant tendre m vers fcëro, le premier membre o pour 11- !(,+.),
et celle du second est
(6) l(.+.)=»-i + ,-...±i±jç T +...
Toi est le développement du logarithme de (i 4- x) dans la base fi. Hais il ne faut pas oublier que la (urumlo d'où il a été tiré n'étant exacte que quand .t est compris entre 4- I et — I, il sera assujetti lui-même à cette condition.
263. La formule (6) ne serait pas propre au raleul des logarithmes de tous les nombres, puisqu'elle exige que i+x ' soit compris entre o et a. Mais Euler en a déduit une autre au moyen de laquelle ces calculs sont possibles.
Changeant d'abord len-i dans (6) et retranchant les deux équations, on obtient
s-convcrgcule si x est très-petit, .intenant on pose
l'équation précédente deviendra
série d'autant plus convergente que z sera plus grand. 1
exprime la diltérence des logarithmes de deux nombres différant d'une unité. Elle fera donc connaître successivement les logarithmes de tons les nombres entiers. En partant de s si, elle donnera /a par une série déjà assez convergente, puisque ses termes sontau-dcssuusdc ceux de la progression dont la raison serait- et le premier terme ^ • La convergence augmenta rapidement avec z.
On formerait doue ainsi une Table de logarithmes dont la base serait c. Pour passer à une autre base a, il faudrait diviser ceux-ci par la. Si, par exemple, on veut construire une Table dont la base serait la niûine t|uu celle du système de numération, ce ijuî est très-important pour la facilité des calculs, il faudrait diviser les logarithmes calculés au moyeu de la formule (j) par / ioou/î+/5, dont la valeur est
/ io — î,3oa585og 290,4 ■ • ou encore les multiplier par qu'on appelle le modula, et dont la valeur est
^ = 0,434 aerf 48a....
eimsIriK'lidii drs Tablis. On a trim vr il os procédés , min pas plus sûrs, mais plus rapides, pour arriver au même résultat; ce ne serait pas ici qu'ils puniraient être exposés, et d'ailleurs ces détails spéciaux nous écarteraient un peu trop de notre objet.
26t. Nous pourrions traiter beaucoup d'autres questions importantes relatives à la science pure des nombres. Mais les applications de ces théories à la Géométrie eu augmentent tellement l'intérêt, et contribuenltellcmcnt à en
l'aire sentir l'utilité, qu'on se priverait d'un grand avantage en restant trop longtemps dans l'abstraction pure. II y a plus : beaucoup de ces théories sont dues à des questions de Géométrie, pour la solution desquelles elles ont été inventées, et la marche de l'esprit humain serait méconnue si l'on séparait trop les méthodes des problèmes qui les ont fait naître. Nous croyons donc nécessaire de passer maintenant à l'élude rapide de la Géométrie, pour arriver le plus tôt possible à l'application mutuelle de ces deux sciences, qui a tant augmenté la puissance de l'une et de l'autre.
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ÉTABLISSEMENT DES PREMIÈRES PROPOSITIONS DE LA GÉOMÉTRIE
26S. La Géométrie est la science de l'étendue, c'està-dire l'ensemble des rapports nécessaires qui dérivent de la nature de l'étendue.
Cette nature est déterminée pour nous par un petit nombre de notions premières que nous acquérons par l'observation cl la réflexion. Nous avons indiqué les principales, nous réservant d'en introduire quelquefois de nouvelles, lorsqu'elles seront naturellement, amenées par le développement de la science.
Nous avons distingué les différentes espèces de grandeurs qui se présentent dans la considération de l'étendue; ce sont : les solides, les surfaces qui les terminent, les lignes ou limites do portions de ces surfaces, les angles.
Un des principaux objets de la science est la mesure de ces gfcuideurs, ou la détermination de leurs rapports numériques avec une grandeur de leur espèce, prise pour unité; en d'autres termes, c'est l'expression de ces différentes grandeurs en nombres.
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Mais il ne faut pas croire que la Géométrie n'ait pas (Vautre objet, et que toutes les propositions doivent converger vers ce but unique; et les auteurs qui en donnent cette définition la restreignent beaucoup trop. On peut bien composer des ouvrages où l'on ne se propose pas autre chose; mais la science en elle-même est indépendante des points de vue plus ou moins limités sous lesquels il convient à tel homme de l'envisager. Elle comprend tous les rapports résultant de la nature de l'étendue. La mesure des grandeurs comprend quelques-uns de ces rapports, mais il en est une infinité d'autres qui n'y ont pas Irait directement. Et ces derniers peuvent y être indirectement utiles, en offrant des moyens nouveaux de comparaison, qu'on n'a peul-êlre pas encore aperçus, et qu'on reconnaîtra un jour. Ils peuvent aussi servir dans les applications de la Géométrie à d'autres sciences, comme on l'a souvent reconnu, longtemps après leur découverte.
Il ne faut donc négliger aucune vérité intéressante par elle-même, indépendamment de toute utilité pratique. Outre le plaisir que l'on éprouve toujours à apprendre quelque chose de nouveau, il y a l'avantage incontestable d'accroître ses facultés intellectuelles par l'usage bien dirigé qu'on en fait; et si l'on pouvait suivre l'effet de toutes les influences sur le développement de l'esprit, on reconnaîtrait souvent la part que les méditations de la science abstraite pourraient revendiquer dans le talent du penseur, de l'orateur ou de l'écrivain.
266. Le nombre des vérités géométriques distinctes ne peut être assigné, et l'on ne pourra jamais avoir la prétention de connaître la science entière. Chaque vérité nouvelle peut donner lieu à de nouvelles déductions, et accroiLre le nombre des combinaisons propres à constituer de nouvelles questions; de sorte que l'on ne conçoit pas la
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possibilité d'épuiser jamais la matière. Mais les Traités élémentaires ne doivent pas même avoir pour objet de faire ' connaître tout ce <[ue l'on sait ; ils doivent faire connaître, en parlant des notions premières, les propositions dont l'application est la plus fréquente, et les méthodes les plus générales pour la résolution des diverses questions que la scieuce peut présenter. Le cadre dans lequel de pareils ouvrages doivent être renfermés n'est donc pas bien déterminé ; ils sont le commencement de la science, et l'on peut les arrêter où. l'on veut. Ce qui vieut après se désigne quelquefois sous le nom de Géométrie transcendante, de Géométrie supérieure. Ces dénominations disparaîtront sans doute, parce qu'elles n'expriment réellement rien; elles s'appliquent seulement aux théories qui suivent celles auxquelles quelques auteurs ont limité les ouvrages qu'ils ont appelés Éléments.
DES PREMIÈRES PROPOSITIONS DE LA GÉOMÉTRIE
267. Nous avons dil que souvent des vérités "se présentent à nous, sans être prévues ni cherchées; soit comme déductions d'aulres vérités connues, soit comme pressenties par des analogies vagues, ou pur le sentiment des situations ou des formes. C'est surtout dans les commencements de U science que ce sentiment conduit à des connaissances qui, pour la plupart des hommes, n'ont pas besoin de démonstration en règle.
Qui doutera, par exemple, que dans un plan on puisse, en un point d'une droite, en mener une autre qui ne soit pas plus inclinée sur elle d'un côté que de l'autre, et que cette seconde soit unique? <jui ne hcntira que, d'un point extérieur à la première droite, on peut eu abaisser une qui soit également inclinée des deux cotés sur elle; que celle
perpendiculaire est unique, et plus courte que toute oblique ; que les obliques vont en croissant, à mesure qu'elles s'éloignent de la perpendiculaire, et sont de infime longueur de part et d'autre, à égale distance de celle-ci ; que dam un triangle qui a deux côtés égan\-, les angles opposés le sont aussi, et réciproquement ? A quel enfant ne s'est pas présentée l'idécdc deux lignes droites, partout également distantes, et, par conséquent, ne pouvant se rencontrer, quelque loin qu'on les prolonge? et celle idée n'élai t-elle pas accompagnée invinciblement du sentiment que, par nu même point, on n'en peut mener qu'une seule qui soit dans celte situation par rapport à une droite donnée? Qui n'est pas porté à admettre la possibilité qu'un quadrilatère ait ses quatre angles droits : et qui n'en conclurait la possibilité de comparer les surfaces de di;ux jum'illcs ligures en les tlrcotnprjsant en carrés égaux?.,.
Il serait trop long d'énumérer toutes les propositions qui se présentent d 'elles-mêmes à l'esprit, et dont la vérité ne parait douteuse à personne au premier abord, mais cependant qu'on sent qu'il faut établir plus solidement, quand on a reconnu par sa propre expérience qu'une manière aussi légère d'accepter dos vérités conduisait quelquefois à des erreurs. Alors les propositions admises, ou seulement soupçonnées, ont élé prises comme des théorèmes è démontrer, et placées au point de départ de la science, en s'assujettissant à la condition que chacune d'elles ne s'appuie que sur celles qui la précèdent.
Cette condition relative à l'ordre dans lequel les propositions sont disposées dqit être observée jusqu'à la fin de l'ouvrage où une science quelcouque est exposée, alin
qu'il faut les étudier, si l'on veut fitre sûr que, pour com-
prendre chaque démonstration, on n'aura besoin d'avoir recours qu'à ce que l'on sait déjà. Et ce que nous disons là de l'exposition d'une science à partir des premiers principes, doit s'entendre de toute théorie composée de propositions dépendant les unes des autres, et fondée sur les éléments admis généralement, cl qu'il n'est plus nécessaire de discuter.
268. Dans quelques-unes des propositions que nous venons d'énoncer, on a à démontrer l'égalité de deux lignes droites. Celte question se présente ii'i's-t'ivquemnicnl, soit comme but, soit comme intermédiaire. Le moyen qu'on emploie le plus ordinairement à cet effet, consiste à faire en sorte que ces lignes soient des côtés de triangles dont on peut démontrer l'égalité, indépendamment des côtés en question, et d'après les données immédiates ou leurs conséquences. Aussi les conditions d'égalité des triangles font partis des premières questions dont on s'occupe après rétablissement des axiomes. La superposition, qui est le moyen général de s'assurer de l'égalité des quantités géométriques, fait reconnaître immédiatement qus deux triangles sont égaux quand ils ont un angle égal compris entre deux côtés respectivement égauï; ou encore quand ils ont un côlé égal adjacent à deux angles respectivement égaux. Il est un troisième cas d'égalité qui ne peut se démontrer par la superposition immédiate : c'est celui où les deux triangles ont les trois cotes respectivement égaux. On ne peut alors faire coïncider qu'un seul côté avec son homologue; et comme on n'a pas de donnée sur les angles, la direction des autres côtés rtstc incertaine, et la possibilité de leur superposition n'est pas établie. On est obligé de recourir à d'autres propositions intermédiaires, et d'arriver par un détour à la démonstration de ce troisième cas, qui n'est pas d'une moindre utilité que les deux autres. Ces intermédiaires,
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inattaquables dans la Géométrie d'Euclide, sont différents dans la plupart des Traités modernes, où l'on définit la ligne droite le plut court chemin d'un point à un autre.
Nous avons donné les raisons pour lesquelles nous ne regardions pas celle définition comme acceptable; et nous rejetons, par conséquent, toute démonstration fondée sur elle. Les Traités dont nous venons de parler sont donc, a notre avis, entièrement défectueux.
Mais cette importante propriété de la ligne droite, n'étant pas prise par Euclîde comme définition, a dù être démontrée on acceptée comme axiome. Heureusement ce grand géomètre n'a pas été obligé de la placer dans cette dernière catégorie, et il la déduite de propositions fondées sur les notions premières dont nous avons parlé précédemment.
L'importance qu'il y a à établir clairement et sans réticence les premières vérités déduites des axiomes, et à ne laisser aucune obscurité à l'entrée de la science, nous engage à faire connaître avec quelque détail l'ordre et l'enchaînement des propositions par lesquelles commencent les Éléments d'Euclide, et ceux qui paraissent les avoir remplacés chez nous, je veux dire les Éléments de Legendre.
PREMIERS THÉORÈMES TlKVS LES ÉLÉMENTS d'eUCLIDE.
269. Deux triangles sont égaux, quand ils ont un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun.
La démonstration se fait immédiatement _par la superposition. ,
270. Dans les triangles isocèles, les angles à la base sont égaux, et, sion prolonge les côtésègaux, Us angles saus la base seront aussi égaux.
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Soient AB, AC les deux côtés égaux du triangle ABC; BD, CE leurs prolongements [fig. i). Prenant BF= CH, les deui triangles ACF, ABH seront égaux, comme ayant un angle égal A compris entre côlés égaux chacun à chacun ;
donc IHI — CF, et les angles H et F seront aussi égaux. Il en résulte que les triangles BCH, UCF seront égaux, comme ayant un angle égal compris entre côtés respectivement égaux ; et, par conséquent, les angles BCF, CBH le seront, ainsi que BCH, CBF. Celle dernière égalité prouve la seconde partie du théorème énoncé ; et la précédente en prouve la première, parce que, les deux angles égaux qu'on y considère étant retranchés respectivement des deux angles ACF, ABH, qui sont égaux comme homologues dans les triangles égaux ACF, ABH, les restes ABC, ACB, qui sont les angles à la base du triangle ABC, seront égaux.
Telle est la démonstration d'Euclide. On s'étonnera peut-être que de l'égalité des angles de la hase avec les prolongements des cotés il n'ait pas conclu l'égalité des angles adjacents, qui sont ceux du triangle. Cela lient à ce qu'il a placé un peu plus loin les considérations relatives aux angles adjacents formés par des droites qui se rencontrent ; au reste, sa démonstration n'en est pas beaucoup allongée.
Maison peut faire une remarque plus importante sur celle démonstration. Euclide n'aurait eu besoin d'aucune construction, si, au lieu des points F, H, il avait simplement
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considéréBci C. Lus deux triangles dont il démontrait d'abord l'égalité auraient été ABC, ACB, c'cst-n-dirclc même triangle; les angles homologues dont il concluait l'égalité, au lieu d'être ACF, ABH, auraient été ACB, ABC, c'est -àdire les angles mômes du triangle. Quant aux angles formés par les prolongements, leur égalité résulte de celle de leurs adjacents, comme on le reconnaît immédiatement parla superposition des figures, et je pense qu'Enclide aurait pu placer colle demie rc proposition dès le commencement.
271. St deux angles d'un triangle sont égaux entre eux. /es eôtès opposes à ces angles seront égaux.
Euclide emploie in lii réduction à lalisurdc. Si les deux côles ■ AU, AC, opposés aux angles égaux B et C du triangle AliC [fig. a), ne sont pas égaux, l'un sera plus grand que l'autre. SoitAB le plus grand ; prenant BD = AG,
Fis. a.
les deux triangles DBC, ACB auront un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun : car l'angle B du premier est compris entre les deux côtés BD, BC, qui sont respectivement é^nux aux eùlés CA, CB qui comprennent l'angle égal ACB dans le second. Ces deux triangles devraient donc être égaux, ce qui est absurde, puisque l'uu fait partie de l'autre : la supposition d'où l'on est parti est donc fausse, et, par conséquent, les côtés AB, AC sont
Nous ferons ici la môme remarque que pour la démons-
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tration précédente. Il eût été beaucoup plus simple de considérer encore le triangle ABC tous deux aspects différents : i° comme ayant le côté BC adjacent aux deux angles B, C ; a° comme ayant le côté égal CB adjacent aux angles C, I) respectivement égaux à B, C. Détachant par la pensée le triangle ACB, on le fera coïncider avec ABC, en appliquant son côté Cli sur l'égal BC, et alors lo côté CA coïncidera avec BA ; ils sont donc égaux.
Mais celte démonstration suppose la proposition que detix triangles sont superposais es, quand ils ont un côté égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun : el Euclidc l'a reportée plus loin, quand il était si facile de l'établir immédiatement, comme l'a fait Legendrc. Il ne faut pas méconnaître, cependant, qu'il a en un molif pour placer ce théorème après quelques autres : il lui a donné une plus grande extension, en considérant deux cas : celui où le côté égal est adjacent aux deux angles égaux, comme nous l'avons supposé, et celui où il est opposé n l'un de ces angles; et ce dernier ne pouvait se démontrer par une simple superposition.
272. Deux points étant donnés sur une droite, il ne peut exister d'un même côté de cette droite deux points qui, joints aux deux premiers, donnent des longueurs respectivement égales.
Euclide emploie encore ici la méthode de réduction à l'absurde. Il suppose qu'il existe deux points dont les distances aux deux autres soient respectivement égales, et discute la question dans les deux conditions où ils peuvent se trouver d'un même côté de la droite donnée. Les triangles isocèles auxquels cette hypothèse donne naissance donneraient lieu à des égalités d'angles qui amènent facilement à des absurdités; d'où il conclut l'absurdité de l'hypothèse.
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Cette proposition le conduit immédiatement à la suivante, qui constitue le troisième cas d'égalité des triangles.
273. Deux triangles sont égaux, quand ils ont las trois côtés égaux chacun à chacun.
27A. Lorsque deux droites sa coupent, la somme des angles adjacents est égale A deux droits, et réciproquement : les angles opposés sont égaux.
Euclide n'a pas cru devoir démontrer que tous les angles droits, sont égaux. Il a regardé sans doute comme évident, qu'en un point d'une ligne située dans un plan donné, on n'en peut mener qu'une seule dans ce même plan, qui fasse des angles égaux avec les deux côtés de celte ligne; ou, en d'autres termes, que, dans un plau donné, on ne peut concevoir qu'une seule perpendiculaire à une droite en un de ses points. Si maintenant ou considère deux droites différentes, et surcliacune une perpendiculaire, les angles droits formés par les deux premières seront évidemment les mêmes que ceux que forment les deux autres ; car si l'on fait coïncider la point de rencontre de celîes-ci avec le point de rencontre dos premières, qu'ensuite on applique l'une sur l'autre les deux droites sur lesquelles sont élevées les perpendiculaires, ces dernières se confondront, puisqu'on ne peut, sur une même droite, élever qu'une seule perpendiculaire en un point donné : les angles droits de l'un des systèmes sont donc égaux à ceux de l'autre. Ces raisons, développées dans certains Traités avec un peu de prolixité, Euclide n'a pas jugé nécessaire du les mentionner, et il a admis comme évidente l'égalité de tous les angles formés par des droites perpendiculaires.
27Èi. Si l'on prolonge un côté d'un triangle, l'angle extérieur sera plus grand que chacun des intérieurs op-
5oi t le triangle ABC [fig. 3), CD le prolongement de BC ; joignons le point B au milieu E de AC, el prolongeons BE de EF égal k BE; les triangles CEF, ABE seront égaux,
comme ayant un angle égal en E compris entre côtés respectivement égaux; les angles A et ACF seront donc égaux : mais ce dernier est plus petit que ACD, puisque K: point Fesl dans l'angle ACD, vu que la ligne BE, prolongée indéfiniment, ne peut venir recouper la droite BD, avec laquelle cllea déjà un point commun B : donc, l'angle intérieur A, opposé an côté prolongé, est aussi plus petit que l'angle extérieur ACD : ce qu'il fallait prouver.
Quant au second angle ABC, qui est adjacent à la base, on fera une démonstration semblable, en prolongeant le côlé AC, auquel il est opposé, et considérant l'angle extérieur BCH -, l'angle ABC sera donc plus petit que BCH, et, par conséquent, que ACD, qui lui est égal comme opposé au sommet.
276. Dans tout triangle, la somme de deux angles quelconques est moindre que deux droits.
Soient les deux angles B, C du triangle ABC {j>g-4h
Fig. 4-
prolongeons CB, les deux angles adjacents ABD et ABC ont
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pour somme deux droits, mais l'extérieur A1ÎD est plus grand que C: donc la somme des deux angles B eL C du triangle est moindre que deux droits.
277. Si deux cotes d'un triangle sont inégaux, l'angle opposé au plus grand sera le plus grand.
Soit AC>AB (Jig. 5}; prenons AD = AB, le triangle ABD sera isocèle, et, par conséquent, les angles ABD,
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ADB seront égaux. Mais l'angle ABC est plus grand que ABD ; et ADB, comme extérieur au triangle BDC, est plus grand queC : donc, à plus forte raison, on a ABC> C. Ce qu'il fallait démontrer.
278. Si deux angles d'un triangle sont inégaux, le côté opposé au plus grand sera le plus grand.
Euclide emploie encore ici la méthode de réduction à l'absurde, et suppose que la contradictoire de la proposition énoncée soit vraie : c'est- à -dire que le coté opposé au plus grand des deux angles n'est pas plus grand que l'autre. 11 y aura alors deux cas possibles : ou il sera plus petit que cet autre, ou il lui sera égal. Or, s'il était plus petit, l'angle opposé serait le plus petit des deux, d'après la proposition précédente, et cela est contraire à l'hypothèse. S'il était égal, les deux angles seraient égaux, ce qui est encofe contraire à l'hypothèse. Donc, si la contradictoire était vraie, elle conduirait nécessairement à des conséquences fausses; donc elle n'est pas vraie, et, par conséquent, la proposée l'est.
Nous donnons avec quelque détail celle démonstration bien facile, pour mettre en évidence la méthode générale dont clic est une application.
270. Dans tout triangle, un côte quelconque est plus petit que la somme des deux autres.
Soit le triangle ABC (ftg, 6); BC l'un quelconque de ses côtés; prolongeons BA de AD = AC; le triangle CAD
sera isocèle, et les angles D et ACD seront égaux; il en résultera BCD>D,et, par conséquent, dans le iriangle BCD, le côté IÎD sera plus grand <|ue liC, comme élanl opposé h un plus grand angle. Mais BD = BA -|- AC. Donc la somme des deux -côtés BA, AC du triangle ABC est plus grande que le troisième : ce qu'on se proposait de démontrer.
Corollaire. — Il résulte de là qu'une ligne droite
trémilés. Soit, en effet {/g. j), la drjile AB et la ligue brisée AEDCB. Menons les diagonales AC, AD. D'après ce
qui vient d'être démontré, AB sera plus petit que BC -4-AC; AC sera plus petit que DC + AD, et AD plus petit que ED + EA.DoncABsera plus pctitque BC+CD+DE-I-EA.
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Donc la ligne droite est le plus court chemin d'un point à un autre, en ne considérant toutefois que des routes composées de lignes droites en nombre quelconque. Celte proposition se généralisera plus tard, lorsque nous parlerons des lignes courbes.
281. Autre corollaire. — Il résulte de là que, si d'an point A à un point B [Jtg. 8), ou conçoit dans un mente plan une ligne brisée ACDEFB, composée d'un nombre quel-
conque de côtés rectilignes, tels qu'un quelconque d'entre eux prolongé ne pénètre pas dans ^intérieur du polygone fermé par AB, la somme des côtés composant celle ligne brisée sera moindre que celle des côtés de la ligue brisée AMNPQRB, terminée aui mêmes extrémités A, B, et située complètement en dehors du polygone ACDEFB, qui se trouve enveloppé.
Mous n'en rapporterons pas la démonstration, qui découle naturellement de la proposition précédente.
282. Si deux triangles ont deux côtés égaux chacun à chacun, et que l'angle compris entre tes premiers soit plus grand que celui qui est compris par les seconds, le troisième côté du premier sera plus grand que le troisième côté du second; et réciproquement.
283. Deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont deux angles égaux chacun à chacun et un côté égal adjacent à ces deux angles, ou opposé à un angle égal.
284. Si une droite tombant sur deux autres droites fait des angles alternes égaux, ces deux droites seront parallèles.
Soient les deux droites AB, CD, et une troisième EF faisant avec elles les angles égaux AEF, EFD (fig. g). Si AB et CU se rencontraient, par exemple, en Z, l'angle AEF,
- au triangle EFZ, devrait être plus grand que l'angle intérieur EFZ; ce qui serait contre l'hypothèse, Lfs deux droites ne peuvent donc se rencontrer, el comme elles sont supposées dans le même plan, elles sont parallèles.
On pourrait énoncer d'une antre manière les données de cette question, et dire que : lorsque la somme des angles intérieurs d'un même côté est égale à deux droits, les lignes sont parallèles.
Postuiatum d'Enclide. — Nous venons de dé
point, on ne peut mener qu'une seule droite parallèle, à une droite donnée. C'est en cela que consiste réellement ce célèbre postuiatum.
286. Une droite qui rencontre deux parallèles fait avec elles des angles intérieurs dont la somme est égale à
SCIEHCK DE l'ÉTEJIDUE.
deux droits; ou, en d'autres termes, les angles alternes sont égaux.
Eu rlîet, si celle somme était différente du deux droits, les lignes se reticon lierai eut, d'après le postulatum. Or, c'est contre l'hypothèse. Doue elle n'est pas différente de deux droits.
287. La somme des trois angles de tout triangle est égale à deux droits.
Soit un triangle quelconque ABC (fig. 10) ; prolongeons un de ses côtés BC, et menons dans l'angle ACD, qui est
plus grand que A, une ligoe CE faisant un angle ACF, égal à A ; elle sera parallrlr » l(A, d'après une proposition précédente. Donc les angles ECD. ABC seront égaux. Ce qui prouve d'abord que l'angle extérieur est toujours égal à la somme des deux intérieurs opposés; en second lieu, en ajoutant le troisième angle ACII, la somme des trois angles du triangle sera égale à ACD + ACB ou à deux angles droits. c. q. r. d.
Cette proposition conduit immédiatement à la somme des angles d'un polygone, en le décomposant en triangles.
288. Dans tout parallélogramme les cotés opposes sont égaux, les angles opposés sont égaux; les diagonales le partagent chacune en deux triangles égaux, et se partagent mutuellement en deux parties égales.
289. Les parallélogrammes construits sur des bases égales etentre les mêmes parallèles sont équivalents.
Fig. io.
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Et les triangles seront aussi équivalents dans les mêmes conditions, parce qu'ils seront les moitiés de parallélogrammes équivalents.
Telles sont les principales propositions qui composent le premier livre U'Euclide. On peut dire de la plupart d'entre elles qu'on en sent l'exactitude aussitôt qu'elles sont énoncées, et qu'elles ont dise présenter d'elles-mêmes à ceux qui se Sont occupés de figures tracées sur un plan. Mais la démonstration rigoureuse était nécessaire, et, sous ce rapport, le livre des Éléments ne laisse rien à désirer. Il a servi de modèle à tous ceux qui ont écrit sur celte matière, et sera toujours considéré comme un des plus beaux monuments de l'antiquité.
Comparons-le maintenant à l'ouvrage qui, depuis près d'un siècle, est la base de renseignement de la Géométrie en France; et voyons si, sous le rapport des notions premières et de leurs conséquences immédiates, ii y a eu progrès d'Euclide à Lcgcndrc.
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290. Legeudre définit la ligne droite le plus court chemin d , un point à un autre. 11 admet qu'on n'en peut mener qu'une seule entre deux points donnés, mais il laisse incertain si elle peut avoir plusieurs prolongements ; d'autres auteurs estimes admettent l'idée plus complète, qoe par les deux mêmes points il ne peut passer qu'une seule ligne droite indéfinie.
Nous ne reproduirons pas les raisons qui nous ont fait rejeter cette définition, et nous devons, en conséquence, regarder les principes de la Géométrie comme mal établis par Legendre.
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L'ordri! et ta démonstration des premiers théorèmes ne sont pas les mêmes que dans Euclide, qui ne pouvait admettre sans le prouver qu'un côté d'un triangle est plus pelit que la somme dus deux autres. Cetle proposition, qui est pour Lcgcndre une conséquence de sa définition de la ligne droite, lui permet de donner un autre tour aux démonstrations, sans qu'il en résulte cependant aucune réelle simplification.
La première chose qu'il cherche à démontrer, et qu'Euclide admettait comme évidente, est l'égalité de tous les angles droits. Les raisonnements y sont un peu embarrassés et sont suivis avec quelque peine par les élèves, auxquels ces formes ne sont pas encore familières; mais on peut y faire un reproche plus sérieux, et les premières vérités doivent être établies avec tant de rigueur et de clarté, que nous ne croyons pas pouvoir nous dispenser d'en faire sentir le défaut.
Il considère deux droites CD, GH, respectivement perpendiculaires sur les lignes LM, L'M' (jîg. 1 1 et i a), et il se propose de démontrer que les angles droits formés en C
dit-il, prenez les quatre distances égales CA, CB, GE, GF ;
ta distance AB sera égale à la distance EF, et on pourra placer la* ligne EF sur AB, de manière que le point E tombe en A et le point F en B. Ces deux lignes ainsi posées coïncideront complètement l'une avec l'autre; car, sans cela, il y aurait deux lignes droites de A en B, ce qui
est impossible : donc le point G, milieu de EF, tombera sur le point C, milieu do AB.
Il semble, au premier abord, qu'il n'y ait aucune difficulté à faire à ces cou si rue lions et aux conséquences qui eu ont été tirées ; mais, avec un peu de réflexion, on reconnaîtra que celui qui n'admet pas qu'une droile ne puisse avoirqu'unseul prolongement indéfini ne pourrait admettre les coïncidences telles qu'elles viennent d'être indiquées.
En effet, il prend quatre longueurs égales, c'est-à-dire quatre longueurs qui pourraient coïncider deux à deux. Cela élant accepté, AC et EG peuvent bien être appliquées l'une sur l'autre, mais alors il reste douteux si le prolongement GF de EG coïncidera avec le prolongement CB de AC : dès lors, rien ne prouve que le point F coïncidera avec B, cl la démonstration ne subsiste plus.
291. La seconde proposition consiste en ce que toute droite qui en rencontre une aulre fait avec elle deux angles adjacents dont la somme est égale à deux angles droits. Elle est suivie de quelques corollaires sans difficulté.
292. La troisième proposition consiste en ce que deux droites indéfinies dans les deux sens, qui ont deux points communs, coïncident dans toute leur étendue.
Nous avons dît précédemment que Legcndre admet bien que, d'un point à un autre, on ne peut mener qu'une ligne droite, mais non que des droites qui coïncident dans une certaine étendue ne puissent pas se séparer au delà. Il peut paraître étrange qu'il n'ait pas admis comme aussi évidente la coïncidence au delà qu'en deçà des deux points communs. Mais le désir de demander le moins de concessions possible ne fait-il pas naitre des embarras d'un aulre genre? 11 admet la notion du plan, cl il suppose que toutes les lignes qu'il trace soient dans un même plan. Il a défini
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le plan : une surface telle, que si l'on joint deux de ses points par une ligue droite, et qu'on la prolonge indéfiniment dans les deux sens, tous ses points seront sur cette surface : et c'est sur celte définition qu'il se fonde au commencement de son cinquième livre, pour prouver qu'une droite ne peut Éire en partie dans un plan ei en partie en dehors.
Or, si l'idée qu'on a de la ligne droite autorise à penser que des droites qui ont deux points communs ne coïncident pas au-delà de ces points, comment se figurer une surface telle, qu'en y prrn.uil deux points quelconques, et faisan I passer par ces points une droite pouvant donner lieu à uu nombre indéfini de prolongements, tous ces prolongemenls seraient sur cette même surface, n'importe où Ton prendrait sur elle ces deux points. Personne n'accepterait la notion d'une surface d'après une telle définition. Et si ou ne la repousse pas, c'est qu'on admet auparavant que, par deux points donnés, il ne peut passer deux droites indéfinies dilférenies. Or, la démonstration que I.egendrc cherche à donner de cette proposition suppose la notion du plan : il
Ces raisons nous font conclure que I.egcndrc aurait mieux fait de donner plus d'extension à son postulalum, et d'admettre que deux ligues droites, qui ont deux points communs, coïncident non-seulement entre ces deux points, mais dans toute leur étendue.
2!>3. Legcndrc a beaucoup varie son exposition de la théorie des parallèles, cherchant toujours à se passer du postulation d'Euclide. Mais ces différentes tentatives ont été sans succès; et, jusqu'ici, ou n'a rien trouvé de mieus que la théorie du géomètre grec.
menis de la Géométrie de Legcndrc; cela suffit, je pense,
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pour montrer son infériorité à l'égard de celle d'Eu-t comment nous resMijs qu'on pourrait établir les
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294. Nous ayons montré précédemment comment la connaissance des corps nous conduisait à celle des surfaces, des lignes et des points. Parmi les lignes, nous avons distingué la droite; et, parmi les surfaces, le plan. Noua ne répéterons pas ce que nous avons dit à ce sujet.
Les notions les plus simples après les atomes, celles qui se retrouvent à chaque instant comme intermédiaires dans le cours de presque mutes les démons (rations ou recherches quelconques, se rapportent à des points et des lignes situées dans un même plan : ce sont ces propositions élémentaires que nous allons établir dans l'ordre de déduction qui nous paraît le plus naturel.
Tous les angles droits sont égaux
Les angles droits sont ceux que forment deux droites perpendiculaires l'uue sur l'autre: et nous avons appelé perpendiculaires deux droites qui font deux angles adjacents égaux entre eux.
Dans un plan qui renferme une droite, on peut toujours concevoir e» un pninl de cette il roi le une perpendiculaire, mais il ne peut en exister plusieurs. Car, en déplaçant la première autour du même point et dans le même plan, on augmenterait nécessairement l'un des angles primitifs et l'on diminuerait l'autre d'autant ; toute autre droite que la première fait donc des angles adjacents inégaux, et, par conséquent, n'est pas perpendiculaire.
Il est facile de reconnaître maintenant que les angles droits que forment deux lignes perpendiculaires Ali, CD
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sont égaux à ceux que forment deux autres perpendiculaires A'B', CD' [Jîg. i3 el i4). Eu effel, transportons le système de ces deux dernières de manière que le point C' coïncide avec C, et la droite indéfinie A'B' avec AB. 11 suffira
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pour cela, après avoir placé C sur C, de placer un second point quelconque de A'B' sur la ligne AB. Cela fait, il est évident que CD' s'appliquera sur la droite indéfinie CD, sans quoi il y aurait en C deux perpendiculaires à la même droite AB, ce qui est impossible. Les angles droits formés par les deux premières droites ne diffèrent donc pas de ccuii que forment les deux secondes.
296. La somme des angles formés d'un même côté d'une droite indéfinie, par une ou plusieurs droites parlant d'un même point de la première, est égale à deux angles droits.
Cela résulte i m média terne ni de la définition que nous avons donnée do somme d'angles. Nous avons dit que lorsque l'on plaçait à la suite les uns des autres, et dans le même sens, uu nombre quelconque d'angles ayant leurs sommets au même point, les deux côtés extrêmes étaient dits faire uu angle égal à la somme de tous les autres.
D'après cela, puisque, d'après l'hypothèse de la question actuelle, les cotés extrêmes sont le prolongement l'un de l'autre, la somme de tous les angles, quel qu'eu soit le nombre, est la même que s'iin 7 y en avait que deux, formés par la perpendiculaire à la droite indéfinie; c'est-à-dire qu'elle est égale à deux angles droits.
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Lorsqu'il n'y a que deux angles, ils sont dits suppléments l'un dr l'antre.
297. Réciproquement, si la somme des angles consécutifs est égale à deux droits, les côtés extrêmes seront en ligne droite.
Car, s'ils n'y étaient pas, en prolongeant l'un des deux et prenant ce côté au lieu du second coté extrême, la somme des angles serait changée. Or elle serait égale à deux droits: donc elle ne l'était pas d'abord, ce qui serait contraire à l'hypothèse. On ne peut donc admettre que tes côtés extrêmes ne soient pas en ligne droite.
les angles opposés sont égaux.
On appelle opposés les angles dont l'un est formé par les prolongements des côtés de l'autre; et leur égalité résulte de ce qu'ils ont un même angle pour supplément.
299. Deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun , ou an côté égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun.
C'est ce que la superposition lait immédiatement recou-
300. Dans un triangle isocèle, les angles opposés aux côtés égaux sont égaux.
Soit le triangle ABC dans lequel Ali = AC (./'g- '5); concevons ce triangle retourné de manière que ces deux côtés se trouvent placés en sens inverse : on aura un triangle ACB qui aura un angle égal à A compris entre les deux côtés AC, AB égaux chacun à chacun à Ali et AC. Us seront donc superposables cl l'angle ACB coïncidera avec ÂBC; ce qui prouve que les deux angles du triangle ABC sont égaux.
Les angles formes on dessous de la base par les prolongements des côtés Ali, AC sont égaux comme suppléments d'angles égaux.
301. Si un triangle ABC a deux angles égaux B et C, les côtés opposés le seront aussi.
Cela se prouvera encore par la superposition du triangle ABC avec ce même triangle retourné.
Deux triangles sont Égaux quand ils ont les trois
Soienl les deux triangles ABC, A'B'C (fig. i5 et 16), dans lesquels on a
BC = B'C, AB == A'B', AC:-rA'C.
Transportons le triangle A'B'C sur l'autre, de manière que B'C coïncide avec BC; il faut démontrer que le point A'
Fi E . li et 16.
ne peut tomber autre part qu'en A, c'est-à-dire qu'il ne peut y avoir, d'un même coté de la ligne BC, deux points qui, joints aux deux mêmes points BC, donnent des longueurs égales chacune à chacune. Pour cela, supposons que A' ne tombe pas sur A, il sera dans l'un des quatre angles formés par les côtés AB, AC et leurs prolongements. Soil I) ce point { fig. 17 et 18); joignons A et D par une droite.
Puisqu'on aura, d'après l'hypothèse,
AB — DB et AC CD,
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les deux triangles BAD, CAD seront isocèles, et dans chacun d'eux les angles opposés sus ràtés égaux seront égaux.
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ainsi que leurs suppléments : on aura donc BAD^BDA et DAE — IDA.
Or, ces deux égalités sont incompatibles, puisque l'on a évidemment
BAD > DAE.
tandis que l'égal de BAD ou BDA est plus petit que IDA, qui est égal à DAE.
L'hypothèse d'où l'on est parti est donc fausse, et le point A' ne peut tomber qu'en A : ce qui prouve que les deux triangles AliC, A'B'C sont égaux.
303. Si l'on prolonge un côte d'un triangle, l'angle extérieur sera plus grand que clmcun des angles intérieurs opposés.
11 faudrait reproduire ici la démonstration d'F.uclide que nous avons fait connaître précédemment. Et il en serait de même des suivantes, que nous nous contenterons d'indiquer, mais que nous devons mentionner pour que l'enchaînement des propositions soit marqué :
301. La somme de deux angles quelconques d'un triangle est moindre que deux droits.
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305. Si deux côtés d'un triangle sont inégaux, au plus grand sera opposé le plus grand angle.
306. Si deux angles d'un triangle sont inégaux, au plus grand sera opposé le plus grand côté.
307. Dans tout triangle, un côté quelconque est plus petit que la somme des deux autres.
Un corollaire immédiat de celle dernière proposition est que la ligne droite qui joint deux points est plus courte que
Soient, eu effet, les deux points A, B, la droite AB et la
Fis. '9-
ligne brisée BCDEA {Jig. 19) ; on aura les inégalités sui-
AB<BC-)-AC, AC<CD+DA, DA<DE-t-EA;
d'où résulte évidemment
AB < BC -t- CD -1- DE -4- EA.
Ainsi, la ligne droite est le plus court chemin d'un point à un autre, eu ne considérant que des roules composées de lignes droites, en nombre quelconque, et de grandeurs quelconques.
308. Et Je là se conclurait cette autre proposition, que si d'un point A à un point B on conçoit dans un infime plan une ligue brisée ACDEFB composée d'un nombre quelconque de côlés rectilignes tels, qu'un quelconque
d'entre tas prolongé ne pénètre pas dans l'intérieur du polygone formé par celle ligne brisée et AB, la somme, des côtés composant cette ligue brisée sera moindre que celle des côtés de toute autre ligne brisée AMJVPQRIJ [fig. ao),
terminée aux mêmes extrémités A et B, et située complètement en dehors du polygone ACDEFB.
La démonstration se fera en prolongeant d'abord le côlé AO jusqu'à ce qu'il rencontre en X la ligne enveloppante. Remplaçant dans celle-ci par AX le contour AM!\X, on aura diminué la ligne enveloppante totale. On diminuera encore le contour total ainsi obtenu, en prolongeant CD, puis DE; et, en continuant ainsi, ou arrivera à la ligne brisée, qui sera, par ennsi'quenl, plus petite que AMiNPQRH.
Euelide n'a démontré celte proposition que dans le cas où les deus lignes brisées, enveloppée et enveloppant!', sont composées de deux côtés seulement.
309. Si lieux triangles ont deux cotés égaux chacun à chacun et que l'angle compris entre ces côtés ne soit pas le même, le troisième coté opposé au plus grand angle sera le plus grand.
On suivra encore les démonstrations d'Euclide.
310. D'un point hors d'une droite indéfinie on rte peut abaisser qu'une seule perpendiculaire, sur cette droite.
Cette perpendiculaire est plus courte ijue toute oblique menât; du même point à la même droite.
Soit AU la droile indéfinie (fig. ai}, C le point extérieur, CD une perpendiculaire sur AB.
Fi,. «.
Par le point C menons une autre ligne terminée en un point quelconque E de AB; je dis que CE ne sera pas perpendiculaire sur AB, et qu'elle sera plus grande que CD.
En effet, puisque dans loul triangle la somme de deux angles est plus peli le que deux droits, et que dans le triangle CDE l'angle D est droit, l'angle CDE sera plus petit qu'un droit. Donc, d'abord, la ligne CE n'est pas perpendiculaire « AB ; en second Heu, elle est plus grande que le coté CD du triangle, puisqu'elle est opposée à un plus grand angle. Donc, d'un point on ne peut abaisser qu'une seule perpendiculaire sur une droile ; et elle est la plus courte droite qui puisse Être menée de ce point à celte ligne.
3H. Deux obliques menées d'un même point à deujr points de la ligne indéfinie, êtfuidistants du pied de la perpendiculaire, sont égales.
Car ces obliques sont les hypoténuses de triangles rectangles égaux.
312. De deux obliques partant d'un même point, celle dont l'extrémité est la plus éloignée du pied de la perpendiculaire est la plus grande.
Si elles n'élaicnl pas du même coté de la perpendicu-
lajre, on pourrait prendre du côté de l'une des obliques uu point dont la distance au pied de la perpendiculaire serait la même que pour le pied (ic l'oblique qui est de l'autre côté. On aurait ainsi une oblique égale à cette dernière et du même côté que la première.
Cela posé, soient AB la perpendiculaire et AC, AD deux obliques situées d'un même côté (fig. aa). Nous avons fail voir que l'angle ACB était aigu, ainsi que ADB. L'angle
Fie- ».
ACD est donc plus grand que ADC, et, par conséquent, dans le triangle ACD on a AD> AC; ce qu'il fallait démontrer.
Tout point de la perpendiculaire, élevée sur le milieu d'une droite, est également distant de ses deux extrémités.
Les réciproques de ces diverses propositions se démontreraient facilement, cl devraient Tare développées dans un cours régulier.
DES PARALLÈLES
313. Lorsque deux lignes indéfinies sont coupées par une troisième, de telle sorte que la somme des angles intérieurs d'un même câté de la sécante soit égale à deux droits, ou, ce qui est la même condition, que les angles alternes ou correspondants soient égaux, ces deux lignes sont parallèles.
Soient AB, CD les deux droites, EF la sécante et AEF=EFD tfig.ri).
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Si ces lignes n'étaient pas parallèles, étant dans un même plan, elles se rencontreraient. Soil H leur point de rencontre; l'angle AEF extérieur au triangle devrait être plus grand que l'angle intérieur EFH : or, il lui est supposé égal.
Fi B . ,i.
Il y aurait donc contradiction : les deux droites ne peuvent donc se rencontrer.
Dans le cas particulier où les angles AEE, EFD seraient droits, c'est-à-dire où la sécante serait perpendiculaire aux deux droites, la proposition s'énoncerait ainsi -.Deux droites perpendiculaires sur une même droite ne peuvent se rencontrer; d'où résulterait cette proposition que nous avons déjà démontrée, que d'un point ou ne peut abaisser deux perpendiculaires sur une raùmc droite. Euclide l'a regardée comme implicitement renfermée dans la proposition générale.
314. Postulatwnd' Euclide. — Soient cleuxdroi tes indélinies Ali, CI) qui, coupées par une troisième FF, font avec elles d'un même coté deux ongles intérieurs dont la somme est différente de deux droits [fig. a4) ; ai, par le point K,
Fia-
on mène une dr oite EU telle, que la somme des deux angle*
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intérieurs soit égale à deux droils, il vient d'Être démontre que celte ligne sera parallèle à FD. Or, Euclide demande qu'on accorde comme évident (joc la ligne AU, différente du EH, rencontrera la droite Ali; ou, en d'autres termes, que, par un point E. hors d'une droite CD, il ne peut y avoir qu'une seule ligne parallèle à CD.
Quant au point de rencontre de Ali et CD, il est clair qu'il ne peut Être que du cùlé où Alî se trouve entre les deux parallèles, c'cst-à-dirc du cùlé où la somme des angles intérieurs cal moindre que deux droits.
C'est en cela que consiste le célèbre postu/atum de ce grand géomètre, et jusqu'ici on n'a encore trouvé aucun moyen rigoureux de s'en passer.
Rien n'est plus facile, en l'admettant, que d'élablir la proposition suivante, d'où découle tonte la théorie des parallèles.
315. Si lieux parallèles sont coupées par une droite. In somme des angles intérieurs sera égale h deux droits.
Celte réciproque du premier théorème résulte immédiatement du postulat uni. Car, si celle pi un me était différente de deux droils, les deux lignes se rencontreraient; ce qui est contre 1" hypothèse.
Nous ne donnerons pas le détail de toutes les conséquences de ces propositions; elles ne peuvent offrir aucune difficulté, même pour l'ordre dans lequel elles devront èlre présentées. Nous regarderons donc comme démontrées les propositions relatives aux angles et aux cotés des parallélogrammes, obliques ou rectangles, ainsi qu'à leurs diagonales; aux angles qui ont les cùlés parallèles ou perpendiculaires, etc.
316. Dans tout triangle, la somma des trois angles est égala à deux angles droits.
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Soit le triangle quelconque ABC (Jîg. u5) ; prolongeons l'un de ses cotés, liC par exemple ; dans l'angle extérieur ACD, qui est plus grand que l'angle intérieur A1IC, on pourra tirer une ligne CE qui fasse l'angle ECD = AlîC;
tic. î5.
cetir ligue sera parallèle à RA,et, par conséquent, Ici angles IIAC, \C\: mthiii égaux nimnir allei nes-intei nés. [.es trois angles du triangle seront cjtmc respectivement égaux aux truis an^lii formé» d'un rtirnie ri'.lé de ISD par les lignes C\ CI' : km somme d mi' égale .i deu\
Et l'angle extérieur est égal à la somme des deux intérieurs opposés.
Corollaire I. — Tout polygone pouvant être partagé par des diagonales en autant de triangles qu'il a <Ic côtés moins deux, et la somme des angles de tous ces triangles formant précisément la somme de eeux du poljgone, cette dernière sera égale à deux droits répétés autant de fois que le polygone a de côtés moins deux.
Corollaire II.— Si l'on prolonge tous les côtés d'un polygone quelconque en tournant toujours dans le même sens, les angles extérieurs ajoutés :'i ceux du polygone formeront autant de fois deux droits qu'il a de sommets ou de côtés. La somme de ces angles extérieurs est donc égale à quatre angles droits.
317. Ilemari/ue. — Nous avons cru devoir donner avec beaucoup de détail les propositions précédentes, dont l'enchaînement était essentiel à bien indiquer. Maintenant que
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ces premières bases sont bien établies, nous ne nous assujettirons pas à démontrer ni môme à mentionner tous les théorèmes que doit renfermer un Traité élémentaire de Géométrie, Nous ne nous attacherons particulièrement qu'à ce qu'il y a de générai dans les théories, et à l'étude des méthodes employéi s à lit résolution des questions; et nous ferons ressortir autant que possible l'application de ce qui a été dit de général à cet égard dans la première Partie de cet ouvrage.
318. Dans les propositions précédentes, nous n'avons considéré qui» des points et des droites dans un même plan. Dans les suivantes, il y aura une considération de plus, celle du cercle, c'est-à-dire de la ligue plane dont tous les points sont à une dislance égale d'un même point situé dans son plan. Cette ligne ne peut être ni droite, ,ni composée de lignes droites, puisqu'il est démontré que les dislauri's d'un uiétm- jioitu aux ilid'én'nls poiuij d'uni? droite vont en augmentant à mesure que ces points s'éloignent du pied de la perpendiculaire abaissée du point donné sur celle droite. Le cercle, ou le lieu des points également dis-
s dans un tnèrae plan, ne peut
donc être que ce que nous a>
<ons appelé une courbe : c'est
la plus simple de toutes, la si
iule dont on s'occupe dans les
premiers éléments. Quelque
s auteurs appellent cercle la
parlie du plan interceptée pai
circonférence. Nous croyon;
> plus convenable de ne pas
faire cette distinction : et quand nous voudrons parler de la surface comprise dans le cercle, nous le dirons expressément.
La combinaison de la ligne droite et du cercle donne Heu à un nombre indéfini de propositions, dont il est à propos de faire connaître ici les plus simples, celles qui se
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retrouvent à chaque instant, et se présentent d'ailleurs si naturellement à l'esprit, que la démonstration n'en parait nécessaire qu'à ceux qui ont déjà l'habitude du raisonnement et de la rigueur. Nous ne donnerons aucun développement à ces propositions, qui sont traitées à peu près de la même manière par tous les auteurs qui oui imité Euclidc; nous nous contenterons d'indiquer brièvement en
On voit d'abord que les positions relatives d'une droite et d'un cercle donnent lieu à trois cas distincts. Si la perpendiculaire abaissée du centre sur la droite est plus grande que le rayon, tous les points de la droite sont en dehors du cercle, puisque leur distance au centre es) plus grande que la pi'rjii'iidit'ulidre ejni est déjà |>lus grande que le rayon. Si cclti: jii'rpr'ndirul.iiir est é^ale au rayon, son pied appartient au cercle; mais tous les autres points de la droite sont en dehors, parce que leur distance au centre est plus grande que le rayon, qui est la perpendiculaire. La droite qui n'a ainsi qu'un point commun avec le cercle, est dite tangente.
Enfin, si la perpendiculaire est plus petile que le rayon, son pied est dans l'intérieur du cercle, et la droite prolongée dans les deux sens rencontrera le cercle en deux points au moins : elle est dite sécante.
Nous disons qu'elle coupe au moins en deux points le cercle. Cela résulte d'un de nos axiomes; mais il est bon de reconnaître qu'elle ne peut le couper en plus de deux points. ,Car s'il y avait trois points communs à un cercle et à une ligne droite, leurs distances au centre seraient égales; or les propositions démontrées sur les perpendiculaires et les obliques, prouvent que d'un point à une droite il ne peut y avoir trois longueurs égales.
La seule inspection d'un cercle donne l'idée des propositions suivantes.
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319. Les longueurs des cordes d'arcs égaux dans des cercles égaux, soin égales; les angles formés par les rayons extrêmes sont égaux. Les réciproques sont vraies.
qui sont plus petits que la demi-circonférence, au plus grand arc est opposé une plus grande corde, et un plus grand angle au centre. Les réciproques sont vraies. La perpendiculaire élevée par le milieu d'une corde passe par le centre et par le milieu de l'arc sous-tendu. El réciproquement.
Doux parallèles qui rencontrent un même cercle interceptent des arcs égaux.
Deux cercles peuvent donner lieu, comme une droite et un cercle, à trois positions relatives différentes. Ils peuvent n'avoir aucun point commun, ou en avoir un seul, ou deux au plus. Ces trois cas correspondent n des conditions simples entre les longueurs des rayons et la distance des centres. La discussion de ces conditions demande à être faite avec beaucoup de rigueur, mais n'offre aucune ililli-
Si deux angles, (Sont l'un a son sommet au centre el l'autre sur le cercle, interceptent entre leurs côtés le même arc, le premier sera double du second.
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320. Il n'est presque aucune des propositions énoncées jusqu'ici, qui ne frappe par son évidence les. esprits les moins pénétrants, et ne puisse être acceptée par tous les hommes sans démonstration. Ce serait toutefois fort mal à propos qu'on demanderait cette admission à ceux qui veulent aller au delà, cl on les exposerait à tomber souvent dans de graves erreurs par l'habitude qu'ils prendraient de juger d'après les apparences. Aussi avons-nous cru de-
voir donner avec rigueur la surcession des premières vérités, et la liai'iijri du chacune d'elles à celle:; qui la précèdent. Mais nous faisons remarquer celle évidence avec laquelle elles se présentent à tous les hommes, aiin qu'on ne se demande pas pourquoi oit commence par elles, et comment on les a découvertes. Beaucoup d'autres qui les suivront présenteront encore ce même caractère ; mais combien il y en a aussi qui n'ont pu être trouvées que par des efforts prodigieux, et dont la démonstration ne peut être suivie que par des esprits d'élite.
Jusqu'ici donc nous n'avons rien de bien important à faire ressortir sur l'emploi des méthodes. Les énoncés des propositions étant posés, ou parvient si vite à la démonstration, que la marche synthétique semble la seule qu'il ait été possible d'y employer.
Il est bon toutefois de remarquer que nous avons plusieurs fois fait usagede la méthode de réduction a l'absurde, particulièrement pour démontrer des réciproques. Ainsi, après avoir démontre les conséquences que l'égalité ou l'inégalité de deux côtes d'un triangle entraîne relativement aux angles opposés, si l'on veut connaître les conséquences relatives aux côtés qui résulteraient de l'égalité ou de l'inégalité de deux angles, la méthode de réduction à l'absurde se présente si naturellement, qu'elle doit cire préférée à une démonstration directe. En clfet, si l'on donne par exemple un des angles plus grand que l'autre, le côté opposé au premier ne peut Être égal à l'autre, car les angles opposés seraient égaux, ce qui est contre l'hypothèse : et il ne peut être plus petit, parce que l'angle qui lui est opposé serait le plus petit, ce qui serait aussi contre l'hypothèse. D'où il suit nécessairement que le côté opposé au plus grand angle est le plus grand. On verra souvent cette méthode employée dans la démonstration de propositions réciproques. '
321. Les propositions établies jusqu'ici nous permettent Je procéder à l.i iiiesiim des ^ra ndems, dont nous avons fait
nique objet delà Géométrie. Nous ne considérerons d'abord que les lignes droites, ou les arcs de cercles de rayons égaux, les angles, et les surfaces des figures planes terminées pardes lignes droites. Ce ne sera que plus tard que nous chercherons la mesure des surfaces planes terminées par des arcs de cercles quelconques, mêlés à des cùlés recliligues.
CHAPITRE II
MESURE DES LIGNES DROITES, DES ANGLES ET DES SURFACES DES FIGURES RECTII.IGNES. - SIMILITUDE.
^22. Nous avons fait voir, au commencement Je la première Partie, comment on pouvait exprimer par des nombres toutes les quantités pour lesquelles on a défini exactement l'égalité et l'addition. Ces nombres se nomment les rapports de ces quantités à celle qui il été choisie pour unité, nu la mesure de ces quantités. Ainsi, la théorie delà
jet que de faire connaître les procédés généraux propres à déterminer le rapport de deux grandeurs de cette espèce; l'expression de ces grandeurs en nombres, en sera la conséquence immédiate.
UltUII DES LIGNES UROfTES.
32H. L'égalité des lignes droites ayant été définie, ainsi que leur addition, et par suite leur soustraction, on peut s'occuper <Ie leur mesure.
Les lignes droites pouvant toujours s'appliquer les unes sur les autres, il n'y a aucune difficulté à concevoir sur une droite indéfinie une portion égale à une droite donnée; ce que l'on exprime quelquefois en disant qu'elle a même longueur, en se gardant bien toutefois de définir la ion- Or, nous avons dit que pour évaluer une quantité au 'moyen d'une unité de inênic espèce, il fallait d'abord en
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tler l'unité amant de fuis
que possible ; que s'il y avait un
reste, il fallailde mémec
n olcr autant de J'ois une po-siiile
une subdivision déterminée de l'unité, et ainsi de suite;
nous renvoyons à l'en po si
Lion que nous avons faite de celte
méthode, et des divers cas.
mxquels elle pouvait donner lieu.
Et comme il n'y a aucu
ne difficulté à prendre sur une
droite une longueur égal.
opération s'exécutera imn
icdiatcment, et nous n'avons rien
de plus à dire sur la mesu
redes lignes droites, ou leur éva-
D'après ce que nous av
ons dit en général, celle mesure
peut être exprimée par ui
1 nombre entier, par un nombre
fractionnaire ou par un nombre incommensurable; mais il
y a quelques remarques à faire sur ce dernier cas.
Si les deux lignes dont
ou cherche le rapport sont don-
nées matériellement, c'esi
ricllcs que l'on procédera. Mais quelle que soit la perfection des instruments employés, il y aura toujours des limites au-dessous desquelles les grandeurs ne seront plus perceptibles pournous;de sorte que, mémo sans tenir complexes imperfections des iustriinienls el des lignes à comparer, les appréciations seraient limitées par nos sens. On arrivera donc toujours par les procédés graphiques ;'i une évaluation qu'on regardera comme exacte, lorsque le reste sera imperceptible; et deux lignes quelconques paraîtront toujours avoir une commune mesure, c'est-à-dire une longueur contenue exactement dans chacune d'elles. Et si l'une est prise pour uuilé, la mesure de l'autre sera donnée par un nombre fractionnaire.
.Mais si les deux lignes ne sont pas données graphiquement, et qu'elles dépendent l'une de l'autre par des conditions exactement définies, on peut se proposer de trouver leur rapport, soit exact, soit approché, suivant qu'elles
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On peut, par exemple, chercher le rapport de la diagonale d'un carré à son côté ; le rapport entre le rayon d'un cercle et le côté d'un polygone régulier inscrit ou circonscrit, d'un nombre donné de côtés, etc., etc., etc.
32i. De la plus grande commune mesure. — Dans l'une ou l'autre stipposilion, si l'on voulait trouver la plus
sécs, ce qui donnerait leur rapport exprimé par les plus petits nombres entiers, ou procéderait comme pour la recherche du plus grand nombre contenu exactement dans deux nombres donnes. On ûtera Je la plus grande la plus petite autant de fuis que pos- ible: s il ne reste rien, celle-ci sera la ligne cherchée; et s'il y a un reste, la plus grande commune mesure de ce reste et de la plus petite, sera la niètne ijuc celle de* deux ligues proposées. La question se présentant la même en [re i-cs detiv nouvelles lignes, moindres que les premières, on continuera de même jusqu'à ce (jue l'on arrive à un reste nul, ou que l'on s'assure qu'il n'existe pas de commune mesure.
Dans le cas de données graphiques, l'opération s'arrêtera toujours, faute de pouvoir apprécier des quantités qui dépassent une certaine limite de petitesse. Dans le cas de dépendance exactement définie, il pourra arriver, comme pour la diagonale du carré, que la marche même de l'opération annonce l'absence de commune mesure; mais le plus ordinairement, c'est par des considérations tenant à la science des nombres qu'on y parviendra, cl ce n'est pas en cherchant la plus grande commune mesure par les procédés que nous venons d'indiquer.
Il est presque inutile de faire remarquer que ce que nous venons de dire à propos des lignes droiles, s'applique à deux quantités d'une même espèce quelconque.
Si l'on multipliait les deux lignes données, par un
même nombre, lous les restes te scrairtit aussi, cl par conséquent la plus grande commune mesure ellc-uième.
326. L'égalité et l'addition des angles ayant été définies, on peut se proposer de les mesurer, c'est-à-dire de trouver leur rapport à celui qui a été choisi pour unilé. Comme il n'y a aucune difficulté à faire, avec une ligne donnée, un angle égal à un angle donné, on trouvera sans peine combien de fois l'angle donné contient l'unité, et combien le reste contient de .subdivisions convenues de cetle unité ; la mesure des angles n'offre donc en théorie aucune difficulté de plus que celle des lignes droites.
Mais il n'en est pas de même en pratique. Comme il résulterait trop d'erreurs de la construction de tous ces angles, on emploie des instruments où sont marquées les plus petites subdivisions de l'angle droit, qui est ordinairement pris pour unilé ; le sommet de tous les angles est le même, et, pour mesurer un angle donné quelconque, il suffirait de placer son sommet au sommet commun, un de ses côtés sur l'origine commune, et de reconnaître sur quelle subdivision tombe le second coté, ou, ec qui arrivera le plus ordinairement, entre quellessubdivisions consécutives il tombe. Or, les nombres correspondants à chaque subdivision angulaire ne peuvent Être commodément écrits sur les cotés mêmes de ces angles, et il est plus convenable que la graduation se fasse sur une ligue continue qui coupe tous ces côtés, et permette déjuger plus facilement la portion de la dernière subdivision que l'instrument ne peut évaluer. Or, de toutes les lignes, la plus avantageuse est le cercle ayant son centre au sommet commun des angles. A des angles égaux au centre, correspondront des arcs égaux compris
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entre leurs côtés; l'instrument sera donc beaucoup plus facile li graduer que si l'on prenait toule autre courbe. Le i[uan de cercle correspondra à l'angle droit; le quatre-vingtdixième de l'angle droit, on l'angle de i degré, correspondra au quatre-vingt-dixième du quart de cercle, qu'on appellera l'ara d'un degré, et ainsi de suite; de sorte que la mesure d'un angle, en prenant l'angle droit pour unité, sera la même que la mesure de l'arc compris entre ses côtés en prenant pour unité le quart de cercle, et supposant toujours le sommet de l'angle au centre du cercle.
C'est là ce qu'on entend quand on dit qu'un angle au centre a pour mesure l'arc compris entre ses côtés.
.327. Les recherches théoriques conduisent quelquefois à la comparaison d'angles dont le sommet n'est pas au centre
égard des théorèmes qu'il est utile de connaître. Comme les
rapport que les arcs qu'ils interceptent, il suffit de déterminer quel are intercepterait entre ses côtés un angle dont le sommet serait situé en un point quelconque, et qu'on transporterait sans changer sa grandeur, de manière que son sommet vint coïncider aïcc le centre. Ainsi l'angle formé par deux cordes, ou une corde et une tangente, transporté au centre, intercepterait entre ses côtés la moitié de l'arc qu'il intercepte dans la position donnée; pour l'évaluer, il ne faut donc prendre que la moitié de cet arc; ce que l'on exprime en disant qu'un angle ainsi placé a pour mesure la moitié de l'arc compris entre ses côtés.
Il est encore bon de savoir comment on connaîtrait l'arc intercepté entre les côtés d'un angle dont le sommet serait transporté au centre, lorsque ce sommet est placé en dedans ou en dehors du cercle. Cet are dépend d'une manière trèssimple de ceux qui sont déterminés sur la figure par la ren-
contre, que l'on suppose avoir lieu, des deux côtes de l'angle a vue le cercle. Ces détails tic peuvent être donnés que dans
Remarque. — Nous avons comparé les angles à l'angle droit, qui se présente plus naturellement que lotit autre. Mais nous aurions pu prendre un angle quelconque pour unité, nous aurions éle conduits ainsi à chercher le rapport de deux angles quelconques, et nous aurions établi, par les mûmes considérations, la proposition suivante : Le rapport île deux angles est le même que celui tics
arcs décrits de leurs s
ommets comme centres, avet
rayon, ni intercrpii-!.
'Pour l'établir av.
il faut se
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égaux. Or, si l'on ,
lécompose l'un des angles ■
en parties
même nombre d'arcs
iendra au-
tant de subdivisions
reste, que
l'arc correspondant e
n contiendra du premier ar
sera ainsi quelque petites que soient ces subdivisions. Or, c'est précisément cette condition qui, comme nous l'avons exposé généralement, constitue 1 égalité de deux rapports commensurables ou incommensurables. Le rapport des deux angles est donc généralement égal à celui des arcs interceptés
MESURE DES SURFACES FLANES
328. L'égalité des surfaces n été déûnie comme celle de toutes les quanti lus géométriques. L'addition des surfaces planes se fait en les plaçant a la suite les unes des autres, sur le même plan, sans qu'elles se recouvrent en aucune partie, et l'idée que nous attachons à la grandeur de cette somme est indépendante de l'ordre dans lequel les parties sont pla-
eées, etdes figures diverses qui peuvent en résulter. Toutes ces figures, composées de parties respectivement superposables, ne le sont pas elles-mêmes ; elles n'ont ni Je même périmètre ni les mêmes .mglrs ; en un mot, «lies ne sont pas égales, mais elles seront dites de même grandeur en surface et s'appelleront équivalentes.
Si à des figures équivalentes on ajoute ou on retranche des surfaces équivalentes, n'importe dans quelle partie de leur étendue, les sommes ou restes seront encore dits équivalents. Enfin, si ou parlagedcux figures équivalentes en un même nombre do parties équivalentes, les parties de l'une seront encore dites équivalentes h telles de l'autre. Kt nous verrons bientôt comment toutes ces circonstances rentrent dans le point de vue unique de la décomposition en parties respectivement égales.
Mesurer une surface, c ; esl irouver son rapport à une
simple que pour les lignes droites et les angles, à cause de la difficulté de porter sur une surface quelconque des surfaces égales à celle d'une figure donnée. Aussi ne peut-il être résolu directement que dans des cas très- limités." C'est par ces cas que nous commencerons cette étude, et nous parviendrons à y ramener la mesure de toutes les figures planes terminées par des lignes droites, par des transformations successives fondées sur la considération de l'équivalence.
D'après la manière dont on procède pour l'évaluation de toute grandeur, il est nécessaire que l'unité puisse être divisée en parties égales : on a choisi, à cet effet, le rectangle, et pour plus de simplicité on a pris sa hauteur égale à sa base. En subdivisant ces deux lignes en un même nombre de parties égales, et menant par les points de division des parallèles aux côtés, on subdivise le carré unité en carrés égaux, dont les surfaces pourront devenir aussi
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petites que l'on voudra par l'augmentation indéfinie du nombre des subdivisions.
Les surfaces tes plus faciles à évaluer avec cetle unité sont les rectangles, et c'est par là que nous allons commencer. La première proposition :< établir à rel effet est la sui-
329. Deux rectangles qui ont un côté égal sont dans le même rapport que les deux autres cotés.
La démonstration de ce tbéoicme se fera comme dans le cas lies angles et des arcs. Dans l'un des rectangles on considérera le roté non l'oinnmn tjnc nous appellerons sa base, et on le partagera eu un nombre quelconque de parties égales; par tous les points de division on élèvera des perpendiculaires qui diviseront le rectangle en un même nombre de parties égales que la base. On prendra sur la base du second des parties égales aux subdivisions de la première, ut on élévern soiiibkblemciiL des perpendiculaires qui détermineront des rectangles égaux à ceux dans lesquels le premier a été décomposé et dont le nombre sera le même que celui des parties de la base.
comme subdivision, et le nombre des rectangles égaux contenus exactement dans les deux rectangles étant le même que celui des subdivisions exactes des deux bases, le rapport des deux rectangles sera le même que le rapport de leurs bases, puisque ce sera le rapport des Jeux mômes nombres.
Si les bases sont incommensurables, elles seront encore dans le même rapport que les rectangles, puisqu'il vient d'être démontré que si l'on partageait la base et la surface de l'un, eu un nombre quelconque de parties égales, la base el la surface du second contiendraient le même nombre entier de ces subdivisions respectives.
!Î5'J SCI EH CE DE l'ÉTEHDUB.
330. Mesure. de la surface d'un rectangle. — Si sur la hauteur de ce rectangle, que nous désignerons par A, on porte uni; longueur égale au côté du carré pris pour unité, et que par son extrémité on mène une parallèle à la hase, on formera un rectangle lî dont le rapport à l'unilê de surface sera exprimé, d'après la proposition précédente, par le rapport, quel qu'il soit, de la base du rectangle au coté du carré ; rapport qui sera le nombre même qui mesurera eette base en prenant pour unité de longueur le côté du carré, ce que nous ferons constamment. Le rectangle 1( sera dont: égal à l'unité de surface multipliée par ce nombre. Si maintenant nom comparons A à B, leur base étant la même, leur rapport sera égal à celui de leurs hauteurs, et sera par con-
surfaee de A s'obtiendra donc en multipliant par ce dernier nombre celui qui mesure B, qui est le même que celui qui mesure la base. D'où se déduit celte proposition générale : Le rapport d'un rectangle quelconque au carré construit sur
qui mesurent sa base et sa hauteur.
C'est ce que l'on exprime d'une manière abrégée eu di-
Tout rectangle a pour mesura le produit de Sa baie par su hauteur.
331 . Deux parallélogrammes île même base et même hauteur sont équivalents.
On appelle base d'un parallélogramme l'un quelconque de ses côtés, et hauteur correspond au le, la perpendiculaire comprise entre celle base et le cùlé parallèle. D'après cela, si l'on place les deux parallélogrammes de manière que les bases égales coïncident, les côlés opposés seront sur une même parallèle à ces bases. Soient ABCD, EBCF les deux
CHAPITMt II. 353
parallélogrammes [fig. 26), la 6gure EBCD pourra êlre considérée comme un compose de ABCD et du triangle ABE,
ou de EBCF el du triangle FCD, égal à ABE, comme il est facile de le démontrer. Les deux parallélogrammes sont donc équivalents, puisqu'on lus obtient en retranchant des surfaces égales de surfaces égales.
332. Un triangle est équivalent à la moitié de tout parallélogramme de même base et même hauteur.
On nomme base d'un triangle un quelconque de ses c6tés, et hauteur correspondante la dislance du sommet opposé a
Or, en menant par les extrémités d'un des côtés, des parallèles aux deux autres, on forme un parallélogramme qui a même base et même hauteur que le triangle, et dont celui-ci est la moitié. Et comme tous les parallélogrammes de même base el même hauteur soni équivalents, le triangle est équivalent à la moitié de lout parallélogramme de même base et même hauteur.
Mesure du parallélogramme. — Puisque tout parallélogramme est équivalent au rectangle qui a même base et même hauteur, el que le rectangle a pour mesure le produit de ces deux lignes, entendu comme nous l'avons expliqué, on pourra énoncer la proposition suivante, entendue dans le même sens,
Tout parallélogramme a pour mesure le produit de Sa bate par sa hauteur.
Fig. rf.
Mesure du triangle. — Tout triangle étant équivalent à la moitié ilu m; i an gît de même base et de même hauteur, il en résulte que :
Tout triangle a pour mesure la moitié du produit dp sa base par sa hauteur.
Mesure d'un polygone quelconque. — Quel que soit le nombre des roiés d un pol vl;ijiii'. mi peul le décomposer en triangles. Si l'on prend pour sommet commun un point à
côtés du polygone. Si l'on prend un sommet du polygone même, les diagonales qui en partiraient partageraient le polygone en triangles dont le nombre serait moindre de deux unités que relui des <-c*jtés du polygone.
Cela fait, on aura la mesure de la surface du polygone en ajoutant celles de tous ces triangles. Kt c'est ainsi que la mesure de toutes les figures planes terminées par des lignes droites, est ramenée à celle du rectangle, qui se fonde immédiatement sur la considération de l'égalité.
333. La proposition fondamentale de cette théorie consiste en ce que, si deux droites sont coupées par des lignes parallèles entre elles, les parties interceptées sont proportionnelles.
Euclide, et d'après lui Legcndre, en ramènent la démonstration à la. comparaison des surfaces des triangles. Ce moyen n'étant pas tiré de la nature mfime de la question, nous préférerions celui que d'autres géomètres ont employé, etqui est fondé sur cette considération bien simple que, si l'on a un nombre quelconque de parallèles menées par des points équidistants entre eux, pris sur uue des deux
lignes, les parties interceptées sur la seconde seront égales entre elles. De là résulte, par le procédé uniforme de démonstration employé ri-dessus pour les angles et pour les rectangles de même hauteur, que les parties de l'une des deux droites, comprises entre des parallèles quelconques, out le même rapport que les parties correspondantes de l'autre, qu'il y ait ou non une mesure commune entre elles.
334. La similitude des figures planes se définit ordinairement par l'égalité des angles et la proportionnalité des cotés homologues : dans les triangles seulement uuede ce:, conditions entrai ne l'autre.
Lorsque l'on considère un système queleonque de points, séparés les uns des autres, ou réunis parties droites, on dit qu'un second système lui serra semblable, lorsqu'en joignant des points correspondants quelconques par des droites, leur rapport est toujours le même; et, par suite, les polygones formés de pan et d'autre en joignant des points homologues sont semblables. Lorsque ces conditions entre les deux systèmes ont lieu pour un assez grand nombre de points pour que le second système soit déterminé quand le premier le sera, ces mêmes eonditions le seront pour tous les autres points ou ligues Immulogues. Ainsi, il y aura le même rapport entre les perpendiculaires abaissées de points homologues sur des lignes homologues, entre les tangentes menées de points homologues à des cercles décrits de points homologues comme centres, avec des rayons dans le même rapport, etc., etc.
Xiti. Les triangles semblables sont des intermédiaire! au-si fréquemment employés pour démontrer des propor lions cotre des lignes, que les triangle* égaus le sont pour démontrer l'égalité de lignes ou d'angles. C'est par de* tri. Ulules «eniblahli -■. qu'en démon :re le* pin port inn* dépendantes des sécantes ou tangentes menée» d'un même point
à un cercle donné; celles qui ont lieu entre les côtés d'un triangle rectangle, la perpendiculaire abaissée de son sommet sur l'hypoténuse, et les segments qu'elle y détermine, elc. Dans la résolution des problèmes, ils servent fréquemment d'intermédiaires pour ramener les constructions les unes aux autres.
336. La comparaison des figures semblables conduit à ce résultai remarquable, que leurs surfaces sont dans le même rapport que les carrés construits sur deux lignes homologues. Cette proposition se démontre d'abord pour les triangles, et s'étend facilement à des (lolygones semblables quelconques. La démonstration un est très-simple et facile à retenir quand on suit la marche analytique; clic offre, au contraire, quelque embarras aux élèves quand on affecte d'employer la marche synthétique, comme le fait toujours Legendre. II ne sera peut-être pas inutile de prendre cet exemple si peu compliqué, pour montrer l'avantage de l'analyse sur la synthèse : ou comprendra combien il serait plus grand dans le cas où le nombre des intermédiaires serait plus considérable.
Voici d'abord la démonstration littéralement copiée dans le Traité de ce célèbre géomètre.
Soit l'angle A=D et l'angle B=E (Jig. aj et a8); Fig. ■>■) ot îB.
d'abord, à cause des angles égaux A et D, on aura, par la proposition précédente,
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on a d'ailleurs, à cause de la similitude des triangles,
aB;de::aC:df,
et si l'on multiplie cette proportion terme à terme par la proportion identique
aC:DF::aC:DF,
il en résultera
AB X AC : DE X DF : : Âc' ; DF .
Donc
abc : def : ; ac' : df' .
Dans cette démonstration, on évite en quelque sorte de faire prévoir l'utilité des diverses propositions par lesquelles on passe ; et ce n'est que quand on est arrivé au but, qu'on en peut saisir la liaison. Les commençants ne l'apprennent et ne la retiennent que difficilement. Voici comment on aurait pu procéder par la méthode analytique. Pour démontrer que les deus triangles semblables ABC, DEF sont entre eux comme les carrés de deux côtés homologues, par «temple AB et DE, il suffit de démontrer que les mesures de ces triangles sont dans ce rapport; ou que les produits de leurs bases par leurs hauteurs, qui sont les doubles de ces mesures, sont dans ce rapport. Soient CH, FI ces hauteurs; la démonstration du théorème en question est donc ramenée à celle de la proportion suivante :
AB x CH : de x yi : : àb' : de',
qui, en supprimant les facteurs communs, soit aux antécédents, soit aux conséquents, devient
ch : Fi ; : ab : de,
Qr cette proportion est vraie, puisque dans deux trianglci
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semblables les bailleurs sont entre elles comme les cotes.
Donc la proposition éuoucéc cs( vraie.
L'avantage de celle méthode est trop évident pour qu'il soit besoin de le faire ressortir.
337. Lorsque deux systèmes semblables; d'après la définition précédente, sont placés do manière qui' deux ligues homologues soient parallèles, toutes les autres le sont respectivement; toutes les lignes qui joignent deux points homologues passent par un même point qu'on nomme centre de similitude ; cl le rapport des distances de ce point à deux points homologues quelconques est constant, et égal à celui do deux droites homologues quelconques du système ; on le nomme le rapport de similitude des deux systèmes. Le premier système étant fixé, ou peut évidemment placer le second île telle sorte que le centre de similitude urcnpc une position quelconque dans le plan des deux systèmes.
Après avoir reconnu celte propriété des systèmes semblables, on a peusé qu'il étail plus convenable de la prendre pour la définition même de la similitude. Elle entraîne la première, et s'applique plus simplement au cas des courbes et des surfaces courbes. Nous adopterons donc la définition suivante de la similitude :
Deux systèmes de points sont dits semblables, lorsqu'ils peuvent être places de manière que toutes les droites qui joignent deux points homologues passent par un même point, et que le nippoit des distanr-vs de ce point à deux homologues quelconques soit constant.
11 résulte de là, en nous bornant aux points situés dans un même plan, que si des points sont en ligne droite dans l'un des systèmes, les homologues y seront aussi; que s'ils
sont sur un même cercle dans l'un, les homologues seront aussi sur un cercle. Ainsi le système semblable à un cercle, est un autre cercle; et leur centre de similitude s'obtiendra en joignant les entremîtes de deux rayons parallèles quelconques, et prolongeant celle droite jusqu'à la rencontre de la ligne des centres ou d'une seconde droite menée par les extrémités de deux autres rayons parallèles ; le rapport de similitude sera celui des rayons. Il est évident que le centre de similitude est le point où les tangentes communes rencontrent la ligne des centres. Ce point jouit encore d'une propriété qu'il est bon de connaître, c'est que le produit des distances de ee point à deux points non homologues situés sur une sécauLe quelconque menée par re point, est constant.
338. Si, au lieu de porter les longueurs dans le même sens à partir du centre de similitude, on les portait en sens contraire, le second système ne serait plus placé de la
dans le même sens que pour le premier. On voit, eu etTet, qu'en faisant tourner de deux angles droits le second système autour du centre de similitude que nous appellerons inverse, il coïnciderait avec celui qu'on aurait obtenu en portant les distances dans le même sens. Les lignes lioniologues sonl toujours parallèles, mais en sens inverse, puisqu'elles se trouvent dans le même sens après une detnïrévoluliou. On aurait le centre de similitude inverse de deux cercles, par la rencontre de la ligne des centres et de celle qui joindrait les extrémités de deux rayons paral- Jèles et de sens contraires. Nous aurons quelque chose à ajouter à ces considérations générales sur la similitude, lorsque nous considérerons les points situés d'une manière quelconque dans l'espace. .
DE LA RÉSOLUTION DES PHOBLÈMES
339. En se reportant à la définition générale que noua a von» donnée des problèmes, on voil facilement que l'objet d'un problème de Géométrie plane doit cire de déterminer soit des grandeurs, soit des positions, d'après les rapports qu'elles doivent avoir avec des grandeurs ou des positions données. Et la marche que nous avons prescrite dans toute science pour lu résolution des problèmes, consistera ici à ramener la construction des grandeurs demandées, ou la détermination des positions de points ou de lignes, à des constructions que l'on sache effectuer.
Il est donc nécessaire, d'abord de bien fixer quelles sont celles que l'on regardera comme pouvant toujours être exécutées, de telle sorte que toute construction qui y sera ramenée, puisse être considérée comme exécutée.
Or les seules constructions qne l'on admette dans la Géométrie élémentaire, comme pouvant Être .toujours immédiatement effectuées, sont celles d'une droite indéfinie dont on connaît deux points, ou d'un cercle dont on connaît le centre et le rayon.
On a pour les exécuter les instruments qu'on appelle la règle et le compas, et on rejette l'emploi de tout autre.
On voit ce qu'il y a d'arbitraire dans ces conditions imposées aux solutions géométriques. On ne s'y est pas tou- . jours rigoureusement attaché : les anciens eux-mêmes ont admis quelquefois des cou i bus moins simples que le cercle, pour la construction de problèmes qu'ils désespéraient de
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pouvoir résoudre autrement; et l'on sait même démontrer aujourd'hui que certains problèmes ne peuvent absolument être construits exactement avec la règle et le compas. Nous laisserons de côté pour le moment ces problèmes, et nous nous bornerons à ceux qui n'exigent que des constructions ' de droites indéfinies dont on connaît deux points, et de cercles dont le centre et le rayon sont connus.
Nous commencerons par indiquer rapidement ceux par lesquels il est naturel de commencer.
340. XJne droite étant donnée en position et en grandeur, élever une perpendiculaire en ion milieu, qui n'est pas donné.
341. Parmi point donné quelconque, mener une perpendiculaire à une droite donnée.
342. Parmi point donné, mener une parallèle à une droite donnée.
343. Par un point pris sur une droite, tracer une seconde droite qui fasse avec la première un angle donné.
344. Diviser un angle ou un arc de cercle en deux parties égales.
Ces premiers problèmes, qui se présentent à chaque instant, sont trop simples pour que nous examinions leurs solutions.
Nous allons en considérer quelques autres, dontla solution, un peu plus compliquée, fera mieux ressortir l'utilité de la méthode analytique.
Inscrire un cercle dans un triangle
La question est de déterminer le centre et le rayon d'un cercle qui soit tangent aux trois côtés d'un triangle donné. Comme on sait que la perpendiculaire abaissée du
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centre d'un cercle sur une quelconque de ses tangentes, est égale au rayon, on voit de suite que le centre du cercle demandé doit être également distant des trois cotés du triangle; que, par conséquent, la détermination de le point est ramenée, et avec réciprocité, n un autre problème dont l'énoncé général serait :
Trouvai- un point également distant de fro;'.f droite* données.
Pour résoudre ce dernier problème, on se rappellera que tous les points de la bissectrice d'un angle sont, également distants de ses deux côtés, et sont les seuls à jouir de cette propriété. Il suit de là que le point équi dis tant de trois droites, devant être équidislant de deux quelconques d'entre elles, doit être un de ceux de la bissectrice d'un quelconque desangles que ces droites forment deux à deux; et dans le cas proposé, ces angles sont ceux qui appartiennent au triangle que forment ces trois droites. Le point cherché, s'il existe, doit donc se trouver sur les trois bissectrices; et réciproquement, si ces bissectrices ont un point commun, il satisfera. Or, deux de ces bissectrices suffisent, et leur point de rencontre sera sur la troisième. Le problème est donc ramené à partager des angles en deux parties égales ; ce que l'on naît faire.
316. Décrire .sur une droitr donnée un segment capable d'un angle donné.
On sait que tous les angles inscrits dans un même segment sont égaux entre eux, et à l'angle formé par la corde qui lui sert de base avec la tangente à l'une quelconque de ses extrémités. Celte base et la valeurde l'angle inscrit sont données ; il s'agit de décrire le cercle.
Or, d'après ce qui vient d'ètie rappelé, si le cercle cherché était construit, et qu'on lui menât une tangente à une des extrémités de la base, elle ferait avec cette base un angle
CBuri-nc m. 363 égal à l'angle donné; si donc on trace une droite faisant avec la base donnée, et à l'une "de ses extrémités, mi angle
vite. I,e problème est ilnn.' ramené au suivant :
Déterminer un cercle dont on tonnait deux points et la tangente en un de ces points.
Et la réciprocité s'aperçoit facilement.
Pour résoudre celui-ci, il suffit de remarquer que la ligne qui joint le centre au point de contact étant perpendiculaire à la langemc, si on élève au point de contact donné une perpendiculaire à la tangente donnée, elle passera par le centre du cercle. On aura une seconde ligne passant par ce centre, en élevant une perpendiculaire au milieu de la droite qui joint les deux points donnés.
La détermina ti on du centre est donc ramenée à des constructions qu'on sait exécuter, et, par conséquent, le problème proposé est résolu.
Par un point C, commun à deux cercles dont les centres sont A et B, mener une droite telle, que la partie comprise entre les deux ceivles soit égale à une longueur donnée.
Soit MN la ligne qui résout la question [fig. 29).
Si des deux centres on abaisse des perpendiculaires
Fin- =B-
•or MN, elles seront parallèles et passeront par les milieux P, Q des cordes MC, NC. La distance PQ de ces deux
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parallèles sera donc égale h la moitié de la longueur donnée, et par conséquent connue. Le problème est donc ramené au suivant :
Par deux points donnés A, B, mener deux parallèles dont la distance mutuelle est donnée.
Et l'on reconnaît immédiatement que la réciprocité
Pour résoudre celui-ci, on remarquera que si tes parallèles étaient tracées, et que de l'un de ces points, B par exemple, on leur menât une perpendiculaire, la partie comprise BR serait égale à la distance donnée, et par conséquent le triangle ARB serait rectangle, et on connaîtrait l'hypoténuse AU et un côté BR. Si l'on construisait ce triangle, on connaîtrait la direction AR; et comme MN lui est perpendiculaire, il suffirait d'abaisser de C une perpendiculaire sur uue droite dounêe, ce que l'on sait faire. On voii doue que le second problème, et par conséquent le premier, se ramène à celui-ci :
Construire un triangle rectangle dont l'hy poténuse AB est donnée, ainsi que la longueur d'un second côté.
Pour résoudre ce nouveau problème, il suffit de remarquer que le sommet de l'angle droit de ce triangle ne peut être que sur le cercle décrit sur l'hypoténuse AB comme diamètre ; on pourra décrire ce cercle, puisque son centre sera le milieu de AB, qu'on sait trouver. Et comme ce sommet doit se trouver à une distance connue de B, il suffira de décrire un cercle de B comme centre, avec cette distance pour rayon : le point où il rencontrera le premier sera le sommet cherché R, et la construction s'achèvera, comme nous l'avons dit, en joiguant AR par une ligne indéfinie, et abaissant de C une perpendiculaire sur celle ligne.
CHAPITRE III
Soient A, B les centres des deux cercles, et pour fixer les idées, supposons qu'ils soient entièrement extérieurs l'un à l-nu. 0%. 3o).
Soient M, N tes points de contact de la tangente commune, qui laisse les deux cercles d'un mime côté. Les
FIE. ,1o.
rayons AM, BN perpendiculaires à une même droite, seront prallèles; et si l'on mène BP parallèle à MN, le triangle ABP sera rectangle eu P, et l'on en connaîtra l'hypoténuse AB et le coté AP qui est égal à la différence des rayons des deux cercles.
Et réciproquement, si l'on construisait un triangle sous ces conditions, AP prolongé ferait connaître sur le cercle A un point M tel, qu'en y menant la tangente à ce cercle, elle serait tangente à l'autre. Le problème est donc encore ramené à la construction d'un triangle rectangle, dont on connaît l'hypoténuse et un autre côté, ce que l'on sait faire.
Si l'on voulait que la tangente passât entre les deux cercles, on aurait serablableraent à construire un triangle rectangle dont l'hypoténuse serait AB, et un autre côté la somme au lieu de la différence des rayons.
Il est inutile de faire remarquer qu'il y a deux autres tangentes communes, symétriques des deux premières par rapport à la ligne des centres.
348. Construire un carré, connaissant la différence de la diagonale au côté.
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Soil ABCD ce carré; AE !a différence donnée (fig. Si); CE sera égal au tôlé, cl le tria agit! < !KB ser;> isocèle. Mai» si l'on prolonge BE jusqu'à sa rencontra en F avec le côté AD, les angles du triangle AFP seront respectivement
Fig. 3i.
égaux à ceux du triangle CEli ; et! triangle AKF sera donc isocèle, et l'on aura AF = Ali.
On peut donc connaître lr point. F du narré cherché, d'où résultera Aa conslruolion même de ce carré.
F,n effet, ayant tracé la ligne AE égale à la différence donnée, on mènera ilnuy lipu-s imléliuic- \M, AN, faisant avec AE des angles égaux à la moitié d'un dmil : sur AN on prendra AF = AF.; on mènera la droite indéfinie FE, et le point B où ollc rencontrera AM donnera le côté Ali du carré, qu'on achèvera en menant BC perpendiculaire sur AB, et CD sur AN.
Mais comme nous avons omis de démontrer la réciprocité, il faut actuellement prouver que la ligure construite d'après la condition Al ' = AE satisfait ans coud i lions proposées, lï'ahord cette figure est un carré, puisque l'angle AB a été pris égal à un demi-droit: de plus, les angles du triangle CEB étant égaux à ceux du triangle isocèle AKF, le premier sera aussi isocèle, et l'on aura CE = CB. Donc la- ligue donnée EA sera, comme il le fallait, la différence de la diagonale au rblé du carré. ■ ■
eu autre in.
RÉFLEXIONS SUR LA MAHCFIE AKALTT1QUE SUIVIE HANS LA RÊSOLUTIOH DES PROBLÈMES FRECKDEHTS.
319. Les problèmes que nous avons résalua ne supposent qui;, la connaissant! des premières propositions (le la Géométrie; mais nous avons voulu nous occuper de ce genre de questions aussitôt que nous avons été en possession de moyens suffisants pour eu résoudre un assez grand nombre, dans des conditions as.se/, variées. Nous nous sommes borné à quelques-uns seulement, parce que nous ne veinions que montrer dans quel esprit un cours doit être
Dans un cours régulier, il faudrait beaucoup les multiplier; mais ce qui est le plus essentiel, c'est de frire chercher les problèmes par les élèves, et non de leur en donner immédiatement la solution. On ne s'assimile les méthodes qu'en les appliquant soi-même, et non en apprenant comment les autres les oul appliquées.
Dans les solutions que nous avons données, uous avons suivi la méthode analytique; eu les lisant, il semble qu'on assiste à la découverte progressive de l'inventeur, et même qu'il n'a eu successivement que les idées qu'on aurait crues soi-même, si l'on s'éliiil propi>ïë la question.
Celte méthode consiste, comme nous l'avons dit en général, à partir du problème proposé, et le ramener à un autre; puis à ramener celui-ci à uu nouveau, jusqu'à ce que l'on parvienne à un problème que l'on sache résoudre Mais chacun des problèmes que l'on substitue ainsi à celui qui !c précède, peut lui être lié de deux manières très-différentes. Les conditions qui lui sont imposées peuvent Être des conséquences de celles- du précédent, ou au contraire entraîner celles-ci comme conséquences. Souvent il y a ré*
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ciprocilé entre tes unes f-l les autres; et alors lee deux problèmes, quoique différents l'un (te l'autre, conduisent exactement aux mêmes solutions. Quand celte réciprocité n'a pas lieu, nous avons fait voir, dans l'exposition générale, qu'il pouvait y avoir dans le premier tas des solutions étrangères, et dans le second des solutions perdues.
Il y a doue deux marches analytiques pour la solution des problèmes; l'une procède par déduction, l'autre par réduction; mais dans l'un cl l'autre cas, il peut se faire qu'il y ait réciprocité entre les conditions de deux problèmes successifs, et il est essentiel de s'en assurer. Si elle a lieu, les solutions sont identiques : sinon, on sait quelle discussion il est nécessaire de faire.
La déduction est ordinairement plus commode que ta réduction; et si l'on ne veut pas faire de discussion à chaque transformation de ta question, et qu'on arrive à un problème connu sans qu'aucun des intermédiaires ait été obtenu par réduction, il n'y a autre chose à foire qu'à reconnaître s'il y a des solutions étrangères, c'est-à-dire à s'assurer si toutes tes solutions du dernier problème satisfont au premier. Mais si quelques-uns des problèmes ont été obtenus par réduction, et quelques autres par déduction, il peut y avoir des solutions perdues en même temps que des solutions étrangères; le hasard peut même faire qu'il y ait compensation.
Dans la solution des problèmes précédents, nous sommes parti delà construction demandée, supposée faite, et nous
veaux problèmes; mais nous avons eu soin de démontrer la réciprocité de chacun avec le précédent, et par conséquent la solution fournie par le dernier était identique avec la solution demandée du premier. Il faut toutefois excepter le dernier de nos problèmes, où nous avons remis à la fin la démonstration obligée de la réciprocité.
350. Une fois la solution trouvée par l'analyse, on exécute lu construction en partant de la dernière à laquelle on a élé ramené; c'est-à-dire qu'on procède par une marche invene de celle qui a été suivie pour découvrir. Kl cette même marche peut être suivie pour l'exposition théorique de la solution, qui se fait alors synibéliquement au lieu de se faire analytiquciuent.
Cette marche est presque toujours suivie par les auteurs de Traités élémentaires. Elle est plus difficile que celle qui a été suivie pour découvrir; et dans tous les cas elle exige que l'on démontre qu'il n'y a pas d'autre solution que celle que l'on énonce. Dans le dernier des problèmes précédents nous avons été obligé de démontrer que la construction que nous indiquions satisfaisait; mais nousy avions étéconduil analytiquemcnl, et ce n'est que parce que la réciprocité n'avait pas été démontrée, qu'il a fallu prouver que ce qui était reconnu nécessaire était aussi suffisant. La solution synthétique de ce problème, celle que certainement Legendre aurait adoptée, aurait été conçue en ces termes : Faites de part ctd'autre de EA deux angles égaux à la moitié d'un droit, prend AF = AE; tires la droite FE jusqu'à sa rencontre avec AM en B : A B sera le côté du carré cherché. En cflet
Or ce n'est pas ainsi que nous avous procédé; et en partant de la figure telle qu'elle doit être, nous avons démon tré qu'en joignant le sommet B du carré cherché au point E et prolongeant BE, on aurait
DE QUELQUES MÉTHODES POU» LA RÉSOLUTION DES PROBLÈMES
3o1 . Méthode drs lieux grimiutriquiiS. — lîcailcoup de problèmes de Géométrie, on punirait presque dire Ions, se ramènent à la déicrmi nation d'un ou plusieurs points.
Si l'on en considère un en particulier, sa position résulte
viendrait indéterminé, et le point en question serait, en général, susceptible d'une inlinilé de positions, se surcédant d'une manière continue, et formant ce que l'on appelle un lieu gcoirtéirùjue.
Supposons, par exemple, qu'une ligne désignée de la construction, doive avoir une longueur donnée, et qu'on cherche la position d'un certain point, de telle manière que celle condition soit satisfaite, conjointement avec certaines autres. S), au lieu de s'assujettir à celle condition, on laisse arbitraire la longueur de celle ligne, on trouvera pour solution tous les points qui correspondraient aux dillërentes longueurs que l'on pourrait donner à cette ligne ; cl, si l'on fait varier cette longueur d'une manière continue, la position correspondante du point cherché se déplacera d'une manière continue, cl l'ensemble de cea solutions former.! une ligne continue.
Et il en serait de même, en général, par la suppression de toute autre espèce de conditions, dans une question où il j a une position déterminée pour le point cherché, quand on lient compte de toutes les conditions.
Cela posé, si l'on cherche le lieu de tous les poinls qui satisferaient à la question dont ou supprimerait une condition, le point cherché ne pourra pas se trouver hors de
ce lieu. Si maintenant on reprend la condition négligée, et qu'on en supprime une autre, le lieu de tous les points qui satisferont à la nouvelle question, devra encore renfermer le point cherche. Ce point devant être sur les deux lieux, ne peut être qu'un de leurs points d'intersection : et réciproquement , tout point commun aux deux lieux satisfera à toutes les conditions de la question. On aura donc ainsi la solution complète du problème, et sans solutions étrangères. Et il est évident que cette méthode est analytique, puisqu'elle ramène une question à d'autres questions.
332. Remarques. -— Si les lieux n'avaient pas été construits complètement, on pourrait avoirdes solutions perdues. Il en serait de même encore si l'on introduisait dans l'un ou l'autre des conditions en dehors de la question. Mai» il est sûr qu'on n'introduit pas ainsi de solution étrangère, et que tout point commun aux deux lieux, satisfaisant à toutes les conditions du problème, en est nécessairement une solution.
353. Méthode des systèmes semblables. — Il est quelquefois plus facile de construire tin système semblable à celui qu'on cherche, que ce système lui-même ; on est moins assujetti, puisqu'on peut choisir comme il conviendra la longueur d'une ligne qui était primitivement imposée. Si l'on peut résoudre le nouveau problème, le proposé sera ramené au suivant : Construire un système semblable à un système donné, connaissant la longueur- d'une ligne homologue il l'une de celles du premier. Or celle construction n'offre aucune difficulté.
354. Méthode de renversement. — Dans tout problème graphique, i et on propose d'ei
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laine manière h celles-ci. Or, il arrive souvent que les choses à construire peuvent être exécutées isolément des premières, et que la seule difficulté consiste a leur donner la position qu'elles doivent avoir relativement à cellesci. Dans tous les cas de ce genre, il y a deux marches à suivre. Ou peut partir des constructions données, et opérer sur elles jusqu'à ce que l'on ait obtenu celles que l'on demandait, et alors le problème est résolu; ou bien commencer par construira les choses qui doivent avoir les rapports demandés avec les données, et, d'après ces mêmes , rapports, construire sur elles ces données : il en résultera un système identique avec celui que l'on cherchait, puisque les données et les résultats y seront liés de la manière demandée; il ne restera donc plus qu'à en reporter les diverses parties au lieu où l'on avait .voulu que la construction fût exécutée.
Il peut se faire que le système auxiliaire ne soit pas identique avec celui que l'on cherche, et lui soit seulement semblable; c'est ce qui arrive, quand les grandeurs absolues des résultats ne sont pas données, et que l'on ne cannait que leurs rapports. Dans ce cas, au lieu de reporter sur. le premier système' des parties égales à celles du second, on les porte proportionnelles, et dans un rapport déterminé par deux quelconques des grandeurs homologues.
NOUVEAUX KXEBC1CB9 Sun I.» RÉSOLUTION DES TEOBLEMES.
355. Problème 1. — Décrire un cercle tangent à trait cercles donnés.
Tout se réduit à trouver le centre de ce cercle, car sou rayon s'ensuivra immédiatement.
chapitre m. Zfi Soient A, B, C les centres des cercles donnés (fîg. 3») ; Ggurous-nous la construction demandée comme faite; soient O le centre du cerclé cherché ; M, N, P les points
Ri. ii.
de contact, qui seront respectivement sur les droites qui joignent le centre O aux trois autres. Les positions de ces trois centres et les grandeurs des rayons donnés pi'uvent donner lieu à bien des variétés que nous n'avons pas ici pour objet de discuter. Nous n'avons en vue que la méthode, et nous l'exposerons sur un quelconque des ras que la figure peut présenter, par exemple celui où les trois cercles donnés seraient entièrement extérieurs les uns aux
Or, avec tant soit peu d'attention, on reconnaîtra que le centre cherché O est le même que celui d'un cercle qui passerait par l'un des trois centres donnés et serait langent à deux cercles connus. Si, par exemple, on augmente le rayon du cercle O du rayon PC du plus petit des cercles donnés, et qu'on décrive du centre O un cercle avec ce nouveau rayon, il passera évidemment par C, et sera tangent aux deux cercles décrits de A et it comme centres avec des rayons égaux aux rayons des deux cercles donnés diminués du troisième rayon CP.
Le problème proposé est donc ramené au suivant ;
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Décrire un cercle qui passe par un point donné et soit tangent à deux cercles donnés.
Noua laisserons maintenant de côté le problème proposé pour ne plus nous occuper que de celui-ci, auquel il est
Soient A, B les centres des cercles donnés [Jig- 33), C le point par lequel doit passer le cercle cherché, O son
Fi g. 33.
centre inconnu, et M, N les points où il touche les rerrles donnés.
H faut chercher les conséquences les plus immédiates résultant de la supposition qne toutes les conditions exigées sont remplies. On voit d'abord que les trois points O, M, B sont en ligne droite, ainsi que 0, N, A.
Si maintenant on mène par M et N une droite indéfinie WM qui coupe en S la ligne des centres AB, et l'un des cercles en I, on obtiendra une suite de conséquences importantes, qui ramèneront le problème à un autre beaucoup pins simple.
En eflet, le triangle MB! étant isocèle, comme OMN, a ses angles respectivement égaux à ceux de ce dernier, puisque les angles en M sont égaux comme opposés par le sommet; les angles en I et N sont donc égaux, cl, par suite, les lignes BI et OA sont parallèles : d'où il suit que le point S est le centre de similitude des deux cercles donnés,
CHArrritK m. 373 puisque la ligne DIS passe par les extrémités de deux rayons parallèle* BI, AN.
De In résulte, d'après une propriété, mentionnée précédemment, du centre de similitude de deux cercles, que le rectangle SN.SM est connu.
Or, si ou joint les points connus S et C, et que X soit le point de rencontre de SC avec le cercle inconnu, le rectangle SC. SX sera égal à SN.SM, et, par conséquenl, connu; donc, SX sera connu, comme étant [a quatrième proportionnelle h trois lignes connues; donc enfin le point X cat connu.
Maintenant que nous connaissons deux points du cercle cherché, qui doit Être, en outre, tangent aux deux cercles A et B, nous pouvons choisir un de ces derniers et chercher le cercle, d'après la condition qu'il lui soit langent et passe par les deux points connus; il y aura réciprocité : et nous ne nous arrcliTOiis pas , ; i la liéinnnlriT.
Le problème est donc ramené à cet autre, dont nous allons nous occuper en général :
Décrire un cercle qui passe par deux points donnés et soit tangent à un cercle donné.
Soient A, B les deux points donnés, et C le centre du
cercle donné {Jig. 34)- La solution serait bien facile pnur ceux qui connaîtraient le théorème suivant t
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Si, par deux points fixes A, 11, on fait passer tant du cercles que l'on voudra, qui coupent nu touchent un cercle
seront toutes pur un même poinl de la droite Ali.
Il est clair alors que si, par les deux points A, 15 et uu troisième quelconque, pris sur le cercle C, on fait passer un cercle, qu'on joigne les deux points où ces cercles se couperont, la rencontre de cette droite avec AH fera connaître un point de lu tangente au cercle C, menée au point de coulaet de eu dernier avec un cercle passant par A et B, et qui serait le cercle cherché. Il suffirait donc de mener du point déterminé sur Alt une tangente au cercle donné, et l'on aurait le point de contact du cercle cherché avec C. Le problème serait ainsi ramené à faire passer un cercle par trois points, ce que l'on sait faire.
Ou voit par cet exemple combien il est utile, pour la résolution des problèmes, d'avoir uu recueil de théorèmes, choisis surtout par la condition d'être applicables à un grand nombre de questions diverses; car il faut prendre garde de tomber dans l'inconvénient de l' accumulation de moyens de solutions, dont ou ne sentirait que rarement l'utilité.
Nous allons maintenant, dans l'exemple actuel, raisonner comme si l'on ne connaissait pas le théorème que nous
Soit AMIÎ Je cercle cherché, M le point de contact, cl MT la langeule commune aux deux cercles. Le carré de TM est égal au rectangle de ÏB et TA, et serait aussi égal au rei ■tani'lc d'une sécante quelconque TP menée par T au cercle donné, et de sa partie extérieure Ti\. Les quatre points A, B, N, P sont donc sur un même cercle; et, comme le poinl P est pris quelconque sur le cercle donné, on voit que si, par les points A et B, ou fait passer un cercle quelconque qui coupe celui qui est donné, la
CHiriTHE m. 377 corde commune PS passera par le poinl T, où la tangente eo M rencontre AB. Nous venons ainsi de démontrer le théorème que nous avions énoncé d'abord, et nous croyons inutile d'en dire davantage sur ce problème.
336. Problème II. — Inscrire dans un triangle, donné ABC un triangle semblable à un second triangle donné MNP, et ayant en un point donne D pris sur AB celui de set sommets qui est homologue h M.
Soit DXY le triangle cherché ( fig. 35) ; son angle D scia égal à M, ci le rapport de ses cotés DX, DY sera le même
Fij. 35 et as.
que celui de MN et MP; et réciproquement, il suffit de satisfaire à ces conditions.
Nous résoudrons d'abord ce problème par la méthode des lieux géométriques. Pour cela, nous laisserons de côté la condition que le sommet X soit sur la ligne AC, et nous serons ainsi conduits au problème suivant :
On joint un point donné D à un point quelconque Y d'une droite donnée BC (_fig, 3j) ; au point D on mène
une droite DX, qui fasse avec DY un angle égal à un
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angle donne, et telle, que le rapport des longueurs DX, DY soit égal h celui de deux lignes données : trouver le lieu des points % ainsi déterminés.
Quand on aura résolu ce problème, ii suffira de chercher la rencontre de ce lieu avec le côté AC du triangle pro-
Pour résoudre ce problème, auquel le premier est ramené, on remarquera que pour construire un point quelconque X du Heu, on pourra commencer par prendre la longueur DX sur la direction même de DY, ce qui donnera un point X', puis faire tourner le point X' autour du I), de manière que le rayon DX' décrive l'angle donné M. Or, le lieu des points X'sera une droite parallèle à BC, et facile n déterminer. Le lieu des points X sera donc cette droite, que l'un aurait fait tourner autour de D de la quantité angulaire connue. Nous n'en dirons pas davantage sur celte solution.
357. Autre solution du même problème. — Appliquons maintenant à ce problème la mélbodo de renversement; parlons du triangle qui doit être inscrit, et cherchons à construire l'autre sur lui, Mais comme on ne connaît que l'espèce, et non les dimensions mêmes de ce triangle, on ne peut que chercher à construire un système semblable à celui qu'on cherche.
Soit donc construit un triangle quelconque M'N'P', semblable à MNP (jîg. 38).
Pour obtenir un triangle qui lui soil circonscrit et soit semblable a ABC, il suffira de décrire sur M'N' et M'P' des segments respectivement capables des angles A et B ; de mener par M' une sécante A'IV, puis de tirer les droites A'N', B'P'. Mais il y a encore une condition à remplir pour que le système soit semblable à celui qu'on cherche : c'est que le point M' divise A'B' dans le même
ch»htrb m. 3^9 rapport que le point D divise Alï. On est donc ramené à résoudre le problème suivant î
Par un des points d'intersection de deux cercles donnés, mener une sécante telle, que 1er. parties comprises dans les deux cercles soient dans un rapport donné.
Fi ( , 38.
Soient À el li les centres de ces deux cercle» (Jig. 3g), C le point commun , et MN la sécante chei chSe.
Le rapport de HC à NC étant donné, on connaît celui de leur» moitiés CP, CQ, déterminées par les perpendiculaires abaissées dés deux centres. Or, une conséquence bien simple de ce que cette condition est satisfaite, sera que la parallèle à ces perpendiculaires, menée par C, divisera AB dan» ce même rapport donné. Mais on peut trouver ce point de division I, puisque AB est connu ; on aura donc, en le joignant à C, la perpendiculaire à la ligne cherchée MN, et, par suite, cette ligne elle-même.
358. Problème Ht— Inscrire, dans un triangle donné, m triangle égal à un triangle donné.
Dans ce cas, le triangle à inscrire n'a pas l'indétermination qu'il avait dans le précédent, .nais aussi la position de ses sommets n'est assujettie à aucune condition.
On pourrait encore chercher à appliquer la mélliode des lieu* géométriques, en laissnnt de roté la condition que
l'un des sommets soit sur un des côtés du triangle donne. La position de ce sommet devient alors indéterminée, et si l'on pouvait eu construire le lieu, son intersection avec le côté du triangle donné ferait connaître la solution. Mais ce lieu n'est ni une droite ni un cercle; et, bien qu'il soit possible de déterminer cette intersection par des constructions de droites et de cercles, il vaut mieux renoncer n cette recherche peu élémentaire et essayer une autre méthode. Celle de renversement se présente uaiurelleiuc.nl et réussit immédiatement. Car, si sur deux côtés du triangle à inscrire on décrit des segments capables des angles correspondants du premier triangle donné, le problème sera évidemment ramené au suivant :
Par l'un îles points lie rencontre de deux cercles, mener une sécante telle, que la partie comprise entre ces cercles soit égale à une ligne donnée :
Problème trop facile pour <|iie nous croyions nécessaire d'eu indiquer la solution.
Par ces exemples très-simples, et que nous croyons inutile de multiplier, nous avons voulu montrer comment il faut habituer les élèves à chercher. On ne saurait trop les y exercer, pourvu qu'on ait soin de proportionner la difficulté à leur force, et que l'analyse y joue le plus grand rôle possible. Il ne faut pas leur dissimuler qu'on peut souvent
les suivre est toujours susceptible d'être dirigée, et il n'est > pas inutile de leur faire connaître de bonne heure l'insuffisance de nos moyens de recherche, ponr les esprits même les pins pénétrants, afin que l'insuccès ne les décourage pas, et ne les empêche pas de reconnaître que des efforts bien dirigés ont toujours un résultat utile pour l'esprit, même lorsqu'ils ne produisent pas celui qu'on avait eu vue.
DES SYSTÈMES DONT TOUS LES POINTS NE SONT PAS DANS UN MEME PLAN
35!). Si l'on considère simultanément plusieurs plans, des points et des lignes droites ou courbes, situées ou non situées dans ces plans, et enfin des corps solides, toutes les notions précédentes pourront trouver leur application, parce qu'on pouira considérer séparément dans ce système dot points qui se trouveront dans un même plan. On pourra même souvent y introduire de nouveaux plans, dans les quels on imaginera des constructions propres à relier les parties du système, soit pour démontrer des rapports, soit pour effectuer des constructions demandées. A te dernier point de vue, on a bientôt compris la difficulté qu'il y aurait à réaliser ces plans auxiliaires, ou même les données non dans un même plan ; et l'on a cherché les moyens de construire le* choses demandées, sans avoir besoin d'autre chose que Ue tracés exécutés sur un seul et mémo plan. Celte question générale, susceptible d'un immense développement, et d'une très-grande utilité pratique, constitue ce qu'on appelle la Géométrie descriptive. Sans contester celle utilité, nous ne croyons pas devoir entrer dans le détail de lous les procédés ingénieux qu'elle emploie pour atteindre son but. Les propositions sur lesquelles elle sefonde sont de la Géométrie ordinaire, et leur place y esl naturellement marquée; mais eu qui est propre à la Géométrie descriptive, c'est de faire usage de toutes les connaissances acquises et de tous les moyens de construction, en
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réduisant toujours l'exécution eUcctivc à avoir lieu dans le plan unique qui est donné, [.es dillîrullé* iju'oii y rencontre m; sont pas de celles qu'il entre dans notre objet d'cclaircir, et nous renverrons pour cela aux Traités spéciaux.
360. Les première, propositions relatives aux systèmes de points non dans un même plan, qu'on appelle quclquefois systèmes de points dans l'espace, ont une certaine analogie avec celles qui commencent la première Partie. Il y a lieu de considérer des limites perpeiidiclilaiica, ou obliques, ou parallèles des plans; Ht-., plan* perpendiculaire» ou parallèles entre eux; des surfaces courbes dont lea plus simple» sont la sphère, le cylindre, le cône, qui donnent lieu a des problèmes analogues a ceux du cercle sur un plan, mais beaucoup plus variés; des angle* formés par deux ou plusieurs plans ; îles solides terminé» par de» pians.
Les quantité» de même espèce peuvent être comparées entre elles et exprimées par drs nombres, en choisissant une d'entre elle» pour uuité. Ainsi, la comparaison des angles formes par l'intersection de deux plans se ramène facilement â h considération île l'égalité. La comparaison des solides terminés pjr si». faces parallèles deux à deux, qu'on nomme parallélépipèdes, se ramène facilement à celle même considération de l'égalité ou de l'équit alenre, qui se définira pour les solides comme pour les figures planes. On passe saus difficulté de ces solides à ceux d'une espèce plus générale, qu'on nomme prismes, et qui sont terminés par deux faces parallèles et un nombre quelconque d'autres faces parallèles n une même ligne droite.
Nous admettons nue toutes ces théories soient établies et qu'on ait exerce les élèves à la résolution de problèmes qui s'y rapportent, comme nous l'avons indique pour les points dans un même plan. Nous croyons inutile de nous en occu-
CB1PIXBB IV. 383
pcr, parce qu'elles ne présentent ni difficultés réelles, ni applications de métlimlcs générales, essentiellement différentes de celles qui ont déjà été étudiées.
Mais, puur aller au delà, il faut des procédés nouveaux, sans lesquels un ne ramènerait même pas aux précédents tous les solides terminés par des plans. Pour les surfaces planes, nous avons pu mesurer tomes celles qui étaient terminées par des droites; mais nous nous sommes arrêtés là. Les méthodes que nous allons exposer nous permettront d'étendre les théories de la Géométrie, soit pour la mesure dés surfaces planes, soit pour celle des solides quelconques et de bien d'autres espèces de quantités.
CHAPITRE V
DES GRANDEURS DONT LA COMPARAISON NE SE RAMÈNE PAS DIRECTEMENT A LA CONSIDÉRATION DE L'EGALITE, - MÉTHODE DES LIMITES. - MÉTHODE DES INFINIMENT PETITS.
361. Après la comparaison des surfaces des figures reclilignes planes, d'où est résultée leur mesure ou leur expression numérique, se présente naturellement la comparaison dea surfaces des figures dont le contour n'est pas uniquement formé de lignes droites.
La question la plus simple de ce genre, celle que se sont proposée d'abord les anciens, a pour objet de trouver le rapport des surfaces de deux cercles dont les rayons sont donnés.
Avant de s' occuper de cette recherche, on avait démontré que tout polygone régulier peut être inscrit ou circonscrit à un. cercle; que deux polygones réguliers d'un même nombre de cotés sont semblables, et que leurs surfaces sont entre elles comme les carrés des rayons des cercles qui leur sont inscrits ou circonscrits. Or, en partageant les circonférences de deux cercles donnés quelconques en un même nombre irès-grand de parties égales, et joignant les points de division par des droites, on a des polygones réguliers inscrits semblables, dont les surfaces sont dans le même rapport que les carrés des rayons des cercles circonscrits, qui sont les cercles donnés. De plus, en doublant indéfiniment le nombre des subdivisions des circonférences, les surfaces de ces polygones diffèrent de moins en moins de celles des cercles. On a doue aperçu facilement cette
CHAPITRE V
proposition, que des surface» très- peu différentes de celles des deux cercles, sont comme le» carres de leurs rayons.
Cet aperçu vague indique la route à suivre; mais il y avait de grands efforts à faire pour arriver au résultat par des raisonnements rigoureux. Nous expliquerons avec quelque détail la solution de celte question, donnée par Euclide, parce qu'elle offre le premier exemple d'une grande conception, que les modernes ont adoptée en en simplifiant l'application, sans la changer au fond, et sans y avoir rien introduit qui eût échappé a la capacité des anciens géomètres.
Celle conception consiste à regarder les quantités que l'on veut comparer comme limites de quantités variables d'espèce plus simple, et qui se prêtent plus facilement aux comparaisons. La relation entre ces nouvelles quantités est plus facile à trouver; et sa recherche constitue une question plus simple, à laquelle il reste à ramener la pre-
Cctte méthode se compose donc de trois parties distinctes :
i° Choisir les quantité* d'espèce plus simple dont les proposées soient les limites; ,
a" Chercher la relation entre ces quantité» auxiliaires;
3° Passer de celle relation à celledes quantités proposées.
Noua allons exposer la manière dont Euclide remplît ces trois objets stici cssifs dans la question de la comparaison des cercles. Cela suffira pour faire comprendre l'esprit général delà méthode, dont nous donnerons bien d'autres exemples tirés des écrits des anciens; et nous montrerons ensuite comment les modernes l'ont simplifiée.
362. La surface d'un cercle est ta limite de celle de polygones réguliers inscrits.
Nous rappellerons que nous avons appelé limite d'une
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grandeur variable une grandeur constante telle, que 1s différence entre elle et la variable puisse devenir et rester moindre que toute grandeur désignée.
Or Eucïide a démontré que si l'on considère un polygone régulier inscrit dans un cercle, eL que l'on double indéfiniment le nombre de ses côtés, l'aire du polygone, qui augmente continuellement, peut finir par différer de celle du cercle d'une quantité moindre que toute surface désignée; d'où il suit que cette aire est une variable dont la différence arec l'aire constante du cercle peut devenir et rester moindre que toute quantité désignée, et que, par conséquent, l'aire du cercle en est la limite.
Eucïide part du carré inscrit et passe successivement aux polygones de huit côtés, de seize côtés, de trente-deux, et ainsi de suite. L'aire de chacun de ces polygones diffère moins de celle du cercle que n'en différait celle du précédent et cette différence se réduit toujours de plus de moitié en passant d'un quelconque de ces polygones au suivant, parce que les triangles qne l'on ajoute dans chaque segment sont plus de la moitié de ce segment, puisqu'ils sont eiactement la moitié du rectangle qui aurait la base et la hauteur de ce segment, et lui serait évidemment supérieur. Or il a démontré antérieurement que si d'une grandeur quelconque on ôtc plus de la moitié, que du reste on Aie plus que sa moitié, et ainsi de suite indéfini ment, les restes finirontpar devenir moindres que toute grandeur désignée. 11 en résulte donc qu'en partant de n'importe quel polygone régulier inscrit dans un cercle, sa différence avec le cercle est une grandeur fixe dont on oie plus de la moitié en doublant une première fois le nombre des côtés. Il en sera de même du nouveau reste, en doublant le nombre des côtés du nouveau polygone, et ainsi de suite. Ces polygones successifs diffèrent donc du cercle de quantités qui peuvent devenir et rester moindres que toute quantité don-
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née. Lu cercle en est donc la limite. On voil qu'il n'eu nullement nécessaire de commencer comme Euclide par la carré inscrit. II y voyait probablement l'avantage de l'uniformité de raisonnement depuis lu pie mi er polygone, qui était lui-même plus grand que la moitié du cercle entier.
11 est bon de remarquer qu'on aurait pu également considérer les polygones circonscrits, et partir d'un polygone régulier quelconque. L'excès de sa surface sur celle du cercle serait diminué de plus que sa moitié, en passant au polygone d'un nombre de eûtes double; de sorte qu'en continuant indéfiniment cette opération, l'excès sur le cercle peut devenir moindre que toute quantité donnée, et, par conséquent, le cercle est la limite des polygones réguliers
Dans les Traités modernes cette propriété du eercle sa démontre ordinairement par la considération simultanée des polygones inscrits et circonscrits. En les prenant semblables, on démontre facilement que leur différence tend vers zéro, et qu'il en est de même, par conséquent, de la différence de chacun de ces polygones au cercle, qui est compris entre eux.
Si l'on ne veut pas faire servir les polygones inscrits et circonscrits à donner par leur différence une limite supérieure à leur différence au cercle, mais seulement à démontrer que la surface du cercle est la limite de colle de polygones réguliers, la démonstration d'Euclide serai tpeut- Ôtre préférable.
363. Les surfaces de deux cercles sont entre elles comme les carrés des rayons.
Euclide ayant démontré que deux polygones réguliers d'un même nombre de côtés sont comme les carrés des rayons des cercles ci ['conscrits, et que les polygones inscrits dans un cercle peuvent en différer de moins que toute gran- »5.
deur désignée, apercevait sans aucun doute que les cercles eux-mêmes sont comme les carrés de leurs rayons ; mais il était nécessaire d'en donner une démonstration rigoureuse, surtout dans un temps où l'on trouvait des sophistes qui niaient des choses bien plus évidentes, et appuyaient leurs opinions des raisonnements les plus subtils et les plus
C'est par la méthode de réduction à l'absurde qu'il obtenait celte rigueur ; et voici comment il procédait :
Si le rapport des carrés des rayons lî, R' n'est pas égal à celui des surfaces S, S' des deux cercles, il sera plus grand ou plus petit. Dans le premier cas, il serait égal au rapport de S à une surface plus petite que S'; dans le second il aérait égal au rapport d'une surface plus petite que S à la surface S'. On est donc ramené à démontrer que le rapport des carrés des rayons ne peut être égal à celui de l'un des deux cercles à une surface moindre que l'autre.
Pour cela, supposons que l'on ait
S étant moindre que S, nous allons voir que cela conduit à une absurdité.
En effet; concevons dans les deux cercles deux polygones réguliers inscrits, d'un même nombre de côtés. Soient P, P' leurs surfaces-, on aura
Or, on pourra supposer le nombre des côtés de ces polygones assez grand pour que leurs surfaces différent aussi peu qu'on voudra de celles des cercles, et que, par conséquent, P' surpasse 2, qui est une quantité fixe moindre que S'; et alors les deux proportions sont incompatibles, puisqu'elles conduisent à ia suivante
qui est fausse, puisqu'on a
S>P et £<P'.
L'hypothèse d'où l'on est parti est donc fausse, et, par conséquent, le rapport Je R* à R" ne peul être plus grand que celui de S à S'.
On prouverait de la même manière qu'il ne saurait être plus petit : il lui est dom: égal ; ce qu'il fallait démontrer.
N. B. Il suit de là que le rapport de la surface d'un cercle quelconque au carré du son rayon est le même, quel que soit ce rayon. Nous trouverons bientôt une seconde signification géométrique à ce rapport constant.
La surface d'un cercle quelconque est donc égale au produit du carré de son rayon par ce nombre constant.
364. Rétumé de cette méthode, — La méthode que cet exemple suffit pour faire bien comprendre, et que les anciens géomètres ont appliquée à toutes les questions où la comparaison des quantités ne pouvait être ramenée aux premières notions, considérée au point de vue le plus général, peut su résumer comme il suit :
Considérer les quantités entre lesquelles on cherche une relation comme limites de quantités plus simples; chercher la relation entre ces dernières, qui fait prévoir celle que le» proposées ont entre elles; poser ensuite cette dernière comme un théorème à démontrer, et employer à cet effet le procédé de réduction à l'absurde, en s'appuyant tant sur la relation qu'on a démontrée entre les quantités auxiliaires, que par la condition que ces dernières puissent être supposées aussi voisines des proposées que l'exigeront le» besoins de la démonstration.
Exposons maintenant la méthode plus simple que les modernes lui ont substituée.
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MÉTHODE DES LIMITES
PMBCIPE FOH DAMES T AL.
36S. Une -variable ne peut tendre vers deux limites
Celle proposition De serait pas vraie si par limite on entendait seulement une constante telle, que sa différence avec la variable put devenir moindre que toute grandeur donnée, et qu'on n'ajoutât pas que cette différence restera moi ndre que cette grandeur, dans la suite indéfinie de valeurs qu'elle prendra ensuite. En effet, sans cette condition, que nous avons expressément exigée dans la définition délimite, une variable pourrait, après s'être approchée d'une certaine constante, s'en éloigner pour s'approcher d'une antre constante, et revenir ainsi de l'uneà l'autre, de telle manière que sadiflurence avec ces deux constantes devint alternativement au-dessous de toute grandeur donnée; mais, avec la condition nécessaire que nous venons de rappeler, il est facile de voir que cela n'est plus possible.
Supposons, en effet, qu'une variable ait deux limites A et B qui aient entre elles une différence D, et soit A une quantité moindre que la moitié de D; il est évident que les intervalles compris d'une part entre A-f- A et A — A, et
d'une autre part entre B + A et B —
■A, n'ont rien de
muu, c'est-à-dire qu'aucune grandcu
rne peut être dan
1 l'un
et dans l'autre à la fois. Or, une v;
irialile qui aurait
limite A devrait finir par rester dan
irdle,
et, si elle avait aussi B pour limite,
elle devrait aussi
par rester dans le second. Elle 9crai :
: donc à la fois da
as le»
deux, ce qui est absurde.
Donc une variable ne peut avoir deux limites inégales.
COUVERT on passe d'ume relation entrb nia ViKUM.ES
A UNE HELAT [014 ENTRE LBUHS LIMITES.
366. Ton Le relation cuire des grandeurs peut généralement se ramener à une égalité ou une inégalité entre certaines expressions qui en dépendent. Nous ne nous occuperons ici que des premières.
Considérons donc une égalisé dans les deux membres de laquelle des variables, tendant vers des limites, su trouvent combinées entre elles et des constantes par des opérations quelconques, par exemple d'addition et soustraction seulement, s'il s'agit de quantités concrètes; et de multiplications, divisions, etc., si elles sont censées réduites en nombre. .La première question qui doit nous occuper consistera à déterminer la limite des sommes, différences, produits, quotients, racines, etc., de variables dont on connaît les
367. Nous pourrions examiner successivement les diverses opérations auxquelles les variables peuvent être soumises, et faire une démonstration pour chacune; mais ce serait inutile parce que toutes les conclusions qui s'y rapportent découlent immédiatement de ce qui a été établi dans la science des nombres, relativement à la continuité. Nous avons en effet démontré que si, dans une fonction de diverses quantités, on concevait deux systèmes de valeurs pour ces quantités, on pouvait supposer une assez petite différence entre ces valeurs respectives, pour que la différence des deux valeurs de la fonction fût moindre que toute grandeur donnée. Il résulte de là que les variables t., y, peuvent di0érer assez peu de leurs limites a, è, c,..., I, pour que la fonction des premières, soit aussi peu différente qu'on voudra de la même fonction des secondes, et que par
-ifla bciehce ne l'étendue.
conséquent celle dernière est la limite de la première.
D'où l'on déduira cette proposition générale :
Si des variables tendent vers des limites finies, toute fond ion de ces variables, tendra vers la même fonctionde
El si, dans un cas particulier, la fonction des variables était constante, cette valeur constante serait égale à la même fonction des limites. Car leur différence pouvant Pire démontrée an-dessous de louie grandeur, et étant constante, ne peut être que zéro.
N. B. Nous excluons le cas où une des limites serait zéro, parce que si la variable correspondante était en diviseur, et qu'il y eût en facteur une quantilé devenant nulle en mime temps, les raisonnements précédents ne s'appliqueraient plus. Ce cas très-important sera considéré plus lard.
it(>8. On voit, d'après cela, comment, ayant une relation entre des variables quelconques, on peut en obtenir une entre leurs limites.
En eflèt, celte relation étant supposée réduite à une égalité entre deux fonctions des variables, et les limites de deux quantités égales étant égales, il s'ensuit que les limites des deux membres de l'égalité sont égales; mais ces limites s'obtiennent eu remplaçant les variables par leurs limites. D'où se conclut celte proposition :
Quand on a une relation entre des variables qui ont des limites finies, on en aura une entre leurs limites en substituant simplement ces limites aux variables.
Dans 3c cas particulier où les deux membres de la relation seraient constants, il a été démontré qu'ils seraient respectivement égaux aux résultats de la substitution des limites aux variables; et, par conséquent, ces résultats seraient égaux puisque les deux membres le sont. La conclu-
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aion cal donc la même que lorsque ces membres sont variable*.
369. En quoi consiste la méthode des limites. — En réunissant les propositions que nous venons d'établir, on obtient la méthode générale que nous allons formuler :
« Lorsque l'on veut obtenir une relation entre des quantités qui peuvent tire considérées comme limites de quanti lés variables J'une espèce plus simple, on cherchera d'abord la relation entre ces dernières et les données, et peut-ttre encore certaines autrCs variantes auxiliaires.
n Si cette relation est obtenue, on en aura une autre en substituant à toutes les variables leurs limites; et l'on aura ainsi une relation entre les quantités proposées. » Le problème sera donc résolu.
370. Remarque. — Cette méthode, comme on le voit, ne diffère de celle qu'on trouve dans les ouvrages d'Euclide et d'Archimèdc, que par la manière de démontrer la relation entre les limites des quantités cuire lesquelles on a trouvé une relation. Dan* la méthode des limites que nous venons d'exposer, un démontre généralement, quelle que soit la forme de cette relation, qu'on en aura une exacte eu remplaçant les variables par leurs limites, ce qui donne la relation entre les quantités proposées. Dans la méthode de* anciens on commence de même par considérer les quantités proposées comme limites d'autres plus simples, et par chercher la relation entre ces dernières. Pour les inventeurs elle entraînait immédiatement celle entre les limites, et la méthode des modernes n'a en cela aucun avantage sur celle des anciens; maïs quand ils l'avaient découverte, ils n'osaient pas la communiquer aux autres de la même manière, crainte des objections subtiles des sophistes, et ils la posaient connue un théorème n démontrer, sans parler des niuyeos par lesquels ils y étaient parvenus. S'appuvant
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alors sur la relation trouvée entre les quantités variables, et sur la propriété qu'elles avaient de pouvoir différer des proposées d'une quantité moindre que toute grandeur donnée, ils démontraient que la relation ne pouvait Être autre que relie qu'ils annonçaient, parce que toute autre supposition conduirait à des absurdités ou des contradictions.
La méthode des modernes est donc préférable. Elle donne une manière générale et uniforme de passer de la relation des variables à celle des quanti lés proposées; tondis que les anciens étaient .obligés de faire des raisonne- ■ments différents pour les différentes questions, et que la inarchedela réduction h l'absurde est pénible, et ne montre pas comment la vérité a été trouvée; elle fatigne celui qui apprend et ne l'éclairé pas. Mais ce passage de la première relation à la seconde était fait par les inventeurs, comme il l'est aujourd'hui; et ce n'est qu'après l'avoir fait qu'ils pouvaient poser l'énoncé de leurs théorèmes; le perfectionnement fait par les modernes est donc utile plutôt à ceux qui apprennent qu'à ceux qui découvrent.
CONSIDÉRÉES COMME LIMITES
371. Il arrive quelquefois qu'on aperçoit immédiate' ment une grandeur d'une espèce plus simple que la proposée, et qui puisse en différer aussi peu qu'on voudra : par exemple, s'il s'agit d'un cercle, on démontre facilement que l'on peut approcher indéfiniment de sa surface au moyen de polygones réguliers inscrits on circonscrits, parce que la différence entre deux polygones semblables inscrits et circonscrits peut elle-même devenir moindre que toute quantité donnée. Mais, dans In plupart des cat,
les variables d'espèce plus simple ne se présentent pas aussi facilement, el nous allons faire connaître les procèdes généraux dont on fait usage pour cette recherche.
Nous, avons vu qu'Euclide, pour approcher de plus
le carré inscrit, auquel il ajoute les quatre triangles ayant pour bases les coïts de ce carré, et pour sommets les milieux des arcs sous. tendus ; à celle somme il ajoute huit nouveaux triangles, ayant pour bases les côtés de l'octogone formé parles précédents, et continue ainsi indéfiniment; puis il prouve très-si triplement cjue ce qui reste du cercle, en enlevanL le carré et celle suite de triangles, peut devenir moindre que toute quantité donnée, et que par conséquent par ce procédé on tend de plus en plus à épuiser la surface du cercle, de sorte que la limite serait l'épuisement
Ainsi Euclide ne considère pas directement les surfaces des polygones dont le nombre des cotes se double toujours, mais ce qui s'ajoute successivement à la surface de chacun d'eux pour avoir celle du suivant; de telle sorte que le cercle est considéré comme la limite d'une somme de termes en nombre indéfiniment croissant, dont le premier est le carré inscrit, le second la somme des quatre triangles de premier ordre, le troisième la somme des huit triangles de second ordre, et ainsi de suite.
En considérant d'une manière générale ce procédé dont les anciens nous ont donné bien des exemples, on voit qu'il consiste à ôter d'abord de la quantité proposée une partie déterminée d'espèce plus simple ; puis à oter de ce qui reste une nouvelle quantité fixe comme la première, ce qui
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donne lieu à un nouveau reste, dont on ôle encore une nouvelle quantité fixe, et ainsi de suite.
Si le reste, après un certain nombre d'opérations de ce genre, devient et demeure au-dessous de toute quand lé donnée, la quantité proposée peut être regardée comme limite de la quantité variable qui serait la somme des termes, en nombre indéfiniment croissant, qu'on en a successivement enlevés, et qui constituent ce que dans la scienre des nombres nous avons appelé une série.
Nous emprunterons aux anciens plusieurs exemples de ce procédé : les modernes en ont fait un usage bien plu* étendu sans doute, mais le principe était posé du temps d'Euclide.
DES QUANTITÉS CONSIDEREES COMME LIMITES DE SOMMES u'ifIFINIMKHT PETITS.
373. Arcbimèdc a conçu une autre manière d'envisager les grandeurs comme des limites. Il a pris pour variable, non plus la somme de grandeurs invariables ebacune, comme dans les séries, mais variables chacune, et décroissant de manière à pouvoir devenir moindres que toute grandeur donnée. Il démontrait que cette somme, dont le nombre des parties croit indéfiniment, à mesure que leur grandeur diminue, peut finir par différer de la quantité proposée de moins que toute grandeur désignée; c'est-àdire, suivant notre langage, qu'il démontrait que celle quantité serait la limite de la somme des quantités décroissantes, dont te nombre augmenterait indéfiniment.
Nous appellerons quantité infiniment petite, ou simplement infiniment petit, toute grandeur variable dont la
Le point de vue que nous venons d'indiquer, et dont îl
est juste Je regarder Arcliimèdc comme l'inventeur, consiste donc à considérer les grandeurs comme limites de tommes H' infiniment petits.
Nous donnerons bientôt des exemples, tirés des anciens et des modernes, de ces deux manières d'envisager les grandeurs comme limites de variables.
ocs r.mnnEiins considêbées comme limites de «apports
n'iNFI MUENT PETITS.
374. Nous allons encore indiquer une dernière conception toute moderne, et qu'on doit réellement considérer comme nu! èrement duc à Descartes.
Ccgr;>:.d géomètre y est parvenu à l'occasion d'une des plusimpoiJanles questions de la Géométrie dnntil adonne le premier une solution générale. Elle consiste à regarder la quantité qu'on cherche comme étant la limite du rapport de deux infiniment petits. Nous donnerons quelques applications de cette conception, qui est une des plus grandes et des plus utiles de la science moderne, et que les successeurs de Descartes ont considérablement étendue.
PB1KCIPK FONDAMENTAL DANS l'eMPLOI DES INFINIMENT
375. Dans toutes les circonstances où Arrltîmède a employé les infiniment petits, il considère deux sommes, l'une plus grande, l'autre plus petite que la quantité proposée-, et non-seulement ces conditions sont remplies pour les sommes entières, elles le sont encore pour les éléments correspondants.
Ainsi, par exemple, dans le cas de la spirale, 1rs deux secteurs élémentaires compris entre deux droites consécutives sont l'un plus petit, l'autre plus grand que la portion de
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l'aire cherchée qui s'y trouve comprise. Dans lo cas du colloïde parabolique, deux plaus consécutifs comprennent deux cylindres élémentaires et une portion du solide moindre que l'un et plus grande que l'autre; el il eu est de mémo des autres questions. Et ce n'est que parce que ces conditions sont remplies pour chaque élément qu'il est démontré qu'elles le sont pour les sommes.
Or il arrive souvent qu'en décomposant la grandeur en parties indéfiniment décroissantes, chacun de ces éléments ne peut facilement Être démontré compris entre les deux éléments infiniment petits des sommes, d'espèce plus simple. C'est ce qui arriverait, par exemple, dans le cas du conoïde, si l'on donnait aux a rites des cylindres une direction telle, qu'ils eussent toujours une partie en dedans et une partie en dehors de la portion de conoïde comprise entre leurs bases. On a pu éviter la difficulté dans ce cas; ou ne le pourrait pas pour des solides de toutes les formes.
Or, l'emploi des infiniment petits est aussi commode et aussi sûr dans tous les cas possibles, au moyen d'un principe très-simple que nous allons démontrer, et qui dispense do la considération des sommes et permet de s'occuper seulement d'un élément général.
PRINCIPE FOBDAMEHTAL UE8 INFINIMENT PETITS
376. La limite de la somme ou du rapport de quantité! infiniment petites n'est pas changée lorsqu'on remplace ces quantités par d'autres, dont les rapports avec elles ont respectivement pour limites l'unité.
i" Soient en effet les infiniment petits *i > a,, a,, . . , , ««, , dont la somme tend vers une limite à mesure' que leur
cHÀFiTiiE v. 3oo, nombre augmente indéfiniment. Soient d'autres infiniment
S,, «,, S,,-.-. 5-, tels, que les rapports
aient mus pour limite l'unité.
On sait que si l'on a une suite de rapports dont les terme» soient considérés dans leur valeur absolue, ce qui est le cas que nous supposons ici, la somme des antécédents divisée par la somme des conséquents est comprise entre le plus petit et le plus grand de ces rapports. Il suit de là que le rapport
sera compris entre le plus petit et le plus grand des premiers, et par conséquent aura aussi pour limite l'unité;
d'où résulte nécessairement que la somme 6, -H 6j-f- -(- 6^,
a la même limite que a, -+- a, ■+-.,. +- a„. c. o.. r. d.
Remarque. — Si l'une des sommes était constante, l'autre aurait pour limite celle constante, sans quoi le rapport n'anra pas pour limite l'unité.
a" Supposons en second lieu qu'il s'agisse du rapport de deux infiniment petits a, S; et soient a', S' deux infiniment petits différents des premiers, mais tels, que les rapports —, -s aient pour limite I uni te; ce qm entraîne qu il en est de même des rapporls réciproques^) puisqu'en général
~. = -r-rr* d'où lim —, = — — -, ■
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Nous allons démontrer que la limite lie | est la même que celle de
En effet, on a identiquement
Le» limites de ces deux variables égales sont égales; ci comme la limite d'un produit est le produit des limites des facteurs, et que la limite de chacun des deux facteurs ^ , -~ est l'unité, on aura
lim ^ = lira ~ r- «. r. ■>■
377. Le principe peut s'énoncer d'une autre manière, au moyen de la proposition suivante ;
Lorsque la limite du rapport de deux quantités est Punilé, leur différence est infiniment petite par rapport à l'une quelconque des deux; c'est-à-dire que le rapport de cette différence à l'une quelconque de ces quantités a pour limite zéro.
El réciproque ment : si la différence de deux quantités est infiniment petite par rapport à l'une d'elles, la limite de leur rapport est l'unité. ■
Soient, en effet, a cl a' deux quantités quelconques, el t leur dillérence, on aura
d'où
Donc, si la limite du — est l'unité, celle de 4 est-iéro; et ré-
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dproquemcnt. Il est de plus évideut que si l'un des rapports -i tend vers zéro, il en est de mftiie de l'autre, puisque à, étant la différence de a clo', est compris dans l'un une fois de plus seulement que dans l'autre.
Le principe fondamental peut donc s'énoncer de celle autre manière :
La limite il' une somme ou d'un rapport d'infiniment petits n'est pas changée, quand on les remplace par d'autres nui en différent respectivement de quantités infiniment petites par rapport à eux.
la comparaison et le calcul difficiles. Il suffit toujours que cette partie soit infiniment petite relativement à la quan-
résultals où l'on n'a en vue que les limites des rapports ou des sommes de ces quantités infiniment petites.
Nous allons en faire l'application aux questions générales les plus importantes de la Géométrie.
COMMENT LES AIRES OES COURBES FLANES PEUVENT ÊTRE CONSIDÉRÉES COMME LIMITES DE SOMMES d'iNFIN IUENT
378. Sommes de parallélogrammes infiniment petits. — Considérons une surface plane limitée par des ares de courbes quelconques; divisons-la par un système de parallèles dont les distances soient dans des rapports arbitraires, mais tendent toutes \crs zéro. La somme des
identique avec l'aire cherchée ; et chacune de ces aires élémentaires offre la même difficulté que la proposée, puisqu'elle renferme des courbes dans son périmètre.
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Mais si à cbacuDe de ces aires élémentaires on supprime ciu l'on ajoute des parties infiniment petites par rapport à ces aires respective?, et qui fassent disparaître la partie courbe de leur périmètre, la limite de la somme de ces nouvelles aires plus simples sera, l'aire cherchée, d'apr ès le principe général. Le moyeu le plus commode d'obtenir ce
minées à la corde suivante. Soient, en effet, mn, ni ri deux parallèles consécutives quelconques : en menant par les extrémités ni, ri (Jig. <jo) des parallèles m'W, n'y ;ï une direction choisie à volonté, on retranche les parties n'Vn,
ne- 4°-
mités ni, il, on ajouterait, au contraire, les parties niMm', nn'ï. Or, deux de ces quatre parties sont moindres que le parallélogramme nln'V, et les deux autres moindies que le parallélogramme mHm'H'; ces deux parallélogrammes sont infiniment petits par rapport au parallélogramme n/H'nT, qui est moindre que le segment de la courhe, car leurs rapports à ni H' ri V sont les mêmes que ceux de leurs bases mff, ni' à la base HT, et ces derniers tendent vers zéro, puisque les parallèles mn, m'n' se rapprochant indéfiniment, n.H' et ni' tendent vers zéro, tandis que H'I' reste fini. Il suit de là que les rapports des parallélogrammes HII', II' au segment de la courbe ont pour limite zéro ; il en est de même, à plus forte raison, des triangles formés par les arcs mm', nri, et, par conséquent, l'aire de la courhe est la limite de
la somme dus parallélogrammes ayant pour bases les cordes parallèles, pour hauteurs leurs dislances, et pouvani être entièrement intérieurs ou en partie extérieurs à cette aire.
On peut même remarquer qu'il n'est pas nécessaire que les sommets des parallélogrammes soient aux exlrérailés mêmes des cordes : il suffit qu'ils soient en des points infiniment voisins de ces extrémités ; il n'est même pas nécessaire que ces parallélogrammes soient conligus, pourvu que l'intervalle entre deux consécutifs soit infiniment petit par rapport aux hauteurs infiniment petites de ces parallélogrammes, car cela revient a retrancher de chaque élément une partie infiniment petite par rapport à lui-même. Oik' onsidération générale, dont l'exactitude résulte du principe fondamental, s'applique à tout ce qui suit.
Pour abréger, nous représenterons une somme de termes ayant une même expression générale par le signe ^ suivi de cette expression. Ainsi, u désignant une corcîe quelconque, et a la distance de deux cordes consécutives, ^«g représentera la somme des aires des parallélogrammes variables, et lim ^aa représentera la limite de leur somme, ou l'aire de la courbe.
379. Sommes île trapèzes infiniment petits. — Au lieu de supposer les lignes mH, m'H', «I, «T parallèles à une direction fixe, ou pourrait les mener dans des directions différentes les unes dcsautres;il suffit qu'elles fassent toujours un angle fini avec les Cordes. Et. effet, la figure »I«T deviendra un trapèze dont les bases «'J, ni' seront infiniment petites, puisque les lignes n'V, ni font avec mu des angles finis, et que la hauteur du trapèze est infiniment petite; la mesure de ce trapèze a donc un rapport infiniment petit avec celle du trapèze intérieur tnfH'n'V, et, par conséquent, avec le segment même de la courbe. Il en
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serait île mÊme du trapèze mH/n'H'- Si donc, au lieu de ce segment, on prend un des trapèzes ayant pour base mn, ni'»', mV ou nH', on ne fait qu'ajouter ou retrancher à l'élément eiact de l'aire cherchée une quantité in6nimeut petite par rapport à cet élément, et la limite de la somme de ces trapèzes sera précisément égale à la somme des élémeuts exacts de celle aire ou à celte aire elle-même.
Le cas le plus simple est celui des trapèzes inscrits dans le segment : les côiés non parallèles sont alors les cordes mni, nn'. Il peut aussi être quelquefois utile de Faire concourir toutes les lignes raH, m'H', ni, n'V vers un même point; et c'est ce qu'a fait Archîmèdc dans une de ses méthodes pour la quadrature de la parabole.
380. Sommes de secteurs infiniment petits. — Il n'est pas nécessaire de supposer parallèles les cordes qui divisent l'aire en éléments infiniment petits. On peut assujettir leurs directions à une loi quelconque, suivant les circonstances ; la seule condition nécessaire est de n'ajouter ou retrancher à chaque élément exact qu'une quantité infiniment petite par rapport à lui.
Une des lois les plus simples est celle qui fait passer toutes les cordes par un même point. Soient O ce point [ftg. 4i),
Fi c . «i.
ci Om, Om' deux sécantes faisant entre elles un angle infiniment petit; la somme des éléments On/m est identique avec l'aire cherchée, si le point O est dans son intérieur, et que le contour n'offre pas de sinuosilés : cette aire sera la
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limite de la somme des aires que l'on obtiendra en ajoutant ou retranchant à chacun de ces éléments une quantité infiniment petite par rapport à lui.
Celle modification des éléments exacts, et qui a toujours pour objet de les simplifier, peut être faite de bien des manières différentes. On pourrait mener paroi, m' des droites, dans des directions déterminées, et substituer les triangles rectijignes à l'élément exact. On pourrait aussi, au lieu de lignes droites, mener des courbes arbitraires; mais ce qui est ordinairement le plus simple, c'est de décrire des arcs de cercle ayant O pour centre, et c'est ce qu'a Tait Àrchimcdc dans sa quadrature de la spirale.
Il est facile de voir, en effet, que le rapport des deux secteurs circulaires semblables ayant pour rayons Om, (W, étant celui des carrés de ces lignes, a pour limite l'unité, cl que, par conséquent, leur différence est infiniment petite par rapport à ces secteurs. Or, l'un de ces secteurs est compris entièrement dans l'élément Om'm, el celui-ci est compris entièrement dans l'autre secteur; car on peut supposer l'angle O assez petit pour que les rayons vecteurs de la courbe croissent ou décroissent constamment de m en ni. Doue, le rapport de chacun des deux secteurs à l'élément exact de l'aire a aussi pour limite l'unité; et l'aire cherchée esl la limite de la somme des secteurs circulaires infiniment petits, intérieurs ou extérieurs.
Si le point O n'était pas dans l'intérieur de l'aire proposée, celle-ci serait la différence de deux aires auxquelles ce point appartiendrait, et que l'on considérerait séparément, comme ou vient de le dire. Peut-être même y auraitil plusieurs différences; cela dépend de la forme du contour. On pourrait aussi prendre la différence de deux secteurs compris entre les mêmes rayons, el chercher la limite de la somme de ces différences.
Au lieu de supposer que les cordes passent par un même
donnée; on pourrait les assujettir à d'autres lois encore : toutes ces généralisations n offrent aucune difficulté, quand on a bien saisi les principes précédents, et nous ne nous y arrêterons pas.
Remarque. — Lorsqu'on connaît la nature de la courbe qui termine la surface à évaluer, et le mode de décomposition en éléments infiniment petits, les quantités plus
par une même formule, et la question géométrique est
des nombres. Celle question, généralement très'difficilc, se rapporte à des théories que nous ne nous proposons pas d'étudier ici ; elles sont du ressort des Traites spéciaux do calcul infinitésimal.
Néanmoins., nous donnerons ici quelques exemples simples de la métliode que nous venons d'exposer.
COMMENT LES VOLUMES DKS COUPS PEUVENT ÉtDK CONSIDÉRÉS COMME LIMITES DE SOMMES d' [ HFI N LMEMT PETITS.
381. Solide* lie révolution. — Supposons une surface plane quelconque tournant autour d'un axe AX (fig. 4a)
situé dans son plan, et proposons-nous de calculer la portion du volume engendré qui sera comprise entre deux
plans quelconques perpendiculaires à AX. Ces plans peuvent être considérés comme engendrés par des perpendiculaires MP, NQ ; les deux surfaces courbes qui terminent le volume à mesurer sont engendrées par des arcs de courbes données MN, M'N', el te volume est la différence de deux autres engendrés respectivement par les quadrilatères M NPQ, M'N'PQ. ISornons-nous donc au calcul d'un quelconque de ces derniers, par exemple celui qu'engendre MNPQ.
Décomposons ce volume au moyen d'une suite de plans perpendiculaires à l'axe, infiniment voisins les uns des autres, et substituons à ces éléments, dont la somme est constamment égale à ce volume mime, d'autres éléments d'une espèce plus simple et tels, que le rapport du chacun d'eux à son correspondant ait pour limite l'unité. La limite de la somme de ces nouveau* éléments indéfiniment décroissants sera, d'après le principe fondamental, la valeur exacte du volume à mesurer. Soient R, R' deux points quelconques de MN, correspondants à deux plans sécants consécutifs; S, S' leurs projections sur AX; on peut supposer SS' asseï petit pour que les perpendiculaires ou
à R'; d'où il suit que les deux rectangles' RSS'I cl R'S'SI' engendreront autour de AX des cylindres dont l'un sera plus petitel l'autre plus grand que la partie du solide proposé comprise entre les deux plans sécants. Or, le rapport de ces deux cylindres de même hauteur est égal à celui de leurs bases ou des carrés de leurs rayons RS, R'S'; el à mesure que S' se rapproche de S, le rapport des ordonnées RS, R'S' se rapproche de l'uuîlé, ainsi que celui de leurs carrés. Donc, la limite du rapport des deux cylindres est r unité} et il en est de même, à plus forte raison, pour le rapport d'un quelconque de ces cylindres au volume intermédiaire qui est l'élément exact du volume cherché.
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Donc, le volume engendré par MNPQ est h limite d'une somme de cylindres ayant pour hauteurs les parties infiniment petites dans lesquelles on décompose PQ, et pour rayons de leurs bases les ordonnées de Mft correspondantes aux poinis de division PQ.
Ces cylindres pourront être pris tantôt intérieurs, tantôt en partie extérieurs, sans que la limite de la somme soit changée, puisqu'ils satisfont toujours à la condition unique qu'ils doivent remplir.
Si l'aire génératrice n'est pas terminée à l'axe AX, mais à une seconde courbe M'N', le volume engendré sera la. différence de deux autres qui rentrent dans le premier cas. On pourra aussi le considérer comme la limite de la différence des deux sommes de cylindres, ou de la somme des différences élémentaires correspondantes.
382. Solides terminés par des surfaces quelconques. — On concevra encore un système de plans parallèles, k des distances infiniment petites les uns des autres, et tels, que le solide entier que l'on veut mesurer soit compris entre le premier et le dernier; puis on cherchera à substituer à la partie comprise entre deux plans consécutifs quelconques un solide d'uni- espèce plus simple, et qui n'en diffèi e que d'une quantité infiniment petite par rapport a elle Or, s il arrive qu'en menant, par tous les points do contour d'uni- ilt-s si-i tions, des parallèles a une m^me direr.lion, jusqu'au plan de l'autre, la projection ainsi effectuée de la première courbe soit tout entière comprise dans la seconde, le cylindre ainsi formé sera tout entier compris dans la tranche du solide située entre les deux plans. Au contraire, le cylindre formé par des parallèles à la même direction menée du contour de la seconde section au premier plan, renfermera entièrement cette même tranche. Mais le rapport des deux cylindres de même hauteur est égal à celui
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s bases, lequel tend indéfiniment vers l'unité, à
tranche du solide, à l'un quelconque d'entre eux, a pour, limite l'unité : ou, en d'autres termes, chacun de ces cylindres diffère de l'élément exact du solide, d'une quantité infiniment petite par rapport à cet élément. Donc, enfin, le ■volume proposé est limite /l'une somme de cylindres ayant pour bases les sections du solide par des plans parallèles infiniment voisins, et pour hauteurs les distances de ces plans.
Ce premier cas est celui de tous les corps auxquels Arcbimède a appliqué ce procédé dont on lui est redevable.
383. Mais il peut arriver que les parallèles menées par les points d'une des sections ne soient pas toutes intérieures, ou toutes extérieures à la tranche du solide; et alors le raisonnement précédent ne suffirait pas ; car, dans ce cas, aucun des deux cylindres infiniment petits ne serait avec évidence plus petit ou plus grand que le volume de la tranche exacte du corps. Mais on peut concevoir deux cylindres qui n'auraient pas pour hases les sections mêmes du corps, et tels, que l'un envelopperait entièrement la tranche, tandis que l'autre serait complètement intérieur; leurs bases tendraient indéfiniment à se confondre avec l'une des sections qui resterait fixe, tandis que l'autre s'en rapprocherait indéfiniment; et la coïncidence serait complète, si la distance des deux plans était réduite à sa limite zéro. Le rapport des deux bases des cylindres entre lesquels est comprise la tranche a donc pour limite l'unité; et l'on peut dire encore que le volume d'un solide quelconque peut étie regardé comme la limite d'une somme de cylindres infiniment petits, ayant pour bases les sections du solide par des plans parallèles infi-
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ninienl -voisins, et pour hauteurs les distances fie cet
plan,.
384. On pourrait encore considérer le solide comme décomposé par deux séries de plans parallèles iuGniment voisins, et prendre les plans d'une des séries perpendiculaires aux plans de l'autre. Un élément du solide, compris entre deux plans consécutifs d'une série et deux plans consécutifs de l'autre, pourra cire remplacé par un parallélépipède qui aurait pour base la section de ces quatre plans par un plan perpendiculaire aux plans des deux séries. En prenant pour hauteur de ce parallélépipède la longueur d'une quelconque des quatre cordes de la surface formées par les intersections des quatre plans, on aurait un solide dont le rapport à la partie exacte du proposé aurait pour limite
Le volume cherché serait donc la limite d'une somme de parallélépipèdes dont les bases seraient des rectangles ayant leurs côtés infiniment petits.
DE LA LONGUEUR DES LIGNES COUHBES. ET DE L'AIRE. DES SURFACES COURBES
385. Nous avons dit que deux droites avaient même longueur, lorsqu'elles po u va i en l coïncider, ou, en d'autres termes, lorsqu'elles étaient égales-, ce n'est que de celle manière que le mot longueur s'est introduit dans notre langage, et nous nous sommes bien gardé de le définir. Et, de même, quand nous disons que la longueur d'une ligne surpasse celle d'une autre, cela signifie que la première ligne est plus grande que la seconde. On n'emploie jamais ce mol que quand il y a comparaison, et, quand on se borne à dire : la longueur d'une ligne, ou entend toujours
Dans quel cas maintenant pnurra-t-un dire que deux courbes ont même longueur, ou sont égales? C'est évidemment quand elles pourront coïncider. Or cela n'est possible ijue dans des cas très-particuliers, par exemple pour des arcs de cercles dont les rayons sont égaux : deux arcs de cercles de rayons différents ne peuvent donc être égaux, dans le sens reçu jusqu'ici j et si l'on veut pouvoir dire que, sans être superposables, ils sont équivalents en longueur, comme on a dit que des figures non superposablcs out des surfaces équivalentes, il faut dire bien nettement ce que l'on entendra par là, et ne pas agir comme si l'on dissimulait une difficulté qui réellement n'existe pas,
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puisqu'il ne s'agira que d'Être conséquent à la définition
Le terme de comparaison le plus simple à prendre étant la ligne droite, la question consistera à déterminer la droite que l'on dira de même longueur qu'une courbe doDiiée quelconque, ou à définir le rapport de la longueur du la courbe à l'unité, ou simplement ce qu'on appellera longueur de la courbe.
Or voici celle que nous adoptons :
La longueur d'une courbe donnée est la limite vers laquelle tend le pèiimètre d'un polygone inscrit dans cette courbe, et dont les côtés tendent indéfiniment vers zéro.
Mais cette définition n'aura un sens précis que quand on aura prouvé que celte limite existe, et est unique quelle que soil la loi suivant laquelle les côtés du polygone tendent vers zéro : c'est ce que nous allons faire.
Considérons un arc de courbe quelconque, et supposonsle, pour plus de simplicité, convexe dans toute son étendue, c'est-à-dire tel, qu'il ne puisse être coupé par une droite en plus de deux pointa : il en sera de même alors de tous les polygones inscrits. Si la courbe n'était pas dans ce cas, on la partagerait en parties pour chacune desquelles cette condition serait remplie; et pour chacune de ces parties on procéderait comme il suit.
Soil donc un arc convexe de courbe quelconque AB, et
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adoptons, par exemple, la loi suivante pour l'inscription
des polygones successifs : joignons bus deux points A et B le point C de la courbe, qui est également distant de l'un et l'autre, et qui se trouve, par conséquent, à l'intersection
de la courbe et de la perpendiculaire élevée sur le milieu de la corde AB. Joignons ensuite aux extrémités des arcs AC, CB les points D, E, qui sont respectivement équidistants de leurs extrémités; et commuons ainsi indéfiniment : le nombre des côtés se doublant toujours croîtra sans limite, et la grandeur de ces côtés tendra vers la limite ïéro. Il y a maintenant deux observations importantes à
D'abord les périmètres augmentent avec le nombre des côtés, puisqu'on remplace toujours un côté par deux autres terminés à ses extrémités, et donnant, par conséquent, une somme plus grande.
Ensuite le périmètre croissant ne peut dépasser toute grandeur ; car il restera toujours moindre que le périmètre d'un polygone fixe enveloppant la courbe, et tracé arbitrairement. Or, une grandeur toujours croissante, et qui ne peut atteindre une certaine valeur fixée, a nécessairement une limite déterminée, connue ou inconnue (*). Donc, 1rs
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périmètres des polygones inscrits dans la courbe suivant la loi particulière nue nous avons choisie, ont une limite; ce qui était la première proposition à établir.
Reste à démontrer que l'on aura la même limite, quelle que soit la loi d'inscription des polygones, pourvu que leurs côtés tendent tous vers zéro.
Considérons en effet deux polygones inscrits, ayant leurs côtés extrêmement petits, l'un appartenant à la série que nous venons de désigner, cl le second correspondant à toute autre loi d'inscription : menons par tous les sommets de l'un et de l'autre des lignes parallèles a une même direction arbitraire, les deux périmètres seront partagés par ces lignes en un même nombre de parties ; et celles qui seront comprises entre deux parallèles consécutives auront un rapport d'autant plus près de l'unité que les côtés seront plus petits; car leurs directions différant aussi peu qu'on voudra de celle de la tangente à la courbe, en l'une de leurs extrémités, l'angle qu'ils comprennent tendra Ters ïéro : et si l'on forme un triangle avec ces deux côtés comprenant cet angle, les deux autres angles tendront indéfiniment vers des valeurs finies supplémentaires l'une de l'autre. Le rapport des côtés qui leur sont opposes est le même que ceux d'un triangle qui aurait les mêmes angles et dans lequel le côté correspondant à l'un des premiers resterait fini. Or, dans ce dernier, dont l'angle au sommet tend vers zéro, le second côté tend évidemment vers le premier et leur rapport vers l'unité; il en est donc de même du rapport des deux côtés infiniment petits du premier. Il suit de là, d'après le principe fondamental, que le rapport des deux périmètres tend vers l'unité à mesure
Moment qu'une variable qui Ta toujours en décroissant, mais qui roule toujours nu-Jtssut d'une certaine qunnlita Bxt, a nécessairement une
que les côtés tendent vers zéro. La limite obtenue par le premier mode de subdivision, est donc la même que pour
Il est bon d'observer qu'on trouverait encore la même limite, si les sommets du polygone n'étaient pas sur la courbe même, mais en étaient infiniment voisins, et que les côtés eussent toujours pour limites de leurs directions celles des tangentes aux points infiniment voisins. On pourrait encore considérer les polygones circonscrits à la courbe : ou pourrait même prendre une suite de lignes séparées les unes des autres. Imaginons, par exemple, des parallèles qui coupent l'arc de courbe et soient infiniment, voisines les unes des autres : si, par ebaque point de division, ou mène une tangente, la suite discontinue des portions de ces tangentes comprises entre le point de contact et la parallèle voisine, aura, d'après les raisonnements précédents, la même limite que le périmètre inscrit. Ce procédé a été employé par Fermât. On trouverait encore bien d'autres manières de parvenir à la même limite par des sommes de lignes droites; la seule condition nécessaire est que ces sommes et les périmètres inscrits, se composent d'éléments correspondants dont le rapport ait l'unité pour limite. On aurait pu commencer par un polygone circon-
scrit, et passer au suivant, en menant des tangentes par
les points intermédiaires; ou aurait ainsi
. un périmètre
moindre. En continuant ainsi, les péri mit]
■es toujours dê-
croissants, mais toujours supérieurs à une
grandeur fixe,
par exemple à une ligne brisée intérieure.
ou même à la
droite qui joint les extrémités, auraient u:
ne limite. Cela
admis, tout ee qui précède s ensuivrait.
Remarques. — Tout polygone circonsc:
-il à un are de
courbe convexe est plus grand que cet arc.
Car si, entre deux points de contact co
conques, on mène une tangente, il en résulu
ra un polygone
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• irtonsirit d'un l'ériuiéiiv iiiuimlre que le édciit. K» agissant d<> mftrne pour ce nouveau polygone, L-t ainsi dr suïlc indéfiniment, le périmètre de ce» [mlvgono. va toujours fn diminuant cl a pour liniilc l.i lungucur île l'arc. Donr, cette longueur esl moindre que celle du polygone <.in.o.>si rit qnetrouque d'où l'ou esl parti. Lu raisonnement jualoguc piouvc que la longueur de l'an rsl plus prandi: que celle de loui polygone insirit.
Il résulte de là que loul are ronu xe esl moindre qu'uni: ligne quelconque qui l'enveloppe, en parlant des mêmes enliémités. Il suffit, en effet, de concevoir un polygone circonscrit au premier arc et ayant les côtés asseï petits pour n'avoir aucun point commun avec le second el un polygone inscrit à celui-ci et qui enveloppe le premier. Ce dernier sera moindre que celui qui l'enveloppe, comme un le prouve dans la Géométrie élémentaire; donc, à plus forte raison, l'arc inscrit sera moindre que l'arc circonscrit au plus grand polygone.
Les cas les plus singuliers qu'on pourrait imaginer n'offriront aucune difficulté. On verrait de la même manière qu'une courbe convexe fermée est moindre que toute ligne qui l'enveloppe.
Voici encore une remarque qui n'esl pas sans utilité - . Soient AB {fig. 44) un arc convoie quelconque, AC une
Fi B . 44.
droite meuéede l'cxtrémilé A el ayant mÈmc projection Al'
sur une ligue Ali. Si toute:
i le
i tangentes de A eu H for-
■nom avec Ai: des angles .
ùgu
s plus petits qui' CAU, la
longueur AC si-ra (.lus gra
ml.
Que celle de l are AB. En
effet, si l'on conçoit pol
ne circonscrit a AB el dont
les poinis de coniact extrèi
soient A et II, il sera plus
gi and que l'arc , mais il si-t a
pl.
is petit que AC ; car, si par
tous les sommets on mène d
iaralksle»« PBC, l« parties
de AC. comprises entre ces
pal
allèles seront plus grandes
que les côtés correspondant:
<du
polygone, qui font avec AU
des angles aigus plus petit
la ligne AC est donc plus
grande que l'arc AB.
On verrait semblablemeu
je si les taDgenies en tous
les points de A et B font
: AU des angles aigus plus
grands que CAU, la droite AC's
era plus petite que l'are AB.
Car on pourrait inscrire dans l'arc un polygone dont les côtés auraient des directions assez voisines de celles des tangentes pour que leurs angles avec AU fussent plus grands que CAU. Ce polygone serait alors plus grand que AC, el, à plus forte raison, l'arc AB le serait aussi.
11 suit de là que la longueur de l'arc est comprise entre celles des deux tangentes comprises entre les parallèles extrêmes,' et dont l'une est la plus inclinée de toutes, êt
386. Les surfaces courbes ne pouvant coïncider que dans des tas très-particuliers, on ne pourrait établir aucune comparaison entre elles sous le rapport de l'étendue si l'on définissait par la superposition leur égalité en étendue.
La définition que nous donnerons de l'aire d'une surface courbe, ramène à la considération des aires des surfaces planes, que l'on sait évaluer, el est tout à fait ana-
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logue à celle que nous avons donnée pour la longueur des lignes courbes.
Nous appellerons aire d'une surface courbe la limite de faire d'un polyèdre inscrit dont les faces tendent indéfiniment vers zéro.
Mais, pour que celle défini lion ait un sens précis, il faut démontrer qu'il y a une limite pour l'aire de ce polyèdre, et qu'elle est indépendante de la loi suivant laquelle ses faces tendent vers zéro.
Une notion préalable indispensable est celle du plan tangent. On démontre facilement que toutes les tangentes à une surface menées par un quelconque de ses points, sont en général dans un même plan ; et, par suite, que si, par ce point et deux autres infiniment voisins pris sur la surface et non en ligne droite avec lui, on fait plisser un plan, ce plan tend vers une limite déterminée à mesure que les deux points variables se rapprochent du premier, et cette limite est le plan tangent.
Cela posé, concevons sur toute l'étendue de la surface en question des points à des distances infiniment petites les uns des autres; joignons-les par des lignes droites qui déterminent une suite continue de triangles inscrits, ayant tous leurs côtés infiniment petits. Subdivisons indéfiniment ces triangles en d'autres, en prenant par exemple les milieux d'arcs qu'on tracerait sur la surface entre les sommets du même triangle.
Concevons ensuite un polyèdre inscrit suivant toute autre loi, et dont les faces décroissent indéfiniment; et comparons les surfaces de ces deux polyèdres. Pour cela, par toutes les arêtes du premier, menons des plans parallèles n une même droite; les trois qui partiront des côtés (l'un quelconque des triangles comprendront entre eux une portion de la surface du second polyèdre qui sera plane ou composée de plusieurs parties non dans le même plan. Dans ce dernier cas,
en menant de nouveaux plans par les arêtes Je cette portion île surrace et faisant de même pour toutes les faces du premier polyèdre, les deux surfaces seront décomposées en portions planes ayant deux à deux mime projection sur un plan perpendiculaire à loua ceux qui opèrent cctle décomposition.
Or, deux quelconques de ces surfaces correspondantes font avec le plan de projection des angles qui tendent à Être égaux, puisque leurs directions sont infiniment voisines de celles d'un même plan tangent; leur rapport tend donc indéfiniment vers l'uni le, et par conséquent il en est de même de leurs sommcls ou des surfaces entières des polyèdres inscrits.
La loi suivant laquelle on détermine les sommets des polyèdres inscrits n'influe donc pas sur la limite, si elle existe, et il suffit de prouver qu'elle existe, soit pour une loi particulière d'inscription, soit pour une somme de faces obtenues par une autre voie, et telle, que son rapport avec la surface des polyèdres inscrits ait pour limite l'unité.
.'J87. Concevons d'abord un plan tel, qu'eu y projetant la portion de surface dont il s'agît il ne se trouve pas deux de ses points ayanl mtac projection, c e qui est toujours possible en la subdivisant en parties qu'on considérera séparément. Supposons ensuite une série de plans parallèles entre eux, perpendiculaires au premier, cl distants les uns des autres d'une quantité infiniment petite a ; puis une seconde série de plans parallèles distants les uns des autres d'une quantité infiniment petite 6, perpendiculaires au
surface proposée se trouvera décomposée en parties dont la projection sera égale au rectangle a6, ou à une fraction de ce rectangle pour les parties voisines du contour. Dans chacune de ces parties, menons le plan tangent au point tel
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qu'il fasse le plus grand angle avec le plan de projection. Soit u cet angle; si nous formons un triangle rectangle dont l'angle à la base soit il y aura même rapport de l'hypoténuse à la base, que de la portion de plan tangent qui se projette suivant 06, à sa projection. Désignant te rapport par m, la portion de plan langent sera exprimée
Si maintenant on conçoit deux nouvelles séries de pions parallèles respectivement à ceux des précédentes, et partageant en deux parties égales l'intervalle de deux consécutifs quelconques, chaque portion de la surface se trouvera divisée en quatre autres. Dans chacune de ces nouvelles portions, nous mènerons de même le plan tangent faisant le plus grand angle avec le plan de projection, et les quatre portions de ces plans qui remplaceront celle qui se projetait dans le même espace ctS formeront une somme moindre, puisque, pour trois d'entre elles, l'angle formé avec le plan de projection sera moindre que celui que formait le plan tangent dans le mode de division précédent.
Eu suivant indéfiniment le même procédé, la somme de: portions indéfiniment décroissantes des plans tangents ii-i donc constamment en diminuant. De plus, elle sera toujours supérieure à une quantité fixe, par exemple la projection de la surface entière : donc elle a une limite. Or, les raisonnements faits pour deux polyèdres inscrits, ayant leurs faces infiniment petites dans tous les sens, s'appliquent à toute somme de faces infiniment petites donnant la même projection totale, et faisant avec les plans des faces correspondantes, des angles ayant r.éro pour limite. Donc la limite de la somme des portions discontinues de plans tangents que nous avons considérée est aussi celle de la surface de tous les polyèdres inscrits.
Cette limite unique est ce que nous nommons l'aire de la surface courhe.
uumthe vr. 4ai 389. Il est bon de remarquer qu'on trouverait encore la même limite si, au lieu de s'assujettir à prendre dus faces planes, On prenait des surfaces courbes variables telles, que pour les points situés sur une même ligne perpendiculaire au plan fixe de projection, ies plans tangents à ces surfaces et à la proposée fissent entre eux des angles infiniment petits. Car les faces planes qu'on circonscrirait à ces surfaces auraient II» rapport aussi près de l'unité qu'on voudrait, avec les parties de ees surfaces et de la proposée, correspondantes à la même projection sur le plan fixe ; on trouverait donc encore la même limite pour leur somme.
389. Enfin; on reconnaîtrait d'une manière analogue à ce qui a été fait pour les courbes, que toute surface convexe est plus petite qu'une surface qui l'enveloppe de toutes parts, ou qui l'enveloppe et est terminée ao même con-
F.t de même, une surface courbe est moindre qu'une surface plane ayant même projection orthogonale sur un plan, et faisant avec ce plan un angle plus grand que tous ceux que font avec lui les plans tangents à la surface en tous ses points. L'inverse aurait lieu si tous ces derniers angles étaient au contraire plus grands que le premier.
CHAPITRE VII
APPLICATION DE LA METHODE DES LIMITES ET DE LA MÉTHODE INFINITÉSIMALE A QUELQUES QUESTIONS TRAITEES PAR LES ANCIENS
390. Nous prendrons pour premier exemple la question traitée précédemment par la méthode des anciens, cl ayant pour objet de trouver le rapport des surfaces de deux cercles dont les rayons sont donnés.
En employant les niCrues notations cl considérant les polygones inscrits dont les cercles sont les limites, on obtient, comme nous l'avons vu, la relation
qui a lieu constamment entre les aires variables P, P' de ces polygones.
Or nous avons démontré généralement qu'on obtient unirelation rigoureusement exacte entre les limites, en les substituant aux variables dans la relation trouvée entre ces dernières. On trouvera ainsi
ce qui prouve que deux cercles quelconques sont entre cu\
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391. Les circonférences de deux cercles quelconques sont entre elles comme leurs rayons.
Cela résulte de ce qu'elles sont les limites des périmètres de polygones réguliers inscrits, et que ces périmètres sont entre eux comme les rayons des cercles, si l'on donne à ces polygones le même nombre de côtés.
11 en serait de même des portions de ces circonférences qui correspondraient à des angles égaux aux centres.
11 suit de là que le rapport de la circonférence au diamètre est le même pour tous les cercles. Archimède en a donné la valeur approchée. II a montré qu'il est compris entre 3 j et 3 jf. Avant lui on ne s'était pas occupé de la longueur des lignes courbes. Euclide n'eu parle pas, non plus que de l'aire des surfaces courbes.
C'est pour rendre possible la comparaison de ces grandeurs, qu'Arcbïmède a posé des principes qui sont encore admis dans renseignement, mais dont nous n'avons pas fait usage. Il nous a semblé bien préférable de partir des définitions que nous venons de faire connaître, pour la longueur des courbes et l'aire des surfaces courbes.
Les principes admis par Archimède consistent en ce que la ligne droite est plus petite que toute courbe ayant les mêmes extrémités; qu'une courbe concave vers la droite qui joint ses extrémités est plus courte que toute autre ligne qui l'enveloppe, et a les mêmes extrémités; qu'une surface plane est moindre que toute surface terminée au même contour; et enfin, qu'une surface concave vers un même plan est moindre que toute autre surface qui l'enveloppe et est terminée au même contour.
Au moyen de ces principes, Archimède a pu résoudre un grand nombre de questions de la plus haute importance, qui n'avaient pu être abordées par les géomètres qui l'avaient précédé. Tout ce qui dépend de la longueur des courbes et de l'aire des surfaces courbes, c'est-à-dire une
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grande partie de la Géométrie, se trouvait hors de la porlée ■lu raisonnement.
392. Le rapport de la circonférence au diamètre est d'une si grande importance, qu'après a vnir démontré qu'il élait incommensurable, on a cherché du moins à en approcher de manière à rendre l'erreur sans influence sensible. On a même été bien au di:l;i des lie-om.. delà pratique; on a eu la curiosité de connaître plus des cent cinquante premières décimales; et il est inutile de dire qu'on n'a jamais eu besoin d'employer une aussi grande approximation.
Dans les calculs on désigne le rapport, supposé exact, par la lettre ^ ; de sorte que si l'on appelle R le rayon d'un cercle, le rapport de sa circonférence à ail sera JT, el la cir-
393. Les angles au centre ayant en tre eux le même rapport que les arcs compris entre leurs cotés, on pourrait prendre ces arcs mûmes, évalués en nombres, comme mesure des augles ; ïl suffirait pour cela que l'angle pris pour unité interceptât entre ses cotés un arc égal à l'unité de longueur. Alors le nombre qui exprimerait un angle quelconque serait le même que celui qui exprimerait l'arc qu'il intercepte. Pour l'évaluation des arcs d'un cercle, l'unité la plus naturelle à choisir est le rayon lui-même; et les angles se trouvent mesurés par le rapport de l'arc au rayon, qui est indépendant du rayon choisi. Alors la de mi -circonférence sera exprimée par ir, cl ce sera la mesure de deux angles droits : l'angle unité sera celui qui interceptera entre ses cotés un arc égal au rayon. On l'obtiendrait en degrés en faisant la proportion
ir;i::ift»:*,
d'où
nombre incommensurable qui exprime en degrés l'angle choisi pour unité dans le système où les .myles sont mesurés par le rapport de l'arc an rayon. Ce syslème esi employé toutes les fois qu'on n'a pas en vue la réduction immédiate des résultats du calcul en nombres.
Surface du code. — Le cercle étant considéré
sure sera la limite de celle de ce polygone, ou le produit de la circonférence par la moitié du rayon, comme l'avait démontré Archimède.
Si R désigne le rayon, la circonférence sera airR, et par conséquent la surface aura pour mesure irR*.
Le nombre tt peut donc être considéré sous un second point de vue. Il est le rapport de la surface du cercle au carré de son rayon. On s'est servi de l'une et de l'autre de ces manières de l'envisager, pour procéder à la recberche de sa valeur approchée.
COMPAHAISOII NES VOLUMES DES l'VBAMIDES.
39j. Après avoir ramené la comparaison des parallélépipèdes, ei ensuite des prismes quelconques, à la considération de l'égalité, les anciens géomètres se sont trouvés arrêtés pour la comparaison des pyramides, soit entre elles, soit avec les prismes. Ils ont été obliges, pour y parvenir, d'avoir recours ;ni im' iue procédé que pour les cercles, et d'envisager la pyramide comme limite de quantités d'espèce plus simple.
Euclide commence par démontrer que toute pyramide triangulaire peut être décomposée en deux prismes triangulaires équivalents, dont l'un a pour base le quart de celle de la pyramide, et pour hauteur la moitié de celle de la pyramide; et en outre de deux pyramides 'semblables à la
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première, ayant leurs arêtes respectivement égales à la moitié de leurs correspondantes dans celle-ci. On reconnaît de plus immédiatement qu'une de ces pyramides est plus petite que l'un des prismes; de sorte que la somme des volumes des deux prismes est plus grande que ia moitié du volume de la pyramide proposée.
D'après cela, si l'on répète une construction analogue dans chacune des deux nouvelles pyramides, les quatre pyramides qui resteront après qu'on en aura enlevé les prismes, formeront une somme moindre que leur moitié : et en continuant ainsi, on voit, par un raisonnement déjà employé, que l'on peut pousser l'opération asseï loin pour que la somme des pyramides qui resteront après l'enlèvement successif de tous ces prismes, forme un volume moindre que tout volume donné, proposition qui dans notre langage s'énoncera ainsi :
Toute pyramide triangulaire peut être considérée comme la limite d'une somme de groupes de prismes triangulaires en nombre indéfini.
On se rappellera que ceux d'un même groupe sont égaun entre eux; que leur nombre est double de ceux du groupe précédent, et leurs arêtes moitié moindres : d'où il résulte que la somme des prismes d'un même groupe est le quart de celle du groupe précédent.
396. Deux pyramides de base équivalente cl de même hauteur sont équivalentes.
Pour comparer ces pyramides, Euclide commence par les considérer comme limites de sommes de prismes, au moyen de la décomposition que nous venons d'indiquer.
Or, ceux qui composent les divers groupes sont équivalents dans les deux pyramides, qui ont des bases équivalentes et des hauteurs égales. Car les prismes du premier ordre auront par suite des bases équivalentes et même hau-
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leur, cl seront équivalents. La valeur du premier groupe étant la même dans les deux pyramides, celle du second qui en csl le quart sera la même de pari et d'autre, et ains! de suite indéfini mont. La somme d'un même nombre dégroupes sera donc la même îles deux ciités, à parlir du premier.
Ces deux sommes sont donc deux variables égales, ayant pour limites respectives les deux pyramides. Leurs limites (ml donc des valeiirs Ogalts . <••■ qu'il IVitLiil (.l<-m<iiiLrer.
397. Une pi rtiiniilt' frîmi^iiliiirn a pour mesure te tiers du produit de sa base par sa hauteur.
En s'appuyant sur la proposition précédente, Euclide démontre facilement que toute pyramide triangulaire est le tiers d'un prisme de même base cl même hauteur. D'où il suit que la mesure du volume de la pyramide est le tiers de celle du prisme, qui csl le produit de sa base par sa hauteur. De là résulte la proposition énoncée.
Et cela signifie que le rapport de ce volume au cube construit sur l'unité de longueur, csl le tiers du produit des deux nombres qui expriment respectivement les rapports, de la base au carré fait sur l'unité de longueur, et de la hauteur à cette dernière unité.
398. Autre solution, — La considération d'une pyramide, comme limite d'une série de groupes de prismes, a eu pour objet ici de comparer deux pyramides ; mais on peut la faire servir directement à la mesure même de la pyramide.
En effet, si l'on désigne par b et h les nombres qui mesurent sa base ci sa bailleur, chacun des deux premiers prismes aura pour mesure -g-i et la valeur du premier groupe sera ^ : les groupes formeront par conséquent la
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C'est une progression géométrique dont Arcliiméde a donué la formule de la somme, ainsi que sa limite qui bh
est -j-
Or, dans le cas actuel, les variables sont la valeur de la somme des mesures des groupes, et la valeur de la somme des termes correspondants de la série, f.es limites du ces deux variables, toujours égales, devant filre égales, le volume de la pyramide aura pour mesure y
399. Troisième solution de. la même tju/ïstian. — Pour donner un exemple des différentes mnnièrcsdom une même grandeur peut être utilement considérée coDimo limite d'une variable, nous regarderons la pyramide comme limite, non plus de la somme des termes d'une série, mais d'une somme de quantités infiniment pelites, et nous ferons usage du procédé général qu'Archimède a fait cou- Sous couperons la pyramide par une suite de plans parallèles à la base, et divisant la hauteur en parties égales indéfiniment décroissantes. Nous considérons chacune des sections triangulaires comme la base d 7 un prisme avant ses arêtes parallèles à l'une de celles de la pyramide, dirigées vers le plan de la base, et terminées au plan parallclcvoisin; Ja somme de ces prismes sera moindre que la pyramide. En dirigeant les arêtes en sens contraire, on aurait une somme de prismes plus grande que la pyramide. Ces deux sommes se composeront des mêmes prismes, à l'exception du plus grand, qui sera l'excès de la somme des prismes extérieurs sur l'autre; cet excès sera un prisme ayant la base de la pyramide, et une hauteur égale à une des subdivisions de
la hauteur Je la pyramide. Il peut donc devenir moindre que lout volume donné, et par conséquent, à plus forte raison, la différence de chacune des sommes à la pyramide
ramide est donc la limite de l'une ou de l'autre' de ces
Il ne reste donc plus qu'à calculer la somme des volumes des prismes qui composent l'une desdeus, par exemple la plus grande, et en prendre la limite; ce sera la mesure de la limite de cette somme ou de la pyramide.
Soit m le nombre des divisions de la hauteur, a l'une d'elles, on aura
Suit n le nrimbrr des dji irions rimipi ise' entre li- nnmmct
df la pv ramide ei la bau inférieure de l'un quelconque des pri-mes, cette base sera mesurer par ^ et le volume du .(V .
prisme sera — -, : la somme dos prisme* en question sera Or Archiméde a démontré la formule suivante,
La somme des prismes sera donc
iu, en remplaçant a par
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dont la limite est ^> qui sera par conséquent égale à la valeur delà limite de la somme des prismes, ou de la pyra-
400. Mesure du segment parabolique. — Archimède considère d'abord cette surface comme composée d'un triangle plus grand que la moitié, plus de deux segments dans lesquels il fait la même décomposition, et continue ainsi indéûniment; la somme de tous ces triangles aura pour limite l'aire du segment proposé. Or tous les triangles d'un même groupe forment une somme égale à ^ du précédent; ces groupes forment donc une progression ayant pour raison ^, dont on trouvera la somme et la limite de cette somme par la formule donnée par Archimède, à cette occasion même; et c'est ainsi qu'il a démontré que le segment parabolique est égal aux | du triangle ayant même base et même sommet que ee segment.
Ce grand géomètre a donné une autre solution de ce même problème, en considérant le segment cherché comme la limite d'une somme de trapèzes infiniment petits. Nous nous dispenserons de la rapporter ici.
401 . Volume du cylindre. — Dans ce cas, il n'est nécessaire de recourir ni aux séries ni aux infiniment petits. On reconnaît, en effet, immédiatement que ce volume est compris entre ceux de deux prismes qui auraient même hauteur que le cylindre et pour bases des polygones réguliers semblables, l'un inscrit, l'autre circonscrit au cercle de base du cylindre. Or ces prismes, ayant même hauteur, sont dans le même rapport que leurs bases, et le rapport de CCS bases est égal ii celui des rai-rés des i-nyons des cercles qui leur sonlinscrits, et a par conséquent pour limite l'unité,
a,.,,™. ,u. 43, quand Je nombre des cotés de ces polygones augmente indéfiniment. Le rapport des deux prismes a donc aussi pour limite l'unité, et, par conséquent, le rapport de l'un ou de l'autre au cylindre qui est compris entre eux a pour limite
Il est donc démontré que le volume du cyliudre est la limite du volume des prismes inscrits ou circonscrits. Or, ces prismes ont pour mesure le produit de leur base par leur hauteur. Le cylindre a donc pour mesure le produit de cette hauteur par la limite de ces hases, c'est-à-dire le produit du cercle qui lui sert de base par sa hauteur.
«2. Folume du cône. — On reconnaît avec la même facilité que le volume d'un c&nc est compris entre ceux de pyramides ayant mémo sommet que ce cône, et pour bases des polygones réguliers semblables inscrits cl circouscrils au cercle de base. Or, ces pyramides ont pour mesure le tiers de leur hauteur multiplié par leurs bases, qui ont pour limite commune la base du cône. 11 en résulte que le rapport de ces pyramides a pour limite l'unité, et que, par conséquent, il en est de même de leur rapport au cône compris entre elles.
Le cône est donc la limite des pyramides inscrites ou circonscrites, et, par conséquent, a pour mesure la limite de la mesure de ces pyramides, c'est-à-dire le tiers du produit de sa liauteur par sa base.
403. Le volume d'un tronc de cône à bases parallèles s'en déduit facilement, puisqu'il n'est autre chose que la différence de deux côues.
On peut aussi ramener sa détermination à celle du tronc de pyramide, eu remarquant qu'un cône est équivalent à une pyramide triangulaire de même hauteur et de base équivalente.
404. Surface du cylindre. — La aurfacedo prisme dont les bases sont des polygones inscrits dans celles du cylindre, et dont les côtés diminuent indéfiniment, a pour limite celle du cylindre; car tous les points du ses laces se rapprochent indélinimcnl des points de celte surface, el leurs directions de celles des plans tangents. Or, la somme de ces Taies a pour mesure le périmètre du polygone inscrit multiplié par la hauteur du cylindre. La surface convexe du cylindre aura doue pour mesure 1» limite de cette expression, ou le produit de la hauteur du cylindre par la circonférence de sa base.
403. On pourrait ramener la démonstration à la forme la plus ordinairement suivie, en faisant usage des principes d'Archimcdc que nous avons précédemment démontrés.
En effet, lasurfacc convesodu prisme inscrit est moindre que la surface convexe du cylindre augmentée des segments du cercle qui ont pour bases les côtés du polygone inscrit, puisque chaque face plane du prisme est moindre que la surface terminée à son contour, et composée de la partie sous-tendue du cylindre, et des deux segments adjacents.
El de même la surface du cylindre est plus petite que la surface d'un prisme ayant pour base un polygone circonscrit semblable à celui qui est inscrit, augmentée des segments compris cuire la circonférence du cercle cl les ' ôlés de ce polygone.
Ainsi, la surface du cylindre est plus grande que celle d'un prisme inscrit, diminuée d'une quantité dont la limite est zéro, et plus pelitc que celle d'un prisme circonscrit, augmentée d'une quantité dont la limite est zéro. Elle est donc la limite de l'une ou de l'antre de ces expressions dont la différence tend vers zéro, et est par conséquent la limite des surfaces des prismes inscrits ou circonscrits ; ce qui ramène au résultat déjà obtenu.
CHAPITRE VII
406, Surface du cône. — Si l'on considère deux pyramides ayani mime sommet que le cône, et pour bases des polygones semblables, l'un inscrit, l'autre circonscrit au cercle de base, la surface du cône sera la limite vers laquelle tendront ces surfaces lorsque le nombre des côtés de ces polygones augmentera indéfiniment.
Cela résulte de ce que nous avons établi en général ; mais on s'en assurerait encore au moyen des principes d'Archiuiède : il suffirait de construire un système symétrique du premier par rapport au plan de la base; on aurait alors un double cône et de doubles pyramides dont l'une envelopperait la surface du double cône, cl serait par conséquent plus grande, tandis que l'autre serait enveloppée par lui, el serait par conséquent plus petite. El comme le même rapport existe entre les moitiés de ces trois surfaces qu'entre ces trois surfaces elles-mêmes, il s'ensuit que la surface du cône est comprise entre celles des deux pyramides, dont il est facile de voir que le rapport a pour limite l'unité : elle est donc la limite des surfaces des pyramides inscrites ou circonscrites; d'où l'on conclut facilement que la surface courbe du cône a pour mesure la moitié du produit de la circonférence de sa base par son côté.
407. Surface de la sphè/c. — Si l'on conçoit un demipolygone régulier inscrit dans la demi -circonférence d'nn grand cercle, et qu'on le fasse tourner autour du diamètre qui passe par ses extrémités, il engendrera une surface qui, d'après la théorie générale que nous avons établie, aura pour limite la surface de la sphère lorsque le nombre des côtés du polygone augmentera indéfiniment.
C'est ce que l'on démontrerait encore d'après les principes d'Archimède, en concevant la surface qui serait engendrée par le polygone circonscrit semblable. La surface de la sphère serait comprise entre les deux, cl, comme les
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mesures de ces deux surfaces munirent qu'elles se rapprochent indéfiniment l'une de l'autre, il s'ensuit qu'elles ont pour limite commune la surface constante de la sphère.
On déduit de là que la surface de la sphère est égale à la circonférence d'un de ses grands cercles, multipliée par son diamètre, et égale, par conséquent, à quatre fois la surface d'un granit cercle.
408. I.a mesure de la surface d'une zone s'obtiendrait lemblablemenl, d'après noire théorie.
Mais en se servant des principes d'Arcliïmède, il ne suffirait pas de considérer les surfaces engendrées par une portion de polygone à côlés égaux, inscrits dans l'arc qui engendrerait la zone, et par un périmètre circonscrit semblable; car la surface de la zone ne serait pas complètement enveloppée par cette dernière. On remédie à cet inconvénient par une considération ingénieuse due à Archimède, et dont on ne fait pas assez, usage. Elle consiste à mener une tangente à l'extrémité de l'arc que décrit la zone cl n substituer le tionc de (duc que di-cril la portion de celte tangente, 1er minée au polygone cirronsiril, à celui que décrit ta portion de celui-ci qu'elle remplace. On a ainsi une portion de polygone qui engendre une surface qui enveloppe entièrement la zone, et il cm facile de reconnaître qu'elle est moindre que celle qu'engendrerai! le polygonrsemblable ù celui qui cal inscrit. La zone est donc comprise entre les surfaces engendrées par ces deux polygones semblables, dont elle sera la limite. Tonte difficulté est ainsi levée.
4(19. Folume de la sphère. — Ce volume peut être cousidéré comme limite de celui qui serait engendré par un polygone régulier inscrit dans un demi-grand cercle, et tournant autour du diamètre qui passe par les deux extrémités de ce demi-cercle. Or, on trouve facilement que ce dernier
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toi urne est mesuré par le produit du liera du rayon du grand cercle par quatre fois la surface du cercle inscrit dans le polygone, La sphère, qui en est la limite, aura donc pour mesure la limite de ce produit, c'est-à-dire le produit du tiers de son rayon par quatre fois la surface d'un de ses grands cercles, ou par la surface même de la sphère.
410. On trouverait de même la mesure du volume d'un secteur sphérique, ou du volume de la portion de la sphère comprise entre deux plans parallèles.
411. Volame du conoïde parabolique. — Archimède a donné la mesure de segments quelconques des corps engendrés par la révolution d'une section conique autour d'un de ses axes. 11 les considère tous comme limites de sommes de cylindres infiniment petits. Nous nous bornerons à considérer le cas de la parabole, et nous supposerons que la base du segment rail perpendiculaire à l'axe.
Si nous partageons la hauteur AP (Jîg. 45) en un nombre m de parties égales a ; que par tous les points de division nous menions des plans perpendiculaires à l'axe ;
que sur les cercles d'intersection comme bases nous construisions des cylindres terminés respectivement au plan précédent et au suivant : la somme des cylindres dirigés dans le sens de l'axe sera plus petite que le volume cherché, et ta somme de ceux qui sont dans l'autre sens sera plus grande. Or la différence de ces deux sommes est le cylindre
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dont la base est celle du segment même, et la hauteur a ; et cette différence peut devenir moindre que (ouïe grandeur donnée, en donnant une valeur asseï grande à m ; il en est de même, à plus forte raison, de la différence de l'une ou de l'autre des deux sommes au segment, qui est, par conséquent, la limite de l'une et de Vautre, Cela posé, il faut trouver la valeur do l'une d'elles, par exemple de la plus grande, qui se compose de m cylindres. On sait qu'un cylindre a pour mesure le produit de la surface de sa base par sa hauteur. Celui dont la base est à la distance AQ du sommet A aura donc pour mesure
irMQ .a.
Or eu désignant par ip le paramètre de la parabole, on a 5Q = î./jAQ,
et si n est le nombre entier de subdivisions contenues dans AQ, on aura
AQ = noi
le volume du cylindre aura donc pour expression
En faisant passer n par toutes les valeurs depuis i jusqu'à m, et faisant la somme do toutes ces expressions, on aura pour mesure de la somme des cylindres
ai r P «.(, + a + 3 + ... + ffl ),
ou
ou
^.««(m« + «) = np.AP(AP+«),
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dont la limite est
xp.Âp',
lorsque a tend vers zéro.
Cette limite est donc égale à la mesure de la limite de la somme des cylindres, c'est-à-dire du segment proposé.
On peut lui donner une autre forme en remarquant que
Mp'= V.ÀP,
et l'on ohiieru ainsi
c'est-à-dire que le segment du conoïde parabolique, est égal au produit de la sur/ace de sa base par la moitié de sa hauteur.
Ce segment est donc la moitié du cylindre de même base et même hauteur, ou encore trois fois la moitié du cône de même base et même hauteur : c'est sous cette dernière forme qu'Archimèdc a présenté ce théorème.
41£. Surface de la spirale d'utrchimède. — Dans cette courbe les rayons pariant d'un point fixe, ou pôle, croissent proportionnellement à l'angle qu'ils forment avec une droite fixe; de sorte qu'en désignant cet angle par 6, et le rayon par r, on a
a étant une constante donnée.
Soit proposé d'évaluer l'aire comprise entre la droite fixe AB, l'arc AM et le rayon AM (fig, 46). Arehimède la considère comme limite d'une somme de secteurs circulaires, obtenus comme il suit.
Il partage d'abord l'angle MAB eu deux parties égales, puis chacune des moitiés en deux parties égales, et de même chacun des nouveaux angles en deux parties égales ; et ainsi de suite indéfiniment. Par chacun des points de
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rencontre avec la courbe, il décrit des arcs de cercle, du centre A, jusqu'à la rencontre avec In droite qur précède et n» (G-
celle qui suit : il formede cette manière une suitede secteurs circulaires, les uns plus petits, les autres plus grands que la
Il suit de là que l'aire totale est comprise entre les deux sommes de secteurs, et que par conséquent la différence qui existe entre elle et chacune de ces sommes, est moindre que celle do ces deux sommes entre elles. Or il est visible que cette dernière n'est autre chose que le secteur circulaire dout le rayon est AM, et l'angle au centre, la subdivision de l'angle MAB qui décroît indéfiniment. Il suit de là que la différence des deux sommes entre elles, et à plus forte raison la différence de chacune d'elles à l'aire cherchée, peut devenir moindre que toute quantité donnée.
Cette conclusion d'Arcllimède se traduit ainsi dans notre langage :
L'aire- cherchée A MA est ta limite de l'une ou de l'autre des deux sommes de secteurs circulaires.
La question est donc ramenée à l'évaluation d'une surface composée de surfaces plus simples que la proposée ; et e'est ce qui doit nous occuper maintenant.
Désignons par /nie nombre des subdivisions de l'angle 9, par a la valeur de l'une d'elles, nous aurons
CHAPITRE vu. 43y Soit ua l'angle formé avec AB par le rayon d'un quelconque des secteurs, ce rayon aura pour valeur ana; le cercle entier décrit de ce rayon aurait donc pour surface ira'n'a*, et par conséquent le secteur aura pour mesure cette expression, multipliée par le rapport de se A quatre angles droits, que nous représenterons pxr^i on obtiendra
Cela posé, pour avoir l'une des sommes des secteurs, par exemple de la plus grande, il faudra donner à n toutes les valeurs depuis i jusqu'à m dans l'expression précédente, et ajouter 1rs résultats, ce qui donnera
Or, c'est à cette occasion qu'Arcuimèdc a cherché la formule de la somme des cari és des nombres naturels, que nous avons déjà eu occasion d'appliquer. Cette formule pour les nombres de i à m est, comme nous l'avons dit,
L'expression de la somme des secteurs deviendra ainsi
ira» « «(ma + + 4D' 1.3.3
et, remplaçant ma par sa valeur 0,
un' 8(8 + i|(îI + ii]
4D tTÏ3
Maintenant que nous avons l'expression générale de la variable, dont la limite est la quantité cherchée, nous savons qu'il suffit, pour avoir la mesure de celle-ci, de rem-
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placer dans l'autre les variables par leurs limites. Or la seule variable qui y entre est a, dont la limite est zéro. L'aire cherchée a donc pour ramure
JÔ't
Telle est l'impression à laquelle conduit la formule de notre calcul ; mais il est facile de lui donner la forme mime suivant laquelle Archiinède l'a présentée.
En elfet, a'9" est le carré du rayon extreme AM, eiir A M «si la surface du cercle de rayon AM; l'expression précédente est donc équivalente au tiers du cercle AM multiplié par c'est-à-dire au tiers du secteur circulaire MAC.
413. Surface dit tore. — Le tore est le solide engendré par un cercle qui tourne autour d'une droite située dans son plan.
Soient Ole centre de ce cercle, AB le diamètre parallèle à l'axe de révolution XY [Jig. 4?); ÀMN. . . B. . .N'A un polygone d'un nombre pair de côtés, inscrit dans le cercle; Fi E . 4:-
MN, M'N' deux quelconques de ses côtés, symétriques par ■ apporta AB; C, C leurs milieux.
Les surfaces des troncs de cônes engendrés par MN et M'N' auront respectivement pour mesures anCQ.MN et anC'Q.M'K',
CHAPITRE TH. 44l
dont la somme esi
î^MN(CQ + CQ) ou 4>0I.HN,
puisque
CQ+C'Q = 90I.
Cette somme étant indépendante de la position des deux cotés symétriques, il suffira de la répéter autant de fois qu'il y a de cotés compris dans la demi -circonférence, pour avoir la mesure de la surface totale engendrée par le périmètre du polygone. On obtiendra ainsi 4 tïOI multiplié par le de mi -péri mètre. La limite vers laquelle tend ce produit, quand le nombre des côtés augmente indéfiniment, sera 4*01 multiplié par la demi -circonférence du cercle, ou le produit du la circonférence du cercle générateur par anOl, qui mesure la circonférence que décrit son centre. Telle est l'expression de la surface du tore.
414. Volume du tore. — Concevons le cercle décomposé par des perpendiculaires à l'axe XY [fig- 48), dont la distance diminue indéfiniment; la partie du volume cherché, qui sera engendrée par la surface MNM'H' comprise
Fie- 48-
entre deux parallèles consécutives, ne différera de celle engendrée par le rectangle MM'H'H que d'une quantité infiniment petite par rapport à elle-même; d'où il suit que le
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volume cherché peut Être; considéré comme la limite de la somme de ceux qu'engendreront lous les rectangles compris entre les parallèles prises depuis A jusqu'à II.
Or le volume engendré par MM'H'H est la différence de deux cylindres dont tes mesures respective» sont
«Mp'.MH et »M T p\MB,
et donnent pour différence :
*MH{MP'— STp') ou jrMH [HP— M'P) (MP + M'P),
ou ce. (in
aitOI.HH.MM'.
Mais MH.MM'eat l'aire du rectangle MM'H'H, et la somme de ces aires" a pour limite celle du cercle. Le volume du tore aura donc pour mesure air 01, multiplié par la surface dii cercle, c'est-à-dire le produit de cette surface par la circonférence décrite par te centre.
415. foin me engendre par un segment de cercle tournant autour de sa corde. — Soient (Jîg. 49) CMD le segment, Aille diamètre parallèle à la corde, 01 la distance de ces deux droites; MPQ, M'P'Q' deux perpendiculaires a CD, infiniment voisines l'une de l'autre; le volume cherché sera la limite de la somme des cylindres engendrés par les rectangles, tels que MP', pris depuis C jusqu'à D.
L'expression générale de ces cylindres sera
«Mp'.PP' ou n (mq'- iMQ.PQ-f-PÔ'JpP';
et il ne s'agit plus que de prendre les limites des sommes relatives 0 ces trois termes.
La première, ou la limite de la somme des éléments 71 MQ. PI", sera la mesure de la portion de la sphère de
DiTM'XI Ey Cl
CHAPITRE VII
diamètre AB, comprise entre les deux plans perpendiculaires à AB, menés par les extrémités de; la corde CD; nous la supposons connue.
La seconde est égale à anPQ, ou la circonférence dont le rayon est 01, multipliée par la limite de la somme des produits tels que MQ.PP', ou par l'aire ECHDP.
La troisième est le cylindre dont le rayon de la base est 01 et la hauteur CD.
Si 01 est nul on aura la Sphère même.
NOTE SUR L'ÉQUIVALENCE
116. Lorsqu'une grandeur esi decomposable en parties égales à une certaine unité ou à ses subdivisions, la détermination dé sa mesure n'olïrc aucune difficulté ; maïs cette circonstance se présente tres-ra rement.
Elle a lieu dans le cas d'un rectangle don| les cotés ont une mesure commune avec l'unité de longueur ; les autres figures rectilignes ne la présentent généralement pas.
Pour pouvoir les comparer sous le rapport de l'étendue superficielle qu'elles renferment, on a introduit la considération de l'équivalence, et l'on a regardé comme égales sous le rapport de la surface, des ligures qui résultaient de l'addition de figures respectivement égales et arrangées dans un ordre différent; ou encore de figures égales retranchées diversement de figures égales ; ou cnGu qui résultaient de la division de figures équivalentes en un même nombre de parties égales.
A la rigueur, il faudrait que ces diUi'renls cas fussent réductibles à un seul, par exemple n la décomposition en parties respectivement égales, qui constituerait la définition de l'équivalence, et a laquelle on ramènerait les autres cas par des raisonnements rigoureux.
Les difiîcultéii que cela présenterait, et la disposition qu'on a naturellement à regarder les grandeurs de même espèce comme susceptibles d'être représentées par des nombres, et soumises aux mêmes opérations, ont engagé sans
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doute les géomètres à admettre ces propositions sans difficulté. Mais comme toutes les considéra lions sur l'équivalence précèdent la mesure des grandeurs ei ont même pour but d'y conduire, on ne peut commencer par s'appuyer sur la possibilité de cette mesure. Et nous croyons que, de même que nous avons appelé égales des pluralités correspondantes aux mêmes objets distincts, dans quelque ordre qu'ils soient placés, il serait convenable de n'appeler égales en surface que des figures composées d'autres ligures respectivement égales, mais placées dans un ordre différent. De celte manière, tout serait ramené à la seule idée fondamentale de l'égalité, soit que le nombre des parties respectivement égales dans lesquelles on décompose les ligures fùi limité, ou illimité.
On donnerait alors de l'équivalence la définition sui-
Deux grandeurs d'espèce quelconque sont dites équivalentes, quand elles sont composées de parties respectivement égales, ou qu'elles sont limites de grandeurs composées de parties respectivement égales.
Il est presque inutile de faire remarquer que deux grandeurs rentreraient dans cette définition, si les parties qui les composent n'étaient pas respectivement égales, mais donnaient des parties respectivement égales par des déplacements et des groupements convenables. Car les grandeurs ainsi déformées restent équivalentes h ce qu'elles étaient d'abord, comme composées de parties égales, et elles sont devenues équivalentes entre elles puisqu'elles se trouvent alors composées de parties respectivement égales.
417. Si l'on évalue avec une même unité les différentes parties qui composent deux grandeurs équivalentes, on trouvera des nombres respectivement les mêmes, et dont les sommes, qui sont les mesures de ces grandeurs, seront
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par conséquent lus mêmes. Les grandeurs totales seront donc exprimées par les mêmes nombres. El réciproquement, si les mêmes nombres sont la mesure de deux grandeurs, elles sont composées des mêmes parties égales soit s l'uni lé, soit à ses subdivisions, en nombre limité ou illimité; ces deux grandeurs satisfont donc a la condition d'équivalence.
418. Voyons maintenant comment les propositions élémentaires se démontreront, en restant rigourcn sèment fidèles à cette nouvelle définition.
Deux parallélogrammes de même base cl même hauteur sont équivalents.
Pour le démontrer, plaçons ces deux parallélogrammes de manière que leurs bases inférieures coïncident, en Ali par exemple {Jig. 5o); les bases supérieures seront respectivement en A'B', A"B" sur une même parallèle à AB.
¥\ B . So.
Nous considérerons d'abord le cas où le point À" sera entre A' et B'. Alors il est visible que les deux parallélogrammes se composent d'une partie égale ABA"11', cl d'une seconde partie, égale de part et d'autre, le iriangle AA'A" pour le premier, el BB'B" pour le second; donc dans ce premier cas les deux parallélogrammes sont équivalents.
Mais on ne pourrait faire les mêmes raisonnements si A" était en dehors de A'B', c'est-à-dire si la droite AA" coupait RB' en un point I entre B et B' (jîg. 5i). Pour ramener ce cas au premier, partageons HIV en parlies égales moindres que BI, et, par les points de division, menons des
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parallèles à AO qui diviseront les d'eux parallélogrammes on uu mime nombre de parallélogrammes égaux. Or les deux premiers qui ont la base commune AB se trouveront dans le premier cas, et par conséquent seront composés de parties respectivement égales. Il en sera donc de même des autres parallélogrammes qui composent les deux proposés, puisqu'ils sont respectivement égaux aux premiers; el par conséquent aussi ceux-ci sont composés de parties respectivement égales, et par suite sont équivalents.
La mesure du parallélogramme est ainsi ramenée à celte du rectangle, qui n'offre aucune difficulté puisqu'il peut èlre exactement épuisé au moyen du carré de l'unité (le longueur et de ses subdivisions successives; si toutefois il existe une commune mesure enire ses côtés et l'unité. Sinon, le parallélogramme ne pourrait être considéré que
419. La mesure du triangle résulte de celle du parallélogramme, parre que ioui triangle est équivalent à un parallélogramme ayant même base et une hauteur moitié moindre.
Soient, en effet, un triangle quelconque ABC \fig. 5a). Si, par le milieu D d'un de ses côtés AC, on mène une parallèle DE à BC et par C une parallèle CF à BA, les deux
Fi E . s».
triangles AED, CDF seront égaux, et par conséquent le triangle ABC se composera des mêmes parties que le pa-
L.i 1 1 :oj L'y G
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rallélogramme BEF, qui a la mime base BC que le triangle, et une hauteur moitié moindre.
-120, La mesura du polygone étant la somme de celles des triangles qui le composent se ramène donc aussi au rectangle, et l'on retombe ainsi sur tout ce qui avait été établi précédemment sur la mesure des surfaces planes terminées par des lignes droites.
Et tout ce qui se rapporte à la mesure des surfaces planes terminées par des lignes courbes ne différerait en rien dece que nous en avons déjà dit, puisqu'il ne s'agit toujours que de les considérer comme limites de sommes de figures terminées par des lignes droites.
421. Les principes admis comme évidents, au premier point de vue de l'équivalence, résultent bien simplement de ce qui précède.
En effet, des grandeurs équivalentes sont des limites de sommes exprimées par des nombres égaux. Si donc de surfaces équivalentes on retranche des surfaces équivalentes, les restes seront mesurés par les mêmes nombres et seront par conséquent équivalents.
Et de même, si on divise une surface en plusieurs parties équivalentes, ces parties seront exprimées par des nombres égaux entre eux, et par conséquent égaux à celui qui exprime la surface divisée par le nombre des parties. Donc, si on partageait une surface équivalente à la première en un même nombre de parties égales, elles seraient exprimées par les mêmes nombres que celles de la première surface et leur seraient par conséquent équivalentes. - Remarque. — Il peut arriver qu'en portant à la suite les unes des autres des unités ou des subdivisions de l'unité, on n'épuise jamais complètement une grandeur, et que cela devienne possible par un simple déplacement des parties qui la composent. Par exemple, un parallélogramme dont a 9
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la base et la hauteur ont une commune mesure avec l'unité ne pourrait fitrc (.'puisé complètement bu moyen des subdivisions de l'unité de surface, quelque loiu qu'elles soient poussées. Mais, comme nous l'avons dit, si l'on élève des perpendiculaires aux extrémités de la base du parallélogramme, on formera deux triangles rectangles tels, qu'en déplaçant celui qui fait partie du parallélogramme et le substituant à l'autre, on obtiendra un rectangle composé des deux mûmes parues que le parallélogramme et susceptible d'être exactement évalué au moyen du carré construit sur la commune mesure de la base et de la hauteur avec l'unité.
Si on n'opérait pas ce déplacement, le parallélogramme ne pourrait être considéré que comme limite d'une somme de parties indéfiniment décroissantes; cette somme serait exprimée par un nombre variable dont la limite serait la mesure du parallélogramme et coïnciderait avec le nombre plus simplement obtenu au moyen du déplacement du triangle.
422. Ainsi, uu rectangle exactement mesurable au moyen d'une certaine unité peut Être divisé en parties de forme quelconque, comme des cercles, des triangles, des figures terminées par des contours curvilignes arbitraires. Si l'on déplaçait ces diverses parties, ou si l'on voulait les évaluer séparément, on ne pourrait le faire qu'en les considérant comme des limites de sommes, donnant lieu à des limites de nombres. Ces dernières pourraient être commen su râbles ou incommensurables, et leur somme produirai t identiquement le mime nombre que l'on aurait obtenu par la mesure directe du rectangle proposé.
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