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AVANT-PROPOS
.le dois indiquer avant tout le but que je me propose. Je n'ai pas cherché à refaire la théorie des engrenages de Théodore Olivier. Cet ouvrage doit son intérêt à de savantes recherches géométriques qui sont à peu près sans utilité pour l'application. Je
n'ai pas suivi non plus Hachette, Willis et M. Laboulaye sur le terrain où ils se sont placés. Leurs traités renferment la description complète des organes de machines; la question des engrenages n'y est envisagée qu'accessoirement, et ses éléments s'y trouvent nécessairement dispersés. ,
J'ai cherché à présenter complètement cette théorie, l'une des plus élégantes que l'on rencontre dans les mathématiques, et à répondre en même temps à tous les besoins de l'ingénieur et du constructeur.
L'enseignement des écoles et des facultés rend aujourd'hui nécessaire un ouvrage de cette nature. Peut-être aussi le rend-il possible d'aujourd'hui seulement. En effet, la Cinématique est maintenant constituée en corps de doctrine et très-répandue. Une théorie des engrenages peut lui emprunter pour les vérités générales un secours de tous les instants et marcher ainsi d'un pas rapide. En revanche cette étude forme le complément naturel de la Cinématique, dont toutes les parties trouvent en elle une application intéressante.
En résumé, la théorie des enûrena^es ne saurait convenablement trouver place dans les ouvrages de mécanique rationnelle ni dans les traites descriptifs des mécanismes. C'est ce qui m'a décidé à rédiger à part les leçons que je fais depuis plusieurs aunéer sur ce sujet dans le cours de Mécanique do l'Ecole impériaU des Mines.
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" Il serait à désirer qu'on ne laissât pas autant dans Poiibli certains résultais des travaux des géomètres des siècles passés , et qu'on revînt un pou sur les principes presque toujours faciles et souvent Ingénieux à l'aide desquels les grands hommes de ce (emps-la y étaient parvenus; car ce ne sont pas tant les vérités particulières que les méthodes qu'il ne faut pas laisser périr. >,
iPONCELET, FiOfiiieles projr.iivex, page 368.)
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Si Ton doit juii,cr de rexcelleucc (ruiie insiitulion iini- <{uement .l' après les résulials qu'elle a fournis, d'après les fruits qu'elle a porlés , il est peu d'iuslitulious humaines qui paraissent plus excellentes et plus utiles que celle de l'Ecole Polytechnique : née d'iiier, elle a déjà ses litres de noblesse; et ces litres, personne ne les lui conteste, car ils sont en bonne forme et revêtus des noms glorieux de la plupa es inventeurs du siècle.
ilefois, si la création de l'École Polytechnique a été la réal Hion cî'une grande pensée, la mardie suivie dans son ense ;nement intérieur la dircciion qu'elle a imprimée aux études scientifiques extérieures, et même les travaux incessants des maîtres et des élèves, ont eu ce résultat, fâcheux selon nous, de créer autour de l'étudiant en mathématiques une atmosphère artificielle, le faisant vivre dans le présent, mais le séparant complètement du passé-, réfléchissant vers hii toutes les lumières de l'analyse contemporaine , mais absolument impénétrable aux rayons de la Géométrie moderne. Pour celui qui vit dans un pareil milieu, l'histoire des mathémalicpies ne païaît guère commencer sérieusement ([u'à répoc[ue de la fondation de l'Ecole Polytechnique. C'est là l'origine du monde, le connnencement du temps, de la lumière et de l'ordre, au delà duquel on trouverait sans doute les ténèbres et le chaos.
Aussi les méthodes des inventeurs sont-elles généralement ignorées des élèves j elles ont disparu sous l'uniformité d'une analyse élégante; et si leurs noms sont prononcés ijuclque-
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fois, il senible que ce soil luoiiis par cléfc'renco (juc pour la commodité du discours.
Celte adoration du présent et cet oubli du passé se traduisent parfois (Func manière naïve . ainsi Ton dit généralement la formule de Petit (i) ou la formule de M. Ch. Dupin (2); il serait en effet de mauvais goiit. eu pareille matière, de faire remonter ses connaissances historiques au delà de 1794» et d'attribuer une formule à celui qui l'a donnée pour la première fois, celui-ci s'appelàt-il le marquis de l'Hôpital ou Maclaurin.
Par un contraste remarquable, c'est d'une façon tout opposée que l'on procède dans les études litléraires. Là le culte du passé fleurit dans toute sa splendeur : les grandes voix des poètes, des philosophes, des historiens qui vivaient il y a deux mille ans, dominent toutes les voix du siècle; et si leurs œuvres renferment des beautés éternelles, on n'est pas injuste envers eux, et l'admiration qu'ils inspirent demeure éternellement jeune. Et je ne sache pas de plus éloquente louange des gloires litléraires de l'antiquité, que le spectacle donné depuis vingt siècles par chaque génération nouvelle venant continuer, avec les esprits les plus profonds et les plus élégants de la Grèce et de Rome, ce commerce non encore interrompu qui forme la chaîne vivante du passé au présent, et dont Descartes a si bien caractérisé le charme et l'utilité, en le présentanl comme « une conversation avec les plus honnêtes gens des temps passés, et même une conversation étudiée en laquelle ils ne nous découvrent que les meilleures de leurs pensées (3) ».
Ainsi l'antagonisme entre le présent et le passé qui se manifeste dans tous les développements de la pensée moderne, se retrouve encore à l'état latent sans doute, mais avec une incontestable réalité, dans les voies contraires de nos deux
(i) ProlilèiiiP, dos c.TiistiqiiCH.
{1) Rxpression tlii r.iyoïi de couiljiirc de l'ellipse.
(3) Discours de la Méthode.
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enseignements littéraire et scientifique. Or, si les méthodes opposées que Ton suit dans Tun et dans l'autre ont cependant porté leurs fruits, quels résultats plus excellents encore ne devrait-on pas attendre de l'introduction de la méthode historique dans l'enseignement scientifiqvie actuel? Et sans parler de l'attrait que présente l'étude des origines de chaque science, de sa formation et de ses développements successifs , n'est-il pas infiniment probable que plusieurs des méthodes créées par les inventeurs pour résoudre certains problèmes aujourd'hui connus ou oubliés, pourront s'appliquer avec avantage à la solution de problèmes nouveaux, non encore formulés; et que, par suite, la connaissance de ces méthodes peut aider puissamment, dans leurs enfantements futurs , les esprits créateurs que nous réserve l'avenir?
Ces réflexions m'ont inspiré le désir de tenter cet ouvrage , dans lequel j'ai cherché à réunir, sous les titres généraux d'un petit nombre de méthodes et de problèmes , en même temps que les procédés d'investigation géométrique susceptibles d'une définition rigoureuse, la plupart des doctrines acquises à la géométrie infinitésimale pendant la première période de son histoire.
CHAPITRE PREMIER
Analyse de différentes méthodes que l'on peut suivre dans la solution des problèmes ou dans la démonstration des théorèmes de géométrie.
Réflexions générales sur l'utilité d'une classification des divers procédés que l'on peut employer pour résoudre les questions de géométrie, page i.
Deux méthodes générales. — Analyse et synthèse, p. 2.
Première méthode. — Par substitutions successives. — Applications , p. 2.
Deuxième méthode. — Par construction. — Applications , p. 4- "
Troisième méthode. — Par duplication , p. 6.
Quatrième méthode. — Par abstraction ou généralisation. — Application : théorème de Newton, p. 8.
Scolie. — De l'emploi des lieux géométriques et des courbes enveloppes. — Application , p. 10.
Cinquième méthode. — Par composition et décomposition , p. 10.
Sixième méthode. — Par les limites , p. 11.
Septième méthode . — Par la réduction à l'absurde. — Applications, p. ir.
Huitième méthode. — Par inversion. — Applications, p. 12.
Neuvième méthode. — Par les lignes, les aires ou les volumes auxiliaires. — Applications, j). i!\.
Dixième méthode. — Par les solides auxiliaires. — Applications, p. 17. Onzième méthode. — Par la transformation des figures. — Rédcxions générales sur l'importance de cette méthode, p. 20.
CHAPITRE II
©e la transformation des figures par rayons vecteurs réciproques.
§ I^"". — PniNCIPES GÉNÉR.VIX RELATIFS A LA TRANSFORMATION DES FIGURES PAR RAYONS VECTEl'RS RÉCIPROQUES.
Définition des figures réciproques. — Point-origine. — Puissance , p. 21.
Relations entre la distance de deux points d'une figure et la distance des points correspondants de la figure réciproque, p. 21.
Egalité des angles correspondants de deux figures réciproques, p. 22.
Scolie. — On peut passer des propriétés métriques et descriptives d'une figure aux propriétés analogues de la figure réciproque , p. 23.
Correspondance des lignes de courbure dans deux surfaces réciproques; relations nouvelles entre les rayons de courbure des deux surfaces, p. 23.
Ligne ou surface réciproque d'une circonférence ou dune sphère : lo quand le point-origine appartient à la circonférence, ou à la sphère; 2° quand le pointorigine est quelconque, p. 24.
Nouvelles définitions; relations entre une figure sphérique et sa projection stéréographique, p. 24.
§ H. — Application des principes précédents a diverses propositions
DE GÉOMÉTRIE PLANE
Transformation des propriétés descriptives des figures planes composées de lignes droites ou circulaires , p. 26.
Transformation des propriétés métriques des mêmes figures, p. 29.
§ III. — Application des mèmf.s principes a la trigonométrie sphérique.
Enoncé de diverses propriétés des triangles s]ihériques. — Observation sur les théorèmes de géométrie plane qui en résultent, p. 3o.
Démonstration du théorème de Lexell. — Énoncé d'un théorème de M.Steiner. — Construction de l'excès sphérique, d'après Gudermann , p. 3i.
Scolie. — Relations entre les angles d'un triangle sphérique ABC et du triangle rectiligne abc dont les sommets sont les projections stércographiques des sommets du pr(Mnier, p. 33.
Établissement des diverses formules de la trigonométrie sphérique, p. 34-
0. Relations entre les côtés du triangle sphérique ABC et ceux du triangle rectiligne a^c , p, 34-
1. cosa = cosfc cosc -H sinft sine cosA. (Démonstration.), p. 34.
sinB sin 6 ,^, . ,
2. -: — r: = -: — • ( Démonstration. ) , p, 3a. sinC suif ' ^
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(). DémonstraUoii dircclc des analogies de Népcr, p. 3/.
7. Expressions dos sinus et cosinus du demi-excès sphériquc , obtenues directement, p. 38.
8. Expression de la tangente du quart do l'excès sphérique , p. 3().
9. Résolution des triangles sphériques dont les côtés sont très-petits par rapport au rayon de la sphère. — Théorème analogue à celui de Legendrc, p. Sg.
Établissement de quelques formules relatives aux quadrilatères sphériques,
CHAPITRE PREMIER
Des tangentes.
§ I*^r. — Ét.VT du rr.OBLÈME DES TANGENTES D.\NS LA GÉOMÉTRIE DES ANCIENS,
Définition de la tangente d'après Euclide. — Remarques sur l'insuffisance de cette définition cl sur le caractère essentiellement synthétique qu'elle présente, p./,',.
De la tangente à la spirale d'Archimède, p. 45.
De la tangente à la courbe décrite par un point dont on connaît la loi des distances à doux foyers, p. 5i.
§ II. — Méthode de Roberval.
Conception de Roberval sur la description générale des courbes par le mouvement d'un point. — Sa solution du problème des tangentes par la composition des dilférentes vitesses qui animent le point décrivant, p 53.
Application aux cycloïdes et aux roulettes , p. 53.
Insuffisance de la méthode précédente. — Applications vicieuses qui en ont été faites, quoique sans erreur définitive, à des exemples auxquels elle doit l'ester étrangère, p. 54-
§ III. — Des tangentes aux coi;rbes décrites par les différents points d'une
FIGURE plane DONNÉE QUI SE MEUT DANS SON PLAN.
Définition dos roulettes. — Méthode de Descartes pour la description des tangentes à ces courbes. — Expression de l'élément rectiligne, ou superficiel, de la courbe, qui résulte de l'emploi de cette méthode, p. 55.
Théorie des centres instantanés de rotation, p. 07.
l'sagc de la théorie précédente dans le problème des tangentes. — Examen des trois cas qui peuvent se présenter. — Applications, p. 60.
XII TABLE DES MATIERES
§ IV. — Définition de i,.\ tangente d'après les géomètres modernes. — Applications.
Diverses solutions du problème des tangentes, d'après Descaries, riTiiuii et Barrow. — Dernière définition de la tangente. — Formules , p, 6i . Applications :
1. Construire la tangente à la courbe décrite par un point dont on connaît la loi des distances à plusieurs foyers, p. 64-
2. Un polygone funiculaire plan, aux sommets duquel sont placés des points matériels de masses données , se mouvant dans son plan sous l'action d'une force qui est dirigée suivant le dernier côté du polygone; construire les tangentes aux courbes décrites par ses différents sommets, p. 67.
CHAPITRi: II.
Des enveloppes.
§ l*'. — Énoncé du pROBLÈ.viF. général des enveloppes.
Application de la méthode par les solides auxiliaires à la recherche de l'équation de la courbe enveloppe. — Théorème fournissant le point où une ligne plane, de forme et de grandeur invariables , qui se meut dans son plan , touche son enveloppe, p. 69.
§ II. — Étude du problème dans le cas spécial ou leslicnes dont on cberchk l'enveloppe sont des lignes droites.
Historique. — Méthode par la comparaison des vitesses angulaires , servant à déterminer le point où la droite mobile louclie son enveloppe, dans chacun des deux cas qui peuvent se présenter , p. 71 .
Applications :
1. L'enveloppe du rayon du cercle générateur d'une épicy cl oïdo , qui aboutit au point décrivant, est une épicycloïde, p. 78.
2. La développée d^ine épicycloïde est une épicycloïde semblable, p. 7/1.
3. Problème et formule des caustiques par réfraction , p. 7G.
/|. Définition et construction des caustiques secondaires d'après M. Quetelet. — Construction des ovales de Descartes et de leurs tangentes, p. 78.
5. Expression du rayon de courbure des roulettes. — Généralisation , p. 80.
6. Construire par points la développée de l'ellipse plane , p. 83.
7. Construire par points la développée de l'ellipse sphérique, p. 84.
8. Construire par points l'enveloppe du côté libre d'un polygone de périmètre constant, p. 87.
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osciilatour en un point d'une courbe alrjébrique. — Apjilications de ce théorème il la construction du cercle osculaleur dans les coniques, quelles que soient les données par les(iuelles ces courbes se trouvent définies. — Usage auxiliaire du lliéorème segnienlaire de Newton , p. 88.
Méthode de déformation employée par M. Ch. Dupiii pour la détermination du cercle osculateur dans l'ellipse, p. 94.
Premier théorème, — Comparaison des rayons des cercles osculateurs de deux courbes ayant une tangente commune et dont les ordonnées, comptées à partir de la tangente, sont proportionnelles, p. 94.
Second théorème. — Tranformation d'une courbe en une autre osculatricc do la première en un point donné, p. 94.
Application : Rayon du cercle osculateur de l'ellipse en un point quelconque.
§ !îi.
Théorème général. — Comparaison dos cercles oscillateurs de deux courbes en des points correspondants à une même abscisse, quand les ordonnées correspondantes des deux courbes sont proportionnelles, p. 9(1.
Application : Rayon du cercle csculateur de l'ellipse. — Théorème de Mac- C.ulltigh , p. 97.
CHAPITRE IV
Des niaxinna et minima absolus.
§ F"". — Dk l.v (;u.\NDKrK maximum ou minimum i'Akmi des c.handeurs déterminées.
Observation de Kepler sur les variations d'une grandeur dans le voisinage de son maximum ou minimum , p. io3.
Théorème de Fermât. — Si fl„ , a^ sont deux états infiniment voisins d'une grandeur variable A, et comprenant entre eux le maximum ou le minimum a de cette grandeur, les valeurs extrêmes n„, a, peuvent être regardées comme rigoureusement égales entre elles , p. io3.
Applications .
1. Droite minimum menée par un point donné dans un angle donné , p. 104.
2. Rectangle maximum inscrit dans un segment de courbe (Newton), p. io5.
3. Problème du plus petit crépuscule. — Historique. — Solution, p. 106.
4. Polygones à aire maximum (ou minimum) inscrits (ou circonscrits) à une courbe donnée. — Théorèmes généraux; applications au cercle, à l'ellipse, p. 108.
5. Polygones à périmètre maximum (ou iniriimiini) inscrits (ou circonscrits)
XIV TABLE DES I»IATiERES.
à une courbe donnée. — Théorèmes généraux. — Applications au cercle et à l'ellipse; théorèmes de M. Chasles sur les ellipses homol'ocales, p. 109.
§ H. — De la GUANDEUR maximum ou minimum I'AUMI UES i.UANDEUKS 1SD£TER.MINÉES.
Nouveaux problèmes sur les maxima et niiuima, leur définition d'après Jean BernouUi et Euler. — Méthode de Maclaurin pour leur résolution; principe fondamental de cette méthode; manière générale de l'appliquer; il en résulte la définition de chacun des éléments de la grandeur ma.vimum ou minimum que l'on cherche ; sa comparaison avec la méthode analytique, p. 1 12.
Applications :
Problème de Fermât sur les routes de la lumière, p
3. Problème de la brachistochrone dans le cas ordinaire de la ])esanteur, p. ii5.
/|. Problème de la brachistochrone dans le cas d'un centre attirant placé à une distance finie. — Examen du cas particulier où la courbe cherchée est une épicycloïde, p. 117.
5. Problème. — Trouver la courbe plane passant par deux points donnés , et engendrant une aire minimum par sa rotation autour d'un axe situé dans son plan, p. 119.
CHAPITRE V
Ses maxima et minima relatifs.
Définition du problème général qui consiste a. déterminer parmi toutes les courbes pour lesquelles la fonction * de la courbe a une valeur constante, celle pour laquelle la fonction F de la courbe a une valeur maximum ou minimum.
Énoncé général de la méthode qui consiste à chercher la courbe pour laquelle la fonction wF-t-n* de la courbe acquiert une valeur maximum ou minimum, m et II étant des nombres indéterminés ; remarque sur la détermination ultérieure de ces nombres , p. 1 20.
Applications :
1 . Brachistochrone parmi toutes les courbes d'une longueur donnée , la pesanteur s'exerçant par des parallèles , p. 121.
2. Brachistochrone parmi toutes les courbes d'une longueur donnée, la pesanteur s'exerçant par des droites concourantes , p. 1 22.
3. Parmi toutes les lignes planes d'une longueur donnée, réunissant deux points donnés, trouver celle qui, par sa rotation autour d'un axe situé dans le même plan, engendre une aire minimum , p. i23.
4. De la ligne qui renferme la plus grande aire parmi toutes les lignes d'égale longueur, p. i23.
TABLE DES MATIERES. XV
Elle remplit en géométrie le rôle réservé dans l'analyse au calcul intégral , et doit fournir à celui-ci le principe de ses transformations , p. 124. Applications :
1. Attraction d'une sphère sur un point extérieur (Newton), p. laS.
2. Attraction d'un cylindre indéfini sur un point extérieur, p. 128.
3. Théorie géométrique des courbes tautochrones, d'après Newton. — Principe fondamental. — Applications : i** au cas ordinaire de la pesanteur; 2" au cas d'un centre attirant situé à une distance finie; cas spécial de l'épicycloïde , p. 129.
4. Problème de Viviani sur la voûte carrable. — Solutions en nombre infini, d'après Leibnitz et Jean Bernoulli. — Identité de l'une des solutions fournies par ce dernier avec celle de Viviani. — Observation de Bossut sur une solution particulière du problème de la voûte cubable d'Euler, p. i32.
5. Rectification des épicycloïdes allongées ou raccourcies, d'après Pascal , p. i35.
Démonstration nouvelle du théorème de Fagnano , p. i
8. Théorèmes de M. Chasles sur les arcs d'ellipse à dilTérence rectifiable ,
9. Construction géométrique des rayons de deux, cercles dont les circonférences comprennent entre elles le périmètre d'une ellipse donnée. — Construction semblable s'appliquant à la détermination des limites inférieure et supérieure d'un arc quelconque d'ellipse. — Enoncé d'un théorème de Bernoulli (Jean ) fournissant une approximation plus rapide , mais s'appliquant seulement à l'évaluation du périmètre total de l'ellipse , p. 142.
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CHAPITRE PRElflIEB
Analyse de différentes méthodes que l'on peut suivre dans la solution des problèmes ou dans la démonstration des théorèmes de géométrie.
i . Ri[flcxioiis générales sur l'utilité (Punc classification des divers procédés que l'on peut employer pour résoudre les questions de géométrie. — Nous nous proposons , dans ce chapitre , de présenter une classification rationnelle des différentes méthodes que l'on emploie en géométrie pour la démonstration des vérités déjà acquises ou pour la solution des problèmes.
Sans doute une pareille classification aura quelque chose d'arbitraire , et les méthodes auxquelles nous donnerons des dénominations différentes , en les regardant comme parfaitement distinctes , pourront avoir bien des points de ressemblance. Toutefois, et malgré ce défaut inévitable, une classification aura cet avantage de définir d'une manière plus nette plusieurs des méthodes que peut suivre l'esprit dans ses efforts pour établir une vérité géométrique, et qu'il suit quelquefois confusément, en ne se rendant pas un compte exact des opérations auxquelles il se livre : elle éclairera les routes que nous avons suivies pour l'établissement des vérités élémentaires; et, donnant pour ainsi dire à chacune d'elles un numéro d'ordre, elle nous permettra de les aborder successivement, sans confusion, jusqu'à celle qui nous montrera d'une manière plus visible le but que nous voulons atteindre.
Ainsi que le fait observer M. Lamé dans son excellent ouvrage : Examen des différentes méthodes employées pour résoudre les problèmes de géométrie, la multiplicité même des moyens que peut employer la géométrie pour arriver au but proposé , paraît d'abord devoir écarter les méthodes générales et laisser l'esprit incertain de la route qu'il doit choisir parm toutes celles qui sont ouvertes devant lui.
2 I>KS >1ETII0Î)ES EX GEO.METRIE.
Celte inccrliliule, qui, cnluissanl de côté des hasards heureux, frappe de stérilité les recherches inhabiles, provient précisément de l'absence de méthodes nombreuses et nettement définies parmi lesquelles on puisse, par des essais successifs , rechercher celle qui s'adapte le mieux à la question proposée.
Nous allons commencer l'exposition de plusieurs de ces méthodes , en avertissant , ce qui sera sans doute superflu , que nous n'attachons pas une réalité absolue à la séparation ou classification que nous en avons faite , et que nous sommes surtout très-éloigné de croire avoir prévu toutes les voies que l'on peut sui\ re dans la recherche directe des vérités géométriques.
2. Deux méthodes générales. — Jnairse et Synthèse. — Les moyens si variés que l'on peut employer pour établir une proposition de géométrie peuvent tous se rattacher à deux méthodes principales : la méthode par analyse et la méthode par synthèse.
1°. Une proposition sera démontrée par la méthode analytique si, on prenant pour point de départ les relations données, explicitement ou implicitement, entre les éléments que l'on considère, on parvient, par un dénombrement complet de toutes ces relations, ou seulement par un choix intelligent des relations utiles et leur transformation , à faire voir qu'elles entraînent nécessairement les relations affirmées par la proposition.
i". La synthèse peut arriver au même but par deux voies distinctes :
Soit en excluant entre les éléments considérés toutes relations différentes de celles affirmées par la proposition ( Foii- ci-après la méthode par la réduction à l'absurde ) ;
Soit en admettant les relations à démontrer, les prenant pour point de départ, et faisant voir que, par un enchaînement mutuel , elles entraînent des relations comprises dans les relations données.
Il est peut-être inutile d'ajouter que l'on ne saurait parvenir à la solution d'un problème quelconque que par une suite de raisonnements dépendant essentiellement de la méthode analytique, la synthèse pouvant intervenir seulement dans la démonstration de la solution à laquelle on est parvenu. [Examen des dijf éventes méthodes ^ pages 9 et 10.)
Nous allons passer maintenant à l'exposition de plusieurs méthodes particulières , moins vastes que les deux méthodes générales que nous avons dû signaler, et par cela même plus utiles, et dont chacune devra être regardée comme s'appliquant plus spécialement à une certaine classe déterminée de questions , quoique la solution d'un problème pris au hasard puisse exiger l'intervention simultanée de plusieurs d'entre elles.
3. PREMIÈRi: MÉTHODE. — Par substitutions successives. — Dans cette méthode , on fait dépendre la solution de la question proposée d'une question plus simple, celle-ci d'une troisième, etc., jusqu'à ce que l'on arrive enfin à un dernier problème dont la solution soit évidente ou simplement connue.
Cette méthode inl(M-vient dans la solution de prescpie tous les i)rob!èmes
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de géométrie, en se combinant avec les différentes méthodes que nous avons encore à examiner; et la marche qu'elle suit est tout à fait comparable à celle de l'analyse, dans la résolution des équations par les transformations successives qu'elle leur fait subir. [Examen des différentes méthodes, page 12.)
APPLICATIONS
Problème I. — Deux mobiles se mouvant uniformément et en ligne droite , on propose de construire les positions occupées par ces mobiles à l'instant où la distance qui les sépare est minimum. Solution. — Observons d'abord que si, dès l'origine du mouvement, on
attribue aux deux mobiles A, A' deux nouvelles vitesses composantes égales , paral- 7 * 7 lèles et de même sens, dans la nouvelle
marche simultanée des deux mobiles, la droite mm' qui, à l'époque quelconque ?, mesure leur distance, sera égale (et pa-
^'.i. 1-^/^ * rallèle) à la droite MM' qui eût mesuré leur
y^ distance à la même époque dans leur mou-
vement primitif : ceci résulte immédiatement de la composition des vitesses. Cela posé, communiquons à chacun des deux mobiles A et A', une vitesse égale et contraire à celle de A'; ce dernier restera en repos. Quant au mobile A, si AV représente sa vitesse primitive et si nous menons AV égale, parallèle et de sens contraire à la droite qui représentait la vitesse de A' dans le mouvement primitif, la diagonale AU du parallélogramme construit sur AV, AV représentera la vitesse du mobile A dans son nouveau mouvement. D'ailleurs, d'après la remarque qui a été faite plus haut, la question proposée sera ramenée à la suivante :
Étant donnés un point fixe A' et un point A qui décrit une droite AU, construire la position du point mobile pour laquelle sa distance au point fixe est minimum.
Or on obtient immédiatement la réponse à cette dernière question en abaissant du point A' une perpendiculaire A'.r sur la droite AU; et si l'on veut passer de la construction du second problème à la construction du premier, on mènera xa parallèle à A'V, et rencontrant AV en «; et la droite aa\ égale et parallèle à ^ A', sera la distance minimum des deux mobiles A et A' dans leur mouvement primitif.
Observation. — On trouve dans la Correspondance sur F École Polytechnique, tome II, page 22, une solution analytique de ce problème, par Puisscmt.
Problème II. — Les deux premiers sommets d'un triangle ABC glissant sur deux droites fixes O.r, 0/, trouver la nature du lieu décrit par le t7visième sommet.
.Ço/«f/o/?. — Prenant la figure mobile dans l'une quelconque de ses posi-
lions, construisons la circonférence OAB, joignons son centre D au sommet libre C par une droite qui coupe la circonférence en A', B', et menons les droites indéfinies OA', OB'.
Si l'on remarque que , le triangle ABC étant donné, ainsi queTanglej) O.r , la grandeur de la circonférence OAB et la position de son centre D, par rapport au triangle ABC, sont déterminées , on pourra concevoir que cette circonférence participe au mouvement du triangle , et l'on verra que, dans le mou\ement commun résultant, les différents segments do la droite A'DB'C conservent des grandeurs invariables.
Or, il est facile d'établir que les droites indéfinies OA', OB' sont déterminées et demeurent immobiles dans le mouvement général que nous venons de substituer au premier. En effet , les angles de OA avec OB , de OA' avec OB', et de CD avec AB demeurant constants, les sommes arc BB'-i-arc AB', arc AB' + arc AA', arc AA' + arc BB' demeurent aussi constantes : donc les arcs BB', AB', AA' sont constants, et les directions OA', OB' sont déterminées.
Il résulte de là que le mouvement du point C, considéré comme sommet libre du triangle ABC, est le même que le mouvement du point C considéré comme appartenant à la droite A'B'C dont les points A' et B' glissent sur les deux axes rectangulaires OA', OB'; et le problème est ramené au suivant , dont la solution est connue :
Deux points d'une droite glissant sur deux axes reetanguUdres, trouver In nature du lieu décrit par un troisième point de cette droite. Le lieu primitif est donc une ellipse ayant pour centre le point 0.
DEUXIÈME MÉTHODE. — Par construction. — Cette méthode
consiste à substituer à la définition en langage ordinaire de certain élément d'une figure une construction géométrique équivalente qui mettra souvent en lumière des relations utiles à la solution de la question proposée. Il pourra même arriver que cette construction modifiée laisse subsister les mêmes relations, et la méthode actuelle fournira alors, en même temps que la réponse à la question proposée, la solution d'une question nouvelle.
A cette méthode se rattache encore l'emploi des constructions auxiliaires d'une si grande importance dans la solution des questions de géométrie, mais pour le choix desquelles il est presque impossible d'assigner des règles générales. On peut toutefois indiquer une de ces constructions qui trouve son application dans beaucoup de cas, et qui consiste à fixer la position des points, connus ou inconnus, par rapport à l'ensemble de la figure, en menant par chacun de ces points des parallèles à deux droites de la figure terminées à ces droites.
D'ailleurs la méthode actuelle ne doit pas être regardée comme une méthode particulière, indépendante de celles que nous avons déjà examinées ; mais seulement comme une méthode de détail , destinée à prêter son appui à toutes les autres.
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APPLICATIONS
Première question. — Problème. — Par un ^jm/u C, situé sur lu bissectrice (Fu/i angle 0 , on mène une transversale coupant en A , H, les côtés (le V angle, et par les points A et B on abaisse, sur la bissectrice OC, les perpendiculaires Xa,Bb ; prenant le point A milieitde OC, sur la droite a A comme diamètre , on construit une den/i-circonfércnce qui est rencontrée en M par la droite Bb; et l'on demande le lieu géométrique des points M.
Solution. —La construction fournit immédiatement la relation
(i) Mb = ab.Ab.
Or, à la définition du point /, d'après laquelle ce point est le milieu de la droite CO, nous pouvons facilement substituer une construction géométrique.
Car, si l'on mène CA parallèle au côté AO et terminée au côté BO, et que l'on abaisse du point h une perpendiculaire sur la bissectrice , le pied de cette perpendiculaire sera le milieu de CO, et par suite coïncidera avec le point / .
Cela posé , on a
ab = Cb.
AB CB
et au moyen de la construction du point A , on trouve aussi
ib)
kb = Ob.
BO
Substituant ces valeurs de ab et de kb dans la relation (i), et observant qu'en vertu de la construction
BA BO ,, , AB BA_ BC^BÂ' ''""' CB'BÔ"'' il vient enfin
Ce qui fait voir que le lieu des points M est la circonférence décrite sur la droite OC comme diamètre.
Scolie. — Les relations précédentes subsisteraient encore et conduiraient par suite au même résultat, si , la droite OC n'étant plus la bissectrice de l'angle 0, le point k était toujours défini par la môme construction, qui consiste à mener Ch parallèle à OA, et à abaisser hk perpendiculaire sur OC.
Deuxième question. — Théorème. — Les quatre côtés d'un quadrilatère, pris trois à trois, forment quatre triangles : construisant le point de rencontre des hauteurs de chacun de ces triangles, on obtient quatre points qui sont en ligne droite.
Démonstration. — Soient, par exemple, ;«, «, p les points de rencontre des hauteurs des triangles ABD, BCF, ACE, et cherchons à établir qu'ils sont en ligne droit^
Menons a cet effet la droite CL parallèle à BD , et construisons auxiliairemcnt le point de rencontre des hauteurs du triangle ACL ; soit X ce point de rencontre.
Appelons r/, /, e, / les pieds des hauteurs abaissées sur la droite ABC des sommets D , L , E , F.
On aperçoit immédiatement que les points A , /« , /• sont en ligne droite, ainsi que les points /^, C , X- ; et que les droites mk et C/i sont parallèles. Il suffira donc , pour démontrer que les points m^n^p sont en ligne droite, d'établir l'égalité
^^ C7i~-rp'
Or les lignes hn et Cn qui sont parallèles, les lignes kp et Cjj qui sont des segments d'une même droite , sont entre elles comme leurs projections sur la droite ABC ; on a donc les égalités suivantes : /cm _ fil hp _ el
c7i~cf ^^ cJ^^Tc:
Il suflBra donc d'établir l'égalité
dl el .. Id C f
r~c= —ni OU bien — = -^.
Cy eO, le Ce
Mais
ld_
le
LE~CE
qui résulte immédiatement de la construction , CL ayant été menée parallèlement à BD ou FD. Donc l'égalité primitive [x) est démontrée, et les trois points w, «, p sont en ligne droite, ce qui suffit pour la démonstration du théorème.
5. TROISIÈME MÉTHODE. — Pur duplication. — Cette méthode consiste à faire tourner une portion d'une figure autour d'une certaine droite, pour lui donner, par rapport à l'axe de rotation, une position
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symctii(jue de colle quelle occupait d'abord; opération qu'on expiiine plus simplement en langage ordinaire en disant qu'on opère la duplianion d'une portion de la figure primitive autour de l'une des lignes de cette figure. Or, si la ligne autour de lat|uelle on a fait la duplication a été convenablement choisie , il arrivera que les éléments linéaires ou angulaires que l'on avait à comparer ne seront pas altérés , et que les relations qu'il fallait mettre en évidence dans la première figure deviendront intuitives, ou au moins d'un plus facile accès, dans la seconde.
On pourra d'ailleurs, dans certains cas, avoir à opérer plusieurs duplications successives autour de différents axes.
APPLICATÏONS.
Première question. — Problème. — Trouver le plus court clicmi/i pour filler cVun point à un autre , en passant par une droite donnée (/ui laisse <Vun même côté les deux points donnés.
Solution. — Soit AMB un chemin quelconque réunissant les deux points A et B, en passant par un point M de la droite xy.
Opérant la duplication autour de la droite xj de la portion de la figure qui contient les droites issues du point A, le point A viendra en A', symétrique de A par rapport à xy^ et le chemin AMB sera remplacé par le chemin y^. égal X'Vl^ qui réunit le point déterminé A' au
point B et qui traverse la droite xy. Le chemin AMB sera donc mininuuii quand le chemin correspondant A' MB sera minimum, c'est-à-dire quand la ligne A'MB sera droite. Le point cherché M, auquel correspond le chemin minimum AIMB, est donc déterminé par l'intersection des droites A'B et xy.
Seconde question, — Problème. — Jitf/nt donnés deux points A et B, situés d'un même côté cFune droite xy, trouver sur celle-ci un point M tel, (/u en Joignant AM et BM, l'angle AM.r soit double de l'angle BMy. Solution. — Supposons le problème résolu , et opérons la duplication
autour de xy de la portion do la figure qui contient BM; le point B viendra en B' symétricjue de B par rapport à 'y xy; l'angle B'Mj égal à BMj sera '' 1 '\ donc la moitié de l'angle AMx; donc
^N\ B' / si l'on prolonge AM suivant M <^<, la li-
ox^— -' gne B'M sera la bissectrice de l'angle
aUy ou aMb, et le point B', sera également éloigné des deux côtés de cet angle. Donc, si du point B' comme
centre et avec un rayon égal à B'b = -B'B nous décrivons une circonférence, cette circonféren» e sera tangente à la droite AUa, donc, réripro-
quement, pour avoir la droite AMc/, il suflira de mener du point A une tangente à la circonférence B', et le point M sera déterminé par l'intersection de cette tangente avec la droite .ry.
Troisième question. — Théorème. — La somme des distances d'it/i point quelconque de la base cPun triangle isocèle aux deux côtés de ce triangle est constante , ciuel cpie soit le point choisi sur la base. Démonstration. — Soit o un point quelconque pris sur la base BC du triangle isocèle ABC ; et oc , ob les perpendiculaires abaissées de ce point sur les côtés AB , AC. Opérons la duplication autour de la base BC de la portion de la figure qui contient le côté AC et la perpendiculaire correspondante ob\ le côté C^A prendra la position symétrique C^'A', et la droite ob' = ob sera /b' encore perpendiculaire à C//A'. Or on aperçoit im- /'' médiatement dans cette nouvelle figure que les droites
' ^ BA et Cx\' sont parallèles ; que , par suite , oc et ob'
sont sur le prolongement l'une de l'autre, et que la somme oc-\-ob' est constante et indépendante de la position du point o , puisque cette somme représente la distance des deux parallèles AB, CA', distance qui reste la même, quelle que soit la perpendiculaire commune aux deux droites AB, CA' sur laquelle on la mesure. La somme égale ob-\-oc est donc aussi constante.
Remarque. — La nouvelle figure montre encore la modification qu'il faudrait faire subir à l'énoncé dans le cas où le point o serait choisi sur l'un des prolongements de la base BC.
6. QUATRIÈraz: MÉTHODE. — Par abstraction ou par généralisation. — On peut en général regarder une vérité géométrique énoncée pour une certaine figure comme un cas particulier d'une autre vérité plus étendue, relative à une figure plus générale que la première, et dans laquelle certains éléments seraient définis par un nombre moindre de conditions que dans la figure de l'énoncé. On pourra donc , dans certains cas spéciaux, faire abstj-actinn d'une ou de plusieurs des propriétés qui dciinissent certains éléments principaux de la figure primitive, pour ne conserver que celles qui paraîtront suffire à l'existence d'une proposition plus générale et dont la proposée ne sera qu'un cas particulier.
Il arrivera souvent , d'ailleurs , que la démonstration de cette proposition générale paraîtra plus facile que celle de la proposition primitive, et c'est ce dont il est facile de se rendre compte : l'une des plus grandes difficultés que l'on éprouve à établir telle propriété d'une ligure donnée , réside , en effet, dans le choix que l'on a préalablement à faire des relations utiles et dans leur séparation de toutes les autres relations, souvent en nombre considérable , qui existent entre les éléments de la figure , et que l'on n'a pas à employer dans la démonstration de la proposition. Si donc on est parvenu à cette séparation des relations utiles, on aura réellement fait un pas vers la solution de la question proposée.
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APPLICATIONS
Théorème de Newton. — Dans un quadrilcttèrc circonscrit à an cercle ,
la droite cjiii Joint les milieux des diagonales passe par le centre du
cercle.
Démonstration. — Soient ahcd le quadrilatère considéré et o le centre
du cercle inscrit. Parmi les nombreuses relations qui
lient le point o au quadrilatère abcd, choisissons la
suivante :
( I ) tri oab -+- tri ocd = tri obc -f- tri oda ,
qui exprime que la somme des aires des triangles ayant
pour sommet commun le point o et pour bases deux
côtés opposés du quadrilatère, est équivalente à la
somme des aires des triangles ayant pour bases les deux
autres côtés. Or il est facile de démontrer que, dans un
quadrilatère quelconque abcd, tout point o satisfaisant à la relation (i) est
situé sur la droite mn qui joint les milieux des diagonales.
La relation (i) peut, en effet, s'écrire
tri oab — tri obc = tri oad — tri ocd;
et si l'on appelle w, n les milieux des diagonales ac, bd, on aperçoit immédiatement que
( 2 ) tri oab — tri obc — i tri omb.
Car les triangles qui entrent dans la relation (2) ont une base commune ob , et sont, par conséquent, entre eux comme les distances des points «, c, m à la droite ob. On aura de même
tri oad — tri ocd = % tri omd.
11 suffira donc , pour que le point o satisfasse à l'équation de condition (i'), qu'il satisfasse à la suivante :
( 4 ) tri omb = tri omd ,
ce qui exige, les triangles omb et omd ayant une base commune om ^ que les sommets ^, d soient également éloignés de la droite om ^ ou, ce qui revient au même, que om passe par le milieu n de la droite bd\ ou enfin que le point o soit situé sur la droite nin qui joint les milieux des diagonales. Nous avons donc ce théorème général :
Théorème. — Dans un quculrilatère ])lan quelconque, le lieu des points o tels, que des quatre triangles ayant pour sommet commun l'un de ces points, et pour bases respectives les quatre côtés du qiuulrilatère , la somme de deux triangles non adjacents soit égale à la somnw des deux autr/'s , est la droite ({ui joint les milieux des diagonales. ( Léon AiNNE.)
lO DES iMETIiODES EX (.EUMETKIE.
Si le quadrilatère est circonscriptiblo, le centre du cenle inscrit est évidemment l'un des points du lieu i)récédent; nous retrouvons ainsi le théorème de Newton dans un cas particulier du i)récédent.
Sco/ic. — A la méthode actuelle se rattache encore l'emploi des lieux géométriques ou des courbes enveloppes dans la résolution des problèmes •(Ictcriuincs, ayant pour objet de trouver un point (ou une droite) satisfaisant à plusieurs conditions A et B.
En effet, si l'on fait alternativement abstraction de l'une des conditions B ou A, qui définissent le point (ou la droite) que l'on cherche, on trouvera successivement deux lieux géométriques (r/) ei [b) [ou deux courbes enveloppes (a) et ([i)] des points (ou des droites) satisfaisant isolément aux conditions A et aux conditions B. Le point ou la droite que l'on cherche sera donc le point commun aux courbes ( «) et ( i ), ou la tangente commune aux courbes (a) et (fi). Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'inscrire dans un triangle donné ABC un triangle IVfNP dont les côtés passent par trois points donnés TT , p , V , situés en ligne droite.
Il suffit évidemment , pour résoudre le problème , de déterminer l'un des sommets M , par exemple , du triangle cherché. Or, d'après l'une des conditions du problème , le sommet M doit se trouver sur le côté AB; et si nous faisons pour un moment abstraction de cette condition, nous aurons, au lieu du triangle déterminé MPN, une infinité de triangles, tels que rnjm, dont les cotés passeront par les points fixes tt, p, v, et dont les sommets n,p décrivent les côtés CB, CA du triangle ABC. Mais , d'après un théorème connu , le sommet libre m du triangle variable mnp décrit une droite passant par le point de concours C des droites CB , CA , qui servent de directrices aux sommets n^ p.Le point cherché M sera donc fourni par l'intersection du côté AB avec la droite C/n.
7. CINQUIÈMî: 3aÉTHOB£l. — Par composition et décomposition. — Cette méthode consiste à composer (soit par voie d'addition, soit par voie de soustraction), avec les grandeurs dont on veut établir l'égalité, d'autres grandeurs auxiliaires dont l'égalité est évidente ou peut être rendue telle; les nouvelles grandeurs qui résultent de cette opération étant alors identiques ou simplement équivalentes.
A cette méthode se rattachent encore les démonstrations où l'on décompose les deux grandeurs considérées en un même nombre (limité ou illimité) de parties que l'on prouve être égales ou équivalentes deux ù deux; la méthode prenant alors le nom de méthode par décomposition.
APPLICATIONS
Les éléments de géométrie présentent plusieurs applications de la méthode actuelle. Nous citerons comme exem]>lo les théorèm(>? relatifs au
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triangle rectangle, et plusieurs propositions relatives à la mesure des solides.
8. SIXIÈME mÈTllOli'E.— Par les li/iiitcs .— Celle méthode est fondée sur la définition même de la limite d'une grandeur variable : elle consiste à substituer aux grandeurs A, B, C,..., entre lesquelles on veut établir l'existence d'une certaine relation, des grandeurs variables a, b, c,... ayant pour limites respectives A, B, C,...; cherchant ensuite la relation
qui existe entre les grandeurs a,b,c,...,et examinant ce que devient cette relation (.r) quand «, b, c,... convergent simultanément vers leurs limites A, B, C,..., on obtiendra enfin la relation
qu'il s'agissait de trouver.
Remarque. — Les éléments de géométrie présentent un grand nombre d'applications de cette méthode.
9. SEPTIÈME MÉTHODE. — Par la réduction à l'absurde. — Dans cette méthode on établit entre les grandeurs considérées les relations affirmées par l'énoncé , en faisant* voir que toute supposition de relations différentes conduirait à des conséquences opposées aux données de la question , ou absurdes en elles-mêmes.
Cette méthode ne doit , au point de vue de l'élégance géométrique , être employée que dans le cas où elle fournit une démonstration plus simple que la méthode analytique ordinaire , et particulièrement pour les cas où celle-ci serait insuffisante ; car // est visible que ces sortes de démonstration peuvent convaincre P esprit, mais non pas l'éclairer, ce qui doit être cependant le principal fruit de In science. (Logique de Port-Royal.)
APPLICATIONS
Théorème. — Deux polygones circonscriptibles et d'un même nombre de côtés sont égaux si les distances de leurs différents sommets aux centres des cercles inscrits sont égales deux à deux et se succèdent dans le même ordre.
iV. B. Le théorème suppose en outre que chacun des deux polygones enveloppe complètement le cercle inscrit correspondant.
Démonstration. — On aperçoit immédiatement que l'égalité des deux polygones entraîne l'égalité des rayons des cercles inscrits, et que réciproquement , s'il était établi que les rayons des cercles inscrits sont égaux , il en résulterait l'égalité des deux polygones, qui seraient alors composés d'un même nombre de triangles rectangles égaux ( comme ayant Thypoténuse égale et un côté de l'angle droit égal ) et se succédant dans le même ordre. 11 suflûra donc d'établir l'égalité des rayon? /•, /'.
Siipj)usuiis, à cet olTct, que 1 on iiit
Soient ABC...L, A'B'C'...L' les deux polygones; 0, 0' les centres des cercles inscrits desquels nous abaisserons Or/, 0/v,,.., 01 clO'a'^O'b',..., 07' perpendiculaires respectives à AB , BC,..., LA et à A'B', B'C',.--, L'A'; joignons enfin les centres 0 et 0' aux différents sommets des deux polygones. La comparaison des triangles rectangles AO^, A'0'«', dans lesquels les hypoténuses OA, O'A' sont égales et les côtés Oa, O'a' sont inégaux, montre que les angles A0«, A'O'^' sont inégaux; et d'ailleurs suivant que l'on aura
■^r', c'est-à-dire Oa-^O'a',
on aura
on verrait de môme que on a donc , en ajoutant , on aurait de même
AOrt^A'Ô'^':
aOh^a'O'W:
AOB^A'O'B';
BOC^B'Ô'C
LOAjL'O'A'.
Par suite, en ajoutant ces inégalités membre à membre, on arriverait à ce résultat, que la somme des angles formés autour du point 0 serait différente de celle des angles formés autour du point 0', conséquence absurde, puisque chacune de ces sommes est égale à quatre droits. Donc on a nécessairement r = ;•', et le théorème se trouve démontré.
TuÉORKME IL — Deux polygones iiiscj-iptibles et d'un nu'uie nombre de côtés sont égaux quand les distances à leurs côtés ivspectifs des centres des cercles circonscrits sont égales deux à deux et se succèdent dans le même ordre.
La démonstration est entièrement analogue à la précédente ; elle consiste à établir, par la même méthode, l'égalité des rayons des cercles circonscrits. [Nouvelles Annales de Mathématiques , 1848, page 61.)
-10. HUITIÈME MÉTHODE. — Par ///ctv.svV//?. — Cette méthode consiste à prendre i)0ur données d'imo nouvelle question auxiliaire les inconnues de la question i)roposée,les données do celle-ci devenant les inconnues de la question auxiliaire. Si l'on résout directement cette dernière , on obtiendra une figure semblable à celle que l'on devait construire pour résoudre
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le problème proposé , qui n'olTrira plus dès lors aucune diflloulté. [Ex<nncri (les elijlfércntcs méthodes, page i6. )
La méthode actuelle pourra être employée avec avantage dans la plupart des problèmes ayant pour objet de construire une figure semblable à une figure connue , et ayant avec une autre figure donnée certaines relations de position spécifiées dans l'énoncé.
On peut d'ailleurs, dans certains cas, diriger la construction du problème inverse de manière à obtenir immédiatement certains éléments principaux suffisant pour déterminer la figure que l'on avait à construire dans le problème primitif. On en verra un exemple dans le second des problèmes suivants.
APPLICATIONS
Nous prendrons, comme application de la méthode, l'exemple choisi par M. Lamé, en modifiant seulement la solution de la question auxiliaire.
Problème L — Inscrire à un quadrilatère donné (Q) un quadrilatère semblable à un autre quadrilatère donné (Q').
Solution. — Proposons-nous le problème inverse consistant à circonscrire a un quadrilatère donné (Q') un cfiadrilatère (Q) donné d'espèce.
Cette question auxiliaire est plus facile à traiter directement, et c'est de sa solution que nous allons nous occuper.
Soit abcd le quadrilatère cherché, circonscrit au quadrilatère A'B'C'D' (Q') et semblable au quadrilatère donné (Q).
^ A^ /\ Les angles f/, «, b étant donnés, les sommets r/, rt, b seront respectivement sur des segments capables d'angles connus construits sur les côtés D'A', A'B', B'C; si, de plus, nous joignons bd qui coupe en b' d' les segments construits sur B'C, D'A', nous reconnaîtrons que nous pouvons déterminer à priori les points //, <-/'; car le quadrilatère abcd étant semblable à un quadrilatère donné ( Q ), le triangle partiel abd ^ par exemple , est semblable à un triangle donné; les angles abd ^ adb sont donc connus; et comme ils ont pour mesures respectives les demi-arcs B'Z^', A'r/', nous pourrons, par une construction simple, obtenir chacun des points //,<-/'. Cela posé, la droite b'd\ joignant ces deux points , ira couper une deuxième fois les segments construits sur B'C et D'A' suivant les points />>, <■/; nous aurons donc deux sommets opposés ^, r/du quadrilatère cherché, et le problème auxiliaire sera résolu.
Enfin, si nous revenons au problème primitif, il nous suffira, pour le résoudre, de diviser les côtés du quadrilatère ABCD (Q) dans des rapports égaux aux rapports des segments que les points B', C, D', A' déterminent sur les côtés «/^, /;c, rc/, da de la figure i)récédcnle, et de joindre les points do division.
DES AlÉTIIODES EN GÉOMIÊTRIE.
Remarque. — Le problème proposé a huit solutions. Car, si nous examinons le nombre des solutions du problème auxiliaire nous trouverons que :
1°. En supposant dabord que l'angle a s'appuie sur le côté A'B', nous pouvons supposer : soit que les angles /.' et d s'appuient respectivement sur A'D' et sur B'C, ce qui fournit une première solution; soit au contraire que b ci d s'appuient respectivement sur B'C et A'D' comme dans notre figure, ce qui fournit une seconde solution (cette seconde solution
rentrerait toutefois dans la première, si l'on avait a la fois o — r/, et cercle A'r/D'= cercle C'Wb', c'est-à-dire A'D'=B'C'). 1°. On aura de même trois autres systèmes de deux solutions fournis
successivement par l'hypothèse que l'angle a s'appuie sur les côtés B'C, CD', D'A', au lieu de s'appuyer sur le côté A'B'.
Le problème aura donc huit solutions dans le cas général. Problème IL — On propose d'inscrire dans un ti'iangle donné un triangle dont les côtés soient ])araUèles à des directions données. Solution. — Construisons un triangle Tiinp ayant ses côtés parallèles à ceux du triangle cherché, et dont les sommets c w, n soient situés sur les côtés AC, AB. On
voit immédiatement alors que, si par le sommet p de ce triangle on menait la droite bc parallèle à BC , on obtiendrait une figure A Zv, mnp semblable à celle que l'on veut construire, et semblablement placée : ces deux figures ayant d'ailleurs le point A pour centre de similitude , il suffira , pour obtenir le sommet P du triangle cherché, de prolonger la droite A/; jusqu'à son intersection avec le côté BC, et le problème se trouvera résolu.
H. NEUVIÈME MÉTHODE. —Par les lignes , les aires ou les volumes auxiliaires. - Cette méthode consiste à employer comme auxiliaires , dans la recherche d'une relation entre des grandeurs d'une certaine espèce (lignes, aires ou volumes) des grandeurs d'espèce différente (aires, volumes ou lignes) entre lesquelles on pourra mettre en évidence des relations contenant implicitement celles que l'on cherchait à établir entre les grandeui*s de la première espèce.
La mesure des aires et des volumes qui permet d'exprimer ces grandeurs par le produit des nombres qui représentent certaines de leurs dimensions linéaires, conduit naturellement à substituer à la comparaison de deux aires ou (le deux ^olumes la comparaison d'un certain nombre de lignes, dont on n'a {)lus ensuite qu'à composer les rapports.
Cette substitution est, comme on sait, d'un usage très-fréquent dans les éléments, où elle fournit en général des démonstrations beaucoup plus simples que ne le ferait l'étude directe des grandeurs que l'on envisage : c'est ainsi que l(>s théorèmes relatifs aux aires que l'on peut construire sur
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les côtés d'un triangle rectangle, sur la hauteur opposée à l'hypoténuse et sur lessegments de celle-ci , se démontrent avec plus de rapidité , en substituant à ces aires les produits de lignes qui les représentent, et en comparant ces lignes entre elles. Dans ce cas et dans la plupart de ceux que présente la géométrie élémentaire, on substitue aux grandeurs à comparer, surfaces ou volumes, des grandeurs plus simples , lignes ou surfaces. Mais il arrive d'autres fois que la recherche de la relation qui existe entre des lignes ou des surfaces présentant des difficultés , on pourra recourir avec avantage à des surfaces ou à des volumes auxiliaires : on aura alors substitué aux grandeurs à comparer, lignes ou surfaces, des grandeurs plus complexes, surfaces ou volumes; et, quoique cette substitution paraisse d'abord contraire à l'élégance géométrique, on ne devra pas cependant l'exclure systématiquement dans les cas surtout où elle conduira plus rapidement que les méthodes directes au but que l'on se propose.
APPLICATIONS
Théorème 1. — Des six segments qu'une transversale leetiligne déterniinc sur les côtés (Pun triangle , trois segments non adjacents forment un produit égal au produit des trois autres.
Démonst?ation. — Ainsi l'on aura
(i) kc.'&a.Cb^'&c.Ca.kb.
Désignons en effet par A , B, C les aires des triangles que la transversale considérée détermine dans les angles A , B , C du triangle , on aura l'identité.
ABC (") B-C-Â
Mais deux triangles qui ont un angle égal ou supplémentaire sont entre eux comme les produits des cotés qui comprennent cet angle ; on a donc les valeurs suivantes pour chacun des rapports qui entrent dans la formule (2) :
A_Ar r/.
B ~ B r ' rrt '
B_Brt ^
C Ca al)
C_C/; ba A~ Ab' bc'
Multipliant ces égalités membre à membre , substituant dans l'identité (2} et simplifiant, on trouve la relation qu'il s'agissait d'établir.
Théorème II. — Les droites qui joignent les sommets d'un triangle à un mcnw point déterminent sur les côtés opposés six segments ; le j)j-oduit de trois segments non adjacents est égal tai /Jrodidt des trois autres.
Démonstration.
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Soient ABC lo triangle et o le point considérés; désignons par (t, a\ b, b\c, c\ les aires des triangles ayant pour sommet commun le point o et pour bases les différents segments pris dans leur ordre de succession , en faisant le tour du triangle à partir du sommet B dans le sens BCA. On aperçoit immédiatement les relations suivantes :
Ca h'
Cb kb
Ar Br'
d'où, en multipliant membre à membre,
r' Xb.^c.Cn
D'un autre côté, comparant deux à deux les aires n, /;, c avec celles des aires (^/', //. r' qui ont un angle commun avec les premières, on trouve
a oB . ort b oC . oh r oX . or b' oA.oh c' oB . or a' oC . on
Donc, en multipliant membre à membre et en simplifiant, il vient
Enfin , la comparaison des relations ^ i ) et ( 2 ) démontre le théorème énoncé.
TnÉORiiME III. — Soient 0 le sommet cVun angle solide d'ortacdre régu- /icr, et (I , b , r , d les points suivant lesquels les arêtes issues du jmint o
sont c(>i'])('cs par un plan (lurlronque ; on a rettc égalité
oa
LÉv\.
DéinonstJ-ation.
on a l'identilé
pyram. oarb
Menons les diagonales ar ^ bd du quadrilatère abrd;
-r- jn'ram. oard = pyram. obda + pyram. obdr.
D'ailleurs deux quelconques de ces [)}ramides sont entre elles comme les produits de leurs bases par leurs hauteurs ; et , en choisissant pour bases les triangles aoe ou bod dont les angles en o sont égaux, on verra que les bases sont entre elles comme les rectangles oa.or et ob.od\ quant aux t hauteurs des quatre pyramides, elles sont entre elles comme les segments ob ^ od^ on, oc\ donc, en (li\isant les deux membres de l'identité précédente par un même nombre, on aura
ob . oa . or -\- od . oa . or — - oa . ob . od -\- or . oh . od ;
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OU, en «livisanl cIihijup tcime par ie pi'oduit, oa .oh.at- .od ,
on ne oh od
[Nom'cllcs Annules de MatliéinatKiucs^ i853.)
12. DIXIÈrai: MÉTHODE. — Parles solides auxiliaires. — Cette méthode consiste à faire intervenir la géométrie à trois dimensions dans la solution d'une question de géométrie plane. Elle possède en général hî précieux avantage de fournir des solutions et démonstrations intuitives des problèmes et théorèmes auxquels on a su l'appliquer : dans cette méthode, en effet, si l'on veut, par exemple, établir une propriété déterminée d'une figure plane , on considère cette figure comme la base d'un édifice dont on règle la construction comme on le veut, sans être arrêté par aucune des exigences ordinaires des données de la question ; et , si l'imagination de l'architecte a été heureusement inspirée , il n'a plus qu'à s'élever au-dessus de son œuvre pour apercevoir nettement, dans les harmonies de l'ensemble, les propriétés particulières de la figure qu'il considérait d'abord.
De grands géomètres se sont servis avec avantage de cette élégante méthode : Desargues d'abord , qui l'employait à peu près exclusivement dans ses démonstrations ; Pascal , dans la rectification des roulettes [voir ci-après le chapitre VI), et Monge dans l'établissement des propriétés des pôles et des polaires pour les courbes du second degré.
APPLICATIONS
Première question. — Problème. — Mener, par un point donné c, une droite co allant passer par le point de concours inaccessible de deux droites données ao et bo.
Solution. — Le problème étant supposé résolu , regardons les droites «o, bo , co comme les projections sur le plan de la figure des arêtes d'un angle solide trièdre 0, et concevons que celui-ci soit coupé par deux plans parallèles qui y déterminent deux sections triangulaires à côtés parallèles ABC, A'B'C. La projection de cette figure auxiliaire sur le plan de la figure primitive se composera des droites ao , ho , co et des triangles abc , a'b'c\ dont les côtés de même nom seront parallèles, et dont les sommets «, «'; b, b'; r , c' seront situés deux à deux sur les droites ao , bo^ co. Or ceci suffit à la solution du problème : car le triangle abc peut être regardé comme donné ; et pour construire le triangle a' b' c', il suffira de tracer dans la portion accessible des droites «o, bo , a'b' parallèle à ah; et de mener enfin par a' et h', parallèlement aux droites ac et hc , des droites qui se couperont en c' et détermineront un second point de la droite cherchée cc'o.
Seconde question. — Problème. — Mener, parallèlement à une dire< - (ion donnée dd', une droite co allant passer par le point de concours inaccessible de dcii.r droites données no , ho.
i8 Di:s Mj^rniouKs ex géométuie.
Solution. — Imaginons oncoro un angle triodro 0 déliai coiume précédemment ot coupé par les |)lans pa-
'i 'L rallèles ABC, A'B'C. Regardons le
triangle A'B'C comme la base su pé- ) rieure d'un prisme auxiliaire ayant pourarèteCC'((jui roprésenle la droite cc'o dont la direction est connue); et soit A, B, C la base inférieure de ce prisme ; A, B, C sera inscrit dans l'angle ACB et sera égal et parallèle à A'B'C. Si nous passons maintenant de la figure de l'espace à sa projection, nous parviendrons facilement à cette construction : Tracer dans la partie accessible de ran^le aob les parallèles ah, a'b' ; par a' et b', j)arallcle?ne/it à dd\ mener les droites indéfinies a'a^ et b'b^ ((ue Von coupe par une transversale r/, /;, parallèle à ah ; mener enfin les droites aa^ , bb^ ([ui se coupent en un point c aj>pa?tcnant à la droite cherchée cc'o. On \m:'\\\ A' ?i\\\^x\V's.i?\ on le veut, obtenir un second point r' de la même droite, en achevant la construction du triangle a'b' c' parallèle à abc.
Troisième qiestion. ^ Théorème. — Propriétés des pâles et des polaires dans les cnniipies.
Soient AEBF une section conique quelconque et CD une droite située dans son plan. Concevons que la courbe tourne autour de l'un de ses axes AB, de manière à engendrer une surface de révolution, et conce- Aons les deux plans tangents à cette surface menés par la droite CD; ces plans auront leurs {.oints de contact particuliers C et D', et la droite Ç^'Vi' sera perpendiculaire au plan de la courbe AEBF, et rencontrera ce plan en un point déterminé N. Cela posé, si l'on conçoit le cône ayant pour sommet un point rpwlconquc 11 de la droite CD et circonscrit à la surface de révolution, il touchera cette surface suivant une courbe passant nécessairement par les deux points C'etD'. Cette courbe, C'...D', sera plane; son plan, qui contiendra la droite C'ND' perpendiculaire au plan de la section AEBF, coupera ce dernier suivant une droite EF passant par le point déjà déterminé N, et cette droite EF sera précisément la corde réunissant les points de contact des tangentes menées à la section conique par le point H. On retrouve donc ainsi l'une des pro]iriétés des pôles (N) et des polaires (CD) dans les courbes du second degré. [J'oir les Séances des Écoles normales , tome II, page 356; Mo.nge.)
Quatrième question. — Théorème de Bria.nchox. ' Soit abca'b'c' un hexagone circonscrit à vuie ellipse (E).
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Regardons les côtés de cet hexagone comme les projections, sur le plan (le l'ellipse, do six génératrices rectilignes d'un hyperboloïde auxiliaire à une nappe dont l'ellipse proposée serait l'ellipse de gorge. Toutefois, comme chacun de ces côtés reçoit la projection de doux génératrices do la surface, nous entendrons que deux côtés consécutifs de l'hexagone reçoivent les projections de deux génératrices de systèmes différents, lesquelles se rencontrent, par conséquent, sur la perpendiculaire au plan do l'ellipse donnée, menée par l'extrémité commune à ces deux côtés.
On aperçoit facilement alors que les six génératrices forment un circuit fermé, ou un hexagone gauche ABCA'B'C'A, et que les côtés opposés de cet hexagone sont deux à deux dans un même plan. Il en résulte que les diagonales AA', BB', ce, qui joignent les sommets opposés de l'hexagone gauche, sont deux à deux dans le même plan.
Or, si l'on supposait un moment que ces diagonales se coupent deux à deux en des points différents, 7, a, [5, on en conclurait que les six points A, B, C, A', B', C sont dans un même plan, ce qui n'est pas; donc les diagonales de l'hexagone gauche se coupent en un môme point 0; donc il en est de même de leurs projections, c'est-à-dire des diagonales r/n\ bb\ ce' de l'hexagone plan abcn'b'c'. c. q. f. d.
Scnlic. — On démontrerait avec la même facilité et par les mêmes considérations que : Si dans un polygone de 4 /« + 2 côtés , circonscrit a une conifjue , 2 m diago?ialcs , joignant les sonnnets opposés , se coupent en un même point o , la dernière diagonale passera aussi par le point o. La condition que le nombre des sommets du polygone soit de la forme 4 '« 4- ">■ résulte, dans ce mode de démonstration, de la nécessité que la génératrice initiale et la génératrii-e extrême soient de systèmes différents et puissent, en se rencontrant, fermer le circuit.
Cinquième question. — Théorème de Pascal.
Le théorème de Pascal se déduit avec la même facilité de la figure précédente.
Observons, en effet, que les plans ABC, A'B'C; BCA', B'C'A; CA'B', C'AB se coupent deux à deux, suivant trois droites situées dans un même plan P (et ce plan P est déterminé par les trois points AB A'B', BC B'C, CA' C'A). Les traces de ces plans sur le plan de l'ellipse de gorge se couperont, par suite, deux à deux, suivant trois points situés en ligne droite (et cette droite sera la trace du plan P sur le plan de l'ellipse de gorge). Or ce résultat démontre le théorème en question, car les trace? dont nous parlons sont précisément les côtés opposés d'un hexagone inscrit à l'ellipse de gorge, et dont les sommets coïncident avec les points de contact des côtés de Thexasiono circonscrit abca'h'r'.
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43. ONZIÈME méthode;. — P(ir la transjormation des figures. - Réflexions ^cnêrales sur F importance de cette méthode, — Cette méthode, l'une des plus importantes et des plus fécondes de la géométrie, est certainement celle cpii a le plus puissamment servi les géomètres de notre siècle dans leurs efforts pour reculer les bornes de la science de leurs prédécesseurs. Ceux-ci paraissent l'avoir à peu près ignorée, et c'est à peine si quelques-uns l'emploient accidentellement, dans des applications isolées : Cavalleri , par exemple, en faisant naître la parabole du second degré de la spirale d'Archimède par un mode particulier de dérivation qui , n'altérant pas les éléments superficiels correspondants des deux figures, lui permit de déduire de l'expression connue des aires paraboliques celle des aires spirales ; Grégoire de Saint- Vincent et Pascal , qui traitèrent le même sujet avec de grands développements; Newton, qui donna, en passant, les formules qui servent de base à la construction des figures homologiques; et Maclaurin, qui appliqua à divers sujets de géométrie et de mécanique la méthode si féconde et si rapide des projections.
Dans notre siècle, au contraire, déminonts géomètres, parmi lesquels nous citerons ÎNIM. Poncelet, Chasles et Ch. Dupin, ont cultivé cette méthode avec une sorte de prédilection. Ainsi chacun connaît les élégantes transformations par lestîuelles M. Ch. Dupin (*) est parvenu à une déduction si lumineuse des théorèmes d'Euler et de Monge sur la courbure des surfaces, ainsi que les belles et nombreuses propriétés des courbes et des surfaces du second degré, découvertes par MM. Poncelet (**) et Chasles (***), à l'aide de transformations purement géométriques.
C'est donc de nos jours seulement que cette méthode a réellement pris naissance ; et , des fruits quelle a déjà portés , des rapprochements inattendus qu'elle établit si fréquemment entre des figures diverses, il est permis de conclure qu'elle constitue la véritable méthode en géométrie, et doit le mieux contribuer à agrandir indéfiniment le champ des vérités géométriques, sans introduire, par ce nombre considérable de vérités nouvelles ajoutées à celles déjà acquises, aucune confusion dans la science. Elle aura , en effet , pour point de départ l'ensemble des vérités simi)les . élémentaires qui doivent être toujours présentes à l'esprit, et pour instruments les divers modes de transformation déjà découverts et que leur classification permettra d'appliquer à telle figure déterminée que l'on aura à envisager.
Nous allons donner, comme exemple de la méthode actuelle, les principes relatifs à la transformation des figures par rayons vecteurs réciproques , et leur application à plusieurs propositions de géométrie plane et sphérique.
(*) Dêvelo/ipemenls de Géométrie.
C * ) Traité des propriétés projecin'es.
(***) Mémoire sur deux principes généraux de la science : Ln Dualité et l'Homographie.
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Celte partie de notre travail ne sera pas inutile, si l'on trouve (jue le nouveau mode d'exposition de la trij^onométrie sphéri((uc ((u elh; rcsnleroK; permet d'établir dans un parallélisme j)lus complet les formules analyticpies relatives aux triangles sphériques, et leurs principales propriétés géométriques; car c'est là, ce nous semble, le critérium de l'excellence de telle ou telle méthode appliquée à un [troblème donné : que la source à laquelle le calcul vient puiser ses formules successives serve en mémo temps de centre aux investigations de la géométrie.
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De la transformation des figures par rayons vecteurs réciproques.
i? 1. —Principes GÉiNÉnAux relatifs a la tr.vnsformatio.n des figures
PAR rayons vecteurs RÉCIPROQUES.
1 i. Di'Jinitiniis des figuras réciproques. — Poi/it-origiiic. — Puissance. -— Deux points m et /// sont dits réciproques par rapport à un point u , appelé point oi-i^ine, et suivant une puissance P, positive ou négative, lorsqu'ils sont situés sur une même droite passant par le point o et que le produit de leurs distances à ce jjoint est égal à la puissance P.
Si le point /// se meut et engendre dans son mouvement une ligne L (ou une surface S), le point /// réciproque du premier, par rapport à une même origine et suivant une même puissance, engendrera une ligne L' (ou une surface S') réciproque de la première.
Enfin si l'on a un système quelconque do points isolés, de lignes et de surfaces formant une figure F, les points, les lignes et les surfaces réciproques, par rajjport à une même origine et suivant une même puissance , formeront une ligure F' réciproque de la première; et la transformation' par laquelle on passe de la première figure à la seconde porte le nom de iiujisfonndtiiiii par rayons vecteurs récijjroques.
1!5. Relation entre la distance de deu.c points d'uae fii^iirc çt la distance des points correspondants de la figure réciproque. — Soient /////, ni' n les distances de deux points correspondants des deux figures.
De la relation fondamentale
OUI . oni ' =. on . on ' -= P, on lire
OUI on' on om'
Les triangles ontii , on' ni' sont donc semblables et fournissent la proportion
nin ont
De là, en remplaçant om ( ou on') par sa valeui- — ( ou — ) < il \ jenl
ou \ OUI ' I
A ) mil .-- — ; ^ . P
OU
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iim
OUI . nu
Ainsi : L(t (listancc entre deux points de l'une des figures est égale à la distance des points correspondants de la seconde , divisée par le produit des rayons vecteurs qui aboutissent à ces derniers points, et multipliée par la puissance.
16. Théorème I. — Les angles correspondants sont égau.c dans deux figures réciproques.
Démonstration. — Lemme. — Le rayon vecteur cpù aboutit à deux points correspomUmts de deux lignes réciproques , coupe celles-ci sous des angles supplémentaires.
Menons en effet un rayon onn' \oisin du rayon nmni\ et joignons /««, m' n' .
L'égalité fondamentale
om.om' = on. on'
montre que le quadrilatère mnn' m' est inscriptible, et que, par suite, la somme des angles m et n' est égale à deux droits. D'ailleurs, si l'on suppose que le rayon onn' se rapproche indéfiniment du rayon omm'^ on voit : i° que la somme des angles /«', n' tend vers deux droits , et , par suite , que les angles variables m , m' tendent vers l'égalité ; 2° que dans ce rapprochement, les cordes correspondantes variables w«, m' n' tendant simultanément vers les tangentes mt, m' t' en m, m' aux deux lignes réciproques, les angles/», m' du quadrilatère variable w««'m' ont pour limites respectives les angles ni' mt^ mm' t' . Ces derniers sont donc égaux, et les angles omt ., om't' sont supplémentaires.
Cela posé, soient mt , mt^ les tangentes de deux lignes de la première figure qui se coupent au point /«; et m't', /«'/', les tangentes en m' aux lignes correspondantes de la figure réciproque. Nous supposons d'ailleurs mt et wV, w/, et wV, (qui sont deux à deux dans un même plan) , dirigées de part et d'autre du rayon omm' . Sous cette condition, les trièdres, formés aux points m et m' par les droites «w, mt .^ mt^ et /«'o, /«7', wV, , seront égaux, comme ayant un angle dièdre égal (dièdre suivant om = dièdre suivant ow'), compris entre des faces égales (à
savoir omt = om't et omt^ — om /,, ces égalités ayant lieu en vertu du lemme et à cause des directions opposées de mt , m't', de/»/, , m't', ). Les troisièmes faces
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sont donc égales, et l'on a
/«//, - t' ni t\.
Ce qui montre d'abord (|ue Wiiiglc formé jnir deux lignes d'une figure est égal à V angle des lignes correspondantes de la figure rccipro(fue.
Enfin, si dans la figure primitive on a deux surfaces S, S,, se coupant suivant la courbe ntn , et (jue par l'un de ses points /// on mène sur chacune d'elles les lignes /««, ///«,, coui)ant à angle droit la ligne commune /«« , l'angle des lignes nut ., nui^ mesurera l'angle sous kuiuel se coupent les deux surfaces au point m. Or, d'ajtrès ce qui précède, si l'on passe à la figure réciproque, les lignes ni a\ nia\ (réciproques de wrt, ;//«, ), couperont encore à angle droit la ligne ni n' comnume aux deux surfaces réciproques S', S'i : l'angle de ces dernières, au point///, sera donc encore mesuré par l'angle des lignes /«V/', ni a\; et comme ce dernier est égal à l'angle des lignes ///«, ///«,, on voit en second lieu que : L'angle de deux surfaces en un point m de leur courbe d'intersection est égal à F angle des suif aces réciproques au point correspondant ni.
CoROLLAlUE. — Si l'angle de deux surfaces demeure constiUtt tout le long de leur courbe d'intersection [et si, en particulier, cet (aigle constant est droit), il en sera de même pour les surfaces récipro<pu:s .
Scolie. — Le principe de la conservation des angles dans deux figures réciproques et la possibilité d'exprimer la distance de deux points (|uelconques de l'une de ces figures en fonction de distances qui se rapportent uniquement à la seconde, permettent fréquemment de substituer à l'étude de certaines propriétés métrapies et descrijjtives d'une figure, une étu^e analogue pour la figure réciproque.
Nous verrons bientôt les avantages spéciaux que présente cette substitution dans l'étude des propriétés des figures sphériques.
Propriétés particulières de deux surfaces réciprotfues
Théorème II. — Deux surfaces récipnxpics ipudconques jouissent des propriétés suivantes :
i'^. Toute ligne de courbure de la première surface a pour ligne réciprofiue une ligne de courbure de la seconde ;
1°. Aux lignes déplus grande ou de plus petite courbure de la première correspondent les lignes de plus petite ou de jilus grande courbure de la seconde; et par suite à un ombilic de F une des surfaces correspond un ombilic de l'autre ;
3". Si l'on désigne par r, r' les rayons vecteurs (pii aboutissent à deux points réciprociues m, ni des deux surfaces; par p, p, les rayons de courbure des sections principales de la première surface en m; jiar ri, p', les rayons de courbure des sections principales correspondantes de la seconde surface en ni, on aura la relation
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4". Enfin , si Pan désigne par R , R' les rayo/is de voiiihtirc de deux sections narniales cnrresjjondanies des deux surfaces, on a, quelles (jue soient les sections considérées (uitour des points m, m', la relation
(B) rr 4- =r7 := ronstaiite.
Obscri'ation, — Nous ne nous anùterons pas à démontrer ces propriétés que nous avons dû énoncer parce qu'elles peuvent être utiles , mais qui ne sont pas essentielles à l'objet que nous avons en vue.
18. Théorème III. — Une circonférence a pour ligne réciproque , par rapport à l'un quelcotique de ses points pris pour origine , une ligne droite perpendiculaire cm diamètre origine.
Corollaire. — Une sphère a pour surface réciproque , par rapport à Vun ciuelconcpie de ses points , piis pour origine, un plan perpendiculaire fiu diamètre origi/w.
Remarque. — Il est peut être inutile d'ajouter que, par inversion , une droite et un plan ont pour réciproques une circonférence et une sphère.
19. Théorème IV. — Une circonférence a pour ligne réciproque , par rapport à un point quclcompie de son plan, pris pour origine , une seconde circonféjx'ncc.
Corollaire I. — Une sphère a pour su? face réciprorpie par rapport h un point quelconcpie de l'espace, pris pour origine, une seconde sphère.
Remarque. — Les centres de deux circonférences , ou de deux sphère^ réciproques, sont sur une même droite passant par l'origine.
Corollaire II. — La ligne réciprorpie cPune circonférence par rapport h un point cpudconcpie de F espace, pris pour origine, est une circonférence.
Il suffit, pour le démontrer, de regarder la circonférence donnée comme l'intersection de deux sphères auxiliaires S, S,. Car la ligne réciproque de cette circonférence devant coïncider avec l'intersection des sphères S', S', réciproques des premières, sera elle-même une circonférence. [Nouvelles Anmdes de Mathématiques , i854 , p. 238.)
20. Nouvelles définitions. — Relations entre une figure sphérique et sa projection stéi-éographicpie .
On sait que l'on appelle projection stéréographirpie d'une figure sphérique , la projection { ou perspective) de cette figure que l'on obtient en prenant pour centre de projection (ou point de vue) un point delà sphère, et pour plan de projection (ou plan du tableau) le plan diamétral perpendiculaire au rayon qui aboutit au centre de projection- Or, de cette définition et du corollaire du théorème III, il résulte que la transformée, par rayons vecteurs réciproques, d'une figure sphérique coïncide avec sa projection stéréographique lorsque, \ origine Ùlq?, rayons vecteurs coïncidant avec le point de vue , on suppose la puissance égale à deux fois le carré du rayon de la sphère. La transformation des figures sphériques par projection stéréographi-
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qiio étant dès lurs un cas particulier de la transformation par rayons vecteurs réciproques, on peut, eu réunissant les résultats précédents, énoncer ce théorème :
Théorème V. — Étant données une figure .spliéri(jue et sn projection stéréogiripJiiquc :
i". On peut exprimer (d'après la formule (A') du n^lS, page 22), la distance entre deux jmints qiielcnnrpies de la figiav projetée , en fonction de distances prises uniquement (htns la figure spliérupie ; 2". Les angles correspondants des deux figures sont égaux; y. Un cercle de la figure sphérifjue a pour projection stéréographique un cercle ;
4°. Enfin, le centre du cercle projection coïncide avec la projection du sommet du cône ciirnnscrit à la sphère suivant le cercle primitij.
Cette dernière remarque , que l'on doità M. Chasles, constitue un théorème important par ses nombreuses applications ; pour cette raison , nous en donnerons deux démonstrations, l'une plus élémentaire, et l'autre déduite du corollaire du théorème I.
Première démonstration. — Soient sm une génératrice du cùne circonscrit à la sphère suivant le cercle considéré; s' et m' les projections du sommet du cône et du point m du cercle suivant le centre de projection stéréographique o; joignons s' m'. D'après le lemme du théorème I (ou par une démonstration directe fort simple), ms étant tangente à la sphère, le rayon vecteur om' m coupe, sous des angles supplémentaires , la tangente ms et sa projection m' s'. Les triangles om's\ oms ont donc l'angle commun o et les angles en m' et m supplémentaires : par suite ( d'après un théorème qui manque dans les éléments de géométrie), les côtés de ces triangles, opposés aux angles égaux et supplémentaires, sont proportionnels, et l'on a
s' m' os' ,, , , , os'
= — , d ou v m — sm • — ;
s/Il os os
et comme la génératrice du cône Av« conserve une valeur constante, que 05', os sont des grandeurs fixes , on voit que le point m', projection du point //.■, décrit une circonférence dont le centre est .v', projection du point .v.
Seconde démonstration. — Imaginons une sphère auxiliaire S, ayant pour centre le sommet .v du cône circonscrit à la sphère S suivant le cercle considéré , et passant par ce cercle. Celui-ci sera dès lors l'intersection des deux sphères orthogomdcs S, S,. Or, si l'on forme la figure réciproque par rapport au point o de la sphère S, celle-ci se transforme suivant le plan diamétral de projection P, et la sphère S, est remplacée par une sphère S',, dont le centre est quelque part sur le rayon o.v, et qui est d'ailleurs coupée orthogonalemoni jiiiK lo plan P (corollaire du théo-
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rème I). Otto dernière eircoiistaïue e.\ij;e (iiic le centre de la splière S', soil !?ituéd<ms le [ilan P, et eoïncide [>ar (•onséquent avec lo point v' [îiojection du sommet a-. Le cerele primitif, inters(;ction des sphères S, S,, a donc pour réciproque le grand cercle déterminé dans la sphère S', par le plan P; et celui-ci a pour centre le centre même de la sphère S', , c'est-àdire le point .v', projection du sommet du cône circonscrit.
Corollaire. — Etant donnés un cercle C et tu/ point intérieur o, on peut toujours [et (Pune infinité de manières d^dlleurs) le projeter ccntralemcnt suivant un cercle C ([ui ait jxtur centre le point o', projection du point donné o.
Il sufiit, en effet, pour satisfaire à cette double condition, do faire [tasser une sphère quelconque par le cercle donné, et de form(>r ensuite la projection stéréogra[)hique de ce dernier, en prenant pour point de vue l'un des deux points d'intersection de la sphère avec la droite qui joint le point donné o, au sommet du cône circonscrit à la sphère suivant le cercle donné.
Obscjvation. — Le mode de Iranformation par rayons vecteurs réciproques, employé d'abord jiar M. W. Thomson, sous le nom ùq principe des images, a été étudié par M. Liouville dans un beau Mémoire cjuc l'on trouve dans le Journal de Matliénuitiques , tome XII , page 275.
î^ IL — ApplicatioxN des principes précédents a diverses propositions
DE géométrie plane.
21. Transformation des propriétés descrijjtii'cs des /igures pla/u's composées de lignes droites ou circulfures.
La figure réciproque d'un polygone rectiligne abc... par rajtport à un point ([uelconque o de son plan, est un polygone curviligne a'b'c'..., formé par des arcs de cercle qui se croisent au point o : de celte remarque et du principe de l'égalité des angles dans deux figures réciproques, on déduit les propositions suivantes :
1°. La somme des angles d'un polygone circulaire o, a'b' c'..., est égal à autant de fois deux droits ipi^il y a de côtés moins deux dans le polygone.
'1°. Dans un triangle circulaire o, a' b' c', si Von mène par le point o cl par cluupie sont met un arc de cercle , divisant en deux parties égales V angle en ce sommet, qw perpendiculaire au côté circulaire opposé, les trois arcs hauteurs, ou les trois arcs bissecteurs ainsi obtenus, se couperont suivant les deux mêmes points.
3°. Le lieu géométrique du second point d'intersection de deux circonférences qui passent respectivement par les points fixes o et A, o et B, et qui se coupent sous un angle constant , est ufw circonférence.
Soit une figure plane composée de trois cercles qui se coupent dinix à deux : on sait que les cordes communes à ces circonférences, prises deux à deux, se coupent en un même point. Si l'on forme la figure réciproque on obtient ce théorème :
4". Etant données trois circonférences situées dans le ménw jdan , si, par un même point a, et par les points d'intersection de deux quclcon-'
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iiues (l'entre elles, un jait passer un cercle, les trois ntnivelles circonférences ainsi obtenues se couperont suivant les deux mêmes j/oints.
Soit la ligure formée par lés dilTérentes normales d'une circonférence, qui passent toutes par le centre c. Formons la figure réciproque par rapport à un point ([uelconque , o , du même plan. Si l'on désigne par a et ù les extrémités du diamètre oc; par rz', b' , e' les réciproques de a^b,c, par rapport au point o, on verra facilement que le point c' est conjugué harmonique du point o, par rapport aux extrémités a' et 6' du diamètre o/;'t'«' de la circonférence réciproque. Car la relation
ca = cb
de la figure primitive entraîne la suivante dans la figure réciprocpio :
c a oc'.oa' oc' .ob'
on aura donc ce théorème :
5°. Les circonférences passant par un point fixe o ^ et coupant orthogonalement une circonférence donnée , se coupent suivant les deux mêmes points o et o', conjugués harmonicpics par rapport aux extrémités du diamètre cpie la droite 00' détermine dans la circonférence donnée. Considérons encore un angle fixe et tous les systèmes de deux circonférences tangentes entre elles et inscrites dans cet angle : le lieu des points du contact t de ces circonférences est évidemment la bissectrice de l'angle considéré ; et si , en outre , on mène , par un point fixe o , une circonférence tangente en t aux deux circonférences de l'un des systèmes, toutes les circonférences ainsi obtenues passerontévidemment par un point fixe o' (symétrique du point o par rapport à la bissectrice de l'angle ). Cela posé, la figure réciproque fournit ce théorème:
6". Si dans l'espace compris entre deux arcs de cercles qui se coupent , on inscrit iin(*injînité de systèmes de deux cercles tangents entre eux , le lieu géométrique de leur point de contact est un arc de cercle , et Penvcloppc de leur tangente commune se réduit à un point.
Proposons - nous enfin, comme application du corollaire du théorème V (page aG), de démontrer cette proposition :
7". Un polygone de 4 /« + 2 côtés circonscrit à un cercle , présentant 2/«-f- 1 diagonales qui réunissent les somnwts oj^pnsés , si -ini de ces dia-
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gofifiles coiu'oHicnt c/i un même point , la dernière ilingo/tale pnsscni ellemême par le point de coneotirs de toutes les autres.
Il suffirait évidemment, pour établir celte proposition, de faire voir que l'on peut projeter la figure considérée de telle façon, que la projection de la dernière diagonale passe par le point 0, commun aux projections de toutes les autres. Donc, en vertu du principe contenu .dans le corollaire du théorème V (page 26), il suffira dY'tablir le théorème énoncé pour le cas où le point d'intersection 0 des im diagonales concourantes coïncide avec le centre du cercle inscrit au polygone. Soit donc ABC. . . KL abc. . . //, un polygone circonscrit d'un nombre pair.de côtés (nous n'ajoutons pas que ce nombre pair est de la forme 4 m-\-'i., la démonstration que nous allons donner devant nous conduire d'elle-même à cette condition), et dans lequel les diagonales B Z< , C t- , . . . , K / , L /, passent par le centre 0 du cercle inscrit : joignons AO, «0, et établissons que la somme des angles formés d'un côté de la ligne XOa est égale à la somme des angles formés de l'autre côté de cette ligne ; ou , si l'on désigne en général p3nr F l'angle formé par la droite OF avec le rayon qui aboutit au point de contact de l'une des tangentes issues du Sommet F, démontrons l'égalité
A-^iB-\-'2.C-{-...-\-iK-\-'i.L + n = a + -3.b-\-ir + ... + o.K-h'i.t + A;
ou, en simplifiant, légalité
Or, les lignes BOZ»,..., LOI étant droites, on a les égalités
(A) 600 = ^0^, DOE = r/0^',..., KOL=/0/;
ou , en remplaçant chacun de ces angles , tels (pie DOE . par sa valeur, D + E,
Ajoutant toutes ces égalités membre à membre, on irou\e légalité {.r), et le théorème se trouve démontré.
Remarque. — Pour que la combinaison des relations (B) onlraîno l'égalité (.r), il faut et il suffit que les angles qui entrent dans les relations (B) soient tous différents; et, par suite, que les angles entre lesquels existent les relations (A) n'aient aucun côté commun. D'oîi l'on voit que si le nombre des égalités (A) est /«, les rayons OB, OC,..., OK- OL seront
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au nombre de i m , les sommets B , C ,..., K , L , ^, f ,...,/, / seront donc au nombre de 4'«; et en tenant compte des sommets A, «, on voit que le polygone doit avoir 4 '« -f- 2 sommets pour que la démonstration précédente réussisse.
22. Trnnsfnj-mcitinn des projmvtés métriques. — Dans un plan , le lieu géométrique des points m également éloignés d'un ^-' l)oint fixe r, est par définition une circonférence. Formant la figure réciproque par rapport à un point o du même plan , et désignant par m' et c' les réciproques des points m et r, on aura, d'après la for-
mule (A) du n" 15 (page 21),
et l'on voit que le rapport - — j- demeurera constant. Donc
I. Le lieu géométrique des points dont les distances à deux points fixes ont un rapport constant , est une circo/iférence.
Soient trois points en ligne droite et se succédant dans l'ordre «, b, c ; on a , entre les distances de ces points, la relation évidente
( I ) «c = nb + l)c.
Formant la figure réciproque, par rapport à un point extérieur o, on obtient un quadrilatère iuscriptible oa'b'c', et la relation (i) est remplacée par celle-ci :
l'.ob' ob'.oc'
qu'on peut écrire
( 'i. ) a' c'. ob' = o((' . b' c' -\- oc' . a' b'.
Ainsi :
2. Da/is un (juadiilatèir' inscrit à une circonférence, le rectangle des diagonales est écpàvalent h la somme des rec^ t angle s des côtés opposés.
3. Récipi-ocpiement , si un cpuulrilatère présente cette propriété , ses sommets o , a', b',c' appartiennent à une même circonférence.
Car la relation (2), ou ce qui revient au
même, la relation (i'), ayant lieu entre les dis-
~d t \ tances mutuelles des quatre sommets o, a\ b', c'
du quadrilatère considéré, si l'on construit les
points rt, è, c réciproques de a', b', c' par rapport au point o, on aura, entre
les distances de ces nouveaux points , la relation ( i ) ,
ne = ab 4- bc
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Les points <i^ h, c sont donc en ligne droite; et, par suite, les points f/', //, <■' appartiennent à une circonférence passant par le point o, et le quadrilatère on h' c' est inscriptiblc. c. O- k. d.
Entre les distances mutuelles des points «, b^ c en ligne droite et leui-s distances à un point extérieur o, existe la relation connue
on . bc -\- oc .ab = ob . ne + nb. l>r. ne.
Si l'on forme la figure réciproque par rapport au point o lui-même , on retrouve le théorème qui donne l'expression du rapport des diagonales dans im quadrilatère inscrit.
Considérons enfin un nombre quelconque de points en ligne droite <7 ,/;, r ,...,/•,/ ; ils fournissent la relation
nb -{-bc -r- ...-^ kl — ni.
Formant la figure réciproque par rapport à un point extérieur o, et transformant la relation qui précède, on obtient ce théorème :
4. Si l'on a un nombre (palconque de pointa situés sur une mémo circonférence et se succédnnt d/ins V ordre o, n, b, c,..., k, / , entre les distnnces mutuelles de ces points existe la relation
nb bc kl al
on.ob ob.oc '" ok.ol aa.ol
Si le polygone ayant pour sommets les points «, A, r,.... /■, / devient régulier, la relation se simplifie et l'on a ce théorème :
5. Si abc... kl est un polygone régulier et o un point du cercle circon- \r ri t conijnis entre les soinntcts n et l , on a la relation
oa .ob ob .oc '" ok . ol on . ol
Scolie. — Les théorèmes généraux de M. Chasles sur des systèmes de points situés en ligne droite ( Géométrie supérieure, page 229) fourniraient , par des transformations analogues, des théorèmes correspondants sur des systèmes de points appartenant à une même circonférence.
§ in. — Appucvtion a la trigonométrie sphérique.
23. Énoncé de diverses propriétés des triangles sphéricptes , et consé- (lucnces de ces propriétés. — Les triangles sphériques jouissent de nombreuses propriétés analogues à celles des triangles rectilignes. Ainsi : Les trois nrcs de grand cercle menés par les milieux des côtés perpendiculairement h ces côtés, se coupent suivant les deux mêmes points , extrémités d'un diamètre de la sphère; il en est de même des arcs joignant clim/uc sommet au milieu du côté opposé , des arcs passant par chaque sommet et perpendiculaires nu côté opposé, et enfm des arcs qui divisent en deux parties égales les angles du triangle.
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Les démonstrations q\ie l'on connaît do ces propositions sont très-simples (*), et il n'y auniit pas a\antage à leur en substituer d'autres que l'on pourrait sans doute déduire des prinrifies précédents. Nous ferons d'ailleurs en passant cette remarque, que toute propriété descriptive (Vtin triangle sphériqiie fournit immédiatement une propriété analogue pour un système de trois eireonjérenees qui se coupent deux h deux diuis le même plan.
Ainsi , par exemple, de ce que les trois arcg hautem-s d'un triangle sphérique se coupent suivant les deux mêmes points, il résulte que trois circonférences se coupant deux à deux dans le même plan , si, par les points communs a deux d'entre elles , on mène une circonférence coupant orthogonalemcnt la troisième , les trois nouvelles circonférences ainsi obtenues se couperont suivant les deux menus points. (Pluckeu. )
Il suffit en effet, pour parvenir à ce théorème, de joindre au principe rappelé plus haut cette observation, que trois circonférences qui se coupent deux à deux dans le même plan , peuvent être considérées connue les projections stéréograpinques des trois côtés cVun triangle sphéricpie.
24. Démonstration du théoi-ème de Lexell. — Enoncé d'un théoj-ème de M. Steiner. — Consti-uction du demi-excès spliérique.
Théorème de Lexell. — Le lieu géométrique des sonnnets des triangles sphériques de même base et de surfaces équivalentes , est un petit cercle de la sphère , passant par les points diamétralement opposés aux extrémités de la base.
Démonstration. — Soient ABC l'un des triangles que nous avons à considérer, et
l'excès sphérique donné mesurant l'aire de ce triangle. Soient « le centre de la sphère, A' et B' les points diamétralement opposés aux extrémités de la base donnée AB ; et formons la projection stéréographique de la figure en prenant pour centre de projection le point A'. Le triangle ABC a pour projection un triangle abc dont les côtés ab et ac sont rectilignes , le premier étant fixe et le second mobile autour du centre a. Le troisième côté bc est un arc de cercle passant par les points fixes b et b\ projections despoints B, B'. D'ailleurs si l'on mène les droites ft/, et tangentes en b, c à l'arc bcb'., les angles en a., b, c du quadrilatère rectiligne abct .^ étant respectivement égaux aux angles A, B, C du triangle sphérique, on aura, ea
désignant par t l'angle btc ,
A + B + C+î'=4'", ou A-\-B + C--i'^'=^'i.'^'-r,
(*) Théorèmes et problèmes de Géométrie, do la Fuémoire Cl Catalan ; 3*^ édition, pages 215 et suivantes.
et do là. en \(Mfu do la relation donnée (t).
Or, si l'on mène la corde b'c^ et que l'on désigne par
b' l'angle inscrit bb'i\ on
verra : i° que l'angle t a pour mesure i8o degrés moins l'arc bc évalué en degrés ; 1° que ce dernier arc mesure le double de l'angle
b', et que , par suite , on a l'égalité
La comparaison dos relations (2) et (3) montre donc que le demi-excès
spliérique E est mesuré dans la projection par l'angle b' ou b b' c : cet angle est donc constant , et comme le côté b'b est fixe , ainsi que le sommet b', on voit que, dans la projection, le lieu géométrique des sommets c des triangles abc est une ligne droite passant par le point b'. Donc, en revenant à la figure primitive , on voit que le lieu géométrique des sommets C des triangles ABC, est la courbe déterminée dans la sphère par le plan mené par le point A' et par la droite b'c, c'est-à-dire un petit cercle de la sphère passant par les points A' et B'. c. q. f. d.
ConoLLAiRE I. — Du théorème précédent M. Steinor a déduit cette nouvelle propriété des triangles sphériques :
Les trois arcs de grand cercle passant par chacjtie sommet et dirisant l'aire du triangle en deux parties équivalentes , se coupent suivant les deux me nie s points.
Corollaire II. — Dans la figure projetée, l'angle inscrit bb' c qui mesure le demi-excès sphérique E, est égal à l'angle cbt, c'est-à-dire à l'angle sous lequel la droite bc coupe la circonférence bcb' . Il en résulte que le demi-excès est mesuré , sur la sphère , par l'angle du grand cercle BC avec le petit cercle déterminé par les trois points B , C et A'.
Cela posé, menons le grand cercle yf^I, passant par les milieux des côtés AB , AC et coupant en I le côté opposé BC ; traçons le grand cercle o!y.p perpendiculaire au côté BC en son milieu a, et soit, sur ce grand cercle, p le pôle du petit cercle A'BC. Les rayons r/7, op de la sphère étant respectivement parallèles aux cordes A'B, A'C, le point/? est aussi le pôle du grand oorclo Vf- 1. Il résulte do là : r que les arcs y î'-, a:c' sont complé-
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mcntaires; 2"quo les angles a, «' étant droits, les arcs la, la' sont des quadrants , et que , par suite , l'angle I est mesuré par l'arc aa'. Or, si l'on mène maintenant l'arc de grand cercle pC, le triangle /JaC, rectangle en a et dans lequel l'angle en C est le complément du demi-excès , fournira cette relation :
sin C X = tang/^ x . cotang aC/-',
ou enfin
sin - = cotang ax'. tang E .
s n - = tang E . cotang I.
Cette formule démontre la construction suivante donnée par M. le professeur Gudermann : Prendre sur le côté BC , à partir du point I , F arc I M égal à la moitié du côté BC , et mener par le point M le grand cercle MN perpendiculaire h\W et terminé à Parc I^y; l'arc MN ainsi obtenu mesure le demi-excès sphérique.
Scolic. — Si la somme des angles du triangle ABC surpasse 4 droits , le point de concours t des tangentes en 6 et r sera situé du côté opposé à celui où se mesurent les angles de la figure projetée, qui sont égaux aux angles B et C du triangle ; toutefois les mêmes conclusions subsisteront encore. En effet , la somme des angles intérieurs du quadrilatère abtc ^ qui présente alors un angle rentrant en a , est encore égale à 4 droits; on a donc, en observant que les angles en « , i et c du quadrilatère ont pour valeurs 4"'— A, a"' — B et a"'— C, la relation
ou
Ç-+(4'ir_A) + ('/"-B) + |
îE
On trouve facilomont d'ailleurs (3')
t = -xb' — %''' .
Et l'on voit, comme précédemment, que l'angle // ou ah' c est égal au demi-excès sphérique.
Il résulte de cette discussion le corollaire suivant, essentiel pour les applications que nous avons encore à exposer :
,SV ton considère un triangle sphéricpw ABC et le tricmgle rectiUgne abc,
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dont les sommets sont les j^rojcrtio/is stén'ogrtip/iirjitrs [suivti/it le centre (le projection A' diamétralement opposé au sommet A ) des sommets du premier, les angles en a, b^ c du triangle rectiligne auront respectivement pour valeurs A, B — E, C — E, E désignant le demi-excès sphcrique.
Quant aux angles en a , h' et c du triangle ah' c, que nous aurons aussi à considérer dans ce qui suit, ils ont évidemment pour valeurs a*"' — A, E, et A - E.
25. Établissement des diverses formules de la trigonométrie sphérique. G. Relations entre les éléments des triangles ABC et abc ; ABC et ab'e.
Nous désignerons comme à l'ordinaire par a, b, c les côtés du triangle
/\ /\ /\ sphérique ABC; et, quand nous aurons a les employer, par «, b, c,
, b', c les angles des triangles rectilignes n'^r , ab'c dont nous avons jonné les valeurs en fonction de A, B, C, E. Cela posé, si l'on prend le rayon R de la sphère pour unité de longueur, l'inspection de la figure de la page 32 nous donne immédiatement :
(d) — tang - 1 ac = tans - ;
r//^ = cotang-1 <7f = cotant-;
et , par suite,
bb = -. — j ce = —. — j :
smr sint»
ce désignant la corde que ca prolongée détermine dans la circonférence bcb'. Enfin la formule (A') du n" 15 (page 22), dans laquelle nous devrons remplacer la puissance P par 'iR'^ ou 2, nous donnera
. a sm-
/;r=BCr^ ^ ^
A' H AT b c
t\ i> . .^ \^ cos-cos-
b'c = WC
AU' X'i" b . i
AD. AU cos-sin-
Il est sans doute inutile d'ajouter que ces formules ne doivent pas èiro retenues, et qu'il suffit d'apprendre à les lire rapidement sur la figure.
1 . cos a = cos b cos c -+- sin b sin c cos A. On a, dans le triangle rectiligne abc,
h) bc =^ ab ->r (u- — ■iab.(u- vo> \:
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Remplaçant chaque ligne par sa valeur, réduisant au même dénominateur et supprimant le dénominateur commun , il vient
. ,« . J) , r . ,r J> sin6 sinr . sm-- = sm"- cos' — h sur - cos cos A.
Multipliant par 2 , changeant les signes , ajoutant i aux deux membres et
remplaçant cos^ - ? cos' - : par i — sin'^ -1 \ — sin' - -, il vient 22 2 2
cos ou enfin
n= (1 — 2 sin' - ) ( I — 2 sin' - j + sin è sin c cos A , cosrt = cosé cosc + sin^ çinr cos/n (I)
Remarque. — La construction sur laquelle repose la démonstration précédente, ne comporte d'autres restrictions que celles qui sont nécessaires pour la construction des points b, c Or ces points pourront toujours être construits comme nous l'avons supposé dans la figure , quand les angles AA'B , AA'C seront moindres cfue i droit, c'est-à-dire quand les arcs t, /;, qui mesurent les doubles de ces angles , seront moindres que 1 80 degrés ; ce qui a toujours lieu dans les triangles sphériques que l'on considère.
sin B _ sin h
sin C sin c Désignons par r le rayon du cercle bcb\ qui est coupé en un second point c' par la droite ac prolongée. On sait que, dans un cercle, une corde quelconque est égale au diamètre multiplié par le sinus de l'angle formé par la corde avec la tangente menée par l'une de ses extrémités. Appliquant eette remarque à chacune des cordes bb\ ce', on a
_ bb' __ ec' ., , sin B _ W/
"~ sin B ~ sin C ' sin C ~ rr"
et, en remplaçant bb' et ce' par leurs valeurs,
sin B _ sin b ,
sin C ~~ sin c-
Formules de Dclambre
On sait que , dans un triangle rectiligne dont les côtés sont <>i, b^ , c , , et les angles opposés A, , B, , C, , on a pour chaque côté la double relation
_ (6, +r,) sin A, _ ( ^, — r, ) sin A,
sinB, -f-sinC, sinB, — sinC,
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OU, en simplifiant,
cos — ■ sin — ■
Or, appliquons en premier lieu celle double relation au côté hc du triangle rectiligne nie , on aura
.a . b±c sin - , sin
n, = bc ~ : , i, ± r, — ac àzao — tane; - d= tant» - = -, ;
cos -cos- COS -COS -
En substituant ces valeurs dans (A) et simplifiant, il vient
. h + c . A . b — r A sm sm - sin cos-
^'"2^ îrrc-= . B-c • (^)
cos sin
Appliquons en second lieu les mêmes relations (A) au côté b'c du
triangle rectiligne (ib'c, on aura
a cos-
/; . r cos- sm - 2 2
b.±:c, = ac±ab'= tang- ± cot-
dzCOs(^^)
cos - Sin -
B, - C, = //- c = E - (A - E) = 2E - A - B + C - 2'", par suite,
d'ailleurs
Substituant ces valeurs dans (A), et simplifiant, il vient
cos cos- cos sin -
eos-=— jj-p^-. înic— '^)
sin cos
Amtlogics de Néper
On pourrait, en suivant la marche ordinaire, déduire ces analogies de la combinaison des relations précédentes. Mais comme, en général, on n'établit les formules de Delambre que dans le but d'arriver, par leur secours, aux analogies de Néper, il paraîtra sans doute préférable d'établir ces dernières directement , ainsi qu'il suit :
i". Le triangle rectilignc abc nous donne cette formule connue,
iT>\ . h — c ne — ab a (B) tang = ; — 7-«ot-,
^ -1 ac 4- ab 2
l't (le là, en substituant. . .
sin
tang = -. cot -= VI,
sin
V.". Le (rtanglc /^///<:' nous donne-de môme
/ n \ . C — b ab — ne ^ a
(C) tang = -jr— — cot-
a ab -\- uc 1
On a d'ailleurs dans ce triangle
'^-^^ A-2E = a^'-lB + C); - = i'''
et
cot tang- cos
nb' + ac c ^ b b
cot - + tang - cos
Il vient donc , en substituant ,
col = -. tang - ,
cos
B + C ""^^ 2 " A , ,,, , tang = — cot- VL
cos
Les formules ( VI, ) et (VI,) forment deux des analogies de Néper; et la considération du triangle supplémentaire fournit les deux autres, à sa-
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voir :
, sin
sin
et
, cos
tang^- = — g^^tang-. (VIJ
cos
VII
cos-
et si l'on veut remplacer dans cette formule sin A par sa valeur, il vient
cin.E = V^s'"/^'Sin(yj - a)^sin{p - b) sinjp - c)
abc ^ '
2C0S- cos- COS- 2 2 2
Si l'on veut obtenir cos E , on appliquera au triangle ab' c la formule connue
(E) ab' = ac. cos a -i-cb' cos l?,
et par les mêmes substitutions on en déduira
c b ^ b c . b . c cosa — coshcosc
cot- 4- tang-'-cosA cos - cos - + sin - sin ; — r — ■.
^ 2 °2 2222 sino sine
cosE= j = 1
COS - : cos - sin - cos -
ou bien
COS « — cos o cos c -4- 4 ces' - cos" -
cos E = -7 )
abc
4 cos- COS- cos-
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ol si l'on remplace enfin dans le numérateur ,4C0s'- cl acos-- par I -+-cos^ et I + cosr, il viendra définitivement
„ I + cos n + cos Ij + ces c ...^^,
cos E = Via )
4 COS- cos- cos-
8. E rpression de ht tangente du quart de V excès spher'uiuc. Si, dans le triangle ah' c , on désigne par a, ^, 7 les côtés opposés aux angles /? , h\c , et par 2 1^ le périmètre a + [3 + y, on a
/r.^ . ^ * E I\TS^<X) (u-7)
(\\ tang— = tang-= 4 / '— — r-^^^— ^n-^
^ ' ^ 1 ^ 'î. \j cî(ct — p)
et si l'on calcule les valeurs de cr, ra — a, etc., on trouve
i/tang^-tang^-
tang - = i / tang - • tang^ tang^ tang ( IX-l
9. Résolution des triangles sphériques dont les côtés sont très-petits par rapport au rayon de la sphère. Théorème analogue à celui de Le gendre
Nous désignerons, dans ce qui suit, para, /-», c et R les nombres qi mesurent, au moyen d'une même unité de longueur, les côtés du triangle
sphérique et le rayon de la sphère. Les rapports s ' ï> ^ b seront des
nombres très-petits , que nous appellerons des infiniment petits du premier ordre. Nous appellerons de même infiniment petits du second, troi-
a"" b" c' ' sième et quatrième ordre, des nombres tels que g-j' ^^ ^1 *^t '^<^"s
désignerons ces infiniment petits des divers ordres par s , s^ e^ s*.
Cela posé, considérons comme précédemment {7wir la figure de la page Sa) le triangle sphérique ABC , le triangle rectiligne ahc et un second triangle rectiligne AB,C| , semblable à ahc, de dimensions doubles et que l'on peut construire géométriquement en projetant les sommets A, B, C du triangle sphérique, suivant le centre de projection A' et sur le plan tangent en A. Les angles du triangle rectiligne AB, C, auront pour valeurs exactes A , B, = B — E , C, = C — E; et si l'on désigne ses côtés par a^ , /;, , r, , on aura, en rétablissant le rayon de la sphère dans les formules (A) et (B) de la page 34 , qui donnent ah , ac , hc ,
2R Sm— ;r ,
a. = 2 Oc — —, = ; = a -:-,
cos — rr- • cos — =r 2 R 2 R
Rsin-— 2R
2 Iv
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Ainsi , los côtés du triangle rcctiligne AB, C, ne clifl'èrcnt des cotés correspondants du triangle sphérique proposé, que par des infiniment petits du second ordre. Il en résulte immédiatement la proposition suivante :
Théorème. — Si les cotés a^ b, r (F un triimglc sjjhériqiœ sont trèspetits par rapport au rayon de la splirrr, on peut substituer à sa résolution celle (l'un triangle rectiligne auxiliaire , ayant pour l'un de ses côtés a, et pour angles A, B — E, C — E (2E désignant l'excès sphéricpie) ; et les deux autres côtés de ce triangle ne différeront des côtés correspondants du triangle sphériqiœ (pie par des infiniment petits du second ordre.
On voit en effet que le triangle auxiliaire dont il s'agit étant semblable au triangle AB, C, , et ayant pour l'un de ses côtés a , qui ne diffère de «, que par un infiniment petit du second ordre, les différences entre les autres côtés homologues des deux triangles rectilignes seront du même ordre; et qu'il en sera de même, par conséquent, des différences entre les derniers côtés du triangle auxiliaire et du triangle sphérique.
Remarque. — Le théorème précédent peut, ce nous semble, être employé aux mêmes usages que le théorème analogue de Legendre. Toutefois, l'emploi de ce théorème exige , comme on le sait pour celui de Legendre , que le triangle auxiliaire que l'on substitue au triangle sphérique ait même surface que ce dernier. Or, il est facile de démontrer que la différence entre les surfaces du triangle sphéri(pie et du triangle auxiliaire défini précédemment , est un infiniment petit du second ordre.
Il suffira, en effet, pour le démontrer de faire voir que la différence entre les surfaces S , S, des riangles ABC , AB, C, est du même ordre.
On a ,*en effet ,
(il S = R'.2E
et
Or la formule (VII), page 38, devient, en y rétablissant le rayon de la sphère , et en développant les sinus et cosinus ,
b.c., bc smX .
sm — vr sm — ir- sm A — y^-z s* . . .
sm E = —
> étant un nembrc.
On en déduit, par ladivi^^ion,
. _ bc sin A sin E :=^
D'après celte formule sinE et par suite E sont du second ordre; la différence entre E et sinE rst donc du sixième ordre, et l'on peut
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_, bc sinA
De là, en multipliant par R', et ayant égard à (i), il vient g^^^rsinA^^.
» ,„ , />r.sinA ,.„, , /;, e, sinA „ et SI 1 on observe que ne diffère de -^— ^^ ~ S, , que par un
infiniment petit du second ordre, il vient enfin
Scolic. — On peut, d'après ce qui précède, substituer au triangle sphérique proposé l'un quelconque des triangles rectilignes suivants :
(A, 1°. Le triangle T, , ayant pour l'un de ses côtés a et pour angles / B — E,
( A-E, 2°. Le triangle T.^ , ayant pour l'un de ses côtés a et pour angles < B,
1 A-E, 3". Le triangle Tg , ayant pour l'un de ses côtés a et pour angles l B — E,
Prenant les données moyennes entre les trois systèmes de données qui précèdent , on retrouve le triangle de Legendre ,
5 , ayant pour un de ses cotes a et pour angles \ B r- 1
26. Etablissement de quelques formules relatives aux quadrihitères sphériques.
I. Dans tout quadrilatère sphèrique inscrit à un petit cercle, le produit des sinus des moitiés des diagonales est égcd à la somme des produits des sinus des moitiés des côtés opposés.
Projetons en effet le quadrilatère inscrit ABCD, en prenant pour centre de projection le point A', diamétralement opposé au sommet A : nous obtiendrons un quadrilatère plan abcd qui sera inscriptible et fournira la relation
( I ) ac. bd = ab . cd -\- bc , nd ;
/ja »KS 3lÉTIini)ES E!V GÉQ.MÉTItlI..
or, si l'on désigne par a, b , t-, d les côtés AB , BC, CD, DA , par /;/, n les diagonales AC, BD, on établit facilement que la relation (i) se transforme dans la suivante :
(1) sm — sm- = sm-sm — |-sm-sm--
Remarque I. — La relation (I) a été découverte par M. Colleté, soldat de marine [Nouvelles Annales, i84g, page 44o)- La démonstration précédente a l'avantage d'établir la proposition réciproque en même temps que la proposition directe. Car, si la relation (I) a lieu pour un quadrilatère spliérique ABCD, la relation (i) aura lieu pour le quadrilatère plan abcd, qui en est la projection stéréographique. Donc , d'après la réciproque déjà établie du théorème de Ptolémée, le quadrilatère abcd sera inscriptible ; il en sera donc de môme du quadrilatère sphérique ABCD.
Remarque II. — On établirait de môme , quoique par un calcul plus long, cette seconde relation
. m . a . d . h . c sm— sm- sin- -|- sm- sm-
sm- sm- sm- + sm- sm-
que M. Colleté établit aussi à l'endroit déjà cité.
2. Expression du sinus du quart de Fexcès d'un quadrilatère sphérique quelconque.
Soit un quadrilatère sphérique ABCD; désignons par a, b, c, d, m, n ses côtés et ses diagonales AB , BC , CD , DA , AC , BD ; posons
et proposons-nous d'évaluer sin —
Formons, à cet effet, la projection stéréographique du quadrilatère ABCD, en prenant pour centre de projection le point A', diamétralement opposé au sommet A. Nous obtiendrons un quadrilatère abcd , dont les côtés ab , ad sont rectilignes et les côtés bc , cd circulaires ; et , si nous menons les tangentes bt , et à l'arc bc, les tangentes eu , du à l'arc rd, l'hexagone plan abtcud nous donnera
Or, si l'on appelle c' le second point d'intersection des arcs bc , cd . cl l'on mène les droites c7>, c'ac, r'd, on voit facilement que l'on a
t — 'ji"' — -x.bc c, a = 2"' — i.dc c.
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On en
déduit
•i.bc'd -
et
E = br'd.
Cela
posé , si
l'on
joint bd,
le triangle recliligne bc'
d don
ne
sin^- =
sin
{b(I -{-bc' — de
']{bd +
hc ' .de'
On lit d'ailleurs facilement sur la figure les valeurs de ces lignes , à
savoir :
sm - cos - cos -
bd = • , bc = 1 de =
ad a . m d . m
cos - cos - cos - sm — cos - sm —
Substituant ces valeurs dans la formule précédente, il vient
„ -ism— sm — hcos-cos- — cos-cos- ) ( sm— sm — F-cos-cos cos-cos-j
.,E\22 22 % il\ 1 % 22 11/
4 COS - cos - cos - cos -
Corollaire I. — Si le quadrilatère proposé est inscriptible dans un
petit cercle de la sphère, on trouve, en remplaçant le produit sin — sin -
par sa valeur, tirée de la formule (I), et en posant
. n — a . p — b . p — c . p — d „ sm ' . sm . sm ' . sm '
cos - cos - cos - cos -
Corollaire IL — Si le quadrilatère est en même temps circonscriptible à un petit cercle, on aura, d'après un théorème connu , n-i- c = b-{-d, et la formule précédente deviendra
(Iir ) sm* - = tang - tang - tang - tang —
Observation. — Les relations précédentes conduiraient, par la méthode connue, aux élégantes formules données par M. Dostor, et relatives à l'aire d'un quadrilatère plan. [Nouvelles Annales de Mathématiques, 1848, pages 69 et 229. )
DES MÉTHODES RELATIVES A LA GÉOMÉTRIE INFINITÉSIM.iLE.
CHAPITRi: PREIVIIER.
Ses tangentes.
§ P'. — Ét\t du problème des tangentes dans la géométrie
DES ANCIENS
27. Déjînituin de ht tangente d'après Euclide. — Remarquer sur l'insnj- Jisance de cette définition et sur le caractère essentiellement synthétique qu'elle présente. — D'après les anciens géomètres, la tangente en un point dune courbe est une droite passant par ce point , et telle , quune seconde droite issue du nwnie point ne puisse passer entre la première et la courbe. Ainsi, Euclide, dans ses Éléments, détermine la position de la tangente à la circonférence en démontrant que toute droite perpendiculaire à l'extrémité du rayon tombe hors du cercle , et que fon ne peut mener aucune droite dans [espace compris entre cette perpendiculaire et la circonférence.
De cette définition il est facile de déduire la conséquence que : si d'un côté et de l'autre du point de contact la concavité de la courbe est tournée vers une même région , la tangente laissera d'un même côté tous les points de la courbe (ou au moins tous les points d'un arc fini de la courbe, entre les extrémités duquel se trouvera le point de contact). Ce fait général , rapproché de la propriété particulière de la tangente à la circonférence et aux autres sections coniques, a conduit à une seconde définition fréquemment employée par les géomètres modernes, imitateurs de la forme synthétique des anciens, et d'après laquelle la tangente est une droite ri ayant quun point commun avec la courbe et laissant d'un même côté tous les points de celle-ci.
Or si, revenant à la première définition, l'on essaye de l'appliquer à la résolution géométrique du problème des tangentes , on est immédiatement frappé du peu de ressources qu'elle présente en général , et l'on cesse de s'étonner que ce problème ait été à peine ébauché par les anciens. 11 est d'ailleurs facile de se rendre compte, d'une manière générale, de l'insuffisance géométrique de cette définition.
Le créateur de la théorie des caustiques, Walter de Tschirnhauson , qui occupait un rang distingué parmi les savants de son temps les plus versés dans la philosophie des mathématiques, énumère longuement les diverses ijualités que doit présenter toute définition, dans l'ouvrage ayant pour titre : Mcdicina mentis , sive f entamer/ gcnuiiue logicœ. 11 y pose , entre autres,
rc précepte que toute définilion doit renfermer le^modc de formation, la ^cnération de 1 o])jet auquel elle se rapporte : Secundo patct onutcni ni siriguUiris dcfinitUmcm semper cjusdcm rci primuni forniatioitis viodum dcbcre i/icliidcrc , qucm (diciijiis rci gciicratioiicni niuicupaho (page 5o). Or, on chercherait en vain l'idée première de la génération de la tangente dans la définition que nous en avons donnée plus haut, d'après les anciens; cette définition est donc incomplète, au point de vue philosophique , et c'est précisément de là que provient son insuffisance en géométrie.
Elle présente d'ailleurs, à un haut degré, le caractère synthétique de la méthode exclusivement suivie par les anciens dans l'exposition de leurs découvertes géométriques. Car, tandis que la définition moderne de la tangente contient, implicitement, l'énoncé d'un problème dont la solution fournirait la construction de cette droite, celle des anciens indique seulement l'existence d'un théorème dont l'énoncé inconnu attribuerait une certaine position à la tangente cherchée , et dont la démonstration établirait que la tangente occupe en effet cette position.
Nous allons rapporter la solution donnée par Archimède du problème des tangentes aux hélices ou spirales. Cette solution offre un bel exemple de la méthode géométrique des anciens ; elle présente quelques longueurs , mais ces longueurs sont nécessaires et rachetées d'ailleurs par la rigueur de la démonstration qui se trouve dégagée de tout usage de la considération de l'infini.
De la tangente à la spirale d' Archimède
\. Lemme I. —Dans un triangle, la bissectrice cVun angle, terminée au côté opposé , est moindre c^ue la demi-somme des deux autres côtés. •1. Lemme II. — Soit dans une circonférence ayant pour centre le point o, ab une corde moindre ciuun diamètre , et soit oli perpendiculaire sur cette corde ; on pourra toujours mener un rayon orc tel, cpie la portion de ce rayon, comprise entre la circonférence et la corde ab pTolongée, soit à la corde ra dans un rapport donné , pourvu cpte ce rapport soit plus grand que celui de ah à oh. [Des hélices, prop. 7. ) DÉMONSTRATION. — Monons, en effet, le rayon indéfini okt parallèle à la corde ab et qui est coupé en k et en t par la corde ar prolongée et par la tangente en a.
Les triangles semblables arc et fn-o donnent l'égalité
ar Ar
et l'on voit que ce dernier rapport, dont le numérateur est constant, varie en sens inverse de son dénominateur ; et comme celui-ci va constamment en décroissant , depuis la valeur at jus(}u'à zéro, lorsque le rayon variable ott
46 DES MÉTHODES EN GÉOiMÉTUIE.
prend toutes les positons comprises entre on et okt ; on voit que le rap-
rc ^ 1 X . 1 1 X ■ , or oa ah
nort — peut prendre toutes les valeurs supérieures a — = — = —r- ' /Y/ ' ^ fit at oh
3. Lemme III. — Soient encore, dans une circonférence ayant pour centre le point o, ab une corde moindre (ju'un diamètre , oh la perpendiculaire abaissée du centre sur la corde , et at la tangente à Pune des extrémités de la corde : on peut toujours mener un rayon ocrt tel, que la portion cr de ce rayon , interceptée entre la corde et la circonférence , soit au segment at que ce rayon intercepte sur la tangente issue du point a, dans un rapport donné , pourvu que ce rapport soit moindre cpte celui de ah à oh.
Démonstration. — On doit avoir
ok étant la parallèle à la corde ab menée par le centre o et terminée au prolongement de la tangente ; ou , comme cr = oa — oc, on doit avoir
m (a) oc == oa at.
Prenons sur la tangente une longueur al telle , que l'on ait
--r iT,\ ^^ "' r ■ oa oa
7 ^■' f^^ (B) — = — , dou — , < -r' dou al^ ah.
<■/ / ■-.«■ ^ ' al n al ak
i^XTri^a ' En remplaçant oa par cette valeur dans (r/), on / V''/-^' V\/ devra avoir
V y ib) oc = — [al — at) = — It.
cr
m , ah
m oa
et
ou
at
n oh
n ak
Or, le triangle otk et la ligne ca parallèle à sa base donnent
ak
oc = Ot. — r;
d'ailleurs
m oa
donc, en substituant dans [b), on aura à satisfaire à cette relation, oa , , ot oa
(0 ^'^^tj-Tl:^'-''^ «"
al.ak '■ ' tk.tl cd.ak
Or, si l'on construit le cercle déterminé par les trois points o, X-, /, et
que oa et ot prolongées coupent ce cercle en a' et t\ on aura ces deux
égalités,
on , ot ,
= aa\ — — — tt'.
al.ak ' tk.tl
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Par suite, en subsliluanl dans la iclalion (r), on aura à déterminer le rayon ocrtt' par la condition ( <l) tt' = na.
Or, on pourra toujours mener par le centre o et dans la région supposée un rayon ott' tel, que le segment tt' soit égal à aa\ pourvu que ak soit moindre que al. Sous cette restriction, on voit très-bien que si le rayon mobile ocr^ coïncidant d'abord avec oa , s'éloigne de oa en se rapprochant de o/, le segment intercepté tt' est d'abord supérieur à aa\ et va constamment en augmentant jusqu'à ce que le rayon mobile passe par le centre du cercle ohl. A partir de cet instant, le segment «'allant toujours en diminuant et tendant vers zéro , il est clair que le rayon mobile atteindra une position intermédiaire pour laquelle le segment tt' sera pré-
cr m
cisément égal à an' ; c'est-à-dire pour laquelle le rapport — sera égal à — •
D'ailleurs la restriction al > ak entraîne celle-ci :
oa oa m ah
— T<-p ou — <-y al ak n on c. q. f. d.
4. Définitions. — On appelle hélice, ou spirale , la courbe engendrée par un mobile qui parcourt une droite avec une vitesse constante , pendant que celle-ci tourne d'un mouvement uniforme et dans un [)lan invariable, autour d'un point fixe o qui coïncide avec la position initiale du mobile. Le point o est l'origine de l'hélice ; la droite qui joint le point o à un point de la courbe est le rayon de ce point, et la position initiale oc/. de la droite mobile est le rayon-origine. — Si l'on mène le rayon on du point a de la courbe, et que du point o comme centre, avec oa comme rayon , on décrive une circonférence , nous entendrons toujours , dans ce qui suit, que l'arc de cette circonférence compris entre le rayon-origine oa. et le rayon ort, est celui qui serait décrit par l'extrémité a du premier rayon , tournant autour de l'origine dans le sens du mouvement qui a donné naissance à la courbe, et venant coïncider avec le rayon oa.
■ Enfin, un rayon quelconqpie oa sépare le plan de la courbe en deux régions , celle des conséquents qui renferme la portion de spirale déjà décrite par le mobile , et celle des antécédents. Nous ne considérerons d'ailleurs dans ce qui suit que la première spire de l'hélice , décrite pendant la première révolution de la droite mobile.
Cela pQsé , la définition de la courbe conduit immédiatement aux conséquences suivantes :
5. Les rayons qui aboutissent à deux points de l'hélice sont entre eux comme les arcs interceptés entre le rayon-origine et chacun de ces rayons, sur une circonférence ayant pour centre le point-origine. [Des hélices , prop. 14.)
C. Si Pon considèiT dans r hélice trois rayons séparés par des angles égaux, le rayon intermédiaire est égal à la demi-somme des rayons extrêmes. (Prop. 12. )
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ConoLLAmE I. — Un arc quulcoïKpie de la courbe qui corresj^ond à un angle inférieur à -x droits, ayant son sommet à l'origine, est tout entier situé, par rapport à sa corde, du côté opposé à l'origine. '
Car, si l'on mène la bissectrice de l'angle aoh , coupant l'arc et sa corde en m et p. , on aura
r>(i + oh
et par suite, d'après le Lemme I,
om ]> nu..
En répétant la même construction pour les angles partiels anm., boni,..., on obtiendra de nouveaux points de la courbe , tous plus éloignés de l'origine que les points correspondants de la corde nb.
Corollaire II. — Le rayon qui aboutit en un point quelconque m de ^ l'hélice, est moindre que le rayon correspondant ot terminé à la tangente en un point a de cette courbe.
Car si l'on avait om ^nt, on verrait , en joignant la coi-de am , que l'on pourrait mener par le point n une infinité de droites comprises entre l'arc am et la tangente supposée at.
Corollaire III. — Toute tangente à t hélice ne rencontre celle-ci qu'en un point. (Prop. i3.)
7. Théorème I. — Le rayon oa rpii aboutit en un ]>oint a de la courbe, fait un angle obtus avec la portion de la tangente en ce point qui est dirigée du côté des antécédents. (Prop. 16.)
Démonstration. — Du point o comme centre, avec oa pour rayon, décri- >ons une circonférence. La portion de la courbe située du côté des antécédents tombera nécessairement hors de cette circonférence : il en sera donc de même (6, CoroU. II), à fortiori , de la portion at de la tangente à la courbe en «, dirigée vers les antécédents. Il résulte de là que l'angle considéré , oat , est droit ou obtus , et ne saurait être aigu.
Pour écarter la première hypothèse, supposons un moment que l'angle oat soit droit, at étant alors une tangente commune à l'hélice et à la circonférence oa. On établit facilement que par le centre o de la circonférence on peut mener une droite indéfinie ort telle, que le rapport au rayon on, du segment rt intercepté sur cette droite entre la circonférence et la tangente at , soit moindre que le rapport à l'arc y.a (compris entre le ravon-originc oa et le rayon oa), de l'arc ar intercepté entre le rayon oa et le rayon ort. (Prop. 5.)
On aurait donc pour ce rayon ort , qu(> nous supposons d'ailleurs dirigé
A'CrS les antrccdents ,
d'où
// arc (ir
or arcaa
of. ot arc a r or 0(1 arc a a
Mais, si l'on désigne par m le point de la courbe situé sur le rayon ort,
on aura ( 5 )
, , om arca/-
oa arcxrt
On aurait donc, en compaïaut (i) et ('i),
ot < om ,
ce qui montre , d'après le corollaire II du numéro précédent , que la droite at ne saurait être tangente à l'hélice. Donc l'angle oat ne saurait être droit ; donc il est nécessairement obtus. c. q. f. d.
8. Théorème II. — La tangentr en un point quelconque a de Phélicc intercepte sur In droite menée par Vorigine^ perpendiculairement cm rayon oa cpd aboutit au point de contact, un segment cPune longueur égale a Parc intercepté sur la circonférence décrite du point o comme centre , avec 0(1 comme rayon, par le rayon-origine oa. et le rayon oa. ( Prop. 20.) Démonstration. — En désignant par t le point d'intersection de la tangente en a et de la perpendiculaire au rayon (^a menée par le point o, il s'agit d'établir la relation
ot = zvccf.^a.
Première partie. — Supposons d'abord que l'on ait
( A ) ot > arc a (^ a ,
on pourra alors trouver une longueur n^i satisfaisant à la double inégalité
[a) arc y.fj a 'Co'^ <Cot.
Par suite, en abaissant 0/1 porpenfliculaire sur at , on aura
ah
oa
oa
oh
ot
oH
oa
(di
oh
oh
ou encore
On pourra donc toujours , d'après le lemme II , mener dans la circonférence aScr un rayon orc tel , que Ion ait
rc oa
— = — 71 ou en- o')
ar
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OU. en njoulant limité aux deux membres, on pourra mener un rayon o/t (el , tjue l'on ait
on "" iivc Af'fi
Or, en désignant par r' le point de la courbe situé sur Uî rayon orc , on a ,
d'après le n" 5 ,
, , or' arcaS^-//-
' ofi ixrcy.pd
On aurait donc par comparaison
ce qui est incompatible a\ec l'hypothèse que la droite trir est tangente à l'hélice [voir le n" 3 , coroU. II); on ne saurait donc avoir o/>arca^r/.
Deuxième partie. — Supposons , en second lieu , que l'on ait (A') o^<arca^rt.
On pourra alors trouver une longueur oO satisfaisant à la double condition [a' ) ot <CnO <C arc aS f/.
Par suite, en menant encore ofi perpendiculaire sur at , on aura
ah
on ,
7Ft ■
OU
oa ah
Donc, si l'on mène la droite at\ tangente en a au cercle a&r/, on pourra
toujours, d'après le lemme III, mener un rayon ocrt' tel, que l'on ait la
relation
er oa
at' "~ oô
(•}• at'
ou — = -7, 1 oa o H
OU enfin
cr arc aioa arcz^w'
puisque /-//'> i\rcc//' et que o5 <arcaSY/.
Si l'on retranche de l'unité les deux mem- ^^vf' bres de l'inégalité précédente, on trouve
oc arc oLpr oa arc a& n
D'ailleurs, si l'on désigne par c' le point de la courbe située sur le rayon on-, on a , d'après la pro[)Osition 5 ,
arc ap'".
on aurait donc, par la comparaison des relations (i') et (a'),
(3') oc <ioc\
co (jiii est incompatible avec Tliypotlièse que la droite art est fani^ente à rtiélice. Donc on ne peut supposer oi <arcaji(';. Mais il est déjà démontré que l'on ne peut supposer o^>arcafic/; donc on a
o^ — arcc.[5rt. (.. Q. F. D.
29. De la tangente à la courbe décrite par un point dont on connaît la loi des distances à deux foyers.
Piioiu.iiJlE. — Construire la tangente de la courbe représentée en coordonnées bipohdres par Vécpiation
/•.). + /•'./' = L, dans laquelle \ , /' désignent des nombres positifs et L une longueur donnée. Construction. — Que l'on joigne le point décrivant a aux deux foyers/, /' et que du point a comme centre, avec un rayon quelconque, on décrive l'arc mm' terminé aux rayons vecteurs /<?, fa : si l'on mène la corde mm\ et si on la divise au point n en deux parties réciproquement proportionnelles aux nombres >. , /',
nin y
la droite an sera normale en a à la courbe considérée.
Démonstration. — Menons tat' perpendiculaire à an ; poup démontrer que cette ligne est tangente à la courbe, il suffira d'établir :
i". Que la droite at n'a cjue le point a commun avec la courbe;
2°. Que la droite at laisse d'un même côté tous les points de la «ourbe.
Première partie. — Soit b un point quelconque de la droite at; joignons bf bf et abaissons /y-* î V respectivement perpendiculaires sur/r^, fa' prolongées au besoin ; menons également /y/ry , m' q' perpendiculaires sui la droite an. Les triangles semblables bap , am(f\ ba]>\ .-//«V/' donnent les relations
ap mq aj>' nuf
ab a m ab lun' '
et delà, ,en divisant membre à membre et en observant que — - = i, et
am
itKi mil '}.' (lue — rS --' — r- ^ r ? n \ lent m q m n k
iqi ).'
ap' >.
ou
( 1 ) '/ . ap — ).' . ap' — o.
D'ailleurs le point a appartenant à la courbe, on a (2) )..^/+V.«/'^L.
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Il vient donc, en rotnmchanl (i) (1(? ( -2 ) membre à membre,
il en résulte immédiatement
et celte relation montre (ine le point Ane saurait appartenir à la courbe. Obscivdtion. — Il poiirriiil inrixcr, pour une position du pointa sufTisam-
ment éloignée de a dans la i)artie at^ que le point y-» fût situé sur le prolongement de fif. Dans ce cas, en retranchant ( 1 ) de [i) et observant que <ij) est plus grand que (ij\ il vient
y.f ]''-')■. fp^' h,
qui entraîne encore la relation (4)- Deuxième partie. — Soit h im point situé d'une manière quelconque au delà de la droite t(it\ par rapport aux foyers/,/' : joignons fh^f'k (|ui cou[»ent tel' en //, //; et joignons///',/'//.
i''. Supposons A > >■'. On a , dans le triangle ////',
d où , à fortioii ^
l.M-hi'Jf^j.'./if:
et de là. en ajoutant )./// aux deux membres,
Et comme , le point // étant situé sur la droite ////', on a
le signe inférieur ayant lieu dans le cas unique où le point // coïnciderait avec le point a , il vient, dans tous les cas,
ce qui montre que le point /■ ne saurait appartenir à la courbe.
2°. On traiterait d'une manière syniétriqur le cas où l'on aurait )/> )..
RciiHiiquc. — La construction et la dénaonstration ([ui précèdent ont été données par Fatio de Duillier [Bibliothèque universelle et historique , tome V, 1687, page 25). On voit que la tangente y est considérée comme une droite n'ayant qu'un point commun avec la courbe . et laissant d'un même côté tous les points de celle-ci.
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II. — MÉTHODE DE ROBEIIVAL
30. Conception générale de Robcival sut- Iti description des courbes jxir /e mouvement d'un point ; sa solution du problème des tangentes par In compositiofi des différentes vitesses qui aninwnt le point décrivant. — Dans son Traité des mouvements composés (*), Roberval énonce, ainsi (lu'il suit, le principe qui sert de base à sa méthode et la manière générale d'ai)pliquer ce principe à la solution du problème des tangentes :
Axiome ou principe d'invention.
La direction du nioiivcinc/it (Cun point qui décrit une ligne courbe , est la touchante de la ligne courbe en cluuiue position de ce point.
Règle générale pour l'application de ce principe.
Par les propriétés spécifiques de la ligne courbe ( qui vous seront données)^ examinez les divers mouvements <pC a le point cpd la décrit à l'endroit où vous voulez mener lu touchante : de tous ces mouvements coitijmsés en un seul, liiez la ligne de direction du mouvenwnt composé , vous aurez la touchante de la ligne courbe.
31. Application tnix cycloïdes et aux roulettes. — Soit M un point de la courbe engendrée par le mouvement d'un point invariablement lié à un cercle a' amni' qui roule sur une l)ase (pielcon(iue xy^ droite ou courbe, ('onsidérons le mou\ement de la circonféience mobile par lequel l'arc infiniment petit aa' de cette circoniérence s'enroule sur la base xr. Ce mou- \<>ment aura pour effet : i" de communiquer à chaque point M invariablement lié au cercle un mouvement de translation parallèle à l'élément actuel aa' de la base , et dont la vitesse MV sera proportionnelle à l'arc aa'\ i" d"imi)rimer au même point M un mouvement de rotation autour du centre o^ par lequel il tournerait autour du point o d'un angle Mo<'' = mom' = aoa\ la vitesse de ce second mouvement étant proportionnelle à l'arc inhniment petit Mv' et dirigée suivant une
droite perpendiculaire à o M; soit M V cette seconde vitesse com])osante. Si donc sur les deux lignes MV, MV on construit un parallélogramme , la diagonale MU de ce parallélogramme sera la tangente cherchée. Or joignons aM. On a, dans le triangle MVU,
MV _ MV _ arc aa' _ arc mm' _ om _ on VU ~ MV ' ~ ar^Ti^ ~ arcMV ~ ÔM~ oM
(*) Divers oin'i-a^es de Malhémaliifues el de Physifjiip , par MM. de l'.lcailéniic. des Sciences , page 8o. Le Traité des Muuveiiu'itis co'vpust's fut rédigé par un gentilhomme l)ordelais, d'après les leçons qu'il avait reçues de Roberval sur cette matière. Celui-ci revit d'ailleurs ce traite avant que de le lire devant l'Académie des Sciences, et écrivit en marge quelques observations critiques, qui ont été conservées dans l'ouvrage dont nous extrayons ces détails, el qui portent d'ailleurs sur la lormc el non sur le l'ond même des démonslraLions.
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Les deux triangles ;\IVU et aoM gont donc semblables, comme ayant un
angle égal ( V = o) , compris entre des côtés proportionnels. Donc , puisque les premiers côtés MV , VU du premier triangle sont respectivement perpendiculaires aux côtés rto, oM du deuxième côté, le troisième côté MU du premier est pareillement perpendiculaire au troisième côté «M du deuxième. Donc la tangente en un point (juclco/Kpie d'une roulette est perpendiculaire à la droite qui joint le point décrivant au point de contact correspondant de la ligne mobile sur la ligne fixe.
32. Insuffisance de la méthode précédente. — Applications vicieuses (pu en ont été fentes y quoicpie sans erreur définitive , à des exemples auxquels elle doit rester étrangère. — Quelque élégant que soit le principe précédent, on reconnaît cependant que les applications de la méthode qui en résulte se bornent à quelques cas spéciaux tels que celui que nous venons d'examiner; la détermination des différentes vitesses animant le mobile qui est supposé décrire la courbe , offrant en général de grandes difficultés. Notre sujet présente même cette particularité curieuse, que sur les quatorze exemples auxquels Roberval applique sa méthode, les seuls exemples de la roulette et des lignes spirales (spirale d'Archimède, conchoïde) sont bien choisis : ils sont du moins les seuls dans lesquels on puisse apercevoir d'une manière bien claire que Roberval a exactement appliqué le principe dont il était pourtant l'inventeur. Dans tous les autres cas, il parait confondre les vitesses composantes du mobile, suivant deux directions, avec les projections de la vitesse totale sur ces directions; et ce n'est que [tar une sorte d'accident géométrique, si nettement mis en lumière par M. Duhamel dans son Cours de Géométrie infinitésimale à la Sorbonuc, que celte confusion n'entraîne aucune inexactitude dans la construction définitive des tangentes aux courbes qu'il considère. Il arrive, en effet, pour toutes ces courbes, que les vitesses composantes du point décrivant sont égales, et, dans ce cas, la direction du mouvement résultant n'est pas changée par la substitution erronée des projections de la vitesse totale aux vitesses comjiosantes elles-mêmes.
Rapportons, afin de légitimer ces assertions, la construction de la tangente à rii}'i»erlu>le donnée par Roberval à la page 82 de l'ouvrage indiqué : A ^/ B étant les foyers de la courbe et f le point qui décrit V hyperbole, en cpielcpie lieu rpie se prenne le point f, il a deux mouvements : l'un par lequel il s'éloigne de A le long de la ligne AL , l'autre par lequel il s'éloigne de B le long de la ligne BD. Puis donc qu'il s'éloigne également de A et de B et que 1rs deux directions sont f h, /D, ayant fait un rlionibe duquel l'angle soit DfL , c'est à savoir ayant divisé l'angle DfL en deux parties égales...^ la bissectrice de Vanglc D/L sera la tangente cherchée.
Mais, comment Roberval aperçoit-il l'égalité des vitesses composantes suivant A./, B./ ? Très-probablement en confondant les chemins élémen-
taires qui corrospondenl à ces vitesses composantes, avec les projections fp, fq^ sur leurs directions , du chemin élônuintaire /'/ ' décrit dans lo mouvement réel. Car si l'on voulait démontrer rigoureusement l'égalité des vitesses composantes fp', y*/', il faudrait, en s'appuyant sur la propriété fp = fq , qui résulte do la définition de la courbe , établir d'abord que la di- _ rection-1 imite de l'élément de chemin //"', ])arcouru par le point décrivant, divise l'angle A/B en deux parties égales; ce qui rendrait ensuite inutile la composition des vitesses. La direction de la tangente aurait donc servi à déterminer le rapportdes vitesses composantes, tandis que le contraire aurait dû avoir lieu.
§ III. — Des tangentes aux couubes DÉcurrES v\n les oiFFÉnENTS points d'une figure plane donnée qui SE meut dans son plan.
33. Définition gcnérnle des roulettes. — Métliode de Descartes pour lit description des tangentes à ces courbes. — Expression de Félénient rectiligue ou supcj-ficicl de In courbe cfui résulte de Pemjiloi de cette tuct/iode. — La méthode dont nous allons nous occuper a été imaginée par Descartes à l'occasion du problème des tangentes à la cycloïde.
Supposons qu'une courbe plane (C), entraînant dans son mouvement un point w qui lui est lié d'une manière invariable, roule sur une courbe fixe (C) située dans le môme plan ; dans ce mouvement le point in engendre une ligne appelée roulette; et la ligne fixe (C) est a|)pelée la base de la roulette : cela posé, il s'agit de construire la tangente en un i)oint (|uelconque de la roulette.
A cet efl'et, substituons avec Descartes, aux deux courbes (C) et (C) deux polygones (P) et (P') équilaléraux et d'un nombre très-considérable (le côtés; la longueur commune des côtés étant la même pour les deux polygones et d'ailleurs infiniment petite. Soient abc. . .M/, a'b'c'. . Ji'A'l' ( (>s deux i)olygones que nous supposerons actuellement en contact suivant les côtés al, a' l' , et soit en outre m la position correspondante du point décrivant, invariablement lié au polygone a'b'c' . . Ji'A'l'. Le mouvement du polygone mobile (P'), qui a amené le côté l'a' en contact avec la, continuant , aura pour effet d'amener le côté suivant a'b' en contact avec son égal ab , en faisaiU tourner la figure (P') tout entière autour du point n
(ou a') d'un angle égal à bab'. Le mouvement élémentaire de la figure (P'), dans son passage de la position actuelle à la position suivante, n'est dont qu'un mouvement de rotation de toute cette figure autour du point a , extrémité commune des éléments la, l'a' actuellement en contact. Le |ioint nt participe en particulier à ce mouvement et décrit le petit arc de • ercle mm' ayant pour centre le point a. La tangente à la courbe décrite pale point /Il esl (hm- j>crpendiculaire à la droite qui le réunit au point a.
La même construction ayant lieu quelque petits que soient les côtés des deux polygones que nous avons substitués aux lignes (C) et (C), aura lieu aussi à la limite , c'est-à-dire quand on considérera le roulement de la courbe (C) elle-même sur la courbe (C). Donc la normale m un point quelconque d'une roulette aboutit , à cluuiuc instant , au point de contact correspondant de la ligne mobile sur la ligne fjcc.
Scolie 1. — Les méthodes modernes pour la description des tangentes se séparent surtout en ceci de la méthode des géomètres anciens : que les premières conduisent toujours à l'expression , plus ou moins simple et plus ou moins utile d'ailleurs, de l'arc élémentaire de la courbe dont on sait construire la tangente; tandis que la marche même suivie par les anciens les écartait nécessairement d'un pareil résultat qui, tout secondaire qu'il soit dans le problème actuel, a cependant en lui-même une grande importance.
Or la méthode précédente est précisément l'une de celles qui conduisent à l'expression la plus utile de l'arc élémentaire de la courbe.
Désignons, en effet, par z et l' les angles de contingence en a et «'des deux polygones (P) et [P') qui ont été substitués aux courbes (C) et (C).
s = bat, t' = b'd t [at OM a' t étant le prolongement commun de la et
de l'a'). L'angle de rotation ùab' e&l égal à la valeur absolue de l'expression £ ± e', le signe + ou le signe — ayant lieu suivant que la ligne mobile roule sur la convexité ou sur la concavité de la courbe fixe; et
comme l'angle m a m' est égal à bab', on a d'abord, en désignant par ;-la distance nm ,
arc /«///= ± r[i ± î'),
d'où, en divisant par ab = a'b'.
ab \ab a' b'
Et de là, en passant aux limites et observant que -j et — ,- ont pour limites - et -, (p et p' désignant les rayons de courbure en a de la courbe
mobile et de la courbe fixe), on a, en appelant ds et r/a les différentielles correspondantes des arcs de la courbe mobile et de la roulette,
Scolie II. — La même méthode fournit encore l'expression de 1 aire élémentaire de la roulette, cette aire étant l'espace compris entre l'arc mm' de la roulette, l'arc correspondant ab de la courbe fixe et les droites am , bm' .
Car cette aire se compose : i" du secteur circulaire amm' qui a pour
expression ± - r''{z ± a'); %" du secteur m'ab^ qui n'est autre chose que
lo secteur ma' h' transporté dans une position infiniment voisine. Donc, en désignant par dh , d\ , ds les différentielles correspondantes de l'aire de la roulette, du secteur ayant pour sommet le point décrivant et pour base l'arc enroulé de la courbe mobile, et de l'arc enroulé de la courbe fixe , on aura
( II ) dK = d\ ±.- r'-(-± iA ds ,
le signe ± qui est devant le dernier terme du second membre ayant pour objet de rendre ce terme additif dans tous les cas.
34. Théorie des centres instantanés de rotation. — Le mouvement d'une figure plane, de forme et de grandeur invariables, qui se déplace dans son plan , et plus généralement le mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe, ont été étudiés par plusieurs géomètres, et notamment par Euler et par MM. Poinsot et Chasles. Leurs travaux ont produit ce qu'on appelle aujourd'hui la théorie des centres et axes instantanés de rotation , dont nous allons exposer les principes.
Théorème L — Le mouvement élémentaire d'une figure plane de forme et de grandeur invariables, qui se déplace dans son plan, est toujours un mouvement infiniiiwnt petit de rotation autour (Pun certain point fixe du plan.
Le mouvement élémentaire de la figure est à chaque instant le mouvement infiniment petit par lequel cette figure passe de sa position actuelle à la position infiniment voisine qu'elle occupera dans l'instant suivant.
Démonstration. — Soient / et /' les positions occupées par la figure mobile F à deux époques quelconrpies de son mouvement, /;/«, m'n' les deux positions occupées , dans / et /', par une même droite MN de la figure F ; et rt le point d'intersection des droites w«, m' n'.
\°. Considérons le point a comme un point de la figure mobile F dans sa première position /. Quand F passe de /en/', la droite MN passe ellemême de mn en m' n\ et le point a de mn vient quelque part en rz, sur m' n' .
2°, Si, au contraire, nous considérons le point <? comme un point de la figure mobile F dans sa position /', nous verrons que F revenant de/' en/ la droite MN revient elle-même de m' n' en mn, et que le point a de m' n' revient quelque part en <7^ sur mn.
On voit donc , d'après la définition des points a^ et a^ , que dans le passage de la figure mobile de la position /à la position/', les points /^/^ et a de mn viennent respectivement coïncider avec les points a et «, de m'n'; et comme dans ce mouvement la figure reste invariable de forme
et de grandeur , on a l'égalité
a^ a = (iit^ .
Donc, si Ion mène par les milieux de lï^a , «iv, des perpendiculaires respecti\es à ces droites, lesquelles se coupent en o, le point u sera le centre d'un cercle passant par r/„, a et a^, et l'angle a^oa sera égal à l'angle ana^. Il résulte de là que l'on peut amener la droite A„A de la ligne F de la position a^a à celle de ««, , et par suite la figure F ellemême de la position /à la position/', par une rotation de toute la figure/autour du centre o; l'angle décrit dans cette rotation étant a^oa. Donc
Si Von considrre un déplacement fini (iiiclcumjuf: (fiinc figure dans Sun plan , on peut toujours amener cette figure de la première position à la dernière, en faisant tourner cette figure , prise dans la première position, (P un angle déterminé autour d\in point convcnalilement choisi dans son plan.
Dans cette substitution on n'a d'ailleurs égard qu'aux positions extrêmes et nullement aux positions intermédiaires de la figure mobile , qui ne sont pas reproduites , en général, dans le mouvement de rotation dont nous parlons. Le théorème précédent ayant lieu pour un mouvement fini quelconque de la figure F, aura encore lieu pour le mouvement élémentaire qui amène cette figure de la position / à la position suivante f ; mais alors toute restriction au sujet des positions de la figure mobile, intermédiaires à /et à /', disparaît, et l'on trouve le théorème énoncé.
Définition. — Le centre autour duquel s'effectue la rotation infiniment petite qui constitue, d'après ce qui précède, le mouvement élémentaire do la figure, reçoit le nom de centre instantané de rotation.
Tjiéorème il — Une figure F étant animé» dans son plan cVun mouvement continu quelconque , ce mouvement pourra toujours être produit parle roulement sur une ligne fixe [o) ^ d'une ligne (w), invariablenwnt liée à la figure F, et Pentraintait dans son mouvement.
Démonstration. —Décomiiosons^ en effet, le mouvement fini de la figure F dans ses mouvements élémentaires successifs qui sont, comme nous l'avons vu, des mouvements de rotation mesurés par des angles infiniment petits /•, /•', r",. . . , s'effectuant autour dos centres instantanés successifs o , o\ o", . . . Ces points se succèdent dune manière continue , si le mouvement de la figure est lui-même continu, ce que nous sujtposons essentiellement, et forment une ligne polygonale à côtés infiniment petits qui se transformera à la limite en une courbe [o).
Or, considérons cette ligne polygonale oo' <>"... , et désignons par c\ c", c'", . . . , ses angles de contingence en o', o'\ o"\ . . . Par le point o, autour duquel s'effectue la rotation initiale de la figure, menons une ligne polygonale ow'w"w"'. .., ou ww' w" w'". . . , dont les côtés successifs ojo)', w'w", w"w"', . . . , soient respectivement égaux aux côtés ort', o' o\ o"o"',. . ., et telle, en outre .
i" Que ww' ou OM fasse avec oo' un angle égal au premier angle de rotation r;
ï° Que les angles de contingence •/', 7", 7'", . . . , en w', w", w'", . . . , soient définis par les équations
Enfin regardons laligne ww'w". . ., ainsi définie, comme invariablement ■ liée à la figure F, nous allons constater facilement que le mouvement de la figure F produira le roulement de la ligne ww' w". . . sur la ligne 00' o"
En effet , dans ses déplacements successifs , 1°. La figure F tourne d'abord autour du point o d'un angle égal à r; cette rotation amène donc &>&>' sur son égale 00', le point w' venant en o'; l'angle que fait alors w'w" venue en w',w" avec o' o" est égal à la somme (•'-t-7' des angles de contingence en o', w', c'est-à-dire est égal à r' :
^jj. .7.7 ^ 1 • ,
1°. La figure F tourne ensuite autour du pomt n (ou w',) d'un angle égal à /•'; cette rotation amène donc &>',«" sur son égale o'o", le point w" venant en o", et l'angle que fait alors &i"w"', venue en w'j w'j , avec o" o'" est égal à la somme c" + 7" des angles de contingence en 0" et &i", c'est-à-dire égal à r" ;
3°. La figure F tournant ensuite autour de o" (ou w") d'un angle égal à r", cette rotation amènera encore le côté &)" oj'" sur son égal o" o"\ et ainsi de suite.
On voit donc que si l'on passe à la limite et que l'on désigne par (o) et ( w ) les courbes limites des polygones 00' o". . . , &jw' w", . . , /t- mouvcnient considéré de la figure F produit le roulement , sur la courbe ( o ) , de la ligne (w) invariablement liée à la figure F. Donc, réciproquement, le mouvement considéré de la figure F peut être produit par le roulement sur une ligne fixe (o), d'une ligne (w) invariablement liée à la figure F et Pentraùiant dans son mouvement. c. Q. F. D.
Remarque. — Le. mouvement de la figure F étant connu, on peut, comme nous le verrons , déterminer à chaque instant la position du centre instantané de rotation , et déterminer par suite , sur le plan immobile dans lc(piel se déphue la figure F, la courbe (o) , lieu des centres instantanés de rotation. Quant à la détermination de la ligne (w) par ra[)port à la figure F à laquelle elle est invariablement liée, voici, d'après M. Chasles , la manière dV parvenir : Regardant la figure F comme située dans un plan mobile, distinct du plan immobile de la ligne (o), et simplement superposé à celui-ci , on imaginera à chaque instant que le centre actuel de rotation [considéré comme appartenant spécialement au plan immobile de la ligne (o)] imprime sa trace sur le plan de la ligure mobile; le lieu de ces traces sera la courbe rhorchée [m 1.
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Scolie. — Les théorèmes précédents cl leui's démonstrations s'appli- (jucnt , sans aucune modilication , au mouvement d'une figure sphérique quelconque qui se déplacerait sans sortir de la sphère où elle est tracée : les nouveaux théorèmes qui en résultent servant de base, comme on sait, à l'étude du mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe.
35. Usages de In théorie précédente dans le problème des tangentes. — Examen des trois cas qui peuvent se présenter. — AjipHcations. — La théorie des tangentes et celles des courbes enveloppes, se prêtant ici un mutuel appui, nous indiquerons simultanément, et par anticipation sur le chapitre suivant, les applications de la théorie précédente aux deux problèmes des tangentes et des courbes enveloppes.
Qu'une figure F, de forme et de grandeur invariables , se meuve dans son plan et que l'on considère les courbes décrites dans ce mouvement par plusieurs points M, M', M", . . . , de cette figure. Soient w, ///', «/", . . . , les positions correspondantes ùt% points décrivants, à une époque quelconque du mouvement. Le mouvement élémentaire suivant de la figure sera un mouvement infiniment petit de rotation autour d'un centre o, en vertu du(|uel les points ///, m\ m", ... , décriront de petits arcs de cercle ayant pour centre commun le point o ; donc ,
1°. Les normales aux cnur-bcs décj des jxir les dijférents points de la figure mobile, menées en des points correspondants c/^ ces courbes, vont toutes concourir en un même point o, cpd est le centre instantané de rotation correspondant à la position considérée de la figure mobile.
Dans ce môme mouvement , la droite qui joint deux points quelconques de la figure mobile, demeure dans son déplacement infiniment petit, à la même distance du centre... o ; elle demeure donc tangente à un cercle ayant poiu* centre le point «, et, par suite, le point où cette droite touche son enveloppe est le pied de la perpendiculaire abaissée du i)oint o sur cette droite; donc,
i". Les nornudes aux courbes cnveloj)pécs par les diverses droites de la figure mobile, menées en rfev yw//;^v correspondants de ces courbes, vont toutes concourir en un même point o, centre instantané de rotation.
CoROLLAinE. — U résulte de ces deux ]>ro])ositions tjue si, dans le mouvement tf une figure donnée , on connai't à chaque instant :
I . Soit le mouvement de deux points de cette figure, c'est-à-dire les normales aux lignes que décrivent ces points ;
1. Soit le mouvement d'un seul point de la figure et le point où une droite de cette figure touche son enveloppe ;
3. Soit enfin les points où deux droites de la figure touchent leurs enveloppes respectives ;
On pourra, pour chaque position de la figure mobile, déterminer le centre instantané de rotation qui sera fourni par l'intersection de deux droites connues; et ce point une fois déterminé, on sera en état de construire les tangentes aux lignes décrites par tous les autres points de la ligure mo-
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Itilo, ainsi que los points où les difftVentcs flroitos de cotte lignre toucliont leurs enveloppes respectives.
APPLICATION.S
i'. Considérons, eu premier lieu, le mouvement d'une droite AB, de longueur constante , dont les extrémités A et B glissent sur deux axes rectangulaires C.r, Cj; on voit, soit d'après la théorie précédente , soit par des considérations géométriques directes : i" que l'ellipse (itiih, décrite par un point quelconque /« de la droite AB, n'est autre chose qu'une épicycloïde raccourcie (ou allongée), engendrée par un point w invariablement lié à la circonférence oACB qui roule intérieurement sur la circonférence x-oj de rayon double; et ce résultat nous sera utile dans la suite ; i° que la ligne enveloppe de la droite mobile AB est une épicycloïde engendrée par le point t de la circonférence otc roulant intérieurement sur la circonférence xoy de rayon quadruple.
i'. Si l'on considère , en second lieu , la courbe décrite par l'extrémité B d'une droite AB , de longueur constante , qui tourne autour d'un point fixe ou qui demeure tangente à une courbe donnée , et dont la seconde extrémité décrit une ligne directrice donnée, on rentrera clans le second des cas énumérés plus haut; et l'on parviendra facilement à la construction connue de la tangente à la cnnclioïdc décrite par le point B.
3'. Si l'on considère enfin le mouvement d'un triangle donné ABC, dont deux côtés /; et c demeurent tangents à deux circonférences fixes de rayon S et 7, on établit facilemeat que le troisième côté a demeure tangent à une troisième circonférence déterminée, de rayon a; et que l'on a cette relation
S désignant la surface du triangle mobile. {Noih'cUcs Annales de Mnthénintùjuc.s , 1 853 , page 68. )
§ IV. — DÉFIiNITION UE LA TANGENTE D'APRÈS LES GÉOMÈTRES MODERNES. —
Applications.
30. Solutions (lu prohlciuc des tangentes (V après Desem-tes , Fermât et Bonmv. — Dernière définition de la tangente.
I . Dans sa seconde solution du problème des tangentes. Descartes imagine qu'une sécante tourne autour d'un point fixe pris sur le plan de la courbe, de manière que les deux extrémités de l'une des cordes qu'elle détermine dans la courbe se rapprochant de plus en plus l'une de l'autre, viennent enfin se confondre : à cet instant, la droite mobile est tangente à la courbe, et Descartes détermine son équation d'après cette condition
que l'équation
dont les racines représentent les abscisses des points communs à la courbe
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f{.r,Y)'-=o, ot à la tangente cherchée >= r/.r + /;, ait deux racines égales. Cette condition s'exprime par une relation entre n et h, et cette relation , jointe à telle condition de description qu'on voudra imposer à la tangente cherchée, permet de la déterminer complètement.
Il résulte immédiatement de cette règle analytique que la solution de Descartes nest actuellement applicable qu'aux courbes algébriques. Elle exige en effet que l'on puisse exprimer l'égalité de deux des racines de l'équation
/(.r, ax -\- b) = o,
ce qu'on ne sait faire encore que dans le cas où cette équation , et par suite l'équation de la courbe /(.r,r) = o, est algébrique. La solution de Descartes, comparée à la solution actuelle par l'emploi des dérivées, présente donc une infériorité notable. Elle a toutefois ses avantages propres dérivant du principe analytique qui lui sert de base; ils n'ont pas été signalés, que je sache , et consistent en ce que la détermination de la tangente à une première courbe peut conduire à la construction des tangentes de plusieurs autres courbes. Pour citer un exemple à l'appui de cette assertion , considérons les deux équations
( 2 ) a'n\f + { jr - a' m' ) .r' = a' [p' - a'm').
On sait, par la résolution préalable du problème des tangentes pour l'ellipse, que si x^y représentent des coordonnées rectilignes, la droite représentée par la première équation est tangente à l'ellipse que représente la seconde; car l'équation qui résulte de l'élimination de r entre les deux proposées, admet deux racines égales. Or, ce fait analytique étant indépendant de la signification géométrique attribuée aux variables x et j, subsistera encore si on les regarde , par exemple , comme représentant des coordonnées bipolaires. Dès lors , les nouvelles courbes représentées dans le nouveau système par les mêmes équations ( i ) et ( 2) , auront encore deux points communs réunis en un seul, et auront par suite même tangente en ce point. Par suite , si l'on sait construire la tangente de l'une de ces courbes , on saura par cela même construire la tangente de l'autre. Or, dans le système actuel, l'équation (2) représente un cercle. On saura donc construire la tangente de la courbe à deux foyers que représente l'équation (1). On parvient en effet, en suivant cette voie, et par un calcul assez simple, à la construction déjà donnée à la page 5i.
2. Fermât et Barrow employèrent, pour résoudre le problème des tangentes, un môme principe et des procédés analytiques à peu près ideiitiques. Ainsi, Fermât prend sur la tangente un point infiniment voisin du point de contact, et le regarde comme appartenant à la courbe. Cette supposition , qui détermine géométriquement la tangente , en assignant un second i)oint par lequel elle doit passer, lui permet d'arriver à l'expression de la sous-tangente par des procédés analytiques qui sont précisément ceux du calcul différentiel.
La manièro de Barrow, quoique revenant pour le fond à celle do Fermat, paraît plus lumineuse : il considère le triangle formé par une corde infiniment petite et par les parallèles aux axes des x et des y menés par les extrémitésde cette corde; et il rei^'arde ce triangle comme semblable à celui que la tangente et l'ordonnée déterminent sur l'axe des .r. Cette similitude lui fournit, pour le rapport de la sous-tangente à l'ordonnée, une c\i)ression dont il calcule la valeur par des procédés analogues à ceux de Fermât.
On voit que, pour ces deux géomètres, la tangente a deux points communs avec la courbe; ces points sont infiniment voisins l'un de l'autre, mais ils ne sont pas actuellement confondus en un seul , comme ils l'étaient dans la solution de Descartes.
3. Ces modifications successives de la définition de la tangente ont enfin conduit à la définition actuelle d'après laquelle /r//(7/?^^rt?<? m un point d' une courbe est la limite vers laquelle tend la direction d'une sécante que l'on fait tourner autour de ce point, de manière qu'un second point d'intersection de la sécante avec la courbe se rapproche indéfiniment du premier.
Combinée avec les principes du calcul différentiel , elle conduit immédiatement aux formules suivantes, les plus usitées :
dv dw
tangx = -^ -, tang x = /■ —- ,
sin / _ dr sin /' dr'
La dernière suppose la courbe rapportée à un système de coordonnées bipolaires r et r', et donne la relation qui existe entre les angles / et /' que la normale fait avec les rayons vecteurs r et /'.
Scolie. — La définition de la courbe fournit quelquefois , pour une sécante quelconque, une propriété géométrique simple qui conduit facilement alors k la propriété caractéristique de la tangente.
Prenons pour exemple l'ellipse de
-4^ 'Jl^ K^ f- Cassini; soient f, f ses deux foyers
\ // ,-''~.^ \i ^^' et »w une sécante ([uelconquc : joi-
^^-/^^ ^^''' gnons fm , f'm ; fn , f'n. On a , d'a-
près la définition de la courbe,
,. ^, ,. j., fm {' n
lui. 1 ni — in. i //, ou -jT- — -^, — ■ ■ ■ ■ .//' / "'
Si donc on construit les bissectrices des angles intérieur et extérieur en /et en/', à savoir /A et/r,/'^' et/'r', on aura
cm c' n en r' m d'où
( I ) cm = c' n.
Or celte propriété d'une sécante quelconque conduit très-simplement à
la construction de la tangente. Car si l'on suppose que le point n se rapproche indéfiniment du point w, les bissectrices intérieures//.', f b\ tendront à se confondre respectivement avec les rayons vecteurs //«,/*/« ; les bissectrices extérieures, qui sont perpendiculaires aux premières, tendront à coïncider avec les droites je , /' r' perpendiculaires aux rayons fm,f'iti\ et, par suite, l'égalité (i) prise à la limite exprime que la portion de la tangente en m, comprise entre les droites /<",/r', est divisée par le point de contact en deux parties égales. (Steiner , Journal de Crellc )
APPLICATIOX.S.
37. Cous t fil ire In tangente h la courbe décrite pai un point dont on connaît la loi des distances à plusieurs foyers .
Soient (i) F(r,,/-,,...) = o,
et
(2) «, dr^ +a^dr^+... = o ,
la relation donnée entre les distances du point mobile m à des points fixes ou foyers/, ,/,... situés dans le plan où il se déplace , et la relation qui en résulte entre les différentielles des coordonnées focales du point m. Soient mt et nm la tangente et la normale cherchée ; mm' la corde qui joint le point m à un point voisin pris sur la courbe ; /«N la perpendiculaire à cette corde. Si l'on désigne en général par i^ un infiniment petit du second ordre, et par Ar, , A/-j , . . . , les accroissements (positifs ou négatifs) des coordonnées focales r, , r, , . . . , dans le passage du point m au point voisin /// do la courbe,, on sait qu'il existe entre ces accroissements la relation
(3) rt-, Ar, + r/,Ar, -+-... 4- £'=0.
On trouve facilement d'ailleurs les expressions
A/-, = mm'. sinN/»/ + e' , A/- = /rtw'.sin Nw/ + £2 ,
qui fournissent, en grandeur et en signe, \es valeurs de A/-, , Ar^ , . . . , pourvu que l'on regarde les sinus rjui entr-ent dans ces e.rpressions comme positifs on négatifs, suivant que les angles correspondants tombent à gauche ou à lû-oite de la perpendiculaire ni}i. Substituant ces %aleurs dans la relation (3) et divisant tous les termes par mm', il vient ( 4 ) a^ sin N //// + f'^ sin N nif +...+; = o.
Or si Ion suppose maintenant que le point /;/' se rapproche indéfiniment du point m, la perpendiculaire /«N à la corde mm' se rapprochera indéfiniment de la normale cherchée mn . et en même temps s tendra
SKCOM)K PARTIE. G 5
vers zéro, on aura donc , en passant à la limite.
(5) c/| sin ni)ij\ -\- a., sin ninf.^ + ... = o.
Cette relation , dans laquelle r/, , a., ... sont des nombres connus, pouvant être positifs ou né.;i;atifs, conduit facilement à la construction de la normale. Car un terme quelconque du premier membre, ^/, sin nwj\ , par exemple, représente , en grandeur et en signe , le moment par rapport à la normale mn d'un poids égal à la valeur absolue de «, , situé à une distance égale à l'unité du point /«, sur le rayon ////, si //, est positif,' ou sur son prolongement/, m , si i(^ est négatif. La relation (5) exprime donc que la somme algébrique des moments, par rapport à la normale vin, de tous les poids r/, , <-/, ... situés comme nous venons de le dire, est égale à zéro; et par suite, que la normale ///// passe par le centre de gravité de ces poids. On a donc cette construction :
Joimb'c le point décrivant à chaque foyer tel ([ue f].\ sur ta droite résultante , si le nombre a,, est positif, ou sur sort pj-olonge nient s'il est négatif et à une même distance du point m , placer un poids égal à la valeur numérique de a,. ; chercher enfin le centre de gravité de ces poids et le yjindre au point m par une droite qui est la normale cherchée. [Analyse des infiniment petits du marquis de l'Hôpital, prop. lo.)
Observation. — Il est facile de voir que , dans' la construction précédente, les signes des différents termes de la relation (5) sont reproduits avec fidélité par les signes des moments, par rapport à la normale, des poids correspondants. Considérons, en effet, les termes a, sin nmf et «2 sin nmf.
i". Si les sinus sont de même signe, ainsi que les nombres a^ et r/,
les termes considérés auront le même signe dans
la relation (5). Or les sinus ayant le même signe,
les rayons ////, , mf sont , d'après une observation
t faite plus haut , situés du même côté do la normale
mn ; et , les nombres r/, , a^ ayant le même signe ,
les poids r/, , rtj sont, d'après la construction, si-
/ i„ tués tous deux sur les rayons mf , mf eux-mêmes
' (si r/, et a.^ sont positifs), ou tous deux sur leurs
j)rolongements/i///, /,/« (si a^ et a^ sont négatifs). Les poids c/, , a.^ sont
donc, dans tous les cas, situés du même côté de la normale w«, et leurs
moments sont de même signe, ainsi que les termes correspondants de la
relation (5).
2°. De même , si les sinus sont de signes contraires et les nombies <v, , a^
de même signe , les termes considérés seront de signes
contraires dans la relation (5). Or, les sinus étant de
signes contraires, les rayons /«/", mf sont situés de
part et d'autre de la normale mn; et les nombres
rt, , a., étant de même signe, les poids a^, a^ sont si-'
tués en même temps sur les rayons eux-mêmes, ou
sur leurs prolongements. Ces poids sont donc, dans
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tous les cas, silut^s do part et d'autre de la noiinale nin ^ et leurs moments, par rapport à cette droite, sont de signes contraires, ainsi que les termes correspondants de la relation (5); etc., etc.
CoROixAiRE I. — La construction précédente est encore applicable au cas où le mouvement du point décrivant m est défini par la relation qui existe entre les distances de ce point à plusieurs courbes fixes C, , C,..., ces distances étant comptées sur les normales à ces courbes menées par le point m. On démontre aisément, en etfet, (jue la tangente en m au lieu considéré est la même que la tangente à la courbe auxiliaire (jne décrirait un second mobile partant du point m et se mouvant d'après cette condition , qu'entre les distances de ce point aux pieds actuels des normales abaissées du point m sur les courbes données, considérés comme des points fixes , il existe une relation identique è la i)rcmière relation donnée.
CouoM.MRE II. — La construction de la tangente d'un lieu géométrique déterminé, dont l'espèce est encore inconnue, permet quelquefois de découvrir la nature de ce lieu. Ce résultat est d'ailleurs un accident géométrique heureux, ne se produisant guère que dans le cas où la courbe inconnue est une circonférence. Sujjposons, par exemple, qu'il s'agisse de consliuirc la tangente h la courbe , lieu des points m , tels que la somme des carrés des tangentes menées de cliaciin d'eux à n circonférences situées dans le ménic plan , ait une valeur constante. Si l'on désigne (Hir /', , /■.,,••• 1 '■« l^s distances de l'un des points du lieu m , aux centres r,, <•.,,..., c^^ des circonférences données , on aura, entre ces distanci^s et leurs diflérentielles , les relations
''i + '"î -t- • • • + r\ -- (constante et
r^ . dr^ + /■„ . dr.^-^ ...-(- r^ . a'r^^ = o.
On devra donc , pour construire la normale, joindre le point m au centre ,„ de gravité des poids /•, , /*,,..., ^„ appliqués à la
~'"r^"~" "^ même distance du point m sur les droites /w, ,
x' i\ i- mc^, . . . , «/c„. Or, le moment, par rapport à une y' " "T V*\r droite quelconque issue du point m, du poids /\ '^,/ gi \ ' ' est égal au moment par rapport à la même droite
~~"- V d'un poids auxiliaire égal à l'unité et qui serait
'(' - placé en ^^ (on supj)Ose mr^ — mr., = . . , = i). Il
en résulte que le centre de gravité G des i)oids r, , r^,. . . ,r„ et le centre de gravité g des centres r, , c.,,. .., r„ considérés comme des points matériels égaux, sont situés sur une même droite passant par le point ///. Donc la normale à la courbe décrite par le point m passe à ch&que instant par le centre des moyennes distances des points Cj , c^ , . . . , ^ „ , centres des circonférences données. La courbe déoite par le point m est donc une circonférence, et le centre de cette circonférence se trouve en même temps déterminé.
liei/uin/ue. — Le problème général ([ue nous \enons de résoudre fut
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proposé par de Tscluniluuisen [Mcdicinœ nic/itu purs sccunda , p. 74) et généralisé par Fatio de Duillier, qui rectifia en même temps la solution erronée du premier {Biblhth. univ. et liist., t. V, 1687, P* *5)-
2. Soit un polygone funiculaire pUin ABCD. . . reliant des points matériels de masses respectives a, h, c, d,..., placés aux sommets successifs du polygone. Le dernier sommet du polygone se meut sous l'influence cTune certaine force et entraine dans son mouvement le poly<ronc tout entier. Cela posé , on demande, pour chacpte position du polygone mobile, les tangentes aux courbes décrites par ses différents sommets. Solution. — Soient ABCD..., abcd... deux positions infiniment voisines du polygone mobile, et A«, Bi^, Cr,... les chemins élémentaires décrits par ses différents sommets dans le passage de la première à la deuxième position ; le chemin Aa en particulier étant évidemment dirigé sui- \ant AB. Par chacun des sommets a, b,c,. ..^ menons les droites a{i>, by, cS^ . . . ^ égales et parallèles à AB, BC, CD, . . . , et égales par suite, à ab, bc, cd , ... ; et joignons />[3, f y, r/rî,..., qui iront rencontrer, sous des an- '■\ /' gles inHnim.f^nt peu différents dun angle
droit, les prolongements des côtés AB, BC, CD,.... Nous désignerons par B, C, D, E,... les angles du polygone ABCDE...;
par fl?, d' les angles aigus que forme le chemin élémentaire Dr/, avec les
côtés adjacents DC (pour d) et DE (pour ri"), et de même en chacun des autres sommets.
Tout cela posé, si nous désignons d'abord par /(<-/), /(/;), /(r), ... les forces (provenant, par l'intermédiaire des côtés du polygone, de la force qui sollicite le dernier sommet) qui font décrire aux masses «t, b, c, d,... les chemins élémentaires Ar/, BA, Ce,... dans le même tempsQ, nous aurons cette première série d'égalités
a.Aa
b.Bb
f{d) d.Dd'
(Car si l'on désignait par ^(„>,§(jj, . . . , les accélérations dues aux forces /(<?), f{b),. . ., on aurait d'abord
d'où l'on déduirait
— 7T5 etc.
a.ka 6-
Dés\v:,mn% en second lieu par F(A), F(B), F(C), F(D),... les forces agissant suivant AB, BC, CD, DE On voit immédiatement que F (A) =/(«) ;
que F ( B ) a pour composantes F (A), el /( ^ ) ; que F ( C ) a pour composantes F(B) ety'(r), et ainsi de suite; on aura donc, en employant la notation indiquée plus haut, les relations suiviintcs, qui ont lieu en chacun des sommets A, B, C, D,
En ^/o/.v/V^/»*? //>//, les triangles infinitésimaux Bt^, Cry, D^/o,..., dans lesquels les côtés hp,cy,do....^ font avec les lignes AB,BC,CD, . .. , des angles infiniment peu différents d'un angle droit, nous fournissent les relations suivantes :
i". Le triangle Bhp :
B|3 Afi sinB/^6 cosAB6 cos/>
yV'i;
B) '^■'' = sm//
sinB
"~ sin/' '
' sm c'
sinC
sinr '
0) '^% smrt
sinD
" sin d '
ou
Bh Bb~swhpB i i
2". Le triangle Ce/ :
Cy B^__ sinCr-/ _cosBCc_cosc
(> °" C7 ~ coslB/», BC) ~ côsiBC " cos/»'
et ainsi de suite ; et en réunissant toutes cos formules, on a
A r/ cos b
B /; cos r (. r cos//' C r _ cos d Df/~"cosc''
Le problème est actuellement résolu, car il ne reste plus qu'à combiner les relations (i), (2)et(3), pour obtenir les directions Bb, Ce, Dr/, — On trouve ainsi les formules cherchées :
sin //
cos/;
7 sin B ; b
sinr' cosr
b sin/»
c cos//
sinC sinB'
sin d' cosr/
r sinr r/cosr'
sinD 'sinC'
Rcinarque. — On trouve dans VJnalysc des injiniimnt j)<:tus du marquis do rnôpital (section 2, prop. 16), une solution de ce problème, moins générale que la })récédente.
CHAPITRE II
Des courbes enveloppes.
§ I. — Solution du problème oÉNXînAL.
38. E notice du problème génëiril. — Application de la méthode parles solides auxiliaires , à ta recherche de l'équation de la courbe enveloppe.
Problème général. — Soit donnée une famille de courbes, renfermant une infinité do lignes qui se succèdent d'une manière continue dans le mémo plan. Regardant l'une de ces lignes L comme fixe, considérons une ligne L' très-voisine de la première ; elle coupera en général celle-ci en des points qui tendront vers certains points-limites déterminés , à mesure que la ligne L' se rai)prochera de plus en plus de la ligne fixe L, en coïncidant successivement avec chacune des lignes intermédiaires. Cela posé , on propose : i" de trou\er les points-limites dont il s'agit , pour l'une quelconque des courbes considérées ; 2° de trouver le lieu géométricpie formé par les points-limites de toutes ces courbes , ou X enveloppe de ces courbes.
Solution. — Soit l'équation
(0 fv^-,y, <■■■) = o,
dans laquelle c représente un paramètre arbitraire qui , en variant d'une manière continue dans l'équation (i), donne naissance à une série de courbes se succédant d'une manière continue. Attribuons au paramètre c une signification géométrique ; regardons-le comme exprimant la troisième coordonnée z . d'un point de la surface représentée par l'équation
Les courbes considérées (i) seront alors les projections, sur le plan des.rj, des diverses sections de la surface (2), parallèles à ce plan.
Dès !ors, si deux de ces courbes , correspondant aux valeurs f et r + Ar du paramètre, se coupent en un point w^, la parallèle à l'axe des z menée par ce point coupera la surface en deux points M„ et M'„ situés dans les plans z = c et z = c 4- Ac; la distance de ces points étant très-petite , si t^c est lui-même très-petit.
Si donc on suppose (pie Ar (endo vers zéro, le point //?„ se rapprochera de plus en plus de lun des points m de la courbe enveloppe, et la parallèle à l'axe des 3, menée par le ])oint variable /.v^,, tendra de plus en plus à devenir tangente à la surface (2).
Il en résulte immédiatement que l'enveloppe cherchée n'est autre chose ({•ue la trace, sur le plan des xy\ du cylindre circonscrit à la surfac
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parallèlomont à Taxe des 'z. On en conclut, daprès la forme connue de l'équation du plan tangent , que l'équation de la courbe enveloppe sera fournie par l'élimination de z entre les deux équations
ou encore par félimination de c entre celles-ci :
\i) / .r, ),fi=o, ~ - = o.
<tc
D'ailleurs, les coordonnées du point de l'enveloppe situé sur l'une des courbes proposées s'obtiendraient en remplaçant dans les équations ( 3 ) c par la valeur particulière qui caractérise cette courbe , et les résolvant par rapport à ./; et à j.
Remarque I. — La solution précédente dépend, comme on ie voit, de la méthode par les solides auxiliaires. Elle présente l'avantage de mettre très-simplement en lumière cette importante propriété , d'après laquelle la courbe enveloppe d'une série de lignes est tangente à chacune d'elles.
Soit en effet m un point commun à l'enveloppe et à celle des lignes données, amh , qui correspond à la valeur r, du paramètre. Menons par le point m une parallèle à l'axe des z qui touche la surface en M; par le point M menons le plan z = f, , qui coupe la surface (2) suivant la courbe AMB dont la projection sur le plan xy est la ligne amh.
La tangente en M à la première est située dans le plan tangent en M , lequel est parallèle à l'axe des z. La projection de cette tangente , c'està-dire la tangente en m à la ligne amh , sera donc la trace du plan tangent sur le plan xy, cest-à-dire la tangente en m. à la courbe enveloppe.
Remarque II. — Il peut arriver que l'enveloppe coïncide avec l'une des lignes enveloppées, c'est-à-dire que l'équation de l'enveloppe puisse se déduire de l'équation générale des enveloppées, en attribuant une valeur numérique convenable au paramètre c (*). C'est ce qui arrivera toutes les fois que la courbe de contact du cylindre parallèle à oz et circonscrit à la surface (2), sera plane et parallèle à xy\ et, dans ce cas, la combinaison des deux équations du système (3) devra conduire à une valeur numérique de c , indépendante de x et de y.
39. Enveloppe (Vune ligne de forme et de grandeur invariables qui se meut dans son pkm.
Théorème. — Le point où une ligne , de forme et de grandeur invariables, se mouvant dans son plan suivant une loi déterminée, touche son enveloppe , est le pied de la normale à cette ligne , menée par le centre instantané de rotation correspondant à la position actuelle de la ligne mobile.
') Calcul infiiiiirsimal do M. Lomnot, tome 1 , pag?./)3o.
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DfinonstnUiini. — Observons dabord qiu\ si l'on a dcii.v couTbos //////;., a' inh ^ infiniment voisines et se coupant, par suite, sous un angle infiniment petit en m, la distance an' de deux points de ces courbes sera ou finie, ou infiniment petite du premier ordre, si les points a et a' sont situés à des distances finies du point m\ la distance ««'sera, au contraire, un infiniment petit du second ordre , si ces points sont situés à des distances infiniment petites du point m. C'est ce que montre la considération du triangle rectiligne aina' : car, dans le premier cas, les côtés nn/, a' m de ce triangle sont finis, et l'angle ama' est fini ou infiniment petit; et, dans le second cas, les côtés am , n'm sont infiniment petits, ainsi que l'angle ama'.
Cela posé, du centre instantané de rotation <>, correspondant à la position actuelle anib de la ligne mobile, menons la normale om à cette ligne. Le mouvement élémentaire de la ligne mobile, par lequel elle passe à la position infiniment voisine «,/«,^, , est un mouvement de rotation autour du point 0 par lequel le point m , en particulier, décrit le petit arc inin^ , ayant même tangente mt en m , que la ligne nnib. Joignons <>m^ qui , prolongée, coupe en t et en m' la tangente mt et la courbe ((mb. D'après le principe précédent, chacune des dist;ances w,^, tin' est un infiniment petit du deuxième ordre, et leur somme, c'est-à-dire la distance w,w', est du môme ordre : les points w, , m' sont donc , d'après le principe précédent , infiniment voisins du point d'intersection des deux lignes , {tnib ^ a^mj)^. Il en est donc de même du point /«; ce qui veut dire que le point vt est le point suivant lequel la ligne mobile touche son enveloppe.
Remarque. — Ce théorème trouve son application dans la théorie géométrique des engrenages.
§ II. — Étude du probliîme dans le cas spéciat, ou les lignes dont
ON CHERCHE l'eNVELOPPE SONT DES LIGNES DROITES.
40. i). Le problème ayant pour objet de déterminer l'enveloppe d'une série de droites se succédant d'une manière continue a été posé et résolu , pour la première fois , par Iluyghens dans son Hnroloj^ium oscillatorium , pour le cas le plus important où les droites considérées sont les diverses normales d'une courbe donnée , l'enveloppe recevant , dans 'ce cas spécial , le nom de développée de la courbe.
Dans la troisième partie de cet ouvrage, ayant pour titre De Unennun curvaritm evolutione et dimensione , Ilnyghens construit successivement les développées de la cyloïde , de la parabole et des coniques à centre (propositions 5, 8, 10, pages 66, 69, 79 "l; il établit ce théorème important que la développée d'une courbe géométrique est rectifiable (prop. j i, page 81) et appliqne celte théorie naissante à pliisi<H!rs problèmes étrangers à notre sujet.
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Dans lexposition de ces belles découvertes, Huyghens adopte la marche syntliétKiue des anciens : pour la cycloïde , par exemple, il démontre que si Ton construit une seconde courbe égale à la premièpe et ayant avec elle certaines relations de position , les tangentes de cette seconde cycloïde se trouveront normales à la jiremicre , dont elle est. par conséquent, la dévelOi>pée.
Plus tard. Newton généralisa l'élégant théorème dlluyghens , .en établissant que la développée d'une épicycloïde est une seconde épicycloïde, semblable à la première. [Vhilosnphiœ natundis principia..., prop. 5o.)
De Tscliirnhausen ouvrit ensuite la voie à de nouvelles spéculations géométriques en considérant la courbe enveloppe d'une série de rayons lumineux réfléchis par une ligne dirimantc , et correspondant à des rayons incidents parallèles [Avta Lipsiir, novemb. 1682). Ces nouvelles coiu'bes reçurent le nom de cauxtUiues par réflexion , et furent étudiées par Delahire, Leibnitz [Jrtn L. ^ janv. 1689), et Jean BernouUi (janv. 1692). Enfin , Jean Bernoulli , considérant les caustiques par réfraction , donna la ■construction géométrique du point où chaque rayon réfracté touche son enveloppe (juin 1693), et le marquis de rHôpital [Analyse des inf. petits, proposition i, sections 6 et 7 ) substitua à ces constructions deux formules qui ont été reproduites par Petit et ont conservé son nom. [Corrc'spondanee sur l'École Polytechnique , tome II , page 354-)
2). Revenons au problème propesé. Il suffit évidemment, pour le résoudre , de déterminer le point ov'i chacune des droites données est rencontrée par la droite infiniment voisine; car ce point d'intersection étant défini géométriquement, il ne restera plus qu'à trouver le lieu géométrique de tous les points semblables, ce qui sera une pure question de géométrie ou d'analyse ordinaire, plus ou moins facile d'ailleurs.
Or on trouve, dans le Traité des Fluxions de Maclaurin, l'indication d'une méthode qui s'adapte parfaitement au problème actuel, et qui présente d'assez intimes analogies avec celle de Roberval pour la description des tangentes. On peut lui donner le nom de méthode parla conipai-aison des riitesses angulaires ^ et elle s'applique avec une égale facilité aux deux cas distincts que peut présenter le problème.
Premier cas. — Le niouvenu^nt de la droite variable est défini : 1" par le mouvement de l'un de ses points, a, qui est donné ; 2° par le mouvement angulaire correspondant de la droite , ce dernier mouvement étant rapporté à une droite fixe.
Solution. — Soient ah, (('h' les deux positions infiniment voisines de la droite mobile et f) leur point d'intersection; <ni' l'élément du chemin parcouru par le point directeur a, et w l'angle infiniment petit dont la direction de la droite a varié , dans le passage de sa première à sa seconde
position. Désignons par c/ l'angle sous lequel la droite c/A coupe la ligne «r/' décrite par le point directeur. On connaît par hypothèse la limite du rapport du niou\ein<'iil angulaire de la droite c/A au mouvemeni linéaire du
points, c'est-à-dire liai. — ,• Or le triangle infiniment petit oaa' nous fournit une seconde expression du même rapport, à savoir :
sinw
sinrt
:zr
an'
doii ,
en passant à 1
a limite ,
si a (i
aa'
on
d'où
^^ rui (I) ' na = sin <i lim.
On n'aura dotic., dans chaque cas particulier , qu'à déterminer, d'après les données de la question , la limite du rapport du mouvement recliligne du point a au mouvement angulaire de la droite ah ^ pour avoir résolu le problème.
Second cas. — Le mouvement de la droite ah est défini par les mouvements simultanés de deux de ses points a et b.
Solution. — Soient aa\ hW les chemins simultanément décrits par les
deux points directeurs; « et 6 les angles sous lesquels la droite ab coupe les lignes <-/«', bh\ et o le point d'intersection des deux droites. Désignons toujours par w le mouvement angulaire de la droite, dans le passage de sa {)remière à sa seconde position; appliquant la formule (I) à chacun des triangles oaa\ obb\ il vient
. -^,. ad' . . '^,. ùb' oa ~ sm a lim. - — , ou = sm o nm. — ■>
d'où , en divisant membre à membre ,
on
sm a
lim.
yi'jjjjlieations de la théorie précède nte
I. ThÉOBÈme. — Ucnveloppe du rayon du cercle générateur cpd aboutit au point décrivant d'une épicycloïde , est une seconde épicycloïde.
Démonstration. — Soit o la limite du point d'intersection des deux positions infiniment voisines am et a' m' du rayon qui aboutit au point décrivant du cercle générateur, on aura, d'après la formule (1) du numéro précédent ,
, . . '"^,. cifi' ■• <^fi'
(i oa = sine/ lim. — = cos oat lim.
D'ailleurs aa' ot '•> pcnivent s'exprimer V\m et l'autre au moyen de
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l'angle 7 = tct\ dont le cercle générateur a tourné autour du point r, en passant de a en n'. Car si r, r' désignent les rayons du cercle li\e et du cercle mobile , on a dabord
et si Ton prend sur le cercle mobile l'arc auxiliaire //«/, = um, que l'on
joigne «'///,, on voit que l'angle w = r//«, «'///, se compose de deux par-
ties : la première est Tangle «///, «'///, = au, <i' u' ~ 7;
La seconde est l'angle /«,«'/«'; et comme l'arc ///,/«' est égal en longueur
à l'arc tt\ on a m. a' m' — -■/ -,i Ou a donc enfin r
et. en substituant les valeurs (2) et (3) dans (i), il vient oa = r' cos oat — ot . cos ont,
ce qui montre que le point o est le pied de la perpendiculaire abaissée du point t sur le rayon on.
Cela posé, sur at, comme diamètre, décrivons une circonférence qui passe par o; et soit M le point du cercle générateur primitif, diamétralement opposé au point décrivant /«. On aperçoit facilement que l'arc ta, de la circonférence «o^ , est de même longueur que l'arc /M delà circonférence M M/. Or, le point w décrivant une épicycloïde , le point M, qui lui est diamétralement opposé, décrit une seconde épicycloïde égale à la première , et ayant son origine quelque part en A sur la circonférence fixe, de sorte que l'arc ^M est équivalent à l'arc tk\ par suite, l'arc to est équivalent à l'arc ^A, et le point o décrit une épicycloïde ayant pour origine le point A. c. o- f- d.
Remarque — Si nous n'avions voulu appliquer les méthodes du numéro u ^ , précédent, nous aurions pu parvenir immédiate-
ment à la connaissance du point n où chaque rayon am touche son enveloppe. Il suffirait en effet de remaniuer que le point / est le centre instantané de rotation autour duquel s'effectue le mouvement élémentaire du cercle mobile //////, dans son passage à la position infiniment voisine u'm't'\ et que par suite le point où le rayon nm, invariablement lié au cercle mobile, touche son enveloppe, est précisément, d'après le théorème du n" 39. le pied de la perpendiculaire abaissée du point t sur ce rayon.
Problème. — Trowcr ht. (h'i'vhppvc de Pépinrloidr
.S'rV////o/?. - PntMiÈUE PAUTiE Cherchons d'abord le p(»inl ou chaque
normale tm touche son en\eloppe ; et soit , en conservant la môme ligure et les mêmes notations que précédemment , * le point d'intersection des deux normales infiniment voisines nit , m't'.
La formule (, I ) du numéro précédent nous donnera
tt' (i I it = sm/« \\\vl. —•
Cherchons les expressions respectives de tt' et de w en fonctions de
7 = tct'. On a d'abord
(i) tt' = r.'/.
Quant à w = nit , in't', on a, en i)rcnant toujours l'arc auxiliaire «'///, = u/n,
w =: /lit II) t -h /", t ni =: 7 + - m, (i m = 7 + - 7 . - = 7 . , —
Ainsi
Portant les valeurs ( 2 ) et ( 3 ) dans la formule ( i ) , il vient
it _ 2 /•/•' cos itc r-\-ir'
Seconde partie. — Lieu géométrique du point i, ou développée .
Menons par le point i , iv perpendiculaire à itm et rencontrant en •' le rayon rt, on aura , . it 2/7'
^ ' COS ite r + 2 /•
Sur la droite /i' comme diamètre, décrivons une circonférence qui passera par / , et qui sera tangente en c à la circonférence décrite du point c comme centre avec cv pour rayon ; le rayon cv de cette dernière circonférence a pour expression
r-\--i.r'j r+ir'
Des relations («) et [b] on déduit
cv 7" r
vt -irr' 2/'' ou
^^ ' vt ~ tu
Cette formule montre que le système des circonférences de rayons cv et
~vt est semblable au système des circonférences données de rayons /• et /'.
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Si donc nous concevons menée, par le point < , *'/i parallèle à la droite tni et terminée à la circonférence tic, le point « décrira une épicycloïde semblable à celle qui est décrite par le point w , et semblablement placée. Le point /, diamôtraliMnent opposé au point n sur la même circonférence, décrira donc pareillement une épicycloïde semblable à celle décrite par le point /«, mais non semblablement placée. c. o- F. t.
Problème des laa.stif/ucs par réfraction
Notation. — Soient ah la courbe dirimante qui séjjare les deux milieux, et/ l'origine des rayons lumineux ; fa^fh deux rayons incidents inliniment voisins; ac, bc les normales aux points d'incidence « , Z», se coupant en c ; af, bf les rayons réfractés ( réels ou virtuels) se coupant en /'. Nous désignerons en outre par /, i-\-di les angles aigus d'incidence en a, b; par /■', i' + di' les angles de réfractions correspondants et par n l'indice de réfraction, de sorte que l'on aura
sin i:= n. sin /', et, par suite,
( I ) cos i . di = n cos /' . di'.
Nous désignerons ac par p; af,'af' par /•, /•', ci nous regarderons r, r' ./•, comme positifs ou négatifs , suivant f/ite les droites af, af tomberont dans la concavité ou dans la conf'e.i'ité de la courbe. Er.fin , en a[)pelant r, /, /' les angles infiniment j)ctits acb, afb, af'b (c'est-à-dire les arcs qui les mesurent dans la circonférence dont le rayon est l'unité), nous aurons
fd) ^ , ab r, . (ilf -,
c = — , / = ± — cos / . / = ih — T- cos < ;
le signe ± ayant pour objet de rendre positifs, dans tous les cas, les facteurs - et -.•
Tout cela posé, il s'agit de déterminer le point/"' suivant lequel chaque rayon réfracté touche son enveloppe, ou, plus généralement, de trouver la relation qui existe entre p, /•, /•', /, i' et n.
Premier cas. — Le point /est situé dans la convexité do la courbe. ( Le
nombre /• est alors négatif, et l'on doit écrire /= -cosi.)
Egalons d'abord à zéro la différence des angles des triangles ./^c ,//'<• , il viiMit en simplifiant (et supposant, ce qui est permis, fa < fb),
I 2 1 di = c-\- =ab [
• Vp /•
Egalons de môme à zéro la différence des angles des triangles /V/r,/7;r : i". Si le ])oinl/'cst situé dans la concavité delà courbe comme dans la
fiyuro, on trouve facilement
(3) rli' = c-r = ab('- '''''
rar, /■ étant positif dans le cas actuel , on a
/ = + — cos ? • r
2". Si le point ,/' est situé dans la convexité de la courbe , comme le point/, on a, comme pour ce point,
car, 7-' étant négatif, on a
f = rCOS/ .
L'expression définitive de di' est donc la même dans les deux cas ; et si l'on substitue les valeurs de <■//, di' données par les formules [1) et (3) dans la relation (1 ) , il vient , en divisant par cdi ,
.fs . / I cosA ., /i cosi'
J COS M • ) = /? COS / r-
Sccnnd cas. — Le point/ est situé dans la concavité de la courbe. Le nombre /• est donc positif, et Ton a
r (il)
COS
On aura dabord pour le point /(en supposant toujours// <//-»),
di=f-c,
cjue Ton déduit de la formule (3) di' — ^ — /', en renversant l'ordre des soustractions (cette inversion étant due à ce que, le point/' auquel se rapportait la formule (3) étant situé dans la concavité comme le point actuel/, on avait pour ce point /'rt>/'^, tandis qu'on suppose actuellement fa < fh). On peut l'écrire
Quant au point/',
1°. Si ce point est situé dans la convexité de la courbe , on aura d'abord
di'=-[c+f'),
que , pour des raisons semblables , on déduit de la relation ( 2 ) en y changeant le signe de di\ et enfin en remarquant que r' est négatif,
(3') .//--.(.+/') = -. A ri_£^
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%°. Si le point/' est au contraire dans la concavité de la courbe, il sera placé de la même manière que le point ./' auquel se rapporte la formule (2'); et, en remarquant (pie /■' est devenu positif, on retrouvera encore la formule (3').
Enfin, si l'on substitue dans la relation (i) les valeurs de <-//, di' données par les formules (2'), (3'), on retrouve évidemment la formule (I) qui s'applique, par conséquent, à tous les cas.
Il résulte immédiatement d'ailleurs des conventions déjà faites sur les signes de r, r', que, si la résolution de l'équation (1) fournit pour r' une valeur positive ou négative, le point cherché /"' sera situé sur la portion du rayon réfracté qui tombe dans la concavité de la courbe , ou , au contraire, sur son prolongement.
Corollaire. — Si l'on remplace dans la formule ( I ) n par — i , et /' par /, on obtient la formule analogue pour les caustiques par réflexion
II - z= cos
et l'on pourra, au moyen de cette formule, déterminer /•', si p et /• sont connus ; ou , suivant une observation de Jean BernouUi , p lui-même , si r, /•' sont connus , ainsi que cela arrive pour l'ellipse rapportée à ses foyers.
4 . Définition et construction des caustif{iies secondaires de M. Quetelet. — Des ovales de Descartes.
La détermination de la caustique par réfraction, c'est-à-dire du lieu géométrique des points d'intersection de deux rayons réfractés successifs, qui sont définis isolément par la formule précédente , présente en généra! de grandes difficultés. Or on peut fréquemment les éviter d'une manière très-heureuse , en substituant à la recherche de la caustique la recherche de l'une de ses développantes , puisqu'il est évident d'ailleurs que la connaissance de celle-ci suffit à la définition géométrique de la caustique ellemême. L'auteur de cette ingénieuse substitution , M. Quetelet, a donné à la développante de la caustique principale le nom de caustique secondaire , et voici , d'après ce géomètre , la construction générale de cette dernière.
Que du point lumineux f comme centre , on décrii'e une circonférence de rayon arhitrcdre , et que de cluique point a de lu ligne diri mante connue centre on décrive un cercle dont le rayon soit a la distimce de ce point à la circonférence f, dans le rappoj-t constant de i à n [n désignant l'indice de réfraction); l'enveloppe de tous les cercles ainsi obtenus sera In caustique secondaire.
Démonstration. — Il faut, pour établir cette construction, faire voir que les rayons réfractés sont normaux à l'enveloppe dont il s'agit, ou montrer, inversement, que les normales de l'enveloppe coïncident avec les rayons réfractés. Donc, si l'on observe qu'en général les normales à l'enveloppe sont aussi normak-s aux lignes enveloppées, il suffira d'établir que pour chacun des cercles considérés, a par exomjile. le rayon de ce cercle
SECONDE PARTIE. -yC)
qui iiboutit au point où il touche son enveloppe, est précisément le rayon
léiVacté correspondant au rayon incident eii a. Soient, à cet clVot, a et b les contres infiniment voisins de deux des
cercles considérés, F' un de leurs points d'intersection; joignons F'«, V'b\f(i^ fh\ posons /(•/ = A, F'o = R, et désignons par /, V les angles d'incidence et de réfraction en a, et par 1 la limite de l'angle que c/ F' fait avec la normale à la courbe dirimante en a.
Les triangles ./rt/v , Y nb donnent ces relations ,
d'où , en passant à la limi!
fa — //' — A/- := (tb cos /'■/, (ib ,
dr
-r ~ sin /:
ot, de même,
— j- = smi.
(Is
De là, en divisant memliro à membre, et observant qu'en \ertu de
la
construction
dr n
il \ient
sin/' = //.sin I,
et par suite 1 = /', C4i qui suffit à la démonstration.
CoiioM-AïuE. — Le théorème précédent conduit très-simplement à l'une des définitions géométriques des ovales de Descartes, c'est-à-dire des lignes qui ont la projmétc de réfracter vers un foyer donné f les rayons lumineux émanant d'un point donné. Car, si la ligne ab possède cette propriété, la caustique secondaire, qui est coupée à angles droits parles rayons réfractés, lesquels vont concourir en/', ne peut être qu'une circonférence ayant pour centre le point/'. Dès lors, le rayon de chacune des circonférences ayant pour centre l'un des points a de la ligne dirimante cherchée, est égal à la distance du point a à la circonférence /'. Mais, d'après la construction générale , ce même rayon est à la distance du même point a à une circonférence ayant pour centre le foyer / dans le rapport de I à //, Donc l'ovale cherchée est le lieu géométrique des points dont les distances à deux circonférences ayant pour centres le point lumineux / et le foyer /', sont dans la raison constante des nombres ;/ et i .
Observation. — Les droites /«, fa coupant en F, F' les circonférences /, /', si l'on mène les droites indéfinies FF', ff qui se coupent en o, le théorème de Ptolémée (l™ Partie, page i5), appliqué au triangle /«/'
coupé par la transversale FF'o, montre que le rapport ^, est constant, et
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par suite ([ue o est un point fixe. Celle remarque' permet de con>truire très-simplement la tangente de lovale ob. Car si Ton conçoit que les peints fi, F, F' se déplaçant sur leurs courbes respectives, viennent occuper les positions c/, , F,, F',, on verra que les triangles «FF', <•/, F, F', sont tellement situés, que leurs côtés de mêmes noms concourent en trois points,/, f\ o situés en ligne droite. Donc, d'après un théorème connu , les droites joignant les sommets de mêmes noms des deux triangles concourent en un même point. Il en résulte enfin , en supposant que les points «, , F, F', se rapprochent indéfiniment des points a , F, F', que les tangentes en «, F, F' à lovale et aux deux circonférences, concourent en un même point. (On peut consulter sur ces courbes la Géométrie de Descartes; Paris, 4 7o5, page 86; les Opuscules de Newton, tome II, page 172, et enfin \ Aperçu historicfue de M. Clmsles, note 21 (*), d'où nous avons extrait la plupart des détails précédents. )
5. Expression du rayon de courbure cVunc roulette. Considérons la roulette engendrée par le point M , invariablement lié à la ligne A„A« qui roule sur la ligne fixe A„AA'.
Le point de contact actuel des deux lignes étant A , la droite AM est normale à la roulette au point M. Dans l'instant suivant. Tare très-petit A« de la ligne mobile s'enroulera sur l'arc égal AA' de la ligne fixe; le point M, décrivant l'arc MM', viendra en M', et la droite M'A' sera normale à la courbe en M'. Les deux normales infiniment voisines, MA, M'A' se coupant en un point C, la limite du point C, quand la seconde normale se rapproche indéfini- V _^ ment de la première, coïncide avec le point qu'on
appelle le centre de courbure de la roulette au \ point M, et la droite MC est le rayon de courbure
, ' A^ de la roulette en-vce point, dont nous nous propo-
sons de calculer l'expression.
Notation. — Nous appellerons R, R'ies rayons de courbure en A de la ligne fixe et de la ligne mobile; f/.v, c/t, les différentielles des arcs corres-
(") Au lieu de renvoyer à la note i\, il serait sans doute préférable d'indiquer le numéro de la page correspondante; malheureusement cela m'est impossible, et en voici la raison. L'ouvrage dont il s'agit, qui a paru en 1837, n'a été tiré qu'à un très-petit nombre d'exemplaires. Il est devenu depuis excessivement cher et beaucoup plus rare encore; et Ton peut dire que l'un des plus beaux monuments scientifiques qui aient été élevés à la gloire du passé , sert bien moins aujourd'hui & l'instruction des savants qu'aux spéculations des commissionnaires en librairie. 11 résulte de là cette conséquence étrange, j'allais dire absurde , que celui qui veutlii-e Y Aperçu historique, ouvrage écril en français et publié il y a moins de vingt ans, doit préalablement apprendre l'allemand et se procurer ensuite la traduclion, en cette langue, deM.lc professeur Sohncke (Halle, iSSg; librairie de Gebauer). C'est ce que j'ai fait personnellement, et cela explique qu'ayant sous les yeux ce dernier ouvrage , j'éprouve cependant quelque diffioulléà deviner la pagination du premier.
pondants ( tels que AA' et JVÏM' ) de la ligne fixe et de la roulette ; ?; la distance MA du point décrivant M au point de contact actuel do la ligne mobile sur la ligne fixe, et nous rcgardfrons r comme essentiellement jfositif; i, l'angle que fait la direction AM avec la portion de la normale en A à la ligne fixe qui est dirigée dans la concavité de celle-ci, de sorte que cos« sera jMsitif ou négatif suioant (jue le point décrivant M sera, par rapport à la tangente en A, du même côté que la ligne fixe, ou du côté opposé. Enfin, nous désignerons par p le rayon de courbure MC de la roulette, et nous regarderons p comme positif ou négatif, suivant que MC sera dirigée de M vers A , ou dans le sens opposé.
Cela posé, pour déterminer la position du point-limite C sur la droite AM, conformément au second cas de la méthode générale indiquée à la page 76, nous regarderons le mouvement de la droite AM comme défini par les mouvements simultanés dos points A et M ; et les deux triangles CAA', CMM' nous donneront
d'où
CM
hm.-^=,
cos? \R R'/
Toutefois, comme, d'après les conventions déjà faites, cos* peut être négatif; qu'il en est de même du facteur^ ± ^ dans le cas oii la ligne mobile roule sur la concavité de la ligne fixe , il faudra , dans les applications de la relation (A), faire précéder du signe — les facteurs :
et p ±: 57 quand ils se trouveront négatifs.
D'après cela , et en considérant cCabord le cas des roulettes extérieures y si l'on suppose le point décrivant M situé , par rapport à l'élément de contact A„A, du côté opposé à la ligne fixe, et le point C situé comme dans la figure précédente, a sera positif, CM et CA aiiront pour valeurs p et p— /■, et cos/ étant négatif, on devra écrire ainsi la formule (A) :
cosj' VR"^R'/'
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OU. t'ii changeant les signes des deux membres,
'•(ïl+ir)
Si, au ooniraire, comme dans la ligure à côté, (m supj)Ose le point décri^anl M situé du même côté que la ligne li\e; 1(^ point C est toujours situé entre les points A et M ; p est positif, CM et CA ont pour valeurs p et /•— p, et ces/ étant posilir, on doit écrire la formule (A),
r=^ ~ '' ■ ("^ ■ VU ^ W'J
ce qui est encore la formule (I).
Si, passant au crts- (tes foulctlcs i/itericiircs , nous supposons ït > îp
le point décrivant du côté opposé à la courbe fixe et le point C situé comme dans la figure à côté; p sera négatif, CM et CA auront pour valeurs — p et ' — p, et cosi étant négatif, on devra écrire
cosi \\\ W)
ou , en changeant les signes des deux membres ,
P _/(i"ïr)
Si , au contraire , le point décrivant étant du même côté que la ligne fixe, on suppose le point C situé comme dans
la figure i^'t ^<'j^; P ^'=^1 négatif, CM et CA
ont pour valeurs -- p et /•— p; et cos/ étant
positif, •!: — 4^ négatif, on doit écrire ainsi la
formule (A) :
r-p^ \l\ l\' J (OS/
et, en changeant les signes des deux membres, on retrouve encore la formule (1').
Les autres cas que l'on pourrait encore examiner conduiraient aux mêmes "ormulcs (I) ou (!'); et comme cette dernière ne diffère de la première cpie par le changement du signe de II', on voit (jue :
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La formule (l) convient à tons les cas, pourvu qu'aux conventions initiales , sur les signes de p et de cos / , o/t ajoute celle-ci : que le rayon de courbure R' de la ligne mobile sera regardé comme positif ou négatif, suivant cfue cette ligne roulera sur la conve.vité ou sur la concavité de la ligne fixe.
Enfin 'a formule (I) étant 2;énérale, la suivante,
cos / I I
que l'on obtient en résolvant la prenaière pai' raj»j>ort à p , est également générale.
Scolie. — La formule (l) s'applique encore au problème qui a pour objet de déterminer le rayon de courbure de Cenvcloppe (Cune courbe donnée , invariablement liée à la ligne mobile et jxu-ticipant h son mouvement.
Conce\ons , en effet, que du point de contact actuel A on mène une normale kWm à la courbe donnée^ dont la position correspondante est connue : soit m le pied de cette normale et M le centre de courbure pour le point m. On sait, d'après le théorème de la page 70, que la droite /wMA est une première normale de la courbe-enveloppe. Dans l'instant suivant, l'arc ka de la ligne mobile s'enroulant sur l'arc égal AA' de la ligne fixe, le point M vient en M' en décrivant le petit arc MM' d'une roulette j)articulière; et l'on voit facilement que la droite A'M' peut être considérée comme normale à la courbe mobile dans sa nouvelle position ; cette droite A'M' représente donc une seconde normale de la courbe-enveloppe. I! résulte de là que le centre de courbure de V enveloppe , en un point ni de cette ligne , coïncide avec le centre de courbure en M de la roulette qui serait engendrée par le point M, centre de courbure en m de la courbe dont on considère Penveloppe.
Observation. — On trouve des formules éciuivalentes à celles qui précèdent dans XAmdyse des infiniment petits (section 9, prop. 4 )• On peut aussi consulter sur li; même; sujet des articles de MM. Abel Transon et Cliasles [Journal de Mathématiques, tome X, p. 148 et 'io4).
6. Construire par puints la développée de C ellipse plane , en prenant la propriété principale des jo) ers pour définition de la courbe.
De l'un des foyers F, comme centre, et avec un rayon égal à l'axe focal , décrivons une circonférence sur laquelle nous prendrons deux points trèsvoisins K et K' que nous joindrons [)ar des droites au foyer F et au foyer F'. Les droites FK et FK' rencontrati' l'ellipse en M, M', si nous menons par ces points des parallèles MC, M'C aux droites F'K, F'K', ces parallèles seront normales à la courbe en M , M', et la limite de leur point d'intersection C sera le point de la développée que nous i.ous proj)osons d? construire.
A cet effet nous remarquerons que la formule (l) du n' iO. appliquée
au triangle CMM'. donne 1 expression de p= lim.MC, par le rapport du
mouYement linéaire du point M au mouvement angulaire de la droite MC.
Or la formule (II) du même numéro, appliquée aux deux triangles F.M.M', FKK', fournit le rapport du mouvement linéaire du ])oint M à celui du point K ; tandis que la formule {I), appliquée au triangle F'KK', donne le rapport du mouvement angulaire de la droite F'K
et , par suite , de sa parallèle MC , au mouvement linéaire du point K. I! ne
reste plus dès lors qu'à composer ces rapports pour obtenir la formule
suivante :
FM I 1 rr
o = lim.MC = F'K.
FK cos'- / ( /• + r' ) eus !
dans laquelle / désigne Tangle de la normale au point M a^ ec l'un ou l'autre des deux rayons vecteurs dont r, /•' désignent les longueurs. Enfin la normale au point M coupant l'axe focal en I , on trouve , sur la figure ,
_ MI
' cos- /' '
et cette formule conduit à la construction suivante :
Par le point I , où la normale ]MC coupe taxe focal, mener, parallèlement à la tangente en M , une droite IP terminée au rayon vecteur FM ; par le point P mener au rayon vecteur FM la pcipendiculaire PC. Cette droite va rencontrer la normale MC en un point qui appartient à la développée.
Observation. — Nous sommes entré dans quelques détails sur la manière de parvenir à cette construction, afin d'éclairer la route que nous suivrons dans la solution du problème suivant, qui présente plus de difficulté et qui nous conduira à une analogie nouvelle et remarquable entre les ellipses plane et sphérique.
7. Construire par points la développée de rdlipse sphérifjue. Nous entendons par là que par chaque point de l'ellipse sphérique on mène un arc de grand cercle normal à la courbe , et que l'on propose de construire le point où cet arc de grand cercle touche son enveloppe, celle-ci pouvant être appelée la développée sphérique de l'ellipse.
Lemme I. — Soient, dans un triangle sphérique //«/', mi et mu les arcs de grand cercle bissecteurs des angles intérieur et extérieur en /m, et soit abaissé l'arc de grand cercle /7? perpendiculaire sur l'arc bissecteur mu:
on aura la relation
(i tang///< = asin / // • -.- ,-/•--—?•» — V
Démonstration. — Soit, en effet, / le point d'intersection des arcs //// et f'h [)rolongés; on aura, à cause de l'égalité des ,,* angles en w/,
„»,''' ; mk=nif\
et, par suite ,
// —fm -^f m.
D'ailleurs l'égalité /'/= 2/'//, la considération du triangle///?// coupé par le grand cercle//'», et les doux triangles rectangles Il f'h, iiini fournissent ces relations :
sin/'/- = 2sin/7/.cos/7/, sin mit . sin /' // . sin ./'/. — sin //// . sin/' / . sin//// ,
• ; . -^ . /-/i sin.rA Bin /m . tang 11 = tang /'// = — -rrj-r ■ cosj n
tang //// = sin nui . tang //.
Ur, si l'on multiplie ces égalités membre à membre et que l'on siuiplilie, on obtient précisément la relation énoncée.
Lemme II. — Dans l'ellipse sphériqite , l'arc de grand cercle normal à la courbe en l'un de ses points , divise en deux parties égales l'angle des arcs de grand cercle cpd joignent ce point aux deux foyers.
Omettant la démonstration de ce lemme qui n'offre aucune difficulté, occupons-nous, en premier lieu, de construire deux arcs de grand cercle normaux à la courbe. Nous devrons, à cet effet, substituer à la projjriété de l'arc normal que l'on vient de rappeler une construction géométrique équivalente ; or, on aperçoit aisément que la sui^ ante satisfait à cette condition : du point/comme pôle , avec un rayon sphérique égal à fm -\-f'm., décrire un arc de petit cercle, sur lequel on prend deux points voisins /•, k'\ joindre (par des arcs de grand cercle) /X , fk' qui coupent l'ellipse en ;h, /?/'; joindre de même kf\ k'f et prendre sur leurs prolongements les arcs f n, f n' complémentaires des moitiés des arcs/'/-, /'/'; et mener enfin les arcs de grand cercle /??«, m' n' qui seront normaux à la courbe en /«, m'.
Les arcs normaux /////, ///'// se coupent en un point c, dont nous avons, en second lieu , à déterminer la position limite.
Nous mènerons, à cet effet, les arcs de grand cercle nn\ kk\ mm' , et l'arc tangent ndi qui est perpendiculaire à l'arc /'/• en son milieu //. Si nous supposons établi (ce que nous démontrerons rigoureusement à la fin), que Parc nn' est , à la limite , perpendiculaire à Carcmn, nous en déduirons (le point // étant le pôle de l'arc /////) , que la limite de l'angle/' ////'^est
mesuré par \in quadrant augmenté de l'arc nm. On a donc, en supprimant le mol limite, \w\\r abréger,
(a) SÏn f ' /i/i' — COSi/l/i.
D'ailleurs, en désignant par / l'angle/w/ -=/'////, on a
( p ) si n /' /. / ' = cos m/' h ,
( 7 ) sin fmnt ' = cos / ,
( ^ ) sin/// ' = sin nm' = sin c/nm' = i .
Tout cela posé , si Ton désigne par o, /•, /■' les arcs me, nif, nif'la comparaison des deux triangles emm', eun' donne (Fahord, en remarquant que les arcs em et en sont complémentaires, et en passant à la limite,
. '^ sin mm
sm e = — :
sin nn'
d'où
tan2;'>
En seeond lieu, la comparaison des triangles /'/?//', /'//'; l'égalité /'/■ = a/'A, jointe à cette remarque que les arcs /'A et/' /? sont complémentaires; et la considération du triangle rectangle/'/;///, fournissent ces trois relations
sin/' n cos /'//'// _ sin ////'
sin/' k cos mil sin/'/-
sin // ' = sin /'//,
2 sin/ // cos ///// . sin/' mil ou cos mh . cos / = cos mf h .
Multipliant C(^s égalités membre à membre, il vient, après simplification ,
, , cos? sin//«'
2 sin/'// sin/./'
En troisième lieu, on trouve, par la comparaison des triangles ///', //;////',
. o- sin//' sin//////' . ,. ,
sin/X
et do là, en passant à la limite.
sin /"/■
sin /'///'
sin //'
sin//// sin //////'
Enfin, si Ion uuilliplie membre à membre les égalités (i), (2) et (3), on
trouve définitivcmenl
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sin fil
lani2;p.cos'j = 2 sin fit. " . ' ,.. — tarii:'//»
en ayant égard à la formule (i) du lommo T. Or cette formule conduit à colle construction : Par le point de rencontre de F axe focal ff ' avec Parc nor- Wrt/mi, mener à ce dernier un arc per])endiculaire ip terminé h Parc fm ; par le jMÙnt j>, et perpendiculairement à Parc fm, mener Parc \\c, (/ui ira rencoiltrcr Paie normal mi prolongé ((u point c suivant lecpielcet arc touche la développée sphéricpic de Pellipse.
Renumpic. — La construction que nous venons de démontrer, comparée à celle de l'exemple précédent, établit une nouvelle et intime analoî!;i(' entre les deux ellipses plane et S[)hérique. Il serait intéressant de rechercher si la même construction s'a[)|>li(iucrait aussi, dans Vellipse s;éodési(jue tracé(> sur un(> surface^ (luelconque , à la détermination du [toint où chaque normale géodésique touche son enveloppe.
Observation. — Il reste à établir que l'arc de grand cercle ««'est, à la limite, perpendiculaire sur l'arc mn. Nous remarquerons pour cela que les anglesen w, ///' du triangle cmm' étant infiniment peu différents d'un droit, la dillérencc entre les arcs cm, cm' est un infiniment petit du second ordre : la dillérence entre les arcs complémentaires en, en' est donc du même ordre, et par suite les angles en «, n' du triangle cnn' sont infiniment peu différents l'un de l'autre, et chacun d'eux enfin dilfère infiniment peu d'un angle droit.
8. Co/istruire jxir points Venveloppe du côté libre tPun polyu,one de périmètre constant.
Soit/ le point d'intersection de deux positions infiniment Noisiiies ab et a'b' du côté libre. Les deux polygones abcd.. d, a' b'cd. . J étant isopérimètres, il vient, en négligeant les parties communes ,
ia' H- /// + (Ui' = ia + ib + bb' , OU
( i ) ( ia' — ia ) + aa' — ( ib — ib' )-\-bb'.
Supposons, comme cela arrive dans la ligure, c|ueles angles intéricnn-
f( et b du polygone soient aigus. Il résulte de cette hypothèse et de la [losition de a'b' par rapport à ab^ que les différences ia' — ia , ib — ib' sont |)0sitives; par suite, sil'on néglige les infiniment petits du second ordre, ces différences seront représentées , en grandeur et en signe, par aa'.cosa et par bb.co?. b , et la relation (i) deviendra
aa' { i -+• cos a) ^ bb' {\ ^ cos b ) .
sin a
in
tang
tang-
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D'ailleurs, la comparaison des triangles ihh\ iaa' fournil cette relation :
I \ l'l>' . , na'
(2) -TT-; • SI n /> = -:—;• sine/.
Il) Ul
Multipliant membre à membre les égalités (i'), (2) et passant à la limite, il vient
f- ces <l , T + COP h
Ut .
OU
et cette formule se traduit géométriquement par cette construction : Mener les bissectrices des angles extérieurs du jxdygone en a et h lesquelles se coupent au point o; et du point 0 abaisser une perpendiculaire sur le côté ab; le pied de cette perpendiculaire est le point suivant lequel le côté ab touche son enveloppe. Les autres hypothèses que l'on aurait pu faire sur la nature des angles en a et b du polygone abcd. . ./, conduiraient d'ailleurs à la même construction.
Remarque. — Il résulte de cette construction que le côté libre id) touche, en un même point, et son enveloppe et la circonférence esinscrite au triangle qui serait formé par le côté libre ab et par les deux côtés adjacents/;r, c/Zdu polygone. On voit facilement, d'ailleurs, et par de simples considérations de géométrie élémentaire, que , le périmètre du polygone étant donné, la position de la circonférence est r/eV6vv;////<?'t' .• cette circonférence est donc l'enveloppe même du côté libre ab.
CHAPITRE III
lîu cercie oscuiateur.
42. Nous empruntons les principaux matériaux de ce chapitre au Traité des Fluxions de Maclaurin : dans ce grand ouvrage, que les immenses richesses géométriques qu'il renferme placent à côté du Livre des Principes, l'auteur donne sur le sujet qui va nous occuper un théorème général qu'il applique ensuite, d'une manière spéciale, à la détermination du cercle oscuiateur dans les sections coniques, quelles que soient d'ailleurs les données par lesquelles ces courbes se trouvent définies. . Comme résultat, il n"y avait rien à ajouter au chapitre de Maclaurin dont nous allons donner l'analyse : toutefois M. Ch. Dupin, reprenant la même question au commençexnénX Ù.Q SQS, Développements de Géométrie, l'a résolue par une méthode nouvelle et entièrement géométrique; nous reproduirons avec quelque détail l'élégiinte transformation (]u"il a employée à cet
effet, et qui permet de passer successivement de la courbure du cercle à celle de l'ellipse en l'un de ses sommets, et de cette dernière à la courbure de l'ellipse en l'un quelconque de ses points.
Nous donnerons eniin un théorème de Mac-CuUagh sur la comparaison des cercles osculateurs de deux lignes qui , construites sur le même axe , ont leurs ordonnées dans un rapport constant ; et nous terminerons par une construction géométrique fournissant, pour chaque point d'une courbe, la
valeur du rapport -j-i rapport que Newton appelle la qualité de la courbure en ce point.
43. Définition. — Considérons une courbe rapportée à sa tangente en un point 0, prise pour axe des .r, et à une droite quelconque passant par ce, point, prise pour axe des j ; de sorte que pour le point de contact 0 l'abscisse et l'ordonnée de la courbe sont nulles simultanément.
Soient x et j l'abscisse et l'ordonnée d'un point quelconque M de la courbe : si X tend vers zéro , le rapport de j à x tend vers zéro , ainsi que le montre le triangle MOP [voyez la figure suivante ) , dans lequel on a
MP _ j _ sinMOP OP~.r~sinOMP'
Il en résulte que l'ordonnée de la courbe correspondant à une abscisse infiniment petite du })remier ordre est elle-même un infiniment petit du second ordre.
Cela posé, si l'on considère un cercle de rayon quelconque, passant par le point 0, ayant en ce point môme tangente que la courbe proposée, et situé du même côté que cette courbe par rapport à la tangente, on verra que les ordonnées du cercle et de la courbe correspondant à une même abscisse infiniment petite seront deux infiniment petits du second ordre , dont le rapport pourra être un nombre fini cpielconque ; la différence de ces ordonnées sera donc dans le cas général un infiniment petit du second ordre. Toutefois, si le cercle est convenablement choisi et s'il a avec la courbe le contact le plus intime possible , la différence des ordonnées correspondantes du cercle et de la courbe sera un infiniment petit du troisième ordre , et la limite du rapport de ces ordonnées sera l'unité : le cercle défini par cette propriété est dit osculateur de la courbe au point considéré 0.
Corollaire. — Il résulte immédiatement de cette définition et des principes relatifs à la comparaison des infiniment petits de divers ordres [7wr le Traité (^analyse deM. Duhamel) que, dans la comparaison de l'ordonnée j de la courbe à un infiniment petit quelconque du deuxième ordre, à x^ par exemple , on pourra substituer à l'ordonnée y de la courbe l'ordonnée correspondante/' du cercle osculateur; et a- tendant vers zéro, les
deux rapports ^ et ^ tendront vers la même limite. On voit d'ailleurs que
la substitution de l'ordonnée du cercle à l'ordonnée correspondante de la courbe revient à regarder le cercle osculateur d'ime courbe on l'un do ses
go DES METHODES EN «EOMETRIE.
points, oommc la limite d'un cercle variable tangent en ce point à la courbe et la rencontrant en outre en un second point qui se iap|)nKlio indéfiniment du promiei'.
0/w67(w//(w. — On sait que le rayon du cercle osculateur d'une ligne en un de ses points est égal à la limite du segment intercei)té sur la normale en ce point par la ligne elle-même et par la normale infiniment voisine. Il résulte de là , en général , que toutes les fois que , ])ar la nature de la question , on saura construire immédiatement la tangente et par suite la normale à la courbe considérée , on sera en état de fixer soit par une construction, soit i)ar une formule, la position-limite du point de rencontre de deux normales infmiment voisines, et de déterminer par conséquent le rayon du cercle osculateur. Or cette circonstance se présente, en général, dans les courbes représentées par des équations différentielles du premier ordre et dans les courbes transcendantes , dont on ramène le plus souvent les équations à cette forme : la recherche du cercle osculateur pour de pareilles courbes peut donc être considérée comme une application du problème des enveloppes, résolu dans le chapitre précédent. Pour cette raison, nous nous bornerons dans celui-ci à l'étude du cercle osculateur dans les courbes algébriques.
44. Théorème général. — Q//c sur cIkkjiw ordonnée PM de la courbe on prenne , à partir du pied de l'ordonnée sur la tangente , une^ longueur PN telle , que le produit de PM par V^ soit égal au carré de C abscisse corjTspondante OP,
(i) PM.PN^ÔP';
la courbe auxiliaire , lieu géométrique des points N ainsi nhteinis , caupern Paxe Or en un point appartenant au cercle osculateur de la courbe pri native au point 0.
Démons/ration. — Faisons en effet, pour le cercle osculateur au point 0 . la même construction (|ue pour la courbe ellemême ; c'est-à-dire prenons sur chaque ordonnée PM' du cercle une longueur PN' telle, que l'on ait
(2) PM'.PN'^ÔF;
le point N' ainsi déterminé appartiendra évidem- 0 1' 3 ment au cercle osculateur, (>l OP tendant \crs
zéro , la limite de PN' sera la corde déterminée dans ce cercle par l'axe O >•. Or les relations ( i ) et (al , divisées membre à membre , donnent
PM '""•PM
Donc
(3) lim. PN = lim. PN',
ce qui démontre que le point où la courbe auxiliaire, lieu des points N rencontre Taxe Oj-, est précisément l'extrémité de la corde déterminée par cet axe dans le cercle osculateur de la courbe primitive en 0.
CouoLLAiRE. — Si Taxe Or est choisi perpendiculaire à la tan;i;ente O.r , l'application du théorème précédent fournira le diamètre môme du cercle osculateur.
Scolic. — On sait, d'après Newton, que, si par un point quelconque o, pris sur le plan d'une courbe n/gébrique de degré n , on mène deux droites ox , ny et qiœ Von forme , pour chacune de ces droites, le produit des segments compris entre le jjoint o , et chacun des n points réels ou imaginaires sui^•ant lesquels elle rencontre la courbe; le rapport de ces produits sera indépendant de la position particulière du point o , la vcdeur de ce j-cqjport dépendant uniipwment des directions des droites ox , oy.
Ce principe, combiné avec le théorème précédent, fournit l'expression géométrique de la corde du cercle osculateur d'une courbe algébrique en un point quelconque de cette courbe.
SlS1_ „_._ ™P^' = ^'- (i'où PN
''"^ ^-^ Le lieu des jjoints N ainsi obtenus
est ici une ligne droite parallèle à la tangente, car, ou vertu de l'équation de la courbe,
rTp' PM=^^'-
Il en résulte que dans la parabole la corde du cercle osculateur, dirigée suivant le diamètre du point d'oxculation , est égale au paramètre ?xiatif à ce diamètre, et par suite au (puulruple de la distance du point d'osculation au foyer; et la corde du cercle osculateur dirigée suivant le foyer Il la même valeur.
On déduit facilement de là la construction du centre du cercle osculateur, analogue à celle déjà donnée pour l'ellipse dans le chapitre précédent (page 84).
•iG. Du cercle oscillateur dans les coniipies à centre.
J^oient o.r la tangente au point o de la conique considérée, et on, on'
les cordes que la droite oy détermine dans le cercle oscillateur en o et dans la conique elle-même, on aura
0/1 -— lim.PN , i^Is étant défmie comme précédemment par la relation
PN^PN
par suite,
c'est-à-dire ,
lim. PN = -, lim. PM'
on = on . -7^-
On a donc ce théorème général : La corde du cercle oscidatear est à In corde coirespondantc de ht conique comme le carré du diamètre parallèle à la tangente au point cPosculation est au carré du diamètre parallèle à la direction commune des deux coj-des.
Corollaire I. — Que la ligne oy, au lieu d'être quelconque, coïncide avec le diamètre oc du point de contact ; la corde on' de la conique sera égale à 2c, et la formule précédente deviendra
D'ailleurs, si l'on mène la normale indéfinie oilK, coupant en H le diamètre it parallèle à la tangente et rencontrée en K par la perpendiculaire à la corde on menée par l'extrémité de cette corde, la similitude des triangles oHC, o«K , dans l'un desquels oK est évidemment le diamètre ap du cercle osculateur, donne la relation
oK
= on
oC
oVi
xt-
Donc , le cercle oscillateur en un point d'une conique détermine sur le dinmèti-e qui passe par le point de contact, une corde égale au jmramètre relatif à ce diamètre ( I ) ; et le rayon du cercle oscillateur est égal au carré du demi-diamètre parallèle à la tangente au point cV oscillation, divisé par la distance du centre à la tangente (II ).
C'est l'expression du rayon de courbure généralement attribuée à M. Ch. Dupin.
Corollaire II. — Si la direction de oy est tellement choisie, que les diamètres ic et it, parallèles à oy et à la tangente, soient égaux , la formule générale deviendra
(III ) on = on'.
Donc si par un point d'une conicjiie on mène
une corde symétrique de la tangente par rapport
à une parallèle à F un des axes de la courbe, cette
corde appartiendra en même temps à la conique et au cercle oscillateur au
point considéré.
Corollaire III. — Que la droite oy soit dirigée suivant lun des foyers /de la courbe; nous aurons toujours
(i) on = on . -^•
Or on sait : i". Que le carré d'un diamètre est équivalent au produit par le grand axe de la corde menée par l'un des foyers parallèlement au diamètre ;
a". Que le carré d'un diamètre est égal à quatre fois le rectangle des rayons vecteurs qui joignent les deux foyers à l'une des extrémités du diamètre conjugué au premier.
On aura donc
.iA
" /■, /•' désignant les rayons vecteurs joignant les
deux foyers au point d'osculation o. Par suite, en substituant dans (i), on aura pour^la corde du cercle oscillateur dirigée suivant l'un des foyers.
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et l'on parviendrait facilement, au moyen de cette formule, à ^a construcr tion du centre du cercle osculateur, telle qu'elle a été donnée dans le chapitre \)récédent (page 84).
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Obscivntion . — Nous ne suivrons pas Maclaurin dans les nomljrousos applications qu'il ajoute à relies que nous \ enons de rapporter et dont Tutilité ne saurait être qu'accidentelle : dans chaque cas particulier, le théorème de Ne\vtpn (^t le principe général qui précède permettent, en se servant convenablement des données qui délinissent la coniipie considérée, d'arriver à la détermination du cerclf> osculateur la plus conforme au but que l'on peut avoir en vue.
47. La méthode de transformation de M. Dupin , dont nous avons parlé au commencement de ce chapitre , est fondée sur deux lemmes que nous allons dabord établir : dans la démonstration du premier, nous nous appuierons, pour éviter des redites, sur le théorème général du § précédent. Lemme I. — Soit une courbe [c) 7fippo7-tée à rime de ses tangentes Ox et à la normale co/r,-spondcinte Or prises pour axes des ^1 a: et des y; que sur chaque ordonnée PM de la courbe
on prenne une nouvelle ordonnée VW, cpd soit à la première dans le rapport constant de b a a, et soit (r' ) la nouvelle courbe cpd résulte de cette construction ; le rapport des rajons des cercles osculateurs des deux courbes au pmnt 0, sera égal h V inverse du rapport " *" ^ consttait de leurs ordonnées.
Démonstration. — Désignons par 2p et ap' les diamètres des cercles osculateurs des deux courbes en 0; et sur l'ordonnée commune PMM'. prenons les points N et N' tels, que l'on ait
[a] PM.PN = PO,
PN
D'ailleurs les relations (r/)ct [(F), divisées membre à membre, donner •
PN _ PM' _ b
l*N' "~ PM ~ a
On a donc
PlU' 1,
p _ PM' _ b
PM
Lemme H. — Soit une courbe [c) rapportée à deux axcsOx et 0 ) do//i le premier est tangent à la cuûrbe au point 0. Par le pied P de chatpie ordonnée MP ib' la courbe, et sous une dirertii'/; donnée, menons une
(hoitc PM' sur UuiueUc nous prendrons un jmnt M' situé h lu même distance de la tangente 0 x que le point M , et soit ( c' ) la courbe, lieu géométrique des points M' ainsi obtenus : les deux courbes [c) et [c') auront même cercle osculateur cm point 0.
Démonstration. — Il résulte immédiatemenl de la définition du cercle oscillateur (ju'il suffira, pour la démonstration du théorème actuel , d'établir que la différence entre les ordonnées des deux courbes [c] et (c') est un infiniment petit du troisième ordre, quand l'abscisse commune est du premier.
Oi-, soient M, M' deux \ni\x\i?< cori'cspondcmts Aç.'s, doux courbes ; joignons MM' qui est parallèle à 0 j; d'après la construction; menons parallèlement à MP ou à Oj l'ordonnée M'P' de la courbe {c') , qui rencontre en m la courbe (c), et joignons M/«. Si l'on désigne par a et a' les angles constants et finis que MP et M'P forment avec Pj:, le triangle MPM' donne d'abord
MM'_sin(a-a').
MP ~ sina' '
il en résulte que MM' est, comme MP, un infiniment petit du second ordre. Lo triangle M///M' donne ensuite
wM' MM'
sin wMM' sinMwM'
Mais le rapport des sinus , qui forme le second membre , tend vers zéro (piand P tend vers k- point 0 : le rapport de mW à MM' est donc un infiniment petit; et MM' étant lui-mêrtie du deuxième ordre, il en résulte que wM', c'est-à-dire la différence des ordonnées correspondantes des deux courbes ( r) et ( c' ), est un infiniment petit du troisième ordre, c. Q. F. d.
48. Appliciuons le mode de transformation auquel se rapporte le lemmel à un cercle (C) de rayon a, en emitloyant des ordonnées perpendiculaires à la tangente Oa*; et
soit - le rapport constant des ordonnées correspondantes de la courbe dérivée (C) et du cercle (C). Le rapport -, des rayons des cercles osculaleurs en 0 du ceicle et de la courbe (C) sera éga! à -; d'ailleurs p = «; on aura donc
pour le rayon du cercle oscillateur en Ode la courbe (C). D'ailleurs la courbe dérivée ((7) est évidemment une ellii)se dont W point 0 est l'un des
sommets, le demi-axe aboutissant en 0 étant égal à /^, et le demi-a\e parallèle à la tangente en 0 étant égal à a.
Donc le rayon du. cercle oscillateur fPtine ellipse en l'un de ses sommets est égal au carré du demi-axe étra/iiyer au smiinu-t , dirisé /lar le demi-axe cjui aboutit à ce sommet.
-49. Appliquons maintenant le mode de transformation auquel se rapporte le lemmell à l'ellipse (G), ayant pour demiaxes CM = rt, CO = ^ ; les ordonnées MP de l'ellipse étant perpendiculaires à la tangente 0,r en l'un de ses sommets, et les ordonnées PM' de la courbe dérivée (C), ayant une direction quelconque. Les deux courbes ayant même cercle osculateur au point 0 , on aura
pour le rayon du cercle osculateur en 0 de la courbe ( C ). Or cette courbe est une ellipse dont le point 0 est rextrémité d'un diamètre quelconque ; « = CM = C'M' est le demi-diamètre de cette ellipse parallèle à la tangente en 0, et /; = OC = C'H est la distance du centre C de cette ellipse à la tangente en 0.
Donc le rayon du cercle osculateur d'une ellipse en htn cptelconque de ses points est égal au carré du demi-diamètre pnirdlète à la tangente en ce point, divise par la distance du centre à la tangente.
50. Comparaison des i-ayons des cercles oscuUileurs de deux lignes ccnstruites sur le même axe et dont les ordonnées cnrresj)ondantes sont dans un rapport constant. Théorème de Mac-Cullagh..
Il résulte de la remarque faite au § I, n" 43. page 89, que l'on peut regarder le cercle osculateur en un point d'une courbe comme la limite des cercles passant par ce point et par deux autres points de la courbe infiniment voisins du premier.
Nous plaçant à ce point de vuC;, considérons deux courbes [c] et [c'] (pii , construites sur le même axe ar , ont leurs ordonnées correspondantes dans un rapport constant : soient A , B, C trois points de la première et A', B', C les points correspondants de la seconde, et désignons par r/, /;, r, a\ b', c' les côtés des triangles ABC, A'B'C, et par /•, /' les rayons des cercles circonscrits à ces triangles. Si, recourant à la méthode par les aires auxiliaires (P Partie, page 14), nous désignons par S, S' les surfaces des triangles ABC, A'B'C, nous aurons
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(l'on
/• ti h r S' ;•' /•/' 1/ r' S
Mais le rapport des aires S' et S est égal au rapport des ordonnées correspondantes des deuxcourbes y et j; on peut donc écrire
f a h c y' fi) =_.._.•„.
D'ailleurs les côtés a et a' ayant même projection sur l'axe commun des deux courbes, on a
a _ cos [(i\ o.c) a' (:0S(//, ox \
et l'on a des expressions analoi^ues pour j, et -,• Il en résulte que, si les
points B, C et B', C tendent à se confondre respectivement avec A et A', pn même temps que r et /•' tendent vers leurs limites respectives p et p', rayons des cercles osculateurs des deux courbes en A et A', les trois rapports — 5 T-,1 -, tendent vers une limite com^nune qui est égale au rapport
inverse des cosinus des angles que font, avec l'axe commun ox ^ les tangentes aux deux courbes en A et en A'. On a donc , en passant à la limite et désignant ces angles par a et a' ,
p _ cos^ a' f p' ~ cos' y. y ou
[x] p . r . cos' a 3c p' . -V ' . cos'' a'.
Enfin , si l'on désigne par t et t' les portions des tangentes aux deux courbes comprises entre les points de contact A , A' et l'axe commun ox , on aura
cos a _ t' cos 'j!~ t
et la form\ile précédente pourra être remplacée par celle-ci :
rjj . Si l'on applique la formule précédente à l'ellipse et au cercle décrit sur le grand axe comme diamètre , on trouvera que /c rayon du cercle oscillateur, en un point quelconque de V ellipse , est égal au cube du demidiamètre pandlèle h la tangente en ce point , divisé par le rectangle des demi-axes ; et cette expression, qui équivaut à lune de celles déjà données, aura été obtenue en suivant une voie entièrement élémentaire. De plus, dans le cas spécial où nous nous plaçons, la relation (i) d'où les formules ( x) et {x') ont été déduites , donne le théorème suivant , dû à Mac-Cullagli
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[7X)ir les Nouvelles Annales, iS-Oo, page 29G ) : Un (rinn^le étant inscrit dans une ellipse , le rayon du cercle circonscrit au triangle est égal au produit des dcini-dianiétiTs jniraUclcs au.v côtés du trituigte , divisé jnir le produit des denn-axcs.
g IV.
52. Newton a donné le nom de qucdité de la courbure d'uno lii^np en
drj
l'un de ses i>oints an rai)porl — , e'est-a-dire a la limite du rapport de
l'aecroissement du rayon du cercle osculateur à l'accroissement de l'arc, {piand on passe du point considéré sur la ligne à un point infiniment voisin. ÎMaclaurin , dans son Traité sur les propriétés génér/des des courbes algébriques ( théorème 111 ) et dans son Traité des Fluxions, trouva l'expression et la construction géométrique de ce rap])ort ; mais cette construction présente l'inconvénient de nécessiter l'emploi d'une courbe auxiliaire. Or le théorème suivant nous fournira, en même temps que la solution d'un problème proposé par Carnot {Géométrie de position, problème 7.5.
page 477) , "ne construction géométriqiie très-simple du rapport -y-
i>3. TuÉORKME. — Oue Von désigne i)ar -j- la qualité de la courbure
ds
d'une ligne en l'un de ses points , et (fuc F on aj)])elle a l'angle formé p(tr la
nornude en ce jmint avec la droite ijui passe par le milieu de la corde
fxiraltrie à ta tangente en ce point et infiniment voisine de celle-ci , on
(Uira
i do
langa = - -f •
i ds
Démonstration. — La nature de la question conduit à remplacer la ligne doimée, qui est quelconque, par une ellipse ayant avec la proposée un contact du troisième ordre; il suffira donc d'établir la formule (1) pour l'ellipse osculatrice.
Pour y parvenir par la voie la plus rapide, regardons cette courbe comme la trajectoire d'un mobile soumis à l'action d'une force émanant du centre de la courbe, et observons que la droite qui fait, avec la normale en a , l'angle a est précisément le diamètre de l'ellipse qui aboutit en ce point. Cette droite est donc dirigée suivant le centre attirant, et l'on a , par conséquent ,
dv
tang a
T, N ilés^ignanl les composantes langentielle et normale de la force accé-
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lératrice, c désignant la vitesse du mobile en a , et p le rayon du cercle osculateur de l'eliipse au même point.
bi 1 on observe que Yt ^ T- ' Tf "^ 'F '* '^"'^'^"'^ ''^) P*^"!"''^ s écrire [a') [m» y. = * — r--
f'.rt.V
Cela posé, si Ion désigne par a et 0 les demi-axes de l'ellipse, par / un paramètre constant et par p la distance du centre à la tangente en y?, on sait que l'on a
' ah jr p
d'où
[h) t±=.Pl± = l,u.
Et de là , en substituant dans («'), il vient la formule cherchée
; r \ \ dp
(I) tanga = -.-^.
Corollaire. — On déduit facilement de cette formule la construction du cercle osculateur de la développée de l'ellipse en l'un quelconque de ses points.
5i. ProrlÈME. — Que Von mène pnrcdlèlemcnt à la tangente en un point B d'une courbe une corde AC, dont la distance à la tangente soit un injiniment petit du second ordre , et que Von joigne le milieu pt de cette corde au point de contact par la droite By.. On propose de déterminer la direction - limite de la droite B ,«• , ou la limite de fansle a qu'elle forme avec la normale en B. [Géométrie de position , probl. 76, page 477-)
Solution. — Ce problème se trouve implicitement résolu par la démonstration du théorème précédent : mais ce n'est là qu'une solution détournée et reposant d'ailleurs sur un nombre considérable de propositions antérieures. On pourrait, à la vérité, modifier la démonstration de manière à se servir seulement de l'expression du rayon de courbure de l'ellipse osculatrice , ainsi que l'a fait M. Abel Transon {Journal de Mathématiques, 1841, p. 191); mais il y a encore dans cet emploi quelque chose d'indirect que l'on peut éviter (aux dépens de la brièveté, il est vrai ) par l'emploi des considérations suivantes.
Observons d'abord que , Bh mesurant la distance de la tangente à la corde AC , dont p. est le milieu , on a
tanga=^^;
et comme B// est du second ordre, que tang y. est, en général , un nombre
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Uni, on voit que [t-h est du môme ordre, et que, par suite, on doit fixer la position apinochée m du milieu p. de la corde AC, de manière à ne commettre qu'une erreur du troisième ordre, ce qui exige que l'on évalue la corde AC avec la même approximation. Or, si deux courbes ont un contact de Tordre «, la différence des ordonnées, comptées à i)artir de la tangente commune, étant, par définition, un infiniment petit de l'ordre « +1, on en déduit aisément que la diiîérence des cordes telles que AC, A'C de ces courbes est seulement de l'ordre n.
Nous pourrons donc , pour l'objet actuel , remplacer la ligne donnée par une autre ABC , ayant avec elle un contact du troisième ordre en B ; et si nous prenons pour celte ligne ABC une déirloppantc de cercle , le rayon 0'^ = p' de ce cercle sera précisément le rayon de courbure de la développée de la courbe primitive , au point h où cette développée est touchée par la normale en B.
Cela posé , soient r/ , h , c les points de contact sur le cercle 0' des normales en A, B, C; 0 l'intersection de kn prolongée avec Ce Soient menées la droite O'O coupant le cercle en h'\ et la normale //B' coupant en / et //, lesdroites AflO et AC. Menons enfin la bissectrice 0/« de l'angle COA et la perpendiculaire Op à CA; posons O'b = 0'b'= p'= I, A «■ = p , arc ob' ~ arc cb'= tp, et désignons en général par e" un infiniment petit de l'ordre n.
I . Je dis d'abord que le point m , extrémité de la bissectrice de l'angle AOC , peut être pris pour le milieu p de la corde AC. On a , en effet,
AO + CO
Or, AO + CO est une grandeur finie, AC est du premier ordre et AO — CO est du troisième ordre. Car
AO-CO = {Xo + aO)-{Cc-Oc) = 2(tangv-?)
COSç
ou, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur au troisième, (,) AO-CO = ''' ■
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Donc À m — Cm — iina est du quatrième ordre, et ron peut substituer le point ni au point y.
a. iJp étant perpendiculaire sur AC, évaluons ]>i>i ou /j(/. On trouve
17/ - c^' = Âô' - œ\
K r AO — CO , . „ , „„>
Or, on a déjà trouvé AO — CO = - '^', et le triangle AOL donne, en négligeant c",
Ac' = 4 AO.CO.sin>, d'où
AC = sin^.av^IÔXÔ = '^.^. 2 V^ÔTCÔ.
Il vient donc, en substituant ces valeurs dans l'expression de a/z/y^,
_ 3J^ _j_ ^(3 + C0 _ 2 , _?_ AO + CO . ^ "'/" ^ ■ siu y ' 7^AÔTC0 ~ 3 ''' 'sin '^^ ,^ v^AO.CO '
ot, comme le premier facteur est du second ordre, on peut remplacer chacun des deux autres facteurs par sa limite qui est l'unité; il vient donc
(2) mp = ~'if\
Il résulte d'ailleurs de cette expression do mp que l'angle pOm, son
égal ôO'b' et l'arc bb' qui le mesure, sont des infiniment petits du second ordre; donc, en appelant 9 le point d'intersection des tangentes ^A, b'h', on voit que les triangles 0 hh\ Opin sont semblables et que la différence des côtés finis de ces triangles est du second ordre; donc la différence des côtés infiniment petits ////, mp est du quatrième, et l'on peut écrire
3. On déduit aisément de là l'expression de /im , qui nous sera nécessaire pour calculer tang y. = -^j- Car ///// — /l' m — /ih' ; ou, à cause
des parallèles, hm — Ob' — /th' ; d'ailleurs 0// = sec'j> — i = — -t- '' il vient donc, en substituant ,
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4. Pour calculer B// , on observera d'nhnrd que la ditlérence entre B/i et B'A' est du quatrième ordre. Car
i". ^h' — ^h = 9/i' (i— cosfJ) = ôA'.2sin^- = e*, puisque l'angle
/\ 6 = /?0/« est du second ordre ;
1°. OB'— ÔB (différence positive comme la différence analogue OA — OB) est moindre que G B, — ô B , qui est du quatrième ordre pour la même raison.
Donc la différence W h' — Bh étant du quatrième ordre, nous pourrons substituer B'A' à B//.
En second lieu, si l'on abaisse kk' perpendiculaire si^r B'h'b\ on verra que h' />' — A/f'sin //'A/;' = Ah' sin 0 = e\ et l'on pourra écrire , par conséquent ,
Enfin, on trouve successivement sur la figure
X'B' = ^'B' — h't ~ tk' ~ ( p + ») — tang - — ( p -H tang - \ cos y ,
et l'on en déduit successivement
k'B! = p (i — cos'f) +'f — tang- (iH-costj') = p.— H-î* + (w — siny ),
Donc enfin
II
Bh = - ^\p
5. Si l'on divise membre à membre les relations (I) et (II), il vient
d'abord
tang a = - . - ; 3 p
et si l'on observe que, le rayon O'è = p' du cercle osculateur de la développée ayant été pris pour unité de longueur, cette formule équivaut , en rétablissant l'indétermination de cette unité, à celle-ci
tang a I p' p 3 p
il vient définitivement
(X) tanga-i.^i,
au moyen de laquelle on passe aisément à la formule ( I ) du numéro précédent.
Obsen'dtion. — Carnot avait été conduit accidentellement à se poser le
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problème que nous venons de résoudre , dans, le but de parvenir à une délinilion générale des courbes planes , indépendante de tout système de coordonnées arbitraires ; ces coordonnées ne devant être considérées, d'après lui, que comme des auxiliaires utiles, mais étrangers en réalité à la courbe considérée, et qu'il serait par conséquent plus élégant de supprimer. On voit que cette conception est diamétralement opi)Osée à celle de Descartes, et autant cette dernière paraît lumineuse, autant elle est utile et féconde, à cause même de l'indétermination qu'elle comporte ; autant , il faut l'avouer, la conception de Carnot paraît obscure et semble devoir demeurer stérile, précisément parce qu'elle veut atteindre l'absolu. Quoi qu'il en soit d'ailleurs de la valeur de cette conception, Carnot fait remarquer qu'une courbe plane quelconque peut être défmie par la relation / (p, a) — o qui existe entre le rayon de courbure de cette ligne, en l'un de ses points , et l'angle correspondant a , dont nous venons de déterminer la tangente , p et a formant évidemment un système de coordonnées absolues satisfaisant aux conditions qu'il s'était imposées. Or, c'était afin de pouvoir revenir de l'équation /(o, a) = o à l'équation en coordonnées rectilignes ordinaires , qu'il s'était proposé de trouver l'expression de tang a.
CHAPITRE IV
Des maxima et minima absolus.
§ Y'- — De la grandeur maximum ou minimum parmi
DES grandeurs DETERMINEES.
ua. Kepler paraît avoir observé le premier la propriété remarquable dont jouit une grandeur variable dans le voisinage de son état de maximum ou de minimum. L'un de ses ouvrages, Nova stereometria dolioram \^iii<iriorum..., i6i5, renferme, en effet, outre les premiers germes de la géométrie infinitésimale bientôt développés par Cavalleri [Geonietria indivisibilibus..., iG35), cette importante observation que dans le voisitiage de sa plus grande ori plus petite iHilcar, une grandeur ne varie rpit par degrés insensibles; et l'on voit que cette observation n'est guère se* parée du principe qui sert de base à la théorie analytique actuelle des maxima et minima que par l'intervalle d'une définition.
Un peu plus tard, vers i636. Fermât, précisant ce premier aperçu, prit pour base de sa méthode des maxima et minima ce principe que , si l'on prend une grandeur vtniable dans son état de nuixiniuin ou de niininami et dans un second état injîninwnt voisin du premier, les \mleurs correspondantes de cette grandeur sont égales.
Ce principe, dont nous modifierons un peu l'énoncé afin de demeurer exai't dans la forme comme dans le fond, sert de base à la méthode géométrique des maxima et minima : méthode (pii a son importance piopre à côté delà théorie analytique correspondante, et qui supplée très-heureusement
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à celle-ci dans un grand nombre de questions où elle parait être en défaut.
Principe fondamental. — Soient c/,, , a^ , deux valeurs infiniment, voisines d'une grandeur variable A , entre /es(/ii('//es se trouve comprise la V(deur maximum ou minimum a de cette grandeur. Les vtileurs extrêmes a^ , a^ peuvent être co/isidërées comme rigoureusenu-nt égales entre elles.
Démonstration. — Supposons, pour fixer les idées, que « soit la valeur maximum de A, et que «„ soit une valeur infinintient voisine de «, inférieure à c/, puisque celle-ci est maximum, et précédante dans l'ordre de formation des valeurs successives delà grandeur A. Celle-ci, continuant à varier au delà de la valeur a , ira nécessairement en décroissant pendant un certain temps, depuis la valeur maximum «jusqu'à une valeur « — a, a étant un nombre fini ; et comme nous supposons essentiellement que la grandeur A varie d'une manière continue entre a et a — a, elle passera nécessairement par une valeur «, , précisément égale à «„, et qui sera, comme celle-ci, infiniment voisine de la valeur maximum a.
Corollaire. — La méthode à suivre dans la recherche du maximum ou minimum d'une grandeur variable , résulte immédiatement du principe précédent : Prenant la grandeur considérée dans deux états successifs , c'est-à-dire infiniment voisins, on exprimera cpi'elle n In même valeur dans ces deu,v états; l'égalité résultante, convenablement interprétée et prise ht instant-limite où les deux états successifs se confondent , fournit une propiiété qui caractérise la grandeur variable a Pinstant où elle atteint sa valeur maximum ou mi/iinauii.
APPLICATIONS
56. Problème I. — Par un point donné, mener une droite telle, ([ue le segment déterminé sur cette droite , par les côtés d'un angle donné , soit minimum. [Opuscules de Newton, tomel, page 87, questions 2 et 3.)
Solution. — Soient aib, a'ih\ deux droites passant parle point donné /, infiniment voisines de la droite à laquelle correspond le segment minimum, et telles, que les segments ab , a'b' soient égaux. Les segments ab , a' h' étant égaux , et les droites aib, a'ib' étant infiniment voisines l'une de l'autre, leur point d'intersection i est infiniment voisin du point suivant lequel la droite nb toucherait son enveloppe, si elle se mouvait, sous cette condition que le segment de cette droite, intercepté dans l'angle donné , conservât une longueur constante. Donc (d'après la construction de la page 61), pour la droite aib infiniment voisine de la droite cherchée, le point donné i est infiniment voisin du pied de la perpendiculaire abaissée sur cette droite du point de concours des perpendiculaires aux côtés de l'angle donné, menées par les points a et b. On en conclut que la droite minimum, menée par un point donné dans un angle donné , at définie par cette condition, (pie la perpendiculaire à cette droite menée par le point donné, et les perpendiculaires aux côtés de Vanglc nu-nées par les rxirémilés de hi dmitc ciiiimdirnt en un lui'inr point.
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Scolie. — On arriverait à une définition toute semblable de la droite à segment minimum , en remplaçant les côtés de l'angle par deux courbes quelconques , et en substituant aux droites issues d'un point fixe du problème précédent des droites tangentes à une courbe \^\\q.
Problème II. — Mener tnngenticllement à une coarbc donnée une droite qui intercepte dans un angle donné , circonscrit à lu même courbe , un triangle de surface maxinnim ou minimum.
Solution. — Soit / le point d'intersection de deux tangentes infiniment voisines et interceptant dans l'angle yox des triangles aob , a'ob' équivalents. Les triangles infiniment petits aia\ bib' étant eux-mêmes équivalents .et le point / étant infiniment voisin du point de contact t de la tangente ab, on voit que pour une tangente, ab, infiniment voisine de la tangente cherchée AB, le point de contact t est infiniment voisin du milieu du segment ab. Donc la tangente clierchée est définie par cette condition, que son point de contact coïncide avec le milieu du segment déterminé par cette tangente dans l'angle donné.
Remarque. — Il y a maximum ou minimum, suivant que l'on considère la portion de la courbe tournant sa convexité ou sa concavité vers le sommet de l'angle.
Corollaire. — Parmi tous les polygones d'un même nombre de côtés , circonscrits à une courbe fermée , le polygone , dont la surface est minimum, est défini par cette condition , (pie le point de contact de chaque côté coïncide avec le point-milieu de ce côté.
Problème III. — Dans un segment donné d'une courbe quelconque , inscrire un rectangle d'aire maximum. [Opuscules de Newton , tome I , page 87, question i.) Solution. — Soient ab, a' b' les côtés, parallèles à la base xy dn seg- ,ji ment, de deux rectangles infiniment voisins, com-
prenant entre eux le rectangle maximum et équivalents. Menons les droites indéfinies aa', bb' qm forment avec ^j un triangle mnp, et substituons ■' '^ aux rectangles ayant pour côtés ab, a'b' les parallélogrammes équivalents rt^crt, «'^'c'/?. Soit /l'intersection de ab et de b'c'. La comparaison des parallélogrammes abcn , a'b'c'n, équivalents et ayant une partie commune , montre que les parallélogrammes a'b'ka et bec' h- sont équivalents, on a donc l'égalité
(1) a'b' .b' f, — bk .bc , ou -tt- = — m'
bk a b
D'ailleurs, les triangles semblables b'kb, ma'b' donnent celte relation
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et la comparaison des lelalions (i) et (2) donne rcii;alilo
bc = a' m , ou
(3) an = Cl' ni.
Si donc, passant à la limite, on suppose que ab et n'b' se confondent avec le côté ap du rectangle maximum, on verra que le rectangle maximum, inscrit dans un segment de courbe, est celui dont le côté est également éloigné de la base du segment et du point de concours des tangentes menées à la courbe par les extrémités de ce côté.
Problème IV. — Trouver, pour un lieu donné , le jour du plus petit crépuscule.
Ce problème a eu une certaine célébrité, et parles dilTicultés qu'il présente et i)ar les noms des géomètres qui s'en sont occupés : il a été résolu pour la première fois par Nonius, géomètre portugais [De Ci-epusculis , Coïmbre, iSyS). Plus tard, Jean BernouUi reprit la même question, et voici ce qu'on lit à ce sujet dans ses œuvres {Opéra omnia, tome I, page 64) : fai résolu le problème de trouver géométriquement le jour du plus petit crépuscule, ce ([ui a occupé mon frère , professeur de mathématiques h Bâle, et moi depuis plus de cinq ans , sans en poumir venir à bout. Ce problème est d'autant plus curieux (pie je demeure, par ma méthode de maximis et mi ni mis [qui est pourtant une des plus courtes), dans un calcul prolixe et embarrassé, cpii se laisse enfin réduire en une petite équation carrée qui se transforme en cette simple proportion géométrique
I sin/ ,, ,. „ ^
Janvier 1O93.)
H sinD tang-
Dans la Correspondance sur P École Polytechnique (tomel, page iSg), Hachette ajoute aux détails précédents que Monge résolut la même question en menant un plan tangent commun 'à deux cônes ayant même sommet : il ne paraît pas d'ailleurs que Monge ait publié sa solution , la construction à laquelle il est parvenu ayant été seule reproduite par Hachette qui se borne à démontrer qu'elle conduit à la formule de Bernoulli.
Nous reproduirons, avec quelques modifications, h solution du marquis de l'Hôpital [Analyse des infiniment petits , section III, exemple i3), fondée précisément sur le principe de Fermât qui conduit par la voie la plus courte à la formule cherchée.
Prenons pour plan de la figure le plan méridien du lieu PHP'H'. Soient PP' l'axe du monde, HH' la méridienne; H et AH' le grand cercle de l'horizon du lieu et 0 son centre; hb^h' le petit cercle de la sphère céleste, parallèle à l'horizon et auquel se terminent les arcs crépusculaires.
Soient \)KS[)' , dabd' deux parallèles infiniment \oisins décrits par le
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soleil; AB et ab les arcs crépusculaires correspondants, comitris entre les cercles HABH', hnbh'] C et c les centres de ces parallèles; joignons CA, CB , en , cb.
Si nous supposons que ces parallèles comprennent entre eux le parallèle décrit par le soleil au jour du plus petit crépuscule, les arcs AB et ab, évalués en degrés, seront égaux , et l'on aura
ACB
acb.
De là , e les arcs
n projetant l'angle acb en a'W, sur le plan parallèle DABD', par de grand cercle P'w/', V'hh\ et joignant Crt', Ct', on aura
acb = a'Q,b\ et par suite, ACB = a'Cb'. D'où, par la soustraction d'une partie commune.
ACa' = BC/>',
et par suite,
arcA«' = arcB//
On a aussi
arcr/rt' = arc bb',
puisque ces arcs mesurent lun et l'autre la distance sphérique des deux cercles parallèles DAD', dad. Il résulte des égalités (A) et (B) que les triangles rectilignes infiniment petits aa' k, bb'B, équiangles en a' et b', sont rigoureusement égaux ; et que par suite , sur la sphère , les angles nkn\ bBb' sont infiniment peu différents l'un et l'autre. On voit donc, en passant à la limite et supposant que les parallèles DD', fld' se confondent, que le parallèle décrit par le soleil au jour du plus petit crépuscule, coupe sous des angles égcmx le grand cercle de l'horizon HAH', et le parallèle hBh' (uiciuel se terminent les arcs crépusculaires.
Cela posé, soit DABD' le parallèle cherché coupant sous des angles égaux le grand cercle HAH' et son parallèle A B7/; soit OV la verticale du lieu considéré, déterminant sur la sphère le point V, pôle commun de HAH' et de ABA'; menons les arcs de grand cercle PA , VA ; PB , VB; et posons
OH ^ I ; A r= latitude du lieu = i '■" - PV ; îfÀ ::= H ;
D = la déclinaison cherchée du soleil — i*"" — PA.
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Les angles en A el B des triangles sphcriqiies PAV, PBV sont égaux , comme égaux respectivement aux angles HAD, /<BD; on a donc
cosPAV==cosPBV,
d'où, en remplaçant les cosinus par leurs valeurs el simpliliant, sin)v _ sinA— sinD sinli
ou enfin,
sinD = sin A tang--
PnonLÈME V. — Trouver la définition générale des polygones à périmètre maximum inscrits dans une courbe donnée.
Solution. — Soit abc... Al un polygone à périmètre maximum inscrit dans la courbe donnée. Regardant tous les sommets du polygone comme fixes, sauf le sommet b , il est clair que le chemin ab-\-cb doit être un maximum parmi tous ceux qui relient aux points « et r un point quelconque de l'arc abc. Or, soient «Bc, «B'c deux chemins égaux infiniment voisins et comprenant entre eux le chemin maximum abc : l'égalité aB -\-cB = <7B'h-cB' peut s'écrire
(i) aB' — aB = cB — cB'.
Or, en joignant BB', on trouve facilement les expressions
aB' —aB = BB' cos«B'B 4- s', cB — cB' = BB' cosf BB' + î'-,
c^ et î'- désignant des infiniment petits du second ordre. De ces expressions et de l'égalité fondamentale (i), il résulte que la différence entre BB'cosc/B'B et BB'cosfBB' est du second ordre, et par suite
que les angles aB'B et cBB' sont infiniment peu différents l'un de l'autre. De là, en passant à la limite et supposant que les chemins «Bc, aB' c se confondant avec le chemin maximum abc , on déduit cette conclusion que deiûx: côtés consécutifs cpielcojiques cV un polygone à périmètre maximum inscrit dans une courbe donnée, sont également inclinés sur la tangente a la courbe ciixonscrite , menée par V extrémité commune à ces côtés. Première application. — ^V la courbe donnée est un cercle, on verra que les côtés consécutifs ab , cb étant également inclinés sur la tangente en Z», le point b est le milieu dé l'arc ac, et que par suite deux côtés consécutifs quelconques ab et bc sont égaux. Donc parmi les polygones d'un même nnmbr-e de côtés inscrits dans un cercle, le polygone régulier a un périmètre maximum.
Seconde application. — Si la courbe donnée est une ellipse [E] ayant f,f' pour foyers, on verra, en appliquant la même condition, que deux côtés consécutifs ab et bc . du polygone à périmètre maximum, étant éga-
lomoiit inclinés sur la tangente en b à l'ellipse (E), sont tan.^ents à une même ellipse (E') homofocale à la proposée; pour la même raison, les côtés suivants bc et cd seraient tangents à une autre ellipse homofocale aux précédentes; mais cette nouvelle ellipse est identique à la précédente (E'), puisqu'elle a en commun avec celle-ci les foyers/,/' et la tangente hc, . . . Donc, (ont polygone à périmètre maximum inscrit dans une ellipse donnée (E), se trouve en même temps circonscrit à une seconde ellipse (E'), homofocale à lu proposée.
Renutrcjue I. — D'après un théorème de M. Poncelet , tous les polygones qu'on essayera de former de la même manière que le précédent, se fermeront d'eux-mêmes et auront le même nombre de côtés : et ces polygones, en nombre infini , satisfaisant aux mêmes conditions que le précédent, seront encore à périmètre maximum.
Remarrpie II. — Les polygones ainsi formés sont isopéri/iiètres.
Il suffit, pour le démontrer, de recourir au principe fondamental de la théorie analytique des maximum. Désignons , en effet , parp, p\ p\ . . . , />»„ , les périmètres d'une série de polygones formés d'après les conditions précédentes et infiniment voisins les uns des autres ; les polygones extrêmes p et /j„ étant toutefois séparés par un intervalle fini.
Le périmètre p étant maximum , la variation du périmètre , quand on passe de p à p'^ est , ou rigoureusement nulle , ou seulement infiniment petite du second ordre.
Ainsi
p — p' = o, ou ]) — p' <C e, [x' — .r ) ;
de même
// — //' = o, ou y/ — p" < î.^ ( x" — x' ) ;
/^("-') -;j(") = o, ou />("-')-/>»(") <£j.r(") — ,r("-')).
£,, s.^, . . . , £„ étant des infiniment petits du premier ordre et x, .r', ,r", . . . , .r("> désignant, par exemple, les abscisses des premiers sommets «, «', a", . . . , r/(") des polygones dont les périmètres sont p, p', //,..., /j("'. Soit Bf. le plus grand des nombres s, , s,, , . . . , s„ ; ajoutant membre à membre les égahtés et inégalités précédentes, et remplaçant les e par s^, on aura
p — /j("' = o, ou p — /)("' < z^ ( .r("' — ,r ).
Et l'on en conclut que la différence;:» — yj(") est rigoureusement nulle , puisijue l'on peut établir qu'elle est moindre que toute ligne donnée.
Observation. — La démonstration précédente n'a eu d'autre effet que d'établir, dans un cas particulier, ce principe général , qu'une fonction dont la dérivée est constamment nulle, se réduit à une constante.
PuoBLÈME VL — Trouver la définition génércde des polygones à périmètre minimum, rircoiiscrits à une courbe donnée.
I lO DES .MFTIIODES EN GEO.METRIE.
Snlutinn. — Soit (ihc.kld un polygone circonscrit à périmètre minimum. I\rgmr/ant tous les côtés du polygone comme fixes, sauf le' côté ah , il est clair que ah doit coïncider avec celle des tangentes à la courbe fixe qui ferme le polygone ouvert A' //■... rB', en déterminant un périmètre total minimum.
Or, soient AB et A'B' deux tangentes infiniment voisines , comprenant entre elles la tangente cherchée ah, et fermant le polygone ouvert par des périmètres égaux; et soit I le point d'intersection de AB, A'B', lequel est infiniment voisin des points de contact T et T'.
D'après le problème 8 du chapitre II (page 87). on pourra construire le point I en menant lev bissectrices des angles extérieurs en A, B du polygone ABr.../7A, et abaissant de leur point d'intersection une perpendiculaire sur AB. Si donc, passant à la limite, on suppose que AB et A'B' se confondent avec ah, et si l'on observe qu'en même temps les points T, T', I se confondent avec le point de contacter de ah sur la courbe, on verra que clans tout polygone h périmètre minimum circonscrit à une courbe , la normale à la courhe menée par le point fie contact de charpie côté, et les bissectrices des angles extérieurs du polygone adjacents à ce côté , concourent en un même point.
Première application. — La courbe donnée est un cercle. Soit o' le point de concours des bissectrices des angles extérieurs en a ^ ^, ^ et h, o' t sera normale au cercle et passera par le
centre o ; menons oa , oh qui seront bissectrices des angles intérieurs en a et h. Les triangles rectangles oao' oho' sont égaux, parce qu'ils ont l'hypoténuse commune oo\ et que les perpendiculaires abaissées des sommets de l'angle droit sur l'hypoténuse coupent celle-ci au même point. Il en résulte que les angles tao et tho sont égaux, ainsi que les angles a et b du polygone. Donc, parmi les polygones d'un même nombre de côtés rirconscjits à un cercle , le polygone régulier a un périmètre minimum.
Seconde application. — La courbe donnée est une ellipse.
Lemme I. — Étant données deux ellipses homofocales , si par un point t de Vellipse intérieure on mène une tangente qui coupe Vellipse extérieure aux points a et b, la noi-male en t à l'ellipse intérieure et les tangentes en a et b à P ellipse extérieure , concourront en un même point.
Lemme II. — Un point ne saurait avoir même polaire par rapport à deux ellipses homofocales , à moins que ces ellipses ne .<te confondent.
Ces lemmes étant supposés établis, soient abc . .//un polygone à péri, mètre minimum circonscrit à une ellipse ( E' ) ayant /,/' pour foyers , t le point de contact du côté ah sur l'ellipse, et o le point de concours des bissectrices des angles extérieurs du polygone en a et h : d'après
SErOXDE PARTIE.
l(< llicorèmi> gôiiôial qui précède, la droite ot sera normale à l'ellipse en t. Or, de ce que les côtés la^ ah ^ hc sont / ,,-'A tani^ents à l'ellipse (E'), et de la définition des
droites (w et ho. il résulte que l'on peut construire deux ellipses auxiliaires que nous désignerons par ( a) et (fi) , passant, l'une par le point a, l'autre par le point /;, ayant pour tangentes respectives en ces points les droites ao et ho, et homol'ocales à la proposée (E'). Mais ces deux ellipses f^ ) coïncident on une seule. Supposons, en effet, qu'il en soit autrement , désignons par au' et hh' les cordes distinctes que la droite ath détermine dans ces ellipses , et joignons or/, oh'. D'après le lemme I, on' et oh' seraient respectivement tangentes aux ellipses (a) et (fi), et par suite le point o aurait môme polaire dh' ha' par rapport aux deux ellipses homofocales [y.) et ([3), ce qui est contraire au lemme IL Donc les deux ellipses [y.) et (fi) coïncident, et par suite deux sommets consécutifs quelconques du polygone à périmètre minimum appartiennent à UTie môme ellipse homofocale à la proposée. Donc tout polygone à périmètre minimum , circonscrit a une ellipse donnée (E'), se trouve en même temps inscrit à une seconde ellipse ( E ) , liomojocalc à la proposée.
Corollaire. — On verrait, comme dans le problème précédent, que l'on peut former une infinité de polygones à périmètre minimum, circonscrits à Tellipse (E') et inscrits à l'ellipse (E), et que tous ces polygones sont isopérimètres.
Scolie. — Si l'on observe que chaque polygone à périmètre minimum circonscrit à l'ellipse (E') est inscrit à l'ellipse (E) et satisfait, en outre, aux conditions imposées aux polygones à périmètre maximum inscrit dans cette ellipse , on pourra renfermer tous les résultats précédents dans cet énoncé : Si Von a sur le même plan deux ellipses honiofocales (E) et (E') telles, rpC un premier polygone de n côtés puisse être inscrit dans l'une et circonscrit h l \a(tre :
i". On pourra former d'après les mêmes conditions une infinité de polygones ayant le même nomhre de côtés et le mé'me périmètre ;
1°. Chacun de ces polygones sera de périmètre maximum parmi tous les polygones d'un ménw nomhre de côtés (pie l'on peut inscrire dans l'ellipse extérieure , et de périmètre minimum parmi tous ceux que l'on peut circonscrire à l'ellipse intérieure. ^Observation. — Ces beaux théorèmes ont été découverts par M. Chasles: leur démonstration analytique, par l'emploi des coordonnées elliptiques, a fait en i852 le sujet de quelques leçons de M. Liouville au Collège de France. [Foir aussi le célèbre Mémoire de M. Steiner : /ou /nal rie Mathématiques, i84i, page 169.)
i; 11. — De la grandevb maximum ou minimum parmi des
GRANDEURS INDÉTERMINÉES
57. Les problèmes analogues à ceux qui ont été résolus dans le paragraphe précédent, reviennent, en dernière analyse, à déterminer sur une ligne , donnée immédiatement par l'énoncé , ou sur une ligne niwiliairc construite au moyen des données de la question , le point pour lequel une grandeur, dont la \aleur varie avec la position du point sur la courbe, devient maximum ou minimum.
Il existe une autre classe importante de problèmes dans lesquels on cherche parmi toutes les lignes, dont les extrémités sont assujetties à certaines conditions communes, mais qui dans l'intervalle des points extrêmes demeurent entièrement indéterminées , celle pour laquelle une grandeur, dont la valeur dépend de la ligne tout entière , devient nitiximum ou nnni- /«///// (Eu LER, Methodus imeniendi lincas curvas niaximi mininiive proprietate gaudentes , 1744, pages 2 et 3 ) : la grandeur dont il s'agit étant en général une grandeur géométrique , telle qu'une longueur, une aire ou un volume, dont les éléments se forment, d'après une loi donnée, en chacun des points de l'une des courbes que l'on considère. Le premier et le plus célèbre est le problème de la brachistochronc , qui fut proposé par Jean Bernoulli en 1696. Dans les Actes de Leipsick de l'année suivante (mai, page 206), avant d'en exposer la solution, il fait observer cpie les méthodes données jusqu'à ce jour par Fermât, Descartes et les autres , pour la détermination des maxima et minima, sont renfermées dans d'étroites limites , puis qu'elles s'appliquent seulement aux cas où l'on doit chercher, parmi une infinité de grandeurs données, Ui grandeur maximum ou minimum ; et que les difficultés que l'on rencontre deviennent autrement sérieuses, dès que les grandeurs parmi lesquelles se trouve le maximum et le minimum demeurent aussi indéterminées qui' le maximum ou le minimum que l'on cherche.
En publiant les procédés particuliers qui lui avaient réussi dans la solution de ce problème, et qui, selon lui, pouvaient s'appliquer avec le même succès à d'autres sujets semblables, Bernoulli ajoutait qu'il ne croyait pas à la possibilité de trouver une méthode générale applicable à toutes les questions du même genre.
Euler et Lagrange, comme on le sait, ont donné un démenti formel à ce doute d'un grand géomètre; et le calcul des variations demeure l'un des plus beaux monuments de l'analyse, et dans lequel apparaissent avec le plus d'éclat les qualités de certitude et d'universalité qui sont propres à cette dernière.
Le rôle de la géométrie pure , dans l'étude de ces nouveaux problèm^ , paraissait devoir être fort restreint, sinon complètement nul; mais le génie (ie Maclaurin surmonta toutes les difficultés de la matière, et le Traité des Fluxions renferme une méthode générale, fort belle et peu connue, qui conduit par une voie entièrement élémentaire à la solution d'un grand nombre de ces questions, et que nous allons maintenant exposeT".
SECONDE PARTIE. Il3
58. Principe fo.nuamental. Que Cou désigne t-n générdl pctr G Icx grandeurs variables et indéterminées parnn lesquelles se trouve le luinitnunt [ou le maximum) que l'on cherche, et soit V une grandeur constante de même espèce que les grandeurs considérées : si l'on retranche F de chacune des proposées G , on obtient une nouvelle suite de grandeurs G'= G — r qui correspondent aux premières et telles évidemment , qu'à la grandeur nnninmm G, de la première série correspondra la grandeur miidnuim G', de la seconde ^ or on exprimera que G', =: G, — Y est le minimum cherché , en décomposant G, et V en un même nombre d'éléments correspondants A G, et Ar , et en exprimant que chacune des différences élémentaires A G, — AF est minimum. On aura défini par là chacun des éléments de la grandeur mini/num G,, et par suite la grandeur mi/umu/n elle-même.
Remarque I. — Si les grandeurs G se rapportent à des lignes indéterminées parmi lesquelles on cherche celle qui jouit de certaine propriété de minimum ou do maximum, la méthode précédente devra conduire à l'équation différentielle du premier ordre de la ligne cherchée, puisqu'elle doit foLu-nir la définition de chaque élément de cette ligne.
Remarque II. — L'emploi général de la grandeur auxiliaire F étant défini comme précédemment, il faut encore observer que cette grandeur F doit toujours renfermer quelque élément arbitraire, dont on fixe à posteriori la valeur de manière que la grandeur minimum G, = G', +F satisfasse aux conditions qui lui sont imposées par l'énoncé du problème. Au point de vue analytique, cela revient à dire que l'emploi de la méthode actuelle équivaut à l'intégration d'une équation différentielle du second ordre , intégration qui a dû introduire dans l'équation différentielle du premier ordre qui en résulte une constante arbitraire. Cette constante doit donc naître pareillement de la méthode que nous venons de définir; et bien loin que ce qu'il paraît y avoir d'indéterminé dans cette méthode soit une objection contre la certitude des résultats que l'on en peut tirer, cetle indétermination nécessaire, comparée aux résultats que fournit l'analyse, pourrait, s'il en était besoin, servir de confirmation à la méthode.
APPLICATIONS
59. o. Lemme général. — Problème. — Étant donnés un point et une droite , aller du point a la droite jxir un chemin tellenwnt choisi, que le temps employé à le parcourir avec une vitesse v , diminué du. temps emplojé à parcourir sa projection avec la vitesse c, > v, fournisse une différence minimum. [Traité des Fluxions , tome II, n° 572.)
Solution. — 11 s'agit de rendre minimum la différence
MM' 7;/M
1 ou celle-ci : MM — mW -•
Ok, on vertu de la restriction v < v^ , on peut représenter le rapport -
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p;ir \ni cosinus; oe s(M'a, par exemple, le (xisimis de 1 an^le que lornie niW avec une droite MX mené(> parloiwint M, et la position de la droite MX sera déterminée par r('ft(> relation
( I ■ ((isfwM', MX I - S1IW//MX — - ;
et l'expression ipie Ton doit rendre minimum M" devient alors
MM' - /// M cos ( r?i M', MX ] , ou MM' - //N' ;
«N' étant la projection de wM' sur la droite MX.
Or, si du point M comme centre on décrit l'arc M'M" terminé à la droite MX prolongée, on aura
MM' - //N'= MM"- //N'=: M« + N'M
et comme M /i est constante , on voit que le minimum cherché a lieu quand
N'M" est nulle, c'est-à-dire quand la droite MM' coïncide avec la droite MX.
Ainsi /r sinus de Canglc (l'incidence de la droite cJiercIiée sur la droite
dominée, est égal au T'appojt — des vitesses données.
Remarque. — La solution analytique du même problème dépendrait seulement de la théorie élémentaire des maxima pour les fonctions du second degré.
I. Problème de Fermât. — Étant donnés deux points k et ^ situés dans deux milieux différents que sépa?v la droite xj ; et c , v' désignant les vitesses de propagation de la luniière dans les deux milieux, on demainle le chemin AIB que doit suivre une molécule lumineuse , pour (dler du premier point (Hi second dans un temps minimum.
Solution. — Abaissons A<7, B^. perpendiculaires sur .ry; il s'agit de trouver un point 1 sur .rj, tel que
, , Al BI . .
1 ) 1 r = minimum.
D'ailleurs le chemin à temps minimum ne doit être cherché évidemment que parmi ceux qui rencontrent la droite .r}-enlie le? points a olb , et qui ont par conséquent même projection ah sur xy. Si donc on désigne par V y une \itesse supérieure à c et à e', le temps employé à parcourir ah avec la vitesse V sera une quantité constante ; et nous aurons satisfait à la condition (i), si nous satisfaisons à celle-ci
AI BI ah . .
1 — r — Tr~ minimum ,
SKCO\l)E PARTIE. 1 I ,')
OU, en décomposant /^/Z' eu «1-4-/'!, si nous satisfaisons à celte dornièro
/AI al\ /BI /;I\
minimum.
Enfin, cette dernière relation sera satisfaite, si 1 on peut satisfaire simultanément à chacune de celles-ci
Al «l . .
( (7 ) — — -TT- = minimum ,
(h] —- = —- = minimum.
Or, d'après le lemme précédent, si l'on désigne par / et /■ les angles d'incidence et de réfraction AIN, BIN', chacune des conditions [n] et {//) sera remplie, si l'on a
sin I ~ -Tri sin /• = - , V V
d'où, en divisant membre à membre,
sin/ ('
Sin/- ('
Ainsi h' c/irini/i <iiœ doit sidi'/r une molécule l/iii/i/iei/se jjdki- aller (Viiii l^remier à un second milieu dans un temps minimum, est tel, ([ue le rapport des sinus des angles d'incidence et de réfraction , dans le passage du premier au second milieu, soit égal au rapport dès vitesses de proj)agation fie la lumière dans le premier et dans le second milieu.
Scolie. — La solution dii-ecte de ce problème dépendrait évidemment de la méthode pour la recherche des maxima et minima absolus, exposée dans le chapitre précédent. L'emploi de cette méthode conduit d'ailleurs à une généralisation du théorîme précédent qui peut être utile pour des applications ultérieures. Il suffit , pour y parvenir, de remplacer le plan de la figure précédente par une surface quelconque : on verra alors que le chemin AIB, défini i)ar la même condition de minimum, est formé par deux lignes géodésiques AI et IB de la surface , et que les angles i*"'' — / , i^'' — r, sous lesquels ces lignes géodésiques coupent la courbe de séparation .rj-,
sont encore liés par la relation -: — = -.• On aura d'ailleurs à s'appuver
sur ce principe , que In courbe cpd intercepte des arcs équivalents sur les lignes géodésiques d'une surface , issues du même point , coiipe orthogonalement toutes ces lignes géodésiques.
2. Problème. — Trouver la ligne sur lacpielle doit se mouvoir un jmint matériel soumis à Faction de la pesanteur, pour aller d'un point donné 0 à une verticale donnée vv', dans un temps tninimum. ( Traité des Flu rions, tome I! , n" 574.)
Solution. — Soient OMM'H la brachistoclirone cherchée et II le jinint inconnu où elle coupe la verticale donnée W'. Menons les horizontales OV
cl llir (les points (le (lép;iit et d'iirrivéo, ainsi que la vorticalc OH' du point (le départ.
Il ost facile de reconnaître , à priori, que la courbe cherchée ne saurait avoir aucun de ses points à gauche de la verticale OU' ou au-dessous de l'horizontale HH', et que, par suite, on ne doit chercher la brachistorhione que parmi les courbes en nombre infini qui joi?;nent le point 0 au point (indéterminé) 11, et qui sont en outre comprises dans le rectani^le OVilir : or toutes ces courbes ont même iirojection IlU' sur l'horizon, et la vitesse acquise en 11 , jtar la chute sur l'une d'elles , est la même pour toutes; désignons par c, cette vitesse qui demeure indéterminée comme le point H lui-même.
Conformément à la méthode générale , nous dirons : Si le temps par ^, y OMM'II , parcoitT-ii avec une vitesse variable v , est iiiiriinuiin , ce même temps diminué du temps par HH', parcouru avec lu vitesse constante c, , sera encore nnninium ; et si nous décomposons la courbe et la droite en un même nombre d'éléments correspondants MM', wM', la différence des temps que l'on vient d'énoncer sera minimum , si l'on rend minimum cette différence élémentaire :
Temps par WsV parcouru avec la vitesse (', moins temps par niW parcouru avec la vitesse c,. Or, d'après le lemme, pour que cette dernière différence soit minimum , il suffit , en regardant l'élément MM' de la courbe comme rectiligne, que l'on ait
sin/;/MM' = -?
"> ou
dy V
V désignant la vitesse acquise par le mobile à son arrivée en M , et les ordoimées r de la courbe étant parallèles à l'horizontale OV.
Corollaire 1. —La formule (i) fournit, comme on le voit, l'équation différenlielle du premier ordre de la brachistochrone pour le cas où la pesanteur agit sur le mobile par des droites parallèles, l'intensité de la pesanteur étant ou constante , ou variable suivant une loi quelconque : cette formule conduit , en outre , à cette conséquence importante , que la braclnstochrone est tangente à la verticale du point de départ, et nornude à la verticale W à Icujuelle elle se termine ; car, si l'on fait alternativement (' = o et c = «', dans la formule, elle donne
(h dy
-7- — o , et ~- — \.
ds ds
Corollaire 11. IXins le cas d'une {)esantcur constante, on a et la brachistochrone est une cvcloïde.
SECOXDE PARTIE.
Rcinan/tie. — La fonnulo (i) a été donnée pour la promière fois par .lean Bornoiilli {.Ictcs de Ij-ijjsick , i()9(), mai, pa.L;c 208) : ce géomètre l'avait obtenue en généralisant le problème de Fermât, et en assimilant la brachistochrone à la trajectoire d'une molécule lumineuse traversant, dans un temps minimum , une suite de milieux de densités différentes , d'épaisseurs infmiment petites, séparés les uns des autres par des surfaces iiorizontales.
3. l'noBLÈME. — Trouver la ligne que doit décrire un point matériel soumis à l'action d'une force émanant d'un centre fixe Q, , pour aller, dans un temps minimum, d'un point donné à une droite donnée, passant pinte centre attirant. [Traité des Fluxions, tome II, n" 578. )
Solution. — Soit AMB la brachistochrone cherchée , et B le point inconnu où elle atteint la droite donnée QRb. Du point C, comme centre, décrivons les arcs du cercle A^ et B<ï interceptés dans l'angle donné ACB. 1! est facile de démontrer, à priori , que la ligne cherchée est tout entière comprise dans le trapèze mixtiligne kb^a. Nous la chercherons donc parmi les lignes qui satisfont à cette condition et qui joignent lo point A au point indéterminé B. Or toutes ces lignes, projetées centralement suivant le point C sur la circonférence B«, ont même projection, à savoir l'arc B<7; et la vitesse acquise en B par la chute sur l'une d'elles est la même pour toutes; soit c, cette vitesse. Dès lors, si le temps par AMB |)arcouru avec la vitesse variable c, est minimum , on aura aussi
S- (AMB, c) — 5.(arcrtB, (',) = minimum ;
et si l'on décompose la courbe et l'arc en un même nombre d'éléments correspondants MM', NN', la différence précédente sera minimum , si l'on rend minimum chacune des différences élémentaires , telles que
[a] S.(MM', (')-S.(NN', .',).
Or, désignons par r, /•', r, les distances au centre attirant C des points M, M', B, et décrivons du centre C le petit arc Wm semblable à l'arc NN' ; on a
et , par suite,
G. (MM', (') — G. (/«M
Or, d'après le lemme, pour que cette dernière différence soit minimum , il suffit, en regardant les éléments MM' et mW comme rectilignes, que l'on ait
sinwMM' = •' : i>| - ;
donc , en appelant MT la tangente en M , remplaçant /•' par /•, sinCMM'
c/0 par sin CMT = r-r i il vient
(I) sin CMT = ;-^ =-•-',
as (', r
pour l'équation différentielle de la courbe cherchée.
Corollaire I. — Ces formules conduisent encore à cette conséquence , que la hrachistochrone est tangente au rayon CA , qui passe par l'origine, et normale au rayon CB , auquel elle se termine.
CoROLL.URE II. — La formule (I), que l'on écrirait
/•sinCMT = ^'..',
démontre ce théorème dû à Euler, que la vitesse en cfuujue point est j)roporlionnelle à la distance du rentre d'attraction à la tangente en ce point.
Corollaire III. — Supposons que l'attraction exercée par le centre C soit proportionnelle à la distance. Le principe des forces vives donne , dans ce cas ,
en désignant par /„ la distance initiale CA, pour laquelle «' = o, et l'équation (I) devient alors
(i) sinCMT = /-4^ = ^l-^=r^.^,
ds y/rl-r] r
qui représente , comme on le sait , une épicycloïde engendrée par un point d'une circonférence ayant pour diamètre /-^ — /•, = ka , qui roulerait intérieurement sur la circonférence A /;. On pourrait d'ailleurs établir ce dernier fait directement, et sans beaucoup de peine, en s'appuyant sur la construction de la tangente à lépicycloïde et sur le lemme que voici : Que l'on prenne un point quelconque C sur le prolongement de l'hypoténuse hM d'un /riangle rectangle èMB et que l'on joigne CM, on aura
sinCMB = *^''"
en })osant CM = r, C A — /•„ et ( '.B /•, .
4. Problème.— Trom'crUi courbe plane ixissdiit par deux points donnés A et B , et engendrant une aire niininuun par sa rotation autour dhin axe ()j; situé dans son pla/i.
Solution. Soit ACMB la courbe cherchée pour laquelle l'intégrale/ jrA', étendue à tous les points de la courbe compris entre A et B, est minimum. Pour toutes les courbes joignant le point A au point B, l'intégrale /<^/.r, et par suite celle-ci, À/r/.r prise entre les mêmes limites est une grandeur constante, l désignant une constante arbitraire. Il suffira donc , conformément à la méthode générale , de rouver la courbe pour laquelle / (j>ï/a — /r/.i) est un minimum , et cette somme sera minimum
i> p' b <ï chaoïui de ses éléments yds
Id.r
dx
est minimum.
Or, si l'on regarde - et -r comme représentant des vitesses , et si l'on
regarde comme donné l'accroissement dv de l'ordonnée dans le passage (l'un |)oint M de la courbe au point infiniment voisin M', le minimum ;uira lieu , d'après le lemme, si l'on a
smMM'/// = — = -= —
ds I >
On a donc III)
dx
pour l'équation différentielle de la courbe cherchée qui est , par censé quent , une chaînette dont l'axe est perpendiculaire à la droite 0.r.
Seolie. — Dans Ic problème précédent, l'usage que l'on a fait du lemme de la page ii3 , exigeait que l'on put regarder comme donné l'accroissement dv de l'ordonnée, dans le passage du point M au point infiniment voisin M' de la courbe cherchée. Or, on peut faire voir que cela est permis, au mo}en du raisonnement suivant : Soit ACMB la courbe cherchée et C son point le plus bas. D'après la définition du point C , et quoique ce point demeure inconnu . on peut dire que l'on ne doit chercher la courbe demandée (jue parmi celles qui joignent A à B, en passant par le point C et ayant en ce point leur tangente parallèle à Ox. Or, pour foutes ces courbes les variations totales de l'ordonnée ^)- sont les mêmes de A en C et de C en B, et l'on peut, par conséquent, partager les différences ¥(„, — Y^^^ , Y^^^ — Y(^^ , communes à toutes ces •ourbes, en un certain nombre de parties très-petites , égales ou inégales.
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qui seront les mémos pour toutes ces courbes; ce qui revient à dire que l'on peut regarder cemme donné l'accroissement dy de Tordonnée de la courbe cherchée. La même remarque s'applique aux problèmes des n"' x et 3 et à ceux qu'il nous reste à étudier dans le chapitre suivant.
CHAPITRE V
Ses maxîma et minima relatifs.
60. Problème généil\l. — Parmi toutes les courbes en nombre infini, dont les extrémités sont assujetties à certaines conditions communes , et pour chacune desciuelles une certaine fonction F, cfui dépend de la courbe tout entière, a une mente valeur, déterminer celle pour laquelle une cuitre fonction 'ï> de la courbe a une valeur maximum ou mininnan.
Dans cet énoncé on désigne par fonction d'une courbe une grandeur soit géométrique, telle qu'une longueur, une aire ou un volume dont les éléments se forment, d'après une loi donnée, en chacun des points de cette courbe; soit numérique, etla/o«rf/o« est alors représentée par une intégrale définie s'étendant à tous les points de la courbe qui se trouvent compris entre des limites données.
Le problème actuel se ramène très-simplement au problème des maxima et minima absolus qui a été résolu à la fin du dernier chapitre au moyen du principe suivant qui a été employé d'abord par Maclaurin ( Traité des Fluxions, 174^) et par Euler [Methodus inveniendi, 1744 ) pag6 188), et . qui est d'un continuel usage dans le calcul des variations :
Principe fondamental. — La ligne cherchée L, pour laquelle la fonction «l" est maximum ou minimum, parmi toutes les lignes pour lesquelles la fonction F a une même valeur, est aussi la ligne pour Uupielle la fonction F + A<Ii est un nuixintum ou un minimum absolu , a étant un nombre indéterminé.
61. Ce principe est évident en lui-même. Quant à la manière de l'appliquera la solution de chaque problème, d'après la méthode générale énoncée à la page 11 3 , on dcvj'a retrancher de la fonction F + ).<!> une jonction ou grandeur auxiliaire Y, ayant la même valeur pour toutes les courbes que l'on considère , cette r^aleur dépendant d'' ailleurs d'un paramètre indéterminé ; et les fonctions ¥ , <!', V étant décomposées en éléments corrcs])on(lants , on exprinwra (pie chacun des éléments \.¥ -\- 11^.^ — A.T fie la fonction totale ¥ -\-'k'\> — T est maximum ou minimum, ce qui fournira la définition de chacun des éléments de la courbe cherchée; c'est-àdire lé(|uatioii (lillérentielie de cette courbe. L'équation différentielle obtenue contenant d'ailleurs deux paramètres indéterminés, ou constantes arbitraires, réijuation qui résultera de son intégration en contiendra trois dont on déterminera les valeurs sous cette double condition : que les extrémités de la courbe satisfassent aux conditions données, et que la fonction F de la courbe acquière la valeur donnée.
APPLICATIONS
G2. I. Problème. — Trouver In ligne de In plus 7ntc dexcente pnrmi toutes les lignes d'une longueur donnée qui réunissent deux points donnés, dnns le ans où les forces qui sollicitent le mobile mue différents points de sa course ont In même direction. ( Traité des Fluxions , tome II, n" 588.) Solution. — Soit AMB la courbe cherchée telle, que l'arc AMBait une longueur donnée, et que le temps employé à parcourir AMB avec la vitesse variable c, que nous désignerons par S. AMB, f, soit un minimum. D'après la méthode précédente nous devrons \m chercher la courbe AMB pour laquelle l'expres-
^'__ sion nrc AMB + )^ . S. ( AMB, c ) , ou celle-ci ,
nrcPCm , ^ , ,,,„ .
S ( AMB
est un minimum absolu; et si nous regardons > comme représentant une vitesse, il suffira de rendre minimum la somme G (AMB, c) 4- S (iVJMB, )>). Enfin, BO étant la projection horizontale de la courbe AMB, et [j. désiï^nant une nouvelle vitesse constante et indéterminée comme )^ , nous chercherons la courbe pour laquelle l'expression
5 (AMB, c) + S (AMB, > ) - S (OB, ij.)
est un minimum.
Enfin, si nous décomposons ces trois grandeurs en un même nombre d'éléments correspondants, et que nous appelions ds et dy l'élément MM' de la courbe et sa projection /«M' sur l'horizon, il suffira de rendre minimum chacun des éléments
ds ds dy (' / [/.
ou
ds dy
Or — — r- désignant une nouvelle vitesse V, le minimum aura lieu,
d'après le lemmc de la page 1 1 3 , quand on aura
sm M M/w = -;- = — = ,
ds y. ^. ( (• + A )
OU enfin
dr
ds C + C (' C et C étant deux constantes arbitraires.
Remarque. — La relation (I) est l'équation diilérentielle de la hrachistochrone cherchée, pour le cas où la pesanteur agit sur le mobile par des droites parallèles et avec une intensité constante ou variable suivant une loi quelconque : elle montre que la hrachistochrone est tangente à la verticale du point rie départ, car, en faisant v = o dans réc|uation, on a
■dr d-s'=''-
2. Problème. — Parmi toutes les lignes d'égale longueur qui joignent dewr points donnés A c ? B , trouver celle qui est parcourue dans un temps minimum par un mobile soumis à l'action d'une force émanant d'un centre fixe. ( Traité des Fluxions, tome II, n" 591.)
Solution. — Soit AMB la courbe cherchée pour laquelle , en recourant à la notation abrégée que nous avons employée plusieurs fois , la grandeur S (AMB, v) est minimum.
Comme toutes les courbes, parmi lesquelles se trouve celle que nous cherchons, ont la même longueur, en désignant par )une vitesse indéterminée , la grandeur G • ( AMB , )> ) sera constante pour toutes ces courbes , et par suite la somme G. (AMB, c) + S.(AMB, V) doit être im minimum absolu pour la courbe cherchée. Enfin, pour toutes les courbes qui joignent le point A au point B, l'arc «B, décrit du point C comme centre avec CB pour rayon et terminé aux rayons CA , CB , est constant , et le temps employé à parcourir cet arc avec une vitesse constante y. est constant. Donc la courbe cherchée satisfera à cette condition
E.(AMB, c) + 6. (AMB, ).) — ©.(«B, fx) = minimum. Enfin, cette|condition sera satisfaite si l'on rend minimum
MM' MM' NN'MM' Mm'
(' ). a ~ vl CM
(' + / "'cb'
Or ■ — W et y-.7Tîî désignant de nouvelles vitesses, cette dernière exr ('4-A ' CB ® '
pression 'sera minimum si l'on a en chaque point de la courbe cherchée
CM CB
ou, en prenant le point C pour origine des coordonnées polaires, et posant CM = /-, CB = r,,
ds r p. ( c + >. ) ^
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OU enfin
ds ""C + Cf C, C désignant. deux constantes arbitraires.
Telle est l'équation ditî'érentielle de la courbe cherchée : elle montre que la courbe est tangente au rayon CA qui aboutit au point de départ.
3. I'roblÈme.— Parmi toutes les lignes planes d'une longueur donnée qui réunissent deux points donnés A et B, trouver celle qui, par sa rotation autour de F axe Ox situé dans le même plan, engendre la surface minimum. Solution. — Soit AMB la courbe cherchée pour laquelle les intégrales ids, f^-ds étendues à tous les éléments de la courbe compris entre A et B ont , la première une valeur donnée, la seconde une valeur minimum : pour cette courbe, l'intégrale
fds + lSyds = Jds{i+lj)
sera un minimum absolu , a étant un paraimètre indéterminé.
D'ailleurs, pour toutes les courbes qui joignent le point A au point B, l'intégrale f dx ou y-fdx, prise entre les mêmes limites que la précédente , et dans laquelle [j. désigne un nouveau paramètre indéterminé , a une valeur constante. Nous définirons donc la courbe cherchée par cette condition que l'intégrale
soit un minimum ; et cette condition sera satisfaite si nous rendons minimun chacun de ses éléments (i 4-aj) ds — p.rf.r, ou
ds dx
I + \r fjt
r)r, si l'on regarde ^ — et - comme représentant des vitesses et que
J iJ
l'on regarde comme donné raccroissement dr de l'ordonnée, dans le passage d'un point M de la courbe au point infiniment voisin M', le minimum aura lieu si l'on a
dx I + Av
ds " I "
ds
sinMM'///' ou
(lin (
qui est l'équation diflerentielle de la courbe cherchée , et celle-ci est encore une chaînette ( voir le problème 4 , page 1 19).
\. PnOBLÈME. Parmi toutes les lignes ])laaes d'une longueur donnée
(fiti réunissent les ciln-mités d'une droite donnée AR , tromper eelie dont raire [comprise entre la emirbe et In droite AB ) est nid.viniuni. Solution. — Soit prise pour axes des.r une droite Oj: qui laisse au-dessus d'elle tous les points de la courbe cherchée AJMB. L'aire AJVIBA étant maximum, lintégrale iydr, prise par rapport à l'axe 0.r, sera , au contraire , minimum, et comme les intégrales ^ ds et ^dx ont une valeur constante pour toutes les courbes que nous considérons, la courbe cherchée sera définie par cette condition que l'intégrale
/[r/,v + (M-— u:)dxA^
" P I" h ' X ou
étendue à tous les points de la courbe compris entre A et B, soit un minimum , et cette condition sera satisfaite si l'on rend minimum l'élément
ds — [i'.— >. y) dx = ;
m JSV/t
c'est-à-dire si l'on a
sin MM //? — —r ds
On en déduit
(IV) (r_C) = C'^'
pour l'équation différentielle de la courbe cherchée : cette courbe est donc un arc de cercle.
Observation. — On voit, parla série des applications contenues dans le chapitre actuel et dans le § Il du précédent , que la méthode de Maclaurin , qui a d'ailleurs ses limites comme toutes les méthodes purement géométriques, ne le cède guère en élégance, en rapidité et en uniformité même, à la méthode analytique des variations, à laquelle elle paraît supérieure, si l'on considère la simplicité élémentaire des moyens qu'elle emploie pour atteindre son but. On peut observer aussi qu'en cette matière encore la géométrie a devancé l'analyse, puisque la belle conception de Maclaurin a précédé de deux et de vingt ans les travaux analytiques d'Euler et de Lagrange sur le même sujet.
CHAPITRE \I
De la méthode par décomposition en éléments correspondants.
0)3. La méthode par décomposition en éléments correspondants, considérée au point de vue de ses rapports avec l'analyse, est l'une des plus importantes de la géométrie. Elle s'ajjplique aux deux problèmes
ii;cnéraux ayant pour objet (dévaluer une i^id/uleiir prcahiblcmcnt décomposèc en ses élviiicnts , ou de conipaicr deux grandeurs déjà décnmjjosées en un menu- nombre d'éléments eorrespondxints.
Le premier problème se ramène le plus sou\ ent au second ; nous verrons un exemple de celte réduction dans le problème de l'attraction d'une si)hère sur un point extérieur. Si cette réduction paraît impossible ou inutile , on devra , ou chercher une nouvelle signification géométrique dos éléments de la grandeur que l'on veut évaluer, nu bien combiner deux à deux des éléments de cette grandeur qui se trouvent séparés par un intervalle fini , les éléments résulta/tts pouvant ])résenter une signification géométrique se prêtant mieux à l'évaluation de leur somme; ou , d'autres fois enfin, décomposer chaque élément en deux éléments partiels, dont on pourra obtenir plus facilement les sommes respectives. Le problème de la quadrature des épicycloïdes présente une application de ce dernier procédé. Nous donnerons des exemples des deux premiers dans le problème de la rectification des épicycloïdes et dans celui de l'attraction d'un cj'lindre sur un point extérieur.
Dans le second problème, il peut arriver (ïabord que la nature de la question permette de décomposer les deux grandeurs considérées en un même nombre d'éléments correspondants qui soient deux à deux dans un rapport constant , et l'on en conclura que ces grandeurs sont entre elles dans le même rapport que leurs éléments; d'autz-es fois , on pourra évaluer la difiérence entre les éléments correspondants des deux grandeurs et trouver la somme de ces différences élémentaires qui représentera la différence entre les grandeurs considérées , etc. Nous verrons des exemples de ces différents cas dans la théorie des courbes tautochrones et dans la démonstration du théorème de Fagnano.
On voit que la méthode actuelle remplit en géométrie le rôle réservé dans l'analyse au calcul intégral , qu'elle a précédé dans l'ordre historique, et qu'elle peut quelquefois remplacer avec avantage ; elle a été l'unique instrument des créateurs de la géométrie infinitésimale, Kepler, Cavalleri, Pascal, Fermât, Wallis et Newton; et si son importance actuelle paraît moindre, on doit reconnaître cependant qu'elle a encore un rôle considérable à remplir en éclairant la marche de l'analyse , en la dirigeant dans le choix si important des variables qui conviennent le mieux à chaque question , et lui fournissant ainsi le principe de ses transformations.
APPLICATIONS
Ci. I. Attraction d'une splière sur un point extérieur.
a. L'attraction qu'une couche sphérique homogène exerce sur un point extérieur 0 étant , à cause de la symétrie, dirigée suivant le diamètre OC qui aboutit au point attiré, nous n'aurons, pour la déterminer, qu'à considérer les composantes suivant OC des attractions élémentaires , et à évaluer leur somme. Soit donc r/AB/; la circonférence qui, par sa rotation autour de OC , engendre la sphère qui forme la surface extérieure de la
couche. Menons par le i)oint attiré 0 deux cordes infiniment voisines OAB , Otib; des points A et B menons AP, BQ perpendiculaires sur OC, et par le centre C , CM perpendiculaire sur OAB. Prenons pour élément de volume de la couche sphérique au point A le cylindre ayant pour hauteur e, épaisseur de la couche , et pour base la surface élémentaire engendrée par A a tournant d'un angle infiniment petit r/<} autour ÛQ OC ; si p désigne la densité de la couche que nous supposerons constante,
&£ . r/]; . A/7 . AP
pt . ^/-^ . kn . AP
représentera en A, et
cos AOC =
l'éléniont matériol de la couche
OC
ka . AP OA
OM
sera la composante, suivant OC, de l'attraction exercée par cet élément sur le i)oint matériel O , dont nous prenons la masse i)0iir unité. Mais on a , dans les triangles semblables OAP et OCM, Oka et 0/;B,
AP
CM
ka \M) ka + ^b ka^^h
OA
OC
h. Cela posé, proposons-nous de comparer les attractions exercées par la couche sur les deux points 0 et 0'. Les composantes élémentaires de ces attractions seront dans un rapport constant si , menant par 0' ( que nous supposons quelque part sur le diamètre CO) des cordes O'A'B', o' a'b\ qui déterminent dans la circonférence ( C ) des cordes égales au r. précédentes, à savoir : A'B' = AB et «'6' = ab^ nous comparons les composantes des attractions exercées respectivement sur 0 et 0' par les éléments de la couclie adjacents aux points A et A'; car on aura pour la nou\elle composante
l X' = ?-^-i_ . , ,^v/' + B7/ ) . CM' ;
et il résulte de la construction des cléments correspondants A et A' : i" que CM = CM'; 1" que les arcs AB et ab étant respectivement égaux aux arcs A'B' et a' b\ la difiérence des premiers , c'est-à-dire Ar/ H- B/^ est
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ôi^«le à lii dilVércnrc des seconds M a' + B7/. On aura donc
et , par suite .
(Newton, Z/c/y r/o Principes, proposition 71.)
c. On peut aller plus loin cl déterminer géométriquement l'expression même de X.
Observons d'abord que si, dans l'application de la formule (i), on veut n'avoir à considérer qu'un seul système de cordes issues du point 0 et dont les longueurs croissent de zéro à 2R, il faudra doubler l'expression de r/X , afin qu'elle représente la somme des composantes suivant OC des attractions exercées sur le point 0 par les éléments de la couche adjacente aux points A et B à la fois. On aura donc , vu la nouvelle signification de r/X ,
(1) ^X == ''^^:L^- (Ar/ + B/;)CM;
OC
et si l'on fait la somme des composantes des attractions exercées sur 0 par les deux portions de la couche qui correspondent aux zones totales engendrées par A « et B 6 , on aura
^'^'':' (Ar/+B//)CM
OC pour celt(,' somme, et l'attraction totale sera, par suite,
X-2:^/(Ar^ + B/;)CM
OC
Or, si pa»- lune des extrémités du diamètre CO on mène les cordes DB' et D// respectivement égales à AB et «6, et qu'on abaisse CM' perpendiculaire sur DB', on aura
a7/ +'B = B^, CM ^ CM',
et, par suite,
J(A«-^Bè)CM-=/B'^'.CM' = R.2R = iW,
car l'élément B'^'.CM' de cette dernière somme rej>résente le produit par le rayon R de raccroissement D^' — DB' de la corde DB'. On a donc enfin
OC
2. Attraction (Pun cylindre Jioitiogètic et indéfini sur un point extérieur.
Cl. Évaluons d'abord l'attraction exercée sur un point extérieur a par un pris/ne homogène , indéfini , et dont la section droite e est infiniment petite. Soient d = op la distance du point attiré o à la droite pab qui
représente l'axe du prisme; pt.ab l'élément matériel du prisme adjacent à ab. On aura, pour la composante suivant op de l'attraction exercée par cet élément sur le point o,
cos aop
en posant oa — r. Or, si l'on construit la circonférence op'a'b', réciproque de la droite pab , le point o étant pris pour origine et la puissance op . op' = oa . oa' = ob . ob' étant égale à 1 , à chaque élément ab de la droite correspondra un élément a'b' de la circonférence, et l'on aura, en posant oa' = /•',
ab a'b' ,,, -- = r = a b '
Il viendra donc, en substituant dans dX,
dX = ps . a'b' ces a'oj>\ X = psja'b'. cosa'op'.
Mais, si l'on joint y.»' ^' qui coupe un' en h' sous un angle très-peu différent d'un droit, on voit, en négligeant les infiniment petits du second ordre , que a'b' . cos a' op' — b' h' ., et que d'ailleurs b' h' est l'accroissement de la corde p'a' quand on passe de a' en b' sur la circonférence p'a'b'o. Il en résulte que la somme j a' b' . cos «'Oy/, étendue à tous les points de
la circonférence, est égale à -xop' = — =-,• et que, par suite,
Ainsi, rattrtution est proportionnelle a la section du prisme et en raison ini'crse fie sa distance au jmi/it attiré.
b. Revenons au problème {uoposé, et menons par le point 0 un plan perpendiculaire aux génératrices du cylindre et déterminant dans celui-ci une section circulaire dont le centre est C. Si l'on prend pour élément de volume du cylindre un i)risme droit indéfini, ayant pour base, sur le plan
du cercle C, l'un des éléments superficiels de ce dernier; on verra que l'attraction de chaque prisme élémentaire sur le point 0 est proportionnelle à l'aire de sa base , qu'elle est en raison inverse de la distance du point 0 à cette base et dirigée suivant la droite qui mesure cette distance. Le problème proposé est donc ramené à celui-ci : Déterminer V attraction exercée par un cercle sur un point extérieur, la loi de l'attraction étant celle de la jrdson inverse de la distance. Pour le résoudre, il nous suffira d'évaluer l'attraction exercée sur le point 0 par une couronne circulaire d'épaisseur rfR. Menons, à cet effet, les cordes infiniment voisines OAB, Oab, et désignons par dX la somme des composantes suivant OC, des attractions exercées sur le point 0 par les éléments superficiels adjacents aux points A et B à la fois; on aura, en abaissant CM perpendiculaire sur AB {voir la figure de la page 126),
dY = .pr/R (^ôâ + Ôb) ÔC^-W" VÔÂ + ÔbJ ^^' Or les triangles semblables OAc/, OB/v donnent
Aa Bh Aa-+Bh Ar/-4-B/;
on en déduit
Tliéorie géométrique des courbes tcuitochrones
a. Un arc de courbe A^O est dit tautochrone lorsqu'il est tel, qu'un mobile abandonné sans vitesse initiale en l'un des points de cet arc , et soumis dans tous les cas à laction des mômes forces , emploie le même temps à parvenir à l'extrémité 0 de cet arc , quel que soit son point de départ.
b. Principe fondamental. — Si un point matériel, soumis à Uaction d'une force constante ou variable suivant une loi donnée, décrit une courbe AaO telle, que la composante tangentielle de la force accélératrice soit à chaque instant proportionnelle à l'arc compris entre la position actuelle du mobile et un point fixe 0 de la courbe qu'il décrit, cette courbe sera tautochrone , et le mobile parviciulra au point O après un
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li-m])s constant , indcpcmlunt de In /)ositii>n piirtirnlièic ilii point dr départ .
Démonstration. — Imaginons que doux mobiles [»artent en même temps I des |>oints A et a de rare Ac/f): nous ai»jtellerons
♦ ,v arcs jcsidtLs à l'époque / les ares compris entre les *> /^i positions occupées par les deux mobiles à cette
/a, époque et le point 0 extrémité de l'arc, et nous / désignerons par / le rapport des arcs primitifs
- <* » Cela posé , à la fin du premier instant les deux
mobiles auront parcouru les arcs très-petits AA, , rw, , i)roportionnels aux composantes tangentielles -i' des forces qui les sollicitent, composantes que l'on
peut regarder comme constantes pendant le temps très-court dont nous parlons; ces arcs AA,, na^ seront donc, en vertu de l'hypothèse , proportionnels aux arcs primitifs AO, c/0, et l'on aura
AA, _ A0_
w/, aO ~ ' ' et, par suite ,
Ainsi , les arcs résidus à la fin du premier instant sont proportionnels aux arcs primitifs. Les vitesses V,, »', acquises par les deux mobiles à la même époque sont également proportionnelles aux composantes tangentielles, et par suite aux arcs primitifs ou aux arcs résidus; on a donc
Dans le second instant les deux mobiles seront sollicités par de nouvelles forces qui seront dans le rapport des arcs A, 0, r/, 0, et animés en outre des vitesses acquises qui sont dans le même rapport; donc, si A, A,, «, r/,, désignent les arcs parcourus dans ce second instant, on aura
A, A, _ VI _ 1a, c?, c/, 0
et , par suite
A,0 _ AO _
a^O "aÔ" '
et les vitesses totales V^, ''.^i acquises à la même époque, seront dans le même rapport,
(II) Yi = M = /,
Ainsi , les arcs résidus à la fin du second instant sont encore dans le même rapport (jue les arcs primitifs ; et ainsi de suite.
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Le rapport des arcs résidus à une é|)Otpie (luelconque du mouvement simultané des deux mobiles demeure donc constamment égal au rapport des arcs primitifs. Il en résulte que ces arcs s'évanouissent en môme temps , et que les deux mobiles parviennent au même instant à l'extrémité de l'arc A«0, dont le tauchrononisme se trouve par là établi.
Scolie. — Les courbes tautochrones , pour le cas où le mobile qui les pnrcoiirt n'ëpioiive aucune résistance , ont encore In même fjualité (luaiid la résistance é]>rouvée par le mobile est proportionnelle à sa vitesse.
Une démonstration entièrement semblable à la précédente suffit pour établir ce théorème, dans le cas de tautochronisme que nous venons d'examiner.
Corollaire I. — Tautochrone dans le cas d'un mobile soumis à l'action de la pesanteur En rapportant la courbe cherchée Ar/0 à l'horizontale O.r et à la verticale Or du point 0, on trouve immédiatement pour son équation différentielle
Si l'intensité de la pesanteur est constante , ijest un nombre invariable, et la courbe cherchée est une cycloïde.
Si l'intensité de la pesanteur est variable avec la distance du mobile à un plan horizontal quelconque , g est une fonction de r , et l'équation ( I ) conduit à l'équation de la courbe exprimée par une relation entre j et v.
Dans les deux cas, et en supposant pour le second que jO-ne devienne pas infini pour ^ = o, on voit qu'à l'origine des arcs parcourus en temps égaux la tautochrone est normale à la direction de la pesanteur.
Corollaire II. — Tautoc/irone dans le cas d'un mobile attiré par un centre fixe. Le centre attirant C étant pris pour origine des coordonnées polaires, et le point 0 étant pris pour origine des arcs .v, on a, pour l'équation différentielle delà courbe cherchée,
(II) /■(/•) cos a ou f\r)%^hs\
y. étant l'angle de la tangente en un point de la courbe avec le rayon vecteur de ce point, et/(/-) désignant la force, émanant du centre C, qui sollicite le mobile arrivé en ce point.
Examinons , en particulier, le cas où la force est proportionnelle ci la distcmce. On a alors /(/•) = /•; et en désignant par r^ le rayon vecteur qui aboutit à l'origine des arcs, on trouve d'abord
tirant de là la valeur de .v pour la porter dans la relation (II), élevant au carré, l'équation résultante, et remplaçant r/.«^ par r/r' -+- rV/Q', il vient en résolvant par rapport à c/0,
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Les variétés les plus remarquables des courbes représentées par cette équation sont fournies par les hypothèses suivantes :
■j < i; la courbe est alors une épicycloïde;
-T = I ; la courbe se réduit à une droite située à une distance /• du
fi
centre attirant;
7 > I et /•„ = G ; la courbe est une spirale logarithmique ayant le point
C pour origine.
Remarque. — L'équation primitive /(r) cosa = ks ^ dans laquelle on suppose A- = o, montre que au point origine des arcs parcourus en temps égaux , la tautochrone est normale au rayon (pu aboutit au centre attirant ^ pourvu que la valeur correspondante de/(/-) ne soit pas nulle. ( Foir sur le même sujet un article de M. Puiseux : Journal de Mathématiques, 1844, page 409- )
Observation. — Le tautochronisme de la çycloïde a été , comme on le sait, découvert parHuyghens (Horolog. oscillât., prop. aS, page 57). Newton généralisa ensuite le théorème d'Huyghens, et c'est la démonstration même qu'il a donnée de la propriété semblable de l'épicycloïde ( Licre des Principes, prop. 5i), que nous avons reproduite, en établissant le théorème que nous avons pris pour point de départ dans la recherche des courbes tautochrones. L'ouvrage d'Huyghens, déjà cité , contient sur le même sujet une dernière proposition remarquable (prop. 26, page 58), dans laquelle il donne l'expression du rapport des temps employés , par le même mobile dans le même mouvement, à parcourir une partie AA' de l'arc AO de la çycloïde et la partie restante A'O. Ce théorème particularisé conduit à cette conséquence curieuse , que l'on retrouve également par l'analyse, que si dans le mouvement d'un point sur la çycloïde on mène Vhorizontale du point de départ, celle du point le plus bas ou sommet de la çycloïde , et l'horizontale équidistante , le temps employé par le mobile dans son passage de la pj-emière a la troisième sera égal à celui qu'il emploiera à passer de la ti'oisième à la seconde.
Il ne serait peut-être ni sans intérêt, ni sans difficulté, de rechercher quelles sont toutes les courbes que l'on pourrait, pour abréger, appeler courbes mcsochrones, qui jouissent de la même propriété.
4. Problème de Viviani. — En 1692, Viviani proposa aux analystes de son temps sous ce titre : JEnigma geometricum de miro opijicio testitudinis (piadrcdnlis hemisphericœ , le problème suivant :
Percer une voûte hémisphérique de quatre fenêtres égales , sous cette condition que le reste de la voûte soit exactement carrablc.
Nous allons rapporter le principe de la solution de Leibnitz qui résolut le [troblème le jour même où il lui fut communiqué ( Jeta Lipsiœ, juin 1792, page 274). Quoique cette solution dépende de l'analyse, elle n'est pas cependant étrangère à notre sujet , et nous fournira un nouvel exemple
de l'importance que présente, dans les problèmes de ce genre, le choix des
éléments de la grandeur que l'on veut évaluer.
Appelons éqiKUcur le grand cercle Y^a' aVJ qui limite l'hémisphère
donné, et soit P le pôU-, Soit AA' une courbe quelconque tracée sur la
surface de l'hémispiière. Nous regarderons chaque point A de cette courbe
l'i ■ 1 .-. ! - arc Art ^ 1 -, , T arcErt
comme dehni par sa latitude A = — - — -, et sa longitude L = — ^ — i
R désignant le rayon de la sphère.
Cela posé, supposons qu'il s'agisse d'évaluer l'aire sphériquo comprise entre un arc de la courbe donnée , les méridiens qui passent par les extrémités de cet arc, et l'arc que ces méridiens interceptent sur l'éfpiateur. A cet effet, prenons pour élément de la surface que nous avons à évaluer l'aire élémentaire kk' a' n^ comprise entre deux méridiens infiniment voisins, et les arcs qu'ils interceptent sur la courbe donnée et sur l'équateur. D'après la mesure de la zone sphérique , et en négligeant un infiniment petit du second ordre, l'aire élémentaire ainsi définie a pour mesure
R^sin).r/L,
>. désignant la latitude du point A de la courbe AA', et (IL désignant la différence des longitudes des points A , A' de cette courbe ; par suite l'aire finie considérée aura pour expression
sin A r/L,
L„, L| désignant les longitudes des extrémités de l'arc AB, et > étant re-
„ gardée comme une fonction do L. L'aire sphé-
y-'^'^lK^^"^-^ rique considérée sera donc exactement car-
/ / \ V^ \ rable , si l'on établit entre L et >. , longitude et
/ / |\\'^_ \ latitude d'un même point A de la courbe cher-
[ ' oi !fâ£^ j chée, une relation telle, que l'intégrale
V i ''' '^-^iW -'i^ J' sin )v r/ L ,
^ rt ^'
^ prise entre certaines limites, ait une valeur
algébrique ; et c'est ce que l'on peut réaliser d'une infinité de manières. Prenons pour exemple la première et la plus simple des cinq constructions données par .lean Bernoulli pour résoudre ce i)roblème [Acta LijKsiœ, août i6g2, page 870); c'est-à-dire prenons, pour définition de la courbe AA', la relation
cette courbe passe alors par le pôle P, par le point E de l'équateur qui est l'origine des longitudes, et ne s'étend que sur le quart de l'hémisphère
considéré; en outre, l'intégrale J sin).r/'A prise entre les limitas o et -
étant égale à 1, on voit qu'après avoir enlevé la partie du quait de l'hé-
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misphère limitée inférieurement par la courbe PAE, la portion restante est exactement carrable et a pour valeur le carré du rayon.
Remarque I. — Cette première construction de Bernoulli revient identiquement, au fond , à celle qui fut publiée plus tard par Viviani lui-même. Car si Ton abaisse d'un point (}uelconque A de la courbe PAE que l'on vient de définir, la perpendiculaire A r/ sur le plan qui sert de base à l'hémisphère , que l'on mène le rayon O^rt , on a
A 7 = R sin ). = R sin L,
et, par suite .
0 «y = R cos L — R cos EO r< = R cos EO ry ;
donc, si Ion joint E7, l'angle O7E est droit, et le point <y appartient à la demi-circonférence décrite sur le rayon OE comme diamètre. Il résulte immédiatement de là cette construction ;
Que l'on prenne un diamètre du grand cercle qui sert de base à PliémispJière, et cjue sur chacune de ses moitiés , considérée comme diamètre y et dans le plan de la base , on décrive une circonférence : les cylindres droits avant pour bases ces deux circonférences détacheront de la voûte hémisphéri([ue quatre fejiêtres simples ou de wr fenêtres doubles , et Faire de la partie restante sera écpiivalente au carré construit sur le diamètre de la sphère { Viviani ).
Remarque II. — Vers la fin de son Traité de calcul intégral, tome II , page 546, Bossut fait cette remarque curieuse, que la construction de Viviani fournit aussi une solution de cette autre question proposée parEuler: Construire sur la base (F un hémisphère une courbe telle , que le volume du cylindre élevé perpendiculcdi-cment sur son aire et terminé à la surface liémisphérique , ait une expression algébrique.
Il est facile de démontrer, en effet, que si l'on prend pour base du cylindre le triangle formé par le rayon OQ perpendiculaire à OE, le quadrant EQ et la demi-circonférence O^^'E (qui sert de base au cylindre de Viviani), le volume correspondant a pour valeur les deux neuvièmes du cube du rayon.
Prenons, en effet, ipour élément de la grandeur que nous voulons évaluer le volume AX'q'qaa'. Cet élément est la différence entre la pyramide sphérique OXX'a'a et la pyramide OA A'^Vy, dont les volumes ont respectivement pour expression
On a donc
-R^ sinL<-/L et -R' sin L cos-L<'/L.
r/V= ^R' sin'Lr/L
pour expression du volume élémentaire, et
V = ^R^ r^ sin'Lr/L = i pour expression du volume total.
5. Rectification des épycloïdcs allongées ou raccourcies (V après Pascal.
On a vu, dans le chapitre premier (page 5G), qu'un arc dn de roulette, produit par le roulement de l'arc ds de la courbe mobile sur un arc égal de la courbe fixe, a pour expression
dn = dr
^ est alors un facteur constant, et l'évaluation d'un arc quelconque
R , R' désignant les rayons de courbure en leur point de contact actuel des deux lignes fixe et mobile, et /• désignant la distance à ce point tle contact du point qui décrit la roulette. Plaçons-nous dans le cas particulier où les lignes fixe et mobile sont des circonférences de cercle :
R ~ R' d'épicycloïde allongée ou raccourcie dépend du problème suivant :
Trouver la somme des produits des arcs élémentaires cpd composent un arc fini du cercle mobile, multipliés respectivement par les distances de Pune de leurs extrémités à un point fixe ( le point décrivant ).
Voici, d'après Pascal [OEuvres... 1779, tome V, pages 402 et suiv. ) , la solution de ce problème , solution qui fournit une nouvelle application de la méthode />rtr les solides auxiliaij-es (première partie, page 17).
Soient OACB le diamètre de la circonférence donnée qui passe par le point donné O , C étant le centre de cette circonférence; mn un arc infiniment petit et Om la distance de l'une de ses extrémités au point 0 : joignons Bw et désignons par tp l'angle OB/h. Posons
OC = rf, CA = R, OB = r/ + R.
Le triangle OBw donne
ou
(dm = (r/ + R )^ 4- 4 R' cos= (p - 4 R (^^ + R ) cos' '^
OVn ^ (r/ + R)'- 4^^RC0S^?-
Cela posé , prenons sur CO le point H tel , que l'on ait
[a] Ch'=4^/R,
et par le point H ainsi obtenu, élevons sur le plan du cercle une perpendiculaire indéfinie HC sur laquelle nous prendrons le point C tel, que l'on ait
CC' = f/ + R;
et joignons CC. Enfin , menant par le point C , CP parallèle à B/« , abaissons du point C la perpendiculaire C P sur CP ; il suffira pour cela d'abaisser C'H perpendiculaire sur le plan de la base (ce qui est déjà fait).
de mener IIP perpendiculaire sur CP et de joindre C'P. Le triangle C'PC, rectangle en P, donnera alors, en observant que CP = CH cos 'f ,
Ct' = CC''— CP'= CC''- Ch'cos' V , ou, d'après les relations {a) et [b),
(I) CT = {^/-|-Rf-4^/Rcos'v;
on a donc
D'ailleurs, si l'on mène les rayons CM, CN constamment perpendiculaires aux cordes Bw, B/?, on aura
( B ) arc nm = 2 arc iVIN.
Or, si l'on considère le cylindre oblique ayant pour base le cercle AniB, et dont les génératrices sont égales et parallèles à .CC, on voit , en menant la génératrice MM', que C'P mesure la distance du point M' à la tangente MT de la base du cylindre; que, par suite, C'P. arc MN est l'élément de la surface latérale du cylindre. Il en résulte, à cause des relations (A) et(B), que la somme des produits
/ arc nt/i. Oni,
prise entre certaines limites, représente le double de l'aire d'une portion de surface cylindrique et peut, par conséquent, s'exprimer par le double de la génératrice CC multipliée par un arc de l'ellipse; section droite du cylindre : on trouve d'ailleurs, pour les demi-axes A et B de cette ellipse,
le petit axe devenant nul et l'ellipse se réduisant à une droite quand rf = R , c'est-à-dire quand le point décrivant 0 est situé sur la circonférence mobile.
Enfin , si l'on revient au problème primitif, on conclura facilement de ce qui précède qu'un arc quelconque d'épicycloïde, allongée ou raccourcie, est équivalent en longueur à un certain arc d'une ellipse semblable à la précédente et dont les axes sont par suite proportionnels aux distances maximum et minimum du point décrivant à la circonférence mobile.
filtre solution du même ptoblèmc
a. Que la courbe mobile roule sans glisser d'abord sur la convexité, puis sur la concavité d'une courbe fixe, de manière que dans ces deux mouvements les mêmes points de la courbe mobile soient successivement en contact avec les mêmes points de la courbe fixe : un point m invariablement lié à la courbe mobile décrira deux arcs de roulettes, l'une extérieure, l'antre intérieure, dont nous désignerons les longueurs par }î et 7.
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en appelant s la longueur de l'arc de la courbe mobile qui s'est enroulé sur un arc égal de la courbe fixe. On aura donc , en conservant les mêmes notations que précédemment ,
et , par suite ,
l'arc (7 étant regardé comme positif ou négatif, suivant que l'on aura
4-, > i ou 4? < 5) et, par suite, I + «i étant, dans les mêmes circon- K n n K
stances, une somme ou une différence. Il résulte de là que la somme algébrique des deitœ arcs de roulette extérieure ou intérieure est imlépendante de la nature de la courbe fixe.
Supposons que l'on ait R = constante et R' = constante , c'est-à-dire que les roulettes deviennent des épicycloïdes allongées ou raccourcies ; on aura alors
et , par suite ,
Les formules ( A ) et ( R ) conduisent à cette conséquence importante que : Si Von sait rectifier un arc cjuelconc^ue de Vépicycloïde, allongée ou raccourcie, produite par le mouvement dhin point m invariablement lié à une circonférence ( C ) (jui roule, intérieurement par exemple, sur une circonférence (C), i° on connaîtra , par l'application de la formule (B), farc cTépicycloïde extérieure engendré par le même point m dans le roulement extérieur de la circonférence (C) sur la même circonférence (C); 2° si
Von forme la somme | si ^5-; > p ) ou la différence ( si ^77 < h ) (^^'^
deux arcs ainsi obtenus, on aura la valeur générale de la somnw algébrique des deux arcs de roulette intérieure et extérieure engendrés par le mouvement du point m pendant que la circonférence (C) roule intérieurement et extérieurement sur une autre circonférence quelconque ( r ) de rayon p; 2° la somme 1. -\- <t- étant ainsi déterminée, la formule (B) dans laquelle on remplacera R par p , permettra de détcrnnner respectivement 1 et a , c'est-à-dire les arcs de roulette extérieure et intérieure engendrés par le mouvement du point m dans le roulement de la circonférence (C) sur la circonférence (F).
b. Application de ces principes h la rectification des épicycloïdes simples.
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On connaît ce théorème , dû à Cardan , qu'un point m d'inio circonfém. rence [c') roulant intérieurement sur une cir-
conférence (r) de rayon double o — 2R', engendre un diamètre du cercle (r). Désignons par 2, et a, les arcs de roulette extérieure et intérieure décrites par le point /«, pendant que l'arc om = s de la circonférence [r') s'enroule sur l'arc égal wo de la circonférence (!') : la figure donne immédiatement
2R' ( i-cos-j
on aura donc, d'après la formule (B),
ou
I, = 6R' ( I — cos -
puisque dans le cas actuel p = 2R'. Et si l'on remarque que ^ étant ici
plus grand que -i on doit faire la somme arithmétique de 2, et t, pour avoir la valeur générale de la somme algébrique 2 + 7, on aura
(A') 2 + cr=8R'(i-cos'^y
Enfin, la combinaison des relations (A') et (B) donne pour le cas général,
4R' ( I — cos
qui coïncident avec les formules données par Newton [Livre des Principes, propositions 48 et 49)-
c. Rectification des épicvclnïdes allongées ou raccourcies.
On déduit immédiatement du théorème de Cardan que l'épicycloïde allongée ou raccourcie, décrite par un point /", invariablement lié à une circonférence (r') qui roule intérieurement sur une circonférence (!') de rayon double, peut être engendrée par le mouvement dun point /», d'une droite nip dont les extrémités m, p décrivent deux droites rectangulaires Tw et Va ; cette épicycloïde intérieure est donc une ellipse , et l'arc a^= m^ni, de cette épicycloïde n'est autre chose qu'un arc d'ellipse que nous désignerons par s.
On a donc successivement , en suivant la même marche et adoptant la
PARTIE
même
notation
que
précédemment ,
Et. en passant au cas général,
D'où l'on déduit eniin (Y)
Scolic. — La quadrature des épicycloïdes peut s'obtenir avec la même facilité par une méthode toute semblable : nous renvoyons pour ce sujet à l'article des Naiwelles Annales^ duquel nous avons extrait ce qui précède (1845, tome IV, page 83).
Théorème de Fagna.no
La différence de deux arcs elUptic^ues AA', aa' dont les extrémités A et a, A' et a' forment deux couples de points associés, est égale à la différence des distances du centre de la courbe aux normales passant par les extréniités de Pan des deux arcs.
Démonstration. — On appelle points associés d'une ellipse deux points tels , que les normales menées à la courbe par ces points soient également éloignées du centre , les distances du centre à ces points étant d'ailleurs inégales.
Cela posé, regardons l'ellipse comme décrite par un point A d'une droite MN dont les extrémités glissent sur deux axes rectangulaires Oa:, 0/ : cette ellipse peut être considérée comme une épicycloïde raccourcie décrite par le point A invariablement lié à la circonférence ORIC qui roulerait intérieurement sur la circonférence de rayon double 01 = 2R, ayant pour centre le point 0. D'ailleurs, le point ^^<? 0 et le centre instantané de rotation I sont toujours deux points diamétralement opposés de la circonférence mobile; et, pour chaque position du point décrivant A , la distance du centre de la courbe à la normale en ce point n'est autre chose que la distance du point 0 à la droite Al qui joint le point considéré A au centre instantané de rotation correspondant I ; ou encore la distance à la droite AI du point de la circonférence mobile diamétralement opposé au point I. Cela posé,
Première partie. — Que lA prolongée coupe en un second point / la circonférence mobile OBIA. Quand le mouvement de la circonférence mobile l'aura amenée en contact avec la circonférence fixe suivant le point /, la distance du centre 0 de l'ellipse à la normale menée par la nouvelle position A, qu'aura prise \ç point décrivant A, sera égale à la distance
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la droite Ai du point o diamétralement opposé au point i, distance évidemment égale elle-même à celle du centre 0 à la première normale AI. D'ailleurs, les distances du centre 0 aux deux points A et A, sont inégales; car la première est OA, la seconde est égale à oA, et ces dernières lignes sont inégales, à moins que AI ne soit perpendiculaire au diamètre BAC. Donc : i° à chaque point de F ellipse ^ '^ correspond un second point associé au premier,
suivant les deux conditions de la définition.
Seconde partie. — Menons par le point A une nouvelle corde l'A/' infiniment voisine de la première. Les deux arcs d'ellipse, f/S et r/*, produits par l'enroulement sur la circonférence fixe des arcs 1 1' et ii' de la circonférence mobile, seront, d'après ce qui précède, des arcs associés. Or ces arcs ont pour expressions
</s = AI (.■-.)= Al (h:. "'^ '"■"■
A/ . ii'
2R / aR
ds
D'ailleurs, si l'on abaisse KP perpendiculaire sur lA/, K étant le milieu de la droite BAC, on trouve facilement ces relations
AI ki AI -A/ aAP
ir ii' W-ii' ir-«' il en résulte
2R(ir-«') R
Or, si l'on pose AK = «, lAB = », l'angle lAI' = d'^ a pour expression
:5 — 11 Vient donc, en substituant,
<^/S — ds = aAP.f/^ = artcosf c/'f ;
et de là , en désignant par p la distance du centre 0 à la normale Al et observant que
p = aKP = la sin cj/, d'où
dp = la cos 'f d 'i/ , il vient enfin
(.r) d^~ds = dp,
ce qui démontre le théorème énoncé.
Observation. — On trouve facilement dans la figure précédente les relations qui existent entre les abscisses de deux points associés , et de cette relation on déduit par le calcul que le lieu géométrique du point de concours des tangentes menées à l'ellipse par deux points associés est
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une cnniquc lioinofocalc à lu proposée. Il en résulte que le théorème de Fagnano est compris , comme cas particulier, dans les belles propositions découvertes par M. Chasles et relatives à la construction géométrique des arcs d'ellipse à différence rectifiable. C'est par ces propositions que nous allons terminer cette dernière série d'applications.
8. Théorème I. — Soit i Vun des points iV intersection d'une ellipse et d'une hyperbole liomofocnles . Si par un point de l'une de ces courbes on mène deux tangentes à l'autre, la dijf'érence des arcs de cette dernière compris entre le point i et chacun des points de contact sera égale à la différence des tangentes correspondantes.
Démonstration. — Par deux points infiniment voisins m et n de l'hyperbole, menons à l'ellipse homofocale les tangentes /»«, ma' et nb, nb'; et soient o , o ' les points d'intersection de 7?ia et de nb , de ma ' et de nb'. Des points o et o' comme centres, avec om et o'm pour rayons, décrivons les arcs de cercle mp et mp\ terminés respectivement aux rayons on et o'n. Les segments np, np' pourront être considérés, en négligeant les infiniment petits du second ordre , comme les projections sur les tangentes nb , nb' de l'arc élémentaire nm de l'hyperbole ; et coçme la tangente en n à cette courbe fait des angles égaux avec nb et nb\ on aura, à un infiniment petit du second ordre près, l'égalité
) np = np .
Or, si l'on désigne par s et s -j- ds , par .y' et .v' + ds\ les arcs ia et
ib , ia' et ib' \ par ^ et ^ + dt, par t' et t' + dt' les longueurs des tangentes atn et bn ^ a' m et b'n] et si l'on observe que ds , ds ', dt et dt ' sont des nombres positifs dans la figure, on pourra d'abord, en négligeant les infiniment petits du troisième ordre , écrire les égalités
ds ris' -
= ao -\-. bo , a'o -\- b'o.
La construction qui a défini les points p et p' nous donnera ensuite
np = on — om = {bn—bo) — [oa-\-am) — (b//~am)—{ao-\-bo) = dt—ds,
np ' = dt' — ds ' ;
et si l'on porte ces valeurs dans la relation (i), il vient enfin
Ainsi les variations correspondantes des différences arc ai — arc a'i , am — (t' m, demeurent toujours égales quand le point m se déplace sur
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l'hyperbole nmi , homofocale à l'ellipse proposée. Ces différences ellesmêmes seront donc égales si leurs valeurs initiales sont les mêmes. Or c'est ce qui a lieu en effet ; car si l'on considère le point / comme la position initiale du point m , on a , en ce point ,
Corollaire. — On déduit aisément de ce théorème les solutions des liroblèraes suivants.
1. Diviser géométiiquemrnt un arc d'ellipse [nu cP hyperbole) en deux arcs partiels à différence rectifiable.
2. Etant donné un arc d'ellipse ( nu d'hjpe?'bole ), construire géométriquement un second arc ayant pour l'une de ses extrémités un point donné de la courbe, et ayant avec le premier une différence rectifiable. Ce dernier problème ayant deux solutions , les deux arcs répondant à la question présentent eux-mêmes une différence rectifiable, et cette observation conduit à un théorème de géométrie.
3. Trouver l'expression géométricpic finie de la différence entre les longueurs infinies des asymptntes et des deux branches d'une hyperbole. On peut consulter sur ce sujet un article de M. Terquem , auquel nous avons emprunté la démonstration précédente ( Nouvelles Annale? de Mathématiciues , i844> page 5o6).
Théorème II. — Etant dnnnées deux ellipses [nu deux hyperboles) homofocnles, si par un point quelconque de la courbe extérieure on mène deux tangentes à la courbe intérieure , la différence entre la somme de ces tangentes et l'arc de la courbe intérieure intercepté entre leurs points de contact, conserve une valeur constante.
La démonstration ne diffère de la précédente que par les modifications qui résultent dans la figure de ce que le point m se déplace sur une courbe de même espèce que la proposée ; et l'on parvient , en ayant égard à ces modifications, à la relation
d [t ~\-t') = d [s -^ s') = d . âxc aa' .
Ainsi lesvariations correspondantes de la somme des tangentes et de l'arc intercepté demeurent égales quand le point tn se déplace sur une courbe homofocale à la proposée et de même espèce qu'elle; donc la différence entre la somme des tangentes et l'arc intercepté demeure constante.
Corollaire. — Ce théorème fournit un second moyen de construire des arcs d'ellipse à différence rectifiable , et la comparaison de cette seconde solution avec celle qui résulte de l'emploi du théorème I , conduit aisément à cette conséquence : Dans une ellipse, ou dans une hyperbole , si par les quatre extrémités de deux arcs à différence rectifiable nn mène les tangentes à la courbe, ces tangentes forment un quadrilatère qui est circonscriptible h un cercle.
g. Limites inférieure et supéricurT du périmètre de l'ellipse entière, ou d'un arc quelconcjue d^ellipse. — Construction fjrométriquc analogue à celle de Bernoulli ( .fean).
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Il résulte des considérations employées dans la question 7, que si l'on porte sur une même droite, et à la suite l'une de l'autre, deux longueurs CA et AB égales aux demi-axes d'une ellipse, et que sur la droite résultante Cli ^ '2R, comme diamètre, on décrive une demi-circonférence , la somme/ des produits obtenus en multipliant chacun des éléments de cette demicirconféronce par la distance de l'une de ses extrémités au point de division A du diamètre CB, divisée par '2R, sera égale au périmètre du quart de l'ellipse dont CA et AB sont les demi-axes, périmètre que nous dési- E
gnerons par
Cela posé , divisons la demi-circonférence CB en un nombre pair 2 m parties égales; soient o, 1,2, 3. . .a/w — i, 1 m les lin -\-i points de division , dont les extrêmes coïncident respectivement avec les points C et B, et désignons par <-/„, (-/, , fi, . . .r/j,,, les distances de ces points au point de division A du diamètre CB. Si l'on suppose , comme cela arrive dans la ligure , CA < AB , on aura
et d'ailleurs chacun des arcs 01, i 2, 2 3
7tR
. aura pour valeur
Or, on aperçoit immédiatement que la partie de la somme / qui se rapporte à l'arc I 2, par exemple, est moindre que le produit de cet arc par la distance d^^ et supérieure à son produit par la distancée/,. On a donc cotto double inégalité
et de là, en divisant par 2R , remplaçant / : 2R par - et multipliant par 4,
ITT 1
^/„ + r/,+f/., + ... + rL
On peut donc construire géométriquement les rayons de deux circonférences dont les périmètres comprennent le périmètre de l'ellipse donnée , et la différence entre ces rayons étant égale à la différence des demiaxes de l'ellipse, divisée par 2/», l'erreur commise, en substituant au périmètre de l'ellipse donnée le périmètre de l'une de ces circonférences , pourra être aussi petite qu'on le voudra.
La même méthode s'applique encore à l'évaluation approchée d'un arc quelconque d'ellipse, moindre qu'un quadrant. Il suffit, en effet, de construire préalablement l'arc MN de la circonférence CB qui , en s'enroulant intérieurement sur la circonférence du rayon double , engendre l'arc d'ellipse considéré, r?; de diviser cet arc MN on 2w parties égales, et de
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joindre les points de division au point A. On trouve alors, en employant les mêmes notations ,
arc m /r/„+r/.+. • •+^/,„,_,\ arc MN /^r/.+r/,+ . • .+d,\
Or, en désignant par 0 l'angle au centre qui correspond à l'arc MN, on a
arc MN 2
et en substituant cette valeur dans les inégalités précédentes, on voit que l'arc d'ellipse e se trouve compris entre deux arcs de cercle semblables,
correspondant à des angles au centre égaux à - ? et dont la différence des
rayons peut être aussi petite qu'on le veut.
Remarque. — En appliquant au système de deux ellipses égales sa théorie générale du mouvement de rampement d'une courbe sur une autre , Jean Bernoulli parvint aux deux inégalités suivantes :
(III) 27r.^ ^<E<.7./-^l±^--^--- + <"-S
2 m désignant actuellement , non plus un nombre pair quelconque , mais une puissance de 2 [Opéra omnia, tome I, page 448).
Les formules de Bernoulli fournissent des limites plus resserrées que les précédentes, mais elles ne s'appliquent pas comme celles-là (du moins sans une démonstration spéciale ) , à la rectification approchée d'un arc quelconque d'ellipse. 1] serait toutefois intéressant de les obtenir directement par l'emploi des considérations précédentes : elles nous paraissent l'auxiliaire le plus naturel que l'on puisse employer dans cette recherche, car elles conduisent presque nécessairement à la construction géométrique des différentes lignes que l'on a à considérer, construction que l'on ne fait intervenir qu'avec effort par l'emploi du mouvement de rampement.
Les formules (III), qui avaient été données sans démonstration par Bernoulli, ont été établies pour la première fois par M. Prouhet, dans une intéressante étude sur les reptoires, insérée dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, i854, pages 274 et 235.
PAP>IS IMPiyiMERIE.DE MAUJ.T-BAr.HKLïKR ,
r.UK nu JAROTNF.T. ' '
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