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PRÉFACE
La question des pentes a toujours eu une grande importance en chemins de fer. Elle en prend davantage, à mesure que les voies de communication pénètrent dans des régions moins accessibles.
Des conditions nouvelles ont appelé des procédés nouveaux. Il n'a plus été possible de s'en tenir aux pentes modérées, regardées d'abord comme une nécessité des grandes lignes, et il a fallu adopter des inclinaisons mieux en harmonie avec la configuration du terrain.
Un autre motif a poussé aux fortes pentes. Après
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les riches contrées et les centres populeux, se sont offerts les territoires moins favorisés. Plusieurs lignes, créées à un point de vue d'ensemble ou par des considérations politiques, ont été une véritable charge pour les Compagnies auxquelles elles ont échu. Chaque kilomètre de chemin entraînant une perte certaine, on devait s'attacher à en diminuer le nombre par une ascension plus hardie des obstacles principaux. C'était même un moyen d'abaisser, en bien des cas, les frais kilométriques de la construction.
Mais quelle est la limite de ces inclinaisons croissantes? Au delà de quel point commence-t-on à perdre les avantages qu'on voulait obtenir? A quel moment la balance se renverse-t-elle, et les bénéfices de la construction sont-ils dépassés par les pertes de l'exploitation? En un mot, quelle est, dans des circonstances et pour un trafic donnés, la pente qui, tout compte fait, réalise le minimum de la dépense et mérite ainsi véritablement le nom de pente économique?
Tel est le problème dont j'ai entrepris de donner une solution mathématique.
Je ne défends pas la valeur numérique des résultats
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obtenus» bien qu'ils ne me paraissent pas pouvoir s'éloigner beaucoup de la vérité. Mais on admettra, sans nul doute, la méthode que j'ai suivie. C'est une application élémentaire de la théorie des maxima et des rrdnima. Le calcul est des plus simples : j'aurais à peine osé le présenter au public s'il ne fallait, pour l'appliquer, certaines connaissances en exploitation de chemins de fer, que tous les Ingénieurs n'ont pas occasion d'acquérir.
J'ajoute qu'à défaut d'autres considérations celleci m'aurait déterminé :
Il me semble regrettable, ne fût-ce qu'à un point de vue philosophique, qu'une question aussi importante ne soit l'objet d'aucune théorie rationnelle, et que le choix de la pente se décide par des évaluations plus ou moins approximatives.
Sans doute, entre plusieurs projets débattus par la construction, c'est généralement le meilleur qui l'emporte. Mais la mesure exacte de l'avantage n'est pas donnée; il est même permis de croire qu'il se produit à cet égard des divergences assez notables, suivant les Ingénieurs appelés à s'en rendre compte. La détermination de la pente économique n'est pas une
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question simple : je veux dire que, pour un chemin, la valeur théorique varie avec h» mode dVxploitation qu'on se propose d'appliquer. Quand la rampe prend une certaine extension, il y a lieu de se demander si l'on doit la desservir d'une manière spéciale, ou concurremment avec le reste du réseau, ou par une combinaison mixte, a Taide de machines de renforts. A chacune de ces hypothèses correspond une solution distincte, dont il faut naturellement tenir compte pour apprécier les avantages relatifs des divers projets.
Les premiers Chapitres du livre sont consacrés à l'établissement des relations qui existent entre l'inclinaison d'une rampe et les diverses branches de la dépense. J'ai pris soin de conformer mon analyse aux divisions adoptées dans la comptabilité des chemins de fer. C'était, du reste, la condition nécessaire pour pouvoir passer aisément de la théorie aux applications. On me pardonnera les développements dans lesquels j'ai cru devoir entrer à cette occasion. Quand il s'agit d'une aussi grande industrie, les détails mêmes ont de l'intérêt.
Le calcul de la pente économique occu|)e les (^ha-
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pitres IV et V. J'ai distingué les diverses hypothèses sur le mode d'exploitation. On arrive à des formules d'une extrême simplicité, presque sans autre secours que celui de l'algèbre élémentaire. Le Chapitre VI, sous le titre Problèmes divers, comprend l'examen d'un certain nombre de questions q^ se rattachent directement à la théorie des pentes. L'jéh laboration algébrique ne diiïere pas de celle des Chapitres précédents.
Dans le Chapitre VII, intitulé Évaluations rmmérirquesy je me suis proposé de fixer les grandeurs des coefficients d'après les résultats effectifs de l'exploitation des chemins de fer français. J'ai pris pour exemple celui du Midi, dont les conditions me sont le mieux connues. J'ai fait aussi des rapprochements entre les diverses lignes, en analysant les comptes rendus officiels de l'exercice 1860. Du reste, je dois le dire, je n'attache k ces évaluations qu'une importance secondaire. L'exploitation des voies ferrées est loin d'avoir trouvé son assiette définitive : les systèmes de voie et de matériel, l'organisation administrative, les frais de toutes sortes subiront vraisemblablement encore des modifications qui auront pour
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conséquence d'altérer la valeur d« la pente économique, sans porter toutefois atteinte à la formule générale qui la fournit (*).
J'ai terminé par une remarque qui a trait à la manière d'envisager la question des pentes. En France, où les chemins de fer ne sont pas exploités par l'État» les Compagnies concessionnaires peuvent avoir intérêt à adopter des inclinaisons inférieures à celles qu'indique la théorie. L'occasion s'en présente quand le trafic qui transite entre les extrémités d'une rampe ne varie pas sensiblement avec sa longueur. En pareil cas, la recette kilométrique étant indépendante de la pente, et les frais d'exploitation diminuant avec elle, on a un avantage évident à réduire l'inclinaison. Il n'eu reste pas moins un minimum à déterminer, si la recette par kilomètre est inférieure à l'ensemble des dépenses de construction et d'exploitation.
(*) Les écarts des valeurs seront d'ailleurs moins grands qu'on ne pourrait le supposer au premier abord. L'influence de plusieurs éléments est peu considérable. Pourvu que le rapport du poids de la locomotive au poids utilisé pour l'adhérence demeure sensiblement le même, les variations de la pente sont renfermées dans d'assez étroites limites.
PRÉFACE. XIII
Mon but, en publiant ce livre, a été de montrer comment le calcul peut venir en aide à la construction. Que si Ton me reproche de m' être étendu trop complaisamment sur mon sujet, je répondrai que c'est l'ordinaire défaut de ceux qui croient exposer une théorie nouvelle ou la traiter par des moyens nouveaux; que si l'on m'accuse d'avoir négligé bien des questions, non moins intéressantes que celle des pentes, je ferai remarquer que ce livre n'est pas un Cours de chemins de fer y mais un simple essai sur une des particularités de cette industrie; que si l'on trouve enfin mes formules trop élémentaires et si l'on .regrette l'absence d'une analyse plus élevée, je serai porté à dire que c'est, à mon avis, une qualité, dont le mérite revient d'ailleurs au sujet bien plutôt qu'à l'auteur lui-même.
DES
PENTES ÉCONOMiaiES
1. — Je me propose de traiter par le calcul la question suivante :
Étant donnés deux points à des niveaux différents y entre lesquels il s'agit d'établir un chemin de fer, déter^ miner la pente la plus avantageuse à adopter, au double point de vue des dépenses de la construction et de celles de l'exploitation. On admet d'ailleurs que la pente sera constante sur tout le parcours, ou que le chemih de fer se présentera en rampé continue et uniforme depuis le point le plus bas jusqu'au point le plus élevé (*). ^— ^— ' " . — — ^— .— — — ^
(*) Nous prions qu'on ne s'arrête pas à ce que peut offrir de trop restreint, au premier abord, un semblable énoncé. La question s'élai^ra plus tard.
Le problème est évidemment susceptible d'une solution, du moins en théorie : en d'autres termes, il existe toujours une pente plus avantageuse, bien qu'on puisse ne pas savoir la trouver.
En effet, pour parler d'abord de l'exploitation , la dépense entre les deux points extrêmes est égale à la dépense faite sur un kilomètre, multipliée par la longueur du chemin (longueur évaluée en kilomètres, bien entendu). Si Ton adopte une pente de plus en plus réduite et se rapprochant indéfiniment de zéro, la dépense kilométrique tend vers une valeur fixe, qui est la dépense en palier; au contraire, la longueur de la rampe augmente au delà de toute limite. Le produit des deux quantités ou la dépense totale d'exploitation converge vers l'infini. Si l'on prend une pente de plus en plus forte, jusqu'à atteindre l'inclinaison pour laquelle une locomotive emploierait toute sa puissance à se maintenir en équilibre, le travail utile des machines diminue indéfiniment, et la dépense occasionnée par le transport du trafic sur un kilomètre augmente au delà de toute Unaiie. La longueur de la rampe tend de son côté vers une valeur fixe, qui est la longueur nécessaire pour racheter, avec Tînclinaison d'équilibre, la différence de niveau des deux points donnés. Comme tout à l'heure, le produit des deux termes augmente indéfiniment.
Quant aux frais de construction, il est visible que dans le premier cas ils tendent vers l'infini, et, dans le second cad, vers une limite fixe. La somme des deux dépenses, construction et exploitation, devient donc infinie dans les deux hypothèses.
Mais si la pente, à mesure qu'on la fait croître ou décroître de plus en plus, conduit également à une dépense
infinie, il y a forcément une certaine inclinaison moyenne pour laquelle la dépense est un minimum. Nous la nommerons désormais pe/i/e économique; et c'est sa valeur que nous nous proposons de calculer.
La théorie de cette recherche est fort simple
La dépense totale dépend de plusieurs éléments étrangers à l'inclinaison adoptée,, et de cette inclinaison ellemême. Il s'agit de voir de quelle manière l'inclinaison influe sur la dépense, ou, en langage algébrique, d'obtenir l'expression de la dépense en fonction de la pente. Une fois la fonction trouvée, on en prend la dérivée^ par rapport à la pente considérée comme seule variable, et on égale cette dérivée à zéro (*). L'équation ainsi obtenue fournit la pente économique en fonction des éléments de la question.
Si cette théorie est simple, il n'en est pas de même des investigations pratiques qui' lui servent de base. L'expression de la dépense d'un chemin de fer en fonction de la pente constitue une élaboration très-complexe, pour laquelle malheureusement plusieurs éléments essentiels manquent encore et quelques-uns manqueront certainement toujours. Toutefois, même avec les données incom-
[*) C'est une application élémentaire de la théorie bien connue des maximum et des minimum. On sait que toute fonction d'une seule variable prend une valeur maximum ou minimum lorsque sa dérivée devient nulle, et que, réciproquement, la valeur de la variable qui annule la dérivée fait passer la fonction par un maximum ou un minimum. Gomme, dans la question qui nous occupe, il n'y a évidemment pas de maximum, l'annulation de la dérivée fournit le minimum, c'est-à-dire la pente économique.
plètes qu'on possède aujourd'hui, il est possible d'obtenir parle calcul dès évaluations approximatives, qui nous semblent de nature à offrir quelque intérêt.
3. — La question des pentes comporte deux problèmes bien distincts :
I" On suppose le chemin de fer limité à la rampe même qu'il s'agit d'établir, ou plutôt on considère cette rampe comme absolument indépendante du reste du réseau. On y institue une exploitation spéciale qui ne devra point influer sur le service général de la ligne.
2" On admet, au contraire, que l'exploitation de la rampe devra se concilier avec celle d'une certaine longueur de chemin en palier; de telle sorte que la différence de régime des deux sections n'entraîne aucune distinction dans l'organisation de leurs services : les conditions sont une certaine moyenne entre celles qui conviendraient à la rampe exploitée seule, et celles qui conviendraient à la ligne horizontale si la rampe n'existait pas.
Ces deux problèmes, bien que distincts, n'en reposent pas moins sur une base commune : la connaissance des relations qui existent entre la pente et les diverses bran ches de la dépense. La recherche de ces relations sera l'objet des chapitres suivants.
Avant d'y procéder, nous ferons quelques remarques relatives au défaut apparent de généralité des questions énoncées. Il ne semble pas, en effet, au premier abord, qu'elles répondent suffisamment aux circonstances pratiques. Dans un tracé de chemin de fer, la question des pentes ne se présente pas habituellement sous une forme aussi précise. Voyons comment l'hypothèse d'une rampe régulière^ d'une hauteur déterminée, devant être
exploitée isolément ou concurremment avec une ligne horizontale y peut s'appliquer à la réalité.
4. — Le tracé d'une voie ferrée comporte toujours un certain nombre de points fixes naturels, ou du moins de points dont la position ne varie que dans des limites assez restreintes. Telles sont ordinairement les principales localités à desservir. Le chemin de fer ne doit pas s'en éloigner au delà d'un certain rayon. La convenance des communications avec la ville, la nature et la configuralion du terrain, la facilité des emplacements, la direction et le niveau des vallées d'accès, etc., déterminent, à peu de chose près, la position de la gare et, par suite, celle du chemin lui-même. La ligne est ainsi partagée en sections, comprises chacune entre deux points dont les niveaux se trouvent sensiblement arrêtés. Mais ce n'est point là la situation particulière à laquelle doit s'appliquer notre calcul.
En effet, le tracé d'une section individuelle ne conduit pas à établir, de bout en bout, une voie horizontale ou une rampe uniforme. Loin d'offrir cette régularité, le terrain affecte le plus souvent une configuration trèsvariée. Une ligne droite menée aux extrémités de la section rencontrerait alternativement des vallées, des plateaux, des lignes de coteaux plus ou moins élevés, et, en certains cas, de véritables chaînes de montagnes.
Parmi ces accidents du sol, il y a lieu de distinguer : ou bien les hauteurs à franchir sont de médiocre importajice, et nous ne nous en occuperons pas pour le moment; ou bien elles ont des proportions considérables et constituent un des objets principaux du tracé. Dans ce dernier cas on s'efforce naturellement de diminuer la dif-
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(iculté en cherchant le passage le plus accessible et le moins élevé, sans toutefois s'éloigner trop de la ligne directe. On détermine ainsi, je suppose, un certain co/par lequel le chemin devra passer pour franchir la chaîne. Des circonstance» de nature diverse déterminent également, d'une manière à peu près complète, le niveau de la région dans laquelle on abordera le pied du versant : cela résulte généralement des conditions de la partie antérieure du tracé. Le problème à résoudre consiste alors à racheter une certaine différence de niveau ; ce qui est précisément la question posée au début de ce livre (*). Il ne s'agit plus que de décider s'il y a lieu d'établir la rampe au point de vue d'une exploitation spéciale ou d'une exploitation commune.
5. — La différence de niveau étant donnée, on ne se trouve pas rigoureuisement dans les conditions prévues : car il n'est pas toujours possible ou même avantageux d'établir une rampe uniforme sur tout le parcours. Mais
(*) Il est nécessaire, pour résoudre le problème, que les points soient fixes ou du moins que la hauteur à racheter soit invariable. Car si en modifiant l'inclinaison de la rampe et par suite le tracé, on augmentait ou diminuait la hauteur totale, je veux dire par là si la rampe devait, suivant les profils, aboutir à des points inégalement élevés, la hauteur figurant dans le calcul se trouverait être une fonction implicite de la pente, et comme cette fonction serait inconnue, le problème se trouverait insoluble. Dans le cas où cette fonction serait connue à priori, par suite de la loi de la surface du terrain, le problème rentrerait dans le domaine du calcul des variations : mais Texamen d'une semblable question n'offrirait aucun intérêt pratique.
cette circonstance n'infirme pas les déductions précédentes.
Si la configuration des versants, la disposition des thaïwegs, la nature des roches rencontrées, etc., conduisent à fractionner la rampe, c'est-à-dire à décomposer la hauteur totale en tronçons distincts, chaque partie à franchir donnera Heu elle-même à l'étude d'une rampe continue, de hauteur déterminée, ces rampes partielles pouvant d'ailleurs se suivre sans interruption ou être raccordées les unes aux autres par des développements horizontaux.
6. — Nous avons parlé aussi de calculer la pente au point de vue d'une exploitation commune à la fois à la rampe et à une ligne horizontale. Cette prétendue horizoùtalité, sur une longueur importante, se rencontret-elle dans la pratique?
Chacun sait combien sont rares, dans le profil d'un chemin de fer, les développements en palier. En général on rencontre une succession continuelle de pentes et de contre-pentes de grandeurs diverses, et très-peu de parcours véritablement horizontaux. Cette circonstance tient au relief naturel du sol, qui offre des ondulations multipliées. Mais précisément à cause de la généralité du phé-. nomène, on renonce, dans la construction d'un chemin de fer, à obtenir un profil de niveau. On accepte sans hésiter les rampes dont l'inclinaison n'excède pas, par exemple, 4 à 5 millimètres par mètre, et on ne cherche pas à les diminuer ou à les éviter, au prix d'accroissements de parcours. En un mol, au point de vue du régime général du chemin, on regarde en quelque sorte ces pentes affaiblies comme ne se distinguant pas sensiblement de l'horizontalité, et on organise l'exploitation
sans s'arrêter à ces particularités accessoires (*). Cest dans ce sens qu'on doit entendre l'énoncé précédent : il s'agit de concilier une semblable exploitation avec celle d'une rampe de toute autre importance.
• 7. — Une dernière remarque est celle-ci :
Pour qu'il y ait matière à la recherche d'une pente économique, il ne suffit pas qu'une différence de niveau , même très-grande, soit à racheter entre deux points. Si la configuration du sol était telle, je suppose, que, sans allongement de parcours, la hauteur pût être gravie avec les faibles inclinaisons adoptées sur le reste du réseau, la question serait toute résolue : le tracé du chemin serait fixé naturellement, et la pente de la rampe serait celle du terrain lui-même ou plutôt celle de la ligne d'intersection du terrain avec le plan du profil en long. Toute recherche de pente économique serait nécessairement sans objet.
Il en serait encore de même si l'inclinaison naturelle, tout en se trouvant supérieure à la pente ordinaire du réseau, restait moindre que la valeur économique qu'aurait assignée le calcul.
L'usage de la théorie implique que la ligne droite menée entre les points extrêmes forme avec l'horizon un angle supérieur à la pente économique. Toutes les fois que cet angle est inférieur, la solution algébrique n'a plus d'utilité, et le tracé est déterminé à priori.
Les conditions du problème sont désormais
(*) Nous reviendroDS plus tard sur ce point.
pleinement définies. Récapitulons-les, pour plus de clarté :
i*» Le chemin de fer doit être établi entre deux points présentant une différence de niveau déterminée;
2® La hauteur ne peut être franchie en ligne droite, par suite des trop fortes inclinaisons du terrain ;
3° La rampe plus ou moins allongée reliant les deux points sera continue et uniforme;
4° La pente doit être telle, que cette rampe soit plus avantageuse que toute autre qu'on voudrait tracer entre les mêmes points.
Passons maintenant à la recherche des relations mathématiques qui peuvent exister entre la valeur de la pente adoptée et la dépense kilométrique ( construction et exploitation ) d'une rampe de chemin de fer.
CHAPITRE IL
9. — Il est impossible d'assigner aucune relation mathématique entre la grandeur d'une pente et la dépense de construction d'un kilomètre de chemin de fer.
Une différence dans la pente adoptée n'entraîne pas nécessairement une variatioti correspondante dans le prix de revient des travaux. La même différence peut, selon les cas, augmenter les frais, les diminuer ou les laisser stationnaires. Cela dépend avant tout de la conformation et de la nature du terrain. Tandis que sur le versant d'une montagne, une pente de 20 millimètres, par exemple, sera moins dispendieuse qu'une pente de 10 millimètres, parce # que le développement nécessité par l'adoption de cette
dernière conduit à des travaux plus difficiles ; sur une autre montagne, les circonstances inverses peuvent se présenter, et la pente de lo millimètres y sera plus avantageuse que celle de 20, parce que, avec cette dernière, on traverse des régions moins accessibles à un chemin de fer. La seule chose qu'on puisse dire avec quelque généralité, c'est que, dans les conditions ordinaires de terrain, l'augmentation de la pente jusqu'à une certaine limite correspond à une diminution de la dépense. Mais un aperçu aussi vague et sujet à exceptions n'est d'aucun secours pour former des relations analytiques entre les éléments du problème.
Les seuls rapports à établir ne peuvent résulter que d'une étude des lieux, dans chaque cas particulier. On examine, par exemple, dans l'hypothèse de diverses pentes, le prix de revient correspondant à chacune d'elles. Un semblable travail, effectué pour des pentes suffisamment variées, permettrait d'exprimer analytiquement , avec une certaine approximation, la loi des valeurs de la dépense kilométrique en fonction de l'inclinaison adoptée. Celte loi serait d'ailleurs spéciale au terrain étudié, et devrait être recherchée à nouveau dans chaque circonstance.
10. — Mais on n'a pas même la ressource de cet expédient, tout incomplet qu'il soit. L'examen d'aussi nombreux projets de tracés est véritablement impraticable. Chaque projet exige de longues investigations d'abord, et ensuite des évaluations très-délicates. En outre, hâtonsnous de dire que cette marche ne donnerait aucune exactitude. La loi expérimentale, introduite dans les calculs,
ne pourrait pas inspirer de confiance. Les études de tracé
fournissent toujours des appréciations assez éloignées de la vérité. On peut se contenter de cette approximation quand il s'agit de comparer des projets très-différents, entre lesquels les écarts sont assez considérables pour n'être pas masqués par les erreurs propres à chacun d'eux. Mais si l'on veut exprimer la dépense en fonction de la pente, c'est-à-dire rapprocher des tracés correspondant à des pentes très-voisines, toute certitude disparaît, et la formule analytique ne convient pas au phénomène.
En fait, l'étude de la traversée d'une montagne donne lieu ordinairement à deux ou trois projets complètement distincts, caractérisés chacun par l'importance de la pente adoptée. C'est entre ces projets, présentant leurs mérites spéciaux, qu'il s'agit de se prononcer. Nous devons nous placer au même point de vue dans la théorie actuelle, et voici comment il semble convenable d'opérer pour soumettre la question au calcul.
11.' — Dans l'étude de l'établissement d'une rampe entre deux points, il arrivera de deux choses l'une :
Ou bien la dépense kilométrique de construction paraîtra devoir peu varier avec la grandeur de la pente adoptée, pourvu que cette pente demeure comprise entre certaines limites déterminées (*).
{*) Cette faible variation de la dépense kilométrique avec des pentes notablement différentes est un fait moins rare qu'on ne pourrait le supposer au premier abord.
Une partie importante des frais est, de sa nature, indépendante de la pente, comme l'achat des terrains, la pose de la voie (ballast, traverses, rails, etc.). L'autre, qui consiste dans les terrassements et ouvrages d'art, ou l'assiette proprement dite du chemin, ne varie
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Ou bien, au contraire, elle présentera des écarts considérables.
Dans le premier cas, la marche à suivre est bien simple. On regarde la dépense kilométrique comme rigoureusement constante, et la formule s'établit en conséquence. Toutes les transformations de calcul sont effectuées d'après cette hypothèse, et il n'en résulte évidemment aucune particularité qui puisse embarrasser l'élaboration algébrique.
On voit même immédiatement comment les frais de construction figureront dans le calcul. Le premier pas, avons-nous dit au n*» 2, consiste à chercher l'expression de la dépense totale de la rampe en fonction des divers éléments de la question et, entre autres, de la pente adoptée. Si H est la hauteur à franchir, évaluée en mètres, h la pente, c'est-à-dire la fraction de mètre, en hauteur, rachetée par un mètre de longueur du chemin, l'étendue de la rampe, en mètres, est évidemment représentée par
le nombre de fois que h est contenu dans H, ou par -j-j
et la longueur de la rampe en kilomètres est égale à
avec la pente qu'autant qu'on est rejeté sur des terrains présentant des difficultés spéciales. Cette dernière circonstance n'est pas une conséquence nécessaire du choix de la pente ; il peut fort bien arriver qu'on rencx)ntre les mêmes obstacles, les mêmes cours d'eau à traverser, les mêmes souterrains à percer, en un mot que les difficultés, sur un kilomètre, se balancent sensiblement avec des inclinaisons très-différentes. Somme toute, il y a un assez grand nombre de cas où l'on peut, sans grande erreur, regarder la dépense kilométrique comme à peu près constante dans une région déterminée.
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-T' Si, en outre, C est le coût kilométrique de la con-
struction, et i Tintérêt (amortissement compris) de i fr., la dépense annuelle d'établissement de la rampe sera ex-
primée par iC r- Telle est la part afférente à la con-
struction dans la quantité qu'il s'agit de rendre un minimum [*). En résumé, appelant S la dépense annuelle totale, et K les frais d'exploitation, on écrira
(i) S = iC-?-r+K;
^ ' loooA
K étant une fonction de la pente, que nous aurons à déterminer dans le chapitre suivant.
La quantité C sera donc considérée comme constante dans tout le cours des calculs. Quant à sa valeur numérique, ce sera celle que les études du tracé conduiront à lui attribuer dans chaque cas particulier. Cette valeur sera plus ou moins inexacte et dépendra du degré de justesse des appréciations faites sur les lieux. Mais ce point demeure naturellement étranger à la question traitée dans ce travail.
12. — Examinons la seconde hypothèse, qui ne permet pas de considérer la dépense comme indépendante du choix de l'inclinaison.
{* ) L'estimation de la dépense d'un chemin se rapporte toujours à Vannée^ parce qu'il faut servir annuellement l'intérêt et les bénéfices des capitaux engagés dans l'entreprise. Cette pratique est mise en évidence en France, où les lignes sont concédées à des compagnies particulières et doivent faire retour à l'État au bout d'un délai déterminé. Les capitaux sont amortis graduellement.
La fonction simple iC 7 ne peut plus représenter
la part afférente à la construction, puisque la valeur de la pente économique étant inconnue, celle de C Tesl également. En d'autres termes, C est une fonction implicite de
hy et le terme iC r n'a aucune signification utile dans
les formules. Le calcul ne peut plus être poursuivi, car non-seulement C reste à l'état d'inconnue, mais engendre même d'autres fonctions inconnues, par suite des différentiations dont la relation (i) doit être l'objet. Comme nous avons reconnu l'impossibilité radicale de déterminer, par voie d'expérience, l'expression analytique de la dépense de construction en fonction de la pente, le problème théorique est évidemment inabordable. Mais on peut tourner la difficulté par les considérations suivantes.
En réalité, les frais d'établissement ne varient pas beaucoup pour de faibles variations de la pente. Si donc on était assuré que la pente économique ne s'écartera pas beaucoup d'une certaine inclinaison déterminée, pour laquelle on connaît la dépense correspondante, on remplacerait C par cette dépense dans la formule, et on pourrait, sans grande erreur, la traiter comme quantité constante. Toute la difficulté vient de ce qu'on ne sait pas, à priori, dans quelles limites suffisament rapprochées la pente économique devra se trouver, et, par suite, quel chiffre il convient d'imputer à la dépense. Mais rien n'empêche d'admettre provisoirement, sauf erreur dans le résultat final, que la pente économique ne différera pas beaucoup d'une certaine inclinaison arbitrairement choisie, par exemple 20 millimètres. Quant au chiffre de la dépense.
ce sera celui que feront connaître les études du tracé conduit avec l'inclinaison supposée de 20 millimètres. Pour éviter les investigations inutiles, il sera bon de' prendre la pente d'un des projets déjà étudiés directement au point de vue des seules convenances de la construction. Les calculs effectués avec cette valeur hypothétique de la dépense, regardée comme constante, détermineront une pente économique correspondante. Si elle ne s'éloigne guère du chiffre admis à priori, soit de 20 millimètres (conformément à notre supposition], la question se trouvera résolue, et ce sera bien là Tinclinaison cherchée. Mais si l'écart est important, la valeur obtenue se rapprochera de la pente d'un des autres projets déjà analysés. On prendra la dépense correspondante, on la substituera à celle qu'on avait indûment admise, et on calculera la pente à nouveau. Par cette méthode d* interpolatiens, on arrivera nécessairement, après un petit nombre d'essais, à un chiffre d'inclinaison ne différant pas beaucoup de celui qui correspond à la dépense introduite dans la formule. La solution sera ainsi obtenue avec une* suffisante approximation (*).
(*) Cette recherche sera grandement simpliGée par la connaissance des résultats fournis par la théorie même des pentes économiques. Si Ton sait, par exemple, d'après cette théorie^ que la pente économique correspondant à une dépense moyenne de construction en rampe est de 3o millimètres, on aura un point de départ naturel et on introduira dans la formule, comme chiffre de la dépense, celui qui, dans le tracé actuellement considéré, résulterait deTadopUon d'une inclinaison de 3o millimètres. Si même ce chiffre ne s'éloigne guère de la dépense moyenne, il sera inutile de faire aucun calcul particulier : la pente économique sera de 3o milli-
D*après ces considérations nous serons en droil, dans le second cas comme dans le premier, de traiter G en quantité constante dans le cours de nos calculs, puisque la variabilité n'aura d'autre effet que de modifier la valeur numérique du résultat final. Nous nous placerons désormais à ce point de vue et nous regarderons la dépense kilométrique de construction comme indépendante de la pente, en ce qui concerne l'élaboration algébrique.
13. — Dans certaines circonstances, le problème se présente sous un autre jour. Les convenances de la construction, par suiie de leur importance relative, passent en première ligne, et priment de beaucoup celles de l'exploitation. Le choix porte alors sur deux tracés déterminés, à pentes très-différentes, et il s'agit de voir lequel des deux est préférable. Les autres tracés sont implicitement écartés à cause des difficultés d'établissement qu'ils feraient surgir, ou du long développement qu'ils conduiraient à donner au chemin. On admet en quelque sorte d'avance que les avantages de l'exploitation seraient loin de compenser ces inconvénients immédiats. Mais s'il est rationnel, en pareil cas, de subir les nécessités de la construction et de s'en tenir exclusivement aux deux tracés qu'elle propose, il ne le serait pas de choisir arbitrairement l'un plutôt que Tautre, sans rechercher si, tout compte fait, l'un des deux n'offre pas une supériorité positive. La question, on le voit, ne consiste plus à calculer à priori
mètres. En un mot, le premier soin doit être de rechercher quelle serait, sur le terrain, la dépense correspondant à la valeur habituelle de la pente éconoinique.
une pente économique, mais à faire la comparaison des dépenses totales (construction et exploitation) incombant respectivement aux deux tracés en présence. Dans la formule
S = iC— 5^4-K,
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où nous supposons provisoirement K connu en fonction de A, il y aura lieu de remplacer successivement h par la valeur qu'il doit avoir dans chacune des deux rampes, et de déterminer ainsi la valeur correspondante de S. La pente qui engendrera la moindre dépense indiquera le tracé qu'il faut choisir.
Si, au lieu de deux projets à débattre, on en avait un plus grand nombre, la question serait évidemment la même : on calculerait autant de valeurs correspondantes de S, et le choix s'établirait en conséquence.
14. — Il est d'autres circonstances, étrangères à la construction, où le choix de la pente est déterminé par des considérations que le calcul ne peut embrasser. Il n'y a plus alors véritablement de pente économique à rechercher.
Supposons, par exemple, qu'on soit en présence de deux tracés, l'un à pente très-adoucie et par conséquent à parcours très-allongé, l'autre à pente raide et à parcours raccourci. Ce dernier sera généralement plus économique que l'autre : cependant il pourra être préférable d'adopter le premier. Voici pourquoi. Les quantités transportées sur un chemin de fer donnent une recette proportionnelle au parcours. La recette sera donc beaucoup plus
élevée avec le premier tracé qu'avec le second, si le tarif kilométrique est le même dans les deux cas. Quant aux dépenses, tout en étant plus fortes en totalité sur la rampe adoucie, elles seront moins considérables par kilomètre, parce que Texploitation y est évidemment plus facile que sur une rampe très-raide. Il y aura par conséquent bénéûce à adopter le tracé le plus dispendieux.
Les circonstances restant les mêmes, Tautre tracé pourra, au contraire, être préférable, en vertu de considérations d'une autre espèce. Si le chemin de fer doit lutter contre des voies concurrentes, on a intérêt à abaisser autant que possible le prix de transport. Dès lors on recherche une ligne plus courte. Cette réduction de parcours a d'ailleurs sa limite naturelle dans l'obligation de couvrir les frais de l'entreprise. En l'absence de voies concurrentes, on peut encore trouver de l'avantage à préférer le tracé à pente raide : si l'on a, notamment, la latitude d'élever les chiffres du tarif sur celte section particulière, en compensation des sacrifices qu'on s'est imposés pour réduire le parcours des marchandises et des voyageurs.
De semblables raisons déterminantes échappent naturellement à toute théorie analytique^. Pour qiie la recherche de la pente économique ait un sens, il faut se placer à un tout autre point de vue, qui peut se résumer ainsi : effectuer aux moindres frais possibles le transport du trafic entre deux points donnés. Il faut écarter l'idée de recette ou de rémunération des capitaux pour ne conserver que ridée de dépense (*).
(*) Nous avons signalé en passant ce point de vue, parce que
15. — On peut, par un motif de curiosité mathématique, se proposer de résoudre théoriquement le problème des pentes en faisant de C une fonction de h qui satisfasse assez bien aux conditions de la réalité. Les résultats ainsi obtenus seront essentiellement inexacts, car, selon nos remarques antérieures, il n'existe et ne peut exister aucune relation rigoureuse entre G et A; mais, dans un certain nombre de circonstances, les faits présenteront quelque analogie avec les formules, et, sous ce rapport, une pareille recherche n'est pas absolument dénuée d'intérêt.
Les études de chemins de fer pour la traversée des montagnes conduisent à une conclusion assez générale. Parmi les pentes à adopter, il en est une qui, aM point de vue de la construction, est notablement la plus économique : c'est celle qui permet de diriger le tracé à ciel ouvert, sans exiger des courbes de retour en souterrain. On sait que lorsque l'inclinaison de la rampe s'écarte trop de celle du terrain, le chemin ne peut plus revenir sur lui-même à ciel ouvert pour continuer l'ascension de la hauteur. Le tracé n'avance vers les régions supérieures qu'au moyen de retours en souterrain, c'est-à-dire en pénétrant dans l'intérieur de la montagne avec des courbes plus ou moins prononcées. La rampe présente ainsi, dans son
c'est naturellement celui des compagnies de chemins de fer. La où, comme en France, l'État n'est pas transporteur, l'intérêt privé qui préside à l'exécution du chemin, se préoccupe nécessairement dé sauvegarder les capitaux engagés; et dès lors les tracés indiqués par la théorie comme les plus économiques , peuvent être délaissés dans la pratique, si les considérations commerciales ne viennent pas les appuyer.
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ensemble, une série de lacets, alternalivement en souterrain et à ciel ouvert (*). Les dépenses de tunnel étant
(*) u Mais du moment que l'inclinaison du thalweg (ligne de » fond de la vallée ) dépasse la limite de rampe fixée , le tracé ne » peut s'allonger pour conserver son profil que par des courbes ou » des retours sur lui-même.
» Ces courbes ou retours par lesquels le tracé s'élève au-dessus » du thalweg sur les versants d'une vallée , ont pour effet de ie » porter dans des régions où la configuration est plus accidentée.
» Lorsque l'inclinaison s'accroît, la vallée se rétrécit, et il est )> inutile de dire que l'inclinaison des versants latéraux devient in* » finiment plus forte que celle du thalweg. Cette inclinaison dé- » passe souvent 45°; de telle sorte que, pour revenir sur lui-même, » le tracé du chemin de fer, s'il affecte des courbes de 5o mètres » dé rayon , doit entrer profondément sous le sol et rester en sou- > terrain pendant la plus grande partie de la circonférence d'un » cercle de loo mètres qu'il doit décrire pour arriver au jour. C'est » l'inclinaison de ces versants qui s'oppose ainsi au développement » de longueur par lequel le tracé pourrait diminuer l'inclinaison du i> profil.
» L'obstacle de souterrains fréquents et dispendieux dans les » courbes de retour du tracé n'est pas le seul : à mesure que le » chemin se développe suivant une inclinaison inférieure à celle du » thalweg, il s'élève sur le versant latéral et gagne les régions où » le sol est plus accidenté. C'est alors que la ligne d'intersection » du tracé avec celle du versant présente de telles sinuosités que, » pour rester dans un rayon de loo mètres, il faudrait flaire d'é* •» normes levées
tt Les seules ressources que la nature offre , dans ce cas , pour » développer un tracé en gardant au profil une inclinaison moindre » que celle du thalweg, sont les sinuosités des versants, soit qu'ils » présentent simplement leurs découpures, soit qu'ils s'ouvrent à
habituellefB6Dt fort élevées par rapport aux autres, la pente quj p^rpet de les éviter correspond au minimum des fraisi: Ii6^ iiidii^isons plus adoucies entraînent des frais plus comUdérables , qui vont d'ailleurs en croissant à mesure que la proportion de souterrains augmente ou que la pente diffère davantage de celle qui permet de les éviter. Tel est le fait principal à exprimer dans la formule théorique. Cet état de choses, je le répète, souffre de fréquentes exceptions, mais il suffit qu'on le trouve conforme à un certain nombre de cas pratiques pour qu'il y ait lieu de l'examiner.
16. — Soit donc A' la valeur particulière de l'inclinaison qui satisfait aux conditions économiques dont nous venons de parler, et G' la dépense correspondante de construction. Une fonction de h qui semble appropriée à sa destination est celle-ci
C", désignant une quantité constante, très-considérable par rapport à C.
D'après cette formule, en effet, la valeur de C se réduit à C quand l'inclinaison h se confond avec la pente particulière A', ce qui doit être. La dépense augmente très-
» quelques vallées secondaires
» Une autre ressource , mais bien rare, se rencontre dans quel- » ques accidents du sol , où les vallées se trouvent subitement » élargies de manière à permettre de tracer des lacets sans recou* » rir aux souterrains pour les courbes de retour du tracé. »
Etude de la traversée des Alpes par un chemin de fer [passage par le Siniplon), par M. Eugène Flachat, p. i6 et suivantes.
rapidement à mesure que Tinclinaison diminue, par suite du terme C" (h' —h], dont le premier facteur est supposé très-grand. A la limite, quand h devient nul, ce qui conduit à des travaux irès-diniciles el accroît la proportion de souterrains, la dépense kilométrique se trouve iort élevée et représentée par C -f- C" h'.
Pour déterminer la constante C" il suffit d'étudier un certain tracé, de pente lu, et d'évaluer la dépense correspondante G,. La relation (i) appliquée à ce tracé donne
d'où l'on déduit
La relation (i) devient ainsi
On pourra en contrôler l'exactitude en y remplaçant C et k par les valeurs reconnues directement sur le terrain pour un^tracé particulier; on verra jusqu'à quel point l'é- ([uation est ainsi vérifiée. Mais tel n'est pas notre objet en ce moment, puisque nous acceptons la formule (i) comme d'accord avec les faits.
Si l'on adopte cette fonction de li, le terme qui dans l'expression de la dépense totale de la rampe représente les frais d'établissement, est le suivant
ovi
/ (C -f- C'A') — ^ - iC" -^.
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Si Ton se reporte à la relation (i) du n^ 11, établie dans r hypothèse d'une dépense kilométrique indépendante de la pente, on voit que le terme représentant cette dépense ne diffère de celui qu'on vient de trouver, que par
la quantité constante — iC Quant au multiplicateur
de -jr-î il est, dans les deux cas, un nombre déterminé.
Mais dans l'opération de la différentiation , la con-
siante — iC" disparaîtra nécessairement; par consé-
1 ooo ^ "^
quent Téquation en h, obtenue pour faire connaître la pente économique, sera absolument semblable. Ainsi les formules ne changent pas, soit que la dépense kiloméiriquie de construction se trouve indépendante de la pente, soit qu'elle varie avec elle en conformité de la relation (i) ci-dessus.
Une autre fonction de A, remplissant le même objet que la relation (i), est celle-ci
Quand on y fait h = h', G se réduit à C ; et si A diminue
indéfiniment, C augmente de plus en plus et a pour der-
nière expression r^fkr ^ quantité qui peut être rendue
aussi grande qu'il est nécessaire, en assignant à C une valeur peu inférieure à T7«
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Avec celle nouvelle fonclion, le lerme de l'équaiion (i) du n** 11, qui représenie la dépense d'élablissemenl de la rampe, se complique d'une manière sensible par rapport à A, car il devieni
iC 5
^ ioooA[i — C"(/i' — A)]'
fraclion qui conlienl h au second degré, en dénominaleur. Au poinl de vue de la facilité des calculs, il convient donc d'adopter la première fonction, qui s'applique d'ailleurs au phénomène tout aussi bien que celle-ci.
17. — Nous avons toujours raisonné comme si la dépense kilométrique d'établissement était constante sur toute l'étendue d'une même rampe. Il n'en est pas ainsi en réalité, et le prix de revient du kilomètre varie, au contraire, d'un point à un autre, par suite de l'inégale difficulté des obstacles à surmonter. Mais il est d'usage, dans les devis, d'apprécier en bloc la dépense d'une rampe : le prix énoncé pour un kilomètre est la moyenne du parcours. C'est d'ailleurs ce qu'il importe véritablement de connaître, puisque dans l'adoption de la pente on ne peut tenir compte des différences de détail présentées par le terrain. En ce qui concerne la discussion du tracé, la question est donc la même que si la dépense était uniformément répartie le long de la rampe. 11 en serait autrement si la distribution des obstacles naturels aux divers points du parcours conduisait à modifler le profil en conséquence, de manière à approprier, en chaque endroit, la grandeur de la pente aux circonstances du terrain. Un tel mode ne permettrait plus de regarder la dépense kilométrique comme constante, ou
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plutôt on aurait affaire à plusieurs rampes distinctes, pour
chacune desquelles d'ailleurs la constance aurait lieu. Ce
fi*£i€tionnement a des limites dans la pratique : les conve-
ao.»ces de Texploitaiion appellent Tuniformité dans le
régime des pentes, au moins sur une certaine étendue.*
Cette condition est surtout nécessaire quand les pentes
doivent être considérables, comme celles dont nous nous
occupons dans ce travail. Il devient très-onéreux d'avoir
des rampes variées, si Ton se propose de leur affecter
une exploitation spéciale. Les nécessités de la portion la
plus raide gouvernent le service de Tensemble, et Ton
a, dans Fexploitation, toutes les charges de la plus forte
pente, sans en avoir les bénéfices dans la construction.
Aussi convient-il, quand on est conduit à adopter pour
un certain passage, une inclinaison considérable, qui
donne lieu à un service spécial, d'en profiter sur toute
i'élendue du terrain où les travaux en tirent quelque
avantage.
18. — Un mot, en terminant ce chapitre, sur le caractère du minimum que nous nous proposons de calculer.
Nous verrons bientôt que la dépense d'exploitation est exprimée par une fonction de A, telle que, en deçà ou au delà d'une certaine valeur de la pente, la dépense aille en augmentant sans aucune limite. De ce côté, il ne saurait y avoir de doute; la valeur du minimum est unique, ei une seule pente peut la fournir. Mais en tenant compte de la construction, les choses se passent tout différemment, et il peut y avoir deux ou plusieurs minimums correspondant à autant de pentes distinctes. Il suffît, pour cela, que le terrain comporte plusieurs tracés, plus économiques chacun (au point de vue de la construction)
que les tracés intermédiaires. Si deux des pentes correspondant à ces tracés économiques tombent , par exemple. Tune en deçà, l'autre au delà de celle qui réalise le minimum de la dépense d'exploitation, il est clair qu'entre cette dernière pente et chacune des deux autres il y aura une inclinaison intermédiaire qui correspondra au minimum de la dépense totale d'exploitation et de construction. On aura ainsi à choisir entre deux minimums.
Cette circonstance ne peut évidemment se présenter quand on suppose les frais kilométriques d'établissement indépendants de l'inclinaison ; il n'y a alors qu'un minimum.
CHAPITRE IIL
19. — 11 faut préalablement définir les conditions dans lesquelles on suppose l'exploitation organisée : car ces conditions influent non-seulement sur le chiffre de la dépense, mais même sur la nature des relations qui doivent la rattacher à la pente.
Divers systèmes ont été appliqués, essayés ou proposés pour Texploitation des rampes à pentes rapides. Ainsi nous citerons :
Sur la rampe de Saint-Germain, le tube propulseur atmosphérique ;
Sur les plans inclinés de Liège, les machines fixes à câbles;
Sur la section de Ponie-Decimo à Busalla (chemin de Gênes), les locomotives doubles ou accouplées dos à dos;
Sur le chemin de Saint-Etienne à Lyon, les machines à tender-moteur ou à quatre cylindres;
Sur les rampes du Semmering, en Autriche» les locomotives du type américain, à huit roues; etc.
Récemment, pour la traversée des Alpes, on a proposé un système de véhicules moteurs ou recevant la vapeur de la chaudière de la machine (*].
Sur le chemin de Gênes on se préoccupe d'appliquer Tair comprimé dans un tube propulseur (**).
Sur la ligne d'Asnîères à Arçenteuil on a'cherché à utiliser le gonflement d'un tube flexible placé dans l'axe dje la voie (**•).
(*) M. Eugène Flachat a consacré à Texposition de ce système son ouvrage sur la Traversée des Alpes ( Étude du passage par le Simplon), Le but de cet Ingénieur est d'augmenter^ dans une trèsgrande proportion , radhérence de l'appareil moteur en distribuant en quelque sorte cet appareil sur toute l'étendue du train. Chaque véhicule est poonm de cylindres en commimicatioii avec la chaudière et devient ainsi une véritable locomotive, moins l'appareil vaporisateur ; deux agents de la traction sont attachés à chaque véhicule. Ce système implique, comme on voit, chez le générateur une très-grande puissance de vaporisation. Nous n'avons pas à discuter le mérite de cette idée : nous nous bornons à la mentionner comme un exemple des nombreux systèmes imaginés pour le ser>ice des fortes rampes.
( ** ) On a été conduit à cette idée par le désir d'utiliser la puissance gratuite d'une importante chute d'eau. Un tel expédient est tout local et ne pourrait convenir qu'à des situations analogues.
(***) Tout le monde connaît cette invention , abandonnée presque aussitôt que produite. Un tube flexible devait reposer le long de
On a songé aussi à appliquer une sorte de louage à la iraclion par locomotive (*), etc.
Tîous croyons inutile de poursuivre cette énùmération, dont le seul objet est de faire sentir la nécessité de spécifier les conditions dans lesquelles on veut se placer pour appliquer le calcul.
Nous supposerons dorénavant que l'exploitation est organisée avec des locomotives analogues à celles dont on se sert aujourd'hui sur les grandes lignes de chemins de fer, et que les véhicules et wagons à freins ne présentent aucune particularité de nature à influer sur les conditions essentielles du service (**).
Quand nous parlerons d'exploit^ation spéciale de la rampe, nous entendrons par là que les Irains sorti remaniés pour le passage de la rampe , qu'on y attelle des lo-
l'axe de la voie. Une large roue fixée au milieu de l'appareil moteur s'appuyait sur ce tube. En comprimant de l'air par derrière , le tube se gonflait et par sa pression suc la roue devait faire avancer le train.
(*) Une chaîne fixe par une de ses extrémités s'enroule par Tautre extrémité sur l'essieu moteur de la locomotive au moyen d'un double engrenage conique. C'est le système des machines fixes à câbles^ retourné. Il n'a pas obtenu grande faveur.
(**) On sait que dans le principe on avait jugé utile de modérer la vitesse sur les fortes rampes à l'aide de wagons à freins spéciaux , d'un poids considérable. Sur la ligne de Gênes , où cependant la modération de la vitesse devait être une préoccupation de premier ordre, on a renoncé aux wagons spéciaux , et l'on s'est borné à augmenter convenablement le nombre des freins ordinaires. Cette mesure d'ordre paraît suppléer avantageusement les dispositions spéciales du matériel.
comotives plus puissantes ou qu'on ajoute des machines de renfort, qu'on augmente le nombre des freins, etc.
20. — 11 est impossible de déterminer rigoureusement de quelle manière le plus ou moins de longueur d'une rampe, ou, ce qui revient au même, la valeur de la pente adoptée influe sur l'importance du trafic kilométrique, c'est-à-dire sur la circulation, par kilomètre, des voyageurs et des marchandises à grande et à petite vitesse. Cette influence peut être à peu près nulle comme elle peut être très-sensible. Cela dépend des conditions générales dans lesquelles le chemin de fer se trouve placé, des concurrences qu'il a à combattre, des frais de transport dont le trafic peut être grève sans inconvénient, etc. De semblables considérations échappent naturellement à une analyse algébrique. La seule chose qu'on puisse dire avec quelque généralité, c'est que, le nombre des stations restant le même, la diminution de la pente entraîne une diminution proportionnelle de trafic. Cela se comprend : à mesure que le parcours entre deux points fixes s'allonge, une partie des hommes et des choses cesse de se déplacer. Mais si l'allongement de la rampe conduit à desservir une autre région et à créer de nouvelles stations, il est impossible de prévoir le résultat définitif qui en sera la conséquence. Au point de vue de notre travail, nous admettrons que le trafic kilométrique est indépendant de la pente adoptée.
21. — On a coutume, pour l'exploitation comme pour la construction, de rapporter la dépense au kilomètre. Conformément à cet usage, si nous représentons par E la dépense faite sur un kilomètre de rampe, la dépense de
la rampe entière sera exprimée par E ^ ; et la relation (i) du n"* 11 se mettra sous la forme
La quantité E est une fonction de h, qu'il s'agit de déterminer; bien différente en cela de la quantité C, que nous considérons comme constante dans les formules.
La dépense d'exploitation d'un chemin de fer se partage entre les Services suivants :
1° Matériel et Traction ;
2° Exploitation proprement dite (comprenant le Mouvement, la Perception et le Contrôle);
3® Service Commercial (souvent confondu dans l'Exploitation proprement dite);
4* Bâtiments et Voie ;
5° Administration centrale et Frais généraux.
Cette subdivision ne se trouve pas en évidence dans l'organisation de toutes les Compagnies de chemins de fer. Mais cela ne change rien au fond du sujet. Peu importent les dénominations et le groupement des attributions : les éléments de la dépense totale n'en restent pas moins les mêmes. -*
Pour exprimer E en fonction de h, nous allons passer en revue successivement ces divers Services et rechercher la relation de chacun d'eux avec la valeur de la pente.
Matériel et Traction.
22. — On range communément sous cette dénomination l'entretien et la réparation du matériel roulant ( locomotives, voitures, wagons), ainsi que le chauffage et la
conduite des machines. Les ateliers, les réserves et dépôts, les appareils d'alimentation, etc., s'j rattachent naturellement. Les dépenses peuvent être réparties en deux groupes :
1° Celles des véhicules proprement dits (voitures et wagons) au point de vue de leur conservation, comprenant le graissage en marche et les réparations de toutes sortes avec leurs accessoires naturels. Une portion des ateliers appartient conséquemment à ce groupe.
2® Celles des locomotives, au double point de vue de leur conservation et de la traction qu'elles effectuent, cette traction comprenant non-seulement le transport des locomotives elles-mêmes, mais aussi celui de tous les véhicules avec leur charge. Les réserves et dépôts, les alimentations, une portion des ateliers relèvent de ce second groupe.
Les premiers frais sont évidemment en dehors de la question de pente. Ils dépendent uniquement du service fait par les véhicules, c'est-à-dire du nombre de kilomètres parcourus et de la charge transportée. Ce travail, sur un kilomètre de chemin, n'a aucun rapport avec le profil. Que la rampe soit plus ou moins raide et que les vé-. hicules composent un nombre plus ou moins grand de trains, que les machines soient d'un type ou d'un autre, que leur effort s'exerce en pente ou en palier, pourvu que le parcours et la charge des wagons ne changent pas, ils donnent lieu au même graissage en route et au même entretien dans les ateliers.
Quant aux frais du deuxième groupe, ils sont au contraire intimement liés, pour un kilomètre de chemin, à la valeur cle la pente adoptée. Il s'agit de trouver cette relation.
23. — Soit T le trafic sur la rampe dans les deux sens, c'est-à-dire le nombre de voyageurs et de tonnes de marchandises transportés annuellement par kilomètre. Ce trafic exigera un certain nombre de véhicules (grande et petite vitesse) (*), et, par suite, correspondra à la circulation d'un poids total déterminé (**). Ce poids Q est proportionnel à T, et résulte de la valeur de cette dernière quantité.
Les dépenses occasionnées par la traction du poids Q varient doublement avec la pente. D'une part, en effet, le degré d'inclinaison rend plus ou moins difficile le transport d'une tonne sur un kilomètre ; d'autre part II nécessite, pour un même poids total, des trains plus ou moins nombreux, ce qui, toutes choses égales d'ailleurs, est une
(*) Les statistiques de chemins de fer font connaître le nombre de voyageurs transportés moyennement par voiture et par kilomètre àm une exploitation régulière. En divisant par ce chiffre le nombre total de voyageurs devant circuler sur la rampe, on déduit le nombre de véhicules nécessaires à ce transport , ou , pour mieux dire, le nombre de kilomètres devant être parcourus, sur un kilomètre de chemin , par l'ensemble des voitures à voyageurs.
La détermination du nombre des wagons à marchandises s'effectue de la même manière. 11 suffit de diviser le tonnage total à trans- ' porter par la charge moyenne connue d'un w^agon. Quant aux véhicules de nature diverse , comme les fourgons à bagages , ils sont également en relation connue avec le trafic.
{**) Puisqu'on connaît le nombre des véhicules de chaque espèce et la tare ou le poids de chacun d'eux , il est bien facile de calculer le poids total qu'ils représentent. En y ajoutant celui du trafic , on SI le poids total ( morr et utile ^ selon l'expression consacrée) qui parcourt un kilomètre de rampe pendant l'année.
cause de variation des frais (*). Quand nous parlons de trains^ \\ serait plus exact de parler de machines. Rien n'empêche d'avoir deux, trois locomotives attelées simultanément, ce qui revient à fondre deux, trois trains en un seul. Au point de vue du mouvement, cela peut être fort différent, mais pour la traction les choses s'équivalent absolument. Peu importe que les locomotives travaillent ensemble ou Tune après l'autre; dès l'instant que c'est le même personnel de mécaniciens et la même charge à remorquer, le résultat final n'est pas changé. Nous devons donc chercher combien il faut de locomotives pour transporter le poids total Q sur la rampe h,
11 y a lieu de distinguer entre la montée de la rampe et la descente. Un poids traîné dans le premier sens le sera, à plus forte raison, dans l'autre sens, par la même force motrice. Si donc le trafic a une égale importance dans les deux directions, le nombre de trains ou de machines sera déterminé par les conditions à la montée. En fait, sur un chemin de fer, le trafic n'est pas rigoureusement le même dans les deux sens. Mais sauf des circonstances tout à fait exceptionnelles, la différence n'est généralement pas considérable. Comme d'ailleurs le matériel occupé dans le sens le plus chargé doit nécessairement revenir, utilisé ou non, on peut, sans grande erreur, admettre que le poids transporté dans
(*) Il n'est pas indifférent d'employer un nombre plus ou moins grand de machines pour transporter un même poids total. N'y eûtil en effet que le salaire des mécaniciens, qui augmente comme le nombre des locomotives, il y aurait intérêt à diminuer le nombre de trains.
l'ciWie ou l'autre direction est la moitié du poids total ou est égal à^Q(*).
La puissance de traction ou la force d'une ma
cV^ine dépend, comme on sait, de deux éléments ; la fa-
cLilté de vaporisation et Y adhérence. Le premier se me-
svire par la quantité de vapeur, à la pression maximum,
que la chaudière peut fournir dans un temps donné ; le
second, par la résistance parallèle à la voie que la ma-
(*) Si Ton tenait à laisser à la question sa plus grande généralité,
il faudrait, au lieu de - Q dans chaque sens, substituer Q, et Q,,
ces deux quantités étant inégales et ayant Q pour somme. Chacune d'elles serait d'ailleurs déterminée séparément par la connaissance du trafic qui s'exerce dans cette direction. Le calcul se ferait avec Q,
et Q, absolument comme nous le ferons avec - Q à la montée et
-Qà la descente. La seule différence, c'est que la formule finale
serait un peu plus complexe à cause de la non-réduction de certains termes.
J'ajouterai une observation à ce sujet. Bien qu'il y ait aujourd'hui des exemples de grandes inégalités de trafic dans les deux sens , principalement aux frontières d'États limitrophes , il ne paraîtrait pas logique d'admettre une base semblable dans les calculs. On sait, en effet, combien les chemins de fer modifient les conditions commerciales des territoires qu'ils desservent. Rien donc ne peut garantir qu'une inégalité, reconnue au moment de l'établissement d'une voie ferrée , continuera à se faire sentir ou même ne se produira pas plus tard en sens inverse. En présence d'une pareille incertitude, il est plus prudent d'opérer comme si le trafic devait se balancer dans les deux directions.
chine peut équilibrer à l'aide des points d'appui de se roues motrices et accouplées sur les rails. Si la vaporisa, tion n'est pas assez rapide, la machine est obligée d ralentir sa marche ; si l'adhérence est trop faible, Tacti vite de la vaporisation ne servirait qu'à faire tourne les roues motrices sûr place ou à les (aire patiner (*).
( * ) Ces principes sont présentés avec une grande netteté dans la Guide du Mécanicien, de MM. Le Chatelier, Flachat, Pétiel et Polonceau , aux pages Sog et suivantes. On nous saura gré sans doute de les rappeler :
a La vitesse et la puissance de traction des machines locomotives » sont en quelque sorte la manifestation , sous deux formes diver- » ses, du travail utile que peut produire la vapeur sur les pistons; » une même quantité de travail moteur peut être employée à faire )) parcourir au point d'application d'une résistance relativement » faible, un espace très-grand dans l'unité de temps, ou à faire » parcourir au point d'application d'une résistance considérable un » espace restreint; si le produit des valeurs numériques de ces » deux éléments reste le même pour deux machines appropriées » chacune à l'un de ces deux effets, on pourra dire, d'une manière » générale , que la puissance de ces machines est la même , bien ') que cette puissance se manifeste par des résultats différents. La puissance d'une machine locomotive , envisagée à ce point de vue » général, dépend uniquement de la capacité de vaporisation dont » elle est douée, c'est-à-dire de la quantité de vapeur que la cbau- » dière peut produire dans l'unité de temps, en raison même des » dispositions des organes principaux du mécanisme, volume qui » devrait être exactement égal à celui de la vapeur produite, si la ) tension de celle-ci restait la même dans la chaudière et dans les ') cylindres, et s'il n'y avait pas de condensation qui annule une » partie de l'effet de la vapeur
» On u a pas* tout fait lorsqu'on a mis une machine eu état de
On n'igAore pas combien est variable la résistance au glissement ^m jNMies sur ies rails. Les expériences faites à ce sujet ont montre que ce frottement peut varier depuis ^ et plus pour des rails secs jusqu'à — pour des
rails chargés d'humidité. Comme on peut généralement corriger en partie Teffet des circonstances qui font descendre l'adhérence à un chiffre aussi bas, la plupart des
ingénieurs admettent que la fraction ^ du poids repré-
senie la résistance au glissement sur laquelle on doit
compter dans la pratique, ou, selon l'expression usitée,
^'(^dJiérence moyenne. Mais en supposant, ce qui n'a pas
toia jours lieu, que la faculté de vaporisation permît de
tJï'^r parti à tout instant de la totalité de l'adhérence
'"^^^enne, la composition des trains devrait être infé-
ri^vjre à celle qui correspond à ce chiffre. Il ne suffit
P*^3 en effet, de surmonter les résistances d'une marche
'ïc^**male; il faut aussi pouvoir atteindre et mainte-
" Ï^Toduire sur ses pistons un travail considérable, il faut encore
" <=ju'on puisse utiliser ce travail et l'appliquer au travail résistant
" c^ii'il doit surmonter. Il faut, pour cela , (\y\QVa(ifiérence des roues
^ iriiotrices soit suffisante; cette adhérence résulte à la fois de la
^^ X^ression exercée sur le rail, ou, plus exactement, du frottement
^* c|ue cette pression développe pour empêcher le glissement, et du
^^ rayon des roues ou du bras de levier à l'extrémité duquel s'ap-
^^ plique ce frottement Dans aucun cas
^^ soit dans lois machines à roues indépendantes, soit surtout dans
^ les machines à roues accouplées , on ne doit exagérer la puis-
"^ sance des machines, relativement à l'adhérence; car elles patine*
)^ raient fréquemment et subiraient une prompte dégradation. »
nir celle marche, c'esl-à-dire augmenler la force accélératrice au départ, et regagner, au besoin; les temps perdus dans le trajet. Il faut également pouvoir lutter contre d'autres influences plus ou moins accidentelles, comme la pression du vent, le frottement dans les
courbes, etc. Bien que, à vrai dire, le coefficient ^ soit
généralement au-dessous de la réalité, ce qui laisse une certaine marge pour parer aux éventualités, il faut cependant quelque chose de plus. Certains ingénieurs
descendent jusqu'à — et même — pour régler la composition des trains, sans préjudice des rampes dont ils tiennent également compte. Des limites aussi réduites peuvent, jusqu'à un certain point, convenir à l'exploitation d'ensemble d'un vaste réseau. Mais sur une rampe importante, où un intérêt majeur commande d'utiliser le plus possible le parcours de chaque machine, it est préférable d'adopter un chiffre moins faible, par exemple
- ou ^•
Du reste, même dans une exploitation ordinaire, à
grand parcours, .le chiffre de ^ suffit généralement,
pourvu qu'on tienne compte des rampes de 4 ^ ^ milUmèlres qu'on rencontre habituellement sur le réseau (*).
(*) Je fais abstraction, bien entendu, des circonstances locales, telles que la fréquence des neiges ou la violence des ouragans, qui pourraient commander une limite plus abaissée. C'est l'étude des lieux , dans chaque cas particulier, qui suggère le chiffre convenable à adopter.
Si lelrain est réglé, je suppose, de manière à satisfaire à «ne pente de 5 millimètres, en employant Tadhérence au 8*, et si cette pente est la plus forte de la ligne, il en résulte que sur la plus grande partie du parcours, où Ton est en palier ou sur des rampes de i et 2 millimètres, l'adhérence utilisée est bien inférieure an 8% et Ton est dans le même cas que si on l'avait fixée
à — ou à -= sans tenir compte des pentes. Il est facile
de constater que sur les grandes lignes la composition maximum des trains est généralement en raison d'une
adhérence moyenne de -^ environ, combinée avec les né-
cessiiés des plus fortes pentes de la section.
Quoi qu'il en soit, afin de ne rien préjuger dans nos formules, nous laisserons provisoirement ce chiffre indéterminé, et nous le représenterons simplement par la caraclérisiique /. Cette valeur, ainsi inférieure à celle de l'adhérence moyenne, est nommée adhérence pratique, pour rappeler que c'est elle qui, dans la pratique, règle la composition des trains; absolument comme si elle représentait l'adhérence moyenne effective, et comme si l'on n'avait à se préoccuper que de la résistance propre à la marche normale. Nous l'appellerons aussi adhérence disponibley puisqu'on peut toujours en disposer dans une exploitation ordinaire.
Comme la faculté de vaporisation dépasse dans les divers types de locomotives, la puissance de traction correspondant à la valeur de l'adhérence pratique, cette dernière quantité fournira la condition limitative de la charge des trains. En d'autres termes, on pourra, sans regarder à la faculté de vaporisation, composer le train de manière à
ce que les résistances en jeu dans la marche devenue normale fassent équilibre à Tadhérence pratique. On n'aura plus à tenir compte des résistances additionnelles dont nous parlions tout à Theure, parce que la marge laissée par cette valeur de Tadhérence permet suffisamment de faire face aux diverses éventualités.
25. — Cela posé, soit u le poids d'une machine ( y compris son tender et son approvisionnement d'eau et de coke), et p la portion de ce poids portée sur les roues motrices ou accouplées, ou ce que nous nommerons plus brièvement le poids moteur. Soit en outre n le poids du train pouvant être remorqué sur la rampe à la vitesse normale, par cette machine, et r la résistance opposée par une tonne à la traction horizontale, à la même vitesse.
Il importe de bien préciser la signification dé cette quantité r. Les pièces du mécanisme d'une locomotive développent, comme on sait, des résistances considérables, par suite de leur frottement les unes contre les autres. Le résultat est de diminuer la force motrice disponible, mais nullement de changer la valeur de l'effort tangentiel qui s'exerce au contact des roues motrices avec les rails; et cela se comprend : ces résistances intérieures constituent simplement un obstacle à la rotation des roues, aussi bien pour tourner sur place que pour tourner en avançant. Les seules résistances de la machine qui doivent être surmontées au moyen de l'adhérence sont les résistances extérieures, c'est-à-dire celles que produisent le poids de la machine, le roulement sur la voie et la pression de Tair. De leur côté, les véhicules remorqués développent deux sortes de résistances. Les unes directes, dues aux causes de toute nature qui s'op-
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posent au mouvement, se transmettent horizontalement à la locomotive par la barre d'attelage, et sont surmontées au moyen de l'adhérence; les autres, indirectes, s'engendrent dans le mécanisme même de la machine, dont les frottements sont augmentés par suite de Taugmentation de force nécessaire pour la traction ; ces dernières n'influent pas sur l'adhérence utilisée. En résumé la résistance r est celle qu'on trouverait, par tonne, si Ton voulait remorquer le train entier avec sa machine dépourvue de mécanisme et considérée comme un véhicule ordinaire ; elle serait égale à reiTort total de traction divisé par le poids du train et de la machine. .
Sur une rampe, la résistance à la traction se compose de deux parties : i** celle qui se produirait sur une vole horizontale ; i"" celle qui est due à la composante de la pesanteur estimée parallèlement au plan de la rampe. La première a pour expression (n-f-CTJr, et la seconde (n-l-o)A. Celte dernière quantité se conclut aisément de l'examen du triangle rectangle formé par i mètre de rampe, l'horizon et la verticale. La composante, suivant l'hypoténuse, du poids n -+- ct, est égale à ce poids multiplié par le rapport du côté vertical à l'hypoténuse, ou multiplié par A.
La résistance totale devant faire équilibre à l'adhérence pratique, on a
(n-htj)r-+-(n + o)A=/;> f ),
( ^ ) Sur la rampe le poids moteur n'est pas tout à fait égal à /?, parce qu'en vertu de l'inclinaison , la pression nonnale sur les rails, qui donne lieu à l'adliérence, n'est plus que la composante de la gra\ité estimée perpendiculairement au plan de la rampe. Mais la diflérence est tout à fait négligeable.
d'où
n-hcy=-î^^ et n = '^ ^ -.
Dans une machine les poids p ci u sont dans un rapport connu, qui contribue même à caractériser chaque type de locomotive. Désignons-le par 0, en sorte que p peut être remplacé par Ou, ô étant d'ailleurs inférieur ou au plus égal à Tunité. La valeur de n prend la forme
Telle est la charge que la machine peut remorquer sur la rampe, à la montée.
Le nombre n de machines nécessaires au transport du
poids - Qs'en déduit immédiatement; il est égal à * — i
d'où
, . I Q r-hA
2 tj fO — r — Il
26. — Avant de poursuivre nous devons répondre à deux observations qui se présenteront sans doute à l'esprit du lecteur.
En premier lieu, nous semblons supposer qu'il y aura sur la rampe un seul type de locomotive. Or les trains en circulation sont de nature diverse et on y affecte généralement des machines appropriées à chaque catégorie. Ainsi Ton a des trains de voyageurs, des trains mixtes et des trains de marchandises. Les locomotives sont plus ou moins, lourdes et offrent dans leuns dispositions des diffé-
rences qui entraînent notamment une grande inégalité de poids moteur. Comment cet état de choses peut-il se concilier avec des formules où Ton admet tacitement une parfaite uniformité de machines?
Si la rampe est pourvue d'une exploitation spéciale — conséquence habituelle d'une forte pente — la traction peut, s'effectuer de deux manières : soit exclusivement avec des locomotives affectées au service de la rampe, soit concurremment à l'aide de ces machines et de celles qui amènent les trains des deux côtés du réseau. Dans le premier cas, on adopte ordinairement un seul type de locomotives, celui qui convient le mieux aux fortes charges, parce que les autres considérations s'effacent devant la nécessité de remorquer aux moindres frais possible, et que dès lors on renonce à employer des moteurs de vitesse. Dans le second cas, on a affaire à plusieurs types distincts. Les poids u et p représentent non plus ceux d'un type unique, mais ceux d'une machine moyenne entre tous les types. La détermination de la machine moyenne résulte de la connaissance des poids et des parcours de chacun des types en service (*). Si enfin la rampe n'est pas l'objet d'une exploitation spéciale, on est ramené au cas précédent.
Une remarque analogue s'applique à la résistance r,
(*) Le calcul peut s'effectuer ainsi :
La statitisque du trafic de la rampe fait connaître séparément le poids de la grande vitesse. Ou connatt aussi les poids vr^ et p^ du type de machine employé à ce transport. Au moyen des formules déjà vues, appliquées spécialemenfà cette partie du trafic, on détermine sans peine le nombre n^ de machines nécessaires. On calcule de même le nombre /?, de machines, aux poids w.^ et /?j, employées
qui» avons-nous dit, correspond à la marche normale. Quand les trainjs ont des vitesses différentes, selon leur nature, il convient de considérer r comme la résistance moyenne de tous ces trains (*).
au transport de la petite vitesse. Les poids o et /? de la machine moyenne auront respectivement pour valeurs
et la somme /i, -h «5 représentera le nombre n de nos formules. Si Ton a plusieurs types pour le seul service de la grande vitesse, on appréciera d'avance dans quelle proportion chacun de ces types sera appelé à fonctionner, si tel doit faire, par exemple, la moitié oa le tiers du service. On déterminera ensuite, comme tout à Theure, la machine moyenne de la grande vitesse ; et ce sont les éléments de cette machine qui seront représentés par cr,, p^ et /i, dans les formules ci-Kiessus, n^ étant la somme des parcours de toutes les machines de la grande vitesse. On opérerait de même, au besoin, pour la petite vitesse.
En résumé, on peut toujours, par des déterminations convenables, ramener la question à celle d*un type unique de locomotive. Cest dans cette hypothèse qu'il convient de se placer pour simplifier les formules générales.
{*) C'est un calcul tout à fait semblable à celui de la machine moyenne, qui permet d'évaluer la résistance moyenne. Soit n^ le
nombre de trains à grande vitesse, ~ Q, la chaîne totale remorquée ,
o, le poids des machines et r, la résistance correspondante à cette
vitesse; soit/i^,- Q,, «r, et r^ les éléments analogues des trains de
petite viteise; la somme des charges 7 Q, et - Q, étant égale à -^ Q.
La seconde observation dont nous avons voulu parler esi celle-ci :
Le calcul du nombre de machines nécessaires a été fait comme si Ton était maître de distribuer les trains à volonté, je veux dire par là de donner toujours à chaque machine sa charge normale. Cette faculté semble admissible pour le transport des marchandises, mais on ne voit pas qu'il en puisse être ainsi pour le transport des voyageurs. Là en effet on est en présence de convenances d'intérêt public, dont le résultat est d'imposer à Texploitalion un certain nombre de trains journaliers de voyageurs. Qu'est-ce qui garantira pour ces trains la charge normale de la locomotive ?
Sur les rampes assez importantes pour motiver une exploitation spéciale, TAdministration publique accorde généralement le droit d'utiliser toute la puissance des machines en complétant au besoin le train par des wagons à marchandises. Cela permet de réduire le nombre des trains de marchandises et de le proportionner assez bien au poids à transporter. Il y a toujours, en effet, une certaine élasticité dans le cadre des trains de petite vitesse. Les Compagnies de chemins de fer n'instituent comme
La résistance moyenne sera déterminée par la formule
dans laquelle -Q, et-Q, sont connus à priori, w déterminé comme nous l'avons déjà vu, et « égal à /?, 4- z?,-
obligatoires que ceux dont elles sont à peu près assuréesde tirer complètement parti, et elles se réservent d'en créer de facultatifs ou de spéciaux au fur et à mesure des. besoins. Les délais légaux de transport de la marchandise permettent d'ailleurs généralement de différer de vingtquatre heures, plutôt que de former un convoi de plus, les quelques wagons laissés par les trains réguliers de la journée. La considération qui domine toujours ei prime de beaucoup les autres, c'est de ne faire circuler aucune machine inutilement (*).
Lorsque le peu d'importance de la rampe ne permet pas le remaniement des trains et qu'on les fait continuer tels quels, on est évidemment exposé, comme dans une exploitation ordinaire, à avoir des parcours de machines peu utilisées ou à accroître le nombre théorique de machines nécessaires. Il y aura lieu alors, en se basant sur les résultats généraux d'expérience, à augmenter le nombre n d'une certaine fraction déterminée, par exemple
de ^) si les statistiques de chemins de fer ont montré
(*) C'est ainsi que sur la section de Ponte-Decimo à Busalla, ou plan incliné de Giovi, en Piémont, les trains de voyageurs et do marchandises sont uniformément réglés à 96 tonnes (véhicules compris, sans la machine) par chaque unité de moteur (l'unité de moteur est formée par l'accouplement dos à dos de deux locomotives à quatre roues). On s'arrange, au pied de la rampe, de manière à obtenir cette charge. Il est très-rare qu'il en soit autrement.
M. Eugène Flachat, dans son projet de chemin de fer à travers les Alpes, s'est placé au même point de vue. Son train ordinaire est de 107 tonnes de poids total (non compris la machine), formées de 3a tonnes pour les voyageurs et de 75 tonnes pour les marchandises.
que sur cinq parcours de locomotives il y en a pour ainsi dire quatre qui sont utilisés jusqu'à concurrence de Tad-
hérence pratique, et un qui n'est pas utilisé du tout. Cela
revient à multiplier n par j dans les -formules où il
figure.
On peut se dispenser de cette correction, ou plutôt on peut l'effectuer soUs une autre forme, en attribuant au coefficient d'adhérence pratique la valeur même qui ressort des résultats généraux des grandes lignes, d'après la composition effective des trains.
La statistique montrant, je suppose, que la composition des trains est la même que si l'adhérence pratique
avait été limitée à — ? et que tous les trains eussent été
au complet d'après cette base, il est clair qu'en faisant
/= — dans les formules, on pourra se dispenser de tenir
compte de l'utilisation imparfaite des locomotives. Cette valeur attribuée à /est ce qu'on pourrait nommer l'adhérence utilisée^ par opposition à l'adhérence pratique ou disponible. A l'occasion, nous nous servirons de cette dénomination.
Sous les réserves qui précèdent, nous conserverons la valeur de n fournie par la formule (2] du n** 25.
27. — Les frais de traction et d'entretien des machines dépendent, avons-nous dit (n*" 23], non-seulement du poids total à remorquer, mais aussi du nombre de locomotives affectées à ce transport. Afin de mettre ces divers éléments en évidence, on peut décomposer les frais à la montée de la manière suivante :
i^ Dépense des machines circulant isolément ou sans charge sur une ligne horizontale.
2? Accroissement des frais de traction et d'entretien des machines, résultant de l'adjonction du poids total, sur une ligne horizontale.
3° Nouvel accroissement des mêmes frais par suite de la nécessité de remorquer le poids du train ainsi que celui des machines sur une rampe à la montée, c'està-dire en tenant compte uniquement de la résistance due à la composante de la gravité.
L'ensemble de ces trois groupes (y compris, bien entendu, les accessoires qui s'y rattachent] représente évidemment la dépense totale faite par les machines dans la traction des trains; car les diverses résistances auxquelles ils correspondent comprennent toutes celles que les convois peuvent éprouver dans leur ascension sur un plan incliné. Or on sait, d'après les lois de la dynamique, que toutes les forces qui concourent à produire un résultat donné, sont indépendantes les unes des autres, ce qui signifie que le résultat final est le même qu'en faisant agir chaque force isolément et cumulant les effets partiels ainsi obtenus. La dépense suit nécessairement la même loi. On a donc le droit d'évaluer séparément les frais dus à chaque nature de résistance, supposée agissant seule, et d'en faire la somme pour avoir la dépense totale occasionnée
par le transport du poids -Q sur i kilomètre de rampe.
Soit a la dépense kilométrique d'une machine circulant seule sur un palier. Puisque n machines sont employées au transport, les frais du premier groupe seront exprimés par le produit
na.
Soîl maintenant a Taccroissenient de frais provenant de l'adjonction d'une tonne; la dépense du second groupe aura pour valeur
Il fout remarquer que a représente la dépense occasionnée non-seulement par la production de la force motrice destinée à vaincre directement là résistance r, mais aussi
par la perte qui accompagne la production de cette force, et qui est due à Taccroissement des frottements qui se développent dans les organes de la machine. On voit comment cette dernière circonstance, qui n'intervient pas dans la relation d'équilibre de l'adhérence ou dans le règlement de la composition des trains, entre, au contraire, en ligne de compte dans l'évaluation des dépenses.
Le terme ci-dessus -a Q implique la proportionnalité
entre les frais et le poids remorqué. Cela est évident pour la part afférente à la résistance directe r, laquelle nécessite manifestement une force motrice proportionnelle. La même, loi peut être admise pour la perte due aux ré^ sistances passives. En effet ces dernières croissent en raison du travail de la vapeur sur un parcours donné, ou en raison du produit de la pression par le votninfe introduit dans les cylindres. Ce travail est lui-même proportionnel à l'effet utile à obtenir ou à la résistance utile à surmonter. D'après cela, l'accroissement de frottement
occasionné par l'adjonction de la charge totale - Q est en
raison directe de cette charge, et la dépense correspondante lui est également proportionnelle.
On oblîenl les frais du troisième groupe par la considération suivante :
Sur une rampe de pente hy la composante de la pesanteur, pour une tonne, est exprimée numériquement par h (n**25), La dépense nécessaire pour vaincre celle force, sur I kilomètre de parcours, sera à la quantité a dans le même rapport que h est à r; en d'autres termes, on a
d'où
ah X = — • r
Le poids total à élever sur la rampe étant égal à
-Q-h/iu,
la dépense du troisième groupe aura pour valeur
En résumé Tensemble des frais, par kilomètre, à la montée de la rampe, sera exprimé par
Wa4--aQ-h(-Q-hncj) —
n ayant la valeur trouvée précédemment (n® 25). 28. — Calculons maintenant la dépense dans l'autre sens.
A la descente d'une rampe, la composante de la gravité, parallèle à la voie, agit comme une force accélératrice pour mouvoir le train.
Si la pente est trop faible pour que cette composante fasse équilibre à la somme des résistances correspondant à la vitesse normale (*), le surplus de force nécessaire pour donner au train sa vitesse est fourni par l'action de la machine. Si la composante de la gravité est égale à la somme des résistances tant intérieures qu'extérieures, le iraîn descend de lui-même, à la vitesse voulue, sans demander aucun travail à la locomotive. Si enfin cette composante est supérieure, non-seulement le secours de la machine devient inutile, mais il faut même combattre la vitesse artificiellement, au moyen de freins plus ou moins puissants, distribués dans le train.
La pente économique, nous le verrons plus tard, a toujours une valeur telle, que la composante du poids est notablement supérieure à la somme des résistances. Le travail des machines sera donc nul et la dépense réduite en conséquence.
On aperçoit immédiatement que les frais constituant les deuxième et troisième groupes, à la montée, disparaissent à la descente. Ils ne reste plus que ceux du prê-
tai Ce n'est pas seulement la résistance directe r, mais aussi les résistances passives développées dans les organes de la machine. La pesanteur agit ici comme une force extérieure de traction et doit vaincre les obstacles de tout genre qui s'opposent à l'entraînement du train, et par conséquent les frottements du mécanisme, qui sont comme un frein sur les roues de la locomotive. C'est, on le voit, un cas tout différent de celui de la relation d'équilibre entre Tadhérence et la résistance directe du train.
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mier groupe, en tenant compte toutefois de cette circonstance que les locomotives descendant d'elles-mêmes, en vertu de leur propre poids, la consommation de combus^ tible peut être supprimée. Les autres éléments de la dépense, entre autres le personnel, subsistent intégralement. Les frais du premier groupe semblent donc, pour chaque machine, égaux à a diminué de la consommation de combustible. Mais il est un point qu'il ne faut pas négliger. Quand une locomotive marche sans fournir de vapeur, comme ce serait ici le cas, les frais habituels d'entretien s'accroissent sensiblement. « Rien n'est plus » nuisible aux machines qu'une course prolongée avec le » régulateur entièrement fermé : tout le mécanisme s'ac- )) commode bien mieux d'un travail modéré que de ce » jeu à vide; les pièces ordinairement baignées par la » vapeur, c'est-à-dire les cylindres, les pistons et les » tiroirs grippent et s'usent d'autant plus rapidement que » les pistons aspirent, avec l'air, les parcelles de coke et » les cendres de la boîte à fumée. Les frottements sont » dénaturés et réagissent bientôt sur le jeu des pièces en » relation avec celles-ci, c'est-à-dire sur tout le raécai> nisme(*). » Aussil'auteur que nous citons conseille-t-il avec juste raison l'emploi de la vapeur à faible dose, afin d'entretenir le mécanisme dans des conditions normales (**). La consommation de combustible qui en ré-
(*) Rapport de M. Couche, iDgénieur en chef des Mines, à Son Excellence M. le Ministre de rAgriculture, du Commerce et des ^ Travaux publics, sur l'exploitation de la section de Ponte-Decimo à Busalla [Jnnales des Ponts et C/wussées, t. XV, p. ai 5). ' (**) (( On atténuerait ce dernier effet (usure du mécanisme) en ï> descendant avec, le régulateur ouvert et le levier de changement
sviltc est largement compensée par la conservation du matériel. En attribuant donc à la machine une certaine dépense de charbon à la descente, on peut admettre que tous les autres éléments (graissage, éclairage, réparations, etc.) gardent les mêmes valeurs que dans la circulation horizontale. Cette hypothèse n'est pas rigoureusement vraie : car la locomotive travaillant moins que pour se remorquer elle-même sur un palier, il y a moins de frottements entre les pièces, et, par suite, moins de graissage eld'entretien. Mais cette légère différence est tout à fait négligeable dans la question qui nous occupe. En résumé les frais, par machine, seront égaux à a diminué d'une partie de la consommation de combustible. Si je représente par ^ cette somme à déduire, la dépense de toutes les locomotives à la descente sera exprimée par
Ajoutant cette quantité à celle déjà trouvée à la montée, on voit que la dépense totale de traction et d'entretien des machines, dans les deux sens, nécessitée par le transport du poids Q, a pour valeur
(i) 2n[a— -(îj 4--«Q-i- (- Q -i- /i6») — •
)> de marche placé au premier cran de la marche en arrière ; on » aurait ainsi une faible admission à contre-sens, tout à fait insuf- » fisante pour changer le sens de la rotation des roues. Mais les y> mécaniciens^ justement prévenus contre Tapplication de la contrey* vapeur proprement dite, ne songent guère à cet expédient si » simple, qui permet de graisser le mécanisme en dépensant une » quantité de vapeur insignifiante, qui fonctionne d'ailleurs comme r> un frein.» (Deuxième renvoi de la page du Rapport citée plus haut.)
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Exploitation proprement dite.
29. Ce chapitre comprend tous les détails du service des stations et des trains, ainsi que la vérification centrale de la comptabilité des recettes (*). L'enregistrement des voyageurs et des marchandises ( grande et petite vitesse], la manutention, les manœuvres de wagons, le service des aiguilles et du télégraphe, la conduite et le service des trains ( personnel des chefs de train et des gardes- freins), la distribution du matériel sur la ligne, rétude et la confection des marches de trains, etc., etc., sont à la charge de l'exploitation proprement dite. On y rattache certains accessoires, tels que l'éclairage et le chauffage des stations et des voitures, les cordes et bâches employées aux chargements, les imprimés de toute nature, etc., etc.
Les dépenses de ce service complexe peuvent être réparties en deux groupes :
I® Celles des stations et du contrôle;
2® Celles des trains (à l'exception, bien entendu, de ce qui appartient au chapitre du matériel et de la traction).
Les frais de ces groupes sont diversement influencés par la grandeur de la pente.
( * ) Nous ne parlons pas de l'impôt du dixième sur le produit de la grande vitesse, non plus que de l'impôt du timbre sur les lettres de voiture, qu'on fait figurer assez communément aux dépenses de ce chapitre (paragraphe du Contrôle). Ce ne sont réellement que des dépenses pour ordre, entrant en déduction des recettes brutes.
£0 ce qui concerne les premiers, on peut se placer à l'un des deux points de vue suivants :
Ou bien le nombre et l'importance des stations restent les mêmesy quelle que soit la pente adoptée, et, par suite, quelles que soient la longueur et la direction de la rampe (*);
Ou bien la proportion des stations sur la ligne ne change pas : je veux dire par là que le rapport du nombre des stations au nombre des kilomètres demeure constant (**). Il n'y a pas de motif de supposer que les choses se passent autrement. En tous cas, une théorie mathématique ne peut pas se préoccuper d'éventualités particulières.
Bans la première hypothèse, la plus généralement d'accord avec les faits, il est clair que la dépense des stations et du contrôle, incombant à la rampe entière, est une quantité constante, indépendante de son développement ou de la grandeur de la pente adoptée. £n effet, le travail des stations (enregistrement, manutention, formation des trains, etc.) et la vérification comptable qui s'y rattache, ne sont pas influencés par le parcours des quantités transportées. D'après cela, la dépense rapportée à i kilomètre de rampe sera en raison directe de la pente, puisque celle-ci est en raison inverse de la longueur totale. Si
(*] C'est ce qui aurait lieu, par exemple, si la rampe, aboutissant par ses deux extrémités à des stations, n'en rencontrdit aucune sur son parcours, quel que soit le tracé.
(^*)- L'espacement moyen des stations pour un certain tracé de rampe, est, je suppose, de 7 kilomètres. On adopte un autre tracé, qui augmente la longueur de la rampe; l'espacement moyen est encore de 7 kilomètres, parce qu'un plus grand nombre de stations rencontrées compense l'accroissement de longueur.
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donc A désigne la dépense des stations et du contrôle
pour la rampe entière t> les frais kilométriques seront exprimés par
, V . loooA
(-) A^jj-.
La quantité A est d'ailleurs proportionnelle au trafic ou au poids total Q.
Dans la seconde hypothèse, la dépense kilométrique est simplement une quantité constante, proportionnelle àQ.
30. — Pour les frais du deuxième groupe, nous aurons à faire une décomposition analogue à celle qui a été effectuée pour le service du matériel et de la traction.
Les trains en marche comportent, comme on sait, un personnel de conducteurs (chefs de train et gardes-freins) subordonné à Timportance du convoi. Les besoins du service proprement dit et la manœuvre des freins déterminent, pour chaque nature de train, un nombre d'agents en rapport avec le nombre des véhicules. La proportion de freins est calculée de manière à permettre Tarrêt du convoi, dans certaines limites jugées convenables pour la sécurité publique (*).
( * ) En France, le minimum du nombre de freins pour chaque nature de convoi est ûxé par les règlements d'administration publique, en proportion du nombre des véhicules. Cette réglementation n'est pas encore parfaitement uniforme pour les diverses Compagnies, mais tend à le devenir. Sur le chemin de fer du Midi, par exemple, on exige un frein par fraction indivisible de 8 véhi-
Quand les chemins présentent de fortes pentes, la réglementation des freins, relative au cas de lignes horizontales ou de faibles pentes, ne suffit plus. Il y a lieu d'imposer des conditions spéciales. Il ne suffit pas, en effet, d'être en mesure de détruire la vitesse acquise, il faut encore pouvoir, à la descente des rampes, combattre l'action de la gravité qui continue à s'exercer pendant la période de ralentissement. De là, nécessité d'accroître le nombre des freins et, par suite, la dépense correspondante. Nous verrons tout à l'heure quelle est sa relation avec la pente.
Quant à tous les autres éléments de la dépense kilométrique des trains, comme l'éclairage, le chauffage, le cordage, le bâchage, le personnel autre que celui des freins supplémentaires, etc., etc., ils sont manifestement indépendants de l'inclinaison, et uniquement proportionnels au nombre de véhicules ou au poids total transporté. Peu importe que ces véhicules soient répartis dans un nombre plus ou moins grand de trains : le parcours restant le même, les résultats d'ensemble ne peuvent être modifiés.
Les frais occasionnés par les freins supplémentaires sont fonction de la pente.
On en détermine théoriquement le nombre en partant de cette condition logique, que, à la descente d'une rampe, un convoi puisse être arrêté absolument de la même manière que sur une ligne horizontale. En d'autres termes, la résistance des freins supplémentaires doit faire équilibre à la composante de la gravité. Or cette
cules dans les trains renfermant des voyageurs,, et un frein par fraction indivisible de ao véhicules dans les trains de marchandises.
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composante, pour le poids - Q et avec l'inclinaison A, est
représentée par -QA. D'autre part, la résistance déve-
loppée par le glissement des roues enrayées sur le rail est, comme nous l'avons déjà dit (n°24.), égale moyennement au sixième du poids. On doit donc avoir, en désignant par X le poids total enrayé par les freins supplémentaires,
d'où
iQ
Ainsi, la proportion de freins est exprimée par le sextuple de la pente. Dans la pratique, il y aurait de graves dangers à se contenter de ce chiffre. Un frein peut manquer, les rails peuvent être particulièrement glissants ; dès lors on ne serait plus maître du train à la descente. Il convient de réduire le coefficient de glissement, et de s'en tenir à celui qui correspond aux cas de frottement les
plus défavorables, soit — (valeur déjà citée pour le glissement sur rails humides). On a ainsi
Cela posé, soit q le poids moyen d'un véhicule affecte au transport du trafic. Nous admettrons que ce poids est sen-
siblement le même pour un véhicule à frein ou pour un véhicule ordinaire. Cesl à cela, en effet, que doit tendre une bonne organisation du service, surtout sur une forte rampe : on doit chercher à faire voyager le moins de poids mort possible, ou à utiliser indislinctement la circulation de tous les wagons. En désignant par z le nombre de freins supplémentaires, on a X = gz, et la relation précédente devient
d^ou
Comme ces freins circuleront nécessairement aussi, avec leur personnel, à la montée de la rampe, il faut doubler ce résultat, en sorte que le nombre total par kilomètre est définitivement représenté par lo— A (*). Si e est la dé-
(^) Ce résultat est d*accorcl avec la pratique du chemin de fer de Gènes. Sur la rampe de Busalla, la proportion des véhicules à frein
du train moyen est comprise entre ô ^^ ~ * ^^ ^^ valeur moyenne
de h est de 3o millimètres; donc loh out-f: 6St ici é^al à — •
jQ ° lo
A cette fraction il faut ajouter la proportion de freins déjà nécessaires
pour Tarrêt sur un palier, proportion qui, pour le train moyen, est
d'environ — • La somme des deux fractions, ou — j tombe entre
lO lO
5 et - .
pense moyenne d'un frein, la dépense kilométrique aura pour valeur
(3) lo.^/i.
On remarquera que le nombre de freins esl calculé sans tenir compte du poids des machines. La raison en est que chaque locomotive est généralement pourvue de freins assez énergiques pour s'arrêter elle-même sur la rampe dans les délais voulus. Souvent même les moyens vont au delà, ce qui permettrait de réduire les freins du convoi. Mais comme c'est une circonstance très-variable d'une machine à l'autre^ le calcul ne peut naturellement pas s'y appliquer^ et nous avons dû en faire abstraction dans la présente recherche.
Le terme ci-dessus, multiplié par la longueur de la
rampe t > donne la quantité — — « H ; ce qui mon-
^ \oooh loo q ^
tre que la dépense pour la rampe entière est indépendante de l'inclinaison et simplement proportionnelle à la hauteur à franchir. Ce résultat était facile à prévoir, car le nombre de freins a été fixé en raison directe de la composante de la gravité ou de la pente, et celle-ci est en raison inverse du développement de la rampe.
Service Commercial.
31. — Le service commercial, qui, comme nous l'avons déjà dit, est souvent réuni à l'exploitation proprement dite, comprend l'étude et la confection des tarifs de toute
nature, les traités de correspondance par terre et par eau, l'instruction des réclamations et des litiges, le règlement des indemnités relatives aux faits de transport (détaxes, avaries, retards, etc.).
La dépense suit évidemment la même loi que celle de r exploitation proprement dite en ce qui concerne les stations et le contrôle (n*» 29). Je veux dire par laque Tensemble des frais du service commercial, par kilomètre, est tantôt en raison directe de la pente et tantôt indépendant de cette pente, selon que le nombre absolu des stations ne varie pas avec le tracé de la rampe, ou selon qu'il varie proportionnellement à sa longueur. 11 en est des opérations du service commercial comme du travail des stations elles-mêmes : elles ne dépendent que des quantités expédiées, et nullement ou fort peu des parcours effectués. Si donc le trafic n'est pas influencé par la grandeur de Tinclinaison, on peut admettre que le service commercial confectionnera auts^nt de tarifs, fera les mêmes traités, réglera le même nombre de réclamations, en un mot, donnera lieu au même chiffre de dépenses pour la rampe entière.
La part afférente à ce chapitre, dans la valeur de E, sera de même forme que celle trouvée au n® 29, et il suffira, pour en tenir compte, d'admettre que la quantité A comprend les frais du service commercial en même temps <l«e ceux de l'exploitation proprement dite. C'est ce que nous supposerons désormais.
Bâtiments et Voies.
On range sous celte dénomination
i"" L'entretien des bâtiments de toute nature (stations, ateliers, dépôts, maisons de garde, etc.);
2° La surveillance de la voie, ayant pour objet d'assurer la circulation des trains (surveillants, gardes-barrières, éclairage, etc.) ;
3** L'entretien et le renouvellement de la voie, c'est-àdire les réparations et modifications courantes aux. rails, traverses, ballast, aiguilles, plaques tournantes, clôtures, ouvrages d'art, lignes télégraphiques, etc.
Les frais du premier groupe sont du même ordre que ceux des stations et du contrôle (n** 29). Suivant Tune ou l'autre des deux hypothèses présentées à cette occasion, on les considérera comme constants pour la rampe entière, ou constants pour i kilomètre (*). Dans le premier cas, en désignant par B la dépense afférente à toute la longueur de la rampe, la dépense kilométrique sera
[*) Il y aurait une réserve à faire. Le nombre absolu des stations ne changeant pas, il n'est pas tout à fait exact que la dépense des bâtiments de toule nature soit indépendante de la pente. Avec celle-ci, en eflFet, le nombre des machines en circulation varie ; dès lors les bâtiments des dépôts et des ateliers varient aussi. Les stations seules conservent la même importance. Il y a donc une légère modification dans les dépenses d'entretien ; mais on peut, sans erreur sensible, n'en pas tenir compte, et admettre, pour plus de simplicité, les mêmes conclusions que pour l'exploitation proprement dite.
égale à
loooA
B étant d'ailleurs proportionnel au trafic ou au poids total Q. Cette proportionnalité est évidente : à mesure que le trafic augmente, l'importance des bâtiments«des stationsy des dépôts, des ateliers, etc., et, par suite, les frais d'entretien auxquels ils donnent lieu, augmentent dans le même rapport:
Dans le second cas, la dépense kilométrique serait simplement représentée par une. quantité constante, proportionnelle au trafic.
Les frais du deuxième groupe sont indépendants de la pente; du moins, on peut admettre qu'ils ne varient pas sensiblement avec le nombre des trains, surtout en remarquant que la surveillance de la voie est faite en grande partie, sauf le service des barrières, par le personnel même de Tentretien.
Pour te troisième groupe, il y a lieu de distinguer. Une portion de la dépense est étrangère à l'inclinaison ; notamment l'entretien des clôtures, des ouvrages d'art, delà ligne télégraphique, ainsi que cette partie des détériorations de la voie et des terrassements, due aux influences atmosphériques. Ce dernier éjément est inexactement connu (* ). Quoi qu'il en soit, et sans nous occuper
(*) Nous reviendrons plus tard sur cette question délicate ( Chapitre Vn). Qu'il nous soit permis dès à présent d'en faire sentir en cpelques mots la difficulté. Les recherches ayant pour objet de déterminer l'usure de la voie sous les seules influences atmosphéritpieSf ont consisté principalement à observer des voies abandonnées
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pour le moment d'en fixer la valeur, nous n'en pouvons pas moins séparer théoriquement, dans le troisième groupe, une certaine somme indépendante de la valeur de la pente. Reste l'autre portion, beaucoup plus considérable, des frais d'entretien, occasionnée par le passage des convois.
Avec un système de voie et un matériel roulant déterminés, cette dernière dépense est manifestement proportionnelle au nombre des passages de trains, ces trains étant, bien entendu, supposés ramenés à une composition uniforme. Il paraît d'ailleurs évident que si deux trains, avec leurs machines, sont réunis en un seul, l'effet sera le même qu'avec les deux convois séparés. On n'aperçoit aucun motif à rencontre de cette opinion, sauf la légère perte de temps des ouvriers, produite par la double interruption, et dont le prix est négligeable par rapport aux autres frais.
depuis plusieurs années, et sur lesquelles les trains ne circulaient plus ; mais ce ne sont là que des faits incomplets. Il aurait fallu évaluer aussi la dépense qui eût été nécessaire pour maintenir ces voies dans le même état que si un train avait dû y passer à un in- 'stant quelconque. Les résultats d'un chemin abandonné à lui-même, dans un état croissant de dégradation, ne répondent pas suffisamment à la question qu'on a en vue. Une fois les traverses pourries, par exemple, la continuation de cette situation n'entraîne pas de frais nouveaux. Il en serait autrement si le chemin était incessamment entretenu. Or c!est. justement l'hypothèse dans laquelle on se place quand on considère une voie fréquentée, et qu'on veut distinguer les dépenses dues aux influences atmosphériques de celles qui sont occasionnées par le passage des trains. On a aussi comparé des voies diversement fréquentées, mais toutes les autres circonstances n'étaient pas complètement les mêmes.
3â- — Un Irain agit sur la voie de deux manières :
ï** Par la machine ;
'^ Par les véhicules.
l**aicUon de la machine est irès-compIexe. On y distingue :
I^d pression verticale due au poids supporté par chaque
essieu, qui agit pour écraser les rails, pour les désassem-
Wer et pour déterminer renfoncement de tout le système
de la voie; *
La réaction tangentielle des roues motrices sur les rails,
qui tend à les déchirer et à les entraîner longitudinale-
ment;
Les frottements latéraux des boudins des roues,, engendrés par le mouvement de lacet, qui dérangent Técartement de la voie ;
Les frottements dans les courbes, dus à la rigidité du châssis, qui altèrent la courbure de la voie , ainsi que les glissements dus à la solidarité soit des roues d'un même essieu, soit des roues d'essieux accouplés, qui contribuent à l'usure des rails;
Enfin mille causes variées, telles que les chocs, les réactions des mouvements du mécanisme, etc., qui produisent des effets multiples de désagrégation.
L'influence de ces diverses causes apparaît immédiatement. Il en est une dont on pourrait, au premier abord, être tenté d'amoindrir l'importance : c'est la seconde. Les roues de la machine tournant sans patiner, on est disposé à faire abstraction du frottement de glissement et à ne voir dans le phénomène qu'un cas de -roulement ordiïïaire, analogue à celui des autres véhicules du convoi. Ce serait là une illusion. Si les royes motrices tournent sans patiner, c'est parce que les points d'appui qu'elles
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trouvent dans leur adhérence sur les rails, leur permettent de vaincre toute la résistance du train. Mais que cette résistance approche d'égaler le frottement de glissement, la machine roulera encore, et cependant les rails auront à supporter un effort tangentiel presque égal à celui du glissement lui-même, et les effets de déchirement devront être presque aussi sensibles. La seule raison pour laquelle les roues motrices ne produisent pas effectivement toute Tusure observée dans le glissement, ce n'est pas parce qu'elles roulent au lieu de glisser, mais c'est parce qu'habituellement la résistance du train est inférieuro à celle qui déterminerait le patinage. L'effort des roues motrices, pendant la marche normale, n'en reste pas moins, sur tout le parcours, une fraction notable de l'action de glissement.
34. — Cette analyse montre la grande prépondérance des effets de la machine sur ceux des autres véhicules.
D'abord, ces derniers sont dépourvus de l'action de glissement, ou, du moins, elle est réduite, pour chacun d'eux, à la résistance même du roulement individuel, ce qui est tout à fait insignifiant. Chaque véhicule entraîne les suivants, non en vertu de son adhérence, mais par la simple transmission horizontale de l'effort de traction fourni par la locomotive. Il n'y a donc, à proprement parler, qu'un frottement de roulement, dont l'action est incomparablement moins destructive. Quant aux autres causes, énumérées pour les machines, elles existent aussi pour les wagons, mais à un degré bien inférieur. Parlons de la plus importante, de la pression normale.
Pour en apprécier les effets, voyons-les soit par roue,
soit par longueur totale de rail (*). Le poids sur Tessieu nnoteur est de lo à 12 tonnes, souvent davantage, soit 5 à6 tonnes sur chaque roue. Le poids moyen d'un véhicule chargé est de 8 à 10 tonnes (**), soit 2 tonnes à a tonnes et demie sur chaque roue. La pression produite par une roue motrice est donc environ deux fois et demie celle d'une roue de wagon. Gardons-nous de conclure que la succession de deux à trois roues de wagons produirait le même effet que le passage d'une roue motrice. Il s'en faut de beaucoup. C'est l'intensité de l'effort, bien plus que sa répétition, qui le rend nuisible pour la voie. En d'autres ternies, une force double produit beaucoup plus que le double d'effet. La raison en est manifeste. Tant que les pressions qui s'exercent sur les rails ne dépassent pas la limite d'élasticité du métal, les déformations ne sont que momentanées et l'usure à peu près nulle. Mais dès que la limite d'élasticité est dépassée, les déformations sont permanentes, et la destruction complète ne tarde pas à s'ensuivre. Or les rails et les machines étant constitués les uns par rapport aux autres de manière à permettre une circulation habituelle, et cepen- <lani les écrasements de rails étant assez fréquents, on voit que la pression des roues motrices est dans le voisinage de la limite d'élasticité, généralement au-dessous, Joais quelquefois au-dessus. Au contraire, la pression des roues de wagons est beaucoup au-dessous. L'usure
(*) La considération de la pression sur un rail entier a de l'importance, car c'est la plus grande force qui tend à les désunir. La pression par roue correspond à Técrasement du rail.
(**) Sur le ehemin du Midi, où les wagons sont des plus grands *ypes, le poids du véhicule moyen n'est guère que de 9 | tonnes.
qu'elle produit est donc insignifiante par rapport à l'autre (*).
Sur une longueur iptale de rail, les conclusions sont les mêmes. Cette longueur étant moyennement de 6 mètres et la distance entre les essieux extrêmes d'une machine étant de 3 à 4 mètres, le rail est destiné à supporter tout le poids de la locomotive, soit une trentaine de tonnes généralement. La longueur entre tampons d'un wagon étant supérieure à 6 mètres (**), le rail ne porte qu'un wagon à la fois, soit, comme nous avons dit, 8 à lo tonnes, ou moins du tiers du poids de la machine. Ici encore nous dirons que l'assemblage des rails étant combiné pour résister aux plus fortes actions, c'est-à-dire au passage de la machine, et le but n'étant pourtant pas complètement atteint, on peut conclure que la limite de résistance de tout l'appareil d'assemblage est quelquefois dépassée par l'action de la locomotive, mais ne l'est pas par le poids du wagon, ou que ce dernier effet est négligeable relativement à l'autre. Ces observations s'appliquent également à l'enfoncement de la voie.
Quanta toutes les autres causes de détérioration que nous avons déjà mentionnées, et dont l'influence est d'ailleurs beaucoup moindre que celle de la pression normale et de la réaction tangentielle, il est facile de voir que leur rôle est très-affaibli dans les véhicules. Sans parler
(*) Cette conclusion est vérifiée sur les voies de gare où les manœuvres de wagons s'effectuent exclusivement à bras ou avec des chevaux ; l'usure des rails y est presque insensible.
(**) Je parle des véhicules dont le poids moyen en marche est de 8 à lo tonnes. Les véhicules de dimensions inférieures ont un poids moindre que celui-ci.
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des phénomènes se rattachant à la rigidité du châssis, à la solidarité des roues, à la dureté des ressorts de suspension, etc., qui sont manifestement bien plus prononcés dans la machine, on peut, pour la plupart des autres, remarquer qulls sont proportionnels à la passe du corps en mouvement , et que dès lors les actions mises, en jeu da^s la locomotive et dans les yéhicules offrent des différencesi d'intensité qui leur rendent applicables toutes les rems^rques précédantes (*).
35. — En résumé, nous estimons que dans le passage d'un train la machine produit seule la plus grande partie du mal; les véhicules qui suivent y ajoutent peu de chose (**). Ppur des locomotives d'un poids donné, le rapport de Teffet de la machine à Teffet du train entier varie évidemment avec le poids remorqué. Ce rapport est égal à I quand la machine voyage seule; il décroît à mesure que la charge augmente, et il atteint sa valeur minimum quand la composition du train est la plus élevée
(*) Nous prions le lecteur de nous pardonner la longueur de ces développements. Nous avons cry devoir nous y arrêter, parce que Tanalyse des effets du train sur la voie ne nous semble pas avoir toujours été exactement comprise. En ce qui touche notamment l'action tangentielle des roues motrices, on a, je crois, amoindri parfois son importance, par suite d'une illusion sur la nature véritable du roulement observé.
(**) Il ne faut pas confoncjre l'action d'une machine à la tête de son train avec l'action d'une machine marcl^ant isolément. Une des causes qui rendent la première si cofisidérable, c'est précisément, comme cous l'avons vu, l'êfiFort tangentiel que la locomotive doit exercer pour entraîner la charge, effort qui disparait en grande partie quand la machine circule seule.
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possible, comme cela aurait lieu si la circulation s'effectuait sur une ligne horizontale et si tout le poids de la machine était utilisé pour l'adhérence. Les résultats d'expérience manquent encore, non-seulement pour déterminer de quelle manière ce rapport varie avec le poids du train, mais même pour en faire connaître la limite inférieure. Tout ce que nous sommes en droit de conclure, d'après les considérations précédentes, c'est que ce rapport ne s'écarte jamais beaucoup de l'unité. En l'absence de toute donnée à cet égard, nous admettrons que la
limite inférieure est égale à tt» en sorte que, quelle que
soit la composition du train et le type de la machine, cérap-
port sera toujours compris entre ^ et i. Nous le suppose-
rons en moyenne égal à 7 (*).
(*) La valeur de la limite à laquelle nous nous arrêtons, est, on
le voit, arbitraire. Au lieu d'adopter le chiffre 7) nous aurions pu
tout aussi bien adopter |- Rien à priori ne garantit l'exactitude de
l'un plutôt que de l'autre. Mais les légères différences qui en résulteraient n'auraient pas , comme nous le montrerons plus tard, une influence sensible sur le calcul de la pente économique. J'ajoute
que tous les ingénieurs que j'ai consultés estiment que le coefficient
7 ne doit pas s'éloigner de la vérité.
Nous trouvons une confirmation de notre évaluation dans le fait
suivant, observé par M. Couche, Ingénieur en chef des Mines, sur
la grande rampe de Busalla. Il conclut, des renseignements qui lui
ont été fournis que la dépense d'entretien de la voie y est environ
deux fois et demie aussi forte que sur une pente de 10 millimètres,
« deux à trois fois plus grande, dit-il, que sur des rampes mode-
Actuellement, supposons qu'une locomotive de la rampe remorque sur un palier un convoi composé de telle sorte que l'adhérence y soit utilisée au même degré. Ce train ne diflerera de celui qui circule effectivement sur la rampe que par le poids de la charge. Quant à l'eCTort
» rées deo^,oo8 à d",oio pour maximum. » Sans attacher à ce £ût
isolé mie importance exagérée, nous ne pouvons noos empêcher de
montrer comment il confinne Texactitade du chifl&e -7* Void le cal-
col qui en reiid compte.
Sdi P on poids à remorqnor sor une pente de 10 millimètres, et oie poids de tontes les machines (prises ensemble) nécessaires à œ tranq[Nnt. Soit en entre G0 Tensemble des poids moteurs ^ /le co^ident d'adhérence pratique. La résistance r en palier, à la vitesse moyenne, est d'environ 5 millièmes. La résistance à la montée
sera égde à 5+10 unièmes 00 La relation entre Pet «sera
la suivante
(I) (P-4_^)-lL = yw,
doù
IOCM>
Sur une pente eomme celle de BosaDa (3omillimêtreg en moyenne]^ ilfandia nn poite v^àe m a rhîneB ,diiléwnt de v. pour r emo rqu er ie même poidls P. Le poids moteur aéra f^t- b résîstanoe 5+3oBi}-
lièmesou ^etk reiatkn
(a) (P-ht.jJ^ = /fe.,
i4ltUO
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de tractioB> il sera exactement le même» caf rinclinaî^on de la voie compense Tinégalité de la charge. Par conséquent l'usure produite par la machine » à 1^ tête d^
d'où
[OOO
lOOO
lOOO
vs
^yo
J'en déduis
Sur la rampe de Busalla, le coefficient d'adhérence pratique est sensiblement égal à-* En outre tout le poids de la machine est
utilisé pour l'adhérence, en sorte qu'on a
il en
résulte
lOOO
La relation (3)
devient
L'accroissement du nombre de machines , en passant de la rampe de lo millièmes à la rampe de 3o millièmes, est représenté par
Cela posé, soit Â la dépense totale d'entretien sur la faible
son train, sera aussi la même. Si donc on connaît la dépense du train en palier, il suffira d'en prendre une
certaine fraction (comprise entre i et ^^ selon le type de
la machine), pour avoir le chiffre d'usure de la machine sur la rampe. Représentons par 6 cette dernière quantité, dont la détermination numérique sera effectuée ultérieurement ( chapitre VII).
L'expression de la dépense de la voie en fonction de la pente s'en déduit immédiatement. L'effet produit par la circulation de tous les trains se compose : i® de l'effet de
rampe , et A^ la dépense sur la forte rampe. Il s'agit d'obtenir le rapport -j- Or A étant la dépense des t? trains, celle d'un seul est
— D'après notre théorie, A^ doit être égal : i° à A ; 2° à une fraction
de — 9 comprise entre ^ et i , multipliée par le nombre de machines
supplémentaires — vs. Ladite fraction de - doit être supérieure à -xy
car le poids du train , sur la rampe de 10 millimètres, est inférieur
à ce qu*il serait sur une ligne horizontale. La part afférente à la
machine sera, je suppose, -' On aura donc
d'où finalement
ce qui est bien le rapport énoncé par M. Couche.
tous les véhicules; 2" de Teffel des machines à la têle de leur train. Le poids total des véhicules étant indépendant du nombre de trains employés à les transporter, la première partie de la dépense est une quantité constante indépendante de la pente. Quant à la seconde partie, elle est évidemment égale à n6, n étant, comme on sait, une fonction de la pente. A la descente de la rampe, les mêmes véhicules et les mêmes machines circuleront encore. Au premier abord l'effet, sur la voie, semble devoir être beaucoup moindre qu'à la montée. Les trains s'avançant en vertu de leur propre poids, les machines n'exercent plus la même action tangentielle pour entraîner la charge. Une importante cause de dégradation paraît donc avoir disparu. Mais, en revanche, les freins employés à modérer la vitesse engendrent des glissements soit des roues, soit des sabots (selon le système adopté) sur les rails. Cet effet remplace, à peu de chose près, celui de Tadhérence, et Ton peut, sans grande erreur, regarderies frais d'entretien comme égaux à ceux de la montée (*).
[* ) Nous lisons dans le Rapport déjà cité de M. Couche ( p. a35) : « Celle-ci (raction des freins à la descente) étant toujours la » plus petite (par rapport à Teffort tangentiel des roues motrices «> à la montée], il semble que la voie descendante devrait moins >' souffrir que Tautre; mais on conçoit que Faction des freins est » en elle-même, et à égalité de pression tangentielle, plus destruc- » tive que celle des roues motrices, pour lesquelles le patinage, » c'est-à-dire le glissement, n'est qu'accidentel. On a reconnu en » effet, sur la rampe de Busalla, que Tusure de la voie descendante » est plus prompte encore que celle de la voie montante. »
Cette infériorité de la dépense à la montée n'a pas nécessairement lieu d'une manière générale. Il suffit pour s'en convaincre de se reporter aux réflexions présentées un peu plus haut sur le
En résumé, la dépense kilomélriquedueau passage des trains dans les deux sens est égale :
i** A. une quantité, indépendante de la pente, qui correspond à Taction des véhicules ;
î^** A. une quantité, fonction de la pente, qui représente Veffei des machines, et qui a pour valeur
mode d'action des roues de la machine^ Le glissement des roues motrices n'est, il est vrai, qu'accidentel, mais la tendance au glissement et l'efiFort tangentiel qui en résulte est perpétuel. Peu importe que la présence de cet effort se manifeste sous forme de glissement; pourvu qu'il existe au même degré, les résultats sont les roêmes. Entre une roue qui s'avance en glissant et une roue qui s'avance en tournant en vertu de l'adhérence, il n'y a d'autre différjBnce, au point de vue de l'usure du rail, que celle même dé la grandeur des efforts qui sont en jeu dans les deux cas. Or quand la machine a sa pleine charge, comme sur les fortes rampes, on est près de la limite de l'adhérence, et la machine doit produire presque les mêmes effets que si elle glissait constamment. Comme d'ailleurs, ainsi que le constate justement M. Couche, l'effort total de l'adhérence à la montée est supérieur à l'effort total' de glissement à la <î<î8cente (puisque le premier fait équilibre, non-seulement à la gravité, mais encore à toutes les résistances du mouvement horizontal , tandis que le second est égal à la différence de ces forces), l'effet d'usure parait devoir être moindre sur la voie descendante que sur la voie montante. L'effet contraire signalé par le savant ingénieur peut tenir à l'inégale qualité des rails ou à la disposition des freins, (jui concentrent sur certains points d'appui un poids supérieur à celui qui correspond à l'adhérence utilisée par roue motrice à la montée. Mais on conçoit telle distribution des points de glissement <iui rendrait les effets moins nuisibles à la descente.
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Administration centrale et Frais généraux,
36. — Ce chapitre comprend Tadministration supérieure el la direction du chemin, avec leurs accessoires naturels. Sa dépense est liée avec celles des autres chapitres, et peut être considérée comme variant proportionnellement à ces dernières. En général on la présente sous forme d'un tant pour cent de la dépense totale.
D'après cela, elle est en partie dépendante de la pente, et en partie indépendante, selon que les divers services le sont eux-mêmes.. La manière la plus simple de l'introduire dans le calcul est de n'en pas faire un chapitre distinct, mais de la répartir entre tous les autres, au prorata de leurs dépenses respectives. Il suffira dès lors d'admettre que les frais des divers services, qui figurent dans les formules, se trouvent grossis de la part qui leur revient dans la dépense centrale.
RÉSUMÉ
37. — Récapitulons ce qui précède, afin de rendre les résultats plus facilement saisissables.
La décomposition des dépenses kilométriques d'exploitation nous a conduit aux conclusions suivantes :
I** Dans le service du matériel et de la traction, on distingue :
Une partie indépendante de la pente ;
Et une partie dépendante, dont l'expression est
n ayant pour valeur
iQ /
tP Dans l'exploitation proprement dite, on trouve : Une partie indépendante de la pente ; Une partie dépendante (dans Thypothèse où le nombre absolu des stations ne varie pas), exprimée par
une autre partie, également dépendante de la pente, représentée par
3*» La dépense du service commercial est comprise dans le terme A — ^i— de l'exploitation proprement dite.
4° Dans le service des bâtiments et de la voie, on a, comme dans celui de Texploitation proprement dite:
Une partie indépendante de la pente ;
Uue partie dépendante (dans Thypothèse où le nombre absolu des stations ne varie pas), dont la valeur est
_ loooA
une autre partie, également dépendante, égale à
2n6, n ayant la mênire valeur que ci-dessus.
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Si nous représentons par K Tensemble des frais indépendants de la pente, la Quantité E du n? 21 pourra se mettre sous. la forme
^ loooA Q / ^ loooA
Groupons les termes par rapport à A et à n : l'expression devient
E=[(A + B)X + 0(^, + IÎ^)]*H-K+i.Q
(I -, axsh\ 2 2r /
La relation (i) elle-même du numéro précité prend la forme suivante
looo \2r q J
L 2 \ 2 2r /JioooA
n étant la fonction de h qu'on a déjà vue.
Il ne faut pas oublier que cette relation a été établie dans l'hypothèse où le nombre absolu des stations ne varie pas avec la pente. En ce cas, la quantité K représente la somme des dépenses suivantes, estimées sur un chemin de fer horizontal dont le trafic serait égal à celui de la rampe :
1° Entretien du matériel, à l'exception des machines;
2° Dépenses des trains (exploitation), à l'exception du personnel des freins supplémentaires ;
3° Entretien de la voie proprement dite, à l'exception de la part afférente aux machines dans l'usure produite par le passage des trains.
Si l'on adoptait l'hypothèse d'après laquelle la répartition kilométrique des stations resterait la même, les quantités A et B disparaîtraient, et K se trouverait augmenté du montant de la dépense kilométrique des stations, du service commercial et de l'entretien des bâtiments. La relation convenant à ce nouveau cas se déduirait de la précédente en y supprimant. A et B, et attribuant à K une valeur modifiée en conséquence.
Terminons par une remarque sur certains termes de l'équation (i) ci-dessus.
Le terme Q représente la dépense nécessaire
looo ir
pour élever verticalement, à la hauteur H, le poids qui passe sur la rampe à la montée. En effet a désigne la dépense kilométrique de traction d'une tonne sur un palier, c'est-à-dire le prix d'un travail égal à la résistance r multipliée par looo mètres. Donc la dépense d'un travail égal au produit de la résistance i par une longueur de i mètre
sera exprimée par ? et celle d'un travail égal au
^ ^ looor
produit de la résistance - Q par la hauteur H aura pour valeur
- Q X H X ou Q —
2 looor looo ir
Le terme Q représente la dépense des freins
looo g
supplémentaires nécessités par la pente. Cette quantité est proportionnelle à QH ou à la force vive que le poids total acquerrait en descendant librement sur la rampe, sans résistance d'aucune sorte, et sous la seule action de la gravité.
EXPLOITÉE ISOLÉMENT
38. — Nous venons de trouver l'expression, en fonction de la pente, de la dépense totale faite sur une ranipe qui rachète une différence de niveau déterminée. Il s'agit maintenant d'en déduire la valeur de la pente économique.
Nous rappellerons qu'il y a deux sortes de problèmes,
selon que la rampe est l'objet d'une exploitation spéciale
ou que le mode d'exploitation doit convenir aussi au reste
du réseau. Le présent chapitre est consacré au premier
genre de problème. Nous n'aurons, par conséquent, pas à
nous occuper des dépenses faites sur les autres parties de
la ligne, et la question sera simplement celle-ci :
Trouver la valeur de A qui, tous les autres éléments restant fixes, rend minimum la fonction
o A w% i^ H / fl ioe\ j looo \ir q ]
\ L 2 \ ^' 2'' /Jiooo/i
n étant une fonction connue de h.
Il suffit d'annuler la dérivée -rr* Les termes non affec-
an
tés de h disparaissent dans la différentiation ; le facteur
constant peut être supprimé; et l'expression de la
dérivée devient
ou, en remplaçant n par sa valeur.
f9-r-/i JA— ""•
Remarquons en passant que la valeur de la pente économique se trouve indépendante de la hauteur H. On devait s'y attendre : car une pente avantageuse pour une
certaine différence de niveau, l'est évidemment pour toute autre.
Effectuons les calculs nécessaires pour déduire h de cette équation.
Afin de simplifier l'expression, nous poserons
P étant une constante qui a la valeur suivante (5) ^=^L^^^Ib\.
ars\ 2 /
I ^ axnh
D'après cette notation, le polynôme a + 6 à
pourra s'écrire — [\t.+ h).
Réduisons au même dénominateur tous les termes placés dans la grande parenthèse de l équation (3); cellç-ci deviendra
(zC4-K+iaQ)(/9-r-A)-(-i^(^4-A)(r+/t) .
^^ dh (f9 — r—h)fi """"•
Effectuons les produits indiqués et ordonnons le numérateur et le dénominateur par rapport aux puissances décroissantes de h. La quantité à différentier prendra la forme
FA^ + LA + N — h' -{- (fQ - r) h*
86 CHAPITRE IV. - CALCUL DE LA PENTE, en posant^ pour abréger,
N = ^ «Qf.-h (iC -h K H-i«Q\ (/e — r).
Prenons la différentielle d'après les règles connues (**); on verra sans peine que Téquation (6) devient
[-/i'-h C/'Q - r) h] ('iF/i 4- L) - (F/i'-hLA-hN) ( - ih^fQ^r)
Comme aucun terme du dénominateur n'est susceptible de devenir infini, il faut annuler séparément le numérateur. En développant les opérations indiquées, des réductions s'opèrent; les termes .en h\ notamment, se détruisent, comme on devait s'y attendre, ce qui ramène
(*) Les deux termes iC et K étant réunis, avec le même signe, dans les formules subséquentes, nous les considérerons comme ne formant qu'une seule quantité, et nous les placerons entre parenthèses pour mettre leur somme en évidence.
(**) On sait que la différentielle d'une fraction s'obtient : i** en formant le produit du dénominateur par la différentielle du numérateur; 2*" en retranchant le produit du numérateur par la différentielle du dénominateur ; 3*" en divisant la différence ainsi obtenue par le carré du dénominateur. Autrement dit, on a la formule élémentaire
, u velu — udv d - z=i —
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réquation au second degrés On a finalement
(9) [F(/e-r)-hL]/i'+2NA-N(/ô-r) = o,
relation dans laquelle F, L et N ont les valeurs indiquées ci-dessus.
Pour abréger, nous poserons encore
en sorte que Téquation (9) prend la forme plus simple
(11) MA^-h2N/« — N(/0 — r)=o.
On en déduit immédiatement la valeur de la pente économique
= ^|-N±:v/N[N + {/9-r)M]j, que nous mettrons sous la forme
, ,, . — N±ypN
en écrivant, pour simplifier,
On aurait la valeur de h en fonction des éléments de la question, en remplaçant dans la relation (i3) les quantités M, N et P par leurs expressions connues. Mais la formule
qu'on obtiendrait par cette substitution immédiate serait très-compliquée et difficile à manier. Fort heureusement elle est susceptible de simplifications remarquables qu'on met à jour par un usage convenable des polynômes M, N, P.
40. — Auparavant, rappelons les valeurs de ces polynômes, telles qu'elles ont été établies dans le cours des transformations
N =^«Ofx-h(iC + KH~i«QWe — r),
Si on y fait les substitutions voulues et qu'on tienne compte des réductions très-simples qui se présentent, on met ces polynômes sous la forme suivante :
(.5) |N=;iaQ(/e-r+^)+(iC-HK)(/ô-r),
Il ne reste plus, pour avoir affaire aux seuls éléments directs de la question, qu'à remplacer fA par sa valeur
azt \ a /
On obtient alors
M= Q f^-^iH-S- ^±-^^^ii W (/C +K), \2 r xs J ^
af6 — r a +6
y \2 r vj
Telle est la forme définitive de ces polynômes, dont nous ferons fréquemment usage par la suite.
Cela posé, remarquons qu'on a par hypothèse
P = N4-(/0 — r)M, d'où
fO-r
Si Ton remplace M par cette valeur dans la formule (i3), celle-ci devient
(i6) h=(f9 — r) — p-— jj
Mais on peut écrire
— N ±: \/PN = v/N (dz ^P — \/N) et
On en conclut
— Nztv^PN v^
p_N zbv/P-hV^N
ety par suite.
Le double signe mis devant la racine de P tient compte, comme il est facile de s'en assurer, du double signe de
v/PN dans la formule (i3). L'expression de h est donc complète et contient les deux valeurs qui résultent de réquation (ii] du second degré. Mais il est visible que le signe moins ne saurait convenir, et que la valeur
ne satisfait pas à la question.
En effet, la pente égale à /G — r est, comme nous le verrons tout à Theure, celle sur laquelle la machine emploierait toute sa puissance à se remorquer seule. Donc toute pente plus forte serait inaccessible à la machine, ce qui est précisément le cas de Tinclinaison représentée par
(/0 — r) -— p^, puisque le multiplicateur de /G — r
VN — vP est ou plus grand que Tunité ou négatif.
La seule valeur de h convenant à la question est la suivante :
(i8) /f={fQ-r) ,y^ _ ■
^ ^ ^-^ WN + y/P
Si Uon divise tous les termes par ^N , et qu'on repré-
sente par UMe rapport ^j^? essentiellement positif, la valeur
de h prend la forme remarquablement simple, sous laquelle nous remploierons désormais,
L'expression de U* en fonction des éléments directs de la question est celle-ci :
0(2fc.V"-±i^)/.
^^[^-^ i ^^j + (iC-l-K)(/ô— r)
que, pour plus de symétrie, nous écrirons de la manière suivante :
(cl U'= " ^ - - '-
En sorte que U^ est égal au quotient— multiplié par une quantité évidemment moindre que Tunité.
42. — On peut arriver plus rapidement à Téquation (i i) qui a fourni la valeur de la pente économique.
A cet effet, reprenons Téquation (i), relative à Tex-
pression de la dépense, et faisons passer dans la grande
parenthèse le terme Q » qui devra y figurer sous
la forme -aQ — Remplaçons d'ailleurs n par sa valeur
connue, et faisons usage, comme précédemment, de la quantité auxilaire f*. L'équation (i) deviendra
S = A -4-Bh-Q
looo q
i«Q (fx-h/i)(r-hA) 1 H 2 r f^ — r — h J ioo<
oooA
Si nous réduisons au même dénominateur la quantité placée dans la grande parenthèse, des simplifications importantes se présentent. Les termes en A* notamment disparaissent, et la relation prend définitivement la forme ci-après :
lOOO q fO-^r—h "7ÔÔ
Mais il est aisé de reconnaître, en se reportant aux relations (i5) du n® 39, que le coefficient de A, au numérateur de la fraction, est précisément le polynôme désigné par M, et que la quantité indépendante de A, au même numérateur, est le polynôme désigné par N. En se servant des mêmes notations qu*au numéro précité. Té-
quation (2) peut s'écrire
(3) S = A + B + QJ°-iy.^ MA+r H ^ ' 1000 q (jQ — r — n)n 1000
d*oii résulte, pour Tannulation de la dérivée,
. d MA 4- N
Si Ton effectue la différenlialion d*après les règles connues, el qu'on tienne compte des réductions évidentes, on obtient Téquation du second degré
(5) MA^4-2NA — N(/e — r)=o,
laquelle n'est autre que la relation (11) du n® 39, puisque M et N désignent identiquement les mêmes quantités.
43. — Reprenons maintenant les valeurs de h et de U, des formules (6) et (c).
Certains termes de ces expressions sont susceptibles d'une interprétation concrète, qui n'est pas dépourvue d'intérêt.
I** Le binôme /ô — r représente, comme nous l'avons avancé au n® 41, l'inclinaison de la rampe sur laquelle la machine emploierait toute sa force à se remorquer seule, à la vitesse normale devenue uniforme. En effet, sur une pareille pente, la composante du poids de la machine, égale dans tous les cas au produit du poids par l'inclinaison, aurait pour valeur uX (/ô— r), ou/60 — ru. Quant à toutes les autres résistances extérieures, elles sont, à la vitesse normale, exprimées par rm. La somme de ces deux quantités, ou simplement /ou, représente la résis-
tance totale au mouvement de la locomotive. D'autre part, la force disponible pour obtenir ce mouvement est égale à l'adhérence pratique multipliée par le poids moteur, c'est-à-dire à la même quantité /ôcj (*). Toute la puissance de la machine est ainsi employée pour le transport de son propre poids. Désormais nous désigaerons, pour abréger, celte inclinaison sous le nom de pente d'équilibre. Sa grandeur varie avec les divers types de locomotive, puisqu'elle dépend de 0, rapport du poids moteur au poids total. Si l'on convient, par exemple, de fixer
l'adhérence pratique à^, et de prendre une marche telle
que r soit égal à o,oo5 (ce qui est une vitesse moyenne), si en outre tout le poids de la machine est utilisé comme poids moteur, auquel cas est égal à i, la pente d'équilibre est exprimée par^ — o,oo5, soit 120 millièmes.
2" La fraction représente le nombre de fois
qu'une locomotive peut remorquer son propre poids sur une voie horizontale, à la vitesse normale devenue uni-
(*) Je dis l'adhérence pratique, puisque nous sommes convenus d'adopter ce coefficient réduit comme limite de la force tangentielle. L'équilibre dont il s'agit ici est en quelque sorte on équilibre industriel, et non mathématique.
On remarquera que dans la résistance totale au mouvement nous n'avons pas compris les résistances intérieures de la machine. C'est toujours pour le motif énoncé au chapitre précédent (n** 25). Ces résistances intérieures n'interviennent pas dans l'équation d'équilibre établie au point de vue de l'adhérence comme limite de la force disponible.
forme. En effet, le produit de Tadhérence pratique parle poids moteur, ou le maximum de puissance de la machine étant égal à/ôo, et la résistance au transport de la locomotive elle-même étant égale à ru, la différence ou (yo — r)u représente la force disponible pour la traction de la charge additionnelle. Celle-ci étant désignée par n, sa résistance aura pour valeur rn, et la relation d'équilibre sera
(i) (f9 — r),^ = rn,
d'où
CT r
l^e rapport — pourrait être appelé coefficient dynamique.
tu
Jl mesure en quelque sorte, pour chaque locomotive, le degré de sa puissance, par rapport au poids de matière Qui la constitue.
On peut interpréter autrement le rapport Re-
ïnarquons que si n est le nombre des trains employés au transport du poids total Q sur une voie horizontale, on aura
Q = nu.
Multiplions par n les deux membres de la relation (i), il ^'iendra
dou
n[f9 — rjo == rQ,
/ô-r xj
3° Le quolienl - est la dépense de iraclion (enlrelien
compris) d'une locomotive marchant seule, sur un palier, dépense rapportée au poids de la machine. Mais ce n'est pas là, à proprement parler, un coefficient, parce que ce rapport n'est pas constant pour les divers types de locomotive. Tous les autres éléments restant les mêmes, il varie avec le poids de la machine. Cela se comprend. Quelle que soit la masse du moteur, il y a des dépenses qui ne changent pas, d'autres dont la variation n'est pas proportionnelle. Les frais de personnel, par exemple, sont indépendants du poids. La perle de force due au refroidissement et aux étranglements de la vapeur dans les tuyaux de conduite change avec les dimensions de la
machine, mais non dans le même rapport. La fraction --
est une quantité analogue à -» plus voisine toutefois de
GT
la constance, puisque S ne représente qu'une certaine dépense de combustible.
4° Le quotient- est la dépense d'entretien de la voie,
occasionnée par le passage d'une locomotive à la tête de son train, et rapportée au poids de la machine. Mêmes observations que tout à l'heure : ce quotient varie avec le poids de la machine, parce que l'usure de la voie augmente beaucoup plus rapidement que le poids de chaque paire de roues. Cela résulte des considérations exposées au n° 34 touchant les effets produits respectivement par les locomotives et par les simples wagons.
kk. — On a immédiatement une limite inférieure des valeurs possibles de la pente économique, en supposant
C]uie le multiplicateur de^> dans l'expression de U' (for-
le c), est égal à Tunité. Cette hypothèse, qui ne se
réalise jamais, puisque la quantité (iC-i-K)^^ ne
peut évidemment pas être nulle, a pour résultat d'exagérer la valeur de U, et, par suite, de donner à h une valeur Xrop faible. Celle-ci est exprimée par
nous appellerons cette valeur de h le minimum de pente économique, pour indiquer que la pente économique ne peut jamais descendre au-dessous de ce chiffre. Ainsi, quelles que soient les conditions de construction et d'exploitation d'une rampe, l'importance du trafic, le système de voie, etc., la pente économique est toujours supérieure à une fraction de la pente d'équilibre représentée
par — *
Si Ton adopte pour /, ô et r les valeurs admises plus haut, à l'occasion de la pente d'équilibre, la fraction ^
se trouve égale à — ^ — =- ou à 25, et le radical se réduit à 5. ^ o,oo5
^^ minimum dont il s'agit a pour valeur^ (/ô — r),c'est-
^-clire un sixième de la pente d'équilibre, ou 20 milli- Tûèires.
On a égalemenl une limite supérieure de A, dans la penle d'équilibre elle-même. Aussi, pour ce motif, nous arrivera-l-il de désigner la penle d'équilibre sous le nom de maximum de pente économique. Avec les valeurs cidessus de /, ô et r, on a vu que ce maximum est égal à 120 millimètres.
Le maximum comme le minimum sont indépendants des éléments de la question, sauf r et 6, c'est-à-dire sauf la vitesse et le poids moteur.
45. — Nous allons déduire quelques conséquences relativement à l'influence des divers éléments sur la valeur de la pente économique.
Reprenons les formules [h) et [c] du n" 41,
Les circonstances qui font augmenter U font diminuer A, et celles qui font diminuer U font augmenter A. Voyons donc comment U varie avec les données de la question.
1® Influence de la dépense de construction. — Quand C augmente indéfiniment, la valeur de U diminue de plus en plus; et, à la limite, pour C = oo,onaU = o. La pente économique se confond alors avec la pente d'équilibre; ce qui, du reste, est évident à priori.
Inversement, quand C diminue, U augmente el A diminue. Si la dépense est nulle à la fin, la valeur de la pente
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se confond avec celle qu'on iroUverait directement, en résolvant le problème au seul point de vue de l'exploitation, abstraction faite des frais d'établissement. La quantité K peut d'ailleurs être considérée comme proportionnelle au traflc : si donc on pose K = cQ, c étant une constante, la valeur de U* devient
^^ r a fB — r a-M--jJ JB
CT
La particularité la plus importante à signaler est la disparition de Q dans l'expression de la pente. Celle--ci se trouve indépendante du trafic. Il ne pouvait en être autrement, puisque, d'une part, nous avons considéré les frais d'exploitation comme proportionnels au trafic, et que, d'autre part, nous négligeons les frais d'établissement. En pareil cas, il est clair que la pente, bonne pour un certain traflc, l'est également pour tout autre.
2? Influence du trafic. — Pour l'apprécier, divisons tous les termes de U' par Q, en remplaçant d'ailleurs K par cQ. La quantité Q ne figurera plus qu'en diviseur de iC; il est visible que si elle augmente indéfiniment, le
terme ^r tendra vers zéro. La valeur de la pente converge vers celle que nous venons de trouver, et lui devient égale quand le trafic est assez considérable pour
que la fraction -jr- soit négligeable. La formule [d] est
donc celle qui convient à un chemin de fer dont le trafic
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paraîtrait susceptible d'un développement en quelque sorte illimité.
Lorsque, au contraire, Q diminue jusqu'à zéro, la valeur de U s'annule aussi, et la pente se confond avec Tinclinaison d'équilibre, absolument comme lorsque la dépense de construction augmente au delà de toute limite. Cela doit être, car ces deux éléments agissent à l'inverse l'un de l'autre pour déterminer la grandeur de la pente économique.
3° Influence de la proportion du poids moteur. — Nous entendons par là l'influence de la valeur assignée à 0, rapport du poids moteur au poids de la locomotive.
Mettons U* sous la forme suivante, qu'on obtient par des divisions successives au numérateur et au dénominateur:
2 ra f^ — /'
Si d augmente, le multiplicateur de — diminue : en
effet, fB ^ r augmente; par suite, le diviseur de
iC H- K diminue, et le diviseur de Q augmente;
donc la fraction tout entière diminue. D'un autre côté,
le terme *^ augmente avec ô. Le produit des deux fractions, ou U% augmente donc moins vite que 0, et U moins vite que ^0. Au contraire, le terme /ô, du numérateur d« la pente, augmente comme d lui-même. Sous ces deux influences opposées, entre lesquelles celle du numérateur
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de h est prépondérante, il est visible que la valeur de la pente augmente avee la proportion du poids moteur. Ainsi, quand la configuration du terrain appelle de fortes pentes, il est avantageux d'adopter des machines où Taccouplement des roues soit le plus étendu possible. C'est encore là un résultat évident à priori : on a tout intérêt à réduire le poids mort et à utiliser pour la production de la force de traction la plus grande partie du poids de la locomotive.
Le coefficient /figurant dans les formules de la même manière que ô, les observations précédentes lui sont également applicables : ce qui signifie qu'on doit régler la charge des trains en vue d'une adhérence pratique aussi élevée que les circonstances le permettent.
4° Influence du poids de la machine [tende r compris). — On arriverait à de fausses conclusions si l'on se bornait à examiner comment la quantité m entre dans la formule. Il faut aussi tenir compte des quantités a, 6 et ^, qui dépendent implicitement de u et qui varient dans le même sens, quoique suivant des lois différentes. Ce qui
est à considérer, ce sont les rapports -j - et -• Quant
CT CT CI
aux autres éléments de la formule, ils sont indépendants de tj.
Ainsi que nous l'avons déjà remarqué, la dépense a augmente évidemment moins vite que ci. On peut en dire
autant ( bien qu'à un degré moindre) de la consommation
g de combustible ^. 11 résulte de là que si le rapport -
n'augmentait pas avec ci, il y aurait intérêt à adopter des machines lourdes pour gravir les fortes rampes. En effet, la valeur de U', mise sous la forme précédente, nous
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montre que U' diminue ou que h augmente en même temps que CT reçoit des valeurs plus grandes, pourvu que a ne croisse pas en proportion. Mais considérons aussi
le rapport - qui influe de son côté.
Il y a lieu de distinguer, suivant que l'accroissement du poids de la machine a pour résultat d'augmenter la charge de chaque essieu, ou suivant que le poids se répartit sur un plus grand nombre d'essieux, de manière à ce que la charge de chacun d'eux reste la même. Dans ce
dernier cas le rapport - est constant. Car la détérioration
tar
de la voie, produite par le passage des roues de la machine, est, à égalité de charge, proportionnelle au nombre de ces roues. Ainsi, de ce côté, rien ne contre-balance l'avantage qu'on trouve à adopter des machines lourdes C^). Mais quand la charge des essieux augmente, il devient impossible de formuler aucune conclusion abso-
(*) La machine dite Engerth est d'accord avec ce principe. Elle est lourde, supportée par cinq essieux (tender compris), et une forte partie du poids est utilisée pour Tadhérence. Il en est de même de la locomotive dite à /or/^^ rflr/w/?^^ du chemin du Nord. Toutefois ces machines ne satisfont qu'imparfaitement aux conditions théoriques, car le poids du tender n'est pas utilisé. Sous ce rapport, les machines à quatre roues du chemin de Gênes sont bien plus logiques^ puisque tout le poids de la machine est employé pour l'adhérence ; mais en revanche elles n'ont pas un assez grand nombre d'essieux. Nous ne parlons ici, bien entendu, qu'au point de vue théorique de l'inclinaison, et sans tenir compte des autres circonstances, telles que les courbes, qui ont pu déterminer certaines dispositions de matériel moins en harmonie avec les conditions menées de la pente.
lue. Effeclivement, si l'on se reporte aux considérations développées aux n**» 33 et suivants, on voit que l'usure produite par un essieu croît beaucoup plus vite que sa charge; par conséquent, l'augmentation de poids de la machine se distribuant sur le même nombre d'essieux, l'usure totale, due au passage de la machine, est bien
plus que proportionnelle à ci. En d'autres termes - aug-
mente avec ci. On ne peut affirmer, à priori, qu'il y a avantage ou inconvénient à adopter de fortes locomotives,
[puisque les rapports - et - varient en sens inverse l'un
cie l'autre. Toute conclusion à cet égard ne peut résulter ue d'une comparaison effective des dépenses de traction t d'entretien de voie, avec un système de rails et un atériel roulant déterminés. Comme, au-dessous d'une ertaine charge, les accroissements de poids n'entraînent u'une usure voisine de la proportionnalité, il n'est pas
^lîouteux que, jusqu'à une certaine limite, la somme des
«rapports - et - diminue avec o, et qu'au delà de cette
CT CT
Himite elle augmente avec cr. Il y a donc intérêt à acc^roîire le poids de la locomotive, le nombre des essieux restant le même, pourvu que la charge de chacun d'eux i*esie assez éloignée de la limite de résistance de la voie; mais dès qu'on approche de cette limite, il faut renoncer à augmenter le poids de la machine, à moins de multiplier en proportion le poids de ses essieux (*).
(*) Ce point peut être rendu sensible par le calcul.
Puisque, cr augmentant, h augmente aussi tant que la somme
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46. — La composition du train moyen, correspondani à la pente économique, se déduit aisément des formuleî déjà trouvées.
Soit n le poids du train ( non compris la machine e son tender); la résistance de ce poids à la traction sur Ist^ pente A sera* représentée par nA-+-nr, et la résistance^
des rapports - et - diminue I je laisse de côté *- - pour simplifier
le raisonnement) , il est clair que h atteindra son maximum quand la variation de eette somme, correspondant à un accroissement de cr, sera nulle, car au delà la variation deviendrait négative et la valeur de h diminuerait. On devra donc avoir
fizT
X et € étant deux fonctions inconnues de cr.
On déduit de là, d*après les règles connues de la différentiation,
dts ajs
qu'on peut mettre sous la forme
en i-eprésentant, pour abr^er, par a' et par t' les dérivées de a et de €, prises par rapport à la variable o.
La relation (3) nous montre que le maximum de h sera obtenu lorsque la somme des dérivées des deux fonctions qui expriment respectivement la dépense de la machine et Fusure de la voie, sera égale à la somme des rapports de ces mêmes fonctions au poids de la machine. En d'autres termes, il y aura a\'antage à augmenter le potda de la machine, même en augmentant en proportion la charge
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totale (toujours sans tenir compte des résistances intérieures de la machine, qui n'ont pas d'intérêt pour l'adhérence) aura pour valeur (n-4- w) ( A -h r). La relation d'équilibre sera donc
(0 (n-hrj)(k+r)=:fOtj,
des essieux, tant que la somme des deux dérivées restera inférieure à la somme des deux rapports.
La relation ( 3 ) ne fournit aucune indication numérique sur la valeur de cr qui donne lieu au maximum de h, puisque a et ^ sont des fonctions inconnues de a. On peut toutefois présenter certaines appréciations. Ainsi on peut admettre sans grande erreur que dans la dépense d'une machine les frais de personnel sont indépendants du poids, et que tous les autres (combustible, entretien, intérêt du capital, etc. ) sont sensiblement proportionnels au poids ; en sorte que a est une fonction de la forme k-\-lis^ A- et / étant deux constantes fournies par l'observation. D'après cette hypothèse, on a
«tla relation (3) devient
^ qui nous montre que le maximum est tout à fait indépendant des dépenses de machines autres que celle du personnel.
Si l'expérience permettait de conclure la forme analytique de ^ = /(Tar), la relation (4) se résoudrait par les procédés ordinaires. Supposons, par exemple, qu'on ait ê = At^^*, m étant plus grand ^"® i; cette formule paraît assez rationnelle, puisqu'on sait que 6 augmente très-rapidement avec a, pour des poids peu supérieurs à ceux de nos locomotives ordinaires. On aurait
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d'où
{2f) n-f-cj=^=^^ — r^ ei n=^^^ f-r
et la relation { 4 ) deviendrait
OU
d'où suit la valeur
m/ Je
La quantité A est une constante fournie par la connaissance de Tusurc de la voie pour un certain poids de machine déterminé.
Dans le cas particulier où l'on supposerait w = 3, w = 45 tonnes (poids do la machine moyenne du Midi), 6 = o*', aa (| de la dépense d'entretien par kilomètre de train), on aurait
si l'on suppose en outre / = o'%ao (dépense du personnel de la traction par kilomètre de train), il en résulte
or = ^40000 = 35 tonnes.
Mais ce poids est évidemment trop faible, parce que la dépense de personnel n'est pas la seule qu'on doive considérer comme constante dans une machine : une portion des autres frais est dans le même cas, ou du moins varie moins vite que le poids. Si, pour en tenir compte, on force X-, et qu'on le suppose égal, par exemple, à o'% 3o, la valeur de cr diffère peu de 40 tonnes.
Mais ces résultats n'offrent, on le comprend, aucune certitude, par suite de l'insuf&sance des données expérimentales.
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fO — r Hemplaçons h par sa valeur connue j; ; il vient après
réduction
— /e-hrU
Si l'on veut avoir le rapport de cette charge à celle qui serait remorquée sur un palier, il suffit de diviser n par
cette dernière, c'est-à-dire par* ^ ^ p(*)' On a en appelant P la charge en palier,
(3) n_ /e+rU __ rU
^ P"" fB—r ""/©-+- rU
^*t>ù enfin
C^tte expression montre dans quelle proportion la charge ^'^ne machine doit être réduite en passant de la ligne •^^irizontale sur la pente économique.
On a immédiatement une limite supérieure de ce ftp- P^Tl ou une valeur maximum de n, en attribuant à D la
Plvis grande valeur qu'il puisse recevoir. Alors -jt est le
(*) Dans l'hypothèse où l'adhérence pratique est prise au même chiffre dans les deux cas, ce qui n'a pas lieu nécessairement. Mais il s'agit ici d'une relation purement théorique.
plus petit possible, et t;^ — le plus grand possibl
'-^ — Tt On a vu (n" kk) que la valeur maximum de U est égal
à \/— : il en résuite
Mais, d'après le numéro précité, le second membre do celte relation est égal à /.^-^^ > A représentant la limite inférieure de la pente économique. On a donc
n représente dès lors la charge du train remorqué sur le minimum de pente économique. On parvient ainsi à ce résultat remarquable, que le rapport des trains remorqués sur le minimum de pente économique et sur la ligne horizontale est égal au rapport des inclinaisons minimum et d'équilibre.
On peut exprimer cette relation sous une autre forme. Si Ton adosse Tun contre l'autre deux plans inclinés, l'un à la pente minimum, l'autre a la pente maximum, et si l'on place respectivement sur ces plans deux poids, égaux le premier à la charge remorquée en palier, le second à la charge remorquée sur la pente minimum, ces deux poids se feront équilibre.
En adoptant pour /, Ô et r les valeurs déjà admises en plusieurs circonstances, la charge sur le minimum do
pente ou la charge maximum se trouve égale au 6® de la charge en palier.
W. — Passons maintenant au calcul de la dépense totale faite sur la rampe.
Nous avons trouvé, au n* 42, Texpression suivante
/ V o 4 « ^ H I05 MA + N H
looo q (f9 — r — A)Aiooo
Pour en déduire le chiffre de la dépense, il suffit de remplacer A par la valeur obtenue pour la pente économique,
c'est-à-dire par '^ — • Si nous faisons cette subslîlu-
tion, nous aurons, d'une part
/ô— r— A = ^ rf— >
doù
et d'autre part
Mais, d'après la formule {i4) du n^ 39, M est lié à P et à N par la relation
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Si Ton remplace M par celle valeur dans le second meni bre de l'équation ri-dessus, on obtient
= N/PN = Ny/^ = NU.
En représentant , pour abréger, par G le polynôme
A + B + Q 5 indépendant de la valeur de la pente,
looo q
l'expression de S prend la forme
, X ft n , N(i-f-U)' H
On peut lui donner une forme différente en remarquant que ^ " est égal à tî il vient alors
ooo
Mais il ne faut pas en conclure que le dernier terme du second membre est inversement proportionnel au carré de rinclinaison ; car h est une fonction implicite de N, et les mêmes éléments qui font varier A font aussi varier N. Les expressions précédentes nous montrent que la dé« pense S, correspondant à Tadoption de la pente économi-
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que, se compose de deux termes : Tun qui ne dépend ni de h ni d'aucun des éléments (sauf le trafic Q) qui concourent à former la valeur de A, Vautre qui est fonction des divers éléments de la question et de la pente ellemême. C'est ce dernier seul qui intéresse véritablement. Aussi écrirons-nous généralement les formules (g*) et (/) sous la forme suivante, en considérant la différence S — G comme une quantité unique i :
ig) S — G ou 2= -7^;r r^^ 5
'^ (jB — ry looo
(0 S — G ou 2 = T-,
lOOO
La quantité 2 sera désignée désormais sous le nom de dépense variable, pour indiquer que c'est elle qui dépend de l'inclinaison, et qui est la moins élevée possible quand on adopte la pente économique. Nous donnerons à S le nom de dépense totale, ou de dépense économique qui la distingue suffisamment. Quant à la quantité G dont nous aurons rarement occasion de nous occuper, on peut, si l'on veut, l'appeler dépense constante, puisqu'elle est indépendante de l'inclinaison.
La dépense variable se confond avec la dépense totale lorsque la répartition kilométrique des stations ne varie pas avec la pente, et lorsqu'on néglige les frais dus aux freins supplémentaires, toujours peu importants par rapport aux autres dépenses.
Si l'on désire connaître la dépense variable rapportée à un kilomètre de rampe, il faut diviser la quantité 2 par la
longueur du parcours, j- En désignant par tr cette
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dépense kilométrique, on a
(*•) "= fB-r '
(i) - = -yi;
expressions d'une forme très-simple.
48. — Nous avons remarqué loul à l'heure que, A étant implicitement fonction de N, la dépense variable n'est pas inversement proportionnelle au carré de Tinclinaison. Maison peut montrer que 2 varie en sens contraire de A, ou que les circonstances qui augmentent la valeur de la pente économique diminuent en même temps le chiffre de la dépense. Les frais d'établissement font seuls exception : à mesure qu'ils augmentent^Ua pente économique augmente également (n"" 45]. Dans tous les autres cas la dépense croît quand l'inclinaison diminue, et vice versa.
On le constate immédiatement pour le trafic. Les frais d'exploitation croissent avec lui, tandis que la pente économique décroît.
Il en est de même pour le poids de la machine, ou plutôt
pour les rapports -»->-• On a vu que Tinclinaison varie
vj tn zj
en sens inverse de la somme de ces rapports. Au contraire,
le polynôme N varie dans le même sens. Il y a donc une
double raison pour que 2, qui est égal à t; 9 diminue
quand h augmente, et réciproquement.
Reste l'influence de/ô. Quand A augmente par suite
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des valeurs attribuées à /ô, N augmente aussi, et on ne
N discerne pas tout d*abord comment -j- doit varier. Mais
nous avons reconnu (n^iS) que le dénominateur de h
( formule b ) croît moins vite que yZ/ô, et que le numérateur croît avec la première puissance de/0. Donc A augmente plus rapidement que ^fB, et A' plus que fB. D'autre part N croît évidemment moins vite que/ô; il s'ensuit
N que -jz diminue à mesure que A augmente avec/ô.
Ainsi, sauf l'élément de la construction, la dépense économique varie toujours en sens contraire de la pente, quelles que soient d'ailleurs les conditions d'exploitation dans lesquelles on se trouve placé. Ce résultat n'est pas évident à priori. Rien n'indique pourquoi, l'inclinaison économique venant à augmenter, la dépense correspondante est nécessairement diminuée.
Lors donc que la configuration du terrain appelle de fortes rampes, au point de vue de la construction, il y a un double intérêt à adopter les conditions de voie et de matériel qui font prendre à la pente économique une valeur élevée. Par là non-seulement le point de vue de la construction est satisfait, mais en outre on diminue les frais mêmes de l'exploitation.
Cas où la répartition kilométrique des stations est indépendante de la valeur de la pente»
49. — Dans cette hypothèse, les expressions de la pente et de la dépense conservent la même forme algébrique.
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La seule remarque à faire, c'est que la quantité K, quB figure dans U et dans N, comprend alors non-seulennenfc_ les mêmes frais qu'auparavant, mais en outre les dé — penses relatives aux opérations des stations et à rentre — tien des bâtiments. Par cçntre, la valeur de G se trouver modifiée : car les quantités A et B, qui dans la relation fondamentale (i) du n** 38, figurent hors de la grande parenthèse, disparaissent naturellement pour se reporter sur la quantité K, augmentée en conséquence. Le polynôme G se réduit par conséquent à Q • Moyennant cette interprétation donnée à K et à G, les formules déjà trouvées conviennent parfaitement au cas actuel.
Hypothèse sur la dépense kilométrique de construction,
50. — Nous avons dit (n" 16) que dans un certain nombre de circonstances on ne devait plus regarder la dépense de construction comme indépendante de la pente^ et qu'on pouvait, avec une assez grande approximation, lui attribuer une expression de la forme C =G'H-C'' (h' — h), C et C" étant des constantes déterminées par l'observation, et A' une pente particulière, qui correspond à une dépense connue.
Nous avons ajouté, au numéro précité, que celle hypothèse n'introduit aucune modification dans la marche des calculs ; la quantité C, qui figure dans la parenthèse, se trouve remplacée par le terme, également constant, C'-h C'A', et l'on a, hors de la parenthèse, une constante
additionnelle — iC"
lOOO
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Pour rendre les formules précédentes applicables à ce
as, il suffit d'augmenter G de ce terme additionnel, et
le substituer à C le binôme C'-hC^A'. Quanta toutes les
iutres quantités, elles conservent la même signification.
Hypothèse d'une rampe double ou d*un faite
à deux versants,
51. — Jusqu'à présent nous avons considéré une exploitation organisée sur un seul versant, comme si le chemin se terminait effectivement au sommet de la hauteur, ou du moins comme si, au delà, la voie se continuait dans des conditions tout autres que celles de la rampe. C'est ce qui a lieu lorsque le terrain, abrupt d'un côté, s'étend, de l'autre, en pentes adoucies. Mais les choses ne se présentent pas toujours ainsi, surtout dans les régions assez accidentées pour motiver de fortes rampes et une exploitation indépendante. 11 arrive souvent que les montagnes franchies par le chemin de fer offrent deux versants opposés, plus ou moins symétriques, et d'une inclinaison supérieure à la valeur habituelle de la pente économique. 11 faut, en ce cas, établir l'exploitation spéciale des deux côtés.
Les formules déjà trouvées ne s'appliquent pas immédiatement à cette hypothèse. En effet, la longueur du che-
min n'est plus représentée par ri maiselleest égale
à la somme des deux rampes montante et descendante. 11 n'en résulte toutefois aucune difficulté. Rien n'empêche de résoudre le problème pour un versant envisagé
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isolément, el la penle ainsi déterminée conviendra à l'autre rampe, puisque cette pente est indépendante de la hauteur totale à gravir. La seule circonstance qui pourrait, théoriquement, s'y opposer, ce serait si le trafic ou le poids total à transporter n'était pas le même dans les deux sens. Car le poids montant sur l'une des rampes étant le poids descendant sur l'autre, et vice versa , les conditions de la traction ne seraient plus identiques sur les deux versants et dès lors la pente économique aurait une valeur différente. Mais comme nous sommes convenus, d'une manière générale, de ne pas tenir compte de l'inégalité du trafic, et de le considérer comme se partageant exactement par moitié entre les deux directions, il est visible que l'inclinaison économique sera la même. Pour avoir la dépense totale effectuée de part et d'autre, on calculera séparément celle de chaque versant, ou, pour mieux dire, on remplacera dans la formule •(§•) du n" W, H par H-f-H', H et H' désignant pour chaque versant la différence de niveau comprise entre le pied et le sommet. Ces deux hauteurs ne sont pas nécessairement égales, et peuvent même être fort différentes, selon la configuration générale du terrain. Lorsque les pieds des deux versants sont situés au même niveau, les deux rampes sont d'égale longueur, quelles que soient d'ailleurs les inclinaisons naturelles, puisque cette longueur est mesurée par le rapport de la hauteur totale à la pente économique.
En résumé, l'hypothèse de deux versants ne nécessite aucune formule nouvelle. Celle de la pente s'applique identiquement, et pour celle de la dépense, il suffit d'y remplacer H par la somme des deux hauteurs.
RÉSUMÉ
52. — Pour faciliter les recherches au lecteur nous grouperons ici les principaux résultats obtenus dans ce chapitre, en rappelant la signification des diverses quantités qui entrent dans les formules.
La pente économique et la dépense correspondante ont les valeurs suivantes :
\S) S — G ou- 2=74t f,
' (/0 — r)' looo .
La forme algébrique de ces expressions ne. change pas ^^ns les diverses hypothèses que nous avons examinées. ^©s seules modifications portent sur la signification de Quelques-uns de leurs éléments. Cette signification s'établira en conformité des règles suivantes :
I®' Cas. — La dépense kilométrique de construction est ^<^fzstante. Le nombre absolu des stations ne varie pas ^^^Gc la pente.
On a dans ce cas :
looo q
(O / N=Q.g/^%l±ipi).-(/M)(/«-,-).
/af9-r .+6-H\
h Penle économique, exprimée en mètres, ou hauteur rachetée par i mètre de longueur de rampe;
S Dépense totale faite sur la rampe;
H Hauteur à franchir, exprimée en mètres;
C Dépense d'établissement par kilomètre (non compris Tachât des machines] ;
i Intérêt et amortissement annuel de cette dépense ;
Q Poids total (trafic et véhicules) transporté dans les deux sens ;
q Poids moyen d*un véhicule à frein (y compris sa charge);
Tj Poids moyen d'une machine (y compris le tender) ;
Rapport du poids moteur au poids de la machine ;
/ Coefficient d'adhérence pratique;
/• Résistance d'une tonne au mouvement horizontal, à la vitesse moyenne ;
a Dépense kilométrique d'une machine marchant seule sur une voie horizontale (cette dépense comprenant l'intérêt du prix d'achat de la machine);
5 Différence entre la dépense de combustible d'une ma-
chine marchant seule et la dépense de combustible à la descente de la rampe ; a Dépense supplémentaire (traction et entretien de la machine) occasionnée par l'addition d'une tonne sur une voie horizontale;
6 Frais d'entretien d'un kilomètre de voie occasionnés
par le passage d'une machine à la tête de son train ;
s Dépense kilométrique (en personnel) d'un wagon à frein ;
A Dépenses des stations de la rampe (exploitation proprement dite et service commercial);
B Entretien des bâtiments des stations;
K Ensemble des dépenses kilométriques non comprises dans rénumération ci-dessus, c'est-à-dire :
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Ëatretien du matériel, à rexception des machines;
Dépenses des trains (exploitation proprement dite), à rexception du personnel des freins supplémentaires ;
Entretien de la voie et de ses dépendances, à l'exception des frais d'usure afférents aux machines dans le passage des trains.
IP Cas. — La dépense kilométrique de construction est constante. Le nombre absolu des stations varie avec la pente , m^is leur répartition kilométrique ne varie pas,
^ ' looo q
N et U, mêmes valeurs que ci-dessus, en remplaçant K par Ki .
Les divers éléments conservent les mêmes significations que précédemment, sauf les exceptions suivantes : A et B disparaissent;
K| est égal à K augmenté des dépenses kilométriqu.es des stations ( exploitation proprement dite, service commercial et entretien des bâtiments).
IIP Cas. — On ne tient pas compte de la dépense de construction. Le nombre absolu des stations ne varie pas.
looo q
xr /^ /afO—r a-hê — ;A ^.^^ ,
(3) ^ "^ =<^^'- [-/-r+ u )4-cQ(/e- r),
a fd — r a + 6 — 13
V^=fî ? ' "^
r af^ — r , a-f-6 — {J _ /ô — r
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La quantité c représente la dépense K divisée par le nombre total de tonnes transportées ou par le poids Q.
Les autres éléments ont la même signification que dans le premier cas.
IV® Cas. — On ne tient pas compte de la dépense de construction. Le nombre absolu des stations varie avec la pente y mais leur répartition kilométrique ne varie pas,
(4) G = QJLi£i.
^^' looo q
N et U, mêmes valeurs que dans le IIP cas, en remplaçant K par Kl .
A et B disparaissent;
Kl est égal à K augmenté des dépenses kilométriques des stations (exploitation proprement dite, service commercial et entretien des bâtiments).
CHAPITRE V
CALCUL DE LA PENTE ÉCONOMIQUE POUR UNE RAMPE EXPLOITÉE CONCURREMMENT AVEC UNE SECTION HORIZONTALE.
53. — Nous passons à la recherche de la pente économique dans rhypolhèse où il n'y a pas d'exploitation spéciale pour la rampe. Les trains doivent la parcourir en gardant la composition qui leur est assignée sur le reste du réseau, et ils ne reçoivent le secours d'aucune machine spéciale ou supplémentaire. En un mot, la rampe n'est qu'un accident plus ou moins prononcé dans le profil général, et n'entraîne aucune particularité d'exploitation.
11 n'est pas indifférent, on le comprend, d'adopter une pente ou une autre. Il faut concilier les intérêts de la rampe avec ceux de la ligne horizontale, et cette conciliation dépend de l'importance relative de chacune des
deux sections du réseau. 11 s'agit précisément de déterminer la part exacte qu'il convient de faire à ces influences opposées.
La marche à suivre ne diffère pas d'ailleurs de celle du chapitre précédent. Nous formerons l'expression de la dépense faite, tant sur la rampe que sur le palier, et nous égalerons la dérivée à zéro. La dépense de la partie horizontale dépend évidemment de la pente adoptée. Car cette inclinaison détermine la composition des trains sur la rampe, et comme la composition demeure la même sur la totalité du réseau, l'influence s'en fait sentir sur la ligne horizontale. Nous aurons donc deux fonctions à chercher : i** celle qui concerne la dépense de la rampe; 2? celle de la section en palier. -
54. — En conservant les mêmes notations que précédemment, la dépense totale de la rampe continuera à être exprimée par le polynôme suivant :
.. „ ^ H / a loe
looo \ir q
-f-jiCH-K-t--aQ-f-2/i(a4-6 — -^-f-^^M t\
\ 1 \ 2 2r / ) looo/i
h représente, non plus la pente économique déjà trouvée, mais la nouvelle valeur qui doit convenir au cas
actuel.
La dépense kilométrique de la ligne horizontale s'obtient facilement. Si l'on se reporte aux considérations dé- • veloppées dans le chapitre III, on reconnaît immédiatement :
I® Que dans le service du matériel et de la traction il y a lieu de distinguer : i** une partie indépendante de la
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pente, savoir Fentretien et le graissage des véhicules, à l'excepUon des machines; 2** une partie dépendante de la pente et égale k^na-^-aQ, dépense occasionnée par le transport, dans chaque sens, de n locomotives et du
trafic - Q ;
2° Que Texploitation proprement dite et le service commercial fournissent également une partie constante
et une partie exprimée par Q — h : cette dernière quantité représente, comme on sait, les frais dus à la présence des freins supplémentaires nécessités par le service de la rampe, frais qui se produisent sur tout le parcours si Ton admet que le régime de l'exploitation ne subit pas de modification ou que la composition des trains demeure la même sur Tensemble du réseau (*);
(*) Dans l'hypothèse où Ton ne change rien à la composition des trains pour passer de la ligne horizontale à la ligne inclinée, il est clair que TËtat doit imposer des conditions de sécurité en rapport avec les nécessités de la rampe, et qu'il prescrira, par exemple, de mettre un frein par 8 wagons au lieu d'un frein par 10 wagons. L'exploitation entière se trouve naturellement grevée par cette clause d'un intérêt tout local. Il peut arriver alors que l'administration du chemin de fer préfère affecter un personnel supplémentaire au service exclusif de la rampe, de sorte que chaque train emprunte, en entrant sur ce parcours, un certain nombre de gardesfreins, qu'il abandonne en en sortant. Gela revient à dire que le
terme — h disparaît de l'expression de la dépense sur la ligne
horizontale. Il en est de même quand l'inclinaison est assez faible pour que le nombre de freins nécessités par les conditions générales du service paraisse suffisant pour parer aux besoins spéciaux de la
3*» Que dans le chapitre des Bàlimenls et de la Voie on doit, comme dans celui du Matériel et de la Traction, distinguer : I** une partie constante, comprenant Tentretieii des bâtiments, la surveillance de la voie, Tusure produite par le passage du poids total à l'exception des machines 2® une partie égale à 2 /i6, laquelle exprime la part d'usure afférente aux n machines circulant dans chaque sens à h tête de leur charge (*).
Si Ton représente par K, l'ensemble des frais kilométriques indépendants de l'inclinaison, les frais d'exploitation seront égaux à
K.-f-aQH- Q — A-f-2w(a + 6).
Il est visible que K, représente précisément la valeur que prend K dans l'expression de la dépense sur la rampe, quand on suppose que la répartition kilométrique des stations ne varie pas avec la pente.
Cela posé, soit Ci les frais d'établissement par kilomètre, et L la longueur, en mètres, de la ligne horizontale;
le nombre de kilomètres sera égal à ; et la fonction
rampo. La dépense des freins demeure ainsi indépendante de la valeur de la pente.
( "* ) La dépense par passage do machine n'est pas cxactemeni égale à 6, puisque € représente d'autre part l'usure sur la rampe. Or la charge sur la ligne horizontale nécessitant un moindre effort de traction que sur la voie inclinée, l'usure y est moins considérable. Mais comme la différence ne saurait être très-importante, nous continuons à représenter cette quantité [)ar 6, afm de ne pas compliquer inutilement les calculs.
de la penie qui exprime la dépense sur "le palier sera celle-ci :
(iC.-hK. + aQ)^ + [Q^A4-2;i(a + 6)]--
ooo
55. — En fin de compte, la dépense totale S, réalisée sur l'ensemble du réseau, est liée à h par Téquation suivante :
S = (iC.4-K.-h«Q)-^
ooo
ooo
looo \ir q j
-h ïG+K + -«QH-2w(a4-6— -^-H— M ,-
L 2 \ 2 2r/Ji ooo h
Si Ton s'en lient rigoureusement à cette formule, les calculs seront très-compliqués et Téquation de la pente économique sera du quatrième degré. En effet, la différentiation du second membre donnera :
i** Pour la partie de ce membre qui représente la dépense sur la rampe, une quantité fractionnaire de la
forme h^ifù^ j\^ — ^' ^ et N ayant les expressions que nous avons vues dans le chapitre précédent ; a'* Pour la partie qui représente la dépense sur la ligne
horizontale, un polynôme formé du terme Q -^ et
looo q
de la dérivée de 2w{a-i-o), cette dérivée étant, d'après
la valeur connue de n, une fraction dont le dénominateur
est (fQ^-r—hy.
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Dans le problème déjà traité, on n'a affaire qu'à la première de ces deux expressions fractionnaires, et il suffit, pour la condition du minimum, d'égaler son numérateur à zéro, ce qui conduit à une équation du second degré. Mais ici il faut annuler la somme des trois quantités dont nous venons de parler. Or en chassant les dénomina-
- . i-w L io«
teurs, la constante Q se trouvera multipliée par
le dénominateur commun A'(/ô — r— A)», et fournira par conséquent un terme du quatrième degré. Aucune
réduction ne sera possible ; car le coefficient Q '^*
looo q
de ce terme ne figure dans aucune des deux expressions fractionnaires.
Une solution aussi compliquée serait peu intéressante. 11 est préférable, pour amener la simplification des (ormules, d'admettre que la quantité Q disparaît de
la dépense de la ligne horizontale. En d'autres termes, on suppose que la rampe est pourvue d'un personnel spécial de gardes-freins supplémentaires, ou que la circonstance de cette rampe ne modifie pas sensiblement la proportion de freins qui serait déterminée par les autres conditions de l'exploitation. Selon que la pente est faible ou importante, l'un ou l'autre de ces points de vue peut être adopté raisonnablement, sans qu'il en résulte une
erreur appréciable. La suppression du terme Q ^
looo q
est d'ailleurs d'autant plus légitime dans tous les cas,
que la dép/ense des freins supplémentaires est minime
par rapport aux autres frais. Elle n'atteint une véritable
importance que sur les pentes très-fortes, comme lors-
qu'il s*agit de rampes exploitées isolément. Mais quand le service est commun, la pente est toujours modérée, et les freins supplémentaires sont en petit nombre. Pour ces motifs nous négligerons le terme qui en exprime la dépense.
56. — L'équation du minimum devient, par la suppression des constantes,
rfA ( " ^ ' lOOO
£C-hK+-«QH-2/i a-4-6 ^H ) Ti=o.
L 2 \ 2 2r/Jiooo^)
La dérivée du second polynôme est connue. Nous en avons rappelé tout à Theure la valeur, trouvée au chapitre précédent. Elle est égale à
MA'-l- 2NA— N(/0— r) H
h^lfB — r—hy looo
M et N ayant, comme on sait, les expressions (a) consignées au n** 4-0.
Quant à la dérivée de la première partie, elle se détermine très- rapidement. Remplaçons n par sa valeur
iQ r-h/i
- — 7ï- , 5 nous aurons
2 mfO — r — h
L'équation (2) devient par conséquent, en multipliant tous les termes par looo,
Réduisons tout au même dénominateur, et ordonnons les termes par rapport aux puissances de A. Représentons
en outre par m le rapport p' Q^î marque la proportion
de rampe et de palier du réseau ; la relation de la pente économique deviendra
(4) rM + m/9 J(a + 6)lA'-f-2NA— (/G — r) = o.
Celte équation ne diffère que par le coefficient de A* de celle déjà trouvée (n** 39) dans le cas d'une rampe exploitée isolément.
Pour simplifier les formules, nous poserons
et la relation ci-dessus prendra la forme ordinaire
(5) M,A'-f-2NA — N(/9-'r)=:o.
On sera dès lors conduit, comme dans le chapitre précédent, à écrire
P, = N + (/e-r)M„ U, = |!, et à meure la valeur de la pente sous la forme
Nous remplaçons A par Ai, afin de distinguer cette nou-
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Ile valeur de la pente de celle qui convieni à Texploton de la rampe seule.
57. — L'expression de Ai en fonction des éléments clirçcts de la question est aisée à obtenir. Il suffit de substituer à Ml sa valeur dans l'expression de P,, et de là on <léduira U,. En effectuant les calculs, qui n'offrent d'ailleurs aucune particularité digne de remarque, on parvient aux formules suivantes, analogues aux formules (a) et [c] des n»» 40 et 41, et qui jouent ici les mêmes rôles :
N.=Qr(f ^%--±^*) +(/C + K)(/e-r).
af^—r a-t-e— i*
2 r CI
^n peut donner à Pi et à U, une autre forme en faisant intervenir les polynômes P et U du chapitre précédent. On a évidemment, en décomposant convenablement l'ex- Pression de P.,
P. = P + m/ôQ(/0-r)^
us
P+m/eQ{/e-r)^ U' = *^ '^
mf9Q{fQ-r]
N Mais, en vertu des relations suivantes :
et
on peut écrire
mpQ (/e - r) l±i U=
• On en déduit par des transformations évidentes
,) u,=uyi
2 r cj
d'où enfin
(2) U, =Uv'H"W(/Ô — r)X,
en repf ésenianl abréviativement par X la fraction sous le radical. II est facile de voir que > est moindre que l'unité : il suffit, pour cela, de montrer que - est plus
grand que ^--? ou que a- o est plus quand que $.
vj r
fB — r En effet, d'après ce qu'on a vu au n® 43, "^ w représente le poids total que la machine pourrait remorquer sur un palier, et a «^ u la dépense de traction de
cette charge. De son côté, S est une consommation de combustible* inférieure à celle de la machine marchant à vide (n° 28). La première quantité est évidemment plus grande que la seconde.
On peut donner à la valeur de U, une autre forme en
supprimant - 9, toujours très-petit devant a et 6, et, à plus
forte raison, négligeable dans l'ensemble du polynôme
- ^ 1 î— • Dans 1 expression (i) rempla-
fQ P
çons fB — r par r — > et divisons les deux termes de
la fraction par le produit ^ • Cette fraction
deviendra
mr
ats
Le multiplicateur de mr est visiblement plus grand que
l'unité. En effet, chacun des deux termes du dénomina-.
leur est fort inférieur à -• H est superflu de Texpliquer
pour le second terme, et quant au premier, on le constate aisément, car au, dépense de traction d'une charge égale au poids de la machine, est moindre que la dépense a de cette même machine. Si Ton représente par s la somme
des deux fractions -7 rr -f- -7^ j la valeur de U, de-
vient
(3) u. = uy/
mr
L'expression de Ui en fonction de U nous montre que le premier de ces polynômes est toujours supérieur au second, et que, par suite. Ai est moindre que h : résultat auquel on devait s'attendre. La différence entre U» et U est d'autant plus considérable que le rapport m est plus élevé, ou que la partie horizontale prédomine sur la partie inclinée. Si m diminue indéfiniment jusqu'à s'annuler. Ut tend vers U, et, à la limite, la pente économique se confond avec celle trouvée au chapitre précédent. Au contraire, si m devient infini. Ut est infini aussi^ et la pente est nulle ; ce qui doit être, car la partie horizontale existe alors seule.
58. — Il n'est pas sans intérêt de comparer les valeurs des deux pentes économiques h et Ai. On a
A=îi -., A, = î^ rr-»
et par suite
ou bien
(2) A-A. = A-p— JJ-.
On peut prendre aussi le rapport des deux pentes,
Une remarque importante se présente.
Dans la comparaison que nous venons de fôire, nous avons considéré /ô — r comme un facteur commun aux expressions de A et de Ai. Ce point de vue n'est légitime qu'à la condition que les coefficients /, et r aient les mêmes valeurs dans les deux modes d'exploitation dont on s'occupe. Cette identité n'a pas nécessairement lieu, ^t il arrive même fort souvent que le contraire se produit dans la pratique.
En effet, sur les fortes rampes, où il s'agit avant tout d'avoir des machines puissantes, susceptibles d'un grand effort de traction, on étend, autant que possible, l'accouplement des roues ; et d, rapport du poids moteur au poids de la locomotive, atteint quelquefois la valeur i (comme sur la section de Busalla à Ponte-Decimo, du chemin de Gênes). C'est le cas des rampes à exploitation spéciale. Lorsqu'on veut, au contraire, rendre l'exploitation commune à une partie inclinée et à une partie horizontale, les convenances de la rampe sont forcément subordonnées en partie à celles de l'autre section. On ne peu^plus
sacrifier la vitesse à la charge, et il est indispensable que les trains desservent le réseau à la marche exigée habituellement des chemins de fer (*). Or l'accouplement est, comme on sait, un obstacle à la rapidité de Tallure de la locomotive. C'est ainsi que dans les convois de voyageurs, les express notamment, Tessieu moteur est indépendant des autres. Le coefficient B prend donc une valeur sensiblement moindre ; et, bien que les machines à marchandises puissent conserver un accouplement prononcé, il n'est pas impossible de voir le rapport moyen du poids
moteur au poids total descendre à - et même au-dessous. D'après cela, on n'a pas généralement le droit d'attribuer à la même valeur dans l'expression de h et dans celle de Ai.
Pareille observation s'applique, quoique à un degré moindre, au coefficient r. La résistance au mouvement horizontal est par elle-même absolument indépendante du type de la machine et de la composition du train. Mais il ne faut pas perdre de vue que l'organisation du service a pour résultat de donner à la moyenne des trains une vitesse plus grande que dans le cas d'une exploitation spéciale pour la rampe. Par conséquent, le coefficient r prend une valeur plus considérable. Toutefois, comme la vitesse peut être ralentie pour les convois de marchan-
(*) Sur une rampe exploitée séparément on se contente de vitesses moindres que dans Tautre cas , et c'est naturel : car, la pente étant beaucoup plus forte, le parcours est beaucoup moins long. Lorsqu'on adopte une inclinaison modérée, il est juste de composer par la vitesse l'accraîssement de parcours, afin d'effectuer le trajet dans des conditions de délai conTenables.
dises, la différence ne porte que sur la moindre partie des transports. L'erreur commise, en conservant la même valeur, est donc plus faible pour r que pour 0.
Le coefficient d'adhérence pratique /ne varie pas dans les deux cas. Nous avons dit, en effet (n''24), que sur un réseau ordinaire on peut prendre l'adhérence au 8*, comme sur les plus fortes rampes, pourvu que la composition des trains soit réglée de manière à satisfaire au maximum de pente rencontrée sur le réseau. Dans le cas actuel précisément, on a calculé la charge des trains au point de vue de la rampe, et celle-ci a nécessairement une inclinaison supérieure à celles qu'on trouve sur les réseaux ordinaires (sans quoi le calcul serait sans objet). La composition des convois, réglée d'après l'adhérence au 8*, est donc très-large pour la partie horizontale, plus large même que les convenances du service ne l'exigent. Ainsi, rien n'empêche de conserver à / la valeur qui lui est attribuée sur les fortes rampes exploitées isolément.
Nos remarques ne doivent pas s'arrêter là, et il y a lieu de les étendre aux polynômes Uet U,, bien qu'ils n'aient pas joué le rôle de facteur commun dans les formules précédentes. Il ne faut pas perdre de vue que ces polynômes diffèrent réellement entre eux, non-seulement par Informe algébrique de leurs expressions, mai3 aussi par les valeurs de plusieurs des éléments qui y figurent. Cela ressort, pour et r, des considérations que nous venons d'exposer. Ces coefficients ne sont pas les seuls auxquels s'appliquent de semblables restrictions. Ainsi . le poids o varie généralement, d'après le même principe que les machines puissantes, lourdes par conséquent, s'adaptent mal à une marche rapide. Les quantités a et €
varient naturellement dans le même sens, et lesrapports
— » — > — prennent tous des valeurs différentes. Nous
VJ VJ tjj
avons vu (n® 45) que Tun de ces rapports augmente, tandis que l'autre diminue, et qu'il est impossible de rien conclure à priori sur le sens des variations de leur somme. Toutefois, si u n& dépasse pas certaines limites, la somme ne change pas beaucoup, en sorie qu'on peut, à la rigueur, faire abstraction de cette circonstance dans la comparaison des polynômes U et Ui. Si nous voulions pousser plus loin cette analyse, nous reconnaîtrions qu'il n'y a peut-être pas un seul élément qu'on ait le droit de regarder comme constant dans les deux cas, par suite même des modifications de service, qui, à égalité de trafic, sont dues au système différent d'exploitation. Mais ces nuances peuvent être négligées, avec encore plus de raison que
pour la somme des rapports — ? — • Il n'en reste pas moins
l'inégalité de r et surtout celle de 0, qui ne permettent pas d'exprimer, par exemple, U, en fonction de U^par la formule du n*» 57.
Ces diverses, circonstances ont pour résultat commun de diminuer la valeur de la pente économique. Il suffit, pour s'en convaincre, de se reporter à la discussion du n** 45. On y a vu que et o venant à décroître, ou r à croître, l'inclinaison s'abaissait dans tous les cas. Une discussion analogue fournirait ici la même conclusion.
Si Ton veut tenir compte des variatitDns dont nous venons de parler, les formules concernant les deux modes d'exploitation ne sont plus comparables entre elles, et leur rapprochement perd tout intérêt. C'est ainsi que, en
distinguant par un indice les quantités r et 0, différentes dans le second problème, la relation (3) ci-dessus prend la forme peu instructive
Ai _ /Q. — r. i-hU h ■" p — r i-hU, '
La formule (i) reste également à Tétat de différence indiquée, sans aucune réduction possible :
Aussi, dans la suite, quand nous voudrons comparer théoriquement les résultats des deux modes d'exploitation, continuerons-nous à attribuer les mêmes valeurs aux divers coefficients employés. Ce n'est que dans les appréciations numériques que les différences pourront être introduites.
59. — L'expression de la charge du train moyen n'est pas plus difficile à obtenir qu'au n*» 46. Il suffira de remplacer partout U par U,. Si je désigne cette charge par n,, j'aurai évidemment
Le rapport de ce poids à celui qui pourrait être remorqué sur un palier a pour expression
Prenons aussi le rapport de la charge n, à la charge obtenue dans le premier problème :
fa I
(") îr= — jrr-
Cette dernière formule n'a pas grande importance .
« 60. — Passons maintenant à l'expression de la dé—
pense.
Elle se compose, comme nous avons vu, de deux parties : celle de la ligne horizontale et celle de la rampe.
(]ette dernière peut se mettre sous la forme
, „ ^ H loc MA4-N H
A-+-B4-Q Y- r-p2 j-TT »
looo q (jB — r — h) h looo
M et N ayant les valeurs [a) du n® 40.
En effet, la forme de cette expression est tout à fait indépendante de la grandeur quelconque attribuée à h. Bien qu'elle ait été établie à l'occasion de la recherche de la pente économique d'une rampe isolée, il suffit de se reporter aux calculs du n** 42 pour se rendre compte qu'elle n'implique aucune valeur particulière de h. Rien donc n'empêche d'admettre que A représente précisément la pente du problème actuel. Si, conformément aux notations antérieures, nous désignons par G le polynôme ÀH-B-fQ -f la dépense en question a
looo q
pour expression
M//-hN H
(/0 — / — h) h looo
L'autre partie de la dépense est égale à
/ô — r — h m lOOO
en posant, pour abréger,
I={iC,+K.^-aQ)
lOOO
On aura la dépense totale en faisant la somme des deux quantités ci-d6SStis, et y remplaçant h par se valeur
connue
La considération de cette dépense totale n'offre qu'un médiocre intérêt. Nous nous borneront à examiner la part afférente à la ranûpe.
A cet effet, reprenons le polynôme qui l'exprime, et
remarquons tout d abord que la fraction , ^ , w
ne peut pas, comme au n** 47, être ramenée à la forme simple yfQj_^ (/ -> car l'inclinaidon A est ici fonction,
non plus de i/ ^» mais de 1/^5 P» étant différent de P.
Dès lors le principe des transformations disparaît, comme il est facile de s*6n convaincre en se reportant aux calculs du numéro précité. Mais on n'en a pas moins
U, pi-enant la place de U.
D'autre pari on peut écrire
P_N _ NU'— N /O — r~/ô — r
On en déduit
i + Ui i+Ui
et par suite
MA + N _N(U'+U.)(i + U.)
Désignons par Si la dépense totale sur la rampe; l\ pression de la dépense variable Si — G ou ii sera finale ment la suivante :
On reconnaît que cette formule se confond avec cel du n° 47 lorsque Ui est égal à U, c'est4i-dire quand il m' a pas de section horizontale.
On peut mettre cette valeur sous une forme analoguA
à celle de la relation (i) du même numéro, en remarquant que -A est égal à j-t^ ^î' ^' vient alors
Celte formule esl plus compliquée que celle du cha- Ipitre précédent à cause de l'inégalité de U et de XJ,.
Il n'est pas difficile d'avoir la dépense variable par Ulo- Imèlre de rampe. En la représentant par a,, son exprès- ' pion est évidemment
il')
, 61 . — Si l'on voulait comparer ces diverses valeurs de a dépense avec celles déjà obtenues, en tenant compte liriation des coefficients r, B, etc., les formules se- I comme nous l'avons remarqué, beaucoup trop ■iquées pour offrir quelque intérêt. 11 est pré- Ile de continuer ce que noua avons déjà fait pour la ^araison des deux pentes, et d'admettre que les di- 6 coefficients conserventles mêmes valeurs. Dans cette fcolhèse la différence des deux dépenses totales ou des mx dépensas variables devient
^.[„.„,,(..M.;)_„.„,]JL.
Ui CHAPITRE V. - CALCUL DE LA PENTE.
La quantité entre parenthèses peut s'écrire
(i+U.)(U.4-U') , ,,,, U?+U'-2UU , (U,-U)'
u; (i+u)= — û; — =—ur
d'où résulte
H N (Ut-U)^ • 1000/1=^ U.(n-U)=
Cette formule exprime l'accroissement de dépense qui se produit quand, au lieu d'exploiter la rampe isolément avec la pente économique, on adopte un service commun à la rampe et à la section horizontale, en employant d'ailleurs les mêmes types de machines et en marchant à la même vitesse. Cet excédant de frais serait plus grand encore si l'exploitation spéciale avait dû être faite avec des machines appropriées aux fortes inclinaisons.
Nous laissons de côté cette autre augmentation qui peut se produire en même temps sur la ligne horizontale par suite de l'obligation où l'on est de concilier la composition des trains avec les exigences de la partie inclinée.
Si l'on veut prendre le rapport des deux dépenses variables, il suffit de diviser les deux relations (g*) et (gi) l'une par l'autre. On a immédiatement
'^ÏL
On obtient de la même manière
Le rapport =^ étant moindre que l'unité, <y est plus
grand que ^i. Cela doit être, puisque nous comparons les dépenses sur une même longueur de chemin, et que la première inclinaison est supérieure à la secondées. — Dans ces diverses questions nous avons supposé tacitement qu'il n'y avait qu'une seule hauteur à franchir. Les résultats seraient évidemment les mêmes si H représentait la somme de plusieurs hauteurs successives, dis*tribuées sur le parcours du chemin. Rien n'empêche de concevoir que les rampes correspondantes soient disposées bout à bout de manière à constituer une rampe unique. Les conditions de la dépense ne seraient pas changées, du moins en théorie. On devrait trouver dès lors pour A, et pour Si les mêmes valeurs obtenues cidessus ; en d'autres termes. A, représenterait l'inclinaison commune à toutes les rampes, et S. la somme des frais effectués sur leur parcours. Il faut admettre, pour donner au problème toute sa généralité, que l'on commence par faire la somme des diverses hauteurs à franchir sur la ligne considérée, et que c'est cette somme qui doit être comparée avec celle des parcours horizontaux pour arriver à la pente la plus avantageuse possible.
Cette comparaison paraît au premier abord illusoire, parce que sur un chemin de fer les hauteurs rencontrées sont extrêmement multipliées, et constituent en quelque sorte l'état normal du terrain. Il sufût de jeter les yeux sur le profil d'une ligne quelconque pour reconnaître que la voie n'est presque jamais rigoureusement horizontale, majs présente au contraire une succession perpétuelle de montées et de descentes diversement inclinées. Si
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Ton voulait former la somme de toutes les hauteurs et la comparer au développement des paliers, on arriverait à des conclusions complètement fausses, car la faiblesse du rapport conduirait à traiter un chemin en plaine comme un chemin en montagnes, et à s'occuper de fortes pentes là où un tracé non accidenté est évidemment de circonstance. Mais, ainsi que nous en avons fait la remarque au début de ce livre, on assimile aux paliers les rampes dont Finclinaison ne dépasse pas certaines limites, 5 ou 6 millimètres par exemple (*); je veux dire par là qu'il n'en
(*) Le maximum de 5 millimètres a été fréquemment adopté sur les chemins de fer français. J'ignore quelles considérations théoriques ont conduit à prendre ce chiffre plutôt que tout autre , mais on en pourrait trouver une raison dans les lois générales de l'exploitation, et notamment dans les phénomènes de la traction : L^inclinaison de 5 à 6 millimètres par mètre est la limite supérieure de celles pour lesquelles, à la vitesse moyenne des trains, il n^y a aucune perte de force motrice. C'est ce que nous allons expliquer.
Quand un train gravit une pente, la machine doit surmonter : 1° la résistance au mouvement horizontal; 2*^ la composante de la gravité. A la descente^ la machine surmonte encore la résistance au mouvement horizontal, mais elle est aidée par la composante de la pesanteur. Si la pente est assez faible pour que cette dernière action puisse s'exercer en liberté sans que le train risque de prendre une trop grande vitesse, elle entrera tout entière en déduction de la force nécessaire pour vaincre la résistance horizontale, et l'on gagnera à la descente de la rampe tout ce qu'on avait perdu à la montée. Quand, au contraire, la pente est trop rapide, il faut enrayer le train, c'est-à-dire perdre une partie du travail dépensé à la montée. Les expériences faites sur la résistance au mouvement horizontal ont montré que dans des circonstances normales et à la vitesse moyenne de ^ à 35 kilomètres, la résistance du convoi et de la machine est^ par tonne du poids total , de 5 à 6 kilogrammes ;
résulte aucune parlicularilé dans Torganisalion du service. Aussi le tracé n'est-il presque jamais déterminé par la condition d'éviter de semblables rampes. Indépendamment des difficultés qu'on rencontrerait pour agir autrement (augmentation de parcours» travaux plusdispendieuXy etc.), il y a une raison, inhérente à l'exploitation même, qui commande d'en agir ainsi. En effet, même sur une ligne parfaitement horizontale, les trains ne peuvent être composés de manière à utiliser toute la puissance de la machine à la vitesse normale. Il faut laisser subsister un excédant de force considérable, soit pour lancer le train assez rapidement au départ des stations ou après les arrêts accidentels de route, soit pour faire face aux circon-
c'est aussi la valeur de la composante de la pesanteur sur une rampe de 5 à 6 millimètres. Ainsi, avec une pareille pente, un train, sous la seule action de son propre poids, descendrait librement à la vitesse moyenne, et aucune portion du travail dépensé pour vaincre l'inclinaison à la montée ne se trouverait perdue à la descente. Il en serait autrement avec dés pentes un -peu supérieures.
Cette même considération montre en outre que Tentretien de la voie sur de pareilles rampes ne doit guère différer de Tentretien sur un palier ; en d'autres termes, le surcroît d'usure de la voie, à la montée, est contre-balancé par une égale diminution à la descente. Ce qui rend en effet, dans le premier sens, le train plus nuisible à la voie que sur une ligne liorizontale, c'est que la machine est obligée de développer un effort tangentiel plus considérable; mais comme, en descendant, cet effort est réduit dans la même proportion ^ la voie se trouve soulagée autant qu'elle avait été éprouvée.
Enfin de pareilles pentes n'influent pas sur la composition des trains, car celle-ci est réglée, même sur une ligne horizontale, de façon à laisser disponible une force suffisante pour permettre de gravir une rampe de 5 millimètres.
lO
stances atmosphériques particulièrement défavorables, telles que le vent, Thumidité des rails, etc., soit enfin pour vaincre le surcroît de résistance due aux courbes, aux parties défectueuses de la voie, etc. Cet excédant de force disponible n'est pas inférieur à la puissance nécessaire pour faire gravir aux trains une rampe de quelques kilomètres de longueur et de 5 à 6 millimètres d'inclinaison. Pourvu donc que Tinfluence de la pente ne coïncide pas avec les autres causes que nous venons d'indiquer, un convoi composé au point de vue d'un parcours horizontal sera également en état de franchir une pareille rampe, sans qu'il en résulte aucune modification dans le service (*). En d'autres termes, la charge des trains peut être considérée comme réglée au même chiffre, soit que le réseau comporte des pentes de 5 millimètres, soit qu'il ait tout son développement en palier.
D'après cela, toutes les fois que les ondulations du sol sont de telle nature qu'on puisse les franchir, sans dévier ou allonger trop sensiblement le tracé, avec des inclinaisons modérées, il est superflu de chercher une autre solution, et l'on regarde le parcours comme horizontal au point de vue de la comparaison dont nous pariions tout à l'heure. Ainsi il y aura une distinction fondamentale à établir entre les diverses hauteurs rencontrées, selon qu'il sera possiblç de les franchir directement avec des
(*) C'est pour ce motif qu'on évite d'établir une station sur une rampe. Indépendamment des inconvénients qui pourraient en résulter pour les manœuvres dans la station, les trains auraient beaucoup de peine à se lancer au départ. Aussi a-t-on soin en général de continuer la voie horizontalement sur une certaine longueur au delà de la station, et de ne reprendre le profil incliné qu'à la suite.
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pentes de 5 millimètres ( si telle est Isi limite c|u'on s'est assignée), ou selon qu'il faudrait recourir à des pentes notablement supérieures.
J'ajouterai qu'une semblable théorie ne peut avoir son application que dans des régions fortement accidentées. Partout ailleurs, quand les inclinaisons du sol sont généralement adoucies, la somme des hauteurs ou la quantité H des formules est très-réduite, et par suite le rapport m du parcours horizontal à celte somme est un nombre fort coiïsidérslble. Dès lors la pente économique fournie par le calcul diffère peu de la limite d'inclinaison qu'on s'est assignée à priori dans la construction. L'intérêt du problème disparaît, et il est plus simple de s'en tenir pour toutes les ramfpes à cette limite elle-même. Les faibles allongements de parcours qui en résultent sont amplement compensés par l'avantage d'avoir un régime uniforme sur toute la section.
©3. — Nous terminerons ce sujet par une remarque analogue à celle du chapitre précédent. Je veux parler du cas où la traversée de l'obstacle donne lieu à une raftipe symétrique de part et d'autre. Le seul changement introduit dans l'expression fondamentale delà dépense porte
sur la longueur r de la rampe. Cette quantité doit être
doublée, et, en conséquence, le rapport m diminué dé moitié. Ainsi toutes les formules s'appliquent au cas actuel, à la condition d'y remplacer m par - m.
Nous ne parlerons pas des diverses hypothèses qui peuvent être faites sur les éléments de la dépense, comm« pour une rampe exploitée isolément. On verrait sans peine
lO.
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par une récapitulation semblable à celle du n*' 52, les modifications que subissent les formules quand on calcule la pente au point de vue exclusif de l'exploitation, ou quand la répartition kilométrique des stations est indépendante de rinclinaison, etc., etc.
Des machines de renfort.
64-. — La solution que nous venons de présenter n'a d'intérêt, avons-nous dit, que dans les régions très-accidentées, où Ton ne peut songer ni à exploiter chaque rampe par un service spécial, ce qui conduirait à remanier les trains beaucoup trop fréquemment, ni à se renfermer dans la limite des pentes ordinaires (5 à 6 millimètres), ce qui entraînerait de grands allongements de parcours. Mais quand les rampes sont en petit nombre, la solution ne s'applique plus ou plutôt devient illusoire, car le rapport de la somme des parcours horizontaux à la somme des hauteurs est un nombre tellement élevé que la pente économique fournie par la formule (6,) du n® 56 diffère peu delà limite de 5 à 6 millimètres et peut même lui devenir inférieure, ce qui enlève toute utilité au calcul théorique. D'un autre côté, on ne veut pas recourir à une exploitation spéciale pour les diverses rampes (à moins qu'elles n'aient une grande importance), parce que la condition de rompre le service aux extrémités de chacune d'elles entraîne de sérieuses difficultés pratiques. Il y a lieu de rechercheij^si entre l'exploitation spéciale proprement dite et une exploitation absolument commune, il ne se trouve pas quelque mode intermédiaire qui permette d'échapper aux difficultés de la première, tout en étant moins dispendieux que la seconde. De là le système
des machines de renfort en usage sur plusieurs chemins
defer(*).
65. — Dans le système des renforts, les trains ne sont pas remaniés au pied de la rampe, mais ils conservent leur composition ordinaire, comme dans le cas d'une exploitation commune. Seulement, quand la machine du train est insuffisante pour gravir la rampe, on ajoute en tête une machine de renfort. C'est ainsi, par exemple, qu'on procède à Ëtampes. Quand la pente est très-raide, on peut craindre que la charge du convoi entier ne détermine sur les attelages de tête un tel effort de traction que la rupture risque de s'ensuivre. Il est préférable, en pareil cas, au moins pour les trains de marchandises, de diviser chaque convoi en deux, et de faire remorquer chaque moitié par une seule locomotive. Telle est la pratique (lu chemin du Bourbonnais (**). Cette division du train ne
(*) On peut citer comme exemples de l'emploi des renforts la rampe d'Étampes (chemin d'Orléans), celle de Rivc-de-Gier (chemin de Paris à Lyon par le Bourbonnais ), celle de Creil (chemin du Nord), etc.
{**) L'emploi de deux machines attelées simultanément, l'une en tète, l'autre en queue, qui permettrait de ne pas dédoubler le train, parerait au danger de la rupture des attelages, mais oilrirait des inconvénients d'un autre genre. Il est arrivé, par exemple, sur la rampe de Rive-de-Gier, qu'un train ainsi remorqué a fait ventre subitement pendant la marche, c'est-à-dire que la machine de queue, tendant à aller plus . vite que celle de tête, le milieu du train, pressé entre les deux locomotives, est sorti de la voie. On peut ajouter d'une manière générale que les deux mécaniciens, séparés par le train, s'entendent difficilement pour régler la marche.
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constitue pas d'ailleurs un remaniement, car chaque wagon conserve son chargement primitif.
On aperçoit immédiatement ce qui distingue l'emploi des renforts d'une exploitation spéciale proprepfient di^e. La pente, au lieu d'être calculée de manière à correspondre aux moindres frais possibles, a une valeur tout à fait arbitraire, qu'on peut néanmoins considérer comme soqnfiise à un maximum déterminé par la condition qu'ui^ train normal du réseau puisse franchir la rampe à Taide de rfcMo: machines au lieu d'une (*). En partant de cette condition, la valeur du maximum se calcule aisément.
Soit n la charge du train composé au point de vue de parcours horizontaux et de pentes de 5 à 6 millimètres. Conservons d'ailleurs les mêmes notations /, cr, 6, r que précédemment. On peut admettre que sur une rampe de 5 à 6 millimètres la composante delà gravité est sensH)lement égale à r; en sorte que le poids du train sera déterminé par la relation
(l) (n+cr) 2r=/0cj.
Soit h le maximum de pente cherché. Le même poids n devant être remorqué par deux machines sur cette pente, on aura
{2) (n+2CT) (r-h A) = 2/ÔCT.
(*) Nous disons deux machines, et non un plus grand nombre. En effet, il y aurait inconvénient et même danger à atteler plus de deux machines à la fois à un train de voyageurs. D'ailleurs FAdministration publique ne le souffrirait pas.
EXPLCMTATiœJ COMMUNE. i5i
Remplaçons n n- o par sa valeur* 5 il vieni
VTr + °)'''+'"=^-^'
ou, eu supprimant le facteur commun o.
d'où enûn
Telle est la limite d'inclinaison des rampes qui doivent être exploitées à Taide des machines de renfort.
66. — Afin de donner à l'expression ci-dessus une forme plus en harmonie avec les valeurs (b) et (6,) déjà trouvées pour la pente économique (n***41 et 56), Dous poserons
en représentant par U, une constante telle, qu'on ait
Nous avons écrit A, au lieu de A, afin de distinguer cette nouvelle valeur de celles que nous avons désignées auparavant par h et /i,.
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La valeur de U, déterminée par la relation (i) est la suivante :
Sous la forme (fr,) il est facile de montrer que Aj est moindre que la pente économique d'une rampe exploitée isolément avec le même type de machines. Pour nous en assurer, voyons (ce qui revient au même) si U, est plus grand que U. On a dit (n^* kk) que U est toujours inférieur à \/—' Or U, ne diffère guère de cette
dernière quantité. En effet, posons/= g? r=o,oo5, 0= -
(0 ne descend généralement pas au-dessous de cette fraclion dans une machine moyenne), on devra avoir
Le radical est supérieur à 3, et la fraction qui le multiplie est un peu inférieure à ^y, — r ou à -•
Donc le produit diffère peu de Tunité, et U^ de l/— • Par
conséquent U, est plus grand que U, qui est notablement inférieur à cette quantité.
L'expression de la dépense faite sur la rampe avec la pente A» se calcule comme au n° 60. La partie variable est représentée, quelle que soit l'inclinaison, par le terme
T7^ TTi lï faudra remplacer h par la valeur ( 6,)
(/0— r— A)A looo * '^ \ /
ci-dessus; les transformations s'effectueront identiquement de la même manière, avec cette seule différence que U, figurera au lieu de U,. On arrivera à un résultat
de même forme :
(g.) S,-Gou., = _-l__^__.
On trouvera de même
pour la différence des dépenses totales ou variables qui se rapportent à Texploitation spéciale et à l'exploitation par renforts.
67. — L'inclinaison maximum A, est en même temps la pente économique par rapport à toutes les inclinaisons plus faibles.
En effet, la rampe étant gravie au moyen de machines de renfort, et, par suite, la composition des trains sur le reste du réseau pouvant être réglée sans tenir compte des nécessités de cette rampe, on se trouve dans le cas d'une exploitation spéciale; à cela près que la pente, au lieu de pouvoir prendre la valeur déterminée au chapitre IV, ne doit pas dépasser le maximum que nous venons de calculer. L'accroissement de dépense qu'on produit en n'adoptant pas l'inclinaison dudit chapitre est d'autant plus considérable qu'on s'en écarte davantage ; et, comme le maximum ci-dessus est inférieur à Tinclinaison économique, on est évidemment dans les meilleures conditions possibles en adoptant ce maximum lui-même.
68. — On se rend compte des avantages que peut offrir, au point de vue économique, l'emploi des machines de renfort, par rapport à une exploitation entièrement commune.
Sur toute la partie horizontale la composition des trains devient plus large, puisqu'on peut la régler sans tenir, compte des nécessités de la rampe. Dès lors la dépense s'abaisse considérablement. D'un autre côté, sur la rampe même, il y a uneautre source d'économie. En effet, quand le profil général n'est pas très-accidenté, ce que nous supposons, la pente déterminée pour une exploitation commune est peu élevée et notablement inférieure à la valeur du maximum ci-dessus. Elle est donc plus éloignée que ce maximum, de la valeur correspondant au cas d'une exploitation spéciale. La dépense y est par conséquent plus considérable^ et on réalise une économie relative en passant à l'inclinaison qui convient aux machines de renfort.
Mais, en balance avec cette double économie, il faut mettre l'accroissement de dépense occasionné par l'emploi de machines qui peuvent n'être utilisées qu'imparfaitement. Le plus souvent les locomotives de renfort en dépôt au pied des rampes ne travaillent qu'une partie du temps, parce que leur marche est subordonnée à la distribution des trains et à la longueur de la rampe. Il arrive même, quand certains convois se succèdent à bref intervalle, que le nombre des renforts se trouve hors de proportion avec le travail effectué. A ces dépenses, qui peuvent être considérables, on doit ajouter les frais inhérents à l'installation même des dépôts.
L'ensemble de ces dépenses excédantes, par kilomètre de rampe, augmente généralement à mesure que l'impor-
lance de celle-ci diminue. Il y a donc un point au-dessous duquel, malgré les avantages relatés tout à l'heure, il y a intérêt à ne pas employer les machines de renfort et à adopter une exploitation parfaitement uniforme.
69. — En résumé, quand les rampes sont très-multipliées, ou quand elles sont en petit nombre et peu importantes, il est avantageux de rendre Texploitation commune. Mais si les rampes sont peu nombreuses et importantes, il vaut mieux recourir aux machines de renfort (*). Quanta la limite qui sépare les motifs de préférence entre ces deux modes, il est impossible de l'assigner exactement par le calcul. Le choix est souvent dicté par des considérations étrangères à la théorie. Ainsi, là où il pourrait être plus avantageux d'employer les renforts, les convenances du service public (au point de vue de la multiplicité des arrêts, par exemple,) peuvent faire renoncer à ce système. L'économie est sacrifiée à l'unité du service. Il est présumable que si une rampe est comprise entre deux stations nécessitées parle trafic, l'Administration supérieure, à moins de circonstances tout à fait exceptionnelles , ne permettra pas l'arrêt intermédiaire pour adjoindre ou retirer les machines de renfort. On devra, si on en emploie, se résigner à leur faire parcourir toute la distance qui sépare les deux stations. Dès lors si la rampe n'occupe, par exemple, que la moitié de cet intervalle, on augmentera considérablement, par suite
( * ) En admettant que le choix ne porte que sur l'exploitation commune et l'exploitation par renforts, l'exploitation spéciale étant écartée de la question.
PROBLÈMES DIVERS SUR LES PENTES
To. — Nous allons examiner successivement divers pro- ^^èmes se rattachani à la question générale des pentes, ^Ui se présentent fréquemment dans la pratique.
Ces problèmes, sous des formes variées, ont généralement le même objet, savoir : déterminer r avantage qu'il peut y avoir à choisir telle pente plutôt que telle autre. Il ne suffit pas de connaître théoriquement la valeur de la pente économique, il faut encore savoir apprécier Timportancc des motifs qui, selon les cas, commandent de l'adopter ou permettent de s*en écarter.
Dans les recherches qui vont suivre, nous nous occuperons de cette partie de la dépense annuelle qu'on a
vue dépendre de rincHnaison (n**4'îr) el que nous avons, pour ce motif, nommée dépense variable. C'est elle effectivement qui présente tout l'intérêt dans un calcul mathématique de pentes. La dépense variable se confond avec la dépense totale quand on suppose : i*» que la répartition kilométrique des stations est indépendante de Tinclinaison ; 2° que les frais occasionnés par les freins supplémentaires, frais toujours très-faibles, peuvent être négligés sans erreur sensible. J'ajoute que la différence des dépenses variables relatives à Tadoption de deux pentes différentes pour rétablissement d'une rampe , est dans tous les cas égale à la différence des dépenses totales ; car la quantité constante afférente à chaque somme disparaît parle fait de la soustraction.
Il nous arrivera fréquemment, moins pour fournir des résultats susceptibles d'application, que pour faire mieux comprendre nos formules, de présenter des exemples numériques. En pareil cas nous attribuerons uniformément aux divers coefficients les valeurs suivantes, conformes d'ailleurs à bon nombre de cas pratiquts, comme nous te verrons plus tard :
/=Q' ® = Â' r=o,oo5y U =
Problème I.
71. — Une rdmpe est établie avec une pente absolument quelconque ; on demande V expression de la dépense : I" pour la rampe totale; 2° pour i kilomètre de longueur.
Soit H la hauteur à franchir, A' rinclinaison adoptée, ei 2:' la dépense variable.
Nous avons vu (n" W) que la dépense totale d'unr ï'ampe est représentée par
MA4-N H 'i -4-
fQ — r — h 1 000 h
^eite expression est tout à fait indépendante de la valeur attribuée à Tinclinaison ; elle subsiste aussi bien pour la pente quelconque h' que pour la pente économique A. On » donc
(,. , H MA'-f-N
Nous avons trouvé (n° k\) }A=^-7rz Si nous fai-
^^ns la substitution, en remarquant que P est égal à NU^ '^ vient
MA'4-N=:y;^^(U»A'-h/0-r-A'), ^^ lij valeur de t prend la forme suivante :
1000/0 — r\A' ' fB — r-^h'
^^> vérifie aisément que cette formule reproduit Téqua-
^^^n [g] du n" 4.7, en faisant h' = h = ^ "Jj »
^ous obtiendrons de la même manière Texprcssion de ^ <iépense kilométrique <t'. En effet, pour une inclinai-
son quelconque, celle dépense csl exprimée simplemen par
MA-f-N
Faisons pour M la même subsUlulion que ci-dessus; viendra
(3) ^'=j^\^-^JT=r7zrK')^
et Ton voil encore qu'en y remplaçani A' par la pen i économique, on retombe sur la formule (/ir) du n"47.
Problème II.
72. — Une rampe peut être établie avec deux inclinai' sons différentes; on demande la différence des dépenses correspondantes : i^ pour la rampe entière; 2? pour i kilomètre de longueur.
Soit A' et h" les deux inclinaisons, absolument quelconques. Pour fixer les idées, nous les supposerons toutes deux moindres que la penie économique, et A'<;A". Soil 2' et 2", o-' et V les dépenses correspondantes, pour la rampe entière et pour i kilomètre.
Remarquons que, par hypothèse, h" s'écarte moins de la pente économique que A' ; en conséquence if sera plus petit que 2'. Inversement, et pour le même motif, ct" sera plus grand que a' : en effet, sur une même longueur de rampe, la dépense est d'autanl plus élevée que la pente est plus forie ; elle sera donc plus considérable sur un kilomètre à pente h" que sur un kilomètre à
pente A'. Ainsi les différences à calculer sont 2' — 1."
Or, d'après le problème précédent, nous avons pour chacune des deux inclinaisons :
-r\h''^fB—r—h')'
d'où, en retranchant membre à membre.
1000 fô — r
Ea quantité entre parenthèses peut, par des transformations évidentes, se mettre sous la forme
^''"-f'') [FF ■" (/e-r~A')(/0-r-A")J' et la relation (i) devient ainsi,
2' _ 2" = -5- Ni*!:^
1000 fB — r
Pour ia différence des dépenses kilométriques, nous fe-
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rons un calcul analogue. Posons d'abord
'^-/n-rV-^/e-r-A';
et ensuite
„, « „._ NU' / h" h' \
On ramène aisément cette dernière relation à la forme
(4) '^-^=^v' (j.,_,Snfl-r-k''r
Selon notre remarque antérieure, la valeur de 2' — 2^ représente aussi la différence des dépenses totales; il en serait de môme pour a*' — a' si Ton supposait que la répartition kilométrique des stations ne varie pas avec la pente, et si Ton pouvait négliger la dépense des freins supplémentaires.
Problème III.
73. — Une rampe est établie avec une inclinaison dijférente de la pente économique ; on demande V accroissement de dépense qui en résulte.
Nous supposerons, pour fixer les idées, que la pente adoptée h' est moindre que la pente économique A.
La solution se déduira immédiatement du problème précédent en remplaçant dans la relation [i)h'' par h. On
a donc
^, ,^ H ^(h-h') , X . looo fQ — r
( ^LÂÂ'"'(/0-r-A)C/*0-r-A'}J*
La quantité entre parenthèses peut être transformée de la manière suivante :
Le polynôme /0 — r — h est égal à AU (n*» W). Donc cette parenthèse peut s'écrire
iji U \ _ i /e — r— A^(i-i-U)
h\h' f^-^r^h'l ~A {fQ — r—h')k' '
Mais on a et par suite
La quantité entre parenthèses devient
I [fB-.r)(h — h') ^ (/ô-r— A')A' '
et la relation (i] elle-même prend la forme
,_ _ H N {h~h'Y ^^1 ioooA'(/9-r— A')/l''
ou à volonté celle-ci :
puisque 2 est égal a j^ ^.
Telle est la valeur de raccroissement de dépense a quel donne lieu l'adoption d'une inclinaison différente la pente économique y en supposant, bien entendu , qu' applique le même mode d'exploitation à la rampe.
Nous avons supposé que h' était moindre que A; m la formule (2) nous montre que l'hypothèse contraire changerait pas le résultat, car le carré (A — A')' est pa tif, quel que soit le signe de la différence h — h'.
Le dénominateur de la fraction ou le produit
peut décroître jusqu'à zéro selon que h' diminue ind niment ou augmente jusqu'à la valeur de la pente d'éqi libre /« — r. Ce dénominateur n'a donc pas de minimiJK mais il est susceptible d'un maximum, correspondanil.^= à
la valeur A' = - (/ô — r). Supposons que la pente écoi ïo-
mique soit supérieure à la demi-pente d'équilibre et <] ue
h* s'éloigne de plus en plus de 1^ pente économiqu e;
qu'observera-t-on? Pendant que A' diminue depuis A jii is-
qu'à - (/ô — r), le dénominateur augmente ainsi que le
numérateur. L'excédant de dépense croît donc, d^^«ns celte première période, moins vile que le carré de Yéc arl de la pente. Au delà, le dénominateur diminue, lan- — dis que le numérateur continue à augmenter. La différei ^ce des dépenses croît plus vite que le carré de l'écart. Si *' augmentait au delà de la pente économique, Texcéd -^^nt de frais irait continuellement en croissant plus vite c—Ji"® le carré de l'écart. En résumé, tant que l'inclinais^®" adoptée est comprise entre la pente économique e^^ '^ demi-pente d'équilibre, la différence des dépenses a ^é^"
mente moins vite que le carré de Técart de Tinclinaison. Hors de ces limites, l'augmentation est plus rapide que celle du carré. On voit d'après cela combien il importe de ne pas s'éloigner beaucoup de la pente économique.
La dépense serait doublée si la valeur de h' était telle qu'on eût
[h — h'Y _ ou
On en déduit
Supposons que la pente économique soit égale à la moitié de la pente d'équilibre {.ce qui correspond à l'hypothèse U = I ); la valeur de h' devient
d'où approximativement
Ainsi la dépense est doublée quand l'inclinaison adoptée est égale à un peu moins du tiers de la pente économique ou à un peu plus d'une fois et deux tiers cette pente.
Si dans la relation (2) on admet que h' représente la pente économique relative à une exploitation commune,
c'est-à-dire si Ton fait h = ^ — y-- » on trouve
H N (U,-U)' ' ioooA»U.(i^U)«'
ce qui est précisément Texpression obtenue au n"61.
74. — La relation (2) nous permet d'exprimer sous u 1: — le autre forme la différence des dépenses correspondant. à deux inclinaisons quelconques, différence qui fait l'obj -^«l de la formule (2) du second problème.
Soit h' et If les deux inclinaisons, h" > A'. On p^^ ^ul avoir l'accroissement de dépense qui résulte de Templ— oi de chacune d'elles en place de la pente économique. !^^K^6 calcul précédent nous donne
— _^ !i (h — h'Y ^ ■"^"" ioooA»(/9— r-A')A''
ioooA»(/ô — r-A")A^''
En retranchant ces équations membre à membre^ on
obtiendra la différence en question, sous sa forme m.^^^"velle
m./ ^._ H NT (A- A-)' (A-A-)' 1
yi) 1 _ 2. — ^^^^ ^, L(yô_,^yi/)/,/ (yo_,^A")/5r.^ S
Il n'est pas difficile de voir, en remplaçant A pa^ ^
valeur, que cette Relation est identique à celle du n** '^^
Elle a r)ivantage d'être plus symétrique et de mettra ^^
évidence le caractère essentiellement positif de 2' ^ '
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tandis que dans la formule du numéro préeité, on ne toit pas à priori que la quantité entre parenthèses a le signe plusy ou que le premier terme est forcément supérieur au second. •
ProbIême IV.
75. — Une rampe est établie avec une inclinaison moindre que la pente économique ; on demande la diminution de dépense kilométrique qui en résulte.
La solution se déduit de la formule (4) du n° 72, en remplaçant h" par A. On a ainsi
Le polynôme/ô — r— ^ A étant égal à UA, cette expression devient
qu'on peut également écrii%
Si- Ton fait décroître h' indéfinhnenl dep«Rs la^ votleur A jusqu'à zéro, te numérateur de la fraction augmente^ depuis zéro jusqu'à A, et le dénominateur depuis^/ fl»-*^ p-^h jttsqu^à /••— r*. La fraction elle-même croît dep«i9 zéro
A jusqu à ^ > et la différence ex — u' depuis zéro jusqu'à
NU ^Q ■ Ainsi l'écart des frais kilométriques augmente
avec récart des inclinaisons, mais moins vite que ce dernier> par suite de la variation^ dans le même «ens, des deux termes de la fraction. En un mot, en prenant une pente moitié moindre, on ne réduit pas la dépense kilométrique de moitié.
La dépense «r' sera la moitié de <7 quand on aura
ou
On en déduit
UA-i(/Q-r)
^- ûzri
Mais on sait que/ô — r est égal à A(i -+-U) ; en faisant la substitution, il vient
Supposons comme à l'ordinaire U = i ; il en résulte h' = Oy ce qui signifie que le chemin doit être en palier. Ainsi la dépense kilométrique d'une rampe établie avec la pente économique est le double de la dépense d'une ligne horizontale.
Si dans la formule (2) on attribue à h' la valeur de la pente économique relative à une exploitation commune, on retombe sur la relation déjà trouvée.
76. — L'équaiion (2) nous fournit le moyen d'exprimer sous une autre forme la différence des dépenses kilométriques correspondant à deux inclinaisons quelconques, différence <]ui fait l'objet de l'équation (4) du n^ 72. On a en effet
N \i{h-h') "-'-Jp-r-h':
N Mih-h") "—^--Rp-r-h"'
Il en résulte
expression qui se ramène immédiatement, par la substitution de ?? à A, à la formule du numéro précité.
Problème Y.
77. — Une rampe est établie avec la pente courante (ce qui permet de l'exploiter comme une ligne ordinaire) , au lieu de la pente économique; on demande : I** r accroissement de dépense qui en résulte pour la rampe entière; 2? la diminution de dépense par kilomètre.
Nous appelons pente courante celle qu'on admet dans uiï réseau sans qu'il en découle aucune particularité d'exploitation par rapport au service d'une ligne horizontale. Nous avons eu occasion de dire (n** 62) que lapra-
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tique avait conduit à adopter pour limite supérieure des pentes ordinaires l'inclinaison même sur laquelle la composante de la gravité est sensiblement égale à la résistance du train, à la vitesse normale. Quelle que soit rorigine de cette pratique, il n'en est pas moins certain que le maximum ainsi fixé ou la pente courante offre l'avantage de ne donner lieu à aucuns frais en suç de ceux qu'exigerait un développement parfaitement horizontal. Aussi admettrons-nous désormais, à la foi« pour réaliser cette condition favorable et pour donner plus d'homogénéité à nos formules, que la pente courante (qui est de 5 à 6 millimètres) est exactement égale à r.
Cela dit, nous obtiendrons immédiatefment la solution du présent problème, en remplaçant h' par r dans la formule (2) des n°' 73 et 75.
Pour l'accroissement de dépense de la rampe entière, nous aurons, en représentant par 2r la dépense correspondant à l'inclinaison r (*),
\ _ _ H N [h — rY
^'^ ^' ^"" ioto4'(/© — 2r)r*
(*) La formule pourrait être obtenue d'une autre façon, en calculant directement, par les procédés du Chapitre IV, la dépense faite sur une rampe d'inclinaison r.
Sur une pareille rampe, avons^nous dit, les frais sont les mèittes que sur une ligne^ horizontale. Or l'expression de la dépense d'un palier de mêmQ longueur que la rampe est évidemment
AH-B + [iC + K + «Q + 2/2(a + ê)]-5_
(dans l'hypothèse où le nombre absolu des stations est indépendant de l'inclinaison).
Le coefficient n est déterminé par la condition que la force laissée
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On en déduit aisément le rapport des dépenses ir et s En effet, on a
hul— (^ — 0'
et par suite
En attribuant aux divers coefQcients les valeurs spéciûée: au n" 70, d'où résulte
on trouve
(avec une suffisante approximation).
Ainsi la dépense est presque quadruplée quand on adopte la pente courante en plac.e de la pente économique.
Cet accroissement serait plus grand encore si les machines affectées aux fortes rampes offraient un rapport
supérieur à ^9 chiffre que nous avons supposé.
Passons maintenant à la recherche de la différence des dépenses kilométriques.
On aura, en représentant par ar la dépense correspondant à rinclinaison r,
ou, à volonté,
(5) a — ff, ^ff
Le rapport des dépenses s'obtient immédiatement : il a pour valeur
Si l'on préfère éliminer h de la formule, on donne au rapport la forme suivante :
On peut la simplifier en remarquant que si U ne s'écarte pas beaucoup de l'unité (nous le supposons égal
à I dans nos évaluations), le terme v. — est assez petit, et la valeur de ~ devient approximativement
Ainsi la dépense sur un kilomètre de rampe économique est à peu près le double de la dépense sur la rampe courante ou sur une ligne horizontale.
Ce résultat est conforme à celui que nous avons trouvé à la fin du n" 75 : car la dépense en palier ne diffère pas de la dépense en pente courante.
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78. — Celte dernière relation nous montre dans quelle proportion on augmente les frais kilométriques, lorsqu'au lieu de la pente courante on adopte la pente économique. Il n'est pas hors de propos de faire remarquer les motifs opposés qui peuvent présider au choix de Tinclinaison. Au point de vue de Tintérêt général, on ne saurait hésitera prendre la forte pente (dans Thypothèse, bien entendu, où la rampe comporte, par suite de son développement, la mise en œuvre d'une exploitation spéciale). En pareil cas, l'avantage est évident : la totalité des dépenses, entre les deux extrémités de la rampe, se trouve aussi réduite que possible- Mais à côté de cette considération, qui peut sembler déterminante, on doit /aire observer que dans la pratique habituelle le transporteur et le transporté sont deux individus distincts, et que le second paye au premier une rémunération généralement proportionnelle au parcours. Si donc on adopte la forte pente, l'intérêt du transporteur est complètement sacrifié à l'autre, puisqu'on lui impose une dépense kilométrique beaucoup plus considérable, dans l'unique but de diminuer les longueurs parcourues. La solution contraire, consistant à prendre l'inclinaison courante, serait encore moins justifiée, puisque en vue de maintenir les frais kilométriques à un niveau modéré, on ferait supporter indéfiniment au trafic d'énormes charges, pour des distances qui, prises à vol d'oiseau, seraient tout à fait disproportionnées avec la perception qu'elles motiveraient. La mesure qui paraît équitable, c'est de faire bénéficier le trafic des avantages de parcours que les grandes inclinaisons peuvent donner, tout en indemnisant le transporteur des excédants de frais qui en sont pour lui la conséquence. Ainsi, dans le cas où la dépense o serait
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égale à deux fois la dépense ffr» il y aurait lieu de doubler le prix du transport par kilomètre, c'est-à-dire d'introduire dans les tarifs une taxe double pour ces passages exceptionnels (*). D'une manière générale la taxe devrait ^re augmentée dans la proportion
— OU yri
fH^^r
11 est clair que, même dans ces conditions, les avantages du trafic sont considérables, à cause de la réduction des parcours. En effet, T étant le tarif kilométrique ordinaire (et par suite aussi sur la pente r), le tarif sur la pente
A serait représenté par T — • Les prix payés pour le par-
cours total, sur les deux rampes correspondantes, seraient
respectivement égaux à T et à T « • L'avan-
^ ^ 1.000 r Vr 1000 A
tage obtenu par le trafic serait représenté par le rapport du second prix au premier, c'est-à-dire par — ^ ou par
Or, comme on a n r
, (7 et 2,.=
. (*) Cela revient à convertir en quelque sorte, d'après la dépense ^tective, les kilomètres de rampe économique en kilomètres ordinaires, ou à compter comme doubles les kilomètres qui ont coûté double. Ce principe a déjà été appliqué pour certains parcours exceptionnels. Cest ainsi que le pont sur la Garonne, à Bordeaux, représente pour la perception autant de kilomètres qu'il a coûté de fois 5oo 000 francs.
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il s'ensuit que t et ^ sont respectivement proportion -
nels à 2 et à ir, et que le quotient est égal à —• Ainsi
l'avantage fait au trafic est exprimé parle rapport de la dépense de la rampe économique à la dépense de la rampe r; de sorte que si cette dernière était égale à quatre fois la première, les frais supportés par le trafic ne seraient que le quart de ceux qu'il supporterait avec la pente courante. Ce résultat ne surprend pas quand on songe que pour
U = I, d'où A = - (/ô — r), le parcours sur la rampe r
est sept fois aussi considérable que sur la rampe A (*)•
(*) C'est, à notre avis, le point de vue auquel il faut se placer pour concilier, dans des pays comme la France, les intérêts opposés de l'État et des Compagnies de chemins de fer. Celles-ci n'ont pas avantage (abstraction faite de toute question de trafic] à choisir de fortes pentes, puisque leur rémunération est proportionnelle au parcours. L^tat, au contraire, qui représente surtout l'intérêt du transporte, doit tendre à les faire prévaloir, afin de diminuer les distances. Il y a là matière à une sorte de transaction, d'après laquelle les bénéfices attachés aux fortes inclinaisons soient répartis équitablement entre les deux intéressés.
Si le contraire arrive fréquemment, et s'il n'est pas rare de voir l'État poser une limite supérieure aux pentes proposées par les Compagnies, on doit attribuer à des considérations d'un autre ordre ce renversement apparent des rôles naturels. L'État, préoccupé à juste titre, quelquefois peut-être avec exagération, des conditions de la sécurité publique et de la régularité du service, répugne aux fortes inclinaisons, toujours moins sûres que les profils adoucis. En outre, ces derniers conduisent généralement à desservir un plus grand nombre de localités. De leur côté , les Compagnies, aujourd'hui en
Problème VI.
79. — Une rampe est établie avec la pente relative à l'exploitation par renforts^ au lieu de la pente économique; on demande : i° l'accroissement de dépense qui en résulte pour la rampe entière; 2° la diminution de dépense par kilomètre,
La solution se déduit encore de celles des problèmes
III et IV, en remplaçant, dans la formule (2) des n°* 73
et 75, h' par la valeur afférente à Texploitation par ren-
^ j. 3/9 - 2r forts, c est-a-dire par r -^-
Si nous représentons par 22 la dépense correspondante à cette dernière pente, nous aurons
/,_ 3 fB — 2r
iM 2, 2_^^^^^^ ^ ay'e — 2r\ 3/Ô— 2r'
/G -h 2 r 7 fQ -i'T.r
présence de lignes nouvelles peu productives (c'est le cas d'une partie des nouveaux réseaux), dans lesquelles chaque accroissement de parcours parait devoir se traduire en une aggravation des charges financières, se montrent désireuses de réduire autant que possible le total des capitaux engagés. Par suite, elles sont disposées à adopter spontanément de fortes pentes, qui, non-seulemenf diminuent la longueur des lignes, mais encore abaissent généralement la dépense kilométrique de construction. Il est même des cas où cette dernière considération est tout à fait prépondérante pour faire rejeter les profils adoucis. C'est une circonstance dont nos formules ne tiennent pas compte, puisqu'elles sont établies dans l'hypothèse où le prix du kilomètre est indépendant de l'inclinaison.
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Occupons-nous de transformer la dernière fraction. Elle peut d'abord s'écrire
r[(fB^r)(fB'h:tr)-r[3fB^:tr)\(3fQ-^:tr)'
Le dénominateur est égal à
/er(/e-2r)(3/ô-2r).
Quant au numérateur, remplaçons-y h par ^ ry- ; il décrient
^_^[/9(/e-2r)-rU(3/9-2r)]?,
ou encore
D'après cela, si nous représentons par u le quotient
X^"" — f lequel, dans tous les cas, différera peu de ^7 3/ ô — 2 r ^ 3
la fraction en question se réduira à
/ôr(/e~c.r)(i-hU)' r
et la relation (i) elle-même prend la forme suivante :
H N /0 ( ' /ô « ^ ' ' 1000 h* r \ i-hU
On peut, si on le préfère, remplacer A' par sa valeur, ce qui modifie ainsi la formule
(3) .,_.= JLn«/?(^
^ ' looo r \ jO— r
Le rapport des dépenses a évidemment pour expression
Avec les valeurs que nous avons déjà adoptées pour les coefficients» nous trouverons
u= G, 3 et 21= 1 ,675 2 = approximativement f n--J2.
Ainsi, quand on adopte la pente des renforts au lieu de la pente économique, on augmente la dépense totale de deux tiers environ.
Pour obtenir les dépenses kilométriques, nous emprunterons la formule (2) du n° 75, ce qui donnera
On en déduira, par des transformations analogues .aux
précédentes,
ou, en remplaçant h par sa valeur,
>a^ NU / r U\
La relation (5) fournil sans difficullé
rU
i + uV+
Comme
plus
haul,
on trouve
en
faisanl les substitu
lions numériques :
el
(Tj = o ,6i(T = approximativemeni ■= <t.
Si Ton rapproche les résultais numériques de ceux du n** T7, lanl pour les dépenses lolaies que pour celles du kilomètre, on voil que Tusage de la penle des renforts diminue notablement les écarts observés quand on s'en lient à la penle courante. La pente des renforls apparaît comme une sorie de lerme de concilialion entre les deux inclinaisons extrêmes.
Problème VIL
80. — Une rampe est établie avec la pente courante au lieu de la pente relative à V exploitation par renforts; on demande .• i" Vax:croissement de dépense qui en résulte pour la rampe entière; 2° la diminution de dépende par kilomètre.
Dans la formule (2) du n° 72, remplaçons h' el h*' par les valeurs de la pente courante et de la pente des renforts, c'est-à-dire par r et r -^- • En nous servant
des mêmes notations que précédemment, il viendra
, . I 1000 fô — r
Le multiplicateur de la grande parenthèse se réduit à
H 2rN(/Q — 2r) 1000 (/0 — r)(/0-h 2r)*
La quantité entre parenthèses est aisément ramenée à
(^* + ^'-) [r'(3/e-.r)-/9(/_.r)']- La relation (i) devient par conséquent
^^ ' '-iooo/e_rL;-(3/9-2r) /9(/e-2r)J"
Désignons par w, comme dans le dernier problème, le quotient éfK~ ' ^^ faisons passer le facteur rdans la
parenthèse ; nous obtiendrons immédiatement la forme suivante :
. , H 2N r« rV 1
Pour avoir le rapport ^? formons la valeur de 2i. D'après la relation (2) du n**71, on trouve
^'■-,000 fB-r L'-(3/0-2r)"^/O(/0-2r)J*
Mais en remarquant que 3/Ô — ir est égal à «^ — • — ,
ce qui permet de mettre 7^ en facteur commutt, la
valeur de 2, devient
D'après cela, le rapport cherché a pour expression
u rU»
(5) ^r_ ^(fB-ir) r p{fB~ir)
^ ^ 2," fB-h^r u U^
Le terme ^^>^^_ — : étant toujours très-petit devant -5
à cause de la présence de r au numérateur de l'un et au dénominateur de l'autre, on peut le négliger sans erreur sensible (*) ; ce qui donne aux relations (3) et (5) la forme plus simple ci-après :
^ ' looo r{/9 — r)
(5 bis] - = I
■^_ .„_ \ I » Il ' I ■
En substituant aux coefficients leurs valeurs numériques convenues, nous aurons
d'où
Ainsi la dépense avec la pente courante est égale à deux fois et un quart celle de la rampe des renforts. Comparons maintenant les frais kilométriques. La re-
( * ) On voit, par exemple^ qu'avec les valeurs ordinaires des coefficients le terme - est égal à 60, tandis que le terme TTm^ x
est à peine supérieur à i. Or, quelles que soient les hypothèses faites sur la grandeur des coefiâcient», on ne pourra guère faire varier ce dernier que du simple au double. La dififérence (estera donc toujours très-considérable.
lalion (4) du n° 72 nous donne
D'après ce que nous avons vu tout à l'heure, le numérateur de la fraction est égal à —^^ '—'> et le déno-
minateur à -zrrriiz r," On a par conséquent
(7) ffj--(T,=2N
fHP-^r)
Il est d'ailleurs facile de voir, diaprés la formule (3) dit n® 71, que «tj a pour valeur
On en déduit le rapport des dépenses, savoir :
On peut simplifier cette expression en remarquant que le quotient i^ diffère peu de l'unité. On a approximativement
Nous trouverons, comme précédemment,
d'où
rr = — (Ta (à près)
Ainsi l'adoption de la pente courante, en place de la pente des renforts, a pour résultat d'abaisser la dépense
kilométrique de — -
Problème VIII.
81. — Une rampe est établie avec la pente économique; on demande quel est, par mètre de hauteur franchi, r accroissement de dépense par rapport à celle qui aurait lieu sur une même longueur en palier ou en pente cou^ rante.
Nous avons trouvé au n** 77 l'accroissement de dépense pour un kilomètre de rampe. Ce kilomètre correspond à une hauteur franchie de 1000 A mètres, puisque A représente la différence de niveau regagnée sur un mètre. Pour avoir l'accroissement par mètre de hauteur, il faudra diviser la quantité précédente par loooA. Nous aurons, en désignant par n l'accroissement cherché,
«r — (7, NU A - r
Tfï =
lOooA 1000 h^fB — 2r
Si Ton préfère éliminer A, la relation devient, après réduction,
M _ I N U{i-hU) / rU \
^'^ ''^ ,ooo/e-r /G — r V /® — ^r/*
On peut arriver à cette expression au moyen de la for-
mule (7) du n° 77, qui donne le rapport — • On a, en effets ,
"-."=" i+U ' d'où il suit
En remplaçant «r et A par leurs valeurs t- et "^ — ^r > on
retombe sur la relation (i) ci-dessus.
En se reportant aux relations [a] du n" 4-0, on voit que
-Kz est égal a
Nous rechercherons plus tard la valeur de ce polynôme, pour un prix de construction et un trafic donnés. Afin de fixer les idées, nous le supposerons égal, en nombres ronds, à 25 000 fr. (chiffre peu éloigné de ceux qui conviennent à plusieurs lignes françaises). On trouve alors
ïî = 660 francs environ.
Ainsi, quand une hauteur est assez importante pour motiver l'adoption de la pente économique, chaque mètre d'élévation entraîne dans le parcours correspondant un ^accroissement de dépense annuelle d'environ 660 fr. Cette charge paraîtra plus onéreuse encore si l'on considère la faiblesse du parcours sur lequel elle se produit. Avec les chiffres dont nous avons fait usage, ce parcours est à peine de 3o mètres. Sur une longueur de i kilomètre, l'accroissement serait de 23 000 à 24 000 francs, pour racheter 35 mètres d'élévation.
Problème IX.
82. — On demande quelle est la différence de niveau qu'on peut racheter, sur la pente économique, avec la dépense qui serait faite sur un kilomètre en palier ou en pente courante.
Nous disons en palier ou en pente courante, parce que les frais sont les mêmes dans les deux cas.
La solution se déduit de celle du problème V. En
effet, nous avons trouvé la valeur du rapport — des dépenses de deux kilomètres, l'un en pente économique, l'autre en palier. Or la hauteur rachetée par le premier est égale à 1000 A, et la dépense correspondante est égale
à (7 ou à <7r X — Pour avoir l'élévation qui correspond à la dépense (x,, il faot diviser 1000 A par — La hauteur en
question k sera exprimée par looo A x — ? et l'on aura
i \ t L 7^ — 2r (i) Ar=ioooA — Yr — •
Remplaçons par h la valeur, il viendra
On peut, sans grande erreur, considérer le rappo ^^m
V.Q — comme égal à Tunité. Cela nous permettra < k
donner à la relation cette forme plus simple :
[ibis] k=\ooo^ — 7 ^tt:; — -•
Avec les valeurs numériques ordinaires, k est égal à i8 mètres, ce qui veut dire que sur une longueur de rampe économique, rachetant une élévation de i8 mètres, on fait la même dépense que sur un kilomètre en palier ou en pente courante.
83. — Ce problème permet de résoudre celui-ci, qui au fond n'en diffère pas :
Quel accroissement de parcours horizontal peut-on accepter dans le but de diminuer d'une quantité donnée la hauteur qu'on est obligé de franchir ?
Cette question se rencontre fréquemment dans la pratique. Il s'agit, par exemple, de traverser une chaîne de
montagnes assez importante pour motiver une exploitation spéciale. Deux ou trois passages, plus faciles que les autres, sont indiqués par la nature des lieux. Leurs sommets sont à des niveaux différents, et, selon qu'on adopte l'un ou l'autre, le tracé du chemin sera modiûé de façon à donner. des parcours horizontaux de longueurs inégales. Si le passage le moins élevé conduisait en même temps au tracé le plus court, il n'y aurait pas d'hésitation : toute question de construction à part (nous supposons toujours le prix du kilomètre constant), ce passage serait évidemment le plus avantageux. Mais quand le col le moins élevé entraîne un accroissement de parcours horizontal, il y a lieu de se demander lequel des deux, tout compte fait, mérite la préférence. Si donc H et H' sont les deux hauteurs, L et L' les longueurs en plaine, H' étant moindre que H, et L' plus grand que L, il faudra voir si la différence H — H' compense ou non la différence L' — L. Puisque pour franchir k mètres on fait la même dépense que sur un kilomètre horizontal, pour franchir H— H' mètres on fera la même dépense que sur un nombre de kilo-
mètres représentés par — r La question se réduira à
voir si L' — L est moindre que — r Ainsi la limite
de l'accroissement de parcours qu'on pourra accepter en prévision de gagner la différence de niveau H — H', sera déterminée par la formule
looo /0 — r(2 — U»)
S'il s'agissait, par exemple, de faire passer le chemin
par un col moins élevé de loo mètres, on pourrait, avec avantage, subir un allongement du tracé en plaine jusqu'à concurrence de 5 kilomètres et deux tiers (*).
Ce problème renferme, comme cas particulier^ celuL qui consiste à déterminer dans quelles conditions il est:_ avantageux d'accroître le parcours pour éviter Tascensioi^ d'une hauteur donnée, ou pour permettre, en tournanVL. convenablement Tobstacle, de le franchir avec la pent^ courante; ce qui supprime toute exploitation spéciale « Ainsi, pour éviter la traversée d'une montagne qui, aix col le plus bas, présenterait 5oo mètres d'élévation, et pour rester en même temps dans le régime des pentes adoucies de 5 à 6 millimètres, on aurait intérêt à faire un détour de près de 3o kilomètres, ou à allonger la ligne totale de i5 kilomètres si la pente adoptée pour franchir la hauteur devait être de 35 millimètres.
Quant au trafic, il payerait sur le détour précisément la même taxe dont il serait grevé sur la rampe économique si Ton y élevait le tarif ordinaire dans la proportion de <7, à <r(n*» 78). Étant donc admis le principe de cette augmentation de taxe sur la pente économique, les intérêts du trafic se trouvent d'accord avec ceux du transporteur pour allonger les parcours dans le but de réduire les hauteurs à franchir.
(*) Ce n'est pas là, bien entendu, un accroissement net du parcours total, car le parcours sur la rampe même se trouve diminué. Pour une diflÉrence de niveau de loo mètres, par exemple, et une pente économique de 35 millimètres, la rampe aurait presque 3 kilomètres de plus, qui seraient à déduire des 5 | kilomètres d'accroissement en plaine, pour donner l'allongement réel sur la ligne totale. Celui-ci serait de près de 3 kilomètres.
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PlOBLtXE X.
Sk. — On demande quelle est la différence de niveau qu'on peut racheter, sur la pente des renforts, avec la dépense d'un kilomètre en palier ou en pente courante.
Le problème est en toul semblable au précédent; il suffit d'y remplacer les quantités relatives à la rampe économique par les valeurs correspondantes de la rampe des renforts. On aura donc, en désignant par k^ la hauteur rachetée,
ki=- looo A, — • Or, ht étant égal à r -^ » et le rapport — à
ou approximativement à
il en résulte
(i) /ra = iooor-^- / 1 — ^^ _,
Les substitutions numériques, ordinaires donnent
frjrr: I I™, 25.
On verrait, comme précédemment, que la limite d( rallongement de parcours qu'on pourrait accepter aveci avantage, afin de diminuer la hauteur à franchir, est déterminé par la formule
Pour gagner, par exemple, loo mètres sur l'élévation, on peut allonger la ligne de près de 9 kilomètres, ce qui, en tenant compte de la longueur de la rampe (près de 8 kilomètres), porte à I kilomètre environ Taccroissemenl net du parcours. Le résultat est, du reste, d'accord avec ce que nous avons déjà vu au n° 80; nous avons trouvé que la dépense par kilomètre de rampe courante est égale
aux — de la dépense par kilomètre de rampe à renforts;
il en résulte que 9 kilomètres de la première rampe ne coûtent pas plus que 8 kilomètres de la seconde.
Problème XL
85. — De deux hauteurs à franchir avec la pente économique y la moins élevée donne lieu à un prix kilométrique de construction plus considérable ; on demande laquelle des deux hauteurs il est préférable de traverser.
Remarquons d'abord que les pentes économiques des deux hauteurs ne seront pas égales, puisque le prix
d'établissement du kilomètre n*est pas supposé le même. Remarquons également que les polynômes M, N et U (n** 40) auront des valeurs différentes, puisqu'ils sont fonctions de la dépense de construction. Au contraire, !e polynôme P sera identique dans les deux cas.
Cela posé, soit H, H' les deux hauteurs, H'>H, et C, C les deux dépenses correspondantes de construction, C'<;C. En nous servant des notations ordinaires, nous aurons
_ N H _ NH (i-hU)^ A* looo ipoo (y*9 — ry
A" looo looo [f^ — ry
Les avantages se balanceront de part et d'autre, quand on aura 2 = 2', et par suite
(i) N'H' (i 4- U')^— NH (i + U)^ = o.
Si Ton se reporte à la forme du polynôme N, on reconnaît aisément qu'on est en droit d'écrire
(2) N'==rN-i(C-C)(/e-r).
Développons les carrés indiqués, il viendra
I N (H'-H) - 1 (C-C) (/ô-.r)H'-i- 2 (N'H'U'— NHU)
Mais de U» = |^ et U'» = ^, , résulte N'U'» = NU^ Les
deux derniers termes peuvent se mettre sous la forme
NU^(H' — H
D'autre part, posons
N'H'U' -- NHU = v^N ( v^U'H' 4/^— V^UhY
Or, d'après ce que nous venons de voir, \/N'U' est égal m
\/NU. En mettant ce facteur commun hors de la parenthèse, il vient
N'H'U' — NHU = Nu(H'i/^ — H).
En vertu de la relation (2), on a
La fraction sous le radical est beaucoup plus petite que Tunité, car N ou
est visiblement très-supérieur à
On peut donc développer le radical en série, et s'arrêter avec une grande approximation aux deux premiers ter-
mes ( ;, savoir: i — _>- . On n\ rnn
clul
N'H'U'— NHl) = NU (H' - H) - ' l) i[C -- C] [jr^^ ~ r) II'.
et la relation (3) devient, par des iransrorrniitlonN «Wl* dentés,
N(H'-.H)(i + U»-+-2U)~/(C-(:')(/0^-r)ir(i ♦ IJ). n.
« Supprimons i + U facteur commun, et il nantit In UtnuuUs très-simple
(4) /(c-C)H' = N^^^(ir ■ II;,
86. — On peut la mettre mn» mu*, 'juiréi tomm éMi m marquant que ^ ^ est égal ai y* #fi que , Ui'M uHirn
( * ) Vfmur cfjmuâêe «^. ^/misum^ ^m ai^it, ut^nwUtf i\ué'
ipr«/-. ',|-
donc SBCiK «rjWHttiAau: « V/rM'># /i# /i^fM^ i^n# '^^ ^ni^imn
chose que la dépense kilométrique représentée déjà par a. On a
ou bien
ce qui veut dire que le rapport de l'économie de la construction à la dépense totale (par kilomètre) doit être égal au rapport de la différence, des hauteurs à la hauteur la plus élevée. Supposons, par exemple, que H soit les trois quarts de H' ; l'économie offerte par la construction du kilomètre devra être égale au quart de la dépense kilométrique totale. Dans ces conditions, il y aura compensation parfaite entre les dépenses des deux rampes : l'accroissement du prix du kilomètre est balancé par la diminution de la longueur. Si l'économie de la construction dépasse cette limite, on a intérêt à franchir la hauteur la plus élevée ; si l'économie est inférieure, il est préférable de s'en tenir à la hauteur la plus faible.
Si l'on veut évaluer en nombres la formule (4), nous attribuerons aux divers coefficients leurs valeurs ordinaires, et nous admettrons que -pz est, comme au
n®81, égal à 26000 francs. Il en résulte
I C — iC! = 5o 000
Si la différence des hauteurs est égale, par exemple» au lo* de la hauteur la plus élevée, iC — iC a pour valeur
5ooo francs, annuité qui, capitalisée à 6 pour loo (amortissement compris), représente une mise de fonds de 80000 francs environ. Ainsi, pour qu*il y eût intérêt à franchir le plus haut des deux passages, il faudrait que le kilomètre coûtât 80000 francs de moins. Cette différence étant considérable et supérieure à celle qu'on rencontre ordinairement dans la pratique (quand les travaux d'art sont dp même nature), on peut dire d'une manière assez générale qu'on a intérêt à choisir les passages les moins élevés, même quand la construction y est plus dispendieuse.
Problème XII.
87. — Une hauteur est franchie, avec la pente économique, par une rampe qui s'étend symétriquement sur les deux versants; on peut également relier les pieds des versants au moyen d'une ligne horizontale ( ou en pente courante], dont le prix kilométrique de construction diffère de celui de la rampe. On demande lequel des deux tracés est le plus avantageux.
Soit H la hauteur; la longueur de la rampe sur l'ensemble des deux versants sera r» et la dépense 2
aura pour valeur
3tH N
Soit D la distance (en mètres) horizontale ou en pente courante qui relie les deux extrémités inférieures de la rampe. Le nombre de kilomètres de cette ligne sera
> et la dépense correspondante 2' aura pour valeur,
d'après la relation (3) du n°71, dans laquelle on fait h' = r,
D N' / rU'
fQ^r\ f0-2rj'
j'écris N' et U' au lieu de N et U, parce que le prix d'établissement du kilomètre a une valeur C, diîférente par hypothèse de la valeur C.
La relation d'équivalence des deux tracés sera
Les longueurs de la rampe et de la ligne horizontale sont ordinairement assignées parleur rapport, c'est-à-dire
qu'on connaît la valeur numérique dep = -Yr-' Mettant p en évidence dans la relation (i), celle-ci devient
N' / ri]'' \ N
JO^r\ p-ir/ ^ h
ou bien, erï remarquant que h est égal à rr-?
Mais, d'après ce que nous avons vu au problème précédent, on a simullanémonl
N'U'-^ = NU% N' = N 4-/(C' - C) (/e - r).
£n substituant, il vient
d'où Ton tire
On peut donner à celte relation une autre forme
N(i+U) , en remarquant : i° que —jr ^ n est autre chose que
la dépense kilométrique ^ sur la pente économique;
^"^ 7^ \ ^ "^ 7^ ) ''^P^^sente la dépense qui
serait faite sur la ligne horizontale si le prix de construction y était C au lieu de C ; c'est donc la quantité désignée jusqu'ici par <Tr, La relation (4) prend ainsi la forme extrêmement simple
(5) / ;C' — C) := p(T — ffr.
Cette dernière expression est évidente à priori. En
effet, si Ton multiplie tous les termes par » le der-
"^ lOOO
nier terme représente la dépense faite sur la ligne horizontale dans rhypothèse où les frais kilométriques de construction y sont les mêmes que sur la rampe; le premier membre représente Taccroissemenl effectif de ces frais ; et il est clair que leur somme exprime la dépense totale de la ligne horizontale. Cette somme doit être égale à la dépense de la rampe, laquelle est représentée par le pre-
mier terme du second membre, puisque p est égal
à la longueur de la rampe.
Évaluons en nombres la formule (4) en conservant nos
chiffres habituels et -^ = 25ooo; on a
i(C' — C) = 25ooo(2p — I ,08).
Si p est seulement égal à i, c'est-à-dire si la rampe est aussi courte que la ligne horizontale, on a
i(C' — C)=23ooo^
d'où, en capitalisant à 6 pour 100 (amortissement compris),
C — C = près de 400000^ (exactement 383 3oo^).
On voit quel immense intérêt on a à éviter l'ascension d'une hauteur et à y suppléer par un profil horizontal (ou en pente courante), même au prix d'un accroissement de frais de construction, qui, à égalité de parcours dans les tracés, peut être de 38oooo francs par kilomètre. On ne doit pas craindre d'augmenter la mise de fonds pour conserver au chemin un profil adouci et régulier. C'est ce qu'on énonce vulgairement en disant que les intérêts de la construction doivent être sacrifiés à ceux de l'exploitation.
La question des tunnels rentre dans ces considérations. La dépense C de la ligne horizontale représente la dépense kilométrique du souterrain. Si le tunnel ne coûte par kilomètre que 38o 000 francs de plus que Fa rampe
à ciel ouvert, et si le percement de ce tunnel permet d'éviter une rampe à pente économique égale à sa longueur, on a autant d'intérêt à l'adopter qu'à franchir la hauteur. L'avantage du tracé horizontal du tunnel, puisque nous parlons de cet ouvrage d'art, devient bien plus considérable lorsque la longueur de la rampe excède notablement celle du souterrain, c'est-à-dire quand p est supérieur à i. Cela arrive toutes les fois que l'inclinaison naturelle du sol est plus grande que la pente économique, circonstance fréquente dans les pays de montagnes. Si, par exemple, p est égal à 2, ce qui est loin d'être exagéré, puisqu'il suffit d'une inclinaison naturelle de 6 à 7 centièmes, l'équation (4) donne
d'où résulte
C — C = 1 200000^ (environ).
Dans ce cas, il y aurait intérêt à choisir le tracé le plus dispendieux, tant que l'accroissement de la dépense kilométrique de construction ne dépasserait pas 1 200 000 francs, différence supérieure à celle que présentent la plupart des ouvrages d'art les plus difficiles.
Ainsi les avantages du tracé horizontal augmentent trèsrapidement à mesure qu'on réduit la longueur du parcours, et pour peu qu'on gagne la moitié de la longueur que devrait avoir la rampe, on est assuré que le tracé horizontal est préférable, même quand il nécessite des ouvrages d'art très-considérables. *
Le problème que nous venons de traiter n'est, du reste, qu'un cas particulier du problème général suivant, qui
répond à Thypolhèse où la rampe n'est pas à la penie économique.
Problème XIII.
89. — Une hauteur est franchie, avec une pente quelconque ^ par une rampe qui s'étend symétriquement sur les deux versants ; on peut également relier les pieds des versants au moyen d'une ligne horizontale [ou en pente courante), dont le prix kilométrique de construction diffère de celui de la rampe. On demande lequel des deux tracés est le plus avantageux ,
Soit h'' la pente de la rampe ; la dépense totale 2" nous sera donnée par la relation (2) du n*» 71 :
" ~~ 1000 /ô — rVA'' /0 — r— A"/
La dépense sur la ligne horizontale est, comme nous avons vu,
1000 /0 — r\ ji
rU'^
L'équation d'équivalence des deux tracés sera, en re-
A'' présentant toujours par p le rapport -yr-» et supprimant les
facteurs communs,
(0 ^^('-^TTzrTrJ-P^i'-^ /e-^r-^A- )^"
^ cause des relations connues :
N'U'» = NUS N'=:N +i(C'-C)(/ô— r), ' équation ci-dessus peut s'écrire
(^)/(C'-C)(y^-r)-NU'(^^^,-_^-:^,.)-N(p-.)=o; ***oei l'on déduit
Il est facile de voir que cette relation renferme comme ^^ particulier la relation (4) du problème précédent : on
* ^ qu'à remplacer A" par - — ^r- Il est également facile
^^îî constater, d*après la formule (3) du n" 71, que Té- ^Xiation ci-dessus peut se ramener à la forme
Évaluons en nombres la relation (3), en faisant, comme ^ Tordinaire,
I 3 N y=-, r = o,oo5, 9 = ^9 U = I et ^ =25ooo.
Quant à p, attribuons-lui sa valeur minimum, c* est-à-dire Vunité. On trouve
Vo,o7 — /i''
Quand A" est la pente économique, nous avons vu qu'à moins d'une différence de prix supérieure à 38oooo francs par kilomètre entre la ligne horizontale et la rampe, il y avait avantage à adopter la première. Mais si A" est inférieur à la pente économique, la balance peut se renverser en faveur de la rampe, même avec une différence de prix beaucoup moindre : c'est ainsi qu'avec une pente égale à r, l'avantage de la ligne horizontale disparaîtrait pour peu que le coût kilométrique fût plus élevé. Il y a donc lieu de se demander au-dessus de quelle inclinaison la rampe est désavantageuse, pour une différence donnée dans les prix d'établissement.
Supposons, pour fixer les idées, que la comparaison s'établisse entre une rampe à ciel ouvert et un tunnel, et que les prix du kilomètre soient respectivement de 3ooooo et de Sooooo francs, de telle sorte que la différence en question est de 200 000 francs.
Dans ce cas, i (C — C) est égal à 12000, et l'on a
TT
d'où, en effectuant les opérations indiquées,
Il y aura donc avantage à préférer le tracé à ciel ouvert tant que la pente ne dépassera pas 25 millimètres. Audessus de cette inclinaison, le tracé en souterrain sera plus avantageux malgré le surcroît de dépense de construction de 200 000 francs par kilomètre.
Cette limite de pente est sensiblement inférieure à la
pente économique. Celle-ci, en effet, avec les valeurs adoptées pour les coefficients, serait égale à 35 millimètres.
90. — La question peut se présenter sous une forme plus complexe, si, par exemple, comme cela arrive souvent, l'inclinaison étant inférieure à la limite d'équivalence, la longueur de la rampe se trouve, d'un autre côté, notablement plus grande que celle de la ligne horizontale. Le problème, dans la plupart des cas, se ramène au précédent par la considération suivante.
Soit H la plus grande hauteur que doive franchir la rampe au-dessus du niveau du tunnel. Supposons que ce sommet soit situé sur la verticale passant par le milieu du souterrain, et joignons-le à chacune des deux extrémités du tunnel. La longueur de celui-ci ne différant géïiéralement pas beaucoup de celle d'une ligne droite, nous le considérerons comme rectiligne, et nous aurons par conséquent, avec les deux droites précédemment menées, un triangle isocèle dont la hauteur est égale à H. Cela posé, remarquons que le parcours de la rampe est, quelle que soit l'inclinaison, supérieur à celui du souterrain. Si donc, dans l'équation (3), nous faisons p= i, nous diminuerons la dépense effective de la rampe, et nous augmenterons la pente d'équivalence h". En d'autres termes, on peut être assuré que toutes les rampes menées entre les extrémités du souterrain, et d'une inclinaison égale ou supérieure à h" j donneront lieu à une plus forte dépense que le tunnel. Quant à cette valeur de h" y elle se déduit de l'équation (3), qui, dans l'hypothèse de p = i, prend la forme
(4) i{C' — C)=NU»r7 ^^-^ 7-.
Supposons que h" soit moindre que la pente économique. Si l'inclinaison fournie par le triangle isocèle dont nous parlions tout à l'heure, est supérieure à A", il est évident que toute rampe qu'on voudrait construire serait plus onéreuse que le souterrain. En effet, cette inclinaison est moindre ou plus grande que la pente économique. Dans le premier cas, la rampe qui l'emprunte est moins onéreuse que toute autre franchissant la même hauteur, puisqu'on y fait usage d'une pente aussi rapprochée que possible de la pente économique; néanmoins une telle rampe est plus coûteuse que celle dont l'inclinaison serait A", avec p = i. Dans le second cas, la rampe serait plus dispendieuse que celle qu'on établirait avec la pente économique ; et cette dernière serait elle-même plus chère que la rampe h'\ avec p = i.
Ainsi on sera assuré que le souterrain est plus avantageux toutes les fois que l'inclinaison du triangle isocèle construit comme il a été dit ci-dessus, est supérieure à la valeur de h" déduiie de l'équation (4), dans laquelle i(C' — C) représente une différence de dépenses appréciée d'avance.
Mais quand la valeur de h" est supérieure à la pente économique, ce moyen ne s'applique plus. Lors même que l'inclinaison du triangle surpasserait cette valeur, on ne serait pas certain qu'une rampe plus longue et plus adoucie sera plus onéreuse que celle dont la pente est A'' avec p=:i. Il faut alors laisser à p sa valeur véritable dans réqualiofl (3), et faire le calcul exactement. On arrive à des conséquences de même genre que celles qui terminent le n° 88, lesquelles font ressortir l'économie des tracés horizontaux dès que la longueur du parcours se trouve par là notablement diminuée.
11 est bien évident que tout ce que nous venons de tlire d'un tunnel s'applique à tout autre ouvrage d'art tel 9ue ponty viaduc, etc., et en général à un tracé horizontal ï^ielconque dont le prix de construction serait supérieur * oelui de la rampe.
Il peut enfin arriver que l'ouvrage d'art comparé à la mpe ail lui-même une pente supérieure à la pente counte. Soit h' cette pente; il faudra substituer A' à r dans l'expression de la dépense -s', ce qui modifiera l'équa- ^îon (3) de la manière suivante :
» suite l'équation (4) devient
C4- bis) ,(e-c) = NU> ^^^_^_^;-^;_^_^. ^.
l'angle qu'il faudra comparer avec h" ne sera plus l'angle ême du triangle isocèle, mais bien celui que forment *^s côtés avec l'horizontale.
Problème XIV.
Une rampe peut être établie avec deux pentes
différentes, moindres toutes deux que la pente écono-
^que. Le prix kilométrique correspondant à la plus faible
fente est moins élevé; on demande laquelle des deux
inclinaisons il est préférable d* adopter.
Soit h' et h" les deux pentes, h"^h\ Il faut admettre que c'est la plus forte pente qui correspond à la plus forte dépense kilométrique de construction : sans cela il y aurait tout intérêt à la choisir, puisqu'elle est d'ailleurs plus rapprochée de la pente économique. Soit donc C et G les dépenses correspondant à h" et A', C'<;C. Les dépenses 2" et 2' auront respectivement les expressions suivantes :
^ "^ looo/e— r \A'''^/0-r — A'V'
looo /9 — r \h' ' /ô
La relation d'équivalence des deux rampes sera
Comme on a d'ailleurs
N'U'^=NUS N'=N — i'{C — C')(/0 — r), on en déduit
d'où finalement
NA'CA" — AM
(^^ r_2 ip -j
Le premier membre représente l'économie, par kilomètre, qui résulte de l'adoption de la pente h' au lieu de la pente A". Par conséquent, selon que ce premier membre sera plus grand ou plus petit que le second, il y aura intérêt à choisir la plus faible pente ou la seconde, c'està-dire la plus longue rampe ou la plus courte.
Si les inclinaisons h' et h" étaient toutes deux supérieures à la pente économique, la question se trouverait renversée, et, pour qu'il y eût matière à une recherche, il faudrait supposer que c'est l'inclinaison la plus faible qui donne lieu à un prix kilométrique plus élevé.
92. — La formule (3) se simplifie beaucoup quand les inclinaisons h' et A" ont des valeurs assez faibles par rapport à la pente d'équilibre /ô — r. Supposons, par exemple, que h' et h" soient inférieurs l'un à la moitié, l'autre au tiers de la pente économique, ou inférieurs respectivement au quart et au sixième de/ô — r (en faisant comme
toujours U = I). Le terme ^f^_^_ i^,^\f^ _ ^_^„ ^ sera moindre que 3^^,-^, ouque^^,,.
Puisque U' est égal à i , ce terme ne sera pas —= de i-rpî\ et, par suite, dans la relation (3) on pourra, avec une erreur moindre que -p» remplacer la grande parenthèse simplement par -rrjTr W en résuite
N / h' [Zbis) ii^C-C) = -—-(^--
Si h' est égal, je suppose, aux deux tiers de A", i (C — G) est égal à 83oo francs, et C — G à i4o ooo francs environ. Pour qu'il y ail intérêt à prendre la plus faible pente, il faut donc qu'on économise plus de i4oooo francs par kilomètre sur la dépense de construction.
93. — Jusqu'à présent nous avons considéré des dépenses dans lesquelles étaient compris les frais de premier établissement. Ainsi, quand nous avons trouvé, par exemple, que la dépense kilométrique sur la rampe économique était égale au double de la dépense sur la rampe de 5 millimètres, la comparaison portait sur les frais variables d'exploitation augmentés de part et d'autre de la somme constante de 3ooooo francs ou plutôt de l'intérêt à 6 pour loo de celte somme.
C'est bien là effectivement le point de vue auquel il convient de se placer quand on veut se rendre compte des avantages absolus de chaque tracé. Les frais de toute nature doivent entrer en ligne indistinctement.
Mais il arrive quelquefois qu'on veut comparer séparément les frais d'exploitation, qui, dans toutes les administrations de chemins de fer j forment un compte à part des dépenses d'établissement.
La connaissance des frais totaux entraîne immédiatement celle des frais d'exploitation, puisqu'il suffit de retrancher la constante f C par kilomètre. Les questions qu'on peut se proposer à ce sujet ne sauraient présenter ^aucune difficulté. Pour en donner un exemple, nous chercherons le rapport des frais d'exploitation sur la pente économique et sur la ligne horizontale ou la pente courante.
Soit s et 5p les frais d'exploitation par kilomètre.
On a
s fS — /C
INIais, comme on a d'autre part
et
il suffit de faire ces substitutions pour obtenir le rapport cherché.
Si l'on veut avoir une formule approximative beaucoup
J>Ius simple, on supprimera le terme jr^i — fl"^» ^^^^^^
cjue nous l'avons déjà retïiarqué, est assez petit devant i. H,' expression du rapport se ramènera à la forme suivante :
Ci) T=^
i~ïC
IN
En substituant les valeurs ordinaires des coefficients, ^n voit que le rapport est égal à 5 environ, chiffre bien plus élevé que celui des dépenses totales. Il ne faut pas perdre de vue que ces frais d'exploitation ne comprennent pas les dépenses afférentes aux stations (Exploitation proprement dite et Voie). Si on les faisait entrer en ligne décompte, le rapport serait nécessairement plus faible.
Cherchons également le rapport des frais d'exploitation sur la pente des renforts et sur la pente courante.
En nous servant des mêmes notations, on aura
St fTi — iC Sr fr I C
On a d'ailleurs
N / rU'\ N / . rU' \
On déduit sans peine
Avec les valeurs ordinaires des coefficients, on obtient
-= 1,4, au lieu de — qu'on avait trouvé quand on ne
séparait pas les frais de construction.
Les autres questions ne donneraient pas lieu à plus de difficulté.
APPLICATIONS NUMÉRIQUES
î^4. — Nous nous proposons actuellement de recher- ^h^r si les résultats effectifs des chemins de fer exploités ï^^rmetlentde déterminer les divers coefficients que nous ^"^ons introduits dans nos formules et auxquels nous ^"^ons, à plusieurs reprises, attribué des valeurs numériques non justifiées.
Dans les problèmes de pentes économiques, on doit Considérer comme données spéciales de la question :
I*» Le trafic, ou le nombre de voyageurs et de tonnes ^""ansportés par kilomètre de chemin;
2" Le type de machine employé (dont un des éléments Csiractéristiques est le rapport du poids moteur au poids ^otal, ce dernier comprenant le lender);
21 i CHAPITRE VII. - APPLICATIONS NUMÉRIQUES.
3® L'adhérenee pratique sous laquelle on convient de faire fonctionner la locomotive ;*
4° Le système de voie adopté (d'où dépend Tusure correspondant à une circulation déterminée ) ;
5" Le prix d'établissement par kilomètre.
A ces données, il convient, quand on cherche la pente économique d'une exploitation commune (chapitre V), d'ajouter la suivante :
6" Rapport du développement horizontal à la hauteur à franchir.
Les autres quantités, telles que la résistance au mouvement horizontal, la dépense des machines, l'usure de la voie, les frais de l'exploitation proprement dite, etc., etc., dépendent des éléments ci-dessus ou doivent être déterminées une fois pour toutes d'après les résultats connus de l'exploitation des chemins de fer. Il s'agit d'établir leurs valeurs soit en nombres fixes, soit en fonction des données de la question , de telle sorte que ces dernières étant assignées numériquement, la grandeur de la pente économique, de la dépense correspondante, etc., s'en déduise immédiatement.
C'est la partie la plus délicate de notre travail et celle qui devra laisser le plus à désirer. Il est impossible d'établir aucune relation rigoureuse, par exemple, entre le poids d'une machine et sa dépense par kilomètre, ou entre l'usure d'une voie et le poids transporté, etc. On ne connaît pas même exactement la résistance d'une tonne au mouvement horizontal, à une vitesse donnée. Lors même qu'on fait abstraction de l'influence du vent et de l'état hygrométrique des rails, il y a une foule de circonstances, telles que la forme et la capacité des véhicules, la stabilité de la voie, la nature du graissage, etc., qui coffu-
~^ ^^xient ce problème, si simple en apparence, au point de ^r^ner lieu à des solutions souvent très- différentes, j , ^* «st-ce donc, à plus forte raison, lorsqu'on veut évaluer _j^^croissement de dépense de traction dû à Taddition ^^e tonne remorquée? Les expériences directes man* " ^ ^nt complètement et Ton est obligé de conclure d'après -j-^^*^ins résultats généraux, plus ou moins approximatifs, ^n est de même quand, d'un trafic donné, on veut déîre le poids total (trafic et véhicules) transporté. Le ^port du poids mort au poids utile varie suivant la na- ^e du trafic, suivant le poids et la capacité des véhi- ^^les, suivant l'organisation du service, etc. Dès lors la pense afférente à chaque tonne doit, toutes choses aies d'ailleurs, varier d'un chemin de fera ui> autre. La meilleure marche à suivre pour se tirer de ces diffi- Villés nous paraît être de prendre comme exemple une ^^ «s grandes lignes exploitées, de rechercher pour cette ^S.gne les valeurs effectives des divers éléments de nos ^T^rmules, et de résoudre le problème de la pente écotiomiue pour un chemin de fer qu'on supposerait placé exacement dans les mêmes conditions. Cela fait, nous comarerons certains éléments principaux avec les résultats 'autres lignes et nous verrons s'il y a lieu pour quelques- ^mjns d'entre eux de s'arrêter à des chiffres moyens (*).
^*) Le problème résolu pour une ligne particulière prise comme
mype ne doit pas donner des résultats très-éloignés pour les autres
lignes. Les grandes Compagnies françaises sont arrivées aujourd'hui
â un état d'exploitation assez régulier pour que les résultats géné-
xaux présentent une grande uniformité. On n'y observe plus ces
énormes écarts, soit d'un chemin à l'autre, soit entre deux années
d'un même chemin, qui marquaient les premiers développements
Nous prendrons pour type le chemin de fer du Midi dans son exploitation de 1860. Nous supposerons que le chemin qui fait l'objet du problème doit avoir le même trafic, la même circulation, la même organisation administrative, les mêmes systèmes de machines et de voie, etc.
Passons en revue les différents éléments qui entrent dans les formules établies aux chapitres précédents.
Résistance r à la vitesse moyenne
L'évaluation de la résistance d'un train au mouve-
ment horizontal a été Tobjet d'expériences multipliées, qui, il faut le dire, n'ont donné jusqu'à présent que des résultats assez peu concordants, par suite de la difficulté qu'on rencontre à s'isoler convenablement de toutes les causes accidentelles qui influent sur la valeur de cette résistance.
Quelques-uns des principaux résultats obtenus sont consignés dans le Guide du mécanicien constructeur et conducteur de machines locomotives (*), auquel nous
de cette industrie, et qui tenaient, soit aux inégalités du trafic, soit à une organisation encore incertaine. Il tend à s'établir un rapport constant entre la dépense et le travail effectué. Les systèmes de voies, les types de machines, les moyens administratifs se rapprochent chaque jour davantage.
Les chiffres dont nous ferons usage sont empruntés aux documents officiels publiés par les Compagnies de chemins de fer. Nous avons renoncé, pour éviter toute contestation, à nous servir des renseignements que nous avons pu nous procurer personnellement.
(*) Par MM. Le Chatelier, Flachat, Petiet et Polonceau (p. 541 et suivantes).
emprunieroDS les chiffres suivants, qui nous paraissent les mieux établis :
« A la même époque (en mars i84o) et dans la même » série d'expériences, on a laissé descendre le même » train de cinq wagons sur le chemin de fer de Paris à » Versailles, sur la pente continue de o",oo5 par mètre » qui règne de Versailles à Asnières. Le tracé en plan » est assez accidenté et présentait quelques courbes de » 800 mètres; il régnait, pendant la durée des expériences, » un vent du nord de force moyenne, opposé à la marche » du convoi. En déduisant du parcours les premiers kilo- » mètres sur lesquels le train ne marchait pas encore » sous l'action de la gravité seule, on obtint pour ré- » sultat :
» Résistance par tonne à la vitesse moyenne
de i6^»S8 5^*1,00
Si l'on tient compte de la circonstance du vent contraire, on peut admettre, d'après l'importance de ce genre d'influence, que par un temps absolument calme la vitesse aurait été d'environ 25 kilomètres à l'heure.
MM. Gouin et Le Chatelier s' étant livrés, en i844» à une série d'expériences, sont arrivés à la conclusion suivante :
« On peut admettre pour la résistance brute (y com- » pris les frottements de la machine), à la vitesse de » 45 kilomètres à l'heure, d'un convoi brut de » 60 tonnes 10^**, 5o
» Pour celle du train remorqué (34 tonnes) . 6 ,25
Un peu plus loin, les éminents auteurs du livre que nous citons, concluent d'une série d'expériences faites par des ingénieurs anglais, que la résistance indiquée par
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un dynamomètre placé à Tarrière du lender a, par tonne, les valeurs suivantes, en rapport avec la vitesse : I** Poids du train remorqué : loo tonnes.
kil.
Vitesse de 21 kilom. à l'heure. . . Résistance. . . 3,43 » 3'2 » ... » ... 3,87
2" Poids du train remorqué : 5o tonnes.
Vitesse de 35 kilom. à rheure. . . Résistance... 4»3i » 70 » ... » ... 6,65
La résistance dénotée par l'indicateur de Watt, placé sur le cylindre de la locomotive, étaii beaucoup plus considérable, à cause des résistances passives de la machine.
Si Ton se reporte aux considérations développées au n* 25 de notre ouvrage, on reconnaîtra que la résistance r de nos formules est « celle qu'on trouverait par tonne, » si Ton voulait remorquer le train entier avec sa ma- » chine dépourvue de mécanisme et considérée comme » un véhicule ordinaire (page 43). » En d'autres termes elle est tout à fait étrangère aux résistances passives de la locomotive, et la valeur de r qu'il convient d'admettre dans les formules est celle qui , dans les expériences précéde^ples, représente la résistance des véhicules, abstraction faite de la machine. Nous admettrons, en prenant la moyenne des résultats ci-dessus, que r est égal à 5 kilogrammes pour une vitesse de 3o à 35 kilomètres à i*heure (i).
\ * ^ Us în^nieurs du chomîn tie fer du Nord, d après M. B. Kla-
GHAPmB YD. — APPUCATIOXS NUMÊItIQI}e& il9
Dans une exploitation ordinaire, la vitesse ^jffi^tii^ moyenne du train est d'environ :
Pour les express 60 kilouK
Pour les omnibus 4^ »
Pour les mixtes S5 »
. Pour les trains de marchandises ao »
En tenant compte de la proportion des divers trains dans l'ensemble de la circulation, la vitesse moyenne générale ressort approximativement à 35 kilomètres. Diaprés cela, sur un chemin en palier ou en pente courante» la valeur de 5 kilogrammes paraît un peu faible. Mats sur une longue rampe, où généralement les trains sont ralentis, celte valeur est plutôt un peu forte. Quoi qu'il en soit, nous nous arrêterons au chiffre de 5 kilogrammes, qui ne peut être éloigné de la vérité. Cest celui dont nous avons fait usage dans les exemples numériques du chapitre VII.
Rapport du poids moteur au poids de la ma^ chine
Ce chiffre varie beaucoup selon la nature des machines qu'on affecte au service de la rampe. On peut faire n cet égard trois hypothèses principales :
1*» On emploie un matériel spécial, avec lequc^l ou cherche surtout à réduire le poids mort transporté* Lt construction de la locomotive, dirigée à ce point de VUêr conduit, comme terme extrême, à = 1.
chat, comptent à 4''"i 5^ rcffori de traction p»r lonnd pour une vitesse de 10 kilomètres. (Étiidt: du pmsa^t' par Ir SImj/ton, \). 26 et suivantes.)
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2" Sans construire précisémeni un matériel spécial, on prend, parmi les divers types de machines du réseau, celui où l'accouplement des roues est le plus développé, et on Taffecte indistinctement au service de tous les trains de la rampe. C'est ainsi, par exemple, qu'on emploierait des machines du système Engerth pour remorquer les convois de voyageurs aussi bien que ceux de marchandises. On peut admettre que dans ces conditions la valeur
moyenne de 9 ne s'éloigne guère de ^« (C'est le rapport
observé dans les fortes machines à marchandises, type Engerth, du chemin de fer du Midi.)
3" On emploie absolument les mêmes machines que sur le reste du réseau, chaque train étant par conséquent remorqué par son type habituel. La valeur de est, en ce cas, le rapport moyen qui ressort de la circulation effective de toutes les machines. Ce chiffre descend rarement au-dessous de-- Nous allons le déterminer exac-
lement pour le chemin de fer du Midi, puisque nous sommes convenus de prendre pour type son exploitation en i86o.
Le tableau ci-après est emprunté à la Statistique de la Compagnie.
Parooun dans les trains publies des divers types de machines en 1860 (ancien et nouveau réseau).
POIDS
motear ou
poids sur
les roues
motrices et
accouplées.
klg 14780
I2IOO
{*) Déduction faite des machines prêtées au serrice de la construction.
{*^) Les chiffres portés dans cette colonne comprennent les doubles tractions et les parcours des machines isolées. En effet, ces parcours se rattachent au transport du trafic ; ils y coopèrent soit directement, soit indirectement , et ils varient proportionnellement au parcours des trains.
Au contraire , les manœuvres de gare n'y sont pas comprises. C'est la conséquence du mode d'emploi de 6 dans les relations. Ce coefficient détermine le nombre de machines nécessaires pour opérer le transport du trafic sur la rampe. Or ce nombre ne varie pas, quels que soient les types employés aux manœuvres de gare. Il ne faut donc pas tenir compte de ces derniers parcours pour calculer la valeur de 6 dans la machine moyenne affectée au transport.
Pour un motif d'une autre nature , nous n'avons pas compris non plus le parcours des trains de travaux. On se propose en effet de déterminer la pente économique correspondant à un trafic donné. Dans l'appréciation de ce trafic on ne fait pas entrer les matériaux des terrassements, qui sont un accessoire insigoifiant et dont le transport n'a d'ailleurs rien de régulier. Les locomotives qui s'y rattachent ne doivent pas contribuer à former la machine moyenne.
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£n mullipliant le poids de chaque machine par son parcours el divisant par le parcours total la somme des produits ainsi obtenus, on trouve que le poids de la machine moyenne est de 46^00 kilogrammes. En opérant delà même manière sur les poids moteurs, on trouve que le poids moteiif de la machine moyenne est de aSgSo kilo-
grammes. Le rapport de ces deux nombres 77?^ — donne
Dans les formules relatives à l'exploitation spéciale de
la rampe nous adopterons le rapport ■= • Cela revient à
supposer que tous les trains de la rampe sont remorqués par de fortes machines analogues aux types à marchandises du Midi. Pour l'exploitation commune nous prendrons le chiffre — ou o,55, qui ne diffère pas sensiblement de celui que nous venons de trouver pour l'exploitation effective du Midi.
Adhérence pratique, f
Quand une rampe est dotée d'une exploitation spéciale^ ce qui implique la faculté de remanier les trains à l'entrée de la rampe et de donner aux machines la meilleure charge possible, il n'y a rien d'exagéré à prendre Tadhé-
rence au 8® du poids moteur, ou de faire /= g dans la
formule de la pente économique.
Mais s'il s'agit d'une exploitation commune, le coefficient Q est beaucoup trcyp fort, en ce sens que Tadhé-
rence pratique ou disponible n'est pas complètement utilisée. 11 convient alors, selon notre remarque du n* 26,
d*aUribuer à /la valeur même qui ressort de la composition effective des trains sur les grandes lignes de chemins de fer. Recherchons ce chiffre pour le chemin du Midi.
Nous venons de détermiaer la machine moyenne en 1860. Pour avoir la chargé remorquée par cette machine, il faut évidemment diviser le poids total transporté à un kilomètre par le parcours des machines affectées à ce transport. Or voici ce poids total (*^:
Tonnes kilométriques.
Transports à grande vitesse. i5433o44 id. à petite vitesse . . 208647193
Total du poids utile ou du trafic. . . . 219080237
Poids des voitures 72084781
Poids des wagons divers. . . . 263634549
Total du poids mort ou des véhicules. 3357 i933o
Poids total transporté à 1 kilomètre. 554799567
11 convient d'en déduire le poids des wagons de terrassement, soit 1679325 tonnes kilométriques, qui figurent dans ce total, et qui doivent en être distraites, puisque nous n'avons pas compris le parcours des trains de travaux dans le parcours des machines. Le poids total transporté à i kil. est ainsi réduit à 553 120 242 tonnes.
Ce poids ayant été transporté exclusivement par les trains publics de l'exploitation, il faut le diviser par le parcours correspondant des machines, c'est-à-dire par le
( * ) Rapport du Conseil d Administration à l'assemblée générale des actionnaires, du 16 avril 1861; p. 71.
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total de la colonne (3) du tableau précédent (n" 96), ou par 3 778846. On obtient ainsi pour la charge moyenne 146 tonnes {*).
Nous aurons la .valeur de l'aclbérence utilisée au moyen de réquation d'équilibre du train» à la vitesse normale, sur la pente courante :
(n-f-cr) (r-f-A)=/Ocy.
Nous avons trouvé
quant à la pente courante (maximum des pentes usuelles], elle est sur le Midi de 5 millimètres ou égale à r. Il en résulte
192,3x0,01 = 25,93 x/, d'où
Sur les pentes de renforts on peut admettre que y a
(*) Il ne faut pas confondre la charge de la machine moyenne avec le poids du train moyen (qu'on trouverait égal sur le Midi à i5i tonnes). La différence tient à ce que, selon notre remarque antérieure , certains trains sont remorqués en double traction , et à ce que certaines locomotives font des parcours à vide, pour des causes diverses se rattachant directement au service des trains. De là un excédant de 120789 kilomètres sur le parcours des trains, excédant qu'il faut porter nécessairement au compte de ces derniers. Le chiffre véritable de l'adhérence utilisée résulte de la répartition du poids total entre toutes les machines employées au transport.
une valeur intermédiaire entre ^^ -^ ' Quî correspondent respectivement à l'exploitation spéciale et à Pexploitation commune. Sur de telles pentes, les trains peu chargés se passant de renfort, Tadhérence utilisée ressort nécessairement à un chiffre plus élevé que sur l'ensemble du réseau. On peut faire, par exemple, /= —
Dépense a de machine. Coefficient S
Il s'agit d'évaluer la dépense faite par la maphine moyenne, circulant à vide sur une li^ne horizontale.
Il ne paraît guère possible, au premier abord, de conclure ce chiffre des statistiques des Compagnies. Ces documents donnent la dépense en bloc, y compris le transport du trafic lui-même, et on n'y distingue pas les sections horizontales des parties plus ou moins inclinées. Mais pour cette dernière circonstance, si l'on se reporte aux considérations présentées au n° 62, on reconnaîtra que sur un chemin, comme le Midi, par exemple, elle ne peut aucunement compliquer le problème. Cela résulte de ce que les frais de traction restent très-sensiblement les mêmes tant que les rampes ne dépassent pas le degré d'inclinaison qui permet de laisser les trains descendre librement sous l'action de leur propre poids. Or les pentes du Midi, limitées à 5 millimètres, satisfont à cette condition. La question serait donc résolue si l'on connaissait les frais de machine circulant à vide sur le profil du Midi, tel qu'il est effectivement. Mais ces frais n'étant pas évalués séparément dans la comptabilité, il faut tâcher de les déduire des dépenses générales.
Les dépenses du matériel et de la traction en 1860,
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rapportées au kilomètre de train public, se décompôseni comme il suit ( * ) :
fr
Graissage des voitures et wagons o^o
Total... i,o48
Ne perdons pas de Vue que les dépenses ainsi réparties ciomprennent non-seulement celles des trains publics, mais aussi toutes les autres (trains de travaux, manœuvres de gare, etc). En un mot, dans cette estimation, le kilomètre de train public est grevé de tous les parcours faits en dehors du train proprement dit. Nous verrons tout à l'heure l'utilité de cette observation.
La dépense faite par les machines elles-mêmes ne comporte évidemment pas les articles 9 et 10 du tableau ci-
(*) Page 65 du Rapport précité. Cette décomposition, faite pour Fancien réseau, convient également à l'ensemble des deux réseaux, attendu que les dépenses totales ont été réparties entre les deux réseaux proportionnellement aux parcours des trains publics.
dessus, qui concerneni les véhicules. Elle se compose des articles 2 à 8, et d'une part proportionnelle de Tart. i . Elle est donc formée comme il suit :
fr
foitretien et réparation des machines et
lenders 0,21^
Total. . . 0,906
ÎW. -^ Nous avons là les dépenses des machines par kilomètre de train public. Pour les avoir par kilomètre parcouru par chaque machine, il faut réduire chacun des itticlefs d-dessos dans le rapport du nombre de kilomètres de trains publics au nombre de kilomètres de machines; ce dernier nombre comprenant non-seulement les parcours dans les trains ordinaires, mais aussi les parcours des manœuvres de gare et ceux des trains de travaux. Ce groupement n'était pas logique quand il s'agissait de calculer l'adhérence utilisée, maïs il est indispensable quand on veut avoir la dépense faite sur I kilomètre par la machine moyenne, puisque le prix du train public^ sur lequel nous raisonnons, est grevé des frais de tous les parcours.
La statistique de la Compagnie nous donne :
totaux des divers types de machines (ancien et nouTeaa réseau) (*).
en X860
TOTAL
Le total des parcours de machines étant de 4 1^ ^^
kilomètres, et celui des trains publics (ancien et nouveau
réseau) de 3 658 067 kilomètres, le rapport de ces deux
3658 oSn nombres, ou , c^ ^ i = o,8r3, devra servir de mullîpli-
(*) La colonne a du tableau comprend, comme au n* 96, les parcours des doubles tractions et des machines isolées*
Pour les manœuvres d^ gare , dont les parcours sont Décessairement évalués d*une manière arbitraire, on a pris la base adoptée sur toutes les grandes lignes de chemin de fer, à savoir un total ^al au 10* des parcours des trains d'exploitation ( publics et de travaux).
^<^ur à tous les articles de la dépense détaillée ci-dess ( * ). On aura dès lors, pour la dépense faite sur i kilo- ^Xre par une machine remorquant la charge moyenne :
fr
Entretien et réparation des machines et tenders o
Total... o,8o5
Tel est le montant de la dépense kilométrique de la ^TiaChine chargée. Mais ce que nous cherchons, c'est la dépense de la machine circulant à vide.
100. — ^ A cet effet, suivons les divers chiffres ci-dessus, ^t voyons comment ils doivent être modifiés dans Thy- ^Dothèse où la locomotive fait le même service, mais sans
(*) Cette réduction proportionnelle aux parcours implique que le kilomètre de machine de travaux ou de manœuvres de gare est coté au prix de revient du kilomètre de machine moyenne dans les trains publics. Cette assimilation ne peut pas être justifiée rigou* reusement, mais, dans tous les cas, elle ne saurait s'éloigner I)eaucoup de la vérité, et le résultat général paraît suffisamment exact.
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remorquer .aucune charge. Nous nous arrêterons aux con- clusion^ suivantes :
Art. 2 0i3, pas de cbangeioeni.
Art. 4> réduction très-légère sur le graissage, peul-êlr^ lo pour loo; prenons ce chiffre.
Art. 6, pas de changement appréciable.
Art. 7, réduction importante : il faut remplacer ce chiffre par celui de la consommation moyenne d'u^e machine circulant isolément. Nous sommes fondés à mettre o'',2o au lieu de 0'% 348 (*).
Art. 5, réduction proportionnelle à celle de T^rl. 7, en vertu de ce principe que la quantité d'eau vaporisée est en
(*) Â défaut d'expériences directes, sufi^amment concluantes, nous avons dû nous en référer à l'appréciation des praticiens les plus compétents de la Compagnie. Voici la moyenne des chiffres admis par eux comme représentant la consommation de combustible, par nature de machine, en 1860; ledit combustible supposé identiquement le même que celui qu'on a brûlé effectivement dans le service, et les machines onarchant à vide dans les conditions où elles ont marché chargées :
m Machine à voyageurs (ancien et nouveau type). . 5,5o par kil.
» mixte {iancien et nouveau type ) 6,^5 9
» Engerth..» 9»oo »
» à cylindres intérieurs (type de Lyon)... 7»5o »
En multipliant respectivement ces consommations par les parcourx^^ des types correspondants dans les trains publics, et divisant W somme des produits par la somme des parcours, on aura la consoi mation de la machine moyenne égale à 6^,76. Or le prix moyen combustible en 1860 a été de '2cf%y5 la tonne; la dépense au chiffre de o^^2o^
is&oa de la consommation iie combustible, et que, par ite, il en est de même de tous les frais accessoires qui r rattachent. Nous mettrons en conséquence o'^jOiS
lieu de o'', 022.
^rt. 8, réduction qu'il est impossible de préciser exac- Knent. Pour cet article comme pour celui de la consomion, nous devons nous en rapporter aux évaluations ^^s praticiens, d'après lesquels on peut admettre une ■^éduclion de 20 pour 100; soit o^',i47 ^^ '^^^ ^®
An. i; réduction proportionnelle à la somme de tous î ^s autres.
Finalement la dépense kilométrique de machine marcihant à vide se compose comme il suit :
fr
Entretien et réparation des machines et
tenders 0,147 ^
Total... 0,598
(*) Les principales sources de dépenses d'entretien soBit les bandages^ les coussinets, les foyers, les tubes, etc. Les bandages sont évidemment moins altérés quai)d la machine marche à vide , .car ils sont soi^straits à 1^ plus grande partie de ractiei^ tangentiella; au
Nous avons à y ajouter la part des frais d'administration centrale qui incombe aux machines. Or nous trouvons au Rapport déjà cité (page Sa) que Tadministràtion centrale a coûté 944 365'% 7 1 , correspondant à une dépense totale de 8 74657i'%24 (après déduction de ces mêmes frais d'administration). Nous devons donc répartir la somme susdite dans le rapport de la dépense des machines marchant à vide, à la dépense totale de 8 746 571'', 24. 8o\i p le parcours kilométrique (total de la colonne 5 du tableau du n° 99); la dépense des machines vides sera
et la portion de frais d'administration leur incombant sera
d'où pour I kilomètre de machine
En l'additionnant aux o'',598 déjà trouvés, on obtient o^',66, en négligeant les millimes.
Il ne reste plus, pour avoir la valeur de a, telle qu'elle
contraire les coussinets souffrent de la même manière. Les foyers se conservent un peu mieux ; les tubes surtout sont moins éprouvés, parce que la pression intérieure de la vapeur est plus basse. C'est en tenant compte de l'importance numérique de ces divers éléments, selon les types de machines, qu'un arrive à l'évaluation de 'M> pour 100 à laquelle nous nous sommes arrêtés.
entre dans les formules, qu'à ajouter à ce chiffre de o'''966 l'intérêt du capital des machines, rapporté au kilomètre. La valeur des locomotives occupées à l'exploitation est de i4 millions environ; le parcours annuel total (trains publics, de travaux, manœuvres) est de 4187804 kilomètres. En prenant l'intérêt k 5- pour 100 (l'amortissement ne se distingue pas de l'entretien], on obtient 0'% iS'j par kilomètre ; d'où résulte a = o^', 82.
Le coefficient i représente la différence entre la consommation de combustible d'une locomotive marchant à vide sur une ligne horizontale et sa consommation à la descente des fortes rampes. C'est dans tous les cas une quantité fort petite. Nous la supposerons égale au quart de la consommation à vide, soit, d'après les chiffres déjà trouvés, égale à o''',o5.
101. — Frais de traction o, de la tonne remorquée. Ce coefficient exprime le supplément de dépense occasionné à la machine par l'adjonction d'une tonne sur une ligne horizontale. On en aura la valeur en prenant la différence entre le prix du kilomètre de la machine chargée et le prix du kilomètre de la machine vide, et divisant par le nombre de tonnes remorqué par la machine moyenne (*).
Le premier prix est égal à o'%8o5 (n*99), le second à o'',598 (n* 100) ; la différence est donc o'%207. La charge moyenne est de i46 tonnes. Le rapport de ces deux quantités, soit o'',ooi4, exprime la valeur de a, à laquelle il
(*) Les articles 9 et 10 de la dépense détaillée au n** 9i, et re- Uliiis à Tentrelien et à la réparation des véhicules, restent naturellement étrangers à Texpression de tu
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faul toutefois ajouter, comme au numéro précédent, la part proportionnelle des frais d'administration centrale, ce qui porte définitivement la valeur de a à o'^ooiS, soit un milllme et demi (*j.
Ce qui reste du chapitre du matériel et de la traction, quand on en a retranché la dépense faite parles machines chargées dans les trains publics (y compris les doubles tractions et les machines isolées), embrasse tous les frais kilométriques in4épendants de Tinclinaison, tels que les pianœuvres de gare, Tentretien et la réparation des véhicules, etc., et se trouve englobé, avec des dépenses d'autres chapitres, dans des coefficients dont nous parlerons bientôt.
102. — Dépense 6 d'entretien de la voie par pcusage de machine.
Ce coefficient représente, comme on sait, lesfraisd'usure occasionnés sur i kilomètre de voie horizontale par le passage, non d'un train, mais d^une machine à la tête de son trainr C'est la différence entre les effets produits par le train et ceux produits par les véhicules. Quant à l'horizontalité supposée de la voie, nous ferons la même remarque que pour les frais de traction : tant que les pentes ne dépassent pas 5 à 6 millimètres, l'entretien ne diffère pas de celui d'une ligne horizontale. La voie est soulagée à la (Je^cenie de tout l'effort supplémentaire qu'elle a sup* porté k la montée. Les résultats du Midi peuvem donc nous fpurjfiir la valeur de 6.
(*) AU)8i un train étant formé, l'adjonction d'one tonne aupplémei)|<aire n'augmente les dépenses de Isji machine que d'un millime et demi par kilomètre.
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La dépense d'entretien, pendant Tannée 1660, ressort pour l'ancien réseau au chiffre de i 891 55i'',75 (*). Il convient d'ep distraire utie somme d'environ loq 000 fr. pour divers articles, tels que terrassements, ouvrages d'art, clôtures, plaiitations, télégraphe, etc., qui sont tout à fait indépendants de la pente et ne varient pas avec les passages de machines. Reste i 291 55i*'',75.
Il faut en retrancher encore une portion, qui représente les frais afférents aux influences atmosphériques (n° 32), lesquels ne varient pas non plus avec la çircukUpn. C'est là un point très-délicat à apprécier en chiffres, et sur lequel les docuipents manquent d'une manière à peu près complète. M. Le Chatelier, dans son Étude sur les Chemins de Fer d'Angleterre (**J, aous appreQd que V. Barlow, l'mventeur de la voie qui porte son nom, évalue à 400 francs en moyenne (de 3 10 à 466 fr.) par kilomètre* la dépense occasionnée par les actions atmosphériquies, indépendamment de tou|, effet direct du trafic. Nous adopterons ce chiffre, faute d'autre digne de cpnfian^» La somme à retrancher est donc
400 X 793 =317 200 francs,
et il reste 1 074 000 francs, en nombres ronds, pour représenter l'usure produite par la circulation de tout le matériel et de sa charge. Nous devons y ajouter une part proportionnelle des frais généraux du service, lesquels s'élèvent à i53 36i'',9i (***) pour une dépense totale de
(♦) Rapport du Conseil (T Administration, déjà cité, p. 62. (♦*) Jn noies des Mines, cinquième ^ney t. I, p. lot^ (***) Bapport du Conseil, p. 68.
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2o48547'',32. La somme à ajouter sera
el le total relatif à l'usure deviendra i i54ooo francs. Il faut y ajouter encore, comme au n° 100, une part des frais de l'administration centrale, soit
944365^',7i X o /rZ 7 = 127 000 francs,
en nombres ronds; ce qui donne au total
1 154 000 H- 127 000 == I 281 000 francs.
Divisons ce chiffre parle nombre de kilomètres parcourus par les machines; ce nombre comprenant le parcours des trains de travaux et des manœuvres de gare, puisque la dépense est déterminée par l'ensemble de ces causes. Le
rapport ^ . = o^'', 3o6 exprime la dépense d en-
tretien occasionnée, sur i kilomètre, par le passage d'une machine et de sa charge. Nous sorpmes convenus d'en porter les trois quarts au compte de la machine (n° 35) ; le coefficient 6 sera égal à o'%23.
103. — Poids moyen q et dépense kilométrique ( en personnel) s d'un véhicule à frein.
Nous supposerons que le poids du véhicule à frein, avec sa charge moyenne, est le même que celui des autres wagons. Pour obtenir q, il suffit de diviser le poids total transporté par le nombre de kilomètres parcourus par les
véhicules. Or nous avons trouvé (n** 97) que ce poids total (déduction faite des wagons de terrassements) est égal à 553 120 2^2 tonnes kilométriques. Le parcours des wagons (déduction faite également des parcours de ter- '^ssements) est égal à 55 067 822 kilomètres. Le rapport ^B ces deux nombres ou 10 tonnes représente le poids ïï^oyen du véhicule chargé.
Quant à la dépense c, nous trouvons dans la statistique Q^xe le parcours moyen d'un agent des trains est de 5S 000 kilomètres. On peut évaluer son salaire annuel *Xoyen (y compris les frais accessoires) à i4oo francs. Il ^ï> ressort une dépense de o'',o25 par kilomètre parcouru P^^r un wagon à frein.
Coefficients K, A.etB
Le coefficient K représente, comme on sait, l'ensemble ^s frais d'exploitation d'un kilomètre de chemin, déduc- L on faite des dépenses correspondant aux articles dési- Tiés par a, 6, a (*). Il faut également en retrancher les épenses k d'exploitation proprement dite (moins les ï^ins) et du service commercial, ainsi que l'entretien B es bâtiments des stations, quand on suppose que le ^•nombre des stations est indépendant de la pente adoptée, ^lierchons la valeur de K dans cette hypothèse, d'après ï^es résultats du Midi.
La dépense par kilomètre de machine vide (intérêt du <îapital déduit, comme étranger aux frais d'exploitation)
(*) Nous n'aurons pas à retrancher la dépense s des freins, car ^t article ne comprend que les freins supplémentaires nécessités par la rampe; or sur le réseau du Midi ces freins supplémentaires ^'existent pas.
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e^ égale à o^',66; c€j qui, pour les df']']88^& kinymèl^es de lïiachlne» dans> les trains publics, donne une sôrinne
de 2494 038^36
Les frais de traction a de la tonne de poids total sont de o'',ooi5j en multipliant par 553 120 242 tonnes kilométriques, on a 829 68oy32
Les frai» d'entretien de la voie par kilomètre de machine sont de o^%23; en lûultipliafnt par 3778846 kilomètres^ il vient 869 1 34^58
Les dépenses A d'exploitation proprement dite (moins les trains) et celle du service commercial, s'élèvent (y compris leur part proportionoelle de frais généraux et d'administration centrale) à (*)... 29^5 309,71
L'entretien B des bâtiments des stations (y compris les frais généraux) est d'environ 160000,00
Total à retrancher. . . 7 328 162 ,67
La dépense totale de l'exploitation est
de 690 936 ,96
La différence, soit 2 362 774>28
divisée par le nombre de kilomètres du chemin, c'est-àdire par 793, représente la valeur de la quantité K, qui se trouve égale à 3 000 francs environ (exactement à 2980 francs).
(*) Rapport,
Si on veut mettre k sous ht forme cQ (doùt nous avons foit usage au n* tô), Q étant le poids transporté sur un kilomètre de chemin et c la dépense par tonne, il laut diviser K par le poids total rapporté au kilomètre, ou, ce qui revient au même , diviser le nombre ci-dessus !i36a774''^^^ P*r le poids total 553 12024^* ce qui donne c = o''',oo43.
105. — La valeur de Q qui doit figurer dans la formule, quand on suppose la rampe placée dans les mêmes conditions que le chemin du Midi en 1860, se détermine aisément en divisant le poids total 553 1 20 242 par la longueur de la ligne 793 kil. On a ainsi Q= 700000 tonnes
kilométriques environ 1 à p— près | .
Le chiffre des transports d'un chemin de fer n'est généralement pas assigné sous cette forme. Ce qu'on connaît à priori, ce n'est pas le poids total (utile et mort) transitant sur un kilomètre, mais seulement le poids utile, c'est-à-dire le nombre de voyageurs et le nombre de tonnes de marchandises. 11 faut savoir en déduire le poids total, ce qui aura lieu si l'on connaît le rapport de ce dernier au poids utile. Or, en prenant toujours pour type le chemin du Midi, on trouve :
Poids utile transporté sur tout le réseau Toanes ui.
en 1860 219080237
Poids total (déduction faite des terrassements] 553120242
Rapport du poids utile au poids total, près de4o pour 100.
11 suffira de multiplier le poids utile par -r— pour
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avoir le poids total, en admettant, bien entendu, que la proportion des voyageurs et des marchandises soit la même que sur le Midi, où ces deux branches de trafic ont donné les recettes respectives suivantes (*) :
fr.
I® Voyageurs et bagages 9 1 23 178,56
2® Marchandises à grande et à petite vitesse i5 568 697 » 7 1
Les résultats généraux ne seraient guère changés si la recette de la petite vitesse était un peu plus forte par rapport à l'autre. On peut admettre que le poids utile devra être multiplié par-?— > avec une répartition de trafic
telle, que la recette des voyageurs entre environ pour «^
et celle des marchandises pour ^ dans la recette totale. En
désignant par T le poids du trafic sur i kilomètre de
chemin, la quantité Q peut être remplacée par 7— T.
Il ne faut pas perdre de vue que le rapport 4o pour 100 est spécial à la ligne du Midi, où les grandes dimensions du matériel de petite vitesse ont permis d'atteindre des charges très-élevées par wagon. Sur la moyenne des chemins français, ce rapport ne dépasse guère 33 pour 100
oui.
(*) Rnpjwrt du Conseil d* Administration^ p. 60.
Expreuion numérique de la pente économique pour
une exploitation spéciale.
106. — Nous avons trouvé, d'après les résultats d'exploitation du Midi, les valeurs suivantes des divers coefficients :
CT = 46 tonnes, a = o '', 82, ^ = o*", o5, a=o'%ooi5, 6 = 0^^,23, c = o''',oo43, d'où
cr
= o^'jOaSS.
Si l'on substitue ces chiffres dans la formule de la pente, et si l'on y fait en outre
r=o,oo5, /=g» ® = 5»
Q = ^00 000 tonnes, C = 3oo 000 francs, 1 = 0,06,
on trouve les valeurs suivantes de U et de A, pour une rampe à exploitation spéciale :
Ainsi, avec ces quantités particulières, la pente économique se trouve égale à la moitié de la pente d*équilibre.
Mais il ne s'agit pas de trouver une valeur particulière de la pente; il faut surtout avoir une expression qui per-
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mette de l'en déduire quand on assigne les éléments caractéristiques de la rampe à établir. II faut donc, dans la formule algébrique, distinguer les éléments qu'on peut remplacer une fois pour toutes par des valeurs numériques fixes, et ceux, au contraire, tels que le chiffre du trafic Q, la dépense de construction G, etc., qu'il convient de laisser indéterminés . parce qu'ils doivent être assignés spécialement dans chaque question.
Les quantités -» -i -^ a et c peuvent être considérées
CT CT
comme à peu près constantes dans les grandes lignes exploitées. Le poids des machines, le système de voies, l'organisation administrative ne diffèrent pas assez d'un chemin à l'autre, pour que les quantités ci-dessus en soient modifiées sensiblement. — Nous ne parlons pas de r et de i, qui de leur nature sont indépendants de ces particularités. Au contraire,/, 0, G et Q varient beaucoup, les deux premiers suivant le mode d'exploitation donné à la rampe, les deux autres selon les contrées où elle est établie. Il convient d'exprimer la pente en fonction de ces quatre éléments, les autres étant remplacée une fois pour toutes par leurs valeurs numériques.
Par la même occasion nous rechercherons les valeurs des polynômes N,P et U, qui se représentent perpétuellement dans les questions relatives aux pentes.
107. — Détermination des polynômes N, P et U. — On a la formule connue
N = Q,. (^ /i^% "-^^F^O + ('^- ^ ^Q^ iP - '■'. cQ remplaçant K.
On peut mettre cette expression sous la fonno suivante :
laquelle met mieux en évidence les facteurs Q ol /O — r. Si l'on remplace par leurs valeurs les termes
a aH-6 — ^*
N on obtient le rapport ^:-< , qui so rencontro dans lu
•/ plupart des questions du chapitre pr(^cédent :
(2) ^j— -j;==o,o6C4-Qfo,oo5 4-Trjp^
N La valeur numérique de ^ se trouve iindi fonction
des quantités G, Q, /et 9, qui sont ncccssairomunt umnIgnées dans chaque cas particulier.
Si Ton veut avoir 7- en fonction do C ot do Q nnulo-
ment, il faut attribuer à / et 9 ccrtalnoH voIcuph, pur
exemple, /= ^ et = ç« On a alors
Quand C est égal à Sooooo et Qk 700000, Il (tn r/'Hiilto
:p- = 23 000 environ;
chiffre peu éloigné de celui dont nous avons fait usage au chapitre précédent.
L'expression numérique de P s'obtient de la même manière. On peut mettre ce polynôme sous la forme
d'où, en remplaçant, comme tout à l'heure,
a a-4-6 — 15 - et : — —
par leurs valeurs,
(5) P=Q^(/G--r)L,ooo75-h j^^o,0233y
En y faisant /= ^ et ô =^> on obtient, en fonction de
Q seulement.
et
P = o,oo23 Q.
Pour Q = 700 000, P est égal à 1600 environ.
Si l'on divise l'une par l'autre les relations (3) et (5), il vient
0,005 + 0,006 -rr -h -jrz 0,0233
Telle est Texpression numérique de U en fonction dos quantités qui doivent être assignées dans chaque question.
On peut simplifier cette expression de la manière suivante : divisons Tune par Tautrc les relations (i) et (4), il viendra
P jr, fQ ^'^ fQ^r n
— ou U' = ' •
fO-r m Q
Cela posé, remarquons que les variations do /et nginseni d'une manière bien différente sur les deux fartourn
de U% à savoir ^ et la grande fraction qui en oHl multipliée. Le premier facteur augmente ou diminue proportionnellement à chacun des coefficients /et 0, landin quo le second varie avec eux d'une manière à peu prèn Insensible. Aussi en donnant à/ une valeur moyenne cjilre
3 et — » qui sont presque deux extrèmen, hoIi • » t*i en
O 12 ^ "^ ^ lO
donnant de même à 9 une valeur o^^S interm/^diaire nntrn
les extrêmes- et i, on pourra faire h Mutmtitutlon uim
fois pour toutes dans la gr^nAtt fraction, timU t;u m^ ^,iir
dant de l'appliquer au premier hcU'Mf^ " 0*XU*, t^iilmtlln-
tion, toujours plus ou mo%u% fjfuintirtt k mu* Hf^onritut^M exactitude, n'influera pd<^ s^jt<ihU*4f$(uti ntir U ynU'ur lU* h, et celle-ci sera obt/^nue, A:àu% UfH% U',% /;i*», n motn«i A' un
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dixième près ( * ) . Une pareille approximation suffit évidemment aux besoins de la pratique. En effectuant ces
(*) Il est facile de reconnaître que Terreur est toujours au-dessous de cette limite.
Désignons en effet par X le polynôme
afQ-r , a-h6-5
'À r Vf
par Y le polynôme
et par V*la fraction ^ — v' ^ ^^^^ qu'on ait
On a évidemment
ttn posant Z= r^- Mais on peut écrire
(3) ^ ou Z= ^\^
a ta
L'erreur sera la plus grande possible si / et 6 s'éloignent le plus
CHAPITRE VIL - APPLICATIONS NUMÉRIQUES. 247 calculs, on ramène Texpression de U à la forme suivante :
possible , dans le même sens , des valeurs adoptées à priori pour ces deux coefficients. Nous avons supposé qu'on prenait
voyons ce qui adviendrait si / et avaient , par exemple , les valeurs Les plus grandes possible , soit
/= i et 0=1.
On a
/'G — r 1° Avec les valeurs adoptées ^ = i4;
2° Avec les valeurs réelles = 24.
L'erreur commise dans la relation (i) sera celle qui provient de la substitution du chiffre i4 au lieu du chiffre 24 dans la relation (3). Or la différence des valeurs de Z qui correspondent aux chiffres 1 4 et 24 est égale à
\2 24 CT 2 14 cr /
2 14 Tff 2 24 w a-f-6 — 1^
Or en remplaçant «, a, 6, ^ et c par leurs valeurs , on voit que le
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(n) A = f^-o,oo5
multiplicateur de-Z est égal à o,53. La différence en question est
donc égale à — r- Z et par suite moindre que - Z.
L'erreur qui peut être commise sur V est moindre que la diffé-
rence qu'on obtient en y remplaçant Z par Z +- Z, ou moindre que
i-hZ i-h^Z i-f-Z H-îfZ . 7 lo
L'erreur sur U' est moindre que la différence
r \ lo / r r lo lo
L'erreur sur U est inférieure à
fQ — r Enfin l'erreur commise sur h = rr est moindre que
fQ^r fO-r _ fQ-r o,i5U
i-hU i-hi,i5U~ i-hU ' i-hi,i5U "^"115 , loo
Cette erreur sera la plus grande possible quand U sera le plus grand
Dans ces formules, ne Foublions pas, /et ô représentent, non plus les valeurs moyennes dont nous parlions tout à l'heure, mais bien les valeurs réelles qu'affectent ces coefflcienls dans chaque cas particulier.
possible ; ce qui aura lieu en attribuant à / et 9 leurs valeurs les plus élevées, et au rapport ^ la valeur la plus réduite qu'il puisse prendre dans la pratique. Faisons en conséquence
/=i et © = i.
On ne peut guère attribuer à C une valeur inférieure à 3oo ooo fr. ; quant à Q, il est, sur le Midi, égal à 700000 tonnes et correspond à une recette kilométrique (nette) de 28876^% 63. La recette du chemin le plus favorisé, celui de Paris à Lyon et à la Méditerranée, a été, dans la même année 1860, de 70 416''", 16, c'est-à-dire égale à deux fois et demie celle du Midi. On sera assuré de se maintenir au-dessus des circonstances usuelles en quadruplant, par exemple, la valeur de Q trouvée sur le Midi, ce qui donnera
f: = - environ. En faisant ces diverses substitutions dans l'expression de U , on obtient U = i , 8 et l'on est certain que cette valeur est supérieure à celle qu'on peut avoir occasion de calculer dans la pratique. Dès lors en remplaçant U par 1,8 dans la fraction
— ^ ? qui marque une limite supérieure de l'erreur commise
ii5 100 ^ ^ '^
dans l'évaluation de la pente , on voit que cette erreur est moindre
que — ^ II
Nous sommes donc fondés à remplacer une fois pour toutes/ par — et par 0,75 dans l'expression de V (formule i) et à ne conser-
Nous aurons U et A eu fonction de C et de Q seulement,
en attribuant, comme plus haut, à /et les grandeurs ^
et ■=' Il viendra
(/ibis) A — '
On reconnaît aisément que cette dernière valeur de U ne diffère point de celle qu'on aurait obtenue en divisant Tune par l'autre les deux relations (3) et (6). On aurait en effet
N o,o6C -ho,oo7Q
ver /et à l'état d'indéterminées que dans le multiplicateur de V. La substitution des valeurs des divers coefficients donne
d'où
\/ o,oo5 U,0929-ho,84^\
qu'on ramène aisément à
(en divisant tous les termes par 0,007 Q). ^^ cette dernière fraction est, à peu de chose près, le carré de la formule (9).
On peut, si on le préfère, mettre en évidence le poids T du trafic kilométrique au lieu du poids total Q. Sur l'en-
semble des chemins de fer français le rapport jr diffère
peu de ^- En, adoptant ce chiffre moyen, la formule [n) devient
[nier)
f^__ /Q — o,oo5
T est le nombre de tonnes de marchandises de toute nature, à grande et à petite vitesse, ainsi que le poids de voyageurs (calculé à raison de 65 kilogrammes par tête), circulant sur i kilomètre de chemin pendant l'année.
108. — Le tableau ci-après présente les valeurs de la pente économique pour les grandes lignes françaises, d'après les résultats de leur exploitation en 1860. On a supposé que le poids total (utile et mort) était égal au triple du poids du trafic (sauf pour le chemin du Midi où T est égal aux ^ de Q). On a attribué aux coefficients CyfelO les valeurs suivantes :
C = 3oo 000 francs, /=5 9 ® = ?'
Valeurs de la pente économliiiie.
POIDS TOTAL
rirculant par kilomètre (*).
PBirrB ÉCONOMIQOB.
Midi
tonnes 700000
99ootK>
I I 3oooo
milllin.
Ouest
Orléans
Est
Nord
Lvon
(*) Le poids du trafic a été calculé : i® en prenant le nombre de tonnes do marchandises transporté à i kilomètre (chiffre indiqué dans les Rapports des Conseils d'Administration ) ; 3^ en multipliant le chiffre de la recette de g;rande vitesse par le rapport de ce chifi're au poids correspondant pour le réseau du Midi. Cette seconde partie du tonnage est approximative ; niais comme elle n'entre dans le total que pour une faible proportion , les résultats ne sont pas altérés.
On voit que la pente économique varie peu au delà d'un certain chiffre de tonnage; on peut la considérer comme comprise entre 3o et 35 millimètres.
Pour un trafic égal au double de celui du chemin de Lyon, la diminution de la pente serait peu importante : rtnclinaison serait encore égale à 25 millimètres. Pour un trafic égal à la moitié de celui du Midi, la pente sérail de 41 millimètres.
En résumé, sur les réseaux fréquentés, on peut descendre à 3o millimètres et au-dessous. Au contraire, sur ceux qui doivent avoir une faible circulation, comme plusieurs des sections appartenant à ce qu'on nomme en
FraïMi^ les nouveaux' réseaux, il sera avantageux de se inaint.^nir à ^o millimètres et au-dessus. Il est superflu d'ajouter que ces conclusions se trouveraient modifiées si les coefficients C, /et 6 avaient des valeurs autres que celles que nous avons supposées.
^^09. — Les formules [n) et [n bis) du n® 107 ont été ^■^X^nues en admettant que le nombre absolu des stations ^^ varie pas avec la longueur de la rampe. Elles se trouv^ï^ient modifiées si Ton supposait que la répartition '^î^lométrique est constante, ou que le nombre absolu ïie proportionnellement à la longueur du chemin. Dans cette dernière hypothèse les valeurs de a, 6,. ^, a changent pas ; mais A et B disparaissent pour se confondre avec la quantité K. Afin d'avoir la grandeur de cette dernière, reportons-nous au n" 104, qui offre le décompte qui y conduit. En suivant le même ordre de considérations, il est clair que les trois premières dépenses doivent seules être déduites de la dépense totale d'ex- /^'oitation.
^'est donc la somme 4 192 853,26
Qui doit être retranchée de 9 690 986,95
^G qui donne la différence 5 498 083,69
^*^'U résulte
^^ 5 4q8 083^69 ^ .,f, rj. I ,\
1< =: _Jtz ^ ^ =6 934^'^=7 ooo^*^ I a - — près j?
ex
^ fr
«54 <^^^ \ ,, de 13 esi égale à B'après cela U valeur de
«lions arUbtnéUquesVr ,,., tardes transïortnauons
On en dédmi, par « ^
simples. / -i?-7'
i« même tableau «.àcepolntdevuelemê"» i^
S,Vondresse»ceP^ apentedes
^«^^''"'"ttes ce qui doit être:
Vale»»« de >• «"^ _
tonne» 1 3^
Midi ..\ 99°"°** \ 34
Ouesl . 1080000 l 34
o.éans...--;;;;;...\ ^^^ \ 3.
aoioooo
Ai
'es-
uc
Mi.
Cette hypothèse a pour résultat d'augmenter la pente P'^ecédemment trouvée, d'environ 2 à 3 millimètres.
*10. — Il nous reste, pour terminer ce sujet, à exami- "^^t* si les résultats d'exploitation des diverses lignes conduisent à modifier les valeurs des coefficients qui *^gurent dans nos formules. On se rappelle en effet que ^> 6,. . ., ont été calculés pour le seul chemin de fer du ^idi, et sans tenir compte des différences qui peuvent e-xister d'une ligne à une autre.
On pourrait opérer cette vérification en reprenant, pour chaque chemin séparément, la série des calculs auxquels ïious nous sommes livrés pour celui du Midi. La comparaison des résultats montrerait s'il y a lieu de remplacer les valeurs d'un chemin par des moyennes tirées de l'ensemble. Nous ne ferons pas ces évaluations, qui, d'après I3 marche déjà suivie, ne sauraient présenter aucune diffi- ^^hé théorique (*). Nous nous bornerons à consigner ^i-après quelques résultats généraux qui mettent immé- ^*^lement en évidence les faibles écarts que doivent pré- ^^nter les valeurs des coefficients dans les grandes lignes ''^riçaises. Voici le tableau des dépenses des diverses **^Tiches de service pour i kilomètre parcouru par un ^in public moyen, pendant l'année 1861. Les chiffres ^t empruntés aux Rapports des Conseils d'Admlnis- ^tion aux Assemblées générales des Actionnaires.
^*) Nous tenons à ne faire usage que de chiffres authentiques et
i ne puissent pas donner lieu à contestation. G^est un motif de
,j^ —us abstenir d'évaluer les coefficients pour les lignes autres que le
r^^di. Les Rapports officiels des Conseils d'Administration aux Assem-
^ ^es des Actionnaires ne fournissent pas tous les renseignements
^^cessaires (tels que le poids et le parcours des diverses catégories
^^ véhicules et de machines , etc. ).
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L'inspection de ce tableau réTèle une assez grande uniformité dans l'exploitation des principales Compagnies de ch^nins de fer. Pour les frais de matériel et de traction, par exemple, qui conduisent à la détermination de a, on voit que le chiffre du Midi ne diffère que de 4 centimes,
soit de --79 du chiffre moyen des six grandes Compagnies.
Pour les frais du service de la voie, qui fournissent le
coefficient €, l'écart est plus fort, soit d'environ -p ; il serait
plus exact d'adopter le chiffre de o'%5o au lieu de o'',6o relatif au Midi. L'élévation de ce dernier chiffre tient particulièrement au système de voies (Barlow et Brunel) employé sur certaines parties du réseau. Quant aux différences observées sur les frais de traction, il est permis de penser qu'elles tiennent plus encore à une inégalité de charge des trains, dans les diverses Compagnies, qu'aux circonstances propres au service de la traction* Sur le Nord et l'Est, par exemple, où l'on trouve la dépense la plus réduite, on reconnaît, par contre, une diminution notable du travail utile effectué. On en jugera par le tableau suivant, où nous avons réuni les éléments du travail du train moyen en i86o, sur les six grandes lignes déjà citées, éléments qui sont : i** le nombre de voyageurs; 2° le nombre de tonnes de marchandises; 3® la recette de tous les transports accessoires de grande et de petite vitesse. Les chiffres sont, comme précédemment, empruntés aux Rapports officiels aux Assemblées des Actionnaires (*).
(*) Les résultats ne sont généralement pas donnés sous cette forme dans les documents que nous citons. On les en déduit facile*
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Travail utile par kilomètre de train moyen (anciens réseaux).
LYON
HOTERim
Nombrel ^"y»ge"«-
42% go
, l tonnes de (marchandise
Recette des transports
accessoires
o'%yi
o^Si
On voit que le Midi, l'Orléans el le Lyon, qui ont les frais de traction les plus élevés, ont en même temps le plus fort travail utile. Au contraire le Nord el l'Est, dont les frais sont plus bas, ont un travail notablement plus faible. La différence des prix d'achat du combustible, particulièrement favorables pour ces deux derniers chemins, paraît donc n'être pas la seule cause de l'écart des frais de traction, et on peut croire qu'à égalité de charge des trains, l'écart deviendrait sensiblement moindre que nous ne l'observons (*).
ment en divisant les nombres de voyageurs ou de tonnes transport tés à un kilomètre par le parcours kilométrique total des trains publics.
(*) On ne pourrait pas objecter que, malgré la diminution du travail utile, la charge du train a pu être aussi forte par suite de l'accroissement du poids mort : circonstance qui , si elle se réalisait ^ infirmerait notre conclusion, caria valeur des coefficients a été déterminée en se basant sur la charge totale (poids mort et utile)
111. — En résumé les chiffres d*oii nous sommes partis, sur le chemin du Midi, pour calculer les coefficients a, 6, . . . , conviennent, avec une suffisante exactitude, aux autres lignes. Les conséquences auxquelles on parviendrait pour ces dernières ne différeraient donc pas sensiblement de celles déjà obtenues, et Ton est autorisé à conserver les mêmes valeurs aux coefficients numériques introduits dans nos formules. Du reste, les diffé-
et non sur la charge utile seulement. Mais cela n'a point lieu. Si Ton compare en effet les lignes du Nord et de l'Est avec celle du Midi , par exemple , on trouve que le nombre de véhicules du train en 1860 a eu les valeurs suivantes:
Midi.
Nord.
Est..
NOMBRE
de Téhicnles par
ktlotaièlre de train
moyen.
Or le poids moyen des véhicules du Midi est bien supérieur à celui des deux autres lignes. La différence est d'environ i tonne, ce qui donnerait 16 tonnes de poids mort sur le Midi de plus que sur le Nord, et 10 à 12 tonnes de plus que sur l'Est. Quand même le poids des véhicules serait égal de part et d'autre , la différence de 1 wayon en faveur de TEst serait loin de compenser la différence de charge utile (plus de ao tonnes ). Ainsi la charge moyenne remorquée par les machines est sensiblement plus élevée sur le Midi que sur les deux autres réseaux.
renceSy quelles qu'elles soient, ne sauraient, dans les limites où elles sont nécessairement renfermées, influer d'une manière appréciable sur la valeur de la pente économique. Nous avons vu en effet {n^ 107) que l'approximation de la formule porte sur un terme fractionnaire
— jr^ Or quand le dénominateur *^ varie,
r d'après les valeurs de/et ô, de i4 à 24» c'est-à-dire de
plus du tiers, la pente ne varie pas d'un dixième. Les variations du numérateur exercent sur le résultat final exactement la même influence que celles du dénominateur. Lors donc que, par suite des écarts observés dans les valeurs de a, 6, . . . , le numérateur varierait, par exemple,
de — > l'erreur commise sur la grandeur de la pente serait
à peu près insensible.
112. — Quand on fait abstraction de la dépense de construction, la grandeur de la pente économique est, comme on l'a déjà vu, indépendante du chiffre du trafic; en sorte que la même valeur de h convient aux diverses lignes exploitées. Pour l'obtenir, il suffit de faire C = o dans la formule [n) du n*» 107. Il vient ainsi
/ \ h^ /e— o,oo5^
Telle est la formule générale de la pente économiquP! au point de vue des seules dépenses d'exploitation ( * ) ,
(*) Ce serait là, à peu de chose près , la pente que devrait rechercher une Compagnie dont le chemin de fer serait exécoté d'à-
Si On y attribue à /et d les mêmes valeurs que précé- <Jcniiïient, on trouve, en effectuant les calculs,
A = o'",oai.
-^însi, toute question de construction à part, on a intérêt à adopter uniformément, quelle que soit l'importance ^ ^ï^flc, une inclinaison de 20 millimètres environ.
113. — Pentes des rampes à exploitation commune. — ^ formule algébrique de la pente (n® 57 ) est
^vec
U, =::U t/l-hm -
azj 5 =
2(a-4-6)^/e - r lies coefficients / et ô ne peuvent plus recevoir les
«^^"^ la loi de 1842 (aux termes de laquelle les travaux d*art, ^^l'rassements et bâtiments sont, comme on sait, au compte de TÉ- ^t). Dans ces conditions, et toute question de trafic à part, la ^^mpagnie, n'ayant à faire qu'une faible mise de fonds pour la construction, aurait intérêt à demander des pentes calculées au point de '^e des seuls frais de l'exploitation, c'est-à-dire à appliquer la for- <Uule [p). Plus exactement , il faudrait faire usage delà formule (n) Qn attribuant à C la valeur relativement faible qui représente la pose de la voie et l'achat des machinés.
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mêmes valeurs que dans le cas de Texploitation spéciale, parce que l'adhérence est moins utilisée et qu'on y em*ploie des machines susceptibles d'une plus grande vitesse. L'exploitation d'une rampe, dans ces conditions, se rapprochant beaucoup de celle d'une ligne ordinaire, il paraU logique d'attribuer à / et d des valeurs analogues à celles que nous avons trouvées, par exemple, pour
le chemin de fer du Midi. Nous supposerons donc/= —
et = 0,55. Quant aux autres coefficients a, a, 6, . . . , il n'y a aucune raison pour y rien changer. D'après cela, il vient :
Si l'on suppose, comme précédemment, C = Sooooo fr. et = 700000 tonnes, on trouve, en effectuant les calculs,
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11 sufûra d'assigner le rapport m pour déduire la valeur numérique de rinclinaison. Si, par exemple, on donne m=3oo, on aura A =9 j millimètres. On pourra ainsi former une table des valeurs de la pente correspondant aux valeurs du rapport m; ladite pente relative à un chemin de fer dont le trafic serait égal à celui du Midi en 1860, et dont le coût kilométrique de construction serait de 3oo 000 francs. Voici un tableau obtenu en faisant varier m de 100 en 100 :
VALEURS
du rapport
de la pente
correspondante.
mlll
3oo
5oo
i5oo
11 est inutile de pousser les calculs au delà de m = i5oo, puisque la limite de 5 millimètres est acceptée à priori pour la pente courante. Ainsi, quand le rapport des parcours horizontaux (ou en pente courante] à la somme des hauteurs est égal ou supérieur à i5oo, la pente courante de 5 millimètres est en même temps la pente éco-
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tiomique; ce qui revient à dire qu'il n'y a plus lieu de rechercher cette pente économique. On peut même conclure, d'après l'inspection du tableau ci-dessus, qu'au delà de m=: looo la recherche de la pente n'offre plus d'intérêt réel, puisqu'on est conduit à des inclinaisons de 6 millimètres, qui ne diffèrent pas sensiblement de la pente courante.
114. — Pour nous rendre compte des longueurs respectives du développement en rampe et en palier, auxquelles correspondent les valeurs de m, cherchons, par exemple, ce que devrait être le rapport m pour que, avec l'inclinaison qui résulterait de l'introduction de cette valeur dans la formule, la somme des rampes fût égale à la somme des paliers. Soient D et L ces deux sommes : on doit avoir
si U est la somme des hauteurs, on a
d'où
Mais la longueur D est exprimée, en kilomètres, par
r-j ou en mètres par t-; l'hypothèse ci-dessus im-
loooAt /Il
plique donc m = t- La valeur de l'inclinaison cherchée s'obtiendra en remplaçant m par r- dans la formule.
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Ile-ci devieni
V 3oA.
ou
ii5Ai
^par
suite
m= 70 environ.
Lors donc que le rapport de la somme des paliers (ou es rampes courantes) à la somme des hauteurs est ^gal à 70, le développement des paliers est égal à celui ^es rampes, et la pente de celles-ci est de i4ï millimètres. Au-dessus du nombre 70, ce sont les paliers ^ui prédominent dans le profil ; au-dessous, ce sont les ^mpes.
lis. On peut, comme pour la pente des rampes à exploitation spéciale, se proposer d'établir une expression i^umérique dans laquelle /, 9, C et Q restent indétermiixés. A cet effet, nous laisserons figurer /et dans le nuïïiérateur /ô — r de la pente, ainsi que dans le premier
^^cteur ^ de U% et nous les remplacerons par des
^*>ioyennes dans le second facteur de U% ainsi que dans
^'expression de s. Il est facile de voir que si les moyennes
doptées sont f = — elô = — 9 l'erreur commise sur *^ ''12 100
ia pente sera moindre que — ( * ).
(*) C'Qst la même démonstration déjà présentée au renvoi de la p. 246, avec cette différence que dans le ca& actuel les écarts
En introduisant ces valeurs dans les expressions générales, on obtient :
(9) i 1 _ /e — o,oo5
entre les valeurs moyennes et les valeurs extrêmes possibles sont nécessairement beaucoup moindres. En effet, sur une rampe à exploitation commune , la composition des trains et le type des machines étant les mêmes que sur le reste du réseau , la valeur de / ne pourra guère descendre au-dessous de Tadhérence utilisée dans
la généralité des chemins de fer, soit par exemple--; (sur le Bfidi,
c'est -7 I i et de même B ne sera pas inférieur à -9 qui est à peu
près la plus basse violeur qu'on rencontre dans la pratique.
L'erreur sera la plus grande possible quand les écarts de /et de
se produiront dans le même sens, c'est-à-dire quand le produit /9
II I
prendra la valeur —7 X - au lieu de — x — qu'on lui suppose. ^ 14 2 12 100 ^ '^'^
Voyons ce qui en résultera pour le multiplicateur de U , savoir
I H ) ^ représentant, comme on sait , la somme
aïs
avs
Le dernier terme se changera en ^ au lieu de ^ ; et comme -7 — -^ est égal à o,o35 , Terreur commise sur s sera évidemment moindre*
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Il suffira d'y attribuer à Qles chiffres correspondant aux diverses lignes de chemins de fer pour avoir les valeurs de la pente en fonction du rapport m. Si Ton veut, je suppose, comparer le chemin du Midi et celui de Lyon, pour une valeur déterminée de m, soit m = loo, on reTO-» placera Q successivement par 700000 et par 2010000, /et restant d'ailleurs les mêmes. On trouvera :
Pour le Midi A, = ï3",3.
Pour le Lyon A, = 10.
Le tableau ci-après présente les valeurs de la pente, correspondant aux diverses valeurs de m, pour les che-^
que -7 ^ , et celle qu'on commet sur i H sera moindre que -r — ?
et , à fortiori , moindre que -= ( i H y L'erreur sur le radical;
lui-même sera inférieure au — de ce radical.
Quant à la valeur de U, il serait facile de voir, en reproduisant
les calculs de la p. 246 , et en y introduisant les nouvelles valeurâ
adoptées pour / et ô, que l'erreur doit être moindre que — de U.
Dès lors l'erreur commise sur U,, qui est égale à la somme des
erreurs commises sur ses deux facteurs U et i /i H 5 sera in-»
férieure à ( 1 1 U, ou à - U,. On en déduira , par la continua^
\io 20/ ' 7 ' ' *^
tion du même raisonnement , que l'erreur sur h^ sera moindre que
— de cette pente. Cette approximation , qui dans la pratique se
traduit par un millimètre en plus ou en moins sur la valeur obte^ nue pour l'inclinaison (celle-ci n'est en effet que d'une dizaine de millimètres) , est tout à fait suffisante pour les besoins.
mins de fer du Midi et de Lyon, ainsi que pour un chemin ayant moitié moins de trafic que celui du Midi (ce qui est le cas d'une partie des nouveaux réseaux). La quantité C y est supposée uniformément égale à 3ooooo.
MIDI
LTOH.
nlllim
miOUn
mllllm
lOO
3oo
4oo
5oo
i5oo
Si l'on convient de ne pas distinguer Tinclinaison de 6 millimètres de la pente courante, on voit que pour une valeur de m supérieure à 5oo sur le Lyon, à 1000 sur le Midi et à i5oo sur les nouveaux réseaux, la pente courante est en même temps la pente économique.
116. On aura la valeur de m qui, sur le Lyon, correspond à un égal parcours de rampes et de paliers, en
remplaçant, comme on a déjà fait pour le Midi, m par j-
dans la formule (g). Gelle^^i devient alors
d'où Ton déduit
et par suite
h\ -+-0, \iihi — o,ooi34 = o, A, = 9'"",9, m=ioo.
Pour les nouveaux réseaux, la relation sera
^sy/
iH-
ce qui donne
A, = i8 millimètres et m = 5o.
En résumé, les valeurs qui correspondent à une égale proportion de rampes et de paliers sont pour les trois réseaux les suivantes :
RAPPORT m.
PE!fTB ÉCONOMIQUE.
Nouveaux réseaux
Midi
mm
Lvon
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117. Si l'on voulait avoir la pente économique au point de vue des seules dépenses d'exploitation, il faudrait faire C = o dans la formule (g), qui deviendrait
Le résultat serait de diminuer les valeurs de la pente, et de les rendre communes à tous les chemins de fer, quel que soit le trafic. En faisant, je suppose, /n= loo, on aurait h = 8 millimètres, chiH're sensiblement inférieur à celui qu'on a déjà trouvé, même pour le Lyon.
Pente des rampes à machines de renforts
Le calcul numérique de cette pente s'effectue immédiatement, puisqu'il suffit de remplacer /et d par leurs valeurs dans la formule très-simple
, 3/0— 2r ^3/9 — o,oi A, = r -^— ; = o,oo5 -^~; 2— .
La grandeur de /et de 9 varie suivant les conditions de chaque chemin. Pour /on peut admettre un chiffre in-> termédiaire entre celui des fortes rampes à exploitation spéciale et celui des réseaux ordinaires : on peut prendre, par exemple, /= — • Quant à ô, on peut également
lui attribuer une valeur supérieure à la moyenne, car les locomotives de renfort affectées au service des rampes appartiennent généralement aux types des machines
mixtes ou des machines à marchandises : nous ferons
^ = T Dans ces conditions, la pente devient
Aa = 12 millimètres.
Cette valeur convient à tous les chemins (où /et restent les mêmes], puisque la dépense de construction et le chiffre du trafic ne figurent pas dans la formule algé* brique (*)•
119. — Avant de résumer les conséquences auxquelles nous sommes parvenus sur les pentes, nous donnerons, comme étant d'une utilité générale, les expressions numériques (en fonction de G et de Q seulement) des dépenses kilométriques «r et a' correspondant à la pente économique et à une pente quelconque (il s'agit ici, bien entendu, des dépenses variables, telles qu'on les a définies au n° W). On a
N Remplaçons jrr et U par leurs valeurs trouvées au
(*) Sur la partie du chemin de fer de Lyon comprise entre Roanne et Saint-Ëtienne , on trouve une succession de rampes exploitées par des machines de renfort. Les principales inclinaisons sont de 12 à i4 millimètres. Les machines de renfort ont généralement un poids moteur considérable (l'accouplement s'étend à a ou
3 essieux) et le rapport? est très-voisin de la vérité. Si l'on admet
que sur ces rampes l'adhérence est utilisée au lo*, on voit que les inclinaisons principales ne diffèrent pas beaucoup de la pente économique appropriée à ce genre d'exploitation.
272 CHAPITRE VD. - APPUCATIONS NUMÉRIQUES, n'' 107 (formules 3 et 9). Il en résulte immédiatement
Si Ton voulait laisser subsister / et 0, il faudrait recourir aux formules (2) et (8) du même numéro.
Pour la dépense a' on a pareillement
h' étant la pente adoptée.
Faisant les mêmes substitutions que ci-dessus, on obtient
(2) </= (o,o6C-4-o,oo7Q)' '
En conservant /et ô, la formule serait
Iff' = o,o6C-4-Q(o,oo5-t- ■ ^ 0,0233 I
Cette expression permet de calculer la dépense pour une rampe quelconque, quand les conditions sont assignées d'avance.
CONCLUSIONS
120. — Les hauteurs rencontrées par un chemin de fer peuvent être franchies, selon les cas, avec quatre régimes différents de pentes économiques.
1° Quand les hauteurs (je parle de celles qui ne peuvent être franchies en ligne directe avec la penie courante) ne sont ni assez importantes individuellement pour motiver une exploitation spéciale ou des machines de renforts, ni assez nombreuses pour que le rapport de la somme des parcours horizontaux (ou en rampe courante) à la somme des hauteurs soit inférieur à un chiffre qui peut être fixé à (*) :
5oo pour les chemins très-fréquentés comme le
Lyon, ïooo pour les chemins moyennement fréquentés comme le Midi, et i5oo pour les chemins peu fréquentés comme une partie des nouveaux réseaux ; la pente courante est en même temps la pente économique, c'est-à-dire qu'il y a intérêt à ne pas dépasser les inclinaisons de 5 à 6 millimètres.
(*) Dans l'hypothèse , qu'il ne faut pas perdre de vue ici et plus loin , où C est égal à 3oo ooo francs, et où / et ô ont les valeurs que nous leur avons attribuées , selon les cas , dans le cours de ce chapitre. On suppose aussi que la pente est calculée au double point de vue des dépenses de construction et d'exploitation, et non de cette
dernière seulement.
2® Quand les hauteurs, sans être assez importantes pour motiver une exploitation spéciale ou l'emploi des renforts, sont néanmoins assez nombreuses pour que le rapport susdit se trouve inférieur aux limites que nous venons d'indiquer, la pente économique est supérieure à la pente courante, et sa valeur, variable avec les circonstances du chemin, peut, quand la proportion des rampes égale celle des paliers, atteindre les chiffres de :
lo millimètres pour les chemins analogues au Lyon, i5 millimètres pour les chemins comme le Midi,
et i8 millimètres pour les chemins à faible trafic.
3*" Si les hauteurs ont assez d'importance pour être desservies par des machines de renforts, la pente économique, sur les divers chemins, est uniformément égale à 12 millimètres.
4° Enfin, quand il y lieu d'instituer une exploitation spéciale pour la rampe, et que, vu son importance exceptionnelle, on se décide à remanier les trains et à n'employer que des machines puissantes, la pente économique prend une valeur beaucoup plus grande que dans les cas précédents, et qu'on peut fixer à :
3o ou 35 millimètres, pour les chemins analogues aux six grands réseaux ( anciens ) français ;
4o millimètres et même au delà, pour les chemins peu fréquentés.
121. — Ces conclusions se modifient naturellement si les conditions du chemin diffèrent de celles que nous avons admises dans les formules.
Il peut arriver que le prix de construction du kilomètre s'écarte notablement du chiffre adopté, que le poids moteur des machines soit plus ou moins prédominant, qu'on
utilise Tadhérence à un chiffre moindre ou plus grand, etc. Il peut arriver aussi, et il arrivera sans doute infailliblement, grâce aux transformations du matériel roulant, du système de voies, de l'organisation du service, ou par suite d'appréciations mieux faites dans les dépenses des Compagnies, etc., que les coefficients introduits dans nos calculs comme des quantités numériques invariables seront reconnus plus tard sensiblement inexacts. De là résulteront des écarts (moins forts pourtant qu'on ne serait tenté de le croire) entre les chiffres auxquels nous sommes parvenus et ceux qu'il conviendrait d'appliquer. Il suffira de refaire les calculs, d'après la même marche, et l'on arrivera sans difficulté au résultat. La méthode employée est indépendante de toute valeur particulière attribuée aux quantités.
En résumé, on ne doit considérer les déductions du présent chapitre que comme un simple exemple d'application numérique, et nullement comme une œuvre didactique ayant pour but de conduire à des règles invariables.
NOTE I
Quelque préoccuppées de Tintérêl général que puissent être les Compagnies de chemins de fer, il est difficile qu'elles fassent toujours abstraction de leurs avantages personnels, et qu'elles ne se placent pas, en certaines circonstances, à un point de vue différent de celui qui préside à la théorie des pentes économiques. Elles sont naturellement amenées, comme nous l'avons déjà remarqué, a faire entrer en ligne de compte les recettes plus ou moins considérables liées aux tracés d'inégales longueurs. La pente économique n'est plus alors celle qui donne lieu aux moindres frais, mais celle qui balance le plus favorablement les recettes et les dépenses.
Deux cas sont à distinguer, selon que le chiffre de la recette kilométrique dépasse celui des dépenses de toutes sortes (construction et exploitation) en supposant le chemin en palier, ou, au contraire, selon qu'il lui est inférieur.
Dans la première hypothèse, il est bien évident, d'après une remarque antérieure, qu'il n'y a pas théoriquement de pente à assigner de préférence à aucune autre , si l'on.
admet d'ailleurs que la Compagnie peut compter sur le maintien de sa recelte kilométrique malgré le développement du tracé. L'intérêt de la Compagnie serait d'abaisser la pente au delà de toute limite et, par suite, d'augmenter indéfiniment la longueur du parcours, puisqu'en agissant ainsi elle augmenterait d'aune part ses revenus, tandis que d*autre part elle diminuerait ses frais kilométriques.
Mais la question change de face quand le chiffre de la recelte est inférieur, pour toute inclinaison, à celui de la dépense. La Compagnie doit se garder aussi bien des pentes faibles que des pentes trop fortes. Car, des deux côtés, la charge qui en résulte pour ses finances, sur la totalité de la rampe, augmente sans aucune mesure. En adoucissant la pente, on diminue la perle sur chaque kilomètre (*), mais on en accroît le nombre : eu la redressant, on diminue le nombre des kilomètres, mais on exagère le déficit sur chacun d'eux. Il y a donc un teraie moyen pour lequel la charge totale de la Compagnie est la moins lourde possible, et ce terme diffère de la pente économique proprement dite, en ce que la considération des recettes y intervient concurremment avec celle des dépenses. Nous nommerons cette inclinaison particulière pente avantageuse, pour rappeler que c'est celle qui sauvegarde le mieux les intérêts du concessionnaire.
Le calcul de cette pente est d'ailleurs très<faeile à effectuer. On a évidemment à établir la même équation fonda-
(* ) En admettant toujours que la recette kilométrique est indépendante de la longueur du tracé : car si elle devait en être inftuen> cée , il n'y aurait aucun calcul possible. La question rentrerait dans ie domaine des appréciations commerciales.
mentale de la dépense de la rampe, et il faudra en retrancher la valeur de la recette. C'est cette différence, représentant la perte subie par la Compagnie, dont on devra chercher le minimum pour obtenir la pente dite avantageuse.
Si R est le chiffre de la récette kilométrique et S celui de la dépense totale de la rampe, la différence en question sera
looon
et l'équation à résoudre
an V looohj
Cette relationne diffère de celle qu'on déduit de l'équation (i] du n"* 38, que parce que dans le polynôme entre parenthèses la quantité —R figure à la suite de « C -h K. Les calculs seront par conséquent les mêmes, à cela près que les polynômes désignés précédemment par M et N renfermeront iC-f-K — R au lieu deiC-i-K. Quant au polynôme P, il ne sera pas changé. Finalement on aura pour la pente avantageuse
N représentant le polynôme qui figure dans la recherché de la pente écanomique.
Une conclusion immédiate à tirer de cesformules» c'est que la pente avantageuse est toujours inférieure à la pente économique, et cela doit être, car, toutes choses égales d'ailleurs, la recette est un élément de plus en faveur de l'allongement du parcours.
Pour avoir l'expression de U et aussi de h en fonction
des seules données de la question/, 0, G, Q et R, il sufQt
de se reporter aux formules du n" 107, et d'ajouter la
quantité — R au second membre qui représente la valeur
de -jrr On aura ainsi
Bornons-nous, pour plus de simplicité, à exprimer U et A en fonction de G, Q et R seulement. On a
G ÏT' 0,007 + 0,06^ — ^
Or le poids transporté Q étant, toutes choses égales d'ailleurs, proportionnel au trafic et par suite à la recette R, on peut réciproquement considérer R comme proportionnel à Q, et poser R = p Q. Le coefficient p représente ainsi la recelte correspondant au transport d'une tonne du poids total. Si l'on substitue dans la formule, et si
l'on divise en outre tous les termes par 0,007, la valeur de U' sera
d'où
(') *= if
Telle est l'expression numérique de la pente avantageuse.
La valeur du coefQcient p dépend évidemment de la nature du trafic et du chiffre des tarifs. Supposons, pour fixer les idées, que la recette, exprimée en francs, soit
égale à — du trafic exprimé en tonnes, et par suite
(d'après nos hypothèses antérieures] à ,- du poids total. Ce rapport n'est pas très-éloigné de la vérité pour plusieurs chemins de fer : on peut s'en assurer en examinant les 'résultats d'exploitation des grandes lignes
françaises pendant l'année 1860. En faisant p = — > la valeur de h devient
On peut, si on le préfère, mettre R en évidence au lieu de Q, ce qui fournit
Attribuons à C notre valeur habituelle 3oo 000 francs, et donnons à R des valeurs croissantes de 5ooo en 5ooo fr. On aura la série des inclinaisons suivantes.
Recette
Pente
kilométrique
avantageuse
fr
5ooo
i5ooo
23ooo
Il n'y a pas lieu d'aller au delà de 23 000 francs, puisque la pente correspondante, 6 millimètres, peut être prise comme pente courante.
Quand le chemin de fer est construit d'après la loi de 1842, c'est-à-dire quand TËtat prend à sa charge les terrassements et ouvrages d'art, et que la Compagnie s'occupe seulement de la pose de la voie et de l'achat du matériel, les pentes avantageuses pour la Compagnie diffèrent de celles que nous venons de calculer, puisque Ca une valeur beaucoup moindre. Si l'on fait, par exemple, C = 100 000 francs, les valeurs de l'inclinaison correspon-
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Recette
Pente
kilométrique.
avantagease
fr
5ooo
mm
Les grandes variations de la pente pour de légères différences des recettes enlèvent à la formule toute utilité pratique. La seule conclusion à tirer, c'est que Tintérêt de la Compagnie est de rechercher dans tous les cas les faibles inclinaisons, car on peut toujours admettre que les recettes dépasseront 7 5oo francs par kilomètre.
Il y aurait lieu d'introduire une correction. Pour un trafic aussi réduit, la dépense d'exploitation est notablement supérieure à celle dont on s'est servi (exploitation du chemin du Midi en 1860) pour calculer les divers coefficients entrant dans les formules. Dès lors l'expression numérique de la pente avantageuse n'est pas exacte. On tiendra compte, jusqu'à un certain point, de cette cii^ constance, en augmentant la dépense kilométrique d'exploitation d'une somme fixe, ou, ce qui revient au même, 6n diminuant R de cette somme dans la formule (7). Prenons, par exemple, 3 000 francs pour cette quantité fixe (*). Pour avoir les inclinaisons ci-dessus, il suffira
(*) Voici quelle sera la conséquence de cette hypothèse. Avec «ne recette brute de i5ooo francs par exemple, la dépense d'exploitation serait égale à 3 000 francs, plus la quantité qui ressort des valeurs admises pour les coefficients. Or ces coefficients , calculés
d'augmenter les recettes correspondantes de 3 ooo francs. D'après celaja pente courante correspondra à une recette un peu supérieure à lo ooo francs.
d'après les résultats du Midi en 1860. correspondent à des frais d'exploitation égaux à un peu plus de 40 pour 100 de la recette , soit, pour une recette brute de i5ooo fr., une somme de 6000 fr. environ. En y ajoutant la quantité Gxe 3 000 fr., on a pour la dépense 9000 fr.) soit 60 pour 100 comme rapport do la dépense à la recette : ce qui , pour un trafic de cette valeur, n'a rien de choquant. ^
NOTE IL
Voici, comme exemple d'application numérique, l'examen d'un cas qui s'est présenté dans l'étude d'une section de nouveau réseau.
Les dépenses à faire par la Compagnie concessionnaire pour l'installation du chemin pouvaient être évaluées (déduction faite des bâtiments des stations] à 70000 francs par kilomètre : l'Etat avait à sa charge l'acquisition des terrains, les terrassements et ouvrages d'art.
La recette brute ne paraissait pas devoir s'élever, même après plusieurs années, au-dessus de iSooo francs par kilomètre ; et on pouvait d'ailleurs admettre qu'elle resterait indépendante de l'allongement du parcours.
Deux tracés étaient en présence : l'un n'exigeant que des pentes inférieures à i6 millimètres, l'autre plus court de i5 kilomètres, mais nécessitant des pentes qui atteignaient 32 millimètres. Laissant de côté les parties de même régime, on devait avoir avec le premier tracé :
2 kilomètres en palier ou en pente courante, et 22 kilomètres en rampe de 16 millimètres et audessous, contre 9 kilomètres en rampe de 32 millimètres.
Au point de vue de Finlérêt général, il est clair que le second tracé était préférable, puisque la pente économique, pour des receltes de i5ooo francs, est de 35 à 4o millimètres (en admettant une dépense kilométrique de construction égale de part et d'autre : or ici elle était beaucoup plus élevée pour le tracé à faible pente, ce qui était un motif de plus de préférer le second). Maison doit avoir égard au point de vue de la Compagnie, laquelle n'ayant pas, dès Torigine, consenti à des inclinaisons aussi fortes, pouvait, à bon droit, faire entrer en ligne de compte le chiffre présumé de la recette, pour appuyer le tracé le plus long. Il ne s'agissait pas pour elle d'accroître un bénéfice, mais bien plutôt d'atténuer une perte probable.
Voyons quelle différence résultait pour la Compagnie de l'adoption de l'un ou de l'autre régime de pentes.
La dépense variable (construction et exploitation) d'un kilomètre à inclinaison quelconque a pour valeur
La différence des deux tracés sera égale à
NT/ rV \ / . 0.016 U» \
-n'+ ye-r-o,o3 âj
N r t |Tj / a/' 22x0,016
~fB—r L Ue— 2/' "^/e -. r-o,oi
6xo,o32 \"] — o,o3ay J
fO-r
On peut admettre que sur une section aussi difficile le nombre des trains sera restreint, le service organisé de manière à ce que les machines utilisent généralement
toute leur puissance, et qu'on ne fera usage que des types
I 3 mixtes ou à marchandises. Nous ferons donc /=g,0 = ^
et r = o,oo5. Quant au poids total transporté Q, il sera sans doute plus faible que ne l'indiquerait la proportion de la recette avec celle du Midi : car dans une exploitation de ce genre les véhicules sont plus chargés. Nous admettrons, d'après cela, Q = 3oo ooo tonnes (sur le Midi, pour une recette presque double, nous avons trouvé Q = 700 000 tonnes). Enfin nous ferons C = 70000 francs. Calculant en conséquence les valeurs de N etde U, d'après les formules du n° 107, nous aurons pour la différence en question
M r 5 -L ^-ll / Q^Q' . 22X o,oi6 9 X o,o32 \ 1
Nous n'avons pris, à la vérité, que la différence des dépenses variables, mais comme le nombre des stations devrait se trouver indépendant du tracé, la partie constante disparaît dans la différence des totaux. Le chiffre de 75000 francs représente donc l'augmentation de dépenses qui résulte pour la Compagnie de l'adoption du tracé le plus long.
Il faudrait même tenir compte de la circonstance mentionnée à la fin de la Note précédente et augmenter la dépense, pour l'un et l'autre tracé, d'une somme fixe de 3 000 francs par kilomètre; ce qui ajoute 45 000 francs
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au premier tracé dont le développement a i5 kilomètres de plus. C'est un total de i?.oooo francs.
Mais si la Compagnie perd sur les dépenses avec le tracé le plus long, elle gagne sur les recettes, à raison de i5ooo francs par chaque kilomètre en plus, soit 225ooo francs pour les i5 kilomètres qui mesurent la différence des deux tracés. En définitive, la Compagnie gagne !225ooo — I20 000 francs, soit environ looooo francs par an à adopter le tracé le plus adouci.
Par contre, TEtat économisait 8 à lo millions sur la construction du tracé à fortes rampes. Car non-seulement le parcours était beaucoup moindre, mais certains travaux difficiles étaient évités. Ainsi le bénéfice de l'Etat était quatre ou cinq fois plus grand que la perte de la Compagnie.
Ce qui semblerait équitable en pareil cas, c'est que rÉtat adoptât le tracé le plus avantageux pour l'intérêt public et indemnisât la Compagnie du dommage qu'il lui fait subir. Dans le cas particulier que nous venons de voir, l'Etat, en donnant à la Compagnie une subvention de 2 millions, lui aurait enlevé tout sujet de plainte et aurait en même tcnjps réalisé pour lui-même une économie de 6 à 8 millions.
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/despentesconomi00freygoog. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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