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I. — PRINCIPES DE NOMOGRAPHIE
Définitions et résumé des principes relatifs aux représentations nomographiques fondées sur Ventre-croisement.
1. — En vue d’une plus grande commodité nous allons d’abord rappeler quelques définitions et conventions usitées dans nos précédentes publications2.
Les variables entrant dans les équations sont représentées par la lettre z avec des indices correspondants, et toute fonction d’un certain nombre de ces variables par une seule lettre affectée des indices de toutes ces variables. Ainsi fx représentera une fonction de la seule variable zi , /j2 une fonction de zt et et si, par exemple, il est dit que l’équation F1234 = 0 peut prendre la forme Gi2 — H34, cela signifiera que cette équation entre quatre variables est telle que deux des variables peuvent être groupées dans un des membres, les deux autres dans l’autre.
Au point de vue de la représentation nomographique, toute quantité variable entrant dans une équation est regardée comme un paramètre au moyen duquel est défini un certain système oo1 (c’est-à-dire simplement infini) d’élé-
1 Au cours du Colloquium tenu à l’occasion du tricentenaire de l’invention des logarithmes.
* Les plus importantes d’entre elles sont : Traité de Nornographie (Paris, Gauthier-Villars, 1899) et Calcul graphique et homographie (Paris, Doin, 1908, 2® édit., 1914), qui seront respectivement désignées par la suite au moyen des abréviations T. N. et C. G. N. Dans le cas de ce dernier ouvrage, les références sont faites à la seconde édition.
L’Enseignement mathém., 18e année; 1916. 1
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ments géométriques, points ou lignes, pris sur un plan. Nous supposons d’ailleurs qu’à chaque valeur du paramètre z. correspond dans le système (zt) un élément déterminé et que, pour définir graphiquement un tel système, nous avons tracé sur le plan un nombre fini des éléments en question en inscrivant à côté de chacun d’eux, en manière de graduation, la valeur correspondante du paramètre z.1. En général, les valeurs de z. choisies sont rondes et forment une progression arithmétique.
Une telle représentation graphique discontinue peut suffire à rendre sensible, à un certain degré d’approximation, la variation continue du paramètre correspondant de la même façon que les courbes de niveau d’une carte suffisent à définir l’étendue continue de la surface du sol. Dans la plupart des cas, la suite continue des éléments géométriques intermédiaires entre ceux qui sont effectivement marqués peut être définie graphiquement, s’il s’agit de points, par leur lieu géométrique, s’il l’agit de droites, par leur enveloppe.
Avec une précision qui dépend de la plus ou moins grande habitude qu’il en a, le calculateur peut se figurer mentalement, entre les éléments effectivement cotés, ceux qui correspondent aux valeurs intermédiaires du paramètre; cette opération est ce qu’on appelle une interpolation à vue.
Dans la majorité des cas de la pratique, les valeurs des variables qu’il y a lieu de considérer constituent elles-mêmes des suites discontinues dont les intervalles sont fixés par la nature du problème, et, en de tels cas, s’il n’est pas possible de tracer tous les éléments correspondants, l’interpolation à vue n’a à intervenir que pour un très petit nombre de valeurs dans chaque intervalle.
Notons enfin que l’interpolation à vue s’exerce avec une facilité et une précision incomparablement plus grandes dans le cas d’un système de points distribués sur une ligne que dans celui d’un système de courbes de nature géométrique plus ou moins simple, et même dans celui d’un sys-
1 En pratique, on peut se dispenser d’inscrire les cotes de tous ces éléments. On peut se contenter de le faire pour celles qui limitent certains intervalles, comme de 5 en 5, ou de 10 en 10, ainsi que cela se pratique sur les graduations des instruments de mesure.
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tème de droites. L’importance de cette observation apparaîtra par la suite.
2. — Si l’on associe arbitrairement à chacune des variables zx , za 9 ... , zn , qui entrent dans une équation donnée F 12 ... a — — 0, un système d’éléments géométriques, tel que ceux qui viennent d’être définis, il est clair que l’équation donnée établira une certaine relation de position entre ceux de ces éléments qui correspondent à un groupe de valeurs zx, z2, ... , zn satisfaisant à l’équation. Si cette relation prend une forme géométrique telle que la connaissance des éléments correspondant à n — 1 des variables entraîne immédiatement celle de l’élément correspondant à la 72ième, nous avons alors, en fait, une représentation nomo graphique de l’équation donnée. Lorsque les valeurs de n — 1 des variables sont données, une telle représentation permettra de connaître celle de la nième par une simple lecture, au besoin complétée par une interpolation à vue.
Le tableau graphique formé par les n systèmes d’éléments cotés (sq), (za), ... (z„), lorsqu’on sait quelle est la relation qui existe entre les éléments dont les cotes satisfont à l’équation donnée, constitue un nomogramme de cette équation.
Le premier objet de la Nomographie est de découvrir des catégories, aussi vastes que possible, d’équations pouvant être représentées par des nomogrammes d’une extrême simplicité en raison, à la fois, de la nature des éléments géométriques y intervenant et de la relation de position à constater entre ces éléments.
Les éléments géométriques les plus simples sont les points, et la relation de position la plus simple entre des points consiste en leur alignement : Donc, a priori, le type le plus simple de nomogramme pour trois variables sera fondé sur l’alignement de trois points appartenant chacun à une échelle graduée, ces échelles pouvant être d’ailleurs rectilignes ou curvilignes. Il apparaîtra par la suite que cette forme la plus simple de la représentation nomographique trouve en pratique un champ d’application extraordinairement vaste.
Mais avant d’aller plus loin, il convient d’examiner de plus près la nature des relations de position possibles dont l’im-
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médiate constatation peut intervenir dans l’usage des nomogrammes.
Il suffit d’un peu de réflexion pour se convaincre que de telles relations de position peuvent seulement consister dans l’existence de contacts entre certains éléments géométriques, la notion de contact étant prise ici dans un sens très général
comprenant, par exemple, le fait pour un point de se trouver sur une certaine ligne.
3. — Dans le cas d’une équation à trois variables, l’idée qui se présente tout d’abord consiste à associer à chacune de ces variables un système de courbes, de telle sorte que les trois courbes qui correspondent à des valeurs de zt , z2, z3 satisfaisant simultanément à l’équation donnée F123 = 0 passent par un même point. On a ainsi un exemple de nomogramme à entre-croisement (fig. 1). Dans ce cas on peut choisir arbitrairement deux des systèmes cotés, sous la réserve toutefois que le troisième, qui s’en déduit, soit aussi réel. Si, d’ailleurs, nous nous donnons les équations cartésiennes des deux premiers systèmes
J. zx) = 0 • * 2) = 0 >
nous n’avons qu’à éliminer zx et £ 2 entre ces équations et l’équation donnée pour obtenir l’équation du troisième système
D’après ce mode de formation, l’élimination de x et y entre les trois dernières doit reproduire l’équation donnée. Ainsi, les courbes représentées par les trois dernières équations passent par un même point lorsque les valeurs correspon-
NOMOGRAPHIE
clantes de zi , z8, z3 satisfont simultanément à V équation donnée.
A première vue, il semble que le plus simple soit de prendre
x — * y — zi »
dans tous les cas. Cela donne immédiatement pour le troisième système l’équation
délinissant les projections sur le plan des xy des lignes de niveau de la surface représentée par la dernière équation lorsqu’on y regarde les trois variables comme des coordonnées cartésiennes1. Mais, pour la construction pratique des nomogrammes, on doit s’attacher spécialement à n’avoir affaire qu’à des courbes d'un tracé facile, et même seulement à des droites et des cercles, lorsque la chose est possible. Or, il est évident qu’un choix judicieux peut, en certains cas, conduire à des équations <^l = 0, <p2 == 0, <p3 — 0 ne représentant que des droites ou des cercles, alors que l’équation F(x, y. z3) — 0 représenterait des courbes plus compliquées qu’il ne serait possible de construire que point par point.
Le type le plus général d’équation représentable par trois systèmes de droites est évidemment de la forme2 3
fi g i h
fi 02 ^2
pour lequel on prend comme équations des svstèmes (2,), xf\ + joi ■+• K — ^ >
xti + ygz + — 0 •
1 L’apparence de damier (en grec a(ja£) du réseau des lignes x = zt, y — a donné naissance au terme d’abaque qui a été étendu depuis lors (T. N.) à toute espèce de représentation nomographique. Il semble préférable, dans le cas général, d’employer le terme
de no/nograrnme (C. G. N., p. 181).
3 Au sujet du type le plus général d équation représentable par trois systèmes de cercles, voir : T. N., p. 113 et C. G. N., p. 193.
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La formation de ces équations porte le nom de disjonction des variables, et ces équations elles-mêmes sont appelées les équations de disjonction.
Il est digne de remarque que la grande majorité des équations rencontrées dans la pratique rentre dans le type précédent, et même, en général, dans le type plus particulier donné par
ou, sous forme de déterminant
l 0 -fx
Un très grand nombre sont réductibles à la forme simple
fl + fi + /3 = 0 »
plus
notamment celles du type
qui peuvent s’écrire
togft + log©2 -f logcp3 = 0 .
Cette dernière transformation, envisagée pour la première fois par Lalanne en 1842, a reçu de lui le nom à' anamorphose logarithmique1.
Historiquement, elle offre le très haut intérêt d’avoir fourni le premier exemple d’une ’ représentation nomographique distincte de la pure représentation cartésienne définie par
4. — La question qui s’offre maintenant est de discerner s’il est possible d’obtenir la représentation d’équations à plus de trois variables au moyen du simple entre-croisement de courbes fixes tracées sur un plan. La réponse est qu’une telle représentation est inapplicable à une équation à plus de trois variables à moins qu’il ne soit possible, grâce à l’introduction de variables auxiliaires, de remplacer cette équation par une suite d’équations ne contenant pas chacune
1 T. N., p. 61 et C. G. N., p. 189.
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plus de trois variables. La représentation revient alors en réalité à un enchaînement de nomogrammes à entre-croisement L
Sans pénétrer dans le détail du sujet, nous pouvons rendre ces idées plus claires en examinant les cas les plus simples : ceux de quatre, cinq et six variables.
Supposons qu’une
équation à quatre variables
Ci)
puisse être regardée comme le résultat de l’élimination de la variable auxiliaire t entre les deux équations
ce qui revient à dire qu’elle peut revêtir la forme <p12 = <J>34, comme on le voit en égalant les valeurs de t tirées des deux dernières équations.
Nous pouvons représenter chacune de ces équations par un nomogramme à entre-croisement et, puisque (n° 3) nous avons le libre choix de deux des systèmes cotés qui entrent dans chacun de ces nomogrammes, nous pouvons faire en sorte que le système {t) soit le même sur chacun d’eux et tracer les deux nomogrammes sur une même figure. Le système (t)
1 Voir C. G. N., p. 206, ou le travail de l’auteur intitulé Exposé synthétique des principes fondamentaux de la Nomographie { Journal de l’Ecole Polytechnique, 2« série, 8® cahier, 1903, p. 97 et 119), et encore une note qu’il a publiée dans les Comptes Rendus de l’Académie des Sciences (T. 148, 1909, p. 1244).
M. D OC AG NE
commun dont il n’est pas besoin d’inscrire les cotes constitue une sorte de pont pour le passage d’un nomogramme à l’autre.
Par exemple, dans le cas de la fig. 2, supposons que l’on donne zt =2, z2 = 3, z3 = 1 et que l’on cherche zA. Si l’on suit la courbe (/) qui passe par le point de rencontre des courbes zt = 2, z2 = 3, jusqu’en son point d’intersection avec la courbe z3 = 1, on voit que la courbe (z4) passant par ce point a pour cote le nombre 3. La valeur cherchée est dès lors z4 = 3.
ft)
Il est évident de même que la fig. 3 montre une représentation de l’équation
s’il est possible de la regarder comme le résultat de l’élimination de t et t' entre les équations
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et aussi que la fig. 4 montre une représentation de l’équation
si celle-ci peut être regardée comme le résultat de l’élimination de t, t' et t" entre les équations
fiz Ui > h > t) = 0 -
Ke ih » *6 > ï') = 0 >
<p(Z , tf , Z") = 0 .
La généralisation est évidente et peut s’énoncer comme suit : les seules équations à plus de trois variables susceptibles
d'être représentées au moyen de nomogr arrimes à entre-croisements fixes sont celles qui peuvent être déduites d'une équa-
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tion à trois variables par une série de substitutions remplaçant une variable par une fonction de deux autres variables.
Des équations de ce type se rencontrent fréquemment en pratique, mais il s’en trouve aussi d’autres. Il apparaît donc qu’en vue d’obtenir des modes plus généraux de représentation nomographique on devra nécessairement recourir à des éléments mobiles les uns par rapport aux autres1.
Le déplacement d’un plan mobile sur un plan fixe comportant trois degrés de liberté, on reconnaît immédiatement la possibilité de créer des systèmes oo1, oo2, go3 par le déplacement d’un seul élément mobile, et des systèmes oo2, oo3, oo4 par le déplacement d’un système oo1 mobile. Nous n’insisterons pas ici sur ce point que nous avons développé ailleurs 2 et nous bornerons à faire remarquer que, par les simples déplacements d’une droite on peut engendrer les systèmes a>2 de droites les plus généraux.
Un tel système est, en fait, défini par une équation de la forme
xfn + yë 12 + Kz = 0 •
Si, dans cette équation, on fixe l’un des paramètres, soit zt, et que l’on fasse varier l’autre z2, toutes les positions correspondantes de la droite sont tangentes à une courbe dont l’équation s’obtient par l’élimination de z 9 entre l’équation ci-dessus et sa dérivée prise par rapport à za. Les courbes ainsi obtenues pour diverses valeurs de zt peuvent être cotées au moyen de ces valeurs. De même pour zs. Ce double système des enveloppes (zt) et (zt) suffît à déterminer toutes
1 Uue remarque est ici nécessaire. En vue d’une plus grande commodité, on peut rendre mobiles certains éléments d’un nomogramme à entre-croisement sans qu’il en résulte un plus haut degré de généralité nomographique. Si, par exemple, toutes les courbes d’un système oo1 intervenant sur un nomogramme sont géométriquement identiques, ce système peut être engendré au moyen des déplacements d’une seule courbe tracée, au besoin, sur un transparent, et qui, en variant de position, peut venir successivement coïncider avec toutes les courbes du système en question. Tel est notamment le cas pour les systèmes de droites parallèles se rencontrant dans les abaques hexagonaux de M. Lallemand (T. N., p. 70 et C. G. N., p. 216). Pour que l’introduction d’éléments mobiles puisse conférer effectivement à un nomogramme un plus haut degré de généralité, il est nécessaire que le système ainsi engendré soit géométriquement de la classe <xa ou oo3.
2 Sur la théorie générale des nomogrammes à éléments mobiles, voir T. N., p. 390 et C. G. N., p. 368. L’auteur a pu établir en ces endroits une classification rationnelle des différents
types de nomogramme, morphologiquement distincts, qui peuvent être regardés comme
canoniques.
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les positions de la droite correspondant aux divers couples de valeurs de zx et 32, la droite (zx , z2) étant une tangente commune aux courbes portant les cotes correspondantes dans les systèmes {zx) et (z2). Le cas le plus simple est celui où les enveloppes (zx) et (s2) se réduisent à des points.
Nous allons retrouver ces systèmes de droites par une autre voie.
Représentations nomo graphiques fondées sur V alignement .
5. — Nous avons vu que la grande majorité des équations qui se rencontrent dans les problèmes de la pratique rentrent dans le type (1) du n° 3 et même, en général, dans le type (2). Cela suggère immédiatement la possibilité de recourir à de simples points cotés pour la représentation de ces équations. En plus de la grande simplicité de sa construction, un tel système a l’avantage de se prêter à une lecture plus précise lorsqu’il est nécessaire de recourir à une interpolation à vue, ainsi que la remarque en a été faite à la fin du n° 1.
Nous pouvons, en effet, appliquer le principe de dualité et obtenir des nomogrammes dont les éléments sont des points tels que les cotes de trois d’entre eux situés sur une même droite1 satisfassent simultanément à l’équation donnée, au lieu des nomogrammes dont les éléments sont des droites telles que les cotes de trois d’entre elles passant par un même point satisfassent à cette équation.
Cette application du principe de dualité peut revêtir une forme plus précise. Il suffit de regarder les coordonnées qui figurent dans les équations des systèmes de droites du nomogramme primitif comme des coordonnées tangentielles et, plus particulièrement, comme des coordonnées parallèles 2 ainsi définies :
1 En pratique les alignements peuvent être pris soit au moyen d'un trait rectiligne tracé sur un transparent ou — ce qui est peut-être plus commode — au moyen d’un fil fin tendu.
* Une étude systématique de ce système spécial de coordonnées se trouve dans un mémoire publié en 1884 par l’auteur dans les Nouvelles Annales de Mathématiques et tiré ensuite à part en une brochure intitulée Coordonnées parallèles et axiales (Paris, Gauthier-Villars, 1885). Cette recherche avait été entreprise en vue de l’usage qui pouvait être fait de ces coordonnées dans la construction des nouveaux nomogrammes dont le principe avait été indiqué pour la première fois par l’auteur dans un mémoire intitulé Procédé nouveau de calcul graphique publié en 1884 dans les Annales des Ponts et Chaussées.
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Si Au et Bv (fig. 5) sont deux axes parallèles , pourvus de sens' positif et négatif , les segments AM = u et BN — v, pris avec leur signe , sont les coordonnées de la droite MN.
Avec ces coordonnées ta ngenti elles* comme avec les coordonnées plückériennes, le point est représenté par une équation du premier degré.
Au point de vue graphique ces nouvelles coordonnées offrent l’avantage de représenter directement des longueurs de segments de droite, au lieu des inverses de tels segments.
La relation entre les coordonnées parallèles et les coordonnées cartésiennes est renfermée dans les formules suivantes qu’il est bien facile de démontrer. Prenant comme origine des coordonnées cartésiennes le milieu O du segment AB de la droite joignant les origines des axes parallèles Au et Be, puis comme axe Ox la droite AB, avec sens positif de O vers B, et comme axe O y la parallèle à Au et Bv avec le même sens positif que ces axes, on trouve que le point dont l’équation, en coordonnées parallèles, est
au bv . -f- c — 0 ,
a pour coordonnées cartésiennes
$ étant la longueur du segment OB.
Si donc l’équation = 0 peut être mise sous la forme1
fi §\ K U 82 K fz 83 ^3
1 Le théorème permettant de reconnaître a priori si une équation donnée peut prendre
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on peut la représenter au moyen de l’alignement des points pris dans les trois systèmes que définissent les équations
Ces points peuvent être construits directement d’après leurs équations* 1 ou au moyen de leurs coordonnées cartésiennes données par les formules (4). Le type de nomogramme à alignement ainsi obtenu est celui que représente la fig. 6.
En pratique, le cas de beaucoup le plus fréquent est celui d’une équation rentrant dans le type (2) ci-dessus, c’est-àdire
f\oz + AK + A — 0 ’ (2)
pour lequel on prend
équations qui définissent deux échelles rectilignes portées respectivement sur A u et Bc.
6. — Pour les équations à trois variables, les nomogrammes à alignement ont un avantage marqué sous le rapport tant de la facilité de la construction que de la précision de la lecture; mais leur supériorité s’affirme surtout avec évidence lorsqu’on les applique à des équations à plus de trois va-
cette forme a été découvert par M. Gronwall ( Journal de Mathématiques pures et appliquées, 6e série, T. 8, 1912, p. 59). La solution de cette t|tyi£ition d’analyse est d’un grand intérêt théorique mais généralement non nécessaire en pratique. Les équations qui sont susceptibles de cette transformation se présentent le plus souvent sous des formes déjà particularisées pour lesquelles le problème peut être résolu algébriquement. Voir T. N., p. 436 et C. G. N., pp. 230 et 255.
1 Pour la construction de tels systèmes de points dans le cas où leur équation est algé¬
brique par rapport au paramétre correspondant, voir T. N., p. 141 et C. G. N., p. 234.
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riables non susceptibles d’être représentées au moyen de nomogrammes à entre-croisement.
Supposons que, dans le cas du type (1) ci-dessus, on remplace les fonctions d’une seule variable par des fonctions de deux variables, en écrivant
Si nous opérons la disjonction en coordonnées cartésiennes, sous la forme
xfn + J8 U + Ki — 0 > xfîï> + y g* 5 4- K = 0 -
Xf 36 + J 036 + ^36 = 0 »
nous définissons ainsi trois systèmes oo2 de droites. Ces systèmes ne peuvent pas être tracés de façon permanente sur la figure, mais, ainsi que nous l’avons remarqué à la fin du n° 4, chacun d’eux peut être engendré au moyen d’une droite mobile grâce aux doubles enveloppes qui lui correspondent. La relation de position par laquelle l’équation donnée se trouve résolue réside dans le concours des trois droites tangentes respectivement aux courbes (z^ et (z4),. (z3) et (zs), (z8) et (ze). Le mode opératoire qui en résulte n’est guère commode et peu approprié aux besoins de la pratique.
Ayons maintenant recours aux équations de disjonction en coordonnées parallèles, savoir
f “fl 4 + Vgu + A14 = 0 ,
< “Us + *8» + K = 0 - (6)
Chacune d’elles définit un système oo2 de points; mais, à
l’encontre d’un système de oo2 de droites, un tel système peut être marqué de façon permanente sur la figure sous forme d’un réseau composé de deux familles de lignes (systèmes oo1).
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En fait, voyons comment est déterminé chacun de ces systèmes, le premier par exemple.
Par les formules (4) ci-dessus nous obtenons, pour les coordonnées cartésiennes d’un point du réseau, les expressions
f 14 ~ l- oi
Si maintenant on élimine entre ces équations soit z4, soit zi, on obtient deux équations tejles que
définissant deux systèmes oo1 de courbes, le premier côté au moyen des valeurs d ezi, et le second, de z4 ; pour un couple particulier de valeurs de ces paramètres, le point (z, , z4) n’est autre que le point d’intersection des courbes cotées (z<) et (z4).
Ayant ainsi construit les réseaux (z4, z4), (zt, z5) et (z3 , z6) on voit que la représentation nomo graphique de V équation (5) consiste en V alignement de trois points pris respectivement dans ces trois réseaux.
Cette remarquable simplicité de représentation pour des équations à plus de trois variables est souvent utilisée dans
les applications et constitue un des plus notables avantages de la méthode des points alignés.
La méthode s’applique spécialement au cas des équations
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à quatre variables que Ton obtient en remplaçant, dans une seule des lignes du déterminant du type (5), les fonctions de deux variables par des fonctions d’une seule variable. Le type correspondant de nomogramme est celui qui représente la fîg. 7.
Comme exemple d’une telle équation on peut citer l’équation complète du troisième degré1.
D’autres exemples seront complètement traités dans la seconde conférence.
Il peut arriver, en certains cas, que les points du réseau défini par des formules telles que (7) soient tous distribués sur une seule courbe. Dans un tel cas on peut dire que les points sont condensés sur cette ligne. Cette circonstance se produit lorsque les formules (7) prennent la forme
On doit alors avoir recours à l’artifice indiqué à la fin du n° 8 pour la définition nomographique de ces points (z1 , z4).
7. — Le fait que les nomogra mines à alignement sont sujets à toute transformation homographique — puisqu’une telle transformation conserve les alignements — contribue notablement à donner de la souplesse à la méthode.
Le principe de cette transformation peut recevoir la forme analytique très simple que voici.
Soit donnée une équation sous la forme
fi gi hi
fs 03 ^3
Nous pouvons multiplier ce déterminant par
X fj. v X' |x' v'
X" jjl" v"
1 Voir T. N., p. 333 et C. G. N., p. 278. L’auteur a montré comment la résolution de toutes les équations des sept premiers degrés peut se ramener à l’emploi de ce procédé (C. K. de l’Acad. des Sciences, T. 131, 1900, p. 522) .et développé entièrement la solution dans le cas du quatrième degré (T. N., p. 336).
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supposé tel que les valeurs choisies pour ses neuf éléments n’annulent pas sa valeur.
Appliquant la règle bien connue pour la multiplication des déterminants, et posant pour i= 1, 2, 3,
fi = Xfi + V-8i + vA- ,
8i = yfi + V-'ëi + v'A,. ,
a; = x"/;- + txVi + v"a, ,
nous obtenons la nouvelle équation
et l’on conçoit que les systèmes cotés répondant à cette dernière équation, qui est équivalente à l’équation primitive, puissent offrir certains avantages par rapport aux systèmes obtenus directement.
D’ailleurs, puisque le déterminant de la transformation contient neuf paramètres sous forme homogène, la transformation dépend réellement de huit paramètres, ce qui lui confère une grande latitude. En particulier, cela permet de fixer ad libitum la position de chacun des quatre points du nomogramme qui marquent les extrémités des deux échelles correspondant aux variables prises pour données, ce qui, dans la majorité des cas, suffit à assurer au nomogramme une disposition commode1.
Il est souvent avantageux de faire usage du cas particulier de l’homographie qui est constitué par Y homologie . Supposons, par exemple, ce qui est fréquemment le cas, que la partie utile d’un nomogramme recouvre toute la bande d’étendue infinie comprise entre Au , B v et la transversale A à ces axes. Nous pouvons réduire ce nomogramme à des dimensions finies par une transformation homologique admettant A pour axe et un point quelconque pour pôle, tel
1 Un exemple particulièrement typique d’un tel emploi de la transformation homographique générale se rencontre dans T. N., p 199.
M . D’OC A G NE
notamment que l’origine O des axes cartésiens liés à Au et Bc, à la condition de nous donner, sur la parallèle à Au et Bc menée par le pôle — c’est-à-dire sur O y si ce pôle coïncide avec l’origine O — le point I correspondant au point à l’infini dans la direction de O y. Dans ces conditions, la partie utile du nomogramme est condensée à l’intérieur du triangle formé par le point I et les points où Taxe A rencontre Au et Bc.
Presque toujours les valeurs des variables à associer sur le nomogramme sont contenues dans une seule région. Il peut toutefois se faire, en de rares occasions, que l’on ait à associer des points appartenant à diverses portions du nomogramme qui proviennent d’homologies différentes appliquées à plusieurs parties d’un même nomogramme ayant, de l’une à l’autre, des limites communes. Dans ces conditions, lorsque l’on passe d’une portion à l’autre du nomogramme, le simple alignement qui serait à considérer sur un nomogramme construit d’un seul tenant, doit être remplacé par une suite d’alignements se recoupant deux à deux sur les limites des portions distinctes du nomogramme et formant ce qu’on peut appeler un alignement brisé. Pour tracer un tel alignement brisé, on peut avoir recours à certaines constructions qui se déduisent des propriétés connues de l’homologie1. Nous indiquerons dans une note additionnelle quelques exemples où de telles constructions seront effectuées.
8. — Pour compléter l’examen des procédés usuels de la Nomographie, il nous reste à indiquer d’un mot comment on peut combiner la méthode des points alignés avec l’enchaînement des nomogrammes tel qu’il s’est offert à nous au n° 4. Si, en fait, les équations de disjonction obtenues par l’introduction des variables auxiliaires /, t! , t", ... sont toutes du type auquel s’applique la méthode des points alignés, on peut faire usage de ce mode de représentation en adoptant les mêmes échelles (/), ou (/'), ou (/"), ... pour les
1 Si de telles constructions étaient nécessaires en pratique, le meilleur moyen, pour les effectuer, consisterait évidemment à avoir recours temporairement à un transparent en vue d’éviter le tracé sur le nomogramme d’un nombre excessif de droites auxiliaires qu’il pourrait être difficile de faire disparaître après usage sans risquer de détruire rapidement le nomogramme.
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deux nomogrammes où cette variable auxiliaire figure en commun. La courbe servant de support à une telle échelle n’a d’ailleurs pas besoin d’être munie de graduation. Prenons, par exemple, deux nomogrammes partiels, l’un en zi et l’autre en z3 et z4 , reliés par une échelle auxiliaire t (fig. 8). Les deux alignements à prendre doivent couper
l’échelle ( t ) au même point. En d’autres termes, si l’on suppose que le premier alignement coupe l’échelle (t) au point P, on devra faire tourner la droite servant à prendre l’alignement autour de ce point pour obtenir le second alignement. Pour cette raison le point P est dit le pivot de la lecture considérée et le lieu de ce point, c’est-à-dire le support de l’échelle (/), la Ligne des pivots ou la charnière 1. Un exemple d’un tel nomogramme se rencontrera dans la seconde conférence (n° 4).
Enfin, dans certains cas, on peut relier un nomogramme à entre-croisement à un nomogramme à alignement. Supposons, par exemple, que l’équation définissant le réseau (z3, z4) qui, combiné avec les échelles [z^ et (z2), constitue le nomogramme à alignement d’une certaine équation à quatre variables, soit de la forme
1 Au sujet des nomogrammes .à multiple alignement, voir T. N., p. 213 et C. G. N., p. 308.
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Posant
nous voyons que les points (z3 , zA) se confondent avec ceux de l’échelle simple dont l’équation est
ou, en coordonnées cartésiennes.
‘ f(t\ + ér(0
Or tout système de courbes d'équation
est tel que la courbe cotée (t) passe par le point de l’échelle ci-dessus de même cote t. Il suffit donc de représenter l’équation (10) par un nomogramme à entre-croisement sur lequel
HOMOGRAPHIE
le système (/) soit défini par l’équation (11) (qui peut, en particulier, se réduire à la forme x — $(/)== 0, ou y — yj (/).— 0) pour avoir une représentation de l’équation donnée au moyen de la combinaison du nomogramme à alignement («zq-, jz2, L) et du nomogramme à entre-croisement (z3, £4, £). Le passage de l’un à l’autre résulte de ce que le point (/) du premier doit se trouver sur le ligne (/) du second. La fîg. 9 indique la disposition d’un tel nomogramme.'
En multipliant les alignements successifs, en substituant des réseaux de points cotés aux échelles simples, en ayant recours à des courbes moins simples que la ligne droite pour établir la relation de position servant à guider la lecture sur le nomogramme, en introduisant enfin des éléments mobiles tels que ceux qui ont été envisagés à la fin du n° 4, on obtient d’autres modes de représentation nomographique, applicables à des équations renfermant un nombre de plus en plus grand de variables et qui ont été étudiés par l’auteur dans ses ouvrages précédemment cités. Mais les méthodes qui ont été examinées dans cette conférence sont par excellence celles qui servent le plus ordinairement dans les applications.
Note additionnelle sur les alignements brisés.
Considérons un nomogramme dont la partie utile est limitée par les axes A u etBe, mais qui s’étend entre ces axes depuis — co jusqu’à -f- co. Divisons ce nomogramme en trois, la partie moyenne étant construite directement au moyen des équations de disjonction et d’ailleurs limitée à deux axes A' et A" parallèles à l’axe AB des origines. Conformément à ce qui a été vu au n° 7, nous allons transformer homologiquement la partie située au-dessus de l’axe À ' et s’étendant jusqu’à l’infini en prenant A^ comme axe de l’homologie, l’origine O comme pôle et le point F de l’axe O y comme correspondant du point à l’infini sur cet axe.
Pour construire les échelles sur cette partie transformée nous allons chercher les coordonnées (#', y') du point M' correspondant au point M de coordonnées (x, y) de la figure primitive. Appelant / et h les distances respectives du point F à l’origine O et à l’axe A , nous trouvons facilement pour ces expressions
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De la même façon transformons la partie située en dessous de A" , en nous donnant le point I" correspondant du point à l’infini sur O y.
Il reste à faire voir comment se construit l’alignement brisé lorsqu’on passe de la partie inaltérée à la partie transformée du nomogramme.
Remarquons tout d’abord que l’alignement déterminé par des points pris sur deux des échelles (points déterminatifs) doit couper la troisième échelle [ou l’une des lignes du troisième réseau) en un point qui fait connaître la valeur de l’inconnue ( point solutif).
De là, trois cas à examiner selon que les points déterminatifs appartiennent à la même partie du nomogramme (I), ou à deux parties contiguës (II), ou à deux parties non contiguës (III).
Cas I : L’alignement est immédiatement déterminé sur une des parties du nomogramme par les deux points déterminatifs et le problème se borne à obtenir ce que devient l’alignement après
réfraction dans la partie contiguë qui contient le point solutif.
Ce problème revient tout simplement à celui bien connu qui consiste à trouver la droite correspondant à une droite donnée en vertu de l’homologie ci-dessus définie. La droite primitive et sa transformée se coupent en un point M0 de l’axe d’homologie (fig. 10).
En outre, si M et M' sont deux points cor- Fil.dô respondants sur ces
^ droites, M appartenant
à la figure primitive et M' à sa transformée, la droite OM et la droite Vm joignant le point I' à la projection orthogonale m de M sur A' se coupent en ML
Mais il est plus simple de tracer une fois pour toutes une paire de droites correspondantes ô et <T parallèles à A , qui donnent immédiatement une paire de points correspondants M et M', alignés sur O, sur les deux parties de l’alignement brisé.
Avec cette construction, le mode de passage d’une région à l’autre résulte de l’énoncé suivant : les deux parties de V alignement brisé se rencontrent en un point de A et coupent ô et ô en des points qui sont alignés sur O.
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Cas II : Les points déterminatifs sont un point M sur la première partie du nomogramme et un point N' sur la seconde. En vue de construire l’alignement brisé MM0N' (fîg. 11), nous avons à mener la droite MM0 joignant le point M au point N qui correspond à N' sur la première partie de la figure. Si la droite I'N' coupe Ar en /i, le point N est à l’intersection de ON' et de la perpendiculaire élevée en n à A'.
Considérons la figure homothétique à celle qui est formée par ces deux lignes, le centre de similitude étant en M et la droite 01' étant prise comme correspondante de «N. Pour avoir la droite OjN4 correspondant à ON', nous n’avons qu’à prendre le point d’intersection Oi de MO et de la parallèle nx 01 à On et à mener la parallèle 01N1 à ON'. Dans ces conditions, la droite MN4 prolongée passerait
par N ; elle fournit donc la première partie de l’alignement brisé dont la seconde est donnée par M0N'.
Cas 111 : Les points déterminatifs N' et P" appartiennent à deux parties non contiguës obtenues par transformation homologique de la figure primitive. La partie moyenne est inaltérée et les parties transformées sont l’une au-dessus de A , l’autre au-dessous de A" (fig. 12).
I' et L'étant les points correspondant au pointa l’infini sur Oy, on trace I'N' et I"P" qui coupent A; et A" respectivement en n et p. Les droites menées par n et p parallèlement à O y coupent ON' et OP" aux points N et P qui déterminent l’alignement non brisé. Le problème consiste à obtenir la portion M'0 M"0 de cet alignement compris entre les axes A' et A" et que complètent les droites M'0N' et M"0P"pour constituer l’alignement doublement brisé P" M"0 M'0 N'0 .
Pour avoir la droite M'0M"0 il suffît de tracer une figure homothétique par rapport au point O pris comme centre de similitude. Prenons les points /i1 et px divisant les segments On et O p dans le même rapport, tels, par conséquent, que les droites np et nipi {non tracées) soient parallèles. Menons ensuite par ces points des parallèles à O y, qui coupent ON' et OP" en et P4 respectivement. L’alignement cherché est l’homologue de la droite Nt Pt .
Il est donc parallèle à NiP1 et se trouve entièrement déterminé lorsqu’on a obtenu l’homologue d’un point quelconque de Nt P, y
par exemple de celui H1 situé sur O y , qui est le point H à l’intersection de OH1 et de la parallèle à nl H4 menée par n.
II. — APPLICATION DES NOMOGRAMMES A ALIGNEMENT AUX DIFFÉRENTS CAS DE RÉSOLUTION DES TRIANGLES SPHÉRIQUES
Préliminaires.
1. — Si l’on désigne, dans un triangle sphérique, les côtés par a , ô, c et les angles opposés par A, B, G, ces six éléments étant exprimés .en fractions (degrés ou grades) de la circonférence, les problèmes concernant la résolution des triangles sphériques, tels qu’ils se présentent en astronomie, géodésie et navigation, sont tous renfermés dans l’énoncé général que voici :
Etant donnés trois des six éléments a, b, c. A, B, C, trouver I’un des autres.
Il convient de noter que, contrairement à ce qui se rencontre dans les traités classiques, cet énoncé propose la recherche d 'un seul des éléments inconnus, et non des trois.
Cette distinction est essentielle au point de vue de la solution par les méthodes nomographiques. Ainsi qu’on le verra par la suite, le premier énoncé exige pour sa solution trois nomogrammes distincts, tandis que, pour le second, un seul sufïit.
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2. — S’il ne s’agit d’obtenir qu’un seul des trois éléments inconnus, comme cela a lieu ^dans les importantes applications à l’astronomie, de considérer la disposition
du système de quatre éléments, constitué par les trois éléments donnés et celui qui est inconnu.
Cette disposition peut être l’une des trois suivantes :
1° Deux couples d’éléments contigus séparés l’un de l’autre par deux éléments non intervenants, tels que A, b et B, a. Une semblable disposition sera désignée par le symbole (2, 2).
2° Trois éléments contigus et le quatrième isolé de ce groupe, par conséquent opposé à celui des éléments qui se trouve au milieu du groupe, par exemple ô, A, c et a. Une telle disposition sera désignée par le symbole (3, 1).
3° Quatre éléments contigus comme C, ci , B, c. Une telle disposition sera désignée par le symbole (4).
A ces trois dispositions correspondent respectivement les formules
sin A sin b = sin a sin B , (1)
cos a =. cos b cos c -f- sin b sin c cos A , (2)
cos a cos B = sin a cotg c — sin B cotg C , (3)
dans chacune desquelles l’un quelconque des quatre éléments peut être pris comme inconnue. Dans le cas (3,1), si l’élément isolé est un angle au lieu d’un côté, comme cela a lieu pour la formule (2), il est nécessaire d’appliquer la formule au triangle supplémentaire en remplaçant a , ô, c, A par par 7:^ A, n — B, tc — G, n — a.
11 est aisé de voir que, si l’on se donne trois quelconques des six éléments d’un triangle, on peut toujours leur associer l’un des trois autres, de façon à obtenir une disposition (3, 1). Une fois ce premier élément déterminé par l’application de la formule (2), on peut encore constituer une disposition (3, 1) pour chacun des deux éléments restants en l’associant convenablement à trois autres pris parmi les quatre déjà connus. Il en résulte qu au moyen de la seule formule (2) on peut obtenir la résolution complète du triangle.
Mais il est avantageux, dans certaines applications de l’astronomie, de déterminer directement un seul des trois
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éléments inconnus, sans .avoir à passer par l’intermédiaire d’un des autres, et cela nécessite l’application de la formule particulière qui correspond à la disposition des éléments auxquels on a affaire. Donc, pour la résolution nomographique directe, dans tous les cas possibles, trois nomogrammes sont nécessaires, correspondant aux trois formules fondamentales ci-dessus données.
3. — Avant de passer à la construction de ces trois nomogrammes, il convient de faire une remarque spéciale relative aux formules applicables au triangle rectangle. Supposons que deux des éléments (autres que l’angle droit) d’un tel triangle soient donnés. Pour en déduire un troisième, nous n’avons qu’à considérer la disposition formée par ces trois éléments et l’angle droit et à appliquer la formule appropriée.
Par exemple, si nous voulons connaître la relation entre l’hypoténuse #, l’un des côtés b et l’angle compris G, nous reconnaissons que la disposition formée par ces trois éléments et l’angle droit A est de celles désignées par (4). Une permutation circulaire de (3) donne
cos b cos C — sin b cotg a — sin C cotg A ,
qui, lorsqu’on tient compte deA= . devient
ou
cos b cos C rr: sin b cotg a ,
tg b = Ig a cos C ,
formule classique, et de même pour les autres cas.
Il est ainsi démontré que les trois nomogrammes appropriés aux formules (1), (2), (3) fournissent la solution complète de tous les problèmes en question. Il est vrai que d’autres formules, telles que les analogies de Neper, sont employées pour les calculs ordinaires. Cela a pour but de permettre de recourir au calcul logarithmique ; mais une telle considération n’intervient pas lorsque l’on fait usage des méthodes nomographiques.
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"N omo gramme de la formule (1).
4. — Pour obtenir un nomogramme de la formule (1) il suffit de l’écrire sous la forme
sin a sin A
sin b sin B
La construction est alors immédiatement évidente par la géométrie la plus élémentaire.
Si, sur deux droites parallèles, on porte les segments A0A et A0a proportionnels à sin A et sin «, B0B et B06 propor¬
tionnels à sin B et sin b respectivement, l’équation précédente exprime que les droites AB et ab coupent la droite A0B0 au même point P (fîg. 13) b
Cela suggère l’idée de construire deux échelles de sinus
1 Cette figure et les suivantes sont faites à une trop petite échelle pour pouvoir se prêter à un usage courant et ne doivent être regardées que comme servant à illustrer les explications données dans le texte.
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identiques, sur deux axes parallèles, avec les zéros en A0 et B0 et des graduations de sens contraires en vue de faire en sorte que ce point P tombe entre A0 et B0. Les deux droites AB et a b coupent alors A0B0 en un même point P.
Supposons, par exemple, que A, B, a soient donnés et b à trouver. L’opération est la suivante: Les points dont les cotes sont A et B sur les deux échelles sont joints par une droite qui coupe A0B0 en un point Pjj; la droite joignant ce point P au point coté a sur la première échelle coupe la seconde en un point dont la cote est b.
Nous avons eu recours à la géométrie élémentaire pour exposer le principe de ce nomogramme parce que c’est la méthode la plus naturelle ; mais il est clair que, si on le veut, on peut établir ce principe suivant la théorie générale; il suffit de procéder comme suit :
Appelant /la commune valeur des deux rapports ci-dessus, on a
sin a = t sin b ,
et, si l’on pose 1
sin a — u , sin b — — v ,
il vient pour l’équation du point (/),
u -|— vt zzi 0 .
Celle-ci représente les points de l’axe A0B0 des origines, et de même pour le second rapport.
Nomogramme de la formule (2).
Récrivant cette formule sous la forme
cos a — sin b sin c cos A =: cos b cos c ,
nous voyons que, pour obtenir sa représentation par un nomogramme à alignement, il suffit de poser
u — cos a , v — — cos A . (4)
Ici, comme dans la suite, il est fait usage de coordonnées parallèles u et e pour la construction des nomogrammes (I, 5), et l’on désigne par A0 et B0 les origines des axes coordonnés afin de réserver la notation A et Iî pour les angles des triangles sphériques.
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Ces équations définissent les graduations des axes A0u et B0c et donnent pour le réseau des points (b, c ) l’équation
u -\- v sin b sin c =. cos b cos c . (5)
La symétrie de cette équation en b et c montre que le& courbes (b) et les courbes (c) sont les mêmes. Ce sont le& courbes de cette famille unique qui, en se recoupant ellesmêmes, engendrent le réseau des points ( b , c).
Proposons-nous d’abord de former l’équation des courbes du système obtenu par la variation de c. Nous avons à déterminer le lieu du point d’équation (5) lorsque c'y est regardé comme variable. L’équation en u et v de ce lieu résulte de l’élimination de ce paramètre c entre l’équation (5) et sa dérivée prise par rapport à c, c’est-à-dire
v sin b cos c — — cos b sin c , (6)
Faisant la somme des équations (5) et (6) après avoir multiplié, d une part, la première par sin c et la seconde pas cos c, et, d’autre part, la première par cos c et la seconde par sin cr on a les équations
u sin c — — v sin b , u cos c — cos b ,
qui, élevées au carré et additionnées, donnent
u- — v2 sin2 b -j- cos2 b , (7)
qu’on peut écrire
u2 — 1 = sin2 b (y2 — 1) . (7')
Sous la forme (7), l’équation montre que les courbes (b) sont des ellipses dont un axe est dirigé suivant la droite A0B0 joignant les origines des axes A0u et BoV1. Sous la forme (7'} l’équation fait apparaître que ces ellipses appartiennent à un faisceau tangentiel comprenant les coniques dégénérées u2 — 1 = 0, v2 — 1 = 0 qui consistent chacune en un couple de points réels (u = ± 1 , v = ± 1).
En d’autres termes, les ellipses (h) sont toutes inscrites dans
1 Voir, pour une théorie complète des coniques en coordonnées parallèles, la brochure de
l’auteur: Coordonnées parallèles el axiales \ Paris; (lauthier-Villars ; 1885).
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le quadrilatère formé par les quatre droites joignant chacun des points u ==± 1 à chacun des points v == ± 1.
Si, comme c’est le cas sur la fig. 14, nous prenons comme module de chacune des échelles des cosinus, la moitié de la distance entre les axes A0u et B0c, ces axes étant perpendiculaires à A0B0. les points u — dz 1, c — ±1 forment un
carré dont deux des côtés sont parallèles à A0B0. Ces deux côtés et les deux diagonales du carré constituent les quatre tangentes communes à toutes les ellipses (b).
6. — Pour le tracé de ces ellipses, point par point, nous aurons recours aux coordonnées cartésiennes rapportées aux axes Ch? et Oy pour lesquels l’origine O est le milieu A0B0,
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le sens positif de Ox confondu avec OB0, Taxe 0 y parallèle aux axes AQu et B0e et de même sens.
Avec ces axes, les coordonnées du point (ô, c) sont
1 — sin b sin c 1 -f- sin b sin c
cos b cos c 1 + sin b sin c
Notons que, si b et c sont compris entre 0 et n,
et que
0 < y < 1 ou - 1 < y < 0.
suivant que b et c sont tous deux du même côté ou de côtés différents par rapport à ~ .
Cette dernière remarque est importante en ce qu’elle donne le moyen d’éviter toute ambiguïté dans la correspondance entre les couples de valeurs de b et c et les points du réseau (ô, c). L’équation (7) montre que l’ellipse (b) ou (c) est la même pour deux valeurs supplémentaires de l’angle correspondant ; en outre, les ellipses (b) et (c) ont deux points communs symétriques par rapporta Ch? dans la partie utilisée du réseau; mais la remarque ci-dessus établit clairement que l’on doit prendre le point au-dessus ou au-dessous de Ox suivant que b et c sont du même côté ou de côtés différents
par rapport à .
Supposons maintenant que b et c soient égaux ou supplémentaires, de telle sorte que les ellipses correspondantes coïncident. Par passage à la limite, on voit que l’on doit prendre pour point (ô, c) sur le nomogramme le point de contact de l’ellipse unique avec l’une des tangentes communes issues de O, soit au-dessus, soit au-dessous de Ox. Dans chaque cas, en vertu de ce qui précède, il n’y a pas la moindre hésitation à avoir dans le choix de ce point (ô, c), non plus que dans la détermination de la valeur d’un de ces angles lorsqu’un tel point et la valeur de l’autre angle sont connus.
L’équation cartésienne de l’ellipse (ô), dont (7) fait connaître
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réquation en coordonnées parallèles, est facile à former. Des équations (8) on tire sans difficulté
sin b sm c rr - - , cos b cos c =z - - ,
d’où, par élimination de c ,
ou
sin2 b
cos2 b
(1 -f- x2) cos2 b 4 y2 sin2 b = (1 — x)2 sin2 b cos2 b . (9)
De cette équation on tire immédiatement que, pour x = — 1, on a y — ± cos b , c’est-à-dire que l’ellipse [b) coupe l’échelle a portée sur A 0u aux points cotés b et 7r — b .
Il convient aussi de remarquer que si, dans (7), on fait c — o, on a u — dz cos ù, ce qui signifie que la droite joignant les points cotés b et n — b de l’échelle (a) au point B0 sont tangentes à l’ellipse (b) en ces points.
7. — Au moyen soit des formules (8), soit de l’équation (9), nous pouvons construire les ellipses (b) [avec lesquelles, ainsi que nous l’avons précédemment observé, coïncident les ellipses (c)] par les procédés ordinaires de la géométrie analytique. Mais un mode de construction plus simple et plus expéditif est fourni par la considération de l’équation (2). En fait, d’après ce que nous avons vu, cette équation exprime l’alignement des points (a) de A 0m, (A) de B0c et (b , c). Deux tels alignements obtenus pour (ù, c ) par le calcul de deux couples simples de valeurs de a et A déterminent la dosition de ce point (ù, c).
Or, la formule (2) montre que, pour A = o, nous avons a = b — c, et, pour A = 7i , a = b c. Ces deux couples de valeurs de a et A déterminent des droites dont le point d’intersection coïncide avec le point (ù, c).
De là, la construction suivante du système des ellipses {b) ou (c) : Les axes A0u et B0v portant Les échelles (a) et (A) définies par les formules (4), on joint chacun des points A = o et A —n cl tous les points de V échelle (a) et Von obtient ainsi deux faisceaux de droites dont les mutuelles intersections se trou-
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vent sur les ellipses (b). Pour que deux droites de ces faisceaux se coupent en un point de V ellipse (b) il est nécessaire et suffisant que la somme ou la différence des angles correspondant à ces deux droites soit égale à 2b.
C’est par ce moyen qu’a été construit le nomogramme de la fig. 14. Son mode d’emploi résulte dans tous les cas de l'énoncé suivant :
Le point (b, c) étant celui des points d’ intersection des ellipses (b) et (c) qui est au-dessus ou au-dessous de A0B0 suivant que h et c sont ou non du même côté par rapport à les points cotés (a), (A) et (b, c) sont en ligne droite .
Nomogramme de la formule (3).
Récrivons cette formule ainsi
et posons
cotg c sin a — oolg C §in B — cos a cos B u — cotg c , c — - CQtg C .
Ces formules définissent les échelles portées sur les axes A0u et B0e et donnent pour le réseau de points («, B) l’équation
a sin a -J- c sin B — cos a cos B . (11)
Pour avoir l’équation en u et v de la courbe (a) résultant de la variation de B, il faut éliminer B entre cette équation et sa dérivée prise par rapport à B, c’est-à-dire
v cos B — — cos a sin B . (12)
Si l’on fait la somme de ces équations après les avoir multipliées respectivement d’abord par cos B et — sin B, puis par sin B et cos B, on obtient
u sin a cos B zz: cos a , u sin a sin B r: — v ,
équations qui, élevées au carré et additionnées, donnent
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Sous la forme (12), l’équation montre que les courbes (a) sont des hyperboles dont un des axes est situé sur A0B0, et, d’après la forme (13'), il est évident que ces hyperboles forment un faisceau tangentiel comprenant les coniques dégénérées u2 -(- 1 = 0, v2 + 1 = 0, qui consistent chacune en un couple de points imaginaires (u = ± i et v = ± i).
En d’autres termes, les hyperboles (a) sont toutes inscrites dans le quadrilatère formé par les quatre droites joignant chacun des points u = ± i à chacun des points v == ± i .
Par rapport aux axes cartésiens que nous associons de façon permanente aux axes parallèles A0m et B0c, ces droites ont pour équations
Les dernières sont les droites isotropes issues de l’origine 0, ce qui prouve que l'origine 0 est un foyer commun à toutes les hyperboles du faisceau 1.
Si nous permutons a avec B, et u avec c, cela ne change rien à l’équation (11), de sorte que nous avons immédiatement pour l’équation des courbes (B)
u2 -{- 1 = (y2 -J- 1) sina B , (14)
qui définit un faisceau d’hyperboles, algébriquement identique au précédent. Seulement, les hyperboles («), qui ont un foyer commun en O, ont leur concavité tournée du côté de A0, tandis que les hyperboles (B) qui ont aussi un foyer commun en O ont leur concavité tournée du côté B0 . Ces deux faisceaux (a) et (B) sont symétriques l’un de l’autre par rapport à O y (fig. 15) 2.
1 II est à noter que ces hyperboles n’ont en commun qu’un seul foyer et non deux, attendu que les deux autres côtés du quadrilatère dans lequel elles sont inscrites sont des parallèles imaginaires à Ox et non des droites isotropes.
'“Ce nomogramme a été effectivement construit en vue de son application particulière à la détermination de l’azimut, pour le point à la mer, par le M. lieutenant de vaisseau
Perret (Association française pour L’avancement des sciences. Congrès de Cherbourg, 1905).
l’équation cherchée
ou
u2 sin2 a — y2 -f- cos2 a , [il2 -f- 1) sin2 « = v2 -j- 1 .
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9. — Gomme dans le cas précédent, nous allons passer aux coordonnées cartésiennes, par rapport aux mêmes axes que ci-dessus, en vue de la construction des hyperboles point par point.
Les coordonnées du point (a, B) sont
sin B — sin a cos a cos B
JJ _ _ f y _ _ # MqJ
sin B -f- sin a ’ J sin a -j- sin B
Notons que si a et B sont compris 0 et n, nous avons toujours
et que
j > 0 ou j < 0 ,
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suivant que a et B sont ou non du même côté par rapport à Gela donne le moyen de faire disparaître toute ambiguïté
dans la détermination, sur la partie utile du nomogramme, du point correspondant à un couple de valeurs données de a et B.
Pour avoir l’équation cartésienne des hyperboles («), nous n’avons qu’à tirer de (15)
sin B — - - sin a , cos B n , - tg a ,
et nous obtenons ainsi
(1 -f- x)2 sin2 a -j- 4 y2 tg2 a — (1 — x)2
OU
(1 — x)2 cos2 a — 4y2 sin2 a — (1 -f- x)2 sin2 a cos2 a . (16)
Grâce à la remarque précédente concernant la permutation des axes A0u et B0cdont les équations cartésiennes sont respectivement x -f- 1 = 0 et x — 1=0, nous déduisons immédiatement de là l’équation des hyperboles (B)
(1 + x)2 cos2 B — 4j2 sin2 B rr (1 — x)2 sin2 B cos2 B . (17)
De la comparaison de ces équations (16) et (17) avec l’équation (9) il ressort immédiatement que les deux faisceaux d’ellipses et d’hyperboles, ci-dessus rencontrés, se déduisent l’un de l’autre au moyen de la transformation homographique
x' = qz x , f — yi ,
qui fait correspondre aux droites issues de l’origine et inclinées à 45° sur A0B0 les droites isotropes semblablement issues de O.
Pour x = — 1, l’équation (16) donne y — ± cotg a , ce qui montre que l’hyperbole (a) rencontre l’axe A 0u aux points cotés a et 7r — a de l’échelle (c). De même, si l’on fait x — 1 dans l’équation (17), on voit que l’hyperbole (B) coupe l’axe B0e aux points cotés B et n — B de l’échelle (c).
D’ailleurs, si l’on fait c = o dans l’équation (13), ou u = 0
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dans l’équation (14), on constate que les tangentes aux hyperboles (a) en leurs points d’intersection avec A0u passent par B0 et que les tangentes aux hyperboles (B) en leurs points d’intersection avec B0e passent par A0.
Contrairement à ce qui avait lieu pour le précédent nomogramme, dont la partie utile — lorsque les variables restent comprises entre o et n — est enfermée dans une aire limitée, ce nouveau nomogramme, pour les mêmes limites attribuées aux variables, s’étend de — oo à + go dans la direction de O y. Pratiquement, donc, il n’est possible de construire qu’une partie restreinte de ce nomogramme. Pour atteindre des valeurs des variables en dehors de ce domaine, il est nécessaire de recourir à des transformations homologiques comme celles qui ont été envisagées dans la première conférence (l, 7 et note additionnelle).
Nomogrammes divers relatifs à la résolution des triangles sphériques.
10. — Si l’on ne stipule pas, comme nous l’avons fait ci-dessus, que l’on veut obtenir un élément inconnu d’un triangle sphérique dont trois éléments sont donnés, à U aide d’une seule lecture , on peut arriver à ce résultat au moyen de plusieurs lectures successives faites sur un nomogramme unique. Au point de vue de la construction, ce nomogramme est beaucoup plus simple que les précédents et constitue ce qu’on peut appeler une grille trigonométrique .
Cette grille se construit de la manière suivante : à un cercle gradué en degrés on circonscrit un carré dont les côtés sont parallèles et perpendiculaires au diamètre 0° — 180°. A l’intérieur de ce carré on trace les droites joignant les points de division du cerclé qui sont symétriques soit par rapport au diamètre 0° — 180°, soit au diamètre 90° — 270°. Chacune de ces droites est associée aux graduations des deux points du cercle divisé qu elle relie.
Il a été établi que, grâce à l’introduction, en certains cas, d’angles auxiliaires, cette grille permet d’obtenir la résolu-
M. D’OCAGNE
tion complète de tout triangle sphérique 1. Mais une telle solution, comme on s’en rend aisément compte, offre surtout un intérêt théorique. En pratique, il y a un sérieux avantage à obtenir le résultat cherché au moyen d’une seule lecture ot c’est là ce qui conféré leur importance aux nomogrammes que nous venons de décrire ci-dessus.
Dans certaines applications, l’un des quatre éléments en question peut être regardé comme constant, et il devient avantageux, en un tel cas, de construire un nomogramme particulier à trois variables se déduisant d’un des précédents nomogrammes par fixation, sur l’un des quatre systèmes cotés, d’un élément unique correspondant à la valeur constante donnée.
Supposons, par exemple, que le problème consiste à représenter la relation entre les trois côtés a , b , c d’un triangle sphérique rectangle en A. La relation en question,
qui peut se déduire de (2) lorsqu’on y fait A = — , est
cos a — cos b cos c . (18)
Le nomogramme correspondant est celui de la fig. 14 sur lequel on supprime la graduation (A) de l’axe B0e, tous les alignements étant alors pris sur le point B0.
Une telle solution présente l’intérêt théorique d’être contenue dans le cas général. Mais il est clair qu’on peut lui substituer une solution beaucoup plus simple qui s’offre immédiatement à l’esprit. Posant
u z= cos a , v — — cos b ,
on a, pour c, l’échelle
U -)- V cos c = 0 ,
portée sur l’axe A0B0.
Les échelles [a] et (b) sont obtenues par remplacement, sur la fig. 13, des angles inscrits le long de A0u et de B0e par leurs compléments, et l’échelle (c) n’est autre que la projec-
1 On voudra bien se reporter au mémoire publié par l’auteur sur ce sujet (Bulletin de la Société mathématique de France, T. 32, 1904, p. 196).
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tion de (a) sur A0B0 à partir du point b = 0, puisque, pour cette valeur de 6, la formule (18) donne a = c.
Pour prendre un autre exemple, proposons-nous de représenter la relation entre l’angle horaire AH, la déclinaison CO
12 heures
0 heure
Fig. 16.
et la distance zénithale 2 d’un astre quelconque pour une latitude constante <p. Cette relation est fournie par la formule (2) où l’on fait
A = AH
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Ici, <p est supposé constant. Il est dès lors suffisant de marquer sur l’ellipse ( b ) correspondant à cette valeur de ç, les points répondan aux diverses valeurs de (£), c’est-à-dire les points où les diverses ellipses (c) rencontrent cette ellipse (b) (fig. 16).
D’ailleurs, AH variant de 0° à 180° tandis que 2 varie seulement de 0° à 90°, on peut prendre pour cette seconde échelle un module double de celui de la première, de façon à donner à ces échelles des longueurs égales. Gela revient à effectuer une certaine transformation homographique sur la partie qui vient d’être particularisée du nomogramme général de la formule (2). C’est ainsi qu’a été construit le nomogramme représenté par la fig. 16, en vue de la préparation des observations à l’équatorial de l’Observatoire de Paris 1 (<p = 48° 50' 11").
1 Au sujet de la construction de ce nomogramme, le lecteur peut consulter une note de l’auteur dans les Comptes rendus de l’Académie des Sciences, T. 135, p. 728 (1902).
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