Du calcul des dérivations
Louis François Antoine Arbogast
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
Du calcul des dérivations
\Jn s'est proposé dans cet oiiVrâge d'offrir un genre de calcul qui embrasse la théorie des suites, et dont le calcul différentiel n'est qu'un cas particulier : il fournit des procédés qui abrègent des opérations laborieuses , et des formules qui facilitent les recherches dans des matières compliquées ; il sert à lier entre elles plusieurs branches de l'Analyse : appliqué à une assez grande variété d'objets , il m'a conduit directement, et le plus souvent sans peine , à des résultats , dont plusieurs me paroissent nouveaux, et d'autres présentés sous un aspect nouveau.
Cette méthode de calcul est fondée sur une manière générale de considérer les quantités comme dérivant les unes des autres ; c'est ce qui me Ta fait nommei^ Calcul des dérivations.
Pour se faire une idée des dérivations , on observera que des quantités ou des fonctions qu'on déduit les unes des autres par un procédé uniforme d'opérations , sont des quantités dérivées ; telles sont les différentielles successives. Qn peut étendre cette idée en considérant des quantités qui dérivent les unes des autres , non en elles-mêmes , mais seulement dans les opérations qui les assemblent et les lient entre elles ; les quantités elles-mêmes étant quelconques , arbitraires , indépendantes. Ainsi , en supposant que de plusieurs lettres différentes la première entre seule dans une fonction, tandis que les deux premières entrent dans la dérivée de cette fonction, que les trois premières entrent par la même loi dans la dérivée de cette dérivée , et ainsi de suite ; on aura des dérivées dans le sens étendu que je leur ai donné. Ici les quantités désignées par les lettres différentes ne dérivent pas les unes des autres ; et les dérivées que je considère sont moins des dérivées de quantités que des dérivées d'opérations , comme l'Algèbre est moins un calcul de quantités que d'opérations arithmétiques ou géométriques à* exécuter sur les quantités.
La dérivation est l'opération par laquelle une dérivée est déduite de celle qui la précède ou de la fonction. La méthode des dérivations en
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général consiste à saisir la loi qui lie les assemblages de quantités quelconques les uns aux autres , et à se servir de cette loi comme d'un moyen de calcul pour passer de dérivée en dérivée.
Pour former Talgorithme des dérivations, il a fallu introduire des signes nouveaux ; j'ai donné une attention particulière à cet objet , persuadé que le secret de la puissance de l'Analyse consiste dans le choix et l'emploi heureux de signes simples et caractéristiques dt la chose qu'ils doivent représenter (*). Je me suis prescrit à cet égard les règles suivantes : i.°de rendre les notations le plus qu'il étoit possible analogues à des notations reçues ; 2.** de ne point introduire de notations inutiles et que j'aurois pu remplacer sans confusion par des notations déjà en usage ; 3.° de les choisir très - simples , en y faisant entrer cependant toutes les variétés qu'exigeoient les différences des opérations.
Apres cette idée générale de la méthode, jetons un coup d'œil sur les matières traitées dans cet ouvrage.
Le calcul différentiel donne avec tant de facilité le développement en série des fonctions de binômes , qu'il est naturel de désirer une méthode qui s étende avec la même facilité à des fonctions de polynômes d'un nombre de termes quelconque. M' étant proposé cette recherche , je fis varier les coëfficiens des termes des polynômes , en les regardant comme dérivant les uns des autres , lors même qu'ils étoient indépendans. Cette considération me conduisit à la méthode générale de développement que j'expose dans les trois premiers articles , qui forment comme la première partie de l'ouvrage.
J'y considère non-seulement les séries et les polynômes simples , c'està-dire ceux qui sont ordonnés suivant les puissanees d'une seule lettre ,-
(*) ËULER, dans un mémoire intitulé : Subsidium calculi sinuum ^ et imprimé dans le tome V des nouveaux commentaires de Pétersbourg , dit, page i65 : Ac si quidem ipsius Analysis prœstantiam spectamus^ eam prœcipue soli idoneo quanti" tates signis denotandi modo tribuendam esse deprehendimus ; quo minus erit miran" dum si commoda sinuum, in algorithmum introductio tantum lucri attulerit.
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mais encore les sërîes et les polynômes ordonnes suivant les puissances et les produits de deux , de trois lettres différentes , qu'on peut appeler séries et polynômes doubles , triples. Le sujet des trois premiers articles est la solution du problème général suivant :
Etant proposée une fonction quelconque d'un ou de plusieurs polynômes simples, doubles, triples ; i.** développer la fonction en une série pareillement simple , ou double , ou triple , en faisant dériver les uns des antres les termes successifs du développement : 2.° dans tous ces cas, trouver immédiatement un terme quelconque du développement, sans le faire dépendre d'aucun des autres termes.
Les coëffîciens dans ces développemens de fonctions de polynômes se présentent composés de deux espèces de quantités ; de celles qui conservent le signe de la fonction ou qui dépendent de la fonction , et dans lesquelles n entre que le premier terme du polynôme ; et de celles qui , dégagées du signe de fonction , demeurent les mêmes pour des fonctions quelconques , et forment des groupes composés uniquement des coëfficiens du polynôme , à commencer par celui du second terme. Comme ces quantités dépendent du nombre des termes dont le polynôme est formé, • j'ai cru pouvoir les désigner par la dénomination de quantités polynomiales.
Les règles pour faire dériver les unes des autres les quantités qui dépendent de la fonction , sont les mêmes que celles du calcul différentiel pour prendre les différentielles successives d'une fonction , la différentielle de la variable étant constante et égale à Funité ; ainsi on pourra .toujours former à part ces quantités.
Les règles de dérivation relativement aux quantités polynomiales donnent des procédés ^i simples et si expéditifs, qu'en faisant dériver ces quantités les unes des autres , on pourra écrire sans s'arrêter le développement tout réduit , et le pousser aussi loin qu'on voudra ; bien plus , on pourra écrire de même l'expression toute réduite d'un terme quelconque de la série du développement , indépendamment des autres termes.
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Les règles pour exëcuter les.dëveloppemens réduits sont des conséquences faciles de formules générales et symétriques quune même analyse , diversement appliquée , enchaîne les unes aux\ autres. Si donc on trouvoit une sorte d'aridité dans les énoncés ou dans Taccumulation des règles , si on les croyoit à charge à la mémoire ; on observera qu'il suffit de retrouver les formules , et que, comme les règles en découlent, si on a une fois saisi la manière de les en déduire , on pourra toujours dans chaque cas , sans qu'il soit nécessaire d'avoir retenu la règle , la former de nouveau d'après les formules.
C'est dans ces formules que consiste proprement la solution des problèmes : elles suivent des lois faciles à saisir, ce qui les rend ellesmêmes faciles à retenir ou à retrouver : elles jouissent d'une propriété qui en augmente futilité dans les analyses et dans les démonstrations , celle d'être susceptibles de différens degrés de développement , que j'ai distingués par les noms de développemens premier, second , troisième, etc. Dans l'article premier, oii j'ai donné le développement des fonctions d'un polynôme simple , je me suis permis plus de détails que dans les articles suivans : j'ai présenté d'abord la méthode telle qu'elle s'est offerte a mes recherches , pour ne la réduire que par la suite à son état le plus simple , parce que cette marche conduisoit naturellement à plusieurs vérités utiles à l'intelligence parfaite de la méthode simplifiée.
Quoique les règles de la méthode simplifiée soient très - faciles , l'analyse qui y mène peut paroître un peu longue. Outre que j'ai donné le moyen d'abréger cette analyse , j'observerai que l'apparence de longueur en doit être imputée en grande partie au soin que j'ai pris de tout démontrer et de ne rien passer de ce qui m'a paru propre à répandre quelque lumière. Je conseille aux jeunes Géomètres qui, dans la lecture de Cet ouvrage , seront parvenus jusqu'aux règles , de s'exercer quelque temps à les pratiquer , afin de contracter l'habitude d'écrire sur-le-champ et tout réduit chaque terme du développement avec tout ce qui y entre, pour ne passer qu'ensuite au terme suivant. Si après cet exercice ils
reviennent
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reviennent sur l'analyse , ils pourront T embrasser et en saisir T ensemble comme d'un coup d'œil. , rjpuitjc»!!!
Je n'ai fait aucun usage des combinaisons , que plusieurs Géomètres, Leibniz entre autres , croyoient propres à ces recherches. Je dois remarquer à cette occasion , que la théorie des combinaisons a été beaucoup perfectionnée par le Professeur Hindenburg , qui s'en est servi pour donner les développemens des fonctions d'un seul polynôme simple , et ceux des produits et des produits de puissances de deux ou de plusieurs polynômes simples. Tu Analyse comhinatoire de cet Auteur a été embrassée et cultivée avec ardeur par les Géomètres allemands.
Lorsque Je commençai ces recherches , les procédés et les notations du Professeur Hindenburg ne m'étoient point familières , je ne connoissois guère ses écrits que par le titre ; j'ai suivi mes propres idées. Bien éloigné de vouloir diminuer le mérite des travaux de cet Analyste , si j'en parle, c'est pour témoigner le cas que j'en fais ; ses procédés me paroissent être ce qu'on pouvoit donner de plus achevé sur cette matière , en prenant pour base les combinaisons. Mais je ne puis me dispenser d'observer que les méthodes de dérivation qu'on trouvera ici , malgré quelques points de contact qu'elles peuvent avoir avec les méthodes combinatoires, en diffèrent dans les principes , dans les procédés , dans les notations.
Les principes que j'emploie sont plus étendus, les dérivations étant liées avec la théorie générale des fonctions , dont elles forment une branche.
Les procédés que je donne sont plus analytiques. Dans lAnalyse combinatoire le calcul des quantités que j'ai nommées polynomiales , s'exécute par portions détachées ; on y forme d'abord séparément les groupes des lettres, puis séparément leurs coëfBciens numériques. Mes procédés , au contraire , donnent les termes entiers des développemens par un calcul continu , qui fait trouver à la fois les groupes des lettres et les coëfficlens numériques , et qui fait découler les quantités polynomiales les unes des autres , toute réduites , et avec tant de facilité qu'il n'en coûte guère que la peine de les écrire ; on n'a besoin ni de tables
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de combinaisons calculëes d'avance , ni de moyens en quelque sorte mé^caniques ou fondes sur la disposition des cases de certains tableaux, pour former les groupes des quantités polynomiales.
Quant à mes notations , elles sont simples , expressives et en très-petit nombre.
J'observe encore que les problèmes de développemens difficiles et compliqués , savoir ceux qui concernent les fonctions quelconques de deux ou de plusieurs polynômes simples , et ceux sur les fonctions d'un ou de plusieurs polynômes doubles , triples , sont ici résolus pour la première fois ; personne que je sache n'ayant encore donné de méthode pour former dans ces cas les développemens complets et réduits. Ces matières occupent la fin de l'article second et tout l'article troisième, et ailes exigeoient , si je ne m'abuse, quelque attention et quelque adresse.
Les articles qui suivent le troisième sont destinés principalement à offrir des applications et des usages des formules et des règles trouvées dans les trois premiers. Ces formules, d'un côté, fournissent de nouveaux moyens de résoudre différens problèmes , qui ne pourroient être résolus qu'avec plus de difficulté par d'autres voies ; de l'autre côté , elles servent à rapprocher et à réunir sous un même point de vue des solutions connues , mais fondées sur des principes différens et présentées sous diverses formes.
L'article quatrième contient l'application des méthodes et des formules de dérivation à l'expression du terme général des séries récurrentes, dont on connoît l'échelle de relation.
Les séries récurrentes simples n'ont point présenté de difficulté. De réquation de relation j'ai déduit la fraction génératrice de la série , ensuite , de cette fraction , le terme général. Cette analyse, qui est la plus rapprochée de la marche ordinaire , m'a paru la plus féconde en conséquences. Les dérivations donnent des formules et des développemens pour le terme général , soit qu'on laisse le dénominateur de la fraction génératrice tel
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qu^on le dëduît de F^uation de relation , soit qu'on le dëcompose en ses facteurs binômes.
Les séries récurrentes doubles et triples ont présenté , surtout dans la détermination de leur fraction génératrice , des difficultés que j'ai au moins fait sentir , si je ne les ai pas surmontées : aussi - bien je ne donne la méthode pour les séries récurrentes doubles que comme un essai que d'autres efforts pourront porter à plus de perfection ; dans l'état où je l'ai laissée , elle a donné des solutions , souvent assez faciles , de plusieurs questions relatives aux séries récurrentes doubles , que Lagrange et Laplace ont résolues par d'autres voies.
Le retour général des séries , traité par les dérivations , qui fait Tobjet de l'article cinquième, est une des matières dont je me suis occupé avec le plus de plaisir et peut-être de succès. J'ose espérer qu'on la trouvera présentée avec plus de généralité et de facilité qu'on n'y en avoit mis jusqu'ici; qu'on jugera dignes d'attention le théorème très -étendu que j'ai placé à l'entrée de l'article , sa démonstration , et surtout la manière dont j'en ai fait découler les différentes propositions sur le retour des fonctions et des séries simples , propositions parmi lesquelles se trouvent les plus beaux théorèmes qu'on connoisse sur ce sujet ; et qu'on remarquera la facilité avec laquelle les développemens s'effectuent par les règles de dérivation.
Passant de là au retour des séries doubles , j'ai donné des solutions nouvelles des cas de Leibniz, Cousin, Lambert; des théorèmes fort généraux ; des formules remarquables par leur symétrie , dont quelques-unes peuvent être utiles dans le calcul différentiel.
Revenant ensuite aux séries simples , j'ai fait voir comment le rapprochement de quelques formules et de divers moyens d'arriver au retour des séries , conduit à des théorèmes et à des observations sur les dérivations. Je n'ai pu toucher que légèrement à l'usage qu'on peut faire des formules sur le retour des séries pour calculer par approximation les racines des équations ; et je n'ai pu entrer dans l'examen de la convergence de ces
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formules : mon but principal ëtoit de considérer le retour des séries sous le point de vue des transformations.
Apres avoir considéré les dérivations dans les opérations seulement > J'ai supposé , dans farticle sixième , que les quantités variables dérivent elles -mêmes les unes des autres; ce qui a lieu dans le calcul différentiel et intégral.
Les formules et les règles des dérivations générales , trouvées précé^demment , servent à faciliter la pratique du calcul différentiel , principalement dans les cas oii les différentielles des variables sont variables elles-mêmes. J'en ai tiré des règles abrégées, tant pour déduire les unes des autres les différentielles successives , que pour calculer immédiatement la différentielle d'un ordre quelconque d'une fonction à une seule variable , lorsque les différentielles de cette variable sont elles-mêmes yariables. J'en ai tiré ensuite , pour les différentielles des quantités et (^es équations à plusieurs variables, des formules simples , et faciles à développer ultérieurement; parmi ces dernières je crois pouvoir faire remarquer des expressions générales des* rapports différentiels provenant d'une équation à deux variables , sans substitutions successives. J'ai donné de plus des formules, dont la loi est facile à saisir^ pour des cas aux différentielles partielles. v
En rendant négatifs les indices, j'ai étendu aux intégrales les formules de dérivation; j'ai remarqué et prouvé par des exemples, que le calcul des dérivations en général a son inverse , tout de même que le calcul différentiel a pour inverse le calcul intégral.
J'applique , dans cet article , aux différentielles , aux dérivées générales , aux relations entre les différentielles et les différences (finies) , une méthode de calcul qu'on peut nommer méthode de séparation des échelles d' opérations ■: elle donne le moyen de présenter sous une forme trèssimple des formules compliquées et de parvenir avec une extrême facilité à des résultats importans. Considérée généralement , cette méthode consiste à détacher delà fonction des ya,riables., lorsque cela est possible,
les^
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les Signes d'opëratîon qui affectent cette fonction, et à traiter l'expression formëe de ces signes mêlés avec des quantités quelconques , expression que j'ai nommée échelle d opérations , à la traiter, dis-je, tout de même que si les signes d'opérations qui y entrent étoient des quantités ; puis à multiplier le résultat par la fonction.
Cette méthode me paroit porter au plus haut degré de simplicité, de clarté et de généralité, Tespèce particulière de calcul qui a pris naissance dans l'analogie observée par Leibniz entre les puissances positives et les différentielles , et entre les puissances négatives et les intégrales ; calcul que Lagrange a le premier mis dans tout sgn jour et étendu considérablement dans les Mémoires de Berlin pour 1772. La méthode de séparation des échelles a l'avantage de donner immédiatement des résultats dans lesquels il n'y a plus rien à changer , oh. il n'est plus nécessaire , pi d'appliquer aux signes de différentiation les exposans des puissances, ïii de faire passer les indices d'ordre à l'état d' exposans de puissances pendant que l'on calcule, et de changer dans le résultat ces exposans en indices.
Cette méthode des échelles me paroît directe, et ses procédés portent avec eux leur démonstration ; elle m'a donné avec une grande facilité des formules compliquées et même des théories entières du calcul différentiel , auxquelles on n'avoit pas encore songé d'appliquer le calcul fondé sur les analogies , dont il vient d'être question. Je donne une partie de ces applications, le défaut d'espace m'en a iàit supprimer le reste.
Il m'a paru résulter de tout cela qu'on abrégeroit d'une manière remarquable un traité de calcul différentiel, si dès le commencement on y réunissoit aux règles et aux théorèmes ordinaires la méthode des dérivations et celle de la séparation des échelles.
L'article septième rassemble, sous trois divisions, plusieurs cas où les suites ne sont plus ordonnées suivant les dimensions d'une ou de plusieurs lettres , mais où elles procèdent suivant d'autres lois.
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I.a première division contient l'application des formules de dërîvation au dëveloppement des fonctions de polynômes qui renferment des sinus et des cosinus , en suites ordonnées suivant les sinus et les cosinus des multiples d'un même angle. Les dérivations fournissent le moyen de traiter avec généralité et facilité ce sujet utile dans l'Astronomie.
En traitant , dans la seconde division , des produits de facteurs en progression arithmétique , on n a pas eu pour but d'étendre la théorie de ces produits , mais de la ramener à la théorie et aux notations des dérivations. ''
La troisième division offre d'abord l'application de la séparation des échelles à la méthode dii'ecte et inverse des différences. J'ai lieu d'espérer que le lecteur sera content de voir avec combien de facilité les théorèmes généraux et des formules importantes de la méthode des différences découlent de principes aussi simples. En associant ensuite la méthode des dérivations à la séparation des échelles , on obtient encore d'une manière simple des formules fort générales, relatives à la transformation, à la sommation , à l'interpolation des suites ; parmi lesquelles se trouvent des formules que IjAplace a déduites par une analyse différente du rapport qu'il a observé entre les fonctions génératrices et leurs variables corres- • pondantes, rapport qui est le fondement de son mémoire sur les suites, imprimé dans le recueil de F Académie des sciences de Paris pour 1779.
De là on peut encore tirer la conclusion qu'en réunissant les méthodes de dérivation et de séparation des échelles , on pourroit apporter des simplifications importantes à un traité de la méthode directe et inverse des différences.
Telles sont les matières traitées dans cet ouvrage ; elles y sont liée$ entre elles par une méthode générale et uniforme , qui invite à de nouvelles applications , en même temps qu'elle abrège considérablement les calculs , dont la longueur , quelquefois excessive , est un des principaux obstacles aux progrès de l'Analyse. En rapprochant ainsi les unes des autres plusieurs théories importantes et des solutions fondées sur des
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principes et des méthodes diverses , j'ai surtout été jaloux , pour mieux faire sentir l'utilité du calcul des dérivations , d'attacher à ce calcul plusieurs des plus élégantes formules dues à la sagacité des grands Géomètres Lagrange et Laplace. « Ces sortes de rapprochemens , dit » Lagrange , sont toujours instructifs , et ne peuvent qu'être très-utiles n aux progrès de l'Analyse ; on peut même dire qu'ils y sont nécessaires 5) dans l'état où elle est aujourd'hui ; car, à mesure que cette science » s'étend et s'enrichit de nouvelles méthodes , elle en devient aussi plus » compliquée ; et l'on ne sauroit la simplifier qu'en généralisant ei en 53 réduisant tout à la fois les méthodes qui peuvent être susceptibles de ces >5 avantages. »
Si quelque chose peut me faire croire que l'objet de cet ouvrage n eSt pas indigne de l'attention des Géomètres , c'est le désir que témoigne un des meilleurs Analystes de l'Angleterre, le professeur Waring , d'une méthode dont le but seroit pareil à celui de la méthode des dérivations , et qu'il désigne sous le nom de méthode de déduction directe et inverse (methodus deductionis et reductionis) ; mais il se contente d'en faire mention , sans donner aucun moyen pour y parvenir. C'est par ce vœu qu'il termine ses Meditationes analyticce , Cantahrigice , 1786, ouvrage considérable sur les séries , et le calcul différentiel et intégral.
Le présent ouvrage est la suite de mes recherches sur la vraie théorie du calcul différentiel, que je finis au commencement de l'année 1789.
On peut distinguer deux sortes de principes dans le calcul différentiel. Les uns se rapportent au passage des quantités discrètes aux quantités continues, c'est-à-dire qu'ils concernent ce qu'on nomme la méthode d'exhaustion des Anciens , ou celle des limites ou des infiniment-petits : les autres concernent les règles pratiques pour former les différentielles successives ; ceux - ci tiennent aux dérivations. J'ai traité des premiers dans un mémoire envoyé, au printemps de 1 789 , à l'Académie des sciences de Paris, et auquel j'ai donné le titre d'Essai sur de nouveaux principes de Calcul différentiel et intégral , indépendans de la théorie des infi-
ij PREFACE.
niment- petits et de celle des limites (*). Ce travail me fît faire des rëflexions sur les principes de la seconde sorte ; j'en vis naître dès «lors \es premiers germes des idées et des méthodes qui , développées et étendues , font la matière du présent ouvrage. Comme Lagrange a bien voulu faire mention de mon premier travail dans sa belle théorie des fonctions analytiques, et que Lacroix Ta cité à la page Syo du premier volume de son traité de calcul différentiel et intégral , sans qu'il ait été imprimé
(♦) Ce mémoire étant encore manuscrit, on me permettra d'indiquer les principes qui y sont répandus, et sur lesquels je me suis fondé pour donner à la théorie du calcul différentiel la rigueur et l'évidence de l'Algèbre ordinaire.
jA, Si l'on a une équation entre des quantités qui dépendent d'une variable^ et d'autres qui n'en dépendent pas et demeurent toujours les jnêmes ; et que l'équation ait lieu pour des 'valeurs quelconques de la variable ; les termes indépendans et les termes dépendans de cette uariable seront séparément égaux entre eux.
Ce principe, qu'on peut appeler principe de la séparation des quantités indépendantes, est le fondement de la méthode des coëfficiens indéterminés.
II. Si l'on a une fonction quelconque de x, qu'on y mette x -\- ts.x à la place de Xf et qu'on la développe en une série ordonnée suivant les puissances de ÙS.X , de cette formée :
(bx + p^x H ^(A^)2 H C__(Aa;)5 H (A^)4 ~\- etc.;
les coëfficiens p f q , r, s , etc. seront des fonctions de x, qui dérivent les unes des autres par la même loi et le même procédé par lesquels p dér-ive de (px.
Ce principe, ainsi présenté, est dû à Lagrange, qui l'a publié dans les Mémoires de Berlin pour 1772.
Si l'on fait abstraction des dénominateurs numériques; les second, troisième, quatrième termes de la série précédente seront les différentielles première , seconde, troisième de la fonction Çix. Ainsi les différentielles sont des portions de différens ordres de la différence (finie).
III. Toute fonction de x -h Ax peut toujours être développée en une série qui procède suivant les puissances entières de ùi.x, si l'on suppose à x une valeur générale»
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jusqu'à présent ; on ponrroit être tente de confondre les deux ouvrages. J'avertis donc qu ils n'ont entre eux rien de commun ni pour le fond ni pour les détails. Je prie les Géomètres de recevoir avec indulgence celui que je publie présentement, et de pardonne;-, à raison de la complication des matières que j'ai tâché de simplifier, les fautes qui auroient pu m'échapper.
Cet ouvrage est annoncé depuis long-temps , et il y a plus long-temps
Il y a des fonctions où, pour certaines valeurs particulières de x, les coëfficiens de la série deviennent infinis , et partant le développement en série devient impossible ; mais ces cas font exception au calcul différentiel , qui se trouve alors eh défaut.
IV. Dans le développement de (p(cc -H A:r) on peut toujours prendre p<MU' ^x une valeur finie et assignable , assez petite pour quun des termes qt^Lconque de la série soit plus grand que la somme de tous ceux qui le suivent.
Je n'ai jamais fait évanouir aucun terme de la série, aucune différentielle : quelquefois je n'ai pas considéré la fonction comme développée en entier ; j'en ai arrêté le développement après un petit nombre de termes, mais en tenant toujours compte du reste.
V. Soit une courbe quelconque , dont V ordonnée y ^ qui répond à l'abscisse a? H- A 07, soit représentée par la série
y = y H- _Z Ax H ^—.(/Sxy H J—-^(^^xy -l- etc. ;
•^ «^ dx \.2.dx^^ ^ i.2.3.dx^^ '
quon développe pareillement V ordonnée u! d'une autre courbe, dont Véqua^
tion, donnée et rSpportée à la même ligne des abscisses ^ contienne un nombre
n de constantes ; V abscisse correspondante à vi étant ^-f-A^, et ùs.t ■=. ù^x ,
on aura
u -+- ^^T-^x -\ ; — (/SxY H — j-s(Ax)3 -f- etc. :
du . d^u ,. ^. d'^u
~dt
si l'on détermine les n constantes de la dernière courbe par les équations
du dy d^u d^y d^-^u d^-^y
u =2 y, —r— = -rf'i— , — — = - •^- . etc. , —; = -j *^ ;
-^ dt dx dt^ dx^ ' * dt""-^ dx"-^ ^
cette courbe ainsi déterminée sera de toutes les courbes de même nature
celle dont le cours approchera le plus du cours de la première , de manière
qu'il sera impossible de faire passer entre ces deux cours celui d'une autre
courbe de même nature que la seconde.
En particulier ; en faisant u = y , la seconde courbe et la première passeront par
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encore que rimpression en est commencée ; elle a été hîterrompuè plusieurs ibis par différentes circonstances. J'espère qu'on aura^ lieu d'être content de l'exactitude de l'édition ; et à cet égard je dois témoigner ma reconnoissance à Français, Professeur de Mathématiques à Çolmar , qui a pris le soin de vérifier mes calculs et de m'aider dans la correction des épreuves.
. du dy
un même point; en faisant u ■=■ y ^ ^* ~3 — = > ? ^^ seconde courbe sera tangente
, , . - . du dy d'u d'y ' , ,
a la première ; en faisant w = y , — ~ = — ~ , et -— — = — ~ , la secondé courbe '^ '^ ^ dt dx df dx
SMui osculatrice de la première; de sorte que le contact deviendra d'autant plus intime
^ron égalera entre eux un plus grand nombre de termes dans les deux séries.
De là découlent, comme cas particuliers, les formules des soustangentes , sousnor-
males, rayons osculateurs, celles pour les points d'inflexion, pour les développées, etc.
VI. Si Von a trois expressions ordonnées suivant les puissances de x ou
de tsx ,
U = a . -+- b,àx -h c{àxy -h d(^xy -f- etc.
V =z a} -ir' h\l^x H- c'(A;r)2 ^ d'{/Sxy -h etc.
TV = û" -f- ^". Aàî -H c"(Aa;)2 -f- ^"(A:c)3 ^« etc. ; et (jue , sans connaître la valeur de V , on sache quelle est intermédiaire entre celles de U et de JV, c'est-à-dire plus grande que l'une et moindre que Vautre ; si les deux séries extrêmes ont un certain nombre de leurs premiers termes égaux entre eux , la série de V aura le même nombre de ses premiers termes égaux aux termes correspondans des autres séries. Si Von a , par exemple , a =. a^^ ^ b z=: b" ; on aura aussi a' = a , b^ = b.
On peut faire un grand usage de ce principe : il m'a donné d'une manière rigoureuse la différentielle de l'aire et celle de l'arc d'une courbe quelco^nque , tant pour le cas des ordonnées parallèles , que pour celui des ordonnées qui partent d'un même point , etc.
Il me semble que j'ai fait voir le premier, d'une manière développée, qu'au moyen de la reunion de ces principes, l'on peut traiter le calcul différentiel et intégral, et notamment ses applications aux courbes, sans rien faire évanouir; et c'est en cela que la métbode des anciens Géomètres se distingue principalement de toutes celles que postérieurement on a cherché à y substituer.
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FAUTES A CORRIGER
Page q3 , ligne 5 , car il n'y a que ce terme , lisez car il n'y a qu'un terme pareil.
Page 40 , ligne 4 en remontant , de d qui affecte y , lisez du d avant y.
Page 44 , lignes 6 et 7 , mettez -h etc. « la fiiï des premiers membres.
Même page , ligne 26, €^y^^, lisez 6o6'3y2^.
Page 66, /z^we 5, p=*^a, /wez p^^pê*.
Page 1 3 7 , /;^/ze 1 3 , c''' , /wez c''"' .
Page 1 40 , //^«e 10, (p a , //.îez (^a, ,
Page Q08, //g-zi^? 4 e« remontant^ ccê'~^ , lisez a^'-^.
Page 23o, Z/^Tze q du n.° 255 , ^a:4, lisez Ex^.
Page 3iQ , /i^«e 8 en remontant^ dx'^ ^ lisez do?".
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ARTICLE PREMIER
Méthode facile et générale pour développer en séries des fonctions quelconques de polynômes, et pour calculer un terme quelconque du développement indépendamment de tous les autres*
J E suivrai dans l'exposition de ces recherches la voie même que j'ai suivie en les faisant ; et je ne réduirai la méthode que graduellement à l'état le plus simple.
Exposition et premier état de la méthode.
1. Soit F(a + a7) une fonction quelconque du binôme « -f- ^ : on sait qu'on peut développer cette fonction en une série qui procède suivant les puissances de a; , de cette forme '
F(a-Ha;) = /2 + bx -\ x^ -^ ^-^^H 5 a?4 _|- etc. : ...(1)
on sait aussi que a = F ce ', que b dérive de a ou de F«, c de ^, d de c, etc. par la même loi ; de sorte que , si on connolt la manière de faire dériver b de a ou F ce > on saura aussi faire dériver c de b , d de c, et ainsi de suite.
2. En désignant par d l'opération qu'il faut faire sur Fcc pour en déduire b , il est clair qu'on aura b = dFcc , c = ddF» = d^F» , d = d^Fcc , etc. Ainsi la série précédente (1) peut aussi s'exprimer de cette manière :
X ■•-. "oF ce n^F ce ji^F ce 1 XV
F(«4-x) = F« H ^x H -x-^ H %x^ + etc. (s)
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Je prends pour la caractéristique des dérivations qu'on considère ici , la petite capitale d , de caractère romain , parce qu'il est nécessaire de distinguer ces dérivations des difFérentiations auxquelles Leibniz a consacré le signe d.
3. On sait de plus , par le calcul différentiel , que , si l'on regarde oc comme la variable , on a
_ dF« ^„ d2F« ,„ d3Fa
où àoc est constante et arbitraire ; on peut donc faire d» = i , et dans cette supposition on a simplement dF» = dFa , d^F» = d^Fa , d^F» = d^F» , etc. , et les règles des dérivations sont les mêmes que celles des difFérentiations.
Soit, par exemple, F(«+a;) = log(«+a;); on a Fflc = loga, d'où, en faisant d« == 1 , d^a = o , on tire par dérivation
D loga = «"'.da = a-» , D2loga = Da-i = — i.a-S D^loga = i>(— 1.«-2) = i.Q.a-3, D4log« = d(i.2. a-5) = — 1.2. 3. «-4, etc. Donc
log(a -h ^) = loga H ^— r^^'^ + ô-T'^^ — TT^^ + ®^<^-
^ ^ oc 'ioc^ ^cc^ \cc^
Si l'on avoit à développer Y{pt,-\-^x)^ on n'auroit qu'à changer dans (q) x en
^x , et en détachant les é* des x , on trouveroit
F(a5+Ca:) = Fa H ^^x H =^ — o^a H ^ a:^ H- etc (3)
Mais on peut aussi regarder les ^ de ce développement comme provenant des opérations faites sur F«. En effet , supposons que ec soit une fonction fa d'une
variable a, telle que dfa = C et da = i ; alors dF« devient --5 — • -j— =
' ^ , a« da
-—- ^-dfa = DFa.nfû. Comme ici nfa = dfa doit être == Ç, et D^f^ =
Q.OC
d«fa = o , il suffit de supposer f a == S'a , Ç étant constante.
Pour distinguer cet état de dF^:^ du premier , où da = 1 et d^» = i , nous mettrons un point après le d, nous écrirons d.F« pour dF^-Ç, et nous dirons que D.Fa est la dérivée de F«, oc variant et ayant d.» = ^ = dfa pour dérivée ; tandis que d F tv sans point après d est la dérivée de Yu , oc variant et ayant dcc= 1 = d^ pour sa dérivée.
Si l'on fait sur d.F» = oFa.n.a = nFa-C la même opération qu'on a faite sur F«; on aura, d.« = 6' étant invariable, d*.F« = D.(DFa.D.a) = »«F«.(d.«)« = D*F«».C3 ; ensuite d^^.F^ = D.JD2r«.(D.a)^} = D-F«tf.(D.a)5
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= d'Fo.^', et ainsi de suite; de sorte que la série (3) s'exprime aussi de la manière suivante :
F{<, + f:.) == F« + ^x -H H^x^ ^^:,^ + etc. . . .(i)
En opérant ainsi sur log», par exemple, on trouvera
log(« -+- ^x) = loga -h -oc -xi -h «-5 ^^ ^^^ + etc.
4. Si l'on compare cette manière de développer les fonctions des binômes avec celle qui est en usage dans le calcul différentiel , on verra qu'elle en diffère en ce que nous prenons ce pour la variable et que nous mettons pour D.x le coefficient que x a dans le binôme ce -f- €x.
5. Pour passer des fonctions des binômes à celles des polynômes, prenons de chaque membre de ( 4 ) la fonction (p ; nous aurons , d'un côté ,
(pHu-hCx) = (p(Fc-^^^x -+- ^^:^xi -h ^^x^ -h etc.);
^ ^ /YV , j^2 1.2.i
de l'autre , en mettant dans ( 4 ) (pF au lieu de F ,
„ „ V „ d,(DFcc D2.(2)Fœ Ji^.OFee t
Donc , en faisant F et = a, D.F« = D.â5, D2Fa = D^. a, etc. , on a
0(a-\ x-\ x^ -f- etc. ) = (p/z H ^—x-\ ^^—-x"^ -{- etc . . .(5)
Il s'agit de trouver les développemens àe-D.^a^ T>^.(pa, D^.^p^, etc.
Il est visible d'abord, par le n.° 3 , que iy.(pa = nCpa.n.a) mais ici, d^.û^, D^.a , etc. n'étant pas zéro , n'^.cpa , i^'^.cpa , etc. ne sont plus égaux à d2^«.(d.«)*, d3<P^.(d.<z)3, etc. , et il est clair qu'il faut y ajouter les quantités qui proviennent de D.a , Ti\a , etc. variables.
Pour trouver D2.(pa , il faut faire sur n.cpa = vtCpa.n.a la même opération qu'on a faite sur cpa pour en déduire D.cp^z , mais en considérant j^.a comme ayant ly^.a pour dérivée : or les signes d et d étant ici sujets aux mêmes règles, on aura n'^.^a = D.(D(pa.D.«) = Ti(paxT>.{p.a) -h d.(d(P«)xd.<i == T>(pa,iy'^.a -i- i>^(pa.(pja)^ ; on aura pareillement ly^.Ça = D.(D^.(pâ!) z=: D. jp{pâ5.D'*.<i H- i>'^(pa.{i}.ay] = ji.(pa.i}^.a -H D^(pa.j},a.i}'^.a -{j}^(pa. 2J).a,i}^.a + d3(P«.(d/«)5 = i>(pa.j}'^.a H- 3j}^(pa.j).a.i}'^.a -4- D5{pû.(D.<z)5; et ainsi de suite. On voit donc que les coëfficiens des différentes puissances
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de X , dans le développement du second membre de (5) , dérivent les uns des autres et du premier terme (pa^ toujours par une même loi uniforme, et qui est encore la même au fond que celle par laquelle se forment les termes successifs du développement de F(a H- .t) ; il n'y a de différence qu'en ce que dans F{oc -+- oc) la dérivée boc est = i , tandis qu'ici la dérivée B.a est variable et a elle-même D\a pour dérivée, et ainsi de suite.
Mais si le polynôme a -\- b.œ -\ x^ -\ x^ H- etc. est tel
fjue h ne dérive pas de a, ni c de ^ , ni ^ de c , etc. ; ^, b^ c^ d^ etc. étant
des quantités quelconques , qui ne sont liées entre elles par aucune loi ; alors
on n'a qu'à feindre que « , ^, c, d, etc. dérivent les unes des autres, et
l'on aura encore
(D(a -\- h.x -{ x'^ H —x'^ -h etc. ^ =
(ba -f- i>.(î)a.x H — x^ -\ ■^-irx^ -\- etc. ,
pourvu qu'après les dérivations effectuées on change i^.a en by D^.a en c,
T)^,a en d^ etc.
En effet , avant la substitution de Z» à la place de o.a , de c à la place de D^« , etc. , le développement du second membre de (6) coïncide avec celui du second membre de (5) ; or, après le développement tout l'effet de la dépendance des quantités B.a , B'^.a , B^.a , etc. est produit , et on peut alors les considérer comme indépendantes; c'est-à-dire qu'on peut mettre après les dérivations dans les deux membres de (5) b au lieu de D.a , c au lieu de ij^âJ, etc. On a donc le théorème suivant :
Pour développer la fonction
(p(a H- b.x H a;2 h _ x^ -h etc. ) ,
a y b j c , d, etc. étant quelconques , en une série de cette forme
.. y^ -i- B.x -^ x^ H -^3 ^ etc. H r-^— — ^» + etc.:
on aura ^ = (p^z, B = i}.(pa ^ C=j)^.(pa, et généralement ^a = D«.<p^,
en faisant varier B.a dans les dérivations et mettant b pour B.a , c pour d^^s,
d pour n^.a , etc. après les dérivations effectuées , ou en faisant successivement
dans les dérivations B.a = b , j}.b = c, d.c = d , etc.
Les
DES DERIVATIONS. 5
rj. Les polynômes se présentent rarement sous la forme
a ^ bx -] œ* H r- x^ -+- etc.
c'est-à-dire , avec les coëHiciens numériques , ^ , ^ — , etc. ;
communément ils manquent de ces coëfflciens et ont la forme suivante
ce -^ Cx -{- yx* -H èx^ -+- etc. ;
on suppose aussi communément
(p(a -f- Cx •+- yx* -h- §x^ H- etc. 4- cc„^" -+- etc.) =
^ •+- Bx H- Cx* H- Dx^ -H etc. -H A^x'' -H etc.,
Un et A^ désignant les tz"'*"*" coëfflciens après les quantités « et -«^ respectivement.
Pour faire usage de notre méthode , on pourroit mettre ces séries sous la forme précédente, et écrire
<D(oc -h- Cx -^ -J— x^ H r x^ -H etc. H --::— x^ -H etc.) =
A -H Bx H X* H x^ -f- etc. -\ 2— x" ■+- etc. ,
en supposant
y =1.2 y, ^' = 1.2.3 (^, etc. «'„ = 1. 2... 72«„,
a = 1.2 O, £)'= i.2.3£),etc. ^'„= 1.2... 72..^„;
on feroit ensuite les dérivations , et , après avoir obtenu les résultats , on remettroit
y pour y, 1.2.3^ pour «^ , etc. 1.2... wa„ pour ccf
i.2Cpour C, 1.Q.3D pour £)' , etc. 1.1... n A ^ pour ^'„.
Mais on n'a pas besoin de ces détours ; il suffit de faire les dérivations sans
avoir égard aux coëfficiens numériques , 0 » etc. , et de mettre
ensuite
^pourD.a, 1. 2.y pourD*.» , 1. 2. 3 <î pour d'.» , etc. i.2...n«„ pour d".», jBpourD.^, Ï.2 CpourD*.^ , 1. 2. 3 /) pour d'.^, etc. i.2.../2^„pour d".^: car il est visible que ce second procédé revient au même que le premier. Ce qui donne cet autre théorème :
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Théorème.
Soit
(P(a5 ~I- C^ «4- y^* -H (^^' -4- etc. H- a„aî" -H etc. ) une fonction quelconque d'un polynôme quelconque ; pour la développer en une série de cette forme
A '\- Bx '\- Cx^ 4- Dx -H etc. -H ^a^" ^- etc. , on aura
A =. (pot pour le premier terme ,
•D.A = D. (pa pour le coefficient du second terme ; ensuite n^.A = D'.(p« donnera le coefficient du troisième terme,
■D^.A z= D^.(p« donnera celui du quatrième, et en général
D", A = D". cpoc donnera le coefficient de x" : pourvu qu'après avoir fait les dérivations, on mette dans les résultats jE'pourD. a, 1 . 2 y pojir D*. 05 , i. 2.3 J pour D^ «, etc. , 1.2... 72«„ pour d".^; ^pourD. ^, 1.2 CpourD*.^, 1. Q.3£)pour d'.-^, etc., 1. 2... /2^„pour d".^.
Corollaire.
8. Si l'on calcule successivement les valeurs des coëfficiens A, B , C, etc.
et qu'on fasse chaque fois les réductions, il suffira de mettre simplement i^pourD.flf, 2<ypourD. ^, 3 ^ pour d. y , etc. , /Z£^„ pour d. «„_, , B pour D.^ , 2CpourD.^, 3i) pour d. C, etc. , 7z^„pour d. ^„_j.
En effet , puisque de cette manière d. y , par exemple , =DfD. S'^d^ d*. «=
= D ' . a , on a 3$ = D^ « et 1.2.3 (J* ==;: n^.cc', de sorte qu'on subs-
titue équivalemment de cette manière 1. 2. 3 J" à la place dé »'.«, etaiijsi des
autres.
Il est visible que le coefficient numérique qu'on met devant la lettre qu'on
substitue , est le nombre qui compte les dérivations que l'on a faites sur Ift
lettre primitive ce ou A.
g. Lorsqu'on effectue les développemens , on peut se dispenser d'écrire des lettres affectées du signe d , en écrivant sur le champ celles qu'on doit leur substituer avec les coëfficiens numériques convenables; mais dans ce cas il ^s,t nécessaire die faire, observer aux coëfficiens des puissances x° y a-', x*, x^^
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etc. un certain ordre , par exemple l'ordre alphabétique , ou de les marquer par des indices ; il est avantageux que le nombre qui exprime l'indice soit le même que l'exposant de la puissance de Xy à laquelle le coefficient appartient.
lo. Quant aux règles qu'il faut suivre pour développer les dérivations indiquées par D.(p«, D2.(^a, D3.<pa, etc. j elles sont, pour les cas que nous traitons, les mêmes que celles que prescrit le calcul différentiel pour effectuer les différentiations d.(pa, à^.Cpoc, d^.(poc, etc. en regardant ce comme la variable, et àcc , de même que d^cc , d'^oc , etc. , aussi comme variables. Ainsi , comme nous supposons la connoissance de ces règles , nous n'entrerons à cet égard dans aucun détail.
Observons seulement que nous mettrons toujours à l'avenir une différence entre les notations jy(pcc, D^<pa, Tt^(pocy etc. sans points, et celles-ci, D.^pa, o^.cpoc, ■D^.(poc , etc. , où le signe d est suivi d'un point. Voici en quoi elle consiste.
Puisqu'on a
d.(Ba = — r-— X da, et d'^.(poc= ^-— X d^oc H -j^—- X da^ etc.,
^ dot ^ doc doc^
afin d'éviter les expressions fractionnaires, nous désignerons
d(bcc d^Ooc d30« . , ^ ^ o/* ^^ ^
y , ) --p-T-, etc. , simplement par D(pa, D2(pa, n^^pa, etc.,
sans points : ces quantités sont la même chose que les différens termes du développement de <p(« + i)» ^^ ^'^^ ^^^* abstraction des coëfficiens numériques, car en supposant a; = i dans le n.'' q , on a
(p(^cc H- i) = <pa -f- D<p« H d2(P« h -jP(poc H- etc.
Ainsi Dcpa , D^cp^, D^cp^ , etc. indiquent les dérivées successives de (^oc dans le cas où la dérivée de la variable a, c'est-à-dire d», est constante et égale à l'unité.
Les expressions D.(p«, D^.cpocy au contraire, indiquent les développemens D(pa X D.«, D(paî X D2,a + D^^C^oe X (d.«)2,
où la dérivée de « , savoir D.a , est variable et quelconque , développemens qui deviennent par notre calcul
Dcpa X C, ' D(pa X 1. 2y -h Tt^Çx X C^.
En un mot, (p«, D(pa, ^^ , etc. sont les coëfficiens des termes successifs
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du développement de (p(a -i- ^) ; et q)oc , D.(pa, — -^ , etc. , les coëfficiens des
termes successifs du développement de (p(« -f- Çx -|- yx^ -+- ^x"^ etc. ).
On se servira aussi du point pour marquer jusqu'où s'étend le signe d ; ainsi, dans D.(p«.^, i5(p«.\|/<2, D.(pa.D.\[/<2 , le point après (p« marque que le signe D avant (poc n'affecte plus b^ ou \|y<2, ou T>,-^a. D'autres fois le point est employé à la manière ordinaire , pour distinguer les différens facteurs ou les grouppes de facteurs des produits.
11. Nous nommerons le premier terme (poc an développement , ou celui dont on fait dériver tous les autres , origine des dérivations.
Quand ce terme est donné , et qu'on a examiné lesquelles des quantités qui y entrent sont fonctions d'autres quantités , le reste ne demande plus d'autres raisonnemens ; tout se réduit alors à une suite d'opérations assujetties à une marche régulière et uniforme.
Quelquefois la loi des dérivations devient plus sensible , si l'on prend le second terme pour origine des dérivations.
Si le premier terme oc du polynôme avoit une valeur particulière , comme s'il étoit égal à l'unité , ainsi que cela arrive quelquefois , l'origine des dérivations deviendroit (p i , expression qui ne seroit pas commode pour en déduire les autres termes : on mettroit donc à la place de i une quantité qui auroit une valeur indéfinie , comme oc ; sauf à remettre , dans les résultats , au lieu de a sa valeur particulière.
12. Il est temps de passer à des exemples , pour éclaircir tout ce que nous venons d'exposer , et pour montrer la facilité de notre méthode.
Exemple I.^"^ On propose de développer la fonction
log(a -H l^x H- 7^2 _|_ ^jc3 ^- 5 0^4 H- ^x^ H- etc.) en une série de cette forme
A H- Bx -4- Cx^ -h Dx^ -4- Ex^ -\- Fx^ -{- etc.
On aura d'abord A = log«, parce que , x poijvant avoir des valeurs quelconques , les quantités indépendantes de x doivent être égales entre elles séparément. De ce premier terme nous allons déduire tous les coëfficiens £y C, D, etc. par de simples dérivations, d'après ce qui a été dit n.° 8 et
suivans. J'en mets ici tout le calcul sans rien abréger.
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A = lo^oc ; de là l'on tire par dérivation ,
B == T>. logftj = — — = or''Cf faisant une nouvelle dérivation , on a
ce
Q C = B.oT'^ = cc"'2.y — oc~^CSt réduisant
C = oi~\y — - — '^^ 't delà, par dérivation,
3Z) = oT^U — cT^l^y — - — .Qg'Qy -f. ^— é'.r, et réduisant,
H-^(3g'^3^-f- Q.3g'Qy^) — ?^^.3ry — — .4^'2y-i-i^ ^.^^, j j 4 4
jF= «-'.^ — ^Ke -+- Qy<^) -H ^(3C*(^-+" 3^y*) — ^. 4^^^ _|_ ^.^^;
et ainsi de suite.
i3. La même méthode donne encore , avec une grande facilité , les coefficiens A ^ B ^ C^ D ^ etc. en termes récurrens, c'est-à-dire, par des formules dans lesquelles entrent les coëfiîciens précédens; formules qu'on obtient ordinairement par la méthode des coëfiîciens indéterminés, ainsi qu'on peut le voir dans le calcul différentiel d'EuLER , chap. viii de la 2.^ partie. Il suffira ici de regarder A et ses dérivées comme indépendantes de « et de ses dérivées, c'est-à- dire , comme n'étant pas fonctions les unes des autres.
Dans l'exemple précédent , on a. A z=: loga ; d'où l'on tire par dérivation ,
D. ^ = — — , et, en multipliant par a, cc^' A = d. «, ou bien ccB = Ç^
ce équation qui sert d'origine aux dérivations , et de laquelle on déduit ce qui suit :
A = loga;
B ce = ^; de là par dérivation ,
Q C« -f- BC = 2 y , et réduisant ,
Cm -^iBC=y;
ZDcc -H (X -H f . 2 CC-4- ^ ^Qy == 3 (J,
Dec -4- f CC-H l^y = <^; 4£aî-4- i5^-+- f 3£)C-i- y C2y-H|. 2Cy
-f-i53j= 4g, Eoc -H ^,DÇ-^^,Cy^^,B^=B',.
etc.
ro
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De là on tire , en transposant
^ = loga ; £ oc = Ç ;
Dec = ^— ^By-^ 'jCC;
etc. , où la loi est facile à saisir. Exemple II.
On demande à développer la fonction
oc -^ Çx -+- yx* + ^x^ H-
etc.
log45 étant = 1 , en une série de cette forme :
A -¥- Bx -\- Cx* -H Dx^ -H Ex* -h- Fx^ H- etc.
On aura A = e ; de là on tire par les dérivations successives :
oc ^ oc e /»i .
ec
oc
a oc oc u
j^E = e'^.^s-\-e'a-\-— (2^3tJ-f-2.Qy*)-h^- ^.2gV-l--^3rQyH -^5'.?',
OC oc oc
oc oc
SF= e^.5i -^ e'tB -+- ^. (2C4£ -H 2.27(^4^ 2y 3^^) -^ — ^(2g'(^-Hy»)
et ainsi de suite. _ -
i5. Si l'on veut calculer les coëfficLens A ^ B , Ûy> iî/jetc* en termes r^currens, on les trouvera avec la plus grande faCjilité. •/^tïi<?*î==» «W'^rrè fi(5^r>fmF>
On a ^ = e ; d'où par dérivation B=e 51 et, ^én mettant v^ au lieu âe
e"^ , B =: y4C- Il suffira de continuer les dérivations, et l'on aura "^ snnob
irmoa eiBni : r,n r»
3D = AS^^By-h-^Bay^' {.^CC, etc. , où la loi est manifeste.
Soit proposé de convertî^^^i^ '^^ '^^^l^- ^*^i
sm(« -H Cx -f- ya;* -H ^x H-.gar -^ Xx * 4- etc.) en une série de cette forme:
A -i- Bx -h Cx^ -f- Dx^ -^ Rx\ -H i*'x' -Ht- etOJifiaad
;On c^rrrriTr.-. . lom ■ --y, if. .D}3 -f. *X\^ -f" ^-d + »
On aura d'abord A = sin^ , qu'on considérera comme l'origine des dérivations. De là on déduira ce qui suiti* i^iè'i^tt&qijoia'yèij 9iu&m al ■iiiiu;j.ùj tïb
A = sina ; 3 ,• "» == ^ s nO
^ z= cosa.C; )
:ii , w Jnstlâm frais Q C = cos«. Q y — sina. C* ,
C = cosa. y --C"-; -^ ^ -1" '■'
sin« Y ^ '^ cos«
3£) = cos«. 3^ — sinaCy — -^^. Q^Qy — ^^^^ C C%
•^ » sin« cosa -,,
D =COS0C.d .2g^y -n'C^'f
,17 • ^ f sin« . cosa_e „ cosa
sin« / « k V cosa . ^ sina
j^ sincc / « h V cosflc n -, sina ^
et ainsi de suite.
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-Tîf»^* î^our trouver ceâ coëffiéiens en termes récurrens, je fois une première
dérivation sur A = sin« , .èe qui dQ!une«J5= cosa. 5"; mais, puisque je iBe
:^}S j^aSpSiibs^UfÇ^r.,p9pr^os^'ga^_YaJ^uf^^^ ijU^ secondei^ dérivation, xqui
donne C j=r=!,co6x^. «y ■jtutn&fr^^ë^i aiitoiluaixt an^irueuant pour sin<^ et cèW
leurs H^aleursT'-i^^â --S-"}' OU ^ura l'équation
où il suffira de contiriiier lés dérivatioîns ; mais comme Ta loî suivant laquelle î^s^eifféi'êns termes se siSccèdent , ne se présente pas aussi facilement que dans les exemples précédeus j nous ne nous arrêterons pas davantage à ce cas.
i8. On pourroit , si on .leîjugeoit.à propos, pour s'exercer à ce genre de calcul , développer par le même procédé différentes autres fonctions du polynôme « -{- Çx -{- yx'^ -+- Sx^ + etc. ; nous n'y insisterons pas, parce que nous avons à proposer une manière encore plus simple d'effectuer ces développemens.
La méthode que nous venons d'exposer donne, par exemple, avec une grande facilité le développement d'une puissance quelconque 7?i du polynôme ce -\- Cx •}- yx^ + etc. + cCn^"j mais, comme nous appliquerons à ce cas ll^ méthode sim pli Cée , nous nous contentçroDS de faire voir ici la, manière de calculer le même développement en termes récurrens. ^q iii^Ci. ..fioi 7
On a A = cc'"j d'où l'on tire par dérivation B = wa'"~'Ô' = wa'"-, et en mettant A k la. place de «"* , B =^ mA--\ partant
oc * ^ 2 .^t:
Bec =771 A Ci, de là par dérivation,
'2C0C + BC = rnBC + m Ai y, transposant et réduisant,
Q Ccc = (tu — i)BC + '2mAy ', faisant une nouvelle dérivation ,
Q.3Z)« + qC^= {m — 1) 2CQ + {m — i)B<2y + amBy -f- 2mA3S, réduisant,
3 Dec = (w — 2)0^ + {im — i)By + 3mA^;
3.^Ecc + '3DC={m — 'i){3DC-\-Ciy)'\'{'im—i){'iCy + B3^) + 3ni{Bè + Aie),
^Ek = {m-^^ 3)DC + (qw — 2)Cy + {Sm-^ i)BS + ^mAei
OÙ
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OÙ la loi est visible , sans qu'on ait besoin d'aller plus loin ; et l'on aura pour F
5Foù = {m-4)EC + {2m^3)Dy + (377z-q)C(J + (47^-1)^5 + 5mAC
Ces formules sont les mêmes que celles que trouve Euler à l'endroit cité de son calcul différentiel.
Simplification de la Méthode.
19. Quoique le procédé dont nous venons de faire usage soit assez facile dans les premiers termes ; cependant , comme il fait calculer plusieurs fois des quantités composées des mêmes lettres , et qu'il exige des réductions relatives aux coëfficiens numériques , ce qui le rend d'autant plus embarrassant qu'on s'éloigne davantage du premier terme , on peut demander avec raison si ce procédé ne peut pas être simplifié au point de faire éviter toute réduction , et de manière qu'un terme quelconque étant donné et ordonné , on puisse sur le champ en faire dériver le terme suivant, déjà tout réduit et mis sous la forme la plus simple. C'est l'objet que nous nous proposons présentement.
TniéoRÈME.
Si l'on a une fonction quelconque de polynôme
<P(« + é'ar + yx^ + ^x'^ + etc. + a„a:« + etc.) à convertir en une série de cette forme
A + Bx + Cx'^ + Dx^ + etc. + A^x"" + etc., et qu'on désigne le développement de (p(a + 1 ) de cette manière (n.^ 10) (p(« + \) =1 Q^cc-^ ncpos H ^^^ + — ^ + etc. H ^ h etc. ,
le coëfiicient An du terme général Anx"- sera
* 1.2...Ai"~~ ^'^* 1.2...(«- 1) 1.2 ' 1. 2... (/^-2 ) 1.2.3* 1. 2.... (/î-3)
H- etc. H Y^ — T. D. g*" I H ^ — ^«,
où il faudra considérer ^ comme un premier terme de polynôme. » D
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Démonstration. Supposons
5r = g* -h- y:r + ^x^ + etc. + ««a;«-* + etc. ; •••(!)
la fonction du polynôme deviendra (p ( 05 + tt x ) , et en développant on aura ( n.°* 2 et 3 )
^(oc + Tra;) == (p« + D(p«.;ra; + " ^^. tt^o;^ + ^'^.tt^x^ + etc,
+ ^^^— -. 7r"x« + etc.
Or, puisque tt, tt^^ tt^,, etc. , Tf'^ sont aussi des fonctions de polynôme , on aura (n.° 7 )
TT^ = 0*2 ^ D.ê^2.^ ^ 1-^X2
;r3 = g^S ^ D.ff3. X -h ^-—X^
etc. , et en général
DS.g'^
etc.
etc.
etc.
etc.
Dr
Oî'
etc.
etc.
etc.
^'" -H etc. ;
formules , dans lesquelles C est le premier terme du polynôme ( 1 ).
Actuellement , si l'on substitue ces séries dans le développement de(p(«^-7r^),
et qu'on ordonne par rapport à ^, on aura
Bx 4- Cx^ H- Dx^ -+- Ex^ H- etc. -+- ^„a;« H- etc. =
(p«-f-D(p«. C X-i-B(pcC'-D.C
r>(pa. x3-hD(p«. ^44-etc. -f-DCD^. — ■
D3(pc^^
r>2(paD2.g'2 H X
D^(pQg 1.2.3.4
etc.
etc.
etc.
etc.
série dans laquelle le coefficient de x« est tel que nous lavons énoncé.
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Corollaire I.
22. On peut aussi ordonner les termes qui forment le développement du terme général An de la manière suivante , en écrivant la formule à rebours , ce qui est plus commode pour effectuer les dérivations relatives à Ç,
-I 2: — . + DCD«. .
CorollaireII.
23. Il résulte du n.° 21 , que « est la seule lettre dans le développement qui soit affectée de la fonction (p ; les suivantes 6", y, J, etc. forment proprement les quantités poîynomiales. Ces quantités ne sont affectées d'autres fonctions que de puissances entières , et sont toujours les mêmes pour toutes les fonction^ possibles de polynômes. ^ • . •
24. Tirons à présent du théorème précédent et de sa démonstration des conséquences propres à faciliter les dérivations.
Dans le développement (2) n.° 21 , le coefficient de x^ est
celui du terme suivant de la sérié , affecté de a:4 , est
et l'expression du terme général de la série fait voir que le coefficient du terme suivant , affecté de a:J , sera
et ainsi de suite.
De là découle cette règle :
Pour faire dériver d'un terme donné d'une série celui qui le suit immédiatement, 1.° on regardera comme constante la lettre ot ou ses fonctions , et l'on prendra seulement les dérivées des quantités oii entre S , en divisant chaque nouvelle dérivée par le nombre qui compte les dérivations.
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2,<* Ensuite on fera encore uarier la lettre précédente et de'D,oc'=-Ç, mais seulement dans la t/uantité qui a déjà subi le plus de dérivations ; on prendra une nouvelle dérivée de cette quantité ^ qu'on divisera pareillement par le nombre qui compte les dérivations.
-Ainsi D(po6. 1 ^^^—B.C^-\ ^^'C^ ...;... (i)
donnera d'abord
et en faisant une nouvelle dérivation sur — ^ quantité en «, qui a subi
le plus de dérivations , on aura — -î-— — , et i on ajoutera le terme nouveau
- — %: — ^4 à la formule (2) , laquelle deviendra par là
ce qui est précisément le coefficient du terme suivant de la série. On peut continuer ainsi tant qu'on voudra, '
2.S. Passons au développement des quantités où entre C et où toutes les fonctions sont des puissances entières.
Soit en général à développer : en comparant cette expression à
celle-ci — -^ — , on voit que C remplace a, que l'exposant r remplace le
signe (p de la fonction , et que y = D. €" doit être considéré comme un premier terme de polynôme; on aura donc, par le théorème du n.° 20, ce premier développement ;
H- etc. -4- -: -T'D. 7«~i H 'y".
En particulier, on a
et
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et la dérivée est
d'où l'on conclud que la règle tjue nous avons donnée dans le numéro précédent s'applique encore aux dérivations des quantités où entre Ç. Il en est de même de celles où y entre , qu'on développera de la même manière , pour
avoir un second développement de , dans lequel entrera la lettre d ;
laquelle lettre sera considérée à son tour comme un premier terme de polynôme , conformément au n.® 21 ; et ainsi de suite.
Nous nommons en général premier développement celui dans lequel entre une lettre de plus que dans l'expression proposée , cette lettre étant mêlée avec les signes d ; développement second , celui dans lequel entrent deux lettres de plus ; développement troisième , celui qui renferme trois lettres de plus; etc.
26. Le développement des quantités , ^ , etc. , s arrête naturellement après qu'il est parvenu au terme dont le second facteur n'est plus affecté du signe dérivatif d. Ainsi le développement de — '—„ a pour dernier
terme -. y^ , celui de ~ — a pour dernier terme '- — J^. Le
second facteur du dernier terme est , dans ce cas , une puissance d'une seule
lettre , dont l'exposant compte le nombre des dérivations qu'on a faites sur la
puissance ou la fonction de la lettre précédente , et ce dernier terme est le
seul qui puisse donner un terme nouveau dans la dérivée.
Mais il y a des cas où le développement s'arrête plus tôt ; c'est ce qui
arrive toujours quand l'indice ou exposant n du signe dérivatif est plus grand
D7. g'3 que l'exposant r de la lettre sous le signe , comme dans — '■ — ; alors le déve_
loppement s'arrête après le terme dans le premier facteur duquel l'exposant de la lettre sous le signe d non ponctué est égal à l'indice de ce signe; car
il est visible que les quantités de cette forme , — sont égales
^ ^ 1. 2 ... m 1 2 ...tn ° -
à l'unité, et leurs dérivées, comme : r, r ^ ? etc.,
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— — - — - , etc. , toutes égales à zéro. Ainsi le premier développement
de — '■ n'a que trois termes , parce qu'il s'arrête après celui dont le premier
D3g'3 facteur est =■ = i ; ces termes sont
Lorsqu'il arrive que le dernier terme d'un premier développement a son
premier facteur de la forme , c'est - à - dire , égal à l'unité , alors ce
dernier terme ne donnera pas de terme nouveau dans la dérivée , parce que les dérivées de l'unité sont égales à zéro ; de là il résulte qu'en calculant des premiers développemens , dès qu'un développement s'est arrêté dans une des dérivées, toutes les dérivées suivantes ne contiendront plus que le même nombre de termes de premier développement, les premiers facteurs demeurant les mêmes dans toutes les dérivées. Ainsi l'on a
D^.C^ D7. y Dsg'S D^. y2 r,3 ^"5 jyh.Jh
etc. ; ce qui fait voir que la 2.^ partie de la régie n.° 24 i^e trouve pas d'application dans ces cas , les dérivations qu'elle prescrit n'étant pas possibles.
27. Donnons actuellement les développemens successifs en «y, J, s, etc. de deux dérivées immédiates , dans la vue d'examiner comment le développement complet et réduit de la dernière dérivée découle de celui de la précédente.
Nous avons calculé chacun de ces développemens en suivant la voie indiquée dans le n.» 26, et , pour faciliter les comparaisons , nous les avons placés sur des colonnes correspondantes dans les deux tableaux suivans (I) et (II).
( J^oyez les tableaux ^ pages 20 e^ 21 ).
De cette manière, chaque colonne de (II) présente la dérivée de la colonne correspondante <ie (I), exprimée par les mêmes lettres.
Oîi remarque que dans ces tableaux on a fait d4. y d5. ^ d2. £ -
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il est aisé de se convaincre de l'exactitude de ces transformations , et en général de celles-ci •
^ = = = etc. ,
car, si on regarde successivement y , J", g, ^, etc. comme des premiers termes de polynômes , on a ( n.** 7 )
l.Q.3. 4î/ = D'^.y, 12.3 j; = d3. (J, l.Q>; = D^g, lyf = B.^.
On peut encore s'en convaincre par l'application immédiate de la formule du n.° 2,5 , car elle donne
L = D'y. X = D y. D J. = D y. D d. D g. D. C = D y. D d. Dg. D ^. »j ,
et puisque les expressions Dy , dJ", Dg, d^ sont toutes égales à l'unité, on a 771 = 77^:3=177 ="-^=''-
Après avoir considéré les deux tableaux comme formés indépendamment l'un de l'autre, examinons de quelle manière chaque colonne du second dérive de la colonne correspondante du premier.
En s'arrétant d'abord aux premiers développemens , en y , on voit que la première colonne de (II) se déduit de la première colonne de (I) , si l'on fait simplement une dérivation sur les seconds facteurs en y , sans rien changer aux premiers facteurs en C, lesquels demeurent les mêmes dans la dérivée et ne donnent point de terme nouveau , parce que ici se rencontre le cas dont il a été fait mention à la fin du n.° 26.
Passant aux secondes colonnes, qui contiennent les développemens en Jdes quantités en y des premières colonnes , il est visible que la deuxième colonne de C II ) se déduit de la colonne correspondante de ( I ) , en faisant une dérivation uniquement sur les derniers facteurs en J, sans rien changer aux facteurs en y et C', à l'exception cependant des facteurs en y, suivis d'un facteur en S non affecté du signe dérivatif d , et dans lesquels l'exposant de y est plus grand que l'indice de i) , lesquels facteurs donnent chacun un terme nouveau dans la colonne dérivée en (II), conformément à la 2.^ partie de la règle n." 24.
On fera des observations semblables sur les colonnes suivantes.
On remarquera aussi que les termes qui dans (II ) proviennent d'une dérivation relative à la 2.^ partie de la règle n.° 24, ne sont pas susceptibles de développement ultérieur , et se retrouvent les mêmes dans les colonnes suivantes de (II). La raison en est que leurs derniers facteurs sont dégagés du signe dérivatif.
Tableau (I),
Dével.* j.", en «y. Développem.* q.*^, en S- Développement 3.*, en g.
Dg'A.
Dg'4-
D^gA D3.72 I 02^4 1 1.2
Dy2. D. s
Dv4.(î
Tableau (II) ,
Dével.'i.«'^,eny. Développem.* 2.^, en J*. Développement 3.®, en g.
dC4.
Dy,2
DVg 1. 2
Développement de
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Développement 4.®, en ^.
Développement 5.^, en >y.
Développ.* réduit.
•dJ^.j
\ D 7^. g Al '
ec'^
.By^J
Développement de
Développement 4.^, en ^.
Développement 5.'^, en yj.
Df4.
( bC^.b.
Développ.* réduit.
Dy2. ^
'rx3*
Dy3.^
ÔeyA
Dy4.
(*) On a omis le développement sixième , qui ne diffère du cinquième que dans le premier terme.
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28. Il est essentiel de s'arrêter aux développemens réduits , placés dans les *^" dernières colonnes , et dans lesquels , les dérivations ayant été effectuées , les signes d ne se trouvent plus nulle part.
On conclura d'abord de l'inspection des colonnes précédentes et des observations que l'on a déjà faites , que ce pour déduire le développement réduit ^ » de la dérivée (II) de celui de (I), on n'a jamais de dérivations à faire que w sur les dernières lettres de tous les termes de (I) et sur les avant- dernières w de quelques-uns de ces ternies , et qu'on ne touche pas aux autres lettres. »
Ainsi , en ne faisant varier que les dernières lettres , l'expression suivante 4^^->7 H- ^^■'{'iy-i ■+■ 'ils) -4- 4C(3y2.e -H '^y.l') -H 47^J, laquelle est le développement réduit de (I), donne pour la dérivée les termes suivans
Les seuls termes de l'expression précédente dans lesquels il faille de plus faire varier les avant-dernières lettres , sont
SQ^.ale -^ iC.3yJ^~ -h iy^J; ils donnent, par cette autre^ dérivation , les termes
6f-.— -H 4f--3- -H^— , lesquels , étant ajoutés à ceux que nous venons d'obtenir , forment la dérivée 4^3.^ _4- e^^Qy.yj -+- Q^^ -4- g^) H- 4^(3y2.^ -H Sy.Q^s -\-ê^) -+- iy^.e -H ôy^Ji , de qui est, comme l'on voit, le développement réduit de (IIj.
Les dérivations jjue l'on fait sur les dernières lettres de chaque terme , ^ remplissent l'objet de la première partie de la règle n.*' 24 ; celles que l'on fait sur les avant - dernières , et qui donnent des termes nouveaux dans la dérivée , satisfont à la seconde partie de la même règle.
Il est toujours facile de reconnoitre dans les développemens réduits les termes sur lesquels il faut faire deux dérivations , et qui donnent des termes nouveaux dans la dérivée.
ce Le caractère auquel on reconholt ces termes , consiste en ce que, les lettres
; » étant disposées suivant leur ordre naturel, la dernière lettre du terme, ou sa
3> puissance , est précédée de la lettre immédiatement précédente dans l'ordre
)3 des lettres , ou d'une puissance ou d'une fonction de cette même lettre. »
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Ce caractère est exclusif, et il n'y a que les termes qui le portent qui soient susceptibles de deux dérivations.
En effet, supposons qu'on soit parvenu au développement en a, et qu'on
ait le terme ... X A*, où le dernier facteur a* n'est pas affecté du
i.<i...rn *■
signe D ( n.° 26 ) , et où ^^ a subi le plus de dérivations , car il n'y a que ce
terme qui puisse donner un terme nouveau dans la dérivée ( n.° 24 ) ; il
résulte des n.*'^ 21 et 26 que dans ce cas l'exposant ^ de A doit être égal à
l'indice m de d"» ; le terme dont il s'agit , aura donc nécessairement cette forme
... X A". Actuellement , on ne peut faire à l'égard de r que ces
trois suppositions : ou r est y>- m, ou r = m , ou /- <^7n.
1.° Si r ■> m ; soit r == 7?^ -4- /î, le terme . . . . x A* devient
ji^ym + n 11
... X A'" , et à cause de
D^yW + n \m'\-ri){rn •\-n'\) . , , {n-\'\^ (m + 1 ) (w + 2)... (7??^ + /z)
on a . . . X — • A'" = ... X ^^ ^—1-^ — 3-^^ î^ — ±-J- k«. A'",
'1.2... m 1. Q ... Ai
où l'on voit A*" précédée de k", k étant la lettre qui, dans l'ordre naturel, précède A immédiatement. Aussi dans ce cas le terme est -il susceptible de deux dérivations , puisqu'il a les conditions exigées par la seconde partie de la règle n.* 24 , et par le n.® 26.
Si r = m'y alors devient = = 1: donc le terme
«.. X A"* devient... x X", où k disparolt entièrement; donc la
lettre A- ne sauroit être précédée de k. Aussi le terme ne sauroit-il donner aucun terme nouveau dans la dérivée parce qu'il est dans le cas désigné à la fin du n.° 26.
3.° Si r <^ m^ , le terme même disparoit et ne sauroit se trouver dans aucun
développement, parce que étant = 1 , toutes les dérivées ultérieures
; ; — r sont zéro.
jn + /z
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29. Les dérivations dans ce §. II sont, comme on voit, toujours accompagnées des divisions par les produits convenables des nombres 1 , 2 , 3 , 4 » etc. Ces dérivations , les divisions y comprises , s'effectuent de la manière la plus aisée et sans que les coëfflciens numériques causent aucun embarras : nous en nommerons les résultats des dérivées divisées.
Si c'est sur une dernière lettre qu'il faut faire une dérivation , cette lettre est Ou simple ou élevée à une puissance. Soit généralement k"* la puissance de la dernière lettre; on a pour la dérivée divisée d-x*" ==dk'". A = 7"x'"—^â; et si m = 1 , on a d.x = A« Ainsi ,
1 .® ce Pour prendre la dérivée divisée d'une lettre simple , on n'a qu'à écrire » la lettre suivante; « ce qui résulte d'ailleurs de la remarque faite n.® ijy.
2.* « Pour prendre la dérivée divisée d'une puissance , on multipliera par 5) l'exposant de la puissance, lequel deviendra un coefficient numérique; on 55 changera une seule lettre dans la suivante, ce qui diminuera l'exposant » d'une unité. «
Si c'est sur une avant - dernière lettre qu'il faut faire une dérivation, cette lettre est ou élevée à une puissance , ou sous le signe de fonction.
Soit le terme ... X Ak"*. A^ , où h est un coefficient numérique ; la dérivée par
rapport à k est ... A -^— — a', où l'on a divisé par p-+-i (n.°24), parce que
l'exposant ^ de A compte le nombre des dérivations que k" avoit déjà subies :
or , d.h'" = D)c'".A = myj^-^ A ; donc la dérivée sera ... X — ; — k"'-'A^"+"^ Donc,
** 3.® ce Pour prendre la dérivée divisée d'une avant-dernière lettre jc élevée à
>3 une puissance, on multipliera par l'exposant de cette puissance , on diminuera
53 ensuite ce même exposant d'une unité, de laquelle on augmentera l'exposant
53 de la lettre suivante , et on divisera par ce dernier exposant ainsi augmenté. »
Si l'avant-dernière lettre est affectée du signe de fonction, le terme sera de
cette forme — r-î— -• A"*, et la dérivée divisée sera -^— — /B"* "^ ^ ; ainsi ,
4.° « On fera une dérivation sur la fonction comme si -dx étoit = 1 , on « augmentera l'exposant de la lettre suivante /3 d'une unité, et on divisera par n cet exposant augmenté.
33 En général , toutes les fois qu'il se forme une nouvelle puissance plus élevée 33 d'un degré , on divise par l'exposant de cette nouvelle puissance ; et toutes 33 les fois qu'une puissance s'abaisse d'un degré , on multiplie par l'exposant 33 non diminué, » D'après
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D'après cela, les dérivées suivantes de ■ — - se déduisent facilement du
développement réduit de celte quantité (n." 27), et l'on a sur le champ
^^ = 4/33. ;c -+- 6/3^ (27., -H 2 j.5 -H 2SV -+- t') -h' 4/3 {3y2.^ -4- 3y (qJ^.^ -f- 2g^)
►f- 3(^2.^ H- 3 Jg^ }4- iy^.yj -H 67^ (q J'^-H g^) ^ 4^3 J'^g -+- K
On peut remarquer que toutes les fois qu*on arrive à un terme susceptible des deux dérivations , on les fait de suite et avant que de passer au termô suivant.
. 3o. En rassemblant les observations que nous venons de faire , on parvient à cette règle très-simple , pour former les dérivées divisées et développées :
RÈGLE
Pour faire les dérivations qui servent à déduire le développement de
-■ ■—— — r de celui de — — ; après avoir disposé les lettres suivant leur
ordre de succession ,
1.** On ne fera varier, dans chaque terme ^ que la dernière lettre ou sa puissance , en suivant les règles des différentiations, et en mettant simplement |8 pour D.a, <y pour T>.(h, S pour D.y, etc., sans autre coefficient que l'unité»
2.° On fera de plus ^varier l'avant -dernière lettre, sa puissance ou sa fonction^ si elle se trouve être la lettre qui., dans l'ordre alphabétique, précède immédiatement la dernière du terme; et comme la puissance de la dernière lettre augmenta alors d'une unité ^ on divisera par l'exposant ainsi augmenté.
Cette règle est d'une pratique extrêmement aisée : elle ne fait jamais calculer qu'une seule fois les produits composés des mêmes lettres ; elle donne les coëfficiens numériques sans la moindre peine : de sorte qu'avec son aide on déduit les uns des autres les termes de la série déjà tout réduits, et avec tant de facilité qu'il n'en coûte que la peine de les écrire.
3i. On peut appliquer cette règle aux exemples déjà calculés ,n.°'i2, i4> i6j
mais donnons- en encore d'autres, afin de mieux znontrer la marche facile
et rapide du calcul.
Développer la puissance quelconque 771 d'un polynôme quelconque , (« -H /3^ -4- y^"^ -h S^^ -+- a.^4 ■+- ioc^ -+- j^x^ -H etc. )« , en une série de cette forme
A ^ Bx -i- Çx^ ■+- Dx^ -H Ex^ H- Fx^ -4- Gx^ -H etc.
Nous avons A z= oc^) de là on déduit successivement B , C^ D déjà tout réduits , ainsi qu'il suit ;
B = mar-'.(l, "
_ . m.m-i - m.in'-\. m- Q - ^-
£) = mocT' — Kà H «"*— 2. Q/3y H ^ ««-^.iS^,
E = mec'"-". s -H ocT-^i^ih^ -+- 7^) -H 5 — ««-^.S/^^y
_ 3 TTÎ. 772-1 , - ft, 771.771— l. m — 1 "/o.«„^ o o «v
F= m«'«-ï.^H -«'"-«(q/Bs h- 27J) -H j- a'"-^ (3^3'^ -H ^^y»)
771. 771-1. 171-^. ITl-^'i _, 771.771- \. 771 -^,77l'-3. ni -/^ , ^.
^ 771.771-1 , /, 3 ^^ 771.771—1.771-1 •z,„na
G = TTîûj^-ï.^H -«'«-2(2)3^4- Qyg -+- J^2) ^ «'»-5(3/39g
-+-3/3 2y(î^-y3)H-pii!^««~4.(4/33j^6/3v)-+- ^::^^«— 5.3/3^.
1. ... 6 çtc. On peut continuer avec la même facilité autant qu'on voudra.
Si le procédé pouvoit encore avoir besoin d'explication après ce qui en a été dit précédemment , nous en donnerions l'indication suivante.
Qu'on soit parvenu à D , par exemple , et qu'on veuille en déduire E : le premier terme 7710C"— »^ donne , en changeant la dernière lettre <^ en g , 7710c"'— ^aj et comme ^ n'est pas précédé de y dans ce terme de D , mais bien de « , je
passe au terme suivant —^ — — «*«-*«. 2/3y. J'y change d'abord la dernière lettre
yen ^; j'ai — «'" — 2. 2/3J, et, comme dans le terme, y est précédé
de /3 , qui est la lettre qui précède y immédiatement dans l'ordre alphabétique ,
il laut aussi changer /3 en y, et j ai de plus «'"""^y^ , en divisant
par Q , parce qu'il se forme une nouvelle puissance 7^. Le troisième terme
jn.in—\.jn-Q. ^^^ , , . . , , ,
ot^~~^^^ y contenant deux lettres voisines, donne aussi deux
r Ifl flé^riv*5p - savoir —
termes pour la ilénvée , savoir — oc'^ — ^.ô (zt^y en misant varier /3 ,
Tn.7}l—\.7n-1.m-3 r*. r ■ . -r , ■ 1 ' ,
et ;? «'"■"4/34 en taisant varier «. La reunion des quantités
que nous venons de former , compose la valeur de JS.
ExEMPIiSlI.
Développer
cos(a -H ^x ^- yx'^ H- ^x^ -H £x4 -h ^x^ -h yix^ -+- etc.) en une série de la forme .
^ H- Bx H- Cx^ -H Dx^ -H £^4 ^- etc.
On a ^ = cosa; delà, B = — sina./3; continuant les dérivations, on a sur le champ , et sans être obligé de faire aucune réduction , ce qui suit ; yi ■= COS06 , B = — sin«. /3 ,
C= — sin». y '^^
^ . j, cosa ^ sina » D = — sin«.J 2,/3y -h r/3^»
_ . cosoî , ^n „. sina «-^ , cosa -
E =— sin«.s — -^-y- (2/SJ 4- y^) -4- j:^3- 3/3^ -^ 7X174* ^'
F = — 5in«.^ — ^. (2/3£ 4- 2y^) -H i^^. (3/3^^ -H 3/2y=)
cos« ^^ sina ,
etc. , et ainsi de suite.
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33. Mais sans nous arrêter plus long- temps à des cas particuliers, nous allons donner onze termes du développement du cas général où la fonction du polynôme est quelconque , connue ou inconnue.
Soit donc la fonction exprimée généralement par
<P(« -H /3^ -+- 7^2 ^ ^^3 _|» £,x4 -H ioc^ -h yjx^ -H etc.); le premier terme du développement est cp» ; en suivant la règle du numéro 3o, on écrit ^ur le champ les termes suivans, chacun se déduisant de celui qui le précède ; voici le développement :
(pa -f- DCpctf . /3.^ -f- DCpa. y
D2(pa
QiSy
D4(pQ5
•4- D(pa. >f
-f-3y2ji
D4(pQg 1.... 4 ^
D^ c3/32;7H-3/3(27^-hQ<5k)) ■3.2.3* ( -f-Sy^g + 3y^^ S
,Ç^. (4iSY-+-6i3'C2yg-+-(j2)^ 1... 4 ( 4- 4/33«y"J*-t-y4 Ij
■D^(pcc (5/3 4g ■ 1.... 5* (
^^-{6/35cr
DES
■^1.2.3 ( + 3y2^+3yQ<Fg4-(^3
pSçpQg (5/3^^+ lo/B^Qys + J^)) "^ 1.... 5' ( + io/B23y2^+ 5]3y4 i
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dJ^ ( 3iS2; + 3/3(27^ + 2<J^ + Q£^)
"*" 1....4 (+4/3C3y2^+3y2d'fi+J3) + 4y3g + 6y2j2 çS^a (5/34^ + 10/3^(27^+ 2jg)
■^■i.... 5' (+io/3^(372g + 3yj^^) + 5/34y3^+y5!
, D^cpa (6/35^ + i5/3H2y£ + ^) + 20/3337^^
D9(paf ^j.
etc. On peut continuer ainsi sans peine autant qu'on voudra.
34. On pourroit développer de la même manière les fonctions suivantes , tang(« -+- ^Jc ^ yx'-" ^- etc. ), cotangC^ -h Cx ~h- yx^ -H etc.), arc.sin(« -+- Cx -\- yx^ -h etc.) , arc.cos(a -\- Cx -h- yx^ -4- etc.), log.sin(a-f-ë'x + 70^2 ~+- etc.), log.cos(a -+~ Cx -h yx^ -h etc.), et toutes sortes d'autres fonctions. Mais comme les quantités polynomialet
demeurent toujours les mêmes, et que les seules Dcp», -^-^ , — -^,
etc.
changent avec la nature de la fonction ; que d'ailleurs ces dernières quantités se trouvent toujours par les règles du calcul différentiel , puisqu'elles ne
sont autre chose que —^ , -^ — -, 7 . :■ , etc., d^» étant constante;
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il suffira de substituer les valeurs de ces quantités dans le développement du numéro précédent, pour avoir celui de chaque fonction particulière.
On remarque , sans que fen avertisse , que si le polynôme n'est composé -{ que d'un nombre limité de termes , comme si l'on a (p (a -h Cx -f- y^^) , il suffit de traiter comme constant le coefficient y du dernier terme de ce polynôme ; de cette manière on ne calcule rien de superflu , et on a sur le champ le résultat tout réduit. x
35. Si ce n'est pas les dérivées divisées qu'on demande à déduire les unes des autres, mais bien les dérivées simples d. (pa , d^. (p^^ , Tt^.cpcc, etc., dégagées des divisions par les produits convenables de i , 2 , 3 , 4 î etc. ; voici comment on s'y prendra.
Soit en général vt^.^ot dé^^eloppée et réduite ; pour en déduire H" '^^.(poc, on multiplie chaque ternie de la dérivée proposée par n -f- 1 , indice de la nouvelle dérivée , et l'on eopécute les dérivations par la règle du n^ 3o.
Ainsi Ton trouve
D. Q^OC = T>(poC'C,
d2. (pc^ = QD(pa5. y -f- D2(pa. 5*2,
©3. (pûj = 2.3D(pa. (J -h 3d^(Pcc. 2g*y -+- ^'^(pcc.C^,
D^.Cpoc = 2.3.4D(p«. £ -H 3. 4 D2(pfl5. (Qg'(J -f- y2) -^- iiy^(pcc.3C^y 4- D4(p«.^4,
et ainsi de suite.
La règle précédente découle immédiatement de celle du n." 3o. En effet, il est facile de voir qu'elle mène au même résultat que l'on obtiendroit en
calculant , < par la règle du n.® 3o , et en multipliant ensuite chaque
terme par le produit i. z, 3,.. ^(/î+i), afin d'avoir D«-+-^(pc«.
36. Jusqu'à présent nous avons déduit chaque dérivée de celle qui la précède immédiatement , mais nous pouvons aussi faire l'inverse , et déduire en rétrogradant une dérivée quelconque de celle qui la suit immédiatement et qui est d'un ordre plus élevé d'une unité , c'est-à-dire , déduire le coefficient de 0?""^» daps la série, de celui de x^ On peut nommer cette opération une dérivation inverse, et la désigner par p--» ou par s, en faisants = d— » , (s est une petite capitale de caractère romain) ; cette opération répond à l'intégration comme la dérivation directe répond à la différentiation,
DESDERIVATIONS. 3l
Pour déduire une dérivée divisée de la dérivée divisée de l'ordre immédiatement supérieur , on observera la règle suivante : "
RÈGLE
Soit donnée — -^-— développée et réduite : pour remonter de cette dérivée à celle qui la précède d'un ranff. savoir à '— — ,
1.° Rejetez tous les termes où les dernières lettres sont élevées à des puissances plus hautes que la première ;
2.** Dans chaque terme terminé par une lettre simple, changez cette dernière lettre du terme en celle qui la précède dans l'ordre alphabétique , et toutes les fois qu'il se forme une nouvelle puissance , divisez par son exposant, >
Ainsi , soit donné , par exemple ,
2^ = i>(p«. n -H ^- (. Ci + =v^ -)- h) -4- ^*- (3 en + 3 e.y<r+y5)
on trouve par la règle précédente, pour la dérivée inverse '^ ,
Cette règle est l'inverse de celle du n.** 3o , et il est aisé d'en sentir la ' raison , sans qu'il soit nécessaire d'y insister ; iL suffit d'observer que les termes qu'on rejette sont ceux qui , dans les dérivées directes , proviennent des dérivations faites sur les avant- dernières lettres.
On peut calculer par cette règle, dans un ordre inverse, les termes du développement du n.° 53 , ce qui sert à la pratiquer et me dispense de l'appliquer à d'autres exemples.
37. S*il s'agit de faire des dérivations inverses pour former des dérivées simples , c'est-à-dire non divisées , on observera la règle suivante :
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Soit donnée D^.cpà développée et réduite', pour remonter de cette dérivée à celle de l'ordre immédiatement inférieur , D'*~"''.(|)«, divisez toute VexpreS" sionpar n, indice de la dérivée proposée , et suivez au reste la règle du n.° 36.
Ainsi de on déduit par cette règle
Cette règle est un corollaire des n.°^ 35 et 36.
38. Voici une autre manière de parvenir à la règle du n.° 3o , qui est à quelques égards plus simple et même plus directe que celle que nous avons employée. Elle ne suppose que ce qui a été dit n.°^ 1 , 2 , 3 et la règle du développement des puissances des binômes, et mériteroit peut-être la préférence dans une exposition abrégée de la méthode.
Dans (p{cc H- Coc -h 7^^ -H ê^^ -h etc.)
on peut considérer le polynôme oc -+- Coc ~\- yx^ H- etc. comme engendré de la manière suivante : soit d'abord « seule et soit Cx son accroissement , on aura a H- ê'-x; ; soit actuellement yx l'accroissement de ê", on aura oc H- Coc H- 7^2 j soit encore Sjo l'accroissement de y, le polynôme deviendra ce •+■ Cjo -4- yx^ -h- ^x^y et ainsi de suite.
Or, si on avoit d'abord (p(cc -h Cx) , Cx étant l'accroissement de <%, le développement seroit, n.°^ 2 et 3 ,
(P(« -^ Sx) =
(Poe -h B(pc».Sx H )r-.Ç2ac2 ^ 4i^. g'3^3 H iii^.^4a;4 -+- etc.
Que C croisse maintenant de yx , on aura d'une part
(p{cc -i- Cx -h yoo^), et de l'autre, en mettant C -{- yx au lieu de C dans C, S^ , C^, etc. considérées comme des fonctions de C -H yx , et ordonnant par rapport à x ,
(poc H- D^cc> Cx •+• DÇoc-yx. x
H ^*^* Q^ X^ H ^±— . T>Ç\yx. X^ H ^^ ^. 72 a;2. ^2,
H ^-5^4x4 H- etc.
Si
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Si on met, de plus, y H- <îx au lieu de y, ensuite J" -4- g a; au lieu de S^ etc. ; on aura , d'une part ,
<P{oc -+- Cx -^ yx^ -H ^x^ H- sx^ -H etc. ) , et de l'autre , (P«tf -f- D(p«. 6'r H- ncpoC'yx.x •+- ■D(poc. ^x.x"^ -H -DCpoc» sx.x'^ H- etc.
Maintenant , ♦ après avoir calculé quelques termes de plus , qu'on fasse abstraction des x et qu'on suppose simplement l'accroissement de a = ê*, celui de 5*= y , etc. , ou bien n.cc = S", d.S" = y , n^y = ^^ etc. , et qu'on examine de quelle manière le coefficient d'un terme quelconque dérive du précédent , on parviendra sans peine à la règle du n.° 3o.
Si de plus on observe que y = n.C'y ^ = o.y = , DÊ'^.y = d^^. ^.^
■n3 /f naZfa d2 Zf d^Ê'^ d2 Zf2
D^3. y = D. ë*^, et ainsi de suite; on aura les premiers termes de la série (2) du n.o 21 ; d'où l'on conclura, quoique par une sorte d'induction, le théorème du n.° 20.
39. Introduisons ici pour les dérivées divisées une notation plus simple,
dont nous ferons souvent usage par la suite. Puisque dans ^7- , ,
le dénominateur se forme d'après l'indice ou exposant m du signe dérivatif d ,
ce dénominateur n'étant autre chose que le produit des nombres naturels 1 ,
2,3, etc. m , dont le dernier est cet indice même ; nous proposons de mettre
p*" au lieu de , le ^ au-dessous du d indiquant un coefficient déno-
minateur , déterminé par l'indice m. Ainsi on écrira indistinctement p-cp« ou
TT' P^^« o^ 1X3 ' ^'-^^ "^^ 777' ^ -^ '''' f:^' ^ -^ '''' I7rr4' ^'^•
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§. III
Manières de calculer un terme quelconque du développement indépendamment de tous les autres,
40. La métliode que nous venons de donner offre des moyens simples de calculer un terme quelconque de la série dans laquelle se développe la fonction du polynôme , sans qu'on ait besoin de connoître les termes précédens ou subséquens; car les termes de ce développement sont la plupart composés eux-mêmes de plusieurs autres termes , et comme il est toujours facile d'avoir un de ceux-ci, tels que le premier ou le dernier, on peut en déduire les autres par dérivation , à peu près comme nous avons fait dériver les termes même de la série les uns des autres. Ces manières de calculer un terme de la série , isolé et hors de rang , étant souvent d'une grande utilité , nous les présenterons avec quelque détail ; elles sont fondées sur les formules des n.°^ 20 et 22*: comme celle qui résulte de la dernière de ces formules est la plus facile , nous allons l'exposer la première.
Observons d'abord en général , que , puisque les quantités affectées du signe de fonction, i^Q^oci P"'?'^^ P^^^ > ^^^' ' ^"^ entrent dans les formules citées, se calculent par les règles des différentiations , tout se réduit à faire voir comment on développe , en les faisant dériver les unes des autres , les quantités que nous avî)ns nommées polynomiales.
Première manière.
Prenons la formule du n.*^ 22 , savoir
p'.Ça = p^cpa. C" ■+- p" - » (pa.D.C" - * H- p''-^ (p«. p-. ë""-^ H- etc. -H Dcp«.p«-».g'; les quantités polynomiales à développer se suivent dans cet ordre ,
Cd.^"-!, D^g'«-% ç3.^«~3, etc. p"-'.^, et les exposans de S* sous le signe d vont toujours en diminuant.
Pour faire dériver le développement d'une quelconque de ces quantités de celle qui la précède et dont le développement est connu , voici 1^ procédé qu'il faut suivre. 1.° Il est nécessaire avant tout de faire sur le développement proposé une préparation , qui consiste à diminuer dans chaque terme l'exposant de C d'une unité , à changer en conséquence les coëfficiens numériques qui proviennent des exposans de ^, et à rejeter les termes où ^
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n'entre pas. 2.° Après cette préparation , on fera les dérivations conformément à la règle du n.° 3o.
Cela suppose qu'ayant en général p'".C'^, on en déduise d'abord p*". g'''— », et ensuite p'" + ^ê''^~* de p'".^''— *. Si on donne à chacune de ces trois expressions un premier développement , on y lira la démonstration du procédé. En effet on a, n.®^ 25 et q6,
-H etc. -I- r^.p'"-'-+-'.y'"-» H- p'^-'.y'-, (i)
•4- etc. 4- (r- l)g'.p'«-^+2,yr_2 _^ ç;;z_r4-,,yr-l. (3)
p«+i. ^'•- » r= (r - 1) g''- 2. p'».y -+- '^' ' g'- - 3. pm— i.y2_|_^" '^"^'^" ^Mp'«-2.y5 -4- etc. -H (r- 1 )^. p" — '•H-3.«y'-.-2 _4_ pm — r-f-o.^r— 1 (3)
L'inspection des formules ( i ) et ( 2 ) démontre la j .'^^ partie du procédé ; et puisque la formule ( 3 ) n'est autre chose que la dérivée divisée de la formule ( 2 ) , la 2..^^ partie du procédé est aussi démontrée.
42. Pour donner un exemple de ces dérivations , soit ^" = g^ ; on en déduit successivement , par notre procédé , 8C7.y, = D.^^
6^5.g+ Éi£g>4. 2 ya'-+- 5:^:4^5. y3, ^ ........ = p^.^s
SC^.Û H- 1;^ ^. i^yv -H 2^^ -H £^ ) -H ^^ (3y^^ H- 372^^^ -H ^3) , == p6. ^3
Le calcul dérivatif de ces quantités est si facile qu'il n'y a guère d'autre
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peine que celle de les écrire ; car les coëfficiens numériques placés avant Ç sont ceux qui naissent du développement des puissances du binôme : il est donc très-aisé , en passant d'une ligne à l'autre , de les changer en ceux qui appartiennent à des puissances de 5" inférieures d'un degré. Dans cet exemple , je n'ai pas réduit les coëfficiens numériques , et j'ai laissé ceux de C séparés des autres, afin de faire toir plus clairement la marche des préparations. Rien n'empêche de réduire les coëfficiens ; il est même avantageux de le faire , pour la simplicité des expressions.
Quand on fait ces réductions , le changement à faire aux coëfficiens numériques , en conséquence de l'abaissement des puissances de C , pour passer du développement de p"*. ^'" à celui de p'".^'^~», se réduit à multiplier dans p'". C chaque puissance de C par son exposant et à diviser tous les termes par r. Cela résulte encore de la comparaison des formules (i) et (q) du n." précédent.
43. On peut donc prescrire , pour ces sortes de dérivations , la règle suivante :
RÈGLE
Le développement de d"*. ^'" étant donné, pour en déduire celui de pw-t- 1. ^'•— 1 j 1.*^ divisez toute l'expression par r, multipliez chaque puissance de Ç par son exposant et diminuez cet exposant de l'unité, en observant que dans les termes sans C cet exposant est zéro. 2.° u^près cette préparation , /aites les dérivations conjormément à la règle du n.^ 3o.
44. Exemple I. Trouver immédiatement le coefficient du 8.® terme du développement de (p(« -}- Çx ^ yx^ -+- etc.).
Ce coefficient est p7. (p« , qu'il s'agit de développer. On a d'abord, n.° 22, Ç7.(pa5 = p7(pa.C7 4- p^(p«.D.g'6 4_ p5(p£^.p2.g»5 4- p4(p«.p3. ^4
p3(p^.p4.g'3 ^ p2ç,^.p5.^2 ^ D(pa.p6.g
on voit donc que la question se réduit à celle-ci : étant donné p7(p«. ê'7, c'est-à-dire, la valeur de p7. (p^ lorsque le polynôme se réduit au binôme 06 H- Çx^ déduire de ce terme tous les autres qui complettent le développement de p7.(pctf lorsque le polynôme a un nombre quelconque de termes.
En
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En suivant la règle précédente , on a sur le champ
d7. (pa = B7(poc.^7 -+- B^(pX'OC^^.y
-H p5(p«(5g'4j -H io^3y2) ^ p4(paj(4g'3.g ^_ 6^^ 2y§ -{- 4^y^)
-f- p 2^05(2^. >; -f- Qy^ -i- Q(Jg) H- D(p«.ô.
Exemple II. Trouver immédiatement le coefficient de x^ dans le développement de sin(cc H- Coc -t- yx^ -f- etc. ).
La formule du n.* qq donne ç<^.sin« = p6sin«tf.g'6 _|- pSsin^^.D.^^ _}_ p4sina.D2.^4-h D5sina.p^.5'^-HD2sina-p4.g^
H- Dsina. p5. C Or on a Dsinctf, =cosa , D^sin^ = — sina, D^sin^ = — cosa, D4sina = sin» , D^ sina = cos^ , o'^sina = — sin« : on a donc pour le premier terme
^S. On en déduit les autres par la règle du rf.° précédent , et l'on
trouve
sin» ^r. coscc ^ ^,_ . smcc
COSa ,„^ o« t\ -ZN SlTïcc
— ^'« (3^3.g ^ 3g>. 2y^ ^_ y3) __ ?i!l^. (Qê".^-!- Qye H- S') -^ cos«.^. 1.2.J 1.2
45. En multipliant tous les termes par i. q. 3... tï , la formule du n." 22 devient
Dn. (pa =: D"<|)«.g'" ~+- D"— » (p«. WD. g*»— » -4" D« — 2 (p^. 7^(7^ - i) p2,g>/i— 3 H-
D«— 3(pa. 7ï(/z- i)(»- q) p5. g'«— 3 -H etc.
H- D(pa.72(/2-l).... 2. l.p"— ^g",
ce qui donne le moyen suivant de calculer immédiatement une dérivée non divisée d'un ordre quelconque.
Pour développer D".(p«, on a pour premier terme nncp^. Ô*", et l'on en déduit les autres en suivant le procédé du n.° précédent, à cela près qu'on omet les divisions , et qu'au lieu de prendre les dérivées divisées p''cp« » p" ■ * (P« , etc. , on prend les dérivées simples D"(pcc , d" - ^ Çic» , etc.
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Soit proposé, par exemple, de développer D^.cp* j on aura H- d4(P«.(6.5.4.^3.^^ Li±J^2.y2)
-j- D^cpoî. (6.5.4.3. g'^. g H Ç.'Xyè -\ ^5 7^)
"f- D2(pa.{ 6.5.4.3. Q.C.^ -H '^' '^'^ (2yg -H <^^)} -H D(p«. 6.5.4.3. 2.1.;/.
46. Il peut arriver que, ayant à développer p".(pa, on ne puisse pas avoir p^cp^-ê*" , parce que Bncpcc est zéro, de même que quelques-unes des dérivées inférieures ; ce qui a lieu lorsque la fonction est une puissance entière positive. Si l'on demande, par exemple, le 9.^ terme du développement de (ce -h- Cx H- yx^ -H etc. )5, on n'aura pas ç^a^.g'S^ parce que ^^C^= i , et que p^«5 est zéro , aussi bien que toutes les dérivées supérieures. De là il s'ensuit que l'on a, par un premier développement, p8.Qj5 = pSojS.pS.^Ô -+- p4Qj5.p4g'4 -|- p V. p^.^S _|_ p2^5. p6. ^2 ^ Da-''.p7.g'.
Il faut donc avant toute chose avoir le développement de p^^^. p^.g'a^ afin de pouvoir ensuite en déduire ceux des termes suivans. On donne à cet effet un premier développement à d^. ^5 ^ et l'on trouve
pS.g-S — p3^J. y3 _|_ p2^5. D.y2 _|_ Dg'5.p2.y^
ce qui donne par la règle précédente, n° 43.
On écrit à rebours cette expression , et l'on obtient , en suivant encore la même règle ,
p8. «5 :=: 5^4. g H- iog'3. 27(^-1- log'^. y3
~H 5a{4^3.^4_ 6^2(2^5 -^ ^a) _^_ 4g'.3y2^ -}- y4} H- iocc^{3Ç'\r] -H 3^^(27^ -f- 2jg) H- 3y2g ^ 3y^^} H- i0a3{2C.^ -H 27»; H- sJ^ -h g2} H- 5 «4.^.
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Seconde manière.
4y. Si l'on prend la formule du n.® qo , savoir
-g^'.cpec = Dcpa.p^-i.g'H- ç2(pc«.p«-2.g'2 ^_ pScpa.p^-S.^S ^^ etc. H- p^cpa-g"»,
les quantités polynomiales à développer se succèdent dans cet ordre :
p'i-'.ê', p^-^CS p'-s.g'S, etc. , g"»;
La première de ces quantités n'est autre chose que la /z - i""* lettre après 6", (n.° Q7 ). Pour parvenir à faire dériver ces quantités les unes des autres, on observe que les puissances de Ç vont en augmentant et que les indices de D vont en diminuant, et qu'ainsi ces quantités offrent une sorte de dérivées inverses ; voici la règle pour en former les développemens par dérivation.
RÈGLE
Le développement de p'".C étant donné ^ pour en faire dernier inversement . celui de :d'"—K Ç''+^ ;
1° On fait d'abord la préparation suivante : on augmente de l'unité r exposant de chaque puissance de C, ce qui exige qu'on multiplie par Ç les termes qui ne contiennent pas cette lettre ; et on change , en conséquence de cette augmentation , les coëfficiens numériques qui proviennent des puissances de C ' opération qui se réduit à diviser par chaque exposant de C, ainsi augjnenté de l'unité , et à multiplier tous les termes par r -+- i .
2.° On exécute sur les termes ainsi préparés la règle du n.^ 36 , et l'on obtient tous les termes de :g'"—^.C~^^ qui contiennent C
3 ° Pour avoir les termes dans lesquels C n'entre pas , on change Ç en y dans ceux des termes que l'on ayient d'obtenir où Ç n'est qu'à la première puis- . sance , en ayant soin de diviser par les exposans des nouvelles puissances €jui se forment ; après cela , on applique la règle du n.^ 36 , et l'on a tous les termes ou entre y sans Ç.
On change y en § dans ceux des termes que l'on vient d'obtenir en de? nier lieu oii y n'est qu'à la première puissance , et l'on applique de rechef la règle du 72.° 36.
On continue ainsi jusqu'à ce qu'on obtiendroit des termes oii la dernière lettre seroit antérieure^ dans l'ordre alphabétique , à celles qui la précéderoient dans le terme.
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Ainsi de p7.^=/, par exemple, on déduit au moyen de cette régie toutes les autres quantités polynomiales qui entrent dans le développement de p^.cpa, comme il suit :
= py.ff
^^^.;/ -4- 3^.(2^^ + sjg) H- lllll _H 3yJ% . . ■ . = p5.^3
7^^.y, = D.Cr
On fera bien de réduire les coëfficiens numériques , que nous n'avons laissés tels qu'on les A'^oit que pour mieux indiquer la marche du calcul.
48. Pour démontrer la règle , prenons les premiers développemens de p'".C'" et de D"* — ^C + ' , savoir (n.°^ 25 et q6 ) :
p'".g'^ =: /'g'''--i.p'» — '.y -H •g^-g.p'» — g.y^ -H ' " ' " g^ — ^.pw-S.yS
H- etc. H- rg". p*" — »"+'. y'"— 1 -f- p*" — ^ y'" , • (l)
pm-i^r+i _ (r+l)g'''.p'«-2. y -^ ^ "^ ^ ' ^ g"' N p^'-^-y'^ -f- ^ ^'^'^ ^ C"'^. P'"-^.'/^
H- etc. H- (r + 1) é*. p'"-''-ï. y'' -f- p'»-'-^. y'-H-» (q)
En comparant tous les termes de la formule (q) , à l'exception du dernier, avec ceux de la formule (1), on a la démonstration de la 1." et de la q.'^* parties de la règle.
Quant à la 3.® partie , elle n'a lieu que lorsque r est <[ ou = m — q ; car, si r est >► 77^ — q , le développement de la formule ( Q ) a pour dernier terme celui dans lequel l'indice de d qui affecte y est zéro , et tous les termes où cet indice seroit négatif en sont exclus ( n.® 26 ) : ainsi lorsque r est ^ m — 2 , tous les termes de la formule ( q) contiennent g*, et le dernier terme pw- r-a, yr-t-i n'cxistc pas. Mais dans les cas où ce dernier terme existe , la
SESDIÉRIVÀTIONS. 4l
3.* partie de la règle enseigne à en former le développement d'après celui du terme précédent (r + i)ê'. n'"' '' " '•y'^ de la même formule (2). Pour le démontrer , il suffit de comparer ensemble les développemens en S de ces deux termes, savoir (n.*^^ 25 et q6) :
-+- etc. -+- {r + l)r^y.p'»-2r. ^r-i ^ (^_j. 1) g", p^-ar- 1. j^r^ _, ^3J ^m-.r — 2^yr+ i = (^r + l) y^p'" — '" — 3. ^ ^ r -jr 1. r yr— i,pw — r — 4. ^a
►H etc. -H (r+ l ) «y. p'^-^r— a. J»- _|_ pm — ar~3. ^r+i. ._,. (^)
Or, cette dernière formule (4) se déduit, au dernier terme prés, de la précédente ( 3 ) , en changeant dans celle-ci ê" en «y, en ïïîvisant par les exposans des nouvelles puissances de y , et en faisant ensuite une dérivation inverse sur les quantités affectées du signe d. Quant au dernier terme d'"-^'-^. j^'"+i de la formule ( 4 ) , il dérive d'une manière semblable du terme précédent (r -f- 1) «y. p*"- =^'■-2.^*'' de la même formule; et ainsi de suite, jusqu'à ce qu*on arrive à des termes où l'indice de d devienne négatif. Ce qui présente la démonstration de la 3.* partie de la règle.
49. Exemple I. On propose de calculer immédiatement le 7." terme du développement de <p(<»-+-ë'^-Hyx2-f-etc. ).
Le coefficient de œ^ est p^. cp» ; or on a , n." 20 ,
p^.Cpa = D(pa.p5.^-j- p2(pfl;. p4.^2 ^_ p3(p^.p5.g'3 ^ p4(pa.p2.?4 -f- ^^(pc^T>.C^
-H p^cpoî. C^ , OÙ le premier terme est D(pa.p^. C='D(pcc.tj; de ce premier terme on déduit les développemens de tous les autres au moyen de la règle du n.° 47 , et l'on a
p6.(p^ _ dç,^.^ ^_ p2(;p^. (2^.^_^, Qyg_f_ Ij) -I- p3(p«.(3g'2.g -^ 3g*.2«y(^-4-y3)
-f- p4(pa. (4g'3. j^ -f- eC^.y^) H- p5(p«. 5e'4.y H- ^G^x.Ç^,
On peut appliquer la règle aux différens termes du développement du n.* 53', chacun en fournit un exemple particulier.
Exemple II. Trouver le coefficient de x^ dans le développement de Ioq{ 06 -i- Cx -j- y x^ ^ etc.).
Là
On a d'abord, n.° qo ,
<^' ^ X f». . OC'^ « 1CX OC' ^ 1^1 K'^
et , en appliquant la régie ,
5o. Il est trop facile de développer immédiatement par cette seconde manière une dérivée non divisée d«. (p a , pour que nous nous y arrêtions ; car , en multipliant par 1.2. 3^„7i la formule du n.® qo , elle devient D». (pfl5 = 1. 2... «DCpa-p^-^g" -h- 3.4... ^ZD2(pa. p''"^.^^ ^ 4. 5... /2D3(pa.pn-3^5
-h- etc. -H 72D''-»(pa. D. C"-' -H D"(pa.C", où les quantités polynomiales se développent par la règle du n.° 47»
La seconde manière fait trouver les termes qui composent le terme cherché de la série dans le même ordre qu'on les a trouvés n.° 33 ; la première manière les donne dans l'ordre inverse.
5i. Nous croyons devoir rappeler ici un moyen dont nous avons déjà fait usage , n.® Q 7 , et qui peut servir dans d'autres occasions.
En prenant pour guide la formule du n.° 20, on peut faire des développemens successifs, d'abord en Ç, puis en y, ensuite en j*, etc. Ce procédé peut être employé avec avantage lorsque le polynôme n'a qu'un nombre de termes déterminé et peu considérable, ou lorsqu'on demande une dérivée d'un ordre peu élevé.
Un exemple va éclaircir ce que nous venons d'indiquer. Qu'il s'agisse d'avoir le 7.^ terme du développement de la fonction du quadrinome (p ( ce -h Cjo -+- yx^ -H èoc^) '• on a d'abord , en faisant un développement en é*» p6.(p«=:D(pa.p5.^4^ p2(pa.p4.C2H-p3(p^.p5.g'3 4>p4(pe». p^.C^H-pS^p^.D.^S
faisant actuellement le développement en y , on trouve
Ç^-CPa = D(P«g^.y 4- p^(pa. (2C p^.y -4-p2.y^) -f- P^(P«. (3e'^.p=.y -f- 3^D.y2 _|_y5y ^ P^<P«. (4C3n-y -H 6^2.72) -f- p5(p«. 3^47 H- p^cpa.C^; d'où l'on rejette D(pctf.D4. 7, 2ê'p3. y, 3Ô'-g2,y^ parce que g^. 7^ P^-y» P^-Y
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sont les 4.*, 3.', q.* lettres après y respectivement, lesquelles sont zéro , à cause que dans le quadrinome , $ est le dernier coefficient. Je fais à présent le développement en J^, et j'ai
p6 (pa = p2(p^. ( QyD. <f + ^2) _|_ p3(p^. ( 3 ^^2 y^_^ y3) ^ p4cpa5. {\Ç^^ -H ôg'V)
-+- p5(P«.5C^y -f- p^cp^^.C^, et , en rejetant encore d. <î == g , j'ai le développement demandé.
Remarques.
62. Les quantités polynomiales C, d.C"-', p^. g*''-^, etc. peuvent aussi se former par les combinaisons , quoique d'une façon moiçs facile et moins analytique que par les dérivations ; il ne sera donc pas inutile de faire connoitre l'accord des quantités polynomiales avec certains résultats que l'on obtient par les combinaisons , afin que dans l'occasion on puisse comparer nos formules avec des théorèmes auxquels différens analystes sont parvenus par les combinaisons ou par d'autres voies.
L'expression désigne le coefficient du ?ra -H i« terme, dans le développement de la puissance n du polynôme ^ -f- ycc -+- ^x'^ -|- gx^ -H etc.
Or , n étant un nombre entier positif , on démontre par la théorie des combinaisons (*), 1.** que ce même coefficient est formé de la somme de tous les produits qui peuvent être représentés par
Cp. yi.S'.s' ,
Pi Ci ^) ^ étant des nombres entiers positifs ou zéro, et tels que
p -h- ç -h r -\- s -\- etc. :=: Ai,
^-l-Qr-[-35H- etc. = m ; a.* que chacun de ces produits a pour coefficient numérique
1. 2. 3... ^X i.i... ^X 1.2... rX 1.2... SX... ' eu bien , c,e qui est la même chose ,
n(n- 1 ) {n-Q)(n-3)....(p + 1) 1.2... y X 1.2.3.. rX i.2...^X... *
Ainsi, en prenant le signe f pour désigner un assemblage de termes ou
C) Voyez, VJrs conjrctandi de Jacques BBaiïoULii , partie II, chap. VIII; et HutBBKBUfio , Infinitinomii dignitatum hùtorùif leges ac Jbrmul<e.
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produits ajoutés les uns a]^x autres ( * ) , on peut représenter le coefficient de x"* dans la 7^'^'"* puissance du polynôme, par
^ "("-■) (»-^)-(/'+^)(PH-t\ ç,_ j . _ __ 1.2.... qX 1.2... rX i.Q... ^X...
Nous aurons donc toujours
l.2...m 1.2.... ^X 1.2 — rX 1.2... 6X ... '
oii p ^ q -h' r -{- s = n, et ^ -h 2 r -H 3 j = 7/i ; ce qui est la relation que nous voulions faire connoître , et que l'on peut encore énoncer de la manière suivante.
Les lettres C, y , J", etc. ayant pour indices ou quantièmes respectifs i, 2,3, etc. , c'est-à-dire , ces lettres étant représentées par a, , «^ , «^ , etc. ;
'■ OU D"». C"^ indique la somme de tous les produits différens composés
chacun de n lettres (les mêmes lettres pouvant être répétées), sous la condition que dans chaque produit la somme des indices de toutes les lettres soit égale hn -\- m ^ et qu'on donne pour coefficient numérique à chacun de ces produits la quantité qui exprime le nombre des permutations que peuvent recevoir les lettres qui forment le psoduit, en ayant égard aux lettres répétées.
Au moyen de ces indices , la recherche des produits peut se ramener à cette question sur la partition des nombres : connoissant le nombre entier n -\- m y trouver toutes les manières différentes de le former par l'addition de n nombres entiers plus petits (**).
53. Puisque dans le produit C^. yi. (î^ a* . . . . le nombre des permutations
des lettres est — ^^ — " " \r 1 ^ s'ensuit de 1^ une manière
çX 1. 2... rX 1. 2... JX
de vérifier les coëfficiens numériques de chaque terme des quantités polyno-
D2 Çn-2 jjS g'/i-3 ,
miales D C^'S — '- , — '■ — 7, etc. développées. Si javois, par exemple, à
vérifier le coefficient de C^ y'^ ê» je ferois la somme des exposans 3 H-2 -i- 1
= t> = n, et 1 aurois = 60.
(*) £uLER se sert souvent du signe f dans le même sens.
(**) On peu t voir dans l'ouvrage cité U manière dont le Professeur Hindedbvivc a réiolu ce problème.
Les
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54. Les notations dont nous nous servons , malgré leur grande simplicité, puisqu'on n'y emploie qu'un seul signe particulier d , ont différentes significations qu'il convient de faire remarquer.
1° Elles sont des signes de coëfficiens. Considérées sous ce rapport, elles indiquent non-seulement le quantième du terme, mais encore la nature de la fonction du polynôme au développement de laquelle ce terme appartient.
m /oB
Ainsi — est le coefficient du ttz -H i'^""* terme du développement de
(^_l- yjc -f- ^x^ -f- etc.)"; — '- — signifie le coefficient du ii*^ terme de
sin (y -I- (î^r -f- sx^ etc. ) développé.
a.° Ces notations représentent une série entière par un seul monôme.
3.° Elles sont des signes de dérivations. Ainsi la notation — — — exprime ,
par D'" , une suite d'opérations assujetties à la même loi , et répétées m fois ; elle exprime de plus , par le rapport de d avec le d des différentiations , la nature de cette loi, ou le genre de dérivation approprié au cas que nous traitons.
A.° Enfin d. C^ , — — , — '■ , en particulier , peuvent encore être con-
sidérées comme des signes de combinaisons , ainsi qu'on l'a fait voir dans le numéro précédent.
Il me paroit donc que nos notations réunissent tous les avantages qu'on puisse exiger , ceux d'être très- simples et très- caractéristiques.
§• IV
Application de la Méthode h différens cas généraux.
55. Les applications que nous allons faire à quelques cas des plus étendus, feront voir que la méthode n'est pas bornée à ceux qui ont été traités précédemment ; mais qu'elle est digne d'attention , non - seulement par sa simplicité , mais encore à raison de la fréqueiMe de ses usages dans l'analyse. Nous avons déjà fait la remarque ( n.° 11 ) que dès qu'on a observé, dans l'origine des dérivations ou dans quelques-uns des premiers termes du développement, quelles quantités sont fonctions d'autres quantités, le reste du développement n'est plus qu'une opération presque- mécanique j c'est ce
qu'on verra avec plus de clarté en suivant les calculs des exemples dont on va s'occuper. Ce paragraphe est principalement destiné à faire contracter l'habitude de lire dans la fonction proposée et non encore développée , ou au moins de pressentir quelles quantités sont fonctions d'autres quantités , et comment elles le sont. Nous aurons d'ailleurs occasion d'y mettre nos procédés dans un plus grand jour , et de les généraliser à quelques égards ; et nous terminerons le paragraphe par des observations sur les diverses formes des polynomes.
Problème.
56. Les signes (p et -^ indiquant des fonctions quelconques , on demande à développer d'une manière générale la double fonction
(p\[>(<2 -H bx H- c:c2 -4- dx'^ -+- etc.) en une série de la forme ^ >'
^ Hr Bx H- Cx^ -+- Dx^ -H etc.
Si on considère la double fonction (py^/a comme une seule fonction Fa^ la dérivée de a étant b , on trouve par la règle du n.° 3o,
£ = -DCp-^^a.b j
D = i)(p-^a.d ^ -g^Cp^a. abc ^ B^(p^l/a. h^f
etc.
Mais il est facile de donner aux quantités qui portent le double signe <p\(/ un développement ultérieur; pour cela on observe que dans (p\p« on peut considérer -^^a comme la quantité variable de la fonction (p , et qu'ainsi d. (p'-^a est = Dcp\|y«. D.-vj/^ , où il faut distinguer D(p\|/^z de T>(pypa; dans DÇ)\|/a c'est \|y^ qui est la variable , dans DCp\[/^ c'est a ; et , puisque d'ailleurs D.\|/â5 = D\p<2. ^, on a. ■D.(p-^a = D(p\|/^/. D\|>âr. ^. Maintenant, comme cette dernière expression a trois facteurs , on peut l'envisager sous deux aspects , ou comme partagée en ces deui^acteurs ixp-^a et dv|/^. ^ , ou comme partagée en ces deux autres TiCp-y^a.n-^a et b; ce qui donnera deux sortes de développemens , qui reviennent au même pour le fond , mais qui diffèrent pour la forme. On aura de la première manière , par la règle du n.^' 3o ,
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B = DCpxl^û-. [D\p/7. ^] , '
etc.
En considérant D(p-vJ/^. D\J/^. ^ sous le second aspect, la même régie du n.® 3o donne encore
C = [d(P\|/^. D\J/«]. c -f- [■D(p^^a.■D^^^a -h t)* (p \[y ^. Cd \p ^)2]. ^* ,
D = [D(p\p«. D\p«]^ -f- [d ^vl/^. D2\P« -I- D2(pv(/«. (d-v^^)-]. Q ^C
etc.
On voit que les quantités que nous avons renfermées entre des parenthèses angulaires sont des développemens sujets eux-mêmes à la règle du n.° 3o, et que par conséquent on y fait'des dérivations, non-seulement sur chaque dernier facteur, mais encore sur le pénultième lorsqu'il est suivi de sa dérivée immédiate. Ainsi, dans C, d (p y^ a. b-'\^ a donne seulement D(p \pâj.p3^fl^ ^; mais p2^\}/<2. (d\J/^)2 donne les deux termes ^-(p-^a.Qjyy^^aB^-^a.b -H y^ip-y^/a. (^D-^a)'^. b y à cause que la dérivée immédiate de -vj/^z est D\[ya.
67." On peut vérifier ces développemens de la manière suivante.
On fait d'abord ' \
-vp ( a + ^ jc 4- cx^ -+-djc^ -\- etc. ) = Ci-^hx^cx-'^-i)x^-\- etc. , où a = \[/<2 , et b/ C/ b/ etc. sont donnés par le n.° 33 ; actuellement (p\|/(a + bv + cx2 -|- etc. ) prend cette forme cp ( « + hx + cx^ + etc.), dont le développement est encore donné par le n." 33. Il suffira donc de substituer, dans ce dernier développement, les valeurs de a f b/ C/ b/ etc. en ^z, Z», c, d, etc. données par le premier développement; et l'on trouvera les dernières ou les avant-dernières formules ci-dessus , suivant qu'on ordonnera par rapport à ^, c, ^, etc., ou par rapport à ixpyl/af P^^iJ/^^ etc.
du calcui.
Exemple.
58. Si l'on avoît à convertir en série la puissance quelconque n d'une fonction quelconque de polynôme,
{^■^{a ^ hx -^ cx^ -f- dx"^ -f- etc.)}"; on auroit par dérivation , n.° 3o , le développement suivant , où je mets a au lieu de \p ^ , pour plus de simplicité ;
ft«-a[(Da)2.a^c -H QDa.p2(j.^3]
etc.;
ou bien , en ordonnant autrement ,
[72a«-'. Drt]. r/ 1^3
etc.
Soit proposé de convertir l'expression suivante
(p {<2 -H xvpC^ -t- ex -i- dx^ -f- etc.)}, dans laquelle entrent deux signes de fonction , en une série de la forme ^ -H ^jc -H Cx^ -f- Dx^ ■+- etc.
En
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En suivant la règle du n.® 3o , et en faisant d. « :== xpZ', on trouve surle-champ par des dérivations successives :
E = d(P^.[d-4/^. e -Hp2^3.Qcc? H- ç5\)/^. c3]
jF = D(p«.[Dv|>^./-l-p2-J>^.(Qce-H^2)_^ p3v(/Z». 3c2//-f-p4^Jy^.c4J
-H p3(p^z. [3(\)/^)2.D-v)/^. ^ -f- [3(x|yZ')2p2^^ H- 3 -J/ 7^ (d ^^3)2] c2] ^ p4(pâ^. [4(v|/Z')3.D'v|/^. c] -H p5(ptf.(>J/^)5
etc.
Il faut observer que , de même que dans le problème précédent , les quantités en b , que nous avons renfermées entre des parenthèses angulaires , doivent étfe considérées comme des développemens sujets à la règle du n.° 3o ; et qu'ainsi, pour prendre la dérivée d'un de ces développemens, il faut y faire une dérivation non - seulement sur chaque dernier facteur, mais encore sur le pénultième , quand celui-ci est suivi de sa dérivée immédiate.
6o. Si on doutoit de l'exactitude de la solution , il seroit aisé de s'en assurer de la manière suivante. On feroit
\)>(^ -h ex -+- dx^ -f- etc. ) = b -4- c^ -+- b^^ -H etc. , et, en substituant, la fonction proposée prendroit la forme oç^inaire • Cp{a -f- bx -H tx"^ -H ba;5 4- etc. ) ; , on auroit donc , n.° 3o , u4 = (pa , B = ixpa.h , n C = jxpa.c -f- p2(ptf. b»,
D = T)(pa.b -H p^^^- 2bc -+- p3<p/a!.b5,
E = ncpa.i -h- ^~q)a.('ihb -^ c^) -+- p3(pa. Sb^c -4- p4(p/2.b4,
etc. JK
Or, on a pareillement , n.® 3o , .
etc.
Il suffit de substituer ces valeurs de b / c / & / etc. dans celles de j5 , C, Z) , pour avoir les résultats précédens.
On a généralement pour un terme quelconque,
-H ç« Ç)ûr.(v[/^)«, ou , en écrivant la formule à rebours , ^^ = ç"(p^.(\|y^)" -H ç^-'cp^.D. (\J;^)«-^ -H p«-2(p<z.p3^(v)y^)«-2 ^ etc.
on développera ces formules par ce qui a été dit n.** 5 8 et les règles du §. III. Il n'est pas plus difficile de développer cette expression
Ç {a -h a?\|/[^-+-^F(cH-Ja? -+- eœ^ --}- etc.)]} où entrent trois signes de fonction , non plus que celle-ci Ç) {a H- i^oc •+■ a;2\|y( c •+- dx •+- etc.)}.
( II
Problème, 6i. Soit
a -^ hjfX -^ Ctf' o[;^ -H ^tt"^^ -H €7r"'oc^ 4- etc,
où :t = \K ê" -f- y ^ -4- Sx^ ■+- etc. ) , tt' = ^jy'(^ 4- y.x H- <Ja;2 -f- etc.), tt" = \|>"(^-f- y:c -f- (^^2 4- etc.), etc. ,
■vp » *vp' î •J'" ) etc. étant des fonctions indépendantes les unes des autres , ou liées entre elles par une loi quelconque ; et ^ , ^ , c , ^ , etc. étant de même des quantités indépendantes les unes des autres , ou liées par une loi ; on demande à convertir l'expression proposée en une série de la forme #,
^ H- j^x -h Cx^ 4- Dx^ -4- etc.
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On a d'abord
;j' = \L^ -4- D. \Lê*. X -H '^ '"^ ' x2 H- " •'^^. a;5 4- etc. ; ^ ^ 1. s 1. 2. 3
et, pour avoir tt', tt", etc. , il suffit de marquer \[/ d'un , de deux, etc. accens. Substituant donc ces valeurs de it ^ 7t\ tt" , etc. , et ordonnant par rapport à œ , on trouve
-^ -h ^a; H- Cx^ -\- Dx^ ■+- etc. =
a -H ^. -vlê*.^ -H if.T>.yLC'X^ 4- ^. — ''^' x^ H- ^ — ' "^ ' a;4 4- etc. ^ ^ 1.2 T. 2. 3
-^ d.-^f'C^x^ ^ d.iy.-^"C^x^ ■+- e.yQ.x^ et on aura pour un terme quelconque , ^„ = Z^.D^-i.-vlyg" 4- cp«-2.x|/'g' H- ^.p«-3.^)y"^ -f- e.ç«-4^(,'"g' H- etc.
formule qu'on, écrira à rebours , si on le juge à propos.
On peut encore généraliser ce cas en supposant que les polynômes sous les signes de fonction -vj/ , \j^', \|y", etc. , au lieu d'être les mêmes , soient différens et quelconques, c'est à-dire, en supposant
7f = ^|/(C H- y^ H^ ^x^ 4- etc. ) ,
7p' = ^I,'(g'' 4- y'x ■+- S'x^ 4- etc.),
Tp^' = •J>"(C" 4- y" a; -H (î"a;2 4- etc.), . etc. ;
et l'on aura en général , pour un terme quelconque , *
y4n = ^.p«-^^^^ 4- CD» -2.^/^' ^ ^.p«-3.^''^" 4- e.p«-4.^|,"'g•'" 4- etc. \ 4- ^„.^^'''V'^'''-»^
Les développemens et les dérivations s'exécuteront par des applications faciles des règles données dans les §§. II et III.
Le problème traité dans ce numéro est, comme on voit, dune très-grande généralité.
5d DvCAiiCu;.
Exemple.
62. Pour donner un exemple compris dans le cas général que nous venons de traiter, soit
a -4- b.x{^Q -h yx -H Ix'^ -f- etc.)'" -H r. :r2 ( g* -f- yx -f- Ix^ -+- etc.)^«»
-+-. d.x^{Ç -\- yx ~h ^x^ -j- etc. )3'« -j- etc. à convertir en une série de cette forme
A -h Bx -t- Cx2 -4- £)cr3 H- etc.
En comparant avec la formule du n.° 61 , on a le développement suivant:
etc.
J.D. ê'Sm
et pour un terme quelconque
^„ = Z». p" - ». ê''» -h c.p"-2. g'2« -f- J. p«-3. g'3m ^_ etc. En développant ultérieurement par dérivation, on trouve sur-le-champ,
£ = hX^,
C = b.mC^-^-y -4- cff^w^
JS = b.{mC"'-^s H-
^'«-^. Qyé^
c. ( Q TTzg'^'»- 1. (î H ^^^ — ^^ g**»» 2^2^ ^^ ^.3 771 g'Sm - 1. y _^ e. ê'4"»,
et ainsi de suite.
63. Il est essentiel de faire ici une observation importante, et dont Uapplication est très-étendue. Si on regarde a comme une fonction d'une quantité dont ^'" est la dérivée , c'est-à-dire , si l'on suppose a = (p^et d.« = C"; que , de plus, on considère b , c, d ^ etc. comme égales à D(pa, p^(pa, P^^«> etc. : on trouvera, en suivant uniquement la règle de n.° 3o , les mêmes valeurs de A,B, C, Z), etc. , qu'à la fin du n.** précédent ; ce qu'il est facile de vérifier j et ce procédé est tout ce qu'on peut désirer de plus simple
pour
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pour écrire sur-le-champ le développement , en faisant dériver les termes les uns des autres. Il s'étend avec de légères modifications aux cas généraux du n.° 61.
Cas particulier.
Si l'on avoit
bx cx^ dx^
Ç-\-yx-\- Iv-^ + etc. (C + yx + ^x^ + eLc.)^ ^ (C+ yx + etc.)^
à mettre sous la forme " ^ .
A -^ Bx -f-.C^2 ^_ £>^3 ^ etc. ,
il suffiroit de faire m = — i dans le développement ci-dessus (n.° 62 ) ; mais en mettant en usage l'observation précédente , on aura les résultats suivans, d^près la seule règle du n.** 3o , savoir, en supposant a = (pcc et d.« = 5""',
B = hX",
C = — b.C-^y -h cC-^y
F = b.{ — €-^^-^ C-H'iys H- ^) — C-^3y2j-4- C-^y^}
-H c. ( — sC-^e ^- 3^-^Qyj^ — ^C-'y^) ~h d. { — 3^-4^ ^eÇ-^y^)
et ainsi de suite. On a pour un terme quelconque
^„ = ^.p«-i.^-ï -f- c.ç«-2.g'-2 -+- ^.p«-3.^-3 -t- etc. H- b„.^,Ç-".
(III
65. Les substitutions des séries dans les séries offrent des exemples remar* quables de la manière dont il faut considérer certaines quantités comme fonctions d'autres quantités.
Problème.
Soient proposées les trois séries
« = 2Ï -H 857 -f- G72 _t- .t)/5 -h- etc. , y z= hx -h- cx^ -4- hx^ H- tx^ -h etc. , X =: ùv -h- cç>2 -1- dv"^ H- 6(^4 -f. etc. ;
DU CALClTIi
on demande à exprimer z par une série en v , de cette forme ,
Je substitue d'abord la valeur de y dans la première série , et j'ai g == 91 -H a5a;(b -f- ioc -h t)a;2 -}- etc.) -^- (Sx2(b -|- co; -h bx^ -f- etc.)^
H- X).x3(b -4- ca: 4- ba:2 _^ etc. )3 -}- etc. ; on regardera donc 95 comme = d^U , et 2Ï comme fonction d'une quantité dont b est la dérivée, et l'on aura (n.** 63)
eb^
95D2.b en.b^ h ©b3
etc.
série que nous représenterons ainsi
2 = 21 -H «S'.x H- (ê!.x^ -f- .t)'.ar3 _j_ etc. Substituant actuellement au lieu de x la série qui lui est égale , on a
2 = Oï -H a3'ç^(^ H- cç' -H clv^ H- etc.) ce qui donne encore (n.'' ^'h)
^v^{h -f- cç^ -H ^^^^2 _|_ etc.>2 et' 4- ^^2 -H etc. )3 4- etc. ,
etc.
De là découle la solution suivante. On cherche d'abord la valeur de B : pour cela, on se contente de substituer les premiers termes des séries de ^ et de a; dans 93 x , et l'on trouve ainsi S5jk =: 93bx = 95b^t^; donc B =: 95 b^. En faisant les dérivations, il faut considérer le produit 95b comme fonction d'une quantité qui a b pour dérivée ; et ensuite 95 , dans 95 b, comme fonction d'une quantité dont b est la dérivée,
Ces considérations et la règle du numéro 3o suffisent pour déduire les uns des autres tous les termes de la série demandée, On trouvé ainsi
C :;p; 95bc -f- (58c H- ab2)Z'2j ^ =; 95W^ -H (25c 4-. (5b2)Q^c jK ;=; 95M H- (93e 4- ^\i^){%hd
etc.
(Sqîx
(5Sb
Db3)3^3e
S(Qbt>'-
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Il est facile de continuer ; mais la loi se voit mieux si l'on ne développe 1^ pas entièrement et qu'on se contente d'écrire
B = mi^,
C = 95bD.^ H- (25D.b H- gb^)^^
D = 23bp2.^ -{- (95D.b H- (ih^)Ty.b^ ~H (SSp^.B -H (io.h' -f- SJb^)^?^ £ = 58bp3.^ _l^ (ISD.b -+- €b2)p2,^2 _f_ («sp^b -f- ^D.b^ -h ©b3)D.^5
-f- (S5p3. b -f- ep^. b2 -j- ®D.b3 -H e-b4}M, etc. De là on conclud aisément la formule pour un terme quelconque w^^.
Soient à présent les quatre séries
z = «5/ -h J2 H- T>f^ -+- etc. , j = b a; -4- c a:2 -I- î) a;3 4- etc , x = bi^-^cç^-+- dv^ -H etc. , {/ = Ci^ -h y«2 _|_ j^m3 _i_ etc. , et qu'on demande z exprimé en u par une série de la forme z = Bu -f- Cu^ -f- Z)w^ -h etc.
On aura B = S5b^C» qni sera l'origine des dérivations*; et il faudra considérer le produit 25 bZ» comme fonction d'une quantité dont Q est la dérivée , ensuite le produit S3 b comme fonction d'une quantité dont ù est la dérivée , et enfin 95 comme fonction d'une quantité qui a b pour dérivée. On trouvera de cette manière ' a» 4.
B = «SbZ'g',
C = ^bby 4- {^^c -H (95c -H (lh^)l^^-}C^, ' ' ' '^ ''" '
D :=: mùS 4- {95bc -h (95c -f- eb^)^^}^^'^
4- {9)b<;? -H (25c -f- dh^^^bc -h (95b rH (Sabc H- Sb5)^3}^3^ etc.
Observons , et cela suit d'ailleurs de l'analyse du n.** 65 , qu'un terme quelconque B„ , lorsqu'il y a quatre séries données , est formé de tous les termes B ^ C , Z) , etc. Bn pour trois séries données , ces termes étant multipliés respectivement par p". g", p" " ^ C^ , p" ' ^ C^ , etc. , ^^ + ^ Cette observation et le procédé précédent s'étendent à un nombre quelconque de séries proposées. ' «^;-iup
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Cas PARTlCUIilEB.
^j. Etant donnée la série
y z=i bx -+- cx^ H- dx^ -H ex^ -f- etc. , pn propose de substituer au lieu de x la série y elle-même pour avoir la série y ; ensuite de substituer de nouveau dans ^ la série / à la place de x pour avoir la série
y^ =z Bx -^ Cx^ -+- Dx"^ -h Ex^ -h etc.
Ce cas ne diffère pas de celui où l'on auroit les trois séries suivantes , dont les coëfficiens sont les mêmes ,
z = by -+~ cy"^ -H dy"^ -H etc. , y = bx -H cx^ -H dx^ -f- etc. , x = bw-+-cv^'^-'dv^-{- etc. ,
et où l'on demanderoit z exprimée en une série en t^. Il n'y a donc qu'à faire dans la solution précédente ( n.° 65) ,
^ = h = b, S==c = c, X> = t = d, etc. , et ç» = x, et l'on aura B = h\=i b\ b ,
C = b^-D.b -H {bT,.b -+- ■D.b.b'^)b^^
D = b^^\b -H {bT>.b H- d. Z^.^^ju.^a ^(^p2. ^ ^ n.b.jy.b^ -+- ^^.b.b^)b^, E = b^y'^.b -h (bjy.b -{- ■D.b.b^)B^.b^ -f- (b^^, b -^- n.b.Tt.b^ H- ■^^.b.b'^)Ty.b'^
etc. , où la loi est manifeste.
(IV
68. Plaçons ici le problème suivant , parce que notre méthode en rend la solution très-simple , et que cette solution , comparée avec celles qui ont déjà été données du même problème , fera faire des rapprochemens intéressans.
Problème.
Étant donnée une équation d'un degré quelconque , , ,,/ x^ H- bx^-^ ■+- cx"'-^ -+- dx'"-'^ -4- etc. =0, .... (1 )
dont «, C, y, <J, etc. sont les racines; on propose de trouver la somme des « puissances
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puissances n de ces racines immédiatement en coëfficiens de l'équation et sans passer par les sommes des puissances inférieures.
69. Nous établirons d abord un lemme connu. Puisque «, ff, «y, <J, etc. représentent les racines de. l'équation proposée, on a, p^r la théorie des* équations,
xm _f_ hx^-^ •+- cx"*'^ -+- dx^-^ H- etc. =
{x — cc){x — Ç){x — y){x — è)X ;
en faisant a; = - , et multipliant tout par z"^ , cette équation devient 1 -4- ^z 4- cz2 _f- dz^ H- etc. = (1 — a2)( 1 — 0*2) (1 — «yz)(i — ^2) X ...., et , en prenant de part et d'autre les logarithmes ,
log(i H- ^2 -f- cz2 H- dz^ H- etc.) = log ( 1 — az) H-log ( 1 — g*2) -+- log ( 1 ^ «>/2) -H log( 1 — h)'^~QlC. y mais, puisqu'on a généralement (n.» 3.)
log(i — TTïz) = — mz 22 — --23 24 — etc.,
on trouve
Iog(i -4- ^2 H- cz^ -i- dz^ -4- etc.) =
— («H-ê'-hy-^-J-f- etc. )z
— {u^ -f- g*2 ^ y2 -^ (^2 4. etc.)^
— ( «3 H- ^3 ^. ^3 ^ J3 + etc.) 3^
— etc.
Faisant donc
^ — a-f-r-hy-f-^-(- etc. ,
C* — «2 _4_ g>2 ^ y2 _l_ p 4. etc. ,
^ — «3 -j- ^3 + y3 + ^3 + etc.,
etc. ,
Féquation précédente devient
Ina t t 1 J^T
j^s — etc. ...(2)
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Le théorème que présente cette équation a été employé par Landen, JMathemadcal lucub rations , et par Lagrange, Mémoires de Berlin, années 1768 et 1769 ; mais ce qui suit est particulier à notre méthode.
♦ 70. Pour avoir B ^ C, Z), etc. exprimés en coëfficiens b, e^d^ etc. de l'équation proposée , il ne s'agit plus que de développer suivant les puissances de z le premier membre de l'équation (2). A cet effet, j'y mets a au lieu de 1 , afin de pouvoir faire le développement avec plus de facilité ( n.° 11. ), sauf à remettre ensuite 1 à la place de a. J'aurai log^ pour le premier terme, lequel devient = o , lorsque « = 1 , ainsi que cela doit être pour satisfaire au second membre de l'équation (2). De là on déd,uit (n.° 24.)
_ - = a-Kf.b ^ -^-r-i" + -r^'J ~ T ' :x
etc., et en général ( n.° 20.)
— ^-JL === ^-ï.pn-i.è -^ ::«_.pn-«.^« + .^.p«'3.^d ,^ etc. dr ' 4 b,
Actuellement , si on change les signes et qu'on fasse éz = 1 ^ on trouve
^^ =5: <»« 4- C* H- y" 4- (?" 4- etc, =: ^^ ^p?"î,^ H-^p^'S^i^a ^ 2p«'5. ^3 _^ etc. zh— D.^«-»qp-^'», ,,. (3) ou bien , en écrivant les termes dans un ordre inverse ^ \^'
les signes supérieurs ayant lieu si n est impair , et les inférieurs, sin est pair, Voilà donc deux formules générales, (3) et (4), qui résolvent le problème de la manière la plus aisée ; Ja première m développe par la règlç du nr" 47 î la seconde, par la jégl§ du. n,*» ^3^
DESDERIVATIONS. 69
Ainsi les sommes des puissances successives des racines sont B =. — h,
^ = — ie + 1(Q^^ + cM — |3^2c + 1m, 1 3 '3 4
etc. On peut continuer par dérivation autant qu'on voudra.
yj. Si on veut avoir ^, C^ D^ etc. en termes récurrens , on fera pour
C D plus de facilité , — ^=«5, =^, 5-=©, etc. ; et l'équation
— B =. a-^h ci-dessus deviendra ^95 = ^ , où l'on considérera les quantités ^ et 25 et leurs dérivées comme indépendantes les unes des autres ; et en faisant les dérivations par le procédé des n.®^ 8eti3, remettî^t ensuite au lieu de 25, S , 2) , etc. leurs valeurs , et faisant a =. i , on aura les formules ordinaires
C ^^ hB ^ %c,
P ^ -^ hC ^ cB — 3d,
B ^ — hD -- gC -^ dB -^ ^e,
etç,
72, La première solution de ce problème a été donnée par Albert Girard dans son Invention nouvelle en algèbre , imprimée eu 162g, huit années avant la Géométrie de Descartes ; ses formules coïncident avec celles cidessus à ïa lin du numéro 70. Les formules en termes récurrens (n.° 71 ) furent publiées e?! 1707^ sans démor^stration ^ dans X Arithmétioue universelle de Neavton ; oi> les a démontrées de plusieurs manières , et on en a fait différens usages. Depuis, Wariwg , Laghanoe , Euler et Vandermonde ont dopné des règles ou des formules générales pour calculer la somme des puissances quelconques des racines immédiatement en coëfficiens de J'équation , c'est-à-dire iudépendamment des sommes des puissances inférieures, Arrêtons -nous un instant k comparer notre solution avec celles des géomètre? que nous venons de nompier,
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73. La règle que Vandermonde a donnée sans démonstration dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris , année iTji , pag. 373, se démontre facilement par nos formules (3) ou (4). Voici cette règle, en conservant nos dénominations.
« Pour avoir ^„ en — ^ , c , — ^ , e, — /, etc. , faites avec ces dernières » quantités la fonction rationelle et entière la plus générale possible de la jj dimension n, c'est-à-dire, prenez tous les différens termes de la forme » bP. c^. d^ X .... qui peuvent résulter des manières possibles de satisfaire » à l'équation-
/?H-Q9'-{-3r-+- etc. = n ,
:>-> p , q , r, etc. étant des nombres entiers positifs ou zéro ; la valeur de A^ 3) contiendra tous ces termes ; et le coefficient numérique du terme quel- » conque bP.a.d^x.^'. t en supposant p -\- q -{- r -\- etc. := / , sera
i.Q..../? X 1. 2.... ^ X 1.2.... r X ....*^ » le signe + ayant lieu &i n -]- l est pair , et le signe — , s'il est impair. » En effet, prenons dans la formule (3), n." 70 ,-un terme quelconque
riz p*". è"-'» , lequel, en supposant n — m, =. l ^ devient zir y p"-^*^^;
il est visible , par les remarques du n.® 52, que p«-^. i^^ développé donne tous les différens termes qu'on peut faire avec un nombre / des lettres ^ , c , £? , etc. , tels que la somme de tous les indices de ces lettres , ou , ce qui est la même chose , que \p -\- iq -f- 3r-}- etc. soit :=:/-j- n — / = 7ï,et que le coefficient de chaque terme h^> ci.d^ y,,.., soit
/ étant ■=. p -\- q ~\- r -\- etc. Donc le terme 7 p" " '• b^ de notre formule ( 3 )
représente l'assemblage de tous ces termes , chacun ayant pour coefficient
/ X i.../?X 1. 2... qXi. 2... -rX... l. '2...pX 1. 2... <7 X i. 2...r X ...
Quant au signe + ou — , chaque terme de la formule ( 3 ) aura le
signe — ou -h , suivant que / est impair ou pair , ce qui résulte de l'inspectioft
de la formule ; mais si l'on change les signes des 1.", 3.*, 5.', etc. quantités
de la suite ^ , c , «? , e , etc. , on voit par la nature des multiplications que le
produit
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produit bP.c^^d' X." ' aura le signe — ou -f- , suivant que p -\- 2^ -h 3r -f- etc. = n sera impair ou pair. Donc , dans ce cas , le signe de bP. c^. d^x..., sera -f- , si tî et / sont tous deux pairs ou tous deux impairs : il sera — , si des deux nombres n et l l'un est pair et l'autre impair ; c'est-à-dire , le signe sera -f- si n -f- / est pair , et — si tî + / est impair.
De plus , dans notre formule ( 3 ) / reçoit successivement les valeurs 1 , Q , 3 , etc. , n : ainsi la formule contient tous les termes , ayant les conditions prescrites , qu'on peut former avec une seule lettre , avec deux lettres , avec trois , etc. et avec n lettres , c'est-à-dire , tous les différens termes de la forme bP. c^. d^ X.... qui peuvent résulter des manières possibles de satisfaire à l'équation ;t? -{- Q^ -f- 3r H- etc. = n, les exposans/? ^ q , r ^ etc. étant des nombres entiers positifs ou zéro. "^
74- Donnons à la formule (4)» ^^-^ 70 » nn premier développement en c;
elle devient par là
b^zt:nb'^-^,c zçinb'^'^,-D.o zh nb'^-A.-g^.c — nb^-5. n5. n -+• Atn.
n.n-3 , , . n.n-A. j - n.n-5 , ^ zn. ^«-4.c2 ziz b'^-^.-D.c^ nz ^^ - 6. D2. c2 zt: etc.
±: î-5— ^«*6.c3 zp — ^«-z.D.cSzhetc.
zn -5 ^«- \ c4 ±: etc. •
les signes supérieurs étant pour n impair , les inférieurs^ pour n pair.
76. Maintenant , si l'on distingue les termes de la série ( 5 ) en différens ordres ; que le terme zç. b"^ seul forme le premier ordre ; que les autres termes de la première ligne horizontale forment le second ordre ; ceux de la seconde ligne horizontale , le troisième ordre ; ceux de la troisième ligne , le quatrième ordre , et ainsi de suite ; il est clair par nos notations qu'on aura , pour les termes de l'ordre quelconque A + 1 j
— n{n-K-^){n-K-'x) (/2-2AH- i)^„.,, Q
-^ n(n-K'<i){nK-3) (^- "^ A) ^„ . ,, . , p
1. 2. 3 .... A /2(7z-a-3)(az-a-4)-.-. (^-2A-i) ,„.,,., ^ "*" 1. 2. 3 A • ^
etc.
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en continuant jusqu'à ce qu'on arrive à des puissances négatives de ^ , et en prenant les signes tels qu'ils sont pour A -f- i impair , et les signes contraires pour A + 1 pair ; les valeurs de O , P , Q , etc. étant telles que Ton ait O + Pz -f- Qz^ + Rz^ + etc. = ( c H- r/2 4- 622 4- y^^ 4- etc. )^. C'est la loi donnée par Euler dans le tome XV des nouveaux Commentaires de Péter sbourg , pag. 67 , loi qu'il a tirée par induction des formules de Newton ( n.° 7 1 ).
Si l'on suppose
X = — cx'^ — dx-^ — ex-^ — etc. ,
on aura , (Voyez plus bas le n.® 83.)
X"" = c2^-4 H- D. c2. ^-5 H- p2. c2. a;-6 4- ^'^.c^,x-i 4- etc. ,
^5 = — c^oj-^ — D.c^.x-l — p2. c3. a:;-8 — p3. ^3. a;-9 — etc.,
et il est visible que les termes du second ordre (n.*'^y4 et 76) seront représentés
par nXx^ ^ pourvu qu'on mette — Z» à la place de a;; et l'on voit également,
et très- clairement, que les termes du troisième ordre seront représentés par
-j , en mettant de même — ^ à la place de x après la différen-
tiation ; que , sous la même condition , les termes du quatrième ordre seront représentes par — — - — , et amsi de suite : de sorte qu on aura
^„ = ^« 4- nXx'' -\ î^ — ^ 4- - — î^ / 4- etc. ,
Q ax 3 1. Q da;2
pourvu qu'on regarde x comme la seule variable , et àx comme constante ; qu'on ait soin de rejeter les termes qui contiendroient des puissances négatives àe X, et qu'après les différentiations on change ^ en — b.
C'est la formule à laquelle Lagrange est parvenu , d'une manière différente, dans les Mémoires de Berlin , année 1 768 , pag. 261.
77. Si l'on ordonne le développement en c du n.*^ 74 suivant les puissances de ^ , la formule prend cette forme An = zç. b" ± nb''-\c ip nè«-3. D. c
. ï.cf/ ^-3 n-A.. n'5 ^]
±1 nbn-e |p4.c -— p2.c2 ^ _^__c3|
, f re-8 , «-7.71-8 , , n-6.re-7.re-8 ,1
zb etc. zb 72^° { D'^-^.c — etc. } ; où la loi est facile à saisir, et où les signes supérieurs ou inférieurs ont lieu suivant que n est un nombre impair ou pair. Mais il y a de remarquable que , si l'on fait attention qu'il ne faut ajouter une puissance nouvelle de c qu'aux quantités qui multiplient les puissances de b de rang pair , on déduit très-facilement les quantités polynomiales , exprimées en c , les unes des autres , par dérivation , en suivant la règle du n.° 3o ; et qu'on peut ainsi continuer sans peine la série développée et réduite : on s'arrêtera aux termes qui contiendroient des puissances négatives de ^.
En développant les quantités en c , la formule précédente devient la série que Waring a donnée au commencement de ses Medltationes algebraicce. Il l'a tirée des formules de Newton. La règle qu'il donne pour la former est fondée sur les combinaisons, et ne diffère pas au fond de celle de Vandermonde , à laquelle elle peut être ramenée ; ainsi nous ne nous y arrêterons pas. La solution de Waring a été publiée la première ; elle se trouve déjà dans les Miscellanea analytica de cet auteur, imprimés en 1762.
Remarquons qu'on peut aussi ordonner suivant les puissances descendantes de Q le développement de la formule générale B'^.cpccf et y appliquer les observations précédentes. Nous laissons au lecteur à faire ce développement.
Problème.
78. Résolvons à présent le problème inverse : connoissant les sommes des puissances des racines d'une équation quelconque , exprimer un coëfûcient quelconque de l'équation en sommes de ces puissances.
Si Ton fait 1 = a, et log^ = A ^ l'équation (2) du n.° 69, savoir,
log(^z 4- ^z 4- cz2 -f- dz^ + etc.) = v^ — Bz z^ — ^3 — etc.,
donne , en prenant les exponentielles de part et d'autre , e étant le nombre dont le logarithme hyberbolique est l'unité ,
a H- hz + cz3 -I- dz^ H- etc. = ^^ - ^^ - 7^* - f^' - ^^'' ;
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ainsi tout se réduit à développer le second membre suivant les puissances de z. Or on a ( n.° 3o )
etc. ;
il est donc visible qu'en prenant positivement tous les 5 , -, -r-, etc. , mettant
b , c , b , etc. à leur place , et faisant ^ = o , on a (n.° 20 ) pour un coefficient quelconque de l'équation ( 1 ) du n.° 68,
/!„ = — p«-'. b H çn-i.b2 — -p«-3.b5 H- etc. ziz b« ;
ou bien , en écrivant les termes dans un ordre inverse ,
tf „ = rp — ^- 6« ±: ^— — ^. D.b«-» =n \ pa.i^»-*
±: i-__ p3.b«-3 qz etc. + -i-pn-^b^ _ p«-».b.
Les signes supérieurs ont lieu si n est impair , les inférieurs , si n est pair.
Ces formules , dont la loi est fort simple , se développent par les règles des numéros 47 et 43. Waring a aussi donné pour la solution de ce problème, une formule qu'il forme par les combinaisons , et qui s'accorde avec les nôtres ; elle se trouve dans ses Meditationes algebraicce , cap, I , probL III , coroll. f ainsi que dans son premier ouvrage de 1762.
(V.) 79. Nous rassemblons ici plusieurs remarques, utiles dans différentes occasions , et qui servent à donner plus d'étendue à la méthode. Si on ne vouloit pas ordonner le développement de ^{cc -\- ^oc -\- yx"^ + ^x^ -{- etc.) suivant les puissances de cr, mais par rapport aux quantités (^ot^ ncpc», p^(p«»> etc. , on trouveroit
CP» + D (p> 05. { C. a; + D. C. ^^ + p2.^.^3 _j_ p3. g". ^4 -j- etc.} H- p2(p^. ^^2. ^2 _|_ D. ^"2. a;3 4- p2.g'2.^4 -I- p3. C^. x^ -}- etc. } -f- p^(pa. {ê'3.x3 _{_ jD.é'3.x4 + g2. g>3. jnS 4. p3. g'3. ^6 4- etc.} H- etc. , développement
développement qui se trouve en même temps ordonné par rapport aux dimensions des lettres C, «y , J , etc. , et où les quantités placées dans la même ligne horizontale dérivent les unes des autres avec la plus grande facilité au moyen de nos règles.
On peut parvenir bien simplement k l'expression précédente , car il suffit de faire Cx ~i^ yx^ -h ^x'^ -}- etc. = Tf^ et, après avoir développé (p(cc-{- tf), de mettre à la place de tt ^ tt^ , tt^ , etc. leurs valeurs en séries. Ce développement a de l'analogie avec celui des numéros y5 et 76.
Sx -{- yx^ -h Jjc3 _{_ etc.; ...,(a
il convient de faire quelques remarques sur les cas où les exposans des puissances de X dans le polynôme ne suivent pas la série des nombres naturels 0 , 1 , Q , 3 , etc.
^' ^'''' ^ (p(ûj-4-^+y + <J-hg4- etc. ) , . . . (b)
à développer , il suffit de faire x = 1 j dans la série du n.° 33 , et les règles des §§. II et III s'appliquent à ce cas ; ou bien , si on veut ordonner le développement suivant les dimensions des lettres C, y , <^, etc. , on fera x=: 1 dans la formule du n.^ 79. .
Si les exposans de x dans le polynôme de
Ç {ococP -\- Cx^ H- yx'' -+- ^x^ -f- etc. ) (c)
sont quelconques et qu'ils ne suivent aucune loi , on pourra faire le développement de la manière suivante. On fera ecoc^ = ci , l^xi = b, yx'^ = c, etc. , et l'on développera (|)(^ -{- b -{- c -\- etc.), ce qui ramène ce cas au précédent; après le développement, exécuté par la règle du n.*' 5o , on remettra pour « , 6 , c , etc. leurs valeurs. Si l'on veut ordonner la série suivant les dimensions des lettres S*, y, J, etc. , on développera (p(û! H- Z» -H c H- etc. ) d'après la formule du n.° 79 , et l'on remettra de même pour a ^ h ^ c , etc. leurs valeurs. On voit que dans ces cas la série ne sera pas ordonnée suivant les puissances de X.
82. Examinons quelques cas particuliers. Supposons d'abord qu'on ait
<^{Qx H- y^2 _j_ ^^3 _j_ gjr4 -4- etc.); ....{d)
on fera Sx z=z a ^ y x^ =. b ^ Ix^ = c , etc» , et après le développement on
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remettra au lieu de a, b , c ^ etc. leurs valeurs ; ou bien , en regardant x comme invariable, et ê", y, ^, etc. comme variables et tels que t>.C = y oc, D. y = (Jx , D. <^ = g.x , etc. , on aura , de l'une et de l'autre manière ( n.® 3o ) ,
(pCoc H- j)(pCx»yx^ H- T>(pÇx.^x^ -+- nCpÇx.gx^
H- -^^(pocx.y^x^ H- p-cpê'x. 2y(^x5 ^ etc. • -H :g^(pCx. y3^6
Les termes de la série ne sont pas ordonnés suivant les puissances de x ; ils le deviennent cependant si la fonction <p indique une puissance quelconque , et ils le deviennent encore , au premier terme près , lorsque la fonction (p indique un logarithme , car alors, le premier terme étant log Cxj
le second sera -^ — =1 C-^yx,
Çx '
83. Si les exposans des puissances de x dans le polynôme forment une progression équi-différente ou arithmétique , comme dans
Cp{o6 -\-' ÇxP -\- y x^P -^ ^x^P -^ etc.), (e)
quel que soit /? , mais le premier terme « étant sans x\ on développera encore comme à l'ordinaire (n.® 3o ) , et la série résultante sera ordonnée par rapport aux puissances de x ; elle aura cette ibrme
A ^ B xP -^ Cx^p -4- Dx'^P -f- etc.
Pour s'en convaincre on n'a qu'à faire xP = ^^ et alors ce cas rentre dans le cas ordinaire ; on remettra ensuite xP , au lieu de f , dans le résultat. Nous avons mis la condition que l'exposant de x soit zéro dans le premier terme ce du polynôme ; autrement , x entreroit dans les quantités affectées de la fonction (p dans le développement.
Dans le cas particulier, cependant, où il s'agit d'élever le polynôme à une puissance quelconque m , le premier terme ce peut aussi être multiplié par une puissance quelconque de x. Ainsi , s'il faut développer
.^/ïjrr-i, («^^ ^- ^xP+^ H- yxP -+-.2? ^_ ^xP + 3? _|_ etc.)'" , (/)
où les exposais forment une progression équi-différente quelconque , on n'a qu'à développer tout de même que si l'on avoit
(ce -^ Cx -^ yx~ "i- Sx^ H- etc.)'":
la série résultante aura cette forme
Ax'^p H- Bx^P-i-'! H- Cx'^P + ^i -f- Dx'^P-^^^ ■+- etc., et les valeurs de A , B ,C , D , etc. seront les mêmes que Ton auroit obtenues
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en développant ( « -^ Sx -^ yx^ -^ etc.)'"; car l'expression (/) est égale
x^'P^u -h Sx<i -+- yx^i -j- ^x'^<i -4- etc.)", laquelle , en faisant a; ? z= j^ , devient
X'"/'('a -}- gy -{- yj2 _|_ jy5 _[_ etc.)'". Ainsi, si l'on demandoit le terme sans a;, c'est-à-dire affecté de a;», dans
(ce Q ^ "*
puisque cette formule est la même chose que celle-ci
x-^'^{oe, -\- Qx -^ yx^ 4- Ja:3 -j- £a;4)«, il suffîroit de prendre le terme affecté de x"^^ dans
(a + ê*^ H- y>r2 -f- <J.t3 -h g.xA)»», «■* -^^T
c'est-à-dire de développer, à la manière ordinaire, ^"^^.cc^. ■ . i'^ r,
84. Dans les cas où les coëfiîciens du polynôme sont affectés de dénominateurs numériques ou autres , dont chacun est composé d'un facteur de plus que le précédent, comme dans ce polynôme ç r .s
-^^ -h- , ,, rrjX^ -h etc. , ""(g)
. 77i' mm" m' m" m'" ' ^°
on peut , pour développer une fonction quelconque d'un tel polynôme, comparer la fonction à la formule générale
(p{cc -^ Cx -\- yx^ -\- ^x^ -h etc.), '
et , après avoir développé cette dernière , substituer p , — , ,
m' ' m' ju" ' ni^ni^^m^*^ etc. à la place de a , C, y , (î*, etc. respectivement. Mais on peut aussi se passer de ces substitutions et faciliter le développement par le procédé suivant.
On fera les dérivations à la manière ordinaire n.** 3o, comme s'il n'y avoit pas de dénominateurs au-dessous de ^ , /*, 5, etc. ; on aura soin seulement, toutes les fois qu'il faudra changer une des lettres p, q ^ /', ^, etc. dans la suivante, de ne faire ce changement qu'en donnant à cette dernière lettre un facteur au dénominateur, ce facteur étant toujours le dernier de ceux
qui divisent la lettre dans le polynôme. Ainsi on changera yy en -^, , ^ en
T7- , r en rry , etc. ^
En effet , on voit , avec un peu d'attention , que ce procédé doit mener aux mêmes résultats que les substitutions.
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Ainsi ^(/z H- bx -^ x^ H- -rx^ -4- etc.) se développe par la
règle du n." 3o , pourvu qu'en changeant les lettres on change « en ^ , ^ en
— , c en 77 , a en - , etc.
Pareillement (D ( — I r x 4 — x^ -\ x^ -\- etc. ) se déve-
loppe par la même règle , pourvu qu'en changeant les lettres on change a
en -, ^ en -, c en - , etc.
Réciproquement , s'il falloit changer une des lettres /?, ^, r, etc. en celle qui la précède, comme au n.° 36 , il ne faudroit pas changer , par exemple , j en /•, mais en m'" r; on changeroit de même r en m" ç ^ q en m) p.
Nous aurons occasion de faire usagê^ de ces observations, -if. La forme (g") revient souvent dans la théorie des suites , aussi bien que
p '\- m) q.x '^ m^m)^r.x'^ -h m^ m^^ rn)^^ s. x^ -f- etc (Zt)
Si l'on avoit à développer une fonction quelconque d'un polynôme pareil , on pourroit , ou la comparer avec la formule
(^{oc -\- ê'x -f- yx"^ -h Ix'^ -H etc.), et, après avoir développé cette dernière, substituer yo , m^q ^ m}m}W , etc. à la place de « , £" , y , etc. respectivement ; ou , ce qui est plus simple , faire les dérivations par les règles données dans le §. II, comme si ^, r, 5, etc. n'étoient pas multipliés par des facteurs m) , tw." , a/î'", etc., en observant seulement que , quand on change une lettre dans celle qui suit , il faut changer p non en </ , mais en m}q ^ q en ttz'V, r en rti^^^s^ et ainsi de suite.
Réciproquement, si , pour prendre une dérivée inverse, il faut cnanger une
lettre dans celle qui la précède , on changera s en — rn , r en -^ , a en — ,.
Ainsi , on développera facilement la fonction
(p( ^z -H bx -+- I. 5ca32 _j_ 1. Q, 3 ^^3 ^_ 1. Q. 3. 40^4 4- etc.).
mii\ j.
ARTICLE
DESD]éRIVÀTIONS. (Sg
ARTICLE sre'à'^'^:''
Déçeloppemens en séries des fonctions de deux ou de plusieurs polynômes ordonnés suivant les puissances dune même lettre.
85. Dans les développemens que nous avons exécutés par la méthode simplifiée , nous avons considéré des quantités fonctions d'autres quantités ; il convient à présent de nous occuper plus particulièrement des fonctions de quantités indépendantes les unes des autres , et de donner , pour développer ces fonctions , des méthodes de dérivation simplifiées , telles que l'on puisse écrire sur le champ le développement tout réduit et en trouver immédiatement un terme quelconque.
Avant de résoudre le problème général , nous allons nous arjéter à des cas moins étendus, qu'il est avantageux de traiter séparément, tant parce qu'ils se présentent très-souvent , que parce que leur solution sert à faciliter celle du cas général.
Des produits de plusieurs polynômes et de plusieurs fonctions
de polynômes.
Problème.
On propose de convertir en une série de la forme
A -\- Bx -\' Cx^ 4- Z> jc5 ^_ etc. : - >
le produit d'un nombre quelconque de polynômes indépendans , ordonnés chacun suivant les puissances de x.
Pour résoudre ce problème , nous passerons du cas le plus simple , où Ton n'a que deux polynômes, aux cas, plus composés, où l'on a trois, quatre, etc. polynômes à multiplier entre eux.
Supposons donc qu'il faille convertir le produit
{a -\- hx -\- cx'^ -\- dx^ H- etc.) X (« -H ê'x H- y.i;^ -H Ix^ H- etc.) en une série de la forme
A -f- Bx -H Cx"^ -H Dx^ -H etc.
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J'effectue la multiplication à la manière ordinaire , en ordonnant suivant les puissances de a; , et je trouve
ace
aÇ
by
-H bè
-h coc
-\- cÇ
'vif-
-H du
-H dÇ H- ea
etc.
la loi des quantités qui multiplient chaque puissance de x est des plus simples , de sorte qu'on peut en conclure le coefficient d'un terme quelconque affecté de a;". '
. Pour ramener cette solution aux dérivations, j'observe que l'on a b =D.a^ c = ç^.«, d = ^\a, etc., C = D.a, y = ^^-cc, ^ = ^^«5 etc. ; A =zaut qui est l'origine des dérivations ; B = t>. (au)^ C=^^.(.au), X) = p^. (au), etc. : ainsi, en exprimant les coëfficiens précédons en dérivées, on aura j4 = au )
£ == D. (<2«) ==: atJi.u ~+- T>>il. u i
C = l^^.{au) = a.-gKu -H d. ^. d.» 4- p^.^ï.a, D = y^.{au) = a.-^'^.u-^ n.a.^^.u ^- -^^.a.-o.u H- p^.^.», E ='p4.(<3Ja) = <2.p4.a ^- D.^.p3.a5 4- p^.^. p^. « -h p^.^.D.» -i- p4.^.«, ' et ainsi de suite. De là résulte la proposition suivante.
87. Si les deux quantités a et u sont indépendantes l'une de l'autre, ainsi que leurs dérivées , la dérivée divisée de l'ordre n du produit a u sera donnée par cette formule
'^n,(au) = a.B\u 4- D.ûr.p»-».^ -H pa.fl.pn-a,^ ^- p3.^.p«'S. ^ _f^ etc.
-f- p»-'^î. D.a H- p".^.«, où chaque terme n'a d'autre coefficient numérique que l'unité , abstraction faite de ceujç; qui sont indiqués par les c au-dessous du signe p.
88. Changeons 7? en w -H 1 , la formule précédente devient Ç«-+->.(a<y) == ^.gi-f-i.^ ^ p.«. p". a-Hp^ ^.p»'S« -+
etc.
H- p»-».^. p2. cg -H p".a, D. (K -i- p» •+- ». a. « : si l'on compare cette formule avec la précédente , on en conclud cette règle de dérivation.
DES DERIVATIONS. tjt-
RÈGLE
Pour déduire le développement de la dérivée divisée p""*"'. (<^a) de celui de 'D'^.(ace) quort suppose donné , a et oc étant des quantités indépendantes; ï.° dans chaque ternie ne faites ^varier 'que oc ou sa dérivée , et prenez- en la dérivée divisée suivante , laissez a et ses dérivées telles qu elles se trouvent, 2,° dans le terme seul qui renferme oc et la plus haute dérivée de a , faites encore 'varier la dérivée de a , et prenez- en la dérivée divisée suivante f en laissant le facteur ce tel qu'il est.
Au moyen de cette règle on tire successivement et sur-le-champ, de Az=.a»^ B z= aÇ -^ bw,
z= ay -^ bÇ -^ coct
a^ -^ by -^ c^ -{- dc^y
— aa -^^ b^ ■+- cy -h dÇ -\- eoùf
a^ -^ ba -^ c^ -^ dy -^ e^ -\- foct
etc.
, comme n.» 86. .
89. Le théorème et la règle précédentes suffisent pour développer le produit ou un terme quelconque du produit de tant de polynômes qu'on voudra. Pour le faire voir , nous allons les appliquer aux produits de trois et de quatre polynômes.
Proposons-nous donc de convertir le produit des trois polynômes
cx^
etc.
bx
cx^
dx^
etc.
ce
Sx
yx^
èx^
en
une
série de
cette
forme
Bx -h Cx^ -+- D
Bt
Le terme sans x est A =: aaec, c'est l'origine des dérivations : je considère le produit aa comme une quantité simple p , de sorte que j'aie A = poc , ce qui ramène le problème au précédent ; j'aurai donc, par le théorème du n,° 87,
A„ = ^".(aaoc) = p".(/?«) = aa.^''»oc -f- D.(aa). p«- ï. flî -h- ç^. i<ia). ç"- 2. ^^ -f- etc. -4- p«-». (a«),D.a-l- p".(fl«).a, où l'on observera que les quantités entre parenthèses sont elles-mêmes sujettes à la règle du n,° 88,
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Le développement des termes successifs de la série se fait par dérivation ayec la plus grande facilité , et l'on trouve ainsi sur-le-champ u4. = a«. a,
B = aa.C 4- (ah -f- B«)a,
Ç == aa.y -4- (a^ -jr- ha)C *4- (dc -f- b^ -H ca)c»,
D = (Ka,l + {<xh -f- la)y -f- {<xc H- ï)^ 4- c«) ê* H- (a^? + 6c+ c^ + b^)« , £ z^^^if^(^,^ -H (a^ H- 6â^)(^4- {<xc 4- b^ -H c^;y -H (a^ 4- bc 4- c^ 4- b/2; g* g^ç , 4- (ae 4- b<i 4- ce 4- b^ 4- e<2)a ,
Il est visible que pour déduire £^ de £> , par exemple , il suffit de changer dans Z) les quantités (J,y,€',«en£,J,«y,g' respectivement, et de faire une dérivation sur la seule quantité (a^ 4- bc 4- tb 4- b«) qui multiplie «.
Développons à présent le produit des quatre polynômes
2l4-23x4-(Sa:2-+-^a:3H- etc. ,
a 4- ba; 4- ^^"^ 4- ba;^ -}- etc.,
a -4- hx 4- ca;2 _^ dx"^ -f- etc. ,
• 05 4- é'x 4- ya;2 -}- Jx^ + etc. ,
en une série de la forme
A 4- Bx 4- Cx"^ ~\-' Dx^ -\- etc.'
L'origine des dérivations est A = 3ïa^a, que je partage en ces deux facteurs %(xa et « ; et, considérant 2( a ûj comme une quantité simple, le théorème précédent donne ""
çn. (Slaâî. a ) = 2ta^. p«.a 4- d. («Ua^^). p"-'.» 4- ç^. (2((,^).p«-2. ^ _l_ etc.
4- p«.(2ta«).a, où l'on développera d. (5(a<2) , ^"^.{^^à) ^ etc. comme au n.° précédent.
On trouvera par dérivation les coëfficiens des termes successifs de la série ainsi qu'il suit, A =z ^aa.cc ,
B = ma.Ç 4- {2ta. ^ 4- d. (5ïa).«}a = 2ïa^. ^ 4- (51 a. 3 4- (9ïb 4- SSa)^}», C=5ra^.y4-(aia.^4-(2ïb4-85a»g*4-{2ta.c4-(5ïb4-93a;^4-(2(c4-^b4-(Sa»a, i)=2la«.J-f-{3lû.Z.-h(a(b4-23a)^}74- {5ïrt.c4-(a(b 4-S3a)^ 4-(2lc4-S3b4-ea>
4- {5ïfl./5?4- (2ïb 4-S5a")c4-(2U 4- 25b 4- ea)Z' 4-(3tb 4- S3c + (5b 4-Î)û)^}«, etc. , et , en faisant attention aux emboltemens , on continuera avec la plus
grande facilité autant qu'on voudra.
Ne
Ne négligeons pas d'observer qu'on peut aussi partager ^aae» en ces deux facteurs 2ïa et ^z«, et qu'alors le développement, quoique différent du précédent pour la forme , sera cependant le même pour le fond ; et qu*on trouvera par dérivation
u4 = Ola.^a,
B =z ^a{aC + hoc) -h (Slb + S5a)^a,
C = 2ra(^y + hl^+ coc) -h (2tb + S3a) {aÇ + M -f- (5ïc + S5b + €a)ûr«,
D = ^a(a$ ^ by -t cC + du) -h (3tb + 95a) (ay + ^ê' + r«)
-H (2tc + a5b + <Sa)(â5g' + hcc) -h (2lï) + 95c + gb + S)a)<za6,
etc.
On peut partager ^aacc en facteurs de trois manières , et l'on aura
= ma^".» H- D. (2(aa). p"- ». « -f- p2.(2îa^). p« - 2. « + etc. + p". (9ïa«). «, == 3ra.p''.(^za)+D.(2ïa).p«-'.(^7a) H- p2.(5ïa).p«-^ («a)-Hetc. H-p''.(5la).<z«, == Sfp". (a^2a) -H D.5ï.p«- ». (a^«) + p^. 2(. p« - \ {aûoc) -h etc. -H p". 2l.a^a.
91. Rien n'est plus facile que de calculer un terme quelconque indépendamment des précédons. Donnons-en un exemple.
On demande le 5.^ terme du produit des polynômes ,
2Ï -H 95 -H (S H- etc. , a-hh -+- c-|-etc. , « -h Z» -4- c -4- etc. , a-t- ê'+y H-etc. L'origine est -^ == 5ïa/za, et le 5.* terme sera indiqué par p4. 3ïrta«.
On fait un premier développement, qui donne
^^ = ^laa.s -h T>.{^aa).S H- p2.(3ïaa).y -i- ^^.{^laa).^ -f- p4. (OTa^ï). « ; on calcule présentement , en les faisant dériver les uns des autres , les développemens de d. (2taa) , p^. {^aà) , etc. , ce qui se fait facilement ainsi qu'il suit, D.(5la«) = ^a.b + (2ïb + 95a)^,
p2.(5ïa^) z= 2la. c -f- (Olb + 95rt)^ -+- (Oïc + 95b + (ga)^, p3.(5ïa«)=3(a.^-{-(atb +95a)c4-(2ïc + 95b + ea)^-+- (Oïb +95c + (Sb +3:)(x)<2, p4.(3taa)=5ta.e-i-(2ïb + 95a)^-f- («Kc + 95b + ^a)c-h (9ïb + 95c + (Sb + 25a) ^
-f- («Ue + 95b + ^c 4- 2)b + €a)^.
Ainsi on trouve pour ^^ , tout développé , y^^ == 3Ia«. sH- {îla^» M- (m + ^a>} (ÎH- {5ïac + (2lb H- ^a) ^ -H (5ÏC -H 95b -h ea) ^} y -f- { Oïa^ 4- (2lb -1- ?8a)c + (2tc + 95b H- €a)^ H- (2lb 4- 95c + (5b -f- 25a)«} C
.4- {2ïae 4- (2t& 4- S5«)<^ 4- (2tc 4- 95b -4- ^<i)c -h (5tb -f- 95c 4- Sb 4- î^a)^
te 4- 95ï> 4- (Se 4- 2)b 4- <5a)a}a
te_..
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92. Il suit encore des formules générales des n.°^ 87 , et 88 que pour déduire une dérivée divisée de la dérivée divisée de Tordre immédiatement supérieur, on a la règle suivante.
B. £ G li E.
Pour remonter du développement donné de p". (^a) à celui de'D*-^. {aoc)t rejetez le terme où se trouve u multiplié par la plus haute dérivée divisée de a; changez dans les autres termes chaque dérivée divisée de oc en sa dérivée divisée inverse.
Cette règle , convenablement étendue, s'applique aux dérivées d'un produit composé d'un nombre quelconque de facteurs , comme on peut le voir en examinant sur les cas des n.*'^ 89 et 90 de quelle manière chacune des quantités A ^ B ^ C ^ D , etc. dérive de celle qui la suit.
93. Le cas suivant est remarquable , principalement par les notations auxquelles il conduit : nous prendrons un exemple particulier , car on verra aisément que le procédé est général. Supposons qu'on ait à multiplier entre eux cinq binômes de la forme a -\- ^ , et à ordonner leur produit
{a ■\'x){a' ■\- x){a'' +x)(a''' •\'x){a''' -^ x)^ suivant les puissances de a? ; le résultat aura cette forme
A -{- Bx -\- Cx^ + Dx^ H- Ex^ + Fx^ ^ et l'on sait par la théorie des équations, que A=z ^a'^"^'"^*^, que B , C, Z), E sont respectivement les sommes des produits des cinq quantités a^ a\ a^\ û"' , a^^ , prises quatre à quatre , trois à trois , deux à deux , une à une , et que F =: 1.
D'un autre c6té, A = a a^ a^^ a^^^ a^"* est l'origine des dérivations ; les premières dérivées des quantités simples a ^ «' , ^" , etc. étant égales à l'unité , seront désignées par d<2, hcù , etc. , sans point après le d , et leurs dérivées des ordres supérieurs au premier seront toutes égales à zéro. Donc il faudra aussi désigner les dérivées successives divisées de «aV^^"'^" par D(^z«'«"«"'a'^) , p2(âJa'«"^"'^^'^), etc. sans point après le d. On aura ainsi D {a a^a^^cû^^a}"' ) = la somme des produits des cinq quantités prises quatre à quatre, p2 {aa^a^^a^'^a^" ) = la somme des produits de ces quantités prises trois à trois , ^'^{aa'a"a^"a^"') = la somme des produits de ces quantités prises deux à deux, ç4(^za'a"^"'<îi^) = la somme des cinq quantités,
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De là on conclud en général qu'en exprimant par aa'a"a"^ x». * a*^"^le produit de m quantités différentes , l'expression
ç'"-'^(^a'^"«"'X .... «""') désigne la somme de tous les produits différens de ces m quantités prises r kr: où l'on peut remarquer que le nombre r des quantités qui entrent dans chaque produit , est toujours égal au nombre m de toutes les quantités moins l'indice de D ; car , en supposant cet indice ^= n ^ on a n = m — r, et r = tu — n. Cette expression sert non - seulement à indiquer d'une manière abrégée la somme des produits, mais elle renferme encore la loi du développement, c'est-à-dire , la manière de former tous ces produits.
94. En effet , si par exemple on vouloît calculer immédiatement la somme des produits de cinq quantités prises trois à trois , il faudroit développer p5-3(^z û^'^»^«'^ivj __ D2^^^'^n^n,^,y^^ j7j^ faisaut attention qu'ici p^^, p5^ ,
etc. p2^' , etc. = o , on aura ( n.° 87 )
y^{aa'a"a"'a''') = D{aa'a"a"').Tia'^ -f- ^''{aaWa"').a'''', (1)
mais on a aussi
et -D^aa^a") = aa^i^a" -f- D^aa'ya";
donc D(aa'a"a"') = aa}a"Da}" H- [aa}Ba" -\- (ûDû' + Dcr. û')û"]. a'",
et de là , par dérivation ,
et mettant ces développemens dans la formule ( 1 ) , elle devient
p2(^^'^"^m^iy) == .... (2)
Si à présent l'on met partout dans (2) l'unité à la place de d^, d^ï*, d^", T>a^l' , na" , que nous n'avons conservées sous cette forme que pour faciliter les dérivations ; la formule ( q ) devient la somme de tous les produits de cinq lettres prises trois à trois.
Pour développer p'"-'"(<zû'a"... ^" "*) > on peut partager le produit aa'a"... a** "* en facteurs de différentes manières , ce qui donne des développemens de formes différentes et conduit à des théorèmes sur les combinaisons que nous
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ne pourrions placer ici qu'en nous écartant trop de notre objet principal. Revenons aux polynômes.
gS. Si au lieu des dérivées divisées de au ( n.° 87 ) , on veut avoir une dérivée non divisée, d'un ordre quelconque, d". (â^a) ; il est clair qu'il suffira de multiplier tous les termes de la dérivée divisée du même ordre /z, par 1. Q. 3. . . . /z. Mais , r étant supposé <^ n , puisqu'un terme quelconque de la dérivée divisée p".(^«) est •
il est visible que ce terme , étant multiplié par 1. q. 3 . . . w, devient
où le coefficient numérique devant D^ a. Ti^-^.oc est le même que celui de a^ u^-^ dans le développement de (« + «)". On aura donc, pour la dérivée
non divisée , la formule
n^.iaoc) = a.D".c6-\- nji.a.D"-\oc-\ d^. ^^. D^-^.aH r— d=>. tf.D«-3«
-f- etc. H- 72 D" - ^ ^. D. a -\- d". a. oc , les coëfficiens numériques étant les mêmes que ceux de la puissance 72 du binôme a -|- <z.
On voit de plus , qu'on obtient la même formule pour d". {aoc) , en développant {ce -h ^y , pourvu qu'après le développement on change généralement «'■ en D^^ , 05* en D^a , et a^ en n^.a = a , ce,^ en t)^. ce = oC'
96. Puisqu'un terme quelconque de la dérivée divisée p". (a^«) est
et que, pour avoir la dérivée non divisée d". (a^a), il faut multiplier tous les termes par,i. q.3... 72; le terme précédent multiplié par ce produit sera
OÙ le coefficient numérique est le même que celui du terme a^a^ocP''''' dans le développement de la puissance du trinôme (a 4-<z + a)".
En continuant ces raisonnemens , il est visible qu'on a généralement
X 1.2....^ X 1.2... /' X 1. 2...iX
pour
DESDKRIVATIONS. ^rj
pour le coefficient de dp.û. dî. â!'.D''.^z".D'. ^"'. X .... dans le développement de D». (<ï«'<z"<z'".. . .) , coefficient numérique qui est aussi celui du terme af. ai, d^'. /»'"' X .... de la puissance (/z + a' + <ï" + «'" + etc. ) *.
Puisque l'onr a d'un côté, en regardant a et comme une quantité simple,
T>".{aaet) = 'D\a.ao6 -h /2d«- '.a. D.(^ia) -H d« - 2. a. d=». (û^ «) -+- etc.
+ an», («et); et que, d'un autre côté, on a pour la puissance n du trinôme a -h a -\- ce,
{a + a +«)« = *« (a + a)o + « a«- •(« + «)! H- - — ^ a'»-2(^z + cc)^ -f- etc.
^- ao(^z + «)«; que d'ailleurs, n.°précédent, (^z + ccY développé donne D'.(<2a), en changeant les exposans en signes dérivatifs du même ordre ; il s'ensuit que l'on aura le développement de d". (a^ïa) en développant (a + ^+a)" comme n.° 3i , pourvu qu'après le développement on change les exposans en signes dérivatifs D affectés d'indices égaux à ces exposans , et qu'on ait soin de changer aussi a^, a^ y aP en oo.a, vP.a^ 'oP-oc t c'est-à-dire, en a, ^ï,'«; ou, ce qui revient au même , pourvu qu'on donne trois facteurs à chaque terme , en suppléant à ceux qui manquent par celles des lettres a , « , a dont les dérivées n'entrent pas dans le terme. Ainsi puisque , n.** 3 1 , on a
+ etc. , •4- n.n- 1 n.7i-i.n-2 „ „
on aura aussi D'».(a^za) =
D*.a. «« + 72D"''. a.D. «. « -f- 72D"-». a.D. «. û H- D«-'.ft.2D.tf.D.«
n.n-i n,n- i.n- a ^ r. -|- etc.
Nous venons de faire voir que la correspondance qui existe entre les puissances des trinômes et les dérivées du produit de trois quantités , a lieu par cela même qu'elle a lieu entre les puissances des binômes et les dérivées du produit de deux quantités : de là on conclud , en suivant la même marche , qu'elle a encore lieu entre les puissances du quadrinome et les dérivées du produit de quatre quantités ; et partant , qu'elle a lieu généralement pour un nombre quelconque de termes dans le polynôme d'une part , et de l'autre , pour un môme nombre quelconque de quantités multipliées entre elles.
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Donc on aura le développement de d". (^^z'^ï".... <z*'") en développant (tf H- <ï' + <z" + etc. + a""')" comme n.° 3i , pourvu qu'après le développement on change toutes les puissances en dérivées du même ordre ^ et qu'on donne à chaque terme le même nombre m de facteurs , en suppléant à ceux qui manquent par celles des lettres « , a'^ a" ^ etc. dont les dérivées n'entrent pas dans le terme.
La démonstration que nous venons de donner de ces homologies, nous parolt simple et rigoureuse : notre objet n'étant pas d'en traiter ici , il suffit d'avoir montré comment on y est conduit par notre calcul.
Problème.
gy. On propose de développer le produit de deux fonctions quelconques de polynômes ,
cp(û -^ bx -h cx^ -h dx"^ -h etc.) X -^ (ce -+- C^ -{- yx^ -+- $x^ -f- etc.) , en une série de la forme
^ + Bx + Cx^ H- Dx^ -+- etc.
Première solution. Il suffira de mettre (p a à la place de a et %[/ « à la place de a dans la solution du n.® 86 , et l'on aura par le théorème du n.° 87 , pour le coefficient d'un terme quelconque affecté de x",
^n = ç^-Ccpa-v^a) = (pa.Ç".-4/«5 -f- d. (pa. D«- '.-J/a H- ^^. (pa.■D"-\^lloc ■+•
d3. (pa. pn-s.-»]/» -+- etc. -+- p''.(pa.\|/«.
Rien n'est plus aisé que de développer cette formule, d'après le n." 49 et les règles des n.°^ 3o et 36 , et par conséquent de calculer un terme quelconque du développement indépendamment des autres.
La règle du n.** 88 , jointe à celle du n° 3o , donne le moyen de faire dériver les coëfficiens des termes successifs les uns des autres , et Ion trouve ^ = cp .7 X \)/ a ,
3= (pa X Ta-^oc.C 4- D(p<z. ^ X 4/«,
C = (pax (D\J/a. y -f- p^Cp«. C^) -H ^(p^.b X ï>\|/Q5.ê'-f- (ncp^. c-4- p2(pa. ^2) x \^«,
D = <paX (Dv)ya.^H-p2^a.2gy + p5(p«.€'3) H- T>(pa.l? X (p-^^a-y ~h ^--^oc.C^)
•4- (D(pa.c •+-'g~(pa.b^)XJi'^oc.C-h- (BCpa.d + ^^(pa. QècA- p^(pû- ^^) X A'oi »
etc.
98. S'il s'agit de développer le produit de trois fonctions de polynômes , p^(a-H&a?-hca;2H-etc.) X (p(a4-^^-Hca?2H-etc.) X -^ {oc -h Cx -h yx^-i- etc.);
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on mettra pareillement %rt,(pa,\j;aàla place de a , a, oc respectivement , dans la solution du n.* 89 , et l'on aura
5^«.(pa. p^-J/a + D.(5^a. (pa). p«-ï.\l/« + ^-^{xa.^a).■g''-^.^l>oc -f- etc.
+ P^(%a.(Pû).^^«, où Ton développera n. (^^a. cpfl) , p^- (%<X'iCpû) , etc., comme on vient de développer d. ((pa.\|/a) , ^^.{^a,ylicc)j etc.
On voit ce qu'il y auroit à faire si l'on vouloit développer le produit de quatre ou d'un plus grand nombre de fonctions de polynômes.
Appliquons tout de suite cette solution à un exemple.
• Exemple.
99. Développer le produit des puissances quelconques r et j de deux poly*nomes , ^^ _^ ^^ _^ ^^2 _^ j^3 _^ ^^^^y ^ (^ _|. g-^. _^ ^^2 4. ^^3 _{_ etc. )' ,
en une série de la forme
^ -h Bx -H Cx2 + Dx^ H- etc.
On fera , n.° 97 , (pa = àF et \[/a = «"^ , et l'on aura , pour le coefficient de x^ ,
4- p''-^û^D.a* + p".û'.a% où il n'y a plus qu'à effectuer les dérivations indiquées , au moyen des régies des numéros 3o et 36.
Si on veut déduire les uns des autres les coëfficiens successifs A , B ^ C, JD, etc. , on y parviendra , par les règles des n.**® 88 et 3o , comme il suit. A = a^a^ B = a\scc'-'C -\- ra'- ^b.oc* y
D = ar(soc'-'S H a'-^Qê^y H r-a-'-^C^)
T r. /--i , /'. r-i. r-Q , « it\ , ■4-(/'û''-i Jh oF-'^^hc 4- = r a!-^h^)o(*,
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+ {m'-'a + -: a'-^C'xbd + c2) -+- -^ — ^^- «'"-3 Zb'^c -t- ^^^ — ^M<^4)cg*
et ainsi de suite.
Si l'on veut le développement du produit de trois puissances de polynômes, {<x + \>x ■\- tx^ + etc. )'■ X {a-\- bx '\- cx"^ + etc. )' X (a + tx + «yx^ + etc. )' j on aura A zi=z a''a^o6^, le coefficient du terme affecté de x" sera
A^ = p«.(a''a'a') ^^'ûi^p". a'-i-D.(a''a*). p«-». a'-H-p=^. (a''û')-p''-'*.«'
-f- etc. H" p«. (a'û*). a' , et les coëfficiens développés des premiers termes seront A = a''tz^ ce', B = a'a'.tcc'-^C -f- {a'.sa'-'b H- ra»"-» 6. a')a',
et ainsi de suite , par dérivation.
loô. De la solution du numéro 97 on peut encore déduire deux autres solutions du même problème , où les développemens prennent d'autres formes.
Seconde solution. Si dans la solution du n." 97 on donne un premier développement en b aux quantités jy.(pa y p^.(p<2 , ^^.(pa^ etc. , sans développer D.\|/«, p=^.\p«5, p^.\)>a, etc. J on aura
u4 == cpa X y\^ccy '''
B = cpa X D.\|/a H- ii(pa.b X \)ya ,
C = cpa X p^.\I/a5 + ^(pa.b Xt>,-^c& •+■ (nCpa.'D.b -h -g^(pa.b^) X \l/<», £) = (paxp^.\)/a -h Dtpa. ^X p^'\|/a -H (D(p<2.D. ^ H- p^Cpo. ^2) X D.\j/a
H- (D(pfl. p2. ^ -i- ■^^(pa.-D.b^ H- p3(pa. ^5^ x -vl/a , £ = (pa X p^.\p« "H T>(pa.b X p^'-J^a + (D(|)â:.D. ^ H- p2(pa. ^2) x p^.^^ * 4- (Dcpa. p2. Z> 4- p^(pa.D.^^ -+- pS^pa.Z'S) x D. y^jcc 4- (D(pa. p3.^ -4- p2(p<z,p2.^2 _^ p3(pa.D.^5 _|- p4(pa.M) X -J/a > etc.
Mais ,
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Mais , avec une légère attention , on verra qu'en ordonnant ces développemens suivant (pa, D^a, p^(pa» etc. , on pourra les mettre sous cette forme B = (paXl>'4>X'^D(paXb.ylcc, ■
D =z cpaX ç5. -J/a -f- D(pa X p^. (^.\)/a) -h ^^Ça X D. ^b^.y^cc) 4- p3(^ X h^. \J/» , £ = (prt X p^.Npa H- D(pa X ^^.(b.y\^cc) -4- P^'cpa X p2.(^2.^^)
■4- ^^^pa X D.(A\|>a) -f- d4(Pû X M.\|;t«, etc. ; et , comme il est clair que la loi s'observe dans les termes suivans , on a pour un terme quelconque ^^ ^ ^^ ( ^ ^ ^ ^^ ^ ^
Ça X p''.\I/a-f-Dcp« X p«-^ (^.•4/«)-+-p2(pa X p''-^ (^^.g^^) + pS^p^ X p»-^. ( A-vJ/a)
-4- etc. H- p^-'cpû X D. (^«-».\[;a) -H p"(pa X ^".\|y«. Il est aisé de continuer les développemëns des dérivées indiquées , sur- tout si l'on écrit les termes de cette formule dans un ordre inverse. On remai'que que quand on fait dériver les termes successifs les uns des autres , tout se réduit ici à partager le terme DÇa. b.^ltcc dans l'expression de B , dans les deux facteurs d cpa et ^. \|>a , et d'en agir de même toutes les fois qu'on forme une nouvelle puissance de ^,
loi. Troisième solution. Tâchons actuellement de séparer entièrement des quantités polynomiales les quantités affectées des signes de fonction (p et \[/. A cet effet , donnons un premier développement , en ^, aux quantités d. <pû5 , p2. (p^z, p3. (p^, etc., et un premier développement, en C, aux quantités D'-J/a ï p^'-J/a } p^. \|/« , etc. que l'on auroit par la première solution n.** 97;
et nous aurons
^ = (pa.-^oc, ^ c ^
B =z Ça, D^l^ ce* C -h T>(p a. b.-\l^ ce j * c .c- ^
C = (pa. (D\)/a. D.C + p2\|/a. ê"^) + DÇa. b.D^l^oC'Q
4- {BÇa.D.b 4- p2<p^. ^2). ^^^ D = (pa.{ByJjoc.B^.C 4- p2-v)yQ5.D.C2 _|_ p3^^.^3)
4- B(pa.b.{Dy^x.-D.Ç -h p2^|/t».ë'2) -j- {DÇa.B.b -\-y^(pa. ù^).Dyl/cC'C
4- (D(prt.p2.^ -f^ p2(p«.D.^2 _|_ ^^(pa.b^)yl/cc, E = (p«(D-4/a.p3.g' _j- p2^|ya5.p2.ë'2 ^- etc.) 4- etc.,
etc. Si l'on ordonne chacun de ces développemëns par rapport ^ux puissances et aux produits de C et Z», ils prennent la forme suivante,
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' X ,. . H- p3 (P ^. -vj/ «. ^5,
£=(p^.D4/a.p5.Ç -+-<p^î5.p2'4/<«.p2.^2 -h(p^.p3-v)ya. D. ^3 ^-(p^.p4^|/a. g'4
-j-DÇf^.-vJ/a.p^.^ -f-D^^.D\pa. p^.(^0 -t-D(p<3.p2-vj/a. 0.(^5"-) -4- D(p^ï.p3-J/a5.^g'3
-suite - ^-p2(P^.^^fl;,p^.^2 -+-p2<p«.DT!(/a.D.(Z'2g') -f-p2(p^z.p2^a.^2g'2
et ainsi de suite. Ces développemens sont symétriques , et il est aisé d'en saisir la loi ; car il est visible que , dans les colonnes verticales , les produits des Ç et b suivent la même loi que dans les puissances correspondantes du binôme C ■+- b , et que les indices des d qui affectent \j/a et(pa sont réglés sur les exposans de ^ et de ^.
< On pourroit même , avec un léger changement dans les coëftiGiens numériques , donner aux termes en ê* et ^ les coëfficiens numériques des puissances du binôme S -h h ; car la troisième colonne verticale de E , par exemple , peut aussi s'écrire de cette manière
102, De là il est facile de conclure la formule du terme général, et, en y réunissant celles des n,**^ 97 et 100 , on a ce théorème,
Le coefficient du terme quelconque affecté de a;* dans le développement de (p{a'^i?x^cx^^ etc.) X \Kc»-f-C^H-y^- 4-etc, ), est donné par Tune de ces trois formules
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<P^.ç«. \|;a -H D. (p^. p''-».'4/« -4- p^. (p^z. p«-2, %[/<^ 4- etc. H- p». (p«.\)/a,
IL... -^„ = P"-(<P«-vpa
(P^.p''.-4;a-t-'D(p«.p'»->. (^.\}/«)-f-p2<pâ^.pn-2. (^2.^^) ^ p5(p^. p«-5. (^3.^^)
-+- etc. H- p" <p«. ^".\|/^.
III ^„ = p«.(<pâ!.-4/a) =
H-D<p<2. \j/a. p«-i. ^ -f- D<p^. D\)/a. p''-2. (^ê*) + D<p<2. p2\{/cg. p«-3.(^g'2)
-H p2(p/z. <v)/ctf. pn-2. ^2 ^ p2(p^, D\);a5. p''-^- (^-Ô")
-f- p3 <p «. -vj/ a. p" ' ^. ^^
H- D<pût. p"- ' \f/a. Z» C'* -H etc.
io3. Considérons encore la série que donne la troisième solution. Il est visible, n.° loi , que la règle nécessaire pour déduire un coefficient quelconque de cette série du précédent , comme £ de JD , se réduit à prendre dans chaque colonne verticale de Z) la dérivée divisée des quantités polynomiales exprimées en ^ et ^ , et de prendre de plus dans la dernière colonne la dérivée divisée des quantités en <» , et en outre celle de la dernière quantité en a de cette même colonne.
104. La régularité des expressions du n.** 101 fait connoître comment la loi du développement s'étend à un nombre quelconque de fonctions de polynômes multipliées entre elles : car, si l'on a le produit dé trois fonctions , 5^(a-f-bx-i-ca;2 -{^ etc.) x (p (a -4-6ic-H c^^-f-etc.) X\K«-]- ^«3:?H- V-^^^H-etc), il est facile de voir que dans les colonnes verticales les puissances et les produits des C> ^ j ï> suivront la même loi que dans les puissances du trinôme C-f- ^-f-b , et que les indices des d qui affecteront \pctf, <p^, %«, se régleront sur les exposans de C? ^j b. Si l'on avoit quatre fonctions, les quantités polynomiales suivroient la loi des termes des puissances du quadrinome , et tiinsi de suite.
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io5. Donnons à présent quelques exemples qui reviennent souvent dans
l'analyse.
Exemple I.*^^
On propose de convertir la fraction
a -H bx H- cx^ H- dx^ H- etc.
oc -^ Çx -\- yx^ -H Soc^ H- etc." en une série de cette forme
^ -\- Bx ^ Cx^ -H Dx^ -H etc.
I. On a ^ = <2a-i , d'où l'on déduit , par dérivation ( n.® 97. ) , B = — a.oc-^Ç -\- b.oc-\ C = a{—x-^y ■+- 06-^Q'^) — b.cc-^Ç -+- c.ot'\
£ = «( —oc-^8 + a-3(Qff(ÎH- 72)_^-4 3g>2y _|^ a" 5^^}
-\-b{ — oc-^^-{-oc-'^2Çy — 06-^1^^^) -\- c( — 06-''y + oc-^€^) — d.cc-^C + e.ocr' , et ainsi de suite ; et pour le coefficient du terme quelconque affecté de x" , on aura la formule
^^ z=z ■D".{ac)c-^) == a^^.oc'^ -f- b^'^-Kcc'^ -h c-g^-^.exr^ -4- etc. -f- <7„. «"', qui donne ce théorème. « Le coefficient du terme affecté de x" est formé 55 de la somme des 71 -\- i premiers termes de la puissance — 1 du polynôme »a-+- C -^ y -h ^ -\- etc. multipliés respectivement par les coëfficiens » a^bj c j d j etc. , an du numérateur de la fraction génératrice , écrits dans » l'ordre renversé. » "
IL On peut aussi ordonner les parties suivant les puissances négatives de ce, et on aura ainsi par la seconde solution du problème, n.° 100,
B = oc-Kb — oc-''^^a,
C = ot'.c — cc-^iCb -h ya) -4- a-^.Ç^a,
E = cc-',e —oc-^'iCd +yc -{-^b + g^) -+.«-3 {^^^ + ^Ç(yb+Sa')-hy''a}
— a-HC^b-+-3 C'y a) h- a'^. C^^a , etc. Cette solution coïncide , quant au fond , avec la précédente , mais elle en diffère pour la forme. On trouve pour un terme quelconque
^„=ç«. («->«)==«->. p«.«— «-2. p«-ï. (Ça) + (»-3.ç«-2. (€"2^) — a-4.pn-3. (g'3^) -H etc.
III. Si on veut disposer les parties de termes comme dans le développement du n.° 101 , on aura par dérivation, n.° io3 ,
-j-i cc'^.d ^ 1.^-2.
etc. Cette solution ne diffère des deux précédentes que par l'arrangement des parties, ainsi qu'il est facile de le vérifier. Je supprime la formule pour le terme général, parce quelle se conclud aisément de la loi qui règne dans les termes. . ,
Nous ne nous sommes tant arrêtés à cet exemple que parce que les solutions que nous venons d'en donner renferment une solution du problème : Trouver immédiatement un terme quelconque d'une série récurrente dont on connoit l'échelle de relation ou la fraction génératrice ; ^lution qui a l'avantage de n'exiger aucune décomposition en facteurs , et par conséquent de n'être point arrêtée par les difficultés que présente la résolution des équations des degrés supérieurs. Nous reviendrons sur ce sujet , pour le traiter avec détail.
I"V". Enfin, si on vouloit avoir un des coëfficiens B ^ C, D , etc. en termes récurrens , on mettrolt ^ = aoc' '^ sous cette forme ^oe, := a ^ et l'on auroit , pour l'équation qui donne le coefficient de x«, -^^.{Acc) =B".a, où il suffira de développer le premier membre par le théorème du n.° 87. Si l'on demandoit par exemple le coefficient de x^ , on trouveroit sur-le-champ' l'équation
Ayj -h B^ ■+■ Cs -^ nS -h- Ey -^ FC -h Goc =2 g, d'où il vient pour le coefficient demandé
G = -ig — FC -^ Ey — D^ -- Ce - Bi ^ Jy,).
oc
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ExempleII.
Convertir la fraction
(a -h ^x •+- cx^ -+- dx^ -+■ etc.)'
{oc ^ Qoc -+- yx^ -+- Jx5 -4- etc.)' en une série ordonnée suivant les puissances de x. ;
Le premier terme sera oTar' ; il suffira donc , pour avoir une première solution , de faire s négatif dans l'exemple h." 99. Contentons-nous de donner les expressions du coefficient du terme général affecté de x"j elles sont, en conséquence des trois solutions du problème (n.° 102) ,
H- p«. a', ur ' ,
^ -H etc. -h p" oî- '. Q^a' ,
III. ^n=^^D« '. ç«-'.g' + ^^p2Q5-^p«-2. g'a + etc. h- «'.p»»--'. g*»
-^-Dâ^^a-^p«-^.^ -1- DâJ^Da-^pn-2. (Z/^) -+-etc. +Dâ^'".p''-Ja-'. ^^"-^
H- p2«2''. «-^ p"' 2. ^2 _|« etc. + p2^^p«-2<»-^32^«-a
H- etc.
les développemens ultérieurs des quantités affectées de d s'effectuent sans
difficulté.
ExempleIII.
107. Convertir la fonction algébrique — :—z — ; : en une série descen-
dante de cette forme
H 5H r-H etc
T P . / , , . . . CIX -f- b m . '
La ronction proposée peut s écrire ainsi — ^ — — — ; le premier terme
OCX ~T~ o X "j" y
sera <2a- ». a;- » , donc ^ = ^a" * : de là on tire par dérivation les valeurs de i5, C, Z>, etc. , en se rappelant l'observation du n.® 83 ; et, en faisant attention que ^ et y sont des derniers termes , dont les dérivées sont zéro , la série sera (n.° 100)
cc-^a.x'^ -^{oc'^b — ocr''*Ça)x-^ + \^ cc'^{Çb -{- yd) + oc-'^X^a\x-^
DESDÉRIYATIONS. 87
-H [ec'^i'iÇyb + y2û) — ^-4(e'3^ + 3Ç2ya) ■{- oc'^.C^a)x'^ + etc.
ExempleIV.
Développer suivant les puissances de x l'expression
(a — xy {a — xy{oc — xy On a pour le premier terme -<^ = rt-'"<2''«-*, etDa== — i, d« = — i , Da= — 1 ; ainsi on aura par dérivation
et ainsi de suite. Le coefficient du terme quelconque affecté de x^ est indiqué par p''(a' '■«-'«-') , Da, d«, d« étant = — i , formule qui se développe avec la plus grande facilité.
On peut appliquer ce procédé au cas où le dénominateur auroit un nombre quelconque de facteurs pareils , et l'étendre à celui où les facteurs du dénominateur seroient des puissances de polynômes.
Exemple V.
Développer la fraction
ax"^ -\- bjc^-^ •\- cx*^-^ •\- dx"^-"^ -\- etc. OCX -\- Ç en une série descendante de cette forme
^x"» - » -h ^ x*" - 2 -{- Caj"" - 3 -f- £)a;'« - 4 4- etc. On Si A z=acc-^ , et (n.« 83)^ = d. (^za-'), C='p2. (^^-i) ^ etc., et le coefficient du terme affecté de a:'"-« sera j?»-*. (^ï<«-^ ) , où d. « = ^ et D. Çz= ^2. oc=i o '^ et l'on aura par dérivation , pour les coëffîciens développés des premiers termes, A = aoc-^ ,
B = — â^a-^C -f- Z'«-», C = aoc-^Ç^ — hoc-^Q -4- coî-i , D = — aoc-^Ç'^ -H bot-^C-^ — cx-^C-h dcc-* , etc.
DU CÀIiCUi.
On voit comment au moyen des dérivations on auroit sur-le-champ les termes si le numérateur de la fraction proposé se trou voit divisé par (ocac -^ ^)2, ou en général par {ococ -{- CY , ou par le produit de deux ou de plusieurs facteurs simples ccx-hC^ a-x -^'b , etc. , ou par le produit de plusieurs polynômes. Ainsi le terme affecté de x"^-"-" dans
ajc"^ -{■ boD"*-'^ + cx'"-^ + etc.
{ccx-{-Çy
aura pour coefficient le développement de p". (^za-'"), n.u étant = ^ et
oc
Il se présente ici une" foule d'exemples utiles sur-tout dans la théorie des équations. Mais en voilà assez pour montrer comment les dérivations conduisent d'ordinaire aux résultats demandés , de la manière la plus naturelle et la plus facile , et comment elles les expriment par des formules trèssimples , qu'on emploie ensuite avec le plus grand avantage , soit dans les démonstrations, soit dans des recherches ultérieures.
ExempleVI.
110. Soit X une fonction rationnelle sans diviseur de ^, de cette forme
X= 21^»» -H «S^»-» -f-^a;'»-2 -f- etc. -f- S^"-» -f- ^^'"-"-» -}- Cla;'"-«-^-{- etc. ; ...(i) on demande le coefficient de x*"-» dans la série résultante du développement
de , r-
{a — xy I
En faisant attention que d^ = — i et d^^ï = o , on a
(a — a;)-'" = ^-'"-f-Da-''. X -]--g^a"'.x^ -h Tt^ a.- ''. x^ -\- etc. ; .... (q) donc , en multipliant par cette série la valeur de JC , on trouve
-H etc.
^la"-
Xm _}-«5^-^
x^-i -+^(ia-'
StDrfZ-'-
x^-hi -f-SSB^-»-
-hTiJya"'
-{-dB^a'^
H- etc. ,
-f- etc.
-h etc.
H- etc.
-H etc. ..(3)
Il résulte de là que le coefficient de x'"- " peut être exprimé par ç«. (^z-''.2ï)j pourvu qu'on fasse T>a= — i , et de plus , à cause que la série (i) est descendante tandis que la série (2) est ascendante, pourvu qu'on suppose que p^-'.SI, p"- 2. 2ï , etc. , au lieu de désigner les lettres qui précédent p''. 3ï = S) , désignent celles qui suivent £), savoir ^ , Q, etc. ; ou , ce qui revient au même , pourvu qu'on écrive p»-*-'. 2ï , p« + a. 91 , etc. , au lieu de p«- '. 21. p«- ^ 2Ï , etc.
De
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De cette manière le coefficient de a;'»-" sera ^".{a-f M ) = p«.2ï. «-'■ 4- p« + ». 2(.D^-'' + p«+^2(. p^^-»- -f-p'î+^.gï.pS^-r _f_ etc. =
£).«-'■ + y. m-''-»H-£l«^'^ ^^^-'•-^4- gt. ^'^ ^'^"t '^^^-'"-^ +etc.
On aura pareillement pour le coefficient de a;*" , où n = o , po. («-'-.20= po.5i. ^-r _}_ pi.5ï. D^-'' + p2.2ï. p^a-'' H-p3.2ï.p3âJ-'" -f-etc. Si , X étant la même série que ci-dessus, on demande le coefficient de x'"-«
dans le développement de 7 Vt r-7 : ; 01^ aura , en observant que
^^ (a-œy {a-œy {ec-oc/ ^
Drt, iia\ Dec = — ij et sous les mêmes conditions que ci- dessus ,
pn. (a-''û^-*a-'.2t) = ^".^.d-^a-'cc-* -4- p''-»-».9Ï.D(a-''â^-'a-') + p« + 2.5(.p2(<j-r^-^^-») _|_ etc. , formule dont le développement ultérieur n'a plus de difficulté.
Lagrange a aussi donné pour la solution de cet exemple des formules élégantes , exprimées en différentielles , dans le tome V des Mélanges de Turin, pages 207 et 21g.
IL
Des fonctions quelconques de deux ou de plusieurs polynômes,
111. Comme nous avons à traiter de quantités indépendantes, comprises dans la même expression , dont les unes varient tandis que les autres demeurent constantes ; nous avons besoin de notations qui indiquent ces variations partielles , et nous allons fixer le sens des signes que nous emploîrons à cet usage.
D". (p(^,«), sans virgule à l'indice de d, désigne toujours m dérivations totales^ c'est-à-dire, des dérivations oh. a çx oc varient à la fois, ainsi que leurs dérivées.
d" ' «. (p ( a , a ) , avec une virgule entre les indices de d , désigne des dérivations partielles, savoir m dérivations où a seul et ses dérivées varient, « demeurant constant , et de plus n dérivations où oc seul varie avec ses dérivées.
do» ". cp (a,a), ou simplement d»". (p(«3^, «), indique n dérivations partielles, la seule lettre «, qui dans Ç)(^,«) est après la virgule , variant ainsi que ses dérivées.
D*» ' °. (p ( ûj , a ) , ou D*» ' . (p ( a , « ) , indique ni dérivations par rapport à a seul
et à ses dérivées.
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D*"' ''(p(«,a), sans point après le d, marque, comme n.** ii , que r>/7 — ^
et Da = 1 ; ainsi cette expression dénote la même chose que y\^i<^)
Quant aux dérivées divisées , nous dénoterons par ç*"' ". cp (^ , «) l'expression
^— ^ — '- , et par p'. «. «.0 (a, a, u)\ expression iV <. » > ^^ > o? ;
Q. 3...mx 1.2.3... «' ^ '^ /. ^ i.2../Xi.2..mXi.2..7z
On voit, sans que j'en avertisse, que p»"'. p'«. (p(^z, «) est la même chose
que p*»' ". (p(«, a),et qu'on peut se servir également des deux expressions : nous
préférons la dernière, comme plus simple. Pareillement, D^". p.»»». D"«.(p(a,«, a)
est la même chose que p^'*"» ».<p(a,â^, os) ; les virgules aux indices servant
toujours à distinguer les dérivées partielles tant les unes des autres que des
dérivées totales.
Problème.
1T2. Soit proposée une fonction quelconque de deux polynômes, savoir (p(a -{- bx-hcx^ -4- dœ^ H- etc. , a H- g*^ -f- yx^ -f- Sx^ H- etc.) ; ...(i)
on demande à la développer en une série de la forme A -h- Bœ -\- Cx^ H- £)x3 + etc.
et à calculer immédiatement un terme quelconque du développement.
C'est là le cas général que nous avons promis de traiter , n.° 85 , et qui ne nous paroit pas l'avoir été jusqu'à présent.
Si l'on n*a que la fonction ^{a -\- b x -\- c x^ -\- d x^ -f- etc. , «) où a est constant, son développement ,, par ce qui a été dit dans l'article premier, peut être indiqué de cette manière , •
(p(«,a)-l-p*'.cp(«, e)c).x H-p2».(p(^z,a). a:2H-p3,.(p(«,«). x3-}-etc. , ...(2) où les indices de d sont suivis d'une virgule pour marquer qife dans (p(a^cc) c'est a seul placé avant la virgule qui varie , oc demeurant constant.
Maintenant, si l'on met oc -\- C^ -+■ yx- -+- ^x^ 4- etc. à la place de ce dans les quantités (p{a , oc) , n^ > . (p (a , oc) ^ p2, . (p (« , a) , etc. , elles se développeront d'une manière pareille , savoir , a étant constant et oc variable , Ç)(^ï , a) en (p (a , a) -f- D » ». <p (âj , oî). a: -f- p ' 2. (p (<2 , a). a:2 -t- p . 3. (p (^^ ce), x^ -h etc. ,
D'». cp(/ï, oc) en D»'. <p(û,a) -+- pi''(p(«,«). a; -^ -g^ > ^. (p {a , oc), x^ -+- etc. , pa'.(p(a,a) en p»'.<p(a,«) -+- p^. >.(p(^, «). a; -{- ^^'^.(p{ay06).x^ 4- etc., etc.
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Donc , en mettant ces valeurs dans la formule (2), et en ordonnant suivant les puissances de a:, on aura
Cp(^,a)-f-D''.(p(<Z,û;)
dx^
etc.
etc. , « -H ê'o: -4- «yxa -{- ^x^ -|- etc. ) =
Ç^''.(p(^,a) -h-pi.2. (p(^^flf)l -+-p2,. (p(^j^) , -i-pa.».(p(/z,a)[
Si l'on fait attention à la loi qui règne dans les termes , on en conclura facilement que le coefficient du terme quelconque de la série affecté de x^ pourra s'exprimer par cette formule
P'«.(p(«,a) + p»"»-'.(f)(rt,a) H- p^*'''-^. (pC^,a) + p5,«- 3.^(^^^) ^ etc.
11 3. L'analyse précédente ne donne qu'un commencement de développement ; pour parvenir au développement complet et réduit , tâchons de séparer les quantités polynomiales de celles qui doivent demeurer affectées de la fonction (p.
Faisons, à cet effet, dans la fonction proposée (1) , n.° 112,
if-^cx -{- dx^ -H etc. =p , et g* + yx-\-Soc^ -f-etc. =7r; .... (5)
la fonction proposée deviendra
qu'il s'agit de développer. Or je remarque que dans ce cas p» ^ (p(a, «) devient P' *cp(«, «). 7r*, n.« 3 , que p*"» . (p{a,cc) devient p^ cp {a , a), p'^ , et que p*"» ^ <p(«,a) devient p''''(p(^, a). ^'■77* : ainsi la formule (3) devient
(p{a -h px , ce -\- 7(x) =
(p (â5 , a) H- D' » (P (â^ , a). TT -+-D''Cp(^2,a).yc»
+ p'''(p(«,«).yp^ H-p2.(p(«,a).yo2
-}-p2, ï(p(^,a).yo27r + p3.(p(a,a).^5
-H etc. ..(6)
11 4. A présent, à cause des valeurs de ^ et 77- , on a généralement ^'" = (^ -f- ex + dx^ -H etc. y , Tx'' = (C H- y^ -+- (^^^ -H etc. )S ainsi
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p'^ z=z b' ^ D. è\ X + p2. ^^ x^ -h p^. ^^ ^'^ -H etc. , ;r* = g*' 4- D. 6''.a; -4- p^.g-'.^s >4_ p^.g-^.^S _}_ etc., P'tt' = yC' -^li.il^'C'yx -\- ^^.ib'C').x^ + p3.(^'-C').a;3 -f- etc. Mettant donc les valeurs de p , tt et celles des puissances et des produits de ces quantités dans la formule (6), ordonnant par rapport à x, et mettant, pour abréger, A kla. place de (p(«, «); la formule (6) devient
q)(a -^ b X -h- c x^ -h dx^ -\- etc. , ce -h Sx -\^ yx^ -h $x^ 4-etc.) =
X 4-D.i-^.D.g'+p'=*Xg'2
-HD»'^.D.^-+-p»'»^.^C
a:2 +D.iXp2.g'-4-p,2^.D.C2H-p'3Xg'3x3 H- D»»^.p2.^ + p^ '^.D. (Z'ê') H- p'-^^^-^ê"^
etc.
-HDï»:>^.p3.^ -H p^i^.p2.(Z'0 -f-p''2^.D.(<î'e'2) -|-p'.3^.^g>3
-)-d3.^.D.^3 4-p3,i^. ^3^ H-p4,^. M La loi des termes est facile à saisir ; on en tire la proposition suivante.
Théorème.
ii5. Si l'on a une fonction quelconque de deux polynômes,
(p(a -f- bx H- cx2 -{- etc., a 4- ^o: -H yx^ -4- etc.), le coefficient du terme quelconque affecté de a:" dans le développement est, en mettant ^ au lieu de (p(«, «) ,
P'«. >^-+-p''«-'.^4- p2.«-2.^ -f- p3,n-3. ^ _[_ etc. 4- p»-''». -^ -f- p»». >/ — D,iy^p«-jg'+P'M.D«-^g'2_|_p,3^. p«-3.g'3 +p.4^. p«-4.C4 -l-etC. -f- p.'^.g»» ^-DW^.p"-.'^ 4-p'.M.p''-2(^g') -t_p.,2^.p«-3(^^2) +p''3 J.p«-4(^g'3)_|,etC. -f-p',«-M.^^«. + p2> ^. p«-2. ^2 4-p2,M.p«-3(^2g'^_^p2,2j.p«-4(^2^2) _f_efç .^ça^^.a^^^g»»- + p3,^.pn- 3.^,3 +p3.M.pM(Z.3^)_^gtç _j_p3,».3^^^3g.,.j
+ p4'^.pM. M H-etc.4-p4.«-4^.^4^«-4
-f- etc.
-Hp"'^. ^«i
où
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OÙ D'ï-^, D'»-^, Tt'^A^ D»>'^, d2, y4 , etc. sont la même chose respectivement
àA àA à^A dM d2.4 .,,«,. . ,
que -j — , -7— , T— :; , j— r"» j~t » ^^c- ? et on les ^ et t doivent être considérés ^ ace aa uoc^ aadoc aa-
comme des premiers termes de polynômes.
116. Si on considère la loi des termes de la formule (7), n.° 114, on en voit découler la règle suivante , pour faire dériver un terme quelconque de la série , du terme précédent, c'est-à-dire, g''+^(p(^,«) de p^.cp («,«).
RÈGLE
Le développement de p '. (p ( ^ , « ) étant donné et disposé par colonnes verticales; pour en déduire celui de p" "+" '. (f)(^ , «) , i.° dans chaque colonne faites une nouvelle dérivation totale et divisée sur les quantités polynomiales ,c est-àdire^ composées de b ,^ et des lettres suivantes ; 2.° dans la dernière colonne , prenez de plus dans chaque terme la dérivée divisée suivante de (Pi^fÇf), par rapport à oc seulement, et en outre la dérivée divisée de Cp {a, oc) par rapport à a , mais seulement dans le dernier terme de la dernière colonne, c'est-à-dire , dans la plus haute dérivée de (p{ay oc) partielle par rapport à a,
117. Par cette règle , et en développant les quantités polynomiales par les numéros 3o et 99 , on déduit les uns des autres les coëfficiens des termes de la série , tout développés et réduits , ainsi qu'il suit ,
A=(:p(ajoc)y B==ii'\A.S ~\-i>^'A.bf
C == D'M.y H- p.2^.g'2 Z) =:d.i^. ^+p.3^. Qfy ^p.3^.^5
■+- nhA.c -Hp''M.^ff -i-D»»-4.^-|-p''M.(^y +cÇ) -f-p'.M.^ê'^
-l-pa.^.^% -hp^'^.Q^c H-p2,»A^2^
£=D,ïAs4-p.2^. (qCJ + y2) 4-p,3j.3^2y +p,4^.f4
■+'D''A,e-+--^'''A.{hS+cy + dÇ) -h^^'\4. {h 'X^y-\-cQ'') -+- d»'3^. ^^5 -4-p2,^. (q^^ +c2) -|-p2,M.(^2y_^2^cê')-4-p^'^^.^^^2
•4^ p4> A. ^iîariol iam A a
et ainsi de suite. Il est aisé de continuer aussi loin qu'on voudra. Nous nous sommes servis , pour développer les quantités polynomiales , du procédé de la première solution du problème du n."' 97; on peut aussi y appliquer les procédés de la seconde et de la troisième solution du même problème.
Ï18. Il seroit inutile d'expliquer la manière de calculer un terme quelconque indépendamment des autres , soit en écrivant dans l'ordre inverse les colonnes de la formule générale du théorème précédent , soit en les laissant telles qu'elles se trouvent ; on pourra appliquer aux développemens des quantités polynomiales les règles et les observations du §. III de Fart. I , et les solutions du problème du n.° 97. Après tout ce qui a été dit jusqu'ici, ces développemens n'ont plus de difficulté. Il faut observer que dans toutes les formules précédentes de cet article les ^ et ê* doivent être considérés comme des premiers termes de polynômes, ce qui résulte des analyses des problèmes que nous avons résolus.
Problème.
^^ 119. Soit proposée une fonction quelconque de trois polynômes,
<P (a + bx + ca:2 + etc. , a •\- bx + cx"^ + etc. , a + /3^ + yx^ + etc. ) ; on demande à la développer en une série de la forme A -h Bx H- Cx^ -f- Dx^ ~\- etc.
Si Ton compare la solution que nous venons de donner , n.° ii4> pour une fonction de deux polynômes , avec celle , n.° 21 , pour une fonction d'un
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seul polynôme , on en conclura facilement que les premiers termes du développement demandé seront tels qu'ils suivent , en mettant , pour plus de simplicité , A au lieu de Ç) ( a , a , « ).
De même que dans le développement de la fonction de deux polynômes les quantités polynomiales exprimées en /3 et ^ , n.° 114, suivent la loi des termes des puissances du binôme (^ -+- b ; ici les quantités polynomiales placées dans les lignes verticales et exprimées en /3, b, b , suivent Ja loi des termes des puissances du trinôme /B H- ^ H- b , en supprimant les coëfficiens numériques de ces termes ; et les indices des d qui affectent A sont réglés sur les exposans de /2 , de Z» et de b. De là il s'ensuit que dans la fonction de quatre polynômes les quantités polynomiales suivent la loi des termes des puissances du quadrinome , et ainsi de suite.
Il est facile de conclure de la loi qui régne dans les termes précédens la forme du terme général affecté de x", ainsi que la régie de dérivation pour déduire le coefficient de chaque terme de celui du terme précédent.
120. Si l'on avoit à développer une fonction quelconque de deux autres fonctions de polynômes,
(P { F(^ H- ^x -t- ca;2 -1- etc. ) , f (« -j- /3a; H- yx^ + etc. )} , il suffiroit de faire dans le n." 117, ^ = F^, Z» = d.F<«, c = p2.F^, etc. , 05 = fa , 0 = D.fa , y = p2.fflf, etc. , et de développer ces expressions par la règle du n.o 3o. Ce cas ne présente aucune nouvelle difficulté.
etc.
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§ III
Applications et remarques.
' ÎJTous avpàs réservé pour ce paragraphe quelques observations que nous n'avons pas cru devoir présenter plus tôt, pour ne pas interrompre l'ordre des objets que nous venons de traiter.
\9\. Donnons d'abord des procédés abrégés pour les équations dérivées. Si l'on a une équation entre plusieurs quan|;ités ou fonctions de quantités indépendantes , mêlées ensemble d'une manière quelconque , et qu'on demande à prendre de cette équation, soit l'équation dérivée qui suit immédiatement , soit Téquation dérivée d'un ordre quelconque , il faut , avant de faire les dérivations , avoir soin de tout ramener aux lettres initiales , ce qui introduira des coëfficiens numériques nécessaires pour l'exactitude du résultat. En faisant usage de cette observation , on peut déduire sur-le-champ d'une équation en termes récurrens celle d'où l'on tire le coefficient d'un terme quelconque du développement ; on abrégera ainsi et on étendra en même temps la manière de trouver les termes de la série du développement en termes récurrens , manière dont nous avons donné des applications dans les n.®^ i3 , i5 , 17,18. Eclaircissons la chose par des exemples.
Prenons le cas du n.° 18, où l'on a eu,, pour trouver le second terme de
la série, l'équation „ r> .
^ ccB = m^A ;
supposons qu'on demande en termes récurrens le coefficient du 5.® terme
de la série , affecté de a:4. Il faudra prendre la dérivée troisième de cette
équation, ou déyelopper les deux membres de
Maïs ici on ne peut pas considérer JB et (^ comme des premiers termes de polynômes ; il faut donc tout ramener aux lettres initiales « et ^ , ce qu'on obtient en donnant à l'équation précédente cette forme
Diéveloppaiat à présent par le théorème du n.^Sy, on trouve, à îiausâ que
p3. jj. ^ ;== 4 p4. ^ , ç2. D. ^ = 3 ç3. ^ ^ D.D. ^ = 2 p^. ^ , et ainsi des autres ,
«. 4p4.^ ^- Da. 3p3. ^ _1_ p2. ^. Qp2.^ 4_ pS.^.D. J =
w(D.«.p3.^ 4- 2p2.«.p2.^ ^ S^^cC'D'A •+- 4p4.«.^),
où
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OÙ l'on voit qu'on introduit ainsi les coëffîciens numériques q , 3 , 4 , nécessaires pour l'exactitude du résultat. Si on met à présent au lieu des dérivées indiquées leurs valeurs , on a , en transposant ,
iccE = {m — 3)SD -H (Qm — 2)yC -f- (3w— i)SB -+- ^msA^ de même que n.° 18.
122. On peut abréger le calcul par le procédé suivant. Si dans l'équation proposée il n'entre que des B, h , Ç avec des ^, a, ce; on mettra 1 devant chaque B , byC; ensuite , pour prendre une dérivée quelconque de l'équation, on fera les dérivations à l'ordinaire ; mais toutes les fois qu'on changera une lettre provenant des 1 B , 1 b , 1 5", en celle qui suit immédiatement , on changera aussi son coefficient en l'augmentant de l'unité ; et. s'il faut changer une de ces lettres dans la 2* , 3® , etc. de celles qui la suivent , on augmentera son coefficient de 2 , de 3 , etc. unités respectivement.
Soit pris l'exemple du n.** 106, où l'on a eu -^ = a'^cc''; on en tire B = — a^. s cc'*-^ C -+- ra^'^ h. oc' , et en multipliant par a oc et mettant ^ au lieu de a^ec~'j on a l'équation
accB -h (saC — rbcc)^ = o, laquelle donne le coefficient de œ dans le développement n° 106. Si l'on veut en déduire l'équation qui donne le coefficient de x^ , on écrira
aœ. li? -4- (sa. iC — r. 1 hoc) A = o ; en prenant la dérivée seconde de chaque terme considéré comme origine particulière de dérivation , on trouve sur-le-champ , par le procédé que nous venons d'indiquer et par le n.** 87 , aot.'3D-^{aÇ-\-boc)iC -\-(a^ -\-hÇ-ir'Cot)\B \
-^{sa^^--rxbu)C^\'^''fl-^^'%B^\'^'']^^
^ ' \'—r{\bQ-^'XCoc)S (— r(i^y-f-2cg'-f-3^a)J )
123. Si , outre \qb> A ^ a^ oc et B , /^, 6*, il entre des C, c, «y dans l'équation dont il faut prendre la dérivée d'un ordre quelconque , on mettra 1 devant les ^ , b, g*, et le produit des deux facteurs i. q devant chaque C y c, y^ en conservant cependant l'égalité entre les membres de l'équation ; puis , pour prendre la dérivée de l'ordre n de l'équation , on appliquera à chaque terme les règles du §. I." , article II , en considérant chaque terme comme une origine particulière de dérivation , et toutes les fois qu'on changera une lettre dans
Bb
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une des suivantes, on augmentera chaque facteur numérique qui affecte la lettre d'un nombre d'unités égal à l'indice de la dérivation que l'on effectue sur la lettre , ou , ce qui est la même chose , du nombre qui marque la distance entre la lettre et celle en laquelle on la change.
S'il entroit aussi des D , d, S dans l'équation proposée , on mettroit devant chaque D, d , $ le produit i. 2. 3 , et devant chaque £, e , g le produit 1. 2. 3. 4 , et ainsi des autres.
Prenons pour exemple l'équation du n.° 17; on l'écrira ainsi ig". 1.2C — i.2y. i5 H- (ie')3. ^ = 0: pour en prendre la dérivée troisième, on aura sur-le-champ , par le procédé que nous venons d'indiquer,
— i.2y.4£:-- Q. 3 J.3Z> — 3.4g.QC — 4-5^. li? . .
équation qui donne la valeur de F en termes récurrens.
La démonstration se tire de ce que , l'équation proposée étant mise sous la forme ^ o a o a , / \% a
pour en prendre la dérivée troisième divisée , il faut développer séparément Ç3. {D.a.D2.^}, p3.{D2.a.D.^}, p3.{(D.a)3.^} ;
mais p3. D2. ^ ;:= 4. 5 p5. ^ j d. d. é» = q p^. ^ , p2. r>2. ^ =3.4 p4. A , etc.
Nos règles et nos notations sont très-utiles dans la méthode des coëfficiens indéterminés , où elles servent soit à abréger les calculs , soit à donner des expressions générales ; et l'on sait que la méthode des coëfficiens indéterminés est un des moyens les plus étendus et les plus féconds de l'analyse.
(II
124. Les formules que nous avons trouvées n."^ 93 et 94 , offrent des moyens de soumettre au calcul les combinaisons ordinaires , et de parvenir ainsi facilement à plusieurs théorèmes généraux , dont nous ne donnerons que les suivans, qui sont déjà connus d'ailleurs et que nous ne mettons ici que par forme, d'exemples de notre manière de procéder.
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Puisque, D«, D/ï», etc. na"*" étant = i , on a , n,° 93, p«- a- r (^aa}a>\ . . «*• ■") = pm - 1 - r [ao} a}\ . . ^«-"'). ^« -" -f- pw-3- r [aa}a>\ . . ^z**- '"), et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive au terme en substituant ces valeurs les unes dans les autres , on trouve
pm-i-r(^^i^n... ^M-n), ^m-i _4_ pw-a-'-(^«»^Z"...^zM-'"). ««-11 _^ p'«-3-r(^^i^u...^M.iv), a"*"''
Si l'on désigne généralement par \jn i ^J*" la somme de tous les produits qu'on peut former avec m lettres différentes dont a est la première , en les prenant r à r; la formule précédente peut être traduite dans la suivante , (n.** gS)
[mi<z]'"+' =
[/»- 1 lû]^^z" -'4- [w- 5 !«]''.«''"" -H [w- 3i«y.û*'-'" H- [w-4iay.<ï«-'^ -{-etc.
-H [ri/zy.<z*; ce qui donne cette règle. « Pour déduire de la somme des produits de m » quantités différentes prises r à r , la somme de ces mêmes quantités prises MrH-iàr-i-i; multipliez par la dernière a^ ' ^ tous les produits r à r où » a"-' n'entre pas, ensuite par a^'" tous les produits r à r où n'entre ni » ^'"■' ni «*"", ensuite par a'^-'" tous les produits qui ne contiennent ni » a""* ni à^'" ni ^'^■'", et ainsi de suite jusqu'à ce que vous arriviez au » produit aa^a"... à^'% que vous multiplierez par ûj". w Au moyen de cette règle , en partant de la somme de m quantités , ^ + a' H- «" H- a'" -H etc. -H û^",
on formera successivement tous les produits de ces quantités prises deux à deux, trois à trois, quatre à quatre, etc.
De cette règle on peut aussi conclure l'inverse. « Pour déduire des produits » de 771 quantités prises r -[- i à r -H i tous les produits de ces mêmes quantités » prises rkr; divisez par la dernière /z*"' tous les produits r-H i à r-f- i où » a'^'^ entre ; ensuite divisez par a"* ' " tous les produits r -{- i à r -f- i où » entre a'*'" avec a"*'^; ensuite divisez par a^-^" tous les produits r-\- i k r-f- 1 » où entre a"' '", mais où entrent aussi toutes les lettres suivantes a" " " , ^"^ "' , et
» ainsi de suite jusqu'à ce que vous ayez divisé par /ï"'*"* le produit
125. Partageons le produit de m quantités aa}a". ..a'*-^ en ces deux facteurs a a' a". . . û"" - ' , et a'"^" + • . . . ^"^ - ' , /? étant < m ; et prenons la dérivée çm-r jju produit par le théorème du n.** 78; nous aurons
pw-'-(aa'û".. .^ï**-') =
formule qui se traduit en celle-ci (n.^ 93) ,
[m\aY = [p\ay. [m-p I «'y-P H- [;? 1 ^z];»- '. [m-p 1 a^Y'P + ^ -\- [p 1 à\P-^. [m-p 1 ^z'y-i' 4- 2_{_etc. + [p\aY~'"'^P'^^' [m—p\à']'"—P-'^ H- [yo !«]'■—'»+?. [ttz—/?!^'' ]'»—/'. Cette formule a lieu si r est plus grand que p et en même temps plus grand que m —p; mais si l'on a au contraire p ^ r et m — p ^r, alors , puisque [/? I « f = 1 et [m — pia^Y '= 1 , et qu'il faut rejeter les expressions où l'indice seroit négatif , la formule précédente devient
[m\aY = [p I ày, i^[p\aY-^»[m—p\a''Y-\-[p\ ay—^^. [m —p \ a^Y -^ \p ' cLY—'^\m —p 1 «'JS
-H etc. -f-[yf?i<z]i. [ttx— /^la']''— 1 -t-i.['w— Z?!^"]'", comme il est aisé de le voir , en supposant par exemple dans la formule précédente p z=z r-]- Q.
Outre le théorème (*) que renferment les deux dernières formules, on peut tirer de ces principes différentes autres conséquences, en partageant, par exemple, aa'a'' , . . a**-' en trois ou quatre facteurs, etc.
(in.)
126. Donnons à présent une expression de terme général qui mérite d'être remarquée à cause de sa forme.
Si l'on a le produit
<p{cc-hCJc -^ y,v^ -hSx^ -h- etc.) X (a + bx~]- cx^ + dx^ -h etc. )
( * ) On peut aussi parvenir à ce théorème en considérant une équation du degré m , comme résultant du produit de deux équations, l'une du degré p, l'autre du degré m — p, et en comparant les termes.
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à convertir en une série qui procède suivant les puissances de a;, on aura (n.® loo) pour le coefficient de a?"
(pa.p«.<r -HD(|)a.Ç«-«.(^ât) M- p='(pa.g'»-*. (C^^tf) H- p3(p^.p«-5. (^3^) _|_ etc.
actuelleiîient , on peut transformer les quantités p«-». (g*^), p«-2. (^2^)^ p''-3. (^3^)j etc. , de manière qu'elles soient toutes exprimées en ce et a et que les dérivations indiquées par d soient toutes du même ordre n.
A cet effet, supposons, dans la formule précédente, (pot successivement égale à os, a^, a', «^ , etc. , en observant que p^^ , p^»^^ g4«3 ^ etc. = o , elle nous donnera
1.° p^Ca^z) = «p«.^ + D«. p«-*.(C«), d'où il vient , à cause de d « = 1 , p"-'.(^^) = ^"'{cca) — ap".ûr.
2.° La formule donne en second lieu p«.(a2^z) = <»2p«.^ ^ Q«p'«-i.(g'«) H- i.p«-*.(^2^)5
mettant pour i^"-^.(Ca) sa valeur ci-dessus et transposant, on a
3.° La formule donne , en faisant Çx = ec^, p».(a3<z) = «3p«.^_|_3gg2p«.i.(g»^) -^ 3ap«-2.(^2^) ^ ip''-5.(g'3tf), d'où l'on tire, en mettant pour p"-*.(5'^) et p'-^. (ff^^j leurs valeurs précédentes , p«-5.(g'3^z) =p«.(«3^) ~ 3cei^".iec^a) -h 3«2p«.(^^) _ ec^^.a.
4." En continuant ainsi , on trouvera p«-4.(g'4a) = pn.(Q54«)— 4ap".(a3^)-H6a2p«.(^2^)_^^3p«.(^^)_^^4p «,^^
et en général
p«-^ (C'a) =p«. («'tf)— rap«. («'-» a)-^-'^' ^ a^p». (^r-a^) _ ^'^^"^•^"^ «3p«.(^r.5a)
-j- etc. db ee^"-a.
Si dans cette dernière formule on suppose r = n, elle donne Ç'^a == p".(«"a) — /2ap«. (a«-ï^)H «2p«.(^-2^) — etc. ±: <»«p«.tf.
127. Si présentement on substitue ces valeurs de p'-^. (Ô'^ï), p'»-2.(C^a), etc. dans l'expression (1) ci-dessus, on aura l'expression suivante ,
Ce
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H- p2(pa5. {p«.(a2<<ï) — 2ap«.(«<2) -f- oc^^'^.a]
-4- p3(pa5. ip«.(âi^«) — 3«p''.(a2^) + 3flc2p«.(«^) _ «3p».«j
H- P^^«- {p^-Ca'^^ï) --4«p"-(«^^) + 6a2p«.(^2^) _ 4^3p«.(g^^). _|_ a^p«.<z}
-f- etc
-H p'cpa- {p"- (c/a) — ra p«. (a»- - »^) _|_ " -«^ p^. («' - ^tf) — etc. ±: «r p"- « }
-H etc • • •
H-pn<p«.{p«.(««<ï) — /2«p«.(«"-'^)-l--^ a2p/x.(^n.2^) __etc.z±:a«p«.<ï};
où toutes les dérivations indiquées sont du même ordre n. Si l'on avoit à développer
<p(« >+- Coc -{- yx^ 4- etc.) X \K^ + ^^ 4- ca:2 -i_ etc.), il suffiroit de mettre \|/^ au lieu de^ dans la formule précédente.
128. En faisant a = 1 et h , c, «?, etc. = o, la fonction à développer
deviendroit , « ^ 2 v
(p{cc H- ê^o; 4- yx2 4- Ja;3 4- etc.) ,
ce qui est le cas traité dans l'article l.^^. Faisant donc a = 1 dans l'expression précédente n.o 127, on trouve pour le coefficient de a;»,
p<pa. p«.a if T»
-f. p2<p^. {^«.^2 _ Qap«.a} + p3(Pa. {p".a5 __ 3^p«.^2 _|_ 3^2pn.^} .
-H p4<p«. j p''.a4 — 4«p«.«3 -H 6a2p«.cB2 — 4fi»^P''-«i
-h etc
4- p"<pa.{p". a" — ««p".a"-* H '■ ^«^pn.^-i-a — etc. dz ««''■'p".^}?
où l'on a généralement pour la quantité polynomiale p"-^ë''^ l'expression p».«'' — r« p".»»"-! H- -^ a-p". «'■-2 ~" ' ' a5^p«.«'-3+ etc. =hra'--i p».».
En joignant à la formule que nous venons de trouver celle du n.° 20, et en formant celle qui est indiquée à la fin du n.° yj, on aura trois formules différentes pour développer p". <p« par dérivation.
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ARTICLE TROISIÈME
Développemens des fonctions d'un ou de plusieurs polynômes ordonnés par rapport aux puissances et aux produits de deux ou de plusieurs lettres différentes p en séries ordonnées de la même manière,
129. Nous nommerons , pour abréger , polynômes doubles , ceux qui sont ordonnés suivant les puissances et les produits de deux lettres oc qi y ^ tels que
bx
cx^
dx^
etc.
yy
c'xy
d'xy
etc.
d"xf^ d"'y^
etc.
etc.
etc. ;
nous nommerons
polynômes
triples ceux
: qui sont
ordonnés
par
rapport
aux
puissances et aux produits de trois lettres x, y, z. Nous appellerons aussi séries doubles ^ triples, les séries qui résultent du développement des fonctions de polynômes doubles , triples , et en général toutes les séries qui sont ordonnées suivant les puissances et les produits de deux ou de trois lettres différentes.
er
Des fonctions dun seul polynôme double ou triple.
i3o. Comme nous avons à faire varier les quantités de deux manières , par rapport aux x , et par rapport aux y , nous emploîrons le signe d sans accent pour marquer les dérivations qui se rapportent aux ^ , et le signe d' , avec l'accent , pour marquer celles qui se rapportent aux y. Dans les dérivations indiquées par d , lorsqu'il faut changer une lettre dans la suivante , on lui laissera l'accent ou le nombre d'accens qu'elle avoit ; ainsi on changera Z» en Cj ^' en c'; c" en d^\ etc. Dans les dérivations indiquées par d' , au contraire , lorsqu'il faut changer une lettre dans la suivante , il faut aussi augmenter de l'unité le nombre de ses accens ; ainsi a se changera en V , V en c" , c" en ^"' , etc.
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Lorsque deux signes dd' se suivent, le dernier à gauche affecte toujours tout ce qui vient après lui : ainsi, dans d*". p'". ^^ , p" affecte toute la quantité p'«. ^^. On voit par là que d. p'^. « = d. d'. ^' = d.c" = d" , et qu'en général le coefficient de x'y" dans le polynôme sera désigné par p'».p''».«. Donc
ïi.a==.b ^ p2. « = c, p5. az=zd ^ p4. a = e , etc.
T>'.a = b', T>.T>Ka-=c\ b^.d', a = d' j d^. d'. <ï = e' , etc.
p'2.^ = c", ii.y'^.a = d" , p2.p'2. ^ = e", etc.
^'^.a = d"' , D. p'3.^ = e"', etc.
p'4. <2 = e'^, etc.
Mais, si on regarde b et h' comnxe les premiers termes des polynômes doubles suivans
b -\- ex -h dx^ -f- ex^ -h etc. b' + c'x
-\- c'y 4- d'xjr -I- e'xy- H- etc.
d"y2 _j_ e"xy'^ -f- etc.
-f- e"y5 _j_ etc.
-f- etc. , on aura
T>.b=c,-g^.b=dj p3. ^ = e , etc. D. ^' = c' , p2. Z>' = £?', p3.^' = e', etc.
D'.^=rc', B.jy'.b = d', p2.D'.^=e', d'.^' = c", D.B'.b' = d", p2.D'.^' = e",
Nous faisons cette observation principalement pour que, quand les d et d' affectent des lettres simples , on ne soit pas embarrassé par les coëfficiens numériques indiqués par les c qui se mettent au-dessous des caractéristiques D et d'.
Quand il faut désigner d'une manière générale les coëfiiciens des produits des puissances de ^ et de j^ , nous employons des lettres ou des nombres inférieurs : ainsi , pour désigner le coefficient de x"y dans le polynôme du numéro précédent , nous écrivons am,n ; Tindice inférieur 7n,n indique la {m -^ ny^""' lettce après a dans Tordre alphabétique, et comme l'indice n est précédé de la virgule , il marque que cette lettre est en outre affectée de n accens. De cette manière, p3. p'a.a = «3^3=/"; p^. p'^- ^ = «2,3 =/'";
etc
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p4. p'3.^ = ^^^3 = i'"; ^m,n = p'".p'".u<^, etc. Nous employons les accens pour nous conformer à l'usage reçu.
Phoblèmb.
i3i. Développer une fonction quelconque de polynôme double ,
a -{- bx -\- cx^ H- dx^ -H ex^ -+■ etc.
-\- Vy -H c^xy -H d^x'^y + ^^^Y H" ^^^' J -1- c"r2 H- «/"o^r^ -}- e"a;2v2 _|_ etc. \ , .
^ J -4- £^'"^3 _}_ e"'a;j3 -)_ etc. J
i)'/'^3 _^ £"'a;j3 + etc
E^Vyk _f_ etc.
H- etc. , et calculer un terme quelconque de cette série indépendamment des autres.
La solution de ce problème fait l'objet principal de ce paragraphe ; nous allons y procéder par degrés, et recueillir les théorèmes qui s'offriront sur notre route.
i32. Cherchons d'abord à exprimer en signes de dérivation les coëificiens de la série (2) , sans les développer.
Supposons qu'on ait simplement la fonction
(p{a -{- b'y -h c"y^ -h d"'y^ -^ etc.) ; (3)
elle donnera, par l'article premier et le n.° i3o, pour la série résultante de son développement,
(pa -+- D'»(pa.y -f- -g'^.cpa.y^ -4- :^'^.(pa.y^ -+- etc. ....(4)
Actuellement , si l'on change a en a -h bx -\- cx^ -H dx^ -H etc. , b' en
b' -h c'x -h- d'x^ 4- etc. , c" en c" -H d"x -+- etc. , d'" en d'" + e"'x -H etc. , etc. ;
Dd
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la fonction (3) devient la fonction proposée (i), et (pa ^jJ,<pa^ ^^^,(pa^ etc. dans la série (4) se changent , savoir ,
(pa en (pa + d. (pa. x + p2. (pa. x^ -f- p3. (pa, x^ -\- etc. , d'. cpa en d'. ^a -H d. d'. (pa. x -4- p2, d'. (^a. x^ -f- p3. r>'. ^p^, 3^3 _{_ etc. , p'2. (pa, en p'2. (p^ h- d. p'2. (pa. x ~\- p2. p'2. (pa. x^ -4- p3. p'2. (p^. a;3 _}_ etc. , etc. ; les d sans accent s'étendant à tout ce qui suit jusqu'au point après la lettre a.
Mettant ces expressions dans la série (4), la fonction proposée (1) devient, en ordonnant suivant les puissances et les produits de a; et de ^ , (pa-+-ii.(pa.x H- p». (pa. a;2 -|-p3. (pdt.xS •+■ p4. (pa. a;4 H- etc.
H- d'. (pa.y •+- D. d'. (pa. xy H- p2. d'. (pa. x'^y -H p^. d'. (pa. x^y -\- etc. H- p'2. (pûT.j'a -j-D.p'2. (pa.a:r^ +p2. p'2.(pa. x2j2 _j_etc. 4- p'3. (pa.j5 ^_ D. p'3. (pa. xy^ + etc. -H p'4.(pa.^4 4-etc.
-f-etc.
d'où l'on conclud que le coefficient du terme quelconque affecté de x"*y'^ dans
la série (q) sera exprimé par d*». d'".(Z)û! = — .
^ ^ ^ * c tr ^ 1.2.. w XI. 2...»
i33. On pourroit aussi supposer d'abord que la fonction proposée soit
simplement
(p{a -\- bx ■+- cx^ -f- dx^ -f- etc.),
et , en changeant ensuite a en a -\- b'y -{- c"y^ -\- d"'y^ -+- etc. , ^ en ^ -4- c'j^ -H d'y'^ H- etc. , c en c -i- d'y ^ e"y^ -f- etc. , d en d -\- e'y -{- etc. , etc.*, en raisonnant et procédant d'une manière semblable à ce que nous venons de faire , il est visible qu'on trouveroit , pour la série résultante de la fonction proposée ( 1 ) ,
(pa-i-D.(pa.x 4- p2. <pû. 0:2 -i- -y^. (pa, x^ -\- t>^. (pa. x^ 4- etc.
^j>'.<pa.y -\-ji'.iy.(pa.xy '■hT)'.-g^.(pa.xy •+- ■DK'g^,(pa. x^y -4- etc.
H-p'2.(pa._y2 -[-:^'2,j),(pa.xy^ 4- p'2.p5(P«.x2^2 ^ etc.
p'4.(pa._y4 4-etc
4- etc. , et en général le coefficient de x'"y'^ seroit p'". p*". (pa.
Puisque les deux séries (5) et (6) doivent être égales entre elles pour toutes les valeurs possibles de a: et de ^ , il s'ensuit que les coëfEciens des mêmes puissances et produits de a; et ^^ doivent séparément être égaux entre eux dans les deux séries , et qu'ainsi on a généralement p*". p'". <pa = p'''.D'".(p<2 ; d'où l'on conclud qu'on aura toujours le même résultat final, quel que soit l'ordre dans lequel on fasse sur (pa les dérivations indiquées par d et par d'.
134. Actuellement, pour développer les coëfficiens de la série (5), on pourroit effectuer les dérivations indiquées par d' et d au moyen de la méthode non simplifiée du §. I." de l'article premier , et en suivant l'esprit des règles ordinaires du calcul différentiel; on trouveroit ainsi
D. (^û = ■D(pa.ïy.a, d'. (pa = d (pa. T>'.a ,
p2. (pa = iD.(D.(pa) = Dcpj. p2. û 4- p2(pa. (d. û)2 , T>.D'.(pa = d.(d'.<Pg) = D cp <z. D. d'. <2 -H d2 (p <2. D. a. d'. rt , ^'-.(pa = jd'. (d'. (pa) = D(pa.p'2.a -{- ^^ (p a. (n' . ay ,
p3. (pa = jD. (p2. (pa) = d^Pû. p3. a -4- D^cpa.jD. a.p2.a + p2(p«7. |d. û.d2. a
-H p5(pûr. (d. a)3, et en réduisant, == D(pû. d3. a -f- p2^a. 2D. û. p2. a -4- p3(pa. (d. â!)5, p2.D'. (pa = yD.(d.d'.(Pû) = D(pû!. p2. d'.û! -+- p2(pa.D. û.D. d'. a
+ D2(pa.(fD.c.D.D'.â4-p2.a.D'. û) H-7D3(pa.(D.a)2D'.a, et en réduisant,
= D(pû. p2.D'. û -f- p2(pa. (qd.û.d. d'. a-t- Qp2. a. d'. û) -\- '^^(pa. 3(D.c)2D'.fl,
D. p'2. Ça = D. (p'2. (pa) = D (p a. D. p'2. a -j- d2 (pa. d. a. p'2. c + p- (pa, 2 d'. a. D. d'. a
-f- 3 ]?3(p^,D.^. (d', ^)2 ^ et en réduisant,
= IJ (pa. D. p'2. û 4- p2 (pa. ( Q D. a. p'2. 0-4-20'. a. d. d'. a) + p^Cpc 3 D. c. (D'.a)^
p'3.(pa == ■i-D'.(p'2.(pa) = D(pât.p'5û! 4- D2(pa.i-D'. c. p'2.a -4- p2(pa.j-D'. a.D'2.a
-+- D3(pa. (D'.a)3, et en réduisant, = D(pfl. p'3.a 4- p-(pû. 2d'. a.p'2. a 4- ^^ (p a. (d' . ay ,
et ainsi de suite. Si l'on mettoit à la place des a affectés de signes de dérivation les lettres respectives qu'ils désignent (n.° i3o) , on auroit les premiers termes de la série tout développés. Voyez plus bas, n.° 167.
Mais cette manière de faire les développemens des coëfficiens de la série a l'inconvénient d'exiger des réductions , parce qu'elle fait trouver plusieurs fois des termes composés des mêmes lettres ; elle ne donneroit d'ailleurs
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que par un calcul fort long le développement d'un coefficient quelconque indépendamment des précédens : aussi l'abandonnerons -nous. Nous allons donner deux méthodes qui feront trouver sur-le-champ, et tout réduits, les développemens des coëniciens de la série , soit en déduisant chaque coefficient du précédent , soit en le calculant isolément.
(II
Première solution du problème précédent,
i35. Pour parvenir à trouver sur-le-champ le développement réduit du coefficient d'un terme quelconque de la série indépendamment des autres , ainsi que pour déduire ces coëfficiens les uns des autres d'une manière simple; donnons un premier développement en bel y à l'expression générale D'".p"'.<p<2, afin de séparer par là les quantités polynomiales de celles qui demeurent affectées du signe de fonction <p.
A cet effet , je commence par développer p'". <pa par le théorème du n.° 20 , en faisant attention que i>\a == b\ et j'ai
IXpa. p'»-'.^' -4- pa<pû.p'«-2. ^'2 _|_ p3^û.p'«-3. ^'3 -j- etc. H- p""» (p<2. d'.^'«- »
Maintenant, pour avoir pf.p'«. (pâ, je prends la dérivée p'» de chaque terme de la formule précédente , ce qui donne
p'".(D^Û!.p'«-».^') -î- p'«.(p2<pûr.p'«-2.^'2) _|_ p'«.(p3(pû!.p'''-3.^'3) -+- etc.
dans cette formule p*" affecte toutes les quantités , a aussi bien que ^' , et a aura b pour dérivée relative aux d sans accent.
On développera en b chaque terme de la formule précédente , au moyen du théorème qu'offre la formule générale du n.** 100 , et l'on aura
-h p2^a.p'».p'«-2.^'2 -f-Dp2(pa. p'«-'.(^p'«-2. ^'2) ^p2p2(p^. pm-a. (^2p'«.2.^'2) _|_ gtC.
H- p'^p^ (pa. b'" p'» - 2. b'^ H-p^Cpâ.
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-HP^Cp^- Ç'".p'«-3.^'5-4-Dp3(p^.p'»-^ C^p'«-3.^'3) + p2p3;p^.p«-3. (^2p'H-3.^'5)_4_ etc.
-H etc ;.........
-{-p«-2(p^.p«.p'2.^'«-> _}_ etc. -t- p^-apn-^ip^ï. p2.(^m.2.p'2.^'/i-a)
-j-, pw-ipn-a (p^. D. (^«-ï p'2.^'«-2)_|_ p'«pn-2(p^. ^«p'a. ^'«-2
-f. p«-^(p^Z. P^.d'. ^'«-» H- etc. -f- p'»-2p«-i(p^.p2.(^»»-aD'.^'«-i)
+ p«<p^.p'». ^'« + etc. -4-p'»-2p«(pa.p2.C^'»-^^'") + p'»-ip«(p^.D.(^'»-^^''')
On ordonnera cette formule par rapport aux indices des d sans point qui affectent <p^, en mettant ensemble tous les termes où les indices de ces d font la même somme , et l'on aura la proposition suivante.
Théorème.
i36. Le coefficient du terme quelconque affecté de x^y^ dans le dévelop- > *
pement d'une fonction quelconque de polynôme double peut s'exprimer par
la formule suivante ,
p«.p'''.(|)Yi = (lo)
D^p^.p*. p'«-'.^' + p^^^.p"». p^«-«. ¥^ + p^cp^. p". p'^""^- ^'^ -t- p^<P^. p*". p'"-4. 3'4
H-DD(p<Z.p'"-».(^p''*-^^') -HDp2(pâJ.p«-l.(^p'«-2.^'2) +Dp3(p^Z.p«-i.(^p'n-3.^'3)
4-Dp4(ptf. p'»-i,(^p'''-4.^'4) . +p'»-3pn-i(p^2!. p5.(^'»-3D'.^'«-»)
-|-p2p3(p«.p'n-2.(^2p'n-3.^'3) -4- etc. . -h etc. H-p'«-2p«-2<p«.p2.(^'»-2.p'2.^'«-2)
-f- p3p2(p^.pm-3.(^3p'n-2.^'2) ^ p'»-ïpn -3(p^.I).(^«-lp'3.^'fl- 3)
D4D(pa. p'«-4. (Mp'«-^^') -f- p'«p''-4cptf.^'»p
-H p"-3p"(pa.p3. (^OT-S^'n) -f-p'»-2pn(p^.p2.(^m-3^'«) H-p'»-»p"(p^.D.(^'"-'^'«)H-p'"p«(ptf.^'»»^^Jl
4-p'"-2D«-i(P^.D2.(^'n-2D'.^'«-*) +P'»'P«-»^Û.D.(^'"-'d'.^'''-*) -Hp'"p"-*^«.^'"D'.^''»-* _^p/n-ipn-2^^.D.(^m-ip'2.^'/i-2) -|- p»» pn- 2(pâ^. 3'»p'2. ^'«-8
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iSy. Puisqu'on a généralement
'(pa
^^^ i.2....rXi.2...J ^ ^ 1.2.3.... (r+i)'
on en conclud
cîî>' 1. 2. 3...J *^ 1. 2. 3....r ^ ^
et comme il est indifférent quel facteur du produit on multiplie par le coëf-
ficient numérique ^ 5 — y qu on peut même , sans rien changer
au résultat , mettre ce coefficient sous le signe d , à cause qu'il demeure constant dans les dérivations ; il est clair qu'on a
ç' p»" (pa. pw — •». {b* p'« - '. b'*") = p»"-»- * (pa.
!p»i — j(^pf*Kr, ^Vj^
ou bien encore . . . . = i^'+'(pa. p'«-'. / ^ 3 ^ ^^p^"-^ b'r L
^ (r+^Xr+i— 1)... (.ç+i) . , -en ' ^
On remarquera que 5 — ^ est aussi le coemcient qui
affecte b'b'"^ dans le développement de la puissance du binôme (b -\- b'y-^*^ et qu'ainsi on peut toujours former ces coëfficiens numériques d'après les exposans de b et de b' , ou , ce qui revient au même , d'après les dimensions des lettres sans accent et celles des lettres accentuées.
Ainsi on peut donner à la formule du n.° précédent la forme qui suit
p'».p'".(ptf. = "^ ....(11)
-Sp^-a.^^ap'a-i.^'^
D<Pfl.p'«.p'''-».^' -Hp2(pû5.
p». p'« - 4. 6'4 -f-4p'»-'.(ÔD'«-3.6'3)
etc.... H-p^+^-^cpa.
Ail) ^ ^ (m+/^-g)...(m
^ 1.2.3...(Ai-2)
-f- p««4-«— I (pa.
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mais la formule (lo) du n.° i36 donne des expressions réduites plus simples.
i38. Avant de chercher la règle pour développer les quantités polynomiales, cherchons la loi de formation de la formule ( i o ).
Si l'on examine comment les termes des séries ( g ) sont ordonnés dans la formule ( i o ) , on en voit résulter la loi de formation suivante.
Pour déduire d'une colonne verticale quelconque de la formule (lo) la colonne suivante , on fait varier a de ^' , dans tous les termes de la colonne donnée , et de plus a à^ h dans le dernier de ces termes seulement ; et l'on prend chaque fois la dérivée divisée suivante. En faisant varier a de h\ les exposans de V augmentent de l'unité , les indices de d' diminuent de l'unité, et les V se mettent sous les signes d et d'. En faisant varier « de Z» , l'exposant de h augmente de l'unité , l'indice de d diminue de l'unité , les h ne se mettent que sous le signe d. On rejette les termes où les indices de d' ou de d deviendroient négatifs. L'exposant de h ne peut pas devenir plus grand que 77Z , ni celui de U plus grand que n.
Les indices des d sans point , qui affectent (pa , sont toujours les mêmes que les exposans de b et de V dans le terme.
On peut ainsi former sur-le-champ le coefficient d'un terme quelconque de la série , exprimé en h et ^', en commençant par le terme Ti(pa. p*". p'«-^^'. Si l'on demandoit , par exemple , le coefficient de cc^y^ ; le premier terme seroit D^^. p4. p'2. ^' , et l'on trouveroit, en observant la loi de formation que nous venons d'exposer, l'expression suivante.
p4.p'3.cp^ï =
Ti(pa. p4. p'2. y -f. p2 (pa. p4. d'. V^ -f- p^Cp^« P'^- ^'' H- i>p'<p^. p^. (hV^)
-H Ti\i(pa. p3. (^p'2. V) -f- TiB^(pa. p3. (^d'.^'^) _|_p2p2^^.p2.(^2.u-'.^'2)
-hp^D<pû5.p2.(^2ç'2.^') -l-p^Dcp^.D. (^^p'2. b')
-f- p2p3(p^. p2. {b^b'^) -f- p^p^cp^. D. {0b'^) -h p^g^ cpû^' ^^ ^'^. •4- p5p^(p«. D. {b^D'.b'^) •+- p4p2^^^ b^^',b'^ ■+-p4D(pa. Mp'2. ^'
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iSg. Si l'on veut avoir la loi de formation en commençant par le terme p'"p''<p<j.^'"Z>'", pour en déduire successivement et en rétrogradant toutes les colonnes précédentes; il suffit de faire précisément l'inverse du procédé que nous venons de suivre ; c'est-à-dire , qu'une colonne quelconque étant donnée , on fera varier a de b dans chaque terme de cette colonne , puis encore a de h' dans le dernier terme seulement , et l'on prendra chaque fois la dérivée divisée inverse. En faisant ainsi varier a de b, les exposans de b diminuent , les indices de d augmentent de l'unité , et le signe d affecte ^ , jy' et h' ; et en faisant varier ^ de ^' , l'exposant de b' diminue , l'indice de d' augmente de l'unité , et le signe d' n'affecte que les b'. On rejette les termes où l'exposant de b ou de b' deviendroit négatif : ceux où b' précédé du signe d' auroit zéro pour exposant, disparoissent d'eux-mêmes, parce que p'^^'o = p''■. i =zo.
Les indices des d sans point qui affectent (pa et les diviseurs numériques indiqués par le c au-dessous de ces d, se règlent toujours sur les puissances des b et b' qui suivent dans le terme.
On peut de cette manière former le développement précédent de p4.p'3.(p^ ^ en commençant par le terme p4p3^^.MZ»'3 et rétrogradant.
Dans les formules (lo) et(i i) b et b' sont des premiers termes de polynômes.
140. Si l'on veut calculer à présent le développement réduit d'un coefficient quelconque de la série indépendamment des autres , les règles pour exécuter ce calcul découlent naturellement des lois que nous venons de trouver.
En effet, la loi du n.° i38, combinée avec la règle du n.° 47, donne la première de ces règles, et la loi du n.® iSg, combinée avec la règle dun.° 43 , en donne la seconde. Nous nous bornerons à énoncer cette dernière , qui est la plus facile à pratiquer et qui suffit dans tous les cas.
Mais auparavant il est bon d'avertir, pour éviter toute équivoque à l'avenir, que nous appellerons tenue de coefficient ce que nous venons de nommer colonne verticale de la formule ( 10) , c'est-à-dire, l'assemblage des quantités dans lesquelles les indices des d sans point qui affectent (pa forment la même somme ; et parties de terme , les quantités appartenantes au même terme où les puissances de b et b' , ou bien les dimensions des produits des lettres qui proviennent de ces puissances , sont différentes. Ainsi l'expression p3(p^.p4.^'3 -f-Dp2<p^. p3.(^D'.è'2) -}-p2D(p«. p2.(^2p'2.^') est un terme de coefficient, et chacun des trois termes de cette expression est une partie de terme.
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i4i. Observons encore à l'égard des quantités polynomiales , que quand on en prend les développemens réduits, chaque puissance de b^ n.° i36, donne des produits des lettres b , c, d, etc. sans accent, d'un même nombre de dimensions, égal à l'exposant de^, et que chaque puissance de V donne des produits de lettres accentuées et même différemment accentuées , tous d'un même nombre de dimensions, égal. à l'exposant de V. De plus, puisque les D sans accent affectent toutes les quantités polynomiales tant accentuées que non accentuées , il est aisé de voir que , quand on fait une dérivation D sur ces quantités , il faut regarder comme dépendantes les unes des autres les lettres qui portent le même nombre d'accens , ou celles qui n'en portent point , et comme indépendantes les unes des autres les lettres différemment .accentuées ; et que quand on fait une dérivation d' , il faut regarder comme dépendantes les unes des autres les lettres accentuées , même celles qui portent un nombre différent d'accens.
Après cela, voici la règle pour trouver sur-le-champ le développement réduit de p™. p'". <p«, en commençant par le terme p'"p'''<pâ!. ^"Z»'", c'est-àdire pour calculer le coefficient d'un terme quelconque de la série indépendamment des autres.
RÈGLE
142. Un terme quelconque développé et réduit du coefficient p*". p'». (^a de x^yn èi;ant donné , pour en déduire le ternie suivant , en remontant dans la formule du n.° i36 ;
1.° Diminuez de l'unité les puissances de b ^ en rejetant les produits qui ne contiennent pas b, et faisant sur les coëfficiens numériques les changemens qu'entraîne cette diminution des exposans de b ; prenez la dérivée suivante divisée d de toutes les quantités ainsi préparées , tant accentuées que non accentuées ^ et cela dans toutes les parties du terme donné.
2.0 Dans la seule partie du terme donné oit b a V exposant le plus grand , et où cette puissance de b n'a point subi de dérivation , diminuez encore les puissances de V de l'unité, en rejetant les quantités sans b\ et en faisant sur les coëfficiens numériques les changemens convenables; et faites une dérivation divisée d' , mais seulement sur les quantités accentuées.
En effectuant les dérivations d , il faut regarder comme dépendantes les unes des autres les lettres sans açcens et celles qui ont le même nombre d'accens f et comme indépendantes tes unes des autres les lettres différemment
Ff ■■^'^•'î-'
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accentuées ; et quand on fait les dérivations d', il faut regarder' les quantités accentuées , même celles qui portent des accens dijférens , comme dépendantes les unes des autres.
Les indices de d qui affectent (pa, et les coêfficiens num,ériques qui en proviennent , se règlent sur les dimensions respectives des quantités poly^ nomiales accentuées et non accentuées.
Quant à l'opération qu'il faut faire pour changer les coêfficiens numériques en conséquence de la diminution de l'exposant de b ou de celui de V , elle se réduit , en conformité de ce qui a été dit dans la règle du n.° 48 , à multiplier par l'exposant avant la diminution , et à diviser par les dimensions que forment avant la diminution les lettres non accentuées si c'est l'exposant de b qu'on diminue , ou toutes les lettres accentuées si l'on diminue l'exposant de V,
143. Proposons pour exemple de calculer immédiatement le coefficient de x'^y'^. Le terme par lequel il faudra commencer est p^çS^p^. M^'3 j de là on déduira sur-le-champ tous les autres par le procédé de la règle, comme on les voit ici.
+ p4p2(pûr. ^4. Q^'c" -hp2p3^^. {^2^3^'2^' ^ Sb'c'^)
-h p3p2^^. ^b^ç^2b'd" 4- Q-c'c") ~\-:^^D(pa.b^d"'
•4- Dp3(p«. {b{3b'2e' -h 3b'2c'd' - -\-^2^^(pa.\b^(2b'e" -+- 7c'd" -f -h^^BCpa. {b^e'" + 3b^c,d"'}
bd
. 2d'e" ' de'" 4- ed'"}
hc(2b'e"-^2c'd"-h2d'c") i-diQb'd" 4- 3c'c") 4- e2b'c"\
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Nous avons mis des lignes verticales devant les parties du coefficient qui forment ensemble un même terme.
i44' On a vu dans les développemens des fonctions de polynômes simples, que , dès qu'on a un coefficient du développement réduit , il est plus facile d'en déduire les suivans que de calculer isolément chacun de ces coëfficiens. La même chose a lieu pour les fonctions de polynômes doubles ; et nous allons nous occuper de la recherche des règles nécessaires pour atteindre ce but : mais nous observerons auparavant, en jetant les yeux sur la série (q) du n.** i3 1, que dans les fonctions de polynômes doubles il y a différentes manières de déduire les uns des autres ces termes ou leurs coëfûciens ; entre lesquelles il y en a trois principales , savoir : c
1.° On peut déduire les uns des autres les termes qui se succèdent dans la même ligne horizontale, formule (2) du n.** i3i ; par exemple, de C'j^ on peut déduire Z)"a>^*, E"œ^jy^j, F"x^y^, etc. : ici la puissance dey demeure la même , et celles de œ suivent les nombres naturels.
2..° On peut déduire les uns des autres les termes qui se succèdent dans la même ligne oblique, inclinée d'un angle demi-droit sur l'horizontale, dans la formule (q) du n.** i3i ; de Cx^, par exemple , on peut déduire D^x^y, E^x^y^^ F"'x^y^^ etc. : ici la puissance de x demeure la même, et celles de^ vont en augmentant.
5.** On peut déduire les uns des autres les termes qui se succèdent dans la même ligne verticale; de Dx^ ^ par exemple, on peut déduire D'x^y D"xy'^^ D"'y^ : ici x et y forment toujours le même nombre de dimensions, mais à chaque terme un x se change en y.
La première et la seconde de ces trois manières ne sont pas essentiellement différentes ; nous commencerons donc par exposer la première , nous dirons un mot de la seconde , et nous donnerons ensuite une méthode facile pour la troisième.
Formons d'abord les développemens en h et h' des premiers termes de la série demandée : leur ensemble formera un tableau sur lequeî^on lira les lois de dérivation qui lient les coëfficiens des différens termes les uns aux autres.
145. Pour former ces développemens en b et h' , il suffit de faire dans la formule du théorème précédent, n.° i36 , successivement et par ordre,
7» = o, 1,3,3,4,5, etc. ,
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et de faire aussi , pour chacune de ces valeurs de fn , successivement j
7z = o, 1, Q, 3, 4, 5, etc. ,
en rejetant dans la formule générale tous les termes où les indices de d ou ceux de d' , et les exposans de b ou de ^ , deviennent négatifs ; ou bien on suivra les lois indiquées dans les n/^ i38 ou i3g. On trouvera ainsi pour les premiers termes du développement ceux qui suivent :
Xpa -\-j)(pa.b.x -h i}(pa.D.b -{-■^^(pa.b^
ji(pa.b'.y -\- D(pa.T).b' -l- j}j}(pa»bb'
x^ -h ^(pa. Ti'^.b -\- J)'^(pa.b'^
xy H- D<p«.p2.^' -l-»D(p«.D.(^^')
j^2 -f_ DÇa.B.j}' .b' -h ■D^<pa.-D.b'^ H- i>jy(pa.bB'.b' -i-j)^^(pa.bb'^
D(pa.-D'^.b' ^^(pa.n'.b'^
x^jy H- D(p<2. D^. ^'
H- ■Diy(pa,^^.(bb') -h^^-D(pa.D.{b^b') -hy^ii(pa.b^b'
xy2 _}_ B(pa.:g\D' .b'
-i-DD(p«.D.(Z'D'.Z>')
+ j)B'^(pa.j).{bb'^) -h- ^^j)(pa.b^j}'.b' H-p2p2<pa.^aZ>'^
jy/'S -}- B(pa. D. p'2. Z»' H-p2(p^. d.d'. Z>'2
- B'^^Cpa.biy'.b'^
- D^^Ça.bb'^
-+- D:pa.^'^,b' H- p2<pâ!.p'2.^'a
H- etc.
-h etc.
xv^
ry.
etc.
H- etc.
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146. On remarque d'abord sur le tableau précédent , que nous aurions étendu davantage si l'espace l'avoit permis, que les coëfficiens des puissances de X sans y , aussi bien que ceux des puissances de y sans x , se déduisent les uns des autres par la règle du n.** 24. Il ne faut donc pas de règle particulière pour calculer ces coéfFiciens.
Quant aux autres coëfficiens , ne considérons -les que comme se suivant dans les mêmes lignes horizontales ; c'est - à - dire , en commençant par un terme affecté de y sans x , examinons la loi suivant laquelle se déduisent les uns des autres les coëfficiens des termes où la puissance de y demeure la même et où celles de x vont en augmentant.
Avec un peu d'attention on trouve la loi de dérivation qui suit.
Un coefficient quelconque étant donné , pour avoir le suivant appartenant à une puissance de x plus haute de l'unité ;
1.° Faites une dérivation divisée d sur les quantités polynomiales de chaque partie de terme du coefficient donné, cette dérivation affectant h^ aussi bien que h,
2..° Dans la dernière partie de chaque terme du coefficient donné , c'est-àdire dans celle où la quantité polynomiale n'est pas affectée de d sans accent, et où l'exposant de b est le plus grand ( cet exposant peut même être zéro ) , changez un facteur b' en b et faites une dérivation divisée d' , mais seulement sur la puissance restante de â', à l'exclusion de b; vous formerez ainsi la partie nouvelle que donne la dernière partie de chaque terme du coefficient donné.
Pour que cette partie nouvelle ait lieu , il faut que dans la dernière partie qui doit la donner , b' soit au moins à la deuxième puissance ; car si b' n'étoit qu'à la première puissance , en effaçant le facteur b' , on auroit à prendre la dérivée d' de l'unité ; or cette dérivée est zéro j donc dans ce cas il n'y a point de partie nouvelle.
3.° Enfin, quand on aura fait les deux opérations précédentes sur chacun des termes du coefficient donné , il faut encore, dans le dernier terme , faire varier ^ de ^ et prendre la dérivée divisée, ce qui donnera un terme nouveau.
Tant que les puissances de b et de b' ne changent pas , on laisse tels qu'ils sont les indices des d sans point qui affectent (pa; mais lorsque dans le cours de l'opération un b' se change en ^ , il faut changer aussi les indices de ces mêmes d.
Si on vouloit une démonstration rigoureuse de cette loi , on n'auroit qu'à mettre m -4- 1 au lieu de m dans la formule (10) n.® i36 , et comparer entre elles les deux formules. r^
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147. Au moyen de cette loi on peut continuer la série du n.* 145 aussi loin qu'on voudra, sans avoir besoin de recourir à la formule du n.** i36 ou aux lois des n.°^ i38 ou i3g.
Du terme affecté de y^ , par exemple ,
on déduira ainsi ceux affectés de xy^ , x^y^ , x^j^ , etc. , tels que les voici :
-t- B^(pa. D. b'^
n^{pa.^\T>'.b'^ VD(pa.D.{b^''^.b')
• VB^(pa.D.(bT>'.b'^) •p2D(p<^.ô2p'2. ô'
■■D-g'^(pa.D,(bb'^)
■p2p2(pd;. ^2d'. ^.'2
etc.
a:ji> -f-D^p^r. p2.p'2. ^ a;2j3 -1-D(p«.p3. p'2. ^'
-+- p2(p^. p3. d'. è'2 -f-DD(pû!. p2. (Z>p'2.ô')
-H Dp2(pâ5.p2.(^D'.3'2} -f-p2D(P^.D.(^2g'2.ô')
-H dd3(P^. p2. (bb'^)
-H-p^Dcpa. b^'g'^.b'
-hp^p^CpâJ.D. (Ô2^'3)
148. Si l'on applique maintenant aux formules des n.°^ 145 et 147, et à la loi du n.° 146 , les observations du n.° 141 sur les développemens réduits des quantités polynomiales , on arrive facilement à la règle suivante.
RÈGLE
Le développement réduit de p^.p'". ^a. étant donné, pour en déduire celui ^e p'«4-i.p"».(pa;
1." Dans chaque terme du coefficient donné , prenez la dérivée divisée D des quantités polynomiales de chaque partie de terme.
2.° Dans la dernière partie du tenue oit b non accentué a le plus grand
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exposant, et ri est point suivi d'autres lettres non-accentuées ( V exposant de h peut même être zéro, ce qui a lieu dans les coëfficiens des y sans x), diminuez en outre les puissances de b^ de l'unité dans tous les produits qui contiennent V , en rejetant les produits qui ne contiennent pas V , et augmentez de l'unité l'exposant de h : faites en même temps sur les coëfficiens numériques les changemens qu entraine ce changement d'un facteur V en b. Après cette préparation , faites une dérivation divisée d' , mais seulement sur les quantités polynomiales accentuées,
3.° Enfin, dans le dernier terme du coefficient donné ^^.^^'^.(^a , faites de plus une dérivation divisée d en faisant uarier a de b dans (pa.
Quant aux VK^a, '^-(pa , BTf(pa , etc. , les indices des D qui affectent (pa, et les dénominateurs numériques qui y répondent , se règlent toujours sur les dimensions respectives de toutes les lettres non accentuées et de toutes les lettres accentuées.
Nous venons de dire , dans la 2.* partie de la règle , qu'il faut faire sur les coëfficiens numériques le changement qu'entraînent la diminution de l'unité qu'on fait sur Texposant de V et l'augmentation de l'exposant de b. Ce changement se réduit à multiplier simplement , par l'exposant de V non diminué , chaque produit où se fait cette diminution , et à diviser par le nombre des dimensions de toutes les lettres accentuées avant la diminution.
En conformité des régies des n.*** 43 et 47 , on devroit i.** faire l'opération que nous venons de prescrire, et 2.^, comnie on augmente l'exposant de b^ on devroit aussi diviser par l'exposant de b augmenté et multiplier par le nombre des dimensions des lettres non accentuées , y compris celles de b après l'augmentation. Mais , comme la puissance de b qu'on augmente n'est jamais affectée de d dans la partie où se fait le changement d'un ^' en ô, et partant que b n'y est suivi d'aucune lettre non accentuée , la division et la multiplication se feroient par un même r ombre et s'entre - détruiroient. Ainsi toute la préparation se réduit au procédé que nous venons d'indiquer,
En suivant la règle, on déduira sur-le-champ du terme
TtCpa.é^ '^•g^(pa.{2b'd"' -i-c"^] -h^^Cpa.Sb'^c" -H y^Ça. b'^
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par exemple , terme que l'on peut toujours calculer par les règles du §. II ou du §. III de l'article premier , on déduira , dis-je , les développemens réduits des termes suivans affectés de xy^ , x^yà , a;3j4 , etc. , comme on les voit ioi.
j)(pa.f^ xy^
- Dp2(p^. b{2b'd"' -+- c"^)
- Dp^cp^. bSb'^c"
- Dd4<P^z. èè'4
y^(pa.[3b'^e" 4- 6^'c'J" 4- 3(qW H- c'^)^"} Dp2(p^. ji(<26'e'" 4- 2c'^'" H- 2c"^") 4- c(a6'^'"4-c p2D(p^. ô^e'^
- Dp3(p^. {3(3^/2^" 4- e^c'c'O 4- c36'2c" } ; 4- p^p^^p^. b^(2b'd"f 4- c"2)
- Dp4(p^.{è4è/3c/ 4, cè'4j
- ^^D^(pa.b^3b'^c'*
- p2p4<ptf. è2ô'4
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+ ^'(pa.{2b<g"' + Qc'/"' + 2d'e"' + 2e'd>" H- qc"/" + '2d"e"} -+- DDcpa. { %'^ H- c/'^ + de'^\
+ .p3ça. { Sb'^f" -H 66'c'e" + SCQè'^' H- c'2) ^" H- 3(q W -h 2c'd') c"} H- p2D(pfl.JA2yv^ ^-. <2bce'^]
Dp^cpa.
DD4(pa.{ô(43'3^' -f p2p3(pa.(^,2(3è'2^"
p2p4(pû.(ô2^^'3c' p3p3<pa. 6336 V
p3p4(pa. 636'4
ciSb'^'d" -i- 66'c'c") H- d3b"'c" )
66'2c'2) + c46'3c' -j- Jè'4} -H 66'c'c") + 2bc3b'^c"} - c"c")
etc..
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Tii' ij" ocr» p'-»
100. Nous avons vu, n.° i33 , que p'". p'". (pa est égal à p*. p'«.(p«; si donc on développe la première de ces expressions d'une manière pareille à celle par laquelle on a développé la dernière dans le n.° i35 , à cela près qu'on commence ici par les dérivations indiquées par d , on aura la formule
p'". (d<P^. p'»-'.Z') -+- p'". (p2(p^.p'»-3.^2) _|_ p'". (p3(p^. pw-S.:^?^,^!- etc. + p'". (p^-^^p^. p2. ^'«-2) -f- p'«. (p'»-i<pâ^. D.^"»-!) H- ^'\{D'"q)a. b"") y et de là , en développant encore en b' chaque terme , on tirera
fT
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( ' -|-DD(p<2. p'«-». (^'p««-'.^) H-Dp2(pa. p'«-».(^'p'»-2.^2)
-}-p2D(p/2.p'n-2^^'2pm-i. ^) -f- p4(p/2. p'* / ' -4. ^4 _|_ pn - 3 p w^^. p'S. ( h^n^ 3 ^m)
-HDp3(p^; p'«^».^.yp'»-3. ^3) +p''-2pm-i(p^. p'2,(^'n-2D.^m.i)
1 6iC< • • • •
-f-p2p2<p<!ï.p'n-^(^'2p'»-2.^2) H-p«-ip'«-2(p<z,i)'.(^'n- ip2.^»j-2)
_|_ pii-apm^p^. pf2,(^'n-2^m) H- p"- » p'"(P^. d'. (^'«- i^"») + p^p^^^a. ^'"^'».
H-p«-ip'"-'^^.D'.(^'«-'D.^'"-i) +p''p'»-»(p^. ^'"d. ^'«-1 _j_ p«pm- 2 ^^. ^'/i p2, ^m - 2
Cette formule se déduit immédiatement de celle du n.° i36 , si dans celle-ci on échange entre elles les lettres b et y , les exposans et indices ttï et tz , et les signes D eto'. Elle sert comme l'autre , avec les changemens convenables, à calculer un terme quelconque de la série indépendamment de tous les autres, ainsi qu'à déduire les uns des autres les coëfficiens de ces termes. Mais, au lieu que la formule du n.° i36 nous a conduits à déduire les uns des autres les coëfficiens des termes qui suivent la même ligne horizontale j celle-ci fait arriver à la règle pour déduire les uns des autres les coëfficiens des termes qui suivent les obliques inclinées aux lignes horizontales d'un angle demidroit , du terme Dx^ , par exemple , les termes Ex^y , F^^x^y^ , O^^x^y"^ , iV^x^y'^^ etc.; et c'est là la seconde manière de déduire les uns des autres les termes de la série , manière dont, à la fin du n.° 144, nous avons promis de faire mention.
Ici , lorsqu'on effectue les dérivations d' sur les quantités polynomiales , il faudra regarder toutes les lettres différentes, avec ou sans accent , comme indépendantes les unes des autres , à l'exception seulement des lettres qui dans le polynôme du n.** 129 suivent les lignes obliques, inclinées sur les horizontales d'un- angle demj-droit, comme c, d) ^ e",/"'", etc. , lesquelles seront regardées comme dépendantes les unes des autres; et quand on fait une dérivation d sur les seules lettres sans accent , on l'effectuera à l'ordinaire , en considérant ces lettres comme dépendantes les unes des autres.
Pour ne pas passer de justes bornes, je supprime des détails, que le lecteur suppléera aisément.
» DESD^RTVÀTIONS. 123
(III
Seconde solution du problème précédent.
i5i. Nous allons présentement donner, pour résoudre le problème proposé au n.° 1 3 1 , une méthode qui , lorsqu'il s'agit de déduire les coëfficiens de la série les uns des autres , est à quelques égards plus facile que celle que nous venons d'employer : elle est d'ailleurs plus étendue dans ses applications.
Nous avons remarqué, n.° 144 , qu'on peut aussi déduire les uns des autres les différens termes de la série '2) n.° i3i qui se succèdent dans les mêmes colonnes verticales , c'est-à-dire les coëfficiens affectés généralement de a;'», x^-^y^ x'"-^f-, ^«-3^3, etc.; et c'est de la manière de faire cette sorte de dérivations que nous allons nous occuper.
CX
-4- dx^
-+- ex^
Vy
-h c^xy
-\- d"xy^
-t- e"jc2j2
-H e"'xy^
^\ " , jwl-^ , jwl,'^ '-etc. '^ ^^^
• etc.
etc.
on considère les coëfficiens des colonnes verticales ; on voit qu'en imaginant a? = 1 , le polynôme se partage en plusieurs polynômes simples qui procèdent suivant les puissances de^, savoir
b + Vy,
c -h cy -f- c^^y^ t
d ^ d'y ^ dy^ -4- ^v» (^)
etc.
Si maintenant on regarde les coëfficiens de ces polynômes partiels comme
dérivant les uns des autres , on est conduit à une nouvelle sorte de dérivées
où les lettres ne changent pas, mais seulement les accens, et où b\ c", ^3^'",
e"', etc. , sont des dernières dérivées, dont les dérivées ultérieures sont zéro.
i53. Désignonspar'ïDO, '2ço^ '3po^ etc. , les dérivations de cette espèce; on aura, en regardant b , c, d ^ e ^ etc., comme des premiers termes de polynômes,
124 I)V CÀIiCUL
'Ji>o.e = e', '^po.e =r e", '^po.g ^^ g'" ^ '4po.e :^^ e'^; et ainsi de suite.
Si l'on compare '^po.e avec p'^.e, on voit que dans '^po.g la lettre ne cliange pas, mais seulement le nombre des accens , tandis que p'^.e dénote que la lettre change en même temps que le nombre des accens, car '3po.e=e"'et p'3.e = /î'". En général p'^.p'".^ indique la (77^+^2)**°** lettre après b , affectée de n accens, tandis que ''*po.D'".6 indique la m'*"" lettre après b affectée de n accens ; et, enseservantdesnotationsgénéralesindiquéesàlafm dun.^iSo, on a p'".p'''.6 ou p'^p*".^ = bm,n et '«po. p"^. b = bm.n,n, d'où l'ou conclud que '«p".p'».^ est la même chose que p'« - ". p'". è , et '"p». p"». (pa la même chose que p*"- ". p'". (pa.
164. Cela posé , passons à la solution du problème. Si dans la fonction proposée (a) on suppose
cx"^ H- éxy -1- é^y"^ = ^j (c)
dx^ -\- d'xy -f- d"xf^ -H d"'f^ = î) ,
ex^ -H e'x^f + e"xy^ -f- e"'xy^ -f- e'^/4 = g,
etc. , la fonction prendra cette forme
Ç{a + S5-}-S + î5H-e-f- etc.), (^)
et l'on aura pour les premiers termes du développement (n.® 33 )
-Hp2cpâJ.352 H-p2(p^. Q«8g -f-p2(p«.(2?8I)-H(S2) ^etc.î..(e) -Hp3(pa.fS3 -H p3(p^. 3252g H- p4^^. 254 et comme tous les polynômes (c) sont homogènes en a; et / , de même aussi toutes les colonnes verticales du développement {e) seront homogènes en x ety, (pa ne contenant ni x ni^, et les q.^, 3.^, 4.*, 5.'^, etc. colonnes étant respectivement de une, de deux , de trois , de quatre, etc. dimensions en x et y*
Ne prenons qu'une de ces colonnes, la 5.® par exemple; ce que nous en dirons s'étend à toutes les autres. On voit qu'en y mettant uniquement b , c, dy e klsL place de 25 , ^ , X) , S respectivement , on aura le coefficient de «4, lequel sera par conséquent
D(p«.e H- p2(p«. [<ibd -+- c2) H- p^cp^. 3b-'c + p4(pa. M , .... (/*)
et
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et qu*en faisant x = i dans les polynômes (c), en mettant les polynômes (^) à la place de S5 , €, î), S respectivement, et en développant suivant les puissances de y l'expression qui en résulte , on aura les coëfficiens de x'* , x^y , xy^ , xjr^ t y'^ '- en effet , par cette substitution la colonne cinquième devient D^a. (e -j- ey -H e"j2 _j_ e^^iyb 4- e' ^4) -H p2(p^. { Q {h-\'h'y){d'\'d}y -h ^3Î'y2-|_^"|y3)_|_(c -j- c^ + c"jK^)^} H- p3(pa. 3(^-+-^;y)2(c-f- c'jH- c'y) —• (é';
-H p4(pa. (3 + ^y)4
Mais il est aisé de voir que les coëfîiciens de j^, jK^, J'', y'^ du développement de ( g" ) se déduissent facilement par dérivation de la formule (/) ; qu'il suffit pour cela de supposer que b y c, d^ e aient pour dérivées celles que nous avons indiquées ci-dessus n.° i53 , et d'appliquer les théorèmes et les règles du §. I.*"^ de l'article second, en regardant chacune des quantités e, ibd y c2, 3h'^Cy M comme une origine particulière de dérivation, et toutes les lettres différentes comme indépendantes les unes des autres. On voit d'ailleurs que cette formule (/) n'est autre chose que le coefficient développé et réduit de x^ dans le développement de
<p{a -]- bx -H cx"^ -f- dx^ H- etc.).
i55. D'après cela , et en observant que les régies pour faire les dérivations indiquées par '^d^, '^po^ etc., '"p^ sont Jes mêmes au fond que celles que nous avons données pour les cas où les dérivations exigeoient le changement des lettres ; on a , pour le coefficient de x^y dans le développement de la fonction proposée («), ou pour celui de j^ dans {g) ^
pour le coefficient de j^2 dans {g) ou de x^y"^ dans (e),
r>(pâr.'2po.eH-p2(p«.j'2po.(Q^^)_|_'2po.c2J H-p3(p«.'2po. (3^2c)_|_ç4(p^.'2po.^4j
pour le coefficient de^ dans {g) ou. die xy dans (e) ,
D(pa.'3po.e_^p2^^.|'3po.(Q^^) _l_ '3po.c2} 4_p3<p^.'5po.(3^2t^)_|_p4^^.'3po.j4j
et enfin , pour le coefficient de j)/'4 ,
D(p«.'4po.e4-p2(pa. {'4po.(Q^^)4-'4po.c2 j 4- p5(pâ5.'4po.(3^2c) _|_ p4^^.'4po.^4.
Si , en déduisant ces coëfficiens les uns des autres , on effectue les dérivations par les procédés du §. I." de l'article second , en faisant attention aux
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lettres accentuées dont les dérivées sont zéro , et en observant qu'ici a n'a point de dérivée , on trouvera les coëfficiens de la cinquième colonne du n.° 157 ci -après.
i56. Il est facile de voir que ce que l'on vient de dire de la colonne 5.' de la série du développement , s'étend aux autres colonnes verticales , et qu'ainsi on peut établir la règle suivante.
RÈGLE
Pour développer une fonction quelconque de polynôme double , en une série double;
Calculez les coëfficiens des termes affectés de x, œ^ , x^ , x^ , etc. x" , etc., sans y ^ par la règle du n.^ 3o ^ en excluant du polynôme tous les termes affectés de y.
Puis f pour déduire du coefficient de x'^ ceux de x"-^y, x^-'^y'^ , x"-^y'^, etc. successivement ; dans les quantités polynomiales du coefficient de x'* développé et réduip , considérez chaque monôme comme une origine particulière de dérivation et les différentes lettres qui le composent comme des quantités indépendantes les unes des autres , et faites une dérivation divisée, en supposant la dérivée divisée de a égale à zéro , celle de b égale à ¥ , c' celle de c ^ d^ celle de d , etc. ; faites ces dérivations par les procédés du §. /.*'■ de l'article second, et uous aurez le coefficient de ^"-'y.
Ayant eu soin de distinguer par des barres "verticales , ou autrement , les unes des autres les quantités provenues des différens inonomes du coëf" ficient de x*^ ; faites une seconde dérivation divisée, suivant les procédés cités , en supposant la dérivée divisée de V égale à zéro , celle de c' égale à c", â?" celle de d\ etc. , et qjous aurez le coefficient de x^-^y^.
Continuez d'une manière pareille pour avoir les coëfficiens de x'^-^y'^, ^n-4j^4j etc.
Les barres 'verticales servent à partager les quantités en groupes , à chacun desquels il faut appliquer en particulier le procédé de dérivation qui résulte de la règle du n.° 88 et de ce qu'on a pratiqué dans l'exemple du n.° gg.
Cette règle est facile et commode ; nous nous en sommes servis pour calculer par colonnes les coëfficiens réduits de la série suivante. Le lecteur, pour s'exercer , pourra pousser plus loin ce développement.
DES DERIVATIONS.
iSy. Voici les premiers termes réduits du développement de la fonction de polynôme double proposée n.*' i3j.
l.recOL. a. de COL. 3.e C O L O N N B. 4*' C O t O W W E.
-H D(pa. c'
-\- D(pa. c"
{ 7bc' )
( abc'' ) ■^r^^'j^ab'c]
xy
+ p3^«. 3èô'2 -\~T>(pa.d"' -}- ^^(p^' b'^
xy^
D(pa, e x^
^^(pa.{2bd-h-c^)
■ ^^(pa. b^
■ T>(pa. e' ■^■2(pa.{2bd' -f- <2b'd\ -h- 2cd) •B^(pa.{3b^c' -{-6bb'c)
■ ncpa. e"
^ iQbd"-\-<ib'd'\)
- p3(p^. { 3 b^c" -hSbb'c' H- 3i'2c }
4-p2(p«.(Q^^'"-HQÔ'^"|-f-Qc'c") -I- p3(p«. (6ôô'c" 4- 3èV) -f- p4(pâ!. 466'5
-l-p2^^î.(26'ÊÎ'"|-Hc"2) -l-p3(p^7. 36V -i- p4<pa. 6'4
^JK^
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ç4(p<ï.{iQ66'2c" 4- Ç^<P^- 566'4 4- jycpa
4-p2(P«.J26V^|4 4-p5spa.{36'2^'"|- 4- p''(f>^. 46'3c" 4- ^^(pa. è'5
Qc'd"'^7c"d"]
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'^■D(pa.g"
'ib'f\ -+. ice' -\- ic'e\ -\-MdcU\
- 6^^'e| •+- 3^(2c^'H- Qc'^/) -H W<xcd\ + Sc^c']
- 'xob'^b'c\
p2(pa.{ 2^/" + ^b'f I -f- Qce" + QcV + 2c"e | + ^dd" -H ^'^} 3^^ \362e" -H 6^W 4- 3ô'^e| 4- 3èCQc^" 4- 2c'^' 4- Qc'W) }
( 4-3^'(Qc^'4-2c'6?)| 4-3c2c"4-3cc'2 5
p4(p^. { 4ô3^"4-i 2^2i'^;?'4-i 2^3'2^| 4-632(2cc''_^ c'2) + i q^^'qcc'4- 6^'2c2| p5(p^z. j5Mc" 4- 2oWc' 4- 3oè2^'2c}
2 ce
p5(p«. J2065^'c^' p^cpa. 20^36'3
2c'e" 4- 2cV| 4- 2^^^'" 4- 2^'^"}
4- 3b\<2cd" 4- 2c'<i' 4- 2c"^) 1 4- 3c2c'c" 4-c'3j l'ib^b'd^' 4- i2Ô^'2^' 4- 4è'3^| 4- 6^22c'c"
CC" 4- c'2)4- 6^'22cc' - Sob^b'^c' 4- 2o^^'3c
lOO
-+- 3b'(2cd"' -4- Qc'<£" + Qc"^') -j- 3cc"2 -+- 3c
hc'i]
+ p5(p«.{3oè2Ô'2c" H- Qoôô'V H- 5è'4c}
-\-^^(pa.{2bf-^2b'f\ H- 2c'e'^ -4- 2c"e"'| + cid<'d'f'\
4- ç3^^.{ 603^6'^+ 36V"| + 3b2c"d>" 4- 3è'(Qc'^"' + 2c"d")\ -H Sc'c"^}
H-p4^«.{i2Ôô'^^'" H- ib'^d"\ -4- i2^6'c"2 + ô^'^ac'c"}
-^^^(pa.{2obb'^c" ^ 5b'^c']
•+- p^(pûî. 6^ô'5
•+- ncpa.g^' y^
H-p3(p^.{3ôV^|
H- p5(pâ^. 56'4c'^
Ici, de même que dans les développemens des fonctions des polynômes simples , la fonction <p n'affecte que le premier terme a du polynôme , les autres lettres h^ c, d^ etc. forment les quantités polynomiales. Il est donc facile d'avoir le développement pour chaque fonction particulière dont la nature est connue.
Ainsi, si l'on demandoit le développement de la puissance quelconque m d'un polynôme double , il suffiroit de faire dans le développement précédent
(pa=.a^^ ji(pa =
ma"
V'(pa
etc.
Si l'on voulojlt le logarithme hyperbolique d'un polynôme double , on feroit
(pa = \o^a ,
•DCba == - , ^ a
CL-z
etc.
Si l'on vouloit le sinus qui auroit pour arc un polynôme double , on feroit
sin« 2^ cosa
(pa =^ sm«, D(p« = cos^ , p^<p« = j p^<P« = — r^-^ » ^^c. ;
et ainsi pour d'autres fonctions.
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i58. Quant à la manière de calculer isolément le coefficient d'un terme quelconque, qui résulte de cette seconde solution du problème, nous allons l'expliquer brièvement.
Puisque le coefficient de x^-^yn est indiqué par '"po. p»». (p^ , il suffit de développer p'".(p« en b et d'affecter chaque terme de '"po ; on aura ainsi la proposition suivante , en remarquant que a , n'ayant pas de dérivée affectée d'accent, demeure constant dans l'opération indiquée par '«po.
Théorème.
Le coefficient du terme quelconque affecté de x^"^y'^ dans la série résultante du développement d'une fonction quelconque de polynôme double , peut être exprimé par cette formule ,
"'po.p'«.<p^ = D(p^.'''po.(p'»-».^) H- p2(pâ?>po.(p«-2.^2) _|_ p3(p^.'«pO. (pm-3.^3) _^ etc, H- p«»-2(pâJ.'«po.(p2.^m-2) _j_ p'n-i^p^. '«pO.(D.^'»-») -}- p'"(pût."*po. ^w.
Pour faire usage de cette formule , on calculera , par la règle du n.° l^j ou par celle du n.® 43, les développemens réduits de p'"-^^, p'"-^. ^2^ etc., p2,^OT-2^ D.^"*-*, b^ ; puis on prendra la dérivée '"po de chacun de ces développemens , en y regardant chaque monôme comme une origine particulière de dérivation , les quantités ^ , c , d ,, etc. comme indépendantes les unes des autres , et chacune d'elles comme un premier terme de polynôme ; on suivra pour cela les procédés du §. I." de l'art, second. Donnons -en un exemple.
169. Supposons quon veuille calculer immédiatement le coefficient de x^y"^ de la série résultante du développement d'une fonction quelconque de polynôme double. La formule précédente donne pour ce coefficient
p6^^.'5po.^G _|_ p5^«.'3po.(D.^5) ^_ p4(p«.'3po. ( p2.^4) -H p3(p^.'3po. (p3.^3)
•+- p2(p^z.'3po. (p4.^2) _|> D(p«.'3po. (p5.^).
Je développe les quantités b^ <, n.b^^ p^. M, p3.^°, p^. ^% Ç^*^» g^ déduisant ces développemens les uns des autres comme n." 44 ; ou comme n.° 49 , en commençant par p5.Z> ; ensuite je prends la dérivée '^p^ de chaque terme dans chacun de ces développemens. p^.^ , par exemple , étant = 3^^^ + 3^2c^-+-c5,
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pour avoir '3po.p3.^5^ je fais la dérivation '3po sur chaquq^terme , en regardant b^ Cy dete comme des quantités indépendantes , ce qui donne , n.°* gg et q5> '3po.p3. ^3 = '3ço. (3^2^) _|_ /3do. (3b2cd) -+- '3po. c^ = ib\ '5po. e -H 'ido. 3^2. '2po. e _j_ 'spo, 3^2. 'i^o. ^ _|„ '3po. 3^3. g y
-+- 6bc, '3po.^ _|_ 'ido. (6^c). '2po. ^ H- '2po. ( 6^c). 'ïdo.^ + '3p°. (6^c). ^ > = H- Dc3.'2po, c' _j_ p2c3.'ipo.c'2 -4- p3c3.c'3 )
H- ôZ'c^'" -i- 6 {bc' + Z^'c) ^" 4- 6 (^c" 4- ^'c') d' H- 6^'c"^ _ -f-o H-3cQc'c" H-c'3.
On prendra de la même manière les dérivées '3po des autres quantités polynomiales, et l'on parviendra ainsi à former le coefficient demandé.
(IV.) 160. Passons maintenant aux fonctions d'un polynôme triple ou quadruple : ce que nous avons dit des fonctions d'un .polynôme double, comparé avec les formules et les règles données pour les fonctions d'un polynôme simple , met déjà sur la voie de traiter les cas des polynômes triples et quadruples , et nous dispense d'entrer dans de trop longs détails.
Problème.
Développer une fonction quelconque de polynôme triple ,
a H- ^^ -H cx^ 4- dx^ -f- etc.
-\- by -\- dxy -+- d^x'^y H- etc.
etc
en une série triple , et calculer un terme quelconque de cette série indépendamment des autres.
On
DES
DERIVATIONS.
Gn observe dans le polynôme que les accens précédés de la virgule se rapportent auz 2, comme ceux avant la virgule ou sans virgule auxj^; que b n'a jamais qu'un accent soit sans virgule soit avec virgule, c n'en a jamais que deux , cl trois , e quatre , et ainsi de suite : ce qui sert à faire reconnoitre les derniers coëfficiens du polynôme.
161. Solution. En réfléchissant à ce qui a été dit au n.° i33 , on verra facilement que le coefficient du terme quelconque de la série affecté de x^y^z^ sera représenté par l'expression p'n.p'".p'''.(p^, qu'il s'agit de développer en h^ V et V\
A cet effet , on développera d'abord p'".D''^<p« , ce qui se fera en changeant dans la formule du n.° i36, d. eii d'. , d'. en d''. , b en b\ y en b'^ ^ m en n et n en r; ensuite on affectera de p*" chaque partie de terme du résultat; on développera de la manière pratiquée au n.° i35 , et en ordonnant par rapport aux indices des d qui affecteront Ça , on trouvera
p'».p'«.p'^<pa = D^fl.p'».p'«.p''''- '.^'' + p^cp^.p^p'». p'''-». ^''2 ^ p3(p^. pw. p^«. p"r.5^ ^'/3
-t-DD(f)a.p'».p'«-».(^'p'''"-».^'') + D^2(pa. p»». p''»-».(è'p''''-9.è''3) -\-in>(pa. p»»-». (Z'p'«.p'''"-^^'') H- p2D(p^. p*". p'n-2. (è'2p''''-ï.i'')
•4- D^^(pa. p»"- '. ;3p'". p'''"-2. ^''2)
-4- DDD(p/Z.p'»-».{Ap'«-l.(è'p''^-'.è'')}
etc. -Hp'"-5p"p''vp«.p3.(6'»-3iH'"')
-I- p^-apn - 1 pr^^.p2. j ^w- ajj', (^/« - i^Vf^l + p«-2p»p'-- 1 Ç)û.p2.^^« -2 ^'«d'\ ^Vr- ij H- p" - » p« - a pr<Pû5. D. { Ô"* - 1 p'2. ( i'« - a 3''r) J ^_Ç»i.lpn.ipr-i^^,U.J3«-lD'.(^'»-Il,\^Vr.,)|
-H p*"- * p" p*"- * vp^. D. (A'«- 1 è'" p''2. ii'''--2)
-h p'-p"- »p^-3<pa. ^"'d'. (è'«-ip''2.6'''-«)
H- dd3^«. p". p'« - '. (^'p''' - 3. ^''3)
-|-p2p2^^. pW.p'n-2. (è'2p''r-a. 3''2^ -h p3D(p/2. p"». p'«-3. (^'3p''r- 1. ^Vj H- Dp3(p^z. pw-i. (^p'«. p'''--3. b'iZ^ -h DDp2<p/2.pw-l. j èp'«->.(ô'p'''--3 ^"2j j •4- Dp2D<pa.pw-i. { Ap'«-2.(^'2pVr.i J,V^ j
H- p2p2(p^. pm-a, (^3p'«. p''»--». è''2)
-i-p2DD(p/Z.p'"-2.{Ô2p'«.i.(^fDVr.,^'/^J
4- p5D(p^Z.p'«-3.,^63p'«.p''r-l. y') ^etC. ^ p^p^pr-S^pa. b'"b'''^''\ ^'''-3
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_|_ pmp«-3pr^^. 3mp'2. ^^'«-a^Vrj 4- p ""p "p*" ■ *^<2. ^'"Ô' "p''2. ^'''' - 2
Dans cette expression , bj b' , b'' doivent être considérés comme des premiers termes de polynôme.
162. Voici la loi qui règne dans cette formule. Pour déduire un terme quelconque de cette formule du précédent , il suffit de faire varier a de l/' dans chaque partie du terme donné , et encore a de ^' dans les parties où H' n'est qu'à la première puissance ; puis de faire varier a de l? dans la seule dernière partie du terme , c'est-à-dire dans celle où b'' est à la première puissance et où b' n'entre pas : on prendra chaque fois la dérivée divisée suivante. Lorsque a varie de b'' , les exposans de b'' augmentent , les indices de d'' diminuent de l'unité , et les Z>'' se mettent sous les signes d , d' et d'' : lorsque a varie de b' , les exposans de b' augmentent et les indices de d' diminuent de l'unité, . les b' se mettent sous les signes d et d' : et lorsque a varie de b, l'exposant de b augmente et l'indice de d diminue de l'unité ; ^ ne se met que sous le signe D. On rejette les parties dans lesquelles l'indice de d , ou de d' , ou de d'' deviendroit négatif. L'exposant de b ne peut pas devenir ]> w, ni celui de b' ^n, ni celui de b^'^r. (Comparez avec le n.o i38.)
i63. Si on veut lire la formule à rebours , en commençant par le terme p'"p''p^<pâr. b'"b'''b'"' et remontant ; on verra encore fort aisément la loi qui règne dans les termes successifs , et de quelle manière ils se déduisent les uns des autres. En effet , l'inspection de la formule fait voir que cette loi consiste à faire varier a de b dans chaque partie du terme donné ; ensuite à faire varier de plus a de b' dans les parties où ^ a le plus haut exposant et n'est point affecté de d, c'est-à-dire dans les parties où se trouve b"*; et enfin de feire encore varier a de b'' dans la partie où b et b^ ont les plus hauts exposans , sans D ni d' , c'est-à-dire dans la partie où entre b'^b"^. On prend chaque fois la dérivée divisée inverse correspondante. Dans ce cas , lorsque a varie
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de b , les exposans de b diminuent et les indices de d augmentent chacun de l'unité ; lorsque a varie de y , les exposans de b diminuent , les indices de d' augmentent de l'unité; et lorsque a varie de b'^ , l'exposant de ^'' diminue, l'indice de d'' augmente de l'unité. Le signe d affecte ^ , d' , ^' , d'' et b'' ; le signe d' affecte b , d'' et b'^ , et le signe d'' seulement ^''. On rejette les parties où un exposant deviendroit négatif, et celles où l'exposant de ^'' seroit zéro. ( Comparez avec le n.o iSg. )
164. On tire de cette dernière loi la règle suivante pour calculer isolément le développement réduit à'un coefficient quelconque , en déduisant les termes les uns des autres.
RÈGLE
Pour déduire d'un terme donné et réduit d'un coefficient quelconque /e terme suivant , en remontant dans la formule précédente :
1.° Diminuez dans chaque partie du terme donné les exposans de b de l'unité ; faites ensuite une dérivation divisée d sur toutes les quantités polynomiales f tant accentuées que non -accentuées.
2.° Dans les parties seules oiu la puissance de b est la plus haute ("son exposant peut même être zéro) et n'a subi aucune dérivation d , diminuez de plus de l'unité les exposans de V , et faites une dérivation divisée d' sur toutes les quantités polynomiales accentuées , sans toucher à celles qui ne portent pas d'accent.
3.° Enfin dans la seule partie du terme donné où la puissance de b et celle de U sont à la fois les plus grandes et n'ont pas subi de dérivation ; diminuez encore de l'unité V exposant de V^> et faites une dérivation divisée j}', mais sur les seules quantités affectées des accens '', précédés de la virgule, sans toucher aux autres quantités polynomiales sans accent ou avec les accens ' sans virgule.
Chaque fois qu'on diminue un exposant de l'unité , on aura soin de rejeter les parties qui ne contiennent pas la lettre b ou V ou V^ dont on diminue V exposant i et on fera les changemens convenables sur les coèfficiens numé^ riqueSf changemens qui s'opèrent toujours par le procédé indiqué au n.° 148.
Quand on fait une dérivation d, les quantités sans accent doivent être considérées comme indépendantes de celles qui portent les accens ' et ^' , et celles qui portent les accens ' comme indépendantes de ces dernières avec
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les accens *', On regardera aussi comme indépendantes les quantités qui portent un nombre digèrent des mêmes accens : mais on regardera comme dépendantes les unes des autres , les quantités qui portent un même nombre des mêmes accens , ou celles qui sont sans accent. Quand on fait une dérivation d' , laquelle ne s'opère que sur les seules quantités accentuées , on regardera comme dépendantes les unes des autres les seules quantités à accens simples ' où le nombre des accens change avec la lettre, comme c, d^ , e", y", etc, ;, les autres étant indépendantes. Enfin quand on fait une dérivation d'' sur les seules quantités affectées d' accens '' avec 'virgule., on regarder a ces quantités comme dépendantes les unes des autres. L'exemple suivant va éclaircir ce que nous venons de dire.
i65. On demande , par exemple , le coefficient réduit de x'^y'^z^ , représenté par p2.p'2. p''2^^^. On forme d'abord le terme ^^^^-^^ (pa. b^ b'^b''^ ^ duquel on déduit ensuite tous les autres par la règle , comme il suit :
-l-Dp2p2^^.j3(^'2Q^''^v ^ <ib'c^b''^) 4- c.b'^b''^]
-j- -g^B^Dtpa. b^b'^c" .
4- p2p2<^«. {Z»'2(Qè''^'' -H c''2) -4- Q^>'c' 2 W + {7b' d' 4- c'2)è''2} -f. DDp2(p«. i ^[6'(3^>''^'''4-qcV'04-c'q6'V''4^c^^'V'4-^''ô''2]-^c(6'q W''H-c''i''2) H- iy^^D(pa.{b{b'^d'" -{- zb'c'c") -H c.b'^c"]
-f- p2DD(p^. b^ (b' d''" -H c" c" )
^^D(pa. \ b'»e" -+- 2b'c'd'" H- (ab'd' -+- c'^) e'"\
ni2
-h iyig^<pa.{b{2b''e"'' -f- 2c'd"'> + 7c'''d"') H- c{2b''d"'' -
-f- DDD^. j b (b'e"" -H c'd>'" -h c"d'" ■+- d "c" ) + c {b'd''"
-h^^ii(pa.b2e"'"
-H ^^(pa. { q6''/"'' h- Qc''e"'' -h Q^''^i"'' -H Qc'''a''' -4- d'''^]
DD<p^2.{è'/'" -Hc'e''" 4-^'^"" -Hc"e'" •^d"d'" 4-eV
-f-DD^tf.j3/"'" ^-a"'"}-
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i66. En suivant toujours la même voie que n.° 161 , il ne sera pas difficile de trouver la formule générale en h^ Z»' , ^'' , Z>"' , pour le coefficient du terme quelconque , affecté de x^y^z^u" , dans le développement d'une fonction quelconque de polynôme quadruple ,
a ■\' bx Aç. cx"^ + etc. A '^ -^
+ Vy + c'xy + etc. ' ^^i^<I*
H- Wz H- c"j2 + etc.
-i- If'^u + c^xz + etc.
+ c''y2 + etc.
(p 7 + c'"z2 + etc.
+ c^xu + etc.
+ c'"yw + etc.
+ c''''2w + etc.
H- c""w2 + etc.
+ etc.
coefficient qui est représenté par l'expression p"*. ç"*. p''»". p"'^ <pa. Nous ne nous y arrêterons pas , parce qu'au besoin le lecteur formera facilement cette formule , guidé uniquement par le fil de l'analogie ; et il en déduira la règle pour calculer le développement complet et réduit.
167. Retournons à la formule du n.° 161 , et tirons-en la règle pour déduire par dérivation les uns des autres les coëfficiens des termes de la série affectés des mêmes puissances de ^ et de 2 et des puissances successives de x.
Si dans la formule citée on fait successivement ttï = o , 1 , 2 , 3 , etc. , et que pour chacune de ces valeurs on fasse ^2 = 0, 1 , q , 3 , etc. , et que pareillement pour chacune de ces valeurs de m et de /z on fasse r = o , i , 2,3, etc. ; qu'on ait soin de rejeter tous les termes où les indices et les exposans deviennent négatifs , ainsi que ceux qui disparoissent d'eux-mêmes , parce qu'un de leurs facteurs devient zéro ; on tirera de la formule générale toutes les formules particulières pour les coëfficiens des termes de la série du développement. On peut encore se servir pour former ces formules particulières des lois des n.°^ 162 et i63. On aura, de l'une ou de l'autre manière, pour les coëfficiens de y^z"^ , xy^z"^ , x'^y^z'^ , par exemple , ceux qui suivent :
.dd(P^.d'.(^>'d''.^'')
■Dp2^«. D'.(Ô'6''2)
H- dd(P«.d.d'.(^'d''.6'')
Dp2(p«.p. D'.(Z
-HÇ2d^^.D.(Ô'2d''.3'0
-hDg2(p^.^p'2. è''2 4- p2p2(p^. D. (5'2d''2^)
-hDDp2(p^.^>D'.(è'^''2) -HDp2D(p<ï.èÔ'2D''Vè'''
-4-Dp2p2{pa.3i>'î26''2
- r>(pà. p2. p'2. jy'i, yi
-DD(pâ!.p2.D'.(^'D''.^'')
- T,Yi(pa. D. ( ^p'2. d''. V^)
- Ti^^^a. p2. d'. (^'/?»''2)
-p2p(pâJ.p2.(^'2D''J,V^
.+ T>p-(pa. D. (^p'2. ^''2)
+ p2p2(p«.p2.(^'2^V2) -h DDp2(pâr.D. (^d'.C^'Z»''2))
-f- Dp2|i2<pâf.I>. (è^'2Z>''2)
-t- p2Dp2^^. b^D'. {b'b''^) H- p2p2D^^. PB'^d'. b''
' i68. Ces termes suffisent pour faire connoître la loi de dérivation; car on voit que pour déduire d'un coefficient donné celui du terme de la série où oc est éèev.é à une puissance plus haute de l'unité, il faut i.**, prendre la dérivée divisée n de toutes les quantités polynomiales de chaque partie de terme j 2.°, que dans les parties de chaque terme où ^ a le plus haut exposant (eéU exposant peut même être zéro ) et n'est pas affecté de d , il faut de plus^ changer un b' en. b y et faire une dérivation divisée d' sur les è' et è>'' seulement; 3.*', qu'il faut encore, dans la partie de chaque terme où h et ^' ont les plus hauts exposans et ne sont pas affectés de d ou de d' , changer un è^'' en b , et faire ujie dérivation divisée d'' sur les. Z>'' seulement ; 4*° enfin, que dans- 'le dernier tenme du coefficient donné il faut faire encore une dérivation divisée sur (pa en faisant varier ^ de ^. -
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Lorsqu'on fait les dérivations d, les indices des d qui affectent (pa demeurent les mêmes que dans le tetme donné ; mais lorsqu'on change un b' en b ou un b'' en bj ces indices changent aussi, de manière qu'ils soient toujours égaux aux ç^posans respectifs de ^ , b' y b''.
i6g. De cette loi découle la règle suivante pour les développemens réduit^ des coëfGciens.
Etant donné' le développement réduit de p*. p'". p''*". pd > coefficient de
x^y"-z'' y pour en déduire le développement réduit de p'"^-^ p'". p''^(pâJ, coëf^
Jicient de ac,^-^ ^y^^ > \.^ dans chaque partie de terme du coefficient donné
faites une dérivation divisée d sur toutes les quantités polynomiales y accen>-
^uées et non accentuées ; 2.° dans les parties de chaque terme du coefficient
donné où, b a le plus haut exposant et na pas subi de dérivation , diminuez
T exposaiit de U de l'unité dans tous les produits qui contiennent b\en rejetant
ceux où V n'entre pas , multipliez par b , faites les chan^emaj^s , convenables
sur les coëfficiens numériques ; et faites ensuite une dérivation divisée d'^ sur
toutes les quantités accentuées,: 3.° dans la partie de chaque terme dui eoëf-
. ' _ ; ;. ,:, If i .il '.-n^.... .'.) i .'.. ..' * ' : "' ''13;; / ';' /il.'''.,.' IV^ '■ U- «^
ftcient donné àù h. et îr ont les plus hauts- exposans et- n'ont pas subi , de dérivation , diminuez encore de l'unité chaque exposant de F^ , en rejetant les produits où V^ n entre pas , multipliez par b ^ et faites une dérivation divisée d'' sur les seules quantités qui portent l'accent '' ; 4*° enfin, dans le dernier terme du coefficient donné faites encore une dérivation divisée d en faisant ^varier a de- h dans (pa.
Quant aux indices des "d devant (pa , observez ce qui a été dit n.° 168; et quant aM.^ quantités que .dans les dérivations il f cuit considérer comme dépendantes ou indépendantes les une$:jdes autres , observez ce qui a été prescrit dans la règle du n° iÇ^,-; ' ■* "i î. n. i '- '.
Au moyen de cette règle on pourra trouver tous les termes du développement réduit de la fonction ; car on peut, trouver par la règle du n.° 142 ou par celle du n.^ 148 tous leS( termes a^ctés des différentes puissances de ^ et de 2 sans x , et 011 en déduira ensuite par la règle actuelle tous ceux affectés en outre des puissances su€cessrvea d« ds* rj \.
170. On peut aussi déduire lès coëfficiens les uiis des autres en cherchant ceux des termes de la série où les exposans de y vont en augmentant , les
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exposans de a? et de z demeurant les mêmes ; ou bien en cherchant les coëfficiens des termes de la série où les exposans de z vont en augmentant , ceux de x^làQ y demeurant les mêmes. Pour cela , au lieu de développer la formule r)'".p'".p''''.(p^, on développera celles-ci p'^p*". p''^ (p<x , ou p''»". p'".p'''»:p^, qui ne diffèrent de la première que par l'ordre dans lequel se font les dérivations; et l'on déduira de ces développemens en ^, U et ^'' , les règles convenables.
171. Si l'on compare la règle du n.** 169 avec celle du n.° 148, il sera facile de l'étendre au cas des fonctions d'un polynôme quadruple, n.° 166, pour déduire du développement réduit de p*". p'". p''''. p"". (pa celui de p^ï^- 1. p'«. p'"^. p"'*. (pot , et l'analogie suffira pour l'étendre encore aux fonctions d'un polynôme quintuple , etc.
^4ttVi'>'iv^^;^oîi j^ »«v\t. > (V. ) •
172. La seconde méthode dont nous avons fait usage n.° i5i et suiv. pour résoudre le problème proposé au n.^ i3i sur les polynômes doubles, s'applique naturellement au développement des fonctions des polynômes triples , au moyen de la considération suivante.
Si l'on compare entre eux le polynôme double n.° 1 3 1 et le polynôme triple ri.° i'6o , et qu'on fasse four un instant a; = 1 et^:= 1 , le polynôme double devenant ^ ^.v^^^^- >-v • ,.^ , . v:>vi •.;v\s ^a:^•l^\ iîr*t^'
H- etc....
H- eic..-.\.;.v^
-h etc.
-\- etc.
-f- etc. ;
on voit que', pour en déduire le polynôme triple , il suffît de changer
ï- .\> j. Z» en ^ -H y^z.
V demeurant invariable ;
9C|[qp[ .ijj8.ôiiVi9!t 2^. en^^; -^vc''2 -Ht'"'2^,
^A^WW'W^^^^W^'^^' demeurant invariable ; {h)
.^fimp f^pî^9^;i^9^,f)' ^ en «? -H d'^z + d'"z2 -h d''"'z^,
"" " uaîïîs' d'endj'H^i^''z^^"'z-,
: ... ^" en^" + J"''2, ., , ,, .
a'" demeurant mvanaplç * . , , ,
tioi . .àiilïija'.ûuj; rit) in07 X ab enfc<joq:î3 bg ifo an-^e fîl 9b r/?ii-.K
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et ainsi de suite par rapport k e, e\ e", e'", «'^, etc. ; où l'on observe, comme n.° 160 , que le nombre total des accens, tant avant qu'après la virgule, ne peut jamais surpasser le quantième de la lettre dans l'ordre alphabétique moins un.
De là il s'ensuit que si on a le coefficient ç'".p'".<pâ5 de ^'^", tout développé et réduit , pour en déduire successivement les coëfficiens suivans de x^-'^y^z , jj»i-2j«22, a;'»-^»2;5, etc. , il suffit de considérer dans le coefficient donné chaque produit comme une origine particulière de dérivation ; de regarder les lettres b^ b\ CfC\ c", d, d' , d'\ d'", e , e' etc. comme indépendantes les unes des autres , et chacune comme un premier terme de polynôme ; de substituer à la place de ces lettres leurs valeurs précédentes ( ^ ) , et de développer les expressions résultant de ces substitutions suivant les puissances de z , par les règles du §. I.% article second, modifiées comme au n.*» i56. Les coëfficiens de z, 22, 2;5, etc. qu'on trouvera ainsi, seront ceux de x^-^y"z, x^-^y^z'^ y ^m-s^n^S^ etc. respectivement, c'est-à-dire , les développemens réduits de p»»-'. p'n.D''.<pâ5, g'»-2.p'«. p''2.(p^, p'"-3.p'«.p''3.(pâf, etc.
1 73. Pour éclaircir ce procédé par un exemple , supposons qu'on veuille avoir les coëfficiens développés et réduits de x'^y'^z^ xy'^z'^ , y^z^. On prendra dans la série du n.*' 1 5 7 le coefficient de x^y^ ; d'où l'on déduira successivement les coëfficiens demandés , ainsi qu'il suit :
Le coefficient de x^y^z sera
D<p^./"'' -H ^^-q)a. {2be"" -4- Q^''e''| + zb'e''' \ H- 2cd"'' -f- 2c^d"\-\-7c'd''' -H 2c'''^'|-H 2c"^'') _^ 3 ( 3b^d"'' -4- 6bb'>d" I -h ebb'd'"' -f- 6b'b''d' I -^3b'^d'' I + j
^ ^^'l 3b2c'c"-{-3b''<2Cc<'\-^3b2c'c'''-h3b''c'^ 1h_3^'(qcc''' -H ac'V))
+ p4(p<ï. (i2^2^''c" |-+- 12^2^'c''' -+- 2ibb'b''c'\ + 18 bb'^c' 4- i2b'^b''c} + p5<p^. 3ob^b'^b'',
Le coefficient de xy^z^ , déduit du précédent , sera
-i-^'(pa.{7be'''''~^ab''e''''\-h2b'e''''\-+^2c'd''''-h2c''^^^
4-p3(r)« (63^''^"'' + 3b'<^d"\-^ ôbb'd''" -4- 6b>b''d''' I + 3b'^d'"\-i-
^ ^ ( 3b2c''c»< -H 36'' 3c'"c" I H- 3/>c'''2 -+- 3 /.'' 2 c'c''' |-4- 3b'(2cV^ 2c'^c')
H- p4(pa. ( i23Z»''2c"|-i- 2^bb'b''c''' ±i2b'b''^c'\-^i'ibb'^c" 4^ izb'^bV) f p5(pâ!. 3obb'^b''^. j^ n
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Le coefficient dey^z^f déduit du précédent, sera
H- p2^«. (qôV"" I H- 'ib'e"'" I -+- 2c'"4"" I -f- Qc'V" I -f- 2c"^''")
-4- p3^^. (3Z»''^^"" I ■+■ 66'^''^''" I -f- 3b'^d'"' I 33''2c'"c" I -H SôV'^ | -f- 3^»''^c'"c"')
-\-n^(pa,iob'^b''^.
Puisqu'on sait calculer tous les coefficiens des termes sans z par le procédé du n.** i56, et que par le procédé actuel on peut en déduire tous les termes affectés des puissances successives de z ; il est clair qu'en réunissant ces procédés on peut développer entièrement une fonction de polynôme triple, ou pousser ce développement aussi loin qu'on voudra,^ s'il est de nature à ne pas se terminer.
Des Jonctions de deux ou de plusieurs polynômes doubles
ou triples.
174* Les problèmes dont nous allons nous occuper sont des plus compliqués, à cause de la multitude des quantités qu'ils entraînent ; leurs solutions cependant deviennent très-faciles par ce qui précède : elles résultent naturellement de la combinaison des règles et des formules de cet article et des articles précédens. Aussi me contenterai -je presque toujours dans ce paragraphe de présenter les formules générales, sans m'appesantir sur les règles de dérivation qui en découlent , et qu'on en tirera sans peine en suivant toujours la même marche que dans le paragraphe précédent.
Problème.
Développer le produit de deux polynômes doubles
u-{-l^x-\-yx^ H-JxS -l-etc.
-h-ëy-\-"/xy-\-^xy +etc.
X \ H-yy2_|_^'';r^2_^etc.
-f-^'ys 4- etc.
en une série ordonnée par rapport aux puissances et aux produits de x et de y , et calculer un terme quelconque de cette série indépendamment des autres.
bx
"hcx^ -\-dx^ 4- etc.
-\-c'xy-\-d'x'y
+etc.
-{-cy^-i-d!'xy2
-f-etc.
-l-etc.
-H etc.
DES DERIVATION S^ l45
176. Le coëfïicient du terme quelconque de la série affecté de x'V'* peut se représenter par p^.p'". {aoc) ^ a et oc étant indépendans l'un de l'autre ; c'est ce dont il est facile ^e s'assurer en réfléchissant à ce qui a été dit au n.° 1 32 : il ne s'agit plus que de développer l'expression précédente ; or , si on développe d'abord p'«.(^a) par le théorème du n.° 87, et qu'ensuite on affecte tout de g" , on aura
^ C^p'«.û5 H- p'.«.p'«-'.a -h p'2./z.p'«-^a -+- p'3.^.p'«-3.a _|- etc.) ^ \ 4-p'"-^â^.p'3.« -+- p'«-2.â!.p'2.a + p'«-i.«.D'.a + p'^.^XaJ'
A présent , tous les termes étant affectés de p'" , on en développera chacun en particulier par rapport à p"* par le même théorème du n.° 87, et l'on aura
p'».p'''.(â^a) = «p^p'".» ■+- D.«.p'»-^p'''.fl5 H- p2.«.p'«-2.p'«.a -4- etc. -H p^.^z.p'".»
H- D^â^.p'".p'«-^a^-D.D^âf.p'";lp'«-^«-|-p2.D^/2.p«-2.p'«-;cg -4-ete. H-p'".D'.^.p'''-'.«
H-p'2.^.p'».p'«-.2« -}-D.p'2.«.p'»-.»p'''-2 cg -f- p2.p'2.^.pOT-2ç'«-2.^ -f- CtC. + p'».p'2.^.p'«-2^
+ '3tc -4- etc.
H- p'«;2^.p'".p'2.£^ -^ etc. H- p'";2p'n-2^.p2.p'2,^ _l_ pm- i.p'/i-2^.i) p'2.2^ _^_pOT p'ra-^^^^
-Hp'"-*.^.D'".D'.a-f-etc. -hp'«-2.p'«-i.«.p2.D'.a-i-p'"-*.p'«-^a.D.D'.û;-f-p'".p'«-ï.^.D'.a H- p'^a-p"».»-!- etc. -4- p*" - 2.p'".â^.p2.Qî -f- p» - i.p'«.^.D.« -H p". p'^.^.a.
La loi est facile à saisir dans cette formule sous forme de rectangle : mais on peut encore mettre la formule sous la forme rhomboïdale , en ordonnant par rapport aux dimensions des d et p' qui affectent « , ou de ceux qui affec- > tent oc. La voici sous une de ces dernières formes.
Théorème.
1 77. Le coëfEcient du terme quelconque affecté de x^^y"' dans la série résultant du développement du produit de deux polynômes doubles , indépendans l'un de l'autre , peut s'exprimer par cette formule :
p'".p'«.(ûa) =
«.p^p'^CC + D^^^'«.p'''-^« -j-p'2.^.p'».p'«-2.^ -j-p'S.^jr.p^.p'a-S.^
•+- p2.^. p'"-^. p'«. OC 4- P^.d'^. P*"- 2. p'n - 1. et
H-pS.fl.pw-S.p'/».^
etc. ..,,., ;..... 4- etc
-t-p'»-».p'«-2«.D.p'2.« +p'»-'.p'«-i.«.D.D'.« -hp'»-ï.p'«.^. D.a
La loi qu'il faut suivre pour déduire les termes de cette formule les uns des autres , soit qu'on lise la formule telle qu'elle se trouve ici , soit qu'on la lise à rebours , se présente d'elle-même , et il est inutile de l'énoncer.
178. Si dans la formule précédente , sous forme de rectangle (n.° 176), on fait /?i = o, i,Q,3,4, etc. successivement , et pour chacune de ces valeurs 72 = o, 1, Q, 3, 4, etc. , et qu'on ait soin de rejeter les termes où les indices de D ou de d' seroient négatifs, on aura les coëfficiens des termes successifs du développement du produit proposé. La formule donne de cette manière pour les coëfficiens de oc^^ , œ^y^ , xy^ ,
p2.p'2.(<2«)= p3.p'2.(^af) =
flp2.p'2.^-}-D.â5.D.p'2.a_}_p2.^.pf2.Q5 -+-D'.«.p2.D'.a-j-D.D'.«.D.D'aH-p^.D'.<2.D.a
-f-p'2.^.p2.Qj + D.p'2.«.D.ft:4-p2.p'2.«.«,
«p3.p'2.^-j-D.«.p2.p'2.Cg + p2.^7.D.p'2.flfH-p3.û5.p'2.^ -|-D'.«.p3.D'.a-f-D.D'.«.p2.D'.a-j-p2-D'.^.D.D'.aC-f-p3.D'.<2.D'.É«
+ p'2.«.p3.«; -h D.p'2.«.p2.itf 4- p2.p'2^.D.« 4- p3.p'2.^. cc^
p .p .(<ïa)=r g. j,^^ examine de quelle manière les
^p2.p'3.^4_u.^.j),pf3.^_l_p2.^.p'3.^ termes de p3. p'2. (^za) , et ensuite ceux de
H-D'<2,p2.p'2.^_j_j).j3'.^D p'2.^_j_p2.D'.^.p'2^ p2.p'3.(^Qj)^ se forment d'après les termes de
-4-p'2.^.p2.D'.a5+D.p'2.^.D.D'.o5-hD2.D'2.^.r>'.a p2.p'2.(^a), on en conclura facilement la
p'3.a.p2.«4-D.p'3.^.D.aî4-ç2.p'3.«.a. règle suivante
RÈGLE. l
Le développement de p'^.p'". (««) étant donné, pour en déduire celui de \
p'»+». p'".(^a), prenez dans chaque terme la dérivée divisée suivante d de \ Où seul et de ses dérivées , et dans les termes seuls ou se trouvent les plus hautes dérivées B de a, savoir celles de l'ordre m , prenez encore la dérivée
divisée suivante n de a , et cela dans chacun de ces termes. |
Le développement de p'^.p'". (^a) étant donné, pour en déduire celui de j
p'".p'«+i.(ûta), prenez dans chaque terme la dérivée divisée suivante T)^ de oc \
seul et de ses dérivées , et dans les seuls termes où se trouvent les dérivées >
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d' de a de V ordre n , prenez encore la dérivée divisée suivante d' de a y et cela dans chacun de ces termes.
On formera facilement la régie lorsque les formules sont écrites sous la forme rhomboïdale comme au n.** précédent.
Si l'on a le produit plus simple
(/z H- ^0? 4- c^-2 -}- dx^ + etc. ) X (a -f- 5^ 4- yjK^ + ly^ -f- etc. ) à développer; on voit que dans ce cas p'^-^ = p"-« sans accent, puisque les coëificiens de y n'en portent pas , et que toutes les dérivées d' de ûs , aussi bien que toutes les dérivées b de a, sont zéro : ainsi le coefficient de x^y^ se réduit dans ce cas au seul monôme d'".^^. p".«.
180. Si l'on avoit à développer le produit de trois polynômes doubles , indépendans ,
■aH-'ba;H-c^2 ^etc."] (a-\-hx-\-cx'^ -j-etc."] ra-hê^r -j-«y.r2 4-etc.
H-by-i-c'aîj-f-etc.f \ -^Vy-^dxy-^-^iQA \ -j-ê'jK-hy'-^-l-etc.i
-H c'y 2 >j_ etc. ( ] 4- c"j2 4_ etc. l \ -f- «y'y^ -^-etc.
H-etc. 3 \ +etc. 3 ( -f-etC:
on suivroit la même voie que n.<* 176 , et l'on auroit pour le coënicient du terme affecté de x^y^ dans le développement,
p". { <xa. ^\ec + d'. M- p'"- '.oc -h p'^. (aa). p'«-2.a -f- etc. + p'«. (a«) X «} , formule qu'il est facile de développer ultérieurement.
181. Enfin, la seconde méthode dont nous avons fait usage n.° i5i et suiv. donne encore facilement la solution du problème dun.^iy^. En effet, si l'on veut avoir le coefficient du terme affecté de x"y , on calculera le coefficient ■gm+n^ (^z») de 0^'" + ", commo si les polynômes proposés ne renfermoient point de y ; puis on en déduira le coefficient de x'"y" , qui est indiqué ici par '''po.p'" + «.(^2a).
Veut-on, par exemple, le coefficient de x^y^? on développera p5.(a«); ce qui donne
ai -^ bs -i- c3 -^ dy -+- eS -^ foc»
l46 DU CAIiCUL
A présent on affecte chaque terme de '-po, et, en développant de nouveau',
on trouve pour le coefficient de x^y"^ ,
a^n I ^ i,^v _^ y^, | _^ ^^u _^ ^,^i ^ ^u^\ _^ Jy"H- ^V + ^"y | -4- e'C' -He"g'l +/"«.
Cette méthode s'applique aussi au cas du n." précédent , etc.
Problème.
182. Étant proposé le produit de deux fonctions quelconques de polynôme double ,
a-^bx-^cx"^ +etc. ^ ( oc-\-^oç ~\-yx'^ 4-etc.
-f-^y + c'o^-j-etc. r j -\-^y-^y^xy~\-elc.
^\ _j_ c'y 2 4. etc. [ ^ ^ i +y'y3_|-etc.
etc. j [ -+-etc
le développer en une série double , et calculer un terme quelconque de cette série indépendamment des autres.
i83. Comme ce problème est important par les conséquences qu'on en peut tirer , nous allons en présenter différentes solutions.
Première solution. Il suffît de mettre , dans la solution du problème précédent , C^a au lieu àe a^ et \|>a au lieu de u\ on aura ainsi , pour le coefficient de x^y^ dans la série ,
<pâ!.p'".p'«. \pa -l-D.(p^.p'»-i.p'«.\(/a +p2.(p«.p'«-2.p'«.-v]^^ 4-p^(P^.p'""^.p''*.\{/«
4-D'.(pâ!.p'".p'"-i.\{/« «j_ D.D'.(pâr.p'"Vp'""^-'4/« -f-p^-D'.<p^.p«-2.p'a-;^^
4- p'2.<P^.p'".p'"-2.\[/a 4- D.p'^.^piî.pw-i.p'/j-a ^^ -h etc 4- etc.
p'«-2.p'«- J .(pa.p2.D'.-4/« 4- p'"-2. p'«. (pa, p2. ^|;a
4- p'""^p'''"2.(P«.D.p'2.^|;c« 4- p^-ï.p'^-.i.cp^ï.D.D'.-vl;» 4- p^'^p'^-^p^.D.-vl/a
_^çm.pf«-3.(p^.p'3.^^ 4-p'«.p'»-2.(pfl.D'2..v|;« 4-p'".p'''-^(p^.D'.\|/a4-p'".p''*.(p<z.\J/«.
On développera chaque partie de terme en particulier suivant les règles du
paragraphe précédent. La loi suivant laquelle les termes de cette formule déri-
. vent les uns des autres est facile à saisir ; ainsi il est inutile de nous y arrêter.
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184. Seconde solution. Si l'on développe ç'". (Ç)<î. -vj/a) au moyen de la formule générale du n.** loo, on aura ^
pm \ (P^.p'^.-vl/a. H- D(pa. p'«- 1. {b\^\joc) -4- p^^p^.p'»-^. (^'2. ^^) _f- etc. ) ^
et si à présent on développe de la même manière chacun de ces termes affectés de p*", on trouve \
P'».p'«.(<p^.-4/oî)==
(Pa.p'».p'''.\{/«-f-D(p^.p«-^(^p'«.\(/a)-f-p2(p/2.p«-2.(32p'n.^fl5) H-etC.-|-p''(p^.^'"p'''.\I/« H-D(p^.p'«.p'«-i.(^'.-v|;(») -HDD(p«.p'"-^{^p'«-i.(^'\I/a)} -f- etc. H- p'"D<p^.^'"p'«-i.(^'.-4/a) -4-p2(p^.p".p'«-2.(^'2.^a)+Dp2cp^.p«-^j^p'«-2.(3'2.^^)|^etc.H-p'"p2<p^^ -H etc H- etc.
H-p«-2(pa.p«p'2.(3'«-2^Q5)-^etc.H-p"-ip«-2cp^.D.{^«-ip'2.(Z»'n-2v[;aî)|4-p'«p«-2(p^ «.
-|-p«-»(pâ!.p'».D'.(^'«7\[/a) 4-etc. H- p'»-'p«-»(p«.D.{è'«Vi^'-(^'"".'"J^«^)| + p'"p"-^<P«.i'"D'.(i«-,'-y[/etf) -}- p«^^. p*". ( 6'". \J>a ) -f- etc. 4- p*" - ^ P"^^ . D. (6»" ■ ^ é'«. \|/a) + p*" p" (pa. b"^. b'". •\\^oc ,
formule sous la forme rectangulaire , à laquelle on peut donner la forme rhomboïdale suivante, en ordonnant par rapport au nombre des indices des D qui affectent (pa\
p'».p'''.((P^.-v|/fl;) = (p<z.p'».p'«.'4/« -î-D^<2.p'»,p''»-'.(/^'.'v|/a) 4-p2(piz.p«.p'«-2.(i'2.^^)
-H n(pa.^^- ». (^p'".\|;«) 4- DD^^.p"»- ». (3p'«- '. (^'.\J/<;k)) •+• etc.
. * , t + etc.
+ p»"- 3 pn^p^. p2. (^OT - 2. ^fa. ^^)
-Hp'"-*p"-'^â;.D. j^'»-»D'.(^>'«-'.-4/a)} +p'«-»p»(pâ^.D. (è'»-».i'«.-vl/a)
^pmp«-2(p^. ^OTp'2, (6'«-2.v|/«) -}-p'"p«-»(p^.è««D'.(è'''-».\J/a) H-p«p«<p/z.6'».è'«.\}/«.
La loi suivant laquelle les termes se forment les uns des autres est facile à saisir, et les développeraens ultérieurs n'offrent pas de difficulté,
i48 »u cAiiCuii
i85. Troisième solution. Si dans les polynômes proposés n." 176 on fait a -^ bx -^ cx^ -^ etc. = /? , V -h dx -\- dJx^ + etc. = q c" -4- d^^x + e"x2 -4- etc. =: r , ^'" H- e"'a; + etc. = ^ , etc. ; 4^ _4_ g'oî -H yx^ ■+- etc. = ;t, ê"' H- y'^ -+- ^^oo^ H- etc. = -zs-, y 4- ^'o; + £"^2 4_ etc. = ^ , <î"' 4- e'"^ -H etc. = o- , etc. ;
le produit des fonctions proposées prendra cette forme,
<p (y» -f- ^j H- 7j2 4^ etc. ) X •J>(7î' -f- -zrjK -+- f J2 -H etc. ) , ce qui ramène le cas actuel à celui du n.° 97, et l'on a , par la formule III du n.° 102, pour le coefficient du terme affecté de y^ ,
-|-D(p/?.\|y;T.p'''-'.'7 +D(p/7.D4/7r.p'''-2.(^'s;r) H-D(p/?.p2\p7r.p'"-^-(^'W2) H- p2^;[7. •v|/zr.p'''-2. ^2 + p2^^. D^;^. p'«-3.(^2gy.)
H-p3(p;c7.'vp;T.p'"-5.^5
H- D^y». p« - '\|/7r. '/■zîr" - *
-h etc. ...... + etc. H-p2(Py».p«-2v|/7,'.^225.n-
-h p»(P;7. -vj/Tr. ^".
Maintenant , pour avoir le coefficient de x'^j^ , il suffit de mettre dans cette formule , au lieu de /? , ^ , tt et -ar leurs valeurs précédentes en ^ , et de calculer pour chaque partie de la formule le coefficient de x"^ , par le procédé du n.° 100 ; puis d'ordonner par rapport aux sommes des indices des d sans point qui affectent (pa et ij/« , en regardant comme premier terme la réunion des parties où les indices de d sont = 1 , comme second terme , la réunion des parties où les indices sont = 2 ou forment une somme égale à 2 , et ainsi de suite. -^
186. Avec un peu d'attention, on pourra écrire sur-le-champ la formule qu'on cherche , en partant de la formule précédente ; car on verra que chaque partie de terme de cette dernière donnera des parties pour chaque terme successivement dans la formule demandée , et l'on aura ainsi :
H- p2(p^z. -J/a. p»". p'" - \ y^ -4- p2(p^. Dvpa. p'«. p'«^3. (^'2g>')
etc.
-hD(p^.D^|/a.p'»-^ (^p'«-»,C')
-f- DD(p^.\|ya.p'"-i.(^p''»->.^')
H-D(p/2. p'"-ip''\^a. bC"'-^Ç'''
-+- p2(pa. p'"-2pn\J/a. Z»2g''n-af '«
-f-etc
-f- B'"(pa. p"\|/a. ^'"C'"
■4-Dcpa. p'"p'''* -vj/a. C"^'5""*^
-Hp2DCp«.p'»-2pn-i^«.^2gVn.2^'^/«.j
-f-etc
H- p'^pcp^. p"-»\^«. ^"W"-'
-H p^<p<2. \pa. p*". p'" ■ 3. ^'3
^-(P^.Dp2■a/a.p'«-^(g'p'«-2.g"2) -}-D(p^.p2^[;«.p'«-'. (Z>p''»-3.C'2)
M-D^«.DD-v|/«.p'»'^(g'p'«-2.(W))
+ DD(p^.D-4;a.p'»-».(Z'p'«-^(^'g'')) 4- p ^(pa. Dvpa. p '»- ï. ( g'p '« - 2. ^'2) 4-Dp2<pû.^^«. p'»-».(^p'''-^^'2)
-h (pû5. p2D\)/a. p"» - 2. (g'sp'n - 1.^')
-+- j)(pa. DD\|>itf. p^-2. (^^p'" -^.C) H- p2(p^. D-vf/a. p»" - 2. (^2p'« - 1. g"')
-4- DCpa. p24;a. p"- 2. (g^p'"- '. ^') -4- DD^â!. D\|/a. p'»-2. (Z'g'p'»- '.^')
etc.
etc.
-j-Dp^^p^Z. p'«-i>|/«. ^g''n-l^'« ^
La loi qui règne dans cette formule s'apperçoit sans beaucoup de peine , et l'on peut en déduire une règle pour former le développement réduit. Cependant , pour mieux saisir cette loi , on peut prendre pour m et n différentes petites valeurs , comme 2 et q , ^ et 3 , afin d'avoir facilement tous les termes
i5o ^^^ucALCUL
du coefficient entier : ce moyen serviroit encore à vérifier la formule, si cela étoit nécessaire , en comparant ces résultats particuliers avec ceux que donneroient les deux solutions précédentes.
187. Ajoutons ici un seul exemple , lequel, quoiqu'il n'offre qu'un des cas des plus simples du problème précédent, conduit cependant à la solution générale de la question suivante : Étant donnée la fraction génératrice d'une série récurrente double , d'un ordre quelconque , trouver un terme quelconque de cette série indépendamment des autres ; matière qui est de la plus grande importance dans la théorie des probabilités.
Exemple.
Étant donnée la fraction suivante, où le numérateur et le dénominateur sont des polynômes doubles quelconques,
a -^ bûc -}^ cœ^ -h- dx^ + etc.
. -*a.tTi;i-(^H- ^y -H c'ocy -h d'xy -H etc.
5 ,; - 4- c"j2 4- d"œjy2 H- etc.
H- d"'jy^ -h etc.
H- etc.
X -h Cx -+~ yx^ -H Sx^ -+- etc
-f- Cy 4- y'^f ■+- S'ocy -+- etc.
4« y'y2 _j_ ^"^j2 4_ etc.
-f- ^y -+- etc.
H- etc.
la développer en une série double, et calculer un terme quelconque de cette série indépendamment des autres.
Il suffira de faire dans les solutions précédentes <pa=: <z, et \|;« = «— \ Ainsi la première solution, n." i83 , donnera pour le terme général affecté de x'y^ , eh écrivant la formule à rebours , ce qui est plus avantageux ,
+ am,n.i'T)\e»'^ + ^Zm.i,«.i.D.D'.a-» + etC
+ c'.pw-i.p'» -!.«-» + ^.p"»-».p'«.A5"*
+ C".p'».p'»-2.A5-» -f. ^'. p«. p'« -».»-» -f fl. p^.p'».»"».
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188. Si l'on veut ordonner le développement par rapport aux puissances négatives de a, la seconde solution, n.° 184, donnera, en faisant <p<aj = <»-%
et y^06 = ^ ,
— a-«.p'"-^(Cp'«.a->.-H 2«-^.p'"-'.(ê'p'"r>.(^»-:^^'-H etc. . .-.,>•• •
Uf'^^\
oc-'"-'>.-d.{C'^-KC'''Ci)
zt ^ — — ^- oî-'"-». S^d'. (g^'«-i.â^) ir: ^ — Z__i. «-«-«-i. g^^'-^z.
Q...WX l.Q. C'^-l) .^^ l.Q...7yïX
Le développement ultérieur n'a plus de difficulté.
On peut aussi faire (pa = a ^ -^oc = cc'^ , dans la formule du n.° 186 , et Ton aura ainsi trois formules pour l'expression du coefficient d'un terme quelconque de la série cherchée.
189. Enfin , la seconde méthode des n.**^ i5i et suivans donne facilement le développement réduit de la série qu'on demande dans le problème précédent. En effet on n'a qu'à calculer le coefficient réduit de ^c" par une des formules dun.° 102 : puis , en y appliquant la méthode, on en déduira très-facilement les coëfficiens de x^-^y, x^-'^y- ^ x^-'^y^^ etc. Mous nous contenterons de donner par ce moyen le développement réduit des premiers termes de la série de l'exemple précédent. Le voici :
«•^« -H («-'.^-a-2.C«)a; .4- {«-».c — «-a(g'^'H-y^)H-Aî-3.ê'2^i j^a
xy
^1 -«-4.3Cff'2^2r^
et ainsi de suite.
Les termes affectés de :p, x^, a;3, etc. se déduisent d'abord les uns des autres
iSa ^ vr c D u vC A L c u L
et forment les termes supérieurs des colonnes ; ensuite , dans chaque colonne , ^n tire du terme supérieur tous les autres termes de la colonne en descendant, par exemple du terme affecté de a;5, ceux affectés de ^-y ',3cy'^^ y^. ,
/ ^« ._tti* (II.)
190. Dans les formules précédentes les polynômes différens entrent chacun sous une fonction particulière, et les a çx oc dans les développemens en ^, ê* demeurent séparés l'un de l'autre , chacun sous son signe de fonction , ce qui est cause qu'on peut varier les solutions et présenter les formules générales sous différentes formes : passons à présent à des cas plus étendus, où les polynômes entrent d'une manière quelconque dans la même fonction et où la
séparation des a et des « n'a plus lieu généralement.
.ir»>i[i r.v.\t\ b'ii i , - ' , i,, ; _f . Problème.
Développer là fonction de deux polynômes simples , l'un ordonné par rapport à X , l'autre par rapport à y ,
(p (a -H ^^ -f- c.t2 H- ^jc3 4- etc. , a + Cj -f- yjK^ H- Jjk^ -f- etc. ) , •••(!)
en une série double, et trouver le terme général de cette série.
' V191. ' Jja considération suivante, qui sert dans plusieurs cas analogues, donne sur-le-champ la solution de la question.
Supposons d'abord qu*au lieu de la fonction proposée on ait seulement à développer , suivant les puissances de j^ , la fonction
(p(«,a-HÇK + yj^ -i-^JK^H-etc.) , .••(2)
a étant constant ; je la développe par la formule du n.** q i , et je trouve , pour la série ordonnée suivant y ,
etc., ... (3)
où les virgules qui affectent les d sans point , placés avant les (p , ont la signification que nous leur avons donnée au n.° 1 1 1 . •
A présent on n'a qu'à remettre a -\- boc '^ cx^ -4- dœ^ -+- etc. à la place de a dans la série ( 3 ) , et , en faisant varier a , développer chaque terme de cette série suivant les puissances de x , par le niéme ii.° 21, et l'on aura , en écrivant ^ au heu de <p (^5«) , -.
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<p{a ~>r bx-\- cx2 -{- dx^ -4- etc. , x -\- fy -h yj^ -+- Sj^ -+- etc.) = .... (4)
^ + D»'V^. bi ne -h (D^'>i/.D.^-f-p2,^.^2)^2 _}_ (Di'^.p2.^-4- ^'^A.n.b^ + p3,^.^3^3 .^-etc,
-Hd''X^.j -f-pi'i^.é'Z'..xx 4-(pi'iXg'D.Z'-Hp2'i^.^Z>2):c2j^-f-etc.
4-(d'1-^.d.C-1-Ç'2^.C^}/2 H-(pi'iX^D.g'+pi^2^.g'^^)^j^2 4_etc.
-}-(D'l^.p2.g'+p'2^.D.C-^ + P'3^.C^)j3 _|_ etc.
H- etc.
192. Quant à l'expression du terme général affecté de >x'^'* , on y parvient de la même manière : en effet on a , pour le coefficient de jy^" dans la série (3),
0.^^.0"-».^-^ D'2Xp«-2.C2 _|_ D.3v^.D«-3.g'3 _[_ etc. 4- D'n^.g"» (5 )
A présent on fera varier a seul dans ^ ; et , en prenant la dérivée divisée p*" de chaque terme ^ on aura , pour le coefficient de x^y^ ,
(pi'i^.p'»-».^ -t-p2,l^.p'n-2.^2 _|_ p3,i^.pm-3.^3 _[_ gtC. -\- p'".i^.Z''").p''-^ë'
4-(p»'2^.p'»-».''^-+-pa.2^.p'»-«.^2 _j_p3,a^.p'»-3.^3 -h etc. + p'"'2^.Z''").p''-s.g'2
♦ -f-(Çi,3^.Dm-i^^ _|_ d2.3^.D'"-2.^2 _4_ d^.S^.D'^-^.^S + etC. -H D'»'3^.^'").D''-3.g'3 ... (6) ^c c o c c c c •'C ^ '
H- etc H- etc.
-h (pi'^y^.p'»-».^ + pa,«.Xp'"-2.^2 _|_ D3.nv^.D'"-3.^3 _|_ etC. + p'"'«^.^'«).C''. .
Il est inutile de remarquer que dans cette expression p^'*, par exemple, est la même chose que D^.p'^ , conformément à ce qui a été dit au n.° m. On peut mettre cette expression sous la forme suivante , si on le juge à propos ,
pi,i^.pm.i.^ pn-i.g" -j-p2,i^. p»n-2.^2.p/i-i.g' + p3,i^. pm-3.^3.p«-i.^
-+-pl»2^.p'»-Ï.Z'.p«-2.g'2 -f-p2,^^.p'«-2.^2.pn-2.g^
pi.3^. p»»-».^. p«-3.C5 H- etc H- etc
Si on avoit à trouver le coefficient du terme général affecté de x^y^z^ dans la série triple qui résulte du développement d'une fonction quelconque de trois séries simples ordonnées, lune suivante, l'autre suivant j^, et la troisième suivant z ; alors on auroit ^ = ^(a, «, oc) ; mettant cette valeur dans la formule (7), et raisonnant ensuite et opérant sur cette formule comme nous l'avons fait sur la formule ( 5 ) , en faisant ici varier a , on obtiendroit l'expression du coefficient cherché. ^
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Problème.
193. On propose de développer en une série double une fonction quelconque de deux polynômes doubles indépendans , savoir :
çÇ a + bx + cx^ + etc. ^ ( ce + Cx ■{• yx^ + etc. + h'y + c'xj + etc. f J •\- fy + y'^J + etc. + c'y 2 4. etc. (j + 7"j2 + etc.
+ etc. 3 V. + etc.
et de calculer un terme quelconque de cette série indépendamment des autres.
Ce problème est d'une très-grande étendue ; nous suivrons pour le résoudre une analyse pareille à celle de la troisième solution des n.°^ i85 et 186.
194. Donnons à /?, ^, etc. tt, 'ziTj etc. les mêmes valeurs en x que n.° i85; la fonction proposée prendra cette forme ,
<P{p + çy + ry^ + etc. , tt + Txry + §y^ + etc.^,
et la formule du n.° 1 1 5 donnera pour le coefficient du terme quelconque affecté de /» l'expression suivante , dans laquelle les virgules qui affectent D ont la signification que nous leur avons assignée au n.° 111,
+ pi,«-»(p(^,7j'). ^2«r«-»
etc + etc. + ^^'"•^(pip^Tr
+ etc
Maintenant, pour avoir le coefficient de œ'y^ , il suffit, comme n.°' i85 et 186 , de mettre dans la formule précédente , au lieu de /? , ^ , tt , txt, leurs valeurs en Xy n.® i85 , et de calculer pour chaque partie de la formule cidessus le coefficient de a;'», par le procédé du n.** 100; puis, d'ordonner par rapport aux sommes des indices des d sans points qui affecteront (p («,«).
DES DERIVATIONS.
igS. On voit, comme n.° 186, qu'en calculant ainsi le coefficient de a;*, chaque partie de terme de la formule précédente donnera non-seulement une partie dans le terme correspondant de la formule qu'on cherche , mais encore des parties dans les termes suivans. D'après cela , on pourra écrire surle-champ, et sans peine , les termes de la formule suivante où nous mettrons A au lieu de (p («, a) , pour simplifier :
pi,i^.p'n.p'«-2.(^'g>') _|-pi,M.p'".p'«-3.(^'g"2) pM. p»». p'« - 2. ^'a
D'i^.p^.p'"-!. g*' Di'^..p"'. p'«-i. V
etc.
-f- D'iD'lJ.p^-i.CCp'^^^O -f-pl.M.p'»-'.(^p'«-».g")
etc
p2,pi,m.2p,n-i^, ^2gVn.2^'g>'a.4
etc
etc.
H- p2.p«,'n-2^. ^ag-m-a^'a + etc
H- p»'2^. p«- ». (6p'«-a. g"2) -+- D.' p'.'^. p»"-!. (ê'p'''-^. (3' g")) + D''p»'M. p"»-!. (Z'p'^-a. (^'C')) + pa^i^.p»»-!. (^p'«-2. ^'2) -}- D»' p2. -4. p«-». (^p'« -2. ^'2)
-f- D''p»'ï^. p'»-^ ( ^^p'«- ». g"-) -}- p2.M. pw-a. (^2p'«- 1. g" )
-4-pl.2^.p'»-2.(g'2p'«-l.^')
-f-D»'p».»^.p'»-2.(^^p'"-*.^') -H p2»Dï'^. p'»-2. (^2 p'n-». ^')
etc.
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Nous aurions présenté un plus grand nombre de termes de cette fonnule , si l'espace l'avoît permis; mais ceux que nous donnons paroissent suffisans pour en faire saisir la loi , laquelle , au reste , est analogue à celle de la formule du n.° 186. >^
Remarquons seulement , à l'égard des virgules qui se trouvent parmi les indices des d sans point qui affectent^ ou (p (a, ce) ^ que ces virgules ont encore ici la même signification que n.*' 1 1 1 , et que p'"''*<p(<2, a) est la même chose que .p'«'P'«(p(^, (x). 11 ne faut pas confondre ces virgules avec celles placées entre les accens ; nous avons distingué ces dernières des autres en les plaçant plus haut.
196. Pour faire voir la manière de se servir de la formule précédente dans des cas particuliers, nous allons l'appliquer à un exemple facile à vérifier.
. Exemple.
On demande le résuïtat que l'on doit obtenir en substituant dans l'équation générale du second degré ,
ax- -4- hxy -+- cj^ -i- hx -^ tjy ~{- ^ z= o ^
au lieu de x et de j^' , les quantités
X = a -]- l^t -i- ct^ y y =z ce -^ Ct -+- yt^
-+- bW -f- dtv -\- S'v 4- y'i^f ( 1 )
Il est évident que l'équation résultante sera de la forme , ^ -f- ^^ ^- a^ + Dt^ H- Eù^
•4- ^V -}- C'tv -H D^t^i^ -+- Eh^v
O'v^ H- D"iv^ -h E'U^v^ (q)
et qu'on aura
1 A = (p{a^oc) = «<22 -f. hacc + ca^ -f- î»^ -f- ea H- f ,
où les lettres allemandes a, b , c , b , e , f indiquent des quantités constaVites ; la formule précédente du n.'' 195 donne tous les coëfficiens de (q), si l'on* met successivement pour 7?i et n les nombres convenables. Veut-on , par exemple ,
le
le coefficient £)'' de tv^ ? on fera tti = i , « = q , et la formule donnera , en rejetant les termes où les indices de d deviennent négatifs ,
D.p'2.^(^j^) ,^ D'i^.D.D'.g*' -H p.2^.D.C'2 H- D'»p.2^. Cg"2
+ dI'^.d.d'.^' 4-p''*^.D.(W) -4- p''2^.^ê*'2
H- d.'d.'v^.Ê'd'.C' -f-D''p'.'v^.^W . . . . r3) + P».'^.^d'.^' -hp^''^.g'/^'^
H-pM^.g>0'.^' -+-D^p=^,^.^^^ ,
Or, dans notre cas particulier, les polynômes doubles (i) ne sont que des trinômes doubles, ce qui fait que D.D'.ê*' =o, d.d'.^' = o; ensuite on a
Tt'^A = b« 4- 2Ca -h e , T>^'A = QCia + ba -H b ; partant
P'M = c, p''M = b, pM = a, D'»D'M = Qc, d^'D^'-^ = Qa ;
les autres quantités D'»p'2^ , p»>M , etc. devenant toutes == o : ainsi des trois
colonnes de la formule (3) il ne reste dans notre cas que la seconde; et, en
développant les quantités polynomiales , on trouve pour le coefficient de tv^ ,
D' = c.2^V -h b(Z^y + c'^') -^ <t.<2b'c' + QcCy -f- h.ly"-¥-hCc" -+- 2a.bc".
Ces sortes d'applications sont utiles dans la permutation des coordonnées, et par conséquent dans la recherche des propriétés des lignes et des surfaces courbes , car on sait que les équations transformées par la permutation des coordonnées présentent comme des tableaux sur lesquels on peut lire les affections des Lignes et des surfaces. Il suffit d'indiquer cet usage.
197. La seconde méthode du n.° i5i et suivans s'applique aussi au problème précédent : elle donne avec facilité les coëfficiens réduits des différens termes du développement , en descendant par colonnes.
198. Quant aux fonctions de trois polynômes doubles indépendans , le coefficient du terme général de leur développement est représenté par p'».p''».Ç)(a,^,a). Pour en avoir le développement en b , b', ^, b\ Cy C\ on formera d'abord celui de p'". (a-, ^, ce) par ce qui a été dit au n.** 119 : puis on déduira de ce dernier le développement de l'expression précédente par un procédé analogue à celui dont nous nous sommes servis pour déduire le développement de p'». p'". <p(<z,«) de celui de p'". (p (^,«).
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On, peut suivre la même marche pour les fonctions de quatre polynômes doubles , et ainsi de suite. '
D'un autre c6té, si l'on a une fonction quelconque de deux polynômes triples , le coefficient du terme général affecté de .x'y^z'' s'exprime par d"*. d'". p''^(p(âc,a) : pour avoir le développement en ^, b'^ V\ C, 5*, ^'' de cette expression, on remarquera que la formule du n. 0195 donne celui dep'".p'"'.(p(^,a), et de là on déduira ensuite celui de p*". p'". p''^ (^ {a^ct) d'une manière semblable à celle dont on a déduit p"". p'".(p(«,a) de p'". (p(^j«) aux n.°^ 194 et 195. On voit ce qu'il y auroit à faire pour les fonctions de polynômes quadruples , etc.
T99. Ce seroit ici le lieu où il conviendroit d'étendre nos méthodes relatives aux polynômes doubles et triples à des cas analogues à quelques-uns de ceux concernant les polynômes simples que nous avons traités dans le §. IV de l'article premier ; mais la nécessité de ne pas passer les bornes convenables nous interdit ces détails.
Pour ne citer qu'un seul exemple , nous ferons remarquer la question suivante , qui est à l'égard des polynômes doubles ce que l'exemple du n.° 62 est pour les polynômes simples ; savoir : Etant donnée une fonction quelconque de polynôme double, ou une série double quelconque en x etj', trouver le développement , ordonné suivant les puissances et les produits de ^ et ^ , qui résulte de la substituLion à la place de x et de j^ des valeurs suivantes j^ ^ yt -^ W^ -h etc. y r b -h c^ -i- î?^2 4» etc.
-H 7V 4- ^^tv -f- etc. / 1 -H cV -h \>^bv H- etc.
-h (î'V2 -+- etc. { ' ) -H t>'V2 H- etc.
H- etc. 3 ( + etc.
Observons qu'en généralisant la remarque du n." 63 , on en tirera un moyen qui peut aider à simplifier la solution de ce problème.
200. Nous terminons ici les trois premiers articles , qu'on peut regarder comme la première partie de cet écrit. L'objet principal que nous avons eu en vue se réduit à ce problème général :
ce Une fonction quelconque d'un ou de plusieurs polynômes simples, douw blés , triples , etc. étant donnée , écrire sur-le-champ la série du dévelop- 5) pement de cette fonction , et même écrire sur-le-champ le développement « d'un terme quelconque de cette série indépendamment des autres termes. »
_^ _ . DES DÉRIVATIONS, iSg
Quand nous disons écrire sur-le-champ, nous sous - entendons que l'on connoisse d'avance les dérivées successives nCpa^ p^^p^^ p^^^z, etc. où a varie de i : autrement il faudroit commencer par les calculer. ,
Nous osons croire que les Géomètres trouveront nos méthodes nouvelles , faciles et analytiques.
Il ne nous paroit point que l'on se soit occupé avant nous de la solution des cas compliqués concernant les fonctions quelconques de plusieurs polynômes simples et les fonctions des polynômes doubles , triples , etc»
Les applications se présentent en foule : elles embrassent les principales branches de la théorie des suites , et apportent des simplifications dans beaucoup de recherches, dans la pratique du calcul différentiel, par exemple.
Offrons quelques-unes de ces applications , car il est temps , pour tempérer l'aridité de nos régies , d'en donner quelques usages remarquables dans des matières intéressantes.
ARTICLE QUATRIÈME
Applications du calcul des dérivations aux séries récurrentes, tant simples que doubles ou triples , etc., d'un ordre quelconque.
201. La matière que nous allons traiter a mérité l'attention des plus grands Géomètres à cause de son utilité dans plusieurs recherches, principalement dans la théorie des probabilités. Elle offre un des cas des moins compliqués auxquels on puisse appliquer le calcul des dérivations.
MoivRE est le premier qui ait considéré les séries récurrentes simples , dans sa Doctrine of chances et dans ses Miscellanea analytica : il a enseigné à trouver la somme ou la fraction génératrice de ces séries , et à en trouver le terme général en décomposant en facteurs binômes le dénominateur de la fraction génératrice égalé à zéro : cette matière a été traitée ensuite par EuLER dans V Introduction à l'analyse des infinis.
Lagrange s'est occupé à plusieurs reprises des séries récurrentes simples; d'abord dans le tome I.^'^ des Mélanges de Turin il a rappelé la recherche du terme général de ces séries à l'intégration des équations linéaires aux différences ( finies ) , et il a étendu cette intégration aux cas où l'équation de relation a un dernier terme , fonction de la variable : le cas particulier où ce dernier terme est constant a aussi occupé Vincent Riccati , qui a donné sur ce sujet un mémoire imprimé dans le tome V des Mémoires présentés à l'Académie des sciences de Paris.
Lagrange , depuis , a simplifié considérablement toute cette théorie , au commencement de ses belles Recherches sur les séries récurrentes , etc, imprimées dans le recueil de l'Académie de Berlin pour 1776. Dans les mémoires de Paris pour 1772, 1.*^® partie , ce grand Géomètre a résolu d'autres problèmes nouveaux sur les séries récurrentes ; il y donne une méthode pour trouver si une série proposée en nombres est récurrente et de quel ordre : il a encore donné une autre solution de la même question dans un mémoire sur les interpolations , qui n'a paru jusqu'ici qu'en allemand, dans les Ephémérides de Berlin pour 1783. Prony vient aussi de traiter avec détail les principales questions qu'on peut proposer sur les séries récurrentes, dans le journal de l'École polytechnique.
Laplace a fait de savantes recherches suf le terme général des séries récurrentes
DES DÉRIVATIONS. l6l
rentes doubles ^ qu'il a nommées récurro - récurrentes , dans les mémoires présentés à l'Académie de Paris , tomes VI et VII , en considérant cette matière comme un cas particulier des intégrations des équations aux différences ( finies) partielles à plusieurs variables , intégrations pour lesquelles il a donné des méthodes ingénieuses. Lagrange, dans les recherches citées, imprimées dans le volume de l'Académie de Berlin pour 1775 , a traité de nouveau le même sujet; il y enseigne à trouver le terme général des séries récurrentes doubles et triples , par des méthodes nouvelles , qui ramènent cette matière à la théorie générale des séries. Depuis , Laplace a encore repris le même sujet dans son mémoire sur les suites» Académie des sciences de Paris pour 1779.
202. Notre intention est de faire voir dans cet article que le calcul des dérivations s'applique avec une très -grande facilité aux séries récurrentes simples, et qu'il donne, pour les termes généraux de ces séries , des formules fort abrégées , qu'on peut ensuite développer facilement pour chaque indice ou'quantième de terme en particulier , quel que soit cet indice, pourvu qu'il soit un nombre entier , ce qui est le cas le plus ordinaire dans la théorie des probabilités. Nos développemens présentent les termes de la série exprimés en coëfficiens du dénominateur de la fraction génératrice , mêlés avec quelquesuns des premiers termes dont on suppose la valeur connue , tandis que toutes les méthodes dont on a fait usage donnent le terme général en puissances des racines de l'équation qu'on obtient en égalant le dénominateur à zéro. Les développemens que donnent nos méthodes, quoique toujours faciles à effectuer, sont souvent fort longs ; mais cet inconvénient paroit compensë^ar l'avantage de n'avoir pas à décomposer le dénominateur en facteurs simples, ce qui, lorsque le dénominateur va au-delà du quatrième degré, et que ses facteurs né sont pas rationnels , surpasse les forces actuelles de l'Analyse.
Quant aux séries récurrentes doubles, nous offrons l'essai d'une méthode qui a cela de particulier , qu'on y forme aussi d'abord la fraction génératrice de la série : le dénominateur se déduisant sans peine de l'équation de relation, la principale difficulté est réduite à former le numérateur, et quelquefois encore à savoir par quel terme du dénominateur doit commencer le développement. Quand la fraction est ainsi déterminée , les dérivations donnent toujours le terme général sans qu'on ait besoin de décomposer en facteurs. Cette méthode , qui nous paroît mériter d'être cultivée et perfectionnée , étant appliquée à
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plusieurs problèmes sur les probabilités , nous conduit aux mêmes résultats que Lagrange et Laplace ont trouvés par leurs méthodes , et elle y conduit souvent avec beaucoup de facilité. Nous indiquons ensuite la manière de l'étendre aux séries triples.
er
Des séries récurrentes simples,
203. On nomme séries récurrentes celles dont la propriété est , qu'un terme quelconque se forme de l'addition d'un certain nombre de termes précédens , multipliés chacun par un coefficient donné.
Ainsi , Am désignant un terme quelconque , si l'on a entre ce terme et les trois précédens Y équation de relation ,
a ï S" , y , (î* étant des quantités constantes données , positives ou négatives , la série sera une série récurrente du troisième ordre ; car cette équation donne
OC ce OC
où l'on voit que A m est formé de l'addition des trois termes précédens , chacun étant multiplié par un coefficient constant. On dit que la série récurrente ou son équation de relation est du r^^"* ordre , si la différence entre les indices des termes extrêmes A m etAm^r est égale à r. Les constantes qui multiplient les termes successifs , écrites les unes à la suite des autres , comme
ce -h C -\~ y -h S forment ce qu'on nomme Yéchelle de relation.
Nous ne nous proposons pas de donner toutes les applications que l'on peut faire du calcul des dérivations aux séries récurrentes : le problème suivant est le plus important dans cette matière , à cause du grand nombre de ses usages , et nous allons en donner une solution directe , qui ne demande aucune décomposition en facteurs.
Problème.
204. Etant donnée l'équation de relation d'une série récurrente simple, d'un ordre quelconque ,
OcAm-\- QAm^i -hyAm-'2~\-^Am^^-r- CtC. -f- flfr-i ^m-rH- i -j-OCrAm-r = 0;
trouver l'expression du jterme général de la série en a, C» y > <î» etc. , «r.
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Pour simplifier , nous ne considérerons que l'équation de relation du troisième ordre , il sera facile de voir que les raisonnemens sont les mêmes pour un ordre quelconque.
Soit donc l'équation de relation
a^m -f- ê^^ffl-i -+- y^«-2 + ^^m.3 = O, ....(l)
laquelle , au moyen de nos notations , prend cette forme
«p'». ^ + B.eC'^^'^»u4 -h ç2.^. pOT-2. ^ _j_ p3,^.p«-3. ^ = O :
or , en comparant avec la formule du n.° 87 , on voit que le premier membre de cette équation n'est autre chose que le développement de p*". (a^), p^.a, ou <^, étant un dernier terme dont les dérivées sont zéro; c'est-à-dire, qu'il n'est autre chose que le coefficient du terme affecté de x"' dans le développement du produit
icc-\-Ca) -h yx^ 4- Sx^){J -^Bx-h Cx^ -|- Dx^ -h Ex^ -4- Fx^ -^ etc.), -.• (2) le premier polynôme n'ayant que quatre termes et le second étant indéfini.
a -^-hx -\- cx^ -H dx^ + ex^-{-/x^ -h etc. . . . . ( 3 )
la série résultante du développement de ce produit, on aura
a = ccA, b^=T>.(ocA)j c=p2.(a^), J=:p3.(a^), e = p4. («y^), etc.; mais , puisqu'en développant ces expressions on trouve
d = ccAz -\- CJz H- 7-^1 -i- ê^ , ez= uA^ -+- ^Az + yA^ ^ SAi , etc , et que ces' valeurs doivent satisfaire à l'équation de relation , il s'ensuit que d , e y /, g , etc. sont tous égaux à zéro : il n'en est pas de même des valeurs de a y b et c , lesquelles , étant
a = uA , b = ocAx -f- ÇA , c = ctAz -4- Mi -H yA , ne remplissent pas toute l'étendue de l'équation de relation (1), et, sans s'évanouir , demeurent indéterminées. Ainsi la série ( 3 ) se réduit aux trois termes
a -^ bx ^ cx^ , tous les autres étant zéro. On remarque , sans que j'en avertisse , que , conformément à nos notations , nous écrivons indistinctement ^ ou y^i , C ou A2 , etc.
Donc , puisque la série ( 3 ) est égale au produit ( q ) dont elle est supposée le développement, nous aurons l'équation a •{■ bx -{- cx^
•« 4- Cx + yx'^ 4- èx^
=:A-hJ5x'-\- Cx^ -f- Dx^ H- etc. -H AmOQ"" -h etc. ... (4)
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Les. coëfficiens du second membre de cette équation représentent les termes successifs de la série récurrente , et le premier membre est une fraction qui , par son développement, suivant les puissances de a;, donne ces mêmes termes. Cette fraction se nomme la fraction génératrice de la série récurrente.
Or il est clair que par nos méthodes on peut calculer un terme quelconque du développement de cette fraction , indépendamment des termes précédens. En effet , l'origine des dérivations sera aoer ' , et le coefficient de x^ sera Atn = p*". («a"' ) , c ex ^ étant des dernières quantités , dont les dérivées sont zéro (n.° io5). "
On a donc pour l'expression du terme général de la série récurrente du troisième ordre , en ^^ , h ^ c , et « , C, y , ^ ,
Am = ^"'.{aoc-') , , (5)
ou bien , en développant en partie ,
J^ z= «p'«.«-> + h^'^-Kcc-' + cp^-^.a-' , (6)
p3.^ , p4.cg , etc. étant = o.
L'expression ( 5 ) ou ( 6 ) est un véritable terme général , puisqu'elle est une fonction de m qui indique le quantième du terme : elle exige à la vérité un développement ultérieur ; mais , quel que soit 777 , pourvu qu'il soit un nombre entier positif ( ce qu'on suppose toujours dans les séries quand il ne s'agit pas d'interpoler ] , ce développement peut toujours s'effectuer facilement par nos règles; et l'on peut regarder l'opération du développement comme toute autre opération arithmétique ou algébrique que la! formule générale indique et que l'on effectue dans chaque cas particulier.
2o5. La même solution s'étend aux séries récurrentes d'un ordre quelconque. Ainsi, en reprenant l'équation de relation proposée de l'ordre /-, savoir
OcAm -\-QAm-\ H- 7^OT.a -h ^Am-Z "i" GtC, + «r-i^m-r+i H" OCrAm.r= O,
on en formera sur-le-champ le dénominateur
ce -^ Cx -\- yx^ -+- Jjc3 + etc. H- ar-2 ^'■^ ' -f- «r^*" , (7)
en mettant simplement 1 , Xy x^, x^, etc. au lieu de Amt Am-i , Am-zj Am-Zy etc. respectivement dans l'équation de relation proposée ; et la fraction génératrice sera
a + l?x -{- cx^ -f dx^ + etc. -\- ar.iX^-^ .^^
« + C^ + «yX^ 4- ^^3 + etc. + CCr-iX'--* + CCrX' '
le numérateur ayant toujours un terme de moins que le dénominateur.
Les
DES
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Les valeurs de a, b, c^ d ^ etc. ar.x demeurent arbitraires, si l'on n'a que l'équation de relation proposée : pour que la série récurrente soit entièrement déterminée , il faut que les valeurs de ces quantités soient données immédiatement par les conditions de la question , ou bien il faut que l'on connoisse les A— I premiers termes de la série récurrente , car les valeurs de a^ b^ c, d^ etc. s'en déduisent ensuite facilement. En effet on a , d'après le n.° précédent, a = ocA j b = D.(ocÂ) , c=-^'^.{ccA) , et généralement a, == ^^.(ocÂ) ; ou , en développant ,
a = uA ,
h = ccB -Y- J^A,
c = ocC + ÇB -+• yA ^
d = ctD -i^ ce -h yB -{- SA , .
etc. ... V
ar. 1 = OcAr- 1 -4- SAr-2 H" y^r-Z 4- etc. -H CCr- \A'
Quant à la valeur de ar^ elle est ccAr •+- CAr-i -h yAr-2 ~\- etc. -f- e»rA , et comme cette quantité est un cas particulier de l'équation de relation , il est évident qu'elle est = o , ainsi que toutes les valeurs de «r -i- 1 , ^r -f- 2 > etc. : voilà pourquoi le nombre des termes du numérateur de la fraction génératrice est toujours moindre de un que celui des termes du dénominateur.
A présent nos méthodes donnent pour le coefficient de x"* dans le développement de la fraction génératrice ( 8 ) cette expression
Am = ^'".(acc-^) , (10)
^r-i et ocr étant des derniers termes dont les dérivées sont zéro. C'est l'expression très-simple du terme général demandé de la série récurrente de l'ordre r. Ainsi le problème proposé au n.° Q04 est résolu.
On trouve au n.° io5 trois manières différentes de développer cette expression ; par la première on a
Am= ■^'".(acc-') = ' (11)
tfÇ'".a-'-+-^p'"-».a-» -f- cp«-a.a-*-f-etc. -F-^r-2p'"-'"+^.a-* -f- <Zr. 1^*""+ *.«"'•
Nous allons ajouter quelques observations sur les développemens du terme général que nous venons d'obtenir.
206. Puisqu'on a eu a = ccA , on peut mettre l'expression ( 1 o) sous cette forme ,
Am = ç'".(«u4«-0»
Tt
l66 DUCALCUIi
pourvu qu'on fasse zéro les dérivées de ocr et qu'on ait soin de rejeter toutes les dérivées àect'^ inférieures à p" - '^ + ». »- » , à cause que , dans p*». (««-») , ar-i est un dernier terme , et partant que «r-ip'"*'""*"^«-* est le dernier terme du développement de p*". (â5«" * ).
Avec cette attention on peut partager otAoc'^ différemment en facteurs avant que de faire le développement de l'expression précédente.
1.° En partageant otAoc-^ dans les facteurs otA et «-*, on a sur-le-champ
-H {uB H- ê'^)p'»-'.«-i
-f- (qî/) H- ^C -I- y^ -I- <J^)p«-3.«-i . . '
H- etc
-+- {ecAr-i -4- Wr.2 -H, yAr-Z -h etc. -t- OCr-o^B + «r-i^)p'"-'" + ^«-^
2.** En partageant le produit ocAoc''^ dans les facteurs ^ et «. a-», on a aussi sur-le-champ
Am = p'».(^ X «.«"0 = ^ («p'".»-^ + Cp'»-^»-' + yp'»-^»-» -H etc. H- ar-ap'"-'-^-^.»:-» + «r-,p'«-''+».a-0 4- ^(«p"»-». «■* + ^p'"-2. oj-i -h yp'^-S.a-i H- etc. -+- «r- 3p'"-'' + ».««-») -f- C(ap'»-2.^-i _f_ g'p'»-3.«-i ^- etc. 4- «r-3p'"-''+'.«-')
H- Z?(«p'«-3.ûî-> -4-Cp'"-4.«-i 4^ etc. -H «r.4p'»-'' + ».a-») (i^)
~T~ etc. •.••.••.••.••••.••••**••, 4- ^,.2(ap'»-'''+-^a5-> ^ g'p'»-^+i.«-») -t- ^/iLap" '' + ».«-».
Cette dernière formule s'accorde au fond avec celle qu'a trouvée Laplace, par une voie différente , dans son mémoire sur les suites (Académie des sciences de Paris , année 1779, P^ge 237). La formule précédente ( 1 Q ) paroît préférable dans plusieurs occasions ; on peut cependant mettre cette dernière ( 1 3 ) sous une forme qui en abrège les développemens , ainsi qu'on va le voir.
207. Quelle que soit la dernière des quantités cç, Ç, y^ ^y etc., c'est à-dire celle dont les dérivées sont zéro , on a toujours
à cause que t».«ç-> = 1 , et que d. 1 = o , et p'.i = o, Soit g, par exemple,
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la dernière des quantités », ê* , y , etc. : on aura , en développant ,
p'.(«.âf-i) = «p*.»-» -f- g'p'-'.a-» -f- 7p'-2.a5-i -f- Jg'-S.of-i -{-gp'-4.«-i = o; d'où l'on tire les équations suivantes
ap^«"» -f- g'p'-i.a-i -f. yp*-3.£^-i -j- ^p'-3.^-i = >« £p'-4.aîap^oî-i -H g'p'-».a-i -h yp'-^.a-i = — S^'-^.cc'^ — ep'-4.c»- Au moyen de ces équations la formule suivante , qui donne le terme général pour l'équation de relation du quatrième ordre,
et qui est un cas particulier de la formule ( 1 3 ) du numéro précédent , savoir ,
-^(ap^a-i -+- ^p'»-».«"^ + yp'»"2.a-» + Jp'«-3.«-«) H- B{o6^'"'Kcc''^ -H ê'p'"-=.a-' -+- yp'"-^.»-*) 4- CCap'"-^.»-» -{- é'p'"-3.«-0 H- D.oc^'^-^.u^^ , se change en cette autre , plus simple et plus facile à évaluer en nombres ,
^- ^.sp'"-4. «-»
— ^(^p^M.a-i -f. gpm.5.^-1) -+- C(ap'»-2.a-» + g'p'«-3.«-i) H- /).«p'«-3.a-i,
où le nombre des termes est réduit à la moitié plus un. Dans ces deux formules s est une dernière quantité dont la dérivée est zéro. •
Cette simplification s'étend au terme général d'une série de l'ordre quelconque r, et la formule (i 3) devient ainsi , «r étant toujours une dernière quantité,
— CCar.apw-^^-i -+- «r.ip'«-'-».«'» -t- «5rÇ'«-'"-^a*0 etc ,
-H ^r.sCap^-^ + ^.fV*» H- 5'p'""''-*-*.»" -H yp'"-'' + ^«-0 -H -4r.a(ap'"■' + ^«-^ -H ^p'"-'" + »» a'») 4- ^r-i.tttp^-' + ^flS'».
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208. Éclaircissons par un exemple la manière d'employer nos formules.
Exemple.
On demande le onzième terme de la série récurrente du troisième ordre, dont l'équation de relation est
U^m -4- QAm — \ -V- y^m — z -\- ^^m^Z = O ,
les trois premiers termes A , B , C étant donnés.
La formule (11 ) du n.° 2o5 donne pour le terme cherché
OÙ $ est une dernière quantité. Je lis cette formule à rebours et je développe d'abord ç^.»— " ; j'ai par le n.^ qo , en écrivant la suite à rebours ,
les termes suivans sont zéro, à cause que «^ est une dernière quantité. Développant ultérieurement par la règle du n/' 43 , j'ai sur-le-champ
p8.«-i _ a-9.ê*8 — a-S^g'fiy -f- «-7(6^5^ -h 1 5^ V )
— a-6 ( 1 oê'^Qy^ -+. i iiÇ2yZ^ ^_ a-5(6g'^<^- + 4^3«y2j -h /+)— «-^. '^y^^- De là on tire successivement par dérivation les développemens suivans , par la règle du n.° 3o, en commençant, si l'on veut, par le dernier terme,
— «-6 ( 1 0^3^ -+- 1 oê'^3y2(^-l- 5 gy^O -t- «-^ (4^%<^ -+- 4y^<^) — «-"^-^^ pio.^-i = a-".^io_^-io.qg'8y_|_^-9^8g'7<J_{_Q8^6y2)_^-8(2ig'52yJ+35g'4y3) -H<»-7(i3^4j^-f-QoC33y2(yH- ï5g'2y4) _ «-6(10^ ^3yj^2 4. 3^4y3^_l_ ^5;
Ges développemens réduits de p^.»— i, w.oc~^ , p'°.a"~* étant multipliés respectivement par c = (icC-\-CB -hyA j b =: ocB -\- I^A ^ a=ccA^ la somme des produits est l'expression développée du onzième terme de toutes les séries imaginables du troisième ordre.
Supposons, pour appliquer ces formules à un cas numérique , qu'on veuille le onzième terme , l'équation de relation étant
u4m -H Am—i — Q^m~3 2-^ot — 3 = 0>
et les trois premiers termes étant ^ = i, ^ = 2,C=3.
On aura « = i, ^=1, «y= — q, ^•= — q; az=i ^ b = 3 j c = 3 j
et le onzième terme sera ^lo = 63.
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209. La solution du problème précédent donne immédiatement un terme quelconque de la série récurrente , lorsque l'indice ou le quantième de ce terme est un nombre entier positif; on peut demander à présent, si l'on ne peut pas trouver des formules finies qui donnent pareillement un terme quelconque de la série récurrente , lorsque l'indice ou quantième de ce terme est un nombre entier négatif : c'est ce que nous allons examiner.
Problème.
Etant donnée l'équation de relation d'une série récurrente de l'ordre quelconque r, on demande l'expression d'un terme quelconque de la série continuée en arriére, c'est-à-dire, l'expression du terme général à indice ou quantième entier négatif.
Soit la série récurrente , continuée des deux côtés , représentée par etc.-h^.zx-^-^A.^cc-^-hy^^iX-^-j-A-h-Bx-i' Cx^ •+- Dx^ -h etc. ; ...(i) on peut réduire la question à former la fraction génératrice de la partie de la série qui s'étend à la gauche de u4 , d'après l'équation de relation , ou même d'après la fraction génératrice de la série qui s'étend en avant , à la droite de A.
Pour plus de simplicité nous supposons que la série soit du troisième ordre j la même analyse s'applique à un ordre quelconque. Soit donc l'équation de relation ^ . jo > , ^ , ^ v / x
CC^m -H b^m- 1 -}- y^w.2 + SAm-Z =^ O ', .... (2)
puisque cette équation est censée vraie pour toutes les valeurs de l'indice m entières , positives et négatives , on pourra mettre — m -\- 3 au lieu de ?n , et l'équation de relation deviendra
^A,m -+- yA.m+i H- ÇA-m+z + OcA^m + Z = O. (3)
Or le premier membre de cette équation n'est autre chose que le coefficient de 02-" dans le développement du produit suivant
(i+yx-»-l-C^-2H-«:c-5).(^.,^-i_f_^.2^-2_|_y/.3X-3_4_^_^aj-4_|_etc.), ...(4) ainsi qu'il est aisé de le voir en effectuant la multiplication. Soit
«a;- » -j- hx-^ -}- c^-3 -1- t>x-4 -+- tx^ -\- etc. .... (5)
la série résultante de cette multiplication ; on aura
a = (Jy^.i ,
b = ^A.i -h yA.x ,
c = ^A,z 4- y^-a ■+- ÇA., ,
b = ^A.^ H- yA.z + €A.^ -f- eeA.^ , ^ ^
t = èA.s 4- 7^-4 + ÇA-z -H uA.2 ,
etc. • YT
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où l'on voit que les valeurs de b , e , f etc. satisfont à Téquation de relation
( 3 ) , et que par conséquent elles sont toutes zéro ; mais qu'il n'en est pas
de même de celles de a , b et c , lesquelles , ne remplissant pas toute l'équation
de relation, doivent demeurer indéterminées, ou être données par l'état de la
question. On aura' donc l'équation suivante
ax - > + bx - 2 4- ex - 3 X . A i
J + yx-.+gx-a + «:.-5 ==A.,x-^+A..x■^+A.,x■^+A.,x-^+e^c. , ...(7)
dont le premier membre est la fraction génératrice demandée.
Le numérateur dépend ici des trois premiers termes de la série continuée en arrière : mais on peut aussi le faire dépendre des trois premiers termes de la série étendue en avant , et , en liant ainsi les deux côtés de la série , on pourra mieux comparer la fraction génératrice de la série continuée en arriére avec celle de la même série étendue en avant. A cet effet, je fais , — 771 successivement = — i , — 2,-3 dans l'équation de relation (3), ce
^uidonne U .r = ^ {c.C -i- CB -i- yA ) ,
S^.2 -+- y^-i = — {ocB -H C^),
jj-s -+- y^-a -4- C^-i = — ocA.
En comparant avec le numéro 204 , on aura a = — c, b= — b ^ c = — a. Donc la fraction génératrice de la série continuée en arriére sera aussi
On voit qu'elle résulte de la fraction génératrice de la série étendue en avant , . ' ' • 7. ,
ce -\- Qx ■\- yx'^ + ^x^ '
si l'on multiplie celle-ci haut et bas par x'^ , qu'on ordonne suivant les puissances négatives de a;, et qu'on mette le signe — devant la fraction.
Cette règle est générale pour une série d'un ordre quelconque r, car l'analyse précédente demeure toujours la même. Ainsi la fraction génératrice ( 8 ) , ,_, n.° Qo5 , étant multipliée haut et bas para;-'', et affectée du signe — , donnera * pour la fraction génératrice de la série de l'ordre r , continuée en arrière , ^r-i^-^ + <^/--2-^'^ + etc. + ^a;-''+» 4- <ïx-''
CCr H- OCr- i X' ^ + OCr-^X-^ + CtC. + Çx-'+^ +CCX-'^
Ce problème ^ déjà été résolu par Là on ange dans les,^ mémoires de Paris ,
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pour 1772, 1.*^ partie, page55o et suivantes; mais notre analyse , qui n'est pas fondée sur la décomposition de la fraction génératrice en fractions simples, est plus directe et paroît ne rien laisser à désirer.
210. Quant à la manière de développer cette dernière fraction , elle est absolument la même que celle par laquelle on développe la fraction (8 ) , n.° qo5 , pourvu qu'on regarde ici ar. i et otr comme des premiers termes , et qu'on prenne pour leurs dérivées , non les lettres qui les suivent dans l'ordre alphabétique , mais celles qui les précèdent. En se conformant à cette remarque , on peut indiquer le terme général à indice négatif de la série de l'ordre r, c'est-à-dire, le coefficient de a;-'" dans le développement, par \
^-m = — Ç'"-'. {^r-i(ar)-^ } ; .....(lo)
et le terme général à indice négatif de la série du troisième ordre sera
^.;,z = — p'»-^(cj-i) = — (cp'«-».(î-»-f-^p'«-2.<î-»-i-ûp'«-5j-i) ....(II)
Au lieu d'ordonner les termes de la fraction génératrice de la série continuée en arrière suivant les puissances négatives de ^ , on peut, pour déduire la fraction génératrice dont il s'agit de celle de la série étendue en avant , se contenter d'écrire à rebours le numérateur et le dénominateur de cette dernière fraction , en affectant toute l'expression du signe — . Ainsi la fraction
a -\- h oc -^ c oc'^ . ,, . c.r2 ^ hx ■\- a ' — - — 3 — ; — K— 5 donnera celle-ci — - > ^ , , . ^ — ; — , car,
en développant cette dernière suivant les puissances x-^ , x"^ ^ x-"^^ etc., on aura ( n.P 107 ) les mêmes coëfficiens qu'en développant la fraction (8) du numéro précédent.
211. Nous avons donc des formules et des méthodes pour calculer par dérivation , immédiatement , un terme quelconque d'une série récurrente , toutes les fois que l'indice ou le quantième du terme est un nombre entier positif ou négatif, et cela sans qu'on ait besoin de décomposer le dénominateur de la fraction génératrice en facteurs binômes , ou cette fraction en fractions simples. Quoique l'on voie par l'exemple du n.° 208 que le nombre des termes du développement, toujours très- faciles à former d'après nos méthodes , devient très- considérable pour des termes fort distans du premier et pour des séries d'un ordre fort élevé ; cependant , comme rien n'arrête nos développemens , ils donneront toujours le moyen d'avoir immédiatement un terme quelconque de la série.
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Il n'en est pas de même des méthodes connues. Moivre et ceux qui l'ont suivi sont obligés , pour former l'expression du terme général , de décomposer la fraction génératrice en fractions simples ; pour cela il faut décomposer le dénominateur en facteurs binômes, et, si on ne connoit pas d'avance ces facteurs, il est nécessaire d'égaler ce dénominateur à zéro et de résoudre exactement une équation qui peut être d'un degré fort élevé , ce qui surpasse toutes les forces actuelles de l'Analyse. Le terme général qu'on trouve ainsi , lorsqu'on peut y parvenir , est exprimé en puissances des racines du dénominateur , tandis que nos formules le donnent en coëfficiens du même dénominateur. La méthode qui enseigne à trouver le terme général par l'intégration des équations aux différences (finies) , fait parvenir à une équation qui n'est autre chose encore que le dénominateur de la fraction génératrice égalé à zéro , et elle exige pareillement qu'on en cherche les racines.
Il nous paroit donc qu'on peut souvent employer nos méthodes avec avantage, lorsque, ne connoissant point les facteurs du dénominateur, les racines de ce dénominateur ne sont pas rationnelles , et que d'ailleurs on ne demande qu'un terme de la série récurrente à indice ou quantième entier : et dans ce cas nos méthodes sont les seules praticables , pour les séries d'un ordre supérieur au quatrième.
Mais si l'on demande des formules qui puissent encore servir pour des indices fractionnaires , il devient indispensable d'employer celles qui résultent de la décomposition du dénominateur de la fraction génératrice en facteurs binômes : alors, supposé que l'on connoisse ces facteurs, on décompose la fraction elle-même en fractions simples à dénominateurs binômes ; chacune de ces fractions donne un coefficient de x" , et la collection de ces coëfficiens forme le terme général.
Comme cette matière tient aux dérivations, et qu'à leur aide on arrive facilement à des formules élégantes et utiles , elle ne sera pas déplacée ici , et nous allons la traiter succinctement.
a 12. Démontrons d'abord une proposition qui sert de base à la décomposition des fractions.
P Soit en général la fraction --?r , P et Q étant des polynômes finis, chacun
de la forme a -\- bx -\' cx^ -+- dx^ -j- etc. -\- a^.ixi-^ -\- a^xi ^ P ayant un terme de moins que Q, c'est-à-dire, étant d'un degré inférieur de l'unité à
celui
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celui de Q ; si Q est le produit de deux autres polynômes connus MetJV, on pourra toujours décomposer la fraction proposée en deux autres, de cette manière
telles que K soit un polynôme dont le degré est inférieur de l'unité à celui de My et L un polynôme dont le degré est inférieur de l'unité à celui de JY, En effet l'équation ( i ) donne
-^^ =Q, et KN-\- LM=P, ....(2)
puisque par supposition Q = MN. Soit Q un polynôme du degré {/ , et M du degré m , tu étant <^q \ P sera du degré q — i , iV du degré q — w ; K devra être du degré m — i , et X du degré q -^ m — i ; ^ aura donc m termes et m coëfficiens indéterminés , et Z» en aura q — m. Voyons si ces suppositions s'accordent avec l'équation ( 2 ). KN sera du degré m — 1-4- q~ — m=. q — 1 , et LM du degré q — m — 1 -^ m=z q — 1 ; donc KN -h LM sera du degré q — 1 , c'est-à-dire , du même degré que P : ainsi KN -+- LM contiendra q coëfficiens indéterminés ; donc , P ayant q termes, on pourra former, entre les coëfficiens de KN -\- LM et ceux de P y q équations linéaires qui serviront à déterminer les q coëfficiens de K et de L, D'où il résulte que la décomposition dont il s'agit est toujours possible.
21 3. Supposons à présent que A/" soit une puissance de binôme, (a — ^)'"; Jlf sera donc un polynôme de m -h 1 termes et K un polynôme de m termes, dont le premier ne sera pas affecté de ^, et le dernier sera affecté de oj*»-'. L'équation ( 2 ) donnera p l(^_^^„ .
. Si dans cette équation on vouloit tout développer suivant les puissances de « — x , il suffiroit de mettre partout, au lieu de x, a — {a — x), ou a — « , en faisant a — x=a) , pour simplifier ; puis , de développer en séries ascendantes, suivant les puissances de co-
Or il est clair que , K étant du degré m — i en ^ , il sera encore du même degré en «, après qu'on aura mis a — « au lieu de x. Donc, si on' développe
•^ et — -yjjr- suivant les puissances ascendantes de œ , aucun terme de ^
ne pourra entrer dans la valeur de K , laquelle par conséquent sera égale
p aux m premiers termes du développement de -^.
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De là il s'ensuit que , pour déterminer le numérateur de la fraction partielle , qui est une de celles dans lesquelles on veut décomposer la fraction
proposée ^, il faut diviser Q par le dénominateur (a — ^)'« , et en nommant iV"
le quotient, développer -=— en une série ascendante suivant les puissances
de a — X \ les m premiers termes de cette série , dont le dernier sera affecté
de (« — ^)'""S formeront la valeur du numérateur K {^).
p Le calcul des dérivations donne un moyen facile (Je développer —suivant
les puissances ascendantes de c^ — x. En effet , soit
P a -\- bx -\- cx^ + ^x"^ + etc. + Clq.xXA-^
N 7f + -mX 4- ^X2 + aX^ + etc. + Ttq-mXl-"' '
on mettra partout a — a? au lieu de Xy et désignant par — - la fraction
a -\- bo, '\' ca^ + da^ + etc. <3r^ . i a? - ^ TT + <a a + ^a^ -f o-a^ + etc. + ttj . ^ a? - *" ' il est clair qu'en considérant dans cette expression a seul comme variable, et faisant la dérivée de a = — i , on aura, pour le développement demandé,
__ _H D-.o, -f- p^-.o,^ +d3|.^3 ^ etc. + p-^l-o,-- = K,
D'où il s'ensuit que -— — — — , c'est à dire les fractions partielles qui résultent
du dénominateur ( a — a;)"' seront , (a étant = a — a? , ,
K _ (a — ce)'»
a étant seul variable dans - et sa dérivée étant — i.
214. On demande à présent le coefficient de x^ dans la série qui résulte du
K développement suivant les puissances de x de la valeur précédente de ^ .
( * ) Cette méthode , qui a déjà été donnée par Laplace dans son mémoire sur les suites ( Mémoires de Paris , année 1779!» page 224) est la même que celle qu'EuLER a exposée dans les Acta de Pétersbourg pour 1780, 1." partie, et qu'il a préférée aux méthodes qu'il avoit données précédemment à&nsV introduction à T Analyse des infinis et dans son Calcul différentiel, parce qu'elle s'applique aux fonctions transcendantes. Elle se trouve ici dégagée de la considération des infinis.
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Il est clair qu'il suffira de prendre le terme affecté de x* que donnera chacun
des termes de la formule précédente , - demeurant invariable ; et l'on aura
ainsi , pour le coëffi.crent cherché ,
|p-(a-) -f- n|.p''(a-'« + .) H- p^l-p^Ca-^+O -f- etc. -f- ç-'l. p^C^'O-
Mais on peut mettre cette série sous une forme plus simple et plus élégante, au moyen d'une transformation que nous allons exposer et qui mérite d'être remarquée.
2i5. Le coefficient de x" dans le développement de (a— a?)"'" est, par notre méthode, n.° 2 , = d" a- '' , oa étant = — 1 ; je dis que le même coëfficie^it est aussi égal à D'^-'(a-''-i), na étant toujours = — 1 ; où l'on voit que l'exposant de (a — x) passe à l'indice de d et l'indice de d à l'exposant de a, en changeant de signe l'un et l'autre et s'ad joignant — 1.
En effet on a , en développant à l'ordinaire , na étant = — 1 ,
r.r+i.r4-7....(r4-n — 1) pna-^= — r-i—î- ^a-^-«,
et p'-i(«-«-»)— — : ^ ^ — -Î-— ia-''-«:
r.r+i.r+Q..(r+Aï — 1) n -{• i.n + <2.. (n + r -^ 1)
or — — — - — — __^ — - '
comme il est aisé de le voir en multipliant en croix , ce qui donne
1. 2... (r— i).r.(rH-i)(r-{-.2).. (r-f-«— 1)= 1. 2.. n{n-{^ i){n -{- <2).. {n-i- r — l)
équation identique. Donc Da étant = — 1 , on a toujours
216. Si l'on applique cette remarque à la formule du n.° 214» elle devient
|p--i(a-«-«) + D|.p«-=»(a-«-»)-Hp=^|.p'»-5(û-«-i)-f.etc.4-p'«-^|.r''-S
Da étant toujours = — 1, Or on voit, par le n.<* 97, que cette formule peut se mettre sous cette forme fort simple
p*"-» ^<*'""M> Dft étant = — 1.
Donc, pour trouver tout d'un coup la partie du terme général d'une série récurrente qui vient de plusieurs facteurs égaux du dénominateur de la fraction
génératrice ^; soit (a — x)"» le produit de ces facteurs égaux et iV le quotient
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de Q divisé par (a — oc)*" ; mettez partout a au lieu de x dans -=r= , et désignez par — ce que devient cette fraction : la partie cherchée du terme général sera
P"' * I -^ a" "' * , Drt étant = — 1 et n-\- i étant l'indice du terme.
On voit que , comme il n'y a ici d'autre variable que a et que sa dérivée
est = — - 1 , on peut aussi exprimer cette formule par les différentielles , et , en
laissant subsister x dans — , dire que la partie cherchée du terme général sera
Q. 3.. .. (m— 1). ( — dx
en ne faisant varier que x , do: étant constante , et en changeant x en a après les différentiations. Ce beau théorème a été donné par Lagrange dans ses recherches sur la manière de former les tables des -planètes d'après les seules observations y Mémoires de Paris pour 1772, 1." partie , page 627.
On peut aussi voir dans le même endroit une formule générale pour le cas où le dénominateur a des facteurs simples imaginaires.
De là il résulte que si l'on a la fraction génératrice
{(K—xf'{y>—xy{i—xY '
où p est un polynôme en x du degré m-\-r -\- s — 1 , le coefficient de x^ , ou le (/^-}- ly*™' terme de la série récurrente , sera, en désignant par ^ , û, SR le polynôme P dans lequel on a mis successivement a , b , c , au lieu de x , p*"-». [a-"-'.5p. (b — a)-''(c — «)"•'}» <t seul variant de — 1 , _f- p^-i. jb-n-'.a. (a-~b)-'»(c — &)■■•},& seul variant de — 1 , H- p'-». (c-^-^St. (a — c)-'»(b — c)-''} , c seul variant de — 1; et cette formule peut servir pour toutes les valeurs de n , positives , négatives et fractionnaires.
Cette formule s'accorde avec celle que Lagrange a donnée le premier dans un mémoire sur l'utilité de la méthode de prendre le milieu entre les résultats de plusieurs observations , inséré dans le tome V des Mélanges de Turin (Voyez page 219), et que Laplace a aussi donnée dans son mémoire cité sur les Suites , page 284.
Si tous les facteurs sont inégaux , si l'on a , par exemple, la fraction
(a — x)(^b — x)(c — cc) '
alors
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alors dans la formule précédente les signes de dérivation d , ayant chacun zéro pour indice , disparoissent tous , et le coefficient de a:" sera simplement
a-«-<çp(b — a;-'(c — a)-»
Si l'on avoit la fraction tt- -7 r la formule précédente
donneroit encore pour le coefficient de x"
a-«-»(b — a)-*(c — a)"*, « seul variant de — 1 ,
p*'^ ^ H- b-"-» (a — b)-*(c — b)"*, b seul variant de — 1 ,
\- c-'»-'(a — c)-*(b — c)-*, c seul variant de — • 1,
218. On peut même combiner ces formules avec celles du n.° 204 et suivans , et par- là on rendra ces dernières propres à servir pour des quantièmes fractionnaires. En effet , puisque le coefficient de x" , dans le développement de
a -]- hx -f- cx^ ce -h Cx -^ yx'^ -+- (^x^ ' est,n.°204, ^a = «p".a-» + ^ç«-». «■* -h cp'-^.a-» , où p«. «-», p"-». «-', p«-2. «-» désignent respectivement les coëfficiens de a:», a:""* , x"-^ dans le développement de
« -H ^x 4- yx^ 4- Sx^ ' soit cette fraction , après qu'on a décomposé le dénominateur en facteurs binômes, représentée par
"" (J(a — x)(b— x)(c — X) ' on aura pour le coefficient de x" de la fraction proposée ,
— |{a-«-»(b — a)->(c — a)->-hb-«->(a — b)-»(c— b)-»H-c-«->(a — c)-'(b — c)->}
— j {(i-«(b — a)->(c — a)-» + «-«Ca — b)-»(c— *b)->-+-c-«(a— 0"'(ï> — 0"*};.
formule où l'on peut faire n fractionnaire.
Je ne m'arrêterai pas plus long- temps à ces recherches : et j'observerai en général , qu'en appliquant le calcul des dérivations aux objets principaux traités dans le beau mémoire sur les suites de Laplace (Mém. de Patis, 1779) >
Yy
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on pourra rendre plus faciles la plupart des développemens , même en suivant la marche de ce grand Géomètre.
219. Appliquons ces différentes méthodes à un exemple, afin de comparer le terme général que l'on obtient sans décomposer en facteurs , avec celui que l'on trouve en conséquence de cette décomposition.
Exemple.
On demande l'expression du sinus et du cosinus d'un angle multiple quelconque nt , en cosinus de l'angle simple t.
I.° On sait qu'on a généralement , quel que soit n , entier ou fractionnaire ,
sinnt = Qcos^. sin(/^ — 1)^ — sm.(n — q)^,
cosnt = Qcos^. cos(72 — 1)^ — cos(n — q)^ ; ^ ' ^ '
ce qui fait voir que les sinus et cosinus des angles en progression équidiffé-
rente ( arithmétique ) forment des séries récurrentes du second ordre , dont
l'équation de relation est j^
An 'iCOSt.An-i -4- An-2 = 0, ....(q)
et partant la fraction génératrice
a + bx .„- .. A -{• (B — ico^t A)x (4)
-z — : , . . . . ( 3 ; , ou bien ^ ^- — ; . ^ '
oc — hx+yx'^ i — acosù. X -\- x^
Cette fraction , à cause que pour les sinus on a. A ^ sinot =2 o , B = sin^,
et pour les cosinus , A = coso^t = 1 , j5 = cos^, donne les deux suivantes,
sm^. X 1 —^ cos^- 37
pour les sinus , — ■ '■ — ; .. (5 ), et pour les cosinus , '—■ ... (6)
* 1 — 2COS^.a: + x^ V /» 1 i^2Cost.x + x^
Le coefficient de a:" dans la fraction ( 3 ) est ^n = ^p". «"* -t- ^p''■^a"* ,
où il faudra faire , dans les dérivations , d. « = — C et ensuite d. C = — y ,
( * ) Comme les formules que nous allons trouver seront démontrées généralement par les méthodes même qui y conduisent, on peut désirer yjue nous démontrions aussi les équations (i ) dont nous partons; d'autant plus qu'il y a d'excellens ouvrages où l'on s'est contenté de traiter par induction une partie de la théorie des fonctions angulaires.
On démontre dans tous les traités de Trigonométrie que , le rayon étant = i , on a
sin ( A-J- f ) = sin r. cos t •+- cos r. sin t , cos ( /• -f- ' ) = cos r. cos t — sin r. sin t ;
je fais r successivement =:(«—«. i)f, et = (n — 2)t, et ces formules deviennent , sinnf =: sin («-— i)^cos£ + cos(» — i)t.sint, cosnt= cos (n — i } ^ cos/ — sin (n — i)f.8in£ ; 6in(/z — 1 )t= sinfn — %)t.cost+ cos (« — 2)t. sin/, cos {n — i)t=cos(n. — 3)/. cos t — sin(ra — 9 ) t. sin/; ces deux dernières formules étant substituées convenablement dans les deux avant- dernières donnent les formules ( 1 ) ci-dessus.
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à cause que Ç dans le dénominateur a le signe — . En mettant à présent au lieu de ^z et ^ leurs valeurs relatives aux sinus et aux cosinus, on a 8in«^ = sin^ ç^-^a"» . .. . (7) , cos aî^ = p". a - * — cos^.p"-'. «-».... (8)
Pour développer p«. a - » , j'ai par le numéro 20 , en écrivant la série à rebours , p«.a-»=a-"-*ê'"-4-«-"D.g"'-» +a-" + »p2.g'«-2_|_Qj-«4-2ç5.g»rt-3_4«etc. et en développant ultérieurement , y étant une dernière quantité ,
_^-« + a 1_^ ^«-6y3 4- etc (9)
Pour avoir p"- '. «- ' , il suffit de mettre dans cette série n — 1 , au lieu de n.
Ces séries se continuent jusqu'à ce que l'exposant de C devient négatif.
Il ne reste plus qu'à mettre au lieli de a, C, y leurs valeurs 1 , qcos^, 1 ,
et l'on aura, en vertu des équations (7) et (8),
sin w^ = ( 10)
smt.Uacosty-' (qcos^V-^h ? (q«os^V-5 — - (scos^V"? -f-etc. (
cosnù =
(2Cosn«— (72-i)(2CosA«-2H (2Cos^y-4 * „ (Qcosty-^ ■+• etc.
— C0S^.|(2C0S^)"-^~(77-2)(2C0S^)"-5H-^^~ ' ^"'^(2C0S^)"-^-^'^' ^" '"' (2COS^)"-7+etC.| ,
et en réduisanr ces deux*séries en une seule , ce qui s'exécute sans peine ,
cos nù =:= ( * 1 )
j|(2cos^)« — 72(2cos^)«-a -f- ^' ^" (2COS^)«-4 ^'^-4'^- (Qcos^)"-^-Hetc.|.
Les séries (10) et (i 1) résolvent la question ; elles se terminent toujours , puisque , conformément au développement (9) , il ne faut les continuer que jusqu'aux exposans négatifs des C; mais comme on n'a pas décomposé en facteurs simples le dénominateur des fractions génératrices , ces séries ne peuvent servir que pour n nombre entier positif.
1 1. Cherchons présentement les séries pour n entier négatif. On aura , par
le numéro 209 , pour les fractions génératrices
j . — sin^. œ'^ - . cost. x'^ — x'"^
du smus , ; du cosinus ,
2 cos^. or* -f- or 2 ' 1 — 2COS^. a;" ' -f"'^'^
Donc, les coëfficiens du dénominateur étant les mêmes que précédemment, on a ^., = sin (- 72^) = — sin^.p« -».«-», ^.„=cos(-72^) = cos^.p"-». a"' — p"-2.«" ^« Or p»-».»-» donne la même série que ci-dessus, et l'on a p''"^ oc' * en mettant
i^^« ift W*>^I) U vC A li C U L
dans celle de p".»" -, n — q au lieu de n. Si l'on écrit les développemens, et qu'ensuite on réduise en une les deux séries qu'on aura pour cos (—/?/;); on (trouvera pour sin(— /z/^) la même série (5 ) que l'on a eu pour sinrit^ à cela près que chaque terme aura un signe contraire ; et pour cos(— «/^) on trouvera absolument la même série (b) qu'on a eu pour co^nt\ elles se termineront de même l'une et l'autre, car les n y seront des nombres entiers positifs. Cela s'accorde avec ce qu'on sait d'ailleurs, savoir que sm{--nt) =^-sin/2^, et cos(— /7^) = cosin-t.
III. Si l'on veut des expressions finies qui servent pour toutes les valeurs de n, positives, négatives, fractionnaires, il faut décomposer le dénominateur 1 — ico&t.x-^- x^ en facteurs simples. Ce dénominateur égalé à zéro donne une équation du second degré , dont la solution fait voir que les facteurs sont
cost H- y/ J(cos^)2 — 1 } — X co&t — \/ ((cos^)^ — 1 } — x^ ou bien cost-\-\/ — i.sin^ — a?, cos^ — y/ — i.sin^ — x.
Je représente l'un par a — x^ et l'autre par b — x'y la fraction génératrice
( 5 ) donne , en vertu du n.° q 1 7 ,
s,inntz= rt-'^-'. sin^rt(b — a)" * -Hb'"- '. sin^.b(a — b)- ' ,
et en remettant à la place de a et de b leurs valeurs et réduisant, on trouve
(cos^H- i/— 1. sin^)-« — (cos^ — i/— i.sin^V» , ^
smnt = ^ 7^ — . . . . ( 1 Q )
La fraction ( 6 ) , en vertu du même numéro q 1 7 , donne
„ cos72^= a-"-»(i— cos^. a) (b — a)-» -H b-«-'( 1 — cosA b)(rt — b)-' ,
ce qui , en subsituant pour a et b leurs valeurs, se réduit à
(cos^ + v/— Lsin^)-" 4- (cos^ — i/— i.sin^)-» , „.
cosnt = ^ '—L 1 ^I_^; Z. i_. ...(i3)
On a cos^ -+- v/— i-sin^ == : — , ainsi qu'il est aisé de le
^ cost •— y — i.smt ^
vérifier en multipliant par le dénominateur ; d'où il s'ensuit qu'on pourra donner aux formules (i2)et(i3) des exposans positifs , et l'on aura ainsi
sinnt =z — {{cost -}- y/-~i»smty — (cos/^ — y/— 1. sin^)" j , ...(14)
cosnt = j { (cos^^ — \/ " i.sin^)" + (cos^ + \/ — i.sin/^)" }. ... (i5\
Ce sont les formules connues , lesquelles sont vraies pour n quelconque , positif, négatif, et fractionnaire (*).
(*) ËuLBR a donné les séries (lo) et (n) dans le chapitre 14.* de l'Introduction etc., sans les démontrer d'une manière générale ; il a remarqué ensuite dans un mémoire qui vient d'être publié dans le tome IX
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220. Lorsque le dénominateur d'une fraction génératrice a des facteurs imaginaires, comme ces facteurs vont toujours deux à deux , en prenant le produit de deux facteurs imaginaires correspondans, on évite les expressions imaginaires, et la fraction génératrice se décompose en fractions partielles de la forme suivante
R -f- Sx
1 — Q COS^. X -k- OC^ *
voyez le chapitre \3.^ àe Y Introduction etc. d'EuLER. Pour avoir sur-le-champ le coefficient de .x« dans le développement , je représente le dénominateur par oc — Qx -^ y «^^ j et j'ai
Or , en comparant avec l'équation ( 7 ) du numéro précédent , où p". « - » , p^i^oî-' désignent la même chose qu'ici, à cause que les dénominateurs sont
les mêmes dans les deux cas, l'équation (7) donne p""».»-* = — : ,
des nova jécta de Pétersbourg , que ces séries ne sont vraies que pour les cas où n est un nombre entier positif, pourvu qu'on ait soin de rejeter tous les termes où l'exposant de acosf devient négatif; que, pour avoir des expressions généralement vraies de %\nnt et cosnf , il faut à chacune de ces séries en joindre une autre où les exposans de 2cos£ soient négatifs, et il a trouvé pour ces expressions
( , . n-2 , , w-3. /ï-4 ^ ^ n-L.n-S.n-Çt , ,>, , , .
V (acosf)»-' (2cosf)'"-3 H (acosf)"-? ^ ^ — (2cos^;«-7 -|- etc.
sin«/ = sin/.< ' '• ^ 1, 2. 5 , ^ V,...(«6)
I — C2COS/)-'»-» ^^— (2cosO-"*3 ■ — ?(2cosO-''-î 2 (2cosO*""7 — etc.
((2C0S/)" — n(2cos£)''-2 4- 2l^_l_ (2C0S ;)'«-4 — -^ — '' ■ (2cosf )"-6 -f- etc. /
co%nt T=s ~ l ' >. ..(17)
/-{-(zcost)-" 4- w(2cost)-'»-« ■ """^ ^(2cosfV"-4-f--^^ ^^-= ( acosf)-"-6-f-etc.\
Il a démontré généralement que pour n entier positif ces expressions se terminent toujours , parce que les ^
termes à exposans négatifs des premières séries sont tous détruits par les secondes. Dans les cas de n entier négatif, ce sont les premières séries qui détruisent les termes k exposans négatifs des secondes. Quand n est fractionnaire, ces séries vont à l'iu/ini.
Ces expressions ( i6) et (17) ne sont autre chose que les développemens suivant les puissances de 2cos£ des formules C*4) ^^ ( >5) ci -dessus ; comme on peut le voir dans le mémoire cité d'EoLER, et mieux encore dans un autre du professeur Fpss , inséré dans le même volume de l'Académie de Pétersbourg. Ainsi il ne faut pas s'étonner si elles s'étendent à toutes les valeurs de tz, -
La manière dont nous avons résolu la question proposée nous paroît avoir l'avantage, i.** de démontrer généralement les séries (lo) et (11) ; 2.° de faire voir comment il faut les employer dans le cas de n. négatif entier ; 5° de faire voir d'avance qu'elles ne sont plus vraies pour n fractionnaire , et d'indiquer la véritable cause de cette limitation; 4." enfin, de démontrer facilement les formules finies vraies pour tous les cas.
On en conclud encore que, puisque les séries pour sinric et cos nt, que donne Ecler au chapitre VIII, n.°i33, de Y Introduction, et Fuss, au §. la du mémoire cité, ne sont que le simple développement des formules (14) et (i5), ces séries sont aussi vraies quel que soit n.
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,. , . sin(n 4- i)^ i» * i» et, en mettant » -f- i au heu de w, b'^.cc-^ = — ^-r~ ; dou Ion tire
sur-le-champ , pour le coefficient de a;« ,
^„ = iî 5iîiiii +J.I' + 5
smra^
sin^ s^n/:
comme le trouve Euler dans le chapitre cité.
S'il y a plusieurs facteurs imaginaires égaux , on aura une suite de fractions partielles de la forme R -i- Sjc
(l — 2COS Ù.X + X^)'^ *
or , au moyen de nos formules , on aura sur-le-champ pour le coefficient de x*
An = R^".oc-^ H- S^'^-^.ec'K Rien n'est si aisé que de développer p«. «" *, le polynôme étant a — ^x-\- yx^ , car il suffit d'employer nos formules en faisant d. « = — ^ , et p. C = — ^y i on a ainsi, par le n.° qo ,
ç«.a-^ =zz Aof^-'p'^-'.C -f- - — lt_i^-A-2p«.9.g'2 4- etc.
J'écris la série à. rebours , je continue les développemens , et je mets en même temps au lieu de a , 5" , y leurs valeurs i , 2 cos/^ , i ; ensuite , pour avoir le développement de p«-^«■*, il suffira de changer dans la série trouvée n en n — 1. On aura ainsi à
■tin ^
L ^(2C0S^)« -^^ -^ r .^(2COS/.)«-2
— ^ -^ — r <- OxcosiY-h — — î^ ' ^ . ^(2Cos^)«-6 -f. etc.
k{k-\-\\Ak-^n-'x) , ^ ^(^-hi)... (A-|-az-3) , . _
-î^ ^—^ ^ (2C0S^)«-» — - ^ ^ \ -r-: (2COSty-^
f_i_ ^ ^^ ' ^ 1/ (2Cos^V- 5 ^ . — i f (2cos^)''-7 + etc.
séries qu'on continuera jusqu'à ce que les exposans de acos/^ deviennent négatifs. ' J'avertirai , en terminant ce paragraphe , dans lequel j'ai traité des séries récurrentes simples dont la théorie a été inventée pour résoudre plusieurs problèmes sur les probabilités , que les ouvrages de Moivre et de Montmort sur les hasards offrent différens cas où le calcul des dérivations s'emploie avec avantage, soit en conservant les analyses de ces auteurs, soit en s'en écartait.
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La série suivante
A -\- Bx -\' Cx^ 4- Dx^ -H etc.
-h By H- Oxy-\- D^x^y + etc.
<7y2_}_ £)/'^^2_|_ etc. (i)
_f- £)"y5 _^_ etc.
etc.
a toujours été mise jusqu'ici sous cette forme triangulaire ; on peut aussi la mettre sous la forme suivante de rectangle
Bx
Cx^
Dx^
etc.
By
Oxy
D'xy
etc.
(yy
D"xy2
E"xy^
F"xy
E"<xy^
F"xy'
G'^'xy
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
et toutes les fois que par la suite nous parlerons de termes de la première, de la seconde , etc. , lignes horizontales , de la première , de la seconde , etc., lignes verticales, nous supposerons que Ton considère la série comme arrangée suivant la forme de rectangle.
Si l'on veut se contenter d'écrire les coëfficiens , et les caractériser par des indices inférieurs ( n." i3o), en les disposant sous forme de rectangle, on aura le tableau suivant , où , pour plus de clarté , nous avons laissé les indices zéro , quoique , pour abréger , nous les omettions ordinairement sans inconvénient ,
Az,z etc. Am,z etc. ( 3 )
etc.
etc.
AofO
Ai^o
Ao,i
Ai,2
Ai,z
etc.
Ao,n
Ai,n
etc.
etc.
etc.
etc.
Am,o
etc.
etc.
Am,i
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
•^mifi
etc.
etc.
etc.
etc.
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Comme ces séries (q) peuvent être continuées des côtés des exposans de X et des exposans de y négatifs , de cette manière :
région
B'y etc.
Bx
Cxy
etc.
etc.
etc.
etc. ;
région.
on distingue quatre régions. Nous nommerons première région celle des exposans de x et de j positifs , ou des indices met n positifs ; seconde région, celle des exposans de x négatifs et des exposans dejj^ positifs; troisième région, celle des exposans de a; et ^ à la fois négatifs ; et quatrième région , celle des exposans de x positifs et des exposans de y négatifs.
223. Supposons qu'on ait constamment entre ces sortes de termes ou de coëfûciens une équation de relation de cette forme
O = CcAm,n -4- ÇAm-\,n 4" yAm~7.,n -f* CtC.
H- ff'^fl»;«~i ~h- y'^/n-i^n-i^-etC. -h«r,$-.i^«-r,«-*+i ....(5)
•4- y Am^n—i -H— etc. -+- OCr-^\^sAm-T-^ t ,n-'S ~\~ XrfsA m^rfit-^ j
OC, ^) ê") y j y'j y" » etc. , ccr,s étant des quantités quelcon ques constantes et données : la série dans laquelle chaque terme dépend de ceux qui le précèdent de la manière exprimée par cette équation , sera une série récurrente double.
Il est aisé , d'après cela , de se faire une idée de la nature des séries récurrentes/A"/)?/e5 , quadruples , sans qu'il soit nécessaire de nous y arrêter.
Nous nous proposons de trouver le terme général des séries récurrentes douMes, quel que soit l'ordre de l'équation de relation tant par rapport à m que par rapport à n. Nous supposerons d'abord que ce, ne soit pas zéro, et que les séries soient renfermées dans la première région; c'est-à-dire, que les termes de la série continuée dans les autres régions, soient tous nuls ou ne doivent pas entrer dans l'équation de relation , ce qui a lieu dans un grand nombre de problèmes : nous passerons ensuite aux cas où les séries s'étendent dans les régions des exposans négatifs et à ceux où oc est zéro. Notre méthode consiste à former la fraction génératrice double , et à trouver l'expression d'un
coefficient
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coefficient quelconque de son développement au moyen des dérivations. Si cette méthode n'est pas exempte de difficultés dans les derniers cas , elle réussit ordinairement dans les premiers , et à la facilité elle joint l'avantage d'être uniforme , quel que soit le nombre des termes de l'équation de relation.
Problème.
223. Etant donnée l'équation de relation quelconque d'une série récurrente double , renfermée dalis la région des exposans ou indices positifs , et oc n'étant point zéro ; trouver l'expression du terme général de la série en a , C, fi*' , y , y' y", etc., coëfficiens de l'équation de relation.
Pour mieux fixer les idées , commençons par un cas particulier. Supposons que l'équation de relation soit
,rij .jj c = ^ (^)
Je commence par chercher la fraction génératrice double de cette série , en me conduisant d'une manière semblable à celle qui a donné la fraction génératrice des séries récurrentes simples. J'observe d'abord qu'on peut mettre l'équation donnée sous cette forme rectangulaire ,
en l'écrivant à rebours. Si l'on compare le premier membre de cette équation ( 7 ) ou ( 6 ) avec les formules des numéros 175, 176, 177, ou bien encore si
l on promène l'échelle '^ -, ^ sur le tableau ( 3 ) du numéro Q 2 1 , on verra
que le premier membre n'est autre chose que le développement de p'«.p^'''.(a^), c'est-à-dire, le coefficient de x^'jy" dans le développement du produit
( + Bx -\- Cx^ 4- Dx^ H- etc.
H- B'y -{- Oxjy -f- D'xy -t- etc.
ce
Çx
C'y _t- y'xy
C'jy^ -+- D"xjy^ 4- etc.
-H £)"y3 4_ etc.
etc.
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Représentons le développement de ce produit par la série double
a -I- bx -H cx^ -f- dx^ -f- etc. -f- Vy H- éxy ~\- â}x^y -4- etc.
H- c"j2 4_ û?"a;j2 ^ etc. (8)
et nous aurons l'équation suivante ,
^"y3 _4_ etc.
-h etc. ,
% -\- hx '\- ex"- -f- dx'^
-H etc.
-f- ^'/ -+- éxy -4- ^;?'x=^jK
H- etc.
etc
-4- etc.
-h etc.
« -f- Cx
A -\- Bx -\- Cx^ 4- Dx^ -+- etc.
_l_ £y _!-. Oxy -H D'xy -h etc.
H- Cy2 -I- D"xy^ ■+- etc.
-h D"'y^ -h etc.
H- etc.
Le second membre de cette équation représente par ses coëfficiens les termes successifs de la série récurrente : le premier membre sera la fraction génératrice de cette série , après que nous aurons déterminé les coëfficiens du numérateur de manière que l'équation de relation (6), dont le second membre est zéro , soit satisfaite.
Il résulte de là que la plupart des coëfficiens du numérateur doivent être zéro; voyons quels sont ceux qui restent et qui demeurent indéterminés.
224* A cet effet, je multiplie l'équation (g) par son dénominateur; le second membre deviendra
«A -h {ocB -f- CA)x -f- (ccC -h CB)x^ -4- («D -h CC)x^ -t-etc.
-+- iuB' 4- C'A)y , ( aCr-H CB' ) ^ . ( cD' -h^C ) ^,^,^,^ '^ + | + ^'^_t_y^|^J-^- j+^'^' + y^S^!r + etc.
a;Z)'"H-^'C")j^3 -4- etc
4- etc. , produit qu'il est facile de continuer par dérivation. Or il est aisé de voir
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que dans ce produit les coëfficiens de x^y x, x^ , œ^, etc. ne remplissent pas toute l'étendue de l'équation de relation ; qu'il en est de même de ceux de y , y^i y^i etc. ; mais que tous les autres coëfFiciens remplissent l'équation de relation , et qu'ils sont par conséquent zéro , en vertu de cette équation. D'où il résulte que, puisque le produit est égal au numérateur de la fraction génératrice , il ne se conserve dans ce numérateur que deux lignes indéfinies , savoir la première ligne horizontale et la première oblique , l'une toute en x sans y , l'autre toute en y sans x. Ainsi la fraction génératrice sera en général a -h ^r -H cx^ -H dx^ •+- etc.
-+- b'y ~{- c"j^ -h d"'j^ -+- etc.
(lo)
ce -+- Soc
H- Cy + y'joy Il est aisé de voir que si le termoy'^m-i,n-i manquoit dans l'équation de relation (6), c'est-à-dire, si y' étoit zéro, le numérateur de la fraction génératrice seroit formé en général des mêmes deux lignes, et la fraction seroit précisément la même que celle ( lo ) que nous venons de trouver , au terme y'jr près qui disparoit dans ce cas.
225. Les valeurs de a, b , c, d, etc. , Z»', c", d'" y etc. doivent être données immédiatement par les conditions de la question , ou bien il faut que l'on connoisse deux lignes de termes de la série récurrente , qui servent à déterminer ces valeurs , comme les termes de la première ligne horizontale et ceux de la première verticale (n. ° q q i ) ; car alors on aura facilement a, b^ c, J, etc. , h\ c'',6^"', etc. En effet, l'équation (9) du n.° q23 donne a = ocA ; d'où l'on tire bt=-D.[oùA) , c=-g^^.(ccA)y d=^\{ocA), etc.; V =o\(pcA), d' ^z^^-^AocA), d^'^ = ^^'^.{ocA), etc. : en développant , et observant que S et y' sont des dernières dérivées par rapport à d , et C et «y' des dernières dérivées par rapport an', on a a = uA ,
b = ocB -\- ÇA, V = ocB^ -hQ'A,
c = ocC -^ CB, c" = «C -{-C'B',
d = ccD -h SE, d'" = ocD'" -+- CO' ,
et généralement et généralement
ar = ccAr -H CAr-n ^,r = OcA^r -f- C'A,r^ii ,
c'est aussi ce que donne le produit développé du n.° 324.
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On peut trouver à la fois et l'espèce et les valeurs des termes à conserver au numérateur , en promenant simplement sur le tableau (3) du n." 2qi , après y avoir mis les valeurs données par les conditions de la question,
l'échelle de relation , L, , séparée de l'équation de relation ( 7 ). C'est même dans cette vue que nous donnons à l'équation de relation la forme de rectangle ( 7 ) , et nous en userons ainsi à l'avenir pour les autres équations de relation. Chaque position de l'échelle sera un cas particulier de l'équation de relation, et les positions où l'équation de relation n'est point satisfaite donnent les valeurs des termes à conserver au numérateur.
226. La fraction génératrice étant ainsi déterminée , rien n'est si facile que de calculer immédiatement un terme quelconque' de son développement (n.° 187). La fraction (10) donne, au moyen de nos formules, pour le terme général de la série récurrente ,
^„,„ = p"'.p'«.(^a-0 = ....(iq)
a-g"'.^'". cT^ -f- ^p'»-^ p'". a-* H- cp'"-^. p'«. a-» -H £?p «-5. p '«,«-»
-H etc. H- ^z«_2,p2.p'«.a-» H- ^ï„_i, d. p'«. «-' -h ^«^p'«.«-' H- ^'p"». p'«->.<^i -+- c^'p"». p'«-2. «-^ H- <i"'p'«.p'"-3.a-* -I- etc.
H- a^„_2p'».p'^.Ar-» H- /ï,„_iP«.d'.«-» -h a^n'^'^'Or'^ ,
formule qui est toujours composée d'un nombre fini de termes, et qu'il est aisé de développer ultérieurement, sur tout si l'on en écrit les séries à rebours : on se souviendra , dans le développement , que C et y' sont des dernières dérivées par rapport à d , et C' et y' par rapport à d'.
327. La formule que nous venons de trouver peut être mise sous une forme un peu différente , en ordonnant les développemens suivant A^ B^ C, etc., B\ C'y etc., c'est à- dire suivant les termes des lignes données de la série. Par là les résultats s'approchent davantage de ceux auxquels on parvient par d'autres méthodes. .
Ainsi , tout demeurant comme dans les numéros précédens , si l'on met au lieu de a^ by Cy etc. ^', c", d'" , etc. leurs valeurs données parles équations ( 1 1 ) et qu'on ordonne comme nous venons de le dire , on aura pour le terme général
DES DIÊRIYATIONS. 189
-H B {ap'»-'.p'''.«-» -I- ê'p'»-2.p'«.«-» } H- C {ap'»-^p'«.û5-^ H- Cp'"-3.p'«.à-»} -t- etc
-f- ^«-,, JaD-p'".»-! H- e'p'^.a-»}
H- v^m^-ap'".»-*
-h etc '
-4- ^,„-;{ap'».D'.«-i -H g''p'».«-»} + ^,n. ap".»-».
Appliquons tout de suite cette solution à un exemple
Exemple I." (*) Etant donnée l'équation de relation suivante , dans laquelle ^ = i — Z'»
ClAtn, n—\ /
avec les conditions, i.° que-<^»,,o= i tant que m est un nombre entier positif quelconque, et Am,Q = o si 77i = o ; 2.® que ^o,« = o lorsque n est zéro ou un entier positif quelconque; 3.° que la série soit renfermée dans la région des 771 et n positifs, c'est-à-dire, que Am,n = o toutes les fois que m ou n devient négatif : on demande l'expression du terme général de la série récurrente.
En comparant avec l'équation du n.° qq3, on voit qu'ici «y' = o, et que partant la fraction génératrice sera de cette forme ,
a -^ bx -\- cx^ -f- dx'^ -i- ex^ -f- etc.
-h b'j -h c'y 2 _|_ dii'j^ _|_ e'^4 _f- etc.
oc -h Cv -h C'y
( * ) Voici une question des probabilités , dont cet exemple est la traduction analytique : « On suppose » qu'à chaque coup il puisse arriver deux événemeus dont les probabilités respectives sont p et 9 ; et on » demande le sort d'un joueur qui parieroit d'amener, dans un nombre de coups indéterminé, le second » des deux événemens n fois avant que le premier fût arrivé m fois, n
( Voyez le mémoire cité de Lagràncb , dans le recueil de Berlin pour 1776 , page 246. )
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où il faut déterminer « , h, c, d, etc. ^', c", ^"', etc., au moyen des équations (il) du n.o 2q5, par les conditions i/* et s.*^' ci-dessus. Ces conditions donnent A= o^ B = i^ C-^= i , Z) = i , et généralement Ar^'= i , et j5' = o ,
C" = o , Z)'" = o , et généralement A^r = o ; on a de plus a =: i , é'== p ,
C' = — ^= — ( 1 — /?)• Les équations ( ii ) donneront a = o , ^ = i , c = i— /7,^= 1 — ;?, e=i — ;t7, etc. ar,-= i — ;? ; ^' = o , c" = o , £?'" = G, etc. <z,r = o. Ainsi la fraction génératrice se réduit. à
X H- Çi — p)x^ -\- (i —p)x'^ -4- (i — p)x^ -H etc. 1 — px — cjy
La formule (12) du n.° qq6 donnera donc pour le terme général demandé, en écrivant la série à rebours ,
(i — ^)(p'«.a;-i H- D.p'«.flr-^ + p2.p\a-i + p 3. ç '«.«"» -H etc. -h p^-a.p'^.a-^)
H- Lp^-^p'».»-».
Le développement réduit de cette formule se trouve facilement; car , puisque Ç et ë*' sont des dernières quantités , dont les dérivées sont zéro , on aura p'«.^-i :^ rb a"""' ê*'", où l'on prendra le signe -h ou — , suivant que n sera pair ou impair. De là on déduira D.p'«.a;-' , p2.p'«.a-i , etc. en prenant les dérivées divisées successives d de dr «-"-* C'" , où seul variant de S" : on aura ainsi j
(±^"-'g^" ^=(^+ Oor^-^gg^^dz-"^ +1.72 + 2 ^-^-5g.2gf„ I ^ 1.2
/ zn etc. =b — — , ^ ^ , i ar"-""*- ^Ô^'«-^Ô^'«
w + i.72 + 2 (n-\-Tn — \) ^ ^,
En mettant présentement à la place de oc, C, C' leurs valeurs 1 , — /?, — ^, on trouve j
l-^{n+i)p +_J!l__r_;,3 H ^ . _ pZ
etc.
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formule qu'on peut réduire à celle - ci
que Lagrange trouve par des principes différens à la fin du n.** 52 du mémoire cité dans la note précédente. Il suffit pour cela d'effectuer la multiplication par 1 — p j puis de réduire les coëfficiens en n. On parviendroit immédiatement à ce résultat en employant la formule du n.° 227.
229. On peut suivre les procédés des numéros 2 23 et suivans et de la fin du numéro 2 25 pour des équations de relation plus compliquées; on peut, si l'on veut , les appliquer à l'équation
s ^OT-2,n-a H- 0 Am-\,n~i "4" y ■Am,n-2. j -+- yAm-i,n H- ^Am-i,n + OcAm,n J
et l'on verra que , dans ce cas , il se conserve généralement quatre lignes au numérateur de la fraction génératrice , savoir les deux premières lignes horizontales et les deux premières verticales.
Il arrive quelquefois que, d'après l'état de la question , l'équation de relation commence à avoir lieu avant qu'elle soit remplie dans toute son étendue; alors le nombre des lignes du numérateur peut être moindre.
Si l'équation précédente manquoit des termes ^^Am-2,n-<i , ^"^m-i, «-a > et S'Am-2,n-i] on trouveroit encore , de la même manière , qu'en général il se conserve les mêmes lignes au numérateur que lorsque ces termes ne manquent point , c'est à-dire les deux premières lignes horizontales et les deux premières verticales.
230. Mais, sans: nous arrêter à des cas particuliers, il sera facile de tirer de ce qui précède les conclusions suivantes , générales pour une équation de relation quelconque, en supposant toujours que la série soit renfermée dans la première région et que ce ne soit pas zéro.
Une équation de relation double quelconque étant donnée , on fera toujours en sorte que les plus hauts indices de y4 soient m et n y car s'il y avoit les indices 7?i -f- i , ou t/* ■+- 2 , on n'auroit qu'à mettre m — 1 , ou m — 2 , au lieu de m dans tous les termes de l'équation ;,on en useroit de même à l'égard
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de n , s'il y avoit des indices /î -h i , /z -i- 2 ; et comme l'équation auroit toujours lieu , cela n'ôteroit rien à sa généralité.
Tous les termes de l'équation de relation ainsi préparée étant mis dans un seul membre , l'autre étant zéro ; il est clair qu'on pourra toujours regarder ce premier membre comme le développement de p»". p'". (a^) , en prenant pour dernières dérivées de « celles qui le sont dans l'équation de relation donnée ; c'est-à-dire qu'on peut toujours regarder ce premier membre comme le coefficient de o^"^" dans le produit de A -H Bx -h Cx"^ H- etc.
-h- B^y -H Cxy ~\- etc. multiplié par le ' 4- C'js _)_ etc.
H- etc.
polynôme double que donne l'équation de relation si l'on y met au lieu de
Am,n, Am-.x,n, Am,n-x-> Am-i,ny Am-x,n^x, CtC. leS quantités 1, X,J, X^ ,
xy ^ etc. respectivement, et généralement xy au lieu de Am-r,n-.i' De là il s'ensuit que
1.*^, Comme ce polynôme est le dénominateur de la fraction génératrice, on formera toujours le dénominateur d'après l'équation de relation mise toute entière dans un seul membre, en substituant dans cette équation i , x^ y^ aj2, xy^ etc. à la place de Am,nt Am~\,nt Am,n-\ » Am-2,n, Am^i/ti-i , etc. , respectivement.
2.° Si l'on représente par am,n le coefficient de x'^y' du produit ci-dessus , am,n^'"y" sera un terme quelconque du numérateur de la fraction génératrice : on aura donc pour le coefficient de ce terme
a„,„ = :d'».^'".(ocA) , (i)
où , en donnant des valeurs particulières k m et à n, il faut faire am/n égal à zéro, dans tous les cas où les conditions de la question le permettent sans absurdité , afin de satisfaire à l'équation de relation , laquelle est ici représentée par p^.p'". (a^).
3.^ La fraction génératrice étant ainsi déterminée , on aura, pour le terme ' général de la série récurrente la formule ,
Am,n = ■^'".:g'".(acc-'), (q)
où , en développant le second membre , on ne conservera des dérivées de a que celles qui représentent les coëfficiens conservés du numérateur, les autres étant zéro ; et, en développant ensuite p*". p'". a~* , on aura soin de prendre pour dernières dérivées de « celles qui le sont dans l'équation de relation.
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aSi. La principale difficulté consiste donc à déterminer les coëfficiens du numérateur. Voici, je pense, ce que l'on peut, d'après ce qui précède, prescrire de plus simple et de plus général à cet égard.
Soit l'équation de relation quelconque représentée par
on aura pour l'expression d'un coefficient quelconque du numérateur
Au moyen de cette équation et des conditions de la question , et en donnant à m et à n des valeurs particulières , on formera le commencement de la série récurrente , dont on disposera les termes sous forme de rectangle ; on n'étendra ce commencement de la série que dans la région des m et n positifs, si, comme nous le supposons ici , cette série est toute renfermée dans cette région et si ce n'est point zéro. On verra ainsi , en formant les premiers termes de la série, ou, en promenant l'échelle de relation sur le tableau des termes de la série déjà formés , quels sont les lignes ou les termes où am,n ne devient pas zéro, c'est-à-dire où l'équation de relation n'est pas satisfaite; les valeurs de am,n pour ces termes seront les coëfficiens des termes à conserver au numérateur de la fraction génératrice. Il sera ordinairement facile , après avoir calculé quelques termes de la série , de voir dans quelles lignes se trouvent les suites de ces coëfficiens : on se bornera donc à les calculer ou à en trouver l'expression générale , ce qui est toujours censé plus simple que de trouver le terme général de la série.
Cela fait , on aura pour le terme général de la série
comme ci -dessus, 3° du numéro précédent.
On verra par la suite que cette manière de procéder s'étend aux cas où ce est zéro et où la série n'est pas bornée à la première région. Avant que de l'appliquer à des exemples qui l'éclairciront , il convient d'indiquer un moyen d'abréger les développemens dans beaucoup de rencontres.
232. L'opération du développement de p'". p'«. cc~^ conduit en général à un grand nombre de termes lorsque les dérivées de ce sont nombreuses; mais la plupart de ces termes deviennent nuls quand oc n'a qu'un petit nombre de dérivées : voyons donc quelles sont les simplifications qu'on peut employer
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dans ces derniers cas. Prenons un exemple particulier , mais suffisant pour tracer la marche à suivre dans de pareilles rencontres. Supposons qu'on ait à trouver le coefficient de x"'y'^ dans
(,C6 -h Coo -h yx^ H- y'xjr -}- g"'a:jy^3)-i. (i)
Ce coefficient est représenté par p'^.p'".»"' , et il est facile de voir que le développement de cette expression ne peut être composé que de termes de la forme ec~P. Ç^. 7^ y'*, g'"' , abstraction faite des coëfiîciens numériques.
Pour déduire de «-* un quelconque de ces termes par m dérivations divisées D et A^ dérivations divisées d' ; je remarque, i.^que, pour aller de « à g"', il faut , sur le tableau disposé en forme triangulaire , faire un pas horizontal et trois pas obliques; 2.° que, pour aller de ce à y', il faut faire un pas horizontal et un pas oblique ; 3.° que, pour aller de « à «y, il faut faire deux pas horizontaux ; 4'° enfin, que pour aller de a à g*, il ne faut qu'un pas horizontal.
Donc, 1.°, pour déduire g'"' de «-» il faut faire t dérivations divisées sur «-', en donnant à « la seule dérivée 5"; faire sur ^' qui en résulte, ^dérivations divisées d', en^ne faisant varier C que de y ; faire sur y'' que l'on obtient , t dérivations divisées d' , en ne faisant varier que y' ; faire sur J*"* que l'on obtient , t dérivations divisées d' , en faisant varier j'" seul : on aura de cette manière, pour le résultat de t dérivations d et 3t dérivations p' faites sur a'"*, la quantité ih «"'-^ g'"' ; ce qu'on peut exprimer ainsi : p*. p'^'.o-^ =iiza-'-'.g"'', le premier membre devant être pris dans un sens restreint , défini par ce qui précède , car autrement il auroit une signification plus étendue. Le signe -H ou le signe — a lieu , suivant que t est pair ou impair.
2.** Pour avoir y'', il faut, dans le résultat précédent, faire 5 dérivations divisées d sur «-*-' , en faisant varier « seul , ce qui donne
■±2 1 -^ ^ — «-*-^-'. Ç\ g'"' ; ensuite il faut faire , sur cette
quantité , ^ dérivations divisées d' , en ne faisant varier que Q , et l'on aura
-H (-^~i)(-^-0 i-ts) ^_,_,_,^ f,^ g,„, = ©'■+-'. p'3* 4- ^ «-..
3.0 Pour avoir y*", il faut dans le résultat précédent faire r dérivations divisées D sur a-'-'-» , ec seul variant, ce qui donne
il faut ensuite faire sur C»-, r dérivations divisées d, g* seul variant , et l'on a
ntt
DES DÉRIVATIONS. IqS
__ pt+j + a/-. p'3t + *. g^i.
4.° Enfin , pour avoir C^ , il faut faire sur a-'-'-'^-» dans le résultat précédent ç dérivations divisées d , « seul variant , et l'on trouve
c= p'4-* + 2'--Hf.p'.3r + s.^-i :::= (^2)
le signe -t- ou — ayant lieu suivant que ^ -+- r H- j -h ^ est pair ou impair.
On a donc d'".ç'«. «~* = p*+* + 5r+y. pf3t + *.^-i ^ avec la condition cependant que les lettres ^, r, j, ù doivent recevoir autant de valeurs différentes qu'il y en a en nombres entiers positifs ou zéro qui satisfont aux deux équations
n = s -h 3t, Or il y a quatre indéterminées et deux équations seulement , ce qui montre qu'il y a plusieurs manières d'y satisfaire , qu'on déterminera toutes facilement par les méthodes de l'Analyse indéterminée : quand elles le seront , on les mettra successivement dans la valeur précédente de p'+'+^r-f-y, p'3*-+-^^-i, et la somme de toutes les quantités qui en résulteront sera la valeur de p». p'«. Û5-».
Si l'on a (a + ^^ -f- y'^j)'^ , on n'a qu'à faire dans ce qui précède r et ^ zéro, et l'on aura m z= (j -\- s^ et n =. s. Dans ce cas, il y a autant d'équations que d'indéterminées , et ^ et 5 n'ont chacun qu'une valeur , savoir q =zm — ^^et s = n. Donc le développement de d'". p'". a~^ se réduit au seul terme
, I. 2. 3 7n ^ , .72+1. 72 + 2... 77Ï „ ,jo„ „ u / \
le signe H- ayant lieu pour 772 pair et le signe — pour m impair.
Il suit des formules ci-dessus que, si le polynôme ne renferme, outre « , que deux autres termes quelconques, ou , plus généralement , s'il n'est composé que de trois termes, on a autant d'inconnues que d'équations, c'est-à-dire deux, et que partant chacune des inconnues n'a qu'une seule valeur , ce qui fait que dans ce cas le coefficient de x'"j" dans le développement se réduit à un monôme.
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On peut facilement tirer du procédé et du résultat précédens une règle générale, pour trouver hors de rang le coefficient quelconque de x^'y^ dans le développement de la puissance — i d'un polynôme où manquent tant de termes qu'on voudra , quels que soient les intervalles des termes restans , et même le coefficient de x"*y"^ dans le développement d'une fonction quelconque, d'un pareil polynôme , par exemple, de (p{oc'-\- Çx -f- yx^-\-y^xy -h- g'"^^)^ mais ce n'est pas ici le lieu de nous arrêter davantage à cet objet.
On peut même arriver par des voies différentes au résultat ( q ) ci-dessus ; car on peut commencer par faire sur oc~^ de ( i ) un nombre (j-\-r-\-s-+^tàe dérivations divisées d , en ne faisant varier que oc seul ; puis faire sur g"?-*- '■+*+' dans le résultat , r dérivations divisées d en ne faisant varier que Ç ; puis faire encore sur C? "+■*"*" S •* + t dérivations divisées d' ; ensuite faire sur «y'' + ' dans le résultat, t dérivations divisées d' en ne faisant varier que «y'j enfin sur <î"« du résultat, encore t dérivations divisées d'.
ExempleII.
235. Trouver le terme général de la table suivante , qui est le triangle arithmétique de Pascal , mis sous forme de rectangle ,
etc.
etc.
lO
etc.
lo
etc.
etc. etc. etc. etc. etc. etc. etc.
Dans cette table , toute renfermée dans la première région , la première ligne horizontale est toute formée d'unités , la première ligne verticale l'étant toute de zéro , à l'exception du premier terme. La loi de formation consiste en ce que chaque terme est égal à la somme de celui qui le précède dans la même ligne horizontale et de celui qui est au-dessus de ce dernier dans la même ligne verticale.
En désignant par Am,n le terme général demandé , la loi de formation de la table donne cette équation de relation
■/im,n yim~\,n -+- Am-\,n-l i OU O = -^ ( 1^
Comme la table ne s'étend pas hors de la première région , il faut faire zéro les termes des trois autres régions, comme il suit :
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
o o o o etc.
DES
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
lO
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
Si maintenant on met ««^ « pour premier membre de l'équation de relation (i), en sorte qu'on ait ( — ^„_i.„_.x ^
( — -^m — ifit ■+■ -^iW/S >
et si l'on donne k m et k n des valeurs particulières , en promenant le second membre de cette équation sur le tableau précédent , on voit que am,n est zéro pour toutes les valeurs de m et de n , excepté à l'endroit désigné par des * , et que ce Ôas unique répond k7n = oetn = o; partant tous les termes du numérateur de la fraction génératrice sont nuls à l'exception du terme «oyo= ^ , lequel devient = i , parce qu'on a , pour le cas marqué par des * ,
La fraction génératrice est par conséquent
ce -\- Qjc H- y ocy i — x — xy
On a donc pour le terme général demandé
Or p'».p'«.«-i développé dans le cas présent se réduit ( n.° précédent) à ce
seul terme zti
1. Q.... {m — n) y' leurs valeurs i , — i , — i , on a - w-Hi. n -H Q. 72-f-3 m
f^m-i^-nyin. qi ^ en mettant pour «, C, m. Tn—i.m—<2 {m—n-\-i)
Lagrange parvient à la même expression par des voies différentes , numéros 10 et 14 du mémoire cité.
234. Si l'on suppose que les termes de la première ligne horizontale d'une table pareille à celle du numéro précédent forment la progression 1 , q , 4 , 8 , 16, 32 , etc. ; que la première ligne verticale, au premier terme près, soit toute formée de zéro , et que l'équation de relation soit
on trouvera pareillement que l'équation de relation a lieu dans toute la table, excepté à un seul endroit, à l'origine, où l'on aura a=i. Donc le numérateur n'aura de même qu'un seul terme , et la fraction génératrice sera
ce H- Coc H- y'xjy 1 — 2x — 2œy *
d'où l'on tire le terme général
comme le trouvent Laplace , Mémoires présentés , tome VII , pages 96 et suivantes, et d'après lui Cousin , n.° 576 de son traité de Calcul différentiel et intégral,
235. Enfin , si l'on suppose que l'équation de relation soit la même que n.° q33 , mais que la première ligne horizontale et la première ligne verticale de la série soient des quantités quelconques données , la série étant toujours bornée à la première région : alors il est clair que a^h^c^d^ etc., et^', c", ^"' , etc. ne sont pas nuls , et que la fraction génératrice est
a -\- boa ~\- cx^ -+- dx^ -4- ex^ -f- etc.
-+- ^y + d^^ -H ^"y5 _}_ e^Vyk _j_ etc.
1 — X — xy
ce qui, par les numéros qq6 et 232 , donne , à cause qu'ici a = 1 , Ç=. — 1 ,
Am.n ^
j (tti— 1 )(7^^— 2 )... (a2 + 1) ,, m(m— 1), n
(/?^-2)(m-3)....(/^+ l) » m(yy^ - 1 ).. . . (/^~ i )
jn — n) *^ 1. Q n
égale,
Am,n — Ao,o - 2 {n-T) ♦
^rn--i){m — 3) (m — n) m{m— i). . .{m—n-^'i)
' 1. 2 (n — 1) ' 1. 2 (tt—i)
' 1. 2... (/î~i) ' 1. 2... {ri— 3)
-H etc. -h etc. ,
formule qui s'accorde avec celle que trouve Lagrange n.° 14 du mémoire cité, pourvu qu'on change en -|- les — qui se sont glissés dans cette dernière. Cet accord peut se vérifier facilement , si l'on donne k m et n des valeurs particulières.
ExempleIII. (*)
Étant proposée l'équation de relation
Am^n •■=^ pA.m—i,n—\ ~\~ ( 1 p jAm—ifti ,
avec les . conditions que , la série étant renfermée dans la première région , Am,o = 1 , m étant zéro ou un entier positif quelconque , et que Ao,n = o , tant que n est >- o, c'est-à-dire, tant que n est un entier positif; trouver l'expression du terme général Am,n en ^ et i — p.
Je fais , pour abréger , i — p =i cf , et j'écris ainsi l'équation de relation
( — pAm-i,n-i l
( ^Am—i,n ~4~ Am,n )
Les termes de la série étant zéro dans toutes les régions autres que la pre-
(♦) Cet exemple est la traduction analytique du problème suivant, qui est le premier de Lagrange. Voyez le numéro 49 du mémoire cité.
K Un joueur parie d'amener un événement donné n fois au moins en un nombre m de coups , la pro- « habilité de l'amener à chaque coup étant p , et par conséquent celle de ne pas l'amener 1 — p = q i K on demande le sort de ce joueur. »
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mière, il est facile de voir, en calculant au moyen de l'équation de relation et des termes donnés les commencemens de quelques lignes horizontales et verticales de la série , et même sans les calculer , que l'équation de relation n'a pas lieu quand n =z o , m étant = o ou > o, c'est-à-dire que a„^o n'est pas zéro quand m = o ou >■ o ; mais que am,n = o pour toutes les autres valeurs de m et de n. On a donc
d'où l'on tire ao,o = — qA_x,o H- -^o^o = -^o/o = i , et Ui^^ = a^^Q = as,o =
La fraction génératrice sera donc
h pac -+- px^ -H p^^ -f- P^^ -h etc
ce r+- b-32 H- yocj les valeurs de «, Ç^ y' étant i , — ^, — p.
Le terme général -^»,^„ = p"*. p«. (^a-^) sera donc, puisqu'il ne faut conserver que les termes où les dérivées de a ne sont point zéro,
p'".p"'.a-^ H- /?p'"-^p'".a-^ + /?p'"-2.p'''.A5-ï H- /?p'"-5.p'«.û5-* -H etc. -H ;op« + 2.p'n.a-i H-;?p«-f-».p'«.a-i +;yp''.p'''.a-i. J'arrête le développement au terme p^.p'^.a-^ parce que dans le cas actuel l'indice de d ne peut être moindre que celui de d'; car. on a ici ( n.° q3q ) 7n de la forme /-H^et«=5,/ne pouvant pas être négatif et sa plus petite valeur étant zéro. On a d'ailleurs^ par le même numéro qSq ,
m — n — i) ' ' 1. Q {m — Il
C'est l'expression demandée. On peut la mettre sous une forme un peu plus simple ; car , en substituant i — q an lieu du p entre les parenthèses et réduisant les coèfficiens en n et t^^ , on aura
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ce qui est l'expression que trouve Lagrange au numéro 49 du mémoire cité.
237. Si dans l'exemple précédent on avoit pour première condition que Am,o = (1 — p)"^ = 9"* 1 ^^ étant un nombre entier positif quelconque ou zéro , le reste demeurant le même qu'au numéro précédent , on verroit aisément que l'équation de relation seroit toujours satisfaite , excepté pour les cas de
1 — pAm-i,-\ j , ^
( (J Am— ifO +" Am/o
Am-if-i étant zéro , puisqu'il tombe hors de la première région.
Pour ces cas même, ao^o = a= Ao^o =1^0 z=zi est le seul terme du numérateur qui ne soit pas zéro ; car on a
«i;o = — ^AofO H- Ai^o = — ^q^ +. ^ = o ,
«S;0 = qAi^o +• ^2,0 = — ijq -^ ^2 =: O ^
et généralement -
am,o = — ^Am-xio -H Am,o = ^^'""^ -^ Cj"" = O y
de sorte que la fraction génératrice se réduit à
oc -+- Çoc -H y'œy 1 — px — ijxy *
ainsi le terme général se réduit au seul terme i.p^.p'".»-' , et l'on a, sans aucun détour,
yim.n = — r— 0«^'«-».
C'est ce que trouve Lagrange, n.<> 5o du mémoire cité.
Si l'on avoit l'équation de relation
Am-\in +* -nLinin^
avec les conditions que Am,o = o , 772 étant = o ou >- o , et que Ao,n = 1 , 72 étant positif quelconque ]> o ; la série étant renfermée dans la première
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région (*) ; ce cas serésoudroit d'une manière semblable à celle de l'exemple précédent.
En effet , faisant pour plus de simplicité — ~ — = k et — - — = / , on
mettroit l'équation sous cette forme
nAm —i fti — i
et, au moyen des conditions, on trouveroit que la fraction génératrice est
y y H- c"j2 -|_ ^"ys -f- e'^4 -f- etc. j _|- .^2 ^_ ^3 _|_ j4 -[- etc.
oc H- Çoc H- y'xy 1 — Ix — kxy
Donc le terme général sera
pm. p'n-1.^-1 _|_ pw. p'n-2.^-1 4_ p»». p'«-3.gg-i ^ etc. _ . , , ^^ 1. 2. 3 77Î „ ,
Donc, puisque p«. p'«.«-i = zr: or^-^Qm^ny^n
^ ^ i- c li Y, Q {jn — ?i).i,i n '
(n.° 23q) , on a, en mettant pour oc, Ç^ y leurs valeurs 1 , — /, — A, et
écrivant la série à rebours , j
, 7 .T m,.Tn—i j j rn. m— 1. 171—1 , „,„
et, en mettant aussi à la place de /5: et de / leurs valeurs, ■
Amiti
qm J q 1. 2 ^2 1. Q, 3 ^5
(o-f-ûf)'"] 7n. 7n— 1. . ..(m—n + '2)p"-^('
I -f- etc. H
ce qui coïncide avec l'expression trouvée par Laplace, Mémoires présentés, etc. , tome VII , pages i3o et i3i , en faisant attention que mex n sont ici ce que Laplace désigne par a;— 1 et w.
(*) Le problème des probabilités qui conduit à cet exemple est le suivant: «Deux joueurs, dont les adresses « respectives sont dans la raison de ^ à 9, jouent ensemble de manière que sur un nombre m de coups il «.en manque n au premier joueur et consèquemment m — n au second, pour gagner ; il s'agit de déterminer « 1^ probabilité respective de ces deux joueurs. » C'est le problème XIV de Laplace , Mém. présentés , tome VII, page 129, rapporté par Cousin, numéros 586 et 587 de son traité de calcul différentiel et intégral. •
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aSg. Ajoutons l'exemple suivant , traité par Laflace dans son mémoire sur les suites (Acad. de Paris, pour 1779» pag. 287- 290), afin de faire voir que notre méthode conduit directement à la solution de ce cas.
Exemple! y.
Soit proposée l'équation de relation
avec les conditions que , la série ne s'étendant que dans la première région , les termes ^0,0» ^1,1» etc. , Am,o-, etc. de la première ligne horizontale, et les termes A 0,1 , A 0,7. , etc. , Ao^n » etc. de la première verticale soient des quantités données quelconques : on demande l'expression du terme général Am^no
Je mets m — 1 et n — 1 à la place de w et de /2 , et l'équation de relation prend cette forme
\ — y Am—i,n—i — b Am^n-l
équation qui coïncide avec celle du n.° qqS , si dans ceïle-ci on fait a = 1 et qu'on donne le signe — à C, ^', y'; et les conditions sont aussi les mêmes qu'aux numéros qq3 et suivans. On aura donc par la formule dun.° sa; , en y écrivant les séries à rebours ,
Am,n = ' (1)
^m^op'".»-» H-^^^-i^oCd-p'".»-» — ê"p'«.a-0 -H -^m.2;o(p2.p'".flr' — g'D.p'«.a-) + etc. -i- ^,,o(ç'"-».p'''.a-' — g'p'»-2.p'«.a-0 -H^o^oCp^-p'^or^ — g'p'»-^p'''.«-0 -f-^o,«p'".a5-' H-^o,«_i(p'".D'.Ar> — g"p'".a-») + -^o,«.2(p'".p'2.a-' — Ô^'p'".©'.»-') -l-etc. ^-^o^iCp^-p'^-^a-^ — ^p'».p«-2.a;-0 — vifo;o. ^'p''.p''-'.aî-^
Il est trop aisé d'avoir , au moyen de nos méthodes , les développemens réduits des quantités affectées de d et de d', pour que nous les placions ici, il suffira quand on les aura trouvés, de mettre 1, — 5", — C'j — y', à la place de ct^ Ci C , y' respectivement , les autres dérivées de ce étant zéro.
Si dans la formule à laquelle parvient Laplace , page 2 90 , on exécute les substitutions et les développemens indiqués , et qu'on ordonne suivant Am,o > Atn-ifO, etc., Ao^^y ^o,a-i, ctc. , on aura la formule suivante, remarquable par la loi qui y règne ,
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y 4- C^?')^ ^-^ C'"-^ 4- etc
Il est aisé de s'assurer que le développement réduit de notre formule ( i ) s'accorde avec la précédente ( 2 ) , les parties des termes étant seulement ordonnées d'une manière différente dans celle-ci. On peut donner une démonstration générale et rigoureuse de l'accord des deux formules en démontrant d'abord la vérité du développement suivant , remarquable par l'élégance de sa loi , savoir : les seules dérivées de u étant C, C et y', on a
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n«.p'«.ûri= it «-«-«-1 ^ m.m-i //.«-i -„,«,„, ««, ,v, . >, ...(3)
*^ '^ ) H . Ç'«-2^'«-2/gj^'_^y')2 _|, etc. V ^
en continuant la série jusqu'à ce qu'on arrive à des coëiïiciens qui deviennent
zéro. Or la démonstration de ce développement se déduit assez facilement (*)
de celui de p'».p'''.«-^ qu'on trouve par nos méthodes, et qui est (n.** i5o)
240. Nous n'apporterons pas un plus grand nombre d'exemples ; les précédens, quoiqu'ils soient très-simples et que l'équation de relation n'y soit composée que de peu de termes , suffisent pour faire entendre la méthode et pour montrer qu'elle est générale , quel que soit le nombre des termes de l'équation de relation , pourvu que la série ne s'étende que dans la première région et que oc ne soit point zéro. Mais si ce est zéro , ou même , en général, si la série s'étend dans d'autres régions que dans la première, alors cette méthode, quoiqu'elle ne soit pas en défaut, à proprement parler, a besoin cependant qu'on lui donne plus d'extension , et présente des difficultés qui ne se rencontrent pas dans les cas déjà traités.
(*) En effet, en développant par len.** 3 les premiers membres et par le n." 87 ou 9g les seconds membres des équations
Dnim+n Dn(l'n.ln) Ttiim+n-l nnfim.in-l) n.Tl-l D" 1 "'+''-» n. 71-1 vfjm.in-V)
= ', n z=n — i , = — ^ -, etc.,
Z l.Sx.n 1.S.../I 1.3...n I.21.2.../Z
Di étant .= 1 , et les dérivées divisées suivantes de i étant zéro, on trouve sans peine
7re4-i.7n-J-2...(7n-f-«) m.m-l n.n-i m. m-i. m-z n. n - i. n - 2
' ■ = 1 -f- m. n -1 ■ • — H „ • h etc. ,
■m m-t-i. m-4-9. . .(m-4-ra-i) m. m-i n.n-i , » OT...jn-2 n...n-2 m...m-Z n...n-Z
T ^. a (»-o ="'"-"+^-Tr-T'--rrr"^^-T-rT--T:TT+-^-r:i:5:4-i:^.4'^^'"-'
etc Substituant ces séries dans le développement (4), il devient
± ef-m-n-i Ç/nÇ'n ± /n. ra. «"n»-»- > ff'nÇ" i — ' "^ * — '■ Z_ jj-m - n- I ÇmÇvt -+• g»_ ^
n: m. n. a-ra-n Çin-l Ç n- I y' 3- 2. ' Çj -m-/i Ç m - 1 gi n- ' <v' j- etC.
2; . flt-m-n+ I h "«-ah ' "-'v'a ~>~ fifr.-
Cette formule, réduite par colonnes verticales, donne la formule (3) ci-dessus.
Fff
etc.
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241. Si la série s'étend dans les régions à exposans négatifs de x ou dé y, alors , pour former la fraction génératrice d'après l'équation de relation et les conditions de la question , après avoir fait en sorte -que les plus hauts indices de A dans cette équation soient m et n, on formera le dénominateur comme 1.**, n.® '23o. Ce dénominateur n'aura donc de cette manière que des exposans positifs de oc et de jy.
Puisque le numérateur est en général égal au produit de la série multipliée par le dénominateur , il est clair qu'en général il s'étend aussi dans les régions des exposans négatifs de x et de j^ : il est donc nécessaire d'examiner quels sont les termes où am^a , dans r ^ -,
ne devient pas zéro , en donnant k m et à n des valeurs particulières , nonseulement positives, mais encore négatives; [A] indique, comme ci -dessus n.° q3i , l'équation de relation dont on a fait passer tous les termes dans un seul membre.
A cet effet il faut , au moyen de l'équation de relation et des conditions de la question , calculer quelques-uns des premiers termes de la série , nonseulement dans la première région , comme n.° 23 1 , mais encore dans les autres régions : on verra ainsi quels sont les lignes ou les lieux où am^n ne devient pas zéro , c'est-à-dire, où l'équation de relation n'est point satisfaite; avec ces valeurs de am,n on formera le numérateur de la iraction génératrice.
242. Cela ne suffit pas dans ces cas : il est de plus nécessaire de savoir par quel terme du dénominateur il faut commencer le développement de la fraction génératrice, c'est-à-dire, si le dénominateur est par exemple Cx 4- C'y _l_ yT^a _^_ y'xy, il est nécessaire de savoir si c'est €" ou ë"' , ou un autre coëfGicient qu'il faut faire entrer dans l'origine des dérivations : on se décide ordinairement en examinant quelles sont les régions dans . lesquelles s'étend la série récurrente , les limites de la série dans ces régions , la direction de ces limites, et ensuite les formes du numérateur et du dénominateur.
Quand oc n'est point zéro et que la série est renfermée dans la première région , c'est-à-dire , dans les cas traités précédemment, il faut toujours commencer le développement par oc : mais il n'en est pas de même dans le cas où, sans que ce soit zéro, la série s'étend hors de la première région, ainsi que nous le ferons voir par la suite.
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245. Voici à présent un théorème au moyen duquel on peut trouver l'expression du terme général , en commençant le développement par un terme quelconque du dénominateur , ou bien , pour nous exprimer à notre manière , en faisant entrer dans l'origine des dérivations un coefficient quelconque du dénominateur.
Théorème.
Étant proposée la fraction
a-{- bx -h cx^ -f- dx^ ■+- etc. \ (" « H- C^? 4- y J5 -f- ^x^ H- etc. '^ - ^ -H Z»y H- dxy -H d'xy -h etc. / \ H- ^^ H- y'^y + Sx^y -f- etc.
-f- c'y» -j- d'^xy^ -H etc. > X \ "+■ y'!x^ "^~ <î"-^J^ H- etc. \ ,
-|-^"y3 H-etc. I I -l-(î'''y3 -}-etc.
-f- etc. J l -+- etc.
et le coefficient de x^y^ dans son développement étant représenté par Am » ; ce coefficient , en prenant pour origine des dérivations non aoc~^^ mais en général aur,s~^ 1 otTfS étant le coefficient de xy^ dans le dénominateur , sera donné par la formule suivante : >
/^îp'» + ^p'«-^^ar,,-»— Ç'»+2^ç'«+2..(^.^^^^-2)_4«p«r+5r.pf« + 3..(^2.Q,^^ -3) -_ etc.} , _|_ 3 j p« 4-7-1 .p'« + '.oCr, S-' - Ç'" + ^'-'.p'" -^ ^'i0C.0Cr,s-^) H" p'"-+-2^->.p'''+3-.(«2.^^^^-3) _ etc. }
+ etc.
-H J' { p'"-+-''-2p'«4-'-i,«^^,-i _ pw+ar-a.n
rf- etc
_l_ c" ; p'«+^p'«+^-2.a^/.-» - p'»+2r.p'«+2^-2. («.«,^,-2) + p'»+3''.p'«+2x-2.(«2.Qj^^^-3^ _ etc. {
+ ^"{etc. J -H etc ,
où l'on a en général pour un terme quelconque qui entre dans la composition
de cette formule :
fpm-hr-p pr„+,_y^^^^^_, _pOT+2r-.i>,p^a + 2^-î. (a. 05,^,-2) 1
'*^'^J4-p'"+2''-^.p'«+3*-î.(a2.a,^,-3)_pm + 4r-p,p'« + 4.-î.(^.3^^^^-4)^etc.^V p Qiq pouvant être positifs ou négatifs ensemble ou séparément. On rejettera les termes et les parties de termes où les indices de d ou de d' deviennent négatifs , ce qui fait que la formule est toujours composée d'un nombre fini de termes.
Pour le développement réduit de cette formule , il faut observer ce qui suit : Supposons que Ur,s soit «3,3 = i" ; en écrivant les coëfficiens du dénominateur suivant l'ordre qu'ils occupent dans le polynôme, mais en les disposant en rectangle , on mènera les deux lignes de démarcation comme on les voit ici :
S s i fi etc.
etc.
etc
i' fl & etc.
etc.
gin
etc.
giir
etc.
yT
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
De la position de ces lignes on tire les conséquences suivantes :
1®. Toutes les lettres renfermées dans l'angle ont des dérivées indéfiniment tant par rapport à d que par rapport à d'.
2.° Les lettres des deux premières lignes horizontales ont des dérivées indéfiniment selon D , mais celles de la seconde de ces lignes , à commencer par g', n'ont pas de dérivées selon d'.
3.° Les lettres des trois premières verticales ont des dérivées indéfiniment selon d' ; mais celles de la dernière de ces lignes , à commencer par g" , n'ont point de dérivées selon d.
Si c'est par Ur,s en général que commence le développement , la ligne horizontale de démarcation sera placée après ^. lignes horizontales, et la ligne verticale , après r lignes verticales de coëfficiens du dénominateur.
On regardera au reste ce et ^", ou et et «r,,, comme des premières quantités.
244* Nous allons indiquer l'analyse qui conduit à ce théorème et qui lui sert de démonstration.
Supposons qu'il faille développer la fraction proposée en prenant pour origine des dérivations aocifx"^ , c'est-à-dire aJ'~* ; je divise le numérateur et le dénominateur par x^y qui multiplie S' » je fais ocr^y-^ = z (on feroit x-^y' = z, si l'origine des dérivations étoit ^ar,*"') » et j'ordonne suivant les dimen- . sions de a; , j' et z j la fraction proposée prendra cette forme ,
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hxz
Vyz
ca;22 éxyz
dx^z o
d"xy^z d'y^z
etc.
etc.
etc.
etc.
o etc.
etc.
-H s'y "H ^"^j + yi^'^y + ^"«^?r
cez
etc
De cette manière chaque polynôme double a été transformé en polynôme triple incomplet , car z n'y est qu'à la première puissance ; et chaque polynôme a été séparé en deux triangles , dont le second n'a que la première ligne horizontale et les deux premières obliques ; le nombre de ces lignes est déterminé par les indices de «2,1 , par lequel on commence le développement : ainsi , si on commençoit par ccr,! , il y auroit s lignes horizontales et r obliques. Les deux triangles de chaque polynôme sont tels que, le premier étant placé dans l'espace vide du second, les coëfficiens vont de suite sans interruption. On remarque qu'en prenant S' pour premier terme du dénominateur et
Ggg
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aS'-^ pour origine des dérivations, il faudra regarder les coëfficiens a, ff, C', etc. du second triangle , indiqué par b-s , comme les dérivées par rapport à z des coëfficiens du premier triangle , indiqué par a ; de sorte qu'en désignant par d'' la dérivation relative à z, on aura d''.^' = «, t^.d'.^', = d'.«' = Ç, d'.d''.(Î' = D".g" = C'j P^.d''J' = d'.^' = y , et ainsi de suite.
Représentons par (a) la. fraction précédente entière et les parties triangulaires qui la composent par les lettres que nous avons mises à la suite de ces parties , et nous aurons
(a) = ^,~^,,^^ = (21 -+- î&z){a -{- jy\a.z)-^ = ^ ' a+D'. a. 2; ^^
(2Ï 4- S52;)(a-» -H D''.a-».2 H- p''2.a-».22 _|^ ^''3.^-1.^3 _|_ p''4.ft-i.z4 -1- etc.), ou , en effectuant la multiplication par 2Ï -f- S32 , et écrivant le produit partiel par ^z le premier ,
{^a) =z S5.a-^z -h aS.D'.o-^z^ _|_ s8.p''2.a-».23 h- «J5.p''5.a-'.z4 -h etc.
-f- 3t.a-* H- 2Ï.D''.a-^z + 2ï.p''2.a-i.22 4- 5ï.p''3.a->.23 _f_ 2ï.p''4.a-».z4 + etc.
De là on tirera aisément le coefficient de x"^y^ dans le développement de (a). En effet, puisque z est ici= x-'^y-'^ , les termes affectés de x^y^^ x'^ + ^y^-^^Zf a;«+4jn + 22;2 ^ ^«i+e^n-f-s^S ^ ©tc. , 0;'"+ ^/^^«-'-/'zi' , etc. seront tous des mêmes dimensions x"y'^. On voit donc, qu'en substituant dans la dernière équation, au lieu de 95, 5t et a, leurs valeurs en séries ordonnées suivant xety; pour avoir le coëfij|ient de x'"y'^ dans(«), iliaudra prendre le coefficient de x"" + ^y» + » dans as.a-^z , ensuite celui de aî'"+4y«+2 Jans ^,y''.<r^.z^j et ainsi de suite, puis le coëf&cient dex^y"^ dansSï.a-», le coefficient dea;'" + 2j^''+i dans2ï.p''.a-^z, et ainsi de suite; de sorte qu'on aura, n." 187, en ordonnant par rapport à a, bj c, dy etc. h\ c', d'j e\ etc. c", d'\ etc. et désignant par Am,n le coefficient de x^y^ dans {a) ,
aCD^^ 2.p'«+ i.^'-t 4- PW + 4.P'» + 2.d'' J-i H- p^-f-e.p'fl + S.pVa, j^f-, _^ g^ç j -t- ^'(p'» + ».p'''+ '.,î'-^ 4- p'« + 3.pr«+2,j3'f^^f-i _^ p'« + 5.p'«-+-3.pV2.^^-i _^ gjç j
4-c(p'«.p'«+^(î'-^H-p'"+^.p'« + 2.D''.J'-i4-p«z+4p'«H-3.pV2.j'-i^_etc.) -h etc.
+ ^'(p'»+2.p'nj'-i -+- p'« + 4.p'«+l.D''.(J'-l 4- p*»+6,p'«-t-2.pV2jf_i ^ejçy ^_c'(pm + i.p'»J'-i -j- p'» + 3.p'« + i.D''.J'-i_^P».-t-5. p'« + 2.p''2.^U 4- etc.)
-l-,^'(p'«.p'«.(^'-i 4- p'^ + ^.p'" + i.d''.(J'-i 4-g'"-+-4.p'« + a.p''2j'-i 4- etc.) 4- etc. 4- c"{ etc. ) 4- etc.
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A présent , si on reporte les yeux sur le dénominateur* de la fraction pro- ■ posée , on verra que toutes les dérivées des lettres simples du premier triangle a , où d'' auroit un indice supérieur à l'unité , sont nulles , car il n'entre dans le second triangle hz d'autre puissance de z que la première. Ainsi ç''^.^' = o, p2.D'.p''3.J' = o, p''2.g' = o, etc. De là il s'ensuit que, a étant la dérivée d'' de S' , comme on Va vu ci-dessus , il est évident qu'on a d". S'-' = — J'-^d'. (J' = — ^'-^ ce,
etc.
Substituant ces valeurs dans la formule précédente , on a pour le coefficient cherché de dc^y^ , >
«Cp^+a.p'n+i.J'-i -_ Ç'« + 4.p'« + 9.(^.J'-2)^, Ç'B+e.p'n + S.^^s.^'-S) — gtC.) -H Z»(ç'»+'.g'« + ^(J'-i — p^ + S.p'n+a (^.^^-2^ _|, p'» + 5.p'« + 3.(^2.J'-3) _ etc.) H- etc
-j-^Yp«+2.p'«.^'-i ^ D'"H-4.p'«4-i.(^.^'-3) ^ p'» + 6.p'«+2.(^2j'-3) _ etc.)
-Hc'(p'» + ï.p'''.(i^'-» — p^+^.p'^+'.Ca.^'-^') 4- p'" + 5.p'/r + 2.(Q52.^'-3) _ etc.) H- etc. H- etc. ,,
On voit en outre par la forme du second triangle I6i que jf g , ii rj, etc. n'ont pas de dérivées selon d' et que y', S'\ s"i i'^tti^i etc. n'en ont point selon D ; ce qui fait voir la nécessité des lignes de démarcation dont nous avons parlé dans le numéro Q43. ' .
La même analyse s'étendant en général au cas où l'on prendroitar^/O^D^* pour premier terme du dénominateur, on en conclud aisément le théorème précédent, qu'il s'agissoit de démontrer.
Ce théorème est du à Français, Professeur de Mathématiques -à Colmar;
• je lui avois communiqué mes méthodes de dérivation et l'application que j'en
faisois aux séries récurrentes doubles , ce qui lui a fourni l'occasion de trouver
ce théorème et de faire des observations sur les cas où les séries récurrentes
doubles s'étendent dans différentes régions.
245. Des applications à des exemples vont éclaircir les règles que nous venons de donner.
ai2
du calcui.
Exemple V.^
Soit proposée l'équation de relation
o -*^Wy«-J t
dans laquelle ce est zéro , qu'on ait pour condition que les termes A , B', C\ Z)'", etc. de la première ligne verticale de la série soient données ou arbitraires , ceux de la même ligne étendue dans la quatrième région étant zéro , et qu'on suppose zéro tous les termes de la série dans les seconde et troisième régions : on demande l'expression du terme général Am,n de cette série.
En disposant les termes donnés par la question , comme on les voit ici ;
-^OyO
Ao,2
etc. ,
on verra facilement , en promenant sur ce tableau de la série le second membre
y Am-ifti-'l ~\- h Attifii-^x
de l'équation am.^» =
Un
I » qu'
on pourra faire <2«,« == o
pour toutes les valeurs particulières de m et«, excepté aux endroits qui répondent à tfoyi, «o;2» ao,Zt 6tc. ao^nt etc., pour lesquels on a généralement
ainsi ^0,0 étant = o , les seuls coëfficiens qui restent au numérateur seront h' = Ç'^0,0 , c" =&Ao,x ,d"> = ê"^o,2, e'^ = Ç'-^o,3, etc. ao,n = C'Ao,n-i , etc. , et la fraction génératrice sera l,y H- cy^ -+- d'y^ -t- e'y^ -h etc. + <ïo;B-iy" -f- «o;«r" + * -4- etc.
--h C'y -h y'ocy Puisque la série ne s'étend pas dans les régions des exposans négatifs de a?, on voit qu'aucun terme n'y sauroit être affecté de a?-» , x-^ , etc. , et que dans
le
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le développement de cette fraction on ne peut prendre ni Coo ni y'xy pour premier terme du dénominateur , mais qu'il faut prendre €'f ; ainsi l'origine des dérivations sera aC'-^ , et l'on aura par la formule du n.** 243 , en y faisant r=o et s= 1 , et mettant au lieu de a, h\ c", ^"', etc. leurs yaleurs précédentes ,
Am,n = ( 1 )
C'^,ofp'".p'«.^'-^ — ç'».p'«+ '.(«.€"'-=') -H p'».p'«+^(«2.^'-^) — etc.} -f-^'y^o^iîp^.p'»-!.^'-! ^ p'».p'''.(a.^'-^) -h- p'".p'''+».(«»2.C'-3) — etc.}
+ etc -:
. -f-^'^o.«lp'».C'-^ — p'».D'(a.C'-0 -+- p'".p'^.(«^.C'-5) — etc.} -f-C'A^ + ilp'-p'-'-^-'— P'"-(«-^'~') H-. P'".»'.(«^.^'-2) - etc.}
~h etc
-f-^'^o,«4-'«{p'"-p'-"'-^'-' ^p'».p'-'« + ».(«.C'-^)-Hetc. =b p'».(a'».Ç'-'»-0}.
Puisque r = o et j = 1 , les lignes d'origine ou de démarcation prennent ici
la position suivante (n.** 243 ), en disposant en rectangle les coëfficiens du
dénominateur , «
Ainsi ni « ni C' n'ont de dérivées selon d' , car «y" est zéro. Donc tous les termes de la formule précédente ( i ) affectés de d' avec des indices positifs sont nuls, et, tous ceux à indices négatifs devant être re jetés, la formule se réduit à > , .
Am,n = ( 2 )
■rj^o,«p«.e'-^ — ^o,«+',p'«.(a.^'-2) -f- ^o,n + 2p'".(û;2.^'-5) — etc.
q:: ^o,n+m-i^'^. (oc"'-'. €'-"") ±: ^o,«+mp'".(a'".^'-'"-*)}.
Donc, à cause de « = o, n.oc = C, et p^.a, d^,^;, etc. = o , on trouve, en exécutant les dérivations sur oc , qu'on fera zéro ensuite ,
— etc. =b Jo,n+m.C'"C'-"'-']^ Or on a ici ^m-k^^i-k-i ^
le signe + ou — ayant lieu suivant que m — A est pair ou impair.
2l4 ©UCALCUL
Donc on a enfin . '
-<4»ly« . I ..... (3 )
H- etc. -1- ^o,«-hin-..>W7'C'"-ï -f- u4o,n-i-m.C'^] ,
le signe supérieur ou inférieur ayant lieu suivant que m est pair ou impair. Ce résultat s'accorde avec celui que l'on peut déduire d'une solution différente du même exemple , donnée par Laplace dans les mémoires de Paris , année 1779, n."*XVII, page 267.
Si l'on fait n négatif dans la formule ( 1 ) ci-dessus , on trouve , en rejetant les termes et celles de leurs parties où les indices de d sont négatifs et ceux de d' négatifs ou positifs ^ o , que cette formule se réduit à la suivante :
±: g"î AoP^C»"-^'"""') — AiP'"-('»""^'-^'~''~') ^- A^P'^-Ca""^"-^'-"-^) — etc. j laquelle , à cause que a = o et que sa seule dérivée d est ê", devient
-/i CTy— n • • ( 5 )
±:C'î^o,o.ê'''ç'«-^g''-"~^-^o,i.g" + ^ç'"-"-^^'-"-^+^o,2.g«+2p'»-«-2.g''-«-3_etc.^ D'où il suit que Am,-n n'est zéro qu'autant que ni est <[ n. Ainsi la série récurrente s'étend , sous forme de triangle , dans la quatrième région.
EXEMPLE-VI
246. Étant donné le commencement de la table suivante, où chaque terme est formé de la somme de celui qui le précède dans la mémeiigne horizontale et de celui qui le suit d'un rang dans la ligne horizontale immédiatement supérieure , avec la condition que chacun des termes de la première ligne horizontale soit égal à l'unité : on demande le terme général de cette table :
•^ "^^î\ * i 1 1 11. etc.
1 Q 3 4 5 etc.
2 5 9 14 20 etc.
5 14 28 48 75 etc.
14 42 go i65" 275 etc.
etc. etc. etc. etc. etc. etc.
L'équation de relation est Am,n = ^m^i,n -H ^w-f-i^n-i; j'y metsm — 1 au lieu de m, et elle devient *^^ ri|t -^
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ainsi ec est zéro ,ê'=i, S' = — i,y = — i,les autres dérivées de oc étant zéro.
Je continue la table proposée dans les autres régions au moyen de l'équation de relation , et j'ai ce tableau
etc
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
q8 go
etc.
etc.
etc.
OÙ les Termes marqués par des points demeurent indéterminés, parce que rien de ce qui est donné ne peut conduire à les déterminer; ils sont donc arbitraires. Faisons les égaux chacun à zéro. On pourroit leur donner d'autres valeurs, sans que la partie de la série comprise dans la première région en fut altérée. Je vois facilement que dans la supposition que nous venons de faire , l'équation de relation a lieu dans toute l'étendue de la série, excepté aux deux endroits après les termes desquels nous avons mis des*; ces endroits répondent aux termes tf 1^0 et a^i^i du numérateur, dont les valeurs sont
tous les autres coëfficiens du numérateur sont donc zéro. Ainsi le numérateur se réduit à x—x-y y et la fraction génératrice est
kX) ~~" ^Xy
bx + a^i^i.x~'^Y
X — x^ — y Çx -^ yx^ + Çy
Ici le développement doit commencer par ^, de sorte que l'origine sera aC'^,
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et, en faisant, dans le théorème du n.** 143 , r = i et s = o , on aura, en observant qu'ici l'indice p de ap^q devient aussi négatif,
^{p^.p'».?-» — p^+^.p'^.Ca.^-a) -H p^ + a.p'n. (^2.^-3) __ etc. } , + /ï.a,,{p'«+^.p'«-^C-^ — D'"+3p'«-i.(^.^-3) _|^ p'» + 4.p'«-i.(«2.f-3) _etC.j. Les lignes d'origine ou de démarcation prennent dans ce cas la position suivante , en mettant les coëfficiens du dénominateur sous la forme de rectangle ,
oc Q y
Ainsi X n a point de dérivée selon d , donc le signe d n'affecte point a, ; et puisque , par la nature du dénominateur , « n'a d'autre dérivée selon d' que C' , on donnera facilement au développement précédent la forme suivante, en mettant pour b et a^i^i leurs valeurs 1 et — 1 ,
p'«.p'''.g'-» — e''p'»+».p'«-».g'-2 H- g''2p'»+2. p'«-2.^-3 __ etc. p'^+^.p'n-i.g'-i _|_ g''p-»H-3.p'«-i.^-2 __ C'2p'"+4.p''»-3.g'-3 4_ etc.
Mais , Ç n'ayant d'autre dérivée que y , tous les termes dans lesquels l'indice de d' n'est pas nul ne donneront rien : il n'y aura donc dans la première ligne de cette formule qu'un seul terme à conserver et un seul dans la seconde ; et l'on aura ainsi
OU , ^n développant encore ,
,w,vh!Ti»V r ■ ^1 (n4-i)(n + <2)(n-{-3). . . .(Qn4-7n) ^
Mettant pour g', ^', y leurs valeurs i , — i , — i , on aura
^1^^ ^ — — -^^ ^ ( 77i -j- 1 ) , ou bien
Étant donnée l'équation de relation
^mjii = p^m-i,n-\. "f- ( 1 '-p)Am-x,n-\-l » (l)
avec les conditions que Am,o = i , m étant un entier positif quelconque , et que^oyn=o, n étant un entier quelconque positif ou négatif, excepté lorsque in = o , auquel cas ^0,0 = 1 î qne de plus on suppose A„^a = o pour toutes les valeurs négatives de m : faisant 1 — p = q^ pour plus de simplicité , on demande le terme général.
Je mets d'abord /2 — 1 au lieu de n dans l'équation de relation , et je l'écris ainsi
O -^AmfH^i; (a)
— ^Am—iffi
on a mis un o dans le second membre pour conserver aux termes leurs places
dans la disposition en rectangle. Au moyen des conditions données et de
l'équation ( 2 ) , je calcule le commencement de la série et je trouve
etc.
^ o etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
q^-^iq^p
etc.
q^q'ip^'Xq^p'i^
etc.
p-\'P^q'\''ip'^q'^^
etc.
p^ + Qp^
p^-^ap'^q
etc.
etc.
pA
etc.
etc.
etc.
etc.
(*) On est conduit à cet exemple par le problème V de Lagrange, numéros 58 et suivans du mémoire cité, savoir : «< La probabilité d'amener un événement donné à chaque coup étant p , un joueur parie qu'en « m coups au moins il amènera cet événement un nombre de fois qui surpassera de n le nombre des fois « qu'il ne l'amènera pas. »
ai8 * ^ D u c A I. c u I.
Si l'on examine sur ce tableau les lignes et les lieux où l'équation de relation
n'est pas satisfaite , c'est-à-dire où am,n n'est pas zéro dans
on trouvera que cela a lieu pour les seuls termes désignés par des * , et qui répondent aux valeurs de ^o^i , ^1,1 , <Z2,i > ^3/i> etc. am,i, etc. indéfiniment ; ainsi le numérateur de la fraction génératrice se réduit à une seule ligne , et la fraction elle-même sera
b'y -h c'œy -+■ d^x'^y -h éoc^y -f- fx^y -f- etc.
— qx -j- y — P^y^ Pour avoir l'expression du terme général Am,n , il est aisé de voir que la série ne s'étendant pas dans les régions des exposans négatifs de x , mais bien dans celle des exposans négatifs de j^ , et ^o^o étant = 1 , il faut commencer le développement de la fraction précédente par le terme y du dénominateur , et prendre aC'-^ pour origine des dérivations; les lignes de démarcation seront donc , à cause de r == 0 et de 5= 1 ,
où l'on voit que « et g" n'ont point de dérivées selon d'. On aura donc par le théorème du n.° 243 , en mettant a hors du signe d' , puisqu'il n'a point de dérivée selon d'',
^'{p'»,ç'«.C'-» — ç«.(ap''' + 1.^-2) H- p'".(a2p'«+2.C'-5) — etc.}
H- ^'îp'»-2.p'«.C'-» — ^"'-^ocB'''+KC'-^) H- p'»-2.(«2p'« + 2.g"-3) — etc.( H- e'{p'»-3.p'«.g"-i — p'"-3.(ap'n + i.g"-2) -+- p'«-3.(a2p^«-f-2.^r_3') _ etcj
/î-^-y'ÎP'""'''-p'"-^'~' — p'"-4.(«p'«+».ê"-2) -f- p'»-4.(«2p'«+2.^'-3) _ etc»J H- etc.
Si l'on développe cette formule par rapport à oc , elle devient , en faisant après le développement «5 = 0, C = — ^, et 7, ^, g, etc. = o ,
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^'{p^p'^g"-» H- ^p'»-t.p'«-t-ï.g'^-2 + <72pw-2.p'«4-2.^'-5 ^- etc.}
H- c'{p'"-».p'''.g"-» -H ^p'»-2.p'« + i.^'-2 -I- ^2pm-3.p'/i4-2,g"-5 4_ etc.| + /i^'Ip^-^p'^C'-i H- ^p'»-3.p'«+i.g''-2 _f_ ^2pm-4,pfn + 2.^/-3 >]_ etc.}
H- e'[p'»-3p\^'-i _j_ ^p'«-4.p''» + i.g''-2 4- ^2pm-5.p'/H-2.^'-3 _|> etc.} -f- etc. H- etc.
Actuellement , puisqu'en vertu de l'équation de relation la seule quantité qui dérive de ê*' est (î", les autres étant zéro, j'observe que, pour arriver de fi^' à J" , il faut nécessairement faire une dérivation d et une dérivation d'. De là on conclud que tous les termes de la formule précédente dans lesquels les indices de d et de d' qui affectent C' ne sont pas égaux entre eux, ne peuvent donner que des quantités affectées de facteurs nuls, et qu'ils disparoîtront par conséquent. Il ne faut donc conserver que les termes où ces indices sont égaux. Mais il est visible que dans chaque ligne de la formule il ne peut y avoir qu'un seul de ces termes , et que s'il y en a un dans la première , il ne peut y en avoir aucun dans aucune ligne paire ; que s'il y en a un dans la seconde ligne , il ne peut y en avoir aucun dans aucune ligne impaire. Le premier cas arrive quand m -\- n es>t pair , et le second quand m -\- n est impair.
Supposons d'abordée premier cas , et que le terme de la première ligne dans, lequel les indices 4e d et de d' sont égaux soit ^'p"*-'. p'»-*-^. ^'-^-^ ; il est clair que le terme pareil dans la troisième ligne sera ^^ip'»-^-'.p'«4-^-i.g''-^ , que celui de la cinquième ligne sera ^'-2p'n-^-2. p''» + ^-2. C'"^"*"^ , et ainsi de suite. Or on a généralement ^
donc p'«-^.ç'n + ^.C'-^^ =: ■^— î n ~ 7^ P""'.
^ ^ 1. 2. 3 {pi — l)'
Mais on doit avoir m — l:=.n-\-[^ donc /=f(A7ï— «), et(7/î— 0=7(w+«);
^±^ ^L±^ ~("^-^)-.i m{rn-\\ (yy^-(^+"-^^ ^L+ï
doncp .p' .^' = ^ p
On a donc pour le terme générsj ^ m -^ n étant pair ,
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-f- etcv V a y
Quand m-^ n est impair , on trouvera de la même manière
— (/7z-i)(m-.2)......(w-^ii^)
ilpi_i
-f- etc. V a y
248. Il reste à trouver les valeurs de b\ c\ d\ e',/', etG^ Les premiers termes de la série , calculés au commencement du numéro précédent , donnent bien , au moyen de l'équation de relation , ^' = c' = 1 , <;?' = c' = 1 — 2^0^ ,
f^=^=zl — ipq 2yC?2^2 j fjj —- { -— ^ txpq — 2/?2^2 — 4/?3^3 j
mais on ne peut pas conclure de là la valeur générale de am,i : nous allons donner un moyen pour y parvenir. Puisque Am,o = 1 , la formule ( 1 ) donne
Ao,o = 1 = ^'.C'-S
etc. et généralement
^,„^o= i=±:^'.C'"ç'".p''".C'-'»-* zp/;'.g'«-»p«->.p'«-VC'-« ±:/.g>'«-2p«-a.p'«.-2.^'-«+i
=p etc. — <2i«-i,i.D.D'.C'-» H- <2iw^i.g"~» , qi etc. — tfiOT-,,i.D.D'.C'-^ 4- «2»«rf-i/i«C'-S
les
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les signes supérieurs étant pour m pair, les inférieurs pour m impair. On conclud d'abord du système de ces équations que l'on a ^' = c', «?' = e', f^=^et généralement a2m,i= «2m-f-i,i» parce que ces quantités sont déterminées de la même manière par les équations ; on peut donc n'en prendre que celles de rang impair ou celles de rang pair , et réduire à la moitié le nombre des équations précédentes. Cela posé, si on prend les expressions réduites, ou si on les déduit de la formule (q) ci- dessus , on aura
etc., e
en général
— etc. — d^
pm^t
+ i..(2/?.-:2) ^ _^ __ ^f rn^i.m + 2
Ces équations sont à termes récurrens avec un terme constant. Quoiqu'il ne soit pas toujours aisé de tirer de ces sortes d'équations la valeur du terme général indépendante des termes précédens , cette recherche est cependant toujours censée plus simple que celle du terme général de la série récurrente double , parce que des équations de la forme des précédentes n'appartiennent qu'à une série récurrente simple.
Voici comment on peut parvenir à avoir l'expression générale dea^^i dans ce cas et autres semblables : on éliminera successivement , dans le système des équations précédentes, les quantités ^', d\f^ etc. , et quand on sera parvenu ainsi à la valeur de A' ou de la quantité suivante axo,\ , on verra déjà la loi que suivent les coëfficiens des puissances de pq , et l'on en conclura généralement
iP^q^ ^- etc. 5 i 'p'"q'»
Le problème est donc entièrement résolu, au moyen de cette expression et des formules ( q ) et ( 3 ).
Lagrange, à l'endroit cité, a donné trois solutions de cet exemple.
249. Nous allons donner un exemple du cas dont nous avons parlé à la fin du numéro Q4Q , dans lequel, sans que oc soit zéro, la série s'étend dans une autre région que la première et où il faut commencer le développement par un terme du dénominateur autre que «.
E X E M P L E V I I I. (*) Soit l'équation de relation
avec les conditions que ^m,o = 1 , tw étant zéro ou négatif quelconque , que ^m^o = o , m étant positif, et que ^_i^_i = o.
Je mets l'équation de relation sous cette forme
et je ferai am,n zéro par tout où cela ne sera pas contraire aux conditions précédentes ; au moyen de cette équation et des conditions je formerai le
tiommencement de la série suivant :
'ivÉr.
5oè'iftl«»fe
ait*:
etc.
Ql
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
En examinant cette série , j'aperçois sans peine que am,^ est zéro par tout f excepté au seul endroit dont les termes ont été distingués par des '^ , et où am «
(*) Voici une question qui conduit à cet exemple : «« Une urne renferme un nombre indéfini de billets « blancs et de billets noirs ; quelqu'un les tire un à un successivement , sous les conditions que quand il tire « un Dillet blanc on lui donne un franc , et qu'il en perde un quand il tire un billet noir : à chaque tirage « on ajoute dans l'urne un billet noir, mais on rejette le billet tiré, blanc ou noir. On demande de combien « de manières il peut se faire que le gain soit de m francs quand le nombre des billets noîts de l'urne a s'est accru de w. >»
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est rti^o ; car on a pour ce cas
Le numérateur de la fraction génératrice n'aura donc qu'un seul terme , et la fraction elle-même sera
— oc œ
1 — a; -H œ'-y — i _j_ ^ _ xy^
Maintenant, si l'on commençoit le développement par le terme — i du dénominateur, on auroit une série où tous les exposans de ac et dej^ seroient positifs ; donc , puisque la série récurrente s'étend dans la seconde région où les exposans de x sont négatifs et ceux de y positifs , et qu'elle ne s'étend pas dans les régions où les exposans de y sont négatifs , il faut commencer le développement par le terme ^, c'est à-dire par Coc du dénominateur. Donc, puisqu'ici r = i et s = o, les lignes de démarcation (n.» 243) seront
ce o
ce qui fait voir que « n'a point de dérivée d ; il n'a point non plus de dérivée d' , car g"' = o ; donc on pourra mettre ce hors des signes d et d' dans la formule du n.° Q43 : en lui donnant sa valeur — 1 , et observant qu'il ne reste au numérateur que le seul coefficient b = 1 y cette formule donne ^;„^„ = p«».p'n.g'-i-{-^'»+i.p'«.^-*-f-p'»+2,p'ii.^-3_j_etc. -f-p«.p'«. g"-" + '»-»-{- etc. Or , puisque la seule dérivée de C est S', et que pour passer de É'à ^' il faut une dérivation d et une dérivation d' , il s'ensuit que dans cette formule tous les termes où d eto' n'ont pas des indices égaux seront affectés de facteurs nuls ; il ne se conserve donc que le seul terme p^.p'". C~''"*"'"~S ^^ ^^^ ^^^^ (u^^'qSq), pour le terme général demandé ,
ce 1. '2 n
donc , puisque C = 1, et ^' = — 1 , partant (î'« = lii 1 , on a
' 1. Q. 3 n 1. Q (aî — m)
260. Nous ajouterions un plus grand nombre d'exemples*, s'il n'étoit temps de finir l'exposition d'une méthode que nous n'offrons que comme un essai.
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susceptible de perfection. Notre objet a été de faire voir que le calcul des dérivations s'applique avec facilité à la recherche des termes généraux des séries récurrentes doubles : si la méthode que nous venons de donner n'est pas toujours exempte de difficultés , ces difficultés ne tiennent pas aux dérivations , et la méthode même nous paroit digne d'attention , parce que nous la croyons nouvelle à plusieurs égards , et fondée sur des principes simples et directs.
Si nous pouvions nous étendre davantage sur ce sujet, nous examinerions les cas où les termes de la série , donnés par les conditions de la question , forment des lignes droites ou brisées qui traversent l'intérieur des régions; cette matière , où l'on peut quelquefois employer l'élimination d'une manière analogue à celle du n.^a^S , demande plus d'espace que nous ne pouvons lui en donner.
Arrêtons- nous un instant aux séries récurrentes triples.
(III
îi5 1 . La méthode que nous venons de donner pour les séries doubles s'étend d'une manière uniforme aux séries récurrentes triples : il n'y a guère de difficultés nouvelles que celles de la complication et de la longueur des calculs. Nous nous bornerons en conséquence à traiter le cas des séries triples qui répond au cas particulier du n° 2q3 pour les séries doubles.
Soit proposée l'équation de relation triple
O = CcAttifiifr -H hAm—ifn,r -f" y ■^m—\,n-\,r -f- b Am,n—\fT ~{~ y -^m—ifriir—i -\- G ylm,n,r-x -\- y ■^m,n—\fT~\ ~f~ 0 ■Am-i,n-i,r—\ y
je l'écrirai comme il suit, en supposant que le rectangle (i ) soit posé sur le rectangle (q) , afin de donner au second membre de cette équation la forme de parallélipipède rectangle
•\- QAm~\fn,T -\- OcAm,n,r
^trifiifr»
~+~ y -A m—lfTifT—i -|- b Amin,r-\
Je 8#pposerai aussi que les termes de la série récurrente triple soient disposés sous la forme de parallélipipède rectangle , la base de ce parallélipipède étant le tableau (3) du n.° qqi , après qu'on y aura mis l'indice inférieur ^o à la suite de
chaque
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, chaque terme; que sur cette base repose une tranche où les indices inférieurs qui répondent k m et k n soient les mêmes que ceux de la base , chacun des indices qui répondent à n étant suivi de l'indice ^i qui est la valeur de r dans cette tranche ; que sur celle-ci repose une autre tranche où les valeurs de m et de « demeurent encore les mêmes , celle de r étant = 2 dans toute la tranche , et ainsi de suite en montant.
Il est visible que si la série est continuée dans tous les sens , il y a huit régions différentes , séparées les unes des autres par trois plans , qui se coupent à angles droits; nommons première région celle dans laquelle les indices m, 72, r( ou les exposans de ac^y^ z) sont tous positifs ou zéro ; et supposons que , dans le cas proposé , la série soit renfermée dans cette région.
Détachons à présent de l'équation donnée l'échelle de relation
où l'on suppose la tranche ( 1 ) posée sur la tranche ( q ) , et promenons cette échelle dans l'espace du parallélipipède de la série , en la faisant mouvoir dans tous les sens, mais toujours parallèlement à elle-même : à chaque position , les termes de l'échelle appliqués contre ceux de la série donneront un cas particulier de l'équation de relation ; et avec un peu d'attention , on voit que cette équation peut toujours être satisfaite, c'est-à-dire que am^n,T peut toujours être zéro , excepté aux endroits qui répondent à am^nfO > à ceux qui répondent à am,o,r et à ceux qui répondent à «o^n^r , endroits qui sont compris, savoir les premiers dans le plan des oc et y , les seconds dans le plan des X et Zj et les troisièmes dans le plan des y et z. On a donc par là les termes qui se conservent au numérateur de la fraction génératrice triple , et cette fraction sera de la forme a-\-bx -hcx^ ~hdx^ -+- etc.
_j_ ^y ^- c'xjy -+- d'xy -+- etc. -h b''z -H c'xz -\- d''x^z -+■ etc. ~h c'yz -h d"y^z -f- etc. -Hc'y2_j-^''^j2_4_etc. 'j-c"z^^d'"xz^-^ etc. -[-^''"722-+- etc.
_l_^"y3 -|_etc. ^d'"'z^ -{-etc, -h etc.
-h etc. -\- etc.
ce -h Coo -]- y'xj -i- C'j -h y'ocz -+- C''z -+- y'yz H- rxyz
aaô D u c A L c u I.
On parvient au même résultat en multipliant la série triple en «3?, y, -s, qui représente la série récurrente , par le dénominateur de la fraction génératrice , que l'on obtient en étendant aux équations de relation triples ce qui a été dit aux n.''^ qq3 et 224 ; car le procédé précédent n'est qu'une manière d'abréger cette multiplication.
Si l'on suppose donnés les termes de la série récurrente qui répondent à ■^m,n,oi ^m,o,T et Ao,n,r , c'est-à-dire les termes qui touchent aux plans qui séparent la première région des autres , et que de plus on suppose la série bornée à la première région, c'est-à-dire que les termes à indice m, n ou r négatif soient zéro ; on aura , pour déterminer les coëfGciens du numérateur de la fraction génératrice , les équations générales suivantes , qu'on tire facilement de l'équation de relation , •
^mfOff ^= OC^m/OfT — 1~ GA/n—ifO/r
-+- b Am,o,r—\ ■+• y Am—\,OfT^\ j (^)
tto,nfr = CC-^o,n,r + b-/4o;«-i;r
-f- b Aoin,r-i -f- y yio,n-\,r-i'
Après avoir déterminé la fraction génératrice , on aura le terme général en développant par nos règles l'expression
Dans un premier développement on ne conservera des dérivées de a que celles qui se conservent dans le numérateur de la fraction génératrice , et l'on rejettera tous les termes qui se trouveroiènt multipliés par d'autres dérivées de a. Dans les développemens ultérieurs et réduits, on aura soin de prendre pour dernières dérivées de a celles qui le sont dans l'équation de relation ou dans le dénominateur de la fraction génératrice.
On voit aussi que toutes les fois que la série ne sort pas de la première région , oc n'étant point zéro , il faut commencer le développement par « : mais si la série s'étendoit dans les autres régions , ou que oc fût zéro , il faudroit appliquer et étendre aux séries triples les règles et les observations des numéros 24 1 et suivans. Des détails sur ces cas nous feroient excéder les bornes de cet ouvrage.
ExempleIX. (*) 262. Étant proposée l'équation de relation triple suivante
— ^Attifti—iiT / = O }
rJ \
PiÇ^s étant des quantités constantes données ; qu'on ait pour conditions que la série récurrente triple soit renfermée dans la première région , et que j4m,n,o= i, ■^m,o,r^^ o , Ao,n,r = O, lorsque m ^ n et S sont des entiers positifs quelconques: on demande l'expression du terme général Am,n,r- ^ao^,z~.
Cet exemple est évidemment compris dans le cas précédent , « , S", C', S"' étant respectivement égaux à i , — ;?, — ^, — j, et y', y'', y, J''' = o. Les équations (jo) , par les conditions précédentes, donnent zéro pour toutes les valeurs de am,o,r et de ao,n,r ; la première de ces équations donne encore zéro pour toutes les valeurs de ^^,0,0 et de ^o,«,o ; elle donne ensuite
c' = 1 , d' = 1 — p^ e' = 1 — p , am^i^o = i ^ p i
<^" = 1 — ^, e" =z 1 — p — ç, ,. am,^,o =1 — /? — ^> e'" = 1 — ^, am,'i,o = 1 — ;? — 9^»
Ainsi la fraction génératrice triple se réduit à la suivante
c^xy H- d^x^y -f- éx^y -f- f^x^y -i-7 etc.
H- d^^xy^ -+- e^'xy^ -}- f^x^y"^ -f- etc.
-H e"'x^3 _^y^"^2^3_|_ etc.
-\- f^ocy^ H- etc.
H- etc.
ûf
c^ + cy -f- c''2
(*) La solution de cet exemple donne celle du problème suivant de Lagrange , n." 54 du mémoire cité. « On suppose qu'à chaque coup il puisse arriver trois événemens, que l'on désignera, pour plus de clarté, par « P , Ç , 5 , et que les probabilités de ces événemens soient respectivement égales à. p , ^ , s ; on demande « le sort d'un joueur qui parieroit d'amener l'événement S r fois avant que l'événement Q arrive n lois et « l'événement P, m fois. » Ce problème se rapporte à celui de la note de notre exemple premier, puisqu'il n'est autre chose que ce dernier problème étendu à trois événemens.
Le premier développement de Am,n,r=^ p'».p'«.p'''.(^«-i), où il faut prendre ce pour origine , se réduit donc , en rejetant toutes les dérivées de a qui ne se trouvent pas au numérateur , à cette seule série
Vp«-^p'«-^p''^<»-' h- <i'p'"-2.p'«-i.p''r.«-i _^ e'p«-3.p'''-«.p''''.a-» + etc.
-H É^"p'«-^p'«-2.p''^a-» -}- ©"p^-S. p'^-a. pX^_i _|_ g^-jj^
H- e"'p'«-3.p''«-3.p"^cg-l -I- etc.
-H «»l-2,«;Op2.p'''.a-'
«;„_,^„_,,or>. D'.p''''.flr-' -H «m-i,«,oi>.p''''.«"
-H ««,H-2;op'^.p "".«-» 4- ^«,n-i;oD.p
Vf
-H £^m,n,o'g ^' or^
pmqit^r.
Puisque u n'a ici d'autres dérivées que g", C et 6"' , on aura généralement p"». p'«. p''^ a-» = p". p'«. ( ±: «-'^-^ C''' ) =
et avec un peu d'attention on voit que le développement réduit de la série précédente, écrite à rebours, sera
(yy3 _1_ 3^32^ _|_ 3yy^2 _|. ^3^ _|^ etC.
mS/jn-i
_^ ^+i..-(^+^+^-4) „.,"^^'"^^.2..(m-l).1.2..(AZ-2/''"^""'
On voit dans cette expression qu'aucune puissance de p ne surpasse m — i et qu'aucune puissance de cj ne surpasse n — i ; de sorte qu'il est aisé de conclure que l'on peut se contenter de dire que le terme général est
■yim.n.r
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^' 3 C;>^H-3/?2y + 3;?<y2 4_y5).+.etc.
pourvu qu'on ait soin de rejeter du développement toutes les puissances de p plus hautes que rn — 1 et toutes celles de ^ plus hautes que n — 1.
Si l'on effectue la multiplication par 1 — (y^ -+- ^ ) , on transformera facilement cette dernière expression en celle-ci , qui est un peu plus simple ,
/• /*— f-~ 1 r r—\—i /*— f— Q s^\ \-^r{p-\-(f)-\ — (^2^_Q^^_4_^2)^ J — (^3_^3^2^_^3^^2_^.^3)^_etc.}- ,,
série qu'on continuera tant que les puissances de p seront moindres que m , et celles de q moindres que n. C'est cette expression que Lagrange trouve au n.o 54 du mémoire cité.
253. On peut appliquer nos principes au cas que traite Lagrange au n.° 5i du même mémoire, et l'on parviendra à des expressions conformes à celles qu'il trouve : il suffit d'indiquer cette question ; car en voilà assez pour l'intelligence de notre méthode et pour mettre sur la voie ceux qui voudront l'appliquer à un plus grand nombre d'exemples.
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ARTICLE CINQUIÈME
Applications du calcul des dérivations au retour général
des séries.
264. Nous ferons dépendre dans cet article le retour des séries de leur transformation , en présentant les propositions les plus étendues sur le retour des séries et des fonctions , comme une suite naturelle d'un théorème fort général sur la transformation des séries : il suffira ensuite d'étendre ce théorème , pour en voir découler plusieurs propositions sur le retour des séries doubles. Les dérivations offrent de grands avantages dans ces recherches , en y apportant la simplicité et la facilité ; et les formules auxquelles elles nous conduiront peuvent encore servir à d'autres usages , comme à trouver la somme de beaucoup de séries , à rendre les séries plus convergentes , etc. : mais nous n'avons pu entrer dans aucun détail sur ces objets ; nous avons cru devoir seulement nous arrêter à quelques conséquences relatives aiix dérivations.
Problème.
q55. Étant donnée la série
A -^ Bx -\- Cx-^ -h Dx^ 4- Bx'\ -f- Fx^ -H etc. , .....( 1 )
on propose de la transformer en une autre de cette forme '
<ï H- ^a;(C-f- y^ -H <^x2 + etc.) « -f- 0032(5"-^ y^ H- <y^2 _j_ etc.)2'«
-\- dx^{Q-^- yx H- ^x^ -h etc.)3'« -j- etc. , ^
A ^ B yC^ etc., et ^, «y, «J, etc. étant des quantités quelconques indépendantes les unes des autres et même arbitraires , et m étant aussi quelconque.
Ce problème est l'inverse de l'exemple du numéro 62 ; et c'est de la solution de cet exemple que nous allons déduire celle du présent problème. On voit que la question se réduit à trouver les valeurs de «, b^ c, d^ etc. en A^ B\ C, X>, etc. et en ^, y, J, etc.
Prenons donc les coëfûciens de x^ x'^y x', etc. de la série du numéro 62 sans les développer autrement qu'en C, afin d'en mieux voir la loi ; savoir :
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B = ^ff",
C == bv>, C" -+- c?2w j
X) = ^p2.ç« ^« CD.Ê'2'» -H «^C^», .....(3)
£ = ^pS.Ç* H- cp2.^2m _i_ ^i^D. ^3« -f_ e^A»,
etc. , où la loi est facile à saisir, sur tout si l'on fait attention à la remarque du numéro 63.
Tirons à présent de ces formules les valeurs de <x , h^ c, «?, e, etc. , en substituant successivement dans chaque équation les valeurs de <z, ^, c, etc. tirées des équations précédentes et développées en y. Nous aurons de cette manière :
je substitue cette valeur de h dans la 3.® des équations précédentes, et j'ai
développant en «y et réduisant, je trouve
c = CC-2m _ ^.mC-2'»-'y ;
mettant les valeurs réduites de ^ et c dans la 4'* des équations précédentes, j'ai
d = D^-"^^ — (C^-a»» — ^m^-2"-ïy)g'-3«D.g'2'» — -5C-4«p2.g'«,
développant en y et réduisant,
substituant les valeurs réduites de ^, c, ^ dans la 5.* équation, je trouve e = £g'-4'«_{Z)ê'-3«-CQ772Ç-3'»-»y4-^(-m^-^'»-»D.yH--^^^^iii^ e'-3«-2y2)} x
développant en y et réduisant,
e = £^-4'» — £)3mê'-4«-ïy -f- C(- QwC-4«-»D.y -4- ^^il^lti' ^-4«-2<y2)
„, « y ?n(Am-hi) ^ w(4/7î-|- iVdTW-f-Q) - , - 2. -4-5(-mÇ-4'»->p2.y H V4 — ZLJç-4«-2d.72 ^^ ^^^ 5— ^ é^-'*'"- V) 5
et ainsi de suite.
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En examinant dans les valeurs réduites de c, d ^ e, etc. les quantités en Ç et «y , il est visible que ces valeurs peuvent se mettre sous cette forme
C = ^(îC^-a»» H-^D.Ç-s»), .....(4)
c = ^(4^ €'-4'" H- 3jDd. ê'-4'" -H QCp^.Ç-/,»» _|_ ^p3. g'M'»), etc., où la loi est manifeste et très- simple; de sorte qu'on peut continuer facilement ces formules aussi loin qu'on voudra; et l'on en conclud sur-lechamp que , an désignant à l'ordinaire la /z'*""" lettre après a ^ on a , pour le terme général ,
" n\ H- etc. -4- S/^p^-S. g'-"'» -j-QC*p«-2.g*-'"n +^p«-i. g'-'»«p ^
Ç devant être regardé comme un premier terme dans les dérivations. Ainsi le problème est résolu.
Î256. On peut mettre les formules (4) et (5), que nous venons d'obtenir, sous une forme encore plus simple. En effet, si on rapporte B , C, D, etc. à A considéré comme premier terme (n.° iqi), on a
B =^ -D.A y 2C=D.D.^, 3Z) = p2.D.y^, 4 fî = p3. D. v^ , etc.
{n-<2)A„^2 = p"-3. n.A , {n- i)A„^i = ^"-^.b.A , nAn = p"-».D.y^; ainsi la formule (5 ) , pour le terme général , peut se mettre sous cette forme
1 ( ^-'"«. pn-l. D. A -+- D. C'""". p"-2. D. ^. H- p2. ^-«'« p«-3. D. ^ H- etc. /
■+- p«-3. C-""". p2. D. ^ + p«-2. C-'"". T>.D.A -+- p«-i. C-""". r>.A) Or la quantité A étant indépendante de C, cette série se réduit, par le n.° 97 , à cette expression très - abrégée
«, = ip«-i.(C-««.D.v^), (6)
A et C étant des premiers termes dans les dérivations. Les formules (4) deviennent ainsi
an =
c = fD.(C-='».D.^),
e = :Lp3.(^-4".D.^), etc.
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267. En résumant ce qui précède, on a ce théorème, remarquable par sa généralité , sa simplicité et sa fécondité. *
TnioRÈME.
Pour transformer la série quelconque
A -h Bx -i- Cx^ H- Dx^ -+- Ex^ 4- etc. ..... (i)
en une série de la forme
« -H bx{Q -H y^ -h ^x^ -f- etc.)* -f- cx^{S -\- yx -^ ^x^ H- etc.)^'» H- ^J23(C H- yx+iJ'jra _^ etc. )3'« H-etc.-f-«„:cn(g'-f-y:c H- <J^2 _|_etc.)«'» 4- etc. ; on fera , pour abréger ,
f = C H- y^ -H èx^ H- ax^ -h etc. , ... (m)
et l'on aura cette formule "*
A -+- Bx -H Cx^ 4- Dx^ 4- Ea;4.4- etc. = A 4- ^-'«.D.^.^î'» 4- iD.(é'-2'».D.y^).aî2j9»i -4_ ip2.(^-3m.D.^).a;3j3m
1 V • • '(iv)
»j« etc. 4 — p'»-i.(Ç-«'».D.^).a;V'" 4- etc. ,
^ et g" étant considérés dans les dérivations comme des premiers termes et comme des quantités indépendantes l'une de l'autre ; de sorte , qu'en faisant y = ^î*", le terme général de la transformée sera
<Za.j« = -p«-».(g'-'"». D.^).JK" = (V)
7î| ^_ etc. 4- 3Z).p«-3.g>-/i/» _j_ QC.D'-a.^-HOT ^ 5.ç«-i.^-«'«^-^'' • '^^'^
L'exposant m est quelconque, entier, fractionnaire , irrationnel , etc.
268. Démonstration. Nous n'avons trouvé d'une manière rigoureuse , à la fin du n.° q55, que les valeurs de ^ï, ^, c, ^, e ; et nous en avons conclu en général celle de an : cette conclusion n'est qu'une induction , fondée à la vérité sur une loi que tout annonce être générale ; et l'on se contente souvent de pareilles inductions. Mais voici une démonstration de notre théorème , qui paroît ne rien laisser à désirer.
Les formules (3) du n.° 255 , dont on sait que la loi se conserve toujours, sont toutes des équations du premier degré en Z> , c , 6? , e , etc. , ainsi qu'en B ^ C, D^ E, etc. : si donc on élimine les quantités ^, c, d, e, etc. , afin d'avoir successivement leurs valeurs en ^ , C, D, £, etc. , on sait, par l'élimination des inconnues des équations du premier degré , que dans ces valeurs
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de ^, c, d^ e, etc. les quantités B ^ C^ D, E, etc. ne seront que du premier degré , et qu'aucun terme ne contiendra le produit de deux ou de plusieurs de ces quantités ; de sorte que ces valeurs seront de la forme suivante
e = b"'.JS -4- c"'.D -H b'".C -+- e"'.J?,
etc ;
an = b^"-).^» + c^-^-o.^»-! + bC-o.^,_, 4- etc. H- hn^^'^KB , - ♦ etc.
Avec un peu d'attention on voit que ces mêmes valeurs peuvent aussi se mettre sous cette forme :
a =: A , b = p.n.A , c = T>.{p\T>.A) f d = T>^.(p".o.A) , e = d3.(^'".d.^), et en général a^ = d«-'.(/?^''-'^.d.^) ; Pf p^ , p" , p"\ etc. p^^'^^ , yy^"^, etc. étant des indéterminées, indépendantes de A , mais fonctions de C et de tu. Cela posé , soit
y = œ(C -\- yx -\- J^2 _^ g^3 _|_ etc.)«, •••;(0
on aura généralement
A -h Bx -{- Cx^ -f- Dx^ -I- £a:4 -|- etc. =
A -+■ p.H.A.J -\- D.(p'.D.A).y^ -h D2.(;?".D.y^).j3 H- D3.(yC>"'.D.y^).^4
etc. H- D«-».(;^^''-'5.D.v^).j« + etc
où il s'agit de déterminer p^ p\ p", etc. p^*'-^'>, p^"^ , etc. en 5' et w. A cet effet , de l'équation ( i ) je tire celle - ci
X = j(C -+- yx -h êx^ -+- gx3 -H etc.)-'», ou bien X z= j(g'-'» H- D.ê'-'".a; -H ps.ç-m^a _|_ p3.g>-OT.^3 _4_ etc.) ....(3) Afin d'éliminer x de cette équation , je transforme les deux fonctions de x qui y entrent , savoir x et C-"» -h D.C~'".ar + p2.^-»n^2 _|_ ç3.ç-m.3;5 _|_ etc. , en séries ordonnées suivant les puissances de j^ , et cela au moyen de la formule générale ( 5 }. Pour transformer la première , savoir x , il suffira de faire , dans la formule (q) , A =Oy B = a. A = i , C, /), etc. = o ; et pour transformer la seconde , il suffira de faire , dans la même formule ( Q ) , A = C'" , B = D.A = jy. C'"" , c = p2. g'-OT ^ £) = g3, ç-m ^ etc, j et l'on aura les deux transformées suivantes, X = p,jr 4- n.p'.jy^ 4- T>^.p".j^ 4- d5.^"'.^4 4- etc. 4- d»-*.^^""'^;/» 4- etc. ,
et ê*"" H- Tt.Ç-^.x -H p2.^-w.^2 _^_ pS.^-w.^S ^_ etc. :=:
-H etc. -h D''-'.(;7f''-'\D.g'-'").j'' + etc. Substituant à présent ces deux séries en y dans l'équation ( 3 ) , elle devient pjr -{-> D.p\j^ H-jd2.^".j^3-}-d5.^'".j^4 -j- D4.y»'^. j5 4- etc. +D«-i»;7^'*"'^/«-j-etc. =
Ç-«j4-/7D.g'-«.j2^I).(^i.D.Ç-m).j3_|_i)2.(pii.D.g'-m),j4_^etC.4-D«-a.(/?^'*-").D.g'-'")/K^
équation , toute en^, qui sert à déterminer les valeurs de /?, p% p"^ etc. , p^"^, etc. En eFfet , en égalant entre eux les coëfïïciens des mêmes puissances dey , on a i.o p == g'-'»,
2.0 D.p^ == pjy.C"'" = 6'-'"D.Ç-'» = ^D.ê'-^'», ê*-'» étant regardée pour le moment comme la variable. Donc/?' = f^-^*».
3.° d.d" = o'd.C-" = -Ç-2'»d.Ç-'» = -^ D.g*-^'». Donc »" = -^ ^-3'»..
4.° D.»'" = o"D.g'-" = -^ g'-3'»D.ë'-'» = — \ — d.^-4'». Donc D"' = — ^ — C-4« ; ' ' 2. 3 2. 3. 4 '^ 2. 3. 4
et ainsi de suite. Si , de cette manière on a trouvé dC"-") = _ — . g^C»-!)*».
w étant 5 ou tout autre indice , on aura, pour le terme suivant ,
Donc z?^""^ = — ; 6*-'*"» ; ce qui fait connoître la valeur d'un terme quel-
conque, et démontre que ces expressions suivent constamment la même loi. En substituant dans la série ( 2 ) ces valeurs de /? , p% p" , p^" , etc. , ^^""^ , etc. , on a ^ ^ b^ ^ Cx^. _|_ /)^3 + Ex^ -4- etc. =
^ H- C-'".D.A.y ■+- ^D.(C-2'»,D.^).j/2 -I- i.p2. (g'-3«.D.^).jj^3 ^_ etc.
_j p«->. (^-»'». D,y^).y» -H etc.
Corollaire.
2.5g. Puisque , dans le théorème , m est quelconque ; si l'on y change m en — w , on aura cet autre théorème :
Pour transformer la série quelconque
^ H- -5a; -H Cx^ + Dx^ -+- Ex^\ H- etc. ••••(!)
en une série de la forme
bx cx^
(ê* + yx + J'xa 4. etc.)'" (ê" + 7^ H- (ÎJ22 _j_ etc.)^
• ■ • (iv)
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bx cx^
"^ (g'+y.^.+^^^ + etc.;^'» "^ ®*^* ."^ (C+ya; + }i;2^_etc.)'"» "^ ^*^* ' en faisant pour abréger
ç = C -f- y^ 4- <î^2 _f- gas3 -I- etc. , . . .'(m)
on aura la formule suivante
•/ ;'/ A -h -5a; -f- Cx2 -f. £)a;3 H- J5^4 -f- etc. =
etc. H p«-».(g''"».D.y^).^«tf-«'» + etc
-^ et ^ étant des premiers termes indépendans l'un de l'autre , de sorte que le terme général sera , j^ étant supposé = xg-^ ,
Th
n\ 4- etc. 4- S/^.p^-S.C"" -H- QC.p«-2. g'»'» -h j5. p«-'.ë''"»p" •••Cvi)
260. Rien n'est si facile que de développer entièrement l'expression du terme général des numéros 25; et 259 , et par conséquent de calculer un terme quelconque delà série transformée^ indépendamment des autres. En effet, pour déduire par dérivation les uns des autres les développemens réduits de ^-'"" , D.g'-'"», p2.^-«OT^ p3.g'-«mj etc. ou ceux de ^'»'", d.C"", ^^.^«ot^ p^.g'n/»^ e^c^ ^ il suffit d'employer la règle du n.** 3o, et l'on écrira sur-le-champ ces développemens tout réduits à la suite les uns des autres. Si l'on en veut calculer un séparément, on le trouvera par la règle du n.° 43 ou par celle du n.° 47, en faisant d'abord un premier développement en y.
Si on vouloit ordonner le développement du terme général du théorème par rapport aux puissances négatives de ê*, on auroit par le n.° 100, en développant simplement en y ,
H i JL_jL^-«m-2.p/z-3.(y2i,.^) i^ î — {1 ~^ ê^-'"«-S.p«-4.(y3D.^)
, m(n?n-{-i) (nm-+-n—<2) .
DES DÉRIVATIONS. aSy
261. On peut même, d'après nos principes, trouver des règles pour déduire les uns des autres les développemens réduits des coëfficiens successifs de la série du théorème ou de celle du corollaire : pour y parvenir il suffira de
développer, en y , -p'*-^(g'-'"».D.y^)et — -— — p". (€'-'"""'. d.^), et de comparer
entre eux ces développemens ; on en conclura ensuite la règle.
Dans le cas où l'on auroit à déduire du développement réduit de -p^.Ç-*
celui de p" + ^ ê*"*-^ , la règle devient si simple , que nous allons la mettre
ici ; nous aurons occasion d'en faire usage dans ce qui suit.
Je développe en y les deux expressions proposées j elles deviennent, savoir:
ip«.ê*- =
— Ç-'-^Ti^'^.y H ■ g^-«-2pi-3.y2 : J — ^-'-3p«-3.y3
-h etc. =p -^ -Ç "-—^ ^^-'-«.«y»,
-H etc. qz -^ ^ — i— ^--i ^-^-«-»D.y« dt -i- — 7 • \^. ^^ ^ ^-i-«-2.y«-f-i
^^ Q. 3....7Î ' 2. 3....(«-hl)
De la comparaison de la série (h) avec la série {a) découle la règle suivante.
Le développement réduit de — p". £*-' étant donné, pour en déduire celui 1 "^
de — — — p^ + ^.Ç-'-^; dans le premier développement multipliez chaque
puissance de 6" par son exposant pris positivement , diminuez ensuite cet; exposant de l'unité et divisez toute l'expression par 5 H- 1 ; après cette préparation , prenez la dérivée divisée suivante par la règle du ?i.° 3o.
262. Pour que le lecteur voie mieux la facilité avec laquelle nos méthodes donnent les développemens réduits des formules précédentes , nous l'engageons à calculer le développement de l'exemple suivant , exemple bien étendu en lui-même^ quoiqu'il ne soit qu'un cas particulier du corollaire du n.° 25g.
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Exemple.
Transformer la série
A H- Bx -i- Cr2 -f- Dx^ -|- etc.
en une autre de cette forme ,
hx cx"^ dx^
g'H-yx-i-Jjc^H-etc. (CH-7^H-J:»2_j_etc.)2 (C-i- y ^ -H «J^^ 4™ etc.)^
On fera m ■= 1 dans le corollaire n.° 259 , et, en développant la formule comme nous l'avons indiqué au n.° q6o, on aura sur-le-champ
c = ^{2CC^ -h B2Qy] ,
e = iliEC^ -h SDiC^y -i- aCiiC^ -^ 6C'y^^) -h B {iCh-h 6C'-2yê -^ iCy^)] , 5i^^5 -H 4E5C4y + 3£>(5 g'4j 4- 1 og'3y2) _|_ Q C(5g'4g -H 1 o^3g.yJ^_j_ 1 o^2y3) j -H ^(3^4^ -h io^3[gy£ _}_ ^2] + loê'^SysJ _|_ 5giy4)S *
et ainsi de suite. Ici les dérivations se font , non en passant d'un des termes b, c , d j e , etc. à l'autre , mais sur les quantités qui composent chaque terme •en particulier , de sorte qu'on peut ainsi calculer le développement réduit d'un terme quelconque an sans connoitre les autres termes.
Si l'on veut ordonner suivant les puissances de C le développement réduit d'un terme quelconque , du septième par exemple , on prendra pour guide la formule du n.® 100 , et l'on aura sur-le-champ
ÇC\6G H- 6C^y5F -+- ^4^: 4- s3D -f- ^qC -h y,B]
_ ^ ^- i5ê'4{yM£^ -^ QySSD H- (2ys -f- <J^)QC-i- (27^ H- Q$a)B] ^ ~ '^ ^ 20Q^y^3D + 3y'^§2C 4- (3y2g h- 3yl^B\ +- i3^2|y42C-4- iy^êB] -f- 6Cy55
263. Parmi les usages qu'on peut faire du théorème précédent , se présentent d'abord les deux sui vans-:
1.° Introduire dans une série proposée quelconque une autre série arbitraire, en ordonnant la première suivant les puissances de la seconde , et cela sans que
la série proposée change de valeur ; ce qui donne le moyen de connoitre les sommes d'un grand nombre de séries.
2.^ Rendre une série proposée convergente à volonté, en la transformant en une autre dont les dénominateurs soient les puissances successives d'une série quelconque , à laquelle on peut donner des termes tels et en tel nombre qu'on voudra.
On peut se faire une idée de ces usages en lisant le chapitre i." de la
2.^ partie du calcul différentiel d'EuLER , où , après avoir transformé la série
■ A H- Bx -h Cx"^ -\- etc. en a -\- by -\- cy"^ -h etc. , y étant successivement
égal à et à , ce qui forme les deux cas les plus simples de
l'exemple du numéro précédent , l'auteur se sert de ces transformations pour sommer différentes séries ou pour les rendre plus convergentes. Les autres transformations qui se trouvent ensuite dans le même chapitre , sont des cas particuliers de notre exemple du n.° 6q. On voit donc que cet exemple et le théorème du n.° -2 57 peuvent servir à des applications pareilles, plus nombreuses et plus étendues.
264. On aperçoit facilement combien le théorème du numéro q57 est étendu, en considérant que , x y ayant une valeur quelconque , on peut faire ic= 1 , et alors, comme ^, B^ C , D ^ etc. , C, y, J, g, etc. sont quelconques, ces quantités peuvent être ou entièrement indépendantes et arbitraires , ou des fonctions arbitraires, ou des fonctions régulières et continues de Xy de X et de jK » ou d'autres variables ; le théorème subsistera toujours.
On peut , par exemple , regarder la série
A-\-B-Jr-C-^D-^E-\- etc. ' - ■ • r ^
comme le développement de cette fonction de polynôme ^(2i -HS5H-(SH-S)-I-^-I- etc.), et la série Ç~\-y-+-^-^e-\~ etc. comme le développement de 0(aH-b-f-c-H-b-}-e-+- etc.). ^
(II
265. Passant à présent au retour des séries , on verra découler du théorème et du corollaire précédens les propositions les plus belles et les plus généi aleis qu'offre cette matière , et nos méthodes de dérivation donneront les moyens de développer , toujours avec facilité , les formules que l'on obtiendra.
Soit proposée la série
y z= Sx -\- yx^ -+- Sx^ -f- 8^54 -H etc. ; on demande à exprimer :c en j^, c'est-à-dire à déterminer les coëffîciens de la série -jj __ ^^ ^_ ^ja _|_ ^^5 _|_ ey^ -{- etc. 4- /z„^« -+- etc. C'est le cas de Newton , dans sa lettre à Oldenburg, du 34 octobre 1676.
On voit que cette question se ramène à celle-ci : Transformer x en une* série de cette forme :
bx(Ç -^ yx -h Soo^ -+- etc.) -h cx^(C -H yx ■+- ^x^ -f- etc.)^
H- dx^i^Ç -^ yx -\- §x^ H- etc.)5 -f- etc. Comparant avec le théorème du n.° 25; , on a w = 1 , xç =. y , et la. série A H- Bx -}- Cx"^ -f- etc. se réduit ici au seul terme x ; on fera donc dans la formule ( vi) , i5 = 1 , et tous les termes A ^ C, -D , etc. , An-i , An y etc. = o, ce qui réduit le terme général à
Ainsi la série demandée sera
Ç-^,y -4- 7D.Ç-2.j^2 _|_ i.p2.g'-3.j^3 -t-"^p5. ^-4.j4 -f- etc. H p''-^g"-«.j» H- etc. ,
série dont la loi est très -simple. Il est aisé d'en développer séparément un terme quelconque par les règles indiquées au n.o 260 ; et par la règle du n.°26i, on peut écrire, sans s'arrêter, le développement de la série même, continuée autant qu'on voudra. En voici le commencement :
X = C-\y — C-^y.j^ -h- { — C-^S -+- ic-5y2]y5
+ { _ C'^s 4- 'C-^Qy$ - ^^"-7^31^4
^--Jn 4- -^-H^y^-H 2^s) — r^^-9(3y^£ + 3yj^^)
etc
DBSDÉRIVATION5. Z^l
Soit proposée l'équation
X = ce -\- Cx -h yx^ -H Jx? -H «a:4 -+- etc. ; on demande x exprimé par ce, C, y , etc.
Je mets l'équation proposée sous cette forme
ora -+- C-a? H- yx-2 -f- (J^x-3 -H sx^ -j- etc. ' comparant avec le corollaire du n.** 259 , j'ai g =z ce -i- Cx -+- yx^ -f- Sx^ -h etc. , a, C, y, etc. remplaçant ici g", 7, ^, etc. du corollaire, de plus w = 1, œç-^ = 1. Donc , faisant la série A + Bx -f- Cx^ -h- etc. = a;, ce qui donne y4 z= o , JB = T>.A = 1 , et toutes les autres dérivées de A égales à zéro , la formule (iv) donnera sur-le-champ
œ := ce .-{ D.ce^ 4- -rP^-a^ H- -T)^'Ce'^ 4- etc. -{ p"-^<^ -+- etc.;
où l'on fera à l'ordinaire D.a = S*, D.ê* = y» etc.
Si l'on avoit x ^j(C-{- yx -H Sx^ 4- gx5 -f- etc. ) , on trouveroit de la
même manière
X z=C.j -^ -D. Ç2.j^2 ^_ p2. ç3.j^3 4_ etc. + - ç«-i.C«.^« H- etc. , . . .(b) et en faisant le développement réduit, x = €.y -h- €y.^2 -f- \S'^ -h -Cy'\j^ ■+- {Ch -H -C^'iyS -h ^^y^y^
-4- {^4^ + 1^3(2yg _H^2) ^, il|ç2 3y2j ^ llili^y4j^5 ^ etc.
Soit proposée l'équation
^ z= x{^ -h yx -\- Sx^ + gajS H- etc. )" ; ( 1 )
on demande à exprimer une puissance quelconque x'^de x par une série en^.
La solution de ce cas se tire du théorème de deux manières différentes : dans la première on supposera l'exposant r un nombre entier positif ; la seconde fera voir que l'on obtient la même formule , r étant quelconque.
Première manière. On a ici^ = xç"^, comme dans le n.° 25;; il suffit donc de comparer .x'' avec la série A -+• Bx -+• Cx^ •+• etc. -+- Ard^ -f- etc. : cette comparaison donne zéro pour tous les coëfficiens A , B, C, etc. à l'exception de At qui est == 1 ; de cette manière l'expression (vi) du terme général se
P pp
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réduit au terme unique
anY" =
Ainsi , puisque l'indice de d ne sauroit être négatif, ce qui exige que n ne soit pas <[ r, on voit que le premier terme de la série demandée est -p°. C"'"'".^'";
et la série elle-même sera
ç3.C-(''+3Ky'"-t-s _|_ etc. -h D''.€'-('" + «Ky'"+« -f- etc.,
formule dont la loi est fort simple.
268. Seconde manière. L'exposant r étant quelconque , je mets l'équation proposée ( i ) sous cette forme x = j(^C -h yx + Sx^ -+- sx^ 4- etc.)-'" ; de là il vient , en prenant la puissance r,
j,r —. y(^^ ^ yx -^ h^ -4- gx3 -+- etc. )-'■'«, et
^Ty^r — - Ç-rm _|_ y>X-"^'X -f- p2. ^-rm. ^2 ^_ p3.Ç-m.a.3 _|_ etC. ; (3)
égalant le dernier membre de cette équation à la série A ■+- Bx + Cx"^ -H Dx^ -\- etc. du théorème , on a ^ = Ç-''"^ , B = n.A = d. Ç-^"^ ; donc
Ç""^D.y4 == e'-'"»D.g'-''« = — HhÇ-C'- + «)«-! y = — D.C-(''+«)«
= — — — D.^- ('■+»>. Substituant cette valeur dans le terme général (v) du théorème , on trouve
Multipliant par j»" l'équation (3) , on a pour a:*^ la même série (c) que ci-dessus.
Exemple. Soit proposée l'équation
G = — ce -h Cx ^ yx^ -f- Sx^ -f- sx^ -+- etc. -+- usX'; .... (4) on demande la puissance quelconque x'' de la racine x.
On fera m = 1 et y = oc dans la formule (c) ci -dessus, ce qui donne
H y-ô P^. 6*-'"^. a' + 2 _}_ etc. H Ç — p». g'-'^-». «''+ » _|- etc. ;
et en développant par la règle du n.** 261 , on a sur-le-champ,
,) " l.a 1.2.3 (Kr + 4
-H etc.
Nous voilà parvenus sans aucun détour à la série que Lagrange donna le premier au n.** ig de sa nouvelle méthode pour résoudre les équations litté~ raies par le moyen des séries , imprimée dans les mémoires de Berlin pour 1768; et nous avons de plus un moyen très - expéditif pour continuer cette série aussi loin qu'on voudra ; il faudra observer seulement que ocs est un dernier terme.
Si l'on donne à la formule (5) ci -dessus un premier développement en y, et qu'on ordonne suivant les puissances négatives de C, on trouve
X' = C-'. oc' — rC'r-2,y^^r+ 1 ^ .>.*-(?)
- rê*-7(p5.y.«r-f.6 _ L±lp3.y3.^r4-5 ^ L±l:_l+iD.73.^r+4)
— etc. ;
la loi se présente d'elle-même et les développemens ultérieurs n'ont aucune difficulté. Cette série s'accorde avec celle que Lagrange a trouvée au n.° 18 du mémoire dont nous venons de parler.
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•2^70. On a y = ^(? + 7^ -f- J^^ + ex^ -+■ etc. )'» ,
et l'on demande l'expression sans œ d'une fonction quelconque de x.
On peut tirer du théorème du n.<> 0.57 deux manières de résoudre cette question , l'une lorsque la fonction y^/x peut se développer en une série qui procède suivant les puissances de x , Fautre qui s'étend aux cas où ce développement n'a pas lieu.
Première manière. Les valeurs de ^ , de jj^ et de tw étant ici les mêmes qu'au théorème , et -v^o: pouvant être convertie en une série ordonnée suivant les puissances de a:, je fais \jya; = -vKa H- a:), et j'ai
■s\jx ^= \pa -h D-J/a.a; H- p^^a.x^ -f- p3^p(t.:r3 -\- etc. , pourvu qu'après les dérivations je fasse a = o. Comparant cette série avec lav série A -+- Bx H- Cx^ 4- Dx^ -H etc. , le théorème donne sur-le-champ
-H etc. H — p«-i.(6'-'"».D\)>a).j)^'' -{-etc., ***^ -^
fotmule dans laquelle na = 1 et a doit être fait zéro après les dérivations.
Si l'on ne fait pas a = o après les dérivations , cette même formule donne la valeur de \p(a-l-a;), a étant quelconque.
271. Exemples. Si y = Gr H- yx"^ H- ^x^ -f-gx^ -f- etc. , en faisant m = 1 , on trouvera ainsi pour c*, sina; , log(i -+-a;) , les séries suivantes , e étant la quantité dont le logarithme naturel est = 1 , et log désignant le logarithme naturel.
H- -(p3.Ç-4 + in2.Ç-4 + -^D.Ç-4 H L.- ^-4W4 _}- etc. ,
4^^ iC i.Q 1.3.3-^ '
où la loi est évidente ; de sorte qu'on en conclud facilement le terme général, sinx = ^-\y + l-D.C-^.y^ H- ^(p2.e'-3 ^C-3)jK^
-^ z(P^-^"^ ^p3.^-6 H 5 — D.MyS -+- etc.,
6^^ l.QC i.Q.3,4 ^'^
où la loi est encore évidente.
Sans
JD E s D É H I V A T I O N s. Z^S
Sans faire a = o , on a logfa -{- x) =
-f- 7(a-»p3.ç-4 _ a-*g2.ç-4 -H a-3D.^-4 — a-4C-4)j4 4- etc. Si a = 1 , cette série devient log(i4-ar) = €-Ky + ^(0.^-2 — ^-*)j2 _+. jfp^.^-S _>. d.Ç-3 -4- r-5)j>^5
-h 7(p5.€"-4 — p2.^-4 + p.C-4 ~ C-4)jk4 + etc.
272. Seconde manière. Si \|/x est de nature à ne pas pouvoir être développée suivant les puissances de x (telle est la fonction logx), on aura recours au procédé dont nous avons fait usage au n.° 2.68 , et que nous allons généraliser.
Mettant l'équation proposée sous cette forme
- = (C -4- 7X + <Jx2 + gx5 + etc.)-'» == .
ç-m _^ D.Ç-^.o: 4- B^.Ç-'».x^. -j- pS.^-w.a;^ -h etc. , (1)
nous aurons , par nos méthodes ,
^(y(- ) = -vK^-») + D. '^{C-"^).x -h p2.-^(C-'").x2 + p3.-4y(C-'»).a:5 + etc. . . .(2)
Comparant à présent le second membre de cette dernière équation (q) avec ^ -j- Bx -f- Ca;2 -f- etc. du n.° q57 , le théorème donne sur-le-champ
- p2. {^-3«.D.-vP(C-'»)}.73 4- etc. - p«-i. {Ç-«'».D.vK^-'»)}.j« + etc. Cette formule présente une loi fort simple.
275. Exemple. Soit j = j: ( ^ 4- yx 4- ^x^ 4- ga;3 4- etc.), on demande logx par une série en ^.
On fera m = 1 , ■yl'ixy-^) = log(x7-^) =loga: — ^^gj» ^P^"* = log^-* =
— logÇ, donc j).y\^C-^ = — C~^T>Xy et le coefficient de y» sera -p''-i.( — C"""^d.Ç) 1 . n
= - D". C"" ; ainsi la série sera n^
Ipgar = (3)
log(C-^j) -h D.Ç-».7 4- -p^.C-^.jK^ 4- ip3.^-3.^3 4_ ip4.f-4.j4
etc. 4- - P". C'^'Y" -h etc
Qqq
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formule remarquable par sa simplicité ; elle est facile à développer par la règle du n.° 261 , et son développement réduit s'accorde avec la série que trouve Lagrange au n.'^-ig du mémoire cité.
Si l'on veut que la série soit ordonnée suivant les puissances négatives de g", il suffit de faire un premier développement en y , et l'on pourra ordonner la série comme la dernière (7) du n.° 269 ; on aura ainsi une série qui s'accorde avec celle que trouve Lagrange au n.° 18 du même mémoire : mais, après avoir fait ce développement , on peut encore ordonner la série de la manière suivante , ensorte que les colonnes renferment chacune des quantités en y de même dimension ,
loga;=log(C-»7) — C'^-y-r -^ -Q-^.yKy^ — ^Ç-^.y5.j3 _|_ etc.
— ^-^D.y.j^2 _^ -^-5D.y2.j3 — _!_^g'-7D.y3.j4 -|- etc.
(4) — €^-452.^^3 _f_ ^C-^p2.y2.^4 Li^-8p2.y3.j5 ^_ etc.
— €'-5ç5.y.JK^ H ê'-7p3.y2.j5 __ Zl.^ ^-9p3.,y3.j^6 _i_ etc.
— etc. + etc. — etc. -t- etc. , Ici la loi est encore très -facile à saisir.
274. Dans la solution précédente nous avons trouvé l'expression de •^{xy~^)y où y est mêlé avec x : voici comment on peut s'y prendre pour avoir une fonction de x seul.
On écrira l'équation (1) du n.° 272 de cette manière :
:t = Q-"'.y -H D.l^-"^.y.x + 'D^.Ç-'^.y.x^ + p3. g'-m.jj^. q;3 _4_ etc. et, en supposant Q-^'.y = b , Tt.Q-'^.y = c , p^. ç^m^y = j, ^ etc. , y étant invariable , on aura x z^ h -i- ex -\- \>x^ -h tx^ ~{- etc. ; donc \|/x = -J/b -4- Ji.^^^h.x H- ^-.y\/h.x^ + -g^.y\^h.x^ -h etc. Comparant ce second membre avec A -\- Bx + Cx^ -h />a:3 -f- etc. du théorème, on a
H- etc. H p''->.{€'-'"".D.\)/bj.jK" H- etc.;
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après le développement on remettra à la place de b , c , b , etc. leurs valeurs , qu'on développera à leur tour en regardant j^ comme invariable.
Quoique le développement de cette série ne s'ordonne pas toujours suivant les puissances dej^, puisque^ entre sous le signe de fonction, il donne cependant pour x*" et logx, dans les cas des n.*** 269 et 273 , les mêmes séries que l'on y a trouvées.
On propose l'équation
y = ÇxP -h yxP + 9 H- SxP+^i -+- axP-^^9 H- etc. , . (i)
p et ç étant des exposans positifs ou négatifs , entiers ou quelconques; et l'on demande une fonction quelconque de x par une série en y.
En écrivant , pour plus de commodité , f/:p au lieu de -, et en prenant
successivement la puissance ^:pet i:p de chaque membre, l'équation (1) devient
yr-p = xi{Q -h yxJ H- $x^^ -h sx^P -h etc,)r-p^ (2)
et yp = x{C -h yxi H- âx'^i -+- sx'^'i H- etc.)*=^.
Cette dernière» équation donne
x.y-^-P = C-^'P -H D.Ç-\;P.a:î + ç2.ç-i:/».a;2ï -4- p3. g"-! : r.a:^? -j- etc. , ..(3)
et prenant la fonction \|/ de chaque membre , on a par nos méthodes
^{x.y-^-P) = -^(C-'-P) -h Ji.yi>(Ç-'--P:).x9 -h p2.-vKC-»-^>a:2î
+ p3..j^(Ç-i:p).^3î _|_ etc. + ^''.ylj{C-^-P).x"9 -h etc. ^^^
Comparant avec le théorème du n." 25; , savoir l'équation (2 ) avec l'équation
j = x{€ -h yx -\- èx^ -h ex^ -H etc.)« du théorème , et le second membre de l'équation (4) avec la série •
A ~{- Bx -\- Cx^ -t- Dx^ -I- etc. -t- An.x"" + etc. , on voit qu'il suffit de mettre xi ^ yt'-P ^ q \p au lieu de x ^ y ^ m, et \K€'"'* -P)-! D. \[/ ( Ç- * = P) , au lieu de -^ , 5 = d. ^ , respectivement , et le théorème donnera
%Ka7.j-»=0 = •••••(6)
xJ/(^-»=/') + C-î=^D.-vK^-»=i').jri' -h -v»,\i^-n-p.Ti.-\i{^-'''P)\.y^rp
_|_lç2.{^-3î:p.I).^(Ç-l:f)j.^3î:i»_|_etC.-^--p«-^{^-«î=/'.D.^^(^->=i')î./''î=i'+etC.
Si l'on veut avoir une fonction de x sans mélange dey , l'équation (3) donne
X = ^-^'•P.y'^ = F -f- D. g"-! : P.y"^- P,X1 + p2. J^-\-p.y'^'P. X^l -f- D^.^-i: f.^l: P. X^l + CtC.
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Je fais l^-^-Py'^'f = b, n.l^-^'P.y^'f = c, etc., jf^-P étant invariable; cette équation devient par là
ac = b -f- cxî H- bx^î -h ex^î -h etc., et l'on aura de plus
y^fx = <v|/b H- D.-v^Ko:? H- pa.^^.a^a? -\- p3. ^^.^3^ _j_ etc. Je compare le second membre de cette équation avec la série yi -f- Bx -f- Cx^ H- etc. , et l'équation (2) comme ci -dessus; et le théorème donne
y^ioc = (h)
■vj/b + C-9-PB.yl/h.J^-P -+- -D.{^-2î=i'.D.-4/bj.j2î:p _}- i p2. {^-3?: y.D,^^ j.yjip
-f- etc. H — ^"-^1^-"?=^. D.\)yb}.j''î=F -f- etc.
Après le développement, on remettra au lieu de b , c , b , e, etc. leurs valeurs précédentes j qu'on développera à leur tour en regardantj^» ' P comme invariable.
Si l'on a jx' = €x' -+- yx' + ^ -\- ^x'+^9 -+- ga;*-+-% _|_ etc. , ce cas se ramène au précédent en divisant par x' et en faisant ^ — ù = p.
Si l'on a. X' = j{^x' -h yx'+9 -h Sx'+^^ + sx'+^9 -f. etc.), on peut faire jy^ = i : ç^, et ce cas se ramène encore au précédent.
Exemple. Étant proposée l'équation
o = — oc -h- CxP -h yxP-^1 -H to+=? -h sxP+^9 -4- etc., p et ç étant quelconques , positifs ou négatifs , on demande x"^ par une série ordonnée suivant des puissances de a.
Il suffît de faire, dans la formule (g), yl/(x.y- »=/')== (x.y-^'-py =zx^.cc~^-P;
on aura -^{Q-i-p) = C-'-p y b,-^{C-^-p) = d.C-'-p = ^ -C'-p-^b.Ç;
donc ^-«î = PD.4/(Ç-i = i') = — -^-(«î + '")./'-iD.Ç = T>.C-ir + nq):p.
p r + nç "^
ainsi le terme général est — p''.^-('-+«î):F. «"î^i*, et en multipliant tout
par ot^-P y la série sera ^
Ç-^-P.oc'-P H ; T>.C-^'+0-P.cc('+^yP H n2.g-(r4-2y):/».a(''+2î)^i»
H ;^- p3.C-(''+3î) : P. ^(r + 3î): P -j- etC. -\ ^ ©"•C-^'-»- "9)- /'.»('' + »î) ^ /» -f- etC.
Celte formule se développe facilement. *
On
On peut aussi, après lui avoir donné un premier développement en y, l'ordonner par colonnes verticales , chaque colonne contenant des quantités en y de même dimension , ainsi que nous avons disposé le développement en v y de logx au n.*' Q73.
Pour appliquer la formule (i) à un cas très-particulier , prenons le second cas de Newton dans sa lettre citée au n.° q63 , savoir : Étant proposée l'équation
y z= Çx -\- yx^ -^ (Ja;5 -H sxl -j- etc. , on demande of par une série en j^.
On fera p z=: 1 , ç = 2 , r z= 1, oc = y ^ et l'on aura
C-^.y H- -D.^-y -H rÇ2.^"V^ H- etc. H -_p«.g'- a» -1^2/1 + 1 ^ q^^^ ^
et en faisant le développement réduit , X = C-^»jy — C~4y.^3
+ etc. '
277. Exemple. On demande logx , dans la supposition de l'exemple général du numéro précédent.
Pour avoir logx dans cette supposition, on fera \|/ = log, et l'on aura '\lf(x.y^'-P) = log(x. a~^-^) = logx — lo^oc^'P ; ensuite D.-vKê""*-^) =
D.logg'-i:F = — io-Iogê' = — -^ = — -ê'-'D.Ç; doncC"'rPD.yh(C-'-P)
° p ° p C p TV/
devient =; ^-"^-p-^d.C = — b.C-"^-p. et le coefficient de u'^r-p sera
p«-ï.D.C-"î = /' = — P". g"-"?: F. La série sera donc
logx =
\oM-^-P,<x}-P) H H.Z-I-P.UÎ-P H p2.^-2îii'.a5 2î:? H-— -p3.^-3î:i'.«^^î:i'
q Q.q^ ùq^
-h etc. H B^.Ç-TP.ccT-p H- etc.
Si l'on avoit^ = Cx -{- yx^ -+- §x^ -H ga:7 H- etc., on feroit p = 1 , q = 2 , ce = y, et l'on auroit
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logar = log(^-»^) + lT),Ç-2,y ^ i:p2.^-4.yf -H |p^.^-^.^ H- etc.
* "ii-
H p''.C-2".y2« -i- etc.
Les formules que nous venons de trouver depuis le n.° q65 , sont trèsrégulières et très - aisées à développer : nous allons passer au retour des fonctions , dont l'usage est encore plus étendu.
Étant proposée l'équation suivante
JK = x^icc -h a:), où <p désigne une fonction quelconque ; on demande à exprimer, en ce et^, une autre fonction quelconque de a;, \Ka -h x) j a et ce étant des quantités indépendantes.
J'ai d'abord (p(« + ^) = <p« -h r>q)oc.x -Hp^^p^.^a _j_ pS^^.x^ + etc., que je compare avec la série g du théorème du n.** 257 ; je fais m == 1 , et j'ai xç = y 'y j'ai pareillement , en développant ,
•4>(a -{- x) = 4>a -h- T>-^a.x -h ç^^a.a:^ -+- pS^a.x^ -f- etc., que je compare avec la série A H- £x -+• Cx^ -{- JDx'^ -{- etc. , et le théorème donne sur- le 1 champ
/ 4- etc. H D«-'{((pa)-'»D\[;aj.j)^'' -H etc. :
nous n'avons pas mis de points après les d , pour indiquer que d « = 1 , et Da = 1. •
Si l'on avoit x(PCcc + x) = 1, ou x == — ; — r- , il sufïïroit de faire
^^ (p{cc + X)
y ■= \ dans la formule précédente.
On a l'équation
(pi
et l'on demande une autre fonction quelconque de ^, savoir y^^t.
it — oc)(ùù = y, ou « — /^ -f- =^ = o,
^ ^ *^ cpt
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Ce cas se ramène au précédent en faisant ù = ce -h x; car , substituant cette valeur dans l'équation proposée , elle devient x(p{oc + x)=y; et puisque •v}/^=:i^-J/(« + t — ce), en ajoutant et en retranchant oc en même temps , on a -^l/ù = %li{oc + x); il suffit donc de faire « = « dans le numéro précédent, et la formule devient
H- etc. H D«-»{((pa)-«i)-vJ/a}.j^« -4- etc.,
où ^ est la seule variable , sa dérivée d ce étant = 1 .
Si l'on avoit (ce — t)(pt -{■ 1 =0, il suffiroit de faire ^ =1.
280. Étant donnée l'équation suivante on demande à exprimer en a et j^ une autre fonction quelconque \|/(a + x).
La proposée donne —j — — — r- = j^ , ou bien en développant ,
•^ (poe + DCpce.x + D^<pa.ar^ + ^^(pce.x^^ + etc. '
je compare le dénominateur avec g du corollaire n." 239 , et en faisant m = i , j'ai ^ = xç-^'y je développe pareillement \Kft + ^) , ce qui donne
\|/a + D-vj/a.ar H- ç^^û.o;^ H- p^-vpa. or^ h- etc., que je compare avec ^ -i- Bac -+- Cx- --{- Dx'^ -^ etc. du corollaire, et l'équation (iv) me donne sur-le-champ
H- etc. H p'»-»{(<pa)''D\|/aj.j^« -H etc.,
a et « étant des variables indépendantes, et Da étant == 1 , d» = i.
Si dans le cas présent et dans celui du n.° q 7 8 on vouloit avoir , non \J/ (a + x) , mais -vpx, il suffiroit de faire a = o , dans les séries (A) et (C) après les dérivations effectuées, pourvu toutefois que y^yx ou \[/a ne soit pas une fonction telle que la supposition de a = o rende -v^a et toutes ses dérivées D\J>a , p^-vj/a, etc. zéro ou infinies, comme cela arrive dans la fonction logo;.
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281. Exemple. Ayant x = y^{cc + a:) , on demande x. En faisant DN^a = 1 , et \|/a = o, on trouve
X = (pcc.y -f- ^B((pxy.j^ ■+- ^p^(<p«)^-JK^ H- etc. H- - p«-^ ((^aj^jK" -l^etc.
Étant proposée l'équation
t — oc oc .- t -\- j(pt = o, ou = J,
<p^ étant une fonction quelconque de ^, on demande la valeur en a et j^ de i\jt^ autre fonction quelconque de t.
C'est le cas du beau théorème de La grange , publié pour la première fois dans les mémoires de Berlin pour 1768, page 276.
J'écris cc-^ t — a au lieu de t dans (pt et \p^; l'équation proposée devient —. — 7773 — \" =JK j et \pz^ devient -^{cc-ht — a) ; je fais t — oc = oc^ et j'ai
Comparant avec le corollaire, comme on l'a fait au n.° q8o, l'équation (iv) donne sur-le-champ . (T\\
■^oc -H (pa.D\p«;.j H- -D|(^a)2D-v(/aJ./2 -H ^ p2J((pà)3D\|>aî.jK^
H- etc. H p«-^ {((p a)" 0-4/05 j.^« -t- etc. ,
a étant la seule variable et n « = 1 .
Si l'équation proposée étoit oc t -\- (pu =: o ^ il suffîroit de faire y=\,
dans cette formule (D), laquelle s'accorde avec celle de Lagrange.
Plusieurs Géomètres se sont occupés à donner des démonstrations du théorème de Lagrange. On vient de voir la série (D) <lécouler naturellement du théorème du n.<* 267, et comme nous avons donné de ce théorème une démonstration rigoureuse et fort simple, celui de Lagrange se trouve démontré d'une manière qui réunit la rigueur à la plus grande simplicité.
Étant proposée l'équation
oc = ¥{oc -^ y(px), (1)
F et (f) indiquant des fonctions quelconques , on demande une autre fonction de X quelcoiique, -^x^ exprimée en a et y.
" Je
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Je fais t = oc -+- y(px; j'aurai a; = F^ et <px = çFt ; de là on tire
^^ y = -^f^y et ^^a; = v|yFz^; (q)
comparant avec le numéro précédent, on voit qu'il suffît d'y changer «yjy en \|/F et Ç) en (^F , et l'on aura , a oc étant = i ,
\{/Fa --h ((pFa).D(v|/Fa).jK ■+- -D{((pFa)^.D(\t/Fa)}.72 _^_
|-p2J((pF«)3.D(\PF«)|.j3 _f_ etc. -h ^p«-l5((pF«)''.D(^^Fa)}.jK"-+- etc. ,
formule qui s'accorde avec ce que trouve Laplace , mémoires de Paris , année 1777 7 page ii5.
284. Tout demeurant comme ci -dessus, on peut encore donner une autre forme à la série qui exprime ^l/x en oc.
En effet, x z=F{oc +JK^-^) devient, en prenant la fonction (p de part et d'autre et multipliant par j^' , j^ (J) :c = y(pF{oc H-^<p<^) ; faisant j^(P a; = w , onaw =j^(pF(a+ w); comparant avec le n.° 281, on trouve, pour w,
w = yCpx = (pFcc.y -h -D{(pFocy.f^ -+- -r-p2((pFa)3.j3 _j_ etc.
H p«-»((pFa)«.j« H- etc. ;
substituant cette série dans x =F(a +y(p^)i et prenant de part et d'autre la fonction \|^ , on a donc aussi
^Px = (E*)
^^^F{cc-h (pFcc.y-\- -D(cpF«)2.j2 _}_ lp2((pFa)3.j3_|_etc.-i--p«-^((pFa)''.jK"-+-etc. j.
Cette expression , comparée avec celle du numéro précédent , présente un théorème sur les dérivations dont nous nous occuperons par la suite.
Exemple. Étant proposée l'équation
X = ^{oc -^- CxP H- y XI -h Sx' -h etc. y, (1 )
V étant une constante, et «, C, y, S, etc. , p, ^, r, etc. , s, des quantités quelconques ; on demande x.
En faisant f « = C. ec'P. vP -+- y. oc'^. v^ -h J*. a^'. ^'' + etc. , on aura , par les n.°^ 284 et 283 , en regardant a seul comme variable , la dérivée d» étant = 1 ,
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v[» -4- fa -H -i)(f«)^ -+- |-g^(f«)' + etc. -+- -p«-'(f«)« -t- etc.]'
+ etc. H p«-ïj(fa;)«. D.a'} -f- etc.
En effet, comparant l'équation proposée avec x =z F(a5-!-(p.x), en faisant jj/= 1 dans les n.°^ q83 et Q84, on aura Fa = va*, donc (pFa = <p(ca'); ensuite cpo: = ê'x? -H «ya:? -f- (Jo;'' + etc. , donc (pFa = ÇvPcc'p H- yi^îa'î -f- ^v^oc" -\- etc. , série que nous avons représentée par.f», donc (pY ce = fa. De plus, on a \)^x = X, ce qui donne -J/Fa = Fa = ç^a*. Substituant dans les formules des numéros cités , on trouve la formule ci - dessus.
On résoudra facilement d'une manière semblable les exemples des n.°^ qo et Qi du mémoire de Lagrange, cité précédemment n.'' 269 : nous ne nous y arrêterons pas, l'équation ( 1 ) ci- dessus étant plus générale que celles dont part Lagrange.
La formule (2) coïncide avec celle que Giannella a donnée dans les mémoires de Turin , années 1784 et 1786 , page 462.
s86. Soient (pt et -^jt deux fonctions quelconques de t^ trouver la relation entre -^/t et (pt ^ c'est-à-dire exprimer •<\jt par une série dans laquelle entre la fonction (pt.
Ajoutant à ^ et en retranchant en même temps la quantité arbitraire a, on a ^t = -vKos -4- ^ — a) , et (pt =z (p(o6 -+• t — oc) ^ et faisant t — oc = x , la première de ces équations devient
•v|y^ = \Ka -H x) = -v^a-f-D-J/a. a: -I- p^^^. ^2 -\- p^-J/^.ar^ _j- etc. , série que je compare avec la série A -\~ By: -^ Cx- -\- Dx^-^- etc. du théorème n.o Q57. La seconde des deux équations précédentes donne
(pt = (p(a + x) = (pa -4- Ti(poC'X -f- p^^p^.jja ^ p^^p^.x^ -h etc., partant, ^^ — <pa = D(pa<x -^ ^^pcc.x^ -\- ^'^(poc.x'^ -f- etc., que je compare avec la série at(C 4- yx H- ^x"^ -f- etc. ) = x^ du n.** 25^ , en faisant m =. i-, j'aurai xç=.(pt — (p« , ^ = v>(poc , y = ^^(pccj S = ^^Çce,
etc. Substituant dans la formule (iv) du numéro cité , on trouve
xj/a H- (D(pa)-».D\[y«. ((p^ — Çcc) H D{{D(pa)-2. D\|/a}. ((p^ — (pocY
"^ 3 P "^ 1 (i><pa)-^. D-J/a } . {(pt-^(pocf' -H etc. -4- - p'-^ { (D(pa5)-''. jy^oc) j . ((pt--(pccy -h etc.
Dans cette formule la quantité oc est arbitraire , et dans les dérivations on aura soin de regarder \p ^ et d (p a comme des premiers termes , ce qui fait que DD-vJ/flc sera = Qp^^^^ p^u^^ — Spo-vj/a^ etc. , tandis qu'il faut prendre p2(p«, p5(pa, p^cpa, etc. poumncpa, p2D(pQî, p^Dcp^, etc. respectivement.
287. Cette solution peut être employée à différens usages ; nous allons en indiquer sommairement quelques-uns.
Mettons , dans la formule ( B" ) , ^ au lieu de ce et t -\- /^t avi lieu de ^ , A étant la caractéristique des différences (finies), Çt — (pcc devient (p{t + A^ — (P^ = A<P^, et la formule prend cette forme
vK^ H- A^) = (G)
+ jp2{(D{p^)-5.D\|/^}.(A(p^)^-f-etc. H-^-p''-'{(D^^)-«.D\|/^}.(A^^)«+etc
Dans cette formule t varie par rapport à d de d ^ = 1 , et par rapport à A de A^, la différence A^ étant tout ce qu'on voudra ; dans les dérivations di^^ et ■v}/^ doivent être considérés comme des premiers termes.
Cette formule renferme le théorème connu de Taylor comme un cas particulier , qu'on obtient en faisant (pt = t : elle donne la solution du problème que Lagrange a traité au n.° qoo de la théorie des fonctions analytiques , et elle a l'avantage de présenter une loi de progression bien évidente. !Nos méthodes la développent avec facilité.
288. Si dans la formule (F) on fait ^a = o, ce qui suppose que ce soit une des racines de <p^ == o , la formule devient
■\iot -f- (D<pa)-».DN|/«.(p^ H DJ(D(pa)-*. D\)/a}.(<p^)2
+ TP'l(°^a)"^•»^^«i•(Ç'0^+ etc. 4--p''-»{(D{pa)-n.D\)/a5i.(<|)0'*-f-etc.;
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et l'on aura autant de ces séries que l'équation (pa = o a de racines. Cette formule sert à convertir \|/^ien une série ordonnée suivant leç puissances de cpt; elle offre un cas particulier du premier des uages indiqués au n.° q63.
289. Si l'on a l'équation <^^ = o, la formule (F) devient, en y mettant o au lieu de (p^, ^^ ^__ ^Ij
— -^p2{(D^a)-3.D^)>aj.(<p«)3 -f- etc. ± — p«-^ j(D(pa)-«. D-J/a j • ((p»)" zp etc.
tout demeurant au reste comme au n.° q86. Cette série est remarquable en ce qu'il n'y entre d'autre quantité que «, qui est arbitraire.
290. Exemple. Si dans cette dernière formule (I) on suppose y^/ù = ^'■, elle devient ^
formule qui contient la solution de ce problème : « Étant donnée une équation quelconque (pt = o ^ Çt étant uiîe fonction de t algébrique ou transcendante; trouver une série qui donne non -seulement la valeur d'une des racines t, mais encore celle d'une puissance f de cette racine. » Ce problème fait le sujet d'un mémoire d'Eu le r , inséré dans le tome VI des noi^a Acta de Pétersbourg , sous le titre : Methodus generalis iiwestigandi radiées omnium œquationum per approximationem , et la formule que l'auteur trouve s'accorde au fond avec la précédente. Il observe qu'afin que la série devienne assez convergente pour servir à trouver la racine par approximation , il faut prendre pour l'arbitraire oc une valeur qui approche fort près de cette racine , et que dans ce cas la méthode ordinaire conduit au même but plus commodément. Aussi bien allons -nous faire voir que la méthode ordinaire peut être réduite à une formule qui coïncide avec la précédente (K), en faisant r = 1 dans celle-ci.
29 1 . La méthode ordinaire est celle que Nevi^ton a donnée dans son traité des fluxions ; Taylor y appliqua le premier le théorème qui porte son nom, et
rétendit
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retendit par là aux équations transcendantes {^Transactions philosophiques , tome XXX, pour 1717). Euler, dans le chap.IX de la 2.^» partie de son Calcul différentiel, et Courtivron , dans les mémoires de l'Académie des sciences de Paris pour 1744* la réduisirent en formule. _
En partant de la considération de N ew ton, soit (pt =z o une équation donnée , et ce une valeur approchée d'une des racines , et soit p ce qu'il faut ajouter à la valeur de ce pour avoir cette racine ; on aura t = ce -\- p '. substituant a -4- yt? au lieu de t dans (pt = o , on trouve
^ Çcc = T>(peC'P -h ^^(poc.p^ + ^^Çcc.p^ -h etc. Comparant avec le n.° q 78 , on aura une série pour^ , laquelle ajoutée à oc donne
t = u — (D(pa)-».(pa H D(D(p«)-^((p£»)2 — -p2(D(pa)-3. (<p«)3-4-etc. ,
formule qui coïncide avec la formule (K) ci -dessus , si l'on y fait r = 1.
292. En considérant d'autres équations , on pourroit encore déduire différentes formules de notre théorème général ; mais celles qui précèdent suffisent pour faire connoître la manière de l'appliquer aux différens cas du retour des séries et des fonctions.
Nous n'avons pas cherché à exprimer les coëfficiens des séries précédentes en termes récurrens, c'est-à-dire en formules qui contiennent les coëfficiens précédens , la chose n'ayant aucune difficulté au moyen de nos méthodes. Si cependant on vouloit de ces sortes d'expressions , il suffit d'avertir que , tout demeurant comme dans le problème du n.° 2 55 et comme dans le théorème du n.o q57 , les formules (3) du n.° 255 donnent sur-le-champ
- bD.
cy -h- d^xy -f- e^x^y -\- etc
x{ -{- ^'>2 _|_e"jry2 ^etc. ^ = 7ty{^^ -f- y'^ -4- J''^^ _j« ^y ^ etc.)';
-f-e'"j3 _|-etc.
H- etc.
tous les coëfficiens , ainsi que tt , étant des quantités quelconques , dépendantes ou indépendantes les unes des autres ; on propose d'éliminer x de la série (i) et de transformer celle-ci en une série ordonnée suivant les puissances dej^,
de cette forme - ^ , u ^ o,v^. /,. /\
<x _1- b^ 4_ c^2 _j_ t)^3 _4_ ey4 _j_ etc. , ( III )
4 , t> , c , b , e , étant des fonctions des coëfficiens de (i ) et ( 11 ), dans lesquelles il n'entre ni x rii y.
294. Pour résoudre ce problème , représentons par une seule lettre chaque série en y affectée d'une puissance différente de x , ainsi qu'il suit :
'^ = ^ -f- ^y 4- ay- 4- etc. , '^ = ^ 4- cy 4- z>'y2 4- etc. ,
'C =C4-i)y4-£:'y2 4-etc. , 'Z) = Z)4- £^y -+- py^ 4- etc. , etc.,
'^ =:b -\-dy 4- ^'y^ 4- etc. , 'c = c 4- d^ 4- e'y^ 4- etc. ,
^d = ^ 4- ey 4- /'y- 4- etc. , 'e = e H- /y H- g^^ "+■ ^tc. , etc. ,
'^' = €" 4- y> -h è^y- 4- g"y5 -f- etc. ; au moyen de ces notations le problème est ramené à celui du n.*' 255 , car la série (i) proposée ci-dessus devient ^
'^4- ^Bx 4- ^Cx^ 4- 'Dx^ 4- etc. ,
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et l'équation ( ii ) prend cette forme «
x('è -h 'cœ -\- 'dx^ -H ^ex^ -+- etc.)'' = ^rj.'^'S où -n est invariable. Comparant donc avec le théorème du n.° 25; , et mettant r au lieu de m et 'C'^.TTjy au lieu de xç;"^ o" J'» le théorème donnera
'A -H '^a: + 'Cx^ + 'Z)a:3 4- etc. = (v)
Yp2.('^-2r. jyJ^yÇ'Zs^ TjZyh _}_ etc. H D»"-». ('/^- '"'■.D.'^).'^''"*.??'"^'' + CtC.
Il n'y a plus de x dans cette dernière série ; ainsi il suffit de la développer suivant les puissances de y ^ pour avoir la série (m). ;
Imaginons qu'on ait remis au lieu de ^Ay '^, '€" leurs valeurs (iv), il est visible qu'en développant suivant les puissances de^ , on aura, pour le coefficient de^" dans le terme général —'€'''"'. D'"-».('^-""'.D.'^).7r'"jK'"» l'expression suivante
où le signe d affecte -^ et ^ et leurs dérivées mais non ^' et ses dérivées , tandis que d' affecte tant A el b que Ç^ et leurs dérivées. D'après cela , il est
clair que dans ^A le coefficient de j" sera p'". A ,
dans 'b-^D.'A. '€''.7fy le coefficient dejK" sera p'«-i.{^^.^-'".D.^|.7r ,
dans — D.('^-9'-.D.i^).'^'2^;5'2j2 il sera ^^'''-\\C'^'.i}.{b~^':D.A)\.7r^y
dans j^^.{'b-^r^-D.A),'Ç'^',7F^yo ^p'«-3.{C'3'.p2.(^-3r.D.^)}.^3,
etc. ,
dans — p"-». ('^-«\D.i^ ).'€"«■'. Tj""/" — ë''''*p«->.(^-'"'. d.v^).??".
En rassemblant les expressions écrites dans la dernière colonne verticale, on a le coefficient a» du terme général cinjy" de la série (m). De là résulte le théorème suivant.
Je n'ai pas besoin d'avertir que l'équation Cii) fait voir que dans les dérivations I)', où la lettre change et l'accent, c', d" , e'" , /'^, etc. sont des dernières quantités.
260 , ^DUCAIiCUL
^ Théorème.
296. Étant proposées la série (i) et l'équation (11) du problème précédent n.° Q93 ; pour convertir la série (i) en une série ordonnée suivant les puissances dey et dans laquelle x ne se trouve plus , on aura la formule suivante
^ H- Bx -h Cr2 -+- JDjc3
-h B'j -4- C'xj -+- D'xy _}_ C"y^ H- D"xy^ -4- -D'"j3
etc.
etc.
etc. > =
etc.
etc.
-h ^''.b-'.D.u^.Tf
VII
termes.
Corollaires.
296. I. Puisque les exposans r et ^ sont quelconques, on pourra changer r en — r, ou changer s en — s, ou changer à la fois r et ^ en — r et — s; on aura ainsi quatre formules différentes , y compris celle du théorème , lesquelles répondent chacune à des cas différens de retour de séries.
297. II. Tout demeurant comme aux n.°^ qqS et Q95, si la série à transformer , est simple , sans jy , c'est - à - dire si l'on a
^ -h Bx -i- C^2 _|_ 2)^3 _j- etc. , alors A n'a aucune dérivée d' , les termes d'. A , p'^. A , p'^. A , etc. p'". A disparoissent des formules (vi) et (vu) du théorème , et dans les autres termes de
ces
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ces formules d' n'affecte plus A^ de sorte que A y est constant par rapport à d' et variable seulement par rapport à d.
298. III. Si la série à transformer est double comme au n.^agS, mais si l'équation (11) du même numéro se réduit à la suivante x{b-^cx-[- dx^ + ex"^ -f- etc.y = tt^ (C' -4- 7'y H- «^''^^ -|- g' y -f- etc.)'; ... (viii) alors on aura la même série que dans le théorème , avec la limitation que d' n'affecte point b , qui n'est plus variable que par rapport à n.
2x9g. IV. Enfin, si la série à transformer est simple, savoir A H- Bx -\- Cx^ -{- Dx^ 4- etc. , et qu'on ait en même temps l'équation
x{h H- rx + dx-^ -h ex^ + etc. y = Ttyifi -H 7'^ + (^'"j^ _j_ etc.)*, où les X et les y sont séparés , alors d' dans la formule (vi) du théorème ne peut affecter que €"', et les autres quantités sortiront de dessous de ce signe. Ainsi la formule deviendra
A -f- Bx H- Cx^ -h Dx^ -H etc. = (ix)
A-^b-'Ti,A, C'. 7t. J -H b-'-D. A. d! g"^ 7f
et le terme général de cette série sera
etc. ,
'I.p2.(^-3r.D.^).p'«-3.C'3^7r54-etc.... + ^— p«-3.(M«-2XD.^).p'2.^^^^^
H — p«-2. (^'-(«-O'-.D. A).ii', ^' («-!)'. TF"-^ -+- — p«-^(^-»^D•.y^). C'"'. 7r"\
où y^ , b et S' sont des premiers termes.
Puisque les coëfficiens de j sont séparés de ceux de x dans l'équation précédente , on peut omettre les traits dans le second membre et écrire simplement €* -H y JK + ^J^ + c^c. , et partant supprimer aussi le trait qui affecte d' dans les formules que nous venons de trouver.
Quant aux développemens ultérieurs des formules que nous venons de
donner depuis le n." 295 , ils n'ont aucune difficulté après ce qu'on a vu
dans l'article III.
(IV
Appliquons maintenant le théorème précédent n.** 296 et ses corollaires au retour des séries doubles et des fonctions à deux quantités. On peut tirer de ce théorème un grand nombre de conséquences , mais nous nous bornerons à quelques- unes, qui suffiront pour en faire voir la fécondité et la manière de l'appliquer. _______
3oo. Étant donnée l'équation générale d'un degré quelconque ,
on demande la valeur de la racine 00, exprimée en y, c'est-à-dire les valeurs des coëfficiens de l'équation
œ = i>j -\- cy^ -\- t)j^3 _j_ ey4 -f- etc. (2)
C'est le cas de Leibniz, qu'on trouve dans le tome III de ses œuvres, page 366.
bx
-\- cx~
-h dx^ H- ex4 -f- etc.
-H éxy
-\- d^x'^y H- éx^y -f- etc.'
-1- d^^xy^ -f- e"^^2 .4_ etc.
_î- ^"^3 4_ e"/^^3 ^ etc.
H- e'^4 ^ etc.
-h etc. ;
Je mets l'équation proposée sous cette forme
ex
dy
.j(^'_l_o'y 4-^"y H-e'V4-etc.)j
dx"^ -\- ex^ -{- etc.
d^xy -+- e^x'^y -f- etc.
^l -t- ^'^2 ^_ e"xy2 _|_ etc.
-h etc.
+ etc.
comparant avec le théorème, n.*'^ agS et QgS, on aura, puisque x remplace ici toute la série (i), A = o ^ B = d.A = 1 , et toutes les autres dérivées de ^ = o ; ensuite , en comparant la dernière équation ( 3 ) avec l'équation (11) du n.o Q93 , on aura r=i , 7^ = — 1,^=1, C'-t- y"y -4- S"y^ -+- etc. =
etc. Ainsi la formule (vi) du théorème donnera celle-ci
cy
d"'y^ x=: — b'.l?'Ky —D'.Çb'.b-^)
y2 _ p'2. (^'.^-ij
H- d'. (^'2. in. ^2)
-f-p'2.(^'2.iD.^-2)
etc.
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formule dont la loi est manifeste , et dans laquelle le terme général est — p'«-i.(/^'.^-») H- p'«-2.(^'2. i-D.^-2) — p'«-3.(^'3. 2_ç2.^-3)^, etc. ) ±:p'2.(^'«-2. —i — p«-5'.^-«+a)q3D'.(^'«-i. _i — p«-2.^-«+i)Hz:^'«. ip'»-!.^-» (
3oi. Voici les premiers termes du développement réduit de cette série; on peut le continuer aussi loin qu'on voudra par ce quia été dit aux n.°^ 1 78 et i5o.
— y^{b-\ d^ — 3b-4c'.c) — Qb'c'^. b'^C
H- b'{b-^e"' - b-^'ic'd^' -h b-^c'^) + c"(b-^d" - b-^c'^)-h- d"',b-^c' - e'^.^-' - b'^[b-^.e" - 3b"^c'.d' -{3b-Ad" - 6b'^c'^).c] - 'ib'c'Xb-^-d' - 3b-^c'.c)
'^b'^(b-^J-^b-5c'.d\ - ib-K2cd'-i-^b-^c'.c^) 4- 3b'^c"(b-^d^ib-^c^)
5 5 6 — Vk(b-^e b-^icd H '—zb-lc^)
-^V\b-">-f^ — b-^{<ic'e"' -h ^"2) -H Z'-43c'2^" — ^-5c'4] -H
c"{b-^e"' — ^-3qc'^"-+- ^-4c'3)H- d"'{b-^d>' — ^-V^) + e'^.^-»c'— Z^.^-'
- b'ib-\f" -3b-4c'.e" - {3b-Ad'^ - 6b-5c'^:),d'—{3b-Ae"'- 6b-^2c<d"-i-iob-^c'^)c]
H- è'3[è-4./" - 4è-V.e' - (4^-5^" -. ioô-<îc'2)./^ | - ib'^(2ce" -+- ^'2) _Hlliè-6c'.Qc^'_llMè-7c'2.c2]-f-3*V(è-4.e' - Ab-^c'.d] -ib-^.2cd'
H_ lli^-6c'.c2) H- (3b'^d"' -h 3b'c"^Xb'*d - 1^-5^2)
- y^[b-Kf - 5*-6c'.e I - -è-6(Qc.e' -+- 2^'.^) + ^-l^h-lc\2cd\
^'^h-7.3c^d^ - Mllé-8c'.c3] - 4^'3c"(è-5e - -^2C^ -+- ^*-7c3) Q. J-*^ 2 2. 3"^
-+- b'^[b-^f - ^b-7{Qce + d^) ^^b'^3c^d - Ël|l^è-9c4]
{ etc. }.j^6 _|_ etc.
a64 Duci-Lcuii
3o2. La règle que Lbibniz a donnée est pour résoudre le problème en termes récurrens; notre «olution a l'avantage de donner les termes de la série indépendamment les uns des autres , avec l'expression du terme général ; comme cependant la solution en termes récurrens offre une loi simple au moyen de nos notations , et que Leibniz a supprimé l'analyse qu'il a suivie, nous allons aussi donner une solution en termes récurrens.
Puisque l'équation (q) n.° 3oo devient, en élevant à la puissance p, XV = \)PyP -H nM.jP-^^ H- D2. fri',j? + 2 ^ p3.tp.j,/»4-3 -+_ etc. ; donnant à p successivement les valeurs 1,2, 3 , etc. , et substituant dans l'équation ( 1 ) , celle - ci devient ^
o = bh.y -4- bt.y"^ -f- hXi.y"^ ■+- h^.y^ -f- etc.
- W- _j_ ^]^2.j2 _j_ CD. b^.^S _j_ cp2. ^2.j^4 _4_ etc.
H- dh'^.j'^ -f- ^D.b3./4 -f- etc.
\ ^^-hî)-^ eHj^4 + etc.
-^ y.y 4- c^h.y^ 4- c'D.b.jS _|_ c'p^. b.j^4 + etc.
-f- ^'b^.^S _f_ ^'D.b2.j4 -f- etc.
H- e' b3.j)^4 -f. etc.
H- etc.
rtv»t,l,-^.ii^ c".jK' -+- ^"b.^S _|- ^"D.b.j4 +,etc.
■;-'*^-+-(^'V e"b2.yf -4- etc.
;-"'-Q,'-h etc.
d^Ky^ H- e^^^1:>.y^ -f- etc
+ etc.
H- e'^.^4 -I- etc.
H- etc.
De là on tire, en égalant à zéro séparément les sommes des coëfficiens des diverses puissances de y ,
c" + c'fi -I- cb2 .,,
^ = zr -» ^^>
__ d^^^ 4- ^"b H- ^^ba -f- ^b3 -h c'D.b + cD.b»
__ e'^+e"'b +e"b3 + e'b3-l- eb4 +^"D.b +6?'D.ba + 6?D.b5 + c'p'.b + cp^.b» e -- -. ,- : — L ,
etc. : la
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la loi se saisit facilement ; elle est élégante et simple. Ces formules donnent les mêmes résultats que la règle de Leibniz.
3o3. Leibniz traita le problème précédent à l'occasion d'un cas, beaucoup moins général , dont Moivre avoit publié une solution dans les Transactions philosophiques , tome XX, pour 1698, Voici ce cas.
Etant proposée l'équation
x{b -{- ex -\- dx^ -+- ex^ H- etc.) =jk(C' + y'y H- J'V + ^'^ -H etc.), on demande la valeur de a; en j^.
Il suffit de faire , dans le numéro 299 , r=i,^=i, 7f = 1 ^ A = o ^ B = n.A = 1 , et C, D^ E, etc. = 0; et la formule (ix) donne
etc.
(0 4- ip^^-3.g"5
Rien n'est si aisé que de faire les développemens réduits , car ici d n'affecte que b et d' que C' ; ainsi nous ne nous y arrêterons pas. La solution de Moivre est en termes récurrens ; et il est aisé de voir qu'en supposant x = liy -\- cy^ _j_ ^yS ^ lyk _j_ etc. , on aura , en comparant avec le numéro précédent ,
ch'
b ^"1 ^ dh"^ — cD.b^
JV
eb4
Jd. t)3 — CD*, b*
etc. Ces formules développées coïncident avec celles de Moivre.
3o4. Dans le cas de Leibniz, c'est à-dire ayant l'équation (1) du n.<^ 3oo, on demande l'expression en y d'une fonction quelconque de a; et de / , représentée par -vK^jj), en supposant que cette fonction puisse se développer suivant les dimensions de x et de y.
D'-vKa, a').j)^ + D'D-4/(a,a').x)^ -h etc
-h ç'^\K<»,<i'>J^ 4- etc.
-+- etc. ,
pourvu qu'après les dérivations effectuées , dans lesquelles na = i et n'a = i , on fasse a = o , et a' = o. Je compare ce second membre avec l'équation ( i ) du n.° Qg3 , et le théorème du n.° 295 donne
^Ka:,JK) = . . . . . (e)
p'2^Ka,a') j3
en faisant a = o et a'
+ p'3^Ka,a')
- '^'30:^.(^-3. D^^(a, a')) o après les dérivations.
3o5. L'équation o = bx -i- cx"^ -|- dx^ -\- etc.
— ^y -+- éxy ~\- d'x'^y -\- etc.
— c'y2 _^ ^"xj2 _|_ etc.
— J"y5 4» etc.
— etc., qui ne diffère de (1) du n.° 3oo que dans les signes de V ^ c", ^"', e'^, etc.,
étant proposée; on demande l'expression enj^ de \|ya;, ou plutôt de \|/(-), en
supposant même que cette fonction ne puisse pas être développée suivant les puissances de x.
Je mets l'équation ( 1 ) sous cette forme :
^ H- ex -+- dx^ + etc. \-^
-f- d'xy -\- etc.
•4- d''y^ -h etc.
- -H etc.
xy-"" = {V -H c'y H- ^"[^2 _f_ etc.).
et en prenant de part et d'autre la fonction \|/, j'ai, è'ne variant que selon d',
■^{b^b'^) 4- Ti.^{Vb-'^).cc -H p2.^(^'^-i).a;2 ^ etc.
iD'.{Â'2p;(^2j3.^(z,'^-i)j
En développant on observera que, dans -J/C^'^""*)» ^' ®* ^ ^^^^ indépendans l'un de l'autre , et que b' n'a point de dérivée par rapport à d sans accent.
3o6. Exemples. i.° Supposons que dans le cas présent on veuille avoir la valeur en jy de a:* , puissance quelconque de x.
Je ferai ■vKjry-i) = x^jr-^, -^{b'b-^) = b'Kb-^, ce qui donne b-''T^.^]^{b^b-^)
= — V^.kh-^~^-^^ji.b = b'K -j D. ^-*-", à cause que b^ n'a point de
dérivée suivant d; donc la formule (f ) devient , en multipliant tout par^^,
etc
bH-Kv^
Jt-4-1
etc.
Dans la même hypothèse on demande logar
On fera -^(xy-^) = log(xj-^) = logx — logj, -^{b'b'') = log(è'^-»);
donc D.log(è'è-0 = ^"^"**> -D«-ï.(è-«D.log(è'è-i)) devient -p". è-»,
et la série sera , , , .
logo; == ..... (t))
log(è'^-»jK) H- d'. Iog(ô'^-0
jH-p'2.1og(*'*-0 4-D'.(è'D.*-0
H-iD'.(*'2p2.è-i)
507. Dans le cas de Moivre , les formules précédentes pour a;* et log.^; deviennent
b-k^'Kyk
Iog(J-'^» + DMogr + D. è-i. Ê"
logo; = y -f- p'^.logg"
-4-fp2.è-2.C'2
p'^.log
- fp2.è-9.D'.C'2
+ etc.
5o8. Étant proposée l'équation suivante
ÇxP -f- yxP+^ H-(îa:P+^î ■+- gq^P+^j 4. etc. = Ê"!/* + y"j^+i-\-^"Y+^^-[- g' ^^+3/ +etc., on demande à exprimer en j une fonction de x»
Je représente par ï) tout le second membre de l'équation proposée, ce qui ramène ce cas à celui du n." 275 ; puis, ayant mis à la place de \) sa valeur dans la formule ( g ) ou dans la formule ( h ) , on développera chaque terme en une série en j. Prenons des exemples pour éclaircir le procédé.
Supposons qu'on demande a
La formule (i) n.** 276 donne, en y faisant a =: V) , mettant au lieu de ^ sa
valeur
yaleur et développant chaque terme en une série en^,
C P.C^.jyP H-C P.jy'.C'^.yP.'^ -h C "^p'^.Ç'^jK^ "^ -H etc.
H — ^D.Ç '' .g" i» .J^ z' H — ^D.ff z' .d'.Ç' p .y p H-etc.
-4— 7— p=^.C P 'S' P .y P H- etc.
+ etc.
La loi ij'est pas difficile à saisir. Cet exemple fait le sujet d'un mémoire du Professeur Hindenburg , qui a pour titre : Probîema solutum maxime universale ad serieram reversionem. formulis localihus eu combinatorio-analyticis ahsolvendam paralipom,enon , Leipzig 1793.
Supposons maintenant qu'on demande loga
La formule générale pour logo; du n.° 2 7 7 donne , en faisant «== K) , observant que \o^{^~^-P.X)^-P) = log(6'-» = /') H- \og{^^'P), puis mettant partout au lieu de 9 sa valeur et développant suivant y ,
log X = (m)
log(c"ç'^y ) +DMog^'/'.y H- pMogÇ'^j^^/ H- p'3.1og^'^JK^^ + etc.
^Ijy.C'^p.C'P^yP -\--ii.Ç p.-d'.S'p.jP H--D.C ^.p'2.ê"/'.jK'' +etc.
-H^p^.C ''.^'^.J'' +^P^-^ ''•^'•^"'•J'' +etc.
Sog. Dans l'équation ( 1 ) du n.° 3 00 le terme sans a: et^ manque ; soit donc à présent l'équation complette d'un ordre quelconque
a -\- bx -\-' cx"^ -^ etc. \ _j_ H^y ^ c^xy H- etc. f
-H c'y2 _f_ etc. r ' ^^'
H- etc. j
Yyy
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on propose de transformer, en une série sans x , la série double ^ H- Bx -+- Cœ^ -+- etc.
-H B'j -H C'œy -+- etc.
■^,.'^ip 'à -h C'y _}_ etct,- '-'^ •'«•'•
-— ^ - H- etc.
Je mets l'équation proposée sous cette forme
ç b -h ex -\- dx^ H- etc. ") ..... (3)
\ -t- c'y -4- d'xy -+- etc. f ^J ^ „/ > = — (« 4- ^y 4- o'Vt -+- d"'y^ -H etc. ).
b e-iio ,j + ^V -H etc. ( . , •;: ,,f:,,rr4 . *^ ^ ^
~ : V ^ ' ( + etc. J
Comparant avec le théorème du 11.° 2g5 , tout de même que n.° 3oo , j'ai r = 1 , ^ = 1 ; mais de plus je fais tt = — y^ 1 et C' = a, y" = b' , i'" z=z c" , etc. , et la formule (vi) du théorème donne u4 + JBx + Cx^ + etc.
m mon^ in^m: ^ ^y ^ e'o^ + etc. _
+ ay + etc. ^ ~ ("'^
« > f , + etc.
A^^i'^^-D^A.y H- p'i.^.j^» + p'3.^.j3 + etc.
• — /z.è-».D.-^ ■— D'.j^.i-'.D.^j.j — p'2. j^z. è-»D.^].j^» — etc.
*^ ^ ^ ^^. + ^a»D.(*-2.D.^)j +fD'.{«*D.Xè-»*D;^)j..y + etc.
-,^ "^ — ^/z5pi.(è-3D. ^) — etc.
+ etc. , formule qui, quoiqu'elle ne soit pas ordonnée suivant les puissances dej^j présente une loi fort simple : si on vouloit l'ordonner suivant les puissances de j' , il n'y auroit qu'à écrire de suite les lignes obliques en commençant par celle sans /, alors chaque coefficient formeroit une série infinie. Le terme général se conclud aisément de la loi des termes.
5io. Voici à présent un problème très - général: §oit l'équation
a ■\' bx ■\- cx^ -f- etc. Y Ç oc + C^ + yx^ + etc.
+ bjy -{• éxy + etc. f t ) ^" O' "J" y^^y + etc. .
^ » + c"j2 4. etc. ( ~ y + y[r' + etc. ' ' ^^^
+ etc. J V + etc.
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on demande la valeur en y et sans x de la fonction A -\- Bx -ir Cx^ H- etc.
F ^ + Sy -f- Oxy -j- etc. J. . (5)
-j- cy2 ^_ etc.
La solution se déduit facilement de celle du problème précédent ; car , en développant l'équation proposée et en transposant, on a
D.^p^ — D.\(y« -t- (p2.cp« — D^.-v^a).^; H- ( p3.(pa — p^.'vj/a).^;* -f- etc. -f- (d'.d.Ç)^ — D'.D.\|/a).^ H- (n'.ps^^ — D'.p^-vJ/a).^ ■+- etc. I
^ H- (p'2.D.(p<z — p'^D.\)/«).j* -f- etc.l
H-'^tc.
— \{(pa — -vl/a) + {p^.(pa — d'.\|/«). j + {^^^.(pa — p'».\I/a5).^2 _f_ etc. j. -. . . (6) De plus , la fonction ( 5 ) devient
¥A -+- n.^A.x -H p2.F^.a:a -f- etc. 4- nWA.y 4- d'.d.F^^. ^j^ -I- etc.
FA.y^ -h etc. •••••W
-+- etc.
Comparant avec ( 3 ) et ( q ) du numéro .^recèdent , on voit qu'il suffit de mettre FA au lieu de A , (pa —^ \|;«.au lieu de a , n.cpa — D.-vj^a au lieu de ô, et ainsi du reste, et de considérer les expressions ■D.(pa — d.\1/cc et (pa — \|;«, chacune comme un premier terme, dans les dérivations; la formule (n) donnera la série demandée.
3ii. Les cas des séries simples ne sont que des cas particuliers de ceux des séries doubles ; on peut donc déduire ,de la solution précédente celle du cas suivant, qui est très-général ; mais il est encore, plus simple de la déduire du n.** Qg5 ou du n.** Q99; elle se tire aussi très - facilement du n.^ 25;.
Soit y = a -h bx -h cx\ + dx"^ -+- etc., •••(8)
on demande à convertir
F{A -h Bx + Qc2 H- Dx'^ H- etc.) (9)
en une série dans laquelle entrent (py et ses puissances , sans x.
On aura , en prenant la fonction (p des deux membres de ( 8 ) ,
x{-D.(pa -h ^^.<pa.x -j- p3.(p^. ^2 -h etc.) = (py — Ça (10)
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Je compare cette équation avec l'équation (n) n.'^QgS; j'aurai r == 1,5=1, b = l>.(pa ( qu'il faut prendre pour un premier terme dans les dérivations ) , 7f = (cpv — (pa)j-^, ë"' = 1 , et 7", ^"', etc. = o ; de plus A = ¥A ; et l'on voit que tout ce qui est affecté de d' dans la formule (vi) du n.° 295 en doit disparoître ; ainsi cette formule donnera
F(^ H- Bx + Cx^ 4- Dx^ -\- etc.) = (0)
VA -\- (B.(pa)-K-D.FA.((py — cpà) + jD,{{D.<pa)-^.iy.FA].{(py — (pa^ +f p2. { (p.(pa)-l-D.FA ] .{(py - (p^)3 +etc. + -p«-^ { (D.(p^)-«.D.F^ ] ■{(py-(pay + etc.
Si on vouloit que la série fut ordonnée suivant les puissances de (pjy alors chaque terme deviendroit une série infinie ; il suffît , pour donner cette forme à la série (0) , de développer ((pj — <p«)% (<PjK — <P^)^ï etc. , {(py — <p«)", etc. par la règle du binôme. Comparez avec le n.° 286.
3x2. Tirons encore du théorème du n.° Q95 deux autres théorèmes, dont l'un en est pour ainsi dire le pendant , et l'autre en est une généralisation. Étant proposée la même série double (i) qu'au n.° agS , savoir A 4- Bx 4- Cx2 4- etc.
4^ BW 4- C^xv 4- etc.
Cy^ 4- etc
4- etc. , mais ^ au lieu de l'équation (11) , l'équation suivante
^' ^ y^x 4- è^oc^ H- etc. Y
j ^- 7'!r "H «^"«^J + etc. f x\h-^cX'^dx^-^ex'^-\-etc.Y=^7(j\ ^ ^ _^ ^^^ > ; . • .(q)
4- etc. j transformer la série (1) en une série sans x et ordonnée suivant les puissances
de^.
Pour ramener l'équation (q) à la forme de l'équation (11) du n.° 293 , je divise les deux membres par la quantité qui multiplie Tty dans le second, ce qui donne ç ^, ^ ^r^ _^ ^1^2 + etc. ^-«
_j_ y"y _|- ^"xv 4- etc. f x{b -\- cxH- dx^ 4-. etc. \t { ^ ^„^^ _^ ^^^^ > ^Try,
etc. J
ou.
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OU , en développant et faisant attention qu'ici h n'a point de dérivées suivant d', et qu'ainsi il faut toujours mettre b et lA hors du signe d', K^'-^ + D.(Z'r.C'-«).x H- p2.(^.^'-éj.,^2 _|_ etc. -h ^ïd'.C'-«.j -h d.(^'ïd'.Ç'-«).x^ + etc. -\- èïp'2.Ç'-ô.j2 _|_ etc.
* -f- etc.
= yty. ...(3)
Je compare à présent cette équation (3) avec l'équation (11) du n.<* Qg3, et je vois que ces deux équations coïncident si l'on fait dans celle-ci r = 1 , j= o , ^' = 1 , et qu'on change h en b^C'-^ : ainsi la formule (vi) du n.° Qg5 donne sur-le-champ la suivante, en mettant partout^ hors du signe d',
Bx B'jy
Cxy
etc.
etc etc.
etc.
-f. ^KA
+ ^-ÏD'.(C'^D.^).7r hÎD.{Z'-2«.C'2«.D.^j.7r^
H- ^-tp'2.(C'^D.^).7r
H->.j^-2ÏD'.(C'^«.D..^)j.7r^
-^etc.
Le théorème que présente cette formule est aussi général que celui du n.° Q93. On voit qu'il règne entre ces deux théorèmes une sorte de réciprocité symétrique : ici C' a des dérivées selon d et d', et h n'en a que selon d ; là h a des dérivées selon d et d', et C' n'en a que selon d'.
3i3. Si l'équation est
b -\- ex -\- dx^ -H etc.
+ d^xy -h etc.
-h ^'^2 _|_ etc.
-4- etc.
= 7rjK
.ya;-f-(J'^2 4_.etc.
y'y-*-<^"^jK+etc.
_l_^f'ya_^etc.
-h etc.
et la série à transformer la même que la série (1) du numéro précédent; dans ce cas , 6*' et ^ ont chacun des dérivées tant selon d que selon d' ; et par une analyse semblable à la précédente, on conclud du théorème du n.° 295 le suivant, plus général : ,- ,
Bx -f- C\x2 -h etc.
By -f- Oxy -h etc.
-f- Cy2 _j_ etc*
+ etc.
+ iD.D'.(^-2'-.C'2M).^^.^2 -+- etc. , (q) H-|p2.(^-3r.^/3.c.^).^3
formule dans laquelle h et C', ainsi que A , entrent également sous les signes D et d'. Au reste , b etÇ' sont toujours des premiers termes, et d.A est un second terme. Cette formule comprend comme des cas particuliers celles des n.°^ 2g5 et 3 12.
3i4. Venons au retour des fonctions. On peut proposer, pour les fonctions à deux quantités , différens cas plus ou moins étendus , analogues à ceux des n."^ 278, 279, 280, 282; arrêtons -nous seulement à une extension du cas du n.o 282. <i*^>.s'
Étant donnée l'équation
ù = a -+- jk^(^»JK) 1 ^"^ bien
^(^ïJK) étant une fonction quelconque de t et à^y ; trouver la valeur de 4/^, fonction quelconque de ^, par une série sans ^, ordonnée suivant les puissances de y.
Je fais t z= a '\- X ^ et je mets «' + j^ au lieu de y dans le dénominateur de ( 1 ) , et après les développemens je ferai «' == o ; de cette manière j'ai
<p(. + r,.'+j.) =.y----(^).etvP^ = vK^ + ^); (3)
et , en développant le dénominateur de l'équation (q) ,
(pia^a!) H- D(p{a^a'),x 4- -D'^(p{a^a^).x^ -f- etc. ^-^
-h l>'<Ç>{a^a').y H- D'Dq)(a^a').xy + etc. f . .
oi^m^nfu _^ p,,^(^^^,).^. ^ etc. f ~^' " '^^^
-H etc. j
Les signes d et d' indiquent des dérivations différentes , d en faisant varier a seul dans (p{a^a!)^ et d' en faisant variera' seul; d« = 1, et n'a' = 1. De plus,
y^/t = sl^a H- D-\l/a,x -+- ^^y^/a.x^ -\- n^yl/a.x^ ■+- etc. ... .(5)
Je compare l'équation (4) avec (11) du n.» qqS , ce qui donne r = 1 ,
b=i(p{aya^) j s =0 , 7F=i , Ç' = j ; je compare aussi le second membre de (5) avec la série A -h Bx -\~ Cx^ -+- etc. du corollaire II n.» Q97 , et , en observant ce qui a été dit dans ce corollaire, le théorème du n.^ 295 donne
+ fD{D\)yâ!.[<P(«,a')]^}
etc.
On aura soin de faire a^ = o après les dérivations effectuées.
3i5. Si l'équation proposée n'avoit pas de j^ devant (p, si elle étoit
É = a -h <P(^,jk) , ou
alors, tout demeurant comme précédemment, il suffiroit de faire 7f ==JK~S et en mettant , pour abréger , © au lieu de cp («, «' ) , la série seroit
-vf/a
+- D\|y«. p'2 0.j^2 _i_ D-v|y^. p'30.JK^ H- etc. 7D(D\);â!.D'02).J H-7D(D\|/«.p'202).j^2 _i_etC.
+ jP^'Cd-vI/^.©^) + jp2(D\|>^.D'03).j -i-etc.
+ ip^(i>\|>«. 0^^) ^-etc.
H- etc. ,
expression qui, quoique non ordonnée suivant les puissances dej^, présente cependant une loi fort facile à saisir.
3 16. Étant donnée l'équation t = F{p, ^, j^)» ^^nt le second membre est une fonction quelconque de /? , ^ , ^ , qui devient fonction de p seul lorsque y z=: o; trouver la valeur de ^, et même d'une fonction -J/^ de ^ en p et j^ > par une série ordonnée suivant les puissances de j^.
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C'est le cas de Cousin, dont il a publié une solution, pour la première fois dans les mémoires de V Académ^ie des sciences de Paris , année 1783, pages 66 1 et suivantes, ensuite à la fin de son Introduction à l'Astronomie physique , et encore au n.*» 5gQ de son traité de Calcul différentiel et intégral , Paris , an 4.^ La solution que nous allons donner en diffère à plusieurs égards (*).
Puisque "F {p <,t ^ y) devient fonction de p seul lorsque j^ = o , il faut que cette fonction soit de la forme P -\~ y(p{pi ^iJK)^ ^ étant ce qu'elle devient lorsque y =z o , et l'autre Tpartie y (pip , t, y) étant affectée de y hors du signe Çf c'est-à-dire, tous les termes qui n'entrent pas dansP étant multipliés pary^ afin qu'ils disparoissent quand on fait y = o. L'équation proposée devient
dOIlC „ ^, ^ n . t — P , .
^ = P -^ y^^P-» ^J). ou bien ^(^^^^^^^ =JK (7)
Je fais ^ = J* H- ^ , et je mets «' -f- j' au lieu de y dans le dénominateur de ( 7 ) , et après les dérivations effectuées je ferai «' = o ; de cette manière l'équation ( 7 ) et la fonction cherchée -vp b deviennent
oc
^J/^ = -vKP + x).
Ç{p,P -^œ^a'-hy)
Pour développer on regardera p comme invariable , P eta' comme variables, mais P ne variant que par rapport à d , et a' que par rapport à d' , dP étant = 1 , et n'a' = 1 .
Comparant les équations (8) et (9) avec (q) et (3) du n.° 3i4, on voit qu'ici P remplace a , et qu'au reste les équations sont de même forme ; d'où il s'ensuit, qu'en mettant, pour abréger, Q au lieu de (p{Pi P, a')j on a par la formule ( 31 ) ,
x|;P+D%pP.Q.JK -h D^^P.D'Q
•^t = y2 +D-4yP. ç'2Q
etc.
+ fp2(Dv);P.D'03)
On effectuera les dérivations D et d' comme nous l'avons indiqué ci-dessus; puis on fera a' = o.
f (*) Il y a long- temps que j'ai trouvé cette solution ; mais je m'aperçois, au moment de livrer la feuille à l'impression , que le Professeur Pfaff, un des meilleurs Géomètres de l'Allemagne, a tiré du théorème de Lagrange , n.** 382 , une solution peu différente de la mienne. Voyez page 338 du premier volume de se» Disquiiitiones analycicee.
On
Soit proposée cette équation plus générale
T = HP -t- jk.<P(^,^,jk)î, (10)
P étant fonction de p seul; on demande ^pv en p et y y sans v.
On suppose, comme n.° q83, t = P -\- y(p{Pi ^^j); substituant dans
(10), on a i^ == h ^ partant
t — P ——, r r = r (lO» et •J/ç' = xLf^, (iq)
ou , en faisant bz=zP -\-x ^ et mettant a! -\-y au lieu de j^ dans le dénominateur de (11), sauf à faire ^z' = o après les dérivations , on a
En comparant (i3) et (14) avec (8) et (9) ci-dessus, on voit que ce ca^ se ramène au précédent et qu'il est résolu par la formule ((S), pourvu qu'on y mette ÎP au lieu de /*, partant -^ÎP au lieu de \)>P, et(p{p^ïP^a') au lieu de (p{p^P^a') = Q. T>P est toujours = 1 : on prendra P pour la variable dans \(/fP : dans les dérivations D',Q = (p(yw,fP,a') sera considéré comme fonction de a' dont la dérivée dV est = 1 ; mais dans les dérivations d , Q sera considéré comme fonction de fP dont la dérivée est miP ; ainsi , mettant un point après d lorsqu'il se rapporte à Q, on fera D.Q=:DQ.DfP, d^. Q = nQ.ç^fp + p2Q.(DfP)2, etc.
5 18. Quelle que soit l'équation , (p(^, w) = o, qui donne tenu^ algébrique ou transcendante ; on propose de trouver une série sans t , qui donne la valeur d'une fonction quelconque F (^^, w). *
Ce problème général fait le sujet d'un mémoire de Lambert, inséré parmi ceux de l'Académie de Berlin pour 1770; mais la solution qu'il en donne me paroit laisser beaucoup à désirer.
Je fais t = a--{-xetu=^{:é-\-j^ a et a! étant des quantités quelconques; la fonction F ( ^ , u) devient
F(^,m)=: F(a,«^) H- DF(a,<z').^ +ç2Fc^^^'j.^2_f_ etc.
•4- •c!Y[a^a}).y H- DD'F(«,<z').as7 -h etc.
■ -\- p'2F(a. «')-JK^ "+~ ^^c-
H- etc. ; . •
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série qui a la même forme que la série (i) du n.° a 93. Le signe d se rapporte à ^ et le signe d' à ^z' , d^z = 1 , et d'^z' = 1. L'équation proposée ^(^, w) = o devient de la même manière
G = (p{aya') + ji(p(aya').x -f- ^^(p{aya').x^ •+- etc. -+- n^ (p{a^a^).y -f- ■DJi'(p{a,a').xy -\- etc. + ^'^(p{aya').y^ + etc.
H- etc. ; d'où Ton tire , en transposant ,
iD(p(â^, a') -é- p^<p(^7 âj').a; -{- etc. J (3)
-H DD'(p(âf, «'). j + etc. V := — {(p(<7,«')-4-D'<p(<z,^').j-+-p'2(p(<z,«').7=»H-etc.j, + etc. j équation de la même forme que l'équation (11) du n." Qg3. Comparant, on a r= 1 , s = 1 , 7F = — JK~S ^ = r><p(«,^')» ^' =<p(«,^'), u4 = F{aja'). Ainsi l'équation (vi) du n.° 295 donne sur-le-champ la formule suivante :
Fit,u) = (©)
- 1 [(p(^, «')] ^. p^ î [D^ (^, «')]- ^. df(«, ^'; }
Dans cette série , B(p (^, a') et <p (^t, ^') sont des premiers termes, mais t)F(a,a') est un second terme : ainsi il faudra mettre ^^(p{a,a^)j i^^(p(aya'), etc. au lieu de DD^(a,«'), -^^B(p(aya'), etc.; mais on écrira ^^^F^aya')^ 3^^F(a,a')j etc. au lieu de ddF(<z,«'), ^^BF^a^a'), etc.
Sig. L'équation (q) du numéro précédent se met aussi sous cette forme :
(4) ( (p(aja') +D'(p{aja'),y +dd' (p [a ya').œy + etc. J
a){D(p{a, a') 4- p2(p(iz,a').a; -|-etc.}=— ■{ + ^^^(pi^^a'^j-^ + etc. \ ^
( _ 4- etc. \
où D<p (tf, «') n'a que des dérivées d , et où (p (a, a') n'a point de dérivées indiquées
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par D seul , mais des dérivées d' et des dérivées affectées des deux signes d' et d. Comparant avec l'équation (2) du n.o3iQ, on aura r= 1 , b = ii(p{a^a!)^ 6=1^ Tf = — JK~ ^ î C = <p(«,a') j et la formule (|j) donnera la suivante :
-H p'3F(«,^').jk5 - [D(p{a,a})YK^^(p{a,ayTyYia,a')\.y^ H^ etc •
-f- iDÎ[DCpKa')]-«.D'{[Ç)(.Z,«')^DF(^,«')i !-7
série dans laquelle Dcp («,«'), (p(a^aJ) et F(<ï,^'), sont des premiers termes: mais en faisant les développemens on aura soin d'observer ce qui a été remarqué ci -dessus à l'égard des dérivées de ji(p{a^a'') et de celles de (p{a^a!) , et la formule n'est vraie que sous ces conditions.
Telle est la solution du problème proposé lorsque a! et a sont des quantités quelconques , arbitraires , indépendantes l'une de l'autre. Mais si «' et a sont des quantités correspondantes, c'est-à-dire, (piptu) = o étant l'équation d'une courbe , si a^ est une valeur de l'abscisse et a la valeur de l'ordonnée correspondante ; alors a n'est plus arbitraire , mais il est une des racines de l'équation <p(^,^') = o , et cpi^a^a!) est zéro. Nous allons voir ce que deviennent dans ce cas les formules (^) et (^).
520. Soit a^ une valeur quelconque de u dans l'équation (p(/^,«) = o, et a une des valeurs correspondantes de ^, de manière que l'on ait aussi ^(^, a') = 0; on demande l'expression sans ^ de F (^, u).
Nous supposons ici que l'équation (p{ty a') = o n'a qu'une seule de ses racines t égale à a ; alors (p (a, a') = o , mais ni D<p(<2, a') , ni d'(P(^ï, a') ne sont plus zéro , et, en mettant a-\- x et aJ -\-y k\a. place de ^ et de w, l'équation o = (p{tyu)
devient ^ __ ji(p(a,a').x -h p2^(<i,a').a?2 -f- etc.
-h d'(P(«,«')-JK "+- D^'^?» («,«')• -^7 -4- etc. -f- ^'^(p{a,a').y^ -t- etc.
etc.
fl8o DUCALCUL.
qu'on peut mettre sous l'une ou l'autre des formes suivantes , savoir :
D^(/3,^')-hp2^(^^^^'). ^_}_etc. ) (5)
H-DD'(p(^,â^').jH-etc.>=-jKÎ»'^(a,«0+p'^Ç'(«»ûO-JK+p'^<P(«,aV^ + + etc.)
ou bien
(6)..... fD'(p(«,a')+DD'(p(«,fl').^ + etc.
xJD(p(^,a')+p2{p(^,«').a;+p3^(<2,/3^').x2+etc. } = —y\ +p'^Ç'(^»^ )-JK +etc.
( +etc.
En comparant la première de ces équations avec l'équation (ii) du n.°Qg3 ,
on a r= 1 , jrz= 1 , Tj-ir^z — 1, Z'=D^(a,^'), ê'' = D'(p(<a^,«'), et la formule (vi)
du n.° Qg5 donne
• -h ç'3F(^,«')jy
■-4-^D'{[D'(p(«,a')]2.DJ[D(p(«,a')]-2.DF(^ïy)iJ — f [D'(pr^,«')]3.p2{[D(p(^,«')]-3.DF(^,«')j
série où d'<P(^,«') , Ti(p(^a,a')y F(a^a') sont des premiers termes, et qui est ordonnée suivant les puissances entières de j. Ici , par la formule même , j}'(p(a^a') n'a de dérivées que suivant d' , tandis que D(p(/z,«') en a suivant d' et suivant d , ainsi que cela doit être en vertu de l'équation ( 5 ).
321. En comparant la seconde des équations précédentes, savoir (6), avec (q) du n.« 3iQ, on aurar= i , ê=i , tt = — i , ^ = DCp (<«,^') , C == i>' (pi^^a') , et la formule (p) du même numéro 3iq donnera
etc. ;
-~ [D(p{a,a')]- KT}l(p{a,a').j)F{a,a')
— l^(p{a,a^)] - ». d' { ji^(p{a,a}), dF(^,^') |
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— [d^(<2, «')] - '. p'2 J d'^ {a, a}), DF(a, <z') }
dans cette série i3(p(a,a')^ ■D'ip(a,a') et F (a, a') sont encore des premiers termes, et la série est également ordonnée suivant les puissances entières de y. Ici ncpia^a^) n'a point de dérivées d', tandis que D'(p(/2,^') a des dérivées d et d'. Quoique cette série (@) diffère pour la forme de la série (§) , il est cependant aisé de s'assurer que ces deux séries coïncident , en développant les coëfficiens de JK^^^JK^ etc.
322. Si, en supposant donnée l'équation (p(^,w)=:o , on met, dans îa formule (§) ou (@), t au lieu de ^, w au lieu de a\ A^ au lieu de x^ ^u au lieu de jj^, et par conséquent ^ + A^ et u -{- ^u au lieu de ^ et de w ; on aura pour la valeur de F (/^ H- A^, u -f- A") une série régulière , dont la loi est aisée à saisir ; elle sera sans A^ > et ordonnée suivant les puissances entières positives de A"»
Dans le cas particulier, où étant donnée l'équation (p{ù,u) = o, on demande ^ -H A^ en une série ordonnée suivant les puissances de A" j V{a^aJ) devenant = ^ et 13F {a^a^) = 1 , on aura , par la formule (®) 1
t -h At
t — [d<P(^, uj\- '. D'(p(^, m).aw — [d(P(^,z/)]- '. r>'2(p(^, u)
{b.uy
+ ^d{[d(P(^:,m)]-2.d'[d'<P(^,w)]2} -h etc.
Or , puisque l'on a l'équation cp (^, w) = o , qui donne b en w , il est clair que t est une fonction de w : on a donc aussi par le théorème de Taylor ,
àt
(Aï.)2 -f-
dw ' '"" ' 1 . Q àu'^ ' V" / ' 1 . Q . 3 di/3 On voit donc que les coëfficiens de la série (S?) donnent immédiatement les
valeurs des différentielles -5— , - — , -3-^ , etc. , et il est aisé de conclure de la
au ' aw^ au^ '
loi qui y règne la valeur générale de -^ — : cette formule est utile dans le calcul
dw«
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différentiel , où Ton n'a jusqu'à-présent trouvé les valeurs de -7—7 » -j-r 7 etc. que
par des différentiations successives de l'équation Ç (t, u) = o y et par les substitutions de ces valeurs les unes dans les autres , au lieu qu'ici on les a par des formules qui n'exigent aucune substitution , et dont la loi est manifeste.
323. Soit(p(tja')=o l'équation en laquelle se change la proposée (p(ù,u)=o lorsqu'on y fait u z= a' ; on suppose que (p{t:,a') =1= o a plusieurs racines t égales chacune a a, blu. nombre de A: , et l'on demande l'expression de F {t, u) ,• pour ce cas.
Puisque k est le nombre des racines t égales à a lorsque u = aJ ^ <p (t, a') aura cette forme (^— a)^f(^,^'); ainsi, en mettant a' -\- j au lieu de u dans l'équation (p (t, u)' = o , elle deviendra
0 = C^— aY£{t,a^) H- T}'(p{ù,a').y 4- ^'^(p{t,a').y^ -f- etc. , et il est visible par là , que si on met aussi a -{- x kla place de t dans (p(^, ?/), non-seulement (p(a^a') sera zéro, mais encore D(p(^, «') , ^^(pia^a^), ^^(p(a,a'), etc., ^^-^(p(a,a'); et ^^(p{aja') sera la première des dérivées selon d seul qui ne s'évanouisse pas : de plus, puisque d' fait varier «' , B'(p(a,a') ne sera ^ plus zéro en général, ni THD'(p{a,a') , non plus que toutes les autres dérivées dans l'expression desquelles entre le signe d' , ou seul ou accompagné de d.
De là il s'ensuit qu'en mettant à la fois a -\- œ et ^' H-^ au lieu de l et de u dans (p{tj u) z= o, cette équation devient
G = B^(p{a,a'),x^ -\- D*-t-»(p(^,/2'). a:^+» + etc. ' -1-d'<P(«,^').j -h ■DJ)'(p{a^a').xy ■+- etc.
^ 'D'^(p{a,a').^^ H- etc. *
H- etc. ; . "
équation qui donne , en transposant tout ce qui est affecté de y et en extrayant
ensuite la racine A^*™*,
x\^^(p{aja') 4- p^H-ï(p(^,a').a; -+- •D^+^q)(a^a!).x^ ^- etc. |^ ==
Y^^(p{a^a}) H- DD'(p(âr,«'). X H- -^^Ji^ (p{a^a!). x^ -+- etc. '"^
(_i)T.^T) ^ B'^(p{a^a').j -+- Dp'2Ç)(^,a').^j -u etc.l : •••(7)
p'3<p(â^,^').^2 H- etc.
etc.
— 1 ayant k racines A'*"", je mets fx au lieu d'une de ces racines , et comparant
avec l'équation (q) du n.° 3 1 2, j'ai r=-7-, ê = 7-»7r=jwjK^ >^== P*^(^)^') »
C' = D'(p(âJ,a'). Substituant dans la formule (f) du même n.° 3iq , on en tire cette autre formule ,
-H[p*(p(a,a')]'"^.D'{[D'(p(a,a')]^".DF(a,a')l-)«JK^"^' 2 2 a
-HiDÎ[p^<P(a,a')]~'^.[D'(p(«,a')f.DF(û,a')i./.^jK'^ ....(5).
-h p'3F(a,a';.jK^ 1 1 1
p*(p(a,a')] "^.p'2{[D'(p(a,a')p.DF(a,a')J./^jI
+ ^DS[p*^(a,a')] ^D'{[D'(p(a,a')]*.DF(«,a')iJ.^^jK*"^'
+ tPM[P*^(«,«')]~ ^. [D'(pCa,a')]^. DF(û,a');.^5^*
Dans cette formule, p*(p(«,a'), T>'(p{a,a') et F(a,a') sont des premiers termes; de sorte que dans les dérivations on mettra p^ + ^ <p(a,a') , D^ + ^(p(^a,a') , etc. au lieu de Dp*(p(a,a') , B^^^(pCa,a'), etc. ; i^'^(p(a,a'^ ^ B'^(p(a,a'), etc. au lieu de D V(p(a,a') , p'2D'(p(a,a') , etc. ; mais DDF(a,a') , p2DF(a,a'), etc. seront Qp2F(a,a'), 3p3F(a,a') , etc. ; B^(pQa,a'') ne varie point selon d' , mais T>'(p(^a,a') et DF(a,a') varient tant selon d' que selon d. La formule n'est plus ordonnée, comme on voit , suivant les puissances entières de y,
524. Ayant toujours l'équation (p{c^u) = o, si l'on vouloit que la série pour F(/^, m) renfermât u au lieu de^; alors, puisque l'on a supposé u =.a} -^ y^ afin d'avoir y = u , il faudroit faire a^ z=. o dans les formules précédentes , après les dérivations effectuées.
Dans ce cas, 1.° les formules (®) et (S) donneroient F(^,w) en u y a demeurant quelconque , mais les séries ne seroient pas ordonnées suivant les puissances de w : on pourroit cependant ordonner ces séries suivant *les puissances de u , mais alors le coefficient de chacune de ces puissances seroit une série infinie.
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2.<* Si , en faisant a^ = o ^ on prend pour a une des racines de l'équation Ç) (^, o) = o , alors <p (^, o) sera zéro , et en supposant que (p (ù, o) = o n'ait qu'une seule racine t égale à «, la formule (S) ou (@) donnera pour F{t^u) une série qui sera ordonnée suivant les puissances entières positives de u.
3.° Si, a' étant= o , (p(^, o) = o a plusieurs racines égales chacune à a , alors la formule (3f) donnera pour F{t:,u) une série en m, mais cette série ne procédera plus suivant les puissances entières de u.
Le cas du présent numéro a mérité l'attention de Laplace , qui s'en est occupé dans les mémoires de l'Acad. des sciences de Paris , année 1777» pag. 120 et 121.
325. Si l'on a l'équation (pu = \|/m , où les quantités ù et u sont séparées , et qu'on demande l'expression de F^ par une série sans t; on voit que ce cas est compris dans celui du n.° 3 18 : ainsi les formules (©) , (§) , (S?) en donnent la solution. On observe que pour ce cas les formules (S) et (®) coïncident avec les formules (©) et (g) respectivement. On peut aussi tirer la solution du cas actuel, et avec plus de facilité peut-être, de la formule (ix) du n.° Qgg.
On résoudra encore d'une manière semblable à celle dont nous avons fait usage dans les n.*^^ 3 18 et suivans le problème plus général où l'on demande l'expression de F(^,w) sans ^, lorsqu'on a l'équation (p{t^u) z=z^\ju\ mais on peut regarder cette équation comme comprise dans l'équation précédente (p(^,w) =z o , (p étant une fonction quelconque : ainsi nous regardons ce cas comme déjà résolu.
326. Il s'offre encore un autre genre de questions ; ce sont celles où ayant autant d'équations que de quantités ^ , u, ^ , etc. , qui entrent dans une fonction F(^, w, v^ etc.), on demande l'expression de cette fonction par une série dans laquelle n'entre plus aucune de ces quantités ^ , m , v ^ etc. ; tel est le cas où l'on demande l'expression de F(/^, u) sans t ni u ^ lorsqu'on a les deux équations (p{t^u) =. o et -^{t^u) ■z= o. Mais ces recherches nous mèneroient trop loin , et nous regrettons de ne pouvoir nous y livrer.
327. Nous allons terminer ces applications en disant quelque chose des retours de retour des séries.
On propose de transformer la série
A H- Bx 4- Cx2 -h Dx^ -j- etc. (1)
en une série ordonnée suivant les puissances entières positives de z , lorsque
la
la relation entre x et z est donnée par les deux équations
Tfjr = œ{Ç -h yx -h ^x^ -h etc.y, (q)
'srz = j{b -h cj -h tj^ -h etc. y. (3)
C'est le cas d'un double retour.
Si Ton n'avoit que l'équation (2), et qu'on demandât pour (1) une série en y, le théorème du n.° q57 donneroit, en y mettant yfj au lieu de xç'^ ,
-f- etc. H p«-ï.(6'-'"»D.-^).7r"/" + etc.;
je représente cette série par
a -{- by -\- cy^ -f- dy'^ -h etc. + an.y^ -f- etc. , ( 4 )
de sorte que la question est réduite à transformer cette dernière série ( 4 ) en une série en z lorsqu'on a l'équation (3) ci- dessus. Le théorème du n.^ <xb^ donne encore
a + \>-^Tï,a.'œZ H D.(b-2''D. â!).'ZB-2 22 -}- — p2. (è-3ru. ^). ^323
H- etc. H p''-».(b-'"'D.^ï).'23^2» -t- etc. ,
ou , en développant ,
û^ H- ^.b-^-za-z -H i(Z»D.b-2'- + îc.b-2'-).zo-2 22
-f-' j(^p2.t)-3r ^_ QCD.b-^»- + 3J.b-3r).^323 -}- etc.; et, en mettant pour ^, ^, c, d^ etc. leurs valeurs ci- dessus, on trouve
A H- ^j5 4- Cx2 -f- £)x3 _j_ etc. = (5)
^ 4- D.^. g'-'». b-'-.7r.'5r.2 -h ^{D.^.Ç-'«.D.b-^^7r H-D.(d.^. g•-2'»).b-»^7r- j-ZST^-Z^ -j-|{D.^.^-'»p2.b-3^.^_^U.(D.^.^-2«).D.b-3^7ï'2^-p2.(D.y^.C-3'»).b-3^^3j^3.23
(D.^.C-'«p3.b-4^;T+D.(D.^C-=^'»).p2.b-4^^2^.p2.(D.^.C-3'»).D.b-4^^^ 4244-PtC
Étant données les trois équations
2 = 83^ -h (5/2 4_ ^^3 _^_ gj^4 -f. etc. , . (6) •
y =. '^cc -\- cx'^ H- ba;3 4- tx^ -+- etc. , ..... (7)
^ = ^(/ -|_ cf^2 _j_ ^ç;3 _}_ e(;4 -1- etc. , (8)
on demande à exprimer v par une série en z. C'est l'inverse du problème du n.«»65.
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La dernière de ces trois équations donne , par le n.® 2 65 , (^ = b'-^,x -\- ^D. ^-*..r2 ^_ ip2. Z>-3. ^3 _|_ i.p3. ^-4.:r4 + etc. ...(9) Je compare cette série avec (1) du numéro précédent, puis (7) avec (2), et (8) avec (3) ; ce qui donne ^ = 0, 0.^=^ = ^-1, C =zi^vt>h-^^ etc.; 7r = 1, m=\ , g'=b; •z!r=:i,r=i, 6 = 25; substituant dans la formule ( 5 ) , et développant on trouve
^-1. b-». ç3. SJ5-4 -f- (^-iD.b-a -h D. 3-^b-2)p2.g5-4 j
-f- etc.
La loi est manifeste, et les développemens ultérieurs n'ont aucune difficulté.
329. En revenant au retour des séries simples, nous allons rassembler dans cette division différentes observations , lesquelles serviront soit à répandre un nouveau jour sur ce qui précède , soit à présenter quelques théorèmes intéressans sur les dérivations , auxquels nous serons conduits principalement par les différentes voies que l'on peut suivre pour arriver aux formules du retour des séries.
33o. En comparant la formule (E*) avec la formule (E) , n.**^ 284 et q83 , nous avons trouvé un théorème sur les dérivations que nous allons simplifier et généraliser ensuite.
Si l'on suppose dans les numéros cités que la fonction F s'en aille; c'est-àdire , si l'on met l'unité au lieu de la caractéristique F ; et puisque <poc est une fonction quelconque , si l'on fait (poc = €", vtCpoc = v.C = y > p^^a = J*, etc. ;
on aura le théorème suivant
la dérivée dcc dans %]>« étant toujours = 1. Mais voici ce théorème généralisé :
Théorème.
33 1. Une fonction quelconque des deux séries suivantes, savoir
Ul H- (C-'"D.9l).jK + iD.(C-2'"D.2l).^2 -f- fç2.(Ç-3mD.2l).^3 _4- etc. ) est égale à la série .....(q)
+ etc. -f- — p«-'. {^-«'«D. -4/(^,21 )}.j'» H- etc.
Démonstration, Soient les deux séries quelconques , finies ou infinies ,
A -h Bx -{- Cx^ H- Dx^ -+- etc. , 2t 4- S5.r -i- dx^ -+- t>x^ -{- etc. , converties chacune en une série qui procède suivant les puissances de j^ , JK étant = x{Ç -h yx -h Sx^ H- gx3 -+- etc.)»" , comme n.** 25; j je représente ces séries transformées par
^ -4- ^jK -f- cj2 _|_ jy3 _j_ etc. , a -h hj -h cj^ -{- b j' _f- etc. , et j'aurai l'équation
\(;{^ -i-Bx-h Cx^ -+- Dx^ -+- etc. , 2( -H S5a; + (la;^ -{- ^x^ + etc. j = \|> { « + fy -^ cj^ -f- <fy3 -h etc. , a -h-ty -h cj^ -4- bj^ ■+- etc. j . En développant le premier membre de cette équation , on le trouve égal à
•vK^,5ï) -+- D.\Ky^,2ï).a; ■+- Ç2.^(^^2i).^2 _|_ etc., série , qui , par le n.<^ 25; , en mettant yp{Ay^l) au lieu de A dans la formule (iv), sera égale à
•vK^,5l) -f- e-'«D.yi^{yiy^).y -4- fD. j^-2«D.^I>(^,3t)Î.JK^ -h eto. Donc cette dernière série , égale au premier membre de l'équation ( 3 ) , sera aussi égale au second membre de la même équation : ainsi , en mettant pour a, b, etc. , a^ h, etc. leurs valeurs en ^ et 21 , on a le théorème qu'il s'agissoit de démontrer.
Ce théorème et sa démonstration s'étendent aux séries de la forme de celles des n.*"^ Q 95 , 3 1 Q et 3 1 3. En voici deux corollaires qui nous serviront tout à l'heure.
532. Corollaires. I. Donc s'il n'y a qu'une seule série , on aura
>P{^-HC-'"D.^.7-l-iD.(g'-2«D.^).J)^2 ^_ J.p2.(^-3mi3.^).j3_|_etC.}=:
^A 4- Ç-^D.-vP^.jK-hfD. (C-i^D.-J/^^jK^ H-ip2.^ç^3«p.^^).^3 4_ etc.
II. Si l'on a la fraction
A H- ^-'«D.^.J -h ^D.{Ç-2«„.^).j^2 ^_ jp2.(g'-3mD.^).j3 _f_ etc.
91 -f- g'-'«D.5l.j -H ^D.(^-2mo.3i;.j -+- |p2.(g'-3«D.at).jK3 _|_ etc.' puisqu'alors •v)^(^,3ï) devient A%-^; on aura, pour cette fraction, la série ^5«-i4-^-'"D.(^i«-»).jK4-xD.jg'-*'«D.(^2t-0S.j2 + yp^.{^-^'«D.U2l-i)J.j3 + etc.
334. Nous allons comparer la formule que nous avons obtenue n." 70 pour la somme des puissances des racines d'une équation quelconque , avec celle que donne le retour des suites pour la puissance d'une seule de ces racines; ce rapprochement servira à répandre plus de jour sur les séries trouvées.
Soient a, ê", y, $, etc. les racines de l'équation
a.x*^ — bx*"-^ — cx^"^ — dx^-"^ — etc. — kx — - l = o . . .(1) ec étant la plus grande de ces racines, C^ y , 7^ ^1 ^t ainsi de suite ; on aura , par la théorie des équations
ax'^ — bx""-^ — c.r'«-2 _ etc. — I = a{x—cc){x — C){x — y)(x — S)X etc. ..(q) Les racines de l'équation
.• a ^- bx — cx'^ — d:j^ — etc. — kx^-^ — Ix"^ ■= o . .(3)
seront les réciproques de celles de l'équation (1). Si donc on désigne par a, b , c , b , etc. les racines de cette dernière équation ( 3 ) , a étant la plus petite ,
et 0 <C c ) c <C ï» j etc. ; on aura a = — , \> =. — ^ c=— , î> = -jrï etc. , et
oc b y 0 ^
a — bx — CvX2 — dx^ — etc. — Ix^ = a(^i x)(i x){i x) X etc. ..(4)
Pour s'en convaincre il suffit d'observer que l'équation {4) résulte de l'équation
( Q ) , si dans celle - ci on met — à la place de x , et qu'on multiplie par x'".
Si l'on désigne par Sr et <B-r les sommes des puissances r et — r des racines de ( 1 ) et de ( 3 ) , c'est - à - dire , si l'on fait
Sr = oc' -h^ C' -h y' -h etc. , @_r = - + ^^ + -^ H- etc. ,
on trouvera, comme n.<' 69, en prenant les logarithmes,
log(^ — bx — cx^ — etc. — - /x*") = log« — Si.x — ^S^.x^ — jSz-x^ — etc.
(5) =log^ — @_i.x — 7@^2-^^ — y@-3.a:3 — etc. ,
et en développant log(^ ^ bx — cx^ -- etc.) comme au n." 70 , on aura
Sr
Sr=:<Q..r^ (6)
a-r^T _| ^^-'■4-iD.^''-' H — ^ï-'' + 2p2.^-a H- etc. H a-^T^'-^.h\
ou bien, puisque (n.° q68) -£-ç«.^-'-« = — p«-».(^-«D.^-'-) , et, en mettant — r au lieu de r, p«. Z»'-« = — p«-i.(^-''D. ^'■) , on a aussi
Sr = @-r = ....•(7)
^ _l_ b-iD.h\a -4- ^D.(^^*D.^'')-^^ H- yp=*.(^-'D.^'')-^^) _^ etc. H ^p''-s. (^-'■+>D. ^0. â^'^-' l '
série qui n'a qu'un nombre fini de termes.
335. De ce que dit Newton dans son Arithmétique universelle , en traitant des limites des équations numériques, on infère ce qui suit.
Puisque les mêmes puissances de quantités inégales diffèrent d'autant plus
les unes des autres que ces puissances sont plus hautes ; si r est un nombre
considérable, la puissance od^ surpasse non -seulement chacune des puissances
^'j y, etc. , mais encore leur somme ^"^ -\- Y "+" ^'^^' ^ s'ensuit de là, que si
l'on tire la racine s de Srs = «''* -f- Ê"" -H y''' -h etc. , {SrsY sera une valeur
approchée de ce'' y c'est-à-dire de la puissance r de la plus grande racine de
l'équation ( i ).
Cette méthode d'approximation a l'avantage de ne pas exiger qu'on connoisse
d'avance une valeur déjà assez proche de la plus grande racine , et elle fait
connoître la valeur de ce'' d'autant plus exactement qu'on fait s plus grand.
Nous allons la réduire en formule , et par là la faire servir aussi aux équations
littérales.
A cet effet , je change r en rs dans la série (7) ci- dessus j je compare avec
le n.o 33q , et faisant w = i, Ç=:^,^ = <z, A = ^", vpy^ = ( b"y = ^S
la formule de ce n.<* 332 donneroit pour {SrsY ^^ série suivante, qui va à l'infini , (b^-\^ b-^n.b^a H- 7D (b-^j}.b'-).a^ -H ^^^.{b-^n. b'),a^ \ 1 -+- etc. -\ ç»-^(3-''D. £''■).«* -+• etc. t. ^ ^
si la série (7), après y avoir mis rs au lieu de r, alloit à l'infini : mais comme elle n'a qu'un nombre de termes fini et dépendant de s y il en résulte que la
3Q0 DUCAIiCUi.
formule du n.** 332 , qui suppose que la série de son premier membre aille à
l'infini , donnera , dans le cas actuel , la série précédente ( 8 ) , moins une
autre suite infinie de termes , qui ne commence qu'après un certain nombre
de termes de ( 8 ) réglé sur «s , et qui par conséquent est dépendante de ^ ,
et diminue lorsque j augmente. De là on conclud que , puisque ^ n'entre pas
dans (8) , et que partant cette série (8) est indépendante de s , elle est la partie
indépendante de s dans la valeur de (SrsY.
Mais, d'un autre côté, si l'on représente (SrsY par («*'"-+- P^^y •, P"^ étant
= C" -H y" -f- J*'" -+- etc. , et qu'on développe par la régie du binôme , on a _ i 1 P^r 15-1 {P^y iS^y = oc^ -\ -, r • • -^7 — —^ H~ etc. ,
où a*" est le seul terme indépendant de s , les autres variant avec s et diminuant lorsque s augmente. Donc la série (8) continuée à l'infini est rigoureusement égale à a^
Puisque — ç'"-*.(^-'"d. ^'■) = p'».^'"-'", il est clair que la série (8)
peut aussi se mettre sous cette forme :
J/ J\r. -I^yi,h^-y,a +— ^p2.^'--2.a2 +-Il--p3.3'--3.^3 +etc. +-p'-».^.a''-»
+ rp'.log^.a'' — -p'"+i. ^-•».âf''+» p'"+^^-2. «'•+» _ etc.
et cette série n'est autre chose que la série (6) , pour Sr , continuée à l'infini.
Quant à Téquation (3) , a — hx — cx"^ — etc. — Ix^ = o ; puisqu'on a vu que l'on a « = a-* , partant a' = a-*", il s'ensuit que la série (8) où (g) qui donne la puissance r de la plus grande racine de l'équation ( i ) , donne la puissance — r de la plus petite racine de l'équation (3).
Comparons maintenant avec le n,°26g. On voit qu'en changeant les lettres grecques en françoises, la série (5) du n.° Q69 peut se mettre sous cette forme
^ j M- etc. -+- — ©«-'.(^-"D.^"'")-^" M- etc.
et en mettant — r au lieu de r, elle CQÏncide avec la formule (8) ci-dessus. On tire de tout cela cette conclusion remarquable i i.** La même série qui donne la somme des puissances r des racines d©
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l'équation ax^ — hx^- * ' — ex"-* — etc. — / = o , si on ne la continue que jusqu'à ce que les exposans de b deviennent négatifs , donne la puissance r de la plus grande racine , si elle est continuée à l'infini.
2.° La même série qui donne la somme des puissances — r des racines de l'équation a — bx — cx^ — etc. — Ix*" = o , si on ne la continue que jusqu'à ce que les exposans de b deviennent négatifs , donne la puissance — r de la plus petite racine, si on la continue à l'infini.
3.0 La série qu'on obtient par le retour des suites pour la puissance r d'une des racines de l'équation a — bx — cx^ — etc. — Ix^ = o , donne la valeur de la puissance r de la plus petite de ces racines.
La première partie de ce théorème a été observée par Euler , dans le tome XV des noi^i Commentarii de Pétersbourg, pag. 58 et suivantes , mais il ne l'a démontrée qu'imparfaitement.
Il suit encore de ce qui précède , que pour avoir la puissance r de la plus grande racine de l'équation ( 3 ) , a — bx — cx"^ — etc. — îx"^ = o , il faut écrire l'équation à rebours , de cette manière ,
Ix"^ -f- kx^-^ -h ix'^-'^ -H etc. -\- bx — a = o ^ puis, la comparant avec l'équation (i), faire ^z = /, ^ = — h^ c = — z, etc., k = — b, l = a, et la série (8) ou (g) donnera la plus grande racine de cette équation ( 3 ) : ou bien , ce qui revient au même pour le fond , il faut diviser l'équation (3) par a;"», ce qui donne
/ -+- kx-^ -+- ix-^ -h etc. -h ^0:-*"+* — ax-"^ = o, et comparant cette équation avec l'équation (4) du n.° 26g , y faire 06 = — /, C= k , y = i , etc. , K = b , A = — ^; et changeant x en x"^, la série ( 5 ) du n.° 269 donnera la valeur de x-''.
Un des principaux usages auxquels on emploie les formules que nous a données le retour des séries simples , c'est de les faire servir à trouver par approximation toutes les différentes racines des équations : nous pourrions à présent faire voir comment les formules (i) du n.° 276 et (2) du n." 285, entre autres , servent à cet usage : mais ces applications , quoique fort importantes , s'écartent de notre sujet , et nous ne pouvons que renvoyer aux §§ III et IV du mémoire de Lagivange cité ci -dessus (n.° 269).
336. Si de la série* (6),n.°334, qui donne la valeur de a'-t- ff*" -f- y''+ etc. , ou de a-' •+- b-»" -H i"'' -H etc. i on soustrait la formule (9) , n.° 335 , qui
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donne celle de «5' ou de a-'^, on aura le théorème suivant
Çr ^ y ^ ^r _|_ gtc. =:=: ^-r _^ ^-r _^ ^-r _^ gtc. =
'^j + etc. -+- — p'' + n.^-«.a« + etc. ( ^ ••(^^)
série remarquable qui donne la somme des puissances r de toutes les racines de l'équation (1) , excepté de la plus grande; ou la somme des puissances — r de toutes les racines de l'équation (3) , excepté de la plus petite.
Si , ayant une équation numérique , on calcule un nombre de termes de cette série ( 1 1 ) suffisant pour pousser l'approximation assez loin , et qu'ensuite on extraie la racine r ou — r du résultat numérique , on peut parvenir au moyen de cette série, à trouver la valeur approchée de la racine ^de l'équation ( 1 ) , c'est -à- dire de la plus grande racine après oc , ou la valeur de b , la plus petite racine après a de l'équation ( 3 ).
337. Nous allons encore faire voir comment on peut s'assurer que les formules de retour de séries simples que nous avons trouvées plus haut se rapportent aux plus petites racines de leurs équations.
Puisqu'on vient de voir , n.° 335 , que la série ( 5 ) du n.® QÔg donne la valeur de la puissance r de la plus petite racine de l'équation ( 4 ) du même numéro ; en faisant r = 1 , on a
a;=ajC-^4rC-»D.Ç-ï.a4-fD.(Ç-2D.^-i).a=^ + TP^-.(C-3D.Ç-0.a2_4_etc.î, série qui, en faisant oc=jy , coïncide avec (a) du n.° 265 : ainsi la série de Newton pour le retour des suites donne la valeur de la plus petite racine de l'équation dont elle est le retour.
En divisant par a la série précédente et prenant la fonction (p de part et d'autre, on a ^
^);(-) = ^^{ê'-^ + Ç-iD.g'-i.a -f- iD.(g'-2D. g"-!). ^52 _|_ etc.}, et, en faisant dans le n.° 332 ^ = C"^ , m =z 1 , on trouve
^K-) = n|>(C-0 h- C-^D.-vKC-O-a -4- f D.(C-2D.^KC-0).a^ -H" etc.,
série qui, en changeant ce en y y coïncide avec la formule (e) du n." 272, si dans cette formule on fait 771 =z i. Donc cette formule (e) donne encore
oc une fonction quelconque, vK— )» de la plus petite racine x de l'équation
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y =: Ç.r + yx^ -f- <^^^ ■+- etc.; car , en prenant ci -dessus la fonction <p, on ne change rien à l'espèce de la racine oc.
Supposons, pour donner un exemple numérique, qu'on veuille se servir de la formule (4) du n.° 273 pour calculer le logarithme naturel de 10, et que pour cet effet on fasse :c=io; ^" = 0,1; y = — o, 00g ; ^, g , etc. = o ; ce qui réduit l'équation k y = x {Q -h yx) y laquelle donne j^r = o, 1 : on trouvera, par la formule (4), logo; =o,io536, tandis que le logarithme naturel de 10 est 2,3oq58. Il ne faut pas en être surpris, car l'équation y == x{C -h- yx) y ou 0,1 =0,1. a; — 0,009.0^2, a deux racines , savoir x == 10, et o; = ~\ et la formule (4) se rapporte à la plus petite racine -^, dont le logarithme naturel est en effet o,io336.
La formule (b) du n.** q66 se rapporte aussi à la plus petite racine x. Pour le faire voir, je mets l'équation proposée au n.° q66 sous cette forme
oc = {i — Ç)x — yx^ — èx^ — ëXÂ — etc. ; comparée avec l'équation a z= bx -\- cx^ H- dx^ -H etc. , elle donne , pour la plus petite valeur de x, .
X = {i-Ç)-Kec -+- i-D.(l-e')-2.a2 _|_ ip2.(i_^)-3.a3 ^ etc. Or cette série coïncide avec la série (b) du n.° q66, laquelle est
X = oc -+- ^D.a;2 _|_ |p2.^3 4» ^J-pS. «4 _|_ etc. ; on s'en assurera facilement , en développant chacune de ces deux séries en C et en ordonnant suivant les puissances de oc- Donc la formule (b) donne la plus petite racine de l'équation
X = ce -h- €x -{- yx^ H- Sx"^ -H etc. Il nous sera facile à présent de faire voir que la formule (D) du n.° 282 où l'on fera j =. 1 , se rapporte à la plus petite racine t de l'équation c — oc — (p^ = o.
En effet , en mettant oc -h- x au lieu de t dans cette équation , elle devient X = (pcc H- nCpU'X ■+- ^^Çcc-x- -H ^^Çcc-x'^ -f- etc., et, en la comparant avec l'équation x = <t -i- Cx -{- yx"^ + etc. ci-dessus, on aura , pour la plus petite valeur de o: , la série
X =^(pcc 4- iD((pa)2 + tPH<P«)^ + i^^i<Pet)^ + etc.; donc , puisque t z=cc -h x, la plus petite valeur de x répond à la plus petite valeur de ^; on a donc pour la plus petite racine ù de l'équation ^— a — <p^=o, ù := oc -h Çoc -^ Îd((P«)2 + ip2((pci5)3 _|_ i.p3(^a;)4 -j- etc.
Prenant de part et d'autre la fonction \j/, et comparant avec le n.** 332, où Ton fera^=: «, C= (pcc, ?n= — i , on a \|y^ égale à la série {D) du n.°Q82 , pourvu qu'on y fasse ^ = i. Donc, puisqu'en prenant la fonction \j/ , on ne change rien à la nature de la racine ^, il s'ensuit que la série (U) se rapporte à la plus petite racine £ de t — « — (pt = o.
On peut appliquer ces raisonnemens à d'autres des formules trouvées , pour examiner si elles répondent à la plus petite racine.
338. Lambert a le premier donné pour x'' une série en coëfficiens de l'équation à trois termes o = a:*" — l?x'"-^ — p; pour la démontrer, dans les mémoires de Berlin, année 1770, page 227, il cherche d'abord l'expression des sommes des puissances s et s -+- r des racines ; puis , divisant la seconde de ces sommes par la première , il trouve une série pour la puissance r de la plus grande racine de l'équation trinomiale proposée. Nous allons étendre ce procédé à une équation d'un nombre quelconque de termes.
Reprenons l'équation (i) du n.° 334 » ^t dans (7) mettons successivement s et s -h r au lieu de r , et nous aurons
(l,s-hr _|_ ^-iD. ^* + ^^ H- JD.(3-aD.^' + '"). âJ2 _|_ etc.)
H D'+ '■-2. CZ'-*-'^+iD. Z'^ + '^X «* + '■- '^
hs _^ b-^iy,bKa 4- ^ii.{b-'^-D. b').a^ H- etc.
Comparant avec le n.° 333 , en faisant 771= 1 , C==: b , y4 = b' + r^ 2( = ^',
partant ^21" ^ = b'' , d. (^. 21-*) = n.b' y la formule du n.° 333 donneroit
encore la série (8) ci -dessus, si le numérateur et le dénominateur de (11)
alloient à l'infini ; mais comme ils n'ont l'un et l'autre qu'un nombre de termes
fini et dépendant de s, la formule donnera la série (8) moins une autre suite
infinie de termes qui ne commence qu'après un certain nombre de termes
dépendant de 5, et qui diminue en valeur, lorsque s augmente : donc la
partie indépendante de s sera ici, comme n.° 335, la série (8). Or dans
Ss^r ' ot'-^' -H Q'-^^ H- v^^*" -f- etc. , , • ir 1 j
— m- = '- le seul terme indépendant de s
^s a' -h C^ -H 7' H- etc. ^
est oJ , ainsi qu'on le voit en effectuant la division. Donc la série ( 8 ) est égale k oC>
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Si l'on renverse la fraction ( 1 1 ) , afin d'avoir la valeur de -s— ^ — , et que
l'on compare avec le n.** 333 , en faisant m=i , C=^i A = b* ^ 21 = ^* ■+■'", par conséquent ^21-^ = b-^ ^ d. (^21""^) = n.b-^ , on démontre, d'une manière semblable, que l'on aura la série (g) du n.° 335 rigoureusement égale à a"'' ou a^ "
On arrive donc par cette voie au même théorème, auquel des considérations un peu différentes nous ont conduits ci-dessus n.° 335.
339. Cela nous mène naturellement à la méthode que Daniel Bernouilli a donnée pour résoudre par approximation les équations numériques dans le tome III des anciens Commentaires de Pétersbourg et qu'EuLER a développée dans le chapitre xvii de son Introduction à l'analyse des infinis.
En effet, si l'on différentie l'équation (5) du n.° 3^4, en faisant varier oc et divisant par d^ , on a
— ^ — Qc.x— 3df,r2 — etc. —mlx^~'^[.z=. —Si — Sz.oc—S'5.œ^ — etc.—S„.x'^-^ —etc. a — bx — cx^ — dx^ — etc. — Ix"^ ( = — @_i - @_2. x - @_3. x- - etc. - @_„. a;" - ' - etc. Ici la fraction est génératrice d'une série récurrente ; son dénominateur est le premier membre de l'équation ( 3 ) , et son numérateur ce qu'on obtient en multipliant chaque terme de cette équation (3) par son exposant et divisant par X. Si l'on calcule d'une manière quelconque les coëfficiens de x"~^ et de a;" du développement de cette fraction , on aura , en représentant ces coëfficiens par y^„ _ 1 et A„ ,
■A-n *Jir-f-i ©-B-I
Mais Sn^x divisé par Sn approche d'autant plus de «, et @_n_i divisé par ©_n de a-', que n est un plus grand nombre. Donc An divisé par An-x approche d'autant plus de la plus grande racine de l'équation ( 1 ) , que dans la série récurrente on prend des termes plus éloignés du premier. En divisant au contraire An-\ par An^ le quotient approchera de a~* ou a, c'està dire il donnera une valeur d'autant plus approchée de la plus petite racine de l'équation ( 3 ) , que n sera plus grand.
Cette analyse a l'avantage de déterminer le numérateur de la fraction génératrice de la série récurrente, c'est-à-dire de déterminer les premiers termes de cette série que Bernoulli et Euler ont laissés indéterminés.
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Elle fait voir que si Ton applique la méthode de Bernoulli ainsi déterminëô aux équations littérales , et qu'on la réduise en formule , elle donnera la même formule que le retour des séries.
340. En rapprochant des numéros qqo et 291 ce que nous venons de dire depuis n.° 334, on en* tire la conséquence, que 1.*^ la méthode ordinaire de Newton pour augmenter l'approximation vers une des racines d'une équation , en substituant dans une même équa\ion les résultats des substitutions précédentes; 2.*^ celle que présente le calcul différentiel, ou celui des dérivations n.° 291 et n.° Q90, en réduisant en formule lé résultat général de ces substitutions ; 3.° celle par les formules du retour des séries ; 4.° celle où l'on emploie la somme des puissances des racines et que Newton indique dans son Arithmétique universelle, et 5.° enfin, la méthode de D. Bernoulli, par les séries récurrentes , ne sont au fond qu'une seule et même méthode, parce que leurs résultats , réduits en formules , offrent les mêmes séries : les trois dernières ont l'avantage de ne pas exiger que l'on connoisse d'avance une valeur approchée de la racine et ne demandent pas de substitution préliminaire. Dans la pratique concernant les équations numériques , la dernière de ces méthodes , par les séries récurrentes , avec les déterminations indiquées ci- dessus , nous paroit la plus expéditive et la plus facile à employer.
34 !• Revenons au problèrfte du n." '255, en y supposant cependant, pour plus de simplicité, m = 1; mais prenons, pour Je résoudre, une voie différente de celle que nous avons suivie , et résolvons d'abord la question suivante par les procédés ordinaires du calcul différentiel.
Soit V une fonction de t, on demande à exprimer (Ç){t 4- A^) par une série ordonnée suivant les puissances de Ai^ , mais sans que v entre dans les coëfficiens de cette série ; A est la caractéristique des différences.
Puisque l'on suppose v fonction de ^, on a par le théorème de Taylor
df d^c / d.^ i^
^ + A, = , + g_.A. + —-^ . {Aty H- ^_ ^_ 3_ ^, . {At)3 + etc. ; ..(.)
on a aussi , par le même théorème , '
(p(^+AO^(p^+^/'A^-f-^^^J^^^^.(AO^ ^ i.2^.Td^5-(^^)^ + ^^^- -C^) De plus, puisque v est fonction de ùy donc réciproquement ù est fonction de
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¥; représentons cette fonction par fç', on aura ^= fç', et à cauS^e que, lorsque V croit de Af } ^ croit de A^, on a ^ -H A^= f (*' -H àv) , et <p (^ + A^) = <pf (v H- A^ j on a donc aussi, en développant,
<p(. +A.) = ^f.H-^-fl . A. + S.- (M= + j;^2iî^.(Av)3^-etc. ..(3)
Je remarque que dans les séries ( i ) et ( q ) d^ est constante et dv variable ;
dans la série (3) au contraire, dv est constante et d£v = dt est variable.
Il â'agit maintenant d'exprimer les coëfHciens de la série (3) en coëflfîciens -
des séries ( i ) et ( q ).
^ ^c ^ . d0h d<p£v dfç' p
On a (pti' = (pt-f ensuite —^ — = —jr — '-5— > et parce que iv =z t ^
d<pf^ d0l: dt d(bt 1 _ „ . dv ,
—4- — = -T" j— = T • -ï- • En faisant -r- = p , et observant que
dv dt dv dt dv dt ^^ ^
Tt
— j^ — dérive de — -? , et — p^^— de — ^ — , etc. , de la même manière
dv^ dv df5 ^ç,2 » '
que — T dérive de (p£v , on trouve , en écrivant -rr <p^ au lieu de -37-1
pour plus de commodité ,
- (piç = (pt, à0£v d
dv ^ d^ ^ ' .0
d2^ft/ d / . d ^ V
d^cpEv d , d , d ..
d4(pfv d , d , d . d ,..
et ainsi de suite. La loi est manifeste.
Comme d^ est constante dans les seconds membres , on peut y faire partout d^ = 1 , sans y introduire aucun changement , et sans rien ôter de la généralité de ces expressions ; on aura donc aussi , pour les coëiïïciens de la série (a) ,
dcpft/ ,
-^=p-.d(pf,
etc.
Maintenant , si Ton a l'équation
j z= Coc -i- yx^ -h $x^ H- g-324 -4- etc. , „ (6)
et qu'on propose de convertir la série
^ H- J5x -h Cx^ 4- Z).x3 -+- Ex^ -h etc. (7)
en une série qui procède suivant les puissances de y , savoir ,
a -\- by -\- cy^ -^ dy^ _l_ ey4 -f- etc. ; ..... (8)
on n'a qu'à comparer ces séries avec .( i) , (q) et (3) du numéro précédent,
ce qui donne A^=jk, 57=/^ = ^» TTàt^~ ^' ®*^* * •^ = ^^» ^ =
y; t C = ^î-; — , etc. ; a = (biv . h = — f — , c = -^ — , etc.
Donc , en passant des différentiations aux dérivations , les formules ( 5 )
donneront , ,
etc.
Mais on aura soin d'observer, que, puisque -p est le coefficient du second terme
dans l'équation ( i ) , € doit ici être regardé dans les dérivations comme un second terme, comme égal à d. a; de sorte qu'on fera (n.° iqi) d. ^ = Qy , D. «y = 3(î, D. (^ = 4£, etc.; on regardera aussi d.A comme un second terme; et les dérivations s'exécuteront par la méthode du §. l.^^ de l'article premier.
543. Ce cas étant compris dans celui du problème du n.° '255 , il suffit de £aire m = 1 et xs = y dans le théorème du n.*^ 25; pour avoir une autre
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solution ; la comparaison de ces deux solutions donne le théorème suivant.
Th^^orème.
On a toujours
et généralement
g"-' étant répété tz fois dans le premier membre de cette dernière équation. Pour effectuer les dérivations dans les premiers membres de ces équations , on emploira la méthode non simplifiée du §. I.^"^ de l'article premier , en considérant C et D. -/^ comme des seconds termes. Mais dans les seconds membres , qu'on développera par les méthodes simplifiées , il faudra considérer C comme un premier terme et t).u4 comme un second terme.
Il n'est pas rare de trouver des formules de la forme des premiers membres de ces équations , et le présent théorème sert à les mettre sous une autre forme , plus simple et plus facile à développer.
344* Corollaire. Si l'on fait d. -^ = i , on aura -^^-D.(C-'D.^-) = tP^.C-5,
Q. 3. 4 et généralement
pourvu qu'on regarde Ccomme un second terme d. a dans les premiers membres,
et comme un premier terme dans les seconds membres.
On se tromperoit si l'on croyoit qu'on a aussi , sous la même condition ,
--^CD.(CD.C) = yp2.C3, j-^^j— CD.(5'o.(^D.C))=ip3.^4, etc.;
ainsi qu'il est aisé de le voir en développant.
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345. Suivons encore une voie différente pour résoudre le problème du n.® q55 y en supposant, pour plus de simplicité, que tu soit == — 1 , de manière que ce problème se ramène à l'énoncé suivant : Étant donnée la série
A -+- Bx -\- Cx^ H- Z)x3 -f- Exi\ -4- etc. , .....( 1 )
on propose de la transformer en une autre de la forme
a ^ bj -\- cy^ H- dj"^ -}- ey'^ -H etc. , (0)
la relation entre ^ et^ étant donnée par l'équation
fX
dV=
etc.
L'équation (3) donnant
X = f(C + B.Ç.x -h ^^.Coc2 -H pS.g*. a?3 -4- etc.), (4)
et x'- = y^C -H D. ^^ ^ H- ç2. çr, ^2 _|_ p3. çr, ^3 _4_ etc. ) ; (5)
on voit qu'il suffit d'éliminer x de la série (i); à cet effet, on peut substituer dans(i) à la place de x et de ses puissances les valeurs qu'offrent les seconds membres de ( 4 ) et de ( 5 ) , et l'on aura un résultat mêlé de j^ et de :c , dans lequel on fera de nouveau des substitutions pareilles à la place de x et de ses puissances; et en continuant ainsi on obtiendra une suite de termes affectés dejK> JK^jJK^j 6tc. , c'est-à-dire les premiers termes de la série (q). Cette manière est ce qu'on appelle la méthode des substitutions successives. On peut la simplifier et la rendre bien propre à faire trouver la loi que suivent les coëfficiens b, c, d^ e, etc. , par le procédé suivant.
Après avoir donné à la série ( 1 ) la forme
^ ^- Bx -h D.B.x^ -+- ^^.B.x^ -}- ç3.^.^«4 4- etc., (6)
ou. B est considéré comme un premier terme, je tire de l'équation (4) celle-ci
1 = a3-'j(g'-f- D.C^ -H B^.C.a:^ 4- çS.g-.^S _|_ ç4. g". 0^4 4- etc.) ; ..(7) je multiplie le premier terme -/^ de la série (6) par 1 , premier membre de (7), et tous les autres termes de ( 6 ) par le second membre de ( 7 ) ; de cette manière la valeur de ( 6 ) ne change pas , et j'ai
A + C^.j -f- Çn. B
xy
xy -f- C^^.B x^y -4- D.C p2.^ H- n^Ciy.B 4- ^^\€.D.B
etc.
«vnression
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expression qu'on peut mettre sous la forme suivante (n.°87), en regardant
£ et C chacun comme un premier terme ,
^ + ^B,y -f- j}.{CB).a:y -i- i^^'.{CB).œy -+- ^\(CB).x^j -H etc. ..(9) Je multiplie à présent par 1 les deux premiers termes de (9), et les termes
suivans par le second menibre de (7), «et j'ai
+ etc. , ...(10)
•^ H-etc. ..(iq)
J.J2 + C^^iCB) -\-jy.e.^\{CB) -^^^.C.jy.{CB)
et en considérant jy.(ÇB) et Ç comme des premiers termes, je puis encore mettre cette série sous la forme suivante ,
A-^CB.j-\-SB.{CB).y--\-B.(CTi.{^B)).xy^ + ^^.{CTi.{eB)).xy^- -H etc. . .(11) Je multiplie maintenant par 1 les trois premiers termes de (11), et chacun des autres termes où x entre encore , par le second membre de (7) ; ce qui donne ^ _l- CB.y -+- Cd. {QB).y^ -H f d. {CD.{CB)).y^ + CD\{Cj>.iCB))
En regardant encore d. (€'d. {i^B)) comme un premier terme , le coefficient de
xjy"^ dans ( iQ ) peut prendre la forme d. (€"0. (Cd. (g'-ô))) ; et en multipliant par
1 les quatre premiers termes de ( 1 Q ) , et les suivans par le second membre
de (7), j'ai
a -^ hy -\- cy^ -h dy^ -f- ey4 -H etc. =
A-^QB.y -^^D.iÇBly^- -^CD.{CD/CB)).y^ -^-ÇD.{Ci).(ev.{ÇB))).y^-hetc. ..(i3)
La loi qui règne dans ces coëfliciens de (i3) se présente d'elle-même; et si
l'on fait attention à la marche du procédé, il est visible qu'elle s'étend à
tous les coëfficiens suivans.
Ce cas se résoud aussi par la formule (iv) du n." 259, si l'on y fait w= 1 et ^ff-' =yj et en comparant les coëfficiens de ^^,^^^^3^ etc. que donnent les deux solutions , on arrive à ce théorème :
On a toujours
^p-(^p-(^p.(^^))) = ip^-(^^»--^. (14)
et généralement
fp-(fp-( €'p.(Ç5)...)) = ^r-'-(«'°-°-^)î
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pourvu que dans les premiers membres on regarde toujours ce qui suit chaque D comme un premier terme indépendant , de sorte qu'en développant on prenne toujours les dérivées divisées , en écrivant p^, au lieu de d. d. , p3. au lieu de D. p2. , etc. C'est pour cette raison que , contre notre usage ordinaire , nous avons mis le c au-dessous de t*us les d , quoiqu'ils n'aient chacun que l'indice i. ^^ et ê" au reste sont aussi des premiers termes. Dans les seconds membres ê" est toujours un premier terme et d. A un second.
346. Ayant la même série (1) que dans le numéro précédent, et l'équation
j^ = x(g' -h yo; -H (Ja;2 H- gcr3 H- etc. )-'", (i5)
on met cette équation sous cette forme
1 = ^-*jk(^ H- y^ + ^x,"^ H- boc^ + etc.)'», ou , en développant ,
1 == x-'^yij^"' + ■Q.l^'^.x -f- p2.^m.^2 ^_ p3.g'«.x5 -4- etc.), ...(l6) et en procédant comme nous venons de le faire dans ce qui précède , on trouve la série ( 1 ) égale à
A -f- ^"^B.y -h C'"ç.(ê''«^).j2 H- ^'«p.(^'"p.(^'»^)).j^3 _|-etc. ...(17) Cette solution, comparée avec celle du n.» 259, donne ce qui suit.
Théokème.
On a toujours
^'"p.(C'»p.(Ç'"^)) = jp2.(^3mi,.^),
e'"p.(ê''"p.(^'"p.(^'»^))) = ip5.(^4'»D.^), j^^^^
etc. et généralement
En développant les premiers membres il fatjt regarder B et €''" comme des premiers termes , et encore comme un premier terme tout ce qui suit chaque p ; c'est-à-dire, mettre partout p^. au lieu dcD.D. , p3. au lieu de B.p^. , etc. On n'exécute les multiplications par ê''" et par ses dérivées qu'après avoir fait la dérivation p. Dans les seconds membres €" et -^ sont des premiers termes.
547. Ce théorème s'applique à tous les cas précédens depuis n.<^ 341 ; car en réfléchissant au procédé que nous avons suivi , il est évident que , dans (i5) et dans les formules (18), m peut être quelconque positif, négatif^
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fractionnaire , etc. Ainsi , en faisant m successivement = — i et = i , et B = B.A = 1 , on a , sous les conditions du théorème ,
etc. etc.
Comparez avec le n.° 344.
348. La forme des expressions précédentes et l'usage particulier que l'on y fait du signe ç se retrouvent dans le problème suivant , qui est d'un genre différent de ceux que nous avons résolus jusqu'ici. Transformer la série
A -^ Bx -{- Cx^ -H Dx^ 4- Ex^ + etc. ( i )
en une autre de cette forme
bx cx"^
^+ yx + h^- + etc. (g"+ yo; 4- Ja;2 + etc. )(ê'' + y'x + J'a;^ + etc. )
dx^ (C+ yx+h"" + etc.)(^' + ya:+ «^'0:2+ etc.)(C" + y"a; +J"x2 +etc.) "^®^^'
Je représente la série (q) par
^r -t- bxç-^ -h ca:2ff-'^'-i -+- dx^g-^ ç'-^ ç^'-^ + etc. (3)
Puisque ( 1 ) est égale à ( 3 ) , x étant quelconque , on a d'abord ^z = ^ ; et après avoir ôté A d'une part et a de l'autre , et divisé par x , on trouve B-^ Cx-h Dx^ 4- Ex"^ -h etc. z= ^s:- » -f- cxg- >?'-»-{- ^or^^- » ?'- ' 5-"- » -f- etc. ; je multiplie le premier membre par la valeur de g et le second par ç même ,
et j'ai ^B -+- p. (ê"^). a: -|- ç^. (CB).x-^ + etc. = Z» -î- cory'-^ -{- ^/^V"^ ^"-» 4- etc. Donc b = CB. Après avoir ôté CB du premier membre et b du second , je divise par x^ puis je multiplie le premier membre par la valeur de g' et le second par g' même , et j'ai
rp-CC^) -f- p. (C'p. {CB)).x -f- p^.(rp. (CB)), x^' -h etc. = c -+- dxg"-^ h- etc. Donc c = C'^*(^B). En continuant ainsi, je trouverai les valeurs de ^, e, etc. , telles qu'on les voit ici
b = CB, e = r-p.CÇ-p.C^'p.Cê^^))),
c = ^'g.(C5), etc.
c A r. c u li
La loi est évidente. On aura soin de regarder ce qui suit chaque p comme un premier terme indépendant , et par conséquent de mettre d^. au lieu de D. D. , p3. au lieu de d. p^. , etc.
EuLER, dans la seconde partie de son Calcul différentiel, chap. viii, a résolu ce problème pour les cas des facteurs binômes C-h yx <, C H- y'x^ etc. , et pour celui des facteurs trinômes : il l'est ici pour des facteurs polynômes quelconques , avec l'avantage qu'on arrive facilement à une loi simple.
Les quantités €",7, ^, etc. , €"', y', S'i etc. ,ê'", y", J", etc. étant arbitraires, on peut aussi se servir de la solution précédente , et même en quelque sorte avec plus de généralité que de celle du n." q5 7 , pour rendre une série convergente à volonté.
349. Les formules de cet article conduisent quelquefois à des théorèmes qu'on fera bien de recueillir pour s'en servir dans l'occasion. En voici un qui peut servir d'exemple.
Si dans la formule (iv) du n.° q57 , on met au lieu de ^ sa valeur S -{- yx <Sx^ -+- etc. , partant au lieu de j'"'" la série C"" -h n. g''"'", x H- p^. C""» x^ -f- etc. , et qu'après les substitutions on ordonne suivant les puissances àe x ; il est clair qu'on doit retrouver la série A + Bx -h Cx^ -f- etc. On aura donc A -{- £x -h Cx2 H- Dx^ 4- Ex^ H- etc. =
etc.
-H jD. (d. a. C-"'")' p2. ^2m H- j p2. (d. ^. g*- 3«). D. ^3«
, +ip3.(D.^.C-4'«).Ç4«
ce qui donne , pour le terme général , le théorème suivant :
On a toujours quels que soient ^ , S et 771 , Ç étant même arbitraire ,
D.y^.g'-'»p''-i.^'» + 7D.(D.^.ê'-2'").p"-^ê'2'" -1- fp2.(D.^.g'-3«).p«-3.Ç3«
H- etc H î — P" -^ (d. y^.g'-(«-0'"). D.^(«- '> -H i pn-'. (d. ^.^-««). C"^ ;
et le n.° Q5g fait voir qu'on peut échanger entre eux — m et -h m.
ARTICLE SIXIÈME
Usages des dérivations dans le calcul diffèrentîeL
350. Les quantités a, Ç, y, et etc. qui entrent dans les dérivations ne dépendent pas nécessairement les unes des autres , elles peuvent être quelconques ; on voit donc que les cas où ces quantités elles - mêmes sont liées entre elles , soit en dérivant réellement les unes des autres , comme les
différentielles à.x , — ^— , etc. , soit autrement , sont compris dans le cas
général des dérivations ; et qu'ainsi le calcul différentiel peut être regardé comme un cas particulier de celui des dérivations. Comme nous avons donné des méthodes abrégées pour faire les dérivations , nous allons en montrer l'application aux différentiations ; elles serviront à simplifier la pratique du calcul différentiel , principalement dans les cas où les différentielles des variables sont elles-mêmes variables.
35 1. Commençons par appliquer aux différentiations des fonctions à une seule variable les méthodes si^iplifiées de dérivation des §§. II et III de l'article premier.
Pour le faire avec plus de clarté , il ne sera pas inutile de montrer , mieux que nous ne l'avons fait jusqu'ici , les relations des dérivées avec les différentielles, et de fixer l'idée exacte qu'on doit attacher à celles-ci dans la vraie théorie du calcul différentiel.
Soitj^ une fonction quelconque de x, qu'on peut représenter par cpx , que l^y marque la différence entre l'état primitif àe y ^ et ce que devient cette même fonction lorsque la variable x augmente de la quantité quelconque ^x : nous nommons Aj^ la différence entière , ou simplement la différence, ou V incrément àe y. On Si couXwaxe d^3L^^Q\QT t^y\a. différence finie-, mais comme il convient de bannir tout ce qui a rapport aux idées vagues d'infiniraentpetits, nous croyons devoir omettre la qualification die finie.
La différence de la fonction^ étant égale k (p{x •{■ /Sx) — (p x ^ on a, par les n.*'^ Q et lo ,
Aj = ii(px.lSx H Z--.(Air)2 H ^.(Aa;)5 + etc., •..•(»)
ou bien, par les n."^ 3 , lo et 39 ,
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^y = B.j.Ax -4- p2.^.(Aa:)2 -j- p3.jK.(Aa:)5 -f- etc. , (2)
où B(px dérive de (par, D^^po: de j)(px, Ji^(px de 02^0:, toujours par la même loi. Les différentielles de la fonction y sont les termes des différens ordres qui composent la série égale à la différence t^y. Ces termes , si l'on en supprime les dénominateurs numériques 1 . (2 , 1 . q . 3 , etc. se nomment simplement différentielles ; et nous proposons de nommer différentielles divisées ces mêmes termes de la série de (Sy , en conservant leurs dénominateurs numériques. Ainsi en particulier
D^x.Aor ou ji,y.[S.x est la différentielle première de ^x ou v, D2<|)a;. (Aa:)2 ou D^.^.fAa:)^ est la différentielle seconde.,
D^^par. (A:r)3 ou d^,^. ( A a? )3 est la différentielle troisième^ etc. etc.
■D'^Cpx
(Aa:)2 ou ^"^.y.i^tsxY est la différentielte seconde divisée, (Aa;)3 ou ç3,j/. (Aa:)^ est la différentielle troisième divisée,
etc. etc.
On voit que dans l'acception dans laquelle nous prenons le mot différentielle , il signifie simplement un terme , une portion de la différence ; et que , comparées aux dérivées , les différentielles ne sont autre chose que les dérivées multipliées par les puissances respectives de la quantité A a: , par rapport auxquelles on ordonne le développement de <p(x4-Aa:). Les différentielles, pour nous, sont toujours de véritables quantités, finies, assignables, et non des infiniment -petits, ni même des limites (*).
352. De même qu'on se sert de la notation Isy pour marquer la différence entière de j^ , on est convenu d'employer les notations ày , à'^y , à^y , etc. pour marquer ses différentielles successives , d étant une simple caractéristique ; on a ainsi
dj = D<pa:.Aa;, à?y = D2<pa:.(Aa:)2, à^y = jy^(px\l^xf ^ etc. ..(3)
et Ar = dy H d^y -I d^r H r-— d4y -i- etc. . .(4)
On a aussi généralement Ax = dar H -d^x + etc. ; mais si àx n'est
(*) Ce qui est dit des différentielles non divisées dans ce numéro et dans le suivant est extrait de mon Essai sur des principes de calcul différentiel et de calcul intégral indépendans de la théorie des infiniment, petits et de celle des limites , mémoire qui fut présenté en 1789 à l'Académie des sciences de Paris.
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plus variable , d^x , d^x , etc. sont zéro , et l'on a àx =: dx : changeant donc A en d dans les équations (3), elles deviennent
dy = Ji(px.dx, d^y = n^cpx.dx^ , d^y = o^^pa:. da:^, etc., ••.(3)
Pour simplifier et pour nous conformer à l'usage reçu , nous écrivons dx^, dx^, djr" au lieu de (da:)^, (dx)5, (da:)", nous le ferons tant qu'il n'y aura point d'équivoque à craindre , et alors nous indiquerons la différentielle de a:"* par ^{x^).
Les expressions ji(pxAx, n^^px. da:^, etc. ont sur celles-ci d^o^.Ao:, ii'^(px.{^xY y etc. l'avantage de faire connoître par elles-méme qu'elles ne représentent pas des différences entières, mais seulement des différentielles.
On tire des équations (5) celles-ci
où les seconds membres T>(px, D^(px, D^(px, etc. , et partant aussi les premiers, sont des fonctions de œ sans A a? ou do;, c'est-à-dire des quantités indépendantes de Ax ou d^. On a nommé ces expressions (6) des rapports différentiels, des co'èffîciens différentiels ; comme elles sont précisément la même chose que ce que nous avons nommé jusqu'ici des dérivées , nous leur conserverons ce dernier nom. Substituant ces expressions dans la série (i) de Ajj^, et dénotant par y' la quantité y -4- /Sy , c'est-à-dire , ce que devient y lorsque X devient x + A.r, on a
c'est le théorème de Taylor.
Comme -^* , -^ , etc. dans cette série sont indépendans de Ax et de dx dx^ ^
dx, il est clair qu'il n'est pas nécessaire que dans cette série dx soit égal à y^x , dx peut être tout ce qu'on voudra , pourvu que dans dy , dy , etc. on prenne pour dx la même valeur ; on pourroit donc aussi regarder dx comme
= 1 dans -^ , -r^ , etc. , ainsi que nous le faisons à l'égard de i>x dans D(px,
T>^(px , etc. ►
Pour éviter les expressions fractionnaires , nous proposons d'introduire dans le calcul différentiel , pour désigner les différentielles divisées , des signes semblables à ceux qui nous ont si bien servi jusqu'à présent pour les dérivées
divisées : nous proposons donc d'écrire dy au lieu de — ^, d^y au heu de
^yv
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— ^ , et en général ^"j au lieu de =^-— , le dénominateur indiqué par
le c au-dessous du d étant partout le produit de tous les nombres naturels depuis 1 jusqu'à n qui est égal à l'indice de d, tout de même que n.°3g.
Nous désignerons même à l'avenir les coëfïiciens différentiels , , -h — «
^ do: i.Q.dx^'
. J , „ . dx étant invariable, par ô(pa;, ^^(Sa;, ^^(Do;, etc., ce qui est
Q. 3. dx^ ^ X'CTCT
la même chose que les dérivées di^x, p2(pa:, B^(px, etc. : et même lorsqu'on regarde y comme fonction de a;, et dx comme invariable, nous écrirons
dy d^y d^. y
V»?'-JK»^V» etc. au lieu de -^,.-_-^, __Z_ , etc.; dans ce
cas , il ne faut pas regarder y comme la variable , mais comme le signe abrégé de la fonction de la variable x. Il est essentiel de ne pas confondre les ô avec les d : les ô servent à indiquer des dérivées , les signes d désigneront toujours des différentielles , en conservant leur signification ordinaire. Nous n'avons pas voulu nous servir de points après les d , comme nous le faisons pour les D et les ^ , afin, de ne pas trop nous écarter des notations reçues dans le calcul différentiel.
553. Après ces éclaircissemens , proposons -nous la question suivante: Soit y^ ou (px une fonction quelconque de ^ , et que dx soit variable d'une manière quelconque , ensorte que la différentielle de d^ soit d^jc, que celle de d'^x soit d^x , et ainsi de suite ; supposons de plus qu'on ait calculé
^ ^ ^r,^ , ' ,. d(T)x d'^(f)x d^Cbx .
o(px y d^(px^ o^(pj(iy etc. , c est -à -dire — p — , — r-^ , ■ ^^ , etc. , lorsque
dx est constante : on demande à déduire les unes des autres , tout réduites et de la manière la plus prompte , les différentielles successives divisées et non divisées de P^ ou (px,
' 354. Puisque do: est variable, il faut considérer x lui-même comme une fonction connue ou inconnue d'une quantité ù dont on regardera la différentielle d^ comme invariable : ainsi représentant x par f ^ , si ^ devient <t -H A^, ou ^ -H r en mettant r au lieu de At, a^^ieviendra
dx d^x d^x r, , ^
, ^ -*- dF • ^ + ITT^F- ^ + rZXdïJ ■ ^' + «"^- ' ••••(•)
OU , par nos notations ,
dx d^x d^x z
^ -*- dJ ■ '^ + dTT • '■^ + -ïï^ • '•' +- «t<=. : ....(a)
et,
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et, puisque 7^= cpx, on aura aussi P^ = (p£t = Ft^ en mettant F au lieu du double signe (pf; donc /^, qui est fonction prochaine de ar , peut aussi être regardé comme fonction éloignée de ^ ; et , lorsque t devient / + r , Ton aura pour V -\- l^V ^
dar d^o; d^a: ,, . • * • 'W
OU bien , en employant nos notations ,
àr à-^y d^r „
, da? d^x d^x r, .
<p(^ ^ __.^ + ^ . ^. HH ^. ^3 + etc.).
Cette équation devant subsister quel que soit r? il n'y aura qu'à développer le second membre suivant les puissances de r; le coefficient de t" de ce
développement sera égal à ^ — , c'est - à - dire à la dérivée divisée
de V de Tordre n; et , en multipliant ce coefficient par d^« , il sera égal à ^"^j c'est-à-dire à la différentielle divisée de V de l'ordre n.
35v5. Pour effectuer ce développement par nos règles du §. II de l'article premier, il suffit de comparer le second membre de l'équation (3) ou (4) avec
<Pv«î + ^r -H yr^ ^-H èr"^ -\- etc.),
ou
(p{c6 -\- -D.oc.r -{- 'g-.x.r^ -h p^. a. r^ + etc.).
d.3? d- 'K Cette comparaison donne oc = x , C = t>.oc = -jt— , y = i^^.oc = ^-7—
d-^tî d^'c d'^x
.= ^ , ^= P^- « = -77^737373 ' ^ dF ^*^' ' ^* ^^^^ ^^^'^ (^u'on peut appliquer
ici la règle du n.° 3o , avec celte seule modification qu'en mettant d au lieu de D , chaque fois que, d'après la règle du n.° 3o , on change une lettre dans la suivante, ou qu'on change y. oc en ç''+».a, ici il faut augmenter de l'unité l'indice de d devant x, diviser par cet exposant augmenté et par d/^, ou
changer ^ry en *' ^ . En suivant ainsi la règle du n.** 3o, on déduira les
unes des autres les dérivées successives de /^, déjà tout réduites et sa«s qu'on ait besoin de faire ni substitutions ni réductions , comme il suit :
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dP^ d(px dx ^
dF da; ' ~dF '
d^P^ d(px d^x d^(px /<î^N^
d^2 do; * 1. Q. d^2 1. Q. di2 ' ^"di
d^/^ d^po: d^o; d^^x da: d^a; d^^px /^^\^
i.Q.3.d^3 dor * i.Q.3.d^3 TTôTdx^ ' ^ dJ i. q. dl^ i. Q.3.da;3 * W^ '
d4/^ d(px d^x d^{px ( dx d^x d^ar .^)
i.2.3.4.dM da; i.Q.3.4.d^4 "^ i.2.àx^l dFi.Q.3.d^3 ^i.a.d^^
"^ 1. 2. 3. dx3 ^ ^d7^ 1. 2. d^=^ "^ 1.2.3.4. dx4 * ^dù^ ' et ainsi de suite.
356. Si au lieu des dérivées , on veut déduire les unes dés autres les différentielles divisées ; on voit que, tous les termes de chacune des formules (5) que nous venons de trouver étant divisés par la même puissance de d^, il suffit de multiplier par les d^j ainsi, en suivant la règle du n.» 3o, et faisant" usage des notations proposées au n.^ 352 , on déduira sur-le-champ les unes des autres les différentielles de V = cpx tout réduites , comme il suit :
dV = ^(^x. dxf.
d3/^ = 'd(px. d^x + '^^(px. dx^ ,
d^F =;= 'bÇx. d^ar H- "^^(px. 2da'. d2a; ■+- ^^^x. da;^ ,
d4F"= 'd{px.d^x -f- ^^(px.{2dx.cpx + (§-a:)2J -j- ^^^p;,.. 3da;2. dsa; -4- ^4(pa;. dx4,
^^F' = ô^a:. d^a: -f- ^^^p^. j 2dx.d4a; H- ad^a?. d^a:}
-h-^^ço;. J3da;2.d3a; ^ 3da;(d2a:)*} + ^4(pa:.4da;3.d2a: + ^5^a:.da:5 ,
et ainsi de suite,
357. Si l'on veut déduire les unes des autres les différentielles non divisées de /^, ce qu'on demande ordinairement dans le calcul différentiel ; avant de faire sur le développement de la différentielle donnée d"/^, les dérivations dont nous venons de parler dans le numéro précédent , il suffît , conformément à la règle du n." 35 , de multiplier tous les termes de d'/^par l'indice n-+- i de la différentielle suivante d" ■+' ' ^. On aura ainsi :
dy = 'd(px. dx ,
d^y = 'à(px.d^x -^ 'd^(px.dx^ , *
d^f^ = 'àÇx.d^x -h ^^Çx,3dx.d^x -h 'à^(px»dx'^y 1
DES DÉRIVATIONS. 3il
d4^ == h(px.d^x + 'd^(px.{iâx.à^x -H 3(d2j:)*j -+- 'd^(px.6àx^A^x -H^<^.dx4,
d5/^ = ô^a;.d5x H- ô^<par. {5dx.d4a; -+- lod^x.d^orj
4- 'd'^cpx. [ ioda;2.d% -f- i5da:. (d«a:)2 J + M^x. lodx^.d^x + ^S^pj^. dar5 ,
d6>^ = î>(px.d6ar + 'd''(px.\6dx.d^x -+- i5d2a:.d4x -{- io(d=a;)5} 4- Î>3(pa:.{i5dx^d4a: + 3oda:. 2d2x.d3x 4- i5(d2x)^j ■+- Ô4(px. { 2oda;5. d% H- 45dar^(d2x)*j -f- ^S^p^^. i5da:4.d2x 4- d^^x-dx^.
On continuera ainsi , sans s'arrêter, autant qu'on voudra : les coëfïiciens numériques réduits se forment toujours sans embarras à mesure qu'on avance.
358. L'importance des procédés dont nous venons de faire usage , nous engage d'en donner l'énoncé, et nous fait penser qu'on ne taxera pas de superflues les règles suivantes , quoiqu'elles ne soient qu'une traduction de celles des n.°^ 3o et 35, traductions très -faciles à faire, lorsqu'on a bien saisi les relations entre les différentielles et les dérivées en général.
RÈGLE. Pour déduire une différentielle divisée d' une fonction dex, d'un ordre quelconque m -\- 1 , de celle de l'ordre précédent m , c'est-à-dire pour déduire le développement de d'" + i(px de celui de à^cpx, àx étant ^variable:
Dans chaque terme du développement donné de d'^cpx , on ne fait ^varier que la seule différentielle de oc de l'ordre le plus haut ^ et en outre celle de l'ordre inférieur de T unité , si elle se trouve dans le terme : on augmente de l'unité l'indice de chaque différentielle de x qu on fait varier, et l'on divise par cet indice augmenté , c'est-à-dire on écrit d"+*a; au lieu de d'à;. On divise de plus par l'exposant de chaque puissance nouvelle qui se forme dans le cours du calcuL
35g. Règle. Pour déduire une différentielle non divisée 6.'^+^ (px de celle de l'ordre inférieur de l'unité àP^cpx , qu'on suppose développée ; multipliez chacun des termes du développement de èJ^C^xparni -+- 1 , indice de l'ordre de la différentielle cherchée; puis suivez exactement la règle précédente,
36o. Ayant la différentielle A^cpx développée , si l'on veut en déduire celle qui la précède, ^^ -» <p x , et qui est de l'ordre moindre de l'unité, on conclura sans peine de la règle du n.° 36 une règle pareille et inverse de celle ci-dessus n.'^SiS, Le lecteur en formera facilement l'énoncé, s'il le juge nécessaire.
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36 1. Le principal avantage de nos méthodes abrégées consiste à faire trouver sur-le-champ une différentielle d'un ordre quelconque, où dx est variable, sans passer par les différentielles des ordres inférieurs. Faisons donc encore voir comment le théorème du n/ qo et les règles données dans le § III de l'article premier s'appliquent à la solution du problème suivant.
Soit /^ ou (px une fonction quelconque de x , et que dx soit variable , on demande immédiatement la différentielle divisée et non divisée de l'ordre 72 de ^, c'est-à-dire le développement de d«/^ ou d"(pa: et de d"P^ ou à"(px, en supposant qu'on ait déjà calculé ou qu'on connoisse ô^o;, ^'^(px, ^^^x, etc.
362. Pour la différentielle divisée , on a d'abord par le n.° qo , d'*(px == '^''(px.{dxy H- ^''-»(par.d(da:)'»-i H- ^- a^x.d2(dx)«-2
+ etc. -h 'è^(px.d"-^{dxy -H B(pa:.d''-»(da;): il ne reste plus qu'à développer (da:)«, d(da;)«-i, iP{dxy-^ , etc., en appliquant la règle du n.° 43 ; ou à déduire les uns des autres les développemens de d« - » ( d a: ) , d"-^(dxy y d« - ^ ( d x )^ , etc. , dans l'ordre inverse du précédent, en appliquant la règle du n." 47 : on considérera toujours da; comme une première quantité , c'est-à-dire qu'on écrira d"x au lieu de d«- ' (dx) ; d'^-^x au lieu de d"~^(dx) , etc.
Exemple. Supposons qu'on demande la différentielle sixième divisée d^cp-i^. On aura sur-le-champ :
d^(px = '^^(px.dx^ -H '^^(px.5dx^.d'^x -f- '^(px.\4.dx'^.Qpx. -h 6dx^(d2xy} H- 'd'^(px.{3dx^.d^x ~j- 3dx.2ihx.ipx -H (d'a:)3} -f- '^^(px.{2dx.d^x -f- ^d^x.d^ix -j- {d^xy} -+- 'dipx.d^x.
363. Pour la différentielle d"(px non divisée , la règle se déduit des n.°^ «20 et 45 , et on peut la réduire à l'énoncé suivant :
RÈGLE, ^près avoir écrit successivement; ^"(px, ^"^-^(px , ^'^-^(px, etc.; pour déduire les uns des autres et de dx^, facteur de^^Cpx , les facteurs de b" -^ cp a; , ^''"^(px , etc. , dans le facteur trouvé on multiplie chaque terme par l'exposant de la puissance dedx qui l'affecte, puis on diminue cet exposant de V unité, ylpies cette préparation , on fait ^varier dans chaque terme dujacieur trouvé la différentielle de dx de l'ordre le plus haut, et encore celle de l'ordre immédiatement moindre que la plus haute , si elle se trouve dans le terme : on divise par chaque indice qu'on a augmenté , et de plus par l'exposant de chaque nouvelle puissance qui se forme dans le cours de f opération.
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De cette manière , de 'd"(px.dx", différentielle w'^™* de (px, dx étant invariable, on déduira , sur-le-champ et sans s'arrêter , tous les termes qu'il faut ajouter à ô'*(pa;.da;«, pour avoir d«^a:, lorsque dx est variable.
Exemples. On demande le développement de d^cpx et de d7(pa;, da; étant variable.
On a 'd^(px,dx^ pour premier terme de d^(px; de là on déduit les autres
comme il suit :
d^(px = ^^(px,dx^ -h 'd^(px. — — da:4. d^x
H-^^(2>a?4 ' 'J da;5. d^o: H i__l± — dx^.(d^xY\
^„ ,6.5.4.3., 1/ 6.5.4.3.2, ,„ ,- . 6.5.4.3.2.1,, .„, -^^^(LxA 7^ — dx^.d^x -\ — T-dx. 2d2a;.d3a; H 2 (^^2j;\Z\
H~ ^^(DxA ^ — dx.dSx -{ ï-5 2daa;.d4a: H ^^-^-^(d^xY \
-4- 'd(px.d^x.
Quand on aura acquis un peu d'habitude à pratiquer la régie , on fera bien
de réduire tout de suite les coëfîiciens numériques, et Ton trouvera ainsi
sur-le-champ
d^^x = b^cp. da:6 _f, ô5(px. i5da;4. d^x H- 'd^(px.\7odx\d^x -\- ^5dx'^.{d^x)^\
-h 'd'^(px{i5dx^,d^x -H 3oda:. 2d2a;.d3ar -+- i5{d^x)^\
■+- ^^(px.{6dx.d^x H- i5d2x.d4ar + loCd^xj^j H- ^(px.d^x.
On aura pareillement, pour d7(pa;, en déduisant tout du seul premier terme
^7(px.dx7 ,
d7<px = 'd7(px.dx7 -+- ô^^pj;. Qidj^S. da^
-H 'd^(px.{35dx^.d^x -H io5da:5.(d»a:)*j
•+- ^^(px.[35dx\d^x -H 2 1 o d x^. d*x. d% H- io5dar. (d*a:)3j
-f- 'd^(px. [<2idx\d^x H- io5da;.d*x.d4j; -h 7oda:.(d3a:)* + io5{d^xyA^x\
-+- 'd^(px.\7dx.d^x -H 2 1 d^o:. d^o; .4- 35d3x. d4a;| -+- 'd(px,d7x.
364. On formera aussi sans peine, d'après les n.°* 47 et 49 » une règle pour calculer sur-le-champ la différentielle divisée d''<pa:, ou, d'après le n.**5o, une règle pour calculer la différentielle non divisée d^cpo:, en partant, non du terme ^"(px. dx" ou B^cpx. dx", mais bien du terme ^(px.'d"x ou ôcpx.d^x. Comme ces sortes de traductions de régies n'ont point de difficulté, je les laisse à faire au lecteur.
Kkkk
3i4 DUCAiiCur.
365. Lorsqu'on a une fonction quelconque de a:, et que àx est invariable, nos méthodes abrégées de dérivation servent encore , soit à faciliter les différentiations successives , soit à faire trouver immédiatement l'expression de la dérivée ou de la différentielle d'un ordre quelconque. Des exemples vont en indiquer la manière.
Soit J^ = (p[a -\- bx -h cx"^ -+- dx^ -f- ex'^\ , pour en avoir la différentielle de l'ordre n , à.x étant invariable ; il est visible qu'en mettant x + dx à la place de or , la différentielle divisée de l'ordre n n'est autre chose que le terme affecté de dx" dans le développement de
CP { « -H b{x -4- dx) H- c(x H- àxf -f- d{x -h àxf -{- e{x -\- dx)4}. Je développe d'abord le polynôme de cette fonction suivant les puissances de dx, ce qui se fait très-facilement en prenant les différentielles successives divisées du polynôme a-\-bx -^- cx^ -h dx^ -\-ex^ , àx étant constante ; on trouve ainsi
ia -\-bx -^ cx^ -H dx^ -f-.ex4 -)_ ( ^ _f- q c a: -f- 3dx^ -\- 4^0;^) dx) H- (c -\-3dx H- 6ex2)dx^ + {d -\- j^ex)àx'^ H- e.àx^y formule qu'on peut représenter ainsi , en faisant a -^ bx -{- cx^ -h dx^ -+• ex^
= ^^ (p^X -f- Ô.Xdx H- -à^XAx^ + §3.Xdx5 H- §4.;^.dx4î : je la mets sous la forme
V =z (p\oc -\- ^^àx -\- y. dx2 -\- làx^ -+- s. dx^j. On peut appliquer à présent nos règles de dérivation en faisant varier oc , C, etc.; et l'on aura, pour la différentielle n""** divisée et non divisée,
-d"/^ = D". cpa. dx", et d"/^ = D". (^a. dx" ; développant la première expression par le n.° 22 , on a pour le coefficient
dp dx''
' ^«./^ = p''(pa.g'« -f- p"-^(pa.D.ê'"-^ H- p«-2(pflî. p2^«-a
^ -}- p"-3(pa. p^. £""-5 + p«-4(pa. p4^'»-4 -}_ etc.;
on développera les quantités en Q par la règle du n.» 43 , puis on remettra au lieu de of , S", y ^ ^, s leurs valeurs : la série sera toujours terminée. Si l'on veut avoir la dérivée non divisée , on aura par le n.« 45 b«.?^ = D"(pa.C" + D«-i(pa.73. D. C"-* -f- D«-2(pa.n(«— i)p2.g'«-2
H- D^-^cp^^. 72(/2— i)(/z— 2)p5. ê"""^ + etc.: on aura soin , dans les développemens , de regarder e comme une dernière quantité dont la dérivée est zéro. /
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366. Prenons un cas moins général ; soit , par exemple , V -^ {a -^ bx -^ cx^ -H dx^ + ex^f; <pec ici devient = ce'', et Ton a ô«./^ = r(/'— i)(r—Q).. .(r— 72 + !).«'•-«. g"»
-+-r(r— i)(r— q). . .(r—n-\- '2).cc^-''+^.n(n— i)Ç''-^y
+ r(r-i)(r-Q)..,(r-/ï + 4).ar-» + 3j-4--^^ —~^ ^^"-S.QyJl
'nr/2— i). .f/î — 5) „ r , ft
-^^ ^^^7"^^ ^ê'«-6.(2y5 + cî^)
. H- etc. -h etc.
La série se terminera toujours d'elle-même si n est entier positif.
567. Pour prendre un cas plus particulier encore et renfermé dans le précédent , soit /^= {a-\-hx-\- cx'^y\ on aura à développer (« H- C dx H- yAx'^)% (J et g étant zéro , et la formule du numéro précédent donnera
'à'*{a -\- bx -^ cx'^Y = ( nin — i) uy n(n— i)(n — 7)(n—3) cc^y"^
^ ' ^ 1 /zfAz— i)(« — 2) in — b) oêr'y^ ''
\^ Q.3(r_/z+i)(r-/2 + Q)(r--«-|-3; ^^ ^ *'^^• où « = <z + 3a: + ca:2^ g» :=r 3 -f- 2 co: , y = c.
Cette formule a été donnée par Lagrange, Mémoires de Berlin pour 1772 , page 216. La formule plus générale du numéro précédent se calcule par nos procédés avec autant de facilité que celle-ci , et c'est un avantage de nos méthodes de dérivation.
C= — Qo:, y = - 1 ; partant ^ = — \^ , et
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o . . àz I p . dz y.^
Soit 2 = arc. sma; : on a ^- = —77 r- , et faisant t- = f^. on a
^ do: \/(i — xa:) dx '
^= (i—a:*) 2 j ce qui donne r=s: — -j, tf= 1 , ^=0, c = — 1 , «= 1— .ar%
av 1 -
- 1 ; partant -^ = - _
d"/^ d" + *(arc. sinj;)
.dx" dx""+-*
/■ n(n— 1)1— x^ 77{n—i)(n—<i){n — 3)(i—x^Y- 13 5 7 fQ/î 1^ 3^" V 2/1-1 Q^ ~"2(ô7mT)(i7r33) 2^a:4
*'"^ ' ''(l-x2)«+n 72(yf-l)(y2-2) (/^-5) Çl - X^)"^
Sdz 1 - e . y^ dz
oit encore 2 = arc. tangx ; on a -j- = --, donc, faisant V z=i ^
= (1 +a:2)-i , on a r = — 1 , « = 1 , ^;z= o, c=:'i , a= 1 + a;^, Ç= 2a:,
y == I ; donc ^f = , et Ion aura
d«/^ d^+^farc. tangar)
da:" da:"-*-^
i, vi+a^* (/z-q)(/2-3) (1 +a;3)^ 1 — (ïl — 1 ) -|— ; — ; (;^_3)(/z-4)(/2-5) (14-0:^3 1.2.3 2^a:6 dans rp le signe supérieur est pour n impair et l'inférieur pour n pair.
368. Mais rarement, en mettant a;-)- da: au lieu de x dans la quantité affectée du signe de fonction, le développement de cette quantité, ordonné suivant les puissances de da: , est terminé ; il va ordinairement à l'infini , de sorte que la fonction devient ♦
(P(a -h Ê'.dar -{- y. da;* -f- tdx^ -4- ê. da:4 -h etc. à l'infini) ; or cette expression , étant de la forme de celle du n.° 20 , se développe de la même manière, et on trouve sur-le-champ la différentielle de l'ordre quelconque n , en cherchant par les régies du §. III de l'article premier , le terme affecté de da:", terme qui sera toujours composé d'un nombre fini de parties.
369. Voici une observation que nous croyons ne pas devoir passer sous silence. 11 y a cette différence entre le signe B et le signe d que , placés l'un et l'autre devant la même expression, ~à n'affectera que les a:, et d que les
quantités
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quantités qui multiplient les x et qu'on regarde comme constantes dans le calcul différentiel : ainsi on a
-D^a^x^ = u^-^x^^ et ç'^a^x^ = a^x^-^.
Mais à l'égard du polynôme ce -\- Çx + ya:^ -f- Ix^ -f- etc. , je dis que l'on a
^"(a -^tx -f- ya:2 + Ix^ -h etc. ) = p«. (« + ^o: -{- 70:2 -4- ^x^ 4- etc.); et qu'ainsi on peut changer les dérivées relatives à a;, do: étant constante , en dérivées relatives à « , €" , y , etc.
En effet , on aura , en faisant varier x et divisant par d a; ,
§»(c»H-^a:-Hya:2-Hetc. + p«. a.a:« + p« + i.«.a:«-+-i + ç^ + s.cu.aj' + a-t-etc.) =
-h etc.
= p». a -f- D.p^.a.o: -H p^.p». «.ar^ -}- p3.p«. ^^.j:' _f- etc.
= p".(» + D.a.x -H p2.«.a:2 -H p3.c^.a:3 _|_ etc.),
ce qui est précisément le second membre de l'équation qu'il falloit démontrer.
On prouve de même que l'on a plus généralement ^«(pCa -H g'x-f- ya;2 + Ix'^ H- etc.) = p'.^pCa -\- ^x -^ yx^n-^o^S 4. etc.).
En effet , le premier membre devient en développant ^«J^«-f-D.(pa.a:H-p2.(p«.a;2-f-etc. H- p". (pa.a;" -t-p«+^(pa.a:« + » -j-etc.}
= p".(p« H- (n + i)p«^-».<p«.a; H p'+a.^p^.a-a -f- etc.
= P^'Cp» + D. p". (pa.ar H- p2.p«.(pa.x2 H- p3.p«. (p^^. a;3 _|_ etc. = p''.((pa H- D.<pa. a: H- p2.(paî.x2 -+- ^'^.(poc.x^ H- etc.) = p«. (p(a H- ê'x + yar2 -j- (Ja:3 + gar4 -|- etc.). On a aussi p'».^''t^(« -f- S'a; 4- «ya;^ n- etc.) = p«.p«.(p(« + ^x 4- ya:^ -|- etc.).
370. Faisons à présent des applications des formules de l'article second aux différentielles divisées et non divisées. \
On demande d'abord à trouver immédiatement la différentielle divisée et celle non divisée de l'ordre quelconque n du produit xy ^ c'est-à-dire le développement de ^^i^xy') et celui de d''(a:^) , y étant une fonction de a? et da: étant variable aussi bien que ày.
Puisque da; est variable et^ fonction de ar, il faut regarder ar et j- chacun comme une fonction d'une , même quantité t dont d^ est invariable, et faisant
LUI
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V = xy et A^ = r ) on aura
àV à^V à^V .
. (^ + dF-^ + âl? -^ + ^"=-)(^ + "dT • ^ + -df • ^' + "^■)'
comparant avec le n.° 86, le théorème du n.° 87 donne sur-le-champ
MV = i^^xy) = ♦
xd'^y -H da:. d'i-ij- rf- d^o:. d«-2j^ 4- d^ a;, d" - ^j)^ + d4x. d«-4^ -f_ etc.
+ d«-4a:.d4j _|_ d«-3a:.d3j -4- d«-2a:. d^j + d'^-'x.dy -f- jd"^'7« On aura, par le n.° 95 , pour la différentielle /2**"** non divisée ,
_j ^ — a«-3x. d^ H d'-^x. d^j' -4- nd^-^a:. dj^ 4- d^x.y ^
ou les coëfficiens numériques en n sont ceux de la puissance du binôme
(irH-/)" développée.
Si da: est invariable, alors tout demeurant comme ci-dessus , on considère
X comme une fonction de t du premier degré , comme égal k a -{- bt\ le
p da; à'^x , . da? ,, ,
facteur x H — t — • r + t — • r^ + etc. devient x H — 7— • r , et i on a dans d^ at^ Q.Ù
ce cas
*J"(^JK) == xà'^y + dor. d«-ïj^, et d''(a:j^) = a;d"j^ -f- Tzda:. d^-^j^.
371. Nous avons fait voir, n.° g5, qu'on obtient le développement de la dérivée D".(^a), en développant (« -H «)" et en changeant les exposans en signes de dérivation , savoir en mettant D^a au lieu de a', D^^ au lieu de «^ TP.oi = oc ^ et D^é^ = <2 , -au lieu de a et ^ j et danss le n.** 96 nous avons étendu ces homologies entre les puissances et les dérivées à un nombre quelconque de facteurs. Ici nous allons présenter la chose sous un autre aspect, nous allons détacher des dérivées leur échelle de dérivation ; ces considérations auront l'avantage de se prêter plus facilement aux applications ; nous en offrirons différens résultats par la suite.
La dérivation totale que l'on obtient en faisant varier à la fois a et ce dans le produit act ou dans la fonction (p{a^ot) étant représentée à l'ordinaire par D, désignons par d»' la dérivation par rapport à. « seulement, et par d'» la
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dérivation par rapport à a seulement ; \ échelle de dérivation sera
La même chose ayant lieu pour la difFérentiation du produit xy ou de la fonction (p ( a;,y ) ; c'est-à-dire, d désignant la différentiation totale, d'^ celle par rapport à y seulement , et d^» celle par rapport à x seulement j on aura Yéchelle de différentiation
et ce que nous dirons des différentielles s'appliquera aux dérivées. Pour avoir la différentielle de xy , il suffît de multiplier xy par d»* -4- d'». On a ainsi
di{xy) = (d'* -f- d'O. ov^ = à''^{xy) 4- à}>{xy) = xày -+- yàx. L'équation d= d»i + d'», ou l'échelle de différentiation, n'est, comme on voit , qu'une manière d'exprimer, que , pour différentier une expression à deux quantités , fonctions l'une et l'autre de la même variable , il faut différentier par parties, en faisant varier séparément chacune de ces quantités, l'autre demeurant constante , et que la somme de ces différentielles compose la différentielle totale.
Puisque la différentielle seconde provient de la première comme celle-ci est provenue de la fonction , il s'ensuit , que , pour avoir la différentielle seconde , il n'y a qu'à multiplier la différentielle première par d'^ H- d'' : on aura ainsi
d2 = (d'i -f- d«')(d'i -f- d^.) = (d.i -f- d'')2; et , en continuant , on aura en général ,
d" =: (d'^ -H di.)«.
Aussi est -il visible qu'en développant (d'* -f- d^»)" P^^ ^^ régie du binôme et multipliant a;y par ce développement, on aura pour àP{xy) la même expression que dans le numéro précédent.
372. Si l'on a le produit xyz , ou la fonction (p(a:, ^ , 2) , on sait que , pour en avoir la différentielle , il faut différentier par rapport à chacune des quantités z , ^ , X en particulier , et rassembler ces différentielles , ce qu'on exprime ainsi d = d»» -f- d'^ -H d»» , et l'on a d" = (d»' -h d»* 4- d»')», et
A" {xyz) = (d»ï -f- d'^ ■+- d»')» X xyz. On aura pareillement
à'^{xyzu) = (d"»» 4- d»» -+- d»^ 4- à^')" X xyzu , et ainsi de suite. On développe (d»» 4- d»» 4- d'')" et (d"»^ 4- d'>» -f- d»* 4- d'»)*»
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tout de même que {a -^ b -\- c)« et (« -f- ^ -h c -f- c?)« , par les règles du §. II de l'article premier, puis on multiplie xyz^ et xyzu par ces développemens respectifs.
On peut au reste démontrer cette proposition de la même' manière dont nous avons démontré celle du n.** 96.
SyS. Soit P^ = cpx.-i/jy y dx étant variable et^ fonction de x; il est aisé de voir qu'en considérant x comme fonction de t, dont la différentielle àù est invariable , on a par les n.°^ 97, 100 , 101 et 102 les trois formules suivantes:
4«^= àn((px.yijj) = I.
(par. ^"\|// + dcpx. d«^»\[>rj^ -f à^(px.d"-^-\l>y + etc. + ^'^^x.-^j;
ànV = àn{q)x,-^y) = IL
(px.à^'-^y + ^(pa:. d«-'(da:.\|^) + ^^cp^.d''-2(dx2.\|/j) + '^^(px.à''-'^{àx^^y)
+ etc. + ^^(px.àx^.-^j 'f
iyV = d«.((par.-4/jK) = ; III.
(pa:.^\Pj.d«-»(d7) + <P^-?'^vpJ-f|"""^(dj)=* + (par.^5\^a:.d''-3(dj)5
+ ô(pa:,'v)/a;d'»-i(dr) + 'à(px.~à-^y,à''~^(^àx.djy) + b(px.^2^^.d/i-3(d<c. dj^2)
+ ^^cpj?.'4<7.d''~H^^)^ + '^'^(px.^-^y.iy-'^{dix\ày)
+ ^3(pa:.\[;^.d«-3(da;)5 + (px.'h^ -^j. â.j'*
+ ^(par^^-'-vl/jK- dx. dj^"-i + etc. + ^^cpa^.^^-s-v}/^. da:2.dj«-2
+ etc.
+ ^''(pa:. \|/j'. djc".
Dans le développement ultérieur de II , àx doit être considérée comme une
première quantité; et dans celui de III, da: et ày doivent être considérées
' chacune comme une première quantité. Dans 'h(px et dans ^\|/JK > da: et ày
sont constantes et l'on divise par ces différentielles, ou l'on considère tant
da: que 6.y comme = 1, ^
374. Soit en général V = (p(ar, j), y étant fonction de x et da: n'étant pas constante; on aura par les n.*^^ 1 12 et 11 1 , d»» se rapportant ky et d'» à ar,
à-V = à"(p{x,y) = 4'«(p(ar,jK) + d''d.'»-»(p(a;, j) + d2.d,«-2(p(a',^) + etc. + d«»(p(a:,^), • et
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et , pour la différentielle non divisée , .
d«/^ = d'cpCx, jk) =
d3,d.«-3(p(a:,^) -{- etc. -f- d«»(p(a:,7),
ce qu'on peut indiquer de cette manière :
à'^r = d''(p(x,jK) = (d'i + di.)" X(p(x,y); et l'on aura de même , ^ et 2 étant chacun fonction de x ,
d''<p(x,jK» 2) = (d-'i + d'i + d'.)" X <P(ar, J, 2;). Pareillement^ , z et j/ étant fonctions de a: , on aura d"(p{x,f^ Zyu) = (d'.»i -f- d'»i + d'i -H d^»)» X <p(x,j, 2, w); et ainsi de suite.
Le n.° ii5 donne encore cette formule :
d«<p(a:,jK) = -ï-d''(p(a:,jK).^'*-'da: + ^''b''(p(ar,j^).d«-2(dx.dj) 4- ^'♦$'=(|>(a:,j).d«-3(da:.d72)
■+- ^^'<P(a:,j).d.«-3(dar)5
■4- ô»»^'"~"'^(a:,/)da;.d7"-*
+ etc. -}-ô2.^.«-a<p(a;,^). dor^.dj»-»
H- etc
H- ^"'(pCarjj^do:», où àx et djj' doivent être considérées comme des premiers termes ; dans ^^^»«<:p(a:,j^), on considère dx et dy chacune comme constante , et l'on divise par dx'^djy', ou l'on considère simplement dx et djy chacune comme = 1.
SyS. Passons aux équations différentielles.
Si y est une fonction implicite de x, c'est-à-dire une fonction qui n'est déterminée que par une équation en a: et 7 ; représentons cette équation en général par ^(a:,j^) = o : alor^ , puisque y est fonction de a:, lorsque x devient x -+- Ax^j devient j^ -+- ô.j)/'. A or -f- ^-.jr,{^)'^ -+- ^^.y.{/Sx)^ -i- etc^ et l'équation <p^x,y) = o devient
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Ç{x -h AXyj -}- "à.jAx ■+- 'à^.j. (Ax)2 -+- ^^.j. (Aa;)3 + etc. } = o , ou bien
H- etc. = o ;
et, comme cette équation doit avoir lieu , quel que soit Ao:, il faut que chaque terme affecté d'une puissance différente de Ax soit zéro séparément; on aura donc, par le numéro précédent, en observant que dx est constante et àj variable , et développant ,
o = <P(x,j), X'^hl
et ainsi de suite. La^ k>i n'est pas difficile à saisir : mais elle se présente •encore mieux si on ne développe pas entièrement, et si, en mettant ^au lieu
de (p{xjy), on désigne par c)'»F la dérivée — i-i-JJLL, dx étant invariable,
et par ^♦^F' la dérivée — ^ ^'^ ' "a "> ^J étant variable et variant par
rapport à x dont y est fonction j alors les équations dérivées seront exprimées par les formules suivantes :
o = (P(ar,j) = F, .
o = ^.3. y _|_ b',^,2. ^ ^ b^.îi.'.F -+- ^S'F, et l'on a généralement, pour l'équation dérivée de l'ordre «'^"* ,
G rzr ^'". F H- bi»^'«-i.F -H- b2,B.«-2,]^ _^ b3.ô.''-3. F 4- etc. -f-^^'F, ou bien , en détachant l'échelle de dérivation différentielle et prenant la dérivée
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non divisée , on aura pour l'équation de l'ordre n ,
5j6. Il s'agit ordinairement d'avoir la valeur de rp^ : on y parviendra en
cherchant celles de -^ ^ -^ , -j^ , etc. , —. — ^ , tirées successivement des dx dx^ dx^ ' dx"-^
équations qui précèdent celle de l'ordre n , et substituant ces valeurs dans la dernière équation. Mais, en employant la formule (S?) du n.« 3q2, on n'a pas besoin de ces substitutions successives ; elle fournit immédiatement les
valeurs de ~~ , ^ , %^ , etc. , ^. Car on a par cette formule , dx dx^ dx^ ' dx" ^
dx ^'^(Pi^ijy) ' ' '
dx^ ^''<P{^ij) * ' [^''<P(^ij)? '
et ainsi de suite. Dans les seconds membres bx et ^y sont constantes l'une et l'autre et = i ; on aura soin, en développant, de considérer ^'^(p{x^j) et bi»(p(.T,j) comme des premiers termes, et d'écrire §'^(p(a;,jK) » ^'^^(^5^)j etc. , au lieu de ^'^^'>(p(x,j^) , ^'^^'^^(^yj) i etc. Comme la loi est manifeste,
d" Y il est aisé d'en conclure' la formule pour le terme général t-^.
Ces formules me paroissent dignes d'attention.
377. Si l'on a une équation différentielle dans laquelle on a considéré^ comme fonction de a: , et qu'on veuille au contraire y considérer x' comme fonction de^; alors, par le n.°34i , il faudra, dans l'équation différentielle proposée, changer
^''^ == d^' ^^-^ = d^' c^--^ = "d^» ®^^* ' respectivement en^^d-^,
— ^ r— d(-i-d^*^), - — î— — - j^d(-i^ d(-T^ d j-^)), etc. , où dy
Q. i dx ^ dx dx^' 1.2.3.4 dx ^ dx ^ dx dx
est invariable, de sorte qu'on peut écrire djy hors des signes d.
Mais, par le même n.° 341 , on peut donner à ces quantités une forme
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plus propre à les développer facilement chacune en particulier, savoir
fdj. d(da:)-2, f dj. d2(da:)-3 , ^dj. cP(dx)-4 , etc. On mettra généralement dans Téquation proposée , au lieu de 'à'^.j l'expression
— dy.d'^-^^àxy. Dans ces expressions do: est considérée comme un premier
terme et comme variable.
Si on laisse dj sous les signes d , et qu'on fasse aussi varier dj^ ; alors changeant ^V, §V, ? V » ^^^' ^^ 7^^ K^^)~'-<ijK! , yd^ (da:)-'î.djKÎ , ^d3{(dx)-4.dj^| , etc. , et regardant dx comme un premier terme et dy comme un second terme , on résout cette question : Ayant une équation différentielle dans laquelle d x est constante et dj variable , la transformer en une autre dans laquelle dx et dy sont variables, c'est-à-dire, en une équation dans laquelle on regarde x et j chacun comme fonction d'une autre quantité.
On voit donc encore la liaison de ces questions avec le retour des séries et les méthodes pour trouver par approximation les racines des équations.
Venons à présent au cas des différentielles partielles
Soit U une fonction de a:, y et z, que j'exprime par <p(a?, j^, z), et soit z lui - même une fonction de a; et de j^ , ac et j étant des quantités indépendantes, et do; et dy indépendantes et invariables : on demande le développement de ce que devient U=(p(œjj^ z) , lorsque ac et j deviennent X -\- dos et j -{- dy; ce développement devant être ordonné suivant les puissances et les produits de dx et de djy : et même on demande un terme quelconque de ce développement sans passer par les termes précédons.
On voit que tout se réduit à développer
1 1 dz . d^z -
x-H dx. y 4-dy, z -h-j—'dx -f- \ , -dx^ -H etc. V*^ -^ dx dx^
dz d^ z
^ j - + "j— • d y -i- ■T^-r- ' dx. dy -|- etc.
(p <r ajr ■ ^ dx. ay "^
d^2 _{_ etc.
-f- etc.
En mettant Z7 au lieu de <p(a;, j^, ;z), il est aisé de voir, par les n."^ i36 et 37^, que le commencement de ce développement est
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,, ,dU dz dU^, ] "dF'd^ ~^ dx.dz' di~^ dx^ . ,
1'^ dz^ '^dx^
du d^z d^U dz d^U
;^Mz djK^dy^-^^J ddf/ dzdz d^Z7 dz ^
dz* da: djy dx. dz djr
dU d^z d^U dz d^U
dz d^V 4r.d2; djK dj'^ r^ya 4. etc. dhÇ/ d. ^ (
"^ dza ^dy^ )
-h etc.
Mais, pour en mieux saisir la loi, nous ne développerons pas entièrement les termes et nous emploirons les notations des dérivations.
Désignant donc par 'd^'U que x seul varie de 1 dans (p(x,j,2); parb^'Z/ que c'est j^ seul qui varie, aussi de 1 ; par b»i.£7"que c'est z seul qui varie <le
- ^ ou ^.z , et par 'd'^y^.U que c'est encore z seul qui varie , mais de -v- ou b'.z : dx ^ ^ dy
le commencement du développement sera
V + (b'»». V-^'h^^Vy dx + (^"^ TJ -4- ôi.b.,'. TJ H- ^2,^7). dx"^
-I- etc. -H etc.
La loi se saisit facilement ; elle est telle qu'en détachant les échelles de dérivation on a généralement, pour le coefficient de da;'»dj^'', l'expression
ÏX1.2../Ï
Quant au développement des dérivées que l'on représente généralement par ^"^^'"^ £/, on le trouve par les solutions du problème proposé au n.° i3i.
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Si, tout demeurant comme ci-dessus, on a l'équation (p (or, j^, z) = o, alors, puisque àx et dy sont indépendantes , et que l'équation doit avoir lieu quelles que soient dx et dj, il est clair que les coëfficiens de chaque puissance et produit différent de d a; et de dj forment séparément une somme égale à zéro. On pourra ainsi trouver sur-le-champ le développement d'une équation aux différentielles partielles d'un ordre quelconque, tant par rapport à x que par rapport à y.
379. Voici encore un cas qui sert dans la théorie des équations aux différentielles partielles, et dont la solution est facilitée par nos méthodes.
Soit z une fonction de œ et de^, et qu'on introduise au lieu de a; et dej^ deux nouvelles variables u et t , en sorte que ce et j soient chacun fonction de ^ et de M ; trouver les formules différentielles par rapport à ces nouvelles variables.
Ce cas se trouve dans le tome III du Calcul intégral d'Eu le r, page 186.
Soient z, X , y représentés respectivement par (p{^ ^ y), "vK^j ^) > %(^» ")» on aura z == ^ j\K/^, u) ^ '^^{t, u)\ ; et z -i- Az étant ce que devient z, lorsqu'on met ^ -+- r au iieu de ^ et w + y au lieu de u^ r étant mis pour àù et v pour
Au ; on aura
\ z -h Az =z
•vK^, u) H- ^''\K^, w). r ■+- etc. J (%(^î i^) •+- ^''%(^> w). r -f- etc.
-f- ô'^\|y(/^, ï^). V ■+- etc. J. î J -H ^'•%(^, ï^). u -f- etc.
-f- etc. \ I ' -f- etc.
ou bien , en mettant x au lieu de -^{b^u^^ y au lieu de ;p(; (^, m ) , et $ et ô' au lieu de ô^» et de ^'* ,
X H- "h.x.r -t- \^' a:, r^ -+- etc. "] f j H- ^•J'* r 4- ^^.JK* r^ -f- etc. y
-H ^Kx.v H- B'.^.a:. ru ~\- etc. f j -f- 'b\y.\j -+- b'.B.j^.ri/ H- etc.i
H- ^'2. a». j^2 _|_ etc. r j H- ^'^.j. xj^ -H etc. |
H- etc. 3 (, H- etc.
On voit donc que ce cas répond à celui du n.° 193. Il est aisé d'en donner différentes solutions, correspondantes à celles que nous avons données du problème du n.^ i8q. Si l'on veut avoir une solution semblable à celle du n.*' i83; en désignant par ^''. (p(x,j') que dans (P(^)JK) ^- seul varie par
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rapport à^^, et par ô'^'. (P(>^,jk)» ^^^ ^ seul varie, mais par rapport à m;
par b;'.<p(a;,j^'), et ô'»i. <p(a;,^) que^ seul varie, dans le premier cas par
' rapport à t seulement, et dans le second cas, par rapport à u seulement;
on aura pour le coefficient du terme général du développement affecté de
^.'».§'.».(p(x,jK) -f-ô»'.^''""^^''". <P(a:,jK) -+- ^'''•^''"~^-?''''- <P(^îJ) + etc. + b'»'.§''».§'>«-».<p(a:,j)H- bi».ô'''.§»'"-i. ^'»«-i.(p(a:,j) + etc.
H- ^'■^'•§''"-$''"-^.<P(:k,j^) + etc.
H- etc -+- etc.
H- ^'"..b'«-2,.b'.2.(p(a:,jK) + >'.^'«-ï'. c>''i.(p(.T, j) -h §'"'•§'"'. <p (a: , j ). En détachant les échelles de dérivation différentielle, cette formule peut être représentée d'une manière bien simple , comme il suit :
La formule du n." ig5 donne une expression plus développée. Le commencement de la série pour z -h Az se trouve, soit par la formule que nous venons de donner, soit par celle du n.° ig5, en mettant z au lieu
de(p(j?,j),
« + Az
H- ^^^zSà.x
+ 'b^^z.\^,x -\- \^>z,{^.xy~
+ Ô'lZ.^2.^ -H ^.22.(b.j)2
H- ô''B'iz.b'.a:.^.j
etc
etc.
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38o. Tout ce que nous avons observé à l'égard des échelles en d et b s'applique aux échelles de dérivation en d , les d se rapportant aux dérivées 6", y, è, etc. : et ces échelles servent à exprimer bien simplement les lois des premiers développemens.
Nous ne pousserons , pas plus loin les détails des différentiations : on voit que nos méthodes de dérivation s'appliquent à tous les cas de celles - ci , qu'elles épargnent des longueurs de calcul et des substitutions successives , et qu'elles font trouver immédiatement les différentielles d'un ordre quelconque , en présentant des formules générales dont la loi se saisit facilement.
38i. Le calcul des dérivations ayant son inverse comme le calcul différentiel , nous destinons cette division aux dérivations inverses , nous y traiterons de la liaison entre les dérivées directes et les dérivées inverses, et de celle qui existe entre les différentielles et les intégrales. Si nous avons différé jusqu'à présent de parler des dérivées inverses dont nous avons dit un mot au n.° 36, c'est afin que l'ordre de cet ouvrage nous permit d'appliquer sur-lechamp nos formules aux intégrales et de vérifier par là nos résultats par des résultats connus.
iyO(pcc H f— . o;! ■+- -7-^ • ^ + J ^ • x^ -+- etc. ; . i . .(1)
La fonction (p(a-l-ar) développée en série est (n
1 -'^ ' 1.2 *" ' 1.Q.3 et il est visible qu'en allant de droite à gauche chaque terme se forme de celui qui le précède à droite (le terme affecté dea:"~^ de celui affecté de a;"), en multipliant ce dernier par l'indice qu'y porte d, en diminuant ensuite cet indice de l'unité et en divisant le terme par x. Suivons cette loi , pour continuer la série (1) en arriére, et nous aurons
— etc. -f- Q. 1 .o.D-3<pa. a:-3 — 1.0. T>-^(poi.x-^ -}- o. n-'^pa.x-* -+-
Di(pa r»2(7,^ ■d'^(J)cc r, jy^(Poer , •••(2)
DO^Da H — X H ^—- ' x^ -\ ^ • x^ H -^ a;4 -f- etc. ^ ''
Si l'on prend la fonction <p(« -h ê'o; -j- yx^ -h èx^ H- etc.), on aura
pareillement
— etc. -H Q . 1 . o.D-3. (pcc. x-"^ — 1 .o.D-2. (pu'X-'^ H- o.-D-^.(pcC'X-^ +.
D°. Ou H X H ^^^— • x^ H ^- x^ H ^ ar4 + etc.
.wl: ; 1 1.2 1.2.3 1.2.3.4
De
De là on conclud généralement que dans '^-".(pccy où l'indice n est négatif, le c au - dessous du d n'indique plus un dénominateur , mais un multiplicateur, savoir rp (//— i){n — 2){n — 3) . . . . q . i . o , le signe — ou -f- ayant lieu suivant que n est pair ou impair , le premier facteur n — i étant toujours de l'unité moindre que l'indice w, et le dernier étant zéro , ce qui fait disparoitre tout le terme.
Puisque chaque terme de la série (2') ou (3), continuée en arrière, est multiplié par zéro , il s'ensuit que la série ne s'étend pas en arrière.
Il s'ensuit aussi de là que toutes les fois qu'on a une équation ou une expression où il y a des termes dont les uns ont des dérivées divisées à indices de d positifs et les autres des dérivées divisées à indices de d négatifs , ces derniers termes , ayant un facteur zéro , doivent être rejetés de l'expression. Voilà la véritable raison pour laquelle nous avons rejeté jusqu'ici les termes à indice de d négatif.
583. Une application immédiate de cette observation montrera la nécessité d'y avoir égard.
On a vu n.° 126 que l'on a généralement
— etc. zh — a''-^^p«.(a;2«) zp /V-^p". (a^) ±: ccr^".a.
Lorsque r devient ^ n , l'indice 72 — r du premier membre depent négatif et l'on a p"~^(ê''■«) = o, tandis que l'indice de d dans le second membre demeure positif; donc en écrivant la série à rebours, on trouve ce théorème:
o = oc'^^-a — roc'-^T^''.{oca) H '■ a'-^pn.^^a^) _ etc.
±L ^'^~^ cc'-^".{cc'-^a) zp r«p«.(a''-i/2) =t p«.(a''<z),
toutes les fois que r ^ n.
Ce théorème est une généralisation du lémme que Lexell a donné dans le tome XVI des nouveaux Commentaires de Pétersbourg , page 235 , et dont il s'est servi pour démontrer le théorème de Lagrange rapporté au n.° 282. La manière dont nous parvenons au théorème précédent a l'avantage de faire voir que la série n'est plus égale à zéro, lorsque r n'est pas ]> /z , et d'en donner la valeur pour ces cas, n.** 126. On tire de ce théorème, en divisant par cc'^ y
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— etc. d= r^-('-0g«.(«'--iû5) qp «-'•^«.(aî'-^) , ot étant arbitraire , pourvu que r soit >► tz.
384. Si l'on a une équation dans chacun des termes de laquelle entre une dérivée divisée avec indice négatif , on peut imaginer que chaque terme a été divisé par le facteur zéro , et alors l'équation subsiste entre les termes qui la composent, sans qu'aucun disparoisse : ainsi on peut le plus souvent faire abstraction du facteur zéro.
Pour mieux connoître la nature des dérivées inverses , observons que , puisque 'D'^.A dérive de d.^, i^.A de tP.A ow. A\ en rétrogardant , ji.A =. jy-^.B'^.A sera la dérivée inverse de jy'^.A ; vP.A = d->.di.-^ où A sera la dérivée inverse de d.^ ; donc , en continuant , on aura t>-'^.A = ly-^.iy^.A pour la dérivée inverse de ^, t>-^.A , pour celle de D-^y^ , et ainsi de suite; v-^.A s'appelle aussi la dérivée inverse seconde de ^, et en général n-'^.A est la dérivée inverse n'^"* de A.
En passant aux différentielles , si (px est une fonction de a; , et dx supposée constante , pour plus de simplicité ; on aura , pour les différentielles directes de (px j les expressions
d(px = 'd(px.dx, d^(px = 'à^(px.dx^, d^(px = 'à^Cpx.dx^, etc., c'est - à - dire , que les différentielles sont égales aux dérivées multipliées par d X , do:*, d x^ , etc. respectivement ; mais les différenbieUes inverses ou les intégrales seront , en suivant la même loi , égales aux dérivées inverses , divisées par da:, da:^, dx^, etc. ; de sorte que/*, le signe de l'intégration, étant mis au lieu de d-^ , on aura
à'^(px =:^f(px = —^, d'^Cpx =f^^(px= ^J ,
d'^(px =p(px = -j^ 1 etc. , d-cpx z=fn(px = ^J .
Soit, par exemple, (px = x"^, dx étant constante, on aura d(a:'») = mx'^-^dx , d^{x'") = m{m-' i)x'"-^dx^ , etc.
d-^{x'") z=fx"' = — - , d-^{x"') = f^x"" z=.
(w + i)da; ' , ^ (wH-i)(w + Q)da:2
généralement, d-«(a:'") = y«a;'« =
{m + 1 )\^n + Q) . . . . (w ^-/^) dx"
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et l'on aura pour la différentielle inverse divisée de l'ordre n ( n.° précédent) , en faisant abstraction du facteur zéro ,
- , , 1 . Q . 3 . . . . . (n— Ox'" + "
'^ ^ ' {m+i){m + i) (772 + n).da:«
Puisque , pour indiquer la différentiation inverse ou l'intégration , on emploie communément au lieu de d-^ le signe y; nous proposons d'employer le signe ^pour indiquer la dérivation différentielle inverse^-* ; et de même que ~à(px indique qu'après avoir pris la différentielle de (par, il faut encore la diviser par àx , de même f(p x indique qu'après avoir pris l'intégrale de (px , il îslmX encore la multiplier par àx. Ainsi on a
*^ {771+ i)dx ^ '^ .m+i ^w + 1 ar"*"^'. âix /a:'" = = àxfx"^. fx^Ax = ^ = dxfx'^àx»
385. Voici à présent une formule qui donne la dérivée inverse générale non divisée, ou plutôt non multipliée, de l'ordre n; «ayant C pour dérivée, C ayant y pour dérivée divisée , etc.
Si dans la formule du n.° 45 on change 72 en — n , on a
D-«(pa.^-« — D-"-»<pa. WD.Ç-"^» H- D-«-*(paî. «(tï + 1 )p2. Ç-«-2
— D-«-3(pa. /z(/ï + i)(/z 4- 2)p3. ^-n-3 _|_ etc. à l'infini.
Ainsi toutes les fois que la fonction (pcc est telle qu'on puisse en trouver les dérivées inverses D-"<pa, D-''-i<pa, T>-"-^<P(Xi etc. d'un ordre quelconque, T>cc étante 1 ; cette formule donnera la dérivée inverse d-". <Pf», d.«, p^a, çS.of, etc. étant C, y, ê, etc. On développera d.Ç-«-% ç^.g'-n-a^ etc. à l'ordinaire , en considérant C comme un premier terme.
On auroit aussi pu tirer cette formule (1) de celle du n.° qo, en faisant les multiplications qu'indiquent les c au-dessous des d , suivant le numéro précédent , et divisant ensuite tout par o . 1 . 2 . 3 . . . (« — 1 ) , ce qui supprimeroit le facteur zéro qui multiplie tous les termes.
Si n = 1 , on a pour la dérivée inverse du premier ordre
D-KÇcc == (q)
i>-^(Pa.g'-i — D-2(p^.i5.g»-2 _|. D-3(pa. Qp2.^-3 — D-4(pa. 2. 3p3.f-4
-H D-5<pa. Q.3.4p4. g'-S — etc. = D-^(Pa.C-^ — D-2(p«.D.g'-2 _j^ D-3(p^.D2.^-3 _ D-4(p£g. D3.g'-4
-h D-5(p^. d4. ^-5 — etc.
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Les expressions ( i ) et ( q ) sont remarquables en ce qu'elles montrent bien la liaison entre les dérivées directes et les dérivées inverses. Appliquons - les à une intégration.
386. On propose de trouver Vintégrale f'^ {a -{- bx + cx^y à x'^ , dx étant constante.
Faisant ici, comme n,° 367 , où = a + l? x -j- c x^ , C = ^{a -^ bx + cx^) = b -i- ^cx , y z='^^[a ■+- bx -}- cx'^) = c; on a (poc == ce''; et puisque
jy"(p(x = .^ , on a , en changeant tï en — u , D-«vpa5 = d-«(pa.d«'' =
kx ce
J"(poC'àc6^ z=zf"(pc)Cf àoc étant constante; on a donc, par la formule (i),
+ etc.
Il faut compléter l'intégrale en y ajoutant C -+- Ci a; H- C^x^ H- etc. -f- Cn.jX"-», expression qui renferme les n constantes arbitraires C, Ci, Ca, etc. C*„_i.
Il est aisé de voir qu'on a/«a'. = ^, ; — r- -. — ; — r- : donc
l'intégrale demandée est
n{n + 1 ) (« + ^or + cx'^^c r + n-\-i (^ + 2ca;)3
^ , , w(A2-hi). . .(«H-3) (a -{- bx + cx^Yc^
, r^^ — ^--^ 7 f-Tî N-< 2(r4-/z-+-iXr-+-«-h2) (^ + 2<:a:)4
l^r-t- A -t- ; i. -T- M -r- y I n(n-{-i).,..(n-h5) {a-hbx-^<x^yc^
Si l'on demande l'intégrale
f'^(p(a- -\- bx -\-' cx^ H- dx^ + etc.)da:«, .
do; étant constante, et qu'on veuille ordonner la série suivant les puissances de X , voici une manière bien simple de trouver cette série au moyen de nos méthodes de dérivation. Puisaue
Puisque l'on a (n." qi) ,
(p{a H- bx H- ex? H- dx^ H- etc.) = (pa -4- T>.(pa,x -h B'^.(pa.x^ -h ^^.(pa.x'^ H- etc., il s'ensuit que f"(p{a -\- bx -^ cx^ -h dx"^ -h etc. ). dar" = (p^^dx» -h D.(p^/.y«a:da;'' -h B^.(pa.f'^x^dx'' H- p5.(p«.y*«a:3(Jj;n _|_ etc. Or, dx étant constante, on a généralement
J ^ ^ (^,. -h i)(r-|- q) (rH-Az) '
donc , en complétant l'intégrale par n constantes arbitraires , on trouve
f''(p{a -\- bx ^r- ex- + dx^ -f- etc.)da:'' = .... .{3)
ce -+- C^x -h C^x^ -f- Czx^ -^ etc. -h C„_ix«- « -j- ^
1 )— (ba -\ r r- D. (ta H — ■ TT r- p2.(p^ f
/ ^ ^ 1__ _ ^p3. (p<2 ^ etc. 1
formule dans laquelle D.(p<2 , p-.(p/2, d^. (p^^, etc. se développent à la manière ordinaire j et si l'une de ces quantités devient zéro , la série se termine.
388. Si dans la formule du n.° g5 on change n en — n, on aura ces deux
formules :
D-^.Çaoc) = .....(4)
aa-^.oc — «D.<7.D-«-i.a -+- n(n-\- i)Ti'^.a.ii-''-^.oc — «(«-f- i)(« -h Q)D3.«.D-"-3.a
-f- n(7i -\- i)(/2 4- Q)(^-h 3 )p4. ^. D-«-4. oc — etc. ,
an-".^ — TZD.a.D-"-^^ + /2(/2H- i)p2.^.i3-n-2^<2 — n(^n-^ i)(/2-f-2)p5.a.D-«-3.«
H- «(« -f- 1 )(«-f- 2)(/ï H- 3)D4.a;.D-«-4.« -1- etc» Ces formules se terminent dans les cas où l'une des dérivées de ^z ou de « et toutes les suivantes deviennent zéro; autrement elles vont l'une et l'autre à l'infini. ^
389. On peut tirer de ces formules différentes conséquences relatives aux intégrales.
Si l'on fait , par exemple , n = i, a = j , oc = àx , j étant fonction de X ; on aura par la formule ( 4 ) , en changeant les dérivées en différentielles , et ajoutant la constante arbitraire C,
fjydx = C -h jfdx — djy.f^dx 4- dy.f^dx — d3j./4dx 4- etc.,
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et par la formule (5) on trouvera
fyàx = C + àxfy — à^x.fy -f- à^x.f^y — êi^x.f^y -h etc. Si dans la première de ces séries infinies on suppose àx constante , on a. fax == x,
r^dx = fx =1 — î — - ndx = — T-j — , etc. : ainsi la série devient
_ , ^ dy x^ d-y x^ d^y x4 fydx = C -h yx — -f- 1 ^-j-— -z Y-^-z \- etc : '
et si dans la seconde série on suppose djy constante ; puisque Jf = ^=~ ,
hy ■= — ^— ; — , etc. , la seconde série devient ^ -^ Q.3.dj2 ' *
-, „ da: y2 ^2^ y3 d'^x y4 d^x y^
fydx = C-H -T--^ j-t4- h Tir-% 5 — Ti "t" ^- etc.
^•^ dj 2 i.2.dj^ 3 i.Q.3.dj)^3 4 i.2.3.4.dj4 5
Ces deux séries pour^dx sont celles de Jean Bernoulli. Voyez ses œuvres
tomel.^'^, page i25, et tome 11.*^, page 488.
Soit a ■=. (px ^ 06 = dx" , dx constante , la formule ( 4 ) donne
y^cpa:. dx" =
(px/^dx" — nd(px.f''-^^dx'' H- n{n-+- i)d^(px.f''-^^dx'^
— /ï(«-|- i)(«-4-2)d3<pa:./« + 3d^» + etc.
Or, dx étant constante, on afdx^ = — -j = xda:"-' , f^dx*^ = fxdx^"^
j«2 x^. dx" ~ ^ = — dx''-^, etc. , et généralement y''dx" = 5 . Donc, complétant
l'intégrale par n constantes arbitraires , on trouve ^
/"(px. dx» = (6)
^(S + SiX H- (§2x2 -+- (53a;3 -4- etc. 4- Sn-iX»-» -H
cpx -— -^ H V^; -^ ^T^ + etc
Sgo. Si l'on a généralement r- çi^a -^ bx -\- cx2 H- <;?x5 4- etc. , «^ H- Cx -+- yx^ -H (Jx3 -f- etc.), on a (n.° 112, formule 4) pour le coefficient de>r«, d»* se rapportant koc seul, D'» à <2 seul, et D indiquant la dérivation totale,
4- etc. 4- p«-''.D'»(p(a,«) 4- p^'-cpC^f,»). en multipliant par 1.2. 3. .../?, on a, pour la dérivée non divisée ,
D«.(p(<2,«) = D««. (p(û,«) -4- nD^:li''^-K(p{a,Oc) -+• /2(/î— l)p'».D''»-*vP(^, «)
-H etc. -H 72p«-»'.D»i. (p(<2,«) 4- D«».(p(tf,a); et, en détachant l'éclielle de dérivation ,
A présent , si l'on change n en — « , ces deux dernières formules donnent , pour la dérivée inverse de l'ordre n ,
— 7ï(/zH- i)(/2 -+~ Q)p3.. D'-»-3. (p(«, flî) -{-etc. à l'infini; et encore , en détachant l'échelle de dérivation ,
D-«. (p(/z,«) = (D'^ -HD«'.)-« x<p(<z,a), (8)
et l'on peut commencer le développement de (D'^ -+-d»'.)-« par d''. ou par d^». Si l'on avoit une fonction de trois , de quatre , ou d'un plus grand nombre de polynômes , tous ordonnés par rapport aux puissances de or , on auroit pareillement
D-«.<^(«, «', ^",«'») = (D'"^ -HD»». + D'». -H D''.)-''X<p(«,a',rt",<ï"'), . .(10)
et ainsi de suite, on développera les échelles à trois termes, à quatre termes, etc. , comme , par les règles du §. II de l'article i.", on développe (^-f-^-f-c)-", {a -{- b -+■ c -h d)-'^ , etc. ; mais , en développant ainsi , on a des séries infinies.
391. Pour avoir des expressions finies, je remarque qu'en employant la division pour développer {a-+-B)-^ = ^, on peut arrêter le développement à tel terme qu'on voudra , et en ajoutant le reste que laisse la division , divisé lui-même par a -{- l? , on aura des expressions finies de («-|-^)-i, comme il suit :
IN
(a-i-b)-^ = -7 TT--*
\ b b^ b'^ , b''-^ b" rH 5- r-H etc.
a «2 tf3 a4 ' a^ ~^ {^a-^b)a' '
Mettant donc d, D''^ , d'», au lieu àe a -\- by a ^ b respectivement, on a et généralement
D-i=: D»-i D^'D»-^ H- d2;D'-2 — D^'D'-4 + etC. ZÇ. D'" ^'D'-'" zb D"» D'^'D'"''.
On a donc ' '
T>-K<p(a^cc) = (t)'^ -f- D''.)-» X(p{^,a) = D'-i.(p(^,a) — D-^Di'. D'-«.(p(<7,à); ou [en mettant s, S'% s'», (n." 36) au lieu de d-^, d»-^, d-*», après le développement de l'échelle, si l'on aime mieux avoir des indices positifs]
s.(p{ayoc) = S'^(p(^z,«) — s.-D^'.S'K(p{a^ oc); ....(ii)
ce qui est une généralisation dii théorème de l'intégration par parties , un des plus féconds du calcul intégral.
On a généralement ^^^-^t^y^^c^
-f- etc. zp D''-^'. D'-^^(âî, a) ±: D-^D'■'.D'-^<p(«,a) :
ou bien encore D-^(|?(a, a) = s.(p(^, a) = (i3)
S'KQ^{c^,^My —.J^}'^s^%3)(a,ct) -+- D^'.S'^.(r)^«,a) — d\s'4. (p(/^, «)
. /.,,^ .•!'-. -+- etc. zp D''-l'.S'^(p(«, a) ± s. D*"'. S'''. (p(^, a).
Quant aux dérivées inverses des ordres supérieurs au premier ; puisque
D-i = D»-i — D-'D^'D'-', en prenant derechef la dérivée inverse, on aura
et en prenant une puissance quelconque n , on a pour la dérivée inverse de
l'ordre n -"^^^^^ ^ d-« = (d'-^. — d-»d»'D'-i)«, i^'ffp (i|)
expression qu'on développe par la règle du binôme , et qui est toujours d un nombre fini de termes.
Puisque D-» est aussi = d»-* — d^'D'-^ -f- d-^d^.D'-^^ on a pareillement
et généralement
D-" = (D'-i D^'D'-^ 4- D^'D'-^ — etc. Zf. D''-i'D'-'' zlz D" ^ D'''D' -'■)".
Partant „ ^/ \ /, ex
(D'-^ — D''.D'-2. -l-D^'. D«-3. — etc. qZ D'^-^'. D'-'". z!z D " ^ D'''. D»" ''.)« X <p(/z, a) ,
expression finie. Ces théorèmes, dont on peut trouver un plus grand nombre par les mêmes principes, sont fort- utiles dans plusieurs rencontres.
Il n'est pas difficile de faire voir qu'il est indifférent d'écrire les signes d- » D, D-»', D^», D'-S D'* dans tel ordre qu'on voudra.
392. On peut faire différentes applications de ces formules; pour les appliquer aux différentielles , nous allons en déduire d'une manière simple les conditions d'intégrabilité des quantités différentielles d'un ordre quelconque.
Soit P^dx une quantité différentielle, ou f^dx = o une équation différentielle d'un ordre quelconque r, f^ étant une fonction de ^, jK> ^-/j ^^» etc. , Ti'^.y , et dx étant constante ; on demande les conditions auxquelles on reconnoit que P^dx est une différentielle exacte ; c'est-à-dire , que dans l'état où se trouve f^dx , elle est intégrable , sans qu'on ait besoin de supposer^ une fonction particulière de x , la relation entre jy' et x pouvant être quelconque.
Soit Z l'intégrale de P^dx, ou Z z=fVdx\ si nous désignons par d^», la différentiation par rapport à x seul, par d»^. la différentiation relative à^, "h. y , ^2^ ^ Ô3.J, ^ etc. par d et /" la différentiation et l'intégration totales ; on aura dZ = dfVdx =^ JdVdx^ ou, puisque d = d^» -f- d»», (di, + d'O^ =/(d^' + d.^/^da:, d^^Z -H d^^Z = fd^^Vdx H-/d.»Fdx. Or , la relation entre j^ et x étant quelconque , d^» et d»^ indiquent des opérations indépendantes; on a donc séparément
d^^Z =1 fd^^Vdx (1), et d'»^ =/d'»/^da:; (2) *^
et , en divisant par d x , ces équations deviennent
^^^.Z=zf^u.V (3), et î).^^ = /.?)>» /^. (4)
Cela posé , puisque Z z= fVdx ^ si T^dx est de l'ordre r, il est clair que Z ne sera plus que de l'ordre r — 1 ; ou , en d'autres termes , si Vdx renferme ô^J^ , Z ne pourra point renfermer de dérivée 'à.y^ 'b'^.y , etc. supérieure à ^'"^y, quelle que soit d'ailleurs la manière dont ces dérivées entrent dans Z, Ainsi b./^et 'b.Z seront de cette forme :
^j^ dV dV^ dV ^ dF ^ dr ^
^•^=^-^d7^-->^ + dV^^-^"^'''-"^dF^^-^-^d^^^^^-^' -W
^ r^ dZ dZ ^ dZ ^ dZ ^
^•^ = d7 + d^^-y + d^^'--^ "^ ^'^- ^ dô^^ ^''^^ (^)
expressions que nous représentons par
ô.^ = M -h N'd.y M- O^^.y -4- P^^.y -+- etc. -h Nr-i'à'.j -^ Nr^+Ky , . . (7)
h.Z = «W H- ^'d.jy -h CÔ2.J -I- ^Ô3.j^ -H etc. -h mr-i'à'.j. . < . .(8)
On a donc d'abord b>»./^=rikr, ^^'.Z = ^; donc pour satisfaire à l'équation
(3) , il faut que l'on ait /.M = ^. Or cela a toujours lieu , si dx est constante ;
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csLT'b.Z étant= F, <yïia.'d^».'b.Z='d^>.F, ou'd.'bh.Ê! ==^u»F, donc 3. 3)1== M, donc M est la dérivée totale de SOî ; donc ^ = f.M.
De plus , pour que l'équation (4) soit satisfaite , il faut qu'on ait , en mettant Z-^ au lieu de/, ^-».(iV^.j + Cd^.y -+- Pb'^.y -h etc. -h iVr-i^^j -I- Nr'à^-^Kjr)
= 9lb.j -t- O'h^.y -t- ^.bS.j H- etc. + 0l,_»^^j. *"V9)
Mais ^ étant une dérivation totale , je puis la partager en deux autres , l'une ^l' qui ne se rapporte qu'aux iV, O, jP, etc. , Nr-iy Nr, tout variant cependarrt dans ces quantités , c'est - à - dire , tant oc que y et "à. y , 'à'^.y , ^^.y , etc. ; l'autre b'^, qui n'affecte que les ^y, ^^«JK» ^^-JK^ ^t*^* qu'on voit dans (g). Ainsi j'aurai b-*. = (b'^ H- b''. )-^ On ne confondra pas b'^ et ^^». ci- dessus avec b'i. et b^'. Ici le partage de la dérivation totale ô est différent et les , sont placées plus haut.
Il faut donc, en écrivant à rebours les séries de (9), que l'expression (^'1. 4_ ^1'.)- 1 x{Nr'b'+^y -f- Nib'-^jy + etc. + Fb'^.y H- Ob^y^N^.y) ..(10) étant développée soit égale à
^r-i'à'.y H- etc. + ^'h\y + O'b'^.y -h ^'à.y (11 )
Il n'y a plus qu'à développer (^'i. -|-Bi'.)-i , qui devient ♦ ô'-i. _ ôi'.b'-» -f- ^<î>'-3. — î>3'.î>'-4 -h î>4\b'-5. -I- etc., ...(iQ) et à effectuer la multiplication indiquée dans (jo), en observant que b'-i.B^y = Ô'"-^j^; puis à comparer le résultat avec (11).
Soit , par exemple , r = 4 , il faut qu'on ait le développement de
(€>'». -h ^^'0-'X(iîî>5.j^ _^ q^k,j _|_ p^'h^y ^_ o^^y -f- iVôj^) ...(i3) égala £L^4.j -h ^B3.j _|_ ^^2.^ _l_ gf^^.^ (i^j
En multipliant (12) par Kà^y ^- Qp'^.y 4- etc. -f- ]S~d,y , on a sur-le-champ ,
Kh^.y — ô./l.c>3.j _|- 'à^.R.'b^.y — ô3./î.^.j^ >f- M./î.^ — 'b^.R.'à-\y -f- etc.
H- (l.'à'^.y — 'b.Q^.^^.y -h Ba.Q.b.j — ô^.Q.j 4- M.Q.^- i.j^ — etc.
(i5).. -f- ■''^^•^ H- ^.Ab.^ 4- Ô2./>.j^ __ ^./>.^-i.^ _f_ etc.
-+- O^.y — 'à.O.y -\-'d^.OJb-^.y — etc. -I- N.y -h ô.iV.ô-i.j^ -I- etc.
Comparant présentement à (1 4) , on voit qu'il faut que les colonnes affectées de y, ^-i.y, etc. soient zéro, ce qui a lieu si l'on a
> : f iVT — d.O -H Ô2.P — Ô3.Q -\- Kiî = o ; r 16)
car les coefficiens des colonnes suivantes de (i5) ne sont autre chose que les
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dérivées successives des coëfficiens dej^. L'équation (16) est donc la condition d'intégrabilité cherchée. Dans (16) les b marquent des dérivations totales, qu'on exécute en faisant tout varier et divisant par dx.
SgS. On peut aussi développer ^-'. = (b^\ +^'^)~* en commençant par ^»*., ce qui donne
ô-i. = ô-»\ — ô'^d-»'. 4- ô'2.b-3». __ î>'3.î>-4'. -h ô'4.î>-5'. — etc., et exécuter la multiplication en laissant les termes des séries (g) dan^ l'ordre où ils se trouvent.
Soit, par exemple, /•= 4 ; en mettant^ au lieu de B-*, on trouve ainsi
/.iV-V
^Ky -\-p.N
v.y-fm
AQ
— etc.
+ fR
-4- etc.
iov «O
Comparant avec ^.y -H ^,'b'^.y -i- ^^,y H- U^^.j; on voit que, pour que Vax soit intégrable d'elle-même, il faut qu'on ait
/.iî — /^.Q -f- /3.P - /4.0 + /5.iV = o.
Ainsi , puisque 91 , £) , ^ , £1 , sont des dérivées différentielles qu'on à obtenues par la différentiation dp Z , on a le théorème que donne Euler dans le tome III de son Calcul intégral, page 523, savoir : Si Vax est intégrable d'elle r niéme , *la quantité Nàx sera aussi intégrable d'elle-même; et faisant O — /Nàx = 0 , tàx sera intégrable ; faisant P — faàx = p , )pd.x sera intégrable , faisant Q — ypda;=q, f\&x sera intégrable ; et faisant R — fy^cs s=: r ,/vdx sera zéro , si l'on fait abstraction des constantes arbitraires.
394. Si àx est aussi variable dans Vdx, on pourra considérer x et y comme fonctions d'une autre variable. Soit, par exemple, Vdx de l'ordre 4 » tant par rapport à x que par rapport à ^, oa aura
540 D U C A Ij p U I»
dx do.o; do^.o; do^.x dd4.a;
d/^^ d/^ ^ dV ^„ d/^ ^, d/^ ^,
^ 47 '-^ "^ dv^'--^ ^ dô^^ -^ -^-m^^'-y + d^v ^ ••^'
je représente cette expression par
( rih.x -\- ob'^.x H- pb^.x -\- qh^.x H- rà^.x ^•^ "^ j-f- iVî>.j + Ob^y -+- Pc)3^ -H Q^4.jy. H- il^5.^ ; «t, 2 étant l'intégrale de T^dx , b.Z sera de la forme ( vià.x -H 0^2.0; + ^jib^.x -\- <\b^.x
donc , pour satisfaire aux équations ( 3 ) et ( 4 ) , il faut qu'on ait '' ' " (b'i. + di'.)-*(rB5..x + ^M.a; 4-/7^3.0; + 0^2.^ ^ nd.x) .
= q^4.a; + ^p'b'^.x + o^^.^ ^ ^d.o; , ^i' se rapportant à r , ^, y» , o , «^ et b'i à ^.x , ^2.^ ^ ^3.jj ^ etc. ; ensuite il faut qu'on ait encore , comme ci - dessus ,
(ô'i. 4_ -di\)-i{Kà5,j -f- QM.j -H />B3^ -f. Oî>2^ + ^^jy)
ce qui , en développant comme ci-dessus et comparant les développemens aux seconds membres , donne les deux équations de condition :
]Sr ^^.O -^ c>2.P _ Î>3.Q + c)4.il = 0. On voit en général , qu'il y a autant de ces équations de condition que dans i^ il y a de variables avec leurs dérivées différentielles.
SgS. Le principal avantage qu'offre cette manière d'employer l'échelle de dérivation, consiste en ce qu'elle fait trouver sur-le-champ les conditions pour qu'une quantité soit une différentielle exacte d'un ordre* quelconque k.
Soit £/" l'intégrale de l'ordre k de l^dx^, que je suppose être une différentielle exacte dij même ordre k , de sorte que U = f^T^.dx^ '<, on a.Mva.'à.U =. 'b.f^.T^ =zf^.~b,Vj donc (b^'. -f- ^.».)t/=:/^.(^'». -f- d'i.)^; et puisque b^» et ô»^ [qui ont ici la même signification qu'au commencement du n.** 3 92], indiquent des (Opérations indépendantes , il faut qu'on ait séparément
ô',.Z7=/^î>^'./^, .....(17), etB.».î/=/*.îi'»./^ (18).
L'équation (1 7) a lieu d'elle-même si àx est constante j faisant donc ô=b'i.+Bj',
comme
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comme vers la fin du n.° 3cjQ ( où il ne faut pas confondre b'i et ô^' avec ô»» et b'» qui ont les, placées plus bas), il faut que Cd'K -h ôi'.)-*x(iVrC>'-H-^j + etc. + P^^.j -h OB2.J + N'd.y)
= ^r-i,^"Kjr -+- etc. -h 5pb3.j^ H- ^'è^.y + ^'à.y; •••(19)
car c)^jK étant la plus haute dérivée dej^ dans l^, U ne pourra être que de l'ordre r — A , et sa plus haute dérivée de y sera par conséquent b*"- ^.jr. Or on a sur-le-champ
î>'-*. _ Abi'.d'-*-'. +
^^_lô<B'-it-2. A.A + 1.^ + 2 y>,y-.-..
etc.
Il n'y a donc plus qu'à effectuer la multiplication dans (19) et à comparer le produit au second membre.
Soit , par exemple , r = 4 et A = 3 , il faut qu'on ait {R'd^.j -+- Q'à^.j + P'd\j -+- O'd^.y -f- ]V'd.y)x
(îi'-3. __ 3^^'.^'-4, 4- 6c>2'.d'-5. — ioî>3'.î>'-6. _^ etc.)
y -— lob^.i^
-hP
ô-^^KH-etc
— etc
— ioî>3p
H-etc
— etc
— 3b.iV
+ etc
Effectuant la multiplication dansOle premier membre, on a sur-le-champ iîÔ2.y — 3î>.illb.y4-6î)2.iî y _^ lob^.i^ â-'.jKH- 15B4./Î
_ lobS.Q — 3c).0
Comparant à 0^2.^ _j_ gi^^, on trouve que les trois conditions, pour que f^dx^ soit une différentielle exacte du 3.® ordre, sont
p _ 3B.Q + 6?|2.iî = o, ...(i)
O — 3Î>.P -h 6b2.Q _ lo^^.R = o , . . .(11) N — 3'd.O 4- 6î>2./> — lobS.Q -h ]5K/l = o. ...(m)
Les coëfÊciens de ô~^.jKî ^~'^-y 1 etc. contiennent les mêmes quantités que celui de ^~^.^, et égalés à zéro, ils n'expriment aucune condition qui ne soit une conséquence de (i) , (11) et (m) ; ainsi le coefficient de ^'^-j, par exemple, est égal à — 3ô.(iii) — 3B2.(ii) — ^\(i).
596. L'usage des échelles de dérivation s'étend au calcul des variations ; leur utilité se fait surtout sentir dans les cas compliqués de ce calcul. Obligé de me resserrer dans des bornes convenables, je supprime les applications que j'avois faites à ce sujet.
Brrr
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397. Si dans la formule que nous avons trouvée pour p«-'".(^'<i) dans le n.*' 126, on change n en — n, elle devient
dr «'■p-«.« q: ra'"-»p-«.(«^) dz "" ■ ^-".(a'^a) zf. etc.
les signes supérieurs sont pour r pair , les inférieurs pour r impair ; ici chaque terme étant affecté d'une dérivée divisée à indice négatif, on peut considérer chaque terme comme divisé par le facteur zéro , et ainsi aucun des termes ne disparoît, comme il en a disparu au n.° 383.
Cette formule présente le moyen tle rappeler l'intégrale /''-*-* j^d:c'"+* aune expression finie d'intégrales du premier ordre , y étant une fonction quelconque de ce y et dcr constante.
En effet, il suffit de faire « =j^d£c, cc=Xy S'= àx, /z = 1 , p-". = p-'. =y"» Ç_B-r =±1.2.3... r,/'"^^y le signe -}- répondant à r pair et le signe — à r impair; la formule (1) donne aussitôt
/'+yàx'+^ =f^+^(dx':jrdx) = (2)
x^jyàx — rx''-^/œydx H '■ x^-'^fx^jdx — etc.
iq3.,./'j t» v 1
-\- — x'^fx^-^ydx — rxfx^-^yàx H- fx^yàx
expression qui s'accorde avec ce que trouve Euler dans le second volume de son Calcul intégral, page 368.
Cette formule demeure la même si à.x est variable et x , aussi bien que y , fonction d'une quantité quelconque ù : dans ce cas on a coutume d'écrire J'dxjjdx j fdx/àx/jàx, etc., au lieu de/2yda;2,y3j^dx3, etc., et notre formule ( q ) s'accorde encore avec ce que trouve Euler , par une voie moins facile, dans le recueil de mémoires qui forme le 4»^ volume ou le supplément de son Calcul intégral , Pétersbourg 1794. Voyez de formutis integralibus implicatis earumque evolutione eu transformatione , pages 544 et suivantes.
La formule (1) donne même encore
.♦ Kx^f^ydx"^ — rx^-^f'^xydx'^ H x'^^'^J'^x'^ydx^
7ï(/z-+- 1 )...(« -i-r- 0 ) _ gj(j^ ^ Cl£lia,2y«^r-2^dx«- r<jcj^x''^ydx^ -^f^xydx'^
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398. On aura toujours des formules pour les dérivées inverses de l'ordre n , en prenant la formule de la dérivée directe de l'ordre quelconque « , et en y changeant n en — n. Par ce moyen et celui des échelles de dérivation on parvient aisément aux théorèmes généraux des dérivées inverses et à ceux du calcul intégral.
En appliquant ce procédé aux formules de l'article troisième, on en tireroit des théorèmes pour les dérivées inverses doubles , triples , etc. , pour les intégrales doubles , triples , etc. , et les intégrales des^ quantités aux différentielles partielles. Cette matière raériteroit bien d'être traitée à cause de son importance et de ses difficultés, mais nous ne pourrions nous y arrêter d'une manière utile , sans entrer dans des détails que le plan de cet ouvrage ne sauroit comporter.
(III
599. On trouve dans les Mémoires de Berlin pour 1772 (*) des théorèmes qui expriment la relation entre les différences d'un ordrç^ quelconque et les différentielles , et entre les sommes et les intégrales : ils sont remarquables par leur simplicité et dus à Lagrange , qui les a exposés sans démonstration ; il a même ajouté, qu'il seroit peut-être difficile d'en donner une démonstration directe et analytique. Laplace les a démontrés depuis dans divers mémoires (**). Comme ces théorèmes tiennent aux dérivations, nous allons aussi en donner, une démonstration qui nous paroît directe et facile. Voici les théorèmes :
Soit u une fonction'^uelconque de vT , ^ = Ao; l'accroissement de a; , et Am l'accroissement de u qui répond à ^; on aura pour la différence de Tordre quelconque / 1 \i -
I ISf^u = (e — 1 ) ,
où e est le nombre dont le logarithme naturel est l'unité. Après avoir déve-
loppé le second membre de cette équation suivant les puissances de -5 — «^j
il faudra appliquer les exposans de dw à la caractéristique d , pour indiquer des différentielles de même ordre que les puissances, c'est-à-dire changer àu^ en à^u.
(*) Dans le mémoire sur une nouvelle espèce de calcul relatif à la différentiation el à V intégration des quantités variables , pages ig4 et igS.
(**) Mémoires présentés , etc., tome VII, pages 534 *t S"»'^- Mémo-''es de l'Académie des sciences de Paris, année 1777» pages i03 et suivantes, et année 1779, pages 346 et suivantes.
CALCUL
De plus, en changeant /en — /, et désignant par £ la somme qui répond à la différence marquée par A , ce qui donne A-* == 2, A-^ = sS 1 équation , précédente subsistera toujours et deviendra
II A-^u = "E^u = l e , — 1 ) .
pourvu qu'après avoir dévelopé le second membre de cette équation, on change encore {duy en d^u et (du)-'' en,d-"''M omJ^u,
4oo. Démonstration, i .° On a par le théorème de Taylor , u étant une
fonction quelconque de x ,
du ^ 1 d^u y 1 d^u 5,- , .
Au = 1 -^—i H j— 7^^ H TT :t-tP •+- etc (i)
dx^ 1.2 dx^^ 1,2.3 dx^^ \^
Je mets à la place de i , , r- , etc. C, v , (^ , etc. , et 'd.u au lieu de
-5 — , afin que l'équation ( i ) se présente sous cette forme :
Au = C'à,u.^ -+- «yB2.z/.|2 _|_ Jc)3.i/.p H- £B4.i^.|4 -f- etc. (q)
Maintenant , puisque u est une fonction quelconque , on pourra mettre Au au lieu de w , et l'on aura
AAu = g'b.Aw-l -+- yd^,Au,^^ + (^î>3.Aw.|5 -|_ gî)4.Aw.^4 h- etc (3)
Mettant dans le second membre , au lieu de Au , sa valeur (q) , on trouve
A^u = C^'à^.u.^^ -h tyà\u.^^ -+- ^J^4.z/.^4 -j- g^b5.w.|5 -}- etc.
-f- «y^c)3.w.^3 _f_ yyM.M.^4 -I- y^~à^.u.^^ -+- etc.
+ ^g"c>4.w.^4 + <^yô5.w.^5 _f_ etc.
+ g^ô5.w.|5 _j_ etc.
-f- etc. ,
où les coëfficiens ^"2 , C'y + 7Ç, Ç^ -\- yy-h èl^i etc. sont égaux respectivement à ^S D.(C.C) = D.g"^ ^^.{Q.Ç) = p2.Ç2^ p3.(Ç.^) = ç3.CS etc., C étant regardé comme un premier terme. Ainsi la série sera
A^u= C'^'à^.u.^^ -h D.C'^.^^.u.^ -h ^^.C^.'à^.u.^^ H- ç3.g'2.^5.2/.|5 _|_ etc. ; ...(4) ou , ce qui est la même chose ,
A^u = {Cd.u.^ + y'à^.u.^2 -+- S'd^.u.p -+■ gKî/.^4 + etc.)^ , • • -(5)
pourvu qu'après le développement on change (b.w)^ en d^.w, (du)"^ en "à^.u^ (ôw)4 en 'd^.u , et généralement (ô.m)*" en ô^.w.
2.° A présent , dans l'équation (4) je mets partout ùsxi à la place de m , et j'ai t^u=l^^'h\lSM.l^ + d.^2.^3.Am.^ +p2.g'2.M.AM.|4 H-p3.g>2.ô5.Ai^.|5 4_etc.; ..(6) substituant dans le second membre au lieu de tSu sa valeur ( 2 ) , on trouve
-I- yD.ê'2
^p3.Ca
ô5.z/.|5 4_ ê'p^.C^ ^6.i^.|6 _|_ etc.
-h etc.
-h etc.
H- etc.
4- etc. , où les coëfficiens de 'b^.u.j^'^ ^ M.?^, |:4, etc. sont évidemment égaux à Ç3 ^ i3.(g".ê'^)=:D.ê'3, p2. (C^^^) = p2.^3, p3.(&C2) =:p3.^3, etc. , de soFte qu'ou a ù^u = C^^\u.p -h D.ê'3.M.w.|4 4- p2.g'3.^5.i^.^5 4_ p3.^3.î)6.^^.^6. 4. etc. , . .(7) ou , ce qui revient au même ,
A3z/ = (C^.u.^ ■+- yb2.w.|a _4_ ^^l.u.^Z _|_ g^4.w.|4 -j- etc.)3, si après le développement on change (b.uy en ^^M.
3.° En général , il est aisé de voir que , quel que soit l'ordre de la différence , le développement de à}u aura cette forme :
{Siuz=BbKu.^i-^-C^i-^Ku.^i-^^-irDh^+^.u.^i+^-^Ebi+'^.u.^^+^-\-ex.c. ..(8)
Pour passer à la différence de l'ordre suivant , je mets Az/ à la place de u ,
et en mettant tout de suite la valeur (q) de t^u au lieu de u dans le second
A^+iw
membre, je trouve .
-\-yC -h SB
CE
yD
se
■ eB
b^+4.î^.|' + 4 + etC.
H- etc.
-H etc.
H- etc.
H- etc. ;
et il est visible que cette série se réduit à
^i-\-^uz=QBbi+Ku.^i+^-hT>\QB).'b^+^.u.^i-^^-^^\{CB):ài+\u.^i+^
-f- p3.(g'^).B^ + 4.w.|^ + 4 -h etc.
Or cette série est égale à celle qu'on obtient en multipliant
BV.u.^^ _l_ Cd^+i.ï^.^/+i. + DÎ>^ + 2.ï^.|^+2 4- £ô^+3.„.|i+3 _{_ etc.
par la série
^ô.w.| 4- yb^.w.^î 4- <Jd3.w.|5 4_ g^4.w.|4 4- etc.,
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pourvu qu'on change après la multiplication ^.u.^^.u en ô^+'.w, 'd\u.'b^.u en 'd^+^.u, et en général 'à':u.'d^.u en ô'"+*.w. Donc , si l'on a le développement en p d'une différence quelccmcjue A'w ; pour avoir la différence suivante , il suffit de multiplier ce développement par C^.u.^ H- yà^.u.^^ -f- ^b^.w.^s _|_ etc., en changeant dans le produit b^«.b*.w en 'b^ + \u. 4.** Or on a eu ci -dessus
Ahi = {Cà.u.^ -h yc>\w.|2 _f- ^'à\u.^^ + gM.z^.f4 + etc. p ; donc on aura de cette manière , pour la différence suivante ,
A% = {Q^.u.^ + y'bKu.l^' -h <^Ô3.M.|3 _j_ etC.)^, donc aussi , pour la différence suivante ,
A5^ = (C^.w.| H- 7^2. ï^.^ 3 H- (Jc>3.w.|3 _4_ etc.)5, et ainsi de suite. Donc on a généralement , / étant un nombre entier positif quelconque ,
Alu = (^d.w.| -i- y^2.w.|» + S'à^U'P -i- etc. y, ....(10)
ou bien , en remettant les valeurs de 6", y, «J, etc. ,
A^u=:(i'à.u.p-{-—'à^.u.p^-{ ^'d'^.u.p-h — ^d.4.w.£4-|-etc.y, . .(11)
à condition qu'on change (^.ï^. )'' en ^^^^, en appliquant les exposans de ^.u à la caractéristique ^.
5." A présent il est aisé de voir qu'on a aussi, sous la même condition,
^,u.p -h —-à^.u.p^-^ _J_.^3.i,.^3^ L^ — b4.z/.^4 4-etc. = e^-"-|— I,
e étant le nombre dont le logarithme naturel est l'unité ; car on sait qu'on a
e^ = 1 H- 1 1' H- ■ i^^ H r- 1^^ H : — i^^ + etc.
Donc enfin A^u = {e ' '^ — 1)',
en changeant après le développement {'à.uY en 'à''.u.
Venons à la démonstration du second théorème
1.** Commençons par le cas où n de positif qu'il est dans le premier théorème devient = — 1 ; car c'est dans ce passage que se trouve la principale difficulté.
Je mets 'Zu au lieu de u dans la formule (2) ; A'Eu étant == w , la formule devient
u = C^.'Zu.^ -+- y'à^.'Zu.^^ H- ê'à^.'Eu.^ -f- etc. ; (12)
de là je tire, en divisant par C^, intégrant par /, et transposant.
^u = r-'/.«.|-* — ^-'7^.S^^.| — ê'-^<^()^.S«.|=^ — etc. .7T.(i3) Je prends successivement les dérivées 'à. , ^2, ^ etc. de cette équation , afin d'avoir les valeurs en ^ de ^.2'^, 0)2.5;?/, ^3.^^^ etc., que je substituerai ensuite dans (i3) même ; mais sans effectuer ces substitutions, il est visible que par leur moyen le second membre de (i3) prendra la forme de celui de l'équation suivante
Sw = ab-'.w.|-* -f- h'b^.u -{- ib.ii,^ -f- \)b\u.^^ H- etc (14)
L'équation (i3) donne aussi
^-'.w.|-i = l^-Zu -h 7^.S".| -h ^^2.2:w.|2 ^_ £^3.2;/|3 _|_ etc. , d'où l'on tire , en multipliant par a , b|^ , c^2 ^ \^^ ^ etc. , et prenant les dérivées b. , ^2. j ^3. j etc. , a^-^w.f-■ = a^s^^ -+- ayb.sw-l H- û^B2.2z/.|2 _f. fl£B3.2M.|3 _{_ etc. , b^o.ï^ = bCô.2«^.| -h b7d2.s«.|2 + b<Jô3.2w.|3 _j« etc. ,
/c^.w.| = ' C^^2.2«.|2 _i_ cy^3.2f/.|3 _|_ etc. ,
b^2.ï^.|2 ::== _l« t^b3.2w.|3 _|_ etc. ,
etc. etc.
Si l'on ajoute ensemble toutes ces équations ; la série qui formera le premier membre de leur somme étant égale k ^u, en vertu de l'équation (14), et ^ pouvant être quelconque , on aura pour déterminer a , b , c , b , etc. , les équations aC = 1 , ay -H bg* = o , û^"* -{- by 4- cg" = o , ag -h b<y H- cy H- tiÇ=z o , etc. Or a et ê" étant des premiers termes, ces équations sont ôg'=z 1 , D.(aê')=D. 1, p2.(ûg'):^ ç2,i ^ p3.(aë') = p^.i , etc. La première aë" = 1 , qui est l'origine des dérivations , donne ai^ë"-^, d'où l'on tire b=D.S'"S c=p'.^'"S ^^P^'^^S et en général an = D".ë'-^ Donc la somme précédente devient
-I- etc. H- p« + ^^-».^''.z/.|'» + etc. * *^
Si cette conclusion ne paroissoit pas évidente à tout le monde , j'observerois ,
qu'en supposant
— — j ' j— — - — = (kv-^ + b H- cç' -f- bi'S H- etc. ,.
Lv + yv^ -\-ôv^ + s v'^ + etc. - ^
et multipliant de part et d'autre par le dénominateur , on aura , pour déterminer a, b, c, b, etc., précisément les mêmes équations 0^"= 1, ay+bg'rro, â<î'+ by + tl^=o , etc. que ci-dessus. Or il est évident qu'ici le premier membre (Cf + yv=* + (F^'^ + s^^ + etc.)-», 4êveloppé, est égalàC-^t'-' +d.ê'-' H-p^.^-i.t^
348 DtrcALCuii
«4- etc. H- p«+ 1. g'- » t^" -H etc. Donc il est évident que la valeur du coefficient de d'.w.^" dans (i5) est aussi égale à p^ + ^ê"""'.
Il n'est pas moins clair qu^l'équation ( i5) peut aussi se mettre sous la forme
^u = {ëà.71.^ -+- yb^iu^^ -h ê'à\u.^^ ■+- etc.)-S ( i6 )
pourvu qu'après le développement on change (à.uy en ^^.u , et (B.w)-'' en f'''U. Donc, par la fin du numéro précédent , on a, sous la même condition , en remettant les valeurs de C, y, S, etc.,
a." On peut présentement passer de la valeur de 2w à la valeur de s'« , d'une manière semblable à celle par laquelle nous avons passé ci- dessus de la série de Au à celle de A' m.
En effet, mettant S^ au lieu de u dans ( 14) , on a
j:^u = aà-K'Eu.^-^ + h^u + cd.vi^.| + tià^zu^^ + etc., et, substituant au lieu de nu le second membre de (14), il est visible que cette équation prendra la forme
S^w = a''à-Ku.^-^ -\- b'd->.w.|-». + d'd^.u ■+- t)'d.ï^.| H- etc.; ..(17) raisonnant de même sur cette équation (17), puisque 2% = 2*z«, on voit que s^w sera de la forme
Z^u = a"c)-3.w.|-3 + b"^-2.w.|-» + c"d-^w.|-i _^ b"ôo.z/. -H etc. En continuant ainsi, on voit sans peine qu'en général -l^u est de la forme
J,IUZ= ^'à-i.U.^-^ -h «ôd-^+'.M.|-^+» + (5b-^ + 2.«.|-/ + 3
H- etc. + ^l'do.u -h SÏ/+id.M.| H- ^i+^à^.u.^^ -f- etc. "^ - 3.° Pour avoir 2^ + » w , je mets dans le premier membre de (18) sw à la place de w , et dans le second au lieu de u la valeur (14) de i,u, ce qui donne
'b-i.u.^-^ -F 2ÏC H- 85b
d-^ + i.w.|-^+i -H etc.
-f- etc.
etc
H- etc. , série qui , en regardant 31 et a comme des premiers termes , se réduit à
H- etc. -+- p'.(2ïaj.c)o.î^ -h p^+i.(aia).^.w.| H- etc.; "•^^9) et il est facile de voir que cette série est égale à celle qu'on obtient en multipliant le Q.^ membre de (18; par celui de (14) ou par celui de (i5), qui a été démontré égal à ce dernier. Ainsi il est démontré que, pour passer de la valeur
en
en ^ de i}u à celle de l^+*w, il suffit de multiplier celle-là par {J^'b.u.^ -\yà\u.^^ -\-' S'à^M.^^ 4- gb4.«.^4 -1- etc.)- S pourvu qu'après le développement on change ^-^.u.^-''.u en ^-'-''.u et ^-'.ud/.u on ^-'+''.u ^ etc.
4.° De là il s'ensuit que pour passer de sw à s^w , à cause de 2z/ = (6'ô.w.^ H- yb^.u.^^ -\- S'd^.u.^ + etc.)-^, on aura , en multipliant comme on vient de le dire ,
X=*w = (C^.u.^ -H yd\u.^^ -{- S'd^.u.p -+- etc.)-2, et en passant de même de "L^u à s% , on aura
2% = {C'à.u.^ 4- yà^.u.^'2 H- ^^\u.p 4- etc.)-^, et généralement
s'w = (ê'B.w.f -h yb\u.^^ -H ^'d^.u.p -h etc.)-', (qo)
pourvu qu'on ait soin après les développemens de changer (^.uY en b^w et (d.i/)-'' en d-^M ou /^w.
5.° Cette démonstration a lieu , quelles que soient les valeurs de g', «y , J,
etc. Dans le cas particulier où C, 7, S, etc. sont 1 , , r- , etc.; on
peut mettre e * '^ — 1 au lieu de ^^.u.^ -+- y^^.u.^^ H- ^'^.u.^'^ 4- etc. ; donc
dans ce cas on a ■>. y \ /
en changeant après le développement {'à.uy Qii'à^.u et Cb.u)-^ en /*■. z/. Ainsi
le seconde théorème est aussi démontré.
402. Nos méthodes de dérivation donnent des moyens faciles de développer les formules des théorèmes précédens, et même de calculer immédiatement un terme quelconque des développemens.
En effet, parles formules (10) et (20), le coefficient de 'à^+''.u.^^ + '' dans le développement de A^u est représenté par p^CS et celui de d-' + ''.^-' + '' dans le développement de 'l^u l'est par d^.€~^- On développera donc p'^.^' et ç^ê""' à la manière ordinaire, C étant un premier terme; puis on substituera
à la place de 6", «y, J, s, etc. leurs valeurs 1 , , t- , — , etc.
On peut même abréger ces développemens au moyen du procédé du n.° 84.
403. Les démonstrations précédentes, quoiqu'un peu longues, meparoissent être à l'abri de toute objection et ne laisser aucun nuage j elles démontrent les théorèmes tels que Lag range les a énoncés.
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Maïs on peut simplifier et les démonstrations et les énoncés de ces propositions, en les débarrassant de la condition du changement de (b.ï/)'" en b^i* après les développemens. Pour cela il faut faire en sorte que les exposans affectent b et non 'à.u , et que demeurant toujours attachés à b dans les développemens , ils puissent toujours être considérés comme des indices. On y parvient en détachant l'échelle de la fonction , comme nous l'avons pratiqué dans ce qui précède. Cette séparation de l'échelle met plus de netteté dans les expressions , plus de facilité dans les calculs et fait en outre arriver facilement à des théorèmes bien plus étendus , comme nous allons le voir.
404. Si l'on fait (px = u et àx =■ ^ •, on a par le théorème de Taylor
u -^r- t^u = u -\- fb.u H P^'à^.u -{ -P'à^u •+- etc. ,
et , en détachant de u les échelles ,
ii+à)xu = {i +|B. + -i-|2^2. + _i_|3^3. +etc.)XM,
ou bien encore (n.° 400, 5^ )
En retranchant u de chaque membre de la première équation , ou ce qui revient au même, en retranchant 1 de chaque échelle de (A), on a
Au = {J^' ^ i)xu. (B)
A présent, voici comment on parvient très -simplement aux théorèmes du n.° 39g. 1.** u étant une fonction quelconque , je mets Au à la place de m , et j'ai
àAuz={^ '— l)XA^^=(e^ * — 1 )(e*^ ' — i)Xu , ou. A'^u={e^ ' — i^Xu. Je mets encore Au à la place de u , et j'ai
A^Au = (e^ * — iYAu = {e^ * — i)2(e^ ' — i)Xu^ ou A^w = (e^ ' — i)^Xu, et ainsi de suite. Donc on a généralement
A^u = {^^' -lYxu; (C)
il n'y a rien à changer après le développement.
2..° Puisqu'on vient de voir que, pour passer de Au à A* + »<^, il faut
multiplier l'échelle de (e^ ' — ly^xu par e^ ' — 1 ; il s'ensuit que pour revenir
de l^'^^u à A^«, il faut diviser l'échelle de (/ '-if'^^Xu par / '-i ;
partant , pour revenir de A*w à A* " ^ j^ , il faut diviser l'échelle de (e^ —0 ^ "
par (e^ * —1/, ce qui donne A*"^w =(e^ * —if^^xu. Donc, en faisant
/£ = o,ona A-^u = z^u = (e^ ' -^ i)-^Xu. (D)
405. Les formules (C) et (D) ne sont que des cas particuliers du théorème qui va suivre.
Dans (i 4-A)Xw = e^ ' X wleséchelles i + A et e*' ' indiquent des opérations à faire sur u , qui sont différentes , mais dont les résultats doivent être égaux : il est clair qu'en faisant sur chacune de ces échelles une même opération, chaque échelle sera modifiée de la même manière , et qu'appliquées à u elles donneront encore des résultats égaux. Désignant donc par F une fonction ou
opération quelconque , algébrique ou transcendante ; puisque i H- A = e^ * ,
P'd on aura F(i + A) = Fe*> ', partant le théorème suivant,
F{i-h/S)Xu = Fe^^'Xu, ' (E)
où F n'affecte que les échelles.
406. A présent, si l'on suppose que F désigne qu'il faut diminuer l'échelle de l'unité , puis prendre la puissance /ou — / , la formule (E) donne les deux théorèmes (C) et (D) j et l'on voit par là que / peut même être fractionnaire et irrationnel.
Si F désigne qu'il faut prendre le logarithme naturel , puis encore la puissance 72 ou — w de ce logarithme , la formule (E) donne
|«ô«.M = {log(i +A)|«XM, (F)
|-«/«.z^ = {log(H-A)j-''xw. .....(G)
Ces formules expriment les différentielles et les intégrales en différences et en sommes.
407. U faut avoir soin de ne pas confondre les cas où le signe de fonction F affecte uniquement l'échelle avec ceux où il enveloppe toute la quantité j c'està-dire que les expressions F(i -h A)Xi^ et Fe^ 'xw ne sont nullement synonymes des expressions F{(i -j-A)x?^î etFje^ 'Xw}.
Pour le faire voir par des exemples : soit, i.°, F le logarithme naturel ; on aura , F n'affectant que l'échelle , loge*' ' xu = ^^. Xu = ^^.u, ce qui est la différentielle première de u, tandis que, F affectant toute la quantité, on a
logle*» "x^i == log(ï^ -H ^^.u -h l^^^.ï^ + |^§^-^ + 6tc.)
= logw -t- ^ô.logw H- |-^2.log2^ _^_ ^3ô3.1ogw -i- etc.
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Soit, 2.**, F la puissances; on aura 5 e^ ']'^xu = e ^ ' Xu^(p(x-fm^, tandis que [e^ ' Xu]'" = {^(^-h|)|'".
4o8. Observons à l'égard des cas ordinaires où F enveloppe toute la quantité ,
que , puisque l'on a , u étant = (px ,
V^u -i- ^u) = F(m -+- ^'d.u -h ^^'à^.u + |3^3.2^ _|_ etc.)
z=Fu -h i^.Fu + ^'^^^.Fu -H ^^^\Fu -^ etc.,
il en résulte que y^ tTs
F{e^'^X(px] = e^'^xF(px; ....(H)
cest-à-dire, qu'il est indifférent dans quel ordre on exécute sur (px les opéra-
lions désignées par F et e^ . ,
En «lettant i -h A à la place de e ^ , on a aussi
F{(i '^-^)x(px} = e^ xF(px = (i 4-A)><F(pa:. (I)
Ici on ne peut pas prendre une fonction quelconque f de l'échelle e^ ou 1 H- A, comme au n." 4o5. Pour le faire voir par un exemple simple; supposons qu'on mette A au lieu de i H- A et que (px soit x et F(px =. x'^^ alors (I) deviendroit {/Sx)^ = Ax^ , ce qui n a pas lieu , car /Sx^ est =r qxAx H- (Aa:)^. Cependant, comme ^ est une quantité quelconque, on peut dans (H)
mettre m^ au lieu de ^ , m étant aussi quelconque; alors &^ étant = i -f- A,
onae ^ =zr(i-f- A)"^, et l'on trouve
F{(i -^^Yx(px] == e ^ xF(px = (i -hà)"'xF(px (K)
409. Les théorèmes précédens peuvent être étendus aux fonctions de plusieurs variables indépendantes.
Soit u = (p(x,j), /Sx = ^ et Aj z= V les accroissemens de a: et de j^ indépendans; Au désignant l'accroissement total de u lorsque x et y varient à la fois , désignons par A''W et A'^u les accroissemens de u pris en faisant varier X séparément et jy séparément ; on a , comme on sait ,
(p{x -H ^yj -\- v) = i^ -h ^^^'.u H ^^'àKu H- etc.
-h" v^'^'t^ H Qi^u^^'.^'^^.ï^ -f- etc.
H 1^2^,2,;^ _j_ etc.
H- etc. ;
et
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et il est évident que cette formule peut s'exprimer par les échelles, de la manière suivante ,
(l-j-A) X M= { i-\-{^'bh.-{-xj'b>\)-\ — ^(|d'..-f-u^''.)^H— ^(|^^'.-Hy^»^)5-Hetc.} X u.
Mais dans le calcul des difTérences on a u-{-Au = u -\- /S}'U -l- A'*w -\- A*'A'*m. En efïet, en supposant d'abord que x seul prenne son accroissement dans
^(^>jk)j oii a ^(-^ + ^>JK) = ^('^îJK) H~'^''^("^jJK)) 6t, en supposant ensuite
que y prenne aussi son accroissement , on trouve
= ^{^tj) + A'^(p{oc^y) -f- ù^^y(p{Xyy) -H A''A'»<p(a;,j^).
Donc, en détachant les échelles, on a
(H-A)X2^ =(i H- Al' -I- A'i-f-A»»A»»)xz/ = (i -|-A»0(i -{-A'»)xw.
En égalant à présent les deux valeurs de ( i + A)m, on trouve
(i + A>0(i +A'Oxw = c^^''*"^''^'''xw. (L)
Il est visible que, u étant = (p{fX)yy,t) j on a pareillement
(H.A..XH-A.')(i+A..')x« = e^^''"^''^''"^''^"'"x«. ...(M) Le théorème général (E) devient donc pour ce cas
F{( I + A»0(i -+- A'^)(i -h A»0} X w = Fe^^''' "^ ''^''* -Hr^"^ ^ ^^ ^ ^i^^ Puisque^, u, T sont quelconques, on peut mettre m^, /zy, rr au lieu de ^, u, Tî et le théorème (K) se généralise comme il suit :
F{[(i -+-A'0'"(i +A.i)''(n-A''0']X<?>(^»JK)OÎ = (O)
De ces théorèmes (N) et (O) on peut tirer non - seulement tous ceux que Lagrange a donnés dans son mémoire cité au n.° Sgg, mais encore beaucoup d'autres. Nous nous bornerons ici aux suivans, qui concernent les différentielles.
410. Soit u fonction de x et de jy^ seulement (car on pourra facilement étendre les résultats au cas de u fonction de x^y et t). A"* et t(^»». disparoltront des échelles de la formule (N) : supposons en premier lieu que F désigne dans (N) qu'il faut ôter 1 de l'échelle, puis prendre la puissance quelconque zh / du reste ; on aura , A étant = A'» -+- A*' -+- A»»A'» j
(A'' + A''-HA"A-)-'x«=2'« = (e^^''-^^^''--.)-'x«. ...(Q)
De ces formules découlent les suivantes. Puisque ^ et y sont indépendant ,
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on peut faire zëro chacun séparément; alors A^» disparpit avec ^ et A»» avec v} et l'on aura, en mettant 771 et n au lieu de /,
donc, en multipliant ces échelles entre elles, on a
A A w = (e^ — i).(e _i)xï/, .....(R)
2 '2:' w = (e'' — 1) .(e — t) xw. (S)
Ces formules expriment les différences et les sommes en différentielles et en intégrales ; cherchons les formules inverses qui expriment les différentielles et les intégrales en différences et en sommes de quantités à deux variables. A cet effet, u étant (p{pC"iy) et r zéro, on supposera que dans (N), F indique qu'il faut prendre le logarithme naturel , puis la puissance quelconque rt / de ce logarithme , et la formule ( N ) donnera
(|î>i,. -f-i;c>.'.)±^xï^ = îlog(i -H A*') + log(i H-A'Oi-'x^^-
= {log(i+A)}±'xi^. ......(T)
Donc, puisqu'on peut faire ^ et u zéro séparément, et que A*> disparoît avec ^ et A'^ avec u , on a aussi
|±/n^±m,. __ Jlog(l H- A'')!-'"» ^t U-"^'-". = jl0g(l -f-A'Oi-".
Partant , en multipliant ces échelles entre elles , on a
|- "u -«/'"'. /'".w = {log(i -f-A'')!"'"-llogCi -+-A'OS""X^- • • • -.(V)
411. Cette manière d'employer les échelles de dérivation fait connoitre avec beaucoup de simplicité les lois des premiers développemens. Pour achever les développemens des échelles, il faut recourir aux méthodes de dérivation des trois premiers articles; et ces méthodes donneront avec facilité nonseulement les termes successifs de ces développemens , mais même un terme quelconque indépendamment des autres.
Un seul exemple suffira. On a trouvé ^^'dKu = {log(i -f- A)Pxz^; j'aurai donc, par un premier développement de l'échelle {log(i +A)j'>
ilog(iH-A)î' = A^(i — iA + jA^ — 7A^ H- etc.y. Je représente la série par
(« -f- ê*A -H yA^ H- Ja^ H- «A^ -\- etc. y; on en fera le développement réduit , comme n.° 3 1 ; puis on y remettra au lieu de a, Cj y, etc. leurs valisurs 1 , — 7, -H j, etc.
ARTICLE SEPTIÈME
Applications du calcul des dérivations à d autres branches de la
théorie des suites,
412. Nous réunissons dans cet article différentes applications du calcul des dérivations , non dans la vue de traiter les matières à fond , mais dans celle d'indiquer des sujets d'application de nos méthodes et d'offrir des exemples de la manière de les employer. Les suites (*) que nous avons considérées jusqu'à présent sont ordonnées suivant les puissances d'une lettre pu les dimensions de plusieurs ; ici nous considérerons aussi des suites qui procèdent suivant d'autres lois.
Des suites qui procèdent suivant les cosinus ou suivant les sinus des multiples dun même angle.
41 3. Les suites de cette forme sont d'un usage fréquent en Astronomie. Nos méthodes de dérivation apportent à la manière de les traiter plus de facilité et de perfection.
Problème. Convertir^ la fonction quelconque ^
<PÎa H- ê'cos.r -f- y(cos^)2 -+- J(cosa;)3 + etc.} (i)
en une série qui procède suivant les cosinus des angles multiples de x , savoir : A H- Bq.o2>x h- Ccosqo? -f- DcohZx -f- etc. (q)
Je fais d'abord un premier développement de la série ( i ) en une série ordonnée suivant les puissances de coso;; ce développement est (n.°Qi)
(pa -H D.(pa. coso? -h p^.Ç)^. ^^os^)^ H- pS.cp^. (cosa?)^ _f_ etc. -..(3) Je substitue à présent à la place de cosx sa valeur en exponentielles imaginaires, qui est, comme on sait, coso: =-^(e*\/-* -f- e-*\/-»), e étant le
(*) 11 me paroît qu'il y auroit de l'avantage à mettre une différence entre les termes série et suite , qu'on emploie indistinctement. On pourroit appeler suite tout assemblage de termes fait suivant des lois quelconques, et série, l'espèce de suites dont les termes assemblés par les signes -+- ou — sont ordonnés suivant les puissances d'une lettre ou suivant les puissances et les produits de plusieurs lettres. De cette manière le mot suite seroit générique, et comprendroit non-seulement les séries, mais les produits continus de facteurs qui suivent des lois données , les fractions continues, etc. , etc.
356 DUCALCUL
nombre dont le logarithme naturel est l'unité ; et , pour faire cette substitution avec plus de facilité , je fais q-^ e^sZ-^ = ^r et q-» <r-*v/-> = m , de sorte que cos:r z= t -\- u; substituant donc dans (3), il est aisé de voir, par la règle
du binôme et parce que d.d. = ap^. ^ u.pa. = 3p3. ^ p2.p2, =il_ p4. ; etc., que la série sera
Çcc -h Tt.(poc.t -\--g^.(pee.t^ -\- ^\(poc.t^ -H p4. (^ «. M -+- etc.
•+• ly.cpce.u 4- D.iy.Çoi.tu -\-Ti.^'^.(poc.t'^ii 4- D.p^. (pAt.^^^^ -}- etc.
-{- :g^,(poc.u^ 4- p2.D.(pa.^w2 4- p2.p2.^Qj.^2;^2_|_ etc.
\^)'*"* 4- p3.(p«.M3 4- p3.D.(pa.^w5 4- etc.
etc
Mais D.p^'.^p» = p2.D.<pa , D.p3.(pa = pS.D.^a, etc. ; de plus on a, comme on sait, cosrjt; = Q-i(e'"*v/-i 4- e-'^*v'-i), de sorte qu'il faut ordonner la série (4) suivant les quantités e^V-» 4- e-*v/i, e^^v/-* 4- e-2*\/-ï, e^^V-^ 4e-3*v/-i j etc. , ou, ce qui revient au même, suivant
1 = tu = ^2^2 ::=; £3ii5 ;:=: ^4?/4 = etC. ,
^ 4- w = Z2j^ _}_ ^^^2 =~i:3u2 -j- ^2^3 = ^4i^3 ^_ t^u^ = etc. , ^a 4- i^2 :::= f;^i^ _^ ^j^3 =: ^4i^2 _|_ ^22^4 = ^^^^3 ^ ^Z^S = etC. ,
etc. etc. ;
remettant ensuite à la place de ^ et de w leurs valeurs , on trouvera , pour la série cherchée ,
(pja 4- ê'cos^ 4- 'y(cosa?)2 _j_ J^(cosa;)5 4- etc.} == ....(5)
Çûc 4- D.D.(pa.Q-a -1- p2.p2.^cg.2-4 4- p3.p3.(pa.Q-6 _j_p4.p4.<p«.Q-8 -4- etc. 4-(D.<p«-l-D.p2.<p:i{.Q-2_|_p2.p3.(p£g.Q-44-p3.p4.(pa.Q-^4-p^.p5.<Pa.Q'^4-etc.). cosx 4-' (p^.cpoî. Q-» 4- D.p3.(p^. Q-3 4- p2.p4.(pcg.2-5 4- p3.p5.(pa5. Q-7 4- etc.). COSQo: H- (p^.(p«. Q-2 4- D.p4.(p£^. Q-4 4- p2.p5.<p^. Q-6 4-p3.p6.(p^. q-8 _|_ etc.).cos3ar 4- (p^.^pa. Q-^ 4- D.p5.<p«. Q-5 4- p2.p6.(pa. 2-7 4- p5.p7.(pa. Q-9 4- etc.).C0S4a; où la loi est bien facile à saisir.
Pour exécuter les dérivations indiquées dans (5), ou pour développer
p^p'.Cpa en général , il n'y a rien de plus simple à faire que de développer
Y'^''Çcc par les règles des §§. U et lU de l'article premier, puis de multiplier
* tout
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tout le développement par r, ^ ^ , ou -i^-î — ^^ ^ L_î_2 ;
car ^r,^s,(p^ =, T . qT3.....J P^'^'*^'*' ^^ ■ , . , . 3 \,
_ (>y+iXy+2) (-y+r)
41 4* Problème. Convertir la fonction
(P\cc -h ê'sinx -h «y(sina;)2 _^ J(sina;)3 + etc.} ....(6)
en une suite de cette forme :
yi -h ^sino; -h CcosQo; -t- DsinSx -H £00540; H- etc (7)
La solution est pareille à celle du problème précédent. J'ai d*abord , en donnant un premier développement à ( 6 ) ,
(pcc -f- D.(pcc'Smx -h- p2.(pa.(sina;)2 -j- i^'^. (pcc. {sîn x)'^ H- etc. ...(8) Mais, puisque l'on a sina; = {<2\/ — i)-^.\e*\/-^ — e-*v/-»} , on fera (Qy^— i)-' eV-» == ^, et (— qv^— 1)-» e-*s/-» =z/, afin d'avoir sin:c = ^-f-w; substituant cette valeur de sin^ dans (8) , développant et ordonnant de même qu'au numéro précédent , on aura pour (8) la même formule (4) que ci-dessus. Rangeant donc et assemblant les termes de (4) de même que précédemment, puis remettant au lieu de ^ et z^ leurs valeurs , et observant que (qv^ — i)-^ je^v'-i — e-'^V-i} = sinro;, et Q-i.{e*V-i -{- e-^^V-^] = cosjo;, on trouve
<PS« 4- Csino; -f- y(sin^)2 h- S{sinx)^ -h etc.} == ... .(9)
Çcc -H D.D <pa.2-a -f- p2.p2.^Qj.2-4 _j_ ç3.p3.^^.2-6 _]_ p4.p4.0a;.Q-8 ^ gtc.
-4- (D(paH- D.p2.(pa. Q-2 _}-p2.p3.(p^. g-4 _}-p3.p4.(p«. Q-6_|_ p4.p5.ç,Qj. Q-8_|.etc.). sinar
— (p2.,pa.Q-^ -H D.p5.tpa.2-3 -1- p2.p4.(pa;.s-5 _}_ p3.p5.(p^.Q-7 >4_ etc.).C0S2a:
— (p^.^a.2-2 4- D-p^.(p«.2-4 + p2.p5.(p^.Q-6 -1- p3.p6.^^.(2-8 _}_ etc.).sin3ar -Hfp4.(Pa.2-^ -h D.p5.(pa.<2-5 _|- p2.p6.(pj^.2-7 _|_ pSpy.^p^.Q-g ^- etc.).C0S4x -+- (p5.<pa. Q-4 _}_ D.p6.(pa. Q-6 _|_ pa.py.^p^. q-8 _j_ p3.p8.ç,^. g-10 4_ etc.). sin 5a:
— (p6.(p«. 2-5 4- etc.). cosôa: — (p7.<p«. 2-^ -4- etc.). sin 7X -+- etc. H- etc.,
suite qui ne diffère de la précédente ( 5 ) , qu'en ce que les lignes successives sont affectées ici de 1 , sinx, — cos2x, — sin 3a:, -+- cos4a:, H- sin3ar,
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— cos Sx , — sin 7a: , + etc. , tandis que dans la suite ( 5 ) elles le sont de ijCosor, cos 2a;, cos 3a:, 00540;, cos 5a;, cos 6a;, côsyo;, etc. On développera p^p^-cpa de même qu'au numéro précédent.
410. Exemple. Des formules (5) et (9) on peut tirer plusieurs conséquences utiles. Ainsi si l'on y fait égal à l'unité d'abord le coefficient y, ensuite <J, ensuite g , etc. , et qu'on fasse chaque fois tous les autres coëfficiens égaux à zéro , et (poc = ce, ^£i formule ( 5 ) donne sur-le-champ les formules connues : (cosa;)2 = Q.Q-2 _|_ Q-icos2a;, (cosa;)3 = 3.Q-2cosa; + Q-^cosSa;, (cosxyt = Q.3.Q-4 H- 4.Q-5cosQa; + Q-5cos4a;, (cosa;)5 = Q.5.Q-4cosa; + 5.Q-'icos3a; -f- 2-4cos5a;, et en général , n étant un nombre entier positif quelconque , on aura
(COSa;)a" = Q-2n.p'».p''.a -\- Q-^n + i. jp«-i.pn+i.^.C0S2a; + p«-2.pn+2.f^.C0S4x
-H p'ï-s.pn + s.a. cos6a; + etc. -+- p2n.a.cos2/za:} ,
(cosa;)2''+* =Q-s«.{p«.p«.+ i.i^.cosa;+p"-^p" + 2.«.cos3a;4-p"~^.p"+^.«.cos5a:
-h- p" - 5. p'^ 4. a. cos 7a; -4- etc. -f-p2« + ï.a. cos(2/2+i)a;} ; pourvu qu'on fasse partout p^".» = 1 dans l'avant -dernière, et p=^''+^a = 1 dans la dernière de ces formules.
La formule (9) donnera, de la même manière, (sina;)2 = 2.2-2 — 2-^cos2a;, (sina;)3 = 3.2-2sina; — 2-*sin3a;, (sina;y4 = 2.6.2-4 — 4.2-5cos2a; -+- !?-3coS4a:, (sina:)5 = 2.5.2-4 — ^^ 5. 2 -4sin 3a; -h 2 -4sin 5a;, et généralement , n étant un nombre entier positif quelconque , on aura (sinx)3"= 2-2«.p».p«.«. — 2-2" + '.{p"-*.p"+'.a.C0S2a; — p«-2.p« + 2.c^. 00340;
H- p«-3.p«+3.^. cosôo; — etc. zpp^^".». cos 2/20;} , (si^a;)2''+» = 2-2''.{p«.p«+».a.sina; — p''-^p«+2.^.sin3a; -H p'-^pn+S.^. gin 5a;
— p«-3.p«+4.«.sin7a; H- etc. di p=^''+^ftj.sin(2«+i)a;}; pourvu qu'on fasse partout p^".« = 1 dans l'avant -dernière , et p2«+ï.a= 1 dans la dernière formule.
416. Autre exemple. On a besoin en Astronomie de développer (1 — gfcoso;)-'» en une suite qui procède suivant les cosinus des angles multiples de oc. En
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faisant dans la formule (5)^«=:i-'«, D.a= — Ç, et y , ^, g, etc.=o , elle donne sur-le-champ , l'exposant m étant quelconque, fractionnaire, irrationnel, etc. ,
(i — Ccosa:)-'» =
-t-{w^ H ^^ il-— !U ^02-2 H i^_2:^ç5Q-4 -I 1 — ±-L ^72-6 + etc. .cosx
-f-j ^^^2-» H ^^ ^r-C^Q-^ H ^^ — ^^—^^62-5^ ^: — -î-i-^^82-7-HetC.[.C0S2X
•^ . o 7 ^^'H ^— -P^3-4H ^ T^ Xi2'^-\ \ ^C92-84-etc.[.cos3a?
etc.
où la loi elle facile à saisir. Cette manière de développer (1 — 6'cosa:)-'" me paroit ne rien laisser à désirer du côté de la simplicité (*). Nous pourrions aisément multiplier le nombre des conséquences intéressantes que l'on peut tirer des théorèmes (5) et (9).
Problème. On propose de développer
(p[cc H- Çcosa: + ^€0820; -H (^cos3a: + gC0S4x H- etc.} ....(1) en une suite de la même forme ,
A -+■ Bcosx -\- Ccos'ix -+■ DcosSx -h Ecos^^x H- etc. •••(2)
Puisque l'on a coso: = q-'c^V-* ■+- Q-ie-'N/-* et cosrx = 2-*je''*v/-i -f. €r''*y/-^ j , je fais e*V-^ = t et e-*v^-» = u , et j'aurai cost-o; = 2-*(^''-i-w''); substituant dans la fonction ( 1 ) , elle devient
^(« -i- ^"2-^^ -+■ y2-Ua -H (^2-1^3 4_ gg-i^4 + etc. ^
( 4- €2-^u H- 72-1^2 H- ^2-1^3 4_ s2-^u^ -+• etc. J ^ ^
Pour faire plus commodément les dérivations , je représente cette expression (3) par
a -^ U -\- ct^ -+- t^5 ^ eM H- etc. )
\i'u -h ç"u^ -+- b"'w5 _4- ^'Vu^ _|_ etc.
(*) On peut comparer cette solution à celle qu'EcLEH a donnée dans sa pièce sur les inégalités de Saturne et de Jupiter , couronnée par l'Académie des sciences de Paris en 174^ > et à la méthode de Claihaitt, Mémoires de l'Académie de Paris, année 1754, pages 54^ et suivantes.
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OÙ je considère ï>', c", ^"\ etc. comme différens de b , c, b, etc. en exécutant les premiers développemens , sauf à faire après ces développemens t>'=:b, c'^ = c, b'" = b, etc. Or, le polynôme de (4) est un polynôme double, a y a deux dérivées, savoir n.a :^ b et n'.a = b', mais aucune des lettres b, c, b, etc. n'a de dérivée d', ni aucune des lettres b' , c" , b"' , etc. n'a de dérivée d. Sous cette restriction, on voit que la formule (4), analogue à celle du n.° 190, aura pour développement
(p\cc -H ê'cosor -+- ycosQo; H- Scos3x -f- etc.} = (5)
(pa + D.<pa.^ 4- p2.(p(,.^2 _u ç3.(p(,.^5 4« p4. (prt.M + etc.
■+- jy'.(p<ii.u -f- ji'.D.(pa.tii -+- D^.-g'^.(pa.t^u + ly'. :ù^.(pa.t^u + etc.
H- p'2.(pa.w2 4- ç'2.D.(pa.^w2 + ■^'^.^^.(pa.t^u^ -f- etc.
-i- p'3.(p(j.i^3 «|_ p'3.D.(pa.^w3 -H etc.
-I- p'4. (pa. z/4 -h etc.
. . -h etc.
Or , puisque , d'après ce qui précède , les dérivations d' et d sont absolument les mêmes, mais totalement indépendantes entre elles , il est clair qu'en général p'^^a = p^<p<i> et p'^p^.^pa = p'^p^^pa ; ainsi on pourra ordonner le second membre de (5) suivant
1 , tu y f^w^ , t^u^ , etc. ; t -\-Uy t^u -\- tu^ , fiu'^ + f^u^ , etc. ;
L"^ -\-u^y t^u -K ti^ , t^w^ + f^u^, etc ; t^ + u^ , b'^u 4- tu^^ etc. , etc. ; et même, à cause qu'ici tu est égal à l'unité, tu étant == e*v/-i.6-*V-i, et que par conséquent toutes les quantités de la première de ces suites se réduisent à 1 , toutes celles de la seconde à ^-f- w , toutes celles de la troisième h.t'^-\-u'^y et ainsi de suite ; la série ( 5 ) s'ordonnera de cette manière suivant 1 , t -\-Uy t^ -\-u'^ y t^ -\-u^ y etc. ; et en remettant ensuite , à la place de P-^*u^-\- t'u^+^ = ^'" -f- w% sa valeur e^^v^-i 4- e-''*v'-i z=. Q.cosr^, on aura
(p\u H- ^coso; -+- ycosQo: -H ^cos3x -f- etc. j = .....(6)
(pa -+- D'.D.cpa + p'2.p2.(pa _|- p's.pS.^^t _^ pf4.p4.(p(t+ etc. 4- (D.<pa 4- D'.p2.(^a 4- p'2.p3.<pa 4- p'^.p4.<pa 4- etc.). 2Cosa; 4-(p2.<pa 4- D'.p3.(pa 4- p'2.p4.(pa 4- p'^-p^*^*^ -i- etc. ). qcosqot 4-(p^.^a -H D'.p4.(pa 4- p'2.p5.(p(i _|_ p'3.p6.<pa _j_ etc.\QCos3a: 4-(p4.(pa 4- D'.p5.(pa 4- etc.)QC0S4ar 4- (p^.(?)« 4- D'.p^.(pa 4- etc.). 5.cos5:r 4~ etc. 4- etc. .
Dans
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Dans cette série, quoique p''«.p«.<p«=p'«.p'».(pû, cependant p''».p».(pa ne sera pas
== i — ! — ^-^ — : — !: — i-p'""+-".<pa, comme n. 413 , parce quicip''». et p«.
marquent des dérivations entièrement indépendantes , quoique les mêmes ; et il n'est pas difficile de voir, par le n.° i35, que l'on a généralement
p''».p''.(pa =
SD(pa.p«-^g'.2-' + p2(pa.p«-2.C2.Q-2 -j- p3(pa.p''-^.ê'^.2-^ + etc.)
où D". n'affecte que (px et non g", de sorte qu'en développant encore par p'". , on trouve pour le terme général de la série qui multiplies cos(/2— m) a: dans (6),
p'-p^^pa = (7)
DDCp«.p'«-i.Cp"-^^.2-=^ + p''D(pa.p'"-2.C2.p"-^g'.Q-3H- p3D(pa.p'»-5.g'3.p«- 1.^.2-4
p^p^-^j^Étf. ê''"p2. ^n-2.Q-m+nH
H- p'«-ip''-»(pa.D.Ç'"-i.D.g'«-i. Q-'n+n+a -j- p'»p«-i(pa.g''"D.ë''»-i. Q-«+«-l
H- p'«-2p«^a.p2.C'"-^C'^2-'"+"+=H-p«-ip«(pa.D ^''"■^C" 2-«+«-*+p'"p''^a.ê''»+«.îl-»'+«;
où, dans p^g''»-^p^ €'"-•', p*". n'affecte que Ê''""'' et nullement p*.^«-'; de sorte qu'il faut développer séparément p^C""*" et p^ê"""-^, puis multiplier ces développemens l'un par l'autre; les dérivées divisées de C étant y, J, g, ^, etc. Ainsi on aura , par exemple ,
p'2.p3.(pa = DD(pa.y.J.Q-a -f- p^DCpa- 5*^. J- 2"^ H- p2p2(p£g.ë'2.9Cy.Q-^
~ + Dp2^a.y. Qêy.2-3 -4- Dp5(pa;.y.ê'5.Q-4 -+- p2p5(peg.^5.q-5.
Si l'on demande à développer
(p{oc + ê'sin2 -H «ycos22 -f-<Jsin3z -f-£COS42 -i- ^sin52; -{-yiC0s6z -+- etc.j en une série ordonnée de la même manière :
2t H-a5sin2 H- (5cosq2 -h®sin32 -h ^cos4z -f-§sin52 -+- ©cosôz 4- etc. ; la solution de ce cas se déduit facilement de celle du problème précédent , si l'on y met ^7f -h z à la place de ^ , 77? désignant l'angle droit. Alors l'on a, comme on sait, cos(77r H- 2) = — sinz , cos(7r -f- 2z) = — cosaz, cos(j;7 4- 3^) = sin3^ , cos(2;j' + 42) = COS42, cosÇ^tf -f 5z) = — sin3z,
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CosfSTr-f- 6-z) = — ' COS6-Z , etc.; la suite (i),
(p\oc -h ê'coso; + y cosQa; -h- IcosSoc -+- scos^x ■+- ^cos5x -{- ;;cos6^ -h etc.} ,
devient
(p\ec — €"8111 z — «y cos 2z H- SsinSz -f- s cos 42 — ^sin 5z — fj cos 6z -+- etc. j , et la suite ( q ) résultante du développement devient
^ — ^sin2 — CcosQz -\- D sin 3 z-[-E cos 4.Z — Fsin5z — Gcos6z-|-etc. Ainsi il suffira de changer, dans le second membre de (6), coso;, cosQa?, cos 3a;, cos 40;, cos 5a;, cos 6a;, etc., respectivement en — sinz, — cos 22, sin32, cos 42, — sin5z, — cos6z, ■+- etc., et de mettre partout dans les développemens des quantités dont la formule (7) représente l'expression générale, — Ci — y, — il — fi i — K, — A, etc. à la place de 5", y , ^, ;; , x , A , etc.
Problème. On propose de développer
<p\oc;::\- Csinoî 4-ysin2a; -\- SsinSx 4- £sin4a; -t-^sin5a; -f- etc.) . . .(8) çn utie suite qui procède suivant les sinus et cosinus des multiples de x.
Ce problème , pour lequel on peut employer une analyse semblable à celle du n.° 417, n'est pas susceptible d'une solution aussi simple que les précédens.
Puisque sinro; = ('2y/—i)-\{e^?V-^ — e-'*v/->j, en faisant t = e*\/-^ et u = e-*v/-i, on aura sin ro; = (2|/-^i)-». (^'' — m'') , tu = 1 ^ et la fonction (8) prendra cette forme ;
que je représente par
(a H- b^ + a2 + b^3 _j_ e^4 -I- etc.) ^ j -^ h'u -^ c"w2 _|_ t>"fu^ 4- t'^uh 4- etc. J ' " ' '^'""^
expression de laquelle on tire, en développant, une série double, de même que de la formule (4) du n.° 4^7» savoir:
^a 4- D.cpa. ^ 4- p2.^(,.^? _|„ p3. <pa. ^3 _}_ etc. -h p'.(pa.w 4- p'.D.(pa.^î* 4- j>'.^^.(pa.t^u 4- etc.
etc
mais ici, B et 6', c et c", b et b'", n'étant égaux que quant à la valeur et non
quant au signe, les dérivées n'.cpa. et D.(pa, ou ç'^p'.cpa et p''.ç'(pa, ne sont
plus égales , de sorte qu'on ne pourra pas réduire ( 1 1 ) comme on a réduit le
second membre de (5); mais, en mettant dans (ii) l'upité au lieu de tu^ on
en tire , ^ . . ^ . „
<p\e» -f- bsmx H- ysmî^ H- ^sm3x 4- etc.j = (i2)v
<pa -f- n'.D.ipa h- p'^.pa.^a 4- p'3.p3.(pa -h p'4.p4.(pa -f- etc.
H- (D.(pa H- D'.p2.(pa + p'2.p3.(pa -j- p'3.p4.(pa -+- p'4.p4.(pa -+- etc.)^ H- (d'.^û -h p'2.D.(pa -h p'3.p2.<pa -1- p'4.p3.(pa -h p'6.p4.(pa 4- etc.)î*
'+- (p2.<p(» + D'.p^.(pa 4- p^2.p4.(pa -h p'3.p5.(pa H- p'4.p6.(j)a _|_ etc.)^^
4- (p'2.(paH- p'3.D.(pa 4- p'4.p2.(pa 4- p'5.p3.(pa 4- p'^.p^.<pa 4- etc.)^^
-t- (p^.cpa 4- D'.p4.(pa 4- p'2.p5.(p(i _i_ p'3.p6.(p(, _|_ p'4.p7.<pa 4- etc.)^'
4- (p'^.(pa 4- p'4.D.(pa 4- p'5.p2.ç,(| _j_ p'6.p3.^<, _|_ p'7.p4.(pa 4- etc.)"^
etc. 4- etc
Pour mettre à la place des ù et u leurs valeurs en sinus et cosinus de os et de ses multiples , il est nécessaire de développer cette formule et de remettre à la place de b, b', c, c", etc. leurs valeurs (q^/— 1)-^^', — (q^ — 1)-»^, (qV^— i)~*y, — (qv^— i)-ïy, etc. ; mais , sans faire les développemens réduits, il est aisé de voir qu'on peut se contenter des développemens en b et b', où l'on observera que d ne peut affecter aucun b' ni d' aucun b, et que p^.b*" et p'^.b'' seront égaux à (q >/— 1 )~'"p"«^' et à (— q^ — i)'-'"p«.^'', où les dérivées divisées de C seront simplement y, S , g , etc. 5 et Ton aura ainsi pour le commencement de la formule (12),
(p\cc 4- €'sina; 4- ysiuQ^ 4- ^sin3x 4- gsin4a3 4- etc.j = ....(i3)
(poc\ 4- DD(pa.C^.Q-2| _^ DDipa.D.C.D.C.s-* 4- p2p2(pa.g'4.Q-4| 4- etc. etc. 4- Tt(peC'Ç'Sinx\ 4- DD^pa. Cd. g*. 2-*cosa; 4- ■D'g^(pce,C'^.2-^sinx\ 4- etc. etc. 4- J)^cC'J>'C.sin2x — p3^«.C^.Q-'cosQa?j 4- DD^pa.Cp-.&Q-^cosQo; 4- Dp2cpc^.CD.p. 2-2sin2a2 — pp^cp^.^'^. Q-^cosao; | 4- etc. etc. 4- D(^«.p2.C. sin3a; — p2(pa.D.^2. 2-icos3a; — i^^(poc.C^.z-^sm3x\ 4- DDCpa-g'pS. Cq-^cosSo; 4-Dp2Ç)ig.g'p2.^2/3-asin3a; -^ pp3<pa;.CD.C^. Q-^cosîa? — j}^^(poc.€^. 2-4sin3a;| 4- etc. etc.
etc. etc
Il est aisé de pousser ce développement aussi loin qu'on voudra.
:,v., (II.)
Des produits de facteurs dont les premières différences sont
constantes,
420. Les produits de la forme m{m — r^{rn — sr) {m — nr-\-r') ou
m{m'\-r{in-\-ir) (m + A2r — r) se présentent fréquemment dans l'Analyse;
nous les avons rencontrés trop souvent pour n'avoir pas désiré de les exprimer d'une manière abrégée , afin de simplifier les formules dans lesquelles ils entrent. Les signes de dérivation en offrent le moyen. Si nous n'en avons pas fait usage plus tôt , c'est que nous avons craint de présenter nos résultats sous des formes trop éloignées des formes ordinaires.
Vandermonde C") etKRAMP (**) , en assimilant ces produits aux puissances, ont été conduits à les exprimer commodément et à y remarquer plusieurs propriétés qu'on peut regarder comme les fondemens d'une théorie que ce dernier Auteur vient d'enrichir de plusieurs théorèmes, et à laquelle il a ajouté des recherches sur la manière d'évaluer ces produits par des séries convergentes.
Ces produits et les coefficiens binomiaux ont aussi mérité l'attention d'EuLER, qui a donné sur ce sujet différens mémoires (***) , et des notations particulières pour les coefficiens binomiaux. -
Sans entrer dans de trop grands détails sur la théorie des produits dont il est question , notre dessein est de la rappeler aux dérivations tant en ellemême que quant aux notations. Par ce moyen les expressions se lieront plus étroitement aux différentielles , ou aux intégrales définies , et généralement aux formules dont ces produits tirent leur origine ; nous aurons en même temps des signes très-expressifs pour les coefficiens binomiaux , et des moyens de rendre plus faciles certaines démonstrations par l'application de nos formules précédentes.
421. Pour abréger nous nommerons quantité factorielle , oti simplement factorielle , le produit 7n (m — rj(m — 2r)(m. — 3/') (tu — nr -f- r ) ,
( * ) Dans son mémoire sur d's irrationnelles de différens ordres avec une application au cercle , imprimé parmi ceux de l'Académie des sciences de Paris, année 1772, première partie, pages 489 et suivantes.
(**) Dans le chapitre III de Vyinalyse des réfractions astronomiques et terrestres, Strasbourg, an VIT.
(***) Dans les Acta , surtout dans les tomes VII et VIII des nova Acca de l'Académie de Pétersbourg. Comme cette matière est liée aux intégrales définies, on peut y rapporter plusieurs autres mémoires du même Géomètre répandus dans les Commentaires de Pétersbourg , ainsi que différeutes parties du 1." et du /j.e volumes de son Calcul intégral et de ses Opuscula analjtica.
ou
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ou m(m+r)(m + '2rXm + 3r) (m+nr—r); nous appellerons yizc^one//e
, -, ni{m — r(m — ir)....{mr-nr-\-r) .
divisée 1 expression — . LiO premier racteur m
s'appellera la quantité initiale ; r est la différence factorielle , et n l'indice ou le nombre des facteurs.
422. Si l'on suppose d.» ^ g' et zéro toutes les dérivées suivantes de a, on a , par ce qui précède -,
d'où il s'ensuit que , si l'on fait «= 1, 6'=:d.i==i, on aura
D^i*" = ?7i(//i— i)(?7î— 2)(iw — 3) (ttî— /2 + i), ....(1)
pourvu qu'on ne fasse ^'» = 1 qu'après le développement. On aura pareillement
(— l)''.D«l-''» = 7W(77î + l)(m + Q)(77l + 3) (tTî+TZ— l), •••(y)
r«.D"i '^ = 7^1(771 — r)(f7z—2r)(7ra — 3r) (m — Tzr+r), (3)
( — r)''.D"i *" = 77î(77î + r)(w-i-2r)(77?H-3r) (jn-\-nr — r). ...(4)
Ainsi, pour passer de (1) à (3), on divise dans d"]" l'exposant m par r et l'on
multiplie D«i ^ par r"; pour passer de (1) à (4), on divise dans d"!*» l'exposant
Tw^par — /' et l'on multiplie d«i~'^ par (— r)».
Si par l'expression d«. i"'^', où l'on a mis un point après le dénominateur — r de l'exposant ~ , on convient d'entendre que d. 1 , la première dérivée de 1 , est égale à ce dénominateur pris avec le signe qui l'affecte [ d^. 1 , d^. 1 , etc. étant toujours zéro ] , on aura des notations fort simples. Les factorielles
tu mm
(q), (3), (4"; s'exprimeront respectivement par dM~^*, dM ^' , d«.i~'''j ou bien parD". 1" = -^- , D". i'"^'^-, D".i'" = -'^-, en mettant 77i:r au lieu de — , pour plus de facilité typographique ; et Von aura
jjajni:r. ^^^ /•". D" 1 *" = ' et D".!*" ' "'"• = ( — ry.D*!** '•'-'' (5^
Quant aux factorielles divisées , on a pareillement
_ rn{in- x\m-^i){in-V). . . . . . \m-n-\-^')
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^n,m..r. _ 772(m--rX^7i-2r)(m-3/-) (m-nr-^r)
^ 1 . 3 . 3 n r . 'ir . "ir nr '
ainsi les coëfficiens binomiaux s'expriment aussi très -simplement par nos notations. ______
424. Recueillons à présent quelques propriétés des factorielles. Sans changer la valeur de la factorielle d«.i'« = '^-j on peut changer ou l'initiale m ou la différence factorielle r.
Mr Mr
En effet, puisque i'»:'" = 1 *" , on a d«i«:'- = d"! *" ; or, numéro précédent, d«i'»:'^= , et d«i *" =___.dM *" ; donc on a
OÙ de 771 l'initiale est changée en M.
Pareillement, puisque i'« = '^=i'^ ,onaiyi'" = '" = D''i'' ; or on vient
mR '"^ . ff -T-.R.
, . DM'":''* -T''^ DM "^ ,
de voir que D" !'» = '■ = , et d^x = ^ ; donc on a aussi
nR „
où de r la différence est devenue R.
426. Puisque la valeur d'une factorielle demeure la même si l'on écrit ses facteurs dans un ordre renversé, c'est-à-dire, puisque
m{m — r){m — 2r)....(m — 72r-\-r) = {m-^rir-\-r){m^rir-{-^r). , . .{ni — r)mj ce qui est représenté par cette équation
^n^ltn.r. _— J3/1 j (OT-nr+r):-r. . (g)
on a le moyen de changer le signe de la différence , sans changer la différence ni la valeur de la factorielle.
426. Si la différence r devient = o , la factorielle devient une puissance , et l'on a , v
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car D'».i'»=0' = m(m— o)(m— Q.o)(m — 3.0) (m — n.o-ho) = m».
Si, dans le quotient de D«.i " divisé par d«. 1 , w et t» deviennent
zéro , la valeur de ce quotient ^era = — . En effet on a dans ce cas
et , en multipliant par zéro chaque facteur du second membre , où il y a autant de facteurs au numérateur qu'au dénominateur, il est clair que ce second
membre se réduit à ■«- .
427. Après ces observations sur les initiales et les différences des factorielles , portons notre examen sur les indices.
Théorème. On a pour d« + '. !'" = '■• ces deux expressions
jyn+sim:r, —- j^n^im .r. ;^j^si {m- nr) : r. ^ .....(il) et D« + M'":''' = D*. !'» = '■• XD«. !('"-"■):'■•. (l2)
En effet , on peut partager la factorielle proposée en différens grouppes de facteurs; ainsi l'on a
i>« + ^ !'«•''' z=m{m-r)(m-2r). . .{m-nr-\-r)x(m-nr){m-nr-r). . ,(m-nr-sr+r) z=m{m- r){m- 2r) . . .(m^ sr+r)x{m-sr){m-sr-r). . .(/w-jr-Tîr+r), ce qui donne le théorème.
428. De là on peut déduire les valeurs des factorielles lorsque l'indice de D devient négatif et entier , et même pour des cas d'indices fractionnaires.
De (12) il s'ensuit d'abord , en y faisant s = — n ,
jjO. im:r. __ j)-«^jm:r. ><u«. i(m4-nr):r. j
donc, puisque d^. !'" = ''• = 1'"''' = 1 , on a
D". ii'n + nr):r. ^ ^ '
et, comme d«. iC^+nO^^ = d". iim + r);-r. [formule (9)], on a aussi
p-ii,l«:r. := ^^^.—^, ».if(H)
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En développant cette dernière équation , elle donne
(m-\-r)(^m-\-2r){m-\-3r) (m-i-nr)
La notation d-« a l'avantage qu'en la considérant comme une dérivation inverse de l'ordre n , elle fait trouver par sa nature même la valeur de jy-n^im:r.^ Car , puisque D«. 1'»= '"' = r^D"!"» = '', on a, en changeant « en — n, ■^-n^im:r.-—r'-n,-Q-nym:T^ c'est-à-dirc qu'au Ueu de multiplier par r lorsqu'on exécute la dérivation directe dans d. i*" = '• , il faut diviser par r lorsqu'on exécute la dérivation inverse dans d- '. i*" = '^« , ce qui s'accorde avec ce qui a été observé au n.° 384; et, en exécutant les dérivations inverses, on trouve
jy-n^ymiT. — ::: s», l ''• =z=
^7^ H- ^ (77Î -+-§-) (m^ H- Qr)
(/7î-Hr)(m -+- Qr)(w-j-3r) (j}i-\-r){m-{-'2r){jn-\-3r). . .{m-^nr)
On a donc r = n
429. En égalant entre eux les seconds membres de (i i) et de (iq) , on trouve
jj*. j(m-«r): r. '
et si l'on change n en — w, et ttz, r en M^ iî, on a aussi
j)-«.lAl:/î. = j,-«. i(^-*^) = ^ X
Multipliant ensemble ces deux équations, il vient
j^n^^m-.r.y^j^-n^iM-.R. _- (l5)
jj5 iwtr XD*. lAÏ:^«
D". !('»-""■):'■• XD-". 1 (-M— f^):^.
Or , si l'on met — au lieu de j ( ou , comme on a coutume de s exprimer , si l'on suppose que 5 devienne infini), il est visible, par les n.**^ 426 et 428,
que D". 1 ° X D . 1 "* devient = -rrj- j donc ,
Théorème. Quel que soit », on a toujours
s s D". \^-^' XD-». \M.\R. __ ; ... .(16)
jf^« s s ' ^ '
D~. lC'n-nO:^XD^l(^•^-«^)=^•
OÙ l'indice — de d , dans le second membre , indique que les factorielles sont composées d'un nombre infini de facteurs ; et l'on a , en développant ,
D». i'" = ''-XD-". 1**=^- == (17)
r^,m.M(m-rXM-R){m^'2r){M~'2R)(?n-3r)(M-3R) à Tinfini
R''.{m-nr){M+nI{){m-nr-r){M+nR-R){m-nr-2r){M+nR-2li) ... à l'infini Toutes les fois que n est un nombre entier, le premier membre donnera une expression finie de l'expression en suites infinies du second membre. On voit que dans les seconds membres de (16) n n'affecte aucun indice, mais qu'il entre seulement dans les exposans de 1 ; ainsi le développement du second membre de ( 1 6 ) se fait de même lorsque n devient une fraction ou une quantité irrationnelle ; donc ce second membre donne une expression en suites infinies de d». !'"•''• xd-". i^^^* , lors même que l'indice n est fractionnaire ou irrationnel , positif ou négatif.
Si r = 1 et il = 1 , et si .9 est infini , on a
m.M(m— i)(M~i)(m — q)(M— 2) à l'infini
{jn — /2)(Mh- n){m — n—i ){M -h « - i){m — n — q)(Mh- /z — q) . . . à l'infini * Si de plus on fait j négatif et infini , on a ce théorème de Yandermonde ,
D~ 'iw, D~*l^ D«1'».D-«1''*^ = , w. . = (19)
{m-'n + i){M-{-n+ lX/w-/^ + 2)(M+7^ + 2)(/y^-7^ + 3)(Af+^ + 3).... à l'infini ^ (7n+i)(M+i)(m+Q)(Af4-Q)(m+3)(M+3) à l'infini '
et il est facile de voir qu'en effet le dernier membre de (i8) est égal au dernier membre de (19), en multipliant en croix ces deux expressions.
43o. Appliquons à présent nos formules de dérivations aux factorielles divisées. Ces factorielles ont des propriétés qui leur sont particulières : en voici quelques-unes.
On a p«i« = ç'»-«i'». ....i.(i)
La démonstration se tire des développemens. En effet on a
7n(m—i){7n — 2)....(Tn — n-\-i) TwCm— 1 )(to— q). . .(/z-f-i)
n 1 . a. 3 Qm — n
comme on le voit en multipliant en croix. _
Aaaaa
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43i. D. 1 étant = — i , on a
pn, im:-i. __ çOT-i. i(rt-f-i):-i., ;..... (2)
C'est un corollaire du n.° 2i5 , qu'on obtient en y faisant a = i et r = w.
452. Puisque i{m-{.M):r -— im.r^iM-.r ^ gi daus la formule du n.° 87 on fait oc = i^-' et a = !'" = '■, on a d'une manière bien simple cette proposition :
Théorème. Ç». l('« + Af):r. —^ p«.(im:r., iM:r.) _- (3J
pn. iM : r. _|_ u, ir« : r. X pi-M-W: r. _{_ DS.!"» = ''• X D«-2. 1 W: r._j_D3. i« : r. X Dn-3.iM:r. _|_ etc. c c t/ c ce
Si /z est positif et entier la suite se termine , et son dernier terme est p" !'» = ''•. On peut tirer de ce théorème plusieurs conséquences remarquables.
Si dans (3) on fait r=i et« = 5-HA/, on aura
im^^s + MyM ^ jjjm p*4-Af-i jM _^ pa^m^ p* + M-2 j M ^ p3|»i. n*+^-3 jAf _j_etC. + I?'"-5l'". p* + 3iM_^pw_ai»i, p* + 2iAf_^pOT-i jOT^pi4-ilAf_|_p»iim^P*iAf j
car p'w+ii'" = o, comme on sait : donc, puisqu'on a, n.° 480, la suite précédente , écrite à rebours , donne ce théorème
pi + Mj^OT+Af __ /,\
l.p*l^-4-Bl'".p'+*l^H-p2l'".p' + ^l^H-p^l'".p' + 3iAf_^p4im p*+4iM _|_etC.
Cette suite est aussi égale à pw-^i'^+M par le n.° 430. (*)
434. On démontre aussi avec facilité le théorème suivant , auquel Lagranoe parvint le premier (**), savoir :
i.qS"^( 1.Q.3 ) ~^\ 1.2.3 \~^ ®^^' ^ (2AZ-0(2/2-3). 7 .5.3.1 ^^,^ •
En effet, en faisant dans la formule (3) ci- dessus 7'=i, iw^zn^ Mz=.n\ cette formule devient
pnj2/i — pn(in.in) = p»!» _}_ Dl^.p"-^ 1" --}- p2l«.p«-2 1"-|- p^l'^.p''-^ l» + CtC. ;
(*) Ce théorème a été donné par Edler dans le tome V, t." partie des Acta de l'Académie de Pétersbourg , page 97. Les dérivations nous y ont conduits d'une manière fort simple.
(**) Dans le tome V des Mélanges de l'Académie de Turin, page 177. Euler s'est depuis occupé de ce théorème dans diff'érens endroits. Voyez les mémoires de l'Académie des sciences de Paris, année 1778, -page 606, et le tome des Acta de Pétersbourg, que nous venons de citer.
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et, puisque(n.°43o)p''i« = n^i" = i, p^-ii^sz di», p«-2i« = ç2i«^etc. , on a
p«,2« — 1 ^_ (jjin)2 ^_ (p2in)2 _j_ (p3l«)2 -j- (p4l«)2 -f_ etc (6)
Le second membre de cette équation étant égal au premier membre de ( 5 ) , il n'y a plus qu'à démontrer que l'on a
pn^^n — Qnp«,i(2n-l):s.^ OU D^l^» r= Q^D". l(s«- 0 = 2-, (7)
On y parvient facilement au moyen de ce qui précède. En effet , en faisant dans (11) du n.° 427 r = 1, s = n et Tn =: •2n , on a d^^i^^" = d"i2'».d''i" ; mais D^^l^" = Q/z(q/Z— l)(2/î — 2)(2/2 — 3). . . . . . 6 . 5 . 4 . 3 . Q . 1 =
2/î(<27Z — q)(2/Z— 4)...6. 4.2 X(Q«— l)(Q/t — 3). . .5.3. 1=dM2«:2.xdM(2«-0:2. ;
or D". i2«:2. — 2''D''i«, par la i.'^* des formules (5) du n.° 422; donc d^i«*=: a'.D'i'XD". i(^"-0: a» = D'i^^.D"!" ; partant d^i^» = 2".d''. iC^n-O^a*.
Si dans l'équation ( 4 ) m et i^f sont fractionnaires et que n le soit dans l'équation (6j , puisque m , iW et /ï n'entrent pas dans les indices de d des seconds membres de ces équations, il s'ensuit que dans ce cas ces seconds membres seront des suites infinies égales à des dérivées à indice fractionnaire.
435. Remarquons, en passant, que, tti étant entier positif, on a (i-H i.x-j-i.^^-Hetc. -h i.o;^)'" = {i.x^ -H i.x^-^ + etc. -f-i..xH- i)«; et les développemens des deux membres renfermeront les mêmes puissances de X , l'un dans l'ordre ascendant , l'autre dans l'ordre inverse ; donc , puisque ces deux dévejoppemens doivent être égaux entre eux, quel que soit :c, il faut que les coëfûciens des mêmes puissances de a; y soient égaux entre eux. Or, dans la supposition den. 1, p^.i , etc. p^. 1 = 1, etp^ + M, "g^ + ^i, etc. = 0, le coefficient de xp sera pi*. i*" dans le premier développement, et dans le Uecond, il sera n^'^-f.i'", comme il est aisé de le voir (n.°83). Donc on a ici BP.i'" = p^'"-?. i«". C'est une extension de la propriété du n.** 43©.
A présent , si dans la supposition de d. 1 , p^. 1 , etc. , p^. 1 = 1 , on met 1^ au lieu de oc et 1"* au lieu de a dans la formule du n.° 87, on trouvera, comme n.° 433 , que dans cette supposition on a aussi
pj + /OT lOT+M -— pZAf-j^ jOT + Af ^:2 .;...(8)
l.p'.l^ -h D.l'».p'+».l-*^ + ps.l^ï.p'H-a.iM _|_ p3, lOT.pJ + S.jAf _^ gtC. ,
et , en mettant dans le n.° 87 1" et i« au lieu de a et ^ , on trouvera encore ,
comme n.°, 434 , qu'on a dans la supposition actuelle
p^».i2« = 1 -f-(D.i«)2 -I- (p2.i«)2 -+. (p3.x»)2 -h (p4.i«)2 -+- etc (9)
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Ainsi les propriétés observées dans les numéros cités pour les binômes , s'étendent aux polynômes de la forme ci-dessus. Elles ont même encore lieu lorsque tto , M et n deviennent fractionnaires. Ces propositions appartiennent à EuLER : voyez le tome V , 2''* partie , des Acta de Pétersbourg. Les dérivations , comme on voit , en rendeift la démonstration fort simple. Après cette digression, revenons aux factorielles.
436. Si l'on met M'-^ au lieu de £« , et iP = ' au lieu de ^^, dans la formule du n.° 95 , D. i étant = r, on en tire sur-le-champ
-f- etc.
Cette formule donne la conversion de la factorielle du binôme en une suite de factorielles de monômes : elle est aux factorielles ce que la formule ordinaire du binôme est aux puissances. Nous y sommes arrivés d'une manière bien simple et sans induction.
* Elle suit aussi de (3) du n.° 48 q.
ijSy. Je mets M -\- nr au lieu de ^ , et je multiplie tout par d-». i^- '^- ; j'ai
DM(/' + ^+''0:'■•XD-''.l"W:^ = U«. l(M+nr):r. xjj-n, jAÎ: r. _|_ d1«. D. If = '"• X D" -^ 1 (^+'""): '"• X D"». 1^= ^*
•4- pn^-D^. li':'--XD«-2. i(M + «r):r.xD-«. 1^ = ''- + CtC.
Mais on a d^-^'iC^ + «''):'■• xd-». i^:»"- = d-*. i^ = ''-; c'est ce qui résulte de (il) du n.° 427 si l'on y met — n^ n — A , Af au lieu de 7z, s et m. Ainsi la formule qu'on vient de trouver , se réduit à celle du théorème suivant de Van DE 11 MONDE, important dans la théorie des factorielles, parce qu'il sert à les lier aux intégrales défmies.
Théorème. d». i(/'+^+'"") 5 r. xd-«. i^^»"' =: (11)
-h etc.
Puisque riy p ^ M n'entrent pas dans les indices du second membre , celui-ci donnera la valeur de d''i(/'+^^+"'^)= xd-«'1^='", quels que soient n^ p et il/, entiers, fractionnaires, irrationnels, positifs ou négatifs.
En comparant avec (16) et (17) du n.° 4'29, où Ton fera R = r, et m = p -+- M -{- nr, on aura deux expressions de la même quantité factorielle
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D". 1 '"'''• X D "«. 1** •■ *■• lune par une suite , l'autre par le quotient de deux factorielles qui se continuent à l'infini ; ce qui donne le moyen de convertir des suites finies ou infinies en produits continus.
On peut modifier la forme de ce théorème de différentes manières ; on
peut, par exemple, changer d-". i^=''- en —^ — (M + nr)r (^•''4^8), et alors
D". 1 (p + M+nr) : r.
la suite donnera la valeur de rior-, — ^ '• on peut exécuter la même
chose sur (i6) du n.° 429.
438. Si dans (1 1) du n.^ précédent on change entre eux net p : r^le second membre demeure le même ; donc on a
D". l(i' + ^+ «'■):'■• XD-M^'-'"' = D/'-''".l(/' + ^+'»'")-'"- XD -/'•''. l^:»"-,
ce qui donne une transformation d'indices assez remarquable. Du n.** ^'2j on peut aussi déduire la formule
■nTi j^wj : r. Tj* ttnir. '
en égalant entre eux les seconds membres de ( 1 1 ) et de ( i q ). La formule du n.° 431 n'est qu'un cas particulier de celle- ci j on l'obtient en faisant
r= — 1 , 7nz=Z—l^ SZZTTl—l,
Ces formules donnent le moyen d'avoir les valeurs des premiers membres, lorsque l'indice n est fractionnaire, pourvu que dans la première p : r soit un nombre entier et que s le soit dans la seconde.
439. Quoique les applications qu'on peut faire de cette théorie des factorielles soient ce qu'elle présente de plus intéressant , je ne pourrai m'en occuper que pour en donner une idée.
Soit proposé de ramener aux factorielles l'intégrale r 771/0;'^ '»»-i(i —x^)« do?, étendue depuis x = o jusqu'à a; = 1.
Je développe (1 — x'^)", et l'expression précédente devient
rmfx'^'"-^{i—Di''.x'' H- p^in.^ar — ^^l'i.x^'' -+- ctc. jdoj , ou bien
rmfx^^'^àix — ii\^.rmfx^^-^^~'^à.x -h '^'^\^,rmfx^^-^^^-*^àx
p3in. ^/T^yj^rw + Sr-l^^ _j_ etc. ;
en exécutant l'intégration , on trouve
Bbbbb
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Cette intégrale , étendue depuis x = o jusqu'à oc = 1 ^ se réduit â
m m „ m 1 — Di«. ; h P^i". pn". —T- -h etc. . . .(iq)
Or cette expression est évidemment égale à
1 -|-Dl''.Dl-'".D-»l'"-f-p2l«.D2l-«».D-2l'n -f-pSin.D^l-'",»-^!» 4_ etC. . . .(l3)
Comparant à la formule (1 1) en y faisant r=:i, p =: — 771, M =2771^ elle donne pour la série (i3) l'expression d''i«.d-''i'» ; et la formule (19) du n.® 429 donnera pour cette expression une fraction de factorielles d'un nombre infini de facteurs. Ainsi
rw/'a;'''"-'(i —.x'")'»^^, [depuis ^ = o jusqu'à a;= 1] = ...(14)
i(in-\-7i-\- i)<2(rn-{-n-^-Q)3{m-\-n-+-3)4.(T7i-{-n-\-/\.). .....
(AZ+l)(/7Z + lX«+2X'/^ + 2)(Ai + 3Xm + 3)(/2 + 4)(m+4),
Voici un exemple où l'indice /^ de d est une fraction
Soit 1 le rayon du cercle , oc l'abscisse comptée du centre ; on sait que la surface est =f{i —oc^)^dx', et en prenant l'intégrale àe xz=io jusqu'à a? = 1 , cette intégrale est égale au quart de la surface du cercle ; je désigne ce quart par ^7f' Comparant yl[i —x2jj^^ avec r77ifx^"^-^{i—x^Ydx^ on a r = Q, 72 = ^ , rm — 1=0, donc m = | j mettant ces valeurs dans ( i3 ) et ( 14) , on trouve ^
il I 1 Q.4.4.6.6.8.8.10.10.1Q.IQ....
1^ = D-l'-D-î .î = 3.3.5.5.7.7.9. «J.ll.il. i3.... '
ce qui est l'expression connue de W al lis.
A cause que, n.° 427, p ~»"^^ i» = D m'.d'i*"^», ou d»i» = d »i* ,
on a aussi , ^ ^ ^
i,r = {d«iM% et D*i* = i^/zr,
TT étant la surface du cercle dont le rayon = 1.
Je ne m'étendrai pas davantage : je n'ai voulu qu'indiquer l'usage qu'on
peut faire des dérivées à indice fractionnaire et reveiller par là l'attention sur
les différentielles à indice fractionnaire, sujet qui a été peu cultivé jusqu'à
présent. (*)
(*) On trouve sur les différentielles à indice fractionnaire une remarque de Leibniz à la fin de sa lettre 4 Jean Behnoulli , du 28 décembre 1695, Commercium epistolicum , tome i.", page 107, et une remarque d'EuLER dans le tome V des anciens Commentaires de Tétersbourg , page 55 ; c'est i- peu -prés tout ce qu9 je Goi^nois sur cette matière.
(ni.)
De la méthode directe et inverse des différences , et de la transformation, sommation et interpolation des suites.
44 !• On peut apporter de grandes simplifications à la méthode des différences par la séparation des échelles et par l'application des formules de dérivation. Nous allons le faire voir succincternent , et montrer qu'on obtient ainsi avec la plus grande facilité les théorèmes généraux de cette méthode , et que ces moyens sont très-propres à l'enrichir et à l'étendre à de nouvelles recherches. w
442. Commençons par fixer la signification d'une notation qui nous devient nécessaire.
u ou (px étant une fonction quelconque de a?, on a coutume de désigner par w', w", w'", etc. ^("5, ou par m(0, «(a), w(5), etc., z/(«^, les valeurs ou les états successifs de u ou de (p a?, lorsque x y devient successivement x-\- iS^x^ ^-f- 2A^, 3c H- 3Aa?, etc. , a: -t- 7zA.r,et même les états successifs de u lorsque X varie par des accroissemens quelconques inégaux entre eux. On désigne aussi ces états successifs de u par des indices inférieurs , de cette manière : u ^ Ui^ ï^ii ) "mj etc., Wk , ou da celle-ci : u^ z/i , Wg > ^^3) etc , w„ ; et les états antérieurs à l'état primitif m sont alors indiqués par ï^_- , , w_.„, ?^_,„, etc. «/-.n» ou bien par z/_i , z/_2, w_3 , etc. , «_« , etc. Nous emploîrons ces notations; mais nous désignerons plus souvent ces Etats successifs par Ew, E^m, E^z^, etc. , Wu , etc. ; de sorte que Ei^=Wi , Wu = u^ , etc. , W^u = Un , E-"w = z^_n, Eow= M ; et si ^ croît uniformément, on aura E"(px = (px, 'E<px=^(p{x-{-l\x), W(px = (p{x-\-<2àx)^ etc., E''(px = (p{x -t- TîAx), E-^(px={cpa: — Ax), E-'^(px = (ip (x — Q A or) , etc. , E-'^(px =: (p{x — n/Sx). On peut désigner de même les valeurs successives de la variable x, par E^x, Ex, E^x, etc. , E"x.
En se servant ainsi de la caractéristique E, on a l'avantage de pouvoir la séparer des quantités qu'elle affecte , et la faire entrer dans les échelles détachées des fonctions.
443. Soit que X croisse uniformément ou non, on a Ecpx = Ç^x -{- àx) =^ (px + A<p^ j donc, en détachant les échelles, on a
E = 1 4- A, etAî=E--i, (1)
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partant E*» = (1 -f-A)"», E-*» = (1 -hA)-"» ,
/•Ô AiT ^
Si Aar = ^ est constante , on a (n.** 404) E = e^ = e ' ; et si l'on fait
A da: = Aa: (n.° 35q) , onauraE=e ; donc, si A a: est constante, on a
d = Aa?.B = logE = log( 1 + A) , (q)
c'est-à-dire que la différentielle est alors égale au logarithme de l'état varié;
et l'on a d" = (logE)".
444. Si l'on a la fonction (pix^y") de deux variables a: etj^, ces variables étant indépendantes, ou l'une et l'autre fonction d'une même variable ^, on désignera par E'» l'état varié de (p{x,j) lorsque x seul y a varié de A a:; par E'^ l'état varié de (Ç){xyj) lorsque j)^ seul y a augmenté de /S y; et par E Tétât varié de la fonction lorsque x et y y sont devenus à la fois a: -4- Ax , etj -}- A^, de sorte que
E''(p{x,j) =: (p{x-{-Ax,j), E''(p(a:,j) = (?)(a:,jK-4- Aj), E<p{x,y) = <p(a: -t- Aa:,jK H- Ajk) = E''E''<p(ar, j) ; et en détachant les échelles , on a
E'' = 1 -h A'., et E'i = i-f-A'', (3)
E = 1 H- A = (1 -4- Aï')(i -+- A'') = E''E''. .'^
Puisque A = A'' -1- A'i + A>'A.i = A'» -f- A'^ ( 1 + A'») = A'» + A''( 1 -i- A»' ) , il s'ensuit que
A = A'» -f- A'»E'', ou A = A'» -h A'»E'' ; .....(4)
et en appliquant l'une de ces équations à échelles à <p(a:,j^), on a
A(p{x,j) =: A''(p{x^jy) -f- A''<p(a: + Aa;,j^). On tire aussi des équations (4)
A" = (A'» -H A'»E'')'" » A» = (A'* -+- A'»E'0'" , S*" = A-»» = (Al' -h A'iE'-»)-'», x*" = (A'i H- A^'E'»)-"». Les équations (4) sont très-importantes ; elles rapprochent le calcul des différences de celui des différentielles.
Soit u = (p(a:,j^, 2) , les variables a; , jk> ^t 2; étant indépendantes ou chacune fonction d'une même variable t ; si l'on désigne encore par E»' l'état varié de // lorsque z y est devenu z -|- A-z, on aura pareillement
E'' = 1 H- Al» , E'i = 1 -h A'' , E»> = 1 -+- A"' , f 5 ^
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De là on tire E = (i H- A*» -+- A»»E'')(i -+- A»») = i -f- A»» H- A'^E»» 4- A»»' E^ -f- A»' A»»' E'' ; donc , en ôtant l'unité de part et d'autre ,
A = A»» -f- A'»E»' -tr A'»^E»'E»» ; (6)
et , comme A'», A»* , A»* entrent de la même manière dans A, on a aussi A = A'« -i- A»'E'» -H A'.ïE'»E'S ^ = ^"^ "+- A»'E»' -f- A.»E"iE»'. On trouveroit des formules pareilles pour quatre variables , et ainsi de suite.
445. On peut à présent prendre une fonction quelconque f des échelles dans les équations précédentes , et l'on aura
fEx<pa: = f(i + A)x<pa:, •••W
fEx<p(x,jK) = f(E^'E.OX(?>(a:,j) = f[(i-|-A'0(i-+-A.')]X(p(a;,j), ...(95)
fAX(p(x,j) = f(A»'4-A.iE'0x<p(a;,j^), •••,(S)
fEX(p(ar,j, z) = f(E''E'*E'»i) x<p(a:,^, z) =
f[(i-hA'0(i +A.O(i -+-A"»)]x(p(a:,j,2), • • • (®)
fAxcp(a:,^,j5) = f(A^ + A»» E»» -h A^^E'^E»') X (P(a:, j, 2). ...(S)
Ces théorèmes , dont on pourroit augmenter le nombre , sont vrais , que les variables x^ y et z croissent uniformément ou non uniformément ; et sous ce rapport ils sont plus généraux que leurs analogues (E) et (N) des n.°^ 405 et 40g. On développera séparément les échelles, en observant que f n'affecte qu'elles et jamais les fonctions séparées par le signe x ; puis on multipliera par les fonctions. On observera aussi que A'»E»»x<p(a:, y), par exemple, = A'»^(a: H- Aa:,^) = A'»«i,o, si u z= <p(a;,jK); que A'«E'^'E''Xm
446. Donnons quelques développemens résultant des équations précédentes. On a, n.° 443, E'*xu = ii -+- /Syxu , u étant = ^a;; en développant
l'échelle du second membre , on trouve
YPu = (1 H- «A H ^^ ^A2.H î: £!l___1 a3 H^ etc.)x w,
te qui donne
«„ == M 4- nl^u -\ '-ts?u H i: > — - — ù^u -h etc. . , .(n)
Cette formule se termine si n est un nombre entier positif; si n est fractionnaire,,elle ne se termine plus, et alors on s'en sert pour les interpolations.
C ce ce
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En procédant de même à l'égard de la formule E~"xw=:(i -|- A)-'»x-w, et en employant nos notations de factoriellea, on a
2^_„ = w -H Di-«.A« -4- pi^i-". A2i/ -I- p3i-».A3i/ -4- etc. ...(8)
La formule ^"11, = (E—i^xu donne
A«w = E«M — nE^'^u-l ^ — E"-2w ^^ — --^ E^-^u -^ etc. ; ,.Jq)
c'est la formule connue pour exprimer la différence d'un ordre quelconque
par
les états variés de la fonction.
Si l'on fait n négatif, on a A-^m =(E— i)-«xw; partant
2:«w = E-^u -f- n E-«-' M H ^^ — —^ E-'-^u H ^^ — : — '- — ^ E-^-^î^ -f-etc. ..(10)
C'est l'intégrale de l'ordre n en états variés de u qui précédent l'état initial u.
Si Ton fait az = 1 et Aoc constante, cette formule devient /-■) Z(poc = (p{x-^t^x) 4- (p{jc — 2A^) H- (p{x — Zùi.x) -4- etc. •••(^0
Nous ne dirons rien sur la manière de compléter les intégrales aux différences ; on sait qu'il faut ajouter une constante arbitraire à chaque intégration, et que cette constante peut même être regardée en général comme une fonction arbitraire, continue ou discontinue ; par exemple, si A^ est constante et = a,
il faut ajouter à "E.cpxXa. fonction arbitraire \|y ( sin , cos ^— ) , tt étant le
CL CL
rapport de la circonférence au rayon. (*)
Si dans les formules ci-dessus on écrit (— i)''(i — E)" au lieu de (E— i)" , et qu'on commence le développement par 1 ; on aura ces deux autres formules :
N f w(/z— 1) n{n—\){n — ^\ _ A«w = (-l)«U-/zEw H î^ E2w i ^^ ^ eJ>u-\- etc. I .. .(iq)
^nu ^{^iyn^U'{-nEu^-^—^E^u-^ % E^u-{-Qlc.\. ..(i3)
Ainsi l'on a, en faisant « == 1 et A:r constante ,
^(px=^—\(px-^^{x-\'/^x) + (^{x + 'i^x) -l-(p(.«+3A^)-f-etc. J. . . .(14) La sorte de paradoxe que présentent les deux valeurs (11) et ^14) de S^p'c comparées entre elles , n'est pas difficile à résoudre ; ainsi je ne m'y arrêterai point.
(*) On peut voir sur la manière de compléter ces sortes d'intégrales un mémoire d'EuLEH dans le tome III des nouveaux Commentaires de Pétersbourg , intitulé de determinatione serierum; Laplace, Mémoires présentés, etc. , tome VII , page 78 ; un mémoire de Monge sur les fonctions arbitraires qui entrent dans les intégrales aux différences finies , Mémoires présentés, tome IX.
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Si l'on fait Aa; = i , dans le cas de x entier , la formule (i i) devient
XCpx = (i5)
Ç>(x-i)-{-(p(x-2) -H (p(x-3)-^etc. -f-(p(i) -H <p(o) -{- <p(- i)-l-(^(-Q)-hetG. Si donc on suppose que x soit le quantième du terme d'une suite, (px son terme général; et si l'on suppose que la suite ne se continue pas au-delà de ^(o), qui répond au quantième zéro, (p(o) étant une constante ; où si l'on fait (p(o) H- ^(— 1)-|-^( — 2) -h etc. égale à la constante — C, on aura l'expression
^(px H- C = (p(a:— i) -f- <p(a:— q) H- (p(x — 3) -h etc. + (p(i); ...(16) c'est la somme des termes de la suite depuis celui qui répond au quantième 1 jusqu'à celui qui répond au quantième x — 1 inclusivement. Si l'on veut que le terme (px qui répond au quantième x soit compris dans la somme, comme cela se pratique dans la sommation des suites, on aura E(p{x -{- 1) -h C égale à cette somme ; et l'on déterminera C par la condition que tout doit s'évanouir quand on fait x = o. On voit par là que SE(pa; ~\- C = ^px -+- Ji(px H- C.
On a /S^E'u = (E— i)«E^Xw; donc
A'Wr = E'' + ''u — nE'' + ''-^u -+- ^~^^ E^ + ^'^u — etc. , . . .(17)
et , en changeant n en — 72 ,
Z''Ur=z £''-«« -+- /ïE''-«-»w H \ ^ E''"-^u 4- etc. ...(18)
Remarquons en passant que la séparation des échelles , comme nous la pratiquons , présente un procédé plus simple et en même temps plus sur que celui qui consiste à considérer les indices o, 1, 2, etc. de A^u, A^w, A^m, etc. , et ceux des états successifs w(") , w(0 , u(^) , etc. comme des exposans de puissances dans les développemens , et à changer, après les développemens réduits , ces exposans en indices ; car on pourroit se tromper sur le moment où le changement doit se faire. Ainsi il est arrivé (*) qu'en suivant ce dernier procédé pour le développement de A-*w = (m(0 — «(o))-», on a eu
A-^u = u-^ -h M-2 -f- Z/-3 _|_ etc. , qu'on a fait = 1 1 =- -f- etc. :
puis , en convertissant les exposans de u en indices , on en a conclu
^'* = ir, + -^ -^ -^ + etc. =
- etc. .
u+Au u-^2Au+A^u w + 3AM + 3A2w+A3a
(♦) Mémoires de l'Académie de Turin, pour 1786 et 1787, page 45a.
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résultat erronné. Il falloit faire la conversion des exposans en indices dans l'expression w-»-+-m-2_^_2^-3_|_ etc. , et Ton auroit eu A-^w = w(-0 -+- w(-a) H- w(-3) _j_ etc. , ce qui est vrai. Par la séparation de l'échelle on a A-iw=(E — i)-^Xw, et, en développant, A-'w = (E-»4-E-2-f-E-3_|_etc.)x w
= ( h- -— - H- -z:r -+- etc.)x«; mais, comme il faut exécuter une multi-
plication par u , on aura A- * m = -— -+- -—- H 5 — |- etc. = E- * m -f- E- ^ ^^
-t- E-5i^ + etc. , et non A-^w= — h 1 = — h etc. ; car, pour arriver
Eu E^M wu ' ^
à ce dernier résultat , il faudroit qu'on eût à diviser chaque terme par u.
448. Quelle que soit A a:, on demande la valeur de la suite u -\- Ui -h U2 -\-' uz -\- etc. -]- Un = u H- Eu -H E^u -+- E^u + etc. 4- E^u en différences A w , A^w, etc.; u étant une fonction quelconque de x.
En détachant l'échelle, la suite proposée prend cette forme
(1 -4- E + E2 + e3 -f- etc. -{- E«) X M = I ^~^ ' I X u.
Or , en mettant 1 + A au lieu de E , ce second membre devient
} ^—^ xu = {{n-i-i)-h^ . A + ^— ^ ^^-^A2 4-etc. XM.
Donc, u étant = <pa:, on a pour la suite de n -{- i états successifs de w,
u -i- ui -+- U2 -^ U3 -{- etc. 4- w„ = ..... (ig)
(n + i)u-\- ^ ^ au + '^ ^ ^ ^ — ^à^u -h ;H^^^ ^A^w
^^ i.îi 1.Q.3 1.2.3.4
Si la suite u -{- Eu -i- E^u ■+■ etc. ne se termine pas , sa somme sera
=z= ( — )xu = — — xu =— A->w =— 2".
Puisque la suite u-i-Eu-{-E^u-i- etc. H- E«w représente en général une suite quelconque terminée , u étant une fonction qui en donne un terme quelconque ; la formule (19) sert à trouver les sommes des suites au moyen des différences de u : elle se termine d'elle-même si n est entier positif.
Pour donner un exemple , supposons qu'on demande la somme des cubes x^, (^+r)^, (ar+QA')^, (a; + 3r)3, etc. {x+nr)\ Dans ce cas uz=zx^, Aa: = /*, Aw = 3x^7' + 3xr^ -h r^ , A=^w = 6xr^ + 6r3 , A^u = 6/'3 , A^u , A^w, A^;^, etc. = o j de sorte que la somme cherchée sera , par la formule (19),
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Comparez la suite (19) avec la formule (7) ci -dessus, 11,° 446.
On aura de la même manière
u — Aw H- A^u — A^u 4- etc. ± A^u = (qo)
-f- etc.^ ± (72-f-i)E''w qi: E"+'w,
les signes supérieurs étant pour 72 pair et les inférieurs pour n impair.
En effet , en détachant l'échelle , le premier membre peut être mis sous la
C 1— ( — A)'' + * ) forme ) ^^ ■[ xu: or , en mettant au lieu de — A sa valeur 1 — E,
cette expression devient j ^^ [ xu^ qu'il sufEt de développer pour
avoir le théorème (20).
Si on prend la différence , non en soustrayant l'état proposé u de l'état varié Ui , mais l'état varié Ui de l'état proposé , et qu'on désigne cette différence par lAu, on aura xAu =.u — Ew, ^A'^u=. u — qEm + E^m , xA?u =. u — 3ew -h3E2i^ — E^w, etc., lA = — A, et généralement 1 A" = (i—E)'' =(— A )« = (— i)"A''; de sorte que le second membre de (qo) est aussi égal à la suite u -f- iAm -h xA^u -h lA^w + etc. 4- iA"«. On trouve pareillement
u — ^u -\~ '^'^u — ^u H- etc. zh 2"^ = (21)
(72 4- 1) w -^ -i Eï^ 4- ^ — ^ ^^u 4 W — - F?u 4- etc.
En effet , en détachant l'échelle , le premier membre peut prendre la forme
( i-(-A-i)"+M ' .1 . (A + (-A)-'') CE-i 4-(i-E)-»)
' ^ xu, qui devient ] jr — [ xu = j [ xu;
( 14- A-' ^^'-1 ji_^_A) ( E
et, en développant, on a le théorème (21). La série se termine avec le terme
affecté de E'^M , si l'on suppose E''w un dernier terme.
45 o. On trouve aussi bien simplement , au moyen de nos notations , les règles pour prendre la différence et l'intégrale -somme d'un ordre quelconque des quantités factorielles , comme on va le voir.
Ddddd
Soit àx constante et = r, en exprimantpar çM*!»"', n.» 4.q3 , lafactorielle
,. . , x(x — r)(x—2r) (x — nr+r)
divisée — ^^ — h; ^^ — > on aura
car p». i*-''- = p"-!. l*:^ = p«-«. i*:»"' — rp»-».!*^'"- =z=
p«,i(* + r):r. — rp"- ». 1* = ''•. Donc p". 1 (* + *■) = '"' — p«. 1* = '"• = rp»-». 1*: ''•. Or le premier membre de cette dernière équation est = Ap«. i*-^- , si x varie de rpar rapport à A et i de rpar rapport à d; ce qui donne le théorème (22). De plus, A=^p". i**''* = rAp^-M*:»^- = r2p«-2. i«:r.^ partant
^OTp«, l*:r. __ ^mp«-m, i*;r., ..", ..(23)
En multipliant par i , q . 3 rij il vient
et si dans cette équation on change m en — m y on a
OU bien(n.°42 8)S'»DM*î''- = -r -. — — r ^^ — ^ r— ~ — - .
Si dans (24) et (25) on fait n négatif, on a aussi
^mjy-n^ix:r, __ jj-w j-a. /"-«D-n-f-m j*; r.^ (27)
Ces deux dernières formules contiennent les règles pour prendre les différences
et les intégrales des quantités de la forme -^ rz ■■ ;; .
° ^ {x-\-r){x^<2r)[x-h3r). . .{x-hnr)
Pour ne pas avoir dans les factorielles de différences négatives, de l'espèce de celles dont nous avons parlé au n.° 44g, et que nous avons désignées par 1 A ; il ne faut jamais faire r négatif dans les notations par lesquelles nous représentons les factorielles. Si donc on a la factorielle x(x'+-r)(x-h 2r)(a;-}-3r)
(a; -H /zr — r) , on ne la représentera pas par d«. i»i-r- , mais par
D». 1 (*■+-'"- 0 5'- ; et l'on aura, comme précédemment, Ad''.i(*+'""-0!'' =^ 72rD«-^i(*-*-«''"^0''''- = nr(x -h r){x H- 2r){x -h 3r) . ... (a; -I- nr^r) ; ce qui est en effet la différence de a;(a; + r)(^x -\- 2r) . . . .{x-\- nr—r), que l'on obtient en mettant a; -h r au lieu de x et, en soustrayant l'état proposé de l'état varié. On aura aussi
^±»»0«.l(» + »r-r):r. -_ p±w j». /.iw.D'^F'». iC' + ^'-Oî^ i.,..(28)
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Si l'on fait n négatif, d-».i (*-«''-')* »•• étant= / , = -, r-, —-^ ; r i
(n.° 428); on aura pour les quantités de cette dernière forme
A ±« . . . . . . ^QQ
Les signes supérieurs et inférieurs vont ensemble dans les deux membres de chacune de ces équations (28) et (29).
45 1. Voici quelques intégrales - sommes qu'on trouve sur-le-champ par les formules du numéro précédent.
1,° On demande la valeur de S^a:, Ax étant constante et = r. On fera x = dM*^'"-, et l'on aura, par la formule (q5),
S'^o: = S^D^ !*•''• = ' 5 : r , ou bien
x{x—tsx\x—it^x) {x—mùs.x) ., .
^"^ — 2.3. 4 (//^-+-i).(Ax)'» • ^^^
On demande la valeur de 2'"(Ax)', Ax étant = r
La formule (95) donnera, en y mettant r'D".!*?''- au lieu de dM**'"',
ym^jjB j*:r. _— , -■ ,
(/2 -f- i)(w-4- 2)(»-+- 3) (/2-hm). r™-*
Donc, puisqu'on faisant « = o, dM*^'' = i**'»"- = 1 , on aura
jjnj^ —-. ^ QU bien
««/A^V — ^(^-Ajr)(ar-2Aa^)(x-3A3:) (x-m^x-\-^x) . .
^ ^ ' ~ rryTTTTnTTT^T.TTrrT.TTTr^MAa:)-'-' '"^ '
On aura de plus 5;'»E*(Aa:)' = E*S'"(^^)' = (^2)
[a;-f-Â:A.T][a?-h(^— i)Aj;][3:-f-(^-2)A3:] [x-+-(k — m-f-QAj;]
w . (Ax
4o2. Donnons présentement quelques développemens des formules à échelles du numéro 444.
Pour avoir la différence et l'intégrale -somme de l'ordre m de la fonction <p{oc^y); après avoir développé (A''-}- A'^E'»)"* et (A'' + A'^E'')""?^^^^ ^^g'® du binôme, on multiplie par <p(a:,^), et l'on trouve sur-le-champ, lE^'*(p{x,y) étant ï= (p(E'a;,^) = <p(ar,,^) par la formule (O) du numéro 40g,
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A"'(p(ar,j) = .(i)
. Tn(m—i')
V H i i^ -^A'"-3,A'3(p(E3a:,y) + etc.
S'»cp(a:,jK) = ** .....(2)
^^ — -î--^^- — ^ ^ S'"+^'A'^(p(E^^,jK) -f- etc.
Si l'on développe (A'^E''-ha^')~'" = ^^ ®^ commençant par A»'E»', on trouve , au lieu de ( Q ) ,
^^ ^V -L — i.2:.'» + 3A3,(p(E-'«-3j:,y) -4- etc.
Dans ces formules x etjj^ sont des quantités quelconques qui varient indépendamment l'une de l'autre ; elles peuvent étr« fonctions chacune d'une même variable t, ou de différentes variables ; Aa: etz^y peuvent être constantes ou variables, ensemble ou séparément.
453. Si au lieu de la fonction (p( a; ,7) on a le produit i^w de deux quantités vetw qu'on peut faire varier indépendamment l'une de l'autre, i^ etw pouvant être fonctions chacune de la même variable ^ ou x , ou de plusieurs variables ; on voit que ce cas est renfermé dans le précédent ; mais comme on peut séparer t' de tv, on peut donner aux développemens une forme un peu plus simple par la suppression des virgules des caractéristiques A » 2 , E ; et l'on aura A'^Ct'w) = (A''-l-A''E»»)'«x(t'w) = (A'*" ■+• Di'*.A''"~*A^'E'' -f- p2iOT. ^,m-2^2,£,2 _^ etc.)x(t'w)
yn(7n — i)
= i'.A'^w -\- wA(^.A'»-»Wi H- — ^^ -A'^v./^'^-^Wfi
^ ^ j\ — — ^ASç'.A'^-^ws -h etc. •
Changeant m en —. ttï , on a
1 — -î- — '^ ' ' ^^v.^L^+^wz 4- etc.
Dans le cas de w = i , cette dernière formule devient
i:{vw) = (6)
V.2W — Ai'.s^wi 4- A^i'.i.^Wi — à^v.-L^ixvs -h A4 V. 25^4 — etc. Si dans la formule (3) du numéro précédent on met v au lieu de x, w au lieu de/, et i'w au lieu de (p(x,j) , on en tire
z^Cvw) = -(7)
f'_w.S'"TV — mAç^-m-i.s^ + ^M^ H ^^ ^A2f'_„.2.2:'" + 2^
!^ — -L—Ll — _1__Z_a3ç;_„_3.2'"+3w H- etc.
Les suites (4) , (5) et (6) ont déjà été données par Taylor dans le tome XXX des Transactions philosophiques de Londres , pages 676 et suivantes ; mais elles y sont démontrées moins simplement qu'ici. Les autres suites du numéro précédent et de celui-ci me paroissent nouvelles.
454. Si l'on veut avoir, pour les intégrales - sommes , des formules d'un nombre limité de termes, on comparera A~^ =i (A'* -HA'» E'O"' avec(a + ^)-i du n.° 391 ; et, en faisant ^ = A'*, ^ = A''E'*, a -\- b =z à, la première valeur de (^ H- ^)-' donnera, en changeant A-* en 2,
partant 2(p(x,j) = X''^{x,y) — 2[A*'2'»<P(x, Ey)], (9)
«t 'l{vw) = vzw — z[Aç'.2Wi]. ....(10) Si l'on faisoit <z = A^'E'» , ^ = A»^ et « -f- ^ = A , on auroit
2 = 2^'E'-i — sA.^Zi'E'-'; (il)
partant I.<P(Xjj) = S»'(p(:E, E->j) — Z[A.i5:''(P(ar,E-»j)] , (iq)
et S(vw') = Z^'.w-i — .S[Zv.Aîi'_.i]. (i3)
Les théorèmes (9)et(ia) sont de la plus grande importance dans la méthode inverse des différences : ils donnent la manière d'intégrer par parties les quantités aux différences. Comparez avec (11) du n.° 391.
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En prenant la puissance entière m^es deux membres de (8) et (ii), ou
a pour l'intégrale-somme d'un ordre quelconque les formules finies suivantes
Z'^(p{x.j) = {£.« — SA».É.^2'M'"X<P(a:,jK), .....(S)
S^^C^rj) = {Z^'E>-» — ZA.iZ^'E'-ij'-XCpCarjj) (@)
Si l'on reprend les valeurs de (^ -+- ^)-i du n.** Sgi , et qu'on fasse a = A'^ ^ = A^'E'^ , il est aisé de voir que la dernière de ces valeurs donne
(S'' — A>'E»i2'* -+- A2,E»22:»3 — A3.E'^24 -f- etc.)
partant , en élevant l'échelle à la puissance in , on aura
Z'"cp(a:,jK) = (5)
Si l'on fait au contraire « = A»»E'» , ^ = A»» , on aura
CS^'E'-* — A»»Z*'E'-* + A'^'Z^'E'-S __ a,5z4'E»-4^ I 4-" etc. zh A.'-ïZ^'E'-' zp z(A.^z^'E'-O) ^^^"^'-^^ '
et , en élevant pareillement l'échelle à la puissance m , on aura une formule
pour Z'"(f>(^»j)-
Ces formules sont en général d'un nombre fini de termes,
l).(Aa
Donc Eyàx = (14)
^ x{x -h àx) t^y a:(a; -4- Aa;)(a;+ QAar) ts?y
i. -\- xy — ^ — -4- -■ j , 2 . 3 '{KxY ^
x{x -\- l^x^i^x -H 2A3:)(a: -+- 3Ax) t^y 1.2.3.4 0a;)5
Cette suite est aux différences ce que la première série de Jean Bernoulli, rapportée au n.° 389, est aux différentielles.
Si l'on suppose àx variable et A^ constante, et qu'on fasse dans la formule (6) du n." 453 w =jy et t/ = Aa:, on aura aussi
Tyàx = /Sx.Ty — A^x.EZy -4- ô^^x.E^E^y — à^x,-^^E^y •+- etc., et, par la formule (3o) du n.° 451 ,
SjAx = (i5)
Ajk
ce qui répond à la seconde formule de Jean Bernoulli du n.° 38g.
Si dans la formule (14) ci -dessus on suppose Ax = 1 , et qu'on y ajoute y de part et d'autre, elle devient
jr + S J = (16)
C^ -h (a: -I- 1) y — — ^^ A y H ^^ '-^ ^ Ay
xÇx-h 0(3^+ 2X3: H- 3) .„ , ^
ce qui est la formule pour sommer les suites au moyen des différences du terme général jy , que Lorgna a trouvée par des considérations moins simples et moins directes dans les Mémoires de Turin pour 1786 et 1787, page 446, et que Prony a donnée dans le 4«^ cahier du Journal de l'école polytechniifue , page 543.
456. Soit encore j^ une fonction dei^ar, et A x constante, on demande la valeur de Z'"jkCAj:)'" par une suite.
Je fais w = (A a:)" et f = ^ dans la formule (5) du n,® 453 , et j'ai
^S'"(Ax)'« — wAj.E2:'""*-»(Ax)'» -f- ^C^-t-O A^;^.E^S'» + «(Aj:)«
^^ ~^A3y.E32:'» + 3(Aar)'» H- etc.,
suite qui devient, par la formule (32) du n.® 45i ,
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y (ar-f-Aa?) Ay
m i.(/w-H j) Ax
{x -\- (Sx\{x -\- 1 1Sx) A2y a:(3r-AjfXa:-2Aar)....(3:-mA:c + Aa:);H 1.2. (/?î-J-2) (Â^
* • '^ • ^ ♦C'^-0 1 (arH-A3:)(3:-4-2A:KXa^-h3Aa:> t^y
I-3) (Âi)5l - etc
+ C -f- Ca: + C2X2 -h Csa:^ H- etc. H- Cn-ia:«-^ Cette suite a aussi été trouvée par le Professeur Burmann (*). En faisant , dans la formule (7) du n." 453 , w == (Ax)*" et (^ =.y = (px; on a l'expression suivante , dont l'usage dans les calculs numériques est un peu plus facile que celui de la suite précédente (17):
Z'"j(Aa;)'» = ^ (18)
0[x — ?nAx] [x — mAx] . ^^ , . , . i'
m (w4-i).Aa: ^^ ^ ^
x[x-^x\..[x-{m-^:)^x■\)-^ , , ^ ,(m + 2).(Aa:V ^"^"^ - C^ + 2)Aa:]! ^
[x-mAx][a:-(m+OAarl[x-(m + 2)Ax]^3
Q . 3.(m-|-3).(Aa;)5 . ^l v • y Ji
etc.
Ces suites se terminent lorsque y est un polynôme dans lequel il n'entre que
des puissances entières positives de x.
Pour éclaircir l'usage de ces formules par un exemple ; supposons qu'on ait
Ay A^y
y = x^ et Ax = r. On aura -^ = 3x^ H- 3xr -+- r^ , , , •< = 6a: H- or, •^ Ao; (Aar)2
.^ \g = 6 , ,, \, = o : et la formule (17) ou (14) donnera (Ax)3 ' (Ax)4 \ / ' \ -r/
a;(aî-f-r)(a; -h 2r)(ar H- 3r)
(* ) On voit cette formule dans un rapport fait à l'Institut national de France sur deux mémoires d'analyse de BoRMANK, actuellement Professeur de Mathématiques à Cologne, tome II des Mémoires de l'Institut national, classe des sciences mathématiques et physiques ; histoire, page iQ. Un de ces mémoires contient une formule qui parojt semblable à (F) du n,° 2S6 Je saisis cette occasion pour observer que mon travail sur le retour des séries a été fait long-temps avant que je connusse l'existence des mémoires du Professeur Burmann : au commencement de l'an V, j'ai communiqué à Fkajïçais plusieurs de mes théorèmes sur cette matière, entre «utres celui du n." aSy.
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La formule (18) donnera
2x3/' =3 x{x-ry — ^y^-~^). j3(a:-2r)2 + 3(a:-Qr)r -4- r^]
Supposons qu'on demande la somme des cubes des nombres naturels depuis 1 jusqu'à ioo3 inclusivement; il faudra faire r=iet^=ioi dans ces deux expressions : tandis qu'en employant l'expression du n.° 448 , il faudra y faire r = i,a;=i et» = 99; cette dernière expression est donc bien plus avantageuse pour ces cas.
C'est de la formule (D) dun.° 4^4 » développée, et dans laquelle on fait / = 1 , qu'on se sert le plus pour la sommation des suites ; ainsi qu'on peut le voir dans le Calcul différentiel d'EuLER.
457. On peut aussi employer les dérivations pour représenter les différences et les sommes, d'un ordre quelconque.
Ainsi, en supposant p".ï^ = w„ = E^w, ^"".2* = m_„ = E-"w, on aura
A'w = !)«.( i«.ï^) (1), 2"?^ ^p-^Ci-^ï^) = p-«.(w.i-«) , . . (2)
pourvu qu'on fasse la dérivée de 1 dans 1" et dans i-« égale à — i.
On aura pareillement , en supposant p^.w z= A"u , b~'*.u = A-"ii z^^^^u, et faisant la dérivée de 1 dans 1" et 1-" égale à -h 1 ,
Enz^== p«.(i«.ï^) (3), E-«w = p-«.(i-''.w) = p-«. (w.i-n). ...(4)
Si l'on veut détacher les échelles , on peut faire p". E» = E", p-«. E^zr^E-" , p«.Ao = A", p-^.A^ = A-" = 2"; et l'on aura sous cette condition
A«M = p''.(i".Eo Xi^ (5), 2"^^ = p-«.(j-«.Eo)xw, ....(6)
pourvu qu'on fasse d. 1 = — 1 ; pareillement
E«î^ = p«.(i«.Ao)x7/ (7), E-«M = p-».(i«.Ao)Xz^, (8)
en faisant d.i = 1 dans (7) et (8) , et W= 1 , A» = 1 après les développemens de ces quatre dernières formules.
On a regardé u comme fonction de x', u et ses états variés Ew, E^w, E^w, etc. , ou w , Wi , W2 , z^3 , etc. , peuvent aussi souvent être considérés comme des quantités quelconques A , Ai , A^ , A-^ , etc. , ou A ^ B ^ C , Z) , etc. , indépendantes entre elles , et la plupart des formules des numéros précédons seront encore vraies pour ces cas.
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Nous n'avons eu que peu d'occasions d'employer les dérivations dans ce ^ue nous venons de dire des différences : ainsi, sans nous laisser entraîner par la facilité que procure la séparation des échelles pour arriver aux théorèmes qui constituent la méthode des différences, passons à des cas où se montre l'utilité des dérivations. ♦
458. Supposons que la fonction à échelle fE du n.° 445 soit un polynôme ordonné suivant les puissances de E : si l'on représente par Hu la quantité au -\- hEu -^cWu -{- etc.-\- arE''u , ou au -\-bui -f- cu^-{-duz 4- etc. -\-arUr^ ..(1) [ la capitale grecque H , . mise au lieu, de fE , est ici une caractéristique et non une quantité ] ; si l'on représente de plus par VL^u ce que devient (1) lorsqu'à la place de u on y met Hî^, c'est-à-dire, si l'on fait
H^M = aHu 4- ^EHw -}-cE2Hm -H^E^Hï^ -\- etc. -H arY/^u; . .(q) qu'on fasse de plus
H^M = an^u -f- ^eH2m-{-cE2H2m-4-^e3h='w -h etc. -{-ar^'Yl^u^ . .(3) et ainsi de suite ; on pourra exprimer H^ «^ , VL^u^ etc., H'^u en Uj Eu, E-u, E^w , etc. : car l'on aura généralement
W^u = (^ï H- ^E H- cE2 -h dE^ -f- etc. H- arE'')'"Xu (4)
z=: a'^.u -j- D.a'^.Eu -+- ■g^.a'^.E^u H- etc. H- p'"'".^'". E'"'"?/ , •••(•5)
où a dans d^«" doit être regardé comme un dernier terme.
Cette proposition suit de ce qu'en détachant l'échelle de (1) , on a Uu = {a -h bE -{- cE2 -+- dE^ -f- etc. -f- «rE'')xz/; donc , en mettant Hw au lieu de u dans le premier membre et sa valeur dans l'autre , on trouve H^w = (^ + Z'E -I- cE^ 4- ^E^ -\- etc. -^arEjyxu; on continuera ainsi , en mettant de nouveau H u et sa valeur au lieu de u. On peut aussi appliquer, si l'on veut, à cette proposition la manière de démontrer du n.° 400.
459. Si l'on écrit la suite ( 1 ) ci-dessus de cette manière :
OCUr -^ ÇUr-i -+- yUr-z -+- etC. + «r-a ^^2 4- «r-i^i 4" «r^ ,
OÙ a, €", y , etc. «r-a » ar-i , «r sont respectivement égaux à ^;- , /Jr-i, ^r-a» etc. , c, ^, a^ et qu'on suppose b\u •=. Un •=■ E^u; on aura aussi Uu = b':{oc.u); Uus ^ E'Hu :=. ç'- + *.(a. w), w^u = p'"^(a'".z^) , ccr étant une dernière quantité. .
Mais , comme il est utile dans beaucoup de cas de détacher les échelles ,
DES DÉRIVATIONS. Sgi
remarquons qu'on a aussi Hu = p'. («.Eo)xm, H*»// = D«'".(a'».E°)x ", en faisant après le développement E^ = i , d.E^=. Ejp^.E^ = E^ , etc. , ©«.E^is E" ; ccr étant toujours une dernière quantité.
460. Si la relation entre les termes d une suite est variable , si l'on a par exemple la relation
u{in^ -\-km-\- l).Um-\-^{m'^ -\- pm -\- q).Um-i ■+- y{m'^ -\-7 m-\-s).Um-^ = o ^ ..(1) où m est la variable , tti -f- 1 étant le quantième des termes ou le nombre des termes de la suite ; il est clair, que plus m devient grand , plus la relation (1) approche de la relation constante
CC'Um -\- Ç'Um-i 4- y^Um-i = O, (q)
qui est celle des termes d'une série récurrente. En effet , l'équation de relation ^i) peut être mise sous cette forme
ou sous celle - ci , en divisant haut et bas les fractions par m"^ ,
Ot.Um -i- fc 1 j—'Um-i ■+- y ^ j-.Um-^ = O.
m m^ mm''
Donc, plus m devient grand, plus chacune des deux fractions approche de l'unité , et plus la relation approche de l'équation (q). Cette équation (2) se nomme la dernière relation des termes.
On voit donc qu'il y a un nombre considérable de suites dont la dernière relation des termes est celle d'une suite récurrente.
Dans les cas ci-dessus (1) , le premier membre de (2) n'est point zéro , mais il approche de zéro si m devient considérable ; si l'on désigne otu^. -H Çui -+- «yw par Hw, les quantités Hm, HEm, HE^?/, etc. HE'"w, etc. iront en diminuant , au moins après un certain intervalle , et approcheront d'autant plus de zéro que m sera plus grand; H«/, H^w, H^w, etc. H" m, etc. iront aussi en diminuant, et en général H"E'"m approchera de zéro si n et m sont considérables. Donc, si dans les cas pareils à celui de (1) on ordonne une suite suivant Hw, H2u, H^w, etc., ou suivant H Ew, H^E^w, H^E^?/, etc., elle sera ordonnée suivant des quantités qui iront en diminuant. Ces éclaircissemens m'ont paru nécessaires pour ce qui va suivre.
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461. Occupons - nous à présent de la transformation des suites pour des
cas fort étendus.
Problème. Soit proposée la suite
Au H- Bux H- Cwa -f- Z)w3 H- etc. -h A^.Us , (1)
et la suite « , . t^ , . . ^
Zu -\- yui H- d^a -+• etc. H- QrUf = Hu , (q)
w, ui, Uz, W3 ) etc. , ^, -5, C, Z), etc., 6", y, S^ etc. étant des quantités
quelconques ; transformer la première suite (1) en une autre qui soit ordonnée
suivantz^, EH'^i^, E^H^^'u, E^H^'^w, etc.
En détachant les échelles, on aura la solution par le théorème du n.° 25;. 'En effet (1) et (q) deviendront
{A -f- BE -h CE2 + Z)e3 + etc. -h AsE')Xu (C H- yE -h (?E2 H- gE3 -f- etc. + CrE'-)Xu. Comparant donc avec le n.° 257 , on mettra E à la place de a; , H à la place de ff ; et l'on aura, par la formule (iv) ,
{A -h £e h- CE2 -h De^ -h etc. -f- ^,E')xï^ = (A H- ^-'«D.^.EH'» H- ^D.(C-2'».D./^).E2H2'« 4- |p^.(ê'-3'«.D.v^).E3H3'»J
) + etc. + — p«-i.(C-'"".D.^).E''H'"" H- etc. (^"'
ou bien
^i^ H- j5wi h- Cwa -h Duz -+- etc. H- ^^w, = (3)
Au -H C-"'D.A.îV"Ui -f- ^D.(C-2'".D.^).H2'"M2 "H | Ç^ . ( g»- 3«. j)* ^) H^»» W5
-H etc. H- — p«-i. (Ç-'"».D.^).H'"«Wa + etc. :
on développera les quantités affectées de d comme il est dit au n.*' 25; , en ayant soin d'observer qu'ici As et Cr sont des derniers termes qui n'ont plus de dérivées. Ce théorème (3) est bien plus étendu que celui du n.° 257.
Si l'on propose de transformer la suite
u -i- Ui -\- u^ -\- US -i- etc. H- Us ; il suffira de faire chacune des quantités A ^ B , C, D , etc. As égale à l'unité dans le développement (vi) du n.o 25 7 ; et l'on aura ainsi une formule pour la somme de la suite précédente.
On peut tirer bien d'autres conséquences de l'application aux échelles des formules de l'article cinquième ; mais, sans suivre ces détails , il nous suffit d'avoir tracé la marche de ces applications. Nous allons nous arrêter à des applications du même genre qu'on peut faire des formules de l'article quatrième,
relatives
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relatives aux suites récurrentes ; parce que les résultats qu'elles donnent sont liés plus étroitement à des théories connues.
Problème. Supposons qu'on ait
au -\- hui ■+- cwa -4- ^W3 = Hm; (1)
on propose de transformer la suite
«^ -h Wi -+- «^2 4- «3 -H ?^4 -+- etc. à l'infini (2)
en une autre qui procède suivant Hw, H^w, H^w, etc. , Hm,^ H^z^i , etc.,
HWa, Ha^a, etC.
Nous n'avons supposé que quatre termes au polynôme (1) , afin de simplifier; mais ce que nous en dirons s'étend à un polynôme d'un nombre quelconque de termes.
Je détache l'échelle de ( 1 ) , ce qui donne
« -h ^E -h cE2 -h ^e3 — H = o ; (3)
mais, afin de comparer avec (1) du n.<* Q04 , je mets «, S*, y» J à la place de
d^ c, b^ a respectivement, et, multipliant par E'"-^, l'échelle (3) devient
aE»» + ÇE"-» h- yE'»-2 + (,^-H)E'»-3 = q. (4)
L'échelle détachée de (2) est 1 -hEH-E2H-E3H-E4 -j- etc. Je compare
(4) avec (1) du n.° Q04 ; je vois qu'ici E*" remplace Am , et que j* — H remplace
l pour l'instant ; en raisonnant comme dans le numéro cité , j'aurai
a-l-^(aE-j-^)-f-.x2(aE2-|-CE -1-7) ^ „ ^ / r' -2 Z ^.1 x^x =l-H^EH-.-c2E^-f-a;3E3-f-etc (5)
Ici X n'est point affecté de E ou de H , il n'est introduit que pour ordonner les termes.
Présentement , si l'on fait x =. i ^ et qu'on multiplie (5) par u ; il est clair que l'on a
«-|-fc4-y-hd— H /7v/
c'est-à-dire que le premier membre est égal à la somme de la série ( 3 ). Je
fais a-f-C4-y4-(J = ^, pour plus de simplicité ; pilisque -7 = — -p __
■tT2 uS
-h Tj + T7 + etc. , je trouve sur-le-champ , en effectuant la division par le dénominateur du premier membre de (6) , et ordonnant par rapport à E ,
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(I H- E + E2 -f- e3 H- e4 H- etc.)Xw = -H (a H- Of^E + -^^EH +-pEH2 "+"l4^^^ -h etc. J X J^ ....(?)
H- a[-^E2 +-ijE2HH--|3E2H2+^E2H3-HetC.jXM;
ou bien, en remettant pour a, C, y leurs valeurs d^ c, h^ et observant que %^Wu = WUs , on a , pour la solution du problème ,
w -h Wi -+- Wa -+- W3 4- i/4 -h etc. =
(è + c + rf){^ H- ^^ -f- ^3- -4- ^5- + etc. i ,^(W, _ Hw, H^w, H^Ui j
-*- '^ix -*- ^r- + ^^ + ^r + «'<=• î
Si l'on veut avoir la somme de la suite terminée
w -f- Ml -i- Wa -4- u^ •+- etc. -h Un, on multipliera (7) par E"+ », afin d'avoir la somme de la suite non terminée E" + 'm -h E" + -m 4- E«+3^ _^ etc. ; on aura, pour cette somme,
(j_Ho + rf)i^ + S^ + ii^ -+- -î%ti. + etc.}
+ (c + ^)i— ^ ^ ~—jr — ' p 1 F ^ ^^^'\ ' ••••(9)
jM„+3 Hm„4.3 , H2m„ + 3 h3m„ + 3 ,
Î-T" -+- — F~" "^ P ^ -TT
et l'on retranchera cette 5uite (9) de (8).
Ce problème a été résolu par Stirling dans son traité de summatione et Interpol atione serierum , propos, xiv ; ensuite par Euler dans son Calcul différentiel, page 53o. Laplace, dans son mémoire sur les suites^ Académie des sciences de Paris, année ij'jg^ pages Q4Q et Q43 , en a simplifié la solution par une analyse différente de la notre.
Si l'on a Hm = o, la formule précédente (8) donne la somme ordinaire d'une suite récurrente. Il peut arriver que H m ne soit pas zéro , et que cependant une des quantités H^m, h^^^, etc. H''m, etc. devienne zéro; alors la formule se termine et donne la valeur exacte de la somme ; mais si aucune
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des quantités Hz/, H^w, H^w, etc. K^u etc. ne devient zéro, alors (n.° 450) elle donnera la valeur approchée de la somme par des suites convergentes.
Exemples. On propose de sommer la série
1 -+- 3^.p^ -h 5 2. y» 4 -I- 72.^^76 _|_ g2.^8 _}_ 112.^10 _|_ etc.
Si l'on fait ici m = 1 j Ui = 3^.p^ y u^ = 5^.p^, etc., l'équation de relation (n.**45o) sera (^im— iy.Um — (j2m-\- lyp^.Um^i = o, où m est la variable, et l'on aura, pour la dernière* relation des termes, Um — p^Um-\ = o. Ainsi oc = bz=. 1, Ç =.az=. —p^ , c = o, d=zo f k=: \ — /72 j jji/ = —p^u^Ui = 8/72, H^u = «2 — 2p^iii-\-p^u = 8/?4, H^i/ = W3 — Sp^Uz 4- 3;p4wi — w = o , H^w = o, H^M, etc. = o; substituant dans la formule (8), elle donne, pour la somme exacte de la série ci - dessus ,
1 Sp^ 8p^ __ 1 -4-6yp2_+-^4 ~T-- ;
i_^2 + ^i-p-^y '^ (,1-pO^ " Ci-/>^)5 • Soit proposé de sommer la série
1 ; i r- -f- -^7 h etc. H t*+ etc. ,
p /?2 y»^ yC>4 yyt '
en supposant n égal successivement à 1 , 2 , 3 , 4 , etc.
On fera u z=. — , «/, = , etc. ; l'équation de relation et celle de der-
niére relation seront
nV.Um — i^ .M»i-i = 0, .ï/m-i -j- w« = o;
ainsi A= 1 ,Hz/ = u + Wi ; et l'on aura
. H'w = ( ^) w -f- j( ) wi H i^ —( ) «2 -i- etc.
+ SQ )Us-i -f- Usy
^ p d'où Ton tire H^ w = o , si w = 1 ; U^u = o , si n = 2^ H^u = o , si« = 3 ; et ainsi de suite. L'on trouvera ainsi pour la somme exacte de la série proposée , savoir :
1 ° ^ - si /^ - 1 • 2 « ^^^~^ '^ si /z - 2 • *• (y9-l)2' ^"^ - '' ^- C/^-O^ ,Sl/Z-2,
^oPÇP^tjyjZlP. si/2-3- .. ^4-H-;i;,5-|,»xp2.4-^ si/Z-4'
^' ^p- 1)4 ,si/2-i, 4. (;?-i)5 ,si/z_4, et ainsi de suite. Si Ton ne veut les sommes que jusqu'au terme inclu-
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sivement , on les trouvera égales à
(^p — 1)2 ~^ Qp — 1)2 "p' p ^ X ^ ^ "■ * »
p(,p-\-i) 1 pÇp-hi') il p U X «î„-,
et ainsi des autres.
464. Problème. Étant proposée la même suite que n.® 462 , savoir
au -+- bui 4- CW3 -f- dui = H«, (1)
on demande à interpoler les termes de la suite
i^ -H w, -4- «2 + W3 4- M4 -H etc. ; («)•
c'est-à-dire, m étant quelconque entier ou fractionnaire, on demande la valeur de Um par une suite ordonnée suivant TAu^H^u ^l^Uy etc. , Hwi , H ^ Wi , H^i/i, etc., Hwa, H^Wg, H^î^a, etc., etc.
Tout demeurant comme au n.** 462 , je reprends l'équation à échelle (5), savoir
^^ ^5 — ^ — -. ^^ — m — ;t — = 1 H- ^E -h ^=*E2 h-^5e3 _^ etc.
On voit qu'il s'agit d'avoir la valeur deE*" par le développement du premier membre, c'est-à-dire de trouver le coefficient de^r*" dans le développement du premier membre; le coefficient de x"^ dans le second membre étant E*".
Je partage le dénominateur en deux parties, en faisant K=. o6-\-Cx -^yx^ -\- ^x^) alors ce dénominateur devient V — x^H ; et, puisque
. ' , „ = V-^ -h r-^x'^n ■+■ F^-^x^'^U^ + JT-Ax^-^U^-i- etc.,
le premier membre de (5) devient a ^
H- a;(aE + C) U^-' H- P^-^x^H -h V-'^x^U? -h F-4x3-3 H^ + etc.) ..(io)
■^a;■^(aE2-f-fE + y)) Or y-'' étant = a-'^ -+- o.a-'". or + ç^. fl5-r.j,2 _[_ p3. ^-r. a;3 -f- etc. , où ^ est considéré comme un dernier terme ; il est clair que le coefficient de x"^ dans V-'^ est p'".a-i; que ce coefficient dans V-^x^ V-'^x'^^ etc. est ç'"-'-.a-', p'»-2.a-», etc.; que ce même coefficient dans V-'^x'^ ^ V-'^x'^^ V-^x^ ^ etc. estç'«-3.^-2^ pw-^.a-a, p'n-S. ^5-2^ etc. que dans /^-^ a: 2- 3, /^-3j;a.3'-Hi, ^-3^.3.34-2 j etc., il est ç'»-2.3.^-.3^ p'«-2.3-i.ctf-3j p«-8.3-2. ^-3 ^ etc. ; et
ainsi
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ainsi dé suite. Donc, en ordonnant par rapport à E, on aura pour le coefficient de x"" tiré de (lo)
+ (ap'"-^.a-5 + €'p'»-7.a-5 4- 7p'"-S.É»-5).H2
-f- (ap«-^«-i 4- Çp'«-2.«-»).E
H- (ûjp^-^.a-a + Cp'"-5.ûj-2).EH
_|_ («p«-7.«-3 + ê'p'«-8.«-3).EH2 -...-.(il)
+ etc r
_|_ «pm-a. «-1.E2
H- ap«-5.a-^E2H
-f- etc ;
et , en multipliant par u cette équation à échelle , on a sur-le-champ , pour
la formule cherchée ,
Um = (ap".»-* + ^p'"-^«-^ + yp'«-2.«-i).M
-h Cap*""^.»"^ + g'p'"-4.a-2 -j- yp'»-5.«-2).HM H- (ap«-6.a-3 _|- Cp'"-7.a-3 4- yp«-8.«-3).H2i* H- etc
etc
où l'on aura en général le développement de H^Us par la formule
a'^.Us -4- n.a^.Us^i 4- p^.a^w^ + j + p3.a''. i/j_|.3 -^ etc., laquelle sera toujours terminée , parce que r est entier positif. On regardera d comme une dernière quantité.
Hhhhh ^
Si m est entier positif, on peut développer les quantités affectées de d par nos règles de dérivation, ainsi qu'on l'a fait voir n.''^ qo8 et qii. Si tu est fractionnaire , ainsi que l'exigent les interpolations ; pour développer en général D*".»-*, on décomposera a 4- ë'x -H yoc^ H- J^x^, c'est-à-dire d -+■ ex -+hx^ -f- ax"^ en facteurs binômes. Soit ce polynôme, ainsi décomposé, égal à
jw(a — x)(b — x)(c — x) ; on aura, par la dernière formule du n." 217,
r a-'"-*(b — a)-*(c — a)— ^, a seul variant de — 1 çm^gg-j;;::^ ^-jp*-i. ; _4_ l5-m-i^jj_j)^-j^(_l^^_,^ fe scul Variant de— 1,'
(i3).... / H- c-'"-'(a — c)-*(b— c)-*, c seul variant de — 1
formule dans laquelle s est entier positif , et qui, par cette raison, est toujours développable quel que soit m.
465. La solution précédente s'étend au cas où la suite ( i ) a un nombre quelconque de termes ; car , si l'on avoit
au -h hui -f- CW2 -h dw^ H- etc. H- ar-iih-i -f- arUr •= Hm, • .(H) on écriroit aussi cette expression de cette manière :
OCUr H- CUr-i -h yUr-i H- CtC. -}- Oi,T-\U\ -\~ OCrU 'Ru =. O, * «(l^)
en faisant ar-=^ ut etc. â^ =r «r ; et l'on formeroit, tout de même que n,° 2o5 , la fraction suivante a + X» + .^C + x^!D + etc. + ^-K ,^,3,^,.E. + etc., .(.6)
où l'on alK==a, B = Q5E+g', (1 = aE^ -f- €"£ -f- y , etc., U=ûîE''-^-h
ÇE'--2 -h yE'"-3 -h etc. H- «r-iE -f- «r.
On feroit le dénominateur de (16) égal à V — a: ''H ; et après avoir développé (^— a;''H)-i , on chercheroit le coefficient de a;'» dans le développement de la fraction qui forme le premier membre de (16) ; coefficient qui , en vertu du second membre , est égal à E»». Multipliant ensuite par u l'équation à échelle que l'on obtiendroit , on trouveroit la formule
um = (17)
(ar-.i.p'"-''+'.«~' -|-ar-2.ç'"-'" + ^.«-* -f- etc. + Çç'«-^a-» + ap'".»-!).» -+- (ar_i.ç'"-^''+^a-^-H ar-2. p'^-^r + s.^-a _f_etc. H- g'p'«-'"-'.a-='-l-ap'"^.«-^).H« H- (a5,-i.p«-3'-+ i.«-3-f- ar -2.p'"-^''+ 2.a-5 -H etc. H- Cn"'-^'-Kcr^-hct^'"-^':cc'^).n^u 4- etc
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H- (ar-8.p'"-'+'.a-> ■+- etc. + ^p'»-^»-» + («p'^-'.a-O-Wi
H- (ar-a.p'"-=''+'.a-2 _}_ etc. + ^^'«-''-2.^-2 _j_ «p'^-^-'.a-^^). Hi/i
H- etc é
-t- (ar-3.p '""'■+ '•«"•* H- etc. + ê'p'"-^. «-> + ap"'-2.a-').M2
H- (ar_3.p'"~^''+'.«-^ + etc. -+- Cp'«-''-3.a-2 4. ap"»-''-2.^-2).H«3
-h etc, , etc. ;
_l_ ap«»-''+».a-».Wr-i H- ap'"-2'' + ».a-3. HWr-x -h ap'"-^'+'.a-^.H2i/,^i
-j- etc.
Ici Il"Us est donné par la formule terminée
a°,Us -h jy.a'^.Us + i H- p2./z«.w, + a 4- pS.â^n.z/,^- _}_ etc.,
n étant entier positif : on y considère ar comme un dernier terme. Supposons qu'en décomposant /^ en facteurs simples, on ait C6 -h Cx^ -+- yx^ -h etc. + ocrof = fx{a—x){h — x)(c—x)(b—x)x...; -
on aura en général
a-'»-ï(b — a)-*(c — a)-'(b — a)-'X . . ., a seul variant de — 1 ,
-l-b-'"-i(a — b)-*(c — b)— '(b — b)— 'X . . ., b seul variant de'— 1 ,j
^-'p*-». ^_|_ c-'n-i(a— c)-*(b — c)-'(b — c)-'X . . ., c seul variant de — 1 ,> »
H- b-'"-»(a — b)-*(b — b)-'(c— b)-'x . . ., b seul variant de — 1 ,|
expression qui donnera p*". a-' lors même que m est une fraction, i étant entier positif.
La formule (17) sert ainsi à interpoler les suites dont la dernière relation des termes est celle d'une suite récurrente d'un ordre quelconque.
466. Si l'on a Hi^ = o , c'est- à -dire si l'on à l'équation au •+- huy H- ci^2 + dw^ + etc. -+- UtUt = o,
ou CCfU -h eCr-i'Ui -H CCr-i-Uz H- etc. -f- CUr~i + C6lh = O,
à laquelle on peut réduire toute équation linéaire aux différences (finies) , d'un ordre quelconque , dont les coëfficiens sont constans ; et que l'on suppose /Sx = i ^ u = (px , partant Um =(p{x H- 7n) ; en faisant x = o dans u , on aura u = (p(o) , Ui = (p(i) , Ug = <|)(q) , etc. w« = <p(^») , et la formule (1 7) deviendra
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Ç{m) = <p(o).(«r-ip'»~r+i.cB-i + ar-2p'»-'" + 2.«-» + etC. + «p^.a-O + <p(i).(«r-2p'"-''+'.«-*H- ar-3p'""'"+^.«"' + etc. H-ap^-'.a-i)
(19)... H- (p(Q).(ar-3p'"~'"+*.a"^ 4- «r-4p«-'-+2.a-i-f-etc. -j-ap"-*.»"') + etc -l-<p(r— i).ap'«-'' + i.«-> ;
où 772 est la variable dans (p(m)^ à la place de laquelle on peut mettre x si l'on veut : et cette formule est l'intégrale d'une équation linéaire aux différences (finies) d'un ordre quelconque , à coëfficiens constans ; <p(o) , <P( 1) » (p(2), etc. ^(t'— 1) sont les r constantes arbitraires. En faisant (p(m) = ^m, cette formule coïncide avec (i3) du n.° qo5 pour le terme général d'une série récurrente d'un ordre quelconque. -^
La formule (17) s'accorde avec celle (5) que Laplace a trouvée au n.° v de son mémoire sur les suites , cité ci - dessus. Notre analyse est différente à quelques égards , et l'usage que nous y faisons des dérivations rend les notations plus expressives et les développemens plus faciles.
467. On a l'expression au + h^u -f- cJEJ^u -4- d^u = Uu sous la forme
a'u -+- h'àu + c'A-^u -i- d'A^u = Vm , (qo)
V étant une caractéristique ; et l'on demande Ef^u par une suite en Vu, V^u, V^w, etc. , dans laquelle E n'entre pas, mais A, A^ , A^ , etc.
Ce cas se ramène à celui du n.^ 464 , de la manière suivante. Puisque l'on a ici Vu égale k Uu, l'expression Vu étant ordonnée suivant Am , A^u, etc. , tandis que Uu l'est suivant E«/ , E^u, etc. ; en détachant les échelles et mettant E — 1 au lieu de A , on aura
et , puisque pour déduire ce -h Coc ^ yx^ + Jx3 de ccE^ -h €e^ -hyE-h S, il suffit de mettre o;-^ au lieu de E et de tout multiplier par œ'^ ; on mettra œ-^ à la place de E dans (21), on multipliera par œ^ , et l'on aura
a'x^ -^b'(i—x)x^-hc'{i—xyx-hd'{i-xy=zcc-{-ëx-i-yx2-{-Sx\ ..(22) En ordonnant le premier membre suivant les puissances de x, on aura facilement les valeurs de «, g*, y, § en a' , b\ &, ^% et réciproquement.
Je reprends l'équation ( 5 ) du n.° 464 , et j'en mets le numérateur sous la forme ^^ (1 -x)^ + B^{i -x)x H- C'^% et au lieu de E je mets sa valeur ^ + A . J'ai d'abord , en ordonnant suivant x ,
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A' -H (5* - <xA^^x H- (C'-5' H- ^')a:2 =
D'où , en comparant les termes , on tire
A' = oc, i5' = C-l-3«-f-aA, C' = y + 2^+ 3» -f-(Ç4- 3«)A-l-aA»; et, en mettant d\ c' , b^ au lieu de leurs valeurs tirées de l'équation (22), le numérateur sera
(1 —xyd' -H (1 -'a:)a:{c» + ^^'A} 4- x^j^' -H c'A + <i^A2( ; et le premier membre de l'équation (5) du n.° 464 deviendra
i^ ,7 ,A \7, A \ ^[|/^-^ -h /^-2a:3V H- >^-3jf2.3 V2-f- etc.L
Il ne s*agit plus que d'avoir le coefficient de x'". Or , ce coefficient dans (1 — ar)2/^-i est p*".»"^ — Qp'»-».a~^ +p'»-2.«-i := A^p''-^. ^^-i, 772 étant ici la variable par rapport à A, et lS.m = 1. Le même coefficient dans (1 —x)xV-'^ est p'"-^a~^ — p"*"^.»"^ = Ad'"-^»-! ; dans {1 — xY J^- ^ x^ ^ il est ^2pOT-5. ^-2j et ainsi des autres. On formera donc facilement la valeur de E", qui est le coefficient de x*» dans le second membre de l'équation (5) j eî en multipliant par u , on aura , pour l'expression cherchée , E"M=i/„=z l^'p^-a.i^-i -1- c'Ap'^-^oj-i 4- ^'A2p'«-2.^-i|. ^^
H- {^'p^-S.flj-a -}_ c'Ap'«-5.a-2 _j_ ^»A2p'»-5.^-2}.v^
-}- {^'p^-S.^-S H- c'Ap"'-8.^-3 4_ ^'A2p'»-8.Qj-3j.yai^
H- etc
c'p'"-2.^-i _|_ fi?'Ap'"-2.a-i}.Aw
_j_ jc'pw-5.^-2 4_ ^.Ap'n-5.^-2j.^y^ ....(qJ)
H- {c'p^-8.^-3 _|_ ^'Ap'«-8a-3|.AV2i^
H- etc
-h 6?'p'«-5. ^-a.AaVa
etc
ce qui s'accorde avec la formule que trouve Laplace à la fin du n.° vu du mémoire cité. Laplace a déduit de ses solutions plusieurs conséquences importantes , pour lesquelles nous renvoyons à son mémoire.
468. En partant des formules sur les séries doubles , triples , répandues
dans cet ouvrage , on peut étendre aux suites doubles , triples , les applications que nous avons faites aux suites simples depuis le n.°458 ; et, en associant à ces mêmes formules les théorèmes du n.° 445 , on peut donner aux résultats différentes formes, parmi lesquelles on pourra choisir celle qui sera la plus convenable aux recherches qu'on se propose de faire.
En général , les principes que nous avons établis relativement aux échelles conduisent à généraliser plusieurs des théorèmes que nous avons trouvés sur les séries ordonnées suivant les dimensions d'une ou de plusieurs lettres , pourvu qu'il soit possible de détacher les échelles ; car , si l'on avoit , par exemple, (p(«M -t- Cu^ -^ yu^ -+- etc.), il est aisé de voir, par le n.** 407, que cette expression n'est pas égale à (p (« -I- Ê'E -f- y E^ -f_ etc. )xu : ainsi il n'est pas toujours possible de séparer l'échelle.
469. Voici encore un théorème qui donne des transformations utiles dans plusieurs rencontres.
Théorème. «, 3, c, ^, e, etc. étant des quantités quelconques , si l'on fait A^ = b — a, A^a = c — ab -\- « , A^a = d — 3c + 3b — a , etc. ; on aura , <p étant une fonctio© quelconque ,
acpcc ■+- b-D.Cpoc.x -\- cD^.(poc.x^ -j- dD^.(pcc.x^ H- etc. = ....(1) a(p{x -{- Cx -h yx2-f-etc.) -h xAa.D.(p{K -h Cx 4-ya:2 _|_ gtc.) 4- x'^A^a.:g^.(p{cc -^Sx-\-yx^ H- etc.) -hx^A^a.y^.(p{cc-i-Cx-^yx^-h etc.) -h etc.
Pour démontrer cette proposition , il suffit de développer le second membre , lequel, en ordonnant" suivant x, devient
a(px H- aiy.cpc^'X H- a-^^.(pcc.x^ -f- a^^.(pcC'X^ -h etc.
■ -f- Aa.i>.(pcc»x -h Aa.D.T>.(poC'X^ H- Aa.i^.B'^.cpoc.x^ 4- etc.
H- A2<z.p2.(pa;.a;2 _f_ A^^z.pa. 13.^,^.^3 _j_ etc.
+ A^a.-D\(pcC'X^ -h etc.
-h etc.
Or, à cause de a -{- Aa = b ^ a '\- qA<2 + A^a = c, a -\- 3Aa -^ 3A^a -^ A'^a = d y etc. ; il est évident que ce développement se réduit à aÇoc H- bj).(pc6'X -H c^^.(pcc,x^ H- d-g^.<poc.x^ H- etc.
DESD^RIVATIONS. 4o3
470. Corollaire. Par le n.° 369 la formule précédente (1) devient aussi acpoc H- bn.cpoc.x -t- C^^^Cpoc-x^ H- d^"^ .(poc.x'^^ -f- etc. = •••(2) a(p{cc'\- ^x + yx^ + etc.) + xù.a.'à.(p{oc + ^x + yx^ + etc.)
H- x''^'^a.^•^.(p{oc+^x■\'yx''■\-etc.)-[-x^^^a.'^^.(p{cc-\^Çx + yx^■\^Qlc.)-\-Qtc.y où b n'affecte que a?, qui varie de la constante àx.
471. Exemples. Supposons que u -'r- ^x -\- yx"^ -\-' etc. se réduise à un binôme : soit, par exemple, (p{oc -4- ê'x -H ya:^ -h etc. ) = (« + g'o:)'" ; on aura par la formule ( Q )
JJ
= a{ct + Cx)'" ~V- àa.77i(cc-^Cx)'"-'Cx -h A^a.-^ ^-{oc + Cx)'^-'^C'x^
.„ 7n(m— i)(7n — Q) . . ^ . ^ «,-r ^ ^ ,ov
De là on tire , en faisant tu = — 1 ^ ce -\- Cx = i — x ,
a -\- hx -\- cx^ -H dx^ -+- ex^ 4- etc. = (4)
a iSa.x bfia.x"^ ■ A^a.x^
et si l'on fait x = H- 2" , (« H- Cx)"» = (1 H- z«)-» , et qu'après le développement on multiplie tout par z^ , on aura
az^ ^Z''+« -h CZ'' + 2n j2'' + 3n 4- etc. = .... (5)
)âJ — /Sa. h A2^. ■; — ; — lS.^a.- — ; — -tt + et(
De là on tire , par exemple ,
log(i -1-2) =, z — \z^ + i23 — iz4 + 1^5 _ etc. = . ...(6)
_i_ 1 _4_ 1 -u i -— -\- etc.- '^
Si dans ( 3 ) on suppose ^=15 €■= — 1, a;=i,« = i, &>= — - — ,
aura A^ = ^, A^^ = 4^, ^^^=^^^^47^^» ^t^' ^^^"^ la formule (3) donne, dans le cas de m entier positif,
4o4 D U C A li C U L
p-\-t {p-^-tYp^ t + r)m(m—i) (p + t)...(p + t -\- gr) m(m-i)(m-'i}
1 J— T^-t- ^(^^^^ ,,2 ù{t'^r){t + Qr) 1.3.3
H-etc, =(1-1)'"— ^/7^(i-i)'"-VH-^^^;_^^j ;^ ^ (i-i)'^-g H- etc.
_ _4_ p(p-r)(p-7r).. . .(;?-yyir + r)
^(^.+ r)(^+2r;.. . .(^ + mr— r) ' ^^-^
car tous les termes du second membre , le dernier excepté , disparoissent , parce qu'ils sont multipliés chacun par i — i = o.
On peut consulter, sur l'usage des transformations (4) et (5), le chapitre 1." de la seconde partie du calcul différentiel d'EuLER ; et Ton voit combien d'autres formules particulières du même genre on peut tirer de notre théorème.
472. Nous nous proposions d'ajouter des applications du calcul des dérivations aux fractions continues , aux éliminations des inconnues dans les équations, et à d'autres objets; et de présenter des réflexions sur les opérations analytiques considérées en général. Mais cet ouvrage passe déjà les bornes que nous nous étions prescrites, quoique nous ayons supprimé beaucoup de détails et d'exemples qui auroient pu faire ressortir l'utilité de nos méthodes \ et de nos formules ; et nous nous voyons forcés de remettre à d'autres occasions la publication de ce que nous avions préparé sur les sujets dont nous venons de parler. Nous sommes bien éloignés de penser que nous ayons, parcouru tout le champ d'applications et de recherches qu ouvrent les méthodes de dérivations ; et il nous paroît que ce n'est pas trop présumer de ces^ méthodes que de dire avec New^ton : Eu his 'via ad majora sternitur.
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