Du mouvement d'un corps attiré par un autre qui se meut uniformément sur une droite
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CHAPITRE PREMIER
S- i.er
Equations du mouvement dans Le cas général , et intégrales premières de ces équations.
1. Un corps A parcourt d’un mouvement uniforme une ligne droite OX; un second corps, mis en mouvement par une impulsion initiale, est attiré vers lui par une force constante, donnée en fonction de la distance des deux mobiles. Proposons-nous de déterminer la trajectoire de ce second corps et les circonstances du mouvement.
Supposons qu au bout du temps t le premier corps soit arrivé au point B, fig. (i), et le second en M. Prenons trois plans coordonnés rectangulaires fixes, tels que la droite OX soit l’axe des x; les coordonnées du point M seront x,y, z. Soient x , , y,, z, , les coordonnées du même point, rapportées à trois plans parallèles aux premiers, passant par le point B; en représentant par a la vitesse du premier mobile, on aura :
x-=ot-srat-+-xl , y=y>, z = zt.
Désignons par rie rayon vecteur BM, et par R la force accélératrice dirigée de M vers B, et donnée en fonction de r, les équations du mouvement seront :
dy ,
= — Ry
dr
d°zl
= _ Ry
dt 2
dy, dx, n / \
x'Si-J'-ït=c
On en déduit, par l’élimination de R, les trois équations
d’z d’y d’x, d’z. dy d‘x,
V — 1 — Z — o, Z, -T- X. -ri ~ o, X, —j—
J 1 1 dt% dt dt dt
dont les intégrales premières sont respectivement
dz, dy dx, dzt (
y^~z'Tt=c' z'iiï-x'-dt=c
(c, c\ c" étant trois constantes que l’intégration a fait introduire dans ces résultats).
Multiplions chacune de ces équations par la variable qui n’y entre pas et ajoutons les trois produits, nous aurons:
cxl + c'y, -h c"z1 = o (3).
Cette équation, qui est celle d’un plan passant par l’origine des x, , nous montre que, si le point B était fixe, le mobile M ne sortirait pas d’un plan passant par le centre d’attraction; et comme le point B se meut uniformément en ligne droite, le mouvement réel du point M se composera de deux autres : l’un est celui qui aurait lieu si le point attirant était fixe, et qu’on appelle mouvement central ; l’autre est un mouvement uniforme de translation, ce que du reste on voit par les équations (î), qui sont celles que l’on a pour le mouvement d’un point attiré vers un centre fixe (x, = o, y, = o, z, = o), et par l’équation ex -j- c'y + cnz — c (oc-\~at) — o
qui représente un plan dont l’inclinaison sur les plans coordonnés est constante, et dont l’intersection avec l’axe des x est ct-\~al; la trajectoire du mobile M sera donc située sur une surface cylindrique dont les arêtes sont parallèles à l’axe des x , et qui aurait pour directrice l’orbite du mouvement central tracée dans le plan mobde.
2. Si l’on appelle ç la projection du rayon vecteur sur le plan YZ, et \j> l’angle que fait cette projection avec OY, l’équation
y. - z, dyx — cdt donne, à cause de yl = q Cos \J/, z, = q iSV«\{/
= cdt,
ce qui nous fait voir que les aires décrites par la projection du rayon vecteur sur un plan perpendiculaire à la ligne OX sont proportionnelles aux temps employés à les décrire. Cette propriété n’a pas lieu pour tout autre plan de projection fixe; car les plans parallèles à ZOY sont les seuls sur lesquels les projections sont indépendantes *du mouvement de translation.
On peut aussi s’assurer que les aires décrites par le rayon vecteur dans le plan (3) supposé fixe, ou les projections de ces aires sur un plan quelconque se mouvant parallèlement h lui-même avec la vitesse a, sont proportionnelles aux temps; ce que du reste nous verrons plus bas, équation (7).
3. Si l’on ajoute les trois équations (1), après avoir multiplié la première par 2dxy , la seconde par 2dy \ , et la troisième par 2dzt , il vient par intégration
d: r, a-f- dyt 2-+- dzt *
de
R dr h.
Si l’on élève au carré les deux membres de chacune des trois équations ( 2), et qu’on ajoute les résultats, en observant que xt 2-f- y, 2-j- z, 2=r% xldxl'i-yldyl-h z,dzl = rdr , on trouvera
dx, *-+- dy, aH- dz, ’ \ r'dr
dt
\ r'dr2 _
)~~dë-
En éliminant — — - entre ces deux dernières équations, on
aura enfin d’où l’on tire
ede
2fRdr)- = k
, zb rdr
dt = (6)
l/hr*-2r*fRdr-k2
relation entre le rayon vecteur et le temps.
En considérant dt comme positif, on aura le signe -+- quand r augmente, et le signe — quand r diminue. Pour reconnaître lequel des deux cas a lieu, on cherchera le maximum ou le minimum de r, que l’on obtient en égalant le radical à zéro. Pour fixer les idées, nous supposerons toujours que r augmente avec t immédiatement à partir de l’origine.
4. Représentons par a> l’angle que fait dans le plan (3) le rayon vecteur avec la ligne des nœuds, c’est-à-dire avec l’intersection de ce plan avec celai des XY, ligne dont l’équation est cxt -+-c'yt = 0; soit de plus v l’angle que fait la ligne des nœuds avec OX, et enfin i l’inclinaison du plan sur le plan des XY, on a
Cos i = — ■ = -r , tang i —
et tan^ v — r Ensuite :
x, = r Cos où Cos v — r Sin où Cos i Sin v yl — r Cos où Sin v H- r Sin v Cos i Cos v z, == r Sin ce Sin i.
En substituant ces formules dans l’équation (5), il vient
r2 daù — kdt(yj),
et si de l’équation (6) intégrée on peut facilement tirer r en fonction de /, en substituant la valeur de r2 dans l’équation
kdt
doù := —,
on aura où en fonction de t si l’intégration est possible.
Ou bien on substituera à la place de dt sa valeur tirée de (6), ce qui donne
doù = — hdr - — (8)
£ |/ hC — 2rlfRdr — k 3
On tirera de là a? en fonction de r, et comme l’équation (6) donne r en fonction de /, on pourra avoir où en fonction de t. On pourra connaître par suite xl7 yn z„ et enfin x, y, z en fonction du temps t. On pourra du reste modifier ces méthodes selon le besoin, comme on le verra plus loin.
Pour trouver la vitesse du mobile en un instant donné, on pourra se servir de l’équation (4), qui donne
v, v*— ici ^ -+- a*= -+- h
dx.
ou
vu que
v 2a — 2 /R dr -\- h
a (dx\ \3 dy ,’ dz,’
dy, ’ dz,
Les quatre constantes c, c',c", h , ou i, v, k , A, et celles qui seront introduites par l’intégration des valeurs de dl et doo , se détermineront d’après la position et la vitesse initiales du mobile.
INous allons laisser ici le cas général, pour ne nous occuper que de celui où le mouvement a lieu tout entier dans un plan passant par la droite fixe.
Examen du cas où le mouvement s’effectue dans un plan.
5. Supposons que le corps attiré M ait reçu une impulsion initiale telle que la direction de la vitesse soit dans un même plan avec OX , le mouvement aura lieu dans ce plan, que nous prendrons pour plan des coordonnées.
Soient encore B et M les positions respectives des deux mobiles après le temps /; prenons pour axe des x la droite OX, et pour axe des y la perpendiculaire qui passe par le point O , position du premier mobile, à l’origine du mouvement. Soient ensuite x ,, j. les coordonnées du point M, prises par rapport à des axes parallèles aux premiers et passant par B, r la distance MB des deux mobiles, et oo l’angle MBX, on aura
y=y=rSinu \ ^
x, =x — at — r Cos cû Les équations du mouvement sont :
dy, R JT, d’y, Ry_
dt' r ’ de 7
On en tire, par des calculs analogues à ceux qu’on a déjà faits, l’équation
dy, dxt
qui, à cause des équations (a), devient
r1 doo — k dt (7);
et les deux suivantes :
dxt ’-t- dyt s
qui donnent
dt *
/dx,'-+-dytdt’
dt = -
-r^/Rrfr-f- h
l/ Ar’ — 2/RJr — k 7
Pour déterminer les constantes h et k, soient J la distance OC des deux corps à l’origine du mouvement, 6 l’angle COX, b la vitesse initiale, et y l’angle que fait la direction de cette vitesse avec l’axe des x. On aura en même temps
t — o, a — ô, r = = b Cos y ou — b Cos y
dy, _
dt
b Sin
dt ' dt
l’équation (2) donne alors pour ces hypothèses
S Cos Q. b Sin y — 4 Sin ê ( b Cos y — a) — k ou k — <$ (a Sin ô — b Sin ce ) (9)
en posant, pour abréger, Q — y = oc- L’équation (4) donne pareillement
(b Cos y — «)2- h b 2 Sin 2 y -+- 2 j^R ^ — h
d’où h — a2 — 2 ab Cos y -h b 2 -f- 2 jÿR dr J (10)
L’équation (6) devient intégrable dans les hypothèses suivantes :
\.° ^R.dr= Ar2ou R = //r; 1? J\kdr — ^ ou R = 5 ° ^Rdr — ^
ou R = p-, et enfin 4° /R dr — Ara-+- -ouR = fir + — •
Introduisons ces différentes suppositions dans nos équations.
LE MOBILE EST ATTIRÉ EN RAISON DIRECTE DE LA DISTANCE
Equations de la trajectoire ; discussion générale.
6. Lorsque la force R est proportionnelle à la distance r des deux mobiles, et de la forme R = pr, il n’est pas nécessaire de recourir aux équations (6) et (7); les équations (1) deviennent d*x. , dy,
W+l**' -°* IF-*-/*?' = °
et peuvent s’intégrer immédiatement. Elles donnent 't’i — A Cos t \ f f a — |— B Sin t 1/ fj, | y~i — Ar Cos t \F p — (-- B' Sin t [/ p i
A, B, A', B' étant les quatre constantes arbitraires. Pour les déterminer on a, d’après les suppositions précédentes,
xi ~ $ Cos 9, yt=SSin9y~ = b Cos y~a,dE- = b Sin y quand t = o- il en résulte
A = S Cos 6, B = -C7-~°; A' = tSint, B' = ^ •
K P \/fA
Les équations de la trajectoire sont donc :
x — at -+- S Cos 9. Cos t\/ /a h C°s y — « ^ 1
VP r f
y = SSin 9. Costl/p-h bJ^2. Sinll/u.
7. On peut arriver à ces équations par la méthode indiquée au n.J 4.
mais les calculs sont beaucoup plus longs. En faisant^IWr — Çla for-
mule (6) devient, après y avoir changé r2 en z :
dz
dl =
2 \/ — k1 -\-hz — fxz
En l’intégrant, on obtient
2 1 1/ fx — f- C = arc Sin
Ifxz — h y/k'—i/j.k'
d’où l’on tire
h , \/A3— 4^Ayo . ^
- (Sin 2 1\/ fx C).
Si l’on remplace les constantes par leurs valeurs en fonction des données : k — d ( aSinô — b Sin et), h = a 2 — 2 ab Cosy ->rb2-h j uS 2
C=arcSm-^dz=L,ouS^C=lf>-h
\/h* — 4 [xk* \/ h*—\[xlt' \/ h 3 — 4^uA’
on obtient, après réductions,
h _ _ JN
r ô- ( 1 " C°s 3 1 \/ (x) -\-èaCos 2 / \/ fx -h —(b Cos ce — a Cos 9) Sin 2 ty/^x
Vf»
a ’ — 2abCosy-^-b\ _2(T _ _ _
— J Cos 7t\/ ça — { — ■ (bCos et — &Cos§}SiTit\^ fxCostÿ f/..
et finalement :
Pour avoir la valeur de o en fonction de i, il faut substituer celte valeur de r 2 dans l’équation (7) :
j kdt
dix — — r
Pour cela nous poserons
tangt\/ fx — u,d'oùSint\/ jM.= — 7=== , Cos t y/ ^ ~
du
et dt — — y=
\Z/x(i-hu,y
et la valeur de redevient
de 0 —
-h S*. t~—, + ~= (b Cos a — a Cos 9).
1 H-h’ t'V. v Al///, du
l//ï (l + «’)r; (aJ — abCosy-+-b*)u:‘-{-clS'y/p(bCoscL — a Cos 0) w-f-cT *fx
du
a — ‘lab Cos y-\-b*
et celle de don :
A du
do — — ?=■
ce qui peut s écrire:
Al
«’ — 2 abCosy-+-b
1 M-t-JV /t — —
_ b Cos a. — a Cos 9
2 at Co^ > -t- 6
S À fA(a Sin 6 — b Sin a.y
(a,— 2abCosy + b,y
En intégrant, il vient a — C, = arc tang i
u ( a ' — 2 ab Cos y b*) -h S' \/ y ( b Cos et — aCos ô)
cf V /u (a Sin ô — b Sin et)
Faisant t — o, co = 9, u — o, on a
. b Co s et — a Co s ô
6 — C,= arc tang
Retranchons ces deux dernières égalités l’une de l’autre, et puis réduisons les deux termes du second membre en un seul, il vient :
tang t i/ÿ ( a Sin 0 — b Sin et)
tang (o — 9) = D’où l’on tire enfin :
S' V y -H tang t V n (b Coset — a Cos 0) ’
b'V y Sin 0. Cos t V y -+* b Sin y. Sin t \/ y tang ci) J' \/y Cos B. Cos t y/ÿ -h (b Cos y — a) Sin t \/y
Si on cherche le dénominateur des expressions de Sin co et Cos co, au moyen de la formule précédente, on le trouve égal à \/ /xr2; on a donc
r Sin co = iï Sin 9 ■ Cos ty/ fx-
- hSi¥ SmlVlr
Cy-
r Cos co — ^ Cos 9 ■ Cos t\/ fx-\ ~F= — Sin t y/~fx.
Nous retrouvons donc les mêmes équations : y = $ Sin 9. Cos t y/ /x H- ^ Sin t y/jx .
x — al -h Cos 9. Cos l y/Jt H Sin t y/~jx ■
8. On peut éliminer t entre ces deux équations et obtenir l’équation de la trajectoire entre x et y seulement. Pour cela on tire de la première équation
>0 . y— S'fx SinQ. y± b Sin y y/ S'* /xSin’Q -+- b*Sin*y — /xy * ,
^ S'*/. x Sin* ü b* Sin* y
et en substituant cette expression dans la formule
on a
Sin t \/ /x = 1/ 1 — Cos't y/ /x,
Sin t /~ Ÿ ybSmy. y ^ V y S' Sin 6 y/ S'* [x Sin* 6 -4- b Sin* y — fxy‘
^ S'3 fx Sin’ô -1- i* Sin* y
ÎO
En substituant les valeurs de t, Sinl\/ Cos t\/ ^ dans l’équation qui donne x, on aura :
. " Sin S.j'dzbSiny l/ <f''/u.Sin'd-\-b'Sin'y — fxy'\ (f'/jiSinQCosO-hb'Siny Cosy — abSiny')
~ r ^ t'pSin'6 + b'Sin'y | f'y.Sin'Z-+-b' Sin'y
dz S' [a Sin 9 — b Sin a.) \/ cT '/x Sin ’fj-k-b'Sin'y — fxy'
S"[x Sin' 6 -+- b' Sin2 y
équation de la trajectoire entre x et y.
Pour avoir l’équation différentielle de la courbe, ou le coefficient d’inclinaison de sa tangente, on a
-j- — — $ X/' ix Sin 6- Sin t]/ yt, b Sin y. Cos t (/ /x ]
~ = « — S 1/ fxCosG-Sint\/ fx-\-{bCosy — a) Cost[/ /x, I
^ dy b Sin y. Cos / \/ fx — iïl/fx Sin 6. Sin tl//x
dx (b Cos y— a)Cost \/ fx — iï\/fx Cos G. Sint[/ fx~^a
On peut exprimer ^ et ^ en fonction de y seul, au moyen des valeurs de Sin i |/ /x, Cos t\/ fx, et l’on obtient ainsi : jj = zp {/è*fxSin*G b* S in* y — //y2 (18)
<S/j.(bSin a.- a Sin 9 JjK— j S 'y. Sin S CosQ-{-b Sin y (b Cos y -a) J V' ^'ySin'b+b' Sin'y- yy7
dt
dx
dt Sin'8 + b'Sin'y
9. Les équations précédentes nous montrent : i.° que y ne peut devenir infini si $ et b sont finis, et que la plus grande valeur de y est
*Sin*ô-+-- Sin* y, valeur pour laquelle d-— — o; 2° que x croît avec t;
3.° que les mêmes valeurs de y reviennent lorsque t croît de , car
V fJ.
alors Sin t \/ /x et Cos i \Zjn reprennent les mêmes valeurs; les valeurs de x
2 an
augmentent de %= d’une ordonnée à l’ordonnée suivante égale. La trajectoire du mobile est donc une courbe périodique, composée d’une infinité d’arcs superposables; l’abscisse d’un de ces arcs ou de la période est et le temps employé à la parcourir est quantité
indépendante de la vitesse a. Ce serait la durée d’une révolution, si le point d’attraction était fixe.
10. Le temps nécessaire au mobile pour arriver au premier point où l’ordonnée est maximum, est donné par l’équation ^ = o ou
è\/ fx. Sind.Sinty/ fji—bSiny Cost^/ /ji = o d’où tang t, \/J2 = et
oV fj. Sin 0
1 b Sin y
/. = — arc tans „ ». .•
1 V/a ° ÏV/uSinô
Le mobile arrive à l’axe desx, quand ona^ = o ou tang f^x/ p — d’où
1 b Sin y
t,= -arc tangw^t-
S'V' jaSitiQ b Sin 'v
2 VÏ.
(d’après la formule tang = — col @). Il emploie donc un temps
pour arriver du sommet de la courbe à l’axe des x. Si le temps 4
augmente encore de pour devenir
on a
b Sin
1 b Sin y
l‘ = ï%arc tanS
SV il Sin 8 = tan8 VïV p-V-Tt) — tang tt\/p, valeur qui donne
dym
encore = o, le mobile sera donc arrivé au point où y est minimum.
On voit donc que le mobile M met autant de temps pour aller du sommet de la courbe à l’axe des x , que de là vers le point le plus bas; et ce temps est égal à celui qu’il met pour aller du point le plus bas a l’axe (^es x et d’ici au sommet : c’est chaque fois le quart du temps employé à parcourir la période.
11. Pour trouver quand les deux mobiles sont à leur plus grande ou à leur plus petite distance l’un de l’autre, servons-nous des équations du n.° y. On a pour cela,
rdr y/k‘— 4 u/c* ~
dt — 2^7 Cos (2 t\/ f-C) = O
d’où 2/v/^ + C=|(2 ra-h O oui — — 2^ + 4^(2,t+1)-
Celte valeur nous montre que l’intervalle entre deux valeurs extrêmes consécutives du rayon vecteur est t = le quart du temps employé à parcourir la période entière. Les valeurs maxima et minima du rayon vecteur elles-mêmes sont données par la formule
2 h ±\/h' — ifjik'
On peut aussi voir que la distance maxima n’a pas lieu quand le mobile est au sommet de sa trajectoire; car, pour arriver à ce dernier point, le temps employé est donné par
bSiny . 2 S'y' y Sind. bSiny
•angtv'^JÏ^siiï ou
et le temps écoulé entre l’origine et le moment où la distance est maxima,
. , 2 S'y'ülb Cos a — aCosQ) , . .
est donne par tango, ty a -y-01 abCos b*’ Premier est Ce-
pendant de la vitesse a et le second en dépend.
12. Cherchons encore l’expression générale de la vitesse; elle est donnée par la formule :
dx 1 ' dl1
de
qui devient, en y substituant les valeurs de et de :
v*—S2 ix Sin* 1 1/ y (a2— -ab Cos y-yb^Cos* t \/ y. —2SV y (b Cos a — a Cos 0) CoslC y. Sin t[/ y, v
— 2«<f 0. Sint\/^L -y 2a [bCosy — «) Cos t (/JJ-f-a1. ' 9/
On voit que pour t=o, on a v = b, comme cela doit être. Si en général
2 Tt
/croît de ry=, v2 reprend les mêmes valeurs, ce qui nous montre que
d’une période il l’autre les circonstances du mouvement sont toutes les mêmes.
Les vitesses maxima et minima sont données par l’équation
vdv dx d*x dy d2y (dx dy \
~di ~ ~dt ~dp ~di — K* ^ + Tt ’=z°
ou axl -+- r ^ = o: cette équation n’est pas la même que celle qui
donne les maxima du rayon vecteur, ni la même que celle qui donne les maxima de l’ordonnée.
Si nous différen lions l’équation (19), nous aurons
dv US'*fj.-a,+2abCosy-b')Sint\/y.Cos t V'y+SVÿ(bCos a-aCosB)(Sin,tu'ÿ-Cos,ty/ y)^
dt ^ j — a S'V'ÿ Cos ô Cos t VJt — a (b Cos y — a) Sin t V~y )
Égalons à zéro, en posant
lang 7 t v/^ = u, Sin t y/^ = , Cos i y/^ =
il vient :
a’-(-2 abCosy— A3) w(l — u’’)— S'V'ÿ (bCosx — aCos$)[\— Gm’-I-m*)— a SVÿCosü(\~u')
— 2 a [b Cos y — « ) (m -+—«’) = 0
OU
cTt/yû(2aCo^ô— b Coj«)m4-+-2 (2a*— ZabCosy-\-b* — «T /x.)«3-l-6 SV y ( bCosa — aCosQ )u*
-h 2 (^yu-f-aA Cor ^ — A3) w — SV y b Cos a. = 0
Si cette équation a ses 4 racines réelles, la vitesse aura deux maxima
et deux minima.
13. Simplification des équations par un changement de coordonnées. Rapportons maintenant le temps t à l’époque où le mobile M est arrivé au point le plus éloigné de l’axe des x, c’est-à-dire prenons pour ori-
. , , 1 b Sin y
ginedes temps le temps /, = — = arc tang j^= , et voyons ce que sont
à cet instant les quantités b, ,9, , y, , ce, , ê, analogues à b , 9, y, «, J. D’abord b, sera la vitesse du mobile au point où ^ — o; pour connaître
dx
sa valeur, on fera dans la valeur de^-, équation (17),
Sin iy/ fx =
b Sin ■
et Cos ty/ =
SV y Sin 0
y/ b 3 Sin 3 y -hé' /x Sin 3 0
ce qui donne
<f V -y (b Sin et — a Sin 0)
y/ b* Sin* y-i- S* /jtSin 3 0
b , — a — rtang 9 ,
y/ b* Sin* y -t- S* [x Sin 30 La valeur de tang a (i5), donne avec les mêmes hypothèses :
b 3 Sin 3 y -t- S'* fx Sin 3 0
S* fjtSin 0 Cos ô-h(b Cos y — a) b Sin y
On aura ensuite ce, — 9,,y, — o.
Enfin la valeur de r% équation (i3), donne
r a [é 3 fj. Sin 0 -t- A Sin y {b Cos cl — a Cos 0)] 2-f- b 3 Sin 3 y ( b Sin a, — a Sin 0) a
1 [J. {S* /x Sin 0 H- b 3 Sin 3 y
Cela posé, rapportons notre courbe à d’autres axes de coordonnées, en prenant: i.°pour origine des temps, le moment où le second mobile est arrivé au sommet de la courbe; 2.0 pour axe des y la droite qui joint ce sommet au point où se trouve alors le premier mobile : cet axe fera un angle G, avec l’axe des x, de sorte qu’il faudra remplacer y par y Sin Gt , et x par x -h y Cos 9l , changer <Jen b en bt, G et ce en#,, et faire y — o.
Par ces changements les équations (12) de la trajectoire deviennent : y = Cos t \/]2 |
bt— a (20)
x — at H — ^7=— cnn i y ^ j
et en éliminant /, on obtient l’équation entre x et y sous la forme
*=harcC°sJ-iwî^
Le dernier terme de l’équation (21) a le double signe; mais il faudra
prendre le signe H- avec la première valeur de arc Cos j- dans chaque
période, et le signe — avec la seconde. En effet, si dans les e'quations (20) on suppose j = o, on a Cos t \Z~jx = o, ce qui donne dans la première
période les deux valeurs t — et t — ; et pour les valeurs du
sinus : Sin t = 1 avec la première valeur de /, et Sin t \/Ji = — 1
avec t =■ 2^- • Les deux valeurs de x correspondantes à y — o sont
donc
a TT
et X —
3 ar,
bt — a
du
or la première de ces deux expressions est donnée par le signe {/ , et la seconde avec le signe — .
14. Tâchons maintenant de découvrir quelles sont les différentes courbes renfermées dans les équations précédentes, selon les valeurs relatives qu’on attribue aux données du problème.
D’abord remarquons que si à la place de bl on met 2 a — b,, les signes du radical s’intervertissent, et on obtient les mêmes courbes,
changées de position et renversées. En effet (fig. 2), changeons les axes de coordonnées, en prenant pour axe des y' positifs, la droite O' Y' parallèle à OY et dirigée de l’axe des x vers le point N où l’ordonnée^ est minimum, et changeons le signe des x positifs en les comptant vers OrXr; il faudra remplacer y par — y' ei x par — x' -h 00 c’est-à-dire
par — x'-i — , l’équation (18) devient alors
VH
an .a „ f y'\ b, — a _
\/i* f \/h V /,/ Wh 1 7
Or arc Cos = tt — arc Cos'y-, changeant les signes et suppri
mant le terme — ^ commun aux deux membres, on a
équation identique avec (21). Donc, dans la discussion de celte équation, il suffira de considérer les valeurs de b, comprises entre a, et -f- 00 , ou entre a , et — 00; car les dernières valeurs de b , redonnent les mêmes courbes que les premières, seulement renversées.
15. Cherchons maintenant les coefficients différentiels — , -, — .
dy dy'
Les équations (20) donnent dx
dy
b, — a) Cos t y/ /x J\ l/ /x- Sin t\/ fx
ou comme Cos t y/ /x — — > Sin t \/ ^ —
d 7 v [x = ± — — , le signe supé-
rieur du radical appartenant encore à la première valeur de t dans chaque période, et le signe inférieur à la seconde, on a
dx S', a - f- (b, — a) y
dy ~
îVhVk— r
En différentiant cette équation, on obtient
d'x ( b , — a) S'l ay
ïr H r)\
16. Les équations (22 et 23) nous permettront enfin de diviser nos courbes en trois classes distinctes:
i.° Les courbes auront des points d’inflexion , si — o, ou
si y = —
Or y n’est jamais plus grand que $ en valeur absolue; donc, pour que les courbes représentées par l’équation (21) puissent avoir des points d inflexion, il faut
°U 0U ^en °U
O c- , àx « , / <f — 1—
. Si bt = 2a, on a -p — _i_ - = ZJZ ■ - - 8/ - —
1 » dy S'y nVfp-y' k
Pour ce genre de courbes on a -j- = co pour y = J, , c’est-à-dire la tangente aux points où l’ordonnée est maximum et parallèle à l’axe des x; et pour y = S, ,ona^=o, donc aux points minima la tangente
est parallèle à l’axe des y, il y a donc en ces points des points de rebroussement.
Si ù, = o, les points de rebroussement se trouvent aux points maxima,
v dx a i/cT, — y
pour y = l. car
3.° Enfin, si b^ 2a ou b, <^0, il n’y aura ni points d’inflexion , ni points de rebroussement; les courbes, pour être périodiques, auront des noeuds.
D’après cela nous distinguerons dans la discussion trois cas principaux: nous examinerons successivement le cas de bi<f‘2a, de b, — 2 a et de b,f>2a; nous ne donnerons à b, aucune valeur inférieure à a, vu que les mêmes courbes se représenteraient renversées suivant que l’on aurait b, <|a, b, = o, b,<^o.
Cas du rayon vecteur constant. Cycloïdes.
17. Avant d’aller plus loin, occupons-nous d’abord d’un cas particulier commun aux trois classes de courbes, celui où la distance des deux mobiles est constamment la même.
Pour trouver les conditions nécessaires entre les données du problème pour que cela ait lieu, servons-nous de l’équation (i3) mise sous la forme :
_ r\ aa— ’m<2abCosy-\“b* — «T3//
r H 77 • Sm'ty /x-+- (i Cos et — a Cos 8) SintVü Cost V~ü. ;
le second membre devant se réduire à S2, quel que soit t, on devra évidemment avoir :
i -° a2 — 2 abCosy-\- b2 = $2fx, (24)î
bCosce — aCosô =o (a
Voyons les conclusions que l’on peut tirer de là. En éliminant a entre ces deux équations, on obtient
b\Cos2ce — 2 Cos2 ce Cos2 0—^2 Cos ce S in 9 Sin ce. Cos 9 + Cos2 9)=$2/a Cos2 9 ou b2 Sin2 y —S2 p Cos 2 9- On tire de là:
\/ Sin * -y S~* y. Sin 1 0 = è\Z/x (26)
La première condition peut s’écrire
{b Sin ce — aSin9)2 H- {b Cos ce — a Cos 9 )2 — S2 fjij elle se réduit donc à ( bSinoe — aSin9)2 — S2 p.
Or la valeur de b, devient, en vertu de l’équation (26) seule, bt =a-+-(b Sin ce — a Sin 9)
et comme nous supposons b , toujours plus grand que«, bSince — aSin 9 sera positif ; on aura donc
bSinct — aSin9 = S\/p, (27)
et b, — a — S v//z- (28)
L’équation (25) donne encore b Cos y — a — — bSiny. — .
' Cos ô
Au moyen de ces différentes équations, la valeur de tang 9, devient . f, CosQ TT
tang - SÙ,t^C^6-bSh,.y) = 50 ’ donc =ï’ et les équations (20) deviennent
(29) j y = SCosti/p
( x — at-+- èSint\/ y,, les axes étant rectangulaires.
Or, si l’on cherche la courbe engendrée par un point lié d’une manière invariable avec un cercle qui roule, sans glisser, sur une droite
indéfinie, on arrive à des équations identiques avec les précédentes. En effet soit, fig. 3, A le point générateur, BG la droite indéfinie, sur laquelle roule le cercle OB. Le centre O décrira la droite OX, que nous prendrons pour axe des x; l’axe des y sera la perpendiculaire OA. Soit D le point de contact du cercle avec BG, quand le point B est arrivé en N; menons le rayon NC et prenons CM = OA=J. Le point M appartiendra à la courbe cherchée. En désignant par (p l’angle DCN = KCM et par R le rayon du cercle, on a
y = MP = CM Cos (p , x — OP = BD -h CM Sin Ç ,
ou y — $ Cos (p
x — R<£) -(- $Sin Cf).
Ces équations sont les mêmes, que le point décrivant soit sur la circonférence, dans l’intérieur ou au dehors, seulement dans le premier cas S = R, dans le second J<(R, dans le troisième cî)>R. Si donc on suppose que le cercle roule d’un mouvement uniforme, ou que l’angle (p croisse proportionnellement au temps, les équations précédentes deviennent identiques avec les équations (29), en posant <p = /v/jü5 R = _fh.
les équations (29) représentent donc une cycloïde ordinaire , si — a, ou si b, — 2a, vu que bl — a — iïy/Jî ; une cycloïde raccourcie , si S'\Z^t.<Ca, ou si b , <C^a; et une cycloïde rallongée , si Sy/jl^a, ou si b, ]> 2a.
Si l’on introduit dans l’équation (14) les hypothèses précédentes, équations (25) et (27), il vient:
icmg (&> — 9 ) = — iang t \/^, d’ou l’on tire œ — 9 -f- n7t — t v/ÿü;
ou si l’on compte le temps à partir du moment où le mobile se trouve au sommet de sa trajectoire, où l’on a 9 = 9, — il vient
u — — ty/p-
L’angle œ que fait le rayon vecteur avec l’axe des x, décroît donc proportionnellement au temps. La formule précédente peut se vérifier
sur la figure (3), car l’angle MCP = œ est le complément de l’angle MCK — <p ~t y/^ , donc a> = ^ — t y/f.
On peut, d’après ce qui précède, trouver à chaque instant la position correspondante des deux mobiles par la construction suivante. On prendra sur la ligne indéfinie OX la distance OC égale à la longueur représentée par at; on mènera les deux parallèles BG, FL à OX, éloignées de cette
ligne d’une distance égale à — , et par le point Cia perpendiculaire KD
sur KD, comme diamètre, on décrira une circonférence, et à partir du point D, on prendra l’arc DN = OC, ou à partir du point K, l’arc KS = OC, on joindra NC, ou CS, et sur cette ligne on portera la distance CM — J. Les points C, M seront les deux positions correspondantes des deux mobiles.
Pour la vitesse, en général, on a dx n dy
-j-t — a~h p Cos t y//x, •£ = — S \Z[x Sin t y/ p;
d’où v3 =■ a* $ 3 p 2 a è \ZJÎl Cos l \/ y..
La vitesse est maxima quand Cos t y/ y, = 1 , et minima quand Cos t y/Jx = — î . La première = a~\-^y/fx=bi a lieu pour y—è, et la seconde^ = :±r (a — S y/ J*-) = ± (2 a — b,) a lieu pour y — — £ l’une est plus grande que a, l’autre plus petite, en valeur absolue. La
a’- h (Tu.
~ el Pour
que cela puisse avoir lieu, il faut que a3 -h $3fJt. — 2 < o, ou
(1 a — $y/ /x)a< o; la vitesse ne peut donc devenir nulle que dans le cas où a — S y/ fx-, c’est le cas de la cycloïde ordinaire. Ainsi, la vitesse maximà est toujours b,, et dans le cas de bt < 2 a, la vitesse minima est 2 a — bt; quand bf = 2 a , la vitesse minima est v = o, et quand bt > 2 a , la vitesse minima est b, — 2 a.
Si le premier corps était fixe, le second décrirait autour de lui un cercle d’un mouvement uniforme; car pour a — o, x3-+- y3 = a et v3= $ a/u.
vitesse sera nulle toutes les fois que Cos t y/ fx
on a
1bl <( 2 a =
19. Dans cette série de courbes, la tangente aux points maxima et ininima donnés par y = ± §lt est toujours parallèle à l’axe des x, car dx
en ces points = co ; il n’y a pas de tangentes parallèles à l’axe des y,
car, pour que cela puisse être, on devrait avoir y — — ' ce n a
pas lieu dans notre hypothèse, où b, — a est compris entre o et a. L’équation (25) nous montre qu’il y a des points d’inflexion lorsque
y — — — — ~ ; et comme pour une valeur de y, il y a dans chaque
période deux valeurs pour x, il y a deux points d’inflexion, qui sont situés sur l’axe des x quand b, — a, et au-dessous si b, > a.
Nous allons commencer par donner à b, la plus petite valeur que nous sommes convenus de lui attribuer dans la discussion.
Cas particulier. Sinussoïde
Si l’on fait b, — a, les équations de la trajectoire deviennent
y = è, Co s t\Z/x
ou y —, S, Cos
x = at
Ce sont les équations de la courbe appelée sinussoïde.
Si l’on compare les équations (3o) aux équations de la trajectoire du premier mobile, et qui sont y = o, x = «/, on voit que pour une même valeur de /, les abscisses sont égales ; donc les deux mobiles sont toujours situés sur une droite qui se meut parallèlement à Taxe des y. En sorte que, si le premier mobile était fixe, on aurait b, — a = o; le second mobile serait donc placé avec une vitesse nulle à une distance S, du premier, et ferait de part et d’autre de ce point fixe une série d’oscillations isochrones sur la droite qui joint les deux positions; la durée d’une demi-oscillation, soit ascendante, soit descendante, serait
ih-
On peut arriver aux mêmes conclusions de plusieurs autres manières. L’hypothèse b, = a donne entre les données primitives du problème : b i Sin et — a i Sin 9 = o, par suite k — o\ donc l’équation (7) se réduit à do — o. Ainsi l’angle u> est constant.
Du reste, si dans l’équation (14) on introduit cette même hypothèse, il vient tang Çcc — 9) = o, ou bien où — 9 ou a = 9-i-7r.
Si nous partons des équations des deux trajectoires : x — at x' — at
y — S, Cos t v/û y 1 = o
la distance des deux mobiles est donnée par
r — [/(x — x'Y-^-^y — y1)2 — 2 (x — x ') (y — y') Cos 9 formule qui donne r — y — Cos t \Z]jiy
ce qui fait voir encore que la droite qui joint les deux mobiles est l’ordonnée de la courbe décrite par le second. — Les deux valeurs extrêmes de r sont S, et — S,- les mobiles se rencontrent chaque fois que l’on
Cos t \/ /j, — o , ou t — ~7~ (2n + 1)»
ou
n étant un nombre entier quelconque, et nul pour la première période. 21. La vitesse du second mobile est donnée par les formules
Tt - — ^ y/ 1* Sin 1 Tt-a
_ dy'
dx*
dx dy
v* ~ T? TT* ^ 2 T Tt' Cosg'
et l’on a
(3i) v2 _ ^ 2 /x Sin 2/ y/ /a — 2 a J, y/^. Cos 9 ■ Sin t y/^ -f- a\ Pour trouver la vitesse maxima, on a l’équation
dv
v yt — o, ju Cos t ( S, \/J/. Sin t y/jl — a Cos 9) — o qui donne d’abord Cos l\Z~Y — o avec les deux valeurs Sin t \/Jjl — zh 1 ensuite Sin t y/^ = avec Cos l y /p = (/ 1 —
dv
Nous avons de plus, pour-^ = o,
(32) y/ /x [Cos H y/Jx — Sin2t y/Jx) + a Cos 9 Sin t y/Jx j ,
expression qui nous servira à distinguer les maxima des minima. OrpouriSm*\/ /x = — 1, on a y ^=-<TI ÿ.+aCosf)),v/=a'+i\>lx-}-îaSil/^Cosü
S tnt y / jx — — 1— 1
v — =— tT, vV3 («T, [/ y. — aCosù), v2 2=fl2-Hf;2/n— 2a «T, \/ pCosh
C • , y — a Co s 9
omty/
V — = IX {^[X — a2 Cos 2 0), v3=a Sin 0 dC
Supposons d’abord que l’angle 9 des axes est aigu, alors Cos 9 ^ > o.
SOTT
La vitesse -v, — \/a*-\-o.a\y/ /xCosô répondant à y =o,x:
’Wr
est toujours un maximum; si
S, y/ ix^>acosQ,v2 = \/ aa+<5j a/x-2« £ \/ {xcosQ — [/a \/ p-acosÇj) a
est aussi un maximum; il correspond a y=o,x = etv3 ~ a^n @
est un minimum; le second mobile est animé de cette vitesse dans
chaque période en deux points, dont l’un a pour coordonnées
r 1/ a2 Cos2 0 r a / 7r \ ,,
y — ^-o.y 1 =0, Smw, x= — w J , et 1 autre
y =-& Sin iv, x= ~^=. Ç
w'j , iv étant le plus petit arc dont le
a Co s 0
Cosinus est ; ces deux points se trouvent le premier dans le pre-
mier quart de la période, et l’autre dans le second quart. Aux points où l’ordonnée estzbj, , la vitesse du second mobile égale celle du premier a; le second maximum va est égal, plus grand ou plus petit
que a, selon que l’on a S.y/r* >2 a Cos 9-
Si a Cos 9 = & y/jx, v3 se confond avec v% ; il n’y a donc plus qu’un
maximum vt — a [/ 1 — f— 3 Cos29 au point y = o,x = -, et un mini-
2vV
mum v„ —
O.TT
v2 — a Sin 9 au point y — o, x— ^
Enfin si J, \/ /x <^aCosQ, la valeur de t qui répond à v3 est imaginaire, et l’on a encore un maximum v, a et un minimum a, aux points donnés par y — o.
Si l’on regarde les valeurs de t\/]l comme des abscisses et celles de v comme des ordonnées, on pourra représenter par une courbe la vitesse du 2d mobile à chaque instant; la figure (4) indique la forme de celte courbe: ( a ) représente la trajectoire, ( b ) la courbe de la vitesse dans le cas de <£ j/jü a Cos 9, ( c ) pour le cas de S, \/ /x < a Cos 9 ; TT' est l’axe des /, à partir duquel on compte les ordonnées.
Si l’angle 9 est droit, la vitesse a toujours deux maxima égaux à 2/w, et deux minima égaux à a; les deux premiers répondent aux deux points où l’on a y = o, et les deux autres à y = La
courbe de la vitesse a la forme indiquée fig. 5, ( b ).
En troisième lieu, si 9^> Cos9<C.o , et la vitesse vl qui a lieu
pour y= o, x = ’ n est P^us un maximum qu’autant que 1’
on a
a-~°S-~ — i, ou À — a Cos 9, et alors v3 est un minimum, qui
a lieu dans le troisième et le dernier quart de la période; si a Cos 9 -h l/jü = o , v3 se confond avec v, et enfin si $ ( / Cos 9 , v3 est imaginaire, v, est un minimum; la vitesse est un maximum dans tous ces trois cas. La figure 6 , ( b ) indique la forme de la courbe dans le cas de l/jü > — a Cos 9 : pour deux valeurs de 9 supplémentaires, les courbes de la vitesse sont identiques, seulement changées de place; et en effet, si dans l’équation (3i) on augmente les abscisses Zl///. d’une demi-période 7t , on obtient l’équation qui convient à la valeur de 9 supplémentaire.
22. Nous avons vu §. 2 que, dans le cas que nous traitons, c’est-àdire de b, < 2a' les équations (20)
y = S' Cos l[/ [a, x — at-\ L— - Sin t [/ 1 u
représentaient une cycloïde raccourcie lorsque l’on avait
b , — a = |/V» 0, = et que par suite les deux mobiles étaient
distants l’un de l’autre de la quantité constante S’, nous avons vu de plus que le second mobile était animé de sa plus grande vitesse \ au sommet de sa trajectoire, où y — iï, et de sa plus petite vitesse 2 a — bl au point le plus bas y — — J. Les points d’inflexion sont donnés par
îi' ,• d'x (TV y-\-ay / o c\ » . > v ‘l'V y
1 équation ^ ~ = o , (n. 1 6), c est-a-dire par y - - »
valeur qui donne Cos t |/ fx — — ; si l’on substitue cette quantité
dans l’expression de v3 (n.° 18), il vient v3= a3— S3 // = bv ( 2a — bt ): ainsi la vitesse qui anime le mobile au moment où sa trajectoire s’infléchit, est une moyenne proportionnelle entre ces deux valeurs extrêmes qui ont lieu aux deux sommets de la trajectoire. La vitesse est égale à
JNa v/*
a quand y — — ■ - , c’est-à-dire quand l’ordonnée est la moitié de
ce quelle est aux points d’inflexion.
Les deux points d’inflexion dans chaque période s’éloignent d’autant plus de l’axe des x, que b , se rapproche de 2 a; car l’ordonnée pour
laquelle ils ont lieu est, en effet, y = — - — -• iï, et cette expression
augmente en valeur absolue à mesure que — augmente.
La distance peut rester invariable, quoique bt augmente; on n’a qu’à supposer que la force d’attraction augmente aussi.
23. Cherchons encore les maxima et les minima de la distance r et de la vitesse v , quand on n’a plus bt — a — o, ni bl — a — \ [/ 1^. On a: r'=£t'C0s't\'y-y Sin? t\/y. — 2 Sinty/y Cos t y/y. Cosô, (55)
Cette expression n’est jamais nulle, que dans le cas de Z», — a — o, où elle le devient pour Cos t [ /p = o; en effet, pour que r — o, il faudrait :
_ JN y/"
tang t \/ fx — p — - (Cos 9 ± Sin 9 \/ — 1 ), valeur imaginaire si l’on n'a pas è, — a.
Pour trouver la distance raaxima ou minima, on a
2 r — = iSint^Cost^— î(i,—o)ft Cos B, (Cos'tVÏ—Sin'tVJ*)=o
dt VI*
OU bien j(J, — a)’— <fl*/u.}*Sw2*t/^ — 2(6, — a) S', VJ* Cos ô. Cos^ t V/ü = o.
On tire de là
lang 2 t\/fx —
2 {bt — a) y. CosQ,
Pour éliminer t entre cette équation et l’équation (33), nous avons
ayj'spCoso,
Sin2 1 \/p = 1— Cosîti/fx _ ± y/ id. — (b, -
“ Ztl 2 \/ z'ûü.
ç0^tvy-- l-vCnït VI*- - ±}/â; 4-(i,-«)’-A>
Par suite
±2/x V/ÎJ.
_o _ (£, — ap-+-<T,V — o)1— <TI>|ï-H4(iI—
On tire de là pour r deux valeurs de la forme y/Aztv/ê ? qu’on peut mettre sous la forme r = j/A~^~C zt j/A~C, C étant égal à \/ A2 — B ;
on a en effet A2 — B = 4(^. — a)2 $t2 p Sin2 Q. Donc les deux valeurs extrêmes du rayon vecteur sont
v' (£,— a)2-f-<f'1’/u.-t-2(&1— a)<T, (i, 2^i~2(è,— a)<T, y/ fx SinB, /
L’une de ces expressions est donc la distance maximum , l’autre la distance minimum.
Nous pouvons, au moyen de ces deux valeurs, retrouver les deux cas particuliers que nous avons déjà traités. Si la trajectoire doit être une cycloïde, il faut que le rayon maximum soit égal au rayon minimum, ce qui exige que ( bx — a)3-h — 2 (b, — a)^ \/ p Sinôl = o, ou que
(b, — a) M~c£ > — i{b, — ct)\ \/ p -+- 2 (b, — a) S, \/ ^ j 1 — CosÇ^ — 9, ) J = o ,
ou j(6, — a) — $ vV } 2 + 4 {b, —a)l y/jü. iSï/»'^ — =: o.
Cette condition sera remplie, quand on aura
i.° b, — a — 9, y/^; 2.0 9t = Ce sont les conditions trouvées §. 2.
Pour que le rayon minimum soit nul, il faut que ( b , — #)<£ y/jü<S/ra0, — o , ou que = «; car nous ne considérons pas le cas de 9,-0, où le second mobile se mouvrait dans la même ligne droite que le premier.
24. Pour trouver les maxima et minima de la vitesse, nous pouvons nous servir de l’équation du n.° 1 2 , en y remplaçant 9 et oc, par 9, , b par bx , S par ^ , Cos y par 1 ; il vient alors , en divisant par y//* Cos 9 :
/ 1 \ A 2 [S\*u-h[bt-a)(%a-b,)\ 3 n N a 2[js,au-è,(i,-o) J
Le dernier terme étant de signe contraire au premier, cette équation a dans tous les cas une racine positive et une racine négative. On peut de plus voir par la règle des signes, que quand 9, il n’y a qu’une
seule racine négative, comprise entre o et — 1 5 la vitesse passe donc par un maximum dans le dernier quart de chaque période; elle passera de plus par un minimum, ou bien par un maximum et deux minima
dans la première moitié de chaque période. Si 9, il y a un maximum dans le premier quart de la période, et un maximum et deux minima dans les deux derniers. Enfin, si 9, =|, l’équation (35) a une racine u — 00, qui donne y — 9, , une racine u = o, qui donne y = H- S, , et deux racines, qui sont u — zt |/ ' , réelles, si <5; »£,(£,— a).
La première u = y/- donne une valeur de t y/Jl, qui convient au
premier quart de la période, et la seconde u =■ — en donne une qui convient au dernier quart, et qui donne pour la vitesse un maximum.
Seconde classe de courbes, b, = 2 a.
25. Si l’on suppose que la vitesse b, du second mobile ?u sommet de sa trajectoire est double de la vitesse constante a du premier, les équations de la trajectoire sont
j f = $1 Costy/ ^
(36) i ‘-WS et « = =■= (3?>
x = al *+-p= Sin 1 \Z n ” dy «r,
et les courbes que ces équations représentent ont un rebroussement du premier genre pour la valeur / = - J, • la tangente en ces points est parallèle à l’axe des/; elle est parallèle à l’axe des x aux points donnés par / = +<?,.
Si ^ = S = , 0, = — , la trajectoire du second mobile est une
cycloïde ordinaire ; le mouvement de ce point est donc le même que celui d’un point pris sur la circonférence d’un cercle qui roulerait uniformément sur une droite fixe.
Si nous nous reportons aux équations du n.° 1 7, b Co s a — a Co s 9 — o
et b Sm oc — a Sm 6 = a, nous aurons par l’élimination de a : Sm y -f- Cos ce — o, d’où l’on tire
et y *+- o » °u bien y — a et comme et — 9 — y
on a
A 7T „ 3 TT
2y = 5--ou 2y = fy +
Cette relation donne Sin 9 = Cos 2 y, Cos 9 = - Sin 2 y, et patsuite on a b Cos y — a Cos 2 y — a, d’où l’on tire
b — 2 a Cos y.
Les trois conditions pour que la trajectoire soit une cycloïde ordinaire, peuvent donc s’exprimer très-simplement de la manière suivante :
2y—V g n étant un nombre entier quelconque;
b ~ 2 a Cos y
aS
Supposons qu’à l’origine du mouvement les deux mobiles aient été dans la position représentée fig. 7, l’un en O, l’autre en G, on a COX=05 GTX = 7, l’angle PCO sera égal à -n + 7 — 0, et le triangle PCO donne
la relation 2(^ + 7 — 0) -b ^0 — 2 ) ~ ^ °ù 2 7 — ô 2*
Si les mobiles sont dans une autre position, l’un en B, l’autre enM, on a MBX = 9, MT'X = 7, P'MB = it — 7 4- 9, et le triangle P'MB
donne la relation 2. {pn — 7 + Ô) + ^ = 7T , d où 2 7 —9 -b-çj- *
La vitesse du second mobile est donnée par y2— 2 (1 ~b Cos t y/ y,);
sa plus grande valeur v = 2 a a lieu quand y =$,, sa plus petite v — o quand y — — J,. Ainsi, la vitesse du mobile diminue depuis le sommet de la trajectoire jusqu’à zéro; alors le mobile reste un instant stationnaire; puis l’attraction de l’autre mobile s’exerce, il rebrousse chemin et il acquiert peu à peu de la vitesse, jusqu’à ce qu’il soit arrivé au sommet suivant, à partir duquel la vitesse recommence à diminuer.
2ô. Si l’on ne suppose plus S, \/p = a, la trajectoire ne sera plus une cycloïde. Tandis que, pour une même ordonnée, l’abscisse de la cycloïde est l {l y/^ -b Sin t y/jÜ), celle de la trajectoire
est JL -h Sin t y/ÿ.)-, cette dernière sera toujours plus
grande que la première, si a >• iï, \/^, et plus petite, si a iï, \/ p, excepté aux valeurs extrêmes, où y = ±<5,.
Enfin, si on ne suppose pas non plus 9, la trajectoire est une
courbe dans le genre des cycloïdes à axes obliques; elle est à la cycloïde ce que l’ellipse rapportée à ses diamètres conjugués est au cercle. Pour mieux connaître la forme de la courbe, et la position respective des deux mobiles, nous supposerons par exemple 9, = 6o°. Soit fig. (8) OB =
l’abscisse de la période — J- — X 6, 288 1 85 . . .
Partageons OB en six parties égales, le premier mobile parcourra ces
intervalles successivement dans des temps croissant de ^ - ; on aura doacOD=3^,OE=|^,e.,
Pour/ = o, onaj=^, x=o
: OD -f- -y=r y^.
= ODH-o,82...0D =
Om.
_ ii1
OD
Om'.
OB
Les
points 0 et G,
D et M, E
et N, A
et Q,E' et N', D'
et M', B et G
sont des positions correspondantes des deux mobiles.
Pour connaître les valeurs extrêmes de la distance r, on n’a qu’à remplacer dans l’équation (34) b, — a par a , et l’on trouve
-+- J\> -+- 2 V y. Sin 6 f
■ J\ ’jj. — 2 aj\ V y. Sin â , .
On peut encore tirer de là les conditions pour que la distance soit constante : il faut pour cela que
a 2 a\ [/pSin 9, =oou («—<?, [/J>) — a$, \Z^.{Sin 9i — \) — o
ou {a— <$ \/fx) M- 4« $ Sin (|— & ) = °-
Donc les conditions sont: i.° a — S, |/ ^ 2.° 9l —
Quand on a seulement 9, = mais pas a=S, les deux valeurs
extrêmes de la distance r sont ^ et : la première a lieu quand
Vf* 1
y — o , la seconde quand y — dz^,, c’est-à-dire quand les deux rayons vecteurs sont devenus perpendiculaires l’un à l’autre.
Quant à la vitesse, on a
v 2= V- u ~a $ l /~ix.aCos 9, . u H- a 2j , en désignant /g- 7 1 |/'jü par m,
et les maxima et minima sont donnés par
2(eTI> — 2a’)
Co-fô,
(T, Coj Ô ,
On a une première racine m 00 , qui donne t \Z~Jn — tc , v — o , y — — . On a donc un minimum v — o aux points de rebroussement. L’équation qui donne les trois autres racines est :
m3 — 3 s Cos 9,. m2-(- (2 s2 — 1) M-h 5 Cos0, = o (38)
en posant, pour abréger,
Vï ~ s'
Cette équation du troisième degré à dernier terme positif, si l’angle
9, est a une racine négative ; de plus elle n’en a qu’une seule : ses
deux autres racines sont donc positives ou imaginaires. La racine négative est comprise entre o et — i ; car si l’on fait u = o, on trouve un résultat positif H- s Cos 9, , et u — — i donne — 2 s (s-\- Cos 9,), résultat négatif. La vitesse passe donc par un maximum compris entre les points Q et R ; elle est nulle au point de rebroussement Q; et si les trois racines de l’équation (38) sont réelles, la vitesse devient encore maxima et minima entre les points C et Q, c’est-à-dire dans la première moitié de la période. O11 peut facilement trouver la condition de réalité des trois racines de l’équation (38); pour cela on transforme cette équation en une autre privée de second terme, en posant u = z H- Cos 9n et on obtient l’équation
:3+f2is — 3 s2 Cos 2 9, — 1) z — 2 s 3 Cos9x Sin 2 9 , = O; et pour que les racines de cette équation, et par suite les valeurs de u ou tang { ty/Jn soient réelles, il faut :
27 5 6 Cos39x Sin49t -h (2 s2— 3 s3Cos39x — i)3=<o
- = ^2 + 3 Cos3 9, \iang 9, — 1
ou
Quand cette condition est remplie, la courbe de la vitesse dans le cas de 0, a la forme représentée fig. 8 ( b ).
Si l’angle 0, = l’équation (38) devient
et ses racines sont u~ o, d’où — ^ , x — O , v,—i a;
et « = ±1/1 -2ia ou — ± ^ ^ — 7
réelles quand 2 5* — î < o ou S, 2/w> 2 a 2;
cT 2 iM»
ces deux dernières valeurs de u donnent v. — — ' ■ = avec r— 1 —
La valeur v, — —y===
est plus grande que 2«; car, si l’on re-
tranche l’un de l’autre leurs carrés, il vient
QT.y — 2q-)
, quantité positive.
Si donc on a j) 2/w^> 2 a 2 la vitesse du second mobile, d’abord minima au sommet C de la trajectoire, augmente jusqu’en un point M, entre C
et D , où l’on a tang \ t \/Jl — , — , et elle devient le maxi
mura
JY y
; puis elle diminue jusqu’à zéro, valeur quelle
atteint en A, point de rebroussement; à partir de là, elle augmente, et atteint son second maximum, égal au premier, en un point N, situé entre E et B, et tel que les ordonnées de ces deux points M et N soient \ ci a<T
égales à j, » j la vitesse diminue ensuite de nouveau jusqu’en B ,
où elle est à son second minimum = 2 a. La forme de la courbe de la vitesse, dans ce cas, est représentée fig. 9 ( b ). Cette courbe a un point anguleux à l’endroit où l’ordonnée est nulle; car on a
dv U {(P, y (1 — u J) — 2a’} Sin ~ t y/ ^ — 2a’
dt\/ {X (l-4_»9|/«*-h«’.<r;y i/a'Cos'\t\/Jii,-+-é'l,pSin'^t\/jL
expression qui donne ^ =±<5'[ l/'jùpour u = 00 ou|^|Jy-_ *
Quand = 2 a2, l’équation en m a ses 3 racines égales à zéro, et quand 2|u <[2 a % elle a une racine nulle et deux imaginaires; dans ces deux cas la vitesse n’a plus qu’une valeur maxima v — 2 a pour y =.$, , et une valeur minima pour/ = — J,. La figure 9 ( c ) indique la forme de la courbe pour ce cas.
Enfin, si Qt ^ , l’équation (38) a son dernier terme négatif; elle a
donc au moins une racine positive, et elle n’en a qu’une, puisque l’équation n’a qu’une variation: elle peut ensuite avoir ses deux autres racines réelles ou imaginaires.
Troisième classe de courbes . b1f>2a.
28. Nous avons vu, n.° 16, que si bl'^>2a, les courbes représentées par les équations
c°sty» * _ ,,n,
* = a t -H — — Sin t \/ fj, ^ /j.V' J,1 — y1
n’avaient ni point d’inflexion, ni point de rebroussement; qu’aux points où l’ordonnée est maximum, pour / = , la tangente était parallèle
à l’axe des x; elle sera parallèle à l’axe des / toutes les fois qu’on aura
y = — ^ , ce qui arrive deux fois dans chaque période.
Ces courbes auront dans chaque période un point multiple , c’est-àdire que dans un intervalle de temps égal à g= compté à partir du moment où y — , le mobile passera deux fois en un même point; on
aura une branche à nœud ou à folium. Pour trouver les points multiples, il faudra voir quelle valeur de / donne dans la même période deux valeurs égales pour x. Or en général , si l’on désigne par vjy le plus petit
arc dont le cosinus estÇ, dans chaque période il y a deux abscisses qui
correspondent à la valeur/, et ce sont
ou x2 = -— — xl •
Au point multiple on doit avoir x\ = x, ; on a donc, pour trouver l’ordonnée de ce point, l’éqiiation
2 7ro 2 a-v L 2(i — «) /y 2 ~ , •
T7 = \ TÎ^-JJPT^1 ~r ’ ou b,en
Ce point a évidemment pour abscisse x — —=. , et est situé avec le
point y = — sur une même parallèle à l’axe des y.
Le point multiple se trouvera sur l’axe des x toutes les fois qu’on aura dans l’équation précédente y — o, ou S in \j> = î , c’est-à-dire
Ils seront au-dessous, quand poury = o la différence x, — x2 est plus petite que zéro, c’est-à-dire quand ^ ^ -4- 1, et au-dessus quand
^ -h 1 ; ils s’éloignent d’autant plus de l’axe des x que b, devient plus grand par rapport à a.
29. L’ordonnée des points où la tangente à la trajectoire est parallèle à l’axe des y, y = — est toujours négative, mais d’autant plus près
de zéro que le rapport ^ est plus grand : les abscisses de ces points sont
a t a #v/jf (b, — 2 a) . 2 «57-
‘r‘ “ « et ” 1 x>-
désigne ici le plus petit arc dont le cosinus est — ^ . La diffé-
rence entre ces deux valeurs est
Or,ona Cos\J> = — , iSïn = H- ^
donc yj/ = plus petit arc j tang ~ — \—L — , et
tc — \p — plus petit arc | tang — H- | . Posons
tc — \p = z, on a - — LU L — tang z
et l’équation précédente devient
= — j langz — z j-
Tang- z peut varier depuis o jusqu’à oo, tandis que z ne varie que depuis zéro jusqu’à la diffe'rence x, — xa, toujours positive, augmente
donc sans limites avec le rapport ^ •
Deux folium consécutifs se toucheront quand cette différence Xi — X*
sera égale à ~y™ • on aura donc alors • y y-
tang z — z H- -n.
Cette équation donne pour z une valeur correspondante à peu près à l’angle 770 27' 12 ", 2; en prenant z égal à cette valeur, on trouve tang z = 4,4934°5, etz = i,35i8i66
TC — 3,l4l5926
On a donc J /« (« ~ 2) = 449^4° • • •
ou « (a ~ 2) ~ 20,1907...,^= 1 •+• 1/21,1907 = 5,6o5. Si ^ est plus grand que cette valeur, les branches de deux périodes consécutives s’entrecouperont, et on a deux points multiples de plus suites droites, dont les ordonnées sont représentées par x = . A me-
sure que le rapport ^ augmente, la trajectoire se rapproche d’une courbe fermée que le second mobile parcourrait autour du premier. Si ^ = 00 , ou^ = o, les équations de la trajectoire deviennent
y — Si Cos t\Z/j.
En éliminant l\Z/x, on a l’équation
qui est celle d’une ellipse rapportée à deux diamètres conjugués. Ainsi , quand un mobile est attiré vers un point fixe en raison directe de la distance , la trajectoire de ce mobile est une ellipse dont le point fixe occupe le centre.
Pour connaître la longueur des axes de cette ellipse, on n’a qu’à faire a — o dans l’équation (34) > qui donne les valeurs maxima et minima du rayon vecteur; l’on trouve ainsi :
/ b , t- S'j * [/. —H 2 bt J'j V fx Sin 0, t \/ A, 3 -H <T, * /a — 2 bt S' t \ ' fj. Sin 0, ^
r Tvl — 247 ^ *
30. Si l’on a b, — a — J, y/jù, et 9, la distance des deux mo-
biles est constante, et la trajectoire est une cycloïde rallongée (§. 2). Le mouvement du second mobile peut donc être comparé à celui d’un point pris hors de la circonférence d’un cercle qui roulerait uniformément sur une droite fixe; le rayon du cercle est ~ et la distance du point décrivant au centre est ^> — . Le rayon du cercle devient de
plus en plus petit par rapport à la distance à mesure que le rapport -augmente, et à la limite on peut considérer le rayon comme nul; la
trajectoire se réduit à un cercle.
La vitesse du mobile dans sa trajectoire est la plus grande quand y=St , c’est-à-dire au sommet de la courbe; elle est alors égale + ^ = bt .
Elle diminue depuis ce point jusqu’au point le plus bas, où y = — J1,, et là elle n’est plus que <î, y/ fx — a = b, — 2 a, h partir de là elle augmente de nouveau.
Quand le rapport = co , la vitesse dans le cercle est constante et égale à b, = S, y/jü-
Quand on n’a plus bi — a — S, \/ p, mais encore 9, — il y a encore, comme §. 3, une racine u = oopour y — — , une racine u—o
pour y — H- è, ; les deux autres u — zb |/ ^ —
ne
sont réelles que quand d, a fx ]> b, ( bt — 2 a),
ou quand J,1 2 fx <^(bt — a) ( b , — 2 a).
Enfin, si l’angle 9( est différent d’un angle droit, l’équation (35) ayant
son dernier terme de même signe que le premier, on ne peut plus affir-
mer en général qu’il y a une racine positive et une racine négative; mais si Cos9l >o, il y a deux racines négatives l’une comprise entre o et — î, l’autre entre — 1 et — oo; car la substitution de — 1 pour u donne pour
résultat \ (b, — a ) ^ i
y/ /u Cos ô
-j, quantité positive, tandis que u — o
et u = — co donnent un résultat négatif. Il y aura au contraire deux racines positives quand Cos 9, <C o . Les deux autres racines peuvent être réelles ou imaginaires.
Si — — co , ou a — o , l’équation est
2 >-&,») bt (T, \/ [j. Cas Ô,
u 3 — Gu2 —
b, S', Vf* Cos 0,
elle a ses quatre racines réelles , comprises entre o et î , î et oo , o et — î, — î et — oo.
Ces racines sont deux à deux inverses et de signes contraires, car
l’équation ne change pas, si l’on remplace u par — — ; de sorte que
//, et — sont les 2 racines positives, l’une plus grande que l’unité, l’autre
1 1 plus petite, — — et — «a sont les deux autres, et les arcs, dont et — —
sont les tangentes, sont complémentaires, et les rayons vecteurs correspondants à ces valeurs sont perpendiculaires l’un à l’autre; de même
pour — et — u2. On pourrait résoudre l’équation précédente en la di-
visant par u2, et posant ensuite u — - = o, ce qui donnerait
2 ^ ^ j/~Coïfl'/ z — 4 = °> mais Sl * on compare cette équation
avec la formule qui donne lang 2 i y/ p en fonction de tang\t\ / ^ — u, formule qui est
lang 2 l y/V = j_6|t, „ ou bien
tang 2t y y.
tang 2 £ l/«
on voit que l’on a lang 2t \/ ^ ; t Cette valeur de lang 2 t\/ ^
est la même, au signe près, que celle pour laquelle le rayon vecteur est maximum ou minimum; on conclut delà que la vitesse dans l’ellipse est la plus grande possible aux extrémités de l’un des axes, et la plus
petite aux extrémités de l’autre. On a
le maximum
1/ b , 2-t- S, 2 -H 2 bx j1, \/ fx Stn 9,
1/ b , a-f- S, 2 jU — 2 b, $ \/ /xSin 9,
V^b, a-+- A -+- 2 b, \/ fx Stn 9,
V' b , 2-j- j1, 2fj. — 2 b, J, \Z~fxSin 9 , ?
quanar . 2^_
et le minimum
l/ bx a~h aj u —H 2 b. S, V [xSm 9,
1 /bt 2 î è, — 2 b, S, \Z~fxSin 9,
quand r est maximum.
Quand l’angle des axes 0, est droit, le demi-grand axe de l’ellipse est ~ et le demi-petit axe est £ ; la vitesse aux sommets du grand axe est $ et aux sommets du petit axe elle est bt.
Si on se rappelle maintenant ce qui a été dit n.° 14, on voit comment la trajectoire se modifie pendant que le rapport ^ varie depuis — oc jusqu’à -h 00. La figure 1 1 représente toutes ces différentes
formes; on y a supposé 9, = il est facile de voir alors la forme pour les cas où 9. serait différent d’un angle droit.
Cas de la force répulsive.
31. Le second mobile, animé de la vitesse b , à une distance $ du premier, est repoussé par celui-ci en raison directe de la distance.
La force, au lieu d’être pr, est — pr; donc, pour passer des formules précédentes à celles qui conviennent pour ce cas, il faut changer p en — p, ce qui donne lieu à des expressions imaginaires, qu’on transforme en exponentielles au moyen des formules
tV [A — tVy- t V y. — tV'/j.
e -he Sin t \/ — p e — e
Cos l V — p = 2 ’ i/ZTl 2
D’après cela les équations (12) de la trajectoire deviennent
t \/ (X t\/fx \ f t (/ [J t\/ y.
y — Sin ô
x =at-\-$ Cos ô
b Sin -
~Vf
1 b Cos y— a
tVn -<l/v'
La courbe n’est plus périodique, car y croît sans limites avec t.
La valeur de
t V P — tV' r tV [j —
yj — WpSinô
montre que la courbe a une seule tangente parallèle à l’axe des x donnée par
in 6 2
tV /j’. — t \/ f*
<T| /[j. SinQ
b Sin y
Wÿ Sin Q — b Sin y S' V y. Sin 9 — t— b Sin y
oue =
d’où
WV [x Sin 9 — b Sin
1 2 y’]! \ SV~[J. Sin ô-h b Sin y)
Prenons encore pour origine des temps, ce temps tt et pour axe des y, la droite qui passe par les positions correspondantes des deux mobiles à cette époque; les équations simplifiées seront:
-tVï
bt — a
X at — j—
Vy
tVy —Wy e — e
On peut dès à présent remarquer que y n’a pas de valeur plus petite que S, , et que si 1 on change t de signe, y reste le même, mais x prend une valeur égale et de signe contraire, ce qui indique que la courbe est symétrique par rapport à l’axe des y; pour /= zt 00, on a y — 00, x = — 00 j donc la courbe a deux branches infinies.
32. Examinons maintenant les valeurs -7- , -3— , afin de reconnaître
dy dy
plus exactement la forme des différentes courbes que l’on peut avoir dans ce cas. On a
tV y — t Vy
dx _ aMb,— «)' 6 dy
S'iV't*
tVy —tVy e — e
dy 3 ~ \/ï*
Il y aura des points d'inflexion pour y = — ^ sj a x
c’est-à-dire si b, <^o.
2.0 Il y aura un point de rebroussement pour y — S,, si b, =. o .
3. ° Il y aura deux tangentes parallèles à l'axe des y aux points
dont l’ordonnée est y = si l’on a — ^ > 1 : cette condition
donne dans la supposition de a bt ! btf>o, et dans la supposition de a<^biy £,<0, par suite a<^ o; et comme nous supposons toujours a positif, on aura ce genre de courbes à nœud , sans points d’inflexion ni de rebroussement, lorsque b , sera compris entre o et a.
4. Si bt a, la courbe aura deux branches infinies , sans points d’inflexion, ni de rebroussement, ni point multiple.
b • • y2 U/OC 2
Enfin si-^ = oo, 1 équation de la trajectoire sera jq; — = 1; c’est
une hyperbole rapportée à son centre et ses diamètres conjugués.
Si l’on cherche les asymptotes de ces différentes courbes, on trouve
d’abord lim. — = zt V f :
ensuite y — - — x= <),
qui devient infini pour t— — oo , et j-
— ty/y
a — bt a t\/ÿ
qui devient également infini pour t = -t- oo . Ce n’est que dans le cas
où— = oo que l’on trouve des asymptotes ; leur équation esty dz^-^
33. La valeur de x étant développée en série, donne a — b, ((^v/^)3 , {fy/jCf , (#^7
cette valeur finira toujours par être négative, si t est assez grand, tant que bt <^a\ elle sera même entièrement négative, quelle que soit la valeur positive de /, si bt < o; le second mobile, à partir du moment que l’on considère, t = o, ne se mouvra donc que sur la branche de courbe située toute entière du côté des x négatifs, si bt < o; son mouvement se fera d’abord du côté des x positifs, si b, < °a\ ensuite il passera du côté des x négatifs après un temps donné par l’équation
/ ty y — t y y\
OU
La valeur de t qu’on tire de là sera d’autant plus grande que a — b, sera plus petit; par suite, la valeur de y qui correspond à cette position sera d’autant plus grande que b , sera plus près de a. Quand bI = a, le second mobile ne passera plus du côté des x négatifs, il restera tout entier du côté où se meut le premier; quand t sera très-grand, il tend à se mouvoir parallèlement à l’axe des y. Dans ce cas, l’équation de la
trajectoire est : y
y x y y — xy y>.
est une chamelle si
Enfin quand b,y> a, la valeur de x ne sera plus négative pour une valeur positive de i.
La figure 1 2 montre les différentes formes de la trajectoire d’après les différentes valeurs que l’on suppose au rapport \ Figure 12, (0) représente la trajectoire pour le cas de b , <1 o; ( b ) pour le cas de b,= o; (V) et ( d ) pour le cas de b, > o et <1 0; ( e ) pour b, — 0; enfin ( f ) pour
le cas de — — ce .
Pour la vitesse, nous ne la discuterons que dans l’hypothèse de
l’angle $= on a alors
/ y y lVy\ /
2ty/y -2 V
2k du / y — y\ f W y t'J y\ / 2lv/„ — 2 1\/ /y.\
Pour trouver le maximum ou le minimum de la vitesse, on a l’équation
1 2tx-h(b, —a)- J Q + «(£ — aXè^—e-^^) = °
Elle est d’abord satisfaite par e — e = o ou / = o.
Dans ce cas on a un maximum ou un minimum, v = b,.
Il reste l’équation
! <î 2/* —h {b, — a)2\ G ^ ^ -h e ^) + 2a(è, — 0)1=0; d’où P
on tire
/>t\ / [X a (a — b,) | a\a — bt )2
” «r, >+(*,—«)* y ÿYtJ.Ma-t>,yy *'
Cette valeur n’est réelle que si
a (a — b,) > S, 2 p -+- (0 — b,)2 ou b, ( a — b,) > 2 /x,
condition qui donne les deux suivantes :
rt— l/«a— Icf;2 /x A ^a~+-\/a? — £6\*/x et o,
Ce cas rentre dans les courbes de la troisième classe fi>0-
CHAPITRE III
L’ attraction est en raison inverse du cube de la distance.
34. Lorsque la force R est de la forme on a dr — — et les équations du n.° 5 deviennent
reli-
ât
y/ tir
. kdt
(6 bis )
ou , éliminant dt et posant r = — d a) =
— k dz
(8 bis).
Les constantes que nous employons sont k~o(aSin9 — bSinot )
h—a*—'iabCos'y\-b 2—
Introduisons encore la constante auxiliaire g- = J {b Cos oc — a Cos 9), quantité positive tant que nous prenons le signe -+- du radical dans les équations, ou que nous supposons que le rayon vecteur et l’angle <u croissent avec le temps. On aura
* = >^7=* =fà=(&+<&)=toco.--co't>.
La première équation intégrée donne
\/ hr*~+./x—k* — C
c = \/ h$2 -+- fx — k2 — g, on a donc
( h t -+- g) - l/hC+ fx-k2-, de là r>={ht^-ë)-^—fX = fiC+ 2 gt + S* (42)
Cette équation montre que r devient infini avec t toutes les fois que o; le mobile attiré s’éloignera donc indéfiniment du mobile attirant.
La distance minima est donnée par ht -\-g — o, si toutefois t est capable de la valeur — • Si h <^o, r ne sera réel qu’autant que
■vV—
ht -{-g — \/ /JL — k2 <o
ht g -\-\/ \jl — k2Y> o
ou
ou
et
\/ fJL — Æ’ (— h)
Aux deux va-
leurs extrêmes de l, r sera nul, sa valeur maxima donnée par t —
est égale à rr \/iï2 ^ ^ ^ - •
Si l’on'substitue la valeur de r en fonction de t dans la seconde équation de ce chapitre, on aura
dûù —
k.hdt
qui donne a> en fonction de t; l’équation (8 bis) donne r en fonction de œ. Ces deux dernières équations s’intégrent différemment, selon que l’on a fji — k2— o, // — k*Y> o,// — ka<C. o. Nous allons successivement examiner ces trois cas et discuter les équations résultantes dans l’hypothèse que le point d’attraction est fixe; il sera facile alors de s’élever au cas où ce point se mouvrait uniformément sur une droite.
Premier cas. Si yu — ka~o, on a r— — -j=r —t
dûo —
k .h dt
d’oùo; — 9 —
kht
kt
kl
(ht- \-g)' g(it-hg) gt-t-J" J (tVh^-é )
ad“=— £=dz,A'oùu— *) ou7 = >-' © (45)-
Les constantes introduites par l’intégration ont été déterminées de manière que pour / = o on ait r — §, u> — 9.
Ces équations nous font voir que si t croît depuis zéro jusqu’à l’infini, r croit depuis S jusqu’à l’infini, et co depuis 9 jusqu’à la valeur k k
•vl /—9-i — —9 -h 7T7=- Le mobile s’éloigne donc indéfiniment en ten-
dant vers une direction déterminée. La distance de l’asymptote, s’il y en
a une, au centre d’attraction sera donnée par la valeur de l’expression r (SJ, — a,) quand t devient infini; or on a
r(Aj — œ) = jy=[k — S\/h(a — Q)\ - J ~~ \7T‘
La trajectoire a donc une asymptote inclinée sur l’axe des x de l’angle
Je • • i i Je
•v|> == 0-h tt=, et distante de l’origine de la quantité — = •
Si on considère les valeurs négatives de t , r et w diminuent à mesure que t augmente en valeur absolue. Bientôt 1 angle ce devient négatit et s'approche de — oo; r diminue jusqu’à zéro, valeur qu’il atteint lorsque
/ — — — =Z — Si donc on compte les t négatifs dans l’avenir, le
mobile se rapproche rapidement du point d attraction, et fait autour de lui dans un temps limité un nombre infini de tours de spire, jusqu a ce qu’il l’atteigne; la trajectoire est une espèce de spirale hyperbolique. 36. Second cas. Soit p — T> o. Dans l’équation (43) nous poserons
Jü -t- g
Vp
doo —
u; elle devient par là
h du
\/ Je"— p O*’—1)
, d’où
ce
En déterminant la constante c de manière que l’on ait ce — 9 pour / — o, il vient
\{}it-pg—\/ p—Jc a) (g-h\/ p — Je*) \
[ [ht-+-g-+v p—k *) (g—V p—Je') i
\t(g — y/ p — Æ’) — t— eT’)
Cherchons encore l’équation entre r et pour cela, dans 1 équation
(8 bis), nous poserons | /{p — k^z^-^- h — \/ p — k .z u, ce qui la
transforme en dce = *=-; on en tire par intégration
Y p — Je'1 u
k \z k_ ^y\p-Je')zr+Ji-£zV-^jê
c ) \Zp-Je' { g-y/p-Je*
En passant aux nombres et désignant par e la base des logarithmes népériens, cette équation peut se transformer comme il suit :
V fx— h’
+ 4 1 / \jl — ka.z — — ka) z* -{- /t '■>
élevant au carré et mettant simplement nw au lieu de (&> — 9)
’inu nu
g— {/p-k^Ye -H 2hl/ ju — ka(g — \Zfx — ka)e — ^ h — ga—{fx — ka).
nu
Divisant par (g — [/ p — ka) e , il vient
nu nu
(g—\Zp — ka)e — (g-+- [/ fj. — ka) e +2^z\Zfj. — ka — o.
On tire enfin de là
Jz = -= — -1
— nu
nu
(#H- |/> — ka)e —(g—i/p—k^e ou bien
nu — nu /nu — n u\
~r " 2 ÆP\ 2 J
Cela posé, si h'^> o, la plus petite valeur que l’on puisse attribuer à t pour que r soit réel, est t = — — — ; pour celte valeur,
r = o,&j = — co. Si t augmente, r augmente également ainsi que u> ; quand / = o on a encore r = S, & — 9', si t croît jusqu’à l’infini, r croît de même jusqu’à l’infini , tandis que o> ne croît que jusqu’à
2//X-A' \g — Vp—k'J \/ fx — Æ3 \ à vh /
Pour avoir la position de l’asymptote, on cherchera encore lim. — et on trouve, comme précédemment, ^4 pour sa distance au centre d’attraction. La trajectoire, dans le cas de h 7> o est donc encore une spirale à asymptote, comme dans le premier cas.
Si h — o, on a g2 zzz p — Pet ra= 2 g l -h S 3 ■, cette expression est <T3
nulle pour l = — — et infinie pour t = co; le rayon vecteur passe donc
encore par tous les états de grandeur depuis zéro jusqu'il l’infini. L’équa-
— nu
lion (47) devient - = e ou r — < je.
C’est l’équation d’une spirale logarithmique ; elle n’a pas d asymptotes. Dans le cas de h < o , nous avons déjà vu que r n’était réel que si t
est compris entre — (ITh)
qu’il était nul aux .
deux limites et que son maximum avait lieu pour t — pour cette
aux
deux
valeur le(ona»=S + 7=T- ' C Ùrfe ") ’ " “ limites a = ± 00. Ainsi, à partir de / = o, le mobile s’éloigne du centre
d’attraction jusqu’à ce qu’il ait atteint la distance maxima r = / ^ __h ’
à l’instant t = à partir de ce moment il se rapproche de nouveau
du centre d’attraction, en décrivant autour de lui une infinité de révolutions dans un intervalle de temps égal , au bout duquel il
s’arrête. En considérant les valeurs négatives de /, on voit que le mobile s’est éloigné du point d’attraction dans une spirale tout a fait semblable.
37. Troisième cas. Supposons enfin p — k2 < o. Dans l’equation (45)
fl t | rr ^ *
nous poserons = u> et e^e ^ev^ent ~~ y/k”— p 1
En l’intégrant et déterminant convenablement les constantes, elle donne
m 6 = 7^37 ian8 -iTTTF-
ltdz
Ensuite l’équation (loi — — ■■ a donne par intégiation
03 — ô — — " - I arc Cos
\/ te 3 jU
z \/ tc“ — p _
Cos
\/km—p
SV h
d’où l’on tire
(49) - = Cosnœ —Jl Sin n «,
en écrivant encore n0 au lieu de (a — 0)
On a du reste encore l’équation (42)
r* _ 0l * -+- gY — p) m h
Cette dernière montre que l’on peut donner «à / des valeurs réelles quelconques comprises entre H- co et — 00, et /• ne sera jamais imaginaire; la distance r sera infinie pour / = ± co; elle sera la plus petite
possible quand / = — |, alors r3 = Ç = _ ~ * et M = ô -f-
fi h
y/k> p arc yanS — ~ ^7====^)L équation (48) fait voir ensuite que
si / augmente depuis o jusqu’à -f- co, la tangente k . croît depuis o B*-*- S" *
jusqu’à - et l’arc augmente depuis o jusqu’à une certaine valeur
que j’appellerai <r et qui est sa valeur extrême. Si t varie négativement depuis o jusqu’à — —, la tangente est négative, augmente en valeur
absolue jusqu’à 1 infini, et l’arc correspondant depuis o jusqu’à
A partir de la l’expression — ^ redevient positive , diminue en
valeur absolue; elle atteint de nouveau la valeur \/k‘~ ^ quand / - — ce, lare est alors a — 7 r. Les valeurs limites de sont donc
Il y a donc deux directions dans lesquelles le rayon vecteur devient infini; pour voir s’il y a des asymptotes, calculons lirn. r (\f/ a,)-
, , N /. k Vv— /A k r f
r{\-»)=T^-u--ç^^arctang— — J-pr=^
-arct -y
Cette expression devient oo X o quand on y fait i = co ; pour avoir limite cherchons //m. j/ ^-+- 1 . «rc tang - quand a; = co 5 nous prendrons le rapport des dérivées des deux termes de l’expression fraction-
arc tang— _
naire , ce qui donne 1/ — h- 1 = 1 à la limite; donc on a
1/ a - hx3
liw. r (4> - a>) = jt=*
V k* — fj. tv'k’—p
arc tang arc tang
YJ k* — fJ-
sa
Pour l’autre direction \J/, on aurait
. kr
lim. r ( — oc) —
/ x/k'—IX \
:\arc tanS g^-TT ~7t)
expression qui a la même limite p7=*
Donc la courbe en question a deux asymptotes éloignées chacune de
k . t . . , | / k1 — ix
la distance çgj du point d’attraction; la distance mimma étant y ^
quantité plus petite que pyp, on voit que la courbe est comprise entre les asymptotes et le point d’attraction. L’angle des asymptotes est
7 km
■vjy — \jy = — , ? 71 ■ — - ; il dépend essentiellement du rapport ~ 7
il sera d’autant plus grand que k2 — fx sera petit. Les asymptotes seront
parallèles quand p== = *'• si ceule MPression esl > 2’ le3 deUX
branches infinies se couperont une ou plusieurs fois, et en partant de t — _ 00, le mobile se rapprochera constamment du centre d’attraction, fera autour de lui quelques révolutions, dont le nombre dépend
de — — , puis arrivé à la distance minima il s’en éloignera îndéfmi-
y/ k 2 — fx 1
ment après avoir fait un même nombre de révolutions. Si enfin ka— p est infiniment petit ou nul, la distance minima sera nulle, et la trajectoire sera une spirale hyperbolique, comme nous l’avons vu dans le premier cas.
L’équation (4g) aurait pu nous conduire aux mêmes conclusions que l’equation (48); on peut la mettre sous une forme plus simple en chas-
sant le dénominateur et posant Ÿ^=£ = tangente <run ang,e auji.
liaire <y; ce qui donne
= S in
)jl/
k a — fx
|; or(i/ï^T7;tr+0='t/'
Celte dernière équation montre encore clairement que a ne peut va l ier qu’entre \l/ et ib — — .
La figure i5 représente la trajectoire du mobile dans ces différents cas; fig. 1 3 (a) convient au cas de /u — ka^ o, h> o;(£)au cas de b — o,
( c ) pour h <( o; (d, e , f) pour p — k1 <( o, selon que —y== est plus ou moins grand.
38. Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que le rayon vecteur augmentait avec t, c’est-à-dire nous avons pris le signe -f- du radical de l’équation (6); si on avait supposé que r diminuait à mesure que t augmente, il aurait fallu prendre le signe — ; on aurait eu dans ce cas 4/ g = — l/hr 2-r-^c — k\ g étant ici une quantité négative, égale à J {a Cos Q — b Cos ce), telle que l’on ait^V^) = 4- g. En
supposant alors bSincc <0, k serait négatif et diminuerait aussi
avec t; et le mobile, au lieu de s’éloigner du point d’attraction, s’en serait au contraire rapproché, et il aurait parcouru en sens inverse la même trajectoire. Pour ramener ce cas au précédent, il suffit de porter
dans le passé les t positifs et dans l’avenir les t négatifs. Si k est positif, on ramène le cas au premier, en comptant les en sens inverse de celui où on les a comptés dans le premier cas.
Quant à la vitesse du mobile, on a éq. (4)
vr-=h+ 4
Ainsi quand le point d’attraction est fixe, la vitesse est d autant plus grande que le rayon vecteur est plus petit; dans la cas de h = o, elle est en raison inverse du rayon. Elle est infiniment grande au point asymptote dans le cas de p — k2 >T o, et elle diminue, à mesuie
que le rayon vecteur augmente, jusqu’à 1 Z~h, valeur qu’elle atteint lorsque r — co; elle devient nulle dans le cas de h=o; et si h <(o, la vitesse
diminue depuis co jusqu’à valeur qu’elle atteint lorsque le rayon
vecteur est maximum r= ^ y' — = ; à partir de là elle augmente de nou-
veau jusqu’à l’infini. Enfin, dans le cas de /u — k2 <o, elle est la plus grande possible lorsque r2=y — ^r, sa valeur maxima estp;===; elle diminue ensuite jusqu’à 1 /h, valeur quelle atteint encore pour r — co.
39. Quand on cherche le coefficient différentiel ^ , on trouve que
les ordonnées maxima et rninima sont données par dr y-, du
■j- oin no -H r Los où — O,
ou en vertu des équations (6 bis) et (7): {ht -+- g) Sin ai -h k Cos a> o, équation qui donne
tang œ = — ou « = — arc Qang = ht^g)-
Ainsi, pour avoir le temps t, pour lequel la tangente à la courbe est parallèle à l’axe des x, il faut substituer cette valeur de o> dans les équations (44), (46), (48), ce qui conduit aux trois suivantes :
y -h «rc tang
ù'te-nty— *a)-t-<n __ 2^ _T* (/ (g— 1/^TZ.T3) + <T’| ~ °’
arc te"^ Ï7^ -+■ pp=x (W= T^jf) = o.
Il serait à présumer, d’après ce que nous savons de la forme de nos courbes, que ces équations admettent une infinité de solutions; mais si l’on applique le théorème de Molle , en cherchant combien les dérivées ont de racines, on trouve pour toutes les trois
te kh 1 h
ou -
2g,<-t-<f2 k? -+- (ht -H g) 2 ''' 'J<'1 r"1 ht* -y /a
équation impossible. La dérivée n’ayant donc pas de racine, on en conclut que l’intégrale n’en a pas plus d’une, dans chacune des trois hypothèses; qu’il n’y a donc qu’un seul instant, durant tout le mouvement, où la tangente à la trajectoire est parallèle à la droite OX.
Cette remarque nous porte à conclure que les révolutions ou tours de spire que le mobile fait autour de son centre d’attraction, sont à rayons vecteurs infiniment petits, et que dans un instant inappréciable le mobile parcourt un ou plusieurs tours de spire avec une vitesse infiniment grande.
Cherchons encore le coefficient différentiel du second ordre. Pour cela nous avons la formule
d2x dy d'y dy
d'x dt 2 ~dt JT2’ ~dt
dy â sdr\3 5
\dt)
qui devient, en vertu des équations (i) et (2) du n.° 5 :
dy
En égalant à zéro le numérateur de cette expression, on a l’équation y — ~ ’ qui détermine la position des points d’inflexion.
11 serait maintenant facile de s’étendre au cas où le point d’attraction s’avancerait uniformément sur l’axe des x; la trajectoire aura dans le cas des spirales («, b , fig. i3) la forme de fig. 14 (#)» et dans le cas de fig. 1 3 , (c) la forme de fig. i4> (b, c ou d).
La force d’attraction est de la forme R = p r-+- *40. Dans ce cas on a J R dr = 4 et l’équation (6) devient
dt —
rdr
OU dt =
dz
2 1/ — fj.z'-+-hz — k
en posant ru=z.
[/ — jxr^-^hr* — Æ’h-A
En l’intégrant, on obtient ^ ^
D'où r- = + Æn (2 , ,/- + C). (5o)
Cette égalité montre que le rayon vecteur ne devient jamais infini, qu’il reprend les mêmes valeurs lorsque t croît de ^7=; qu’il atteint
sa plus grande valeur r=|/^V>H lorsque 2 t\/p-b C= \
et sa plus petite r=| /h-\/h'+A iorsque 2 1 \T^ 4- C = ^
— . Si l’on a Æ2 — À = o,
l’intervalle qui sépare ces deux instants est ^ ■
la valeur minima du rayon vecteur est nulle; si k 2— A = le rayon
( Sîn — h r est nul à ces deux limites.
Vôm ” 1/4»-+-4/x(a-AV’
et
vecteur est constant. Enfin si k a — À <C o, r nest réel que lorsque
2 t y/jù -+- C est compris entre — arc Sm — ^
7T -h «rc
La constante C, qui a été introduite dans la dernière intégration, se détermine en faisant r = 3 dans l’équation (5o), ce qui donne 2 — h — -t- 4 y. (a — h ») Sin C , et par suite
Cos c— en fajsant ^A + A — Æa — u <J4 = JV2
g sera égal à (b Cos ce — a Cos 9).
En développant le second membre de l’équation (5o), on aura
r* =■ — Cos 2 t 4 -S*Cos 2 ty/ p-j- £77= Sin 2 t {/Je ou
r'=ŸCosHl/fi^^SiniVï*Cost\/p-± h-~^ Sin*i]/~{x. (5i)
Si maintenant on veut avoir l’équation entre ce et /, on posera lang t\Z/* = u, d’où dt — — ^ ys—î en substituant ces expressions
dans l’équation (5i) et dans l’équation (7), il vient
a (A — J'1 (À) m* — f- 2 g u— H J'2 /J. ^ h du
r= Ct d<U= 1/^(1 -+-«»)> desquelles on tire la suivante :
[h S"1 tA)u-1-\-Clgf\/ pu-Jt-P’ p
Cette équation s’intégre par arc tang si h — J2^ >g* ou si /c3 — A> o; l’intégrale sera algébrique si h — Sa/Ji = g!‘ ou /c2 — A = 0, et enfin logarithmique si k 2 — A o.
Si l’on cherche oo en fonction de r, on se servira de l’équation (8)
Jcdr
^ œ r\/ — fXj4-+-hr'~hX — k''
On pourra l’intégrer en posant r2 = —, et on arrivera encore à une
expression algébrique dans le cas de k 2 — A — o, à une fonction angulaire si k 2 — À<o, et logarithmique si k 2 — A o.
Nous nous bornerons ici à l’examen de ce cas.
CHAPITRE IV
Le mobile M est attiré en raison inverse du carré de la distance.
S. i-er
Équations de la trajectoire.
41. La force R étant égale à^,, on a J^dr — — et l’équation (8) entre où et r devient
fcdr
du —
ry/kr’-t- 2 /xr — £a’
ou en posant r — - ,
d où —
— hdz
k*dz
y/ h -+- 2 fxz — za En intégrant, il vient
où — -z 7— arc Cos ■
y/ {Je h fx*) — [k’z — fx)7
te z [x
y/ te h — )— fx 2
la constante te est déterminée par l’équation 9 — 'S. r — arc Cos-^-^======z-
En mettant pour z sa valeur — et la résolvant par rapport à r, l’équation (54) donne
te
+ y /Jj^UÉCos^—te)
Cette équation, qui est celle d’une section conique rapportée à son foyer, montre que la trajectoire d’un mobile attiré vers un centre fixe en raison inverse du carré de la distance, est une section conique dont
le centre d’ attraction occupe le foyer. — est le demi-paramètre de cette
courbe, et
iJ le rapport de l’excentricité au grand axe. Ce sera
tt
une ellipse si — ^ <C 1 ou si h <( o, une parabole si h — o, et une
hyperbole si h )> o ; «sr est l’angle que fait avec l’axe des x le rayon vecteur minimum ou le rayon du périhélie.
Nous avons ensuite l’équation
dt — rd-~ — , (6 ter )
\/ hr2-+- 22pr — k2
dont l’intégrale dépendra des arcs de cercle si h <o, des logarithmes si h > o, et sera algébrique si h — o. Pour l’obtenir, on décomposera le second membre de l’équation (6) de la manière suivante :
(àr-Pp) dr pdr .
h y/ hr2 -4- 2 pr — k2 h \/ h r2 -4-2 pr — k **
l’intégrale delà première partie est^— ^ — — ; celle de la seconde dépend du signe de h.
OU
yYhr'-pIpr — k 2
l(p-\-hr-\-\/ h\/ hr3-{-2 pr — h3). (57)
3° Enfin, si h = o, l’équation (6) se réduit à la suivante
rdr
dt =
V / 2 pr — k
:, quon peut intégrer par parties.
Elle Donc on a
donne f-—=~== — - \/ 2 pr— k3 — -,
J V^pr — k' PV r P %p
f- T" = (pr-+-kW2pr--k2 ' (5g)
Les trois constantes arbitraires r, r', r 11 introduites par les intégrations, se déterminent en faisant t — O , r—8, dans les équations 56,57, 58- Connaissant t et &> en fonction de r , on pourra obtenir y et x en fonction de cette même variable.
L’équation (55) donne
CoS (fi) — 72 ■) =
■fxr
f\//' tc^h—hfJ-
, S in
. h\/ hr*-h2/ji,r — te
(a) 72) r\/ lt’h-h ^
d’où l’on tire
(Æ1 — fxr) Sin rjff -+- Je Cos h r 3 -H 2 g,r — te
r Sin ce — — —
— fj,r) Cos — te Sin rss \/ tir 3 —H 2 fxr — te
r Cos a = , — V00'' ’
et par des calculs analogues on obtient
(k' — uJ)Sinù — tegCos 6 n (h* — f/.S') Cosd-hkgSinQ ^
ijm 72 jV/^-h/x-2 <Tv/ b* h-h y.*
g étant la valeur de r jt à l’origine, c’est-à-dire g — |/ — k a.
L’équation (5g) ou
yl/k'h-h (k2 — jwr) Sin 72 -h k Cos 72 \/ hC-\-2pr — k2
étant du second degré en r, peut être résolue par rapport à celte variable; connaissant r en fonction de y, on pourra, par des substitutions convenables, avoir l et x en fonction de y seulement. Mais nous abrégerons ces calculs en opérant sur des équations simplifiées par un changement de coordonnées.
44. Avant cela, indiquons un autre moyen pour résoudre le problème; celui qu’on emploie en astronomie pour calculer les éléments du mouvement des planètes et des comètes, et qui consiste à introduire une nouvelle auxiliaire, au moyen de laquelle on exprimera r, w, /, x,y.
I/' Lt2 | Je* h Je2,
i.° Supposons d’abord h <^o, posons — — ^ ^
d’où ft — — (t — A, ce qui permet de mettre l’équation (55) sous la forme h' h
r — A(1~ËP — . (6i)
h E Cos (& — <sr
•'dr
L’équation (6) devient alors dl — — — — ; on y fera
^ y/h'y/^Z' — (A — ry
A — r—AECosu, ou r = A(i — ECosm) (62),
et il vient dt — —= (1 — E Cos u) du, équation qui donne par intégration
t — T = ( u — E S in u). (63)
La constante T exprime le temps écoulé depuis l’origine jusqu’à l’instant du passage au périhélie ; car pour ce point on a u — o.
En égalant les deux valeurs de r dans les équations (61) et (62), il vient
^ , v Cosu — E
Cos (»— ™)=f-ËCosu’
d’où l’on tire
Cos<&(Cosu — E) — Sin^r\/ 1 — E *.Sinu Sin <5, (Cos a _ E) -H Cos ^ y/ 1 — E’. Sin u .
Cos tu — 7 rrp , oinao — j r 777 *
1 — L Los u 1 — E Los u
En substituant ces formules dans les valeurs de y et de x, il vient
y — A Sin -Z3- ( Cos u — E) + A|/i — E2. Cos ■zc. Sin \
x — aï H — 7=1 (u — ES in «) + A Cos -sr ( Cos u — E) — A[/ 1 — E2. Sin •ar Sin u • V p
Les équations (63) et (64) peuvent servir à déterminer toutes les circonstances du mouvement.
Si h <0 , on posera ^ — A
A (E9 — 1) ,, , . //y\ 1 1. r dr
r — 1 — p-73 — -, r \ 1 équation (o) devient dt — — — — — — .
1+E Cosip — my M v/Â\/(r+A)’-A’E’ ’
pour l’intégrer, nous poserons
= E, et on a
r + A= AE .
et il vient
ou
rdu A ( e -h e ]
dt=ÏT = Ï7\E — 2 ujdu,
dont l’intégrale est
T' est encore l’époque du passage au périhélie.
La comparaison des deux valeurs de r donne ensuite.
Cos (ûù — tb)
e -he
équation de laquelle on tire les valeurs de r Cos oo, r Sirico , et l’on a encore pour résoudre le problème, outre (66), les équations
A Sin ht\ E —
— A y / E1 — 1. Cos ht-
^ u — ) H- A Co s ht (E ^ )-f-A \/ E* — \-Sinnr ■
r dr
Cos (a — ht) V/2jUr — k*ê
Si on remplace r par sa valeur dans l’expression \/ 1 fj.r — Æ2, il vient
r dr
fit —
k tang \ (u — ht)
; posons tang - {u — ts) — u, on aura
df.
r dr Æ’fl-t-M*) , k'1 u , . , k3 , » ,
t— —— , r = r , dr— — du , et par suite dt — ~ — f î — |— u2)du,
ku 'Z /JL fJL 1 Z/jl* '
d’où l’on tire par intégration t — T — J,
La plus petite % périhélie, il vient
La plus petite valeur de r est ^ ; désignons par D cette distance
et<— T=-^r(u-hs)-
Vy
De l’équation tang ^ — z ?) — u, on tire encore Cos &> et Sin &> , et
on obtient finalement
I'y — D Sin -ar(i — u2)- h 2 D Cos <sr. u j
x — «T " -+- + ^ H-D Cos ■ar ( 1 — «*) — 2D&Vï'z<j-j ^ ^
Sans entrer dans la discussion de ces formules, revenons à la méthode que nous avons commencé à suivre dans les numéros précédents.
45. Simplification des équations par un changement de coordonnées. Nous pourrions prendre pour origine des temps l’instant du passage au périhélie, mais les équations de la trajectoire se simplifient davantage si nous suivons le même mode de changement de coordonnées que dans
dv
le chapitre IL Résolvons d’abord l’équation ~ — o, pour reconnaître
si, dans tous les cas, ce changement est possible.
L’équation ^ = ~yfSin 00 -h r-^ Cos &>, devient en y substituant pour
■T-» r Sin a>, Cos œ leurs valeurs :
atat 1
dy te Cos ira (hr y) — y Sin hC -f-2 yr — h 1
dt r \/ k*h -4- y'
En égalant à zéro le numérateur du second membre, il vient
(, hr 2
d’où l’on tire
- 2 yr ) (k* h Cos^'&r — y* Sin2- ar) -+- k2 y2 — o ; ySinrs l / k%h-\-y 2
h h r y* — (fc’k-y-y*) Cos*<zr
Cette expression n’est réelle que lorsque
Cos2tz^> o, ce
qui arrive toujours quand h <0, et quand h — o, c’est-à-dire dans le cas de l’ellipse et de la parabole; dans le cas de l’hyperbole cela n’a lieu que
lorsque h est inférieur à ^ — — •
Supposons cette condition remplie, et cherchons les valeurs de la vitesse initiale bx et de l’angle 0, correspondantes aux données initiales pour ce nouveau système de coordonnées. D’abord nous avons trouvé pour la
distance initiale èx deux valeurs ; mais c’est le signe supérieur du radical t^u’il faudra évidemment prendre.
On a donc
^ P; j \/ k2 h -)- y? . Sin <rg y , E Sin <m ^ ^
h ( \/ y2 (Æa h -4- y2) Cos1 l/ 1 E2 Cos2 ^
expression qui pourra se mettre sous la forme j __ — y{\ — E1) _ k2
h\/ 1 — E2Cos2 (E Sin 'ST + l/l — E 2Cos2 'Sr) E2 Cos2 (E Sin >m 4- / 1 — E2 Cos2 nsy)
Dans le cas de h — o, on a E“ i,t- = D, et il vient
Sin2
Pour avoir (5,, on se servira des équations (5g) et (6o), dans lesquelles on mettra A à la place de r, et - — ^os.™ à la place du radical
1 fJL OUI <7tT 1
1/ h r2-\- 2 y r — Æ2; il viendra
Cos 6, = — Cos *zz — — E Cos
^ — $'l(y2Sirilnsr — \2hCos2'tz-) «f, y 0 ^ ^os '3r) i / — —
0 1 O I TX \j , — , - ■ — t~i p » — [/ 1 ~
<f, ySm^r \Zk'h-\-y2 E6i«^
EaCosa,Zër.
Dans le cas de la parabole, E = î , les deux angles 0, et 37 sont supplémentaires.
T • 7 • , dy
La vitesse o,, au point ou -jj = o, est
bt — — ( Cos do V ' h- r3-f- 2 r — A:3 — kSinoî ).
En éliminant le l/ entre cette équation et celle qui donne
dy
-jj — o, il vient = a — rsinû'> ^ans ^aclue^e on remplacera r par ^
et Sinon par Sin 0, — \/ i — E 3 Cos 2 -37, ce qui donne pour la vitesse
à l’origine
b , = a — ^(ESin^z-hy/ 1 — E 2Cos33r). (73)
_ j 2 ySinmr kSinmr
Dans le cas de E = 1, on a b, = a — —a 7- — .
Les autres constantes que nous employons sont h — a 2 — 2 ab Cos y -+- b 2 j
k — $ (r/ Sin 9 — b Cos oc ) g — [b Cos ce — a Cos 9)
liées entre elles par la relation : g ■=. \/ hè2- 1- 2 // $ — k2 ou h$2-+- 2 fx§=g2-\-k2. Elles deviendront par les changements indiqués :
k, = S, Sin 9, (a — b,) g, = — $ Cos 9, (« — bt ). Ensuite on a k, (k, Sin 9, — g, Cos 9,) — (T, fX Sin 9, fcT, (« — &,)1 — Sin 9, (h, S\ -+- fx) Stn 9,
Sin 72 =
<T, l /kS^-h/j?
| /kSh'-hfx'
kt (fct Cos 9, -+- g, Sin 9.) — cT, ^ Co-fâ, fx Cos 9,
605 ^ = j“jÆ “ “ ü7f^7’
46. Cela posé, nous remplacerons dans nos formules $ par $lf b par bn 9 et ce par 9,, y par o, y par y Sin 9t et x par x -t- y Co s 9 et le tout sera rapporté à un système d’axes obliques faisant l’angle 9,- L’équation (5g) donne ensuite
ySinôt \/kt 2hl-k-fx2 — ( k ,a — /. /.r)Simx = k^Cos 72 \/ hxr2-\r‘i [xr—ky. (74) Élevant au carré, il vient, en ordonnant par rapport à r et en supprimant les accents superflus :
r Xy.’Sin ’vr-k ’hCos V) +2/*r (fSinwSinS, V'k^h+^-k ’) -hr ’ (f* M-fr ^Sin % -2fr ySinsrSin S, v'J^kÏÏi-^k 0
En mettant ici pour 72, k, h leurs valeurs, réduisant et divisant par Sin2 9,, il vient H 3 r H- 2 y. r [y [«T, (a~b, )=-//] - <f, \a~l, ) aj 4- (/« *4-fc %) - 2/, =(«-4, ) ySin ’S, [J1, («-&, ) ’-/<] k ‘ (a-b, ) 1 Jïn’fl, =0.
Cette équation peut se mettre sous la forme \^r-+-y[S',{a — b,y—tx}-C'(a — b,YŸ = «T,* G» *9, (a — £,)’(./ — (« — *,)’]
D’où l’on tire
/xr = (Tia(a_iI)2-j[J'J («—*,) = — ± CCosQ, (a -b,) — £ (« — *,)a] (y5)
Celte valeur de r nous fait voir que dans le cas de h<yo, y sera
l — jyi si h = o,
toujours compris entre d, et — ou
y pourra recevoir des valeurs depuis jusqua — co , et enfin si
h )> o, y peut recevoir toute espèce de valeurs excepté celles qui sont
comprises entre S, et <J, +
Pour trouver la valeur de x en fonction de y, cherchons d’abord
r Cos œ ; pour cela 3ans l’équation (60) nous ferons successivement
, . — ; : r, ySin&J[/'k'h-4-fx* — (Je* — fxr)Sinvr
h\/hr -f- 2 jxr h = ^
Sin vr X/fjf-i-teh = [«P, (a — b y — fx] Sin 9, , Cosvr \/ [x*-4-k*h = — /xCosQ, , et il viendra
^ ySin'Q, [<f, (a — by — /x] — (£,2 — fxr)
r Cos « =
Or k^—lxr=y[S',{a—by-y\ — y(a—by Cos’Q, zp <T,CW9, («-&,) !/(<?,— y) [J', (a—, by—, hy\
En substituant et réduisant, il vient
r Cos CO = C^2- k2 (a - b, y-y [«T, (a— dz S'[a~b' y/ (S', -y) [£,{<*- by - hy\
Il ne reste plus maintenant, pour avoir l’équation de la trajectoire, qu a substituer la valeur de r dans les équations qui donnent /, et puis substituer la valeur de t dans l’équation
x — ai H- rCosco — y Cos 9,, ou
X - at-\- ^ Cos 9, («T, —y){a—b,) ± \Z\S~, — y) f<r, (a — by — hy~\ (76)
ix ( )
Trajectoires dérivant de la parabole.
47. Supposons h— o, ce qui donne 2// = (j) ( a — Æ,)a. L’équation (7 6) devient
x = at- h 2 (l —y) CosQ , ± 2 \/\ (<£ — y). (77)
Ensuite l’équation (58) donne
11 _ (y pt
(Æ, 5-j-/jlr)v/2 fxr—k^—g, [k, ’H-juJ) ) _ (*, ’+^r) 9, -(*, g, k, Cos vr{k, ’-h/xf, )
3 y 3 y k , Cos vr
. cT, (a — b,)3
Mais pr — -1^— - — —
ai, —y±iCos6, |/i, (S, — _y)|
kr=i^=±r.3l Sin26t
SiriTiu — SinOl , Costa? — — Cosô En substituant et réduisant, il vient :
-2} 4 S, Sin ’ 9- j+2^9, [>, Cos B,± \/j) («T; -j) j J («T; Cos 6, d= v/«T, («T, -y)) +2^, 6, (1 -+-2 ^ ’ 6, ^
3cr,(a-è,)
expression qui se réduit à
„ (A— -4-2(j — 4‘fN.) , /TTf Â
/-“2 —mr~ -ÏÏM=K) VI W-r>
En mettant cette valeur de i dans l’équation (77), on a l’équation de la trajectoire
La trajectoire est donc une courbe du troisième degré, qui a pour diamètre des cordes parallèles à l’axe des x, la droite
2i, Cos B, (J", —y)
Ce diamètre sera l’axe des y toutes les fois que l’angle 0, est droit, c’est-à-dire que le rayon vecteur du périhélie est perpendiculaire sur la droite OX; ce sera encore l’axe des y quand la vitesse b , du mobile à l’origine est nulle.
La courbe coupe son diamètre au point y — sur l’axe des y; en-
suite au point y — — . Ce point n appartient a la trajectoire
qu’autant que l’on a ( i4- ^ ^ ^ ^ 0u bt <[ o. Dans ce cas la
courbe aura en ce point un point multiple ou un nœud. Ce sera un point isolé si bt o.
En différentiant l’équation (78), on obtient
ff _ _J_ 2 b , Cos 6, , U,+a (C —y) dy ~
dy'
a — bt [a — bé)V S,{S,—y)'
2(« — bt)Vt> (<T,— y)*‘
Getie dernière équation montre que si bx > o, il y a des points d inflexion pour y = ^ ; si &, = o, les points d’inflexion se changent
en un point de rebroussement situé sur le diamètre au point y — J, , car alors | =±(/^.
48. Ainsi nous avons ici trois genres de courbes selon les differentes valeurs que l’on attribue à bx. Si bx est très-grand, la trajectoire a deux points d’inflexion pour la même ordonnée; ces points d’abord situés a une très-grande distance au-dessous de l’axe des x, s’en rapprochent peu à peu, à mesure que bx se rapproche de a. Si bx — a, la trajectoire se réduit à une parallèle à l’axe des x; mais dans ce cas la force d’attraction est nulle; le mobile ne doit donc pas quitter la droite sur laquelle il se meut. Si bx < a, la trajectoire s’infléchit de nouveau des deux
côtés du diamètre, et les deux branches se rapprochent d’autant plus
. 2 b, Cos 0, , .
que bx dimiminue et tend vers zéro. Le point x — b _.a~ ou le diamètre coupe l’axe des a’, est du côté des x négatifs tant que bx Or si l’angle 9 , est aigu, et du côté des x positifs si cet angle est obtus; le
contraire a lieu si bt a.
Si bx = o, l’équation de la trajectoire est
x 3 VJt
Cette courbe se compose de deux branches convexes vers l’axe des -y, et qui vont se rencontrer sur cette ligne au point y - où elles forment
un rebroussement du premier genre.
Enfin si bx < o, la courbe a un nœud , sans point d inflexion ni de
rebroussement; le point multiple a pour coordonnées
6&,’<r, Cos B,
y = fl 5 * - a [a -K) ;
il est sur l'axe des x, si b, = — f ; il se trouve au-dessus si b, > et au-dessous si b, <- f; U s'eu éloigne d’autant plus que b, s'ap-
proche de — co. Le diamèire coupe l’axe des x toujours du côté des x positifs, si Cos 0, O; se confondant d’abord avec l’axe des y, celte ligne s’incline de plus en plus à mesure que bt augmente en valeur absolue; à la limite, bt= — co, l’équation du diamètre est
x — 2 Cos 0 , (^, — y).
Supposons ô, = it: oo, la trajectoire est, comme nous avons vu, une parabole ; son équation est
•r — 2 Cos 0, (l —y) ± 2 [/^ (l —y) .
Son foyer est l’origine même, et son axe est la droite x= — zCosQ, y. Son sommet a pour coordonnées: y — J, Sin * Qnx = — 2$lCosQl Sin 30,. L’angle 0, est du reste, comme on a déjà vu, le supplément de l’angle que fait l’axe de la parabole avec l’axe des x. Le paramètre de la parabole est 4 Sin 20,. Nous retrouvons donc ici les conclusions que nous avons tirées dans les numéros précédents.
Pour construire la parabole, on n’a qu’à mener, fig. i5 («), l’axe OY' faisant avec OX un angle égal au supplément de 0,; puis on mènera OZ perpendiculaire à OX jusqu’à la rencontre de la tangente en F, OZ sera J, iSm0,.DeZ on abaisse une perpendiculaire sur OY', et on a OA = S, Sin* 9,.
Pour les formes des différentes courbes discutées ci-dessus, voyez la figure (î 5).
49. Quant à la vitesse, nous pouvons la déterminer au moyen des équations (70); on en tire dy
~r — 2 D (Cos 7zr — u Sin 73)
du
dx
dt
du — a du — 2 ® (M Cos 73 -h Sin ,2«r) > d’où
dt Ü1/2D.
Tu = — ('+“)
dy V'lp ( Co s rre — u Sin rts)
dt ~ K D (1
dx _ ^ K2 /x(uCos rsr-^-Sin ^nr)
dt
OU
v — d (i -t- «’) i/o (i h- «q (u C°s ■+■ &n w) «3; u étant égal à iang'- (<y — 73), ou tel que D (1 -f- u2) — r; V 2 — a 2 — j- " (jA—-aJcSin ur) ‘lu. ah Cos
mais — Sin(u> — w),
par suite
„•= a‘+ ai<)S12' [, + to(,-,)]
— 2 Cosa^(co — 7ü-) — i 4- Cos ((w “ar),
« Æ Co^ /jër
5ïn (û> — ot). (8 1 )
, , 2^ _ 2 ^ Dans le cas de la parabole, a = o, et on a î? — jwj— — j — — .
la vitesse dans la parabole est donc en raison inverse de la racine carrée
de la distance; elle est maximum au périhélie, et elle décroît jusqu’à zéro.
Pour connaître le maximum ou le minimum de la vitesse dans les
autres trajectoires, différentions l’équation (8i), il vient
vdv a h Sin <sr — /a 0. , a k Cos qs -, . \
Sin (<y — VT) f. Cos — 'ST
En égalant à zéro cette expression, on obtient la formule
ah Cos qs
lang (a — nr) =■ -r~êv~ 1
n \ ' akomqff — /a
qui donne les directions dans lesquelles la vitesse est la plus grande ou la plus petite possible; elle montre qu’il y a une direction pour laquelle la vitesse est un maximum, et une autre, directement opposée, pour laquelle la vitesse est un minimum :
ah Cos qff
i.° Quand on a Sin (a» — -zzr) = —
Cos (fi
-sr — H
\/ [a 2 — 2 ju a h Sin qp -+- a7 h’
— ah Sin u . ,
= , il vient
l /id.
et
f» » , Z*' v — ci H
-ah Sin qp — t— ^ 2 — ‘la h Sm q& -4- a’’ h7
qui est la vitesse maximum; le rayon vecteur correspondant est
/a — ah Sin q& •
14 îd.
2.° Quand l’angle (® — *r) est égal au précédent augmenté ou diminué de deux angles droits, la vitesse est un minimum, sa valeur est donnée par IA — ah Sin q& — \/ /a2 — 2 ah Sin q& H- d1 h7
Au périhélie, c’est-à-dire quand & = le carré de la vitesse est égal
» _ 2 (ia — — (lh Sin -, . I a II a
a a -\ — ^ -, valeur comprise entre v et v .
Quand l’angle &> tend vers une de ses limites, -zü -f- 71, ou -ar — 7 r, la valeur de v se rapproche de a.
Ainsi, en regardant les différentes vitesses comme ordonnées d’une courbe dont les abscisses croîtraient proportionnellement au temps, cette courbe aurait une asymptote parallèle à l’axe des abscisses séparée par une ordonnée égale a a; elle s’étendrait au-dessus et au-dessous de cette ligne des distances v1 etv".
La vitesse ne peut être nulle que quand on a u — oc , ou r = ce , ce qui a lieu dans la parabole, ou quand on a
D«a(i -f-Ma) H- 2{fjL — ak Sinrsr) — 2 u. ak Costs — o, d'où l’on tire pour u une valeur réelle dans le seul cas de 2[xSin'zx — uk — o, c’est-à-dire b, — o; or dans ce cas les circonstances du maximum sont
Sin (1» — - 7z) — — Sin 2 “sr ) ,
> d ou où — — "ar Co s ( ûù — 'ZS )— Co s 2 ■ST )
v'* = aa- h- £ Cosavr = a"
-JT Sin '&> H — r— , d ou v —
k kr k oui '
1 —f— CoS 2 <7tT CoS 3 rÇu ^
et les circonstances du minimum sont
Sin (où — ’zs) — Sin 2 1 s Cos ( où — us) — — Cos 2 72
ensuite v — 0 ,—a — Sin 2-07 — 0 ■ r— t- — o,-
k 7 oin 2 <w
Dans ce cas particulier, la vitesse, nulle au point de rebroussement, augmente donc continuellement et se rapproche de , valeur qu’elle n’atteint qu’à l’infini.
Où
Trajectoires dérivant de l'ellipse.
50. Dans le cas de h <^o, c’est l’équation (56) qui nous donne la valeur de t. Pour déterminer la constante r , faisons-y t — o, r — |/— h* 1 r*-\- 2 fxr — k* = g, , ce qui donne g. _
fx s. fX — ti S',
r — — ^7= arc Cos ,
r h' k'y/h' Vix-’ — k-K
et la valeur de t sera
j v/ ^ r ^ tare Cos -^7
■ h' r „ ix — A J',
— — arc Los — .
y/ fx'—k’h' y fx’—k'h
Appelons /3 et a les deux arcs qui entrent dans celte formule, on aura ^ / r\ n (/*-W.)(/*“A'r)-% l/-Ar- + 2/*r-i*
Cos (3— g) -fTITTT •
Faisons maintenant
^ 7 — — — — ySinQ, ( [X ’■ — A3 A') — (A3 — fxr) Sinüt ( [X — A (T,)
l/— hr'-\-ï[xr — k = '*
ainsi que les autres substitutions nécessaires, il vient successivement
jx (/x — A'C )(/x — AV)h- A'[j(/x’— A*A') — (A’— /xr) (jx—A'Oj
Cos (3 s) = yU,(/x’ — A7 A')
Cos (3 — g) = — ou 3 — g = arc Cos .
Ensuite
_ y^-^h^-^-^ifx-h^-^a—KYCos^, fx _ ^ ^ /x— A'(J,-j)
Mettons pour /P — /xr sa valeur calculée précédemment, il vient pour le premier terme de t : j
h' y ( — A'Jp-t-S — A’)— A'cT, \a—b,y Cos’S, ± S, ( a—b,)Cos 6,{fx— A'J;) (tf,— A,pj
A'cf, /x (« — A,) GW 0,
En effectuant toutes les réductions, on aura finalement
-h'I {a-b,)CosUS',-y)±{lx-hi\)\/ Y+h’y\ /X_ arc c. _:ix-hy,-y) ^
1 — h!» 4 Al/*' IX K
Substituons cette valeur de / dans l’équation (Jt6), nous aurons P équation de la trajectoire
X—-^-^-^rcCos=^~-~~-^ — } b' (a~b- w_r)jA^(4fJ^j(83)
51. Le premier terme de cette équation nous fait voir : i.° que
fx — h! (tT, — y) . A . , , , . r,
— doit etre compris entre -f- 1 et — 1 , de la y <( d, , et
yj> S, — Ouj^> — ^ h' ^ ’ ce clue montre ^u reste aussi le radical
du dernier terme; 2 .° que x croît indéfiniment et que les mêmes valeurs de y reviennent périodiquement , et enfin que l’abscisse d’une période
2u7TO , 1 . . 1 • m 2fX7T , .
est x — jTÿ-, > et le temps employé a la parcourir 1 — ; cest la
durée d’une révolution du mobile dans l’ellipse, le centre d’attraction étant fixe. La trajectoire dans le cas de h' <^o est donc une courbe indéfinie dans le sens des x, limitée dans celui des y , composée d’arcs superposables et décrits tous dans des temps égaux.
Un arc donné par son cosinus ayant deux valeurs dans une période d’une circonférence, il faut voir laquelle de ces deux valeurs il faut prendre pour le premier terme de l’équation (83) avec le signe 4- du
• • dx
radical, et laquelle avec le signe — . Pour cela nous chercherons — , directement avec et puis au moyen de l’équation (83), et nous
comparerons les deux résultats ; pour plus de simplicité nous supposerons b , = «, ce qui donne le = o, h1 = ^ , Sin ts — — Sin 9, ,
CoS “ST = CoS 9 .
Or l’équation (74) donne pour ces hypothèses
. , dy dr \/ — AV1 +2ur \/ — h' r1 -+- 2 uy
= r, d ou -y- — — = — = —
dt dt r y
dx
et l’équation (76) donne x~at, d’où -7- — a ; il vient donc pour ce cas :
dx
dy
ay
dt
a\/ cT,
L’équation (83), pour les mêmes hypothèses, donne
aVJ.
^ 2j — <T, — arc Los — r — hVh'
Différentions, il vient
dx 2 a fx a \S <T, — 2 \y
dy~^ h! \/H v/cT2 — (2j_Jxi)2 l/ V 2V/>(JN.— J) ’
Ici le signe supérieur — du premier terme provient de la plus petite valeur de Y arc Cos, le signe inférieur -f- de l’autre valeur; pour le second terme, on a maintenu l’ordre des signes; en réduisant, il vient :
dx cT. aVC (T, — 2y 2t/2^|zp(<r, — 2j):+:jy|
dy ~ 2t/v ' Vy(tt -y) 2 VTp Vycs.—y) ~~ a vT, ( V y — jr) r
Cette expression devant être égale à a [/Jj ^ , ^ ^aut tîue s en
aille au numérateur, il faut donc prendre le signe supérieur de l’un des termes avec le signe inférieur de l’autre. Ainsi c’est le signe — du radical qui devra être pris avec la première valeur de arc Cos, dans la valeur de x, et le signe -4- avec la seconde.
52. Cherchons maintenant en général les coefficients différentiels
cL oc d ^ oc
— , -i — , au moyen de l’équation (83), en nous rappelant qu’avec
dy dy 2
., il faudra mettre
d.arc Cos
dy ' dy
Pour abréger, posons bt ( a — b,)2 H- /u (a — 2 b,) = M; la différentielle du premier terme de x est
« 1 _ ± a fj.
b'l^^.-y)[b'y-h^-by]
et celle du dernier terme :
2 K y l / (c), — y) \h' /x- 1- «T, (ffl — ) ’] h' fx \/ id.
les deux doubles signes s’accordant, on peut réunir ces deux termes, et l’on a
dx b, S\ {a — b,) Cos Ôi ^ M [/x — tT, (a — b ,)* — h'y] -4- afx*
dy ~ + fx h',x \/ (S, —y) [h'y-+-é\ ( a—b,ÿ ]'
Le numérateur du dernier terme devient successivement :
(a y— h'^b') — <T,(a — £,)’ } -Jt-ay'‘ — Wi'jr = (a y. — h' S, b,) (h' S, — y^ay1 — Nh'y=
h' { 4 y (a + b, ) — A'<r, = [j; (a — 6, ) + p] — My j .
Il vient donc enfin
(a — bt) Cos 8, (T, (a — — &,)-(- /a} — («/* — KW,)?
dy
cL X
Cette équation fait voir que ; oo pour y = S, et pour y— h, }
dx <T,(a — £,)
rr= h~
excepté dans certains cas particuliers que nous allons examiner.
Pour que ^ se présente sous la forme ^ avec y = ^, il faut que
l’on ait ^I(a—bl)^,b,{a—bl)-\-fj^ — {ap — h'<$,b,)h — o ou = o , ou bien b, = o.
Or si b , = o, on a
dx
dy
a\ / S', — y \Zh!y-yS'xa^
et si on fait ici y — on trouve ~ O, car 4'^ -h $ a* = 2 p. Donc: i.° Lorsque b, = o, la courbe a, aux points y =. <£, ses tangentes
parallèles à l’axe des y : elle y présente un point de rebroussement.
Pour que ^ = -jj- au point y — — ^ , il faut la condition
h! ( a — b,) bt (a — b,) -+- p~] H- (a p — h' J, b,) (a — b ,)2 = o, qui peut s’écrire S, p (« — b, ) j h! -+- a {a — b, ) j = o.
Elle peut être satisfaite de deux manières : en posant b, — a-, dans ce
* = T ]/^aTC Cos ^ïr ±a^èï
Cette courbe a la forme d’une cycloïde rapportée à sa base; l’ordonnée minimum est nulle, c’est un point de rebroussement.
cas on a
et
On peut encore poser h' -\-a(a — bt) = o ou 2ju-f- £,)=oj
alors le numérateur du second terme de devient
dy
7<?« {a—bt)\l (a — A,) — »/) , et le second facteur du radical
En supprimant les facteurs communs aux deux termes des fractions’ qui composent la valeur de ^ , il vient
P=-aco,t.±y£i—K)-*-
Ainsi, dans le cas de h) -+-«(« — b^) — o ou 2^ — — (a — Æ,)^, la tangente aux points y — — d - est encore paral-
lèle à l’axe des y. Comme cette valeur de y est négative, on a bx a pour ce genre de courbes.
Nous pouvons séparer dès à présent trois cas particuliers : i.° bx — o; la courbe présente un point de rebroussement aux ordonnées maxima y — ■
2.0 b, = a-, il y a des points de rebroussement sur l’axe des x.
5.° h! -h a {a — b,) = o ou 2 p = b, St (1 b , — la courbe a un
point de rebroussement aux points minima y — — .
Ces trois cas sont les seuls où la tangente aux points maxima ou minima n’est pas parallèle à l’axe des x.
cL ^ oc
Passons au y—i . Nous poserons encore
M = a/x — h' iï, b, — J, b, (o — bt )2 -h p (a — 2 bx) et N = J, ( a — b,) {£ b, (a — b()-\- /x\, et nous aurons à différentiel-
Il vient :
— M kV, — 7) j H-J1, (« — &,)’} — (N — Mj)
h'S\ — cT, (a— i,)*_2A> 2 |/ id. ~
dy * _ A* Pi—, y) l Â>-t- <T, (a — ) * j
= - M (<T, -j) [A>-kT, (« - *,)’ 1 - (N - M J) { y, — (T, (a - *,) ’ A>}
p i^—yV { A>-+-«r, (a— M’iT*
Au numérateur, le coefficient de y2 est nul; celui de y est :
4- M $ [(a-^)a-A']-+-M {p-SXa-b.y} H- N h' ou bien M jj, (a, — b,)3 — /x j H- N A', expression qui se réduit à -+- a p3-,
et le terme indépendant — M<ji3(a — b,)3 — N \p — S, (a — £,)2|, ou - (M l - N) 4 {a - b,)3 - N/lc,
qui devient successivement p^fbfa — b,)3 — I\J = — p3$t(a — £,). Donc on a
dr \/V.-y)s\h'y-+t,{a-b,yy ^ )
Si nous égalons à zéro le numérateur de cette expression, nous aurons l’ordonnée des points d’inflexion, s’il y en a:
Cette valeur devra être comprise entre les valeurs extrêmes de y; il faut donc
i. <4 ou è, > o;
Si b , a, cette condition se réduit à
h! -f- a {a — bx ) <( o ou i,>aH .
Si b , < «, elle donne b, <fa - h -, condition renfermée dans b \ < a.
Les courbes représentées par l’équation (83) auront donc des points d inflexion, si est compris entre o et a, et entre a H — et l’infini.
54. Voici donc ce que nous pouvons dire de général sur les diverses formes de la trajectoire dans le cas de — h — K > o.
Les courbes sont composées de branches superposables qui se répètent
périodiquement; l’arc d’une période a pour abscisse •
Si l’on donne à a une valeur déterminée, positive, tant que bl <o, il n’y a pas de points d’inflexion, ni de points de rebroussements; les courbes auront des points multiples ou des nœuds. Voy. fig. 1 6 (a), (b).
Si bt = o il y a des points de rebroussement au-dessus de l’axe des x, aux points j = <J,. Voy. fig. 16 (c).
Si b , est compris entre o et a, il y a des points d’inflexion situés
au-dessus de l’axe des X] leur ordonnée est Voy. fig. 16 (d).
Si b, = a, la courbe ne s’étend pas au-dessous de l’axe des x; elle a des points de rebroussement sur cette ligne. Dans ce cas les deux mobiles se meuvent de manière à rester toujours sur une droite parallèle à l’axe des y; cary = r. Voy. fig. 16 (y).
Si b, est compris entre a et « -h il y a des nœuds tournés en sens
contraire de ceux qui ont lieu pour b, < o. Fig. t6 (/).
Si b, — a — i — — , la courbe a des points de rebroussement aux points où l’ordonnée est minima,y = — — — . Fig. 16 ( g ).
Si bt ]> , on a encore des points d’inflexion, mais situés au-
dessous de l’axe des x. Fig. 16 ( h ).
On a ces différentes courbes selon le rapport des valeurs qu’on sup-
pose à b, et à a. La valeur particulière bt — a- f- — varie avec celle de a ,
et les intervalles, ci-dessus indiqués, dans lesquels la trajectoire affecte ces différentes formes, varient également avec a. On peut regarder a et b, comme des coordonnées; soit (fig. 17) OA, l’axe sur lequel se comptent les valeurs de a et OB l’axe des bt. Menons OC inclinée à 4 5° sur les
deux axes; la droite OA aura pour équation bt — o; la droite OC pour équation A, —a , et OB sera la droite dont l’équation est a=oou A, — co. h'
La valeur b, = a -f- — représente une hyperbole dont les asymptotes sont les droites a — o , b, = a, c’est-à-dire les droites OB, OC. Puisque
h! — — (a — A,)*, l’équation de cette hyperbole résolue par rapport
à b, est b, — % — y -h • Cela posé, considérons une valeur quelconque de a, par exemple a — OK; cela revient à considérer la droite GN parallèle à BfOB. Sur la partie GK, b , <o, et on a les courbes du premier genre, fig. 16 ( a ), (A); sur la portion KL, A, > o et < a, on a
des points d’inflexion, fig. i6 (d). Sur LM, b, a et <7 a H- — , on
a les nœuds, fig. 16 (f)-, enfin sur MN, A, > a h- on a des points d’inflexion, fig. 16 (A).
Si la valeur de a diminue, les intervalles KL et MN dans lesquels on a des points d’inflexion, deviennent plus petits, et ceux où l’on a des nœuds deviennent plus grands. Les nœuds se rapprochent les uns des autres et prennent de plus en plus d’étendue dans le sens de la largeur, comme on l’a déjà vu dans le cas de l’attraction en raison directe des distances, chap. II, §. 5. Enfin, si a tend vers zéro, la trajectoire n’affecte plus la forme des courbes à points d’inflexion, on n’obtient plus que des courbes à points multiples qui, à la limite, se transforment en une ellipse.
55. Cas du rayon vecteur constant. Cherchons encore ici les conditions nécessaires pour que les deux mobiles soient toujours également distants, ou que la trajectoire soit une cycloïde. Pour cela dans l'équation (74) '
y(/x2-i-k2fi)=(k*— p.r)(Jiiïl-\-iJL) — ^pCosQ.ia- b>) |/ hr*-\- ip.r—k*\ égalons à zéro le coefficient de y, ce qui donnera pour r une valeur constante. La condition qu’on en lire est
et l’équation précédente devient avec cette hypothèse
(ka—fxr) — — — o,
ou (Æs— jxr) j(Æ2— /x^) — ^ {a — b,) Cos9t. Æ\/ZrïJ — o,
La condition k2 h — o donne
fx2-h Sin2 9, (a — £,)*[<£ {a — b,)2— 2 /x] — O, ou y.2 Cos2 9 , H- [<5j ( a — bt )2 — fj.\ 2 Sin39t = o.
Cette somme de deux carrés ne peut être nulle qu’autant que l’on a :
fx — è. (a — b,)2 ou hl — [a — b,)2 ou fx—h
Si — $ » la valeur de r devient r — 9, ■
Avec ces hypothèses l’équation (83) de la trajectoire devient
arc
Cosfqzl/l2-y<
et l’équation différentielle (84) devient
dx a S', — ( 'a — bt ) y
Cela posé, si b, — o, on a ~ ' = j/j
, équation différentielle d’une
cycloïde ordinaire , ayant son sommet au-dessus de l’axe des x, sa concavité tournée du côté des y négatifs.
Si b , = 2 a, ht — a% et on en est au cas de bt — a l’équation différentielle est = j/ ~^_?y ’ c est encore une cycloïde ordinaire , ayant
sa concavité tournée du côté des y positifs, son sommet étant au-dessous de l’axe des x.
Si avec les hypothèses 9, = ^ , [x = $ (a — b,)2, on a b, <( o, ou bien b, ^ les trajectoires sont des cycloides à nœud, engendrées par
un point extérieur au cercle générateur ou des cycloïdes rallongées ; et
si ^ ou bien b, 2 a, on a des cycloides engendrées par un point
intérieur au cercle générateur ou des cycloïdes raccourcies.
Nous ne supposons pas ici le cas de bt = a, car alors p = o, ou la force d’attraction est nulle. Mais si nous considérons les équations qui conviennent à ce cas, et qui sont
et les équations (85),
x — at, a = Gt
nous voyons par les premières que les deux mobiles se meuvent de manière à rester toujours sur une droite parallèle à l’axe des y, qui s’avan-
d’un mouvement uniforme; ensuite l’équation ^ j/
cerait
montre que la trajectoire sera une cycloïde rapportée à sa base toutes les fois que le coefficient sera égal à l’unité, ou que a2 S, = 2 p. Ce
mouvement considéré par rapport au point attirant seulement, consisterait en oscillations dans une ellipse infiniment aplatie : le mobile, parvenu au foyer, revient au point d’où il e'tait parti.
56. Dans le cas de a — o, c’est-à-dire dans le cas où l’on suppose le mobile attirant fixe, l’équation (83) devient, en y supprimant les indices :
b’ Cos 6 («T — y)
ou
* = { b Cos 6 (S— y) ± (A'ÿ -4- W) | <,87)
qui est celle d’une ellipse rapportée à son foyer (41)- Mais ne le sachant pas, voici comment nous parviendrons à connaître tous les éléments de cette ellipse.
Cherchons d’abord les coordonnées du centre; pour cela nous mettrons l’équation (87) sous la forme suivante :
\px — b2$CosÔ(8— /)ja=(H>’{— k'y2+2y(p — b3$)-t-S*b\ •
Égalons à zéro les dérivées de cette équation par rapport à x et par rapport à y, nous aurons
( px -h Cos9(ü—y) — o \ h 'y — /-t b2 $ — o d’où l’on tire les coordonnées du centre
ix — &“<r b* (T Cos ô
Pour construire ces expressions, prenons (fig. 18) sur l’axe des y
OA = S, OD =: AC = ^ , on aura CO = AD = ,X ^ ^ Ainsi ,
en menant la droite CI parallèle à OX, cette droite contiendra le centre. Du point D abaissons la perpendiculaire DI sur CI, on aura b* £
CI = CD Cos 9 — -jr Cos 9; I sera donc le centre de l’ellipse.
La droite AI sera le diamètre des cordes parallèles à OX, et dont
l’équation est.r = — Cos 9 ( o — /); ainsi l’angle AIC = et est celui de A*
deux diamètres conjugués, et pour avoir son expression, on a le triangle AIC qui donne
AC Sin a,
Sin CAI ’
or CAI = 7i — oc — 9 j donc
h' Sin a,
«fi* Cos ô h' Sin (ce -+- 6) ’
d’où l’on tire
t __ /x Sin 6 1 _ c ,_ [xSin 9
iangot— ^_^Cosù ou Ain ce — ^ ^ S{n , ô ^ ^ ^ , Cos^ '
En appelant A et B les deux demi-axes de l’ellipse, et A1 et B' les demi-diamètres conjugués dont l’angle est et, on a
, , [• On déduit de là (A + B)2=:A,i+B,:1+2A,B,iSVna.
A B Am et — AB )
AI _ /xA' _ Sinù _ , , _ fx Sin 8 _ y / ^ Sin- 8 -+■ {H* — p)'G»Tï
UrAC h' ~ Sin U° ° — h' Sin**
Pour trouver l’autre diamètre conjugué B' nous n’avons qu’à faire
, n. ix— &$- .. . b’S'CosQ . S'b
dans 1 équation de 1 ellipse y — - — -y, — ; il vient x — — ^ — zn — et
la valeur du second diamètre conjugué est moins l’abscisse
Vh'
du centre; ainsi B
Sb
Vü'
En substituant ces valeurs de A' et B' dans l’équation précédente, ou
(A-hB)» = A' s-f B' M- -B^~- ,
il vient
/a i>\9 /x* — I — («f'2 — 2^u. S'b2) Cos1 9 -4- J'2 b* h' -4- 2yU. S'b Sin 0 [/ h1
(A -h B)2 _ jr,
/. i/i’-b-h rb-Sm'6 + *urt&tbSml
Extrayant la racine carrée, il vient enfin
A , ^ y.-hV'ti.S'bSinQ
AH-B
On trouverait par un calcul semblable
A D fx — l /h’.S'bSinQ
Donc
A /x 1? bS'Sinü h
Pour l’excentricité, nous aurons
A, fi'G&B-t-QuP— <2/jt.b*S'~hbiS'')Sm*6
ou
l/A2 — Ba = |/ (g Cwfl)* 4-
Cela posé, en joignant le centre I avec le milieu L de OA, et en prolongeant cette ligne jusqu’en K, où elle rencontre la tangente en A, cette ligne IK sera égale à CA, égale au demi grand axe de l’ellipse. Le point R est donc un point de la circonférence, lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du foyer sur les tangentes; donc le foyer se
trouve sur la droite KO. Or on a OR = ^Cos0,SOouRI = ^ Sin ô;
donc 01 est l’excentricité l/ÔR2 -h RÏa. L’origine O est donc le foyer de l’ellipse; en prenant sur 01 la distance IB = IK, on aura le grand axe en position.
Pour construire l’ellipse (87), voici donc les constructions qu’il faudra faire. On prend OA égal à la distance donnée J. De O on abaisse la perpendiculaire O K sur la tangente AK parallèle à OX; on joint le point K avec le milieu de OA et on prend Kl égal à
la donnée le point I sera le centre. On joint 01 et on porte sur
cette ligne la distance IB = IK; ce qui donne le sommet. Si l’on veut construire le petit axe, on élève en I une perpendiculaire, et de O comme centre avec OD ou IB pour rayon, on décrit un arc de cercle qui la coupe en M; IM sera le petit axe.
Dans le cas particulier de ou h — l’ellipse a pour grand
axe l’axe des x lui-même; le point A est alors le sommet du petit axe.
57. La vitesse, dans le cas de l’ellipse, se détermine au moyen de l’équation (4), qui donne :
dx(-ydy( 2u L. /2 1\
— =v-A =Kr-Â>
La vitesse est donc la plus grande possible au périhélie, et la plus petite à l’aphélie.
Pour avoir la vitesse en général, nous nous servirons des équations (64) et (63) ; nous en tirons
— Sin rm Sin u H- V 1 - E 2Cos Cos u dx Cos -E3. Sin<zs-Cosu
/A. y dt
_ (1— ECosu)
(/— (1 — ECosu)
V fx
d’où
2 aV p (Cos ras Sin u -4- l/l -Ea. Sin >rs Cos
/x (1 -t-E Cosu)
Ca \ 1 — E Co s u )
Pour trouver les maxima et minima de la vitesse, nous avons l’équation :
■vdv a V~Âÿ. { Cos Cos u — 1/1 - E *. Sin rts Sin u — E Cos J H- [X E Sin u
~dt ~ A(l— E Cosuy
Cette équation n’admet que deux valeurs pour Sin u ou Cos n; pour la résoudre, on n’a qu’à poser
aV X y . l/l-E *Sint& — fx E a V X y. Cos <ar
et il vient Sin (4/ — u) =■ E S in \Jy.
Connaissant par cette équation la valeur de u qui convient aux maxima ou minima de la vitesse, l’équation (63) donne la valeur correspondante de t , ou les équations (64) celles de y et de x.
58. On pourra appliquer ce qui a été' dit dans ce chapitre au mouvement des planètes et des comètes. Leur mouvement s’effectue autour du soleil dans des ellipses ou des paraboles, d’après la loi que nous avons supposée : de plus, le soleil n’est pas fixe; il est entraîné dans l’espace avec une certaine vitesse, ainsi que tout son système planétaire. En supposant cette vitesse rectiligne et uniforme, dirigée dans le plan de l’orbite planétaire, le mouvement des planètes et des comètes rentrerait dans ceux que nous venons d’examiner, et leurs orbites seraient des courbes de la forme de celles représentées fig. i5 et 16. On pourrait de plus étendre ces vues au mouvement des satellites, en regardant comme une ligne droite l’arc décrit par la planète pendant un petit nombre de révolutions du satellite, et négligeant l’inclinaison des deux orbites.
Cas de l’hyperbole, h )> o.
59. La méthode que nous avons suivie dans le cas de la Parabole et de l’Ellipse offre quelques difficultés quand on veut l’appliquer au cas de l’hyperbole. D’abord nous avons vu, n.° 45, que la simplification employée jusqu’ici n’était pas possible dans tous les cas. En laissant donc les équations comme elles sont, et déterminant la valeur de t dans l’équation (57), l’expression de t devient :
yw.-4-Âr-f- {/h I / h, r' -Ï-'I [xr — k* fx -t- h J' -4 -g h
L’équation (73) donne ensuite
\Zhr*-\-1 fxr — k 3 y\Z/c7 h^t- [x2 — (ÆJ — fxr)Sinvr
t — \ /hr-’-hlfxr — k' — g [X
log
k Co s rrs
et en eievant au carré et résolvant par rapport a r :
lj,(ySin*T\/k’h^r[ji* — k’)±kCos*rV/ fji,-+-k’h\/ hy’—îy Sin^j/ f ’ " k1 h Cos 2 <ar — fx 2 S in 1 <sr
Ensuite on a l’équation (6o), qui peut s’écrire
^ k 2 — fxr — y l/fjf-b'k'h
r Cos où = — , . '== .
Cos \f k* h — [j?
IL faut ici, ainsi que dans la valeur de t ci-dessus, remplacer r par sa valeur, équation (88), et substituer les résultats dans l’équation
x = at-\- r Cos a).
On obtiendra ainsi une équation entre x et y, qui sera celle de la trajectoire; elle sera de la forme
rrrA-^By±:Gl/Aÿ2^2Lj+/t2--^7-%jM4-Nr±Pl/^J — 2Ly-hA:j,(89)
A , B , C , M , N , P étant des quantités constantes , L du reste — S in 'sr \/ f*s -+• k3 h.
On pourra, par des changements de coordonnées, simplifier cette équation jusqu’en un certain point, mais il restera toujours un radical du second degré sous le signe log, ainsi qu’au dehors de ce signe, sauf les cas particuliers. Cependant, telle quelle est, elle nous fait déjà voir que la courbe n’est pas périodique, et que pour une valeur de y on a tout au plus deux valeurs de X; ensuite y devra toujours être tel
que l’on ait _____
h y — 2 y S in 'srV^ k3 h -h jU 2 -+■ k ^>0, condition qui donne une seule limite pour y dans le cas de
Sin*‘sr(kah-hp*) — M’>0, ou pSin’w — k2 h Co5’ar> o, et aucune si cette quantité est négative. Ainsi, dans le premier cas il y aura une tangente parallèle à l’axe des x, au-dessous ou au-dessus de laquelle la courbe est comprise tout entière, et dans le second cas, la courbe s’étendra indéfiniment au-dessus et au-dessous de l’axe des x.
60. On pourra aussi se servir des formules du n.° 43, pour discutei la trajectoire, et prendre pour origine des temps l’instant du périhélie, c'est-à-dire le moment où la distance des deux mobiles est un minimum;
alors T' = o. Les constantes A et E peuvent être supposées connues au moyen de la vitesse et de la position initiales des deux mobiles; car au périhélie on a
dr a — M -t- l/* A4,1 ~ I H k2 h
il — o,— = o, r ou è, = — = — /_
Ensuite pour avoir la vitesse au périhélie, ainsi que l’angle que sa direction fait avec l’axe des i, on a les équations
dt r
dx,
dT
— A Cos -
—H A [/ E1 — 1 .Sin rjff
dt
A «r g -4- A |/E» _ 1XW J
Al/A(EeU-+-e~
Faisons-y u = o, r — A (E — î), il vient successivement
^ f 2al/yw,A(E1 — 1). Sinqff-\-y,{E~\-\)
Ùr~a + A(E— 1) ’
(-.) =t,C*Sy\
\ dj0 A.(E — i) (d’où Tangy,=-
On a d’un autre côté 'di
V' y (E-+-1). Cos
a^A (E — 1) Ata t "
(^y^) = è, Cos oc, — a Cos 'zzr — o, d’où Cos et, — y Cos te •
on aurait aussi pu en déduire l’angle «y, . Cette dernière équation montre que l’angle que fait le rayon du périhélie avec la direction de la
vitesse, n’est droit que lorsque te — c’est-à-dire que lorsque l’angle
du périhélie l’est aussi.
Les équations (67) se simplifieraient, si l’on prenait pour axe des y
le rayon vecteur du périhélie; l’angle des axes serait alors <ar, et il faudrait remplacer y par y Sin «sr, x par x -+- y Cos is : on aurait alors
Al/A f Ee“— \
x — al
A l/Ea — 1 e1 — e
Sin
nr
-A(E_g!±^) -Al/1E—
OU
Les formes diverses que peut affecter la trajectoire dépendent évidemment des circonstances initiales du mouvement; ainsi, de la position du périhélie (inclinaison et distance), et de la vitesse au périhélie: la direc-
tion de cette vitesse est déterminée par l’équation Cos «, — ^ Cos «ar.
Nous n’examinerons pas toutes les hypothèses qu’on peut faire sur ces données; nous nous bornerons à indiquer les points singuliers que peuvent présenter les courbes.
61. Les points doubles, s’il y en a, s’obtiennent en égalant à zéro le radical de l’équation (89), ainsi par
hy 2 — 2 y Sin ou y —2 AE ySinvr -f-Aa(E— Q-o
y— A jEiSï/i'arlt 1 — E2LV>s",arj
Il ne pourra donc y en avoir que lorsque E Cos 'sr < 1 ; condition qui doit être aussi remplie pour qu’il y ait une tangente parallèle à l’axe des x.
Mais si l’on cherche l’ordonnée maxima, on la trouve précisément égale à cette même valeur dey; donc il n’y a jamais de point multiple. Pour les autres points singuliers on a les formules
dx
Ty
ST
et le coefficient différentiel du second ordre (n.° 5(j) :
— — !X ~ k>) dy' s fdy\ 3
Les points d’inflexion sont donnés par y — - , et pour que les courbes
en soient susceptibles, il faut que cette valeur de / soit possible. Il v en aura toujours dans le cas de E Cos -ar > î , à moins que l’on n’ait d'x k — v/A(E3 — 1) Y/V
dy
pourjrr -
Quant aux points de rebroussement, on pourra les déterminer en cherchant les valeurs de u, qui annullent en même temps le numérateur dx
et le dénominateur de On a pour cela les deux équations
vn -je-
Cos
■ZcT
j/E3 — 1 . Cos 7Z
aV~k
(|/E3- 1 . Siwzz ^ e)
De la première on lire
Sin rsr — l/E3 — 1 .Cos<nr J E3 Cos3 ^ ( Sinqg — \/ E3 — 1 .Cos
Sin <sr Hh |/E3—1. Cos «b ~~ (Sin ^ -+- f/'E3 — 1 . Cos ~ 1 — E3 Cos3 ^
De là
e H- c Sin rjs e — e — y/7 E3 — 1. Cos
2 _ dz y/l — CCos3^ 2 _ dby/l— E \ Cos* nr ’
Substituant dans la seconde équation, il vient l’équation de condition :
y/E3 — 1 -f- -yi E Sin ar Zjl “Y—' \Zï—ËJCôs*^ = o V P V f*
A (E Sin sripy/l — E2 Coj 3 <sr) — — ^ ^Yv~K ~ a'
Il y aura donc des points de rebroussement quand cette condition sera remplie : l’ordonnée maxima se confond alors avec celle des points
d’inflexion. En développant davantage la condition précédente, on obtient
d’où
(E2— i)h- 2 a-^=- E vÆH. Sin-at 4- — (E2-i) = o ,
S in 'zû — —
; Co s ot =
Pour que ces deux valeurs soient possibles, il faut
— >E(i ) ou — >
f/E2— 1 ( 1 -f )<2«-=E OU
\ 1 fx/^ Vy \Vy t/E3— 1/
- (tt - |/g) - O < - d0“ ^ < |/S •
Ainsi, pour qu’il puisse y avoir un point de rebroussement, il faut
que les données initiales soient telles que
a VL . . E — 1 E-t-1
soit compris entre ■ et .
Vy L VE3— 1 VE3— 1
Quand on suppose a = o, la trajectoire est une hyperbole dont le
point d’attraction occupe le foyer.
La vitesse dans le cas de l’hyperbole est exprimée par
dxp-hdjp j 2u s\ 1 x
Elle est la plus grande possible au périhélie; elle y est égale à
\J elle diminue ensuite jusqu’à j/ valeur qu’elle n’atteint que
quand le rayon vecteur est infini.
Pour la vitesse en général on a
2 a V fj.
Va
Cos
'sr-
l/E2 — x.Sin’zs
U tt\
e -he
e -he
Pour les maxitna et minima de la vitesse nous avons
a y/ 1 uAjCos tz
e -he
— l/Es— 1 S in
•ECos-an -h/wE —
2 K 2 ^ ) ^ 2 Elle n’admet encore que deux valeurs pour u; donc la vitesse ne passe que par un maximum et un minimum.
Quand la distance des deux mobiles tend vers l'infini, la vitesse s’approche d’une certaine valeur fixe dont le carré est
2g vl>- ~ e \ , i±
a1— Ç C°s — |/Ea— î. Sin'sr ^
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		h E Cos (& — <sr

		Si h <0 , on posera ^ — A

		Cos (a — ht) V/2jUr — k*ê

		Sin (<y — VT) f. Cos — 'ST

		Passons au y—i . Nous poserons encore

		fx — è. (a — b,)2 ou hl — [a — b,)2 ou fx—h
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