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CHAPITRE PREMIER
Plusieurs des principes importants de la mécanique ont déjà été étendus du mouvement absolu au mouvement relatif. Ainsi le théorème des forces vives a été appliqué à ce dernier genre de mouvement, par Coriolis d'abord, et ensuite par Sturm avec une certaine modification. Dans un mémoire antérieur, j’ai généralisé et appliqué avec les changements nécessaires, aux vitesses relatives, les principes de Carnot et de Sturm , sur les variations brusques des forces vives produites dans un système de corps , soit par des chocs , soit par l’addition ou la suppression brusque de certaines liaisons. Dans le travail actuel, je me suis occupé d’étudier, au point de vue des mouvements relatifs , deux autres principes importants de la dynamique , celui de la moindre action et celui de d’Alembert; et j’en ai déduit de nouvelles lîléthodes applicables dans des cas très-nombreux, pour
Historique
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résoudre directement les problèmes où l’on cherche les mouvements relatifs d’un système de corps.
Je m’occuperai en premier lieu du principe de la moindre action.
11 a été présenté d’abord par Maupertuis, vers l’année 1 744 ? sous cette forme que, dans le mouvement des covps qui agissent les uns sur les autres, la somme des produits des masses par les vitesses et par les espaces parcourus , est un minimum. Il en a déduit les lois de la réflexion et de la réfraction de la lumière , ainsi que celle du choc des corps dans deux mémoires, l’un à l’Académie des sciences de Paris, en 1744? et l’autre, en 1 746 , à celle de Berlin. Après lui , Euler a envisagé ce principe d’une manière plus générale et plus rigoureuse , dont il a donné la première idée à la fin de son traité des Isopérimètres , en y faisant voir que , dans les trajectoires décrites par des forces centrales , l’intégrale de la vitesse , multipliée par l’élément de la courbe , fait toujours un maximum ou un minimum.
Cette propriété , qu’ Euler n’avait reconnue que dans le mouvement des corps isolés , a été étendue depuis par Lagrange à celui des corps qui agissent les uns sur les autres d’une manière quelconque , et il en est résulté ce principe général que : dans le mouvement d’un système de corps pour lequel le principe des forces vives a lieu , si l’on fait le produit de la masse de chaque point matériel du système , de sa vitesse et de l’élément de sa trajectoire ; que l’on prenne la somme des produits semblables pour tous les mobiles, et qu’on intègre cette somme, depuis une position donnée du système jusqu’à une autre position aussi donnée, la valeur de cette intégrale sera généralement un minimum. Dans quelques cas, comme dans celui du mouvement d’un point matériel sur une surface fermée , le minimum peut être
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remplacé par un maximum ; tout ce qu’on démontre, c’est que la variation infiniment petite de cette intégrale est égale à zéro.
En remplaçant l’élément de la trajectoire de chaque point par sa vitesse multipliée par l’élément du temps, on voit que cette propriété peut aussi s’énoncer en disant que l’intégrale du produit de la force vive du système et de l’élément du temps, est généralement un minimum; en sorte que, dans la nature, un système de corps est transporté d’une position dans une autre, en dépensant la moindre quantité possible de force vive. Si les mobiles ne sont soumis à aucune force motrice, la force vive est constante , et c’est le temps du trajet qui est un minimum.
Lagrange a appliqué le principe de la moindre action pour résoudre plusieurs problèmes importants et difficiles de dynamique (voir le 2 e vol. des Mémoires cle V Académie de Turin , années 1760-1761). Il y a fait voir comment ce principe, combiné avec celui des forces vives et développé suivant les règles du calcul des variations , donne directement toutes les équations nécessaires pour la solution de chaque problème, et comment il naît de là une méthode également simple et générale pour traiter les questions qui concernent le mouvement des corps.
Il m’a donc paru digne d’intérêt de rechercher ce que devient le principe de la moindre action considéré dans les mouvements relatifs; mais, avant d’aborder cette questionne vais entrer dans quelques détails sur les vitesses relatives.
Supposons, dans un système en mouvement, la vitesse V de chaque point matériel décomposée d’une manière quelconque en deux autres, Vr et Vm. Les vitesses Vr sont seulement assujetties à la condition d’être
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compatibles avec les liaisons du système au moment que l’on considère. D’ailleurs Vr et Vm peuvent être variables, non-seulement d’un point à un autre, mais encore pour chaque point, à chaque instant. On aura donc deux groupes de composantes : les unes , Vr , que j’appellerai plus particulièrement les vitesses relatives, et les autres, VTO, que j’appellerai les vitesses du mouvement moyen.
Maintenant il est évident qu’au lieu de regarder le mouvement absolu de chaque point comme dû à la vitesse Y, il revient au même de le considérer, à chaque instant , comme le résultat des déplacements infiniment petits dus séparément aux composantes Vr et Vw , et opérés isolément. Le mouvement absolu du système se trouve ainsi décomposé en deux mouvements élémentaires, correspondant, chacun, à l’un des groupes de vitesses, et qui s’obtiendraient, pour chacun, en faisant abstraction de l’autre groupe de composantes.
Pour simplifier l’étude de ces derniers mouvements , et en même temps se conformer davantage aux conditions dans lesquelles se présentent les applications, il est utile d’assujettir les composantes Vm à une condition qui est d’être compatibles avec l’hypothèse de la solidification absolue du système au moment que l’on considère. Ainsi le mouvement des vitesses Vm, qui sera appelé mouvement moyen, sera, à chaque instant, celui d’un corps solide. La figure de ce dernier pourra et devra même, généralement, varier à chaque instant, en raison des vitesses Vr; mais chaque déplacement, infiniment petit dans le mouvement moyen, sera celui d’un corps solide, et sera, par conséquent, décomposable de bien des manières en deux , l’un de translation commun à tous ces points, et l’autre de rotation.
Dans cette hypothèse , il y a un moyen bien simple
de se rendre compte du mouvement relatif , c’est-à-dire de celui qui est dû aux seules composantes Vr. Ainsi, à chaque instant, il faut supposer que, pendant que les points matériels opèrent leur déplacement infiniment petit, moyen, comme un tout solide, les axes coordonnés font corps avec eux et sont liés avec eux d’une manière invariable; puis, au contraire, ces axes deviennent indépendants des points matériels et immobiles d’une manière absolue, tandis que le système effectue les mouvements infiniment petits dus aux vitesses relatives Vr. D’après cela , comme le mouvement des axes se trouve être, continuellement, celui d’un corps solide, il en résulte que l’on devra toujours supposer ceux-ci doués d’un mouvement de translation et d’un mouvement de rotation , lesquels peuvent varier à chaque instant.
Ces préliminaires posés, je passe à la démonstration du principe de la moindre action pour les mouvements relatifs.
Conservant les notations précédentes, j’affecterai en général de l’indice r , les quantités qui se rapportent au mouvement relatif, et de l’indice m celles qui se rapportent au mouvement moyen; soient de plus m, la masse d’un point matériel quelconque, sr, la longueur de la courbe qu’il décrit dans le mouvement relatif; .rr, yr, zri ses trois coordonnées par rapport aux axes mobiles; enfin Xp Yr Z1? les trois composantes, parallèles à ces axes, de la force motrice de ce point et XM, Ym, Zm, les trois composantes, parallèles aux mêmes axes et pour le même point de la force qui serait nécessaire pour donner à ce point, s’il était libre, le mouvement moyen. Cela posé, -je cherche, entre deux positions données du système , la variation de l’intégrale
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S(s m Vr dsr), le signe s s’étendant à tous les points du système. Il s’agit donc de déterminer :
S$(SmVrdsr),
par rapport à toutes autres trajectoires infiniment voisines de celles qui ont lieu réellement et aboutissant aux mêmes extrémités.
Or, à cause de cette dernière circonstance et que les limites de l’intégration sont constantes, on peut faire varier sous le signe $ et remplacer la variation cherchée par
$8(£??ïV rdsr)
ou, ce qui revient au même
(1) $(S.mVr8d$r-[-2.mdsr8Vr)==$ (2.mVrodsr -f-
+ 'L.mdtY rlY r) ,
dt étant l’élément du temps.
Or,
(h\= dx\ + dy\ + dz\,
d’où
_ . dxr „ , , diir ^ , , dzr . _
%dsr = — Mxr 4- ~~ %dyr -f- — o dzr.
r dsr dsr Jrn dsr
dSr
Donc en remplaçant Vr par puis :
XI
o dxr, o dyr et o dzr par d%xr, dtyr et dî>zr,
on a
(2) Z.?nYrMsr=Z.m (^~doxr + ^7^ + ^^
dyr
dzr
Maintenant, d’après le principe des forces vives pour les mouvements relatifs,
i d.SmV2r=S j (X1-XJdxr-l-(Y1-YJdyr+(Z1--Zm)dzrl .
Supposons que le second membre de la relation cidessus soit la différentielle exacte d’une fonction ? des
coordonnées relatives , xr, on a
Xt — Xm =
?/r, zr ;x'r, y'r etc. , auquel cas
do
Y, — Ym= — , etc.
ayr
On aura donc aussi en intégrant :
| s mV2r = A:2 *j- ?•
fe2 étant une constante. Puis en faisant varier les deux membres de la relation précédente et regardant d’ailleurs fc2 comme indépendant du signe S, on aura
s . mV,.8Vr = Sep = S J (X, — Xm)8xr + (Yt - Y Joyr +
zt-z joxi
ou, en multipliant de part et d’autre par dt ,
(5) Z.mdtVrSVr = Z \d't(X—XmjZxr-{-dt(Yl—Ym)oyr-{- + dt{Zt — Zm)$zr | .
Supposons, maintenant, que l’on fasse, dans le second membre de la relation (i), les substitutions indiquées par (2) et (3) ; que l’on fasse sortir du signe J, à l’aide de l’intégration par parties, les termes multipliés par doxr, dhyr , etc. ; que l’on ne tienne pas compte des termes sortis du signe $, lesquels sont nuis comme étant multipliés par oXr, Syr, etc. , qui sont zéro aux limites de l’intégration. Il vient alors
(4) o$(£mVrds,) = ^ j — z-m (d &V + d °U, +
+ d ~ &„) + Z.dt { (X, -X j&rr + (Y, — YJSÿr H-
Maintenant en désignant par X, Y, Z, les composantes, pour le point ni, parallèles aux axes mobiles, de la force capable de donner, à ce point, s’il était libre ,
son mouvement absolu , on peut remplacer dans (4) , s (XA + Ÿj î*yr- f- Z, $sr) par s(X 8&r-(- Y §yr-\-Z%zr). Mais d’un autre côté , d’après un théorème démontré par Coriolis (Voir le traité de la mécanique des corps solides de Coriolis, chap. î, n° 29), on a
x = xr+xm + xn
Y = Yr + Y. + Ym
Z + Zn-
Dans ces formules Xr, Yrr, Zr sont les composantes correspondant aux mouvements relatifs ; puis Xn , Yn , et Zn sont les composantes, parallèles aux axes mobiles, d’une force fictive. La direction de celle-ci est perpendiculaire à la vitesse relative du point m et à l’axe instantané de rotation, et si l’on appelle œ, <*>' et w" les vitesses angulaires élémentaires de rotation autour des
2m to
‘im w
et des
on a
dzr
to''
, dyr\
~dt ~
dt)
dxr
- to
dz\
di
dt)
dyr
to'
dxr\
dt
~cü)
Cette force fictive est celle que Coriolis a étudiée sous le nom de force centrifuge composée.
D’ailleurs ,
Xrdt — md ^ ; Y rdt — md ; Z rdt = md r dt 1 dt dt
Si donc on substitue dans (4) , on aura
O $(£mVr<fer) = \Zdt(Xnoxr -f Ynoyr-{-Zjzr) ,
Ou bien
(I) S[8(SmYr(fer) — 2dt(Xnox r-\-Ynfyr -j- Zn8zr)'J = o.
Cette formule est la traduction analytique de ce qui devient le principe de la moindre action dans le mouvement relatif. On voit que, pour qu’il soit satisfait dans le mouvement relatif comme dans le mouvement absolu, il faut que l’on ait
2(Xn&rr +Ynty, + Znfcr)==o;
c’est-à-dire que, en regardant les déplacements relatifs comme seuls possibles , les forces centrifuges composées Xn, Y„, Zn ; X'B, etc., se fassent équilibre à l’aide des liaisons du système. C’est ce qui aura lieu, par exemple, quand les axes mobiles n’auront qu’un mouvement de translation parallèlement à eux-mêmes, parce qu’alors, les vitesses angulaires w, <*>', et w" étant nulles, il en est de même des forces Xn, Yn, Z„, X'n, Y'n, etc. Le même résultat arriverait si les divers points matériels étaient assujettis à rester dans un plan doué d’un mouvement de rotation uniforme autour d’un axe parallèle à lui-même , et qu’on prît pour le mouvement relatif celui qui aurait lieu dans ce plan. Dans ce cas, les forces fictives dont les composantes sont respectivement : Xn, Yn, Zn; Xrn, Y'B, Z'B, etc., seraient perpendiculaires à ce plan et l’on aurait :
*(XjXr + Yntyr + ZjZr) = O.
En résumé, les conditions qui sont nécessaires et suffisantes pour que le principe de la moindre action ait lieu dans le mouvement relatif, sont les suivantes :
i° Que les vitesses \r de chaque point soient compatibles, à chaque instant, avec les liaisons du système, et qu’en outre les vitesses Vm soient toujours compatibles avec l’hypothèse de la solidification absolue du système à ce moment ;
20 Que les axes mobiles participent continuellement
au mouvement moyen seul, c’est-à-dire à celui qui répond aux vitesses Ym des différents points ;
3° Que le travail élémentaire , pris dans le mouvement relatif, des forces motrices agissant réellement sur le système et de forces égales et directement opposées à celles qui seraient nécessaires pour donner à chaque point, s’il était libre, le mouvement moyen , c’est-àdire son mouvement d’entraînement avec les axes mobiles, que ce travail élémentaire , dis-je , soit la différentielle exacte d’une fonction des coordonnées relatives des différents points ;
4° Que les forces centrifuges composées , représentées par X„, Yn, ; X'„, Y'n, Z'n; etc., se fassent équilibre sur le système , en considérant les déplacements relatifs des points comme seuls possibles ou, ce qui revient au même, en ajoutant de nouvelles liaisons qui rendent impossible tout mouvement moyen correspondant aux vitesses Vm.
Lorsque les quatre conditions ci-dessus sont vérifiées, le principe de la moindre action a lieu pour le mouvement relatif, et il consiste en ce que, entre deux positions données du système, l’intégrale de la somme des produits des masses des différents points matériels , par leur vitesse relative et par l’élément de leur trajection dans le mouvement relatif, est un minimum ou un maximum.
Si l’on remplace dsr par \rdt, on voit encore que le théorème en question peut aussi être énoncé en disant que, entre deux positions données, le système dépense la plus petite ou la plus grande quantité possible de force vive relative.
Une application importante de ce nouveau principe est, comme je l’ai dit en commençant, d’en déduire des formules souvent applicables et propres à faire
connaître directement le mouvement relatif d’un système de points matériels, sans qu’on soit obligé de s’occuper, en aucune façon, du mouvement absolu. La méthode consiste , en partant de la relation $ 8 ( 2mVrdsr) = o , à développer la partie contenue sous la ligne $ , par les règles du calcul des variations en termes multipliés par 8xr9 oyr , Szr ; 8x'ri 8y'r, etc. Si les points sont libres, on égale séparément à zéro les coefficients des variations de chaque coordonnée relative , ce qui fournit le nombre d’équations nécessaires. S’il y a des liaisons représentées par des relations entre les coordonnées relatives, en faisant varier celles-ci, on obtient des équations entre les 8#r, 8yr, ozr ; Sx'r9 etc., qui en font disparaître un certain nombre dans 8(s m\rdsr) . On égale ensuite à zéro, les coefficients des variations des coordonnées restant arbitraires , et en y joignant les équations de condition, on a toujours le nombre de relations nécessaires pour déterminer le mouvement relatif.
Il est une remarque importante à faire. Si des quatre conditions nécessaires pour que le principe de la moindre action ait lieu, les trois premières seules étaient vérifiées, ce principe ne serait plus satisfait mais l’équation (I) subsisterait toujours, et on pourrait encore obtenir le mouvement relatif, en développant la quantité contenue sous le signe $ en termes multipliés oxr9 8 yr9 etc.
Je vais maintenant donner quelques exemples de la manière de procéder à la détermination de ces mouvements relatifs. Mais je m’étendrai peu sur cette mé thode parce qu’il en sera donné une nouvelle dans le chapitre suivant, découlant du principe de d’Àlembert pour les mouvements relatifs, et qui est encore plus générale, plus simple et plus expéditive.
Soit un système quelconque de plusieurs corps libres , M,M',M'\ etc. , agissant les uns sur les autres par des forces d' attraction mutuelle , fonctions de leurs distances respectives. Trouver le mouvement de chacun de ces corps , par rapport à des axes coordonnés animés d'un mouvement de translation rectiligne et uniforme.
On voit, tout d’abord, que le principe de la moindre action , pour le mouvement relatif, est applicable. En elfet , les vitesses relatives sont compatibles avec les liaisons du système , et les vitesses moyennes, qui répondent au mouvement de translation des axes coordonnés, sont compatibles avec la solidification du système à chaque instant. De plus le travail élémentaire , pris dans le mouvement relatif, est la différentielle exacte d’une fonction des coordonnées relatives puisque , d’une part , les forces absolues ou les attractions mutuelles sont fonctions des distances, et que, d’autre part , les forces du mouvement moyen sont nulles.
Enfin les forces fictives (Xn, Y„, etc.) sont nulles, puisque les axes n’ont qu’un mouvement de translation sans rotation.
Soient M, M', M", etc., les masses des corps que j’ai désignés par ces mêmes lettres; appelons v, v\ v", etc., leurs vitesses relatives et conservons, d’ailleurs, les notations précédentes, en supprimant seulement l’indice r qui devient inutile puisque nous ne nous occuperons plus explicitement du mouvement absolu.
Il s’agit donc de faire en sorte que
$0 (Mvds + M'v'ds' + MVUs"+ etc.) soit égale à zéro.
Or cette intégrale revient à
KMvciïs + Wv'tôs' + M "v"dos" + Mds3v + M'ds'ov' +
W'ds"ov" -j- etc. ) = o
En procédant comme dans la démonstration du principe de la moindre action pour le mouvement relatif, cette intégrale se transforme en
Il faut maintenant substituer à la partie dt (Mror'4- MW + etc.), une fonction équivalente où les Sv, SF, etc., seraient remplacés par les variations des coordonnées. Or à cet effet, appelons : F, F', F", Ft, F'4, etc., les actions mutuelles entre les corps, rapportées à l’unité de masse, et f, f\ etc. , f\, etc., les dis-
tances correspondantes entre les corps. On a :
i d(Mv2 + MV2 + MV* + etc.) = — MM'Fdf —
— MM "F ’df — etc. — M'M'T^ — etc.
Donc à cause que F, F', etc., sont des fonctions respectivement de f , /“', etc. , on a:
MvSv+WvW + etc. = — MM' FS/1 — MM"F'S/' — etc. —
M'M'T^/j • — etc.
Substituant dans (5) , on a , en changeant tous les signes :
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Il ne reste plus maintenant qu’à exprimer 8/*, of, etc., au moyen de Sx , hj , h, etc. Or, /*, f , etc., étant les distances des corps, fonctions des coordonnées, on a :
df— L dx Idy etc. df = L'dx + l'dy + etc.
Donc
Gf =L<)X-\-lty JN — j— e te . et §f' —L'§x-\-l‘ty-\-etc.
et ainsi de suite.
On portera ces valeurs de 3 f, 3/“', etc. sous la dernière intégrale , qui ne contiendra plus que des termes multiples par les variations des coordonnées , et comme les corps M, M', etc., sont tout à fait libres dans l’espace, et que par suite les variations des coordonnées sont toutes indépendantes les unes des autres, on n’aura plus qu’à égaler séparément à zéro les coefficients des variations de chacune d’elles, ce qui formera, pour chacun de ceux-ci, les trois équations nécessaires pour déterminer les mouvements relatifs. On a d’abord :
d — -f- (Sl’FL + M'T'L' + etc.)* = o,
QjL
ou en faisant , pour abréger, la fonction entre parenthèse égale à n
lë
De même on aura
dë
~dë
On aura pareillement, pour les autres points :
ItF
dt
+ W' = o etc.
U, H', W, W'; etc.
sont des fonctions des coordonnées.
On aura ainsi toutes les équations nécessaires pour déterminer le mouvement relatif de chacun des corps.
Avec un peu d’attention, on reconnaît facilement que la somme Mn + M'n' + M"n" -|- , etc. , est identiquement nulle, comme se composant de termes qui sont deux à deux égaux, et de signes contraires. 11 en est de même des deux autres sommes
+ MW + M'W' + etc. et MW + M'Wr -f + M"W" etc.
Donc
Ou , en appelant xx , yx et zi les coordonnées du centre de gravité du système , dans le mouvement relatif, on a :
d2æx ^ d-yx ^ d2zx
HF=0 W~°~dF=0’
c’est-à-dire que le mouvement relatif du centre de gravité est rectiligne pt uniforme.
En intégrant deux fois de suite les équations (7), on aura trois intégrales du problème , savoir :
/ Mæ-J-MV-f MV' + elc. = a+fo.
(8) My+MV+eic. =e-\-ht.
y Mz — |— M z — j- etc. = i — J— kt.
a , b , e , h9 i et k étant six constantes.
On obtient facilement trois autres intégrales du problème. En effet, il est aisé de reconnaître qu’on a identiquement :
M(II y — <&ïx) — M'(Iiy — <&y\x') +
+ M"(I l"y" — ^"x") + etc. = o.
M ('F# — Uz) + M'(W — ïlV) -f etc. = o.
Wy) -f- M \^z' — W'y' )-J- etc. = o.
11 résulte de là qu’on a :
. d2x <Py\ , / ,drx’
M (y spr
dt~ di '
dt* ) d*z d2x\ ‘ 1 X dt* — S df . d^x'
—j— etc.
di 2
-f etc.
M[zdd-yW>)
dV
+ M' [z -j- etc.
dl2
ou , en intégrant une fois ,
dx __L
A, X At ) I
dt
dz
dt j
dx
, ,dx{
' y dt dt J
dt
dz'
dl
dx'
Ht
— j— etc. — c , -)-etc . — c',
c, c' et c" étant trois constantes.
Enfin, par l’équation (5 bis), on a une septième intégrale , qui est :
dï
dC 2
2MM' fm — .MH*/ F'rff-
etc..
A2 étant une constante. Quant aux intégrations qui sont indiquées clans le second membre , elles sont possibles , puisque F est fonction de f ; F' de f\ et ainsi de suite.
On peut prendre, pour l’origine des coordonnées, le centre de gravité du système , car ce point a un est le centre
° ... „ 1 . . de gravité
mouvement rectiligne et umlorme. Dans ce cas, les six du système.
constantes, a, 6, e, h , i et k des équations (8) sont
nulles.
On peut donc , par ce procédé , trouver directement les équations du mouvement d’un nombre quelconque de corps , soumis à leur attraction mutuelle , supposée fonction de leurs distances respectives , par rapport à leur centre de gravité , considéré comme fixe.
Si , en outre , le système se réduit à deux corps , et que l’attraction suive la loi directe des masses et la loi inverse du quarré des distances, les équations du problème sont intégrables , et la trajectoire de chacun des deux corps est une section conique. En effet , les équations (8), (9) et (10) deviennent :
Mar -j- MY = 0.
% + My = 0.
Mz + MY = 0.
M (ydx — xdy ) + M '(y'dx' — x'dy') = cdt. M (xdz — zdx) + M \x'dz' — z'dx') = c'dl. M {xdy — ydz) ~f M\z'dy' — y'dz') = c"dt.
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M dx' + dy' + dz' dx'+dy'' + d*'_ Aî _ de ~t~ dt-
_ 251 SI' [ à.V{x— od)*+(y — ÿ')* + (s— .
En tirant des trois premières équations les valeurs de x\ y' et z\ et les portant dans les quatre dernières, celles-ci deviennent :
- , ( M + M ') [ydx — xdy ) = cd(.
(R1 -f- W)[xdz — zdx) = c'dt.
j^7 (M 4- M ')(zdy — ydz) = c"dt.
aMM'1 M + M'J
Ces dernières équations font voir que le mouvement relatif du corps M est le même que le mouvement absolu M
d’un corps de masse — , (M + M'), attiré continuellement vers l’origine des coordonnées, considérée comme fixe, par une force réciproque au quarré de sa distance à cette origine et qui, rapportée à l’unité de masse au- MM'2
rait pour mesure 0 Cette trajectoire, qui est
connue, est donc une section conique et la loi du mouvement, relativement au temps, est aussi la même.
Le mouvement du corps M' par rapport au centre de gravité, est tout à fait analogue.
Les mêmes choses étant posées que dans le problème précèdent, chercher le mouvement relatif du système par rapport à trois axes rectangulaires tournant d'un mouve ment uniforme autour de l'axe des Z avec une vitesse angulaire w".
Ici, le principe de la moindre action pour les mouvements relatifs, n’est plus applicable. En effet, les forces centrifuges composées ne se feraient pas équilibre sur le système, en regardant les déplacements relatifs comme seuls possibles. Mais le travail élémentaire, pris dans le mouvement relatif, est la différentielle exacte d’une fonction des cordonnées relatives, puisque d’une part, les forces motrices sont des fonctions des distances mutuelles des corps et que , d’autre part , les forces d’entraînement avec les axes mobiles, soit Xm, Ym, Zm ; Xfm, etc., se réduisent aux forces centripètes des différents points. On peut donc appliquer la formule (I).
En suivant la même méthode que dans le problème précédent et conservant aussi la même notation, on obtient les équations suivantes, pour déterminer le mouvement relatif,
„ dx
dt
On a encore , en suivant la même marche que dans le problème précédent
[ M w + M' — + etc. - «."(Mtr + MV + etc.)-
(. ,)\ m S + u' >' + ctc- - + M'»’ + etc') +
+ 2u)(M_+M- + etc.) = ° d2* , dV
M^+M ^ + etc- = °-
Ou en appelant aq, yt, jzt, les coordonnées relatives du centre de gravité du système ,
(ia)
j (F xt
„ dyx
rfF
)d'Vi
//g 1 <1 dX y
-“ ^ + 2W Ht =0
iW
Ces équations sont intégrables, et l’on trouve xt — [a -J- ut) cos iû''t -j- (b + vt) sin i3)^ y y — — (a -j- ut) sinco'7 -j~ [b -(- vt) cosa >"t z. = c wt.
a, è, c, u , r et w étant six constantes.
L’exactitude de ces formules se vérifie aisément. En effet, le mouvement absolu du centre de gravité étant rectiligne et uniforme , les équations par rapport aux axes supposés fixes, à l’origine du temps, seraient de la forme
x = a ut y = b -j- vt z — c wt.
a, b, c, u , v , w , étant six constantes. Si maintenant, on suppose les axes tournant autour de OZ , avec une vitesse uniforme &>" , on en tire aisément les formules (i3).
On pourrait multiplier les exemples, mais, comme je l’ai dit précédemment, on verra dans le chapitre suivant, une méthode nouvelle, plus générale et plus simple pour résoudre tous ces problèmes. Je passe donc de suite à ce second chapitre.
POUR SIMPLIFIER LA RECHERCHE DES MOUVEMENTS ABSOLUS
La méthode suivie en général pour obtenir le mouvement relatif d’un système quelconque de corps consiste à chercher d’abord le mouvement absolu et à passer de là au mouvement relatif par une transformation de coordonnnées. Cette marche est souvent longue et compliquée, surtout quand les axes mobiles ont un mouvement non-seulement de translation, mais de rotation. Je me suis donc proposé d’arriver à une méthode propre à lever cette difficulté et celle que je vais développer et qui est applicable dans des cas très-nombreux et trèsgénéraux, permet de poser directement les équations différentielles du mouvement relatif, sans qu’on ait à s’occuper en quoi que ce soit du mouvement absolu. Comme on le verra plus loin, cette même méthode permet d’apporter à l’étude des mouvements absolus,' une simplification très-générale , consistant à décomposer ceux-ci, en deux autres, l’un commun avec des axes mobiles, et l’autre relatif par rapport à ces axes supposés
Préliminaires.
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fixes. Ces deux mouvements sont en général plus simples que le mouvement absolu qui résulte de leur combinaison et Ton a, pour les obtenir, à intégrer des équations d’un ordre inférieur.
Pour arriver à ces résultats, la première question à résoudre consiste à obtenir les composantes de la force accélératrice d’un point matériel , par rapport à des axes mobiles, en fonctions des coordonnées relatives de ce point, des composantes de la force accélératrice de l’origine des axes mobiles parallèlement à ceux-ci et des composantes de la vitesse angulaire du système des axes, autour de ces mêmes axes. Ces expressions étaient connues pour le cas particulier d’un corps solide assujetti à tourner autour d’un point fixe. (Voir Mécanique de Poisson et Mécanique céleste de Laplace. ) De plus Coriolis s’était occupé de cette question, et M. Bertrand avait démontré très-simplement et directement son théorème (Journal de l’École Polytechnique, 32e cahier) et fait voir qu’il découlait immédiatement des principes posés, un siècle auparavant, par Clairaut.Mais, la traitant à un autre point de vue, Coriolis n’avait donné l’expression des composantes dont il s’agit qu’en fonctions des coordonnées relatives du point, des coordonnées de l’origine des axes mobiles par rapport à des axes fixes et des angles variables des axes mobiles avec les axes fixes, tandis qu’il est important, comme on le verra plus loin , d’obtenir ces forces en fonctions des coordonnées relatives des points, des composantes par rapport aux axes mobiles de la force accélératrice de leur origine et des composantes de la vitesse angulaire du système de ces axes mobiles autour de chacun d’eux.
Ce sont ces expressions que je vais d’abord chercher.
Soient OXt , OYj , et OZ, , trois axes rectangulaires fixes. Soient OX, OY et OZ, trois axes rectangulaires doués d’un mouvement de rotation quelconque autour du point O. Je cherche d’abord les relations qui existent entre les angles formas par les axes mobiles avec les axes fixes, à un instant quelconque, et les vitesses angulaires correspondantes de ce mouvement de rotation. D’une manière générale , je regarde une vitesse angulaire comme positive, quand le mouvement de rotation correspondant s’effectue de gauche à droite pour un observateur placé le long de l’axe de rotation et les pieds vers son origine , et par conséquent , la vitesse angulaire sera négative quand la rotation aura lieu en sens inverse.
A chaque instant, le système des axes mobiles tourne, avec une certaine vitesse angulaire , autour d’un axe instantané passant par le point O ; mais on sait que ce mouvement de rotation élémentaire peut être décomposé en trois autres, autour des axes mobiles euxmêmes. Supposons qu’au moment que l’on considère les vitesses angulaires correspondantes, soient : w autour de OX; «' autour de OY et w" autour de OZ : puis
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appelons : a, g, y les trois angles de OX avec les trois axes fixes OXj , OYj , et OZt ; a, 6', y' les angles de OY avec les mêmes axes, et enfin, a", 6", y", ceux de OZ avec les mêmes axes, il existe des relations très-simples entre ces angles et les vitesses angulaires.
En effet, si l’on prend sur OX, une longueur OM — 1 la projection OP, de OM sur OX, est cos a. Si l’on veut avoir la position infiniment voisine de OX, au bout du temps dt , il suffit de donner à OM, un petit mouvement de rotation Mm = a>' dt autour de OY, puis un petit mouvement de rotation mM' — u>"dt autour de OZ; OM' sera la nouvelle direction de OX, et l’on aura MOX = a + da. Le cosinus de ce dernier angle sera la projection, sur OX, de OM' ou, ce qui revient au même, de la ligne brisée OM mM', projection facile à déterminer, puisque M m est parallèle à OZ et dirigé en sens contraire et que mM' est parallèle à OY et dirigé dans le même sens. On a donc
cos (a da) == cosa — tddt cosa a ù"dt cosa'.
On trouverait des relations analogues pour les neuf anglesen question, ce qui fournit les neuf relations suivantes :
d COS a
dt
d, cos a!
dt
d cosa7
dt
d cos 6 dt
d cos 6’
dt
dcosê"
= — u>'cosa"-f- af'cosa', = — üf'cosa ü> cosa", = — a) cosa' -j- a)' cosa, = — io'cos6"-f- ü>"cos6'?
— : ü/’cosê -|- ü> COS ê",
= — w cos 6' ~\~ to' cos 6 ,
(14) suite
d cos y dt
d cos y' dt
d cosy" dt
— «'cosY^-f- w"cosy,?
COSY
(o cosy
00 cosy’ -j- w' COSY*
En raison de ce que les troix axes OXj , OYj , OZj , sont rectangulaires, ainsi que OX, OY et OZ, on a entre les neuf angles ci-dessus, les dix-huit relations suivantes, qui seront satisfaites à toute époque du mouvement.
cos'a -|- cos26 -|- cos2y = i cos2a' -|- cos2ê' -j- cos2y> — î cos2a"-|- cos26"-j- cos^Y'— 1 cos2a -}- cos2 a' -f- cos2a'r == i cos26 -j- cos26f -|- cos*&' = i cos2y -f~ cos2y' -j- cos2y,,= i
cosacosa' cosê cosê' -{- cosy cosy' — o cosacosa"-}- cosê cosê'-}- cosy cosy'— o cosacosa"-)- cosê'cosS''-}- cosy^cosy^ o cosacosê -j- cosa' cosê' -{- cosa"cos6"= o cosacosY + cosa' cosy' -f- cosa"cosYf,= o cosêcosY -f- cosê'cosYf -J~ cos6"cqsy" = o
cosa
cos a
cosa 1
cos a
cos y
dt dt
, d cos 6' , d cosy'
-f- cos 6 — f- cosy • =
d cosa _ d cos 6 d cosy
f- cos b h cos Y
dt 1 At 1 ‘
d cos a'
d cosa" dt
d cos a dt
d cos S
-f- cos 6” -f- cosa'
dt
d cosê'
dt
d cosy dt
-f cosy
dt
d cos a' dt
,r d cos 6' dt
, d cosy' ~~dT~
-f- cosy
,, d cosy'
dt
d cosa"
— cos 6
-f- cosy '
dt
dcosS"
dt
d cosy"
dt
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Supposons maintenant que OjXA , OiYi , 01Z1 , étant trois axes rectangulaires fixes, on veuille rapporter le mouvement d’un système à trois axes rectangulaires OX, O Y, OZ, animés d’un mouvement quelconque.
Ce mouvement d’entraînement des axes mobiles dans l’espace peut, à chaque instant, se décomposer en un mouvement de translation commun avec l’origine mobile O et en un mouvement de rotation autour d’un certain axe instantané passant par le point O ; soient w, a)' et w" les composantes de la vitesse angulaire correspondante respectivement autour des axes mobiles OX, O Y et OZ et soient X, Y, et Zt les composantes de la force accélératrice répondant au mouvement réel de ce même point O, décomposée parallèlement aux mêmes axes mobiles OX, OY, OZ. Appelons : a, 6, y les angles de OX respectivement avec 0^ , OlY1 et 0^ ; puis a', 6', yf ceux de OY avec les mêmes axes et enfin a", 6'' et 7" ceux de OZ avec les mêmes axes. Enfin , désignons par ê, Ç, les coordonnées du point 0 par rapport aux axes fixes; sl9 les coordonnées d’un
point quelconque relativement à ces mêmes axes et par a?, y , s les coordonnées du même point par rapport aux axes mobiles. On a
Xx == £ -|- a? cos a -J- y cosa' -}- 2 cos a" yt = f\ -j- x cos 6 -| -y cos 6' -j- s cos 6” jzq = Ç + xcosy -f- y cosy' -{- * cos y"
Si l’on différentie deux fois de suite ces trois relations par rapport au , temps, on a
5?co,*+-5?
ïosa' _j_ d cos a"N
COS GC
FF
+ dî2
zt—
d cosa
, dy
\dt
dt
1 dt
d2cosa
dt2
cos 6
“ df2
+ Ft2
d 12 cos a'
dt dt
d2 cosa"
cosa'' -j-
-j JT cos {
1 dt2
de
+ rf? cosS T
dx dcosê dy d cosê' dz d cosê7 dt dt 1 dt dt ' dt dt
. d2 cos 6 d2 cos 6' dcosê" + * ~ 77i~ +2/ — T7i —
de
de
dt 2
d2z. d2Ç , d?x , d2.y , , d2s rfF = d? + rfFC0SÏ+ d?COSY+rfFCOSÏ
, (dx d
+’fe-
cosy , dy d cos y' dz d cos y" dt * dt dt ‘ d£ dt
cos y . d2 cosy' , d2 cosy'
+ y—nrL + -
ai 2 ' J dt2 1 d/,2
Les premiers membres sont les composantes de la force accélératrice du point xi9 yi9 zt, parallèlement aux axes fixes. Si donc on appelle X , Y, et Z les composantes de la même force, parallèles aux axes mobiles, on aura :
’dîr
cosa
— COS O -[ r~ r COS v
df2
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d?x. d*y dizx
_..cosa + _cos6+_coST
d*xx „ d*yx drzx
Z=_c<,sa+_cos6 + __coSï.
dP
Or pour avoir X, Y, et Z, il suffit d’ajouter membre à membre les trois relations (16) après avoir multiplié leurs deux membres respectivement par cos a, cos 6, cos y, pour avoir X; par cos a, cos 6', cos y' pour avoir Y ; et par cos a", cos 6", cos y", pour avoir Z. On com-
„ ! . , d2 COS a d2 COSa'
mencera par former les expressions de
de
dr
, etc. , en différentiant les relations ( 1 4) , et rem-
Cl t
plaçant, dans les seconds membres de ces expressions,
t , , . , , . , d COS a d COS a
les denvees du premier ordre — — — , — - — , etc., par
leurs valeurs (i4). En effectuant toutes ces opérations, et profitant des simplifications fournies par les relations (i4) et (i5), tous les angles disparaissent, ainsi que les coordonnées de l’origine mobile par rapport aux axes fixes, et l’on a, en définitive :
da>"
^+xl-.K+w^-ÿ_+
du'
dt
-j- î/00ü/ -j- £COü)" -|- 2 ^CO
dt
« dV
, dz
dt
du> doi"
d7 + x*rfT
-j- a’co'co -j- zu>'to'
( „ dx dz\
\ dt dt)
z= dë+i‘
^+^*-*d-i+ydi+
\ „ . „ , , / dy , dx\
xu> co 4- «co eu 4- 2 co — co
T T *V T \ dt dt)
Les premiers membres sont, pour chaque point, les
composantes de la force accélératrice réelle de ce point, décomposée parallèlement aux trois axes mobiles. Or les seconds membres qui leur sont équivalents ne contiennent plus ni les coordonnées £ , tj, £ de l’origine mobile par rapport aux axes fixes, ni les angles de direction a, 6, etc., des axes mobiles avec les axes fixes. Ils renferment seulement, ainsi que je l’ai annoncé plus haut, les coordonnées relatives de ce point, et, en outre, les six quantités X,, Yf, Zf, to, <*>', <*>", savoir : les composantes parallèles aux axes mobiles de la force accélératrice de l’origine mobile, et les composantes de la vitesse angulaire autour des mêmes axes mobiles.
Je vais maintenant exposer comment, à l’aide des combinaison
lormules (17) , on peut obtenir directement, ainsi que de d’Aiembert je l’ai annoncé, dans des cas très-généraux, le mou- ^vi testes veinent relatif d’un système de corps ou de points ,virtuelIes dans
J 1 les mouvements
matériels. relatifs.
Pour cela, je remarque que , d’après le principe de d’Aiembert, il y a équilibre, à l’aide des liaisons du système , entre les forces qui agissent réellement sur celui-ci et des forces égales et directement opposées à celles qui seraient nécessaires pour donner à chaque point, s’il était libre, le mouvement absolu qu’il a effectivement, lesquelles dernières forces ont, d’après les notations précédentes, pour composantes parallèles aux axes mobiles, pour le point m(x, y , z), les valeurs wX, mY, mZ. Ainsi donc , si nous appelons pour le point quelconque m, X1 , Yl , , les valeurs au moment que
l’on considère, des composantes parallèles aux axes mobiles, de la force qui agit réellement sur ce point, l’équilibre doit exister, à l’aide des liaisons du système entre toutes les forces
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( X, — mX ? Yt — mX . — mZ.
Or nous allons faire à ces conditions d’équilibre une application du principe des vitesses virtuelles, analogue à celle que Lagrange a faite de ce même principe pour obtenir les équations du mouvement absolu d’un système quelconque de corps. A cet effet, observons que les forces (19), prises pour tous les points, se faisant mutuellement équilibre, la somme de leurs moments virtuels doit être nulle pour toutes les combinaisons de déplacements virtuels compatibles avec les liaisons du système. Or imaginons que parmi tous ces déplacements virtuels possibles, nous considérions en particulier ceux qui répondent à des déplacements relatifs, ou, en d’autres termes, qui deviendraient les seuls possibles si, à l’aide de liaisons supplémentaires, on empêchait à chaque instant le mouvement des axes mobiles et ce! ui d’ entraînement du système avec ceux-ci. Cela revient à regarder, au moment que l’on considère, les axes mobiles comme fixes et à voir quels sont les déplacements virtuels qui restent possibles. Il estclair que ces liaisons, moyennant lesquelles les déplacements relatifs deviendraient les seuls possibles, correspondent à des équatious de condition entre les coordonnées relatives des différents points. Ayant appelé, d’une manière générale, x , y , z, ces coordonnées relatives, pour le point quelconque m par rapport aux axes mobiles, appelons fo, hj , %z les projections sur les mêmes axes , d’un de ces déplacements virtuels relatifs. Dès lors on devra avoir, pour tous les systèmes de ces déplacements virtuels relatifs possibles
(20) I j (Xi — mX) 8# -(- (Yi — mY)8Y-f- (Zt — mZ 'fîz j = o.
DANS LES MOUVEMENTS RELATIFS. «Tl
Le signe 2 s’étendant à tous les points matériels du système.
Si tous les points matériels sont libres , alors les ox , S?/, 8z, oa?'. By\ etc. , seront des quantités indépendantes les unes des autres, et pour que l’équation (2) ait toujours lieu, il faudra que tous les coefficients de ces quantités soient nuis séparément, ce qui fournira trois fois autant d’équations qu’il y a de points, c’est-à-dire le nombre d’équations nécessaires pour déterminer le mouvement relatif de ceux-ci. Si ces déplacements relatifs ne peuvent pas être quelconques , leurs relations résulteront, comme cela vient d’être expliqué, d’équations de condition, entre les coordonnées relatives de ces différents points. En faisant varier ces équations de condition, le temps t étant constant, on établira un nombre égal de relations entre les Bx, hy,oz, Bx', etc. ; ce qui permettra d’en éliminer pareil nombre de l’équation (20). On égalera alors à zéro les coefficients , dans cette équation, des variations des coordonnées restant indépendantes les unes des autres, et en y joignant les équations de condition entre les coordonnées relatives, on aura toujours trois fois autant d’équations qu’il y a de points pour déterminer leur mouvement relatif.
Telle est l’extension du principe de d’Alembert pour les mouvements relatifs, ou plutôt telle est la méthode pour déduire directement de ce principe les équations du mouvement relatif d’un système de corps ou de points matériels.
D’après ce qui précède, ou voit que, pour que l’équation (20) puisse être employée, il faut et il suffit que le mouvement relatif de chaque point soit compatible avec les liaisons du système, et que le mouvement moyen ou d’entraînement de ce point avec les axes mobiles, soit compatible avec la solidification absolue du système au moment pue l’on considère.
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Usage u principe dans
applications.
Toutes les fois que la condition ci-dessus sera vérifiée, l’équation (20) sera applicable. Mais il y a encore quelques détails à donner sur l’usage h faire de cette formule.
Comme elle est destinée à faire connaître le mouvement relatif, et que, en tenant compte des liaisons du système , elle fournit un nombre d’équations égal au nombre des coordonnées relatives de tous les points de ce système , il faut , pour que ces équations déterminent d’ elles-mêmes le mouvement relatif de celuici, quelles ne renferment pas d’autre inconnue que les coordonnées relatives des différents points, à moins que, par le choix particulier des axes mobiles, on ne connaisse d’avance, en fonctions du temps, quelquesunes des coordonnées relatives ou quelques relations spéciales entre ces coordonnées. Dans ce cas, les équations qui découlent de la formule (20) permettront de déterminer en fonctions du temps d’autres inconnues que les coordonnées.
Mais, d’une manière générale, il faudra, en outre, pour que la relation (20) ait la forme convenable, que les forces directement appliquées au système aient leurs composantes par rapport aux axes mobiles exprimables en fonctions des coordonnées relatives des points et de Xt,Yn Zn m,
Revenant à la manière de faire usage de la formule (2o)dansles applications, je considère séparément trois cas généraux distincts :
i° Celui où le mouvement des axes mobiles est complètement indépendant de celui du système , et où , en en même temps , le mouvement de celui-ci est indépendant de celui des axes mobiles. Par exemple, des corps agissant les uns sur les autres d’une manière quelconque, par voie d’attraction ou de répulsion mu-
tuelle, trouver leur mouvement relatif par rapport cà des axes doués d’un mouvement quelconque et donné, soit de translation, soit de rotation, soit des deux réunis.
2° Le cas où le mouvement des axes mobiles dépend de celui du système, mais n’influe en aucune façon sur celui-ci. Par exemple, des corps étant soumis à des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle suivant une loi quelconque fonction de leurs distances respectives , trouver leur mouvement par rapport à l’un d’eux considéré comme fixe. Gela revient à placer l’origine des axes mobiles au point où se trouve ce corps , et à donner à ces axes un simple mouvement de translation égal à chaque instant à celui de ce corps. On peut encore demander que l’un des plans coordonnés passe continuellement par les positions occupées par deux autres des corps* et même on peut, en outre, assujettir l’un des deux axes coordonnés de ce plan à passer constamment par l’un de ces deux corps. On pourrait encore demander le mouvement du système par rapport à son centre de gravité. On voit que dans tous ces problèmes le mouvement des axes mobiles est subordonné à celui du système sans influer sur lui.
3° Le cas où le mouvement des axes mobiles est indépendant de celui du système , mais où il influe sur celui-ci. Par exemple, un point matériel soumis à l’action de la pesanteur est assujetti à rester sur une surface animée d’un mouvement de rotation, avec une vitesse angulaire constante ou variable, mais donnée, autour d’un axe vertical , trouver le mouvement relatif de ce point sur cette surface considérée comme fixe. Il est clair qu’ici un des axes mobiles* doit coïncider avec l’axe de rotation, et les deux autres être reliés invariablement avec la surface mobile. Les mêmes choses étant
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posées, on pourrait supposer qu’au lieu d’un point matériel, 011 en eût deux ou même un nombre quelconque soumis à des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle, fonctions de leurs distances, ou simplement réunis par le moyen de fils ou de liens inextensibles et rigides.
Je n’ai indiqué les exemples dont je viens de parler qu’afin de faire concevoir la nature des problèmes que l’on peut résoudre à l’aide de la méthode précédente, et je donnerai plus loin, tout en détail, des solutions développées de ce genre de questions. Mais, maintenant, je vais expliquer, d’une manière générale pour chacun des trois cas généraux que j’ai considérés, la manière de procéder.
Premier cas. Premier cas. (Le mouvement des axes mobiles étant indépendant de celui du système et , en même temps , le mouvement du système étant indépendant de celui des axes mobiles.)
Dans ce premier cas, ces deux mouvements étant sans influence l’un sur l’autre , il faut que l’un des deux soit donné, et généralement on devra admettre que c’est le mouvement des axes qui sera connu. Voyons donc comment l’on déterminera le mouvement relatif du système.
On connaîtra, en fonctions du temps, X,, Yn Zn w , a/, w" qui entrent dans la formule (20) et dans les équations qui en découlent. 11 pourrait se faire qu’au lieu d’avoir directement ces six quantités, on eût, en fonctions du temps, les coordonnées £,*},£, de l’origine mobile par rapport à des axes fixes, ainsi que les neuf angles de directions, a, 6, y; a', 6', ■/; a", 6", y". Mais il est fort aisé d’en déduire les valeurs de Xt, Y(, Zt; 10, ü>', iù". En effet , on a :
d ^ d\ . . dK
Puis les équations (i4) donnent:
dcos 6'
dt
dcos&"
dt
dcosê
+C0SY' -dt
+C0ST ~dt
, d cos y
dt
Si les forces Xlf Yt, Zt, ou les composantes parallèles aux axes mobiles des forces réellement appliquées aux différents points, sont exprimables en fonctions des' coordonnées relatives de ces points, les équations données par (20), jointes à celles qui expriment les liaisons, suffiront pour déterminer le mouvement relatif du système. Ces forces seront, en effet, exprimables au moyen des coordonnées relatives dans des cas très -généraux ; par exemple , quand les forces proviendront d’actions mutuelles entre les points et seront fonctions de leurs distances respectives, ou quand elles seront constamment dirigées vers l’origine mobile et fonctions de la distance des points à cette origine , ou encore quand elles seront d’intensité constante et d’une direction invariable par rapport aux axes mobiles. Le mouvement relatif sera alors obtenu.
Si l’on veut passer de là au mouvement absolu, rien ne sera plus facile ; car, en appelant xx , y1 , zx les coordonnées d’un point quelconque par rapport aux axes fixes , on a :
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!0C\ — £ + ^cosa-j-t/cosa'-j-zcosa"
V\ = *) + # cos 6 + i/cos6'-j-,zcos6"
ÆTj = Ç-f-#COSY -f-^/COSY' -J- 2 COS y''.
Supposons que , prenant le problème à un autre point de vue , et le mouvement des axes mobiles étant toujours déterminé à priori, on donne aussi à l’avance le mouvement relatif de tous les points matériels , et qu’on demande quelles seraient les forces à appliquer à chaque point pour produire ce mouvement relatif du système. La solution est facile. En effet, si tous les points sont libres, la formule (20) fournira juste le nombre d’équations nécessaires pour déterminer, en fonctions de temps, Xj, Y1? Zj, X'j, etc., c’est-à-dire les forces motrices cherchées. S’il existe des liaisons entre les points, les équations de condition établissant des relations entre les Sx, $y, etc. , le nombre des inconnues Xl , Yt , etc. , sera supérieur à celui des équations , et le problème deviendra indéterminé.
Enfin , prenant le problème à un troisième point de vue, supposons que l’on se donne les forces motrices ainsi que le mouvement relatif du système, et que l’on demande , quand le problème sera possible , quel serait le mouvement des- axes mobiles , qui , avec les forces données, répondrait au mouvement relatif, également donné , du système. Pour simplifier la question , nous admettrons que les forces motrices données soient des actions mutuelles entre les divers points et fonctions de leurs distances respectives. Dès lors, Xt , Yt , , X', ,
Y'j , etc., peuvent s’exprimer, quel que soit le mouvement des axes , à l’aide des coordonnées relatives de ces points. Donc, dans les équations fournies par (20), on aura simplement six inconnues, propres à déterminer le mouvement des axes, savoir : Xt, Y„ ZM w, wr, w", les trois premières entrant directement sans leurs diffé-
rentielles, et les trois dernières, directement , et avec leurs différentielles du premier ordre.
Si le système se compose de deux points libres , la formule (20) fournira six équations propres à déterminer le mouvement des axes, pourvu que les valeurs quelles donneront pour XM Y0 ZM w, <o" soient réelles et admissibles. Ainsi donc, à part cette restriction , on peut toujours faire mouvoir des axes mobiles, de manière que deux points soumis à une action mutuelle, fonction de leur distance respective, aient , par rapport à ces axes, des mouvements relatifs arbitraires et donnés. S’il y a plus de deux points , le nombre des équations surpasse celui des inconnues , et le problème est généralement insoluble. Si les points, au lieu d’être libres, étaient soumis à certaines liaisons, le nombre des équations fournies par (20) diminuerait, et le problème pourrait devenir soluble avec plus de deux points.
Deuxième cas. (Le mouvement des axes mobiles dépendant de celui du système , mais n’influant nullement sur celui-ci.)
Il faut poser les équations données parla formule (20) , en tenant compte des liaisons quand il en existe. Ces équations contiennent toujours X,, Y,, Zt, w, <*>' , q>". Le mouvement des axes mobiles étant déterminé , mais non pas donné à priori , on ne connaîtra pas généralement par avance la valeur de ces six quantités en fonctions du temps. Cependant , exceptionnellement , cela pourrait arriver. Par exemple , il en serait ainsi si l’on cherchait le mouvement d’un système de points agissant mutuellement les uns sur les autres par voie d’attraction ou de répulsion réciproque , par rapport au centre de gravité de ce système, les axes mobiles restant toujours parallèles à eux-mêmes. Comme le centre
Deuxieme cas.
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de gravité a, dans ce cas, un mouvement rectiligne et uniforme, on aurait :
Yf = o, Zt — o ;
puis ,
10 =0, ü>' = o , Wr' — o.
Mais , généralement , ces six quantités ne seront pas connues à l’avance. Seulement , les conditions données et d’après lesquelles a lieu le mouvement des axes , permettront , dans des cas très-généraux, de les exprimer en fonctions des coordonnées relatives des points, avec ou sans le temps. Ainsi, supposons que l’on cherche le mouvement d’un système de corps , s’attirant ou se repoussant mutuellement les uns les autres , suivant une loi fonction de leurs distances respectives, par rapport à l’un d’eux considéré comme fixe, les axes mobiles restant parallèles à eux-mêmes. Il est clair qu’on aurait to=o, w'=o, w"=o, et que, l’origine coïncidant avec l’ un des points du système , la force accélératrice de cette origine répondrait aux actions exercées sur ce point pour tous les autres points , et que , dès lors, Xn Yt , Zt seraient exprimables en fonctions des coordonnées relatives de ces points. La chose aurait encore lieu si , en outre , les axes mobiles étaient animés d’un mouvement de rotation connu autour de l’un d’eux conservant une direction constante , ou même autour d’un axe se mouvant toujours parallèlement à lui-même. Si, en outre, les forces motrices, agissant réellement sur le système, ont leurs composantes parallèles aux axes mobiles, exprimables au moyen des coordonnées relatives des points en mouvement, la formule (20) fournira, en tenant compte des liaisons qui peuvent exister, toutes les équations nécessaires pour la détermination du mouvement relatif. Cette condition , commune à tous les cas,
sera satisfaite notamment quand les forces motrices, agissant sur le système, se réduiront à des actions mutuelles entre les divers points, fonctions de leurs distances respectives , ou à des forces constamment dirigées vers l’origine des axes mobiles et fonctions de la distance de ces points à cette origine. La même chose aurait encore lieu pour des forces d’une intensité constante et d’une direction invariable par rapport aux axes mobiles. Enfin, cette même condition pourrait encore être remplie , lors même que ni les forces Xt , Yj , , X\ , etc. , ni X,, Y, , Zc ne seraient exprimables
au moyen des coordonnées relatives des points, pourvu que les résultantes des premières forces et d’une force égale et contraire aux forces motrices , dont XM Y*, Z, est Ja force accélératrice le fussent pour chaque point, car il n’entre dans la formule (20) que les différences
X1 — m Xt
Y, — m Yt
Y\ — m'Yt etc.
Par exemple , si l’on voulait étudier le mouvement d’un corps libre , soumis uniquement à l’action de la pesanteur, par rapport à son centre de gravité , la force motrice de chaque point matériel se réduirait à son poids, qui se détruirait avec les forces provenant de X*, Y, et Z,, si l’ origine des axes mobiles se trouvait au centre de gravité du système, et la formule (20) donnerait alors directement le mouvement relatif de celuici , quel que soit d’ailleurs le mouvement de rotation des axes mobiles , pourvu qu’il soit donné.
Supposons que l’on veuille, dans ce dernier cas, passer du mouvement relatif au mouvement absolu. Il
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suffit pour cela de déterminer le mouvement des axes mobiles, c’est-à-dire £, *), ç et les neuf angles de direction en fonctions du temps. Or, nous avons admis que les six quantités X,, Yn Zn w, w, w" étaient exprimables en fonctions du temps et des coordonnées relatives. Ces six quantités sont donc connues en fonctions du temps seul après que le mouvement relatif est déterminé. Or, on aura d’abord les neuf angles par les équations (i4) qui forment trois groupes, comprenant chacun trois équations différentielles simultanées linéaires du premier ordre ; et entre ces neuf inconnues , il existe dix-huit relations connues d’avance données par (i5). Ces neuf angles, du reste, peuvent être données d’avance. Ayant ces neuf angles , on obtiendra \ , ri , ç à l’aide des trois équations
dS 1 d?
dX dt2
— Xt cos a -j- Y, cos a' -f~ Z, cos a" = XjCosê -J- Y,cos6' -f- Z, cos 6"
— Xjcosy -\- YjCosy -)- Zfcosy",
Les seconds membres de ces trois équations devenant des fonctions connues de f, on aura £, ’n, K par des quadratures.
Supposons que l’on veuille , comme dans le premier cas, envisager le problème à un autre point de vue , et que , reliant le mouvement des axes mobiles à celui du système, d’après une loi déterminée d’avance, on se donne aussi d’avance le mouvement relatif des différents points. Il s’agit alors de déterminer les forces à appliquer au système. On obtiendra celles-ci exactement comme dans le cas précédent, et l’on verra encore que, quand tous les points sont libres, il y a une solu-
tion unique et que le problème devient en général indéterminé, quand il existe de? liaisons entre les points. • ,
Troisième cas . — (Le mouvement des axes mobiles Troisième cas. étant indépendant de celui du système, mais influant sur lui ) .
Dans ce cas le système doit toujours être soumis à certaines liaisons , car, si tous les points étaient absolument libres dans l’espace, on ne comprendrait pas comment leur mouvement pourrait être influencé par celui des axes mobiles. Ceci établi, on commencera toujours par poser les équations du mouvement relatif données par (20), en tenant compte des relations qui expriment les liaisons. Ces équations contiendront les six fonctions Xn Yn Z,, w, a/, o>". Mais le mouvement des axes mobiles étant indépendant de celui du système, il devra être donné à l’avance et , par conséquent , on connaîtra, en fonctions du temps, les six quantités précédentes. Si , au lieu de les avoir directement . on donnait \ , t) , ç et les neuf angles de direction des axes mobiles avec les axes fixes , on déterminerait X,, Y, , Z0
o)', co" à l’aide des équations (21) et (22).
Il reste encore, dans les équations du mouvement relatif données par (20) les forces motrices. Nous admettrons qu’elles soient exprimables par des fonctions qui ne contiendraient pas d’autre variable que le temps et les coordonnées relatives des différents points. Cependant le contraire serait encore admissible , mais il faudrait, comme dans le deuxième cas , que , pour chaque point , la résultante de la force motrice et d’une force égale et contraire à celle qui lui donnerait, s’il était libre , la même accélération que l'origine des axes mobiles, que cette résultante dis-je soit telle que, dans les équations résultant de la formule (20) il ne reste
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pas d’autre variable que le temps et les coordonnées relatives des différents points.
Si l’on veut passer du mouvement relatif au mouvement absolu , il suffit , comme on l’a vu précédemment, de déterminer le mouvement des axes mobiles. Or, celui-ci est connu d’avance. On aura donc £, rj, ç et les neuf angles a, g , etc. , ou bien si X, , Yt, Zt , w, w, w" sont les données, on en conclura les neuf angles, ainsi que \ , y) et £ , exactement comme dans le cas précédent.
Si l’on se donnait d’avance, outre le mouvement des axes mobiles , le mouvement relatif du système , et que l’on demandât quelles seraient les forces à appliquer aux différents points du système pour obtenir ce mouvement relatif, le problème se résoudrait toujours à l’aide des équations fournies par la formule (20) combinée avec les relations qui expriment les liaisons. Mais ici , à cause des liaisons , le nombre des équations devient moindre que celui des composantes des forces que l’on cherche et le problème est indéterminé.
simplification La méthode précédente pour la solution des progene^ajeapportee kj£mes 01^ pon cherche les mouvements relatifs, et en
deSabIsoiuseparIllS Particulier son application ci-dessus exposée pour le ja considération deuxième cas , conduit à une nouvelle manière de cherrelatifs cher le mouvement absolu d’un système de corps, qu’il trialmé8thode 1 est Permis d’employer dans des cas très-généraux , et précédente. au moyen de laquelle des simplifications essentielles sont introduites dans les équations différentielles du mouvement. C’est ce que je vais expliquer en détail.
Soit un système de corps ou de points matériels soumis à certaines forces , se mouvant dans l’espace et dont on cherche le mouvement absolu. D’après les règles ordinaires, on décompose celui-ci en trois autres parallèlement à trois axes rectangulaires fixes et l’on
obtient, en tenant compte des liaisons qui peuvent exister dans le système , trois fois autant d’équations qu’il y a de points, lesquelles servent à déterminer, pour chacun d’eux , ses trois coordonnées en fonctions du temps. La méthode nouvelle que j’indique est la suivante :
Au lieu de se borner à cette simple décomposition du mouvement en trois autres parallèles à trois axes fixes, décomposons, à chaque instant, et suivant les conditions qui ont été suffisamment détaillées dans tout ce qui précède, le mouvement absolu du système en deux autres : l’un qui soit un mouvement élémentaire moyen commun a^ec trois axes mobiles dans l’espace, le système étant , pour ce mouvement moyen élémentaire, supposé solidifié avec ces axes; et l’autre qui soit un mouvement relatif du système par rapport à ces axes supposés fixes. Je rappellerai qu’il suffit, d’une part , que le mouvement relatif soit compatible à chaque instant avec les liaisons du système , et d’autre part , que le mouvement moyen du système , commun avec les axes mobiles , soit compatible à chaque instant avec la solidification absolue du système au moment considéré. Je supposerai encore que les expressions des forces motrices ne contiennent pas d’autre variable que le temps et les coordonnées relatives, ce qui aurait lieu, par exemple , si ces forces étaient des actions mutuelles entre les points, fonctions de leurs distances ou des forces dirigées vers un centre fixe par rapport aux axes mobiles et fonctions de leurs distances à ce centre. 11 suffirait encore, comme on l’a vu précédemment, si cette condition n’était pas remplie, que dans les équations fournies par (20) en tenant compte des liaisons, les termes, provenant de ces forces et contenant d’autres variables que le temps et les coordonnées relatives dis-
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parussent par la combinaison de ces forces avec celles qui résultent de X,, Y, et Zr
Ces préliminaires posés , remarquons que les équations qui proviennent de (20) et qui déterminent le mouvement relatif, sont en même nombre que les coordonnées relatives de tous les points , en y joignant celles qui expriment les liaisons quand il en existe, c’est-àdire qu’on aura en tout trois fois autant d’équations que de points. Mais celles-ci , ou du moins celles d’entre elles qui n’expriment pas les liaisons , contiennent six autres fonctions du temps, indéterminées jusqu’à présent, à savoir : XM Yt, Z( d’une part ; puis œ, w, <o". Or dans ces équations fournies directement par (20) et qui n’expriment pas les liaisons du système , les coordonnées relatives des points y entrent avec leurs différentielles du second ordre , tandis que , des six fonctions en question, les trois premières X(, Yt , Z, , y figurent directement sans leurs différentielles et les trois dernières, savoir w, w', w", y entrent avec leurs différentielles du premier ordre seulement. Profitant de cette circonstance, voici comment l’on introduira la simplification dont j’ai parlé.
A cause que les six fonctions X,, YM Zn to, «*/, w" sont indéterminées , 011 les supposera choisies de telle sorte que six des coordonnées relatives des points aient des valeurs connues en fonctions du temps ou, plus généralement , que les coordonnées relatives des points satisfassent à six équations arbitraires que l’on choisira les plus simples possibles. Il suffira de s’assurer par avance, quand cela se pourra, ou de vérifier après coup, dans le cas contraire, qu’il y aura toujours en effet une position des axes à chaque instant qui donne les valeurs arbitraires attribuées aux six coordonnées, ou qui vérifie les six relations arbitraires établies entre
DANS LES MOUVEMENTS RELATIFS. l\rO
les coordonnées. Dans tous les cas , on voit que cela revient à remplacer six coordonnées relatives , qui peuvent être regardées comme des fonctions connues du temps et qui entrent dans les équations différentielles avec leurs dérivées du second ordre, par six autres inconnues, dont trois, X, , Y,, Zt, y entrent directement sans leurs différentielles et trois autres,
, a/ etw" avec leurs différentielles du premier ordre seulement.
Ainsi, supposons qu’il s’agisse du mouvement absolu d’un système de corps libres, s’attirant mutuellement en raison inverse du quarré de leurs distances respectives. On décomposera celui-ci en un mouvement moyen commun avec des axes mobiles et en un mouvement relatif par rapport à ces axes. On déterminera le mouvement de ces derniers , de manière à rendre le mouvement relatif aussi simple que possible. Par exemple, on peut faire coïncider l’origine de ces axes avec un des corps; assujettir un des plans coordonnés à contenir toujours deux autres des corps, en outre du premier, et de plus, astreindre l’un des axes coordonnés renfermés dans ce plan à passer toujours par un des deux corps qui y sont contenus. Alors le mouvement relatif d’un des corps est nul ; celui d’un deuxième est rectiligne, et celui d’un troisième s’effectue toujours dans un plan. Dans cette manière de déterminer le mouvement des axes, six coordonnées relatives deviennent nulles et disparaissent des équations du mouvement données par (20). On pourrait choisir les axes différemment, assujettir un des plans coordonnés à contenir toujours trois des corps et les deux axes coordonnés de ce plan à 'passer toujours, l’un d’eux, par deux des corps, et l’autre, par le troisième corps, ce qui fait encore évanouir six des coordonnées relatives
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des points. Alors le mouvement relatif des trois corps est rectiligne. On peut encore varier et déterminer le mouvement des trois axes de manière à ce que chacun d’eux passe toujours par un des corps du système, ce qui réduit le mouvement relatif de trois de ces corps à un mouvement rectiligne et fait évanouir encore six coordonnées, mais ce dernier mode n’est pas toujours possible , car il exige que les trois corps dont il s’agit fassent constamment un triangle dont les trois angles soient aigus. Toutes ces considérations s’appliquent notamment à la question, connue sous le nom de problème des trois corps, et où l’on cherche le mouvement combiné du soleil, de la terre et de la lune.
On a vu que, dans tous les cas possibles, les équations données par la formule (20), ajoutées à celles qui expriment les liaisons du système, sont en même nombre que les coordonnées relatives de tous les points, et suffisent , par conséquent , pour déterminer le mouvement relatif du système. Dans ce que je viens d’exposer touchant le mouvement absolu, on a vu aussi que, grâce aux six relations arbitraires introduites entre les coordonnées ou aux valeurs arbitraires données à six coordonnées en fonctions du temps , il arrive que ces six coordonnées sont remplacées comme inconnues par X0 Y,, Z,, ü), «0, J'. Les équations données par (20), jointes à celles qui expriment les liaisons, se trouvent donc être, à part une exception dont je parlerai tout à l’heure, en nombre suffisant pour faire connaître toutes les coordonnées relatives qui restent à déterminer, et en outre, les six fonctions Xf, Y,, Zn o>, co', w" dont dépend le mouvement des axes mobiles.
On voit que la recherche du mouvement absolu sera simplifiée puisque, dans les équations du mouvement, six variables entrant avec leurs différentielles du second
ordre, sont remplacées par six autres dont trois figurent sans différentielles et les trois autres avec leurs dérivées du premier ordre seulement.
Je viens de dire que, exceptionnellement, il pouvait arriver que les équations données par (20), jointes à celles qui expriment les liaisons, ne fussent pas en nombre suffisant pour faire connaître tout à la fois le mouvement relatif du système et les six fonctions XM YM Zn w, J, to". En effet, il faut se rappeler que ces six dernières fonctions ne figurent que dans les équations données par (20) et nullement dans celles qui expriment les liaisons. Il faut donc que les relations résultant de (20) soient au moins au nombre de six , autrement elles ne suffiront pas à déterminer ces six fonctions. Par exemple, c’est ce qui arriverait si l’on étudiait le mouvement absolu d’un corps solide et que l’on prenne pour axes mobiles trois droites fixes dans le corps. Dans ce cas , le mouvement relatif de chaque point est nul et est connu d’avance , le corps ayant une position invariable par rapport aux axes mobiles. Alors, comme tout déplacement virtuel dans le mouvement relatif est impossible, la formule (20) ne fournit aucune équation. Mais dans ce cas, comme dans ceux analogues, on peut obtenir les six fonctions X, , Y* , Z, , <*> , to', w" de la manière suivante.
Les forces exprimées par (19) et prises pour tous les points, se font équilibre à l’aide des liaisons du système. Or, la formule (20) exprime l’égalité à zéro de la somme des moments virtuels de toutes ces forces pour tous les systèmes de déplacements virtuels relatifs. En joignant aux équations données par (20) celles qu’on obtiendrait en égalant à zéro la somme des déplacements virtuels compatibles avec le mouvement moyen seul, c’est-à-dire en regardant le système comme solidifié avec les axes,
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Extension de la théorie précédente aux changements brusques de vitesse qui ont lieu dans le mouvement relatif par l’effet de percussions, de chocs, etc.
on aura toutes les équations possibles et qui, jointes à celles qui pourront venir de la formule (20) suffiront pour déterminer X, , Yf, Zf, w, w', u>".
Ainsi donc, on connaîtrai mouvement relatif et, en outre , les six fonctions Xt, Yn Zn w, w', w". Pour déduire de là ê , , ç , et les neuf angles de direction des axes mobiles avec les axes fixes , on commencera par chercher ces neuf angles, à l’aide des équations (i4) qui, comme je l’ai déjà observé précédemment, se partagent en trois groupes, chacun de trois équations linéaires du premier ordre, entre trois fonctions d’une variable indépendante, ces neuf angles étant d’ailleurs liés entre eux par les dix-huit relations (i5). En définitive, sur les neuf angles, il est évident qu’il suffit d’en déterminer trois pour que la direction des axes mobiles soit connue par rapport aux axes fixes. En effet a et 6 sont suffisants pour déterminer OX {fig. 2) par rapport à 04 Xj, Yt, Ol Zl ; puis ensuite a' suffit pour fixer la position de OY et, cela fait, la direction de OZ en résulte.
Connaissant les neuf angles a, 6, etc., on aura (j, y et £ par les équations (24) qui se résoudront par des quadratures. Le mouvement absolu de chaque point sera alors donné par les formules
Xx = \ + X cos a -f- y cos a -j- Z cos a7 yt = T] -|- x cos 6 -\- y cos & z cos 6" zt = £ -f x cos 7 + 2/ cos Tr + z cos y7
On peut étendre la théorie précédente aux forces dites instantanées et obtenir d’une manière analogue les changements brusques de vitesses , dans le mouvement relatif. Par des procédés semblables, on arrive à la formule suivante, qui remplace, dans ce cas, la formule (20)
(aâ) 2 || Jx*+ro(tt(0 — — j +
+ « Ko — w”i ) — * K — wt) J ty +
+ 2/ K~wi) — ® (ü)' — w'i)J 05 | = O.
Dans cette formule l’indice o et l’indice î indiquent respectivement les valeurs de la quantité à laquelle ils sont appliqués au commencement ou à la fin de la percussion. Les intégrales $X dt, JY dt, JZ dt, représentent les composantes parallèles aux axes mobiles, de la quantité de mouvement qui mesure la percussion appliquée directement au point m, dont les coordonnées sont x , y , 5. De plus, un u't , u"t sont les composantes parallèles aux axes mobiles, de la vitesse absolue de l’origine de ces axes et w, o/, w" sont les vitesses angulaires du mouvement de rotation des axes coordonnés respectivement autour des trois axes mobiles des x, des y et des 2. Quant à 8#, %, 8z-, ce sont les projections sur les axes mobiles d’un déplacement virtuel du point m, compatible avec les liaisons du système, en regardant le mouvement relatif comme seul possible. On voit que dans cette formule de même que dans (20), les coordonnées S, TQ, K de l’origine ne s’y trouvent pas non plus que les neuf angles de direction des axes mobiles avec les axes fixes et qu’il n’y entre , à part les vitesses relatives des points et les forces de percussion, que les composantes, parallèles aux axes mobiles, de la vitesse
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absolue de l’origine des axes et les vitesses angulaires autour des trois axes coordonnés.
Propriétés Les propriétés générales du mouvement absolu, con-
générales
du mouvement, nues sous les noms de Principe de la conservation du C°ieSmouvement1S mouvement du centre de gravité , Principe de la conrelatif. servation des aires, et Principe des forces vives , four-
Inlegrales . 1
qu’eiies nissent , comme on sait, dans des cas très -généraux, dans certains cas. des intégrales des équations différentielles du mouvement absolu. Il est donc intéressant de rechercher ce que deviennent ces propriétés dans le mouvement relatif.
Occupons-nous d’abord du premier de ces principes, celui de la conservation du mouvement du centre de gravité.
Or, en appelant, comme nous l’avons fait jusqu’ici, XjjYj , Zj , les composantes, parallèles aux axes mobiles, de la force appliquée au point m(x, y , z) , on sait qu’il doit y avoir équilibre à l’aide des liaisons du système, entre les* forces Xx — ?nX; Yl — mY ; Z1 — mZ, prises pour tous les points. L’équilibre, d’ailleurs, ne serait pas troublé si l’on ajoutait de nouvelles liaisons telles que le tout devînt un corps solide. Si donc nous supposons qu’il n’y ait aucun point fixe ni aucun point assujetti à rester sur une courbe ou sur une surface , la somme des composantes Xt — mX; YI — mY ; Zx — m Z, parallèlement aux trois axes mobiles, doit être nulle pour chacun d’eux. Appelons a, 6, c les coordonnées du centre de gravité du système dans le mouvement relatif, et M la masse totale ; on aura , à cause de (1 7) :
( suite).
I M ^ — M («2 4- w '")& - M^c+M -^a + MujW 4-
dt dt dt
+ MwV'c + 2Mw" ^ — aMu ^ = SY — MY,
1 dt dt
M — M (w2 -f- w'2)c — M ~ a M ~b -|- Ma/ W 4-
CLv dv dv
+ Mu>V6 -j- üMw -7 2Mw' — = SZj — MZt.
* dt dC
Supposons que l’on connaisse le mouvement des axes, ou au moins les forces Xt, Yn Zn et les vitesses angulaires w, w', ü>", ainsi que la résultante (sX4 , , sZj)
en fonctions du temps. Alors le mouvement relatif du centre de gravité sera déterminé par les trois équations ci-dessus, qui sont linéaires et du second ordre par rapport à a, b, c.
Si les axes tournent autour d’un axe invariable par rapport à eux-mêmes et d’un mouvement uniforme, ces équations seront à coefficients constants. Si les axes n’ont qu’un mouvement de translation sans rotation, le problème se résoudra par des quadratures. S’il n’y a pas de rotation, et que le mouvement de translation soit nul ou bien rectiligne et uniforme, alors le centre de gravité se meut dans le mouvement relatif comme si toute la masse y était concentrée, et que toutes les forces qui agissent sur le système y fussent transportées parallèlement à elles-mêmes.
Si l’on remplace dans (26) M^, M^-,
respectivement
d?x , , dV ,
par w_ + m __+etc„.
dH, ,dV ,
par TO_+m_ + elc.;
par TO__+m_ + etc.)
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et que l’on intègre successivement deux fois de suite chacune de ces trois équations, on aura trois intégrales.
Je passe maintenant au second principe , celui de la conservation des aires.
Supposons que les axes n’aient pas de mouvement de translation , et qu’ils soient simplement animés d’un mouvement de rotation uniforme autour de l’un d’eux , par exemple de celui des Z. Alors w et w' sont nulles, et est constante. S’il n’y a dans le système, aucun point fixe, ou que , s’il y en a un, celui-ci soit pris pour l’origine des coordonnées, alors la somme des moments des forces Xt — mX, Y1 — mY, Z, — mZ, prise pour tous les points, doit être nulle pour chacun des trois axes. Faisons cette somme pour l’axe des Z, et nous aurons , à cause de (17) :
Supposant qu’en regardant le système comme solidifié , les forces appliquées au système aient une résultante nulle, ou qui passe par l’origine; dans ce cas, 2 ( Xtij — Ytx) = o , et l’équation devient
( d2x d2y\ (\jdy-\-xdx\
lm{yië-xW- w 'kTc — y = °’
ou , en intégrant et appelant G une constante ,
(27) Sm (y jj — x ji) — 2m ( * s + y') = c >
qui est une intégrale du problème.
Passons enfin au troisième principe , celui des forces vives.
Ici je supposerai seulement que les vitesses angulaires w, <*/, w" sont toutes les trois constantes, et que les
axes n’ont pas de mouvement de translation. On tire alors facilement de (17)
2 (Xxdx+\xdy-\-Ztdz)r=:lm
dxd2x + dyd'y + dzd/z dt2
— ü)"2 S m ( xdx -f- ydy) — w-Sm (zdz -f- xdx) —
— t o2'Lm(ydy -j- zdz) -f- wt û'l.m(ydx -f- xdy ) + uu'Zm{xdz-\- + zdx) + <*>'(*>" (*dy + ydz) .
En intégrant et appelant K une constante, on a l’intégrale suivante :
1 £m — ^ ) = K + 2 J S (X,<te+ Y,dÿ+
(28) + Z,dz) -f o)"2Sm(f + i/) + ü)'2Xm(22-f x2) +
I + y2 Sm (»/ -j- z2) — 20010' Zmxy — 210'a tâmzx —
\ — 2<o'to"S myz.
On voit que toutes les fois que l’intégration indiquée dans le second membre pourra s’effectuer, la force vive relative du système ne dépendra que de la position de celui-ci. C’est ce qui aura lieu toutes les fois que les composantes X, , Yt , , etc. , auront des intensités
et des directions indépendantes tout à la fois de la situation des points dans le mouvement relatif et du mouvement des axes.
Par exemple , si l’on examinait ce que devient le principe des forces vives appliqué aux corps pesants, dans leur mouvement apparent à la surface de la terre, en tenant compte de la rotation diurne de celle-ci , la formule (28) serait applicable ; car la direction de la pesanteur, en un point donné , serait invariable par rapport à trois axes fixés dans le globe et tournant avec lui. La relation (28) donnerait alors la correction réelle à faire subir au principe des forces vives en raison du mouvement de rotation diurne de la terre.
Si le mouvement de rotation avait lieu autour de
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l’un des axes, par exemple de celui des Z, alors on aurait w = o et a)' — o , et l’on retrouverait la formule dont on se sert pour calculer le changement de force vive relative dans les roues hydrauliqueshorizontales, comme les turbines.
En résumé, on voit que, dans des cas déterminés, on peut obtenir jusqu’à cinq intégrales des équations différentielles du problème. Ces intégrales supposent que l’on connaisse les forces X,, Yn ZM qui correspondent au mouvement de translation de l’origine , et les vitesses angulaires w, w', J'. Mais si, en outre, l’on connaissait, en fonctions du temps, le mouvement même des axes , à savoir les coordonnées de l’origine Ç, *) , £, et les neuf angles de direction a, 6, y, a', 6', y, a”, 6", y', alors on aurait, dans le mouvement relatif, autant d’intégrales que dans le mouvement absolu , car on transformerait chaque intégrale du mouvement absolu en une intégrale du mouvement relatif, à l’aide des formules
xi = \ -(- X cos a -{- y cos a -j- z cos a", i/j = 7) -)- x cos 6 -[- y cos 6' -| - z cos 6". zy — Ç -f- x cos y -| -y cos y' z cos y".
Je vais maintenant appliquer la théorie précédente à la solution de divers problèmes.
PROBLÈME l .
Étant donnés un certain nombre de corps libres dont les masses sont m, m', m", etc., agissant les uns sur les autres par des forces d'attraction mutuelle , fonctions de leurs distances respectives , trouver le mouvement du système par rapport à T un d’eux , par exemple le corps m, considéré comme fixe.
Ici les axes n’ont qu’un mouvement de translation. Les vitesses relatives des points sont compatibles avec
les liaisons du système, puisqu’il n’y a pas de liaisons. On a donc , en conservant les notations précédentes , et appliquant les formules (20) et (17)
s | (x',-m'^ -m'x}) 3x'+ Y,)sÿ'+
dU 2
etc. | = o.
11 en résulte
d^yr
r''m' df-m'Yt==0
, , drz
z t •— m — — m' Zt = o d^x"
X'\ — m" — ^ — - m"X, == o, etc.
Les équations (29) détermineront les coordonnées relatives des corps en fonctions du temps. En effet , il est facile de voir que les forces X„ Yn Zn X'4, Y't, Z't, X'^, Y"p Z"t, etc., sont toutes exprimables en fonctions des coordonnées relatives des différents points.
Dans la mécanique céleste, on emploie bien ce procédé pour étudier le mouvement des différents corps du système planétaire par rapport à l'un d’eux considéré comme fixe, ou le mouvement des satellites par rapport à, leur planète, et, de cette façon, on fait disparaître trois inconnues qui sont les coordonnées absolues du corps relativement auquel 011 cherche le mouvement des autres, mais ce qui précède démontre que la même
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réduction aurait lieu quelle que soit la loi suivant laquelle les différents corps agissent les uns sur les autres, pourvu que celle-ci soit exprimée par une fonction des distances respectives des masses entre lesquelles la force s’exerce.
De même aussi, après avoir déterminé le mouvement relatif, on peut en déduire le mouvement absolu du corps central, m, qui est accompagné par l’origine des axes mobiles et, par suite, celui de tout le système. En effet, X„ Yt , Zt étant exprimables en fonctions des coordonnées relatives des différents points, deviennent des fonctions connues du temps, après qu’on a déterminé le mouvement relatif. Appelant donc x1,yl, zx les coordonnées absolues de m, on aura æx, __ de - x‘
de ~ 1
et xx, yx et zx s’obtiendront par des quadratures.
Les mêmes choses étant posées que dans le problème précédent , on suppose que le corps m soit animé , outre son mouvement de translation , d’un mouvement de rotation uniforme , avec une vitesse angulaire w" autour d’un axe partant du centre de gravité de ce corps , et conservant une direction fixe dans l’espace. Ceci établi , on demande le mouvement du système par rapport à des axes dont V origine accompagnerait le corps m ou son centre de gravité , et qui tourneraient fixement avec lui.
En appliquant la méthode générale, et faisant usage des formules (20) et (17), on obtient de suite les équa-
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tions différentielles du problème, qui sont, en prenant l’axe de rotation pour l’axe des Z
X', — m! — m' X4 + mV'V + 2171 w" = o 1 dt2 1 1 dt
r] W ffrvJ
rx — m —-r — m' Y( -f m' co"y — 2 m' <o" -- = o ai ai
z'i — m’ ——m! Zt=o
d^r1’ du"
X", — m"— ^ m"X, + mW -f 2m"to"
ai ai
d2iï' r/r"
+ m" u"2y" — amV — = o cif a 1
Z", — m"— — m" Zt = 0 , etc.
i dt2
De même que, dans le problème précédent, les forces X„ Y„ Zn X'l5 Y't, Z't, etc., s’expriment au moyen des coordonnées relatives des points, et alors les équations (5o) déterminent le mouvement relatif.
On aurait ensuite aisément le mouvement absolu de l’origine des axes ou du corps m; car, en appelant xt, î/p zx les coordonnées absolues de ce point, on a
= X,cos(ü>"<) — Y,sin (ta"l) = Xtsin(a)'7) + Y(cos(w'7)
On passerait facilement de là au moment absolu du système.
Trois corps libres m,m', m", se meuvent sous l’influence de forces d’ attraction mutuelle , proportionnelles à leurs masses , et qui varient en raison inverse du quatre
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de leurs distances respeclives. Trouver le mouvement absolu du système , en simplifiant cette recherche par la considération des mouvements relatifs .
Cette question est, comme je l’ai dit plus haut, celle qui est connue sous le nom de problème des trois corps.
Le principe de la méthode consiste, comme je l’ai déjà expliqué précédemment, à décomposer le mouvement absolu en un mouvement moyen commun avec des axes mobiles, et en un mouvement relatif par rapport à ces axes, et à choisir celui des axes qui est arbitraire, de manière à rendre le mouvement relatif le plus simple possible.
Soient les distances
mm' = f mm " = f m'mv == fr
Soient OX, OY, OZ les axes mobiles.
Appliquons l’équation générale (20) et, en conservant les notations adoptées jusqu’à présent, nous aurons :
— mm'jç 8/'- mm"— S/"— mm'—lf,— m — Sx—
d*y _ d?z , d*x' • , , dV * ,
-m ïë Sÿ SF' 02“; m W ~m W oy -
dt 2 de de * de
— mXt&r — — wiZt<$£ — m'Xfîx' — m'Yfîy' —
— m’Ztoz' — m"Xt%x" — m'Yfiy" — m"Ztoz'r +
— y uu — £ WW
']te+*[9(»g-«.*
df]
-j- ü)"2) y -|- ^ — x ^ xu'u — zo)fco7j8î/ -}-
K,dx dy\ , , a ,, , du du
+w >+*dr-*rfï-
— Æü/'w — i/to'vjsz -f ^ j^2 ^Ü)'' ^ — u1 -T K2+
)y+ w"2)#' + y' ^ 2' — y'wfo? — * W' j ox' 4-
, n ,r ( , dx1
<%'\ 1/21 fax r I , , du
-'J>dï)+{w+'*]z+xlî-ydï-xülw-
0>ll+0>"i)x,'+
+ »” if- z" ï _ ÿW - *'w'] + +m"[2(w^-
oh"
dt
x — .r cou) — z
dt
)+(«.+10«y+v>^_ „ /;i „ „r / ,dx"
Wto' 01/ + m I 2 ( u —
dy"\ , . s , ,2X „ , „ du du „
-"~dt )+(“ +«.1*'+* -^--V Tt-Xw{ù-
i'Yi/wJ 8V o.
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Les variations 8 f, $f'\ 8/^ dépendent de celles des coordonnées relatives, car l’on a :
P — (x - d Y + [y — y'Y + [z — *' y r = (oo - x"r + (y - y"Y + (z- *T f\ = (*' - *7 + (</- 2/")2 + (*'- *7,
D’où l’on tire
ry, _ (g — ^f) (fa — W) + (y— y') (<*y — 8y') + (g — V) (82 — 82')
y _ (a?*— x”)(Zx'— %x")+(yr— y") (St/r — %y'')+(z'—z'')(%z'— s*")
Maintenant , pour avoir les équations différentielles du mouvement, il ne reste plus qu’à substituer dans (3 1) , les valeurs précédentes de S/1', %f" et 8/^, et «à égaler à zéro les coefficients de 8j-, 8 y, 82; 8&', 8y', 82'; 8#", 8y", 82". Mais le calcul sera beaucoup simplifié par le choix du mouvement assigné aux axes mobiles.
Entre toutes les manières de déterminer ce mouvement, prenons par exemple le suivant. L’origine de ces axes accompagnera toujours un des corps, soit m; un des plans coordonnés, par exemple celui des ( x , y) passera constamment par les trois corps et l’un des axes coordonnés de ce plan, soit OX, passera continuel* lement par l’un des corps, par exemple par m1. On voit de suite que ce mouvement des axes est toujours possible et il en résulte cette simplification que le mouvement relatif d’un des corps est nul ; que celui du second est rectiligne et que celui du troisième a lieu dans un plan, de sorte qu’on a quel que soit (,
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Ces six variables qui sont maintenant connues, sont remplacées comme inconnues par six autres qui déterminent le mouvement des axes, à savoir : X,, Y„ Z, ; <*>, w', iû" et l’avantage de cette transformation consiste en ce que, comme je l’ai fait observer précédemment, les six coordonnées qui disparaissent, entraient dans les équations du mouvemeqt avec leurs différentielles du second ordre , tandis que X*, Y,, Zt y figurent sans différentielles et w, u\ w" avec leurs différentielles du premier ordre seulement.
On a ainsi , les neuf équations suivantes :
Zt= o.
— ïtl—r, — m
xn [(af — #")2-j-i/"2]3/2 dt
v „dx' ,do>" , ,
•Y. 2W — -X'~- XU)CO=0.
* dt dt
,dx' 'du , ,,
dt ~ dt
OC—X
+m -pr-r — -m
{x"*+y"Y* 1 [(«'— xy+y'^Y'2 dt 2
Xt +
(af'Hin**
..dx”
[{x'-x"f+y"2Yn W
dy_ y
2w" — \- (w2 -|- uni)y" — xn — x' u u = o.
.dW'
dt
„ , .cto" dy" , "du' ,.du „ ,, „ ,
Les neuf inconnues, déterminées par ces équations
sont : d’une part aé, od' et y"; puis, de l’autre, X,, Y,, Z„ to, o j et o) 1 .
Il est très-facile d’éliminer entre ces relations, les trois fonctions X„ Y„ Zt et l’on obtient de cette façon les six équations suivantes qui ne renferment plus que x x'\ y \ to, <*>', w", c’est-à-dire, les coordonnées relatives des corps et les vitesses angulaires des axes autour de- chacun de ces trois axes.
Ces équations sont :
[(a^-ar^M-y"* ]3/2
X dt
P (to 2
dt 2 ^
dt
— x'oi'oi =
,dx d to
2(0 — P JC — —
dt dt
X 0) to — o.
-fm'
dV'
W VT
dt — m'
dV'
r(te"
,,dx^
dt
— 20) — ; |-(io2-f-0)"2)ÿ' — #"•— x"to0)=O
{(x'-xy+y"*Y
dco" dt
dy . (.dtof „dto „ „ .
2(0 — 20) -f — kr1 -Wf'— .T O) to— w' oï <0 =0
dt dt 1 dt J dt *
On voit que, dans ces six équations a?', a?" et y" entrent avec leurs dérivées du second ordre, mais que to, to, et to" n’entrent qu’au premier ordre seulement, tandis que si l’on eût traité ce problème par les méthodes or-
dinaires, même en cherchant le mouvement de m' et m" par rapport à m considéré comme fixe ( voir la Mécanique céleste de Laplace, ire partie, livre 2), on eût eu six équations entre-six inconnues entrant toutes avec leurs dérivées du second ordre.
Après qu’on a obtenu le mouvement relatif, on peut passer de là au mouvement absolu. Il faut se servir pour cela des équations (i4) qui sont linéaires et du premier ordre et détermineront les neuf angles de direction a, g, y;* a , 6', y'; a" 6", y" dont trois comme je l'ai fait déjà observer, sont suffisants pour fixer la grandeur des six autres.
Enfin le mouvement absolu de l’origine ou du corps m, s’obtiendra par des quadratures, à l’aide de X„ Y„ Z, et des neuf angles de direction.
On pourrait comme je l’ai indiqué, varier de bien des manières , le mouvement des axes mobiles. Ainsi on pourrait prendre pour plan des ( x , y) celui des trois corps; puis, pour axe des x , la ligne qui joint m à m! et pour axe des y, la ligne menée par m" perpendiculairement à l’axe des x . Dans ce cas le mouvement relatif des trois corps serait rectiligne et on aurait
On pourrait encore prendre pour plan des (x, y) celui des trois corps; placer l’origine des axes mobiles à leur centre de gravité ; choisir pour axe des x , la ligne allant du centre de gravité au corps m et pour axe des y une perpendiculaire. On aurait alors
mx -{- m'x' m"^"= o,
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Problème 4-
Deux corps dont les masses sont m et m' sont réunis par un lien rigide qui les maintient à une distance invariable, r', Vun de l’autre. Trouver le mouvement absolu de ces deux corps sous l’action de la pesanteur , en simplifiant cette recherche par la considération des mouvements relatifs.
Prenons l’axe des Z vertical. En désignant par g la pesanteur, on aura par la formule (20)
— mXox — mYdy -}- (mg — mZ) %z — m'X'ox' —
— m'Y'lÿ -|- ( m'g — — o.
Et à cause de
on a
Ss' = «Z+^(8*-Sæ')+^( Sy-Sy'). .
Ici je détermine le mouvement des axes de la manière suivante. Leur origine accompagne le corps m; l’axe des z est vertical et celui des x est l’horizontale située dans le plan vertical qui passe par m et m'. Il est clair, alors, que , dans le mouvement relatif, m est en repos et que m' se meut dans le plan des [z, x) et y décrit un cercle autour de m. De plus, le mouvement de rotation n’a lieu qu’autour deOZ. On a alors
Ces relations donnent pour la valeur de 82' :
Sz' = 8z+^(8x— Sa;'),
d’où résultent les six équations suivantes pour déterminer le mouvement relatif
— mz'X -f- xXm'g — m'H) = o
— mY — o
mg — m'g — m'H = o
— m'z'X' — x'{m'g — mil) — o
Substituant dans ces relations à X, Y, Z ; Xf Y ' et 71 leurs valeurs données par (17), et tenant compte des simplifications qui résultent de
07 = 0, y=o, z = o, y= 0, w = o, w=o, On a
dV
— mz'X , — m'x'l, — m x 4- m'x'g = 0
1 dt^
dv
(35) < ,dV , d*z' , , ,
z-^ — x — + *X,— xZ,+gx — u,'*xz' = o.
,du" „dx
y‘+xHT™1F=°
a?'* (4 -jz,2 = r'2.
Ces six relations sont suffisantes pour déterminer, en en fonctions du temps , a?' et s' ; puis X„ Y„ Z, et en un mot, le mouvement relatif et le mouvement des axes.
Ces équations sont intégrables. En effet à cause de la seconde, la cinquième devient :
du" 2 dx'
d’où résulte
(36) ^ coV* = C
C étant une constante
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Eliminant ensuite X, et Zt entre les quatre autres et y remplaçant <*>" par sa valeur tirée de (36) on a, pour déterminer x' et z\
, dV , d}z' G V
* ~dë~X
Pour intégrer maintenant, il suffit de changer de variables. Appelons 6' l’angle formé par la ligne m m' avec l’axe des x , de sorte que
x'=r’ cos 0' et z ’ = r' sin 6'.
En substituant, l’équation (37) devient
d26f C2 sin 6'
diF + P» ^7*6' — 0
Multipliant par 2 de' et intégrant on a
<fr*_r,a c2
df- r'4 cos2ô'’
G'2 étant une seconde constante. On tire de là
. r'2cosô' d0'
dt = —
V/C'V*cos!6’ — C2
et par suite en intégrant ,
, 1 CV'2 sin 6'
t = y + — ^ arc sin — —
ou
(38). sin 8' = 1 — s'n C' ^ ^
Y étant une troisième constante.
Connaissant 6', on a x' et z puisque x' = r' cos 6' et j z' = r' sin 6' ; puis w", par (36).
On aura ensuite X„ Yt et Zt comme conséquences des formules (35).
Pour passer de là au mouvement absolu, il n’y a plus qu’à déterminer les angles de direction des axes mobiles avec des axes fixes, dont, pour plus de simplicité, l’axe des Z, par exemple, serait vertical. Or, soit directement, soit par les formules (i4), on trouve facilement
Le problème se trouve donc, par cette méthode, résolu très-simplement.
problème 5.
Un corps m qui en entraîne deux autres m' et m" à taide de liens rigides et inextensibles , de longueurs r' et r" est lancé dans l'espace. Trouver le mouvement du système qui n est d'ailleurs soumis à aucune force.
Nous déterminerons le mouvement des axes mobiles de la manière suivante :
Leur origine accompagne le corps m , le plan des (#, y) passe constamment par les trois corps et l’axe des x est toujours mené par m'.
Gela posé , en suivant la nouvelle méthode et conservant les notations précédentes , on obtient les neuf équations :
(m-j-m' + m") X* — (w^d-ü)''2) (mV-fm'y') — m"y' -f-
dt
+ m'VW — 2mV ^ = o.
^ u dt
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, „ , ndy")
+ y cou) — 2w -f- [ = o.
dt /
Zt — o.
V I > dco" „ d#'
Y ^ -j- x — — — p x co co -4- 2 co ■ - o. rfÆ dt
, , ,dlù' , „ , tfa?'
‘ dt ^ dt
[aw+Yt~ K + w"!) y" + œ" ï + æV“ +
+2“irj +
+ y" (Ç- + X. - K + *n oo" -y" ~ + ÿ’w -
dt
„ c/a)' , „diù , ,, „ , , dy " ,dx"
7j‘~x iü+y ii+x w “+y “ “+2“w-2W ^r^0-
#"2 yH 2 = f»l
Si l’on pose x" — r" cos 6" et ij’ = r" sin 6", et que l’on élimine entre ces équations X, , Y„ Z* et x\ il ne restera plus que quatre équations qui détermineront 0", o), w', co", dans lesquelles 6" entrera au second ordre , et les vitesses angulaires au premier ordre seulement, tandis que , par les méthodes ordinaires , en cherchant directement le mouvement absolu du système, on eût eu neuf équations différentielles, où les neuf variables fussent entrées au second ordre.
Si le système avait été soumis à Faction de la pesanteur, on aurait pris l’axe des Z vertical. Dans ce cas l’origine aurait toujours accompagné le corps m , et on aurait assujetti le plan (s , x) à passer continuellement par m. On aurait eu alors x = o, y = o9 z=o,y’ = o, et il serait resté dans les équations x\ z\ x ", y ", et z" au second ordre , et <o , co', w" au premier. On pourrait
alors réduire à trois le nombre des variables entrant au second ordre, en appelant ô' et 6" les angles exprimant les latitudes de m' et m " par rapport au plan des (x , y) , et <p la longitude de m" par rapport au plan des (, x , z)\ car on aurait x’ = r' cos 0', z' =r' sin 0r, x'= rf,cos 0" cos <p , y" = r" cos o” sin <p et z”= r" sin 0”, et il ne resterait plus que G" et <p entrant au second ordre.
problème 6.
Trouver le mouvement relatif d'un mobile , soumis à faction de la pesanteur , et obligé de se mouvoir sur une surface assujettie à tourner avec une vitesse angulaire constante , u>'', autour d'un axe vertical . Par exemple , ce serait le mouvement de l'eau sur une roue horizontale.
Pour le système des axes mobiles , prenons pour celui des z , cet axe de rotation dirigé de haut en bas , et poulies deux autres , deux droites perpendiculaires , participant, avec la surface, à ce mouvement de rotation. Soit , par rapport à ces axes :
l’équation de cette surface , et supposons qu’elle donne dz = pdx qdy .
Ici l’on a :
= ’o Yl==o = mg
X( — o Y ( — o Zt — o,
En appliquant la méthode précédente, on obtient facilement
n dy
-rfF+“ 'a*+w dt+p9~p rff = 0-
d y „ dx dz
W — — h qq — q — dt 8 ~ J dt ~ u * df
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Ces deux équations, jointes à celle de la surface, déterminent x, y et z en fonctions de t.
Supposons que la surface soit un plan. Dans ce cas p et q sont des constantes , et l’on n’a plus qu’à intégrer deux équations linéaires à coefficients constants.
Si le plan passe par l’axe de rotation, prenons-le pour celui des ( z , x). Alors on a y = o, q = co, et les deux équations ci-dessus deviennent :
et
<Pæ
dp
Ces deux formules sont intégrables , et l’on en tire :
et
ô e CW./'* e
ce t y étant deux constantes, et e étant la base des logarithmes népériens.
problème 7
Trouver le mouvement relatif d'un mobile , soumis à faction de la pesanteur , et obligé de se mouvoir sur une courbe assujettie à tourner avec une vitesse angulaire constante , w", autour d'un axe vertical.
Ce problème se traite tout à fait comme le précédent.
Soient
les équations de la courbe par rapport aux axes mobiles. On en tire :
En procédant suivant la méthode que j’ai indiquée , on obtient :
d*x ff2 P nX + 2/)0)
„ dy d2y ,
et cette équation, avec les deux de la courbe, donnent#, y et 2 en fonctions de t.
problème 8.
Trouver le mouvement apparent d’un corps pesant , lancé dans V espace , en tenant compte de la rotation de la terre.
Laplace a résolu , par approximation , ce problème ( Mécanique céleste , livre 10, 2e partie). Poisson aussi s’en est occupé (Journal de ï École Polytechnique , 1837). Ces deux illustres géomètres ont commencé par chercher le mouvement absolu pour passer de 14 au mouvement relatif. Ici on obtient de suite les équations différentielles qui fournissent la solution , et ces équations sont intégrables.
Prenons , en effet, pour les axes mobiles les suivants. L’axe des s sera la verticale au lieu que l’on considère, et les deux autres axes deux droites quelconques, menées parle centre de la terre perpendiculairement à OZ. On aura, en conservant toujours les mêmes notations, X = o Y = o Z + 0 = 0.
ou, à cause de (17) , en faisant XM Y, et Zt égaux à zéro
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Dans ces équations, <*>, w et w", sont les composantes, respectivement autour de OX, de OY et de OZ, de la vitesse angulaire de rotation de la terre, que je suppose constante.
On peut simplifier ces formules , en supposant que l’on prenne pour plan des (z, x) le méridien du lieu ; alors w' = 0. De plus , sans rien changer à l’axe des z, on peut prendre pour axes des x et des y, deux autres axes parallèles aux premiers , et situés à la surface de la terre. 41ors les x et les y ne changent pas , mais z devient étant le rayon de la terre. Les équa-
tions précédentes se transforment en conséquence en celles-ci :
— — 2to" — u"2x -f- <*>( d'z' -j- ww1' R = o
dt dt
d2y dx dz1
dt 2 dt dt K ~ lu
-JY -f- 2C0 -(- 0)"iùX — üi^z'-^g — 0)2R = 0.
dt 2 dt
Ces trois équations sont linéaires et à coefficients constants. Elles sont donc intégrables, et donneront ainsi la solution du problème.
On peut facilement tirer des formules précédentes le changement exact à faire subir au principe si important des forces vives , appliqué aux corps pesants , en raison du mouvement diurne de rotation de la terre sur son axe.
A cet effet, appelons m la masse du mobile, Vr sa vitesse apparente, p et p" ses distances respectivement aux axes des x et des z à un instant quelconque, et affectons en général de l’indice 0 les valeurs des quantités correspondantes à une époque initiale déterminée.
En multipliant respectivement les trois équations précédentes par dx, dy et dz, on obtient un résultat que
DANS LES MOUVEMENTS RELATIFS ’j’b
l’on peut intégrer, ce qui donne
- (Vr2— VV0)=»»(gr— u>8R) (z'o — V) + — <o"!(p,'ï — p’'os) + 2 2
7ÏI
-|- — o)2(p2 — pV) + mu>u>”(xoz'0 — xz) + mtow"R(^r0 — x ).
En réduisant le second membre aux quantités appréciables , on a m
— (Y% — V2ro) = m [g — to2R) (z'0 — z')+ mww"R(Æ;0 — x).
Le premier terme du second membre est celui dont on se sert ordinairement ; mais on voit que le second , à savoir mmJ'K(x0 — x) peut avoir dans certains cas une valeur très-sensible, notamment quand le mouvement horizontal du mobile, dans le méridien, est considérable par rapport à son déplacement vertical.
problème 9.
Étant donné un pendule, libre de se mouvoir dans tous les azimuts autour de son point de suspension , trouver son mouvement apparent en tenant compte de la rotation diurne de la terre.
Ce problème qui se rapporte à la belle expérience exécutée par M. Foucault peut être traité de la manière suivante :
Pour le système des axes mobiles, choisissons, comme axe des *, la verticale qui passe par le point de suspension ; comme axe des x , la perpendiculaire menée par le centre de la terre dans le méridien du lieu, et comme axe des y , une ligne perpendiculaire aux deux autres. Des trois composantes w, w et w" de la vitesse angulaire de la terre, par rapport à OX, OY et OZ, une est nulle et l’on a J = 0.
Appliquant la méthode précédente, et appelant Pi le rayon de la terre, compté de son centre au point de sus-
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pension du pendule, et l la longueur de celui-ci, on aura, pour déterminer son mouvement, les trois équations x*+y* + (R — zŸ = l\
- ■+-'î+iÆî
, , ,, dy\
~ dtj
d~y , , , ,lai „d& , dz ,
-dF+{u>+'*]y-wlï + *u‘dï +
i 2/ / d2, , „ ,, dtv\
+ g— -( - 9 - — + o> z -xo, co_ -j = °.
Supposons qu’on transporte les axes des x et des y parallèlement à eux-mêmes jusqu’au point de suspension, et qu’on compte les nouveaux z, soit les z, de haut en bas. On aura z = l\ — z\ et les équations précédentes deviendront
IK
— ^ + — COÜ)"R + CO.",' + 2to" ^ + J ly—g +
-f- 77 -j~ co2R — coV — Æco"co — 2(0 — o.
1 dr2 1 dt)
d2w , , „ , „ d# dz' . y [
~diF + (“ +w )y-2w dF-2“ rf7-+?(-^ +
■ -j- to2R — coV — Æto". 2 to — o.
CIL Cil ]
Ces trois équations déterminent x, y et z' en fonctions du temps.
Au lieu d’avoir trois équations entre trois variables, on peut n’avoir que deux équations entre deux variables. En effet, appelant 0 l’angle d’inclinaison du pendule avec la verticale et <p l’angle de son azimut avec le
plan méridien , on a
x= /sinOcoscfy = / sinOsin <p z'=. I cos 6
Si l’on n’avait égard qu’à la composante w" du mouvement de rotation de la terre autour de l’axe OZ, l’azimut du pendule semblerait tourner en sens inverse , d’un mouvement uniforme. C’est une expression de ce mouvement que l’on donne quelquefois, et en appelant Q la vitesse angulaire de la terre et y la latitude du lieu, on aw'' = û sin y, formule que l’on donne en pareil cas.
Étant donné un pendule simple , oscillant dans un plan vertical déterminé , trouver la loi de ses petites oscillations en tenant compte du mouvement de rotation diurne de la terre .
Prenons pour axe des z, la verticale qui passe par le point de suspension du pendule ; pour axe des x, une perpendiculaire à OZ menée par le centre 0 de la terre, dans le plan d’oscillation, et enfin pour axe des y , une perpendiculaire aux deux autres axes.
Appelons w,w'et w" les composantes de la vitesse angulaire de rotation de la terre, autour de OX, OY et OZ; R le rayon terrestre, compté depuis le centre de la terre jusqu’au point de suspension du pendule , et l la longueur de celui-ci. On aura, pour déterminer x et z en fonctions de t , les deux équations
ar* + (R — z)* — F
£ “H “t" 0)”8)a? — wto1 "z — 2to' OX -|-
+ [— ? — + + W,s)z — W'x + W Sz = o.
Transportons les axes des x et des y parallèlement à eux -mêmes jusqu’au point de suspension, et comptons les nouveaux z, soit les z’ , de haut et en bas. Les deux équations ci-dessus deviendront
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tf2 + *'2 = l\
4" (w2+ü)f2) (R — z') — ww''a:-f2w' ~
La première donne x%x + z'W = o.
On a donc, en résumé, pour déterminer x et z' les deux équations
Quant à y, on a y = o.
Ces équations sont intégrables, à l’aide d’un changement de coordonnées. En effet, appelons 6 l’angle du pendule avec la verticale. On aura
#:=/sin6; z' — l cos 6;
~dF
Supposons , comme cela se fait ordinairement , que l’arc 6 reste toujours assez petit pour qu’on puisse admettre sin e == 6, et cos 6 = i , ce qui revient à négliger les quantités de l’ordre du quarré de 0 par rapport à l’unité. Alors les relations précédentes deviennent
x = JO ;
dx ^ d6 dz'
dt dt’ dt d%x ___ /d26
de ~~ \ de~T~de)'
En faisant les substitutions on a d20
/(l + e2) ^ + [gf - (co2 +co'2)R + ((O2 - co"2)7]ô + coco,f[R - — /(i — e2)] = o.
On peut négliger ô2 devant l’unité et l devant R. De plus (co2 — o»"2) / est très- petit par rapport à (co2-f-to2) R, ou, s’il ne l’état pas, ce qui arriverait si co et co' étaient excessivement petits, il serait tout à fait négligeable devant g. On peut donc remplacer l’équation précédente par
d2Ô g — (co2 + co'2)R coto"R
de 1 z i
Multipliant par 2 d0 et intégrant on a
dtf
g — K+co'2)R
2üho"R
de 1 1 1
G étant une constante. Celle-ci se détermine facilement par la condition que si , à une des limites de l’oscillation 0 = O0 , on a à cet instant ^ = 0. Donc
at
g — ( co2 + tor2)R , , 2COCo"R ~T- - e0 + —7— C.
par suite ,
de
Si l’on veut obtenir l’angle 6t répondant à l’autre limite de l’oscillation , on aura
d’où
{ho)
g — (coa -j- co'2)R
(ei + e0) +
2coto"R
gr — (o>*+ co'*) R-
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(40 du
Cette formule montre que le pendule ne s’écarte pas du même angle de part et d’autre de la verticale. Il y a une très-légère différence dont la valeur absolue est 2toto"R
et ^ est dépendante de l’amplitude des oscillations. Elle atteint son maximum quand la latitude du lieu est 45° et que le plan d’oscillation se confond avec le méridien de ce lieu. Dans ce cas, la différence entre les deux angles de part et d’autre de la verticale est d’environ 12'.
Voyons maintenant, dans le cas général , quel est le plus petit des deux angles. Or, supposons que ec soit du côté des x positifs et, par conséquent, positif. On voit qu’ alors, en valeur absolue, 6i sera plus grand que 60 si w et w" sont de même signe, et que sera plus petit que ô0 si w et J' sont de signes contraires. Il en résulte que, si le lieu de l’observation est dans l’hémisphère boréal , le plus petit des deux angles sera celui dirigé plutôt vers le nord que vers le sud, et que si le pendule oscille dans l’hémisphère austral, le plus petit angle est celui dirigé plutôt vers le sud que vers le nord.
Si l’on a w — o ou u>" = 0, les deux angles deviennent rigoureusement égaux. Le premier cas se présente quand le plan d’oscillation est perpendiculaire au méridien du lieu; le second, quand le pendule est à l’équateur, quel que soit d’ailleurs son plan d’oscillation.
Il reste maintenant à déterminer la durée des oscillations. Pour cela, il faut intégrer l’équation (59). C’est ce qu’on peut faire de la manière suivante : tirons-en la valeur de dt; nous aurons
a /[ÿ — (w2+w,2)RJ62ù+2ü)ü)"R60
V 0-(co*+ u>'2)R
Afin que le temps aille constamment en croissant, nous regarderons toujours comme positif le radical qui est, en dénominateur, au-dessous de dû, et nous affecte-
rons le facteur radical
iciiv4—
— . du signe
+ ou du signe — selon que l’angle 6 ira en augmentant
ou en diminuant.
En intégrant la formule (4Q, on trouve
arc sm
oW'R
G' étant une constante. Pour la déterminer, comptons le temps à partir du moment où 6 = e0. Alors on a
arcsin
, œtof R
En discutant cette formule, on reconnaît :
i° Qu’à partir de la verticale, l’arc 60 est parcouru dans le même temps, pendant l’ascension ou la descente du pendule;
2° Que le plus petit arc 0o est parcouru dans un temps plus court que Qr
Enfin, si l’on veut avoir la durée complète de l’oscillation entre ses deux points extrêmes, cela est facile. En effet , pour obtenir le temps que le pendule a employé pour venir de la position extrême 61? il faut regarder le radical qui se trouve dans le second nombre de (42) comme positif, puisque 0 va continuellement en augmentant, et remplacer 6 par la valeur de Gj don-
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née par (4o) . On a alors , en appelant T la durée de l’oscillation ,
ou
j^arc sin ( —
=~'\Zt=
Si l’on veut avoir le temps que le pendule mettra à revenir de 60 à , le radical devient positif, et l’on a
Tï
On arrive ainsi à ce résultat particulier et important que la durée totale des oscillations du pendule est indépendante du mouvement de rotation de la terre. Ce mouvement n’influe que sur la valeur de g qu’il change en g — (w9 -f w2)R, et c’est là précisément la modification que l’on fait d’habitude subir à la pesanteur en différents points de la terre, par l’effet de la force centrifuge, développée par le mouvement de rotation. Mais, quant aux oscillations mêmes, elles sont isochrones, et leur durée n’est altérée que par le fait même de la variation de l’intensité de la pesanteur aux différentes latitudes.
Ce résultat est conforme à celui que Poisson a obtenu par une méthode particulière ( Journal de V École polytechnique, année 1837), en cherchant d’abord le mouvement absolu du système, tandis que le problème se résout directement et simplement comme cas particulier d’une méthode générale.
Parif. — Imprimé par E. Thunot et Ce, rue Racine, 26.
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