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PRÉFACE
Lorsqu’un ouvrage élémentaire obtient quelque succès dans l’enseignement, il y a nécessité pour l’auteur de tâcher, à chaque édition , de mettre à profit les avis qui lui sont donnés par une critique éclairée. 11 doit surtout se tenir au courant des méthodes nouvelles qu’il juge susceptibles de perfectionner les théories développées dans son ouvrage.
Pénétré de cette obligation, qui m’était imposée par l’écoulement assez rapide de sept éditions de mes Élémens d’ Algèbre, j’ai repris avec soin , dans celle-ci , tous les chapitres, pour y apporter quelques améliorations. Je me contenterai ici d’indiquer les principaux changemens.
Dans le troisième chapitre , la rédaction du paragraphe relatif à l 'extraction de la racine carrée d’une quantité en partie rationnelle et en partie radicale du second degré , a été refaite en entier ; et en appliquant la formule générale à X expression de la racine carrée des imaginaires du second degré, j’ai démontré que ces sortes d’expressions conservent toujours la forme des imaginaires elles -mêmes. C’est à la lecture de l’Algèbre de MM. Mayer et Choquet, publiée depuis deux ans seulement , que je dois l’idée de cette amélioration.
J’ai retranché du quatrième chapitre toute la partie de X analyse indéterminée du second degré, qui se trouvait dans les éditions précédentes, parce qu’elle n’offrait pas un grand intérêt.
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Dans le cinquième chapitre , j’ai supprimé également la théorie de la racine cubique des nombres entiers, comme faisant partie de mon Arithmétique ; mais en compensation, je me suis étendu davantage sur le procédé de la racine niime d’un nombre entier , et sur les extractions des racines par approximation, en général. J’ai présenté en outre, d’une manière plus complète que je ne l’avais fait jusqu’alors, le procédé de la racine tniime d’un polynôme. Enfin, la démonstration, due à Euler, de la formule du binôme dans le cas général, ayant été l’objet de quelques critiques, je n’ai conservé que celle qui est fondée sur la méthode des coefliciens indéterminés.
Dans la théorie des logarithmes, qui constitue la plus grande partie du sixième chapitre, j’ai renvoyé à mes Elémens d’ Arithmétique , pour la manière de se servir des tables, et je me suis borné à l’exposition des propriétés des logarithmes et de leurs applications.
L’introduction au septième chapitre, ayant pour objet la divisibilité des fonctions entières, a été beaucoup simplifiée par la suppression de tout ce qui n’avait pas un rapport immédiat avec les principes de la théorie générale des équations. La résolution des équations réciproques est aussi présentée d’une manière que je crois plus simple et plus satisfaisante.
C’est surtout dans le huitième chapitre , qui traite de la résolution des équations numériques, que d’importantes améliorations ont été introduites. Après avoir, comme dans les précédentes éditions, développé les principes relatifs aux limites des racines , et les conséquences qui en dérivent , la méthode des racines commensurables et les deux méthodes d’ approximation de Lagrange et de Newton , principalement dans le cas où une seule racine réelle est comprise entre deux nombres entiers consécutifs , j’ai exposé avec tout le soin possible le théorème de M. Sturm, et scs applications à la résolution d’une équation numérique
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quelconque. Ce beau théorème, déjà répandu dans l’enseignement par la publication de deux nouveaux ouvrages , celui de MM. Mayer et Cboquet , dont j'ai déjà fait mention, et le Traite d’ Algèbre de M. Lefébure de Fourcy (qui a paru tout récemment), ne pouvait manquer de faire partie de mes Élémens ; et je n’ai rien négligé pour en faire ressortir toutes l’utilité. Je regrette que la trop grande étendue de ce chapitre (qui renferme en outre la théorie de F élimination) ne m’ait pas permis d’entrer dans plus de détails sur un théorème analogue de MM. Budan etFourier, qui , toutefois, ne conduit pas à des résultats aussi complets, à beaucoup près, que celui de M. Sturm : je me suis borné à en présenter l’énoncé.
On trouvera encore, à la fin de ce chapitre, deux notes , l’une en deux parties , sur les polynômes rationnels , qui se trouvait dans l’édition précédente; l’autre sur V élimination , qui m’a été communiquée par M. Gérono, principal du collège de Lorient (*).
Peu de chaugemens ont été introduits dans les deux derniers chapitres , si ce n’est dans le neuvième, d’où j’ai cru devoir retrancher le paragraphe de Xextraction de la racine m"-'™0 d’une quantité en partie rationnelle et en partie radicale du second degré , comme étant peu utile , et où j’ai fait connaître l’usage du théorème de M. Sturm dans la discussion de l’équatiou du troisième degré.
(") On trouvera æ la lin de l’ouvrage une seconde note sur l’élimination , par M. \ incent; elle m’a etc remise beaucoup trop tard pour que je pusse la placer immédiatement après celle de 31. Gérono.
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ALGÈBRE
INTRODUCTION
1 . L’Algèbre est la partie des Mathématiques où l’on emploie des signes propres à abréger et à généraliser les raisonnemens qnc eomportc la résolution des questions relatives aux nombres.
On distingue deux espèces principales de questions :
Le théorème , qui a pour but de démontrer l’existence de certaines propriétés dont jouissent des nombres connus et donnés; et le problème , dont l’objet est de déterminer certains nombres d’après la connaissance d’autres nombres qui ont avec les premiers des relations indiquées par l’énoncé.
2. Les élémens principaux dont on fait usage en Algèbre* pour parvenir à ce double bût , sont : •
1" Les lettres de l’alphabet, qui servent à désigner les nombres sur lesquels on doit raisonner. Leur usage est nécessaire , soit pour abréger les raisonnemens, soit pour les généraliser, en ce que l’on sent mieux, par l’emploi de ces lettres, que telle ou telle propriété appartient à plusieurs nombres à la fois; ou bien, s’il s’agit d’un problème, que la manièro de satisfaire à son énoncé est indépendante de toute valeur particulière attribuée aux nombres compris dans cet énoncé.
2° Le signe + , dont on se sert pour marquer l’addition de deux ou plusieurs nombres, et qui s’énonce ■plu».
. Ainsi, 25 + 36 s’énonce 25 plus 36, ou 25 augmenté de 36. De même, a ■+• h s’énonce a plus h , ou le_ nombre désigné par u, augmenté du nombre désigné par b.
3° Le signe — *■ , qui s-’énonce nioüns\ et dont on fait usage pour marquer la soustraction de dèu'x'noïiibrcs l’ün de l’autre. ’
'Vf. ■
imaoDucTioM.
Ainsi , 45 — 24 s’énonce 45 moins 24 , ou 45 diminué de 24 , ou bien encore , l’excès de 45 sur 24.
a — b s’énonce a moins b, ou a diminué de b.
4° Le signe de ln multiplication, qui est x , ou un point que l’on place entre les deux quantités.
Ainsi, 36 x 25, ou 36.25, s’énonce 36 multiplié par 25, ou le produit de 36 par 25.
Lorsque les nombres dont on veut indiquer la multiplication sont désignés par des lettres, on convient encore de les écrire les uns à la suite des autres, sans interposition de signe.
Ainsi, ab signifie la même chose que a x b ou a.b ; aie signifie la même chose quo a x b X c, ou a.b.c.
Il est bien entendu que la notation ab ou abc, qui est plus simple que celle a x b ou a x b x c, ne peut être employée que lorsque les nombres sont désignés par des lettres; car si l’on voulait, par exemple, représenter le produit de 6 par 6, et qu’on écrivit, pour abréger, 56, on confondrait cette notation avec le nombre cinquante-six écrit dans le système décimal. Cette remarque est imporlanté pour les commençans.
5° Le signe de la division qui consiste en deux points : que l’on place entre le dividende et le diviseur, ou bien encore en une barre — , au-dessus et au-dessous de laquelle on place respectivement le dividende et le diviseur..
Ainsi, 24 : 6, ou — , s’énonce 24 divisé par 6, ou le quotient
de 24 par 6.
* ou a : b s’énonce a divisé par b. On dit encore a sur b.
La notation ^ est la plus usitée.
6° Le coefficient, signe que l’on emploie pour indiquer l’addition de plusieurs nombres égaux. Ainsi, au lieu d’écrire a-t-a+a + a-t-a qui représente l’addition de 5 nombres égaux à a, on écrit 5a. De même, lia exprime ^addition de 11 nombres égaux à a; 12a4, l’addition de 12 nombres égaux nu produit de a par b.
Le coefficient est donc un nombre particulier écrit à la gauche d’un autre nombre exprimé par une ou plusieurs lettres, et qui
IKTROBOCTION.
marque combien do foie on doit prendre la lettre ou le produit que représentent les lettres.
7° \] exposant , signe dont on se sert lorsqu’on nombre dé» signé par une lettre , doit entrer plusieurs fois comme facteur dans un produit. Ainsi , au lieu d’écrire a xaxaxaxa ou a. a. a. a. a, on écrit plus simplement a5 que l’on prononce a cinq, ou plutôt a 5‘>m‘ puissance.
On appelle puissance, le résultat de la multiplication de plusieurs nombres égaux , et degré de la puissance , la quotité des nombres égaux multipliés entre eux.
U exposant est le signe de ce degré. Il s’écrit à la droite et un peu au-dessus d’une lettre, et il marque combien de fois la quantité exprimée par cette lettre doit entrer comme facteur dans un produit.
Pour faire sentir toute l’importance de l’exposant et du coefficient en Algèbre , supposons qu’on veuille exprimer un produit composé de 4 facteurs égaux à a, de 3 facteurs égaux à b, et de 2 facteurs égaux à c; on écrira aWc1 , au lieu de aaaabbbcc.
Veut-on ensuite exprimer que ce dernier résultat doit /être pris 7 fois, ou doit être multiplié par 7 ; on écrira 7a4é3ca. Ceci donne Une idée du laconisme de la langue algébrique.
8° Le signe \/ , dont on fait précéder un nombre , lorsqu'on veut indiquer que l’on a à extraire de ce nombre une racine
d’un certain degré. Ainsi, | /a s’énonce racine troisième ou cuti ■■ ■ . •
bique de a. \/b s’énonce racine quatrième de b.
On appelle racine 2°, 3°, 4'.... d’un nombre , un second nombre qui, étant élevé à la 2e, 3e, 4e. . . . puissance, reproduit le premier nombre.
Nous ne ferons usage du signe |/ qu’à partir du troisième chapitre.
9“ Le signe au moyen duquel on exprime que deux quantités sont égales. Ce signe est = , et s’énonce est égal, ou égale.
Ainsi . pour exprimer brièvement que l’excès de 36 sur 25 est égal à 1 1 , on écrit 36 — 25 = 11.
C’est-à-dire , 36 moins 25 est égal à 1 1 , ou égale 1 1 .
10° Le signe d’inégalité ^> , dont on se sert pour exprimer qu’une quantité est plus grande ou plus petite qu’une autre.
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Ainsi, a b signifie a plus grand que b ou supérieur à b ; a<^b signifie a moindre que b ou inférieur al ; c’est-à-dire que l’ouverture du signe doit être tournée du côté de la plus grande quantité.
D'après l’exposé précédent , on voit que l’on peut regarder l’Algèbre comme une espèce de langue qui se compose de signes à l'aide desquels on suit avec plus de facilité l’enchaînement des idées dans les raisonnemens qu’on est obligéde faire, soit pour démontrer l’existence d’une propriété , soit pour trouver la solution d’un problème.
On concevra mieux encore l’utilité des signes algébriques, par les questions suivautes :
PREMIÈRE QUESTION
S. La somme de deux nombres est 67 ; leur différence est 19; quels sont ces deux nombres ?
Solution..
Tâchons d’abord d’établir , à l'aide des signes dont nous sommes convenus , une liaison entre les nombres donnés et les nombres inconnus de l’énoncé ;
Si le plus petit des deux nombres cherchés était connu, on aurait le plus grand en ajoutant 19 an plus petit. Cela posé, désignons le plus petit nombre par x ; le plus grand peut alors être désigné par x + 19; leur somme est donc x + x + 19, ou 2x+19. Mais, d’après l’énoncé, cette somme doit être 67. On ‘a donc l’égalité oui 'équation. ... 2x + 19 = 67.
Or, si 2x augmenté de 19 donne 67 pour résultat, 2x seul est égal à 67 moins 19, ou 2x = 67 — 19, ou, en effectuant la soustraction, 2x = 48.
Donc enfin , x est égal à la moitié de 48, c’est-à-dire
Le plus petit nombre étant 24, le plus grand x+ 19 est 24 + 19, ou 43.
En effet, on a 43 + 24— 67, et 43— 24 = 19.
urrBontCTioî».
V oici le tableau de s calcule algébrique t :
Soit x. ... le plus petit nombre , x+ 19 est le plus grand.
Éq. . 3r -+-19 = 67, d’pù2x=67 — 19=48; donc x = — = 24,
et par conséquent , x+ 19=24 +19=43.
En effet, 43 + 24 = 67, 43 — 24=19. '
Autre solution.
Soit x le plus grand nombre, x — 19 est le plus petit.
> Cio
Éq. .2x — 19 = 67, d’où 2x=67+19 = 86;doncx=— = 43, et par conséquent, x — 19 = 43 — 19 = 24.
Ou voit par là comment, à l’aide des signes algébriques, on parvient à comprendre dans un cadre très resserré les raisonnemens qu’on est obligé de faire pour résoudre un problème ; raisonnemens qui, écrits en langage ordinaire, exigeraient souvent une ou plusieurs pages. .
SOLDTIOK GÉSÉRAI.E DK CE PROBLÈME.
4. La tomme de deux nombre » est a , leur différence eet b. On demande de trouver les deux nombres.
Soit x . . . . le plus petit nombre , ;
x + b désigne alors le plus grand.
Eq. . 2 x+b = a, d’où 2 x—a — b; donc x= u) =^ — ÿ,
et par conséquent, ar + ô = S) -r-^— 2*
Comme la forme de ces deux résultats est indépendante de toute valeur particulière attribuée aux lettres a et b, il s’ensuit que, connaissant la somme de deux nombres et leur différence , on obtiendra le plus grand nombre en ajoutant la demi-somme a la demi-différence , et le plus petit, en retranchant de la demisomme la demi-différence.
ISTRODl'CTIO.'l.
esÆ
’ ou 2
lt,*2"'
, ou-jp = 69
Ainsi , que la somme donnée soit 237 , et la différence 99 ;
927 aa i sn
et le plus petit,
Eneffet, 168 + 69=237,. 168 — 69 = 99.
On conçoit, d’après la question précédente, l’utilité des lettres
pour représenter les données d’un problème. Comme on ne peut
qu’indiquer sur ces lettres les opérations de l’Arithmétique, le
résultat auquel on parvient conserve la trace des opérations
qu’il faut effectuer sur les quantités connues, pour obtenir les
valeurs des quantités que l’on cherche. , r
Les expressions _ + - et „ — ^ , auxquelles on est parvenu A A A A
dans le problème précédent, s’appellent, en Algèbre, des formules , parce qu’elles peuvent être regardées comme comprenant les solutions de toutes les questions de même nature, dans l’énoncé desquelles on fait seulement varier les valeurs numériques des données.
DECXltBE QUESTION. THÉORÈME.
8. La gomme de deux nombres multipliés par leur différence donne pour produit la différence des carrés ou des secondes puissances de ces deux nombres. *
Ainsi , soient 12 et 9 ces deux nombres; leur somme est 21 , et leur différence 3. On reconnaît que le produit 21 x 3 ou 63, est égal à 144 qui est le carré de 12, diminué de 81 qui est le carré de 9. , >
Mais, pour mettre en évidence cette propriété, quels que soient les deux nombres, représentons ces nombres par les lettres a et b. La somme sera exprimée par a + b, et la différence par a — b. '■ , ‘ >
Pour former le produit de ces deux expressions, on supposera d’abord que l’on ait à multiplier la somme a + b par a, et le produit sera a x a + b x a, ou plus simplement, a3 + ah : car il faut prendre chacune des deux parties dont a + b est composé, autant de fois qu’il y a d’unités dans a, et
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ajouter les deux produits. Mais ce n’est point par a tout entier qu’il fallait multiplier, c’est par a diminué de 5; ainsi, le produit a1 -f ab est trop fort du produit de s + i par b, vc’est-àdire de + b2. Il faut donc retrancher ab + b2 du produit précédent a2 + ab ; ce qu’on indiquera algébriquement de cette manière : a1 + ab — ab — . b 2, Comme d’ailleurs les deux produits ■+■ ab, — ab, se détruisent réciproquement, il vient enfin a’ — i’ pour le produit demandé. •
Ce résultat a’ — b2 ayant été obtenu indépendamment de toute valeur particulière attribuée à a et b, il s’ensuit que le théorème énoncé est vrai pour deux nombres quelconques.
TROISIÈME Ql’ESTIOS. — THÉORÈME.
6. Si, aux rieux terme* d’une fraction proprement dite, ou d’un nombre plu* petit que l’unité, on ajoute un même nombre entier, la nouvelle fraction qui en rètulle est plus grande que la première .
Soit pj 1° fraction proposée; ajoutant 3 à chacun de ses deux
termes, on obtient — . Ces deux fractions, réduites au même 1 o ;
dénominateur, deviennent 7-777- , 77-- ; or, la 2° fraction est
toO loU
évidemment plus grande que la première.
Pour reconnaître si le théorème énoncé est vrai , quelle que
soit la fraction proposée, désignons cette fraction par * , en
supposant a<^b. ,
Soit m le nombre ajouté aux deux termes de cette fraction;
il en résulte .... ^—n .
Afin de comparer les deux fractions, il faut les réduire au même dénominateur; il suffit pour cela de multiplier les deux termes a et b de la première fraction par b + m, et les deux termes de la seconde par b. Or, multiplier a par b + m, revient à prendre a autant de fois qu’il y a d’unités dans b, plus autant de fois qu’il y a d’unités dans ce qui donne ab + am.
INTRODUCTION
On prouverait de .même que le produit de b par h + m est
. , . , üi.+ am . ,
b* + nm , «e qui donne ^ ^ ^ pour la première fractiou.
a + ra
De même, si l’on multiplie les deux termes de la seconde
par b, comme on l’a vu (n° 5) , elle devient .
b* 4- bm
Les deux numérateurs ah + am, ab + bm ont une partie commune ai; et la partie bm du second numérateur est plus grande que la partie am du premier numérateur, puisqu’on a supposé b a. Donc aussi la seconde fraction est plus grande que la première ; ce qu’il fallait démontrer.
On voit d’ailleurs, parle raisonnement précédent, qu’il faut
que £ soit une fraction proprement dite , pour que le théorème
soit vrai; car, autrement, la seconde fraction serait moindre que la première, puisque alors on aurait ab+bm<^ab + am.
7, En réfléchissant sur les moyens de résolution des questions précédentes, on sentira que l’emploi des signes algébriques doit donner lieu à des règles communes à plusieurs questions. C’est ainsi, par exemple, que dans la seconde et la troisième, on a été conduit à effectuer la multiplication d’une somme a + b par un nombre a, d’une somme a + J paré, d’un nombre a par une somme b m. D’où il résulte qu’en établissant des préceptes généraux pour trouver les résultats des opérations qu’on peut avoir à effectuer sur les quantités algébriques , on aurait des moyens fixes de résoudre toutes les questions relatives aux nombres par les symboles algébriques.
Cette partie de l’Algèbre a pour titre : La manière d’effectuer % fat opèrationsAe l’ Arithmétique sur les quantités algébriques ou littérales t. c’est-à-dire sur les nombres représentés' par des signes algébriques. >
On ne peut se dissimuler que cette partie ne soit un peu aride, peut-être même rebutante pour les commençans ; mais il est indispensable de la bien posséder, si l’on veut avancer rapidement dans le- champ vaste et fécond de l’Àlgcbre.
DÉrtlUTlOSS PRÉLIXliUtRÏS.
Toute quantité écrite en langage algébrique, c’est-à-dire
à l’aide des signes de l’Algèbre , s’appelle quantité algébrique ou quantité littérale ; on dit encore que c’est V expression algébrique de la quantité proposée. • . .. . .
Ainsi , Sa est l’expression algébrique du triple du nombre a ; 5a3 est l’expression algébrique du quintuple du carré, de a ; Ta^b1 est l’expression algébrique de sept fois le produit du cube de a, multiplié par le carré de b. -
3a — 8A est l’expression algébrique de la différence entre le triple de a et le quintuple de b.
2 a3 — Zab-t-hb* est l’expression algébrique du double du carré de a, diminué du triple produit do a par b, et augmenté du quadruple du carré de b.
On appelle monome , ou quantité à un seul ternie , ou simplement terme, une quantité algébrique qui n’est réunie à aucune autre par le signe de l’addition ou de la soustraction; etpolynome, ou quantité à plusieurs termes , une expression algébrique corrtposée de plusieurs parties séparées les unes des autres par les signes-i-ou — . Ainsi , 3a, Ba% Ta’A1 sont des monômes ; Sa — B b, 2 a1 — 3aA-p4i*, sont des polynômes. La première de ccs deux expressions est dite un binôme, parce qu’elle est composée de deux termes. La seconde est dite un trinôme, comme étant composée de trois termes....
9. La valeur numérique d'une expression algébrique est le nombre qu’on obtiendrait, si., en donnant des valeurs particulières aux lettres qui y entrent, on effectuait toutes les'opérations de -J’Arithmctique que comporte cette 'expression. Cctfe valeur
DÉFIMTIOaS PRÊLiailUlRKS.
numérique dépend évidemment des valeurs particulières attribuées aux lettres , et doit généralement' varier avec elles. Ainsi , 2 a3 a pour valeur numérique 84 , lorsque l’on fait a = 3 ; car le cube de 3 est 27, et 2 fois 27 donne 84. La valeur numérique de cette même expression est 230 , lorsque l’on fait a= 8 ; car le cube de 8 est 123, et 2 fois 123 donne 280.
Je dis généralement , car, dans quelques cas , la valeur numérique d’une expression algébrique reste constante , quoiqu’on fasse varier les valeurs des lettres qui y entrent. Ainsi , dans l’expression a — 4, tant qu’on donnera à a et à 4 des valeurs croissantes chacune de la même quantité , l’expression ne changera pas.
Soit, par exemple, a== 7, 4 = 4; il en résulte a — 4=3.
Soit maintenant a = 12 ou7-j-8,et4=9ou4-+-B;iI en' résulte a — 4 = 12 — 9 = 3, etc.
La valeur numérique d’un polynôme ne change point lorsqu’on intervertit l'ordre de ses termes, pourvu que l’on ait soin de conserver à tous leurs signes respectifs. Ainsi les polynômes 4a5 — 3o’4 + Süc’, Bac* — 3aJ4 + 4a3, 4a3 + 8ar* — 3 a34‘, ont la même valeur numérique. C’est une conséquence évidente de la nature de l’addition et de la soustraction arithmétiques. Mais cette observation sera très utile par la suite.
10. Des differens termes qui composent un polynôme donné, les uns sont précédés du signe ■+• , les autres du signe — . Les premiers portent le nom de termes additifs, les autres s’appellent termes soustractifs. On appelle aussi les premiers, termes positifs, qj les autres , termes négatifs ; dénominations assez impropres , que l’usage seul a consacrées.
Le premier terme d’un polynôme n’est ordinairement précédé d'aucun signe ; mais alors il est censé précédé du signe-*-.
'11. On appelle dimension d’un terme., chacun des facteurs littéraux qui composent ce terme, et degré le nombre de ces facteurs ou dimensions. Le coefficient ne compte pas pour une dimension. Ainsi, 3 a est dit un terme à une dimension , ou du premier degré, ou linéaire. 8 ab est dit un terme à deux dimensions, ou du- second .degré. 7 a34cJ étant la meme chose que laaabcc, est dit à six dimensions ou du. sixième degré.
RÉDUCTION DES TERMES SEMBLABLES
En général , le degré ou le nombre des dimensions d’un terme s'estime par la somme des exposons des lettres qui entrent dans ce terme. A ce sujet, nous remarquerons que, d’après la définition même de i’exposant^n0 2), une lettre qui n’a pas d’exposant est censée avoir 1 pour exposant. Ainsi , le degré du terme '&a’thcds est 2 q* 1 -P 1 4- 3 , ou 7.
Uu polynôme est dit homogène, lorsque tous ses termes sont de même degré. 3 a — 24 + e, 3a3 — 4o4 + 4% Ba’c — 4c3 + 2 a?d sont des polynômes homogènes. 8a3 — 4 ab+c n’est pas homogène.
12. On appelle termes semblables des termes qui sont composés des mêmes lettres affectées des mêmes exposans.
Ainsi lab et 3a4, 4<i54’ et 5a34% sont des termes semblables. 8a’4.et 7 ab* ne sont pas des termes semblables; car ils sont bien composés des memes lettres , mais les mêmes exposans n’affectent pas lés mêmes lettres.
11 arrive souvent qu’un polynôme renferme , dans son expression, plusieurs teçmes semblables, et alors il est susceptible de simplification. '>
Soit le polynôme 4 a7b — - 3<i’c + Qac' — 2 a’’ b + 7a’c — 643 ; on ’ peut (n° 9) l’écrire ainsi : 4a’4 — 2a’4 + 7«*e — 8a’o + 9ac’— Ü43 ; or, ha'b — 2 a'b se réduit évidemment à 2 a’b.
la'c — 3a’e se réduit à 4 a*cf donc le polynôme lui-même revient à 2a’4 + 4a,c+9aeJ — 643.
Que l'on ait dans un polynôme quelconque les termes
+ 2a34e’, - — 4 a34e’; + 6a34c’, 3 a34e’, + llaV>c’.
D’abord , la somme des termes additifs + 2aV)c’ + 6a?4c’ -t-lia34e5 est égale à + 19 a’êe’; la somme des termes soustractifs
— 4 a34e’ — - 8a34c’ est égale à — 12a34e’. Donc l’ensemble des cinq termes proposés se réduit à + 19a34e* — 12 a34c% ou à -t-7 a34cV
Il peut se faire que la somme des termes soustractifs soit plus forte que celle des termes additifs. Dans ce cas , on soustrait le’ coefficient positif du coefficient négatif, et l’on affecte le résultât dusigne — . Ainsi, que l’on ait + oa’4 pour la somme des termes positifs, et — 8o’4 pour la somme des termes négatifs; comme
— 8a’4 revient à — S a’4 — 3 a34, il s’ensuit que-t-.SaV» — 8o?4 équivaut à + 5 a’4 — S a'b — 3aJ4 , ou à — 3 a’4. *
ADDlTIOft.
D’où l’on peut conclure cette règle : Pour opérer la réduction de* terme* semblables , formez un teul terme additif de tou s le* terme* semblables précédés du signe + : ce qui se fait en ajoutant les coefficient de ce* termes, et en donnant leur somme pour coefficient a la partie littérale commune. Formez, par le même moyen, un seul terme soustractif de tou* les termes précédés du signe — ; retranchez ensuite la plus petite somme de la plus grande, et donnez au résultat le tigne de la plu* grande.
(Il est bien essentiel de remarquer que la réduction ne doit porter que sur les coefficiens et jamais sur les exposans.)
On trouvera, d’après cette règle, que -•
0a ’ô — 8 a?b — 9a’i + 1 Sa2b — a2b se réduit à + 3a’è , labc2- — abc7 — labo2 — 6abc2 + kabc2 se réduit à — 8 abc2.
ba réduction' des termes semblables est une espèce d’opération , toute particulière à l’Algèbre , qui se rencontre dans \' addition, la soustraction , la multiplication et la division algébrique* , opérations que nous allons maintenant développer.
Remarque : Comme celles-ci doivent offrir à l’esprit des élèves la même idée que les opérations analogues a l’Arithmétique , nous nons dispenserons d’en répéter les définitions, qui doivent être suffisamment connues de tous ceux qui ont vu l’Arithmétique avec soin. On conçoit -toutefois que les procédés ne peuvent plus être les mêmes, puisque les symboles sont différens. Tantôt ces opérations se réduisent à de simples indications , tantôt il y a lieu réellement à les effectuer, et alors il faut des règles correspondantes aux symboles que l’on emploie.
De r Addition algébrique.
Soit d’abord à ajouter les expressions 3 a, 2 c; on a
pour le résultat de cette addition, 3a + 5i-t-2e, expression que l'on ne peut simplifier davantage.
Soit encore à ajouter les monoraes ha2b>, 2a’i3, 7a2P; le résultat est 4a’é1 + 2a,Ô3 + 7d’è3, pu réduisant (n° 12),... 13a’//3. ».
Proposons-nous maintenant d’ajouter les polynômes Za2 — kab, 2a’ — 3aè+è% 2 ab — W’.
ADDITION
Pour former un-seul polynôme qui exprime la somme de ceuxci, observons qu’ajouter au nombre exprimé par 3a’ — 4a4, le nombre exprimé par 2 «’• — 3 a4 + 4’, c’est y ajouter la différence entre le nombre d’unités exprimé , par 2a’ + 4’, et le nombre d’unités exprimé par 3 ab , opération que l’on ferait aisément, si l’on attribuait des valeurs particulières à a et b ; mais, comme on ne saurait l’exécuter dans l’état actuel de*s quantités, on remarque qu’il revient au même d’ajouter d’abord 2a'-i-4’ à 3a1 — bab , et de retrancher ensuite 3 ab-} ce qui donne 3a1 — 4a4 + 2a’ + 4’ — 'Aab, ou en changeant l’ordre des termes (n° 7),... 3a’ — bab + 2a’ — 3a4 + 4’. De même , pour ajouter 2 ab — 54’ à cette dernière expression , il suffit d’écrire 3a’ — 4a4-t-2a’ — 3a4+4’ + 2a4 — 543 il ne s’agit plus actuellement que de faire (n° 12) la réduction des termes semblables, et il vient enfin Sa’ — 5a4 — 44’ pour le résultat demandé.
Comme des raisonnemeps analogues pourraient s’appliquer à d’autres polynômes , on est en droit de conclure cette règle générale pour l’addition de deux ou plusieurs polynômes : Ecrivez le» polynômes proposés les u?is u. la suite des autres , en conservant aux termes qui les composent leurs signes respectifs , et faites la réduction des termes semblables , s’il y a lieu.
Voici quelques exemples.
1° <5a3 — bob — 2 4’; 2° 7a’4 — 3 abc — 8 4’c — 9e3 -4-cd’
-f Sa’ -f 2ai — 4’ +8 abc — 5a’4 + 3c3 — 44’c+cd’
+ 3 ab — 24’— 3c’ + 4a’4 — 8c3 + 94’c— 3d3
8a’-J-a4 — 54’ — 3c’; 6a’4 + 5a4c — 34’c — 14c3+2cd’ — 3d3.
Dans la pratique, on dispose ordinairement les quantités proposées , les unes sous les autres, comme on le voit dans ces deux exemples ; on fait la réduction des termes semblables , et l’on écrit avec leurs signes respectifs les résultats de la réduction. Ainsi, dans le premier exemple , en considérant le terme 3a-, comme x ce terme est semblable* au terme Sa’ qui se trouve sur la seconde ligne , on écrit 8a’ pour le résultat de la réduction de ces deux termes qu’on a soin de barrer légèrement (comme on le voit pour le premier terme). Passant ensuite au terme — bab, on le réduit avec les termes + 2a4 et 3a4, ce qui donne +a4, qu’on écrit à la
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droite de 80% et l’on barre les nouveaux ternies qu'on vient de réduire. On continue ainsi l’opération jusqu’à ce que tous les termes soient barrés et réduits.
Le léger trait qu’on passe sur les termes sert à prévenir l’omission dè quelques termes dans le résultat ; les termes non barrés sont encore à réduire.
De la Soustraction algébrique.
14. Soit à retrancher 44 de Ba; le résultat algébrique est 5a — 44. De même la différence entre 7a’4 et 4a34 est 7a’ — 4 a’4, ou 3a34.
Soit maintenant 24 — 3c à retrancher de 4 a ; on peut d’abord présenter le résultat de cette manière , 4a — (24 — Zc) ,'en mettant la quantité à soustraire entre deux parenthèses et l’écrivant à la suite de la première quantité avec le signe — . Mais les questions exigent souvent que l’on forme un seul polynôme de cette expression : et c’est en cela que consiste •principalement la règle de la soustraction algébrique.
Pour parvenir à ce but, on observera que si a, b, c, étaient donnés numériquement , on ferait la soustraction indiquée par 24 — 3c, puis on retrancherait le résultat obtenu , de 4a ; comme cette soustraction ne peut être effectuée dans l’état actuel des quantités, on commence par retrancher 24 de 4a, ce qui donne 4 a — 24; mais en retranchant 24 unités , on a soustrait un nombre trop fort de 3c unités ; il faut donc rectifier le résultat en y ajoutant 3c. Ainsi, l’on a 4a — 24 + 3c pour le résultat de la soustraction proposée.
Soit encore 5a1 — 4a4 + 34c — 4’ à soustraire de 8a’ — 2a4; cette -opération peut" être indiquée ainsi :
Mais, pour réduire cette expression à un seul polynôme, observons que retrancher 5a’ — 4a4.+ 34c — 4’ revient -à retrancher la différence entre'la somme 5a3 + 34c des termes additifs, et la somme 4a4+4’ des termes soustractifs. On peut' d’abord retrancher 5a’ + 34c, ce qui donne 8a1 — 2 «4 — -oa’ — 34c; et comme ce résultat est nécessairement trop faible de Aab+b1, il faut y ajouter cette dernière quantité , et il vient
nu/rn'ucvnos.
8a’ * — 2 ab — 8à’ — 8 hc + iab + 5’ , ou 8a5 — 2a5— 5 a’ + hctb — 3 5e + b ’ ,
en rétablissant l’ordre des termes ; ou bien enfin , en réduisant , 3«’ + 2a4 — 3 5e+5’.
D’où l’on peut conclure cette règle générale :
Pour soustraire deux polynômes l’un de l’autre , écrivez à la suite du polynôme dont il faut soustraire , l’autre polynôme, en changeant les signes de celui-ci, et faites la réduction du polynôme résultant , s’il y a lieu.
On trouvera, d’après cette règle ,
■(3a’5 — 2a3 — 85’c) iab ■ — cd —25’ + Sa2 -(8a5 — hed +35’ + Sa’)
= — a5 + 3 cd-
15. On peut aussi, d’après cette même règle, faire subira certains polynômes quelques transformations.
Par exemple, 6a’: — 8a5 -t- 25’ — 25e,
revient à 6a’ — (3a5 — 25’ -a-25c).
De même 7 a3 — 8a’5 — 45’e+-653,
revient à 7o3 — (8a’5-+- 45’e — 653),
ou bien encore, à 7a3— 8a’5 — (45’e — 653).
Ces transformations, qui consistent à décomposer un polynôme en deux parties séparées l’une de l’autre par le signe — , sont très utiles en Algèbre. . ’
Multiplication algébrique.
16. Nous regarderons comme démontré un principe qui est généralement admis dans tous les Traités d'Arithmétique [voyez pour la démonstration mes Êlémens d’ Arithmétique , 9e édit. , n" 127 ), c’est que le produit de deux ou plusieurs nombres reste Je même, dans quelque ordre qu’on les multiplie.
Cela posé , considérons d’abord le cas où l’on a un monome à multiplier par un monome; soit 7a35’ à multiplier par 4a’5.
L’expression de ce produit peut d’abord s’écrire ainsi 7 a35’x-5a’ô. Mais on peut la simplifier, en observant que,
MULTIPLICATION
d’après le principe précédent et la signification des symboles algébriques ( n° 2 ), elle revient à 7 X 4 X aaaaalbb. Or, comme les coefficicns sont des nombrès particuliers, rien n’empêche d’en former un seul en les multipliant entre eux ; ce qui donne 28 pour coefficient du produit. Quant aux lettres, le produit aaaaa équivaut à a5, -.et le produit 66b, à b3 ; ainsi, l’on obtient pour résultat final, 28a5$.
Soit encore 12aafl4c» à multiplier par 8albad‘ ; ce produit revient à X Q X aaaaabbbbbbçcctd , ou 96 asb6c',d3. D’où l’on voit
que , pour multiplier deux monomes l’un par l’autre , il faut , 1° multiplier les deux coefficient entre eux ; 2° écrire à la suite de ce produit toutes les lettres qui entrent à la fois dans le multiplicande et le multiplicateur, en affectant chaque lettre d’un exposant égal à la somme des deux exposant dont cette même lettre est affectée dans les deux fadeurs ; S° si une lettre n’entre que dans l'un des facteurs , l’écrire au produit avec l’exposant dont elle est affectée dans ce facteur. j.
La règle relative aux coefficiens n’offre aucune difficulté.
Mais pour se rendre compte de la règle des exposans, il faut observer qu’en général , un nombre a doit se trouver autant de fois facteur dans le produit, qu’il l’est, tant dans le multiplicande que da-ns le multiplicateur. Or ( n° 2 ) les exposans des lettres marquent le nombre de fois qu’elles entrent comme facteurs ; donc la somme des deux exposans d’une même lettre marque le nombre de fois qu’elle doit être facteur dans le produit demandé. ' .
On trouvera , d’après la règle précédente , que
8 a7bc* x 7 abcd* = 56a ’ib1cid' ,
21a3è’crfx8aèe3 = 168a44W,
> 4 abc x 7 df * =28 abcdf.
Passons à la multiplication des polynômes
Soient d’abord deux polynômes a + è+e et d+/, composés de termes tous additifs j on peut présenter le produit sous la forme (o + 4 + c) (d-\-f). Mais on a souvent besoin de former un seul polynôme de ce produit indiqué, et c’est en cela que consiste la multiplication de deux polynômes. ' '
Or , il est évident que multiplier la somme a + b + c par
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ti + f, revieét à prendre a + b + c autant de fois qu’il y a d’unités dans d, plus autant de fois qu’il y a d’unités dans f, et à «jouter les deux produits. Mais multiplier a + b + c par </, c’est prendre d fois chacune des parties du multiplicande, et réunir les produits partiels , ce qui donne ad + bd + cd. De meme, multiplier « -f b + e par f, c’est prendre f fois chacune des parties du multiplicande, et réunir les produits partiels. Donc enfin (a + A + c) {d,+f)-=ad-\-bd-\rcd-\-af+bf-\-cf.
Ainsi, pour multiplier deux polynômes composes de termes tous additifs , il faut multiplier séparémen t chacun des termes du multiplicande par chacun des termes du multiplicateur , et ajouter tous les produits. a
'Si les termes sont affectés de coeffieiens et d'exposans, on suit les règles prescrites (n° 16 ) pour la multiplication des monômes. Par exemple, ( 3a1 -t- 4aA -t-A1 ) ( 2a 5A ) donne pour produit,- 6 a3 ■+■ 8 a'b -t- Soi5 -t- 1 5aaA -f- 20 ab‘ -t- Bô-1 , ou réduisant, 6e3 -+- 23<rA -t- 22«A’ -4- Si3.
Pour nous rendre compte du cas le plus général , commençons par remarquer que, si le multiplicande renferme des termes additifs et des termes soustractifs , ce facteur exprime une différence entre le nombre d’unités marqué par la somme des termes additifs et le nombre d’unités marqué par la somme des termes soustractifs. Même raisonnement par rapport au multiplicateur. D’où il suit que la multiplication de deux polynômes quelconques est ramenée à la multiplication de deux binômes tels que a — b, c — d; a désignant la somme des termes additifs, et — A la somme dés termes soustractifs du multiplicande; il en est de même de c et de - — d, par rapport au multiplicateur. Voyons donc comment on peut effectuer la multiplication exprimée par ( a — h) {c — d). - < . ;■
Or, multipliera' — b pare — d revient évidemment à prendre a — b autant de fois qu’il y a d’unités dans e , moins autant de fois qu’il y a d’unités dans d, ou bien ; à multiplier a — b par c , et à retrancher du produit celui de a--1 A par d. Mais multiplier a* — b pare , revient à multipliera para- — b (en vertu du principe énoncé n° 16), ce qui donne ea — cb , ;oit; ac — Ae; De même, le produit de a — b par d est ad - — bd; et comme on vient de voir que ce dernier produit doit être retranché du précédent
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ac — te, il faut(n° 14) changer lés signes dead — bd, et l’écrire à la suite de ac — 6c, ce qui donne enfin
(o — A) (e — d) — (ic — le — ad- t- bd.
■ Pour peu qu’on réfléchisse sur la manière dont ce produit vient d'être formé, on verra qûe, dans taule multiplication, si Von considère tous les termes additifs du multiplicateur, il faut multiplier chacun des termes du multiplicande , tant additifs que soustractifs , par ces termes, et affecter les produits partiels de signes semblables à ceux dont les tonnes du multiplicande sont affectés ; et en considérant les fermes soustractifs- du multiplicateur, multiplier de même chacun des termes du multiplicande, tant additifs que soustractifs, par ces termes; mais affecter les produits partiels de sipnes contraires à ceux dont les termes du multiplicande sont affectes. Quant à la multiplication pàrtielle d’un terme du multiplicande par un terme du multiplicateur, on suit les règles établies pour les monomes (n° 16).
. Soient, par exemple, les deux polynômes
4 a5— Sa’A — 8 aA’ -e-%b\
■ et 2a’ — 3 ah —4 b\
8a5 — 10 a^A — 16a3A’ 4- 4a’A3 — Ï2a<* 4- lSa’i? 4- 24a'A3~-6aA4 . 16a?A’4- 20a>A3 -t-32aêl — 845 - ^ ; \
8 a* — 22friA -*• l7a3A’ 4- 48 a’A3 4- 26 ab'> — 84*. '
Après avoir disposé les polynômes l’un au-dessous de l’autre, on multiplie chacun des termes du premier par le terme 2a’ du second, ce qui donne 8as — 10a 14 — 16a3A’ 4- 4a’ A* , polynôme dont lés signes sont les mêmes que ceux <lu multiplicande. Passant ensuite au terme 8aA du multiplicateur, comme ce terme est affecté du Signe — , on multiplie chacun des termes du multiplicande par ce terme, en ayant soin ‘d’affecter chaque produit d’un signe Contraire à celui du termè correspondant du multiplicande, ce qui donne — 12 a'tA +- 15a3A’ 4- 2-5a’A3^-6aAt 1 produit que l’on écrit au-desspus du preniier. >
On fait la même opération par rajjport au terme 44’, qui est aussi soustractif, ne qui dorme — 1 6a3A"’ h- 20a "A3 4- 32a4i — 845.
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On fait ensuite? la réduction dès termés semblables , et l’on obtient enfin pour l’expression la plus simple du produit,
La règle des signes, qui «st la plus importante à retenir dans la multiplication de deux polynômes , peut s’énoncer ainsi : Toutes les fois que les deux termes du multiplicande et du multiplicateur sont affectés- du même signe, le produit correspondant est affecté du signe ■+• , et lorsque les deux termes sont affectés de signes contraires , le produit est affecté du -signe * — . .
On dit encore, en langage algébrique, que -+• multiplié par -t- , ou — multiplié par — , donne -+- , et que — multiplié par -+- ou h- multiplié par — , donne — . Mais ce dernier énoncé, qui n’ofire aucun sens raisonnable en lui-même ( puisqu'on ne sait ce que signifie : multiplier entre eux des symboles , non de quantités, mais d’opéra'tions arithmétiques), ce dèrnier énoncé , dis-je , doit être seulement regardé comme une abréviation, du précédent.
Ce n’est pas la seule ciréonstonce où les algébrisles, pour abréger le discours, emploient des expressions incorrectes, piais qui ont l’avantage de mieux graver les règles dans la mémoire. ' ■ . « , - '
Nous proposerons pour exercices les exemples suivans :
1er . Exemple. 3a3 — Sbd -+- cf
S«i’ -+■ hbd — Qçf .
Prod. simp. —15 a!' -+- 37 a-l/d — fï%a‘cf — 'lOb'd^-t-hhbcdf — Hof.
2* Exemple., ha? h'1 — Sa1#3*? -t- 8«34e3 — Sa’e3 lobe1
• %,ab‘~r-kabc — 24c' -t- c3
!8aW _ 1 Oa34 V -+- 28aV, V — Zhalb'f — - 4a’,4V* — ICaWç -4- 12a34ci ■+■ 7 o’43e4 ‘ \ ha'bcr> -+- 14»4'c5 — T3a”eG — 7 abcG.
18. Nous ferons sur la multiplication algébrique plusieurs remarques fort importantes. '
Premièrement. Si les polynômes qu’on se propose de multiplier l’un par l’autre sont homogènes (un IL), (,et la plupart des questions quon cherche à résoudre par le. secours de l’Al-
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gèbre, les questions de Géométrie principalement, conduisent à de semblables expressions], le produit de ce* deux polynôme * cet aussi homogène ; c’est une conséquence évidente des règles relatives aux lettres et aux exposons dans la multiplication des quantités monomes. En outre , le degré de chaque 'terme du produit doit être égal à ■ la somme de* degré* de deux terme* quelconques du multiplicande et du multiplicateur. Ainsi, dans le premier des deux exemples précédens, tous les termes du multiplicande étant du deuxième degré , ainsi que ceux du multiplicateur , tous les termes du produit sont du quatrième degré. Dans le second, le multiplicande étant du cinquième degré, et le multiplicateur du troisième degré, le produit est du huitième degré. Cette remarque sert, dans la pratique, à reconnaître des erreurs de calcul par rapport aux exposans. Par exemple, si l’on trouve que, dans l’un des termes d’un produit qui doit être homogène, la somme des exposans est égale à 6, tandis qu’elle est égale à 7 dans tous les autres termes, il y a erreur manifeste dans l'addition des exposans; et alors on reprend la multiplication des deux termes qui ont formé ce produit partiel,
Secondement. Lorsque’, dans la multiplication de deux polynômes, le produit n’offre aucune réduction de termes semblables , le nombre total des termes du produit est égal au produit du nombre des termes du multiplicande , multiplié par le nombre des terme* du multiplicateur ; c’est une conséquence de là règle ( n° 17 ). Ainsi , que l’on ait 5 termes dans le multiplicande et 4 dans le multiplicateur , il y en n S x i ou 20 dans le produit, En général, si le multiplicande se compose de m termes et le multiplicateur de » termes, le produit eu renferme m x n.
Troisièmement. Lorsqu’il y a des termes semblables , le nombre total des termes du produit simplifié peut être beaucoup moins grand. Mais on remarquera que, parmi les différens termes du produit;- il en est qui ne peuvent se réduire avec aucun autre : ce sont, 1° le terme provenant de la multiplication du terme du multiplicande affecté du plus haut exposant d'une quelconque des lettres, par le terme du multiplicateur affecté du plus haut exposant de la même lettre) 2° h 1er me, provenant de la
Di
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multiplication des deux termes affectés du plus faible exposant de la même lettre. En effet, ces «leux produits partiels doivent renfermer cette lettre avec Un plus haut ou un plus faible exposant que chacun des autres produits partiels; par conséquent, ils ne peuvent être semblables aux autres produits. Cette remarque, dont la vérité se déduit de la règle des exposaus, sera d’une très grande utilité dans la division.
19. Pour terminer ce qui a rapport à la multiplication algébrique, nous ferons connaître différais résultats de multiplication , d'un usage fréquent en Algèbre.
1° Soit proposé de former le carré ou la seconde puissance d’un binôme a+J. On a, d’après les principes connus,
c’est-à-dire que le carré de la somme de deux quantités se compose du carré de la première quantité , plus le carré de la seconde , plus le double produit de la première par la seconde.
Ainsi, soit à former le carré de Ba3 + 8 a’4; on a, d’après ce qui vient d’être dit, (5a3 -t- 8«,A), = 2Sa'! + 80a54 + 65 a<4’.'
2” Soit à former le carré d’une différence a — b.
On a (a — 4)’= (a — b) (a — 4.) = a’ — 2a4 + b * ;
c'est-à-dire que le carré de la différence de 1 deux quantités se compose du carré dq la première., plus le carré de la seconde ,. moins le double produit de la première par la seconde. , '
Ainsi (7a'4’ — 12aè3)’==49aW— 168a3à5 + 14 ia'fc.'?
3° Soit proposé de multiplier a + b par a — b.
On a (a + b) (a — 4)==a’' — b’’. Donc la sommé de-deux quantités, multipliée par leur différence, donne pour produit la différence de leurs carrés. (C’est le théorème démontré n° 8.)
Ainsi (8a3 + 7 a4') (8a3 — 7 ab ) = 64»6 — 49 ajb'r. ,
On peut, en combinant cos différens résultats, trouver les produits de certains polynômes plus promptement «jue par le
procédé ordinaire. Soit-, par exemple, à multiplier
Sa’ — -4a4 + ,34' par 5a' — 4 ab — 34'; si l’on remarque que la première de ces deux expressions est la somme de deux quan-
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tilcs 5aJ — 4a5ot 35a, que la seconde est la différence de ces deux mêmes quantités, on trouve de suite pour le produit,
(5a’ — \al,y — (35")' = 25 Iti — A0aV> -+- 1 Ga’53 — 954.
20. En réfléchissant sur les résultats de multiplication que l’on vient d’obtenir, on voit que leur composition , ou la manière dont ils se forment à l’aide du multiplicande et du multiplicateur, est tout-à-fait indépendante des valeurs particulières qii’on peut attribuer aux lettres a et 5 qui entrent dàns les deux facteurs.
En principe , la manière' dont un produit algébrique se forrne h l’aide de ses deux facteurs , s’appelle la loi de ce produit ; et cet/e loi reste toujours la même , quelles que soient les valeurs attribuées aux lettres gui entrent dans les deux facteurs.
Enfin, un polynomeétant donné,1 on peut quelquefois
d’après son inspection, le décomposer en facteurs, ce qui est souvent utile. -, , ,
Soit le polynôme 25a4 — 30as5 + 15a’5’ : il est évident que les facteurs o et a ’ entrent dans chacun de «es termes. Ainsi, on peut mettre le polynôme sous la forme 5a' (5a’ — 6a5 + 35’). De même, 64a’58 — 25a"58 se transforme en-
En effet ,. 64a45fi et 25u’58 étant les carrés de 8 a'ty et 5a54, il s’ensuit que 1’expreâsion proposée est la différence de deux carrés, et qu’elle est (n° 19) décomposablc dans la somme des racines de ces carrés, multipliée par la différence des mêmes racines.. i
De la Division algébrique.
22. La division algébrique, comme la division arithmétique, a pour but, étant donné un produit et l’un de ses j acteurs , de trouver le second facteur. • ;
Considérons d’abord le cas de deux monomes.
Soif à diviser 72a5 par 8a'f , ee que l’on indique ainsi : — g- j .
Un demande une troisième, quantité monomc qui, multipliée par la seconde , reproduise la première. Or, d’après les règles
Oigitize
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établies pour la multiplication des monbmes , la quantité cher* chée doit être telle, que son coefficient, multiplié par 8 , donne pour produit 72, et que l’exposant de Va lettre a dans cette quantité, ajouté à 3, exposant de la lettre a dans le diviseur, donne pour somme 3 , exposant du dividende. Ainsi , l’on obtiendra cette quantité en divisant 72 par 8, et retranchant de
l’exposant 8 l’exposant 3 , ce qui doiine = 9a3 ; et en elïbt on a 8o3 x9a’==72as. •
On a , d après les mêmes remarques ,
»j.îa ^ c__ Ba^^c^et en effet, 7 ai x $aal>c =*= &$dib'*c }
d’où l’on voit que, pour diviser deux monomes l’un par l’autre , il faut, L° diviser les deux coefficient l’un par l’autre ; 2° pour les lettres communes au dividende et au diviseur, écrire chacune d’elles à la suite du coefficient , en l’affectant d’un exposant égal à l’excès de l’exposant du dividende sur celui du diviseur ; 3“ écrire à la suite et avec leurs exposons respectifs , les lettres qui entrent dans le dividende sané entrer dans le diviseur.
On trouvera, d’après cette règle.
48 aWe'd ... 150aJiJed3
-Sa'Pcd.
( Vogez le n° 2-4, pour le cas oûles exposons d’une même lettre sont égaux dans le dividende et le diviseur. )
23. Il résulte de la règle précédente que la division des monômes est impossible, premièrement, si les coeffieiens ne sont pas divisibles l’un par l’autre; en second lieu, si certains exposons sont plus forts au diviseur qu’au dividende; en troisième lieu, si le diviseur renferme, une ou plusieurs lettres qui ne se trouvent pas dans le dividende* Dès qu’une o,u plusieurs de ces trois circonstances se renôontrent, le quotient reste sous la forme (i un fractionnaire, c est-a-dire dune expression mo-
nôme dans laquelle entre nécessairement le signe algébrique de la division , niais qu’on peut souvent simplifier. " •
Soit, par exemple, 12i i-ih^cd à diviser par 8«'4c’.
On ne peut trouver ici pour quotient un menome entier , c’est-
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à-dire un monome débarrassé du signe de la division, parce
que 12 n’est pas divisible exactement par 8 , et qu’en outre
l'exposant de c est moins grand au. dividende qu’au, diviseur.
.. . , - , . 'i 12o4 bxcd
Ainsi, on présentera le quotient demande sous la forme1 ^
mais on peut simplifier cette expression ,en remarquant que les facteurs 4, a5, b et c, étant communs aux deux termes de celte fraction, rien n’empêche de les supprimer; et l'on a pour
, . Sa'1 bd . . . •
résultat , — — — ■ • . > ,
En général, pour simplifier un monome fractionnaire, il, faut, 1° supprimer le plus grand fadeur commun aux deux coefficient ; 2° retrancher le plus petit des deux exposant d'une même lettre , du plus grand, et écrire la lettre affectée de cette différence d'exposant , dans celui des deux termes dé là fraction où l'exposant était le plus grand ; 8° écrire les lettres non communes , avec leurs exposant respectifs , dans celui des deux ternies de la fraction où ces lettres entraient.
On trouvera , d’après cette nouvelle règle ,
48a3êW3 4 ad- 37 abWd ‘Allie la'b 1_
ZQa’‘b*c°dè 3 bce 5 6 a3bc^d1 §axd ’ 14«3èJ 2 ab
Dans le dernier exemple, comme tou* les facteurs du dividende se trouvent au diviseur, le numérateur se réduit à Yunifi, parce que cela (revient à diviser les deux termes de la fractiou par le numérateur.
24. Il arrive souvent que les exposans de certaines lettres sont les mêmes au dividende qu’au. diviseur.
Soit, par exemple, à diviser 24 a3è2 par 8 o’i’.;. comme la lettre b est affectée du même exposant, le quotient ne doit pas ' .. . „ ' 24*33>
la reniermer, et Ion a — Sa. Mais pu remarque que ce
résnltat 3 fl peut être nus sous une forme propre à conserver la trace de la lettre l> quia disparu par l’effet de la réduction.
En effet, si l’pn applique , par convention , à l’expression
• ' • ' ' ’ ' fil - * % . ’
la règle des exposons ( n° 22) il. vient y; = b°. Ce nouveau
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symbûle t° indique ( n° 2 ) que la lettre entre 0 fois comme facteur dans le quotient, ou, ce qui revient au même, quJelle ne doit pas y entrer; mais il indique en même temps qu’elle entrait dans le dividende et le diviseur, et qu’elle a disparu par l'effet de l’opération. Ce symbole a l’avantage de conserver la trace d’un nombre qui faisait partie de la question que l’on avait en vue de résoudre, sans changer pour cela en rien le résultat;
car, puisque i° provient de^, qui, d’ailleurs, est égal à 1, il s’ensuit que 3a/>° équivaut Ta 3a x 1 ou Sa. De même
Sa
Comme il importe d’avoir des notions exactes sur l’origine et la signification des symboles employés en Algèbre, nous nous proposerons de faire voir qu’en général , toute quantité a , affectée de l'exposant 0 , équivaut a 1 , c'est-à-dire que l'on a
En effet, cette expression provient, comme nous venons de le dire, de ce que a est affecté du même exposant au dividende
Qtn
et au diviseur d’une division indiquée. Ainsi- l’on a a0 = —
am
( m désignant pour plus de généralité le nombre entier qui sert d’exposant à, a Mais le quotient de toute quantité divisée par
r 1 ; donc aussi l’on a a" ■*= t .
am
elle-même est 1 ; donc — =
7 am
Le symbole <?" n’est , nous le répétons , employé par convention que pour conserver dans le calcul la trace d’une, lettre qui entrait dans l’énoncé d’une question, mais qui doit disparaître par l’effet d’une division ; et il est souvent nécessaire de conserver celte trace. . . ' s • ' "
Division DE DEUX PÜLYH0ÏE9.
2S. Soit à diviser !»Iaî4J + 10a* — r48 a3i — lS4* + 4«43, par 4 db — fia*- f-343.-
Pour suivre plus facilement les calculs , on peut les disposer ainsi; ' • . .* . .• . •' - • .. .
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S U»*A* + 10a1* — 48a3A — 15A4 + iafd \ \ab — Sa3 + SA’
-J- 8a3A — 10a4 + 6a’A’ • J — 2a’ -f* 8aA — BA’
57a'A’ _40aV;_ ISA'. + 4aA3 — 3$a’A’ + 40a3A — 24aA3
25^’A’— 16AI ■— 20aA3 " .
+ 20<tA3 — 25a’A’ + 18A4 , , ,
Le but de cette opération est, comme nous l’avons déjà dit (u° 22) , de trouver un troisième polj/nome qui, multiplié par le second , reproduise le premier.
Il résulté de cette définition et de la règle établie (n° 17), pour la multiplication des polynômes, que le dividende est l’assemblage , par addition et après réduction , des produits partiels de chacun des termes du diviseur, multipliés par chacun des termes du quotient cherché. Cela posé, si l’on pouvait découvrir dans le dividende, un terme qui provînt, sans réduction, de la multiplication de l’un des termes du diviseur par l’un des termes du quotient, alors, en divisant î’un par l’autre ccs denx termes du dividende et du diviseur, on serait sûr d’obtenir un terme du quotient cherché.
Or, d’après la troisième remarque du n° 18, le terme lOa'i, affecté du plus haut exposant de la lettre a , provient, sans réduction , de la multiplication des deux termes du diviseur et du quotient, affectés respectivement du plus haut exposant de la même lettre. Donc, en divisant. le terme 10«4 par le terme — 5a’ du diviseur, on sera certain d’avoir un terme du quotient cherché. Mais il se présente ici une difficulté , c’est de déterminer le signe dont le terme du quotient doit être «affecté. Pour ne pas être arrêté dorénavant à ce sujet , nous allons cl.iblir une règle qui sera la règle des signes de la division .
Coïnme,.daus la multiplication, le produit de deux termes de même signe est affecté du signe -f- \ et que le produit de deux termes de signes contraires est affecté du signe — , -on peut conclure, 1° que si le terme du dividende a le signe + , et celui du diviseur le signe + , le terme du quotient doit avoir le signe+ ; 2° que si le terme du dividende a le sigue + et le terme du divi-
DES POLYNOMES.
seur le signe — , le tenue du quotient doit avoir le signe — , parce qu’il n’y a que le signe — qui , combiné par multiplication qvec le signe — du diviseur, puisse reproduire le signe +-du dividende; 3° que si le terme, du dividende a le signe — elle ternie du diviscur le signe -f- , le quotient doit avoir le signe — ; 4" enfin , si le dividende a le signe — et le diviseur le signe — , le quotient doit avoir le signe + .
En résumant , on voit que cela revient à dire :
Si les deux termes du dividende cl du diviseur sont de mime signe, le quotient doit être affecté du signe + ; et s’ils sont affectés de signes contraires ,\le quotient doit être affecté du signe — . 0» dit encore, par abréviation,
+ divisé par + , et — divisé par — , donnent + ;
— divisé par + , et + divisé par — , donnent — 1
Revenons à notre objet.
Dans l’exemple proposé, 10a4 et — 5a’ étant affectés de signes contraires, leur quotient doit avoir le signe — ; d’ailleurs 10a • divisé par 5a’ donne 2a’ (n° 22) ; donc — 2a’ est un ternie du quotient cherché. Après l’avoir écrit au-dessous du diviseur, on multiplie chacun des ternies du diviseur par ce terme , puis on soustrait le produit — 8 a34 + 10a4 — 6 a’4’ , du dividende, ce qui se fait en écrivant ce produit , avec des signes contraires, au-dessous du dividende, et en opérant la réduction. Ï1 vient ainsi pour résultat de la première opération partielle,
57 a’4’ — 40 uéb — 1 5M + 4a45..' -
Ce résultat se compose des'produits partiels de’ chacun des termes du diviseur .par chacun des’ termes qui restent à déterminer au quotient. On peut donc le regarder comme un nouveau dividende , et raisonner sur lui comme sur > le dividende proposé. On est ainsi conduit à prendre, dans ce résultât, le terme — 40a34, affecté du plus haut exposant de a , et à le diviser par le même terme — 5a’ du diviseur. Or, d’après les principes précédons, — 40a34 divisé par — 5a’, donne pour quotient + 8a4, nouveau terme qu’on écrit à la droite du premier. Multipliant chacun des termes du diviseur par ce terme, et écrivant les produits avec des signes contraires, au-dessous, du second divi-
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dende, puis faisant la réduction, On trouve pour résultat de ta Seconde opération , '
divisant encore 25 a’i’ par — 5a1, on a pour quotient , — 54’ qui forme le troisième terme du quotient. Multipliant le diviseur par ce terme, et écrivant les termes du produit , avec des signes contraires, au-dessous du troisième dividende, puis faisant la réduction , 011 obtient pour résultat 0. Donc, — 2a’-p8a4 — Si’, ou 8ft4— 2a’ — 5i’, est le quotient demandé ; ce qu’on peut d'ailleurs vérifier en multipliant le diviseur par ce polynôme : le pCodirit effectué doit être égal au dividende. . >
En réfléchissant éur les raisonneméns précédons , on voit que, comme, dans chaque opération partielle, .on est obligé de rechercher le terme du dividende affecté du plus haut exposant de l’une des lettres , et de le diviser par le terme du diviseur aflécté du plus haut exposant de la même lettre , on éviterait Cette recherche , si l’on avait le soin d 'écrire a priori tes termes du dividende et du diviseur, de maniéré que les exposons d’une même lettre allassent en décroissant de gauche à droite. C’est ce qu’on appelle ordonner le dividende et le diviseur par rapport à une même lettre. Au moyen de cette préparation , le premier terme à gauche du dividende, et le premier terme à gauche du diviseur, sont toujours les deux termes qu’il daut diviser l’un par ' l’autre, pour avoir un des termes du quotient; et il en est de même dans toutes les opérations suivantes, parce qne les quotiens partiels et les prrôduits du diviseur par ces quotiens sont continuellement ordonnés.
. Voici le tableau des calculs de d’exemple précédent,, après que l’on a ordonné les deux polynômes. .
10a4 — 48a34 + SI ali’ + 4a43— 1544 1 — Sft’ + 4q4 -p gi’
— 10o4 -p 8a 34 -p 6a’4’ j — 2a’ -p 8ai — Si’
— 40a’4 -P S7a’i’ + -loi3 — 1 544 *p 40<t34 — 82 a’i’ — 24 ai3
-p2oa’i’ — 20a33 — 1544 — 25a’4’ + 20a43 + 1544
DES POLYNOMES.
26. De là en peut conclure lu règle suivante pour diviser deux polynômes l’un par l’autre : Après avoir ordonne le dividende et le diviseur par rapport a une même lettre, divisez le premier terme à gauche du dividende par le premier terme à gauche du diviseur ; nous obtenez ainsi le premier terme du quotient ; multipliez le diviseur par ce terme , et retranchez le produit du dividende proposé. Divisez ensuite le premier terme du reste par le premier terme du diviseur, vous obtenez ainsi le second terme du quotient ; multipliez le diviseur par ce second terme, et retranchez le produit du résultat de la première opération. Continuez ainsi les opérations , jusqu’à ce qu’enfin vous obteniez pour résultat 0 ;
AUQUEL CAS, LA DIVISION EST DITE EXACTE
Lorsque le premier terme du dividende ordonné n’est pas exactement divisible (n° 23) par le premier terme du diviseur aussi ordonne, c’est un signe que la division totale est impossible, c’est-à-dire qu’il n’y a pas de polynôme entier qui, multiplié par le diviseur, puisse reproduire le dividende. Et, en général, on reconnaît qu 'une division est impossible , lorsque le premier terme de U un des dividendes partiels n’est pas divisible par le premier terme du. diviseur.
27. Nous remarquerons, en passant, -que, s’il y a quelque analogie entre la division arithmétique et la division algébrique , par rapport à la manière dont les calculs sont disposés et effectués, elles ont entre elles cette différence essentielle, que, dans la division arithmétique, les chiffres du quotient s’obtiennent par tâtonnement, tandis que,- dans la division algébrique, le quotient que l’on obtient en divisant le premier terme d’un dividende partiel par le premier terme du diviseur, est toujours un des termes du quotient' cherché. Si cette division partielle ne peut s’effectuer, on doit conclure tout de suite que la division totale est impossible. Sous ce rapport, la division algébrique est plus 'simple que la division arithmétique..
En outre, rien n’enapêcherait de commencer l’opération par la droite, au lieu de la commencer par la gauche, puisque alors ce serait opérer sur les termes affectés des plus Faibles exposans de la lettre par rapport à laquelle on a ordonné. Dans la division arithmétique , on ne peut trouver le quotient qu’en commençant par la gauche.
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Enfin , telle est l’indépendance des opérations partielles que comporte le procédé, qu’après avoir soustrait du dividende total le produit du diviseur par le premier terme trouvé au quotient , soustraction indispensable, on peut, à la seconde opération , diviser l’un par l’autre les deux termes du nouveau dividende et du diviseur, affectés du plus haut exposant d’une lettre différente de celle que l’on avait considérée d’abord , et l’on obtiendra encore un des termes du quotient, qui restent à déterminer. Si l’on conserve la même lettre, c’est parce qu’il n’y a pas de raison pour en changer , et que les deux polynômes étant déjà ordonnés paê rapport ù la première lettré , les premiers termes à gauche dans le dividepde et le diviseur sont propres à donner un terme du quotient, tandis que 4 si l’on changeait de lettre, il faudrait chercher de nouveau les termes affectés du plus, haut exposant de cette lettre. y •
Second exemple.
j 28. Diviser 21 x3ya + 25.r:,y3 + 68 xyb — 40 yr' — 56x5 — lffirty par, îîy’ — Sx’ — 6 <xy.
Voici le tableau des calculs, en ordonnant par rapport à y :
— 40ÿî-l-68.îy'i -f-SSx’y3 -f-21.r3y’ — 18 — S6xs \ Sy’ — 6 ±y — 8-r’
-f-40 yr‘ — 48iyl — 04.r’4-y3. j t— 8y34-4xya — 3x3y4-7.r3
1er reste . .20xyt — 39x3y3-f-21.r3y3 — 18 xby — B0xs —20 xyl 4J24x,y3 4- 32.r:,y3
■ 2° reste, i.. — rlS-r’y34-S3x3y3 — :18xiy — BOx*
lBx3y3, — 18x3y3 — 24x4y
> 3° reste ........ 4- 3Sx3y3 — 42 xby — S8xs
• y . — 3Bx3y3 4- 42x4ÿ4rS0x5 / j*
resté final ..... 0.
Comme il importe .aux commençans de se fa'miliariser avec les opérations algébriques, et surtout de calculer promptement, nous allons traiter de nouveau le dernier exemple, en indiquant les simplifications qu’il est à propos d’introduire.
• Elles consistent, comme en Arithmétique, à soustraire du dividende chaque produit partiel , immédiatement après avoir formé ce produit.
des. roi.Y’foàESt St
— 40y54-68.i'y,*-t-25.rIy3 + 21x3y1 — 18.r4y — ëô-r5 ) 8y’ — 6.ry — 8x'
lCr reste.. + 20xy/i— 39x3y3 q-Sl.r3»^ — lBxty — 56x5 J — 8y3 -f^xy’ — ■Zx’’ y +1 y*
2° reste. . . — 1 Sx’y3 -p 83.r3y’ — 18-r<y — Sfij"
3' reste... + 35.r3ya — 42xty — 56xs *• . .
reste final ; . . . 0.
Si l’on divise d’abord — 40ys , par ëy1 , il vient pour quotient ,
— 8y3. Multipliant ëy1 par — 8y3 , on a — 40y5 , qui , changé de
signe, donne +40y5, terme qui détruit le premier terme, du dividende. , , '
De même , — 6xy x — 8y3 donne + , et pour là soustrabtion ,
— 48xyî, qui , réduit avec + 68xy4, donne pour reste +20>yi.
Enfin, — 8x* X — 8y3 donne +, et pour la soustraction,
— 64x'y3,qui, réduit avec + 25,r’y3, donne — 39.r’y3. Le résultat de la première opération est donc +20xyi — 39x’y3 suivi des autres ternies du dividende qui n’ont pas été réduits avec les produits partiels déjà obtenus.
On opère sur le nouveau dividende comme on a opéré sur le dividende primitif, et ainsi de suite.
Troisième exemple.
Soit à diviser 08a — 7 Sa3 + 56a4 — 25 — 89a3 par — Sa1 + 8 — lia + 7a3.
Ma* — 59a3— 73a’ + 95a — 25 ) 7a3 — Sa’ — 1 la + 5 1" reste.,.. —35a3 + 15«’ + 55a — 25 ) 8a — 5 . ‘
2e reste. . . 0. . •
29. Il peut arriver que l’un des polynômes proposés, ’QU tous, les deux, renferment plusieurs termes affectés d’une même puis-sance de la lettre par rapport à laquelle on veut ordonner.
Comment doit-on, dans ce cas, disposer les polynômes et effectuer la division ? '
Soit à diviser _ s V
» lla’4 — 19aJe + 10a3 — 15a’c + Bai1 + 184c3— 84’c par 5a1 + 8a4 — 54c.
On remarque que les deux leriqes 1 la’4 — I5a’c peuvent être mis sous la forme
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en écrivant une seule fois la puissance a’, et plaçant à gauche, dans une même colonne Verticale, l'ensemble des quantités qui multiplient cette puissance; ce polynôme multiplicateur s'appelle alors, par extension ( n° 2 ), le coefficient de a’.
[Cette seconde manière de réunir les termes affectés d’une fhème puissance est préférable à la première, sous deux rapports : 1° parce que, s’il y a beaucoup de termes dans le dividende et le diviseur, on a de la peine à les faire tous tenir sur une même ligne horizontale ; 2“ parce que , comme le coefficient de chaque puissance doit être lui-mème ordonné par rapport à une seconde lettre , on est obligé, si le premier terme est soustractif, de faire éprouver aux termes une modification qui peut induire en erreur lorsqu’on emploie la première manière. Soit , par exemple , l’expression — 15é’a’ -f 7 ira’ — 8 c’a’ ; la modification consiste à mettre cette expression sous la forme
— (15ê’ — 7 lie + 8c’) a1 . , . . (n° 15) ;
au lieu que par la seconde, on l’écrit ainsi : — 15ê’ a’; et de
.* *- 1 + 7êc
cette manière, on a l’avantage de conserver à chaque terme le signe dont il était d’abord affecte.]
Pareillement, — 19aêe + 3 aê’ s’écrira ’ + 3é’ 'a.
Cela posé , voici comment on effectuera l'opération :
r, 10a3 + lié 1" reste. +
a’ + 3ê’ — 19êc
a — 5ê’c -f 1 5êc’ ) 5a’ + 3 ha — 5êc 2a + — 3c
.Hic &éc
a — oé’C + 15éc’
2° reste . ,
Divisant d’abord 10a3 par 5a’, on a 2a pour quotient. Retranchant le produit du diviseur par 2a, on obtient un premier reste. Divisant la partie affectée de a’ dans ce reste par 5a’, on a pour quotient /> — 3c. Multipliant successivement
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chaque partie drf diviseur par <*— 3e, et retranchant chaque produit, on trouve pour résultat 0. Donc 2a + b — 3e est le quotient demandé. ' . •
Pour nous rendre compte dWmanjère générale du cas précédent, qui est le plus compliqué de la division, désignons le dividende par A «4 + Ba* + Ca’ + DA -pE, et le diviseur par
[C’est un usage en Algèbre, lorsqu’il doit entrer dans une question un grand nombre de quantités , ri^n désigner d’aboîd un certain nombre par des. lettres différentes; et, pour rte pas trop multiplier le nombre des lettres, de.désigner les^autres par les mêmes lettres accentuées. -i.es accegs se pronon-
cent prime, seconde, /ietve.l • . '
Dans cerf-deux polynômes , chacun des coeffioiens A,B„C,
D, E, A', B', C', désigne l’assemblage de plusieurstermes. Ain«i| Aa^ représente toute la. partie du .dividende affectée de a>, et ainsi des autres.» Cela posé, puisque le plus haut exposant de a. • est 4 dans le dividende et 2 ddhs le diviseur, il doit aussi être égal à 2 dans le quotient, qui est alors de la forme A'V + B"a + C". Pour determmer la partie de ce quotient affectée de la plus haute puissance, on remarque que le produit des deux parties A aJ et A "a\ ne peut éprouver aucune réduction avec les autres produits du diviseur par le quotftnt, et par conséquent doit être égal a la partie $.a'> du -dividende, affectée de la plus haute puissance. Donc réciproquement, si l'on divise Aa4 par AV, én doit avoir la partie A'V du quotient ; cela revient à diviser A par A’ ’ puisque* V divisé par a’ donne a’. Si A et A’ sont eux-mêmes ' des polynqmes composés d’une ou de plusieurs lettres, ou agit sur eu* ainsi qu’il a été dit précédemment, ce qui exige qu’on ordonne d’abord les deux polynômes par rapport à l’une des lettres qui y entrent. Voilà pourquoi nous avons dit plus haut quen écrivant les lerrtu-s affectés d’une même puissance dans une colonne, il faut avoir soin de les ordonner par rapport à une seconde lettre; on lei} ordonnerait même par rapport à une troisième lettre, si plusieurs termes d’une colonne renfermaient un même exposant de la seconde lettre.
La partie A "a* étant obtenue, on multiplie chacune des par- Les du diviseur par A'V, et l’on retranche au fur et à mesure les • . 3
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produits partiels qu’on obtient*, ce qui donne un premier reste , sur lequel on opère comme sur le dividende proposé.
Voici deux nouveaux exemples. du cas' qui nous occupe. (On a eu sgin d’y joindre les divisions partielles que nécessite l’opé-
ration principale.)
# Première division partielle.
125’ — 295e+18cv’ *
) 35 — Se
Deuxième division partielle. • 1553 _ + 15æb .* y J. y
la’ + 45
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Première division partielle.
Deuxième division partielle.
troisième division partielle.
Quatrième diiisioh partielle.
30. II existe un autre cas assez important dans la division algébrique ; cett celui où le polynôme dividende contient une ou plusieurs lettres qui ne renferme pas le diviseur. On pourrait ordonner les deux polynômes par rapport à l’une des lettres communes et faire la division comme à l'ordinaire. Mais il y a un moyen beaucoup plus simple d'obtenir le quotient.
Supposons , par-exemple , que le dividende contienne diverses puissances de, la lettre a , et que cette lettre n’entre pas dans le diviseur (on dit alors que celui-ci est indépendant de a). En ordonnant le dividende par rapport à a, on peut le mettre sous la forme Aa'i + Ba3+ Ca’ + Da + E , 4 étant supposé le plus haut exposant de a dans èe polynôme; A, B, C, D, E, sont des monomes ou polynômes qui ne renferment pas a. Soit d’ailleurs M le polynôme diviseur, indépendant de a. ,
Cela posé, puisque le diviseur multiplié par le quotient doit reproduire le dividende, et que le diviseur M ne contient pas a, il est clair que lé quotient doit, être un polynôme affecté des mêmes puissances de ia lettre a, que celles qui se trouvent dans
IHVISION
le dividende. Ainsi ce quotient est nécessairement de la forme A'a!i + IÎ'o3 + G'rt’ + D'^r+E'. Or, si l’on conçoit qjie ce quotient soit trouve, et qu'on ait multiplié successivement le diviseur tout entier par chacune des’parties AVqJVa3, C'a’. , . les produits seront A'Ma'i, Jî'Jla3, C'Ma’ . . . . , et comme ils ne peuvent éprouver entre eux aucune réduction , puisque la lettre •ordonnatrice y est affectée d'un' exposant différent, ils doivent être respectivement égaux aux termes Aa4, I3a3, Ca’ . . . ., du diyidcnde.
Ainsi l’on a , . •
d’où
IM = R
d’où
d’où
cl ainsi de. suite \ d’où l'on déduit cette proposition générale: Pour qu'un polynôme ordonné pat * rapport à une certainb lettre , toit exactement divisible par un pplynomc indépendant de cette lettre, il faut que chacun des corjjiciens des diverses puissances dû-premier polynôme soit exactement divisible par le second. Les coefficiens des diverses puissances de la lettre dans le quotient , ne sont autre chose que les quolifns successifs de la division des coefficiens du polynôme dividende par le polynOme diviseur. s
Soit à diviser le polynôme . .• • • •
•3a’ A3 — 3aAc3 — 2A3e’ + A5 — 3a’Ac’-+ 3 aVc — a’e3 + Ac4q-a’A’e
parA’ — c’. . ' •
Le dividende ordonné par rapport à a, peut être mis sous la forme (3 A3 +A’e — 3 Ac’ — e3)a’ +(3A3c — 3 Ae3)a + A5 — 2 A3ca q- Ae4; effectuant les trois divisions partielles marquées par
SA^q-A’e — 3 Ac’ — c3 3A3c — 3Ac3 A5 — 2A3c’-|-Ac4
A’ — cJ ’ A*— c’ ’ A’ — c’ ’
on trouve pour quotiens, 3A + c, Zbc, A3 — Ae’; ainsi l’on a pour le quoticRt total, (3A + c) a’ + 3A<*a+A3 — Ac’.
Les deux derniers quotiens 3Ae et A3 — Ae’ peuvent s'obtenir plus aisément que par le procédé Ordinaire, çi l’on observe, 1° que 3A3e — 3 Ae3 équivaut (n° 21) à 3Ac (A’ — c’); 2° que A> — 2A3e’ + Ac4 équivaut à A (A4 — 2A’e’ + c4), ou A (A> — c’)’,
DES POLYNOMES.
Nous observerons, « ce sujet, que, s’il existe des règles générales pour effectuer toutes les opérations , ces règles peuvent souvent être simplifiées ; et il ne1 faut jamais négliger d’employer ecs simplifications., lorsque l’occasion 'd'en présente. Ou ne s’en conforme que mieux à l’esprit du langage algébrique.
31 . Parmi les différens exemples de division algébrique , il en est un remarquable par ses applications, et qui se rencontre si souvent dans la résolution des questions , que les algébrislcs en ont fait une espçce de théorème. On a vu (nos 3 et 19) que (a -(-A) (a — b) donne pour produit a’ — A1 ; donc, réciproquement a’ — A% divisé par a — b, donne a + b pour quotient.
En divisant également a3— A3 para — A, on trouve un quotient exact et égal à u' +ab+b\
De même, a'* — A4 divisé par a — A, donne poiir quotient «3 + a,Aq-aAI + A3. : <
Ce sont des résultats qu’om peut obtenir en suivant le procédé ordinaire de la division ; et l’analogie porte à conclure que, quelque grand que soit l’exposant -qui affecte les deux lettres a et A, la division se fait encore exactement ; mais l’analogie n’est pas une certitude rigoureuse. Pour acquérir cette certitude, désignons par/« l’exposant, et essayons la division de a'" — A'" par a — A.
a'" — b’i , —‘A — bm 1
1er reste, ou bien ,
-p a"‘—‘b — bm J a"‘—‘ b (a'"— * — A"'—
Divisant d’abord a"' para, on a pour quotient am d’après I» règle des exposans (n° 22). Le produit de a — b par étant soustrait du dividende, on a pour premier reste 'A -î- A'", expression qu’on peut mettre sous la forme A (a1"—1 — A"»—1). D’où l’on voit que , «i l’on suppose a’”— 1 — A"1— »• divisible exactement par a — A, il en est de même de a"1 — A"1; ce qui veut dire" que, si la différence des puissances semblables d’u>i certain deyré de deux quantités , est divisible exactement par Indifférence de ces memes quantités , la différence des puissances d’un degré plus grand d’une unité est aussi divisible. Or,
^ ^ donne un quotient exact et égal à le + A; donc ^
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... \ '* ■ r aa_£*\
donne un quotient exact et égal à à’ + i * ^ ,
ou aa+3 (a+i), ou bien encore, a' + o^+i’. ' •
Pareillement) î- — donne un quotient exaèt et égal à
fa3 ï3\ ■
a3 + i' r-£, ou a3 + b (a’ + ab + bA , ou a3 + a’i+ai’ +A3 :
am — ÿm
et en jgénéral , j — j- donne un quotient exact et égal à
u«- 1 -f. am— + an‘— 3b ’ + + abn‘— » + bm~ 1 .
L’exactitude de cette proposition se vérifie à 'posteriori , en effectuant la multiplication . ,
. (am_ 1 +a’”— ai+am—35*+ • • . . +a5'»-»+i’"- ') (a— 5).
On reconnaît que les produits partiels am et — bm sont les seuls qui ne se détruisent pas dans la réduction. Par exemple , en multipliant am~1b par a, on trouve pour produit am~'b ; mais si l’on multiplie a’"—' par — b, il vient pour produit — a"'— 'b , terme qui détruit le précédent. IL en est de même des autres termes.
Nous engageons les commençons à réfléchir sur le moyen de démonstration précédent , qui est assez souvent employé en Algèbre.
82. Nous avons donné (n0! 23, 26) les caractères principaux auxquels on reconnaît qu’une division de quantités monomes ou polynômes n’est pas exacte, c'est-à-dire qu’il n’existe pas de troisième quantité algébrique entière qui, multipliée par la seconde, reproduise la première. ■ 1 ■ _• '•
Nous ajouterons, quant aux polynômes, que souvent on reconnaît, à leur inspection seule, qu’ils ne peuvent être divisibles l’un par l’autre. Lorsque ces polynômes renferment deux ou plusieurs lettres , il faut , avant d’ordonner par rapport à l’une d'elles en particulier, jeter un coup d’œil sur les deux termes du dividende et du diviseur, affectés respectivement du plus haut exposant de chacune des lettres. Si, pour unc'de ces lettres, les termes du plus haut exposant ne sont pas divisibles l’un par l’autre , on peut conclure que la division totale est impossible.
FRACTIONS ALGÉBRIQUES
Cette remarque doit se répéter dans chacune des opérations que comporte le procédé. . ^ _ \ * '
Soit, par exemple , 12a3 — Sa2i + 7 ai1 — T l A3 à diviser par 4a2 — Sai + âA1. Si l’on a égard à la lettré^, la division parait possible; mais eu égard à la lettre A, la division est impossible, puisque — 11 A3 n’est pas divisible par 3A?.
Nous terminerons par, les considérations suivantes : .
1° Uh polynôme ne peut jamais être divisible par un autre polynôme renfermant une lettre qui ne se trouve pas dans Icl dividende ; car il est impossible qu’une troisième quantité , multipliée par- une seconde , dépendante d’une lettre , donne un -produit indépendant de cette lettre ;
: 2° Un inonome n’est jamais divisible par un polynôme, parce
que (n° 18) tout polynôme multiplié par un autre, donne au produit au moins deux termes qui ne se réduisent, pas ;
3° Un polynôme ne peut être divisible par un monome, qu’autant que ctelui-ci .divisé exactement chacun des termes du dividende,- qt quotient s’obtient. en mettant en évidence le, facteur commun'à tous lés fermes. •
II. -T- DES FRACTIONS ALGÉBRIQUES OU LITTÉRALES
Dif plus grand commun divisent.
33. Les fractions algébriques doivent offrir à l’esprit là même
acception que les fractions arithmétiques , telles quô -, •
c’est-à-dire qu’il faut concevoir qu’on ait divisé l’unité en autant de parties égales qu’il y a d’unités dans le dénominateur (ledénominateur pouvant d’ailleurs être un monome ou un polynôme), et qu’on prenne une de ces parties autant de fois qu’il y a d’unités dans le numérateur. Dès- lors, l’addition, la soustraction , la multiplication et la division doivent s’effectuer suivant les règles établies en - Arithmétique pour le calcul des fractions. Toutefois, on doit se conformer, dans les applications- de ces règles , au* procédés indiqués précédemment pour le calcul des quantités algébriques entières , monomes Ou polynômes. Ainsi , il serait
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superflu de s'y arrêter; nous aurons, par la suite , assez d’occasions’ de nous familiariser avec ces règles.
La réduction des fractions algébriques à leur plus simple expression mérite néanmoins quelques développemeus particuliers.
Loüsqu'une division de quantités monomas ne peut s’effectuer exactement, on l’indique à l’aide du'sigue connu, et dans ce cas, le quotient se présente sous la forme d’un» fractioti que nous avons déjà appris à simplifier (n° 23). Quant aux expressions ^fractionnaires polynômes, voici quelques cas dans lesqùels il est aisé dp les rédhirc. * . •
Soit, pour premier exemple, l’expression — ______
On remarque que cette fraction peut (n° 19) être mise sous la
forme
{u—by
deux termes, on obtient pour résultat
Sp3
; supprimant le facteur a — b commun aux a -j- b
ÏOo’à + Sa/»’
Soit encore l’expression ■ „ , — . , .
1 • fia3 — 8a V/ •
Cette expression se décompose ainsi :
. 8a (a’ — 2 ab-\-br) . Sa (a — b )*
• n7MT’OBblsn-S
supprimant le facteur commun a (a -
■ b), on trouve pour résul-
tat
Les cas particuliers que nous venons d’examiner sont ceux où les deux termes de la fraction sont décomposables dans le produit de la somme par la différence de deux quantités, dans le carré de la somme ou de la différence de deux quantités; et l’habitude du calcul; apprend à opérer ces décompositions,, lorsqu’elles sont possibles. «••• ■ ■ . ' •
Mais les deux termes de la fraction peuvent être des polynômes plus compliqués , et alors leur décomposition en facteurs n’étant plus aussi facile, on doit avoir recours au procédé du p(us grand commun diviseur. < ’ ’
Gétte 'théorie, intimement liée à celle des équations , ne laisse pas quo de présenter quelques difficultés. Aussi notre intention
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est-elle de n’en donner ici qu’une partie , sauf à y revenir plus loin, et lorsque nous aurons acquis les matériaux nécessaires pour l’établir d’une manière complète. . v
Théorie élémentaire du plus grand commun diviseur . algébrique.
34. Le plus grand commun diviseur de deux- polynômes- Vst le polynpme le plus grand, par rapport aux exposons et aux coefficiens, qui divise exactement les deux polynômes proposés. ,
La propriété caractéristique du plus grand commun diviseur est que, si l’oh divise les deux polynômes proposés par leur plus grand commun diviseur, les quotiens qui en résultent sont premiers entre eu?, c’est-à-dire ne, renferment plus aucun facteur commun. , m \
Cette proposition est évidente; car soient A et II les polynômes donnés, D leur plus grand commun diviseu^, A' et B' les quations, ori a nécessairement, • p ‘ .. • <
„ • ' • A =3= A' x D et B =? B' x D. ■ . ‘
Or, si A'.et B' avaient enéore un facteur commun d, il s’ensuivrait que <2 serait un diviseur commun aux deux polynômes et plus grand que D, soit par rapport aux exposans, soit par rapport' aux coefficiens ; ce qui serait contre la définition de D.
35. On a vu en Arithmétique, 1° Que le plus grand commun ’ diviseur de deux nombres entiers contient comme facteurs, tous les
diviseurs particuliers commun # aux deux nombres., et ne peut pas renfermer d’autres facteurs ;
2° Que le plus grand commun diviseur de deux nombres entier y. est le même que celui qui existe entre le plus petit nombre et le reste de leur division. .
La théorie du plus grand commun diviseur algébrique repose également sur ces deux principes , pour la démonstration des- , quels nous renvoyons au septième chapitre.
Ceci admis, supposons d’abord qu’il s’agisse de trouver le plus grand commuu diviseur entre les deux polynoiues
a^ • — s’i+BifS’— 3//} et oa — 5U4 + 441.
42 OC i*LC9 GRAND -COMMUN DIVISEUR.
• • Première opération.
a3-1— a’4+3a4’ — 3 43 ( a'1 — Ba4-f-44’ 4 ,
« •+■ 4a’4 — ab ’ — 343 ' «q-44 ’
ou bien , + 194’ (a^i).
■ \ Deuxième opération . •
• o’ — Sai + 44’ [ , a—- b • * *
cc qui donne a— b pour le plus grand commun diviseur;
Commençons par diviser le polynôme du plus haut degré par ’ le polynôme du plus faible degré; le quotient est , comme on le voit dans le tableau ci-dessus, a' + 44; et Ton obtient pour reste. ... 10«A* — 1943.
Il résulte du second principe, que le plus grand commun diviseur cherché est le même que celui "qui existe entre ce reste et le polynôme qui a servi de diviseur.
Mais 19a4’ — 1943 pouvant être mis sous la forme 194’ (a-, — 4), on voit que le facteur 194’ divise ce reste sans diviser, t. i a’ — 5a4 44’ ; donc, en vertu du premier principe , ce facteur
ne peut entrer dans le plus grand commun diviseur, ce qui veut dire que le plus grand commun diviseur entre les quantités a ’ — 5a4-f44’, 194’ (a — 4), et par conséquent entre les deux, quantités proposées, est le même que celui qui existe entre a° — Sab+ib 2 et a — 4. Ainsi l’on peut, sans inconvénient, supprimer ce facteur, et la question est ramenée à chercher le plus grand commun diviseur entre a’ — Ba4 + 4’ et a — 4.
Divisant maintenant le premier de ces deux polynômes par lè second , on a pour quotient exact, a — 44; dono a — 4 *•
est leur plus grand commun diviseur, et par conséquent , c’est aussi le plus grand commun diviseur des deux polynômes proposés.
Reprenons le même exemple, eH ordonnant les deux polynômes par rapport à 4, /
— 343+3a4’ — a’4 + a3 ‘et 44’ — Ba4 + a’.
oc pus r.nwo connus mvisEiR. 43
. Première opération.
— 1243+ 12a4* — 4a*4 + 4®3 j 4 4* — Ba4 + a*
— 3 ai1 — a*4 + 4a3 J — 24 , — 3fc
nubien, + 19a*( — 4+a).
, ' Deuxième opération. '■ •.
. 4,4* — S ai + a2 j
ce qui donne — 4 + a ou a — i pour le plus grand commun diviseur. ’,
Au premier abord , on est embarrassé pour faire la division des deux polynôme», parce que le premier terme — Zi3 du dividende n’est pas divisible par le premier terme 44* du diviseur. Mais si l’on obsetve que le coefficient 4 de celui-ci n’est pas facteur de tous les termes de 44* — 8a4-|-a*, et qu'uinsi, en vertu du premier principe, 4 ne saurait faire partie du plus grand commun diviseur, on peùt, sans aucun inconvénient, introduire ce facteur dans le dividende, ce qui donne — 12 i3 + 1204’ — 4 a’4 + 4a3; et alors la division des deux premiers termes devient possible. .
Effectuant cette division , on trouve pour quotient — ■ 3 i , et pour reste, — 8a4* — a*4 + 4a3.
Comme , dans ce reste , l’exposant de i est encore égal à celui du diviseur, rien n’empêche de continuer la division, en multipliant de nouveau ce reste par 4 , afin de rendre possible la division des deux premiers termes.
Cette préparation faite, il vient — 12 ai2 — 4a*4.+,16a.* qui , divisé par 44* — Sa4-fa’, donné pour quotient — 3a (qu'on séparera du premier par une virgule , éoriime n’ayant aucune liaison avec lui), 'et pour reste, — • 19a’4 + 19a3.
Ce dernier reste pouvant so mettre sous la fprnie
19a* ( — 4 + a) , on supprime fc facteur 19a*, comme ne faisant
44 ' nu pu us* (iftssu jcobrek divisbur.'
pas partie du plus grand commun diviseur ; et la question est •ramenée à chercher le plus grand commun diviseur entre 44’ — 5a4 + a’et — ri + «, ■ *
Divisait ccs deux polynômes l’un par l’autre , on trouve pour quotient exact , — 44 + a ; donc — 4 + a ou a — ■ 4 est le plus grand commun diviseur cherché. •
516. Dans ce même exemple , comme dans tous ceux où l’exposant de la lettre principale est plus grand d’une unité dans le dividende que dans le diviseur, on peut abréger l’opération en multipliant tout de suite le dividende par le carré du coefficient du premier terme du diviseur. On conçoit en effet que, par ce moyen , le premier quotient partiel qu’on obtient doit renfermer ee coefficient à la première puissance. Multipliant le diviseur par le quotien^, et faisant la réduction avec le dividende ainsi préparé , on a un résultat qui doit encore contenir le coefficient comme facteur, et la division peut se continuer jusqu’à ce qu’on obtienne un reste de plus faible degré que le diviseur; par rapport à la lettre principale.
Voici le tableau des opérations : . .
4‘ P re/n tare opération.
. Multiplication par 16 , ou par le carré de 4.
— 4843 + 48a4’ — 16a’4 -p lüa3 ) 44’ — Sa4+o’
— 42«4’ — 4a’4+16a1 . ^ — 124 — Su 1er reste.... — 19o’4-f-19aî .. ou bien, lOa^ — 4 + a).
Deuxième opération.
44’ — 5d4 + a’ \ — 4 -4- u — ai (i ■ — 44 + a
N. B. Si l’exposant de la lettre principale dans le dividende surpassait de deux , de trois unités. . . , l’exposant de la même lettre dans le diviseur, il faudrait multiplier le dividende par
Soient, pour second, exemple
15«s + I0«4* + 4œ34’ + 6a’53 — 3 a4V et 12«35’ + 38a’53 + 16a54 — Ï045.
Avant dé procéder à la division de ces deux polynoffies , commençons par observer que le. premier contient a comme facteur commun dans tous ses termes; et puisque ce fàcteur n’outre pas
dans le second polynôme,' otj peut le supprimer,' comme ne fai- ‘ ... * • sant pas partie du commun diviseur. (
Par la même raison, Je facteur 2/)’, étant commun à tous les
termes du second pidynome et n’entrant pas dons le" premier,
peut être supprimé. Ainsi la question est ramonée à rechercher
le plus grand commun diviseur entre les polynômes
et 6a3 + 19a’4 + 8 ab1' — r553„
Première opération. »
ZOa'i + 2Ôa33 + 8ir5’+12a43 — €54 j 6a3 + 'WaVr + BitA1— 353 -TW -ZHa‘b‘ + 37a53 — 654 \ Sa, —2 Ü'f~
+ 41 la’A'+274a43— 13744 ' '
ou bien 1374’(34’+2o5— 5’). ■ ; ,
v ’ Dcüicièine opération. ,•
' €u3 + 19aJ4 +"' 8&4’ — 553 ) 3a> + 2a5 — 5-' .
Donc 3o’+ 2a5 — 51 est le plus grand commun diviseur.
En suivant la même méthode que dans l’exemple précédent , il faudrait multiplier tout le dividende par le coefficient 6 du premier terme du diviseur, ou plutôt par le carré de 6; mais comme 15 et 6 ont un facteur commun 3, il suffit évidemment
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de multiplier tout lè dividende par 2 , facteur de 6 , qui n’entre pas dans ld. •• • .
Cette préparation faite, on effectue la division, ce qui donne d’abord un reste dorit.le 1er terme est — 75 a3b. Comme 75 contient enfcore le facteur 3 qui entre dans 6, il suffit de multiplier ce reste par 2 pour continuer la division qui, étant effectuée, donne pour l'r reste principal, 411a’4’ + 274 aP —157 44.
Or, il est facile de reconnaître que, dans -ce reste, il existe un facteur commun 1574’; fet puisque ce facteur n’entre pas dans le second polynôme , on peut le supprimer, comme ne faisant pas partie du commun diviseur; et la question est ramenée à rechercher le plus grand commun diviseur entre les polynômes ‘ »6o3 + 19a’4 + 8o4’ — — JJ43»
et * Se’ + 2 ai — 4’.
Effectuant la division 'de ces deux polynomës, on trouve pour quotient exaçt, 2e + 54; ainsi le reste 3e’ + 2o4 — 41 est le plus grand commun diviseur cherché.
58. Remarques On pourrait demander si les suppressions qu’on opère dans le cours du caleul , de facteurs communs à tous les termes de l’un des restes, n’ont pour objet que de simplifier les calculs, ou bien, si ce sont des opérations indispensables. Or, on peut aisément reconnaître que ces suppressions sont nécessaires; car si, dans l’exemple précédent , on ne supprimait pas le facteur 1374’, il faudrait, pour rendre possible la division du premier terme du nouveau dividende par le premier tenue du diviseur, multiplier tout le dividende par 1374’; mais alors on introduirait dans le dividende un facteur qui se trouverait aussi dans le diviseur ; d’où il résulterait que le plus grand commua diviseur cherché se compliquerait du facteur 1374’ qui ne devait pas d’abord en faire partie.
| L’exemple suivant est propre à confirmer ce qui vient d’être dit.
39. Soit à trouver le plus grand commun diviseur entre les deux polynômes
nh + 2a’ —-34? — 44c — ac — e’ et 9ac -f- 2a’" — 5a4 + 4c’ -f- 84c — 124’.
Digitizeâ by Googli
BD ÏLtS GRAND COMMUN DIVISEUR.
Première opération,
2a’ + 4 I " — 54* \ Sa*.- — *4 I a — 124*e I» 4 4c J + 9c J . +• 84c
ou Jbicn , (34* — 5e) (2à + 34 + c).
.. Deuxième opération.
a — Ab m "f“ ^ A '
’v H tê '
Donc Sa -f 34 -f c est le plus grand commun diviseur.
Après avoir ordonné les deux polynômes , on peut , sans aucune préparation , effectuer leur division , co qui donne pour premier reste
Pour continuer l’opération, il faudrait, en prenant le second polynôme pour dividende et ce reste pour diviseur, multiplier le nouveau dividende par 64 — 10c, ou simplement, par 34 — 5c, parce que le facteur 2 entre déjà dans le 1 " terme du dividende ; mais, avant d’effectuer cette multiplication, voyons si ce facteur 34 — 5c ne diviserait pas le second terme du reste , savoir :
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94' — 12ÿc — 5c’. Or, cefte division réussit et donne pour quotient exact, S4+c; d’où il suit que le t'este péut se mettre sous
la forme (SA. — 5c) (2a-p 3A-pc). . .
Comme le Jitcteur^A.— 5c se trouve dans ce re^te , et n’entre
pas dans le nouveau dividende [puisque ce facteur étant indépendant de la lettre a-,' devrait (n° 80) exister entre les coeflieiens des diverses puissances de dette lettre, ce qui n’est pas], on peut, sans aucun inconvénient, le supprimer..
Cette suppression est d’ailleurs, indispensable., parce qu’autrement on devrait introduire ce facteur dans le dividende; et alors, les deux polynômes contenant un facteur commun qu’ils n’avaient pas auparavant, le plug grand coqùnun diviseur serait changé; il se compliquerait du facteur 34 — '5c qui ne devait pas en faire partie. , .. * . • , •
La suppression faite,' on>.cflectue' la nouvelle division, ce qui donne* un quotient exact; donc 2œ + -34 -p ç -est le plus grand Commun diviseur. . ’ v ' ;>'
40. Nous proposerons, pour dernier evemple, de trouver le plus grand commun diviseur entre le polynôme a 4 -p 3a3A -f- 4«’4’ — 6aA3 -p 244 et le polynôme 4a’A -p 2 ab“ — ■ 243, :
ou simplement , 2 a? + ub — 4’ , puisque le facteur 24 peut être supprime dans le second. *
Première opération.
8ni + 24a3 A -p 32a’A> — 48flA3-pi(5A4 i V+ni — 4*
-p 20ra34 -p 36a’4 1 — 48aA:’ -p 1 644 ' J ' 4«* + 1 OaA -p 1 34* -p26a’4* — 38o43-p 164* , •
— 51«A3+29A'., ou bien — A3(51«— 294).
Deuxième opèraiiot Multiplication par 2601 , carré de 51.
DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR
L’exposant de la lettre a dans le dividende, surpassant de deux unités celui de la même lettre dans le diviseur, on multiplie tout le dividende par le cube de 2, c’est-à-dire par 8. Cette préparation faite, on effectue trois divisions consécutives, et l’on obtient pour premier reste principal, — 5lnA3 -f 29A4. Supprimant le facteur A3 dans ce reste, on a pour nouveau diviseur,-*-5la + 29A, ou changeant les signes, ce qui est permis, Sla — 29A;le nouveau dividende est d’ailleurs 2a’ + «A — A”.
Multipliant ce dividende par le carré de 51 , ou par 2801 , puis effectuant la division, on obtient pour 2r reste principal, + 860A’; ce qui démontre que les deux polynômes proposés sont premiers entre eux , c’est-à-dire n’ont aucun facteur commun. En effet, il résulte du second principe (n° 35) que le plus grand commun diviseur doit se trouver comme facteur dans le reste de chaque opération ; ainsi il devrait diviser le reste 560A1; mais ce reste est indépendant de la lettre principale a; donc, si les deux polynômes pouvaient avoir un commun diviseur, il devrait être indépendant de a, et par conséquent (n° 30) se trouver comme facteur dans les coefficiens des diverses puissances de cette lettre, que renferme chacun des deux polynômes proposés, ce qui n’a évidemment pas lieu.
Ces exemples suffisent pour mettre les commençons au fait de la marche qu’il faut suivre pour trouver le plus grand commun diviseur de deux polynômes.
4 1 . Règle générale. On commence par supprimer dans les deux polynômes les facteurs monomes communs à tous les termes de chacun d’eux. (Il peut arriver que le facteur monoine qui sc trouve dans le dividende, et celui que renferme le diviseur, aient euxmêmes un diviseurcommun ; dans ce cas, on le met à part comme devant faire partie du commun diviseur cherché.) Cette suppression faite, on prépare le dividende de manière à rendre possible la division de son premier terme par celui du diviseur (voyez n°* 35 et 36); puis on effectue la division, ce qui donne un certain reste de deyrè moindre que le diviseur, et dans lequel on supprime les facteurs monomes ou polynômes que peuvent renfermer les corffi- 'i tiens des diverses puissances de la lettre principale . On prend, ensuite ce reste pour diviseur, le second, polynôme pour dividende ,
TI0KS PRÉLIMINAIRES
cl Von opère sur ces deux polynômes, comme sur les précédons . On continue celte série d’opérations jusqu’à ce qu’on oblienneiun reste qui divise exactement le reste précédent; auquel cas le reste diviseur est le plus yrand commun diviseur, ou bien , jusqu'à ce qu’on obtienne un reste indépendant de la lettre principale , ce qui indique (n° 40) que les deux polynômes- proposés- sont premiers entre eux, à moins qn’ils n’aient un facteur commun indépendant dé la lettre , lequel facteur 'n’aurait pas été découvert dès le commencement de l’opération.
N. B. Il existe des cas où ce procédé n’est pas suffisant; mais nous y reviendrons par la suite.
Voici de nouveaux exemples auxquels on peut appliquer le procédé tel que nous venons de l’indiquer.
1° çn/>3 + 5 — 2npy3 —
et — Àrnpé- — mpiq + impqi
Lep.g.c.d'. est/» — q.
et 27asi’ — 18a^>— 19a3è\
Le p.g.c.d. est 9a3 (a — 1).
La théorie des quatre premières opérations de l’Algèbre et celle du plus grand cpmmun diviseur suffisent pour la résolution d’un très grand nombre de questions. Nous nous réservons d’établir plus loin de nouvelles règles , à mesure que nous en sentirons la nécessité, et uous allons passer de suite à la résolution des problèmes du premier degré. * ‘ •
DES PROBLÈMES DO PREMIER DEGRÉ
Notiotis préliminaires sur les équations.
45L On ne considère ordinairement en Algèbre que les problèmes dont les énoncés, traduits algébriquement, donnent lieu à des équations. En réfléchissant sur la résolution du problème (n° 3) , on peut voir que cette résolution se compose de deux
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parties distinctes. Dans la première, on écrit algébriquement les relations que l’énoncé de la question établit entre les quantités connues et les quantités inconnues. On parvient ainsi à l’expression de deux quantités égales, que l’on appelle équation. Telle est (n° 3) l’expression 2x + b= a. Dans la seconde partie, on déduit de l’équation du problème une suite d’autres équations , dont la dernière donne enfin la valeur de l’inconnue au moyen
des quantités connues : tel est le résultat x^= — ^ — auquel on
est parvenu. C’est ce qu’on appelle résoudre Vèquàlion.
Comme les règles à suivre pour mettre un problème en équation sont un peu vagues, nous commencerons par nous occuper de la seconde partie, qui est soumise à des règles fixes et invariables. .
D’après la définition d’une équation, toute équation se compose de deux parties séparées l’üne de l’autre par le signe =. La partie à gauche se nomme le premier membre , et la partie à droite, le second membre.
On considère plusieurs espèces d’égalités :
1° L'égalité qui existe éntre des nombres connus et donnés à priori, mais représentés par des lettres : telles sont les égalités
a — b—c — d, a. = j, qui se vérifieraient immédiatement si l’on o d
mettait à la pièce de a, b, c , d, les nombres particuliers pour lesquels on suppose que ces égalités existent. Elles conservent le nom d 'égalités.
2° L’égalité évidente d’clle-mème, celle qui se vérifie dans son état actuel ; telles sont les égalités
28 = 12+13, là— U=za — fl+ 2a — U.
On les appelle identités ou égalités vérifiées.
3“ Enfin, l’égalité qui ne se vérifie qu’après qu’on y a substitué à la place d’une ou de quelques-unes des lettres désignant des inconnues, certains nombres dont les valeurs dépendent des nombres connus et donnés qui entrent déjà dans l’égalité.
Pour la distinguer des autres égalités, on la nomme éqbatiox, et c’est celle dont nous avons à nous occuper.
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Il est encore une autre espèce d’égalité dont nous parlerons plus" loin* c’est Y équation -identique .
On partage les équations à une seule inconnue en différentes classes ; celles où l’inconnue- n’entre qu’à 1% première puissance sont dites du premier degré; telles sont les équations Sx 4- 5= 17 — Sx, ax + b— ex + d. • •
L’équation 2-r’- — Sx = 5— 2xJ, est dite du 2' degré.
L’équation ix* — Sx' + x— 2x’ + 11, est dite du 3r degré.
En général, lé degré d’une équation est le plus grand des exposons dont l’inconnue est affectée dans l’équation.
On distingue aussi les équations en équations numériques et en équations littérales. Les premières sont celles qui ne renferment que des nombres particuliers, à l'exception de l'inconnue , qui est toujours désignée par une lettre. Ainsi..'
4.r — S = 2j + o , Sx’ — x=8 , sont des équations numériques. Elles sont la traduction algébrique des problèmes dont les données sont des nombres particuliers.
Les équations ax + b = cx + d, ax’' + bx — c, sopt des équations littérales. Les données du problème sont représentées par des lettres. 11 est d’usage, pour distinguer dans une équation les quantités connues des inconnues , de’ désigner celles-ci par les dernières lettres de l’alphnbct, x, y, z, etc.
Ces notions établies , voyons comment utie équation du premier degré à une seule inconnue étant donnée, on peut parvenir Ù la résoudre, c’est-à-dire à trouver pour l'inconnue un nombre qui, substitué h la place de cette inconnue dans l’équation, y satisefasse, au bien, rende le premier membre identiquement égal au second.
§ 1er.— équations du premier degré a une seule inconnue.
43. On doit regarder comme un principe commun à toutes les équations, qu’on peut, sans troubler une équation, 1” ajouter à ses deiix membres , ou en retrancher un même nombre; 2° multiplier Ou diviser ses deux membres par un même nombre; ce qui veut dire que, s’il y a d’abord égalité entre les deux membres , il y aura encore égalité après les opérations dont on vient de parler.
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Cela posé, voici deux transformations d’un usage continuel dans la résolution des équations.
Première transformation. Lorsque les deux membres d’une équation sont des polynômes entiers, il est souvent nécessaire de transposer certains termes d’un membre dans un autre. .
Soit l’équation 5x — 6 = 8 + 2x. Pour dégager x de- cette équation, il faut tâcher de l’avoir seule dans le premier membre. Or, si Pôn retranche', en premier lieu , 2.r des deux membres , l’égalité n’est pas troublée ( d’après le principe précédent),' et l’on a Sx — 6 — 2*r=8. D’où l’on voit que le ternie 2.r, qui' était additif dans le second membre , devient soustractif dans le premier.
En second lieu , si l’on ajoute 6 aux deux membres , l'égalité n’es't pas troublée, et l’on a
Sx — 6 — 1x + 6 =.8 ■+• 6,
ou, comme les deux termes — 6, +6, s'e détruisent,
Donc le terme qui était soustractif dan» le premier membre , passe dans le second membre avec le signe de l’addition.
Soit encore l’équation a.r -t- 4=d — ex. Si l’on ajoute aux deux membres ex, et qu’on. en retranohe A, il vient
ax + b -j- ox — h—d — ex + ex — b, ou réduisant, J ax + cx=d — 6.
Donc en général, lorsqu’on fait passer un terme d’un membre dans un autre , il faut changer son signe. •
44. Deuxième transformation.' Souvent encore , les tenues d’une équation sont fractionnaires , et il faut la ramener -à une autre qui n’ait que des termes entiers. Soit l’équation
Réduisons d’abord toutes les fractions à un même dénomina-
leur, d’après le procédé connu ; il vient ^ — — = 1 1
GO
et, puisqu'on peut (n° 43) multiplier les deux membres par un même nombre, inultiplious-les par 60, ce qui revieut évidemment
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à supprimer le dénominateur 60 dans les termes fractionnaires, et à multiplier chaque terme entier par 60 ; on obtient
Remarquons , pour- la pratique de cette opération , qu’on peut passer immédiatement de l’équation proposée à celle qu’on vient d’obtenir, en se dispensant d’écrire le dénominateur commun , et ayant soin toutefois de multiplier chacun des termes entiers par ce dénominateur.
Soit , poqr second exemple , l’équation •' •
Les dénominateurs ont évidemment des facteurs communs , et le plus petit nombre, multiple de ces dénominateurs, est 24. '( Yoy.' Arith., 9° édition, n° 152.) C’est donc à ce dénominateur qu’il faut réduire toutes les fractions.
Effectuant cette opération, et Omettant le dénominateur commun 24, on trouve 10.r — 32x — 312—21 — 52x.
( On a eu soin de multiplier le terme entier — 13, par 24. )
La nouvelle équation est exacte, puisque après avoir réduit les fractions au même dénominateur, on a .multiplié les deux membres par le même nombre 24.
Nous pouvons déduire de là cette règle générale : Pour faire disparaître les dénominateurs d'une équation, commencez par former le multiple le plus simple possible de tous les dénominateurs.
( Ce nombre est le produit de tous les dénominateurs , s’ils n’ont pas de facteurs communs.) Multipliez ensuite chaque terme, s’il est entier, par ce multiple, et, s’il est fractionnaire, par le quotient de ce multiple divisé par le dénominateur du terme sur lequel vous opérez , et omettez le dénominateur de ce terme.
Nous engageons les commençans à se bien pénétrer de la règle que nous venons d’établir, parce qu’elle donne l’équation la plus simple possible, sans dénominateurs. »
Soit, pour nouvelle application , l’équation littérale
ax 2 c’1! , hbc7 x 5a3 2e3
b • ab a3 o3 -a .
Le multiple le plus simple de tous les dénominateurs est évidem-
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ment a34’. Ainsi , multiplions chaque terme entier par a34’, et chaque terme fractionnaire par le quotient de «34’ divisé par le dénominateur d.e ce terme. Il vient, après ces opérations , aüx — 2a’4e’x + 4al4’ = 443e’x — Ba6 + 2a’4’e’ — 8a 343. . 48. Appliquons les principes précédens à la résolution de l'équation 4x — 3=2x + S.
Elle devient d'abord, par la transposition des termes — ,3 et 2a-, 4x — 2a = 8-f 8, oU réduisant, 2x = 8.
Divisant les deux membres par 2 , on trouve enfin x= =4.
Et en effet, si l’on substitue 4 à la' place de x dans l’équation , il vient 4x 4 — 3 = 2 x 4 + 5 ou 13= 13.
Soit, pour second exemple, l’équation traitée (n° 44),
On obtient d’abord, en chassant les dénominateurs ,
1 üx — 32x — 3 12 = 2 1 — B2x.
Transposons les termes en x dans le premier membre, et les
termes connus dans le second ; l’équation devient
lOx — S2x + 52x = 21 + 312, ou en réduisant, 3Gx = 333.
Divisant les deux membres par 3Ô \ on obtient x=
résultat qu’on vérifierait en remplaçant x par cette valeur dans l’équation proposée.
Soit encore l’équation ( 3a — x) (a — b) + 2ax=44 (x-f a) ; il faut d’abord effectuer Jes multiplications indiquées, afin de réduire les deux membres à deux pcrtynoines , et de pouvoir ainsi dégager l’inconnue x. Or , si l’on applique la règle établie (n° 17) pour la multiplication des polynômes, il vient 3 a’ — ax. — 3 ah -f- bx ■+• 2ax =4 ix + 4 ab ; d’où , transposant et réduisant, ax — Six = 7 ab — 3a’. Observons maintenant que ax — Six est la même chose que (a — 34) x, cp qui donne (a — 34)x=7ai — 3a’. Divisant enfin les deux membres par a — 34, on trouve
7 ab — 3a’ a — 34 v
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En général , pour résoudre une équation du premier degré , quelque compliquée qu’elle soit, il faut, \° commencer par chasser
les dénominateurs, s’il y en a, et effectuer, dans les deux membres de l’équation , toutes les opérations algébriques qui se présentent ; on parvient ainsi à une équation dont les deux membres sont des polynômes entiers] 2° transposer dans un même membre (c’est ordinairement le premier ) tous les termes affectés de l’inconnue , et dans l’autre membre , les termes connus ; 8° réduire à un seul terme tous les termes affectés r/ex, si l' équation est numérique ; et si l’équation est algébrique , former de tous ces termes un seul produit composé de deux facteurs, dont l’un soitx, et l’autre l’ensemble des quantité» qui multiplient x, réunis avec lejirs signes respect fs ; 4° enfin, diviser les deux membres de l'équation par le nombre ou le polynôme qui multiplie l’inconnue , et effectuer la division s'il est possible.
Voici un exemple assez compliqué, où la règle précédente doit être appliquée dans toutes ses parties. Résoudre l'équation
(a + b) (x — b) . hab — b3 a 2 — bx
ë a = Ix H y — .
En faisant d’abord disparaître les dénominateurs, on a
effectuant les multiplications indiquées ,
a2bxdr^ab2x + 43.r — a2 b2- — 2a43 — 44— 8o34 q- 3a43=
4 a2b2-r-ab3 — 4 ab3 + 44 — 2o’4jr + 243jr’+ ai —a2 b2 — a2bx + 43 x ;
transposant et réduisant,
ia2bx + jlab2x — 243x = 4a’4’ -r— 6a43 -p244 + 3a34+a4 ; réunissant en un seul tous les termes affectés de x,
. ' a'i + &a3b + -’ta2b2 — 6a43 + 24i
donc enfin , x = —, — —, ,
expression qui ne peut se réduire à un polynôme entier (n“ 32).
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•46. Si l’on avait une équation telle que 3.r — 2 = 4x — 7, à résoudre , en transposant les termes affectés de x dans le premier membre, et les termes connus dans le second r on trouverait 3x — 4x = 2 — 7, ou "réduisant , — * = — 5. Pour interpréter ce résultat, il suffit d'observer qu’on peut intervertir l’ordre dé la transposition, c’eçt- à-dire faire passer au contraire les termes affectés de x dans le second membre ;*ce qui donne 7 — 2=4x— 3x, d’où 5=x, ou bien enfin, x=5 ; c’est-à-dire que, toutes les fois qu’on parvient à un résultat tel que — x= — 5, il n’y a qu’à changer .les signes des deux membres.
Gela revient évidemment à transposer les termes affectés de l’inconnue dans le second membre, et les termes connus dans le premier, et réciproquement.
Nous pouvons maintenant passer à la résolution dos problèmes.
•47. Nous avons déjà dit que la première partie de la résolution algébrique d’un problème n’est soumise à aucune règle bien fixe. Tantôt l’énoncé du problème fournit sur-le-champ l’équation , tantôt on est obligé de démêler dans l'énoncé les conditions qui sont de nature à' former Inéquation; lantôt, enfin, ce ne sont pas les conditions elles - mêmes de. l’énoncé qu’il faut traduire algébriquement , mais bien des conditions que l’on peut regarder comme conséquences des premières. On appelle alors celles-ci , condition s explicite t , et celles qu’on en déduit , condition t implicites. Cependant nous donnerons , avec M. Lacroix , un précepte dont l’application , bien entendue, conduit toujours à l’équation. En voici l’énoncé : Regarder le problème comme résolu, et indiquer , à l’aide des signes algébriques sur les quantités connues , représentées , soit par des nombres , soit par des lettres , et sur l’inconnue toujours représentée par une lettre , les mêmes raisonnemens et les mêmes opérations qu’il faudrait effectuer pour vérifier la valeur de l’inconnue , si celte valeur était donnée.
On obtient , par ce moyen , deux expressions algébriques différentes d’une meme quantité, qui renferment le caractère de l’inconnue ; on les égale entre elles , et l’on a l 'équation du problème.* .
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Appliquons ce précepte aux problèmes suivans :
Premier problème. Trouver un nombre dent la moitié , le lier», el le quart, augmentée de 45 , donne pour eomme 448 ?
Soit x le nombre cherché ; *, désigneront la moitié, le
tiers , et le quart de oe nombre. Or, il faut, d’après l’énoncé, que ces trois par.ties, plus 45, donnent en somme 448; on a donc, pour l’équation du problème, .
ou , retranchant 45 des deux membres ,
d’où , chassant les dénominatéurs , 6x + 4 x + 3 x = 4836 ,
réduisant , En effet.
donc x = -, = 372.
Cette' question est du genre de celles qui , en Arithmétique, se résolvent par la règle de faueee poeition ; et l’on voit avec quelle -, facilité l’Algèbre fait connaître la réponse à la question.
Second problème. Quelqu’un engage un ouvrier pour jours.
Chaque jour qu’il travaille, il reçoit 24 sous, et chaque jour d’oisiveté , on lui retient 12 sous (pour sa nourriture ) ; au bout de 48 ' jours,' il reçoit pour solde de son compte, 4' , ou 504 sous. On demande le nombre de jours de travail et le nombre de jours d’oisiveté. ' ' ...
Si nous connaissions ces deux nombres , eu lès multipliant respectivement par 24 et 12, puis retranchant le dernier produit du premier , on devrait trouver 504. pour résultat ; indiquons ces opérations à l’aide des signes algébriques.
Soit x le nombre de jours de travail ; 48 — t représente alors le' nombre de jours d’oisiveté; 24 xx, ou 24 x désigne la somme que l’ouvrier gagne; et 12 (48 — .r) la somme qu’on doit lui retenir; on a donc, pour l’équation du problème,
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effectuant les calculs, 24* — 570+ 12* = 504, donc 86*= 804 + 576= 1080:
et
_J080 nn
d’où • ’ 48 — *=48 — 30= 18.
Ainsi l’ouvrier a travaillé pendant 30 jours, et s’est reposé pendant 18jour8. En effet, pour 30 jours de travail, il aurait dû recevoir 24 x 30, ou 720 sons, mais il s’est reposé 18 jours, pour lesquels on a dû lui retenir 131 x 18, ou 216 sOus; or on a
On peut généraliser ce problème, en désignant par n le nombre total des jours tant de travail que d’oisiveté, par a la somme que l’ouvrier doit recevoir pour chaque jour de travail , par 4 la somme qu’on doit lui retenir pour chaque jour d’oisiveté , enfin par c le résultat du décompte. -Soit toujours * le nombre de jours de travail , n — x exprime alors le nombre de jours d’oisiveté ; donc ax et b (n — x) désignent la somme que l'ouvrier doit recevoir çt celle qu’on doit lui retenir. Ainsi , on n pour l’équation du problème , , .
ax — b (n — x )—c, d’où ax — bn + 4* = c,
c + bn •
, . (e + 4n) an + btt — e — bti
et par conséquent, n — x — ri — - — = — ,
donc
ou, réduisant,
Troisième problème. Un renard, poursuivi par un terrier, a 00 sauts d’avance. Il en fait 9 pendant que le levrier n'en fait que 8 ; mais 3 sauts du levrier en valent 7 du renard. Combi^i le levrier fera-t-il de sauts pour atteindre le renard?
Il est clair, d’après l’énoncé , que le chemin à parcourir par
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le levrier se compose de 60 sauts d'avance dù rénard , plus du chemin que celui-ci parcourt à partir du moment où le levrier se met à sa poursuite. Donc ,‘si l’on pouvait trouver les expressions de ces deux1 chemins au moyen d'une même inconnue ,il serait facile de former l’équation .du problème.
Soit x le nombre de sauts faits-par le levrier. Puisque le renard faitO sauts pendant que le levrieè en fait 6, il .s’ensuit que le 9 3
renard fait = , ou 4) sauts , pendant que le levrier en fait 1 , et
t } Ji
ii . . , 3r
par conséquent, qu'il en fait un nombre exprimé par — pendant
que le levrier en fait un nombre marqué par x. On pourrait croire
que , pour obtenir l’équation , il suffit d’égaler x à 60 + ^ x ;
mais en agissant ainsi, oh commettrait une erreur manifeste ; car les sauts du levrier sont plus grands que ceux du renard, et l’on égalerait alors des nombres hétérogènes , c’est-à-dire des nombres rapportés à une unité différente. Il faut donc, pour lever la difficulté , exprimer les sauts du renard en sauts du levrier, ou réciproquement. Or, suivant l’énoncé , 3 sauts du levrier valent
7 sauts du renard ; donc 1 saut du levrier vaut - sauts du renard,
et par conséquent , x sauts du levrier en valent y du renard.
Donc enfin , on a l’équation -g-— 60 + - x ,
ou, chassant les dénominateurs,. . .14jt = 360 + 9x, d’où «5jr= 360 et j=72.
Ainsi , le levrier fera 72 sauts pour atteindre le renard ; pen-
dant ce temps , le renard en fera 72 x ^,on 108.
Vérification.
Les 72 sauts du levrier valent — g — , ou 168 sauts du renard,
et l’on a évidemment 168:== 60 + 108.
Les deux problèmes suivaiis méritent toute l’attention des élèves , en ce qu’ils offrent des exercices de calcul.
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48. Quatrième problème. Un père qui o trois enfans , ordonne par son testament que son bien soit partagé de la manière suivante : le premier doit avoir une somme a , plus la partie de
ce qui reste ; le second une somme 2a , plus In n'""‘ partie de ec qui reste après qu’on a soustrait la l,c part et 2a; le troisième enfin doit avoir une somme 3a , plus la niL'"'e partie de ce qui reste apres qu’on a soustrait les deux premières parts et 3a. Le bien est entièrement partagé ; on demande la valeur du bien ?
Désignons par r le bien du père. Si, à l’aide de cette quantité, nous pouvions former les expressions algébriques des trois parts, nous. retrancherions leilr somme du bien total x, et le resté, égale à zéro, donnerait l’équation du problèrtie. Tâchons donc de déterminer successivement ces trois parts.
Puisque .r désigne le bien du père,( x — a est ce qui reste après qu’on a retranché a; ainsi l’on a pour la part du premier enfant,
a + l — — , ou réduisant en fraction ,
an-i-x — a
lre part.
Pour former la seconde part, il faut retrancher de x cette
( an + x — ti )
première part et 2a, ce qui donne x — 2#
-, ou,
réduisant les entiers en fraction et effectuant la soustraction , nx — Ban — j?4-a
— I" reste. . , . . •
Or, la seconde part se compose de 2a plus la niime partie de ce
nx — 3 an — x -f* a — - , .
reste ; on a donc pour cette seconde part , 2a + ou , réduisant l’entier en fraction , ÿ,an* + — 3 an ■ — x-\^a
....-2e part.
Si l’on retranche de x les deux premières parts et 3», il vient
(an + x — a) (2 an' + nx — Ban — .r + a)
ou, .réduisant au même dénominateur et simplifiant,
x — 6 an3 — 2wx4-4an 4-.r — a — — * — , — ... .2” reste.
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Ban’
La 3' part est donc 3a +
ou , réduisant l’entier en fraction ,
3an3 H- n2x — Ban1 — 2 nx •+■ 4an + x — a.
2 nx + 4an + x — a
3° part.
Mais , d’après l’énonce, le bien du père se trouve entièrement partagé. Donc, la différence entre x et la somme des trois parts doit être égale à zéro ; ce qui donne l'équation
, (an+x—a) (2 çin*+nx — 3 an — x + a) \
(San3 + n’jr — 6an’ — 2n jr + 4a« + x — a) / T"
Chassant les dénominateurs, effectuant les soustractions et réduisant, pu obtient ...
n3*. — 6an3 — Sn*x+ 10an2 + Znx — San — j+a =0;
, 6an3 — 10an’+-San — »a a(6n3 — 10n’ + 5n — 1)
( OUa: , ^7 — 3n’ + 3n — 1 ns — 3nJ+3n — 1
On peut obtenir une équation et un résultat plus simples, d’apsès la remarque suivante ; Dire que la part du troisième enfant se compose de Sa, plus la niime partie de cerjui reste, et que la bien est alors entièrement partagé , c’est dire que le troisième enfant n’a que la somme 3a , et que le reste dont on vient de parler est nul.
Or, on a obtenu , pour l’expression de ce reste , . n2x — 6 an2 — Vn.r + ban -p.t — a
En l’égalant à zéro et chassant le dénominateur , on trouve
n2x — 6 a»1 — 2 nx + Aati+x — a = 0;
„ ftan2 — ban- f-a a(0n’ — 4n-f-l)
d ou x — — ; — =— — .
Pour prouver Yiientiti numérique de cette expression avec la précédente , il suffirait de faire voir que la seconde provient de la première dans les deux termes de laquelle on aurait supprimé
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lin facteur commun. Or, si l’oh applique aux deux polynômes a(6«3 — Ï0n’ + 5n — 1) et m3 — 3n’ + 3« — 1, le procédé du plus grand commun- diviseur (n° 41), on reconnaît que n — 1 est facteur commun , et en divisant les deux termes de la première expression par ce facteur commun , on retrouve la seconde.
Ce problème est propre à faire voir aux commençons l'impur- ijf- » tance qu’ils doivent attacher à saisir dans l’énoncé d’une question ■ tontes les circonstances qui peuvent faciliter la formation de l’équation; autrement, ils courent le risque de parvenir à des résultats plu* compliqués que ne le comporte la question.
Les conditions qui ont servi à former successivement les expressions des trois parts , sont les conditions explicites du problème proposé; et la condition qui a servi à déterminer l’équation la plus simple du problème , est une condition implicite , qu’un peu d’attention a suffi pour faire reconnaître comme comprise dans l’énoncé. -, -
Pour obtenir les valeurs des trois parts , il suffirait de mettre pour x sa valeur dans les expressions que l’on a obtenues cidessus.
a(-6iia An + 1)
Appliquons à un exemple la formule x :
Soit a = 10000, n K ;
il vient
Vérifiôns l’énoncé sur cet exemple.
Le premier enfant doit avoir 10000 + 24375.
ou
Il reste donc 81875deux en fan s.
24375 , ou 57500 à partager entre les
Le second doit avoir 20000 +
ou 27500.
Il reste donc 57500 — 27500, ou 30000, pour le troisième enfant. Or, 30000 est le triple de 10000 ; donc le problème est vérifié.
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Ori peut donner de ce même problème une solution moins directe, mais plus simple et plus élégante. Elle est encore fondée sur cette remarque , qu’après avoir soustrait âa des deux pre-. mières parts , il ne doit rien rester. •-■•••
Désignons par r, r, r", les trois restes dont il est question dans l’cnoncé pies expressions algébriques des trois parts sont
- . 2a d* — , Sa «j- — *
Or, 1° d’après l’énoncé, on a évidemment r" =
Ainsi la troisième part est 3a.
2° Ce qui reste, lorsqu’on a donné au second enfant 2a 4- -,
peut etre représenté par 7' , ou .
D’ailleurs ce reste forme aussi la troisième part ; ainsi l’on a
(n — 1 )r ,, , , San
- 1 — = 3a ; d ou k —
Donc , la part du second est 2 a-\ — : n = 2a-) — (*) ,
ou , réduisant l’entier en fraction et simpliBant , — .
fl 1
3° Ce qui reste, lorsqu’on a donné.au premier, a+^> peut être
ex primé par r oui — . D’ailleurs, ce reste doit former
, , „ J 2 an+a
les deux autres parts , ou 3a H .
.. ... (n — l)r » '2 an+a San — -2 a
Ainsi Ion a = 3aq — = ; — .
_ ,8 an — 2a n
Donc r = — 1 ; — x
, . 3 an
(*) Les deux points : employés ici, marquent la di\isimt dé j par n
( royez n° 2).
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et par conséquent, on obtient pour la première part,
San’ — San San — 2 a
San — 2a
an1 + San -
Le bien total est donc enfin
• 2an + a an1 + Sàii — a •• ’
Wffit"^rr+ na — 2n+ 1 '•
ou , réduisant l’entier et les fractions au même dénominateur.
Sa ( n *■ — 2n + 1) ■+■ (2an-+a) (n — 1) + an’ + San — a n1 — 2n + 1 rr~ ' J ’
puis , effectuant les calculs et réduisant , ,•
6an’ — 4an-t-a a(6n* — -4n + l) > . <
résultat obtenu ci-dessus. ,•*>.. I * '
Cette solution est d’ailleurs plus, complète que la précédente, puisque l’on a obtenu en même temps et le bien du père et les expressions des trois parts.' ’ *' • . * ’
Cinquième problème. Un père ofrtonne par son testament
que l’aîné de ses enf ans aura une somjne à **t>' 'Spn bien plus
la n'ème partie du reste ; que le second aura une, somme 2a , plus
la n‘emc partie de ce qui restera après qu’on aura retranché la
première part et 2a ; que le troisiènie aura une somme 3a , plus
la niin,c partie du nouveau reste ) et ainsi de suite. On suppose
d’ailleurs que tous les enf ans soient , également partagés. On
demande le hier), du père, la par;t de chapun des enf ans , ep le
nombre des enfans? ' » .
Ce problème a cela de remarquàble, que son énoncé renferme
plus de conditions qu’il n’en faut pour trouver las valeurs des
inconnues. •
Soit x le bien du père ; .4 — a exprime ce qui reste après qu’on
a prélevé la somme a. Ainsi la part de l’aîné est
; x — a an + x — ô . * , . * ■ rt
- a -\ , ou — — 1” part. .. .
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Retranchant cette première part et 2a dç x,-ôn obtient
_ (an 4-jr— a) nx — San — x + a x — 2a -, ou ,
, , -, nx — 3an — x + « • .
dont la «“"•'partie est .
Donc , la part du second enfant est
„ nx — Zan—x + a. 2 an* + nx-—Zan- — x + a
2a H , ou bien ...2' part.
On pourrait formée de la même manière les autres parts ; mai$, puisque toutes les parts doivenfrètre égales, ri audit , pour former l'équation du problème, d’égaler les deux premières parts, ee qui donne l’équation
an + x — a flan* + nx — San — x + a « n 1 ’
d’où l’on tire ' x=^= an1 — 2a« + a.
Substituant cette valeur de x dans l’expression de la première
an + an* — 2an + « — a part , om trouve ;
. ou réduisant , ■
an
: an
et homme toutesdes parts doivent êtrè égales, en divisant le bien total par la première, on doit obtenir pour quotient le nombre
des enfans^ ainsi, ou « — 1, désigne le nombre
des en fans.
Rien du père - • • aA* — .2 an + a ou a (n— t- 1)’; '
Part deTaîné et de chaque fenfant . j. a (n — 1)^
Nombre total des enfans . n — 1.
Il reste maintenant à savoir si les autres conditions du problème sont satisfaites , c'est-à-dire si , lorsqu’on donne au second 2a plus la partie de ce qui teste, au 'troisième Sa plus la «“’”' partie deipe qui reste ...... la part de chàc^ùe enfant est
en effet a (n — fj» •
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'Or, la différence entre le bien du père et la première part étant a(n — l)1 — a{n — ■ 1), la part du second doit être
Jm(L "p ———————————— OU. " * ■ ,
ou réduisant, , ou bien, -4
ou bien enfin, a(n, — 1).
De même, la différence entre a[n — 1)’ et les deux premières
parts, étant a(n — 1)* — 2a(n — 1), la part du troisième doit être
a(n — 1)’ — 2 a{n — 1) — Sa . .
Sa + — , expression qui, étant re-
duite, devient encore évidemment - — : -, et par
Tl
Conséquent , a (n — 1 ).
En général , on aurait pour lap'*"" part,
a(n — 1)’ — (p — 1) a[n — 1) — pa pa+
pa(n — 1) + a(n — l)3 — (p — 1) a(n — 1)
ou , oubien,a(ra — 1).
Donc enfin, toutes les conditions du problème sont remplies.
A DEUX OU PLUSIEURS INCONNUES
80. Quoique plusieurs questions résolues précédemment renfermassent dans leur énoncé plus d’une inconnue, nous sommes parvenus à leur résolution èn employant un seul caractère.-Céla tient à ce que, d’après les conditions de l’énoncé, nous pouvions facilement exprimer les autres inconnues au moyen de ce caractère; mais il n’en e.st pas de même dans tous les problèmes où il y a plus d’une inconnue.
Pour savoir comment on doit s’y prendre pour résoudre ces sortes de problèmes , reprenons d’abord quelques-uns de ceux qui ont été déjà résolus à l’aide d’un seul caractère.
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Trouver deux nombres dont on tonnait la somme a et la différence b? (C’est le problème n° 4.), •
Désignons les deux nombres cherchés par x et y; on a, d’après
Or, en 'principe , si,' à deux nombres égaux A et B, on ajoute respectivement deux autres nombres égaux C et D , les résultats À+C et B + D sont égaux; c’est-à-dire que, si l’on a les équations A = B et C = D , il en résulte A -j-C = B + D.
De même, si de deux nombres égaux on retranche deux autres nombres ég£iux , les restes sont encore égaux; c’est-à-dire que des deux égalités A = B et C = D, on dcdüit encore A — C = B — D.
Appliquons ce principe aux deux équations d* problème proposé. ' i
On trouve , en les ajoutant, <... ». 2 x = a + b,
et en retranchant la 2' de la lre. . . . 2y = a — b.
Chacune de ces équations ne renfermant plus qu’une seule
inconnue, on tire de la première, x == — ^ — >,
et de la seconde,
Eu effet, on a
=TF^,et
.Soit encore repris le problème de l’ouvrier (n° 39) , en ne considérant que l’énoncé général.
Soient x le nombre de jours de “travail, et y le nombre dejours d’oisiveté; ax et h y expriment respectivement la somme que l’ouvrier doit recevoir pour les jours dé travail ; et celle qu’on doit lui retenir pour les jours d’oisiveté. "
On a donc les deux équations I J ' .
I ax -r- 6y = c. •• ;
Or, nous avons déjà vu qu’on pout multiplier, les deux membres d’une même équation par un même nombre sans 'troubler l’égalité; ainsi, l’on peut multiplier les deux membres de la
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donne par addition , bx + ax =s= In ■+• c ; d’où x =
première équatioil par b , coefficient de y dans la seconde; et il
vient j bx -\--by = bn,
équation qui, combinée avec la seconde ax — by=c,
bn + c a -+- b
Multipliant de même Ja première par a, coefficient
de x dans la seconde, on a.. ax -+• ay = an,
équation qui, combinée avec la seconde ax — by = c,
i • / », », > an — c
donne par soustraction, (o + 4) y=an — e;douy= -.
L’introduction d’un caractère pour représenter chacune des inconnues dans les deux problèmes précédons, offre sur la solution quia été donnée précédemment, l’avantage de faire connaître les deux nombres cherchés, indépendamment l’un de l’autre.
ÉLIM1VATI0S.
SI. Soient maintenant les deifx équation»
Sx + 7 y = 43, 1 lx 9y = 69 ,
qu’on peut regarder comme la traduction algébrique de l’énoucé d’un problème à deux inconnues.-
Si, dans ces deux équations, l’uno des inconnues était affectée du même coefficient, on pourrait , par une simple soustraction, foriüer une nouvelle équation qui ne contiendrait plus que l’autre inconnue, .et de laquelle on -tirerait fn valeur de cette inconnue.
Or, si l’on multiplie les deux membres de la première équation par 9, coefficient de y dans la' seconde , et les deYix membres de la seconde par 7, coefficient de y dans la première, ou
obtient , par cette dopblc multiplication , | ^ + 6”y 18"'
équations qui peuvent ètr.e substituées aux tleux premières , et dans lesquelles» y est affecté du mème.coefficient.
Retranchons donc la prefnière de ces deux équations de la seconde; il vient 32.r = 96 , d’où x = 3.
Pareillement, si l’on multiplie les deux membres de la première par 11 , coefficient de x dans la secôndo, et les deux membres de lu seconde par S, coefficient de x dans la première,
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on forme les deux nouTelles équations
qui peuvent être substituées aux deux équations proposées , et dans lesquelles le coefficient de x est le même.
Retranchant donc la seconde de ces deux équations de la première, on trouve 32y=128, d’où y = 4.
Ainsi, x — 3 et y = 4 sont les deux valeurs de x et de y propres à vérifier l’énoncé de la question. En effet, l’on a
L’opération qui vient d’être exécutée , et au moyen de laquelle on obtient les valeurs des inconnues , propres à satisfaire à des équations données, est connue sous le noin d’ élimination , parce qu’ên effet elle consiste à chasser l’une des inconnues par des transformations pérmises et exécutées sur les équations proposées.
La méthode précédente a beaucoup d’analogie avec la réduction des fractions au mémo dénominateur; aussi est-elle, comme cette dernière opération, susceptible de quelques simplifications. Soient pour nouvel exemple , les deux équations
Pour rendre les deux coefiiciens de y égaux, remarquons que 21 et 35 ont le facteur commun 7 ; il suffit donc de multiplier la première équation par 5 et la seconde par 3 ; ce qui donne les
deux nouvelles équations
; 40x — lOay = 163, 1 18x + lOoy s= 531,
équations qui , ajoutées entre elles, donnent
58x = 696 , d’où x = 12.
Pareillement, les deux coefficiens de x renférment le facteur commun "2; ainsi, il suffit, pour rendre ces deux coefficiens égaux , de multiplier la première par 3 et la seconde par 4 ; ce
qui donne
PAR ADDITION ET SOUSTRACTION
Hetrancliant la première «quation de la deuxième , on trouve
• 203y = 609, d'où y = 3.
N. B. Il est très important de reconnaître, si les coefficiens ont des facteurs communs, puisque, dans ce cas, on a des calculs plus simples à effectuer.
Soient pour troisième exemple, les équations
Sjp
Il faut d’abord faire disparaître les dénominateurs d’après la règle (n° 44), et l’on obtient ainsi les deux équations ^
y — • Sx 12=1 — 12x + 36,
ou réduisant,
ou bien
Multipliant la seconde équation par 3, et retranchant la première du résultat, on trouve 23x = 40 ; d’où x a= 2$ mçis on a d’ailleurs y = 25 — 9x; donc y — 25 — 9 x 2 = 7. • *
52. Considérons actuellement le cas de trois «quations à trois inconnues.
'Soient les équations'. ... \ 7x + 4y — 3z.= 19,
Pour éliminer z entre les deux premières équations , il faut multiplier la première par 3, et hi secondé par 4, puis ajouter les deux résultats ( puisque les coefficiens de z sont de signes contraires) , ec qui donne pour nouvelle * >
équation.. . . . ; . ,. . .p43x — 2y = 121.
Multipliant la seconde équation par 2 , t • *
F un des facteurs du coefficient de z dans la troisième , et ajoutant le résultat avec la troisième , on a .. 16x + 9y = 84.
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• l<a question est donc ramenée à trouver les valeurs de x et de y, propres à satisfaire à ces nouvelles équations.
Or, si l’on multiplie la première par 9 , la seconde par 2 , et qu’on ajoute les deux résultats , on trouve
419j= 1257, d’où l’on tire x=S.
On pourrait, à l’aide des deux équations en x et y, déterminer y comme on a déterminé x; mais on parvient plus simplement à la valeur de y, en -observant que la dernière de ces deux équations devient, lorsqu’on y met pour x sa valeur,
48+9y=84, d’oùrontire y— — g — =4.
De même, là première des trois équations proposées devient , lorsqu’on y remplace x et y par leurs valeurs ,
J . syt
15 — 24 +4r==15, d’où X = ~=6.
En général , Soit un nombre m d’équations à pareil nombro-
d’inconnues. Pour trouver les valeurs des inconnues, combinez successivement une quelconque des équations avec chacune des m— 1 au/res, de maniéré a éliminer la même inconnue; vous obtenez ainsi m— 1 nouvelles équations renfermant m — 1 inconnues, sur lesquellervous opérez comme sur les équations proposées ; c’est-à-dire que vous éliminez une nouvelle inconnue , en combinant l'une de ces nouvelles équations abec les m — 2 autres, ce qui donne m — 2 équations renfermant m — 2 inconnues. Continuez cette suite d’opérations jusqu à ■ce qu’enfin vous parveniez à une seule équation qui fie renferme plus qu’une inconnue, et de laquelle vous tires facilement la valeur de cette inconnue. Après quoi, remontant de, proche en proche jusqu'à l’ane des équations proposées , vous
déterminez sucçessiveinent les valeurs des autres inconnues.
53. La méthode ‘d’élimination que nous venons d’exposer est connue sous le nom deméthede par additiofi et ■soustraction, parce qu’en effet ori parvient à chasser les inconnues par des additions et soustractions , après avoir toutefois préparé les équations de manière qu’une inconnue soit affeètée du même coefficient dans, toutes les deux. ' ,
AUTRES MÉTHODES d’ÉMIIIMATIO!».
Il existe encore deux autres méthodes principales d’élimination. La première, appelée méthode par substitution , consiste à tirer la valeur d’une inconnue de l!une des équations, comme si les autres inconnues étaient déjà déterminées, et à substituer cette valeur dans les autres équations , ce, qui donne ,lieu à de nouvelles équations. qui renferment une inconnue- de moins, et sur lesquelles on opère comme sur les équations proposées.
La seconde, appelée méthode par comparàison, consiste à tiror les valeurs d’une même inconnue, de toutes \es équations , et à égaler ces valeurs deux à deux ; ce qui donne nécessairement lieu à de nouvelles équations renfermant une inconnue de moins, sur lesquelles on opère comme sur leséqualions proposées. ,
Mais ces deux méthodes ont un inconvénient que n'offre pas la méthode par addition et soustraction , é’est dô donner lieu à de nouvelles équations renfermant des dénominateurs qu'il fafat ensuite faire disparaître. On emploie toutefois avec avantage la méthode par substitution, toutes les fois que l’une des inconnues a un coefficient égal à l’unité dans l’une des équations , parce qu’alors l’inconvénient dont nous venons de parler n’a plus lied.' Nous aurons quelquefois occasion de l’employer. Mais, en général, la méthode par addition et soustraction est préférable ; elle présente d’ailleurs cet autre avantage, que,, si leâ coeflicicns ne sont pas trop grands , on peut faire f addition ou la soustraction en même temps que la multiplication qui tend, à rendre les coef- ' ficiens égaux. jf
154. 11 arrive souvent que les équations proposées, no renferment pas toutes les inconnues à la fois. Dans ce cas, avec un peu. d'adresse , l’élimination se fait très promptement. ».
Soient les quatre équations à quatre inconnues,
En jetant les- yeux sur ces équations, on voit que l'élimination de s entre les équations (lj et (3) donnera. une équation en x et y ; et si l’on élimine p. entre les cqàations. (2) et (4), ou
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obtiendra une seconde équation en x et y; ces deux dernières inconnues peuvent dorie être déterminées aisément. D’abord ,
l’élimination de z entre (1) et {3) donne.. •.....-
celle de u, entre (2) et (4), donne... 20y + 6x = 38.
Multiplions la première de ees deux équations par 3, et
ajoutons ; il vient . . . • • • 41y = 41
d’où ; ; ........... . i ........... . y= 1
Substituant cette valeur dans 7y — 2x=l, on
trouve .... .. . .'. . /. x=3
Reportons la valeur de x dans l’équation (2) ,
il en résulte 4 u — 6 = 30 ; d’où « =9
Enfin , la substitution de la valeur de y dans
l’équation (3) donne 2 = 5
Noùs proposerons, pour exercice, les cinq équations suivantes : 7x- — 2z + 3« = 17 1 qui donnent pour valeurs des 4 y — '2s + £=11 I inconnues,
53. Dans tout ce qui prépède , nous avons supposé le nombre des équations égal au nombre’ des caractères employés pour désigner les inconnues. Il doit en être ainsi de tout problème à plusieurs inconnues, pour qu’il soit déterminé, c’est-à-dire pour qu’il n’admette pas une infinité de solutions. • /
En effet, supposons , par exemple, qu’un problème à deux incoqnûes x, y, conduise à l’équàtiOn unique 5x — 3y= 12, on
en déduit x = ^ ~ ■ . T)r, si Ppn fait successivement
il en resuite x= 3, , -g-, Tg-, — , 0.../.;
et tous les systèmes de valeurs *• . .
inis pour x et y dans l’équation , y satisfont également.
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Si l’on avilit deux équations à trois inconnues , on pourrait d’abord éliminer l’une des inconnues à l’aide des équations proposées, et l’on parviendrait ainsi à une équation qui, renfermant deux inconnues , pourrait être satisfaite par une infinité de systèmes de valeurs prises pour ces inconnues; d’où l’on conclurait également une infinité de valeurs pour la troisième ihconnue. Donc , en général , pour qu’un problème soit déterminé, il faut que son énoncé renferme au moins autant de conditions différentes qu’il y a d’inconnues, et que ces conditions puissent; être exprimées chacune par une équatfon. Nous reviendrons au reste plus loin sur les questions qui donnent lieu à un nombre d’équations essentiellement differentes, moindre que celui des inconnues.
KG. Passons à la résolution de nouveaux problèmes à deux ou un plus grand nombre d’inconnues.
Sixième problème. Une personne possédé un capital deS0,O00_/r. quelle fait valoir à un certain intérêt ; mais elle doit une somme de 20,000 fr. dont elle paie un certain intérêt . L’intérêt qu’elle retire surpasse celui quelle paie, de 800/r. Une seconde personne possède 35,000 fr. qu elle fait valoir au second taux d’intérêt ; mais elle doit une somme de 24,000 fr. dont elle paie un intérêt ati premier taux. L’intérêt qu’elle retire surpassé celui qu’elle paie , de 310 fr. On demande les deux taux d’intérêt? '■ •
Solution. Soient .r et y les deux taux d’iqférêt pour 100 fr. Pour obtenir l’intérêt de 30,000 fr. au taux désigné par x, 41 faut
établir la proportion 100 : x :: 30000 : ou 300 x.
On obtiendra de même, pour l’intéçèt de 20,000- fr.' au taux désigné par y, ou 200y. Mais, d’après l’énoncé , la diffé-
rence de ces deux intérêts est égale â. 800 fr.
On a donc pour première équation du problème ,
En traduisant algébriquement la seconde condition du problème, on parviendrais à la nouvelle équation
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Les deux raembres de la première équation étant divisibles par 100, et ceux de la seconde par 10, on peut les remplacer
par cellcs-.CÎ : ' 3x — 2y=8.
SS y — 24x = 31.
Pour éliminer x, multiplions la première équation par 8, et ajoutons ; il vient. \ .. . 19y = 95, d’oùy = 5.
Remplaçant y par sa valeur dans la première équation , l’on
trouve Sx — 10 = 8, d’où x = 0.
Ainsi , le premier taux est 6 pour j, et le second , S.
En effet ,
30000 fr. placés à G p. £, donnent 300 x 6 ou 1800 fr.
20000 à S donnent 200 x 8 ou 1000,
et l’on à • :* 1800 — 1000=800.
On vérifierait de même la seconde condition. *
Septième problème. On a trois lingots composés de diffèrent ■métaux fondus ensemble . La livre du premier contient 7 onces d’argent^ 3 ouccs de o’uivre) et 6 d'étain. La livre du second contient 12 oneqs d'argent . 3 onces de cuivre , et 1 once d’étain. Celle du troisième, h onces d'argént , 7 onces de cuivre , et 5 d’étain. On dénia nde ce 'qu’il faut, prendre de chacun des trois lingots pour en former un quatrième [du poids d’une livre) qui contienne 8 onces ■ d’argent , 3 J de cuivre, et 4 \ d’étain.
Solutioni SoiénJ«x, y, et z, les nombres d’onces qu’il faut prendre respectivement sur les trois lingots , pour former une livre dit lingot demandé. Puisque, dans le premier lingot, il y a 7 onqes d’argent sur une livre ou 10 onces, il s’ensuit que sur
1 once il y a — d’once d’argent, et par conséquent, sur un nom-
; ", " ' lx ' ■ ,
bre d’onces marqué par i il doit y avoir d'onces d’argent.
On trouverait de même que , expriment les nombres
d’onebs d’argent pris respectivement sirr le second et le troisième lorsque le quatrième est formé; mais d’après l’énoncé, ce quatrième liugot doit coutenir 8 onces d’argent; on a donc, pour
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première équation _ + 8,
ou , chassant les dénominateurs , . . . . 7x 4- 12y + 128^
On trouverait, par rapport au cuivre, Sx ■+• 3y + 7x= ‘ 6Ô /•
et par rapport à l’étain,.. 8.r + y + 5r = 68*
Gommé, dans ces trois équations , les coefficiens de y sont les plus simples, il convient d’éliminer d’abord cette inconnue.
Multiplions la deuxième équation par 4,; ét retranchons du produit la première équation; il vient 5x + 24ï=112\
Multipliant la troisième équation par 3, ' I.
et retranchant du produit la deuxième, on h
trouve 1 1 5x + 8k = 144 1
Multipliant cette dernière équation par 3 et Retranchant In* précédente du produit , on obtient 40x = 320, d’ou x=8. Reportons cette valeur de x dans l’équation 15* + 8r = 144; elle devient 120 + 8z = 144, d’où c = 3.
Enfin, les deux valeurs x=8, z=.3, étant *subs'tituées dans l’équation 6x + y + 5z = 68, donnent 48 + y + 15 = Gff, d’où y =5.
Ainsi, pour former une livre du quatrième lingot , on doit prendre 8 onces du premier, 5 onces du second, et .3 onces du troisième. En effet, si sur 16 onces du premier lingot il y a 7 onces d’argent, sur 8 onces il doit y en avoir un'nombre cx-
7x8 12xS 4x3
primé par — . Pareillement, — et représentent res-
pectivement les quantités d’argent contenues dans S onces du second lingot et 3 onces du troisième. Or on a
• 10 + 10 + 16 — 16 ~ 8; ainsi, le quatrième lingot contient 8 onces d’argent, comme l’exige l’énoftcé. On vérifierait de même les conditions relatives au cuivre et à l’étain.
• 57. \ oiei les énoncés de nouveaux problèmes à une et à plu-
sieurs inconnues , sur lesquels nous engageons les cominencans à s’exercer.
Huitième problème. Un ouvrier peut faire un certain ouvrage
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exprimé par a, dans un lempt exprimé par b ; un second ouvrier , l'ouvrage c dans un temps d ; un troisième , l’ouvrage e dans un temps f. On demande quel temps il faut aux trois ouvriers, travaillant ensemble, pour faire l’ouvrage g ?
( On peut prendre , pour fixer les idées , le mètre pour unité d’ouvrage ; et le jour pour utiilé de temps.)
Idfg
Réponse. * = adf+ 6cf+Me
Application.. j a=21mlJrcJ, b*=A>‘m, c=38”'J d = Qi, e = 40'% f=Wî g — 191™, on doit trouver x =12/'.
Neuvième problème. On a de l’eau de mer qui, sur 82 livres poids, contient 1 livre de sel. Combien faut-il ajouter d’eau douce à ces 32 livres, pour que, sur 32 livres du nouveau mélange, la quantité de sel sùil réduite à 2 onces, ou j de livre? . . . . (Rép. 224'.)
Dixième problème. Une montre marque midi. On demande combien de fois les aiguilles des heures et des minutes se rencontreront depuis midi jusqu’à minuit, et à quelle heure se fera chaque rencontre? (Rép. Nombre des rencontres , 11 ; lr° rencontre , à rencontre, à'2* 10' j-f; 3", « o1' 16 — . . . .)
Onzième problème. Un nombre est composé de trois chiffres ; la somme des chiffres est 11 ; le chiffre des unités est double de celui des centaines ÿ et quand on ajoute 297 a ce nombre, on obtient une somme qui est le nombre renversé . Quel est le nombre qui jouit dû cette propriété? . . . (Rép. 326. )
Douzième problème. Une personne qui possède 100,000/r. les fait valoir, une partie h 5 pour y, et l’autre partie a 4 pour - ; elle relire pour le tout 4,640 fr. d’intérêt. On demande les deux parties?.. . (Rép. 64,000/ et 36,000/.)
Treizième problème. Une personne possède un certain capital qu’elle fait valoir à un certain intérêt. Une autre personne qui possède 10,000 fr. de plus que la première, et qui fait valoir son bien de 1 pour £ plus avantageusement qu elle, a un revenu plus grand de 800 fr. Une troisième personne qui possède 15,000.//% de plus que la première, et qui fait valoir son bien de 2 pour £ plus avantageusement qu’elle, a un retenu plus grand de 1,800,//% On demande les biens des trois personnes et les trois taux d intérêt? (Sommes placées 80,000f, 40,000f, 45,000f. #
Taux d’intérêt. . . 4, 8, 6.)
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KÉfcATirS. THÉORIE DES QUANTITÉS KEGATIVES.
88. L’emploi des signes algébriques pour résoudre les problèmes, donne souvent lieu à des circonstances singulières qui embarrassent au premier abord; mais en y réfléchissant, on parvient à les expliquer, et même à en tirer parti pour généra 1W ser encore davantage la langue algébrique.
Proposons-nous cette première question : Trouver un nombre qui , ajouté au nombre b , donne pour somme le nombre a.
Solution. Soit x le nombre cherché , on a évidemment pour équation ,
b + x = a, d’où ,x=a — b.
Cette expression ou formule donnera la valeur de x , dans tous les cas particuliers du problème proposé. < •
Soit, par exemple, a=4 7, b— 29-; il vientx = 47 — 29 = 18.
Soit encore a = 24 , b = 31 ; ij vient x = 24 — 31 .
Comme 31 est égal à 24 + 7, cette expression de x peut se mettre sous la formex=24 — 24 — ?> ou en réduisant , x=— 7. Cette valeur obtenue pour x est ce qu’on appelle une solution négative. Mais comment l’interpréter?
En remontant à l’énoncé du problème , on voit qu’il est impossible que 31, augmenté d'un nombre ,. donne pour somme 24, nombre plus petit que 31. Ainsi, aucun nombre ne peut vérifier l’énoncé, dans ce cas particulier. Cependant, si, dans l’équation du problème, 31 + x = 24 , on met à la place du terme +x la valeur négative — 7, il vient 31 — 7 = 24t équation exacte qui veut dire que le nombre 31 diminué de 7 donne pour différence 24.
La solution négative , x = — 7, indique donc l’impossibilité de satisfaire à l’énoncé du problème dans le sens où il a été établi ; mais en considérant cette solution indépendamment de son signe, cest-à-dire x = 7 , on voit qu’elle satisfait à l’énoncé modifié ainsi : Trouver un nombre qui, retranché de 31, donne pour différence 24, énoncé qui ne diffère du premier : Trouver
un nombre qui , ajouté à 3 1 , donne pour tomme 24 , qu’en ce que .e mot ajouter se trouve remplacé par le rtiot retrancher, et le mot tomme par le mot différence. s ' j
Si l’on veut résoudre la nouvelle question directement, il n’y a qu’à poser l’équation
jll — t-, .* = 24 , d'où 31 — 24 = .r, ouï=7.
Soit encore proposé ce problème : Un père a un nombre a 'd’années ; son Jils en a un nombre b. On demande dans combien
d'années l’âge du jils sera le quart de celui du père ?
• * Solution.
Désignons par x le nombre d’années cherché ; a + x et b + x
représentent les âjjes du père et du fils au bout de ce nombre
d ùnnees: ainsi, 1 on a 1 équation b+ x— — - — ; d oux = — 5 — ,
Supposons a — 54, b = 8 ; il vient x = - = — = 6 .
En eflet ; le père ayant actuellement 54 ans et le fils 9 , dans 6 ans le père aura 60 ans et son fils 18 ; or 15 est égal au quart de 60 ; donc x = 6 satisfait à l’énoncé.
Actuellement, .supposons a = 48, ô=15; il vient x= 5 — .
Cette expression peut être réduite à x = — 5 , en effectuant autant que possible la soustraction, indiquée par 45 — 60 , ce qui donne — 15, et divisant — 15 par 3 , d’après la règle établie (n° 25) pour la division algébrique. Mais comment interpréter la solution négative x = — 5 ?
Remontons à l’équation du. problème, qui, dans le cas particulier que nous considérons, est 18 + x — ^~J. Elle renferme
une contradiction haanifeste; car le second membre revient à ^ + Xf ; et chacune dp ces deux parties est plus petite que chacune des deux parties du premier membre. Mais si l’on rem-
place dans l’équation , + * par — 5, il vient 15 — 5 = — ^ — ,
ou 10= -T-, équation exacte,
miï 17/1 1 1 1 1 ï i T" 11
jouter un certain nombre d’années aux 'deux âges , on en retranche 5 ans , l’âge du fils sera le quart de celui du père. Ainsi , la solution que l’on vient de trouver, étant considérée indépendamment de son signe , satisfait à ce nouvel énoncé : Un pire a 45 ans, son fil» en a 15 ; on demande à quelle époque l’âge du fils a été le quart de celui du pire?
L’équation de ce nouvel énoncé serait 15 —
d’où l’on tirerait 60 — 4j = 45 — x , et x — 5.
On voit en effet , pour peu qu’on réfléchisse sur l’énoncé du problème , que le rapport de l’âge du fils à celui du père étant 15 1
actuellement , ou ^ , l’âge du fils ne peut plus devenir le
quart de celui du père, mais il l'a été précédemment j parce que, comme on l’a prouvé (n°6) d’une manière générale, si l’on ajoute aux deux termes d’une fraction un même nombre, la fraction augmente toujours de valeur. Aq contraire, elle diminue de valeur lorsqu’on retranche un meme nombre de chacun de ses deux termes.
59. En nous laissant conduire par l’analogie, nous pouvons établir ce principe général :
1° Toute valeur négative trouvée pour V inconnue d’un problème du premier degré , indique un vice dans le sens des conditions de l’énoncé , ou , du moins , dans Téquatibn qui en est lu traduction algébrique . (U oyez la remarque qui est à la suite de ce numéro.) 2“ Cette valeur, abstraction faite de son signe , peut être1 .regardée comme la réponse à un problème dont l’énoncé ne diffère de celui du problème proposé qu’eu ce que certaines quantités , d'additives qu’elles étaient, sont devenues soustractives , et réciproquement.
Démonstration. La première partie de ce principe est facile à démontrer. En effet , si l’on troftve pour x uhe valeur négative , cela provient nécessairement de cè qtïè ," par la nature même de l’équation établie, on a été conduit à soustraire un nombre plus grand d’un nombre plus petit, opération inexécutable. C’est ainsi
que les valeurs x = — 7, x== — 5 , sont provenues (n“ 58) des
équations x = 24 — SI, x — ^ ^ Or, si aucun nombre
absolu (*) mis pourx, ne peut vérifier l’équation à laquelle on est parvenu en exécutant sur celle du problème les transformations indiquées (n0!l 43. . . .43), il faut que cette première équation ne puisse elle-même être vérifiée dans le sens où elle a été formée; car l’exactitude de ces transformations est bien constatée pour toute équation susceptible d’être vérifiée par un nombre absolu qu’on y mettrait pour l’inconnue.
Souvent , l'impossibilité de résoudre la question ou l’équation , dans le sens où elle a été établie , est évidente à la seule inspection , soit de l'énoncé , soit de l'équation ; les deux problèmes précédens en sont des exemples. D’autres fois, cette impossibilité est difficile à découvrir ; mais la suite des calculs finit toujours par la mettre dans tout son jour.
Passons à la seconde partie du principe.
Observons d’abord que si , dans l’équation , l’on remplace x par — x , tous les termes renfermant x , s'ils sont additifs , deviendront soustractifs, et réciproquement; car si l’on a, par exemple , le terme + ax , eh mettant — x à la place de x, il deviendra + a x — x, ou — ax. De même , si l’on a le terme — bx, il deviendra — bx — x, ou + bx. Ainsi, en traduisant en langage ordinaire la nouvelle équation, on aura nécessairement un nouvel énoncé qui ne différera du premier qu’en ce que certaines quantités , d’additives qu’elles étaient, seront devenues soustractives , et réciproquement.
11 reste à faire voir maintenant que la substitution de — x à la place de x dans l’équation, donne lieu au résultat x = p, si Ton avait d’abord obtenu x = — y (p est ici regardé comme un nombre absolu). •
Or, quelle que soit l'équation primitive du problème, on peut toujours , par des transformations connues , la supposer ramenée à la forme ax=: — b (o et b étant des nombres absolus).
(*) On appelle nombre absolu tout nombre considéré indépendamment du signe de l'addition ou de la soustraction.
De cette équation , l’on tire x — , ou x = — - , ou bien
enfin, x= — p, p exprimant le nombre absolu Mais si
l’on met — x à la place Üe x dans l’équation primitive , on parviendra , en opérant sur la nouvelle équation comme sur la première , à l’équation — ax — — b,
d ou x == , ou x — - , ou enfin , x — p.
d CL
Ce qu’il fallait dènyontrer (*).
On voit , par ce qui précède , de quelle manière on doit interpréter les solutions négatives. Elles peuvent être regardées , abstraction faite de leur signe , comme des réponses , non aux questions telles qu’elles ont été établies , mais à des questions de même nature , dont certaines conditions ont été modifiées ; et pour obtenir le nouvel énoncé , le moyen le plus sûr est de >
remonter à l’équation du problème , d'y changer x en — x, puis de traduire en langage ordinaire la nouvelle équation. {C oyez le n° 71 pour la démonstration du même principe, dans les équations du premier degré à plusieurs inconnues.) .
60. Remarque. Le principe qu’on vient d’établir n’est rigoureusement vrai que pour les équations , et il ne l’est pas toujours pour les énoncés des problèmes ; c’est-à-dire que tel problème peut avoir un énoncé exact , lors même qu'en résolvant l’équation établie ou parvient à une valeur négative. Cela tient à ce que l’algcbriste, dans l’application de sa méthode à la résolution d’un problème , prend souvent certaines conditions dans un sens opposé à celui où elles devraient être prises ; et, dans ce cas, la solution négative qu’il obtient redresse le point de vue sous lequel il a envisagé ces conditions. Ainsi , l'équation est vicieuse , quoique le problème soit susceptible d’être résolu ; et ce n’est que lorsque l’équation est la traduction fidèle de l'énoncé et du
(*) L’énoncé du principe précédent et une partie de la démonstration sont extraits de l’ouvrage intitulé Réflexion* sur la métaphysique rlu Calcul différentiel , seconde édition, par Carnot.
sens de toutes ses conditions , que le principe est applicable aux énoncés. Nous en verrons des exemples par la suite ; mais c’est principalement dans les applications de l'Algèbre aux questions de Géométrie , que le principe est applicable , moins aux énoncés qu’aux équations.
Au reste , pour peu que l’on réfléchisse sur la démonstration qui en a été donnée, on verra que les raisohnemens portent plutôt sur les équations, que sur les énoncés dont ces équations sont regardées comme la traduction algébrique.
61. Dans la démonstration précédente, on a été conduit à multiplier a par — x, à diviser — b par + a, — b par — a; et l’on est parvenu aux résultats en appliquant aux monomes les règles des signes établies pour la multiplication et la division des polynômes. Il peut paraître, au premier abord, nécessaire de démontrer ces règles par rapport aux monomes isolés , et c'est en effet ce que font presque tous les auteurs. Mais les démonstrations qu’ils en donnent n'ont que l’apparence de l’exactitude, ou laissent beaucoup de vague dans l’esprit. Nous dirons donc que l 'on a étendu aux quantités monomes les règles des signes établies et démontrées pour les polynômes, afin de donner une interprétation aux résultats singuliers que fournit V Algèbre. En n’admettant point cette extension , on se priverait d'un des principaux avantages de la langue algébrique , lequel consiste à embrasser dans une seule et Jiiême formule les solutions de plusieurs questions de même nature, mais dont les énoncés diffèrent par le sens de certaines conditions , c’est-à-dire en ce que certaines quantités sont additives dans les uns et soustractives dans les autres, et réciproquement.
L’extension aux quantités monomes , des règles établies pour les polynômes , peut encore être motivée par les considérations suivantes :
La démonstration exposée n° 17, pour la multiplication d'un binôme a — b par un binôme c — d , suppose évidemment a 'fi b et c fi d. Si le contraire a lieu, ces raisonnemens n’offrent plus à l’esprit aucun sens rigoureux; et cependant, la règle des signes une fois établie , on ne songe pas à la révoquer en doute , quels que soient les rapports de grandeur de a, b, c, d.
Cela posé , le produit de a — b par c étant ac — bc , il s'ensuit
que le produit d’une expression négative a — b (a étant <^b), par une quantité positive c , est négatif.
De même, le produit de 6 par c — d étant bc — bd , il en résulte que le produit d’une quantité positive b par une expression négative c — d ( c étant <^d) , est négatif .
Enfin , le produit de a — b par c — d étant , comme on l'a vu, ac — bc — ad + bd, expression qui peut se mettre sous la forme bd — ad — bc + ac, ou d (b — a) — c ( b — a) , si l’on suppose dy>c, et i )> a ou i — a positif, il en résulte nécessairement d (b — a.)^>c (A — a), et par conséquent,... d (b — a) — c(b — a), positif. Donc le produit d’une expression négative a — b par une expression négative c — d (a étant fb et c <^d), est positif .
C’est d’ailleurs là ce qui constitue l’un des caractères distinctifs de l’Algèbre. En Arithmétique comme en Géométrie, les raisonneraens portent toujours sur des êtres réels que l’esprit peut saisir, tandis qu’en Algèbre , on raisonne et l’on opère le plus souvent sur des êtres imaginaires , ou sur des symboles présentant des opérations inexécutables; mais l’exactitude des résultats qu’on obtient par cc moyen, et auxquels on parviendrait également par des procédés plus rigoureux , mais beaucoup plus longs , justifie suffisamment la marche qu’on a suivie.
62. Comme les règles des signes , relatives aux monomes , sont d’un usage continuel en Algèbre , il est à propos d’en présenter ici l’ensemble. D’ailleurs, nous en verrons dériver de nouvelles expressions propres au langage algébrique.
Commençons par l’addition et la soustraction.
Pour ajouter + b ou — b avec une quantité exprimée par a , il faut écrire a ■+■ b ou a — -b, c'est-à-dire écrire les deux monomes l’un à la suite de l’autre, avec leurs signe * respectifs. [Voyez n° 13. )
Pour soustraire + h ou — b de a , il faut écrire a — b ou a -f b, c’est-à-dire changer le signe du nionome à soustraire, et l’écrire avec son nouveau signe à la suite de celui dont il faut soustraire. [V egez n° 14.)
Quant à la multiplication et à la division :
+ ax +£ ou — ex — b donne pour produit + ab — ax +A ou -fax — b donne pour produit — ab
+ a : + 3 on — a : — 3 donne pour quotient + j i
— a :' + 3 ou + a : — 3 donne pour quotient — l
Ces règles donnent lieu à quelques remarques importantes.
1° En Algèbre, le mot ajouter et le mot somme ne doivent pas toujours, comme en Arithmétique, entraîner avec eux l’idée d’augmentation; car le résultat, a — 3, de l’addition de — 3 avec a, est, à proprement parler, une différence entre le nombre d’unités exprimé par a et le nombre d’unités exprimé par h ; par conséquent, ce résultat est moindre que a. Pour distinguer cette espèce de somme, d’une somme arithmétique, on lui donne le nom de somme algébrique. Ainsi , un polynôme tel que 2 o3 — &a2b + 3ab2c — 2 a2c, est une somme algébrique, en tant qu’on le regarde comme le résultat de la réunion des monomes 2a3, — 3a53, +3a3’c, — 2 a2c , avec leurs signes respectifs ; et son acception propre est la différence arithmétique entre la somme des unités contenues dans les termes additifs et la somme des unités contenues dans les termes soustractifs.
Il résulte de là qu’une somme algébrique peut , dans les applications numériques , se réduire à un nombre négatif ou affecté du signe — .
2° Le mot soustraire et le mot différence n’offrent pas toujours l’idée de diminution ; car la différence entre +« et — 3, étant a + 3, surpasse le nombre a; c’est une différence algébrique , parce que le résultat peut être mis sous la forme a — ( — b).
Au moyen de ces dénominations, les valeurs négatives peuvent être regardées comme des réponses aux questions. Par exemple^ dans l’équation 31 + x = 24 , le résultat x — — 7 indique qu’il faut ajouter — 7 à 31 pour obtenir 24; et en effet , 31 + ( — 7) ; ou 31 — 7 est égal à 24.
Pareillement, dans l’équation 15+x= — - — , le résultat
*• x = — 5 indique qu’il faut ajouter — 5 aux deux âges, pour que l’âge du fils soit le quart de celui (lu père. En effet, on a
15 + ( — 5) ou 15 — 5=10,
45 + ( — 5 ) ou 45 — 5 = 40.
63. La nécessité d’employer les expressions négatives dans les calculs algébriques , et d’opérer sur elles comme sur les quantités absolues, a conduit les algébristes à deux autres propositions qui seront par la suite d’un usage très fréquent. En voici l’énoncé : Toute quantité négative, — a, est plus petite que 0; et de deux quantités négatives , la plus petite est celle dont la valeur numérique ou absolue est la plus grande.
Ainsi l’on a — a < 0 et — a — b, si a est numériquement plus grand que b.
Pour nous rendre compte de ees deux propositions, observons qu’en général , si d'un même nombre on retranche une suite de nombres de plus en plus grands, les .restes doivent être de plus en plus petits. Cela posé , prenons au hasard un nombre entier, 6 par exemple, et de ce nombre retranchons successivement, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9,....; on trouve, en écrivant les différences sur une même ligne,
ou réduisant ,
D’où l’on voit que — 1 doit être regardé comme plus petit que 0, puisque celui-ci exprime l’excès de 6 sur lui-même, tandis que — 1 exprime l’excès de 6 sur un uorabre plus grand.
Par la même raison , — 1 est plus grand que — 2 , — 3 est plus grand que — 4, quoique les valeurs numériques des premières expressions soient moindres que celles des dernières.
Autrement. Dès que, pour interpréter tous les résultats singuliers que fournit la résolution algébrique d’une question, l’on est convenu de considérer les expressions négatives comme des quantités , il faut qu’en les soumettant aux mêmes opérations que les nombres absolus, on puisse paryenir à des résultats exacts. Or, on- peut regarder comme uu axiome , que , si un nombre m est plus grand qu’un autre b, et que l’on ajoute à chacun un même nombre d, le premier résultat, a + d , est plus grand que le second, b + d.
Cela posé, en admettant les inégalités 0 — a, et
— a — (a + m), (a et m sont ici des nombres absolus), si l’on
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ajoute aui deux membres de chacune d'elles, a + m, on trouve a + m m et 7,1 ]>0, ce qui est exact. Au contraire, si l’on posait 0 < — a et — a<^ — (a + m), il en résulterait a + m <^tn et 0 , ce qui serait absurde.
En général, on doit admettre les deux propositions précédentes si l’on veut opérer sur les expressions négatives comine sur les quantités absolues. Ces propositions sont, au reste, une espèce de locution algébrique analogue à celles dont nous nous servons souvent dans notre langue. Nous disons tous les jours d’une personne, qu’elle a moins que rien, pour exprimer qu’elle doit plus quelle ne possède; et de deux personnes, qui, ayant la même fortune, doivent plus qu’elles ne possèdent, que la plus riche est celle qui doit le moins.
Discussion des problèmes du premier degré à deux ou plusieurs inconnues.
64. Lorsqu’on a résolu un problème généralement, c’est-à-dire en représentant les données par des lettres, on peut se proposer de déterminer ce que deviennent les valeurs des inconnues , pour des hypothèses particulières faites sur les données. La détermination de ces différentes valeurs , et l’interprétation des résultats singuliers auxquels on parvient, forment ce qu’on appelle la discussion du problème.
Voici une question dont la discussion offre à peu près toutes les circonstances qui se rencontrent dans les problèmes du premier degré.
Quatorzième problème. Deux courriers partent en même temps de deux points différens, A et B, d’une même ligne AR, et se dirigent dans le même sens AB. Le courrier qui part du point A fait m lieues par heure, et le courrier qui part du point B en fait n. On demande à quelles distances des points K cl B, les deux courriers se rencontreront. •
Solution. Soit R le point de rencontre; appelons x et y les distances inoonnues AR et BR, exprimées en lieues, et « la
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distance AB qui sépare les deux courriers au moment de leur départ. On a évidemment pour première équation,
Mais et 77 exprimant les nombres de lieues faits par heure ( ce sont les vitesses respectives des deux courriers ), il s’ensuit que les temps employés pour parcourir les espaces x et y sont
marqués par — et — ; d’ailleurs , cos deux temps sont égaux; ainsi , l’on a pour seconde équation du problème , — = - ,
ou bien, nx — 7/7y = 0. . . . (2).
Combinant les équations (1) et (2) entre elles, d’après les méthodes connues d’élimination , on obtient
am an
m — n ni — n
valeurs qu’il est aisé de vérifier.
Discussion. Tant que l’on supposera n , d’où m — n ]> 0 ou positif, ces valeurs seront positives, et le problème sera résolu dans le sens propre de son énoncé. En effet, si le courrier A est supposé aller plus vite que le courrier B , on conçoit qu’à chaque instant il gagne du chemin sur celui-ci ; l’intervalle qui les séparait d’abord diminue de plus eù plu», jusqu’à ce qu'enfin il s’anéantisse tout-à-fait; et alors les deux courriers doivent se trouver au même point de la ligne qu’ils parcourent.
Mais si l’on suppose m<^n, d’où m — 71 0 ou négatif, les
valeurs sont à la fois négative^ et deviennent
am ah 1 .
Pour interpréter ces résultats , observons qu’il est impossible que les deux courriers se rencontrent s’ils sont partis en même temps des points A et B, comme on l’a supposé, l’intervalle qui les séparait ne faisant qu’augmenter à chaque instant. Mais cette condition de leur départ simultané n’étant pas de nature à être exprimée algébriquement, n’entre pour rien dans les équations du problème, qui sont restées tout-à-fait indépendantes de cette
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restriction. Si donc on suppose que les courriers, parvenus en même temps, l’un au point A, l’autro au point B, se meuvent déjà depuis un temps indéfini sur la ligne et dons le sens AB, alors il est clair qu’ils auront dû sc rencontrer antérieurement en un point R' du prolongement de BA, qui est précisément celui que déterminent les valeurs de x et de y. En effet , si l’on met le problème en équation d’après la nouvelle hypothèse, ce qui revient à changer les signes de x et de y dans les deux équations, conformément au principe établi n° 59, on obtient
équations qui, résolues, donnent
am
n — tn’
Ces valeurs vérifient le nouvel énoncé, dans lequel on suppose que les courriers so sont déjà rencontrés avant d’être parvenus aux points A et B. . .
Soit maintenant ni — n, d’où m — n = 0 ; les valeurs générales
... , am - an
se réduisent a jr= — , y = — . .
Comment interpréter ces nouveaux résultats?
En remontant d’abord à l’énoncé , on voit qu’il y a impossibilité absolue d’y satisfaire, c’est-à-dire qu’il ne peut exister de point de rencontre ; car les deux courriers étant à un intervalle a l’un de l’autre, et allant également vite, doivent toujours conserver entre eux la même distance. On peut donc regarder le
résultat comme un nouveau signe d’impossibilité. En effet,
si l’on reprend les équations du problème, elles deviennent, dans les cas de m = n,
équations évidemment incompatibles.
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Cependant, les algébristes regardent les résultats — ,
y = ~, comme formant une espèce de valeur à laquelle ils donnent le nom de mleur infinie. En voici la raison :
Lorsque la différence m — n, sans être tout-à-fait nulle, est
, , . , , . , am ' an
supposée très petite, les deux résultats, , sont
très grands.
Soit, par exemple,»! — » = 0, 01, »i — 3; d’où ......
n — 3 — 0 , 01 =2,99. 11 vient
Soit encore m — n = 0,0001, »t = 3, d’où n = 2,0999; il
, . am an
en resuite = 30000a ,
vi — n m —
En un mot , tant que la différence des deux vitesses n’est pas nulle, les^ deux courriers se rencontrent; mais les distances du point de rencontre aux deux points de départ deviennent de plus en plus grandes, à mesure que cette différence diminue. Donc, si Von suppose cette différence moindre qu’aucune grandeur donnée,
les distances ■ — ■ , — — — sont plus grandes qu’aucune quantité
donnée, ou infinies. On dit alors , pour abréger : soit m — »=0,
il en résulte x = , y = ~, valeurs infinies.
Comme 0 est moindre que toute grandeur absolue, il s’ensuit que l’on peut prendre ce caractère pour désigner le dernier état d’une grandeur qui peut décroître autant que l’on veut. De même , comme un nombre fractionnaire est d’autant plus grand que son numérateur est plus grand par rapport à son dénomi- • . \
nateur , il s’ensuit qu'une expression telle que ^ ( A étant un
nombre absolu quelconque), est très propre à exprimer une quantité infinie , c’est-à-dire une quantité plus grande qu’aucune quantité assignable.
L’infini s’exprime encore par un huit couehé , os ; et par con-
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séqucnt, une quantité moindre qu’aucune grandeur donnée,
ou 0, peut aussi s’exprimer par car une fraction est d'autant plus petite, que son dénominateur est plus grand par rapport à
son numérateur. Ainsi, 0 et sont des symboles synonymes; il en est de même de g etco ..
Nous avons insisté sur ces dernières notions, parce qu’il y a des questions d’une nature telle que V infini peut être regarde comme une véritable réponse à l’énoncé. On en voit des exemples fréquens dans l 'application de l’Algèbre aux question s de Géométrie.
En résumant ce que nous venons de dire, dans le cas de i n = n, on voit qu’il n’y a pas , à proprement parler, de solution du problème, en nombres finis et déterminés ; mais on trouve des valeurs infinies pour les inconnues.
#Si, à l’hypothèse ?« = n, on ajoute celle-ci, a = 0, les deux
valeurs deviennent x — -
Quel sens doit-on attachera
ce nouveau résultat? <
Reprenons. l’énoncé, et observons que, si les deux courriers partent du même point et vont également vite » ils doivent être toujours ensemble, et par conséquent, se rencontrer en tous les points de la ligne qu’ils parcourent. Et en effet, les équations deviennent, dans lq-double hypothèse de mzzzn, o = 0,
^équations qui rçntrent Fune dans l’autre. Ainsi.la question est tout -à -fait indéterminée (n° 55), puisqu’on n’a réellement qu’une équation entre deux inconnues.
L’expression - est, donc, 'dans ce cas* le symbole d’une indétermination dans l’énoncé. ’
Si les deux courriers ne vont pas également v.ite , c'est-à-dirc que l’on ait m ou <[ n, mais qu’on suppose o==0, on trouve pour .valeurs x=:0, y=0. s . .
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En effet, les deux courriers partant du même point, et ayant dos vitesses différentes, ne peuvent évidemment se trouver ensemble qu’au point de leur départ.
Les hypothèses précédentes sont les seules qui conduisent à des résultats remarquables. Elles suffisent d’ailleurs pour faire voir aux coiumençans de quelle manière l’Algèbre répond à toutes les circonstances de l’énortcé d’un problème.
Nous généraliserons bientôt la discussion précédente; mais auparavant, nous ferons une remarque de la plus grande importance dans les applications algébriques.
65. Lorsqu'un problème a été résolu généralement, on peut, au moyen des formules ou valeurs trouvées pour les inconnues, obtenir j par de simples changement de signe, celles qui conviennent à de nouveaux problèmes généraux dont les énoncés ne diffèrent de celui du problème proposé, que par le sens de certaines quantités qui, d’additives qu’elles étaient, sont devenues soustractives, et réciproquement.
Prenons pour exemple le problème de l'ouvrier, résolu n“ 47. En supposant que l'ouvrier reçoive pour son décompte une somme c, on a les équations
j J1A __bn + c a. r — b g = c I '
d’où
an — c
Mais, si l’on suppose au contraire que, tout décompte fait, l’ouvrier, au lieu de recevoir, doive une sommée, les équa-
tions seront alors (
b y — ax — c |
ou
* ( a.r — bu = — -
by.
( on a changé les signes de la seconde équation ).
Or il est visible que, sans résoudre de nouveau ces équations, on peut obtenir sur-le-champ les valeurs de ^et de y qui leur correspondent, en changeant simplement le signe de c dans les valeurs précédentes , ce qui donné
bn — c an c
Afin de le prouver rigoureusement, désignons pour le moment — c par d : les équations deviennent alors I x
r t ax — bg = d,
ogle
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équations qui ne diffèrent de celle du premier énonce qu’en ce que c est changé en d. Ainsi, l’on trouvera nécessairement bn + d an — d
Actuellement, si l’on remplace d par sa valeur — c, il vient
bn + (—c) _an — ( — c) _ ,
ou bien , en appliquant les règles établies n° 62, bn — c un + c
On peut comprendre sous les mêmes formules , les résultats qui conviennent aux deux énoncés , en écrivant
bn dze
(Le double signe ± s’énonce plut ou maint ; les signes supérieurs correspondent au cas où l’ouvrier reçoit, et les signes inférieurs à celui où l’ouvrier doit une somme c.)
Ces formules comprennent encore le cas où, tout décompte fait , l’ouvrier et la personne qui l’emploie sont quittes 1 un envers l’autre. 11 suffit de supposer c = 0 , ce qui donne
bn an ,
, . . . i ( ax + by = c.
Soient encore les deux équations generales j fa + fy — g
provenant de la traduction algébrique d’un problème quelconque. En multipliant la première équation par /, la seconde par b, et soustrayant la seconde de la première, on a
{af bd) x =cf bg , d’où ^^ITd-
On trouverait de même
ag — cd
y ~ af— bd'
Cela posé, pour passer de ces formules,
•1° à celles qui conviennent aux équations j
ax — by = c , d.r + fy=g,
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il suffit de changer b en — b, ce qui donne .
, _ f/+fy „ _ a.9~ed .
x — „/+ bd' V af +bd’
ax — b y = c , .
2° aux formules relatives aux équations
dx—fy—g,
il suffit de changer b en — b eifen — f, ce qui donne les formules
— çf + bg — cf ag — cd
* = — of+ bd=bd - af V~~ bd — af
La démonstration est absolument la même que dans l’exemple précédent ; ainsi nous ne la répéterons pas.
ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ
66. Afin de pouvoir généraliser la discussion des problèmes du premier degré à une ou plusieurs inconnues, nous allons nous proposer d’établir des formules qui puissent représenter les valeurs des inconnues, pour un système quelconque d’équations renfermant un pareil nombre d’inconnues.
Mais auparavant , nous démontrerons un principe général , applicable aux équations de tous les degrés , et dont le principe du n° 50 n’est qu'un cas particulier.
Si l’on a deux ou plusieurs équations
entre deux ou plusieurs inednnues x , y, z, u . . . (le nombre de ces inconnues pouvant être différent de celui des équations),
1° On peut à l’une de cet équation! substituer le résultat de la combinaison , par addition ou soustraction , de deux ou plusieurs d’entre elles , pourvu que l’équation remplacée soit une de celles qui ont été combinées. -
Ainsi, à l’équation A = B, par exemple, on peut substituer l’une des équations suivantes :
A + C=B + D, ou A — C=B — D, ou A + C — E=B + D — F. . . (2).
En effet, les équations (1) existant pour un certain système
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de valeurs de x, y, z, u. . ., il est clair que chacune des cqua-1 tions (2) doit exister pour le même système. Réciproquement, tout système qui vérifie l’une des équations (2), et les équations C =D , E = F, G = H , doit nécessairement vérifier l’équation A = 15; car sil’o'n considère les équations C=D, E =-F, G=H.
en même temps que l’équation. A + C — E = B+D — F,
par exemple, on trouve, en retranchant de celle-ci l’équation C = D, membre à membre, et ajoutant au résultat l’équation E = F, aussi membre à membre, on trouve, dis-je, A + G — E ' — C + E = B + D — F — D + F, ou réduisant. . . A = B.
2" On peut même, avant de combiner les équations (1) par addition et soustraction , multiplier d'abord les deux membres d’une ou de plusieurs des équations { 1 ) par un nombre connu.
Car si l’on a A=B, C=D, E = F, on a également
mk—mYb, nC= nD , pE =^F, et réciproquement ; ce qui veut dire qu’au système des équations A = B, C=D, E=F, on peut substituer celui-ci : m A = »iB, nC=wD, y>E=/)F ; et alors rien n’empêche d’opérer ensuite sur ces dernières équations par addition et soustraction.
67. Venons maintenant à notre objet. D’abord, toute équation du premier degré à une seule inconnue peut , au moyen des transformations usitées, être ramenée à la forme
• ax = h;
a désignant la somme algébrique des quantités qui multiplient l’inconnue, et b la somme algébrique des termes tout connus.
Cette équation donne x = - ;
et il est bien évident qu’auciune quantité différente de celle qui est exprimée par - , ne peut vérifier l’équation proposée.
Observons , en second lieu , que toute équation du premier degré à deux inconnues peut être représentée par
ax + by =c , ,
(a, b , c, étant des quantités entières de signes quelconques).
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En effet, si l’équation proposée renferme des dénominateurs, on les fait d’abord disparaître (n° 44) ; réunissant ensuite tous les termes affectés de x et tous les termes affectés de y dans le premier membre, puis faisant passer tous les termes connus dans le second membre , on peut désigner la somme algébrique des premiers par ax , la somme algébrique des seconds par by, et la somme algébrique des derniers par c.
Soient donc proposées les deux équations
ax + by =c, (1)
On obtient, en multipliant la lr° par b', la seconde pari, et retranchant le second résultat du premier,
(ai' — ba') x = cb' — bc' ; (3)
d’où
cb' — bc X ah' — ba’
Observons ici qu’en vertu du principe n° 66, les équations (1) et (2) peuvent être remplacées par les équations (!) et (3). Or, cette dernière donne pour x une valeur unique qui , substituée dans l’équation (1), ne peut donner qu’une seule valeur pour y. Donc, les équations proposées ne sauraient admettre qu’un seul système de valeurs pour les deux inconnues.
La valeur de y peut d’ailleurs s’obtenir directement par l’élimination de x. 11 suffit pour cela de multiplier la 1" équation par a', la 2e par appuis de retrancher le premier résultat du second ( afin de conserver pour y le même dénominateur que pour x). 11 vient (ai' — ba/) y = ac — ca1 ;
d’où
ac' — ca' ^ ai'-^ia'’
Passons maintenant $u cas .de trois équations à trois inconnues.
Soient les équations • •
« ax -{- by + cz — dt (1)
disccssîon générale
Pour éliminer z, multiplions la 1"' équation par c', la 2e pare, et retranchons le second résultat du premier ; il vient
[ac' — ca') x + [bc' — cb') y = de' — cd' . _ (4)
Combinant de même la seconde équation avec la troisième,
on trouve
et l’on doit déjà observer (n"G6) que les équations .fl), (2), (3), peuvent être remplacées par les éqnations (1), (4), (5).
Actuellement , pour éliminer y, il faut multiplier l’équation (4) par b'c" — c'b", l’équation (S) par bc ’ — ch' , puis retrancher le â1- résultat du 1er, ce qui donne
— ca') [ b'c " - — c'b") ■ — [a'c" — c'a") [bc — cb’) j x = [de1 — cd’) [b'c" - — c'b") — [d'e" — cd") [bc — cb') ,
ou, effectuant les calculs, réduisant et divisant parc',
[ ab'c " — a c'b" q- ca'b" — ba'c" + bc'a" — cb'a") x = db'c" — de1 b" -p cd'b" — bd' c" + be'd" — cb'd" , (6)
équation qui donne pour x la valeur unique
db'c " — de b" q- cd’b" — bd'c" + bc d" — cb'd" ab'c" — a c'b" q- ca'b" — ba'c" q- bc'a" — cb'a" D’ailleurs, comme les équations(l), (4), (5), et par conséquent les équations proposées, peuvent être remplacées par les équations (1), (4), (6), si l’on reporte la valeur unique de x dans l’équation (4), on obtiendra une valeur unique pour y; et si l’on substitue le système unique des valeurs de a- et de y dans l’équation (1) , on obtiendra une valeur unique pour z. On voit donc que les équations proposées admettent un seul système de valeurs pour x, y, z.
Les valeurs de y et de r peuvent au reste s’obtenir directement en effectuant, pour éliminer .r et z, ensuite x et y, des calculs analogues à ceux qu’on a effectués pour éliminer y et z.
On trouverait ainsi
. ad'c" — a c'd" -j- cg'd" — da'c" + de à" — cd’a"
^ ab’c" — a c'b" q- ca'b" — ba'c" + bc'a" — .cb'a" ’
ab'd" — ad'b" 4- da'b" — ba'd "■ + bdba" — db'a "
s ab c" — - ac'b" q- ca'b" — ba'c" q- bc'a" -r— cb'a"
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On voit assez la marche qu’il faudrait suivre, si l’on avait quatre équations et quatre inconnues , etc.
68. L'emploi des accens, dans les notations des coefficiens, a donné lieu à l’observation d’une loi d’après laquelle on peut facilement retrouver les formules précédentes, sans être obligé d’effectuer l’élimination.
Considérons d’abord le cas de deux équations à deux inconnues. On a trouvé, pour les valeurs ,
cb' — bc ae' — ca!
ab' — ba” ^ ab’ — ba1’
1° Pour obtenir le dénominateur commun h ces deux valeurs, formez avec les lettres a et b , qui désignent les coefficiens de x et de y dans la. première équation , les deux permutations ab et ba puis interposez le signe — , ce qui donne ab — ba ; enfin, accentuez dans chaque terme la dernière lettre ; il vien t
ab1 — ba'.
2° Pour obtenir le numérateur relatif a chaque inconnue , remplacez , dans le dénominateur, la lettre qui désigne le coefficient de cette inconnue , par la lettre qui désigne la quantité toute connue, en laissant toutefois les accens h la même place. D’après cela, ab' — ba' se change en cb' — bc', pour la valeur de x, et en ac' — ca' pour la valeur de y.
Considérons actuellement le cas de 3 équations à â inconnues, a, b, c, désignant les coefficiens de x, y, z, et d la quantité toute connue. 1° Pour avoir le dénominateur commun , prenez le dénominateur ab — ba , qui convient au cas de deux inconnues ( abstraction faite des accens) ; introduisez la lettre c dans chacun des deux termes ab cf.ba à toutes les places , savoir, à droite , au milieu , et à gauche ; puis interposez des signes alternativement positifs et négatifs; il en résulte abc— acb + eab — bac + bêa — cba. Mettez ensuite , dans chaque terme, l’accent ' sur la deuxième lettre, et l’accent " sur la troisième lettre ; il vient, pour le dénominateur, , •
ali c" — ac’b" + ca’b" -r- bac" + bc a" — 1 cb'a" .
3° Pour former le numérateur de chaque inconnue, remplacez
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dans le dénominateur, la lettre qui désigne le coefficient de cette inconnue par la lettre qui désigne la quantité toute connue , en laissant les uccens à la même place. Ainsi, pour x, changez a en d ; pour y, b en d , ef pour z , C en d.
Cette loi, qui' peut être regardée comme un résultat d’observation pour deux ou trois équations, est susceptible de s’étendre à un nombre quelconque d’équations ; mai» la démonstration en est très compliquée, et sort tout-à-ïait des élémens. Nous renvoyons, pour cet objet, à la seconde partie de V Algèbre de Garnier, et à un ouvrage intitulé : Complément de la théorie des équations du premier degré, par M. Desnanot.
69. Voyons l’usage qu’on pput faine de ces formules , dans les applications particulières.
Soient les deux équatiôns — ly =3-4 , — Î3y = — 6.
En les comparant aux équation» générales ,
ax + b y =.<?, a x + b' y == c ,
on a a — o, b= — 7% c = 3-1 | a =3, b ' = 13, c =— »-6.
cb' — bc ac ' — ca'
Substituons dans les formules x s= a/)l_/iah V — 'ff
à la place de a, b, c, a', V ,c' , ces valeurs; il vient
* Sx -r 6 — 34 x3 -30-^102 * — ' 132' Q
2° y — 5 x _ 13 — ( - 7 ) pTj™ — 05 + 2-1 — 44
et .je dis que 1 1^ y = 3, 'sont les valeufs propres a satisfaire
aiîx deux équations proposées. *“ .
• Nous •pourrions d’abord nous en assurer bn les substituant 3âns. aev équations. Mais, pfui que la démonstration soit indépendante île tout exemple particulier, remarquons que, pour passer des formules relatives aux équations ax +'4ÿ = c et ax + b'y — c'f à celles quiéonviennént aux équations ax— by=c et a'x — bty = — é, il suffit (il® 63) de changer / en — b, b' en
ogle
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— (y , et c en — e , ce qui donne x — -, r, t~ ,
1 ax — b — ( — b)xa'
y= aX ,.C . C,Xa -, ; et, pour déduire de ces nouvelles y ax — b' — ( — b) X a ’ ’ 1 .
formules générales, les valeurs qui conviennent aux équations
particulières, il faut faire a = 8, b=, 7, c = 84, a = 3,
Donc enfin , pour obtenir les valeurs relatives aux équations proposées, il suffit de faire, dans les formules générales obtenues précédemment, a= 5, bx= — 7,c=±=84 | a'=3, //= — 13, c' = — 6, puis d’effectuer les calculs d’après les règles établies, pour les. quantités monomes. / .
La règle consiste, en général, ix substituer a la place des coejjlciens a, b, a', b'. . leurs valeurs considérées avec les signes dqnt elles sont affectées dans les èquett ions particulières , et à effectuer toutes les opérations indiquées ^ d’après les préceptes établis.
Ces applications justifient de nouveau la nécessité d’étendre aux quantités monomes les règles 'des signes établies pour les polynômes, puisque c’est le moyen de rendye les formules générales du premier tlegrév applioables à tout exemple partioulier. Passons à ‘la discussion de ces formules.
, 70* Il résulte dç leur inspection que , dans les applications particulières , on peut obtenir» quatre espèces de valeurs pour réponses à des problèmes' du premier degré, savoir : des yaleurs
positives, des valeurs négatives, des valeurs de la forme ~ . enfin ,
. t * ty P
des valeurs de lu for'tne Lé problème des courriers a donné
lieu à ces quatre résultats que nous nous proposons maintenant
d’interpréter d’uqe ntenièrè générale.
D’abord, les valeurs positives sont ordinairement des réponses aux questions , dans le sens de leur énoncé. Cependant nous observerons que, pour certains problitoies, toute* les valeurs positives ne satisfont pas à l’énoncé. Si, par exemple , la nature du problème exige que les nombres cherchés soient entiers , et qu’on trouve. des nombres fractionnaires , le problème ne peut être- résolu. Quelquefois encore^ la. nature du problème ne per-
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inet pas que les nombres inconnus surpassent des nombres connus et donnés à priori, ou soient au-dessous d’autres nombres. Si les valeurs obtenues, quoique positives, ire satisfont pas à cette condition que comporte l’énoncé, mais qui ne peut s’exprimer par une équation,- le problème ne peut encore être résolu. Ainsi, le» valeur» positives des inconnues- sont , à proprement parler, des réponses directes aux équations ; et elles ne sont des solutions de la question qu' autant que leur nature se concilie avec celle qu’exige l’énoncé. Pour concevoir comment un nombre peut vérifier une équatioH sans vérifier le problème dont elle est la traduction algébrique , il suffit de remarquer qu’une même équation est la traduction algébrique d’une infinité de problèmes , dont les uns admettent tous les nombres absolus possibles pour solution , et les autres m’admettent que des nombres d’une certaine nature.
71. Nous savons 'déjà à quoi nous en tenir sur les valeurs négatives, pour les problèmes à me seule inconnue. Afin de ne rien laisser à désirer, nous allons démontrer le principe du n° S9 pour un problème à plusieurs inconnues.
Il est évident d’abord que, si l’on obtient des valeurs négatives pour quelques-unes des inconnues, les équations du problème no peuvent être satisfaites dans le sens où elles ont été établies; car si un système de nombres absolus , mis pour x, y, z. . ., pouvait les vérifier, les équations qui en ont été déduites par la méthode d’élimination devraient elles - mêmes exister pour ce système. Ainsi l’équation qui ne renferme plus qu’une des inconnues pour lesquelles on a obtenu un résultat négatif, devrait être vérifiée par un nombre absolu, ce qui serait contre l’hypothèse. Il faut donc rectifier l’énoncé du problème , ou du moins les équations qui ■en sont la traduction algébrique .
Actuellement, si, dans les équations , on change les signes des inconnues pour lesquelles on a obtenu des résultats négatifs, les -termes affectés de ces inconnues changeront nécessairement de signe, et l’énoncé du problème sera généralement modifié, en ce que certaines quantités , d'additives qu’elles étaient, deviendront soustractives, et réciproquement.
Je dis enfin que , ces modifications une fois faites , le nouvel énoncé est vérifié par les valeurs obtenues d’abord pour les incon-
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nues, abstraction faite de leurs signes. Prenons , pour fixer les idées, trois équations à trois inconnues,
ax + b y + cz — d, a'x + b'y-b c'z == d', a"x + b" y + c"z = d",
et supposons que ces équations aient donné x=p,y= — q, z = — r ; changeons dans ces équations, y et z £n — y et — x, ou bien en y’ et 2' ( en désignant , pour le moment , — y et — 2 par y' et z'). Il vient
ax -f b y' 'b cz'== d, a x -b b' if c'z'-=. d', a" x -f- b" y' + c"r'= d".
Or, ces équations ne différant des précédentes, qu’en ce que y et 2 sont remplacés par y' et z', donneront nécessairement pour résultats : x =p , y'— — q , r'= — r; d’où , remettant — y et — z à la place de y' et de 2'..., 2=2 p , — y = — q., — 2=— r, ou bien enfin,- x‘=p, y — q, 2= r; ce qu’il fallait démontrer.
Ainsi le principe du n° 59 est vrai pour les problèmes du premier degré à plusieurs inconnues. .
Nous terminerons par cette observation , que quelquefois l’énoncé d'un problème n’e&t, par sa’nature, susceptible d’aucune modifioatio’n ; dans ce cas , les valeurs négatives ne sont que des solutions des équations modifiées qui peuvent d’ailleurs être regardées comme la traduction algébrique, d’autres problèmes susceptibles de modification.
72. 11 nous reste maintenant à interpréter des expressions telles
AO
quc 0 ’ 0’
Soit d’abord l’équation a une inconnue, ax = b, d’où 2= - .
* l Jf
l°Si, pour une hypothèse particulière faite sur les données.
de la question, on a a = 0, il en résulte 2 =
Or l’équation devient, dans ce même cas, 0 X x = b, et ne peut évidemment être satisfaite par aucun nombre déterminé. Remarquons cependant que, l’équation pouvant aussi se mettre sous la
forme -=0,si l’on remplace x par des nombres de plus en plus-
grands , - différera do moins en moins de 0, et l’équation appro-
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chera de plus en plus d’être exacte 5 en sorte qu’on peut prendre pour x une valeur assez grande pour que - soit moindre qu’aucune quantité assignable.
G’est pour cette raison que les algébristes ont coutume de dire que l’infini satisfait, dans ce cas , à l’équation; et il y a des questions pour lesquelles ces sortes de résultats forment une véritable solution ; mais du moins , il est certain que l’équation ne peut admettre de solution én nombre fini, et c’est tout ce qu’on veut prouver.
2° Si l’on a en même temps, a = 0, 4 = 0, la valeur de x prend
la forme *=2.
Or, l’équation devient, dans ce cas, 0 x x = 0, et tout nombre fini, positif ou négatif, peut satisfaire à cette équation.
Ainsi l’équation { ou le problème dont elle est la traduction algébrique) est indéterminée.
78. C’est ici le lieu de faire une remarque importante sur l’expression g . qui, quelquefois, est le symbole de l’existence d’un
facteur commun aùx deux termes de la fraction , lequel facteur devient’ nul -par l’effet d’une hypothèse particulière.
Supposons, par exémple, qu’on ait trouvé pour résultat delà
* • • ai £3
solution d’un problème, .... a; = -.
Si l’ou'fait, dans cette formule, a= b, il en résulte x== g.
Mais remarquons que a\—P pèut (n°31)so mettre sous, la forme (a — b) (a* + ab + b*) , et que a'-r-b'1 est égal à (a — b) (a -f -4); ainsi , la valeur de x revient à
(a — b) [a7 + ab + b7)
Or, si , avant de faire l’hypothèse a = b, on commence par
supprimer le facteur commun o — b, la valeur de x devient
a3 + ab + 4’ . . .... Sa3
■r= a+"4 » expression qui se réduit a x = ou
•r=-jp dans l’hypothèse de a = 4.
Ji
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Soit, pour second exemple, l’expression
En faisant a=b , on trouve pour valeur de x, x , à cause de l’existence du facteur commun a — b; mais si l’.on- supprime d’abord ce facteur, il vient x = expression* qui se réduit
à x = — lorsque l’on fait a — à.
Concluons de là que le symbole - est quelquefois, en Algèbre,
l’indice de l’existence d’un facteur commun entre les deux termes de la fraction qui se réduit à cette forme. Ainsi, avant de rien prononcer sur la vraie valeur de la fraction , il faut s’assurer si ses deux termes ne renferment pas un facteur commun. Dès qu’il n’en existe pas, on conclut que l’équation est réellement indéterminée. S’il en existe un , on le supprime , puis on fait de nouveau l’hypothèse particulière , ce qui donne la vraie valeur de la fraction , qui peut encore se présenter sous trois formes, A a 0
g (A pouvant être 0),-^, auquel cas, l’équation est déterminée , impossible en nombre fini , ou indéterminée.
Cette observation est très utile dAns la discussion des problèmes. ' v •
Revenons à notre sujet, et considérons maintenant les
, , . . . . ( ax + bu = c,
deux équations a deux inconnues < , . , , ,
On a trouvé (n° 67), pour les valeurs de x et de y,
. cb' — bc ac' — ca'
ab' — ha ’
ab' — ba”
Supposons que l’on ait ab' — ba'= 0, les numérateurs cb' — bc , ac — ca, étant d’ailleurs différais de 0 ; les valeurs se réduisent à
'“ô-’ y=BSô"
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Pour interpréter ccs résultats, remarquons que, dé l’équation
• ni)
ab' — bd = 0 , on tire d === d’où , substituant cette valeur
dans l’équation a'x + i'y = e', -y ■r + i'y=c',
ou, chassant le dénominateur .et divisant par b',
ajc + by — — ,
équation dont le premier membre est identique avçe celui de la,
première _ • ■
ax-\-by-=xc,
tandis que le second membre est essentiellement different ; car
de l’inégalité cb' ^ bc , on déduit c.^ y.
On voit donc que les deux équations proposées ne peuvent être satisfaites simultanément par aucun système de Valeurs finies de x et de y.
Si l’on a en même temps, ab' — ba'= 0, cb ' — bc— 0, la valeur de x se réduit à x — valeur qu’il faut interpréter.
Les deux équations proposées peuvent, en vertu de la relation
(ax + b y = c ,
, ic' ax + by = -y,
équations qui rentrent nécessairement l’une dans l’autre ; car de
- • ■ bc'
la relation cb' — Ac' = 0, on déduit c= —,
Ainsi, pour résoudre le problème, on n’a réellement qu’une seule équation entre deux inconnues. Donc-, la question est indéterminée.
• t t bQ?
Comme la relation ab' — bd— 0, donne b' = — , d’où, sub-
slituant dans la relation cb' — bc' = 0, bc = 0 , ou rédui-
sant, ca — ac = 0, on peut conclure que, si la valeur de x est de la forme jj , la valeur de y est généralement de même forme , et réciproquement.
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75, Cette proposition cesse d’être vraie dans un seul cas particulier : c’est celui où les coefliciens d'une même inconnue sont nuis à la fois dans les deux équations. Examinons cette circon-. stance qui mérite quelque attention.
Supposons, par exemple, 4 = 0, 4'=0 ; auquel cas les valeurs de a: et de y se réduisent à '
et
Si nous remontons aux équations, elles deviennent', dans l’hypalhèse que nous considérons,
OLX *"— * Cl C C
. , , t d'où l’on déduit - et x = —
Or, on a nécessairement de deux choses l'une :
Ou bien - ^ — ; alors les équations sont incompatibles , et
la valpur de y est dç la forme ou infinie, tandis que x est de la forme jj.
Ou bien ; alors les deux équations s’accordent entre
elles. De plus,- comme la relation — =s — donne ad — ca' = 0 ^ il
s’ensuit que la valeur de ÿ prend la forme ^ comme celle de x ; mais il y a cette différence essentielle , que y est réellement
indéterminé , tandis que x a une valeur déterminée
Au surplus, dans l’hypothèse qui nous occupe, savoir : 4 = 0, 4' = 0, ac' — ca! = 0 , il est facile de faire ressortir l’existence d’un facteur commun qui rend nuis à la fois les deux termes do la valeur générale de x.
Soit posé, poilr cela, m=s~=~, et
il en résulte a' = ma, c' = me, et 4' = nb,
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d’où, substituant ccs valeurs do a', c , b', dans la valeur générale
cbn — cbm cb (n — m)
abn—bam ab [n — m)
expression qui, après la suppression des deux facteurs communs
b et n — m, se réduit ài = -.
Quant à la valeur générale par les mêmes substitutions ,
de
(i ac ' — ca'\ .
y = ^=^J’elledeV,ent’ .
• acm — catn ac(m — m) c(m — m)
^ abn — bail i ab[n — m) b(n — 7«)’
expression qui, à cause de b— 0 et m — m =0, se réduit toujours
àjj; et nous tfvons vu qu’en effet, y doit rester indéterminé.'
Les conséquences seraient analogues , si fon avait à la fois a=0,a =().■* .
Le cas particulier où les coefficiens des deux inconnues dans la même équation , sont nuis à la fois, n’infirme pas la proposition établie n* 7-4.
„ ■ . cb' —•ca
On trouve 1° pour «= 0, 6 = 0 y...x = ; , g— ,
2q pour a’ = 0, 6' = 0,... y = ~.
Ce sont là les seules circonstances dignes de remarque.
76. Nous venons de voir qua, pour deux équations à deux inconnues , à l’exceptipn d’un seul câs particulier , si l’une des
inconnues a une valeur de la forme ou jj , l’autre a nécessairement une valeur de la même forme ; de plus , que , dans
l’hypothèse où les valeurs sont toutes deux de la -forme ^ , les
équations sont incompatibles , et que , si elles sont de la forme jj, les équations sont indéterminées.
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On ne peut plus tirer les mêmes conse'quenees dès qne l’on a plus de deux équations. Ainsi, par exemple, quand il s’agit de trois équations , si l’on suppose nul le dénominateur commun aux valeurs des trois inconnues , il pourra arriver , suivant les circonstances , ou bien , que les numérateurs soient tous trois diffèrent de 0 ; ou bien , qu’ils soient tous trois égaux à 0, ou bien enfin , que l’un des deux étant égal à 0, les deux autres soient diffèrent de 0, ou réciproquement.
Cela s’explique assez bien par l’observation que, pour deux équations , le dénominateur ab' — ba' étant composé de deux ternies seulement , ne peut être nul que de trois manières principales, savoir: lorsque l’on a
2° a = 0, a' — 0, ou bien , b = 0, b' = 0,
3° a = 0,. b =0, ou bien , a' — 0, A'=0;
tandis que , pour trois équations , le dénominateur D étant ab'c" — ae'b" + ca'b" — la' c" + bc'a" • — ch! a", peut être mis sous differentes formes , telles que
a (AV' — c'b") + a' {ch" — bc") + a" {bc — ch') , b [c'a" — fl c*) + b' ( ac " — en") + b" { ca ' — ac') , c {a' b" — b' a") + c' {ba" — ab") + c" ( ab ' — ba') ;
et celte expression peut être supposée nulle d’un très grand nombre de manières , sans que les numérateurs reçoivent des valeurs dépendantes les unes des autres.
Par exemple, en supposant qu’aucune des quantités a , b , c , a!, b', c', a", b", c", d, d', d", ne soit nulle, admettons que l’on ait les relations
b'c" — c'b" == 0, cb" — bc" = 0, d’où l’on déduit bc' — cb' = 0 ;
le dénominateur D serait 0 , et comme le numérateur de la valeur de x se déduit de D (n° 68) en changeant a, a', a", en d , d', d", il est clair que ce numérateur serait aussi égal à 0; mais rien ne prouve que les numérateurs qui correspondept à y et à r deviennent nuis dans la même circonstance, puisque
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les quantités b'c" — c'b", ci" — bc", et bc — cb', n’entrent pas dans leurs expressions.
Toutefois, dès qu’on obtient pour la valeur de l’une des
inconnues une expression de la forme g-, on peut conclure,
sans accuse restriction , que les équations sont incompatibles en nombres finis , au moins pour cette inconniie. En effet, comme il résulte de ce qui a été dit n° 67, que l’une des équations proposées peut être remplacée par l’équation qui ne renferme plus que l'inconnue pour laquelle ‘on a trouvé un résultat de la A
forme il n’y a que ce résultat qui, combiné avec certaines
valeurs des autres inconnues , puisse vérifier les trois équations proposées.
Mais de ce qu’on obtient pour l’une des inconnues un résultat
de la forme ~ , on ne peut pas conclure que les équations sont
indéterminées ; car, ainsi que nous l’avons déjà fait observer,
les autres inconnues peuvent avoir des valeurs de la forme -. Il y a plus , c’est qu’il est possible que les trois valeurs soient
de la forme ^ , sans que, pour cela , l’on soit en droit de conclure
que les équations sont indéterminées ; elles peuvent même, dans ce cas , être incompatibles.
Prenons , pour exemple , les trois équations
ax + by + cz = d
ax + b'y + ci — d'
max' + mb'ij 4- me z =j md',
dont la dernière résulte de la multiplication des deux membres
de la seconde par le facteur m , ce qui revient à supposer dans les équations générales ,.
d'où l’on déduit
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Or si l’on désigne par D le dénominateur commun aux trois valeurs de x, y, z, et par N, N', N", leurs numérateurs respectifs , valeurs dont la loi de formation a été établie n° 68, on trouve , en vertu des relations .ci-dessus,
Ainsi , les valeurs de x , y, z) se réduisent toutes les trois à la
même forme
Dans le cas que nqus considérons, on peut , jusqu’à un certain point , regarder comme un symbole A’ indétermination , car la
troisième équation est une conséquence nécessaire do la seconde; ainsi , l’on n’a que deux équations réellement distinctes entre trois inconnues. Cependant remarquons que les résultats obtenus ci-dessus auraient encore lien , lors même que la seconde équation serait incompatible ‘ avec la première , si l’on avait , par exemple, pour cette seconde équation
pa.x+pb,y+pc z = qd (p étant ou y).
On voit donc que les trois résultats jj peuvent quelquefois correspondre à une incompatibilité entre les équations.
L'absurdité peut encore se manifester par trois valeurs de la
forme jj , bien qu’aucune des trois équations ne puisse être
considérée comme rentrant dans l’une des deux autres : c’est ce qui arriverait pour les trois équations suivantes :
ax-{-ly-{-cz = d , ax-p by-\-cz = d', ■ ax-\-by + cz = d".
En considérant ce systèmè , on reconnaît facilement qu’il ne peut exister en nombres finis, à moins que l’on n’ait d=d'=d" . 11 est vrai que, du moment où cette dernière relation existe, le système des équations devient indéterminé , puisqu’il se réduit à une seule équation entre trois inconnues. Mais il n’en est pas
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moins certain que , dans leur état actuel , les équations sont incompatibles, quoique les trois valeurs soient de la forme ainsi
qu’on peut s’en assurer en remontant auk.valeurs deD, N, N', N", établies ci-dessus.
Prenons pour nouvel exemple , les équationsax + by + ci =s d a'x -f by •+- ci =c d' a"x •+ by + cz = d"
que l’on déduit des équations générales en supposant b = b' = b", et c = ç' =; c" j on trouve pour les valeurs de D, N, N', N",
D = a (bc — çb) -j- a ( cb — bc) + a" ( bc — cb) = 0 ,
N = d (bc — cb) -f- d' [cb — bc) -f- d" [/te — cb) = 0,
N' = c [ad' — ad" + da" — da1 + ad" — d'a"),
’H" = b [ad" — ad’ + d'a" — a'd" ■+• da' — da") .
Les deux expressions de N', N", doivent être généralement différentes de o; ainsi, dans le cas qui nous occupe , la valeur de x
est de la forme^, tandis que celles de y et de r sont de la
forme
Pour interpréter ces résultats , observons que les équations ne
peuvent exister simultanément , à moins qfte l’on n’ait ‘
d — ax = d' — a'x , d ' — ax =■ d" — a"x ;
d'où 1 on tire x=—, , et x = — .
Ici , comme dans le n° 78 , il peut se présenter doux cas : ou bien , les deux valeurs de x ne s’accordent pas , c’est-à-dire que l’on a ’
ou , réduisant les fractions au même dénominateur et supprimant les deux termes + ad, — ad , qui se détruisent, .
d'a" — a"d — ad' — a'd" + da' + ad" ^ 0 ;
(il est inutile de tenir compte du dénominateur commun }.
lis
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Or le premier membre de cette inégalité n’est antre chose que la quantité entre parenthèses des valeurs de N' et N" ( au signe près toutefois pour N'). Donc les valeurs de y et de r se
présentent sous la forme infinie , ou , quoique celle de x soit
de la forme
Ou bien , les deux valeurs de x s’accordent entre elles , ce qui
entraîne la relation -y. — — = U, ou
d'à" — a"d — ad1 — ad" + du’ -f- ad" — 0
et alors les deux valeurs de y et de r se réduisent à ? , comme celle de x. Mais tandis que la valeur de x èst déterminée et égale
à —, ou — - celles de y et de z sont indéterminées, puis-
que l’on n’a plus entre ces deux inconnues que l’équation unique
by + ci = d — ax :
da' ■ — ad'
Ce cas particulier est analogue à celui du n° 73 pour deux équations à deux inconnues.
Les exemples précédeus suffisent pour convaincre que , si le symbole dénote toujours un système d’équations auxquelles il y a impossibilité de satisfaire , du moins en nombres finis , le symbole ^ est tantôt un caractère d'indétermination, tantôt un
caractère d'absurdité. Quelquefois aussi ( n° 78) il annonce la présence d’un facteur commun ; et ce qu’on a de mieux à faire pour interpréter de pareils résultats , c’est de remonter à l’équation ou aux équations qui y ont conduit.
11. Lorsqu’on opère directement sur des équations particulières , on parvient à d’autres caractères d’absurdité ou d’indétermination.
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Premier exemple. Soient les trois équations
lx + y + Ci =• 37,
dont la dernière résulte de l’addition des deux premières, membre à membre. En calculant D, N , N', N", d’après les formules générales, et conformément aux principes du n° 69, on trouve, successivement D = 0, N = 0, N' == 0, N" = 0 ; ainsi les va-
leurs de x, y, z, sont toutes trois de la forme ; mais opérons
directement sur ces équations.
Si l’on élimine 'z entre la première et la seconde équation , puis entre la première et la troisième, d’après les méthodes connues , on parvient aux deux équations
d’où, retranchant de nouveau ces deux équations l’une de l’autre,
égalité qui n’apprend rien ni pour x ni pour y.
En remontant à l’une des deux équations précédentes, qui, toute simplification faite , devient
on pourra donner à x toutes les valéurs imaginables , ce qui donnera' pour y des valeurs correspondantes tirées de cette dernière équation. Reportant ces valeurs de x et de y dans l’une des trois équations proposées , on obtiendra autant de valeurs correspondantes pour z.
Soit fait , par exemple , x — 1, 2, 3, 4....,
il en résulte * y — 6, 8, 4, 3
d’où , substituant dans la première équation du système donné ,
et tous ccs systèmes , en nombre infini , vérifient les trois équations proposées.
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Le symbole jj obtenu , dans cet exemple , pour les trois incon
nues , correspond donc ici à une indétermination , comme l’égalité 0 = 0, à laquelle on est parvenu en opérant directement sur les équations.
Second exemple. Soient les équations
1 v. Sx — 2y + 7z «= 21 v
Pour former la troisième , on a retranché la première de la seconde; mais on a écrit, pour le second membre, une quantité plus grande que la différence entre les seconds membres des deux premières équations. Le système est donc absurdè ; aussi en calculant les valeurs de D, N, N', N", au moyen des formules générales, on obtiendrait successivement
D = 0, N = 138, N' =5= — 133, N" = — 133, ce qui donnerai! pour les trois inconnues des valeurs de la forme g' • . ' i
Mais en éliminant directement z entre la première et la seconde équation , puis entre la première et la troisième , on parvient aux équations
19x + 19y = 133, et lffr-i- 19y = 108, d’où, retranchant de nouveau ces équations l’une de l’autre ,
égalité absurde qui fait ressortir l’incompatibilité des équations proposées. -, > .
Troisième exemple. Soient les deux systèmes
Sx + 6y + 4* = 13 ) ( 3x + 6y +■ Az = 1 9 j ^
que l’on peut considérer comme un cas particulier du dèrnier exemple général discuté n° 76 ; car en divisant les deux mem-
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bres de la première équation de chaque systè,me par 8, elles deux membres de la troisième équation par 2 , on obtient les nouvelles équations
2a- + 3y + 2* = 7 et 2z + 3y + 2z = 7
jx + 3y +• 2z = — -x + 3y + 2z = — .
11 y a toutefois entre les deux systèmes cette différence que ,
pour le premier, la relation — = — du n 76 est saùs-
faite, et qu’ellè ne l’est pas pour le second système.
Cela posé , l’élimination de * entre la première et la seconde équation , puis entre la seconde et la troisième du système (1), donne les deux résultats identiques x = 1 , r = l. Substituant cette valeur dans les trois équations du système (1), on parvient, toute réduction faite, aux équations
3y + 2z—5, 3y + 2 z=3, 3y + 2z = 8, qui, par l’élimination de y ou de z, donnent lieu à l’égalité . . - . 0= 0.
Ce résultat correspond aux valeurs de la forme trouvées
pour les trois inconnues, au moyen des formules générales.
Il faut so rappeler toutefois (n“ 76) que le symbole ^ obtenu
pour x avait une valeur déterminée , qui est ici x s 1 , et que le même symbole obtenu pour y et 'z indiquait une indétermination, ■ ■ . r
En répétant lès mêmes calculs , par rapport au système (2), on obtient ,
j — 1, et x - 8.
La valeur x = 1 portée dans la première ou la seconde équation du système {2), donne
DES ÉQUATIONS DD PREMIER DEGRÉ
et la valeur x è= — B portée dans la seconde ou la troisième équation du même système , donne
d’où , retranchant ces deux nouvelles équations l’une de l’autre,
égalité absurde qui correspond à la valeur jj trouvée pour x , et
aux valeurs de la forme — obtenues pour y et pour z.
Les résultats 0 = 0, 0 = A auxquels on parvient quelquefois en traitant directement des équations particulières , ont donc fa . ' OA
même signification que les symboles g , — que- l’on obtient en appliquant les formules générales à des exemples particuliers.
78. Nous terminerons la discussion des équations du premier degré par l’examen d’un cas- particulier. C’est Celui où, dans les équations générales , on suppose nulles à la fois toutes les quantités connues qui sont dans le second membre. Dans ce cas, il suit évidemment de la loi de formation des numérateurs pour les valeurs générales des inconnues (n° 68) , que ces numérateurs s’anéantissent tous en même temps, c’est-à-dire que l’on a A = 0, B = 0 . ... Comme d’ailleurs il n’existe aucune relation particulière entre les coefficiens a, b, c, a', b’, c , des inconnues , D, qui résulte d’une certaine combinaison de ces .coefficiens , est généralement différent de 8. Ainsi l’on a , pour valeur des inconnues , jr = 0, y = 0, z==0... Ces valeurs vérifient évidemment les équations proposées.
Si cependant, outre l’hypothèse que les quantités connues du second membre soient nulles à la fois , on a encore entre les coefficiens des inconnues , la relation D = 0 , les valeurs géné-
rales se réduisent à la forme x
Or je dis que, dans ce eas, les équations sont indéterminées , mais que les rapports des inconnues sont des nombres déterminés, qu’on peut obtenir à l’aide des équations proposées.
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Soient on effet les trois équations
ax+by+cz = 0,- aæ + b' y + c'z = 0, a"x + b"y + c" z == 0 , clans lesquelles on suppose (n° 67) que l’on ait D , ou ab’c" — ac'b" + ca'b" — bac" + bc'a eb'a" = 0. Elles peuvent être mises sous la forme
Or on tire des deux premières, en traitant -et - comme deux
inconnues , «
bc' — cb' y
■ac
ab' — ha’’ z ah' — bct''
D’où l’on voit qu’en donnant a i de» valeurs entièrement arbitraire* , les valeurs de x et de y s’obtiendront à l’aide de ces deux proportion* dont les seconds rapports sont constans et égaux a des quantités connues.
Mais il reste à savoir si ces valeurs satisfont à la troisième équation, qui devient alors une équation de condition. On trouve, en les substituant dans cette équation,
bc' — cb' ca! — ac'
ab' — ba' * ab' — ba '
ou , réduisant et écrivant les termes dans un ordre convenable.
ab'c" — a&b" + ca'b" — ba'c" + bc’a" — eb'a" = 0 , condition qui, par hypothèse, est satisfaite.
79. Ceci nous conduit naturellement à l’examen d’une circonstance dont le second problème du testament, résolu n° 49, nous a offert un exemple î c’est celle où l’énoncé de la question conduit à un nombre d’équations réellement différentes , plus grand que celui des inconnues à déterminer.
Supposons, pour plus de généralité, que la question renferme n inconnues , et donne lieu à m équations différentes , m étant )> n. Il faut d’abord combiner entre elles un nombre n des équations proposées, pour en tirer les valeurs des n inconnues ; substituer ensuite ces valeurs dans les m — ■ n équations restantes ,
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ce qui donne lieu à autant de relations entre les données ; et ces dernières relations doivent être vérifiées pour que le problème soit possible, tel qu’il a été énoncé. Les m — n relations ainsi obtenues se nomment équations de condition.
GO. Récapitulation de la discussion précédente. Il résulte de cette discussion , 1° qu’un système d’équations du premier degré à pareil nombre d’inconnues ne peut être en général satisfait que d’une sfeulc manière (n° 67) ;
2° Que toute valeur positive , trouvée pour une inconnue , répond directement aux équations du problème, sang répondre toujours à l’énoncé (n° 70) ;
8° Que touto valeur négative ne répond qu’indirectement à l’énoncé ou aux équations qui en sont la traduction algébrique, niais répond toujours aux équations considérées dans un sens purement algébrique (n°’ 59 et 71) ; '
•4° Que toute expression de la for me ^ , trouvée pour une ou
plusieurs des inconnues , indique une incompatibilité dans le système d’équations proposé , du moins en nombres finis , pour toutes les inconnues (nos 72, 74 et 76) ;
5° Que le symbole jj, obtenu pour une ou plusieurs inconnues, correspond, soit à une indétermination , soit à une incompatibilité (n°*72, 74, 75 et 76), soit à la présence d’un facteur commun entre les deux termes de la fraction qui s’est réduite à cette forme (n" 73) ; . '
6° Que , si tous les seconds membres du système d’équations proposé sont nuis, les valeurs se réduisent généralement à 0; que si , à cette hypothèse , on ajoute celle que le dénominateur commun des valeurs des inconnues soit 0, le nombre des systèmes de valeurs est infini ; mais que ces valeurs sont assujéties à avoir entre elles un rapport constant (n0 78) ;
7° Que , lorsque le nombre des équations est plus grand que celui des inconnues , le problème n’est possible qu’autant que les valeurs des inconnues, déterminées par un nombre d’équations égal à celui des inconnues, satisfont aux autres équations (n" 79).
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81. Voici les énoncés de nouveaux problèmes susceptibles de discussion , ou dont la résolution présente quelque intérêt : Quinzième problème. Un banquier a deux espèces de monnaie; il faut a pièces de la première pour faire un écu ; il faut b pièces de la seconde pour faire la même somme. Quelqu’un vient et demande c pièces pour un écu. Combien le banquier lui donnera-t-il di pièces de chaque espèce, pour le satisfaire.
/_ , . a(c — b) „ bla — c) \
f Rép .... lr* espèce, — ^ 2° espece , -y — y. J
Seizième problème. Trouver les deux cités contigus d’un rectangle, en supposant, 1° que ces deux cités soient entre eux dans un rapport donné m : n; 2° que , si l’on altère les cités de ce rectangle ( par addition ou soustraction) des quantités données a et b , la surface soit altérée de la quantité p.
En supposant les côtés altérés par addition , on trouve rn (p-r—ab) n[p — ab)
na + mb
Dix-septième problème. On demande les biens de trois personnes , A, B, C, sachant, 1° que la somme du bien de A et de 1 fois les biens de B et C est égale à p ; 2° que la somme du bien de B et de m fris les biens de A et Q est égale à q ; 3° que la somme du bien de Ci et de n fois les biens de A et B est égale à r.
(Cette question est susceptible d’être résolue assez simplement par l’introduction d’une inconnue auxiliaire dans le cours du ' calcul : cette inconnue est la somme des trois biens.)
Dix-huitième problème. Trouver les biens de six personnes A, B, C, D, E, F, d’après les conditions suivantes : 1° la somme des biens de A et B est a ; celle des biens de C et D est b ; la somme des biens de JL et Y est c ; 2° le bien de A vaut m fois le bien de C ; le bien de D vaut nfois le bien de IL] le bien de F vaut p fois le bien de B . / '
(Ce problème peut être résolu par le moyen d’une seule équation à une seule inconnue ).
Ces différens énoncés sont extraits de V Algèbre de M. Lhuillier de Genève, ouvrage recommandable parle choix des questions qu’il propose pour exercices.
RÉSOLUTION DES PROBLEMES ET ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ
82. Introduction . Lorsque l’énoncé d’un problème conduit à une équation de la forme ax* = b, dans laquelle l’inconnue est multipliée par elle-même, l’équation est dite du second degré , et les principes établis dans les deux chapitres précédons sont insuffisans pour sa résolution; mais comme, en divisant ses
deux membres par a, on obtient X* = - , il s’ensuit que la question se réduit à trouver un nombre qui , multiplié par lui-même,
peut produire le nombre exprimé par ?* ; c’est l’objet de Yextrac-
fi
lion de la racine carrée.
Nous avons exposé, dans notre Arithmétique , avec tous les détails convenables , les divers procédas de l’extraction de la racine carrée des nombres particuliers, soit entiers, soit fractionnaires ; nous n’avons donc à développer ici que les règles relatives à l’extraetion de la racine carrée des nombres exprimés algébriquement.
FORMATION DU CARRÉ RT EXTRACTION DE LA RACINE
CARRÉE DES QUANTITÉS ALGÉBRIQUES
83. Considérons d’abord le cas d’une quantité monome ; et pour découvrir le procédé de l’extraction de la racine carrée , voyons comment on forme le carré d’au monome.
On a , d’après les règles de la multiplication des monomes , (n° 16), (8a’è3c)’ = Sa’é3e x 8 a'bh = 25<x4 é«c» ;
c’est-à-dire que , pour élever un monome au carré , il faut élever ton coefficient au carré, et doubler chacun det exposant des diffè-
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rentes lettres. Donc, pour revenir d’un monome carré à sa racine, il faut 1° extraire la racine carrée du coefficient , d’après les règles exposées en Arithmétique ; 2° prendre la moitié de chacun des cxposans. .
Ainsi l’on a V 64a644 = 8 a3A* ; et en effet ,
De même l/ 625a3/>8c6 = 2S«44c3 ; ■
car (25a44c3)* = 625a,48e6.
Il résulte de la règle précédente, que pour qu’un monome soit le carré d’un autre monome , il faut que son coefficient soit un carré parfait , et que tous ses exposans soient pairs. Ainsi 98a44 ' n’est pas un carré parfait , parce que 98 n’est pas tin nombre carré parfait, et que a est affecté d’un exposant impair.,
Dans ce cas, o'n fait entrer la quantité dans les calculs, en l’affectant du signe , et on l’écrit ainsi : V 98 ah1». On appelle ces sortes d’expressions, des monomes irrationnels , ou bien encore, des radicaux du second degré.
84. On peut, toutefois , faire subir à ces expressions quelques simplifications fondées sur le principe suivant : La racine carrée du produit de deux ou plusieurs facteurs est égale au produit des racines carrées de ces facteurs , ou , en langage algébrique ,
V ahcd . . . == y/a.\/b.\/c ,\/d. . . .
Pour démontrer ce principe, observons que, d’après la définition de la racine carrée d’un nombre , on a
iy' abcd ....)* = ahcd ... .
D’un autre côté ,
(j/a X \fb x | /c )’ = (l/“)’.(l/4)’.(|A’)’. • « ,s= abc. . . .
Donc, puisque les carrés de \/ ahcd... et de \Za.y/b.y/c.y'd.. . sont égaux, ces quantités sont elles-mêmes égales.
Cela posé, l’expression ci-dessus, V' 98a4*, peut se mettre sous la forme V 4944 x 2 a — l/ 494 > x V' ’la.
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Or, 1/4944 se réduit (n° 83) à 74’ ; donc 1/98044 == 74’. 1/2 à.
On a de même
l/864a’4sc* ■ = 1/ 1 44a’ 44e ■ 0 x 64c = 12a4’c5. l/64c.
En général, pour simplifier un monome irrationnel , mettez en évidence tous les facteurs carrés •parfaits , et extrayez-en la racine (n° 83) ; puis , placez le produit de toutes ces racines en avant du signe radical , sous lequel vous laissez <T ailleurs les facteurs non carrés parfaits.
Dans les expressions 74’l/2a, Zahc l/ 84d , 12a4’es V' 64e , les quantités 74’, &abc, I2a4’c5 , s’appellent les coefficiens du radical.
85. Jusqu’à présent nous n’avons pas eu égard au signe dont le monome peut être affecté. Cependant , puisque , dans la résolution des questions, on est conduit à considérer des quantités monomes précédées du signe + ou du signe — , il faut savoir comment opérer sur ces sortes de quantités. Or, le carré d’un monome étant le produit de ce monome par lui-même , il s’en- . suit (n° 62) que , quel que soit son signe , le carré de ce monome est positif ; ainsi, le carré de + 5a’43 ou de — 5a’43, est -(- 25a4 46.
D’où l’on peut déjà conclure que, si un monome est positif , sa racine carrée peut être indifféremment affectée du signe + ou du signe — ; ainsi, l/ 9a4 = dr 3a’ ; car + 3a’ ou — 3a’, élevé au carré, donne également + 9a4. Le double signe ± dont on affecte la racine , s’énonce plus ou moins.
Si le monome proposé est négatif, l’extractioft de sa racine est impossible , puisqu’on vient de voir que le carré de toute quantité positive ou négative est essentiellement positif. Ainsi , V' — 9, l/ — 4a’, V — 5, sont des symboles algébriques qui présentent des opérations impossibles. On les désigne sous le nom de quantités ou plutôt à! expressions imaginaires ; ce sont des symboles d’absurdité que l’on rencontre souvent dans la résolution des problèmes du second degré.
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On fait toutefois , par extension , subir à ces symboles les mêmes simplifications qu’aux expressions irrationnelles qui offrent des opérations exécutables. C’est ainsi que V ■ — 9 revient
(n° 84) à i/9. OU 3 V//— ”T;
de même, V — 4a3 = Via- . V — 1 =2 aV- — 1,
V—9 a-b = Via- x — 24 = 2 a |/~24 == 2a l/^l .
86. Tâchons maintenant de découvrir une loi de formation pour le carré d’un polynôme quelconque, de laquelle nous puissions déduire un procédé pour l’extraction de la racine carrée.
On a déjà vu (n° 19) que le carré d’un binôme, a + h, est égal à a* + 2a4 + 4’.
Soit actuellement à former le carré d'un trinôme a + b ■+■ c. Désignons, pour le moment, a +4 par une seule lettre »; il vient
(à + J + r)4 = (« + c)’ = «’ + 2 sc + e3.
Or on a
s- = (a+4)3 — a3-f 2a4+43, 2*e = 2(a + 4)c== 2ae4,24é.
Donc (a + 4 + c)- = a- -f- 2a4 + b- -f- 2ae + 2 bc ; c'est-à-dire
que le carré d’un trinôme se compose de la somme des carrés des trois termes , et des doubles produits de ces termes multipliés deux a deux.
Je dis que cette loi de composition est vraie pour un polynôme quelconque. En effet , supposons-lâ vérifiée pour un polynôme d’un nombre quelconque de termes , et voyons si elle est vraie pour un polynôme renfermant un terme de plus.'
Afin d’y parvenir, soita-f-4+c+d-f-...-f-t-t-A, un polynôme composé dq m + 1 termes, et désignons par s la somme des m premiers termes, a + b + c + d+ ... + i;s + k représente le polynôme proposé, et l’on a (* + A)3 = a3 + 2*4 + k-, ou, remettant à la place de* sa valeur,
(a+IJ* * (a + à-f-c-f-dd* • • (a-f-4-f-c-f-d. . • -f- *) 1-f l1.
. Or la première partie de cette expression se compose , par hypothèse, des carrés de tous les termes du premier polynôme et
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des double » produite de loue cee termes deux à deux ; la seconde partie renferme tous les doubles produits des termes du premier polynôme par le nouveau termè introduit k ; enfin , la troisième partie est le carré de ce terme. Donc, la loi de composition, énoncée ci-dessus , est encore Traie pour le nouveau polynôme. Mais elle a été reconnue :vraie pour un trinôme ; donc elle a lieu pour un polynôme de quatre termes; étant vraie pour quatre , elle l’est nécessairement pour cinq, et ainsi de suite. Donc elle est générale.
On peut énoncer la loi d’une autre manière : Le carré d’un polynôme renferme le carré du premier terme , plus le double produit du premier terme par le second , plus le carré du second ; plus les doubles produits de chacun des deux premiers termes par le troisième, plus le carré du troisième ; plus les doubles produits de chacun des trois premiers termes par le quatrième, plus le carré du quatrième ; etàinsi de suite. Cet énoncé, qui. est évidemment compris dansle premier, nous conduira plus aisément qu procédé de l’extraction de la racine carrée d'un polynôme.
On trouvera , d’après cette loi ,
(3a“ — 2 ab + 4*1)1 = 9a4 1 2a3* + 4a1*1 +24a’i’— 16a*3 + 16*4,
ou, réduisant', 9a$ — 12a3*-+28a1*1 — 16a*3 + 16*4;
(5a1* — 4 abc + 6*®1 — Sa’c)1=25a4*1 — 40a3*1® + 7 6a1*1®1 -i-48 a*1®3 +86*’®'* — 30a4*c q- 24a3*c’ — 36a1*®3 -f- 9a*®1..
Passons à l’extraction de la racine carrée.
87. Désignons par N le polynôme dont il faut obtenir la racine, et par R cette racine, que nous supposons pour le moment déterminée ; concevons en outre que ces deux polynômes soient ordonnés par rapport' aux puissances descendantes de l’une des lettres qu’ils renferment , a par exemple.
Cela posé , j’observe d’abord que les deux premiers termes de N (en le supposant ordonné), peuvent donner sur-le-champ le premier et le second terme de R ; en effet , il résulte évidemment de la loi de formation du carré (n° 86) , 1° que le carré du premier terme deKren/erme un exposant de la lettre a, plus grand
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que dan s aucune de g autres partie» qui entrent dan» la composition du carré de R ; 2° que le double produit du premier terme de R par le second, renferme aussi un exposant plus élevé que dans les parties suivantes. Ainsi, les deux parties dont nous venons do parler, n’ayant pu se réduire avec les autres, sont nécessairement les deux termes de N affectés du plus liaut exposant de a, et de l’exposant immédiatement inférieur. D’oi'i il suit que, si N est réellement un carré parfait, 1° son premier terme doit être un carre parfait , et sa racine, extraite d’après le procédé du n° 83, est le premier terme de R ; 2° son second terme doit être divisible par le double du premier terme de R ; et, en effectuant cette division , on a pour quotient le second terme de R.
Afin de pouvoir obtenir les termes suivons .formons le carré du binôme déjà trouvé , et retranchons-le de N ; le reste, que nous désignons par N', renferme encore les doubles produits du premier terme de R par le troisième, du second terme de R par le troisième, plus une suite d’autres parties. Mais le double produit du premier terme par le troisième doit renfermer a avec un exposant plus grand que dans les parties suivantes , et ne peut, par conséquent, avoir été réduit avec ces parties. Donc , ce double produit est le premier terme de N' ; ainsi , ce premier terme doit être divisible par le double du premier terme de R ; et, si l’on effectue cette division , le quotient est le troisième terme de R.
Pour obtenir de nouveaux termes, il faut former les doubles produits du premier terme et du second par le troisième , plus le carré du troisième , puis retrancher tous ces produits du reste N', ce qui donne un reste N" qui renferme encore le double produit du premier terme de R par le quatrième, plus une suite d’autres parties. Mais on prouvera, comme précédemment , ( pie le premier terme de N" est nécessairement le double produit du premier terme de R par le quatrième ; ainsi , en divisant le premier terme de ’S" par le double du premier terme de R , on a pour quotient le quatrième terme de R ; et ainsi de suite.
N. B. Il est absolument indispensable , après avoir obtenu les doux premiers termes de la racine , de retrancher le carré du binôme trouvé, du polynôme N ; car ordinairement, le carré du second terme de R renferme a avec le meme exposant que dans le double produit du premier terme par le troisième; par con-
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séquent , il a dû se réduire avec ce double produit. Ainsi , ce n’est qu'après avoir soustrait ce carré, du polynôme N, qu’on peut assurer quo le .premier terme du reste est égal au double produit du premier terme de R par le troisième. La même remarque s’applique aux trois , quatre premiers termes
trouvés.
Nous laissons aux jeunes gens le soin de déduire des raisonnemcns précédens le procédé général de l’extraction de la racine carrée d’un polynôme. Il leur suffit , pour cela , de réunir.toutes les parties qui sont en caractère italique. Nous allons d’ailleurs en faire l’application à un exemple particulier. ’
Soit proposé d’extraire la racine carrée du polÿnome
49a’A’-r24àA3 q-25a4 — 30a34 + 1644,
25a4— 30a3A + 49a>4’— 24aA3+1644 i 5a’— Zab + U*
1er reste'. . . 40 a’A’ — 24aA3 + 1644
— 40 a’A’ + 24aA3 — 1 644
2e reste .... 0
Après avoir ordonné le polynôme par rapport à a , on extrait la racine carrée de 25a4, ce qui donne 5a’ que l’on écrit à la droite du polynôme; puis on divise le second terme — 30a3A par 10a’, double de 5a’ (on écrit 10a’ au-dessous de 5a’) ; le quotient est — 3aA que l’on place à la droite de 5a’. Les deux premiers termes de la racine sont donc 5a’ — 3aA. Carrant ce binôme/ on trouve 25a4 — 80a34 + 9a ’A’, qui , retranché du polynôme proposé, donne un reste dont le premier terme est 40a’A’. Divisant ce premier terme par 10a’, double de 5a’, on obtient pour quotient , -f 44’ ; c’est le troisième terme de la racine, que l’on écrit à la droite des 'deux premiers termes. Formant le double produit de 5a’ — 3aA par 44’, et le carré de 44’, on trouve 40a’A’ — 24aA3 + 10A4J polynôme qui, retranché du premier reste , donne 0 pour reste final. Ainsi, 5a’ — 3aA-f-4A’ est la racine demandée, ou plutôt (n° 81) l’une des valeurs de la racine demandée. L’autre valeur est — 5a’ + 3aA — 44’, et on l’obtiendrait en écrivant — 5a’ pour la racine carrée de +28a4, puis en divisant — 30a34 par — 5a’, et continuant l’opération
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comme ci-dessus. Mais il est plus simple , dès qu’on a obtenu la première , d’écrire ensuite pour la seconde, — (Sa* — 3 a4-|-44*).
Les commençans peuvent s’exercer sur les carrés qui ônt été développés n° 86.
88. Si le polynôme proposé renfermait plusieurs termes affectés de la même puissance de la lettre principale , il faudrait disposer le polynôme comme il u été dit dans la division (n° 29), et appliquer le procédé ci-dessus, en regardant comme une seule et même partie , la tomme algébrique des termes affectés de la même puissance, et remplaçant, dans l’énoncé de ce procédé, les mots : premier terme du polynôme , premier terme du reste , premier terme, second terme.... de la racine , par les expressions : première partie du polynôme , ou partie affectée de la plus haute puissance, première partie du reste, première , seconde . . . partie de la racine. Au surplus, ces sortes d’exemples se présentent fort rarement.
Nous terminerons par les remarques suivantes
1° Un binôme ne peut jamais être un carré parfait , puisqu'on sait que le carré du polynôme le plus simple , c’est-à-dire d’un binôme , renferme trois parties distinctes qui ne peuvent éprouver aucune réduction entre elles. Ainsi, l'expression a*+b* n’est pas un carré ; il lui manque le terme ± 2 ab pour qu’elle soit le carré de a ± b.
2° Pour qu’un trinôme ordonné soit un carré parfait , il faut que les deupc termes extrêmes soient des carrés , et que celui du milieu soit le double produit des racines carrées des deux autres. Alors, la racine du trinôme peut s’obtenir immédiatement. Extrayez les racines des deux termes extrêmes , et affectez les deux racines du même signe ou de signes contraires , suivant que le terme moyen est positif ou négatif. Vérifiez ensuite si le double produit de ces deux raciner donne le terme moyen du trinôme. Ainsi, 9a6 — 48a44J+64a’44 a pour racine carrée, — l/64aa44 , c’est-à-dire 3a3 — 8 a4J ; car 3o3 x — 1604» == — 48o44*.
4oa -(- 12a4 — 94’ ne peut être un carré parfait, quoique 4a1 et 94’ soient les carrés de 2o et de 34, et que 12o4 = 2ox 64; mais — 94» n’est pas un carré.
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3° Lorsque , dans la série d’opérations que comporte le procédé général , le premier terme de l’un des restes n’est pas exactement divisible par le double du premier terme de la racine , on peut conclure que le polynôme proposé n’est pas un carré parfait. C’est une conséquence évidente des raisonnemens que nous avons faits pour parvenir à ce procédé.
4° Enfin , on peut appliquer aux racines carrées des polynômes non carrés parfaits , les simplifications du n° 84.
Soit, par exemple , l’expression V a'b -f- 4a,4J + 4aA3.
La quantité sous le radical n’est pas un carré parfait; mais elle peut se mettre sous la forme ab (a* + \ab + bb'). Or le facteur entre parenthèses est évidemment le carré de a + 24; d’où l’on peut conclure (n° 84)
Va'b+\a'b' + J>aP = (o+24) Vti.
90. Calcul des radicaux du second degré. L’extraction de la racine carrée donnant naissance à de nouvelles expressions algébriques, telles que j/a, 3j/4,'7v/2, connues sous le nom de quantités irrationnelles ou radicaux du second degré , il faut établir des règles pour effectuer sur ces expressions les quatre opérations fondamentales.
Définition. Deux radicaux du second degré sont dits semblables lorsque la quantité qui est sous le radical est la même dans les deux radicaux. Ainsi, 3 a\/b et 5c\/b, 9|/2 et 7j/2, sont dits des radicaux semblables.
Addition et soustraction. Pour ajouter ou soustraire des radicaux semblables , on ajoute ou l’on soustrait les deux coefficiens , puis on affecte la somme ou la différence, du radical commun; ainsi, l’on a
3aj/4 + 8c|/4=(3a + 5c)j/4, 3 a\/b — Sej/4=(3a — '&c)\/b; de même
7l/2Ï+3l/2Ï = 101/2^, iVTa — iVYa — hVYa.
Deux radicaux peuvent, au premier abord , n’ètre pas semblables , et le devenir par les simplifications du n° 84.
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Par exemple ,
1/48 ab' + b Vïü == U VTa + U Via = 94 Via ,
Si les radicaux ne sont pas semblables , on ne fait qu'indiquer l’addition ou la soustraction. Ainsi, pour ajouter 3j/4 à S|/a, on écrit simplement , S|/a + 3p/4.
Multiplication. Pour multiplier deux radicaux l’un par l’autre, on multiplie les deux quantités sous le signe radical l’une par l’autre, et l’on affecte le produit, du signe radical commun. Ainsi |/« x Vh = Vaxh : c’cst le principe du n? 84, énoncé dans un ordre inverse.
S'il y a des coeflicicns, on commence par les multiplier entre eux, et l’on écrit leur produit en avant du radical.
Par exemple, iVlab X bV%0a= 12l/l00a’4 = l20aj/4,
2 aV bc X la V bc = 6o.2 V b^c* = Qa'bc,
2« Va* -j-41 X — la V a1 +4a = — 6a’( a1 + 4J).
Division. Pour diviser deux radicaux l’un par l’autre, divisez les deux quantités sous le signe l’une pur l’autre, et affectez le
quotient, du signe radical commun ; ainsi j/y = f, '
En effet, les carrés de ces deux expressions sont égaux à la
même quantité donc, ces deux expressions sont égales. S’il
y a des coeflicicns , on écrit leur quotient comme coefficient du radical.
Par exemple,
laVi- 24l/c = g\/ -,
1 2ac VWc : 4cl/24 = 3a \/^= la j/37.
91. Il existe deux transformations d’un usage fréquent dans l’évaluation numérique des radicaux.
Di première consiste à faire passer sous le radical le coefficient
UES RADICAUX DD SECOSD DEGRE
de ce radical. Soit, par exemple, l’expression Sal/fiê; on observe qu’elle revient à V 9 a1 x V 5 b, ou V 9 a’ . 8i = |/ 48 u'b (en appliquant la règle de la multiplication des deux radicaux) ; ainsi ,
pour faire passer sous le signe d’un radical le coefficient de ce radical , il suffit d’èlevcr le coefficient au carré.
Voici l’usage principal de cette transformation. Que l’on ait à évaluer, à une unité près , l'expression 6j/13; comme 13 n'est pas un carré parfait ( Arith 11" édition, n" 179), on ne peut obtenir qu’une valeur approchée de sa racine. Cette racine est égale à 3 plus une certaine fraction; mais, en la multipliant par 6, on a 18, plus le produit de la fraction par 6 ; et le résultat total peut avoir une partie entière plus grande que 18. Afin de déterminer exactement cette partie entière, on met 6|/13 sous la forme ]/ Q2 . 13 = V' 36 x 13 = 1/468. Or la racine carrée de 488 a 21 pour partie entière; donc 6^/13 est égal à 21 plus une fraction.
On trouvera de même que 12|/7 = 31 plus une fraction.
La seconde transformation a pour but de rendre rationnels les
dénominateurs d’expressions telles que — , ° . , a , n,
M r + Vi p—Vï
étant des nombres entiers quelconques , ainsi que q, qui est d’ailleurs supposé non carré parfait. On parvient souvent à ces sortes d’expressions dans la résolution des problèmes du second degré.
Or on remplit ce but en multipliant les deux termes de la fraction par p — y/ g si le dénominateur est p y/ g, et par
p+ y/ g si le dénominateur est p — y/g. En effet, on a , par cette multiplication et en se rappelant (n° 5) que la somme de deux quantités, multipliée par leur différence, donne pour produit la différence des carrés , on a , dis-je ,
g g(p — y/g) afp — y/ g) ap—ay/q
p+\/q~ [p+\/q) ip— Vq)~~ p' — q P'—q
g a(p+v'q ) aip + V'q) _aP + av'q
p— Vq~ [p — v'q) (i’+v/?)— p' — q p’—q ’•
expressions dont le dénominateur est rationnel.
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Pour donner une idée de l’utilité de cette transformation ,,
supposons que l'on ait à évaluer approximativement l’expression
Elle revient a — R — ,, ■ , ou bien a — . Or
7 y/5 est la même chose que V/49 x 5, ou t/245 , quantité
dont la valeur est 15, à une unité près (*). Ainsi l’on a
7 21 + 15+ une fraction 36
= -j- = 9 , à une fraction
près marquée par ^ , c’est-à-dire à un quart près.
Si l’on voulait avoir une valeur plus exacte de celte expression , il suffirait de calculer V' 245 avec un certain degré d’approximation, d’ajouter 21 à la racine obtenue, puis de diviser la somme par 4, ou d’en prendre le quart.
Prenons , pour second exemple , l’expression
; et
proposons-nous de l’évaluer à 0,01 près.
7 1/5 _ 7i/5(|/ll— 1/3) 7|/55 — 7t/15
Unat/11+l/3~ 11 — 3 8 ’
or, 7 j/5 5=t/g5^49 = |/269S = 81 »91 , à 0,01 près;
’ t/ll+l/3 .
on a donc 3,10 pour le résultat demandé; ce résultat est même exact à près, comme il est aisé de le voir.
On trouverait, par un procédé analogue ,
= 3,159, à 0,01 près.
N. B. On pourrait bien calculer ces sortes d’expressions en évaluant approximativement chacun des radicaux qui entrent tant au numérateur qu’au dénominateur. Mais comme on h’au-
(*) Voyez la note au bas de la page 126, n° 90, Àtith IIe édition.
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rait pas une valeur exacte du dénominateur, on ne se formerait pas une idée bien précise du degré d'approximation qu’on aurait obtenu ; tandis que , par le moyen qui vient d’être indiqué , le dénominateur est rendu rationnel, et l’on sait toujours à quoi s’en tenir sur le degré d’approximation.
Les principes de l'extraction de la racine carrée des nombres particuliers et des quantités algébriques étant établis, nous pouvons passer à la résolution des problèmes du second degré.
§ II. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ
92. On distingue deux espèces d'équations du second degré, les équations à deux termes ou incomplètes, et les équations à trois termes ou complètes.
Les premières sont celles qui ne renferment que des termes affectés du carré de l’inconnue, et des termes tout connus ; telles sont les équations
gx’ = 5, Ux'— 7=3j-3 + 9, £x'— 3+— x*=~ — *
On les appelle équations à deux termes , parce qu’au moyeu des deux transformations générales (n°‘ 43 et 44), on peut toujours les ramener a la forme a.x'—b. En effet, considérons la troisième équation , qui est la plus compliquée ; on a d'abord , en chassant les dénominateurs, 8jt’ — 72 + 10rî=7 — 24x3 + 2991, ou, transposant et réduisant.
Les équations à trois termes ou complètes sont celles qui , outre le carré de l’inconnue , renferment la première puissance de cette inconnue. Telles sont les équations
Sx3 — 1x=. 34,
elles peuvent toujours être ramenées à la forme aa :‘‘+bx = c, au moyen des deux transformations déjà citées.
Remarque. Souvent une équation, du premier degré en
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apparence , devient du second degré après la disparition des dénominateurs.
Soit , par exemple , l’équation ^ ^ ;
si l’on chasse les dénominateurs , elle devient (S — 2x) (2 — x) = 4x (3 + x) ; ou , effectuant les calculs et réduisant ,
2x’+21jt=10.
En général, toutes les fois que x entre dans les dénominateurs d’une équation , l’on ne peut juger du degré de cette équation qu’après avoir fait disparaître les dénominateurs (n° 44), et opéré toutes les réductions.
Equation à deux terme e. «r1 = b
La résolution de cette équation n’offre aucune difficulté.
On en déduit d'abord
Cela posé , si - est un nombre positif, entier ou fractionnaire,
on pourra en obtenir la racine carrée , soit exactement , soit par approximation , d’après les procédés exposés en Arithmétique ;
et si ^ est algébrique, on lui appliquera les procédés de la racine
carrée des quantités algébriques. Le résultat obtenu dans l’un et l’autre cas exprimera une valeur de x propre à vérifier l’équation (2).
Mais si l’on observe que , le carré de + w ou de — m étant également + m* ( n° 85 ) , on peut prendre indifféremment le résultat dont nous venons de parler, soit avec le signe + > soit avec le signe — , on doit conclure que l’équation (2) a réellement deux solutions représentées par
(le double signe ± se prononçant plus ou moins). En effet,
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substituons séparément dans l’équation (1) à là place de x cha-
des valeurs + \/ — \/ il vient
eune
et
ûx (+
ou
ou
ou b — b, ou b —b.
Il est d’ailleurs évident que ces valeurs sont les seules qui puissent vérifier l'équation (2), et par conséquent l’équation (1).
N. B. Lorsque - est une quantité essentiellement négative ,
les deux valeurs de x sont imaginaires ( n° 83) ; ce qui veut dire que l'équation (ou le problème dont elle est la traduction algébrique) ne peut être satisfaite par aucun nombre, soit exactement, soit par approximation.
Soit, pour premier exemple , l’équation
4xJ— 7=3jt, + 9.
On trouve d’abord , par la transposition,
x7 = 16; d’où x=±j/10=±4.
Prenons pour second exemple l'équation
on a déjà reconnu (n° 92) que cette équation se réduit à
•42xa = 378, d’où, en divisant par -42, x1 = ^-— - = 9; donc
Soit enfin l’équation = 5 ; on en tire
* = d=\/* = ±ll/15.
Comme 15 n’est pas un carré parfait, on ne peut déterminer ccs deux valeurs de x que par approximation.
Equation complète du second degré, ax2 bx = c
Pour résoudre cette équation , divisons les deux membres par
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le coefficient de x% et posons , pour plus de simplicité, - —p.
-—q; il vient a
x'+pxzxxq. . . (1)
Cela posé, remarquons que, si l’on pouvait ramener le premier membre x'+px au carré d’un binôme, une simple extraction de racine carrée réduirait l’équation à une équation du premier degré. Or, en comparant ce premier membre au carré du binôme x+a, c’est-à-diro à x'+iax+a*, on voit que x’+px se compose du carré d’un premier terme x, plus du double produit de ce pre-
mier terme x par un second, qui est alors ^ (caron &px=^.^x) ;
d’où il suit que, si l’on ajoute à x'+px le carre de^, ou Ie
premier membre de l’équation deviendra le carré de -r+s j mais
pour ne pas troubler l’égalité, il faut aussi ajouter r— au second membre.
Il vient , par cette transformation ,
d’où , extrayant la racine carrée ,
-^==*Vç+v
f On met ici le double signe ± , par la raison que le carré de + \Z^ + 7> ou de — +?» est également — - -f- q.) Tirant
enfin la valeur der, on obtient
Comme il est d’ailleurs évident , d’après l’équation (2) , qu’il
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n’y a que + \/^j+?,ou — \/pt
qui puisse représenter
la valeur de x + r , il s’ensuit nécessairement que
— f+V^et — ? — +y, sont les seules valeurs
de x qui puissent vérifier l’équation (2) , et par conséquent la proposée (1).
Ainsi , X inconnue de toute équation du second degré a deux valeurs et ne peut en avoir davantage.
On peut d’ailleurs établir cette règle générale, pour résoudre une équation complète du second degré : Apres avoir ramené l’équation à la forme x’ + px=q, ajoutez aux deux membres le carré de la moitié du coefficient de x ou du second terme ; extrayez la racine carrée des deux membres en ayant soin d'affecter la racine du second membre du double signe ± ; tirez enfin la valeur de x de cette nouvelle équation.
La double valeur de x, à laquelle on parvient par ce moyen , peut s’énoncer ainsi , en langage- ordinaire : la moitié du coefficient de x , pris en signe contraire , plus ou moins la racine carrée du terme tout connu augmenté du carré de la moitié du coefficient de x.
Soit , pour premier exemple , l’équation
On trouve d’abord , en chassant les dénominateurs , 10*’— 6x+9=96— 8* — 12*’ +273, ou , transposant et réduisant ,
ou bien enfin, divisant les deux membres par 22,
Ajoutons maintenant aux deux membres
l’équation
RÉSOLUTION
devient *’ + ~x + = y2 + {^) ï d ou, extrayant la
racine carrée, * + g = ± \/^ + (&)' ’ï
1 , \ /36Ô Tïy" et par conséquent, x= — V jj +(55^ ,
résultat conforme à l’énoncé donné ci-dessus pour la double valeur de x.
Il reste maintenant à effectuer les calculs numériques. D’a- 360 / 1 N 9
bord, il faut réduire -f f — J à un seul nombre qui ait (22)’
pour dénominateur commun.
IV SCO x 22 + 1 7921
n Mo, /iy ;
0ronaT2+(ÿ=-
extrayant la racine carrée de 7921, on trouve 89 pour racine
exacte; a, ns,, V •« + (ji/ = 5*
On a donc * = -a±5|-
Séparons chacune des valeurs ; il vient
_JL 89 _ 88
'r— 22 22 22 TT'
Ainsi , des deux valeurs propres à satisfaire à l’équation proposée, l’une est un nombre entier absolu, et l’autre un nombre fractionnaire négatif.
Soit, pour second exemple, l’équation
qui revient a x’ —x =
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Si l’on ajoute aux deux membres H vient
'■HiaJ =_i e + vn; ;
d’où, extrayant la racine carrée,
donc
l2±V 6+Vl2/'
Pour réduire (-rr) — à un seul nombre, observons que
viy b
(12)’= 12x12 = 6x24; ainsi, il suffit de multiplier 57 par 24, puis 37 par lui-même, et de diviser l’excès du second produit sur le premier, par (12)’.
Or, 37x37 = 1369, 57x24 = 1368;
donc
expression dont la racine carrée est
Donc, , ou bien
On remarquera, dans cet exemple, que chacune des deux valeurs est positive et répond directement à l’énoncé de la question , dont l’équation proposée peut être considérée comme la traduction algébrique.
Soit maintenant l’équation littérale
4<i’ — 2v’ + 2 ax = 18a4 — 184’; on a d’abord, en transposant, changeant les signes, puis divisant
par 2, jr’ — e.r = 2a’ — 9a4 + 94’ ; d’où
complétant le carré, or’ — 9o4 -f 94’ ;
HO
RÉSOLUTION
extrayant la racine, x = ^ ± ^ 9aè -f- 94" .
Or ^ 9a4-f 953 a évidemment pour racine, — — Zb;
donc, x = |±(ÿ -3à), d’où j Xx +
Ces deux valeurs seront positives à la fois si l’on a 2a > Zb et
Zb a, c’est-à-dire si , a et b étant tous denx positifs , on a à plus
grand que s , mais plus petit que — .
Nous proposerons pour exercices les équations x3 — 7x -f 10=0... valeurs
gX — 4 — x3 + 2x — ^x’=45 — 3x3 + 4x | à0,01 près;
a’ + à3 — 2àx + x = — — . . ., donne
x = ( bnziz V a’m’ + i’m2 — a’n
93. On peut résoudre l’équation ax3 + bx = c sans faire disparaître le coefficient de x3 ; mais les transformations sont plus compliquées.
Le terme ai1 peut être mis sous la forme (xj/a)1, et lo terme bx sous celle-ci : 2 x(/a x ; d’où il suit que ax3 4- bx
représente les deux premiers termes du carré d ex|/a+ ^/~a »
ainsi, en ajoutant aux deux membres i^/^j ou 4^’ on ren(^riV
le premier membre un carré parfait.
Effectuons cette transformation ; l’équation devient
ax3 + àx+- = C + ^;
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extrayant la racine,
Ta ’
transposant,
2|/a v ’ ‘ 4a Divisant les deux membres par y/a, et observant
1° que
la 9
2" que \A + ^ : V/“ = \/^+Ja (n° 90)>
on obtient enfin
— b±\ /Aac + b* ou bien encore, x — 2Ô — * ’
résultat auquel on parvient plus aisément en mettant l’équation
sous la forme .r’ + -x = - ; et nous n’avons exposé la méthode a a
précédente que comme un simple exercice de calcul sur les radicaux du second degré.
96. Appliquons ces principes à la résolution de quelques problèmes.
Premier problème. Trouver un nombre tel, que le double de son carré , augmenté du triple de ce nombre , donne pour somme 65.
Soit x le nombre inconnu; on a pour l’cquation du problème ,
d’où
donc
et x =
La première valeur satisfait à la question dans le sens de son énoncé. En effet,
RÉSOLUTION
Pour interpréter la seconde, observons d'abord que, si l’on
remplace x par — x dans l’équation 2x’-f-3.r = 65, il n’y a que
le coefficient de Sx qui change de signe, car ( — x )J Ainsi,
au lieu d obtenir x — — , ± —r, on trouvera x = , ± -j- , ou 4 4 4 4 ’
et x — — 5 , valeurs qui ne diffèrent des précédentes
que par le signe. Ainsi , l’on peut dire que la solution négative 1 3
—, considérée indépendamment de son signe, satisfait au
nouvel énoncé : Trouver un nombre tel, que le double de ton carré, diminué du triple de ce même nombre, donne pour différence , 65. En effet, on a
Second problème. Une personne a acheté un certain nombre d’aunes de drap pour 240 fr. Si , avec la même somme , elle avait eu 8 aunes de moins du même drap , l’aune lui aurait coûté 4 fr. de plus. On demande le nombre d’aunes acheté.
Soit x ce nombre; exprime alors le prix d une aune. Si ,
pour 240 fr., elle avait 3 aunes de moins, c’est-à-dire x — 3 aunes, le prix de l’aune serait, dans cette hypothèse, représenté
par ?. Mais , d’après l’énoncé , ce dernier prix surpasse le
premier de 4 ; on a donc l’équation 240 240
d’où l’on tire, en chassant le dénominateur et réduisant , x7 — 8 x = 180.
Donc * = 3±\/? +180=i±^-:
ce qui donne x=15 et x = — 12.
La valeur x = 15 satisfait à l’énoncé ; car 15 aunes pour 240 fr. donnent ou 16 fr. pour le prix de l’aune; et 12
aunes pour 240 fr. donnent pour le prix de l’aune 20 fr., nombre qui surpasse 16 de 4.
Quant à la seconde solution, on peut former un nouvel énoncé auquel elle convienne. En effet, remontons à l’équation, et changeons ren — x ; il vient
ou bien
équation qui peut être traduite en langue ordinaire de deux manières différentes : 1° Une personne a acheté un certain nombre d’aunes de drap pour 240 fr. ; si et le avait payé la même somme pour 3 aunes de plus, l’aune lui aurait coûté 4 fr. de moins. On demande le nombre d'aunes acheté? 2° Une personne a vendu un certain nombre d’aunes de drap pour 240 fr. ; si, pour la même somme, elle en avait vendu 8 aunes de plus, l’aune lui aurait été payée 4 fr. de moins. On demande le nombre d’aunes vendu ?
Ce dernier énoncé se rapporte peut-être plus immédiatement au changement de signe de x, puisqu’un achat négatif peut être considéré comme une vente.
En résolvant d’ailleurs l’équation de l’un de ces énoncés, on trouverait évidemment x = 12, x = — 15; car l’équation réduite deviendrait x’ + 3x = 180, au lieu de x’ — 3x = 180.
TV. B. Les deux problèmes précédées offrent une nouvelle confirmation du principe établi n” 59 pour les problèmes du premier degré ; et nous en donnerons (n° 99) une démonstration complète pour toutes les équations du second degré.
Troisième problème. Un négociant escompte deux billets, l'un de 877 6 fr., payable dans 9 mois, l’autre de 7488 fr., payable dans 8 mois ; il paie pour le premier, de plus que pour le second, 1200 fr. On demande le taux d’intérêt d’après lequel il a dû escompter?
Solution. Pour rendre les calculs plus simples, désignons par x l’intérêt de 100 fr. pour un mois, ou par 12x l’intérêt pour un an; 9x et 8x sont les intérêts pour 9 mois et 8 mois ; donc, 100 + 9x et 100 + 8x représentent ce que doit devenir le capital
RÉSOLUTION
100 fr. au bout de 9 mois et de 8 mois. Ainsi , pour déterminer les valeur t actuelle » des deux billets de 8776 fr. et 7488 fr., il faut établir les proportions
et les quatrièmes ternies de ces proportions expriment ce que le
négociant a payé pour chacun des billets. Donc , en yertu de
1 énoncé , on a 1 équation 1200; ou,
observant que les deux membres sont divisibles par 400 ,
Chassant les dénominateurs et réduisant , on trouve 216*’ + 4396* = 2200 ;
d’où
Réduisant les deux termes sous le radical au même dénomina-
teur,
ou , multipliant par 12, 12* = -
Pour obtenir la valeur de 12* à 0,01 près , il suffit d’extraire la racine carrée de 5306404 à 0,1 près, puisque cette racine doit être ensuite divisée par 18.
La racine carrée de 5306404 est 2303,5 ;
— 2198 db 2303,5 18 ’
donc
par conséquent , 12* = — = 5,86 ,
et
La valeur positive, 12x = 5,80, représente donc le taux d’intérêt cherché.
Quant à la solution négative , elle ne peut être regardée que comme liée à la première par une même équation du second degré. En remontant à l’équation, et changeant a: en — x, on traduirait difficilement la nouvelle équation dans un énoncé analogue à celui du problème proposé.
Quatrième problème. Un homme achète un cheval qu’il vend au bout de quelque tempe pour 24 louis. A cette vente , il perd autant pour 100 du prix de son achat , que le cheval lui avait coûté. On demande le prix de l’achat ?
Solution. Soit x le nombre de louis que le cheval lui a coûté , x — 24 est une première expression de la perle qu’il a faite. Mais puisque , d’après l’énoncé , il perd autant de louis sur 1 00
qu’il y a d’unités dans x, sur 1 louis il Perdy^Q> et sur .r louis il
perd On a donc l’équation
d’où — 100-r = — 2400,
et a: = 50 ± 1^2500 — 2400 = 50 ± 10.
Donc i=60 et i = 40.
Ces deux valeurs satisfont également à la question.
En effet, supposons d’abord que 00 soit le prix de l’achat; comme 24 est le prix de la vente , 30 est la perte que l’homme éprouve. D’un autre côté, il doit, en vertu de l’énoncé , perdre
60 pour 1 00 de 60 , c’est-à-dire les de 60, ou > nom-
bre qui se réduit à 36 ; ainsi , 60 satisfait à l’énoncé.
Soit maintenant 40 le prix de l’achat, 18 est la perte qu’il éprouve; d’ailleurs, il doit perdre 40 pour 100 de 40, ou
40 x ïQQj nombre qui se réduit à 16; ainsi , 40 vérifie encore l’énoncé.
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Discussion générale de l’équation du second degré. .
Jusqu’à présent, nous n’avons résolu que des "problèmes du second degré, dont les données étaient exprimées par des nombres particuliers. Mais pour être en état de résoudre des problèmes généraux , et d’interpréter tous les résultats auxquels on peut parvenir en attribuant aux données des valeurs particulières, il est nécessaire de reprendre l’équation la plus générale du second degré , et d’examiner les circonstances qui résultent de toutes les hypothèses possibles , faites sur les coefficiens. Tel est l’objet de la discussion de l’équation du second degré.
97. Avant de passer à cette discussion, nous ferons connaître un fait analytique qui n’est , du reste , qu’un cas particulier d’une proposition qui sera démontrée par la suite pour toute équation d’un degré quelconque à une seule inconnue.
Reprenons l’équation générale
x*+px = q, ou plutôt x7+p x — y = 0, ainsi que les deux valeurs de x correspondantes , savoir :
Transportons dans le premier membre tous les termes de ces deux dernières égalités , ce qui donne
* + 2“ V^J+ ? = °> * +2 + Vt + ? = °>
et multiplions ces nouvelles égalités , membre à membre , en observant que les premiers membres peuvent être considérés ,
l’un comme la différence des deux quantités x
l’autre, comme la somme de ces mêmes quantités ; nous obtenons (n° 5)
ou réduisant, + px — q = 0.
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D’où l’on voit que le premier membre de tout» équation du second degré, ramenée préalablement à la forme x3 + px — y=0, est le produit de deux facteur t du l,r degré en x, qui ont pour partie commune x , et pour partie non commune chacune des deux valeurs de x prises en signes contraires ; en sorte que, si l’on désigne par x', x", ces deux valeurs , on a l’identité
x*+px — q — {x — x') (x — x").
C’est probablement cette propriété qui a fait donner le nom de racines aux valeurs de l’inconnue, parce que ces valeurs étant obtenues, on peut recomposer l’équation.
En général , on appelle raciste d’une équation toute expression numérique ou algébrique, réelle ou imaginaire, qui, substituée à la place de l’inconnue dans l’équation, rend le premier membre identiquement égal au second. Cé mot est pris Ici dans une acception différente de celle qu’on lui avait attribuée jusque alors par rapport aux nombres.
98. La propriété précédente peut être démontrée d’une autre manière susceptible dé conduire à des conséquences assez importantes.
Appelons a une quantité de nature quelconque, et divisons par x — a le premier membre de l’équation x3 +px — g — 0.
x3 -\-px — q
1" reste. .. + (a+p)x — q;
2” reste ... + a3 +pa — q.
La division du premier terme x3 du dividende par le premier terme x du diviseur donne pour quotient x, et pour 1er reste (a+p)x — q; la division du 1er terme (a +p) x de ce reste par x, donne pour nouveau quotient a + p, et pour nouveau reste a'^rpa — q, quantité indépendante de x.
Cela posé, si a est racine de l’équation x3+jsx — y = 0, on a nécessairement a3+pa — y = 0; ainsi le 2' reste de la division ci-dessus étant nul, la division totale est exacte, et le premier membre de l’équation proposée est divisible par x — a.
Réciproquement, si la division d e-X’+px — q parx — a, est
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exacte, on a nécessairement a*+pa — q — 0, c’est-à-dire que a est racine de l’équation.
Comme , dans le cas où a est racine , x — a divise exactement x’+px — q, et donne pour quotient x + a+p, réciproquement x + a+p divise exactement xJ+px-fy, et donne pour quotient x — o;d’où l’on peut conclure que la quantité — a — p est ellemême une racine de la proposée.
Ainsi, l’identité x’+px — q=(x — a) (x+a+p) démontre la propriété du n" 97.
Voici maintenant les conséquences :
On vient de voir que , si a est racine de l’équation
x’ +px — g — 0 , — a — p est la seconde racine de cette équation . Or, 1° si l’on ajoute les deux quantités a, — a — p, il vient pour résultat — p.
2° La relation a%+pa — g=0 revient à colle-ci
D’où l’on voit que, dans toute équation du second degré, ramenée à la forme x3-f-px — q = 0, le coefficient p du second terme , pris en signe contraire , est égal a la somme algébrique des racines; et le dernier terme — q est égal au produit de ces mêmes racines.
C’est au reste ce qu'on peut vérifier directement sur les valeurs obtenues n° 93.
En ajoutant ces deux égalités, membre à membre, on trouve
et en les multipliant ,
N. B. Il ne faut pas perdre de vue que toutes ces propriétés supposent que l’équation soit ramenée à la forme x’ +px — g=0 ; c’est-à-dire, 1° qu’on ait d’abord divisé toute l’équation par le coefficient de x’ ; 2° que tous les termes soient transposés et ordonnes dans le premier membre.
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Discussion.
Reprenons l’équation générale .r1 + px = y , qui , étant
résolue, donne x — — ±^/ q +
Pour que cette expression, qui renferme un radical, puisse être évaluée, soit exactement, soit par approximation, il faut (n"85) que la quantité soumise au signe radical, c’est-à-dire
q + 7-, soit positive. Or, 7- étant nécessairement positif, quel 4 4
que soit le signe de p, il s’ensuit que le signe de la quantité
9 + dépend principalement de celui de q, ou de la quantité toute connue.
Cela posé , soit d’abord q positif, auquel- cas l’équation est de la forme x1 ±px = + q ( on met ici les signes des coefficiens en évidence) ; on en déduit
or il est visible que les deux valeurs de x seront réelles et pourront être déterminées , soit exactement si q + est un carré
parfait, soit avec tel degré d’approximation que l’on voudra.
Toutefois, de ces deux valeurs, la première sera positive .et répondra directement à l'équation , ou au problème dont cette
équation est la traduction algébrique ; car le radical ^
étant numériquement plus grand que l’expression
qFj +\/ y + , est nécessairement de même signe que le
radical. ,
La seconde valeur est, par la. même raison, essentiellement négative, puisqu’elle doit avoir le même signe que celui dont le
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radical est affecté. Considérée indépendamment de son signe, elle répond, non plus à l’équation telle qu’elle a été établie, mais à cetto équation dans laquelle on aurait remplacé x par — x, c’est-à-dire à x n =ppx—q.
En effet, celle-ci donne x
valeurs qui ne diffèrent des précédentes que par le signe.
Il est d’ailleurs remarquable que la même équation lie entre . elles deux questions dont les énoncés diffèrent néanmoins par le sens de certaines conditions. ( Voyez les deux problèmes du n°W8,) ,
Soit actuellement q négatif, auqilel cas l'équation est de la forme x’ zkpx= — q, et les valeurs de x sont
Pour que l’extraction do la racine puisse s’effectuer, il faut que l’on a//q<^^-. Cette condition étant satisfaite, les deux valeurs sont réelles.
Comme d’ailleurs
est numériquement plus petit
s’ensuit que ces valeurs sont toute» deux négative» si
p est positif dans l’équation , c’est-à-dire si cette équation est de la forme x’ -\-px =fe — q ; et elles sont toute* deux potilive» si p est négatif, c’est-à-dire si l’équation est delà forme x' — px= — q.
Les propriétés du n° 98 conduisent au même résultat. En effet , soient a et b les deux racines de l’équation du second degré x1 +px=q ; on a entre ces racines et les coefiiciens les relations
a + à= — p, ab j= — q.
Cela posé , si q est potitif dans le second membre , et par conséquent négatif dans le premier , il s'ensuit que les deux racines sont de *igne* contraires, puisque leur produit est négatif. D’ailleurs, leür somme algébrique est négative ou positive, suivant - que p est positif ou négatif; ce -qui veut dire que, des deux
Dlgilized by GoogI
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racines , la plus grande numériquement est de signe contraire an coefficient p.
Si, au contraire, q est négatif dans le second membre, et par conséquent positif dans le premier, comme le produit des deux racines est alors positif, il faut nécessairement qu’elles soient de même signe, savoir : toutes les deux négatives quand/) est positif, et toutes les deux positives quand/) est négatif.
100. Le cas où les deux racines sont positives mérite une attention particulière.
L’équation étant alors de la forme x1 — px— — q, devient, par un simple changement de signe ,
px — x2 — q, ou x(p — x) — q, __
et peut être considérée comme la traduction algébrique de ce problème : Partager un nombre donné p en deux parties dont le produit soit égal à un autre nombre donné q (pet q sont supposés ici des nombres absolus).
Car x désignant l’une des parties, p — x est l’expression de l’autre partie, et x(/> — x) l’expression de leur produit, qui, par hypothèse , doit être égal à q.
Remarquons maintenant que l'équation est toujours la même, soit que l’on désigne par x la plus grande partie, soit que x représente la plus petite; ainsi, l’équation résolue ne doit pas donner l’une plutôt que l’autre; elle doit donc les donner toutes les deux à la fois. Ceci explique pourquoi l’équation admet deux solutions directes .
Toutefois , pour que les deux valeurs de x soient réelles , c’està-dire pour que le problème soit possible, il faut que l’on ait
Et en effet, quelles que soient les deux parties cherchées, ou peut toujours désigner leur différence par d; et comme leur somme est p, on aura ( n° 4), pour les expressions de ces deux parties , -, v
P.d et €_
2 + 2 et 5
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Effectuant le produit des çes expressions, on trouve (n" S)
quantité essentiellement moindre qucÇ-, à moins que l'on ne
suppose d = 0 , auquel cas les deux parties sont égales , et leur
produit est Il est donc absurde d’exiger que le produit, qu’on
avait d’ailleurs représenté par g , soit plus grand que .
De là résulte celte conséquence que le plut grand produit qu’on puisse obtenir en décomposant un nombre absolu en deux parties , et multipliant ces deux parties entre elles , est le carré de la moitié du nombre.
Soit, par exemple, 56 le nombre à partager.
On a
On voit ici que, plus la différence des deux parties et petite, plus leur produit est grand ; et ce produit atteint son maximum quand les deux parties sont égales.
Examen de quelques cas particuliers.
101. 1° Si, lorsque g est négatif, c’est-à-dire lorsque l’équation est de la forme x* +px = — g {p étant de signe quelconque) ,
on suppose g égal à'Ç-, le radical, V? ?> des deux valeurs
de x, devient nul, et ces valeurs se réduisent l’une et l’autre à
x — — ^ ; on dit alors que les deux racines sont égales.
En effet, si l’on remonte à l’équation, èt qu’on y remplace g
fl* t flJ
par elle devient x * + px = rl-G-, d’où l’on tire
x3+px + '— ■ =0, ou
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Dans ce cas , le premier membre est le produit de deux facteur s égaux. On peut donc dire aussi que les racines de l’équation sont égales, puisque alors les deux facteurs égalés à xéro donnent la même valeur pour x.
2° Si, dans l’équation générale x* -\-px — q, on suppose
y = 0, les deux valeurs de x se réduisent à x —
_ P JL.P 2t2’
oux=0, et à x =
En effet, l’équation est alors de la forme x,+px = 0 ou x(x + p)=0 , équation que l’on peut vérifier, soit en posant x = 0, soit en posant x+p = 0, d’où x — ■ — p.
3" Si, dans l’équation générale x’+px — q, on suppose p— 0 , il en résulte x,=q, d’où x—± y/q ; c’est-à-dire que, dans ce cas , les deux valeurs de x sont égales et de signes contraires, réelles si q est positif, et imaginaires si q est négatif. L’équation rentre alors dans la classe des équations à deux termes , traitées n° 93.
4° Supposons à la fois p = 0, q =0$ l’équation se réduit à ■ra = 0, et donne deux valeurs de x égales à 0.
102. Il nous reste à examiner un cas singulier qui se rencontre souvent dans la résolution des problèmes du second degré. Pour cela, il faut reprendre l’équation ax » + bx — c. Cette
équation résolue donne x
— + 4ac
Supposons maintenant que, d’après une hypothèse particulière faite sur les données de la question , on ait a= 0 ; l’expres-
sion de x devient
— 4±Æ j, , * = - — - — , dou
La seconde valeur se présente sous la forme de Y-infini , et peut être regardée comme nnê réponse , si toutefois la question proposée est susceptible d’admettre des solutions infinies (n° 72).
Quant à la première jj , il faut tâcher de l’interpréter.
DISCUSSION gêsésalï
D’abord , ci l’on remonte à l’équation , on voit que l’hypothèse
a = 0 la réduit à bx — c; d’où l’on tire x — -.expression finie et déterminée qui doit être regardée comme représentant la vraie valeur de ? , dans le cas qui nous occupe.
Cette valeur ^ peut être déduite de l’expression
— b + \/ b 1 + 4ae “la •’
par une transformation convenable. Multiplions en effet les deux termes de cette expression par — b — |/i1 + 4oc, elle devient
b1 — (êa + lac) — lac
-, ou ■
2a(— b— y/b' + lac) 2» ( — 6— j/ b*+ lac)
ou, supprimant le facteur 2a commun aux deux termes,
— b — y/ô’ 4* 4ae
Actuellement, l’hypothèse a=0 introduite dans cette dernière
expression , la réduit à — — , ou résultat trouvé ci-dessus.
£ Cette transformation a æu pour objet de faire ressortir dans les deux termes le facteur 2a, dont la présence avait réduit l'expression à la forme jjj.
Soit supposé à la fois a=0 , 6 = 0. Les deux valeurs de x deviennent l’une et l’autre de la forme
Or, si l’onTemonte à l'équation elle-même, on reconnaît qu’elle se réduit à e=0 , et qu’elle ne peut être satisfaite par aucune valeur de s; mais on peut prouver aisément que, dans ce cas, les deux valeurs de x sont infinie*.
— 6 + 1 /b* + lac 2 a
En effet, la première x
-, se réduisant
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d’abord à ~ par l'hypothèse a = 0, devient - lorsqu’on y joint l’hypothèse A = 0,
Quant à la seconde x= ^ ■■ , en faisant subir à
cette expression la même transformation qu’à la première, c’està-dire en multipliant les deux termes par — b+y/b* + Àac , et supprimant ensuite le facteur 2 a commun aux deux termes, on la change en celle-ci :
— à + l/F+4 ac y
expression qui se réduit à — -g- , par la double hypothèse ....
Enfin , lorsqu’on suppose en même temps a = 0, à=0, c=0,
< . * 0 les deux valeurs de x se présentent sous la forme ^ , sans qu’aucune transformation puisse conduire à des valeurs de x déterminées. Et en effet, l’équation se réduit , dans ce cas, à 0 =0, et est tout-à-fait indéterminée .
C’est le seul cas d’indétermination que présente l’équation du second degré.
On peut parvenir aux conséquences précédentes au moyen d’une analyse beaucoup plus simple, qui aura d’ailleurs l’avantage de s’appliquer par la suite à des équations d’un degré quelconque. * ;
Reprenons l’équation ax* -f- bx = e,
et posons x= - ; il en résulte
— 4 - — =c, ou bien cy* — by — æ =0 ,
(en chassant les dénominateurs et transposant).
Cela posé ; soit d’abord a=0 ; cettq dernière équation devient
■ w ty — *ÿ=o,
et donne deux valeurs y =0, y^y
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Substituant ces valeurs dans la relation x- , on en déduit
Si, outre l’hypothèse a = 0, on a encore b— 0, la valeur
x= f devient elle-même ^ ou infinie, b 0 J
Et en effet, l’équation ey’ — by — a=0, se réduit , dans cette double hypothèse, àey5 = 0, équation dont les deux racines sont égales à 0. Ainsi les valeurs de x correspondantes sont toutes les deux infinies.
Quant au cas où l’on a en même temps a = 0 , £ = 0 , e=0, l’équation ey’ — by — a = 0 se réduit à 0 = 0, comme l’équation ax', + bxr=c, et admet une infinité de valeurs pour y, d’où il résulte une infinité de valeurs pour x.
Nous allons maintenant appliquer les principes de cette discussion générale à divers problèmes qui donneront lieu à toutes les circonstances qu’on peut rencontrer dans les problèmes du second degré.
PROBLÈME DES LUMIÈRES
103. Cinquième problème. Trouver sur la ligne qui joint deux lumières A et B d’intensités differentes , le point où elles éclairent également .
(On suppose connu ce principe de Physique, que les intensi/és\ d’une même lumière, à deux distances différentes, sont en raison I inverse des carrés de ces distances.
Solution. Soient a la distance AB des deux lumières, b l’intensité de la lumière A à l’unité de distance, c l’intensité de la lumière B à la même distance. Soit C le point cherché ; faisons AC = j, d’où BC = « — x.
Puisqu’en vertu du principe de Physique, l’intensité de A à
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la distance 1 étant b, son intensité aux distances 2 , 8 , 4 , est ,ensu*t <ïu ® *a distance x elle doit être expri-
mée par — . On a de même pour l'intensité de £ à la distance
- ; mais , d’après l’énoncé, ces deux intensités doi-
vent être égales ; ainsi l’on a l’équation
d’où l'on tire , en développant et réduisant , (b — c)x* — 2 abx = — a2 b.
b — c v ( b — c)2 a(b±y/bc
, ab \ / a2b2
Cette équation donne x = - -± y Yh —
ou réduisant,
expression qui se simplifie si l’on observe , 1° que b dr | /bc peut se mettre sous la forme y/b. y/b ± y/b. y/c, ou y/b. (y/b ± y/c) ; 2° que b—c = (y/by—(y/c)2==:(y/b + y/c)(\/b — y/c). Ainsi, en considérant d’abord le signe supérieur de l’expression cidessus , on a
ay/b .(y/b + y/c) ay/b
On obtient de même, pour la seconde valeur,
ay/b(y/b — y/c) ay/b
Au reste , ces valeurs simplifiées pouvaient s’obtenir immédiatement d’après l'équation proposée. En effet , l'équation
revient à
Or , si l’on extrait la racine carrée des deux membres , il vient
1 88 niscussiox
d’où, chassant les dénominateurs et transposant,
a\/b — xy/b = +zxy/c ; donc x — •
N. B. On a d’abord obtenu les valeurs sous une forme plus compliquée, parce qu’on a résolu l'équation du second degré par la méthode generale , qui est moins simple que celle qui vient d’étre employée.
Discutons maintenant les deux valeurs simplifiées. On a
ay/c
^ > d’où l’on tire
'y/b + y/c’ — ay/c y/ b — y/c'
Soit d’abord b]>c.
La première valeur de x, y/b
ay/b
, est positive et plus petite
que a , car — est une fraction ; ainsi cette valeur donne
pour le point également éclairé, un point C situé entre les points A et B. On voit en outre que ce point est plus voisin de B que de A ; car, à cause de b^>c, on a, y/b+y/b, ou 1y/b~> y/b + y/c, „ . y/b .1 , ay/b a _ , , .
d 0U Vb + ÿ/o > 2 ’ et par C0nsequent ÿb + V^ 2- Ge a 0lt
être en effet , puisqu’on suppose l’intensité de A plus forte que «elle de B.
La valeur de a — x correspondante , a
ay/c
plus petite que “ , comme il est aisé de le vérifier
, est positive et
t ' j ay/b
La seconde valeur de x, — ^ , est encore positive, mais
plus grande que a; car on a > 1, Cette seconde va-
leur donne donc un second point C' situé sur le prolongement de AB , et à la droite des deux lumières. On conçoit en effet que les
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deux lumières se répandant en tous sens , il peut y avoir sur le prolongement de AB, un autre point également éclairé , et ce point doit être plus voisin de la lumière B dont l’intensité est la moins forte.
On peut reconnaître à potteriori pourquoi ces deux valeurs
sont liées par la même équation. Si, au lieu de prendre AC pour
l’inconnue x, on prend AC', il en résulte BG'= x — a; ainsi l’on
a 1 équation — = ^— — — ya : or, comme (x — ay est identique avec
(a — x)’, la nouvelle équation est la même que l’équation déjà établie, qui, par conséquent, ne doit pas plutôt donner AC que AC'.
La seconde valeur de a — x, —77— ^—7-, est négative , ce qui
doit être , puisque l’on a x>>a; mais en changeant les signes de
... — ay/c • al/c
1 équation a — x—— — — - — —, on trouve x — a— — r ;
Vb— Ve. V h — Ve
et cette valeur de x — a représente la valeur absolue de BC'.
Soit b <^c.
_ al/5
La première valeur de x, ■ — —, est toujours positive, mais
plus petite que ^ , puisque l’on a
y/6 + \/ c'y y/ b + y/by 2p/5.
La valeur de a — x correspondante, ou
et plus grande que -.
ay/c
, est positive
Ainsi, dans l’hypothèse que l’on considère , le point C , situé
entre les points A et B , doit être plus voisin de A que de B.
t , al/5 — al/5 , ,
La seconde valeur de x, -, ou — — - — -n-, est essentiel-
lement négative. Pour l’interpréter, remontons à l’équation, qui
devient, lorsqu’on remplace x par
-. Or , a — .1
exprimant d’abord la distance de B au point cherché, a-f xdait
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maintenant exprimer cette même distance, ce qui exige que le point cherché soit à la gauche de A , en C" par exemple. Et en effet, puisque l’intensité de la lumière B est, par hypothèse, plus forte que celle de A, le second point cherché doit être plus voisin de A que de B.
La valeur de a — x correspondante, ^y/c °U\/c ^y/b’
est positive ; et cela tient à ce que, x étant négatif, a — x exprime réellement une somme arithmétique.
1 ' Soit b c.
Les deux premières valeurs de x et de a — x se réduisent à - ;
ce qui donne le milieu de AB pour le premier point également éclairé. Ce résultat est conforme à l’hypothèse.
Les deux autres valeurs se réduisent à
ou deviennent
infinies , c’est-à-dire que le second point également éclairé est situé à une distance des points A et B plus grande qu’aucune quantité assignable. Ce résultat répond parfaitement à l’hypothèse présente ; car, si l’on suppose que la différence h — c, sans être tout-à-fait nulle , soit extrêmement petite , le second point également éclairé existe , mais à une distance très grande des
deux lumières ; c’est ce qu’indique l’expression ^ ' dont
le dénominateur est extrêmement petit par rapport au numérateur; et lorsqu’on suppose enfin b = c, ou y/b — y/c=0, le point cherché ne peut plus exister , ou doit se trouver situé à une distance infinie.
Observons , en passant , que dans le cas de b=c, si l’on considérait les valeurs non simplifiées
a (b-\-y/bc) a (b — \/hc)
X y et X y ,
la première, qui correspond à x :
ai/ b , . * . 2 ab
■-—7/ -r, deviendrait
et la seconde , qui correspond à x = ^fiY+y/ ’ deviendrait
Maison n’obtient qu'à cause de l’existence d’un facteur commun, [//> — l/c, entre les deux termes de la valeur de .r. (Ployez ce qui a été dit n°* 73 et 102.)
Les deux termes de la première comprennent bien aussi le facteur commun mais en le supprimant, on trouve
x = i/ff^\/ * exPress‘on se r®duit encore à dans
l'hypothèse de b—c.
Soient\t — G et a=0.
Le premier système de valeurs de x et de a — x se réduit à 0 , et le second système à Ce dernier caractère est ici le symbole
de Y indétermination ; car si l’on remonte à l’équation du problème (A — c)x2 — 2aAx= — a’A, elle se réduit, dans l’hypothèse actuelle, à 0.xJ — 0.x = 0, équation qui peut être satisfaite par un nombre quelconque mis pour x. En effet, puisque les deux lumières ont la même intensité et sont placées au même point, elles doivent éclairer également chacun des points de la ligne AB.
La solution 0 que donne le premier système, est une de ces solutions, en nombre infini, dont on vient de parler.
Soit enfin a = 0 , b étant différent de c.
Chacun des deux systèmes se réduit à 0; ce qui prouve qu’il n’y a, dans ce cas , qu’un seul point également éclairé : c’est celui où les deux lumières sont placées.
L’équation se réduit alors à (A — e)xJ = 0, et donne les deux valeurs égales , x = 0 , x = 0.
La discussion précédente offre un nouvel exemple de la précision avec laquelle l’Algèbre répond à toutes les circonstances de l’énonçé d'un problème.
Sixième problème. Trouver deux nombres tels que la
différence de leurs produits par les nombres respectifs a et b soit
égale a un nombre donne s , et que la différence de leurs carrés soit
égale à un autre nombre donné q.
Solution. Soient x et y les nombres cherchés; on a évidemment
. , . . f — buz=s,
les deux cqnations j ^ '
DISCUSSION
De la première on tire x = - ^ ■ , valeur qui, substituée
dans la seconde , donne ^
(a7 — />7)y7 — 2 bsy = s2 — a2q... (1);
donc
ht rfc a V'' s’ — — g ( «7 -*-è7 )
Reportant cette valeur dans l’expression de x en y, on trouve
ht
(ht±:aVs2 — ?(«’ — «T
d’où
( Il est nécessaire d’observer que, dans ces valeurs de y et de x, les deux signes supérieurs se correspondent, ainsi que les signes inférieurs. )
Discussion. Nous supposerons, dans tout ce qui va suivre, que a, b, q, s, soient des nombres absolus; s’il en était autrement, certains termes des valeurs de x et de y changeraient de signe, et il faudrait opérer ces changemens avant de discuter.
Soit a b , d'où a7 — b’ /positif ,
D’abord , pour que les deux valeurs de x et de y soient réelles , il faut que l’on ait
?.(«’ — **)<*• , d’où ?<^7ZT,-
Supposons cette dernière condition remplie , et detçrminons les signes dont les deux systèmes de valeurs sont affectés.
Le PREMIER SYSTÈME EST
as + h V — q { a‘ — b~)
hs + V' s* — q ( a7 — h‘‘ )
Les deux valeurs de ce système sont nécessairement positives et forment par conséquent une solution directe du problème, tel qu’il a été établi.
Le SECOND SYSTÈME EST
bt — aV/*a — y (a* — fr.)
La valeur de x est essentiellement positive; car de a>A on
tire «*> b»r et à fortiori, as> tVs' — q{a' — b>), puisque le radical est plus petit que *.
Quant à celle de y, elle peut être positive ou négative.
Pour qu’elle soit positive, il faut que l’on ait
bt'yaV — y(aa — ,
d’où , élevant au carré , A1#1 ]> a1*1 a'q ( oa b1 ) •
ou, ajoutant aux deux membres a'q(a' — b'), et retranchant b'*\ a’?(aa — èa)>*’(a3 — A3),
d’où, en divisant par a’ ( a3 — b’), q's —
Ainsi, pour que le second système soit encore une iolution
réelle et directe, il faut que l’on ait a < — - — mais «S--
c’est - à - dire que q soit compris entre les deux nombres —
et
(Observons, en passant, que la condition q > il pouvait
être obtenue plus facilement, en remontant à l’équation en y.
Cette équation étant ( a’—* ) y’ — 2fcy=#> — a’y, on voit que, dans l'hypothèse de «> b, elle est de la forme x'—px=—q
si l’on a a3y>,3 ou y>~, et l’on sait (u° 100) qu’alors.les " deux racines sont à la fois positives.
Si 1 on avait au contraire q < — , auquel cas on aurait, à plus
forte raison, q , la valeur de y du second système serait
négative-, et ce système (abstraction faite du signe de y) ne serait
Discussion
plus une solution de l’énoncé, tel qu’il a été établi, mais bien de
. ' . ( ax+by=s ) .
celui dont les équations seraient j ^ ^ ^ >, et qui ne
différerait du précédent qu’en ce que s exprimerait une somme au lieu d 'wie différence.
Ainsi, dans le cas de a> b, le problème admet deux solutions réelles et directes toutes les fois que l’on a
A — , mais g < r î
et elle n’en admet qu’a»» seule si l’on a g < — .
En prenant pour a, b, s, des nombres absolus quelconques, pourvu toutefois que a soit > b, et choisissant ensuite pour q
un nombre compris entre les deux limites — et^a on sera certain d’obtenir deux solutions directes.
Soient, par exemple, a = 6, 4 = 4, *=18, d’où l’on déduit
On pourra supposer q = 10, par exemple, et il viendra
Iæs solutions x — ~, y=g et x — ^ » y — *oruieP*
évidemment deux solutions directes des équations
Qx — 4y=15,
jr2 — y2 =10.
Mais si l’on supposait a=6, 4 = 4, *=15, y = 5, il serait facile de reconnaître que, des deux systèmes, le premier seul donnerait une solution directe.
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Cas particuliers qui se rapportent à l’hypothèse de & ]> b.
Soit 7 = — , d’où 7 (a* — b2) = s2.
Les deux systèmes de valeurs de x et de y se réduisent à x = — , y= J'* Ainsi, dans cette hypothèse, il n’y a
qu’une solution du problème , et elle est directe.
Soit encore y = — ; d’où s2=a2q et s—ay/q;
le premier système devient.
le second.
as + b\/b2q
bt + a\/b2q 2<zè .
as — b\/b2q
* ! a3 — b1 vit
Et eu effet , supposons « 5 = a2q dans l’équation en y; elle se réduit à (a2 — b2) y2 — 2 bsy— 0 , d’où l’on déduit _ 2 bs <ïab
Reportons chacune de ces valeurs dans x=^t?;
% t 8 fl'1 >|* f)*
il en résulte x= -=1/7, x = —.1/7.
Soit maintenant a <^b; d’où a1 — h2 négatif .
Les expressions de x et de y peuvent se mettre sous la forme1
_ — as rp b V' s2 + 7 ( b 2 — a2 ) f b2 — a2 ’
_ — bszç.aV's2-\-q(bt — a2)
Ces valeurs sont toutes réelles , puisque la quantité sous le radical est essentiellement positive.
rBAPrsrOB«4TIO!(S
Quant aux signes, la première valeur de x est essentiellement négative , et il én est de même de la première valeur de y. Ainsi ces valeurs, abstraction laite de leur signe, répondent, non aux équations proposées, mais aux équations by — ax—s, x * — y’=g. dans la première desquelles l'ordre de la différence entre leu produits ax et by est renversé.
La seconde valeur de x est nécessairement positive; car de a, on déduit s' + g (fr — puisque le radical est
numériquement plus grand que s.
Mais la seconde valeur de y n’est pas toujours positive. Pour qu’elle le soit, il faut qu’on ait la relation
a J/V + g(l>‘ — a1) bs,
d’où, élevant au carré, «V+a’y {h’1 — ai) t>’s‘ ,
ou , transposant a^si , a1 g ( è’ — a5 ) ^> ( i’ — «’ ) »%
et divisant par «’( è1 — «’), .
En donnant à a, b, s, g, des valeurs particulières, telles que
l’on aitè> a, et -, le problème sera encore susceptible d'une solution directe.
Soit enfin a = b; d’où a1 — bJ = 0.
Le premier système de valeurs devient, dans cette hypothèse,
2 as 2 as
et le second, x=|j , y = .
Mais si l’on remonte à l’équation (a* — b')y ' — 2i*y=*’ — a3y, qui, lorsqu’on fait a=/>, se réduit à — 2 asy—s' — a1q;
ai g — s 2
on en déduit
et l’expression do x en y, x = ^ •
, donne x =
Vas ’ a’q + s1
Vas
(On parviendrait aux mêmes résultats en imitant l’un des procédés suivis n° 102 ^c’cst-à-diro en faisant dans l’équation en y,
y—-, ou bien, en mettant en évidence le facteur commun
UES INÉGALITÉS
a’ — b- dans celles des expressions de y et de x, qui se sont réduites à la forme
. a 'q + ê* aq — *n
Pour que la solution x= , y= — — , soit directe ,
il faut qu’on ait q 'jr — •
Des Transformations qu'on peut faire subir aux inégalités.
105. Dans le cours de la discussion des deux problèmes précédens, nous avons eu occasion de poser plusieurs inégalité s, et nous avons exécuté sur elles des transformations analogues À celles qu’on exécute sur les égalités. C’est en effet ce qu’on est souvent obligé do faire, lorsqu’on discutant un problème, on veut établir entre les données les relations nécessaires pour que le problème soit susceptible d’une solution directe ou du moins réelle, et fixer, à l’aide de ces relations, les limites entre lesquelles doivent se trouver les valeurs particulières de certaines données pour que l’énoncé tombe dans telle ou telle circonstance. Or, quoique les principes établis pour les équations soient en général applicables aux inégalités, il y a néanmoins quelques exceptions dont il est nécessaire de parler, afin de mettre les eommençans en garde contre des erreurs qu’ils pourraient commettre en faisant usage des signes d'inégalité. Ces exceptions proviennent de l’introduction des expressions négatives, comme quantités, dans les calculs.
Pour plus de clarté, nous allons passer en revue les diverses transformations tjuo l’on peut avoir à, faire subir aux inégalités, en ayant soin de faire ressortir les exceptions dont ces transformations sont susceptibles.
Transformation par audition et soustraction. Orf peut, sans aucune exception, ajouter aux deux membres d’une inégalité quelconque , ou en retrancher une même quantité ; l’inégalité subsiste toujours dans le meme sens.
Ainsi, soit 8 ^>3; on a encore 8 + 5^> 3 + 5, et 8 — 5^> 3 — 5. Soit de même — 3 — 2; on a encore — 3 + 6 <[ — 2 + 6,
et — 3 — 6 — 2 — 6. Ceci est évident, d'après ce qui a été
dit (un 63).
TRANSFORMATIONS BE8 «ÉGALITÉS
Ce principe sert, comme dans les équations, à transposer certains termes d'un membre de l’inégalité dans l’autre; soit, par exemple, l’inégalité, a‘ + b‘ > 34' — 2a'; il en résulte a' + 2a>34' — b>, ou 8a'>24>.
On peut , sait s exception , ajouter membre à membre deux ou plusieurs inégalités établies dans le même sens, et V inégalité résultante subsiste dans le même sens que les proposées . Ainsi de a> b, c'y d, c'y/. . ., il résulte a+c+ey b+d+ /.
Mais il n’en est pas toujours de même si l’on soustrait membre à membre deux ou plusieurs inégalités établies dans le même sens.
Soient les inégalités 4 <7 et 2 <3, on a bien 4 — 2, ou 2 <7 — 3 , ou 4.
Mais soient les inégalités 9 <10, et 6 <8; il vient, par la soustraction, 9 — 6, ou 3> 10 — 8, ou 2.
On doit donc éviter autant que possible cette transformation, ou, lorsqu’on l’emploie, s’assurer dans quel sens l’inégalité résultante existe.
Transformation par mlltiplication et division. On peut multiplier les deux membres d'une inégalité par un nombre positif ou absolu, et l'inégalité résultante subsiste dans le même sens.
Ainsi de a < b, on tire 3a <84; de —a < — b, on déduit — 3a < — 34.
Ce principe sert ù faire disparaître les dénominateurs.
Que l’on ait l’inégalité — y — g- — ; on en déduit, eu multipliant les deux membres par 6 ad.
Même principe pour la division.
Mais lorsqu’on multiplie ou divise les deux membres d’une inégalité par une quantité négative , l’inégalité existe en sens contraire.
Soit, par exemple, 8 7 ; en multipliant les deux membres
par — 3, on a , au contraire, — 24 < — 21.
De même, 8 >7 donne — ou — = < — -, ou — ».
Ainsi , lorsqu’on multiplie ou divise les deux membres d’une
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inégalité, par un nombre exprimé algébriquement, il faut s’assurer si le multiplicateur ou le diviseur n’est pas négatif; car, dans ce dernier cas, l’inégalité existerait dans un sens contraire.
Dqns le problème du n° 104, de l’inégalité
on a pu déduire q —, en divisant par a3 (a3 — ô3), parce que l’on avait supposé a > b, ou a3 — 6 3 positif.
Il n’est pas permis de changer les signes des deux membres d’une inégalité, a moins qu’on n’ètahlisse l’inégalité résultante en sens contraire ; car cétte transformation revient évidemment à multiplier les deux membres par — 1 .
Transformation pas élévation ad carré. On peut élever au carre les deux membres d’une inégalité entre des nombres absolus, et l’ inégalité subsistera dans le même sens.
Ainsi, de 5 > 3, on déduit 25 > 9. De a + b c, on tire (a + 4)3 > <?3.
Mais si les deux membres de l’inégalité sont de signes quelconques, on ne peut pas assurer d’avance dans quel sens l’inégalité résultante subsistera.
Par exemple, — 2 <[ 3 donne ( — 2)3 ou 4<[9; mais — 3 > — 5 donne, au contraire, (— 3)3 ou9<( (—5) 3 ou 25.
On doit donc, avant d’élever au carré, s’assurer si les deux membres peuvent être regardés comme des nombres absolus.
Transformation par extraction de racine carrée. On peut extraire la racine carrée des deux membres d’une inégalité entre des nombres absolus , et l’inégalité subsiste dans le même sens , entre les valeurs numériques de ces racines carrées.
Observons d’abord qu’on ne peut proposer d’extraire la racine carrée des deux membres d’une inégalité, qu autant qu’ils sont essentiellement positifs ; car autrement, on serait conduit à des expressions imaginaires qu’on ne pourrait comparer.
Mais que L’on ait 9 25 ; on en déduit |/9 ou 3 ^/25 ou 5.
De a3 i3, on déduit a b, si a et b expriment des nombres absolus.
De même , l’inégalité a3 (c — i)3 donne a > c — b si l’on
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suppose déjà c plus grand que b; et a f b — c si , au contraire, b est plus grand que c.
En un mot, lorsque les deux membres d’une inégalité sont composés de termes additifs et de termes soustractifs , on doit tiroir toin d’écrire , pour la racine carrée de chaque membre, un polynôme dans lequel les soustractions soient possibles.
Voici les énoncés de nouveaux problèmes
Septième problème. Deux marchands tendent chacun d’une même étoffe, à des prix différons ; le second en vend 3 aunes de plus que le premier, et ils en retirent ensemble 35 écus. Le premier dit au second : J'aurais retiré de votre étoffe 24 écus ; l’autre répond : Et moi j’aurais retiré de la vôtre 12 écus j. Combien d’aunes ont-ils tendu chacun ?
1er marchand x = 15 2» y = 18
ou bien
Huitième problème. Un négociant doit un billet de 6,240 fr. payable dans 8 mois, et un autre billet de 7,632 fr. payable dans 9 mois. Il retire ces deux billets , et remet à leur place un billet de 1 4,256 fr. payable dans un an. On demande le taux de l’intérêt.
Ç Rép . 10 fr. 33 c. pour ^ par an.^
On suppose ici que chacun des trois billets ait été réduit à sa véritable valeur (voy. Ari/hm., n° 228, 1 Ie édition) à l’instant de l’échange des billets ; car il est bon d’observer que la question peut être traitée de diverses manières, et donner lieu à des résultats tout-à-fait dififérens , suivant les époques auxquelles on ramène les valeurs des billets.
Neuvième problème. Une personne possède 13,000 fr., qu’elle partage en deux portions placées à intérêt, de manière qu’elle en retire des revenus égaux. Si elle faisait valoir la première portion, sur le même pied que la seconde, elle retirerait pour cette partie 360 fr. d'intérêt ; et si elle faisait valoir la seconde portion au même taux que la première, elle retirerait 490 fr. d’intérêt. On demande les deux taux d’intérêt ? (Rép. 7 et 6.)
N. B. L’équation de ce problème peut être résolue plus simplement que par la méthode générale.
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Dixième problème. Trouver deux rectangle» dont on connaît la tomme q des surface», la somme a des hases, et dont o n connaît les surfaces p et p', quand a la hase de chacun d’eux on donne la hauteur de l’autre, c’est-à-dire quand on alterne les hauteurs?
Résoudre et discuter ce problème.
( Rép. Base du premier, x — a ~t\'Jr i
Onzième problème. Partager deux nombres a et b, l’un et l’autre en deux parties, de manière que le produit d’une partie de a par une partie de b soit égal à un nombre donné p, et que le produit des parties restantes de a et b soit aussi égal à un nombre donné p' ? Résoudre et discuter ce problème.
Douzième problème. Trouver un nombre tel, que son carré soit au produit des différences entre ce nombre et deux autres nombres donnés a et b, dans un rapport connu, p : q ? Résoudre et discuter ce problème .
Nous recommandons ce dernier problème aux élèves, nonsçulçmcnt parce que sa discussion offre de nouvelles applications des principes sur les inégalités , mais encore parce que les formules auxquelles on parvient renferment implicitement les solutions d’une foule de questions analogues, dont les énoncés ne diffèrent que par le sens de certaines conditions.
Questions sur les maximums et minimums. Propriétés des > Trinômes du second degré.
107. Il est une certaine classe de problèmes qu’on rencontre surtout dans la Géométrie analytique, et qu’il est^ouvent possible de résoudre à l’aide des théories précédentes. Ce sont ceux qui ont pour objet de déterminer la plus grande ou la plus petite valeur que puisse recevoir le résultat de certaines opérations arithmétiques effectuées sur des nombres.
Soit proposée cette première question : Partager un nombre ilonné 2a en deux partiee dont le produit soit le plus grand possible, ou un MAXIMUM.
Désignons par x l’une des parties, l’autre sera 2a — x, ot leur produit, x (2 a — x). Si l’on donne à x différentes valeurs,
QUESTIONS
ce produit passera par différons états de grandeur, et il s’agit d’assigner à x la valeur qui doit rendre ce produit le plu» grand possible.
Désignons par y ce plus grand produit dont la valeur est inconnue pour le moment; on aura, d’après l’énoncé, l’équation
Regardant y comme connu, et tirant de cette équation la valeur de i, on trouve x= a± V' a * — y.
Or, ce résultat fait voir que les deux valeurs de x ne peuvent être réelles qu’autant que l’on aura y a1, ou , tout au plus , y = a’ ; d’où l’on peut conclure que la plus grande valeur que puisse recevoir y ou le produit des deux parties , est «3. Mais si l’on fait y = «*, il en résulte x—a.
Ainsi., pour obtenir le plus grand produit , il faut diviser le nombre donné 2a en deux parties égales , et le maxiich qu’on obtient est le carré de la moitié du nombre, résultat auquel on est déjà parvenu par un autre moyen (n° 100).
Solution plus simple. Appelons 2x la différence qui existe
entre les deux parties; puisque leur somme est déjà exprimée
par 2 a, la plus grande de ces parties sera (n" 4) représentée par
— , ou a + x, la plus petite par a — x; et 1 on aura pour
l’équation, {a + ;r) ( a — x) — y, ou, effectuant les calculs, a3 — x* = y; d’où x — rfc V^a3 — y.
Pour que cette valeur de x soit réelle , il faut que y soit tout au plus égal à a’; et en faisant y = a3, on obtient is=0, ce qui prouve que les deux parties doivent être égales.
Ce moyen de résolution a l’avantage de conduire à une équation du second degré à deux termes.
N. B. Dans les équations x (2a — x) = y, et
(a + x) (a — x) — y, établies ci-dessus , la quantité x est ce qu’on appelle une variable, et l’expression x (2a — x) ou (a+x) (a — x), est dite une certaine fonction de la variable. Cette fonction , représentée par y , est elle-même une autre variable , dont la valeur dépend de celle qu’on attribue à la première. C’est pour cela que les analystes désignent quelquefois celle-ci sous le nom,
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■de variable indépendante , tandis que la seconde, ou y, reçoit des valeurs dépendantes de celles qu’on attribue à x.
En résolvant les deux équations x (2 a — x) = y , et
(a+x) (« — x) = y, par rapport à x, ce qui donne
x = a ± V' ax — y, et x = =fc i/o3 — y,
on peut regarder, à son tour, y comme une variable indépendante, et x comme une certaine fonction de cette variable.
109. Proposons-nous , pour seconde question, de di ci ter un nombre 2a en deux parties telles que la somme des racines carrées de ces deux parties soit un maximum.
Appelons xr l’nne des parties, 2o — xJ sera l’autre partie, et la somme de leurs racines carrées aura pour expression, x -f \/ la — x1 : c’est cette expression dont il faut déterminer le maximum.
Posons x + V' 2a — x’ == y.
Pour résoudre cette équation , il faut chasser le radical. Gn a d’abord , en transposant le terme x dans le second membre ,
la — x’ = y — x.
d’où, élevant au carré, 2a — x1 — y' — 2xy + x% ou, ordonnant par rapport à x, 2x’ — 2xy=2a — y’,
équation d’où l’on tire x = ^ ±
M V JL 2
ou, simplifiant
y x-1 i/JT
Pour que les deux valeurs de x soient réelles , il faut que y1 soit tout au plus égal à 4a; donc 2 y/a est la plus grande valeur que puisse recevoir y.
Si l’on fait y — 2 y/a , il en résulte x = y/a, d’où l’on déduit x1 = a, et 2 a — x2 = a.
Ainsi, le nombre donné 2a doit être divisé en deux parties égales pour que la somme des racines carrées de ces deux parties soit un auxiMKK. Ce maximum est d’ailleurs égal à 2 y/a.
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Soit, par exemple, 7 a le nombre proposé; on a 72 = 36+36; d’où y/ 36 + i/30 = 12; c’est le maximum des valeurs qu’on puisse obtenir pour la somme des racines carrées des deux parties de 72.
Et en effet , décomposons 72 en 64 + 8 ; on a y/ 64 = U , y/ 8 — 2 + une Tract.; d’où y/ 64 + y/ 8 = 10 + une fract.; soit encore 72 =49 + 23 ; on a j/49 — 7 , j/23 = 4 + une fract. ; donc , y/ 49 + 23 = 1 1 + une fract. v
m'xx’1 4* w1
Considérons, pour 3' exemple, V expression ^ il
s’agit de rendre un «mut» (m étant supposé > n).
Posons jL r +~ ~ y ; d’où m1*’ — (m3 — n’) y .x ==— n1 ; (ns* — nJ).r
( m * — Ma)y , 1 ./ : ;
on en déduit x = ^7 =*= — — *«’»»*.
Or, pour que les deux valeurs de x, correspondantes à une valeur de y, soient réelles , il faut évidemment que (m1 — rea)’y’ soit au moins égal à 4m’n’, et, par conséquent, que y soit au
moins éeal à ■■ Ainsi , - ^mn- est le minimum des valeurs
o — nJ mJ — »a
que puisse recevoir la fonction y.
Si l’on fait dans l’expression de x, le radical
disparaît, et la valeur de x devient -
m1 — »’ 2mn n
Cette valeur, x = — , est donc celle qui rend l’expression m
proposée un minimum.
HO. Ces exemples suffisent pour mettre au fait de la marche qu’il faut suivre dans la résolutiçm de ces sortes de questions.
Après avoir formé l’expression algébrique de la quantité susceptible de devenir soit m maxijum , soit un nmixiM, on l’égale à une lettre quelconque y. 'Si l’équation que Von obtient ainsi est du second degré en x (x désignant la quantité variable qui entre dans l’expression algébrique)', on la résout pur rapporta x; puis on
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égale à zéro la quantité soumise au radical, et Von tire de cette dernière équation une valeur de y, qui représente alors le maximum ou le minimum cherché. Substituant enfin cette valeur de y dans l’expression de x, on a la valeur de cette dernière variable, propre à satisfaire a l'énoncé.
N. B. S’il arrivait que la quantité sous le radical restât essentiellement positive , quelle que fût la valeur de y, on en conclurait que l’expression proposée pourrait passer par tous les états de grandeur possibles , eu d’autres termes , qu'elle aurait l’infini pour ssxihuk , et 0 pour minimum.
Soit, pour noiivel exemple, l’expression — — - — — : on
demande si cette expression est susceptible d’un maximum ou d’un minimum ?
Posons
11 en résulte l’équation \x* — 4 (3 y — 1) x = 6y + 3 , d’où
l’on déduit x == -x— — ± - J/ 9y2 + 4. Or. quelque valeur
qu’on donne à y, la quantité sons le radical sera toujours positive. Ainsi , y ou l’expression proposée peut passer par tous les états de grandeur.
_ Dans les exemples prccédens, la quantité sous le radical de la valeur de x ne renfermait que deux parties , l’une affectée do y ou y‘ , l’autre toute connue ; et il a été facile d’obtenir le maximum ou le minimum dont la fonction était susceptible.
Mais il peut arriver que la quantité soumise au radical soit un trinôme du second degré de la forme wiy’ + ny + p. Dans ce cas, la question devient plus difficile, et pour mettre en étal de là résoudre complètement, il est nécessaire de démontrer plusieurs propriétés relatives à ces trinômes.
Propriétés des trinômes du second degré.
111. Ou appelle trinôme du second degré toute expression algébrique qui peut être ramenée à la forme tny3 + ny + p, ■ 7ii, n, et p étant des quantités connues de signes quelconques,
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y désignant d’ailleurs -une variable , c’est-à-dire une quantité que l’on fait passer par différens états de grandeur.
Ainsi 3y3 — 5y + 7 | — 9y3 + 2y + 5 ,
(a — b + 2 c) y2 + 4 b’y — 2 ac2 + 3 a’4,
sont dits des trinômes du second degré en y.
Si l’on égale à 0 le trinôme /ny3 + ny + p, ce qui donne
my’ + ny + p = 0, d’où y = — V' n‘ — bmp ,
on peut faire trois hypothèses principales par rapport à la nature des valeurs de y qu’on vient d’obtenir :
On peut avoir n3 — Ampf 0, ou positif ; dans ce cas, les deux racines sont réelles et inégales (de signes quelconques).
Ou bien, n3 — bmp — 0, auquel cas les deux racines sont réelles et égales.
Ou bien enfin , n3 — 4 mp 0 , ou négatif ; alors les deux
racines sont imaginaires.
Cela posé, voici les propriétés relatives à ces différens cas : Premièrement. Toutes les fois qu’un trinôme du second degré est tel qu’en l’égalant à 0 et résolvant l’équation qui en résulte, on obtient deux racines réelles et inégales , toute quantité ( positive ou négative) comprise entre les deux racines , et substituée à la place d<iy dans le trinôme , donne nécessairement un résultat de signe contraire à celui dont le coefficient de y3 est affecté ; mais toute quantité non comprise entre les deux racines , substituée a la place de y, donne un résultat de même signe que le coefficient de y3.
En effet , désignons par yt et y" les deux racines (supposées réelles) de l’équation my* + ny +p = 0,
ou m ( y3 + - y+ — ) =0.
\ m' mj
Le premier membre m ^y3 + ^-y-f peut (n° 97) se mettre
sous la forme m (y — y') (y — y"). Ainsi l’on a
wy3 + ny+p = m(y — y’) (y — y"), quelque valeur qu’on donne à y. ,
Cela posé, soit a une quantité comprise entre y' et y", c’est-
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à-dire telle que l’on ait * > ou <[ y' , mais a < ou > y " • il en résulte * — y > ou < 0, mais a — y" < ou > 0; d’où l’on voit que les facteurs « — y' , a — y" , sont de signes contraire* ; ainsi leur produit, (« — y') (« — y" J, est négatif. Donc, m (« — y') (* — y"), ou sa valeur ma1 + n* + p, est de signe contraire à celui dont m est affecté.
Si , au contraire , on suppose en même temps a. y ou y' et a > ou < y", d’où l’on déduit a— y' > ou < 0 et « — y" > ou < 0> les deux facteurs sont de même signe; donc, leur produit (* — y') {* — y") est positif; par conséquent, m (a — y') (« — y") ou ma 1 + na + p est de même signe que m. C. Q. F. D.
Secondement. Si les deux racines sont réelles et égales , toute quantité différente de celle qui réduit le trinôme à 0 , substituée dans ce trinôme, donne un résultat de même signe que le coefficient de y’.
En effet, puisque les deux racines sont égales, on a la relation n1 —lmp — 0, d’où l’on tire p =c j— ; dès-lors, le trinôme
my* +ny + p on m ( V7 + ^ V + peut se mettre sous la
forme m (y’+ ^y+JL-J «um ^y + . Or, il est évident
que pour toute valeur dey, autre que — ^ - , la quantité ^y + ‘
sera positive. Ainsi , m ^yd"^^ ou mV7 ^ ny P sera de même signe que m. C. Q. F. D.
Troisièmement. Enfin , si les deux racines sont imaginaires , toute quantité réelle, positive ou négative, substituée à la place de y, donnera un résultat de même signe que le coefficient de y*.
Car, puisque les deux racines sont imaginaires, on a la relation n> — 4wp<0; d’où 4mp>n’, ou bien(n° 108), divisant par
Xy n
ni '
• fl fl*
Soit donc h 1 désignant une quantité essentiellement positive ; il en résulte
APPLICATIONS DES PROPRIÉTÉS PRÉCÉDENTES
my+ny+P, ou TO(y,+^y+|)“wt (y+£y+£^+*’)
==m(y + èJ+m^
quantité qui restera toujours de même signe que m , quelque valeur que l’on y substitue pour y.
112. La seconde propriété nous conduit naturellement à parler d’une proposition qui est d’un fréquent usage dans l’analyse.
Toutes les fois qu’un trinôme du 2* degré, my’ + ny + p, est un carré parfait, on a entre ses coejficiens la relation n3 — 4mp = 0.
En effet , si ce trinôme est un carré parfait et de la forme [m'y + n')3, les deux racines de l’équation my* +ny+pz= 0 doivent être égales. Or , pour qu’elles soient égales , il faut que la quantité sous le radical , ou «3 — bmp, soit nulle. On a donc la relation — kmp = 0.
Réciproquement. Si l’on a entre les coefliciens la relation «3 — Amp-=0, le trinôme est un carré parfait; car on déduit de
cette relation, = dou
my' + ny+p=my' + ny+ ~=Çyy'm+ •
Voyons actuellement l’usage de ces propriétés, dans la
résolution des questions sur les maximums et minimums.
Soit proposé de déterminer si, lorsqu’on fait varier x, la fonc-
peut passer par tous les états de grandeur.
tion -
Posons -
= y; d’où x3 — 2(3y + l)x= — 21 — 14y.
Gx— 14
Il en résulte x = 3yH-l ± V 9 y3 — 8y — 201
Pour que x soit réel, il faut que 9y3 — 8y — 20 soit positif. Or, si l’on égale cette quantité à 0, il vient
y3— .-y — — =0, dou y = 2ety = — y.
CeS deux valeurs de y étant réelles , il suit de la premiore des propriétés ci-dessus, quo, dès qu’on donnera à y des valeurs
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comprises entre 2 et — ^ , telles que 1 , 0 , — 1 , la valeui
du trinôme sera négative , puisque le coefficient de y1 est positif.
Mais en donnant à y des valeurs non comprises entre 2 et —
comme 3,4 » ou — 2, — 8, — 4..., on obtiendra un ré-
sultat positif. On voit donc que 2 est , en nombres absolus , le minimum des valeurs que doit recevoir y, pour que x soit réel. Si, dans l’expression de x ci-dessus, on fait y =2, le radical disparaît, et l’on trouve x—7.
En effet , l’expression — — — — devient , dans l’hypothèse
de x = 7, . . .
La racine y — — est , en nombres négatifs , le maximum des
valeurs que y peut recevoir, et la valeur de.r correspondant à ce maximum, est x=3 X ■
N. B. Lorsque, x étant exprimé en y, le coefficient de y’ sous le radical, est négatif, et que les deux valeurs de y, déduites du trinôme égalé à zéro , sont , l’une positive , l’autre négative , la valeur positive est un maximum, puisque toute valeur plus grande donnerait un résultat de même signe que le coefficient de y’, et par conséquent négatif; la valeur négative est un minimum parmi les valeurs négatives que y peut recevoir.
Nous laissons aux élèves le soin d’examiner les autres circonstances qui peuvent se présenter : par exemple, le cas où, le coefficient de y1 étant positif , les deux valeurs de y sont positives ; celui où, ce même coefficient étant positif, les deux valeurs sont imaginaires. Ils pourront d’ailleurs s’exercer sur les questions suivantes : .
1° Partager un nombre donné 2a en deux parties , de manière que la somme des quotiens, qu’on obtient quand on divise mutuellement ces deux parties l’une par l'autre , soit un minimum.
(Rép. Les deux parties doivent être égales, et le minimum est 2.)
2° Soient a et b deux nombres absolus ; on demande pour X une (x+a) (x— b)
valeur telle que l’expression
■ soit un MAXIMUM?
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/„ , 2 ab . (<I + i)’\
/ Rep. x= -, et le maximum correspondant est - - - 1 .
3° Soient a et b deux nombre» absolus ,• on demande pour x une
valeur telle que l’expression un a ?
( Rép. On trouve ici deux valeurs , savoir :
jr=+W/âï,à laquelle correspond un minimum y—({/à+\/by, et • • ,
x = — \/ab, à laquelle correspond un maximum y = (j/a— 1/6)\ )
§1 II. — Des équations et problèmes du second degré a deux
OU PLUSIEURS INCONNUES. NOUVELLES OPÉRATIONS SUR LES RADICAUX DU SECOND DEGRÉ , RÉELS OU IMAGINAIRES.
114. Nous ne pouvons donner ici une théorie complète , car nous ferons voir bientôt que la résolution de deux équations du second degré à deux inconnues dépend en général de la résolution d’une équation du quatrième degré à une seule inconnue ; mais nous allons nous proposer quelques questions qui ne dépendent , en dernière analyse , que de la résolution d’une équation du second degré à une inconnue.
Premier problème. Trouver deux nombres tels, que la somme de leurs produits, par les nombres respectifs a et b , soit égale à 2s, et que leur produit soit égal à p.
Soiént x et y les deux nombres cherchés ; on a les équations
ax + by = %s,
De la première on tire y
xy—p,
2 s ax
d’où, substituant dans la
seconde et réduisant, ax * — Isx— — bp.
Donc
V s1 — abp,
et par conséquent, — abp.
Le problème est, comme on le voit, susceptible de deux solutions" directes, car s est évidemment 'yV's'—abp ;• Mais pour qu’elles soient réelles, il faut que l’on ait ou = abp.
A PLUSIEUBS IKCOXXEES.
Soit a = 4 = 1 ; les valeurs de x et de y se réduisent à x — s -àzV' *’ — p et y = »+Ki’ — p.
D’où l’on voit que les deux valeurs de y sont égales à celles de x prises dans un ordre inverse ; ce qui veut dire que , si s + V' s’1 — p représente la valeur de x, s — \/ — p représente la valeur correspondante de y, et réciproquement.
On interprète cette circonstance en observant que les équa-
lions se réduisent, dans ce cas particulier, a <
et alors, la question revient à trouver deux nombres dont la somma soit 2s et dont le produit soit p, ou, en d’autres termes, à partager un nombre 2s en deux parties dont le produit soit égal à un nombre donné p.
Or, on a vu (n° 100) que les deux parties sont nécessairement liées entre elles par une même équation du second degré jr3 — 2 sx+p = 0 , dont le coefficient du second terme est la somme 2s prise en signe contraire, et le dernier terme est le produit p des deux parties.
115. Second problème. Trouver quatre nombres en proportion géométrique , connaissant la somme 2s des extrêmes, la somme 2s' des moyens, et la somme 4c’ des carrés.
Désignons par u, x, y, z, les quatre termes de la proportion ; on a, pour les équations du problème, en vertu des données et de la propriété fondamentale des proportions ,
uz=*=xy,
9 jt'+x’ + jr3d-î3=4c:‘.
Au premier abord , il peut paraître difficile de trouver les valeurs des inconnues ; mais , à l’aide d’une inconnue auxiliaire, on parvient à les déterminer simplement.
En effet, soit p le produit inconnu des extrêmes ou des moyens, on a
1° Les équations qui donnent [U sJ'rVe —p,
( UZ=p, ^ l/V—
(P' oyez le problème précédent.)
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2° Les équations
On voit donc déjà que la détermination des quatre inconnues 11e dépend plus que de celle du produit/).
Or, si l’on substitue ces valeurs de u, x, y, z, dans la dernière des équations du problème , il vient
+ (*' + 1 / + [»'—v »'*—Py= 4o,
ou , développant et faisant les réductions,
4*1 + 4s'2 — 4/) = 4c’; donc p—s2 + s'2 — c2.
fx + y=2*', . donnent +
Reportant cette valeur de p dans les expressions de u, x, y, z, ( u~ s+Y^o7 — s'7, x== a' + l/c1 — s2,
on trouve enfin <
( z = * — Y c7 — s'7, y=zs' — ve 1 — $ 2.
Ces quatre nombres constituent évidemment une proportion ; car on a
uz— (z -\-V' C7 s’2) (i — V / c2 — = — c7 + *,2.
xy = (/ + V c ’ — s7 ) (f ' — Va2 — *’) =ï — c2 + *’ •
N. B. Ce problème , que nous avons extrait de Y Algèbre de M. Lhuilier, est propre à faire voir combien l’introduction d’une inconnue auxiliaire dans un calcul facilite la détermination des inconnues principales. On trouve , dans l’ouvrage que nous venons de citer, d’autres problèmes du même genre qui conduisent à des équations d’un degré supérieur au second, et que, néanmoins, on pent résoudre à l’aide d’équations du premier et du second degré , en introduisant des inconnue s auxiliaires.
116. Considérons maintenant le cas où un problème donnerait lieu à deux équations quelconques du second degré à deux inconnues.
Une équation à deux inconnues est dite du second degré , lorsqu’elle renferme des termes dans lesquels la somme des exposans des deux inconnues est égale à 2 et ne surpasse pas 2.
A DEUX HCORNKES.
Ainsi, lx2 -4-r + y2 — xy — 5y + 8 = 6, Ixy — 4r + y = 0, sont des équations du second degré (*).
Il suit de là que toute équation du second degré â deux inconnues , est de la forme ay2 +bxy + cx2 + dy+fx+g =0, a, b, c... représentant des quantités connues , soit numériques , soit algébriques.
Soient donc proposées les équations
ay 2 + bxy + ex2 + dy + ft + g — 0, a'y2 -f- b'xy + c'x2 + d’y + fx + g' = 0.
On peut ordonner ces deu,x équations par rapport à x ; et il vient
ex2 + ( by + /) x H- ay2 + dy + g = 0, c'x 2 + (b’y +f)x + a’y2 + d'y + g! = 0.
Cela posé , si les deux coefficiens de x2 étaient les mêmes dans les deux équations, on obtiendrait, en retranchant ces deux équations l’une de l’autre , une équation du premier degré en x qui pourrait être substituée à l’une des équations proposées ; de cette équation , l’on tirerait la valeur de x en y, et reportant cette valeur dans une des équations proposées , on parviendrait à une équation qui ne renfermerait plus que l'inconnue y.
Or, si l’on multiplie la première équation par et la seconde par c, il vient
cc'x2 + (by + f) c'x + (ay2 + dy + g ) c' = 0, cc'x2 -f (b' y + f) ex' + (a'y2 + d'y + g') c = 0,
équations qui peuvent remplacer les précédentes , et dans lesquelles le coefficient de x2 est le même.
En soustrayant la seconde de la première , on trouve
[(ie' — cl') y +/c' — cf~\x + ( ac ' — ca’) y2 + (de’ — cd') y
+ 9e' —cg'—0,
, . . (ca' — ac')v2 + (cd ' — de') y + cq' — ac'
équation qui donne x — -U. .. — -LZ — £_ ,
1 H (bc' — cb') y + fc'—c/'
(*) Ou sous-entend ici que, ai l’équation a des dénominateurs, iouj n'entre pas dans ces dénominateurs. Voyez la remarque du u° 92.
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Cette expression de x, substituée dans l'une des équations proposées , donnerait une iquation finale en y.
Mais , sans effectuer cette substitution qui conduirait à un résultat très compliqué, il est facile de reconnaître que l’équation en y doit être en général du quatrième degré ; car le numérateur de l’expression de x étant de la forme wy’ + «y + p , son carré, ou l’expression de x’, est du quatrième degré; or, ce carré forme l’une des parties du résultat de la substitution.
Donc , en général , la résolution de deux équations du second degré h deux inconnues dépend de celle d'une équation du quatrième degré a une seule inconnue.
117. Il est une classe d’équations du quatrième degré dont on peut ramener la résolution à celle des équations du second degré; ce sont les équations de la forme x/* + />x’ -f y = 0. On les appelle équations trinômes ou bicarrées, parce qu’elles ne contiennent que trois espèces de termes : des termes en xl, des termes en x’, et des termes tout connus.
Pour résoudre l’équation x!> + /;x5 -f- q =. 0, on pose, pour le moment , x* = y, ce qui réduit l’équation à
y’ + py + q — 0, d’où l’on tire y — — ±\/j — mais l’équation x' = y donne x-dc.V'y-
Donc x = ± \/ — — ?*
On reconnaît , par le fait même de la résolution de l’équation, que l’inconnue a quatre valeurs, puisque chacun des signes + et — , qui affectent le premier radical , peut être successivement combiné avec chacun des deux signes qui affectent le second ; mais ces valeurs sont égales et de signes contraires deux à deux.
Soit , par exemple , l’équation x4 — 25 x’ = — 1 44 ;
si l’on pose x 1 = y, il vient y1 — 25y = — J44 ,
d’où l’on tire y = 16, y = -9.
Substituant ’ces valeurs dans l'équation X’ = y, on obtient
1” xJ = 16, d’où x = ± 4 ; 2° x’ = 9, d’où x = ± 3.
Ainsi , les quatre valeurs sont +4, — 4, +3 et — S. "
BD QUATRIÈME DEGRÉ
Soit encore l’équation x'i — 7x3 = 8. Posons x> = y; l’équation devient y3 — 7y= 8, d’où y = 8 et y = 1.
Donc 1° x’ = 8, d’où x = ± 2y/ 2; 2° i’= — 1. d’où j = ± j/ — 1; les deux dernières valeurs de x sont imaginaires.
Soit l’équation algébrique x* — [Vc 4- -4a’) x3 = b V ;
posons x3 = y ; l’équation devient y3 (2ie + 4a ) y • 6 c’ ; d’où l’on déduit y = 6c + 2a3 ± 2a 1/ 6c + a3 ,
et par conséquent , x = ± Vhc + 2a3 ± 2a V bc + a3-
118: La résolution de l’équation trinôme du 4” degré donne naissance à une nouvelle espèce d’opération algébrique ; c’est l’extraction de la racine carrée d’une quantité de la forme A ± y/B, A et B désignant des quantités commensurables do signes quelconques.
Soit l’expression 3 ± y/5 à élever au carré.
On a (n° 19) (3± v/5)3 = 9 ± G]/o + 5=U ± Oy/S;
donc réciproquement , 14 8y/5 = 3 dfc y/5.
De même, (|/7 ± j/ll)3 =7 ± ly/H + 11 = 18 ±2l/77; donc réciproquement, |/l8 ±2j/77=j/7 ±l/ll.
D’où l’on voit qu’une expression telle que A ± y/ B, peut quelquefois être ramenée à la forme A' dfc y/B' , ou j/A' ± l/B'; v et lorsque cette transformation est possible, il est important de l’effectuer, puisqu’on n’a plus alors qu’une ou deux racines carrées simples à extraire , tandis que l’expression V A ± y/B exige qu’on extraie une racine carrée de racine carrée.
N.ous nous proposerons donc cette question :
Une quantité de'la forme A + j/B étant donnée (il est inutile de considérer ici le double signe rfc , parce qu’il est implicitement renfermé dans l’indice du radical j/), reconnaître si elle est le carré d’une autre quantité de la forme A’ + \/B' , ou y/ k' + y/B' , et déterminer cette dernière quantité lorsqu’elle existe.
TRANSFORMATION
Cette recherche est fondée sur un principe qui trouvera par la suite de fréquentes applications ; c’est que, toutes les fois que l’on a une égalité de la forme
ni + \/n = m' + j/ n',
m, m' étant rationnels et j/w, y/ ri deux nombres incommensurables du second degré , on doit avoir séparément
m = rri et j/n = y/n'.
En effet , on déduit de l’égalité hypothétique , y/n = m' — m -+• y/ri ;
d’où, élevant au carré, n=(m ' — »^)3-t-n,4-2(m, — m)y/n'.
Or le premier membre de cette dernière égalité est un nombre incommensurable; donc il doit en être de même du second; mais y/ ri étant, par hypothèse, incommensurable, 2(wi' — m)y/ri l’est aussi. Ainsi, pour que l’égalité subsiste, il faut que cette irrationnelle disparaisse , ce qui exige que l’on ait m' — m = 0, d’où m' =s m , et par conséquent , y/n = y/ ri . C. Q. F. D.
Cela posé, désignons par p et q les deux parties dont se compose la racine carrée de A + y/ B lorsqu'elle existe ; p et q sont alors deux monomes irrationnels, ou bien l’un, une quantité rationnelle , l’autre un monome irrationnel du second degré, en sorte quep3 et g* sont nécessairement rationnels. On a l’équation
P+q =VA+j/B. . . . (1)
d’où , élevant au carré ,
Jf'’ + ?J + 2p7 = A + ^/B.
Le second membre de cette dernière équation étant irrationnel , il doit en être de même du premier. Or, puisque p’ et q 1 sont nécessairement rationnels, p’-fj’3 l’est aussi; donc 2 \pq exprime la partie irrationnelle du premier membre; et, en vertu du principe démontré ci-dessus , l’équation précédente se partage dans ces deux-ci :
2 pq = y/B .... (3). ■
On pourrait tirer de l’équation (3) la valeur de q et la substituer
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dans l’équation (2), ce qui conduirait à une équation trinôme du ■4" degré en p qu’on résoudrait facilement ; et l'on parviendrait ainsi aux valeurs de p et de q. Mais il est plus simple d’opérer de la manière suivante :
Retranchons (3) de (2) membre à membre ; il vient
(P — ?)’ = A — l/B, d’où p — q — 1/ A — l/B,
équation qui, combinée avec (1) par voie de multiplication, donne p 1 — ?’ = l^A3 — B.
Ce résultat nous apprend déjà que , p 1 et q* étant rationnels, p * — q* l’est aussi. Par conséquent, A + j/B ne peut être un carré parfait de la forme indiquée par l’énoncé de la question, qu’autant que la quantité A’ — B est elle-même im carré parfait: tel est le caractère auquel on reconnaît la possibilité de V opération proposée.
Aa — B devant être un carré parfait, désignons par C la valeur numérique de sa racine ; il vient
Actuellement , si l’on combine les équations (2) et (4) par addition et soustraction , l’on obtient successivement
, d’où p= ± \/ A - , °,
, d’où ? = ± V ;
ce qui donne enfin pour la racine demandée , p + q ou 1/ A-t- l/B = ± ± \/
On s’est dispensé ici de tenir compte du signe inférieur de C dans les expressions de p et q, parce qu’il est évident qu’il donnerait la même valeur pour/) + q. Mais il n’en doit pas être de même du double sighe dont chacnne des valeurs de p et de q est affectée. La combinaison des deux doubles signes ±, donne lieu à quatre valeurs représentant celles que comporte en elle-même
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l’expression l^A+y/Ü qui-, lorsqu'on met les signes en évidence , revient à ± l/A±|/B; en sorte que la véritable formule à établir pour les applications, est celle-ci :
et les signes qu’il convient de combiner entre eux dans les deux membres, pour avoir une égalité exacte, sont déterminés par l’équation (S) qui indique que p et q doivent être de même signe ou de signes contraires, suivant que J/B est affecté du signe + ou du signe — .
Appliquons cette formule à quelques exemples
Soit , en premier lieu , l’expression numérique
94 ± 42 l/5, ou 94 ±
on a A = 94, B = 8820,
d’où A1 — B = 8836 — 8820=16, carré parfait ; donc C=4; et
par conséquent, p — \ — = — =±7, q=\/ — j, — z=d:oyo..
Ainsi 1/94 ± 42j/5 = ± 7 ± 3 j/5,
ou plus clairement ,
Soit, e« second lieu, l'expression algébrique obtenue à la fin du n° 1 17, savoir :
x = dz Ÿ 4c -p 2a3 dt 2a \/ bc + a1.
On a A = bc -f 2<?3, B = 4 a34c + 4a4 ;
d’où A’ — B = 4?e3, carré parfait ; donc C = bc ,
et p=± V — = ±l/ic + «>, 5 = ±a.
Ainsi bc +2a3 dfc 2a|/^ bc + a3 = ± l/4c + a3 dr a,
ou plutôt , Ÿ bc + 2a3 4- 2aV// bc + a1 = ± (l/ 4c -p a3 + a)
V' 4c + 2a3 — 2al/4e -f- a3 = ± (l/ 4c -}- <z3 — a) .
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On trouvera pareillement
vi + V* = ± (â^10 + ^2);
|/3 _ */5 = dz (J |/10 - \V?)',
V hc + 2àl/àe — à3 + ^ àc — IbVbc — à3 = dz 25;
_ iV — 3 = zfc (2 — V~^z)i V— 1 + 4V7 — 8 = dz (v/3 + ai7^); l7— l 41/ — 3 = ± (i/3 — 21/^1);
^16 + 30 V^l + ^16 — 30 V~l — 10 V 16 + 30 V — 1 — ^lfi — 30 v— 1 = 61/— 1.
120. L’exactitude de la formule (5) peut être vérifiée a posteriori. En effet, élevons les deux membres au carré, il vient
ou , observant que C3 = A2 — B donne B = A3 — G* ,
A dz j/B = A dh y/B.
On voit donc que, lors même que A’ — B n’est pas un carré parfait, on peut encore remplacer l’expression V A zfc y/ B par le second membre de la formule (3) ; mais alors , on serait loin d’avoir simplifié la question , puisque les quantités p et q seraient de même forme que l’expression proposée.
C’est surtout par rapport aux expressions imaginaires
de la forme V o. ± b\/ — j ? que l’emploi de la formule (5) est avantageux.
Déjà les derniers exemples proposés pôur exercice, n° 119, prouvent que, dans le cas où la condition A3 — B, carré parfait, est satisfaite, ces sortes d’expressions peuvent être ramenées à la
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forme a' ± b' V — 1 , a' et b' étant des quantités réelles, commensurables ou incommensurables. Or je dis que cela a lieu lors même que A3 — B n’est pas un carré parfait.
En effet, si l’on applique la formule (B) à l’expression
Va + b\/Z Tf , on a
A = a, B = — d’où A1 — B = aa + >,
et P=± \/a + V/a\+±,
ou, posant pour plus de simplicité c — Va, + b1, quantité généralement irrationnelle , mais nécessairement réelle y positive 7 et plus grande que a ,
?=±V/ïp.
donc
V'a +bV^Î = ± (\/^ + («)
On obtiendrait pareillement
Or les quantités \f/C * sont essentiellement
réelles , quels que soiènt a et b , puisque c ou Va1 + b7 est plus grand numériquement que a.-
Donc enfin, toute expression do Informe
Va ± b V^f
peut être ramenée à la forme ordinaire des imaginaires du second degré , a ±V V — 1 ; a' et b' étant des quantités réelles quelconques.
Faisons ressortir par un nouvel exemple l’unité de ces sortes de transformations.
Soit proposé de simplifier, s’il y a lieu , l’expression
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En appliquant les formules (M) et (N) on trouve
a = 8, è=2; d’où c=l/aJ-f-A’ =|/l3;
donc
2» V 3-2 l/^î = db (\/ ^ + 3 — y/ ^ 1 * — 3 - ,/— )
d’où, ajoutant et observant que x est censé représenter ici la somme arithmétique de deux radicaux,
x= Y 3 + 2 ]/— 1 + t/& — 2l/ITl
= dh 2\/ + 3 = ± 1/2 (|/13 + 3).
Cet exemple prouve, ainsi que l’avant-dernier du n° 119, que certaines expressions imaginaires , combinées entre elles, peuvent donner lieu à des résultats réels, et même rationnel ».
ANALYSE INDÉTERMINÉE DU PREMIER ET DU SECOND DEGRÉ
Introduction. Lorsque l'énoncé d’un problème fournit moins d’équations qu’il n’y a d’inconnues, le problème est dit indéterminé, en ce sens que (n° 55) ses équations peuvent être satisfaites par une infinité de systèmes de valeurs attribuées aux inconnues. Mais il arrive souvent que la nature de la question exige que les valeurs des inconnues soient exprimées en nombres entiers; dans ce cas, l’une des inconnues, à laquelle on pouvait d’abord donner une valeur tout-à-fait arbitraire, ne doit plus recevoir que des valeurs entières et telles que la valeur correspondante de l’autre inconnue ou de chacune des autres inconnues soit aussi exprimée en nombres entiers. Or cette condition restreint beaucoup le nombre des solutions , surtout si l’on ne veut tenir
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compte que des solutions directes, .c’est-à-dire des solutions en nombres entiers et positifs pour toutes les inconnues.
L’objet de /'analyse indéterminée du premier degré est de résoudre les questions indéterminées du premier degré en nombres entiers. Nous verrons plus loin le but que l’on se propose dans l’analyse indéterminée du second degré.
§ Ier. ÉQUATIONS ET PROBLÈMES DU PREMIER DEGRÉ A DEUX
INCONNUES
122. Toute équation du premier degré à deux inconnues peut (n° 67) être ramenée à la forme ax + by — c ; a, b, c, désignant des nombres entiers, positifs ou négatifs.
Nous commencerons par faire observer que , si les coe/jîciens • a et b ont un facteur h commun, qui ne divise pas le secondmembre c , l’équation ne peut être satisfaite par des nombres entiers.
Car soit a*t=ha', b = hb'; l’équation devient ha'x ■+- hb'y = c ,
d’où l’on tire a'x + b’y= -, équation qui ne peut être satisfaite
par aucun système de valeurs entières de x et de y , tant que c n’est pas divisible par h.
Nous supposerons, dans tout ce qui va suivre, que a et b soient des nombres premiers entre eux; puisque, s’ils avaient un facteur commun , il faudrait que c renfermât aüssi ce facteur, auquel cas, on pourrait le supprimer dans l’équation.
123. Pour plus de clarté, nous traiterons d’abord des équations particulières , et nous généraliserons ensuite.
Première question. Partager 159 en deux parties dont l’une soit divisible par 8 et l’autre par 13?
Désignons par x et y les quotiens respectifs de la division des deux parties cherchées par les nombres 8 et 13; il est clair que 8 j et 13y expriment ces deux parties, et l’on a l’équation
qui , d’après l’énoncé , doit être résolue en nombres entiers et positifs pour x et pour y.
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On déduit d’abord de cette équation , x ■
ou, effectuant la division autant que possible, 19 — y +
7— By
Observons maintenant que la valeur de x sera entière si l’on
TJ 5
donne à y une valeur telle que — g — - soit un nombre entier ; d’ailleurs, cette condition est nécessaire ; ainsi , il faut et it suffît que — -g— ^ soit égal à un nombre entier quelconque* Soit t ce nombre entier ( t est dit une indéterminée) ; il en résulte - = t, d’où By + 8* = 7 . . . » (2) t
et la valeur de x devient x=19 — y + t. _
Toute valeur entière de t qui , substituée dans l’équation (2) , en donnera une semblable pour y , satisfera à la condition que
— g— ^ - soit entier ; ainsi, les deux valeurs de x et de y correspondantes seront entières et satisferont d’ailleurs (n° 66) à l’équation proposée , qui résulte évidemment de l’élimination de t entre les
r TJ g
deux équations — g — = f, x,= 19 — y + /.
La question est donc ramenée à résoudre en nombres entiers l’équation (2) , dont les coefficiens sont plus simples que ceux de l’équation (1).
On tire de l’équation (2) y — — g — ,
ou, effectuant la division en partie, y = 1 — t -\ g—.
Toute valeur entière de t, qui rendra 2 — 3 1 un multiple dé B, donnera aussi pour y un nombre entier, .et sera par conséquent convenable; d’ailleurs, la condition que 2— -.3/ soit un multiple
2 St
de B est nécessaire. Ainsi il faut poser — g — — t', t’ étant une
nouvelle indéterminée; ce qui donne 3 1 + S/’=2 . . . (3) , et la valeur de y se réduit à ÿ = 1 — t+ t'.
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[l’équation (2) résulte d'ailleurs de l’élimination de t' entre ces deux dernières.]
La question est encore ramenée à résoudre en nombres entiers l’équation (S), de laquelle on tire
#==“S + “reposons il en résulte 2 t' + &t" = 2. . . (-4) ,
et par conséquent e= ^
De l’équation (4) on déduit t'= — ^ = 1 — ;
et posant = V", on en tire t" — 2 V" .... (5),
et par conséquent ? — 1 t" t'".
Comme, dans l’équation (5), le coefficient de t" est égal kYunité, il s'ensuit que toute valeur entière attribuée à en donnera une semblable pour t". D’ailleurs , les deux inconnues principales * et y, et les indéterminées t, t', t", et t1", sont liées entre elles par les cinq équations
Ainsi , en donnant à t"' une valeur entière quelconque , et remontant de la dernière de ces équations aux deux premières, oh obtiendra pour x et y des valeurs entières correspondantes qui vérifieront nécessairement l'équation proposée ; car, d’après les raisonnemens qui ont ete faits plus haut , cette équation résulte de l’élimination de t, f, t", t"', entre les cinq équations que l’on vient d’établir.
Mais afin de n’attribuer à t"' què des valeurs auxquelles correspondent des valeurs entières et positives pour r et y, il convient d’exprimer x et y en fonction immédiate (n° 108) de l’indéterminée t'", à l’aide des cinq équations ci-dessus.
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Or,- l’expression de t' devient , lorsqu’on remplace t" par sa valeur en t'", t' = 1 > — 2 1'" — t"', ou t' — 1 — 3 t'" ; remontant à l’expression de t. . .t — — t'+t"= — l+&t"'+îtm; donc r= — 1+5*'".
On trouvera de même y =* 1 — ( — 1 + 5 1'") + 1 ~ Zi'", d’où - , y = 3 — - 8<"\
Enfin , x — 19 — (3 — 8/'") + ( — 1 + fit'"), ou x = 15 + 13t'".
Il est facile de vérifier que ces deux dernières équations reproduisent l’équation proposée, par l’élimination de V". En effet, si l’on multiplie la première équation par 13, et la seconde paT 8 , et qu’on ajoute les résultats , il vient
Faisons successivement £'"= 0, I, 2, 3...., ou bien £'"= — 1, — 2, — 3... ; les formules précédentes donneront toutes les valeurs de x et de y en nombres entiers, soit positifs, soit négatifs , propres à vérifier la proposée ; mais si , comme l’exige l’énoncé, on ne doit tenir compte que des solutions entières et positives, t'" ne peut recevoir que des valeurs qui rendent 3 — 8 Ü" et 18 -f- 1 Zi'" positifs. Or, il n’y a évidemment que t'" = 0 et V" = — 1 , qui satisfassent à cette condition : car toute valeur positive de t'" rend y négatif, et toute valeur négative, numériquement plus grande que 1 , rend x négatif.
Si l’on fait successivement £"' = 0, t"' = — 1 ,
il en résulte { ^ ^ } *
Donc les deux systèmes .r = 18 et y = 8, x = 2 et y = 11, sont les seuls qui vérifient l’équation 8x + 13y = 189.
Quant à la question dont cette équation est la traduction algébrique, puisque 8x et 13y représentent les deux parties cherchées, il s’ensuit que 8 x 18 ou 120, et 13x3 ou 39, forment une première solution; que 8x2 ou 16, et 13 x 11 ou 143, forment une seconde solution; c’est-à-dire que 189 peut être partagé, soit en 120 + 39 , soit en 16 + 143.
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Soit ^ pour second exemple, l’équation
On en déduit d’abord x = — jÿ — = “y + — .
Pour qu’à une valeur entière de y il corresponde une valeur entière de ±, il faut et il suffit que 15y — 8 soit un multiple
de 17. Soit donc 1 1 étant une indéterminée; il en
résulte lSy — 17/=8... (2)',
et x =2 y + t.
[L’élimination de t entre ces deux équations reproduirait l’équation (l).l
On déduit de l’équation (2) , y = — jg — = M jg — ;
et la nouvelle expression, — — , doit être un nombre entier
(c’est d’ailleurs une condition suffisante).
Posant — !■', on obtient 2/ — 15/' = — 8. . . (3) ,
et par conséquent
L’équation (3) donne t— ^
et si l’on pose ^ = l", il vient t' = 2f", d’où ; /— 7/' — 4 + 1".
Maintenant, pour exprimer x et y en fonction de l’indéterminée t", rapprochons les quatre équations
t — lt' — 4 + t",
L’avant-dernière devient t—7 x 2 1" — 4 + /", ou /=15/" — • 4 ; remontant à la seconde, on a y = 15 1" — 4+2 1", ou y— Ml" — 4; enfin , la première devient
x — 2(17/" — 4) + 15/" — 4, ou x— 49/"— 12.
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Ces deux formules reproduisent l’équation proposée , pnr l’élimination de t car, si l’on multiplie la première par 49, la seconde par 17, et qu’on retranche les deux résultats l’un de l’autre , il vient
On voit d’ailleurs qu’en donnant à t" des valeurs positives quelconques , on obtiendra pour x et y des valeurs positives ; mais on ne peut supposer t" négatif.
Soit t" = 1 , 2, 3, 4 .... ;
on trouve y — 13, 30, 47, 64....;
Le nombre des solutions entières et positives de l'équation proposée est donc infini ; et le système des plus petites est
Ce système vérifie l’équation , car on a
Nous nous sommes dispensé , dans cet exemple , de reprendre tous les raisonnemens qui avaient été faits dans le premier, pour rendre compte de toutes les opérations ; mais il est facile aux commençans de les reproduire , en suivant pas à pas les transformations.
12S. On peut résumer ainsi la méthode précédente :
Soit ax+ by=zc... (1), l’équation qu’il s’agit de résoudre. Tirez de cette équation la valeur de l’inconnue qui a le plus petit coefficient , de x , par exemple , et effectuez la division autant que possible ; vous obtenez une expression de x en y, composée d’une partie entière et d’une partie dè forme fractionnaire qu’il faut tâcher de rendre entière. Egalez celte seconde partie à une première indéterminée t; il en résulte une nouvelle équation en y et t, que l’on peut nommer l’équation (2), et dont les coefiiciens sont jdus simples que ceux de l'équation (1) ; la valeur de x. se trouve d’ailleurs exprimée en fonction entière de y et t , et V équation proposée résulte de l’élimination de t entre l’équation (2) et l’équation qui donne la valeur de x en y et t.
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Tires de l’équation (2) la valeur de y, et effectuez la division autant que possible. Egales la partie fractionnaire à une seconde indéterminée t'; d’où il résulte une équation (3) en t et t', plus simple que les équations (1) et (2). La valeur de y se trouve ainsi exprimée en fonction entière de t et t' ; et la proposée résulte de l’élimination de t et t' entre l’équation (3) et les deux équations qui donnent x en fonction entière de y et t , puis y en fonction entière de teti'.
Opères sur l’équation (3) comme sur les équations (1) et (2) , et continuez cette sèrie-d' opérations jusqu’à ce qu’enfin vous parveniez à une dernière équation entre deux indéterminées dont l’une ait pour coefficient /'unité.
Remontes ensuite de cette dernière équation aux précédentes, et cherchez , par des substitutions successives , à exprimer x et y en fonction de la dernière indéterminée.
Vous obtenez ainsi deux formules à l’aide desquelles , en donnant à l’indéterminée restante des valeurs entières quelconques, vous trouvez tous les systèmes de valeurs entières , tant positives que négatives , propres à vérifier l’équation ax + by = c.
Si l’on ne veut que des valeurs entières et positives pour x et y, les deux formules indiquent , par leurcomposition , entre quelles limites doivent être comprises les valeurs de la dernière indéterminée, pour que cette condition soit remplie.
Remarques. 1° Le procédé qui vient d’être indiqué doit toujours conduire à une dernière équation dans laquelle le coefficient d’une des indéterminées est égal à l'unité.
En effet, dans la première opération , on est conduit à diviser le plus grand coefficient des deux inconnues par le plus petit ; dans la seconde , le plus petit coefficient par le reste de leur division; dans la troisième ,1e premier reste par le second reste , et ainsi de suite, c’est-à-dire que l’on applique aux deux coefficiéns le procédé du commun diviseur. Donc , puisque , par hypothèse, les deux coefficiens sont premiers entre eux (n°122), on parviendra finalement à un reste égal à 1 , qui servira de coefficient à l’avant-dernière des indéterminées que l’on aura introduites dans le cours du calcul.
2° Lorsqu’on applique le procédé à une équation dans laquelle les coefficiens des deux inconnues renferment un facteur
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commun qui ne se trouve pas clans le second membre , mais que l’on n’a pas d’abord aperçu , la suite des calculs fait reconnaître X impossibilité de résoudre la question en nombres entiers.
Soit , par exemple , l’équation 49* — 35y = 11.
(Le facteur '7 est commun aux coefficiens de * et y, et n’entre pas dans le second membre.)
On en déduit y
14* — Il
Posant = (, dou y = x+<,
on a
Posant ^ = t' , d’où * = 2/ + /’,
on trouve
Cette dernière équation est évidemment impossible en nombres entiers pour t et t', puisque ^ est une fraction. Donc aussi 1 équation proposée est impossible en nombres entiers pour * et y. .
126. Au reste, le procédé ci-dessus est susceptible de plusieurs simplifications ■ qu’il est important d’introduire dans la pratique.
Reprenons l’équation déjà traitée , 17* — 49y = — 8 ;
on en déduit d’abord * = ^
Observons actuellement que 49 est égal à 17 x 2+ 15, ou bien
encore, égal à 17 x 3 — 2; donc, -yj- = «y — - ;
ainsi la valeur de * prend la forme * = 3 y — 1 ÿj — j
et la question est ramenée à trouver pour y un nombre entier
qui rende entière l’expression
Or celte expression re-
vient à ? ^ ^ ^ j mais les deux nombres 17 et 2 sont premiers
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entre eux. Ainsi , pour que
soit un nombre entier
faut et il suffît ( Arilh., n° 132) que y + 4 soit divisible par 17.
Posons donc y — t, fêtant un nombre entier tont-à-fait arbitraire ; il en résulte y— Vit — 4,
et la valeur de x devient x = 3y — 2/,
ou , remettant pour y sa valeur en t, x= 49 1 — 12 .
Ces formules donnent également toutes les solutions entières de la proposée ; car l’élimination de t entre ces deux équations reproduit l’équation 17x — 49y = — 8.
En faisant 4=1,2, 3, 4..., on trouverait des valeurs entières et positives pour x et y; mais on ne peut supposer t négatif ni égal à 0.
Ou doit sentir de quelle importance sont les modifications précédentes , puisque , par leur moyen , on n'a introduit qu'une seule indéterminée dans le cours du calcul.
Ces modifications se rencontrent dans presque tous les exemples , mais on ne peut les expliquer que sur des équations particulières ; c’est pourquoi nous traiterons encore les questions suivantes :
127. Seconde question. Payer 78 fn avec des pièces de 5 fr. et de 3 fr., tan» aucune autre monnaie ?
Soient x le nombre de pièces de 5 fr., et y celui des pièces de 3 fr.; on a l’équation Bx + 3y = 78, qui n’admet que des valeurs entières et positives comme solutions de la question.
Cette équation , résolue par rapport a y, donne y = — ,
ou , effectuant la division ,
ou bien encore y = 26 — 2x + ^.
En considérant la première forme de la valeur de y, on voit que la valeur de y correspondant à une valeur entière de x , ne
peut être elle-même entière qu’autant que l’on aura -g- égal à un
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nombre entier ; et comme 2 est premier avec 3, il faut et il suffit (Arith., n° 132) que x soit divisible par 3.
Soit donc x = 3 1;
il en résulte y — 26 — x — 2r, ou bien ... y = 26 — 3/.
Si l’on considère la seconde valeur, on voit de suite que x doit être un multiple de 3, ce qui donne x = Zt, d’où résulte encore y — 26 — 2 -r + t, ou y — 26 — 8/.
Ces deux formules montrent que t doit être positif et ne peut
avoir une valeur plus grande que — , ou S g.
Soit donc t = O, 1, 2, . 3, 4, 5;
il en résulte x = 0, 3, 6, 9, 12, 15,
Ainsi , l’on peut satisfaire à la question de six manières différentes , savoir, avec 26 pièces de 3 fr. , sans aucune pièce de 5 fr. ; avec 21 pièces de 3 fr. et 8 pièces de 5 fr.; avec 16 pièces de 3 fr. et 6 pièces de 5 fr.; et ainsi de suite.
Troisième problème. Trouver un nombre qui, étant. divisé par 39, donne le reste 16, et divisé par 56, donne le reste 27.
Soit N le nombre cherché. Appelons d'ailleurs x et y les quot'iens entiers de N divisé successivement par 39 et 56. On a Ica deux équations
N = 39x + 16 et . N = 86y + 27 ;
ce qui donne 39x + 16 = 56y -f 27,
ou , réduisant, S9x — 56 y= 11... (1);
et la question est ramenée à résoudre celle-ci en nombres entiers.
n 56y+ 1 1 , 17y+ll
On en déduit x = - yg9 = y + — ^ — ,
ou bieh encore, x = 2 y —
11(gy— 1)
(On prend ici le quotient par excès , parce qu’on s’aperçoit que le facteur 1 1 peut être mis en évidence dans le numérateur de la fraction.)
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Connue , dans l’expression
, le facteur 11 est pre-
mier avec 39, pour que cette expression soit un nombre entier, il faut et il suffit que 2 y — 1 soit divisible par 39.
Posons donc —, - — = /, il en résulte 2y — 39/= 1 . . . (2), ÔV
et par conséquent. .. . x = 2y — 11/. N .
L’équation (2) donne ' y — 19/+ * ~t - ;
posant f ~t ■- = /', on obtient l’équation / =2/' — 1 , et y =19/+/', d’où y =39/' — 19.
En reportant celte valeur de y et celle de / dans l’expression de *, on trouverait .r = 56/' - — 27. Mais Cette Substitution est inutile ; car puisque N est l’inconnue principale du problème (x et y ne sont ici que des inconnue s auxiliaires ) et que l’on a N = 56y + 27, il suffit de remplacer dans eette équation, y par sa valeur ; ce qui donne
N =56(39/'^- 19) + 27, ou, réduisant, N=2184/' — 1037.
On reconnaît, à l’inspection de cette formule, que /' peut avoir une valeur positive quelconque; mais il ne peut être négatif.
Soit /' = 1 ; il en résulte !♦= 2184 — 1037 = 1 147.
Ce nombre 1147 est le plus petit de tous les nombres entiers positifs susceptibles de satisfaire à l’énoncé.
Observons d’ailleurs que , dn moment où l’on a reconnu que 1147 satisfait à l’énoncé, on est certain que toutes les autres valeurs de N, correspondant à i"=2. 3, 4..., y satisfont également. En effet , dans la formule N = 2184/' — 1037, le'nombre 2184 étant égal à 39 x 56, les hypothèses /' = 2, 3, 4..., donneront pour N des multiples de 2184, ou de 39 et de 56, augmentés de 1147 ; d’où il suit que ces valeurs de N, divisées respectivement par 39 et 56 doivent donner les mêmes restes que 1 147.
N. B. Les artifices de calcul auxquels nous avons ou recours dans la résolution des questions précédentes supposent de l’ha-
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bitude ; mais nous ne saurions trop en recommander l’usage , parce qu’ils abrègent beaucoup la détermination des valeurs de x et de y.
128. Si l’on compare les formules propres à donner tous les systèmes de valeurs de x et de y, dans les diverses questions que nous avons traitées jusqu’à présent , aux équations de ces problèmes , on peut facilement reconnaître qu’elles jouissent de cette propriété commune : Les coefficient de l'indéterminée qui entre dans cet formule», sont réciproquement les mêmes (au signe près pour l’un d’eux ) que les coefficient dont les inconnues x et y sont affectées dans l’équation proposée; c’est-à-dire que, dans la valeur dé x, le coefficient dè l’indéterminée est égal au coefficient dont y est affecté dans l’équation , et dans la valeur de y, le coefficient de l’indéterminée est égal au coefficient de x dans l’équation, pris en signe contraire ; ou réciproquement ( quant aux signes des deux coefficiens).
Pour démontrer cetto propriété , reprenons l'équation générale
ax + by = c..., (1),
et supposons qu’après avoir appliqué la méthode , on soit parvenu aux deux formules
x — mt-\-A... (2j, y = ra/+B . . . (3).
Nous observerons d’abord que, dans ces formules, les coefliciens m et n doivent être premiers entre eux ; car s'ils avaient un facteur commun , et que l’on eût, par exemple , m = ni' h, n= n'k, les formules deviendraient
x=m'k.t+ A, y = nkit + B;
et en posant t==^ , on obtiendrait
pondrait des valeurs entières de x et de y, tandis que, d’après la nature de la méthode, toutes les indéterminées introduites dans le cours du calcul ne peuvent recevoir que des valeurs entières.
PROPRIÉTÉ DES VALEURS DE X ET DE y,
Cçla posé, les valeurs (2) et (3) devant vérifier l’équation (1), quelque valeur entière qu’on donne à 1 , on a nécessairement
a(ml + A) + b(nt + B) —c, oü, en développant et ordonnant. par rapport k.t,
(am + b n) t + a A + àB = c.
Mais, comme la supposition de 1= 0 dans les formules (2) et (3), donne x = A et y = B , ces valeurs doivent former un systènio particulier; ainsi l’on a séparément aA + AB = <?; donc l’égalité précédente se réduit à
[am.-\-bn)t=.Q.
Or, pour que cette égalité soit satisfaite pour toute valeur entière attribuée à t, il faut que l’on ait
am + bn=: 0. d’où/-^= —
et puisqu’on a déjà reconnu que m et n sont premiers entre eux, aussi bien que a et b, on doit avoir ( Arilh n° 157) n—a, m = — b,
ou bien, n = — a, mzxzb.
129. On peut, au reste, donner de cette propriété une démonstration qui soit tout-à-fait indépendante de la méthode qu’on a suivie pour obtenir les valeurs de x et de y. '
Soit toujours l’équation proposée
ax + by =<?«'. . (1) ;
et supposons que, par un moyen quelconque , on ait trouvé
pour une première solution en nombres entiers (positifs ou négatifs) ; je dis que toutes les autres solutions sont comprises dans les deux formules
y = al x = a — bt 1
ou bien
y — S — at , x—x + bt ;
/ désignant un nombre entier tout-à-fait arbitraire.
En effet, puisque « et C forment un premier système de valeurs de x et de y, en nombres entiers , on a l’cgalité 'a* + b:=c...( 2).
TIRÉS UES FORMULES GÉNÉRALES
Retranchant cette égalité, membre à membre, de l’équation (1), ce qui revient à mettre pour c sa valeur a* + bC—c, on obtient
équation qui peut remplacer la proposée.
Or, l’équation (S) revient à celle-ci :
et pour que la valeur de x correspondant à une valeur entière de y, soit elle-même entière, il faut et il suffit que b ( y — C) soit divisible par a; mais on sait (n° 122) que les coefficiens a et b sont premiers entre eux ( autrement l’équation ne serait pas résoluble en nombres entiers); donc, en vertu du principe établi en Arithviètique (n° 132), il faut et il suffit que y — C soit un multiple de a.
Posons donc y — S=at,
il en résulte. — *= — bt;
et de ces deux équations on déduit évidemment
y — C + at, x—a. — bt.
Comme le signe de t est tout-à-fait indéterminé , on peut changer t en — t dans ces formules, et il vient encore
y = S — at, x *= ce -\~bt.
11 est aisé de vérifier que , quelle que soit la valeur de t, en nombres entiers, les valeurs y — C+at, x — a — bt, satisfont à la proposée. .•
En effet, si on les substitue dans cette équation, on trouve
a(* — i/) + i (C+ a/) = e , ou réduisant, a*+b£=c.
égalité vérifiée , puisque a et fi1 forment, par hypothèse, une solution de la proposée. .
Conséquence. Si, dans les formules
y — G + at, x '=* — bt, ■ on fait successivement
f=0, 1, 2, 3, 4..., et /=—!, — 2, —3...,
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elles deviennent
y=S, 6+a, e + 2a,ê + 3a...|' (y=i=S— a, e— 2a, ff— 3a. .
.*=«, a — b, a — 2 b,* — 3 b . . . J | x=*+3, « 4- 23, «-f- Si ... .
D’où l’on voit que toutes les solutions entières, positives ou négatives , de la proposée , forment deux p regrettions par différence, dont la raie on est, pour les valeurs de x, le coefficient dont y est affecté dans l’équation , et pour les valeurs de y , le coefficient dont x est affecté dans la même équation.
131. Aetre méthode. Il résulte de l’analyse du n" 129, que toute la difficulté, pour résoudre complètement l’équation ax + by=zc , consiste à trouver une première solution , puisqu'on peut ensuite obtenir toutes les autres au moyen des formules
y=S+al, x — a — bt.
Cette considération conduit à üne seconde méthode pour résoudre l’équation indéterminée. Elle repose sur les propriétés élémentaires des fractions continues.
Soit , pour premier exemple , l’équation (déjà traitée n° 124)
Si l’on convertit -r^ en fraction continue ( Aritk ., n° 167), et 4Ü
qu’on forme les réduites ( Arilh ., n° 169), on obtient les fractions
Or on sait (Arilh. , n° 171) que le numérateur de la différence entre deux réduites consécutives est égal a + 1 si la réduite de laquelle on retranche est de rang pair, et à — 1 si celle réduite est de rang impair.
Donc, comme 75 est de rang impair, on doit avoir
; d’où 17x23 — 49 x8 = ~l
(égalité qui peut d’ailleurs se vérifier immédiatement).
Cela posé, multiplions les deux membres de cette égalité véri-
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fiée , par 8 , c’est-à-dire par le second membre de la proposée , •prit en tigne contraire ; il vient *
17 x (23x8) — 49 x (8x8)= — 8; ou 17x184 —49x64 =— 8,
égalité qui est encore exacte , et qui ne diffère de la proposée qu’en ce que 184 remplace x, et 64 remplace y ; d’où l’on voit que la proposée est nécessairement satifaite par
y = 64 et x= 184.
Cette première solution étant trouvée, on a (n° 129) , pour déterminer les autres, les formules
Si l’on ne veut que des valeurs entières et positives , il faut supposer t positif , ou égal à 0 , — 1 , — 2 , — 3. L’hypothèse r= — 3 donne x = 37, y= 13 ; c’est le plus petit système trouvé n° 124.
132. Pour généraliser, supposons que l’équation à résoudre soit
ax — by — c... (1),
a et b étant deux nombres absolus , mais c pouvant être positif ou négatif. ,
Convertissons eu fraction continue qui , par sa nature , doit être irréductible ( n° 122) , et formons les réduites consécutives; la dernière ^ , et l’avant-dernière peut être représentée par ce qui donne la relation
a x m' — b X m — 'àz 1 ;
savoir : + 1 si la réduite* est de rang pair, et — 1 si cette réduite est de rang impair.
Admettons, pour un instant, qu’elle soit de rang pair; on a
l'égalité vérifiée ax m' — 4x ra= + 1 ;
multiplions ses deux membres par
c; il vient axm'c — b x mc—c,
• résultatqui ne diffère de l’équation ax — by=zc,
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qu’en ce que x et y sont remplacés par m'e et me; doncx=m'e, y = me forment une solution de l'équation.
Si la réduite ? est de rang impair , on a a x m' — b X m= — 1 ;
d’où , multipliant par -^*-e , a x ( — m'e) — b x ( — me) = c. Comparant cette égalité vérifiée avec l’équation ax — by—c, on en conclut x=z — m'e, y— — me, pour solution.
Si l’équation est de la forme. ... ax + iy = c, c’est-à-dire si les deux coefficiens a et b sont de même signe, on peut la modifier et l’écrire ainsi :. . . . . ax — b x ( — y) = c,
Dès-lors , en formant , comme
ci-dessus, l’égalité axm'e — bxmc=e,
ou bien celle-ci : ax ( — m'e) — b x ( — me) ==e,
on pourra conclure que x = m'e, y= — me, ou x— — m'e, y=mc forment une solution de l’équation.
Ainsi, quelle que soit l’équation proposée, on peut toujours, au moyen des fractions continues, obtenir une première solution de cette équation ; et les formules y = S +at, x=a — bt, donnent ensuite toutes les autres.
Appliquons cette méthode à un nouvel exemple
Soit à résoudre l’équation
La fraction yy , convertie en fraction continue, donne pour les
réduites consécutives,
D’où résulte Y égalité vérifiée 29x7 — 17x12 = — 1 (ici la
réduite y^ est de rang impair).
Multiplions les deux membres de cette égalité par — 250; il vient
mais la proposée peut être écrite ainsi :
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D’où l’on voit quex = — 178O,y=S0OO, forment une solution.
Les formules deviennent alors | ^ 3000 + 29/,
Si l’on ne veut tenir compte que des solutions en nombres entiers et positifs, il faut supposer / négatif; ainsi, changeant le signe de /, on a y=3000 — 29/, * = — 1750+ 17/,- et il est évident que les valeurs de a: et de y ne seront positives qu’autant
que 1 on aura
| 29/ <3000, ou
ou, effectuant les divisions, z>102 mais <103—. Donc
/=103 est la seule valeur de l’indcterminée qui rende x et y positifs.
Pour /= 103, on trouve *=1, y = 13, valeurs qui, substituées dans l’équation, donnent
On voit avec quelle précision la méthode précédente donne toutes les solutions de l’équation.
134. Dans quelques circonstances , la première solution peut s obtenir sans que l’on soit obligé de convertir | en fraction continue. 1° Si l’un des deux coefficiens a et b est un sous-multiple exact de la quantité toute connue e, l’équation donne sur-le-champ une première solution.
Soit, par exemple, l’équation 8x + 3y= 78 , le coefficient 3 divise 78 et donne pour quotient 26.
Donc, si l’on pose x=0 et y = 26 , l’équation est satisfaite; car elle devient 8x0+8x26 = 78;
les autres solutions se trouvent dans les formules I x= */*
Soit encore l’équation I2x+35y= 156.
Le nombre 156 est divisible par 12, et donne pour quotient 13;
LIMITES DES SOLUTIONS
ainsi, y— 0, x=13, forment un premier système ; et l’on a pour les autres, y = 12/, x — 13 — 33/.
2° Toutes les fois que , d’après l’inspection de l’équation , on reconnaît que la somme ou la différence des coefficiens a et b , multipliés respectivement par deux nombres entiers convenables, donne un sous-multiple du second membre, la première solution s’obtient encore sur-le-champ.
Soit , par exemple , l’équation 28x — 16y = 12 .
Comme en faisant x=2, y = 3, on trouve 23 x 2 — 16 x 3=2, multiplions les deux membres de cette égalité vérifiée , par 6 , quotient de 12 par 2; il vient 23 x 12 — 16 x 18 = 12. D’où l’on peut conclure que x = 12, y = 18, satisfont à la proposée.
Soit encore l’équation 13x — 47y = 0;
elle est évidemment satisfaite par x = 0, y = 0.
Ainsi , les formules générales sont y = 47/, y == 13/.
Au reste, ces moyens de trouver une première solution ne sont que des moyens particuliers à certaines équations , tandis que la conversion en fraction continue est un moyen toujours certain pour y parvenir. .
Nous engageons les commençans à se familiariser également avec les deux méthodes que nous venons d’exposer, pour résoudre l’équation ax-+by = c.
135. A la seule inspection des signes de l'équation ax+by—c, on reconnaît si le nombre des solutions en nombre s entiers et positifs est limité ou infini.
1° Toutes les fois que b est positif [a peut toujours être supposé tel ), le nombre des solutions est limité.
En effet , on déduit de l’équation ,
Cela posé , si c est négatif, quelque valeur positive que l’on donne à y, la valeur de x correspondante sera négative; ainsi , dans ce cas, l’équation n' admet aucune solution.
Si c est positif, on ne peut donner à y des valeurs positives (*
plus grandes que autrement x serait négatif; d’ailleurs, à la
DANS INÉQUATION INDÉTERMINÉE.
plus grande valeur de y correspond la plus petite pour x , et réciproquement ; donc , etc.
2° Toutes les fois que b est négatif, quel que soit le signe de c, le nombre des solutions est illimité.
En effet, les formules x — a. — ht, y = al deviennent ,
lorsqu’on met le signe de b en évidence,
x = x + ht, y = 6 + at.
Or, en admettant le cas le plus défavorable , celui où « et e sont deux nombres négatifs , il suffit , pour que x et y soient positifs , de supposer à t des valeurs positives , numériquement
Cù Ç
plus grandes que celles de ^ et Ainsi , l’on peut donner à t des
valeurs entières quelconques au-dessus de ces deux quotiens.
Dans l’hypothèse où a, b, c, sont positifs à la fois, on peut toujours fixer les limites entre lesquelles doivent être comprises les valeurs de l'indéterminée t. Il suffit , pour cela , de poser dans les deux formules qui sont alors
y = e + at, x = a — bt, les inégalités e + at 0, « — bt 0,
d’où l’on déduit (n° 108) t mais < <
Lorsque ces deux inégalités tae s’accordent pas , c’est une preuve que l’équation n’admet aucune solution en nombres entiers et positifs ; mais si elles s’accordent, le nombre des valeurs
entières qu’on peut attribuer à t entre les deux limites — - et -, exprime le nombre total des solutions.
N. B. Comme la différence entre la limite supérieure - et la
limite inférieure —
-, est S ou (à cause de la relation a ab ab
a » -f bg = c), il s’ensuit que — ouy-J- 1, (y exprimant la partie
entière du quotient de c par ai), est le maximum du nombre total des solutions.
§ II. — DES ÉQUATIONS ET PROBLÈMES A TROIS OU UN PLUS GRAND NOMBRE D’INCONNUES.
136. Considérons d’abord le cas do deux équations à trois inconnues.
Soit , pour premier exemple, le système do deux équations
Bx + 4y + * = 272... (1),
dans l’une desquelles l’inconnue z est affectée d’un coefficient égal à l’unité. Commençons par l’éliminer.
Pour cela , multiplions la première équation par 3, et retranchons la seconde du résultat ; il vient 7x + Zy — 160... (3) , équation qui peut remplacer l’équation (2).
Appliquant à l’équation (3) la première méthode , on trouve
les deux formules j ^ g J ^
Reportant ces deux expressions -de x et de y dans la première équation, on obtient 8(1 — 3*) + 4(51 + 7t) + z=272, ou réduisant, • z = 63 — 13t.
Les trois inconnues se trouvent actuellement exprimées en fonction cAtihre de l’indéterminée t. Ainsi , en donnant à t des valeurs entières quelconques , on en obtiendra de semblables pour x, y, z; et ces valeurs satisferont aux deux équations proposées ; car, d’après ce qui vient d’être dit , le système des trois formules équivaut aux deux équations.
Si l’on demande des valeurs entières et positives pour x, y, z, il est évident que t ne peut êtro positif, car x serait négatif ;
mais on peut supposer t= 0, — 1,* — 2..., jusqu’à t = —
ou — 7 jj.
Faisant donc t = 0, — 1, —2, — 3, — 4, —B, — 6, — 7,
Ix = 1, 4, 7,' 10, 13, 18, 19, 22;
Soient , pour nouvel exemple , les équations
lia: + 8y — 6 x = 145... (2).
Pour éliminer z entre ces deux équations , multiplions la première par 3 et la seconde par 2, puis ajoutons les résultats,
membre à membre , il vient 40a: + 37y = 656... (3),
équation pour laquelle on trouve, d’après la première mé-
thode ,
Reportant ces expressions de or et de y dans l’équation (1), on
obtient 6(37t + 9) + 7(8 — 40f) + 4r = 122,
ou, effectuant les calculs et réduisant , 2r — 29t = 6. . . (4).
Ici l’inconnue z n’est pas , comme les deux autres x et y, exprimée en fonction entière de l’indéterminée t. Ainsi , il faut encore appliquer à l’équation (4) l’une des deux méthodes connues.
On a, pour les formules relatives à
cette équation,
t=At',
Comme, d’ailleurs, toute valeur entière de t, substituée dans les expressions de x et de y, en donnera de semblables pour ces inconnues , il s’ensuit que , si l’on y met 2 1' à la place de t, on
obtiendra les deux formules
qui , réunies à la suivante z — 29 1' + 3,
comprendront tous les systèmes de valeurs entières de x, y, z , propres À vérifier les équations proposées.
Si l’on ne veut que des solutions directes, il est visible que t’ ne peut être positif, puisqu’alors y serait négatif ; et f ne peut être négatif, puisque z et x seraient négatifs. Mais l’hypothèse t' =0 donne x = 9, y = 8, z = 3 ; donc ce système est le seul qui satisfasse aux deux équations.
En résumant la marche précédente , on en conclut cette règle
générale î Éliminez l’une de» inconnues entre les équation» proposées, et cherchez, pour l'équation résultante de celte élimination , les formules qui donnent les deux inconnues qui y entrent, en fonction entière d’une indéterminée t. Substituez ces expressions dans l'une des équations proposées, ce qui donne une nouvelle équation ne renfermant plus que t et l’inconnue que l’on avait d’abord éliminée. Déterminez , pour cette nouvelle équation , les deux formules qui donnent les expressions des deux inconnues qui y entrent , en fonction entière d’une seconde indéterminée t'. Substituez enfin l’expression de t dans celles des deux premières inconnues. Les valeurs des trois inconnues se trouvent ainsi exprimées en fonction entière de t’ ; et il ne s’agit plus, après cela , que de déterminer pour t' les limites entre lesquelles ces valeurs doivent se trouver pour que celles des inconnues principales soient entières et positives.
N. B. Toutes les fois que l’une des inconnues a pour coefficient l’unité dans l’une des équations, il est plus simple d’éliminer cette inconnue, parce qu’après avoir exprimé les deux autres en fonction entière d’une même indéterminée , si l’on reporte ces valeurs dans l’équation où la troisième inconnue est affectée d’un coefficient égal à l’unité , on obtient immédiatement cette troisième inconnue en fonction entière de la même indéterminée ; ainsi, dans ce cas, une seule opération est suffisante. Les deux équations du n° 136 en ont offert un exemple.
138. Voici la marche qu’il faut suivre pour trois équations à quatre inq/onnues : Après avoir éliminé l’une des inconnues , on exprime, a l’aide des deux équations résultantes , et d’après ce qui
vient d’être dit, les trois autres inconnues en fonction entière
d’une même indéterminée ; et l’on substitue ces valeurs dans l’une des équations proposées. Si, dans la nouvelle équation, les coefficiens des deux inconnues qui y entrent sont différons de l’unité , on établit deux formules qui donnent ces inconnues en fonction entière d’une seconde indéterminée ; puis on remplace, dans les expressions des trois premières inconnues, la valeur de la première indéterminée en fonction de la seconde, et l'on obtient ainsi les quatre inconnues primitives en fonction entière de la seconde indéterminée.
A PUS DE DEUX INCONNUES
j Même raisonnement pour quatre équations à cinq incon-
nues , etc.
Nous proposerons , pour exercice , les questions suivantes : Troisième question. Un monnayeur a trois sortes d’argent. Sur 8 onces ou 1 marc , la première contient 7 onces d’argent fin , lu
seconde 5° ^ , et la troisième 4" Il veut faire un alliage de 80
marcs pesant, qui contienne 6 onces <f argent sur 8. Combien (en nombres entiers) doit-il prendre de marcs de chaque sorte?
Réponse. < y = 20, 15, 10, 5, 0,
c’est-à-dire cinq solutions , en admettant 0 pour valeurs de y et de z.
Quatrième question. Trouver trois nombres entiers tels, que la somme de leurs produits respectifs, par les nombres 3 , 5, 7, soit égale à 560, et que la somme de leurs produits, par les carrés 9, 25, 49, soit égale h 2920?
Réponse. < y = 82, 40 >, c’est-à-dire deux solutions.
Cinquième question. Trouver un nombre entier N qui, étant divisé par 1 1 , donne le reste 3, divisé par 19, donne le reste 5 , et divisé parlÿ, donne le reste 10? »
Rép. N = 4128 + 6061* , t étant entier; en sorte que 4128 \ est le plus petit nombre entier absolu qui satisfait à l’énoncé. J
Sixième question. Trouver pour x un nombre tel, que les expres-
3* — 10 1 1 jr + 8 16* — 1 , . . ,
s ions , — — , , soient des nombres entiers?
(Rép. * = 21 1+595*.)
139. Si , dans la sixième question , on désigne par y, z, et v, les
qtiotiens , — — — , g , on a, pour les équations
du problème, 3* — 10=7y, ll* + 8 = 17z, 16* — 1 =5j»; ou bien,.... 3* — 7y=10, 11* — 17*= — 8, 16* — 5c=l.
216 ÉQBAT10R8 INDÉTSBaiSÊES
Il faudrait donc appliquer à ces équations la marche indiquée dans le numéro précédent pour trois équations à quatre inconnues. Mais nous allons développer un moyen beaucoup plus simple de déterminer la valeur de x qui est ici l’inconnue principale. Ce moyen est d’ailleurs applicable à toutes les questions du même genre.
D’abord, si nous considérons la troisième expression, — -,
elle revient à 3* + — g— ; ainsi , pour qu’elle soit entière , il faut et il suffit que x — 1 soit un multiple de 8.
Posons donc — = — =*> il en résulte ar=l+St.
Toute valeur entière de t, substituée dans cette formule , donnera pour x un nombre qui satisfera à la troisième condition de l’énoncé.
Substituons maintenant cette valeur de x dans la première expression , ^ ; il vient ^ , ou 2 1 — 1 + ^ ;
d’où l’on voit que cette nouvelle expression sera entière si l’on suppose <== 7t'; d’ailleurs, cette condition est nécessaire. Ainsi, pour que la première et la troisième des expressions proposées soient entières , il faut et il suffit que l’on ait x = 1 -f Si, t étant de la forme t*= 7 1' ; ce qui donne. . . x— 1 + 35 f. Portons cette nouvelle valeur dans la seconde expression ,
— jÿ — ; il vient ^ , ou 23t' + 1 + ^ — '•
Or, 2 est premier avec 17; donc, pour que la seconde expression soit un nombre entier, il faut et il suffit que 1 — 3/' soit divisible par 17.
Posant — — — — O on en hrc v — — rg *
ou , effectuant la division ...... f — — *6 1"-\ — .
Soit - -~t -- = tm, on obtient. t"= 3 f" — 1,
A PLUS DE DEUX ISCOXXÜES
<l’où l’on déduit /' = — 0 (3/'" — 1) + /"', ou /' = — 17/"'+ 6. Reportant cette valeur dans l’expression x == 1 + 85/', on obtient , toute réduction faite , •
Telle est la formule propre à donner toutes les valeurs de x , susceptibles de satisfaire l’cnoncé.
Soit /'" sa= 0, on trouve x=x211 : c’est le plus petit de tous les nombres cherchés. En supposant à /"' des valeurs négatives quelconques , on obtiendrait les autres solutions.
N. B. Nous remarquerons que 595, coefficient de /"' dans la . formule , est le produit 7x17x5 des dénominateurs des trois expressions proposées. Il serait aisé de se rendre compte de cette propriété qui se modifie lorsque les dénominateurs ne sont pas premiers entre eux ; car, dans ce cas , le coefficient est égal au multiple le plus simple des dénominateurs.
140. Il nous reste encore à parler des problèmes dits plus qu'indéterminés , c’est-à-dire pour lesquels le nombre des équations est moindre de deux ou plusieurs unités , que le nombre des inconnues.
Soit d’abord l’équation à trois inconnues, ax + b y + ez — d. Si l’on fait passer le terme cz dans le second membre, il vient
ax + by = d — cz, ou ax + by = c',
( c désignant la quantité d — cz, qu’on regarde pour le moment comme connue).
Cela posé, l’on établit pour l’équation ax + by =c', les deux formules x — h — bt, y = ff + at. Après quoi, l’an remplace, dans a et e, o' par sa valeur d — cz; alors x et y se trouvent exprimés en fonction entière de l’indéterminée t, et de la troisième inconnue z. ,
Soit proposé, par exemple , de payer 187 francs avec des pièces de 5 fr., 8 fr. et 20 fr., sans aucune autre monnaie.
Désignons par Y, y, z , les trois nombres de pièces qu’il faut donner de chaque sorte ; on a l’équation
qui revient à 5x + 6y = 187 — 20z==r'.
Tirant de cette équation la valeur de x,
on a x = — 5 — S
ou bien,. ...... . * x = — yq g-^.
Qf ..... y
Posant — — — = t, l'on en déduit y — c' — 5/ ,
d’où x = — c q- 6t.
Remplaçant, dans ces deux formules, e'par sa valeur 187 — 20r,
Tant que l’on admettra pour .r et y des nombres entiers positifs ou négatifs , on pourra donner à : et à t des valeurs tout-àfait arbitraires ; mais si l’on veut satisfaire directement à l’énoncé, la forme même de l’équation proposée , 6x + 6y + 20* = 187, prouve que * ne doit pas recevoir de valeurs au- dessus de
"20* ou ® 2Ô ’ car autrement > x ou y serait négatif.
Posons donc successivement * = 0, 1, 2, 3, 8, 9.
Si l’on fait * = 0, les valeurs de x et y
deviennent j * *~ +
lormules qui prouvent que t doit ctre p* -g- , mais < -g-,
ou > 31 g, mais < 37 g. Donc t peut recevoir six valeurs,
savoir : 32, 33, 34, 35, 36 et 37.
t t = 32,33,34,35,36,37, Ainsi, pour 2 = 0, on a .... ? x = 5,11,17,23,29,35,
c . ii- l x — — 167 + 6 1,
’ ( y = 167 — bf;
d ou t > — — ou 27 s, mais <T —p- ou 33 „ , ce qui donne encore o b 5 5
les six valeurs 28, 29, 30, 31, 32 et 33.
A PLUS DE DECX ISCONNLES.
£ « = 28,29,30,31,32,33, Ainsi, pour t — 1 , on a. . . . j x = 1, 7,13,19,23,31,
1 t = 23,26,27,28,29, Pour z = 2,on trouverait,...* x — 3, 9,13,21,27,
Pour z = 3 . | x— 5,11,17,23,
Pour z = 8, les formules se-£ x = — 27 + 6«, raient j y = 27 — 5 1.
d’où t ou 4 ÿ, mais < -j- ou B Ainsi t ne peut recevoir
que la valeur t = 5 ; ce qui donne x = 3, y — 2.
Enfin , à l’hypothèse z = 9, il ne correspond aucune solution, car les formules deviennent x= — 7 + 6«, y — 7 — 5<',
d’où t > 5 ou 1 _ , mais t -C „ ou 1 s; résultats contradictoires, o B 5 5
141 . On voit assez; ce qu’il faudrait faire pour deux équations à quatre inconnues , trois équations à cinq inconnues. Cependant, nous donnerons encore la résolution complète d’une question de ce genre, pour faire voir comment, à l’aide de quelques considérations particulières , on parvient souvent à simplifier les calculs.
Septième question. Un fermier acheté 100 pièces de bétail pour 100 louis, savoir: des boeufs à 10 louis la pièce , des vaches à 5 louis , des veaux à 2 louis, et des moutons à un demi-louis. Combien a-t-il acheté d’animaux de chaque espèce ?
Soient x, y, z, u, les nombres cherchés ; on a les équations •r + y+ z+ w= 100 10x + 5y+2z+ * « = 100
OU
( 20.r + lOy + 4z + « = 200.
En retranchant la première équation de la seconde, on obtient 19x + % + 3î=100,
équation qu’il faudrait traiter comme dans le n° précédent. Mais avant tout , observons qu’il est préférable d’exprimer y et r en fonction entière de x; 1° parce qu’il est évident que x ne
doit pas avoir de valeurs au-dessus de ou 5 ^ ; 2° parce
que les eoefficiens de y et de z ont un facteur commun ; ce qui entraînera nécessairement une condition propre à déterminer les valeurs convenables de x.
D’après ces considérations, transposons le terme 19x; il vient 9 y -f- 3s = 100 — 19x, ou bien, 3y + * = — ^
Or, puisque l’on demande pour x, y, z, u, des nombres entiers
et positifs , il faut que ^ soit entier et positif ; mais il
n’y a évidemment que x = 1 et x = 4 , qui puissent satisfaire à cette double condition. Ainsi déjà , x ne peut avoir pour valeurs que x= 1 et x — A.
Soit x = 1 , il en résulte 3y + z = 27, ou. . • * = 27 — 3y.
Substituant ces valeurs de x et de z dans la première des équations proposées , on trouve u= 72 + 2y.
La l”de ces deux formules montre que y ne peut pas être > 9; ainsi
peur x = 1 , on a < z
Soit x = 4 ; il vient 3y + * = 8 , d’où z — 8 — 3y, et u = 88 + 2y.
L’expression de z prouve que y ne peut pas être > 2 ; ainsi j y = 0, 1, 2,
pour x= 4 , on trouve < * = 8, S, 2,
D’où l’on voit que la question proposée n’est susceptible que de
treize solutions , et de dix, si l’on excepte les solutions 0.
A PLUS DE DEUX I ACOSS UES
N. B. Le moyen de simplification qui vient d’être indiqué devient quelquefois uno modification indispensable à la méthode exposée n" 140.
C’est ce qui aurait lieu , par exemple , pour l'équation 0j: + 10y — 1 8z = 11,
dans laquelle on reconnaît que les trois coefficiens, considérés deux à deux, ont un facteur commun.
142. Le but de V Analyse indéterminée du second degré est, comme celle du premier degré , de résoudre en nombres entiers les problèmes qui donnent lieu à un nombre d’équations moindre que celui des inconnues. Mais comme, en général, une équation du second degré à deux inconnues donne l’une d’elles en fonction irrationnelle de l’autre , il s’ensuit que la question consiste, 1° à déterminer, pour l’une des inconnues, des valeurs rationnelles , qui aient la propriété d’en donner de semblables pour la seconde ; 2° à choisir parmi les valeurs de la première inconnue, les valeurs entières qui en donnent de semblables pour la seconde. On conçoit , d’après cela , que l’Analyse indéterminée du second degré doit offrir de plus grandes difficultés que celle du premier degré. C’est en effet une des théories les plus difficiles de l’Analyse algébrique ; et elle sort tout-à-fait des élémens. Nous renvoyons, pour cet objet, à la Théorie des nombres de M. Legendre, et à Y Algèbre deM. Lhuillicr, ouvrage dans lequel nous avons déjà puisé les énoncés d’un grand nombre de problèmes, et où se trouve traitée une série de questions du second degré à deux inconnues , dont les équations ne renieraient que le rectangle ou produit des inconnues.
rOSMATlUN DES PUISSANCES.
DEGRÉ QUELCONQUE
Introduction. De même que la résolution des équations du second degré suppose connus les procédés de l’extraction de la racine carrée, de même la résolution des équations du troisième, quatrième.... degré, exige qu’on sache extraire la racine troisième, quatrième. . . . d’une quantité , soit numérique, soit algébrique. {Voyez le n° 2 , pour la définition du mot puissance et du mot racine.)
L’élévation aux puissances , l’extraction des racines de degré quelconque , et le calcul des radicaux feront l’objet principal de ce nouveau chapitre , qui , avec le premier et une partie du troisième, constitue l’ensemble des opérations que l’on peut avoir à effectuer sur des nombres exprimés algébriquement.
Quoiqu’une puissance quelconque d’un nombre puisse s’obtenir d’après les règles de la multiplication , soit arithmétique , soit algébrique, cependant cette puissance est assujétie à une loi de composition qu’il faut connaître lorsqu’on veut revenir de la puissance à la racine. Or, comme la loi de composition du carré d’une quantité numérique ou algébrique est fondée (nü 86) sur l’expression du carré d’un binôme , de même la loi relative à une puissance de degré quelconque se déduit de l’expression d’une puissance de même degré d’un binôme. C’est donc par la détermination du développement d’une puissance quelconque d’un binôme que nous devons commencer cette nouvelle théorie.
§ 1er. BINOME DE NEWTON ET CONSÉQUENCES QUI EN
DÉRIVENT
143. Si l’on fait le produit de plusieurs binômes égaux ài+s, on parvient aux résultats suivans :
THÉORIE DES COHB1RAISOTS.
(x + a)3 = x3 + 2ox + a3,
(x + a)3 = x3 + 3 ax3 + 3<ï3x + a3,
(x+a)i = xi + 4ax3 + 6œ3x3+ 4a3x + ai,
(x + o)5 = x5 + 8ax4+ 10a3x3 + lOa^x'1 + $ai'x+a5.
En jetant les yeux sur ces différens développemens , on reconnaît aisément une loi suivant laquelle ils procèdent, quant aux exposans de x et de a; il n’en est pas de même pour les coefficiens. Cependant Newton , célèbre géomètre anglais , est parvenu à en découvrir une au moyen de laquelle , le degré d’une puissance d’un binôme étant donné , on peut former cette puissance sans être obligé de passer d’abord par toutes les puissances inférieures. Il n’a laissé aucune trace des raisonnemens qui avaient pu l’y conduire; mais depuis, on a constaté d’une manière rigoureuse l’existence de cette loi. De toutes les démonstrations connues, la plus élémentaire est celle qui se trouve fondée sur la Théorie de» combinaisons. Toutefois , comme elle est encore assez compliquée , nous commencerons , pour en simplifier l’exposition, par résoudre quelques problèmes relatifs aux combinaisons ; d’où il sera facile ensuite de déduire la formule du binôme , ou le développement d’une puissance quelconque d’un binôme.
1-44. Notions préliminaires . On sait déjà ( Arith ., n° 127) que le produit d’un nombre n de facteurs a, b, c, d. . ., ne change pas , dans quelque ordre qu’on effectue leur multiplication. Or on peut se proposer de déterminer le nombre total des manières dont ces différentes lettres sont susceptibles d’ètre disposées les unes à la suite des autres. Les résultats qui correspondent à chaque disposition que l’on fait subir à ces lettres , se nomment permutations .
C'est ainsi que deux lettres a. et b donnent un produit unique ab, mais fournissent les deux permutations ah et ba.
De même, les trois lettres a, b, c, donnent un produit unique abc, mais fournissent les six permutations abc, acb, cab, bac, bca, cba.
Soit maintenant un nombre m de lettres a, b, c, d, si on les dispose les unes à la suite des autres, 2 à 2, 3 à 3,
THÉORIE DES CIMBIRA1SORS
4 à 4. . dans tous les ordres possibles, de manière toutefois que , dans chaque résultat , le nombre des lettres soit moindre que celui des lettres données , on peut demander l’expression du nombre total des résultats que l’on obtient ainsi. Ces résultats sont ce qu’on appelle des arrangement.
Ainsi , ah, ac, ad, • . ha, bc , bd, . . . ca, cb, cd , • . sont des arran— gemens 2 à 2 des m lettres.
De même , abc, abd, . . bac, bad, . , acb, acd, . . sont des arrangcniens 8 à 3 . . •
Enfin , lorsqu’on dispose ainsi les lettres les unes à la suite des autres, 2 à 2, 3 à S, 4 à 4. .., on peut exiger que deux quelconques des résultats que l’on forme ne soient pas composés des mêmes lettres , c’est-à-dire qu’ils diffèrent entre eux au moins par l’une des lettres ; et l’on peut demander alors le nombre total des résultats qu’on obtient ainsi. Dans ce cas, les résultats prennent le nom de combinaisons.
Ainsi , ab, ac, bc, . . ad, bd, . . sont des combinaisons 2 à 2, en tant que deux quelconques des résultats diffèrent au moins par l’une des lettres.
De même, abc, abd,.. acd , bcd ,.. sont des combinaisons 8 à 3. . .
11 existe donc une différence essentielle dans la signification des mots ‘permutation , arrangement et combinaison.
On donne le nom de permutations aux résultats qu’on obtient en disposant les unes à la suite des autres , et dans tous les ordres possibles , un nombre déterminé de lettres , de manière que toutes les lettres entrent dans chaque résultat, et que chacune n’y entre qu’une fois.
Le non d’ ahb argebers s’applique aux résultats qu’on obtient en disposant les unes à la suite des autres , et dans tous les ordres possibles, 2 à 2, 3 à 3, 4 à 4 .... n à n, un nombre m de lettres ; m étant > n, c’est-à-dire le nombre des lettres qui entrent dans chaque résultat étant moindre que le nombre total des lettres considérées. Si, cependant, on supposait n=m, les arrangemens n à n deviendraient de simples permutations.
Enfin , on appelle cobbiraisors les arrangemens dont deux quelconques diffèrent entre eux au moins par l’une des lettres qui y entrent.
THÉORIE DES COHUIIIAISOVS.
Il est important que les élèves se pénètrent bien de ces définitions, pour entendre la résolution des problèmes suivans.
145. Premier problème. Déterminer le nombre total des perdutatiohs dont n lettres sont susceptibles.
D’abord, deux lettres a et b donnent évidemment les deux permutations ab et ba. Ainsi, le nombre des permutations de deux lettres est 2, ou 1 X 2.
Soient actuellement 3 lettfes, a, b , c. Mettons à part une quelconque de ces lettres, c par exemple, et écrivons à la droite des deux arrangemens ab et ba que donnent les deux autres , la lettre c; il en résulte les deux permutations de trois lettres, al/c, bac. Or, comme on peut ainsi mettre à part chacune des trois lettres, il s’ensuit que le nombre total des permutations de trois lettres est égal à 2 X 3 , ou 1x2x3 (*).
En général, soit un nombre n de lettres, a, b, c,d ..., et supposons déjà connu le nombre total des permutations de ( n — 1 ) lettres, nombre que nous désignerons par Q.
Considérons à part une des n lettres , et écrivons cette lettre à la droite de chacune des Q permutations que donnent les (n — 1) autres lettres, il en résulte Q permutations de n lettres, terminées par la lettre que l’on avait d’abord isolée. Or, comme on peut ainsi mettre à part chacune des n lettres, il s’ensuit que le nombre total des permutations de n lettres est égal à Qx».
Soit n = 2, Q désigne alors le nombre des permutations qu’une seule lettre peut donner; donc, Q= 1 , et il vient, dans ce cas particulier, Qxn=lxl
Soit n = 3 , Q exprime alors le nombre des permutations de (3 — 1), ou de 2 lettres, et est égal à 1x2. Ainsi, Q x n se réduit à 1 x 2 x 3. v
Soit encore n = 4, Q désigne, dans ce cas, le nombre des
’ Il
(*) La place que nous avons assignée à la lettre c, par rapport aux arrangemens ab ,ba , est de pure convention. Nous aurions pu également convenir de faire occuper à la lettre c la première place à gauche , ou même de l’écrire entre les lettres a et b ou b et a ; mais cette place une fois assignée, elle doit rester invariable pour toutes les permutations à exécuter; sans quoi il en résulterait des répétitions.
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permutations de 3 lettres, et est égal à 1x2x3. Donc Qx n devient Ix2x3x4.
On voit donc que la formule Qxn renferme tous les cas particuliers du problème proposé. Ainsi, en reprenant les raisonnemens ci-dessus , on peut résoudre immédiatement le cas général , sauf à en réduire ensuite tous les cas particuliers.
146. Second problème. Un nombre m de lettres a, b, c, d,. . étant donné, déterminer le nombre total des arbanoemens n à n, que Von peut former avec ces m lettres, m étant supposé plus grand que n.
Pour résoudre sur-le-champ cette question générale, supposons déjà connu le nombre total des arrangemens (n— 1) à (n — 1) que l’on peut faire avec les m lettres ; et désignons ce nombre par P.
Considérons un quelconque de ces arrangemens et écrivons à sa droite chacune des lettres qui n’y entrent pas et dont le nombre est nécessairement m — (n — 1 ) ou m — » + l;il est évident que l’on formera ainsi un nombre m — 7i + 1 d’arrangemens de n lettres , différant tous entre eux par la dernière lettre.
Considérons un nouvel arrangement de n — 1 lettres , et écrivons à sa droite les m — n + 1 lettres qui n en font pas partie ; nous obtiendrons encore un nombre m — n+ 1 d’arrangemens de n lettres , différant tous entre eux et différant des précédens, au moins par la disposition d une des n 1 premières lettres. Comme d’ailleurs on peut considérer à part chacun des P arrangemens (n — 1) à(n — 1), et écrire successivement à sa droite les m — n+ I autres lettres, il s’ensuit que le nombre total des arrangemens de m lettres n à n , est exprimé par
Veut-on maintenant trouver, comme cas particulier, le nombre total des arrangemens de m lettres 2à2,3à3,4à4....?
Faisons 71 = 2, d’où m — n+l—m — 1; P exprime dans ce cas le nombre total des arrangemens (2 — 1) à (2 — 1), ou l à 1 , et est, par conséquent, égal à m; donc, la formule devient m ( m — 1 ).
Soit n = 3, d’où m — 7i+l = 7n — 2; P exprime alors le
THÉORIS DES COMBITU1SOHS.
nombre des arrangemens 2 à 2 , et est égal à m ( m — 1 ) ; donc , la formule devient m(m — 1 )(m — 2).
Soit encore n = i, d’où m — n+l=m — 3; P exprime le
nombre des arrangemens 3 à 3, ou est égal à m(m — l)(m 2);
donc la formule devient m{m — 1 )[m — 2) (m — 3). Et ainsi de suite. .
N. B. D’après la manière dont les cas particuliers ont été déduits de la formule générale , P ( m — n + 1) , on peut conclure que cette formule développée revient à
m(m — 1) ( m — 2 ) (m — 3 )....( m — jj+1 );
c’est-à-dire quelle te compote du produit det n nombret consécutifs et décroittant , qui se trouvent comprit depuis m inclusivement jusqu’à m — (n — l],#«m — n + l, aussi inclusivement.
Cela posé, il est facile de déduire de cette formule développée, la formule du n° précédent, c’est-à-dire la valeur de Q x n aussi développée.
En effet, on a vu (n° 144) que les arrangement deviennent des permutations lorsqu’on suppose le nombre des lettres qui entre dans chaque arrangement, égal au nombre total des lettres considérées.
Ainsi , pour passer du nombre total des arrangemens de m lettres n à n, au nombre de permutations de n lettres, il n’y a qu’à faire, dans le développement ci-dessus, m—n; ce qui donne
n(« — 1)(« — 2)(re — 3).... 1.
Renversant l’ordre des facteurs et observant que le dernier facteur étant 1, l’avant-dernier est 2, le précédent 3 . . . , on obtient, pour le développement de Q x n,
expression dont les facteurs ne sont autre chose que les nombres entiers consécutifs, compris depuis 1 inclusivement jusqu’à n inclusivement. .
147. Troisième problème. Déterminer le nombre total det combinaisons différentes que l’on peut former avec m lettres prises n à n.
Désignons par X le nombre total des arrangemens n à n que l’on peut former avec m lettres , par Y le nombre des permufa-
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fions dont n lettres sont susceptibles, enfin, par Z le nombre total des combinaisons différentes n à n, nombre qn’il s’agit de déterminer.
Il est évident que, pour obtenir tous les arrangemens possibles de m lettres n à n, il suffirait de faire subir aux n lettres de chacune des Z combinaisons toutes les permutations dont ces lettres sont susceptibles. Or une seule combinaison de n lettres donne, par hypothèse, Y permutations; donc, Z combinaisons de n lettres doivent donner Y x Z arrangemens «à»; et comme on a d’ailleurs désigné par X le nombre total des arrangemens , il s’ensuit que les trois quantités X, Y, Z, sont liées entre elles
par la relation X= Y x Z ; d’où l’on déduit Z= ^ .
Mais on a trouvé (n“ 146)
et (n° 14S)
Donc enfin , Z :
Y = Qx «.
Qxn
Comme P exprime le nombre total des arrangemens (n — I) à
J qtte Q exprime le nombre total des permutations de
(n— 1) lettres, il s’ensuit que g exprime le nombre des combinaisons différentes de m lettres (re — l)à(» — 1).
D’après cela, soient demandés, comme cas particuliers, les nombres de combinaisons 2à2,3i)8,4à4...
Faisons n = 2, auquel cas, g exprimant le nombre des combinaisons ( 2 — 1 ) à ( 2 — 1 ) , ou 1 à. 1 , est égal à m ; la formule , . . m — 1 m[m — 1)
ci-dessus devient m x — ^ — ou f72 *
Faisons n — 3, auquel cas g exprime le nombre des combinaisons 2 à 2, ou est égal àOT(wt~*,). la formule devient m(m — 1)(”* — 2)
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-On trouverait de même
pour le
nombre des eombinaisons 4 à 4, etc,..; et en généra), pour le nombre des combinaisons n à », on a
m ( m — 1 ) (m — 2 ) (ot — 3 ) . . .( m — n+1)
c’est l’expression ^ ^ ^ ^ développée. >
N. B. Cette dernière expression n’a aucune signification lorsqu’on y suppose n =1 ; et cela tient à ce qu’elle ne donne un certain nombre de combinaisons inconnu qu’en fonction d’un autre nombre de combinaisons déjà déterminé ; or les combinaisons les plus simples sont les combinaisons une à une dont le nombre est m. Ce n’est donc qu’à partir de n = 2 que la formule est applicable.
148. Démonstration de la formule du binôme . Pour découvrir plus aisément la loi du développement do la puissance miimc du binôme x + a , nous commencerons par observer la loi du produit de plusieurs binômes t + a, x + b, x + c, x + d. . . , ayant un premier terme commun , et dont les seconds termes sont dififérens. ( Cet artifice a pour but d’empêcher la réduction des termes semblables. )
1er produit.
x + ab
ab + ac + bc
x + abc
£3+ ab
x 2 •+■ abc
+ ac
+ abd
+ ad '
+ acd
| + bc
+ bcd
+ bd
+ cd
x + abcd.
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Ces multiplications étant effectuées d’après les règles ordinaires de la multiplication algébrique, on reconnaît, sur les trois produits qui précèdent , la loi suivante :
1° Par rapport aux exposans , l’exposant de x est d’abord égal au nombre des binômes multipliés. Cet exposant diminue ensuite d’une unité d’un terme au suivant, -jusqu’au dernier terme , où il est égal à zéro.
2° Par rapport aux coefficiens des diverses puissances de x, le coefficient du premier terme est l’unité; le cofficient du second terme est égal à la somme des seconds termes des binômes; le coefficient du troisième terme est égal à la somme des produits différées de ces mêmes seconds termes, multipliés deux à deux; le coefficient du quatrième terme est égal à la somme des produits différens trois à trois. En nous laissant conduire par l 'analogie, nous pouvons dire que le coefficient d’un terme qui en a n avant lui est égal à la somme des produits différens n à n des seconds termes des binômes. Enfin, le dernier terme est égal au produit des seconds termes des binômes.
Pour nous assurer si cette loi de composition est générale, supposons qu’elle soit déjà reconnue vraie pour le produit d’un nombre m de binômes , et voyons si elle a lieu lorsqu’on introduit . un nouveau facteur dans le produit.
Soit donc
xm -f Axm— ■ + Bx™— » -f Cxm~ 3 + . . .Mxm— + Nx"1 -P . . . + U ,
le produit de m facteurs binômes ( Nx’”— " représente un terme qui en a n avant lui, et celui qui le précède immédia-
tement).
Soit d’ailleurs x + K le nouveau facteur introduit; on a pour le produit ordonné
q. Ajxm-f B |xm— 1 +C lxm— " + ... + N |xm—
+k| +Ak| +BK| +MK| +UK.
Déjà , la loi de* exposant est évidemment la même.
Quant aux coefficiens, 1° celui du premier terme est V unité ;
2° A + K, ou le coefficient de xm, est aussi la somme des seconds terme * de* { m + 1 ) binômes.
3” B est, par hypothèse, égal à la somme des produits diffé-
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rens 2 à 2 des seconds termes des m premiers binômes ; AK exprime la somme des produits de chacun des seconds ternies des m premiers binômes, multipliée par le nouveau second terme K; donc, B + AK est encore la somme des ‘produit* différons deux à deux des seconds termes des ( m + 1 ) binômes.
En général , puisque N exprime la somme des produits n à n des seconds termes des m premiers binômes , et que MK représente la somme des produits (n — 1) à (n — 1) de ces seconds termes, multipliés par le nouveau second terme K , il s’ensuit que N + MK, ou le coefficient qui, dans le polynôme de degré (*»+l), en a n avant lui, est égal à la somme des produits différons non des seconds termes des (in + 1 ) binômes. Le dernier terme UK, est d’ailleurs égal au produit des (m + 1) seconds termes.
Ainsi la loi de composition, supposée vraie pour le produit d’un nombre m de binômes, l’est aussi pour un nombre (jb + 1); donc, elle est générale.
Concevons actuellement que, dans le produit effectué de m facteurs binômes, x + a, x + b, x + c, x + d,. on fasse
a = b—c=d , l’expression indiquée de ce produit (x+a)
(x+4) (x + e) (x+d)... se change en (x + o)'". Quant à son développement , les coefficiens étant a + b + c + d + . . . , ab + ac+ad+ . . abc + abd-\-acd+ ., 1° le coefficient de xm— 1 ,
ou a+A+c+ devient a+o+a-f- i. ., c’est-à- dire a
pris autant de fois qu’il y a de lettres a, b , c. . ., et se réduit, par conséquent, à ma.
2° Le coefficient de xm— >, ou ab + ac + . . . , se réduit à a’+a’-J-aV. . ou bien , à autant de fois a 2 que l’on peut former de combinaisons différentes avec m lettres multipliées 2 à 2 , ou bien enfin (n° 147),
3° Le coefficient de x"‘- se réduit au produit de a3 multiplié par le nombre de combinaisons différentes de m lettres prises
3 à 3, ou bien, à m.
et ainsi de suite.
En général , si l’on désigne par Nx"'-" le terme qui en a un nombre n avant lui, le coefficient N qui, dans l’hypothèse où les seconds termes des binômes sont différens , est égal à la somme de leurs produits n à n, se réduit, lorsqu’on les suppose tous
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égaux , à an multiplié par le nombre des combinaisons différentes que peuvent donner m lettres prises n à n. Ainsi ( n" 147 ),
Donc enfin, l’on a la formule
( x + a )"» = xm + max’"—' + m — - — a2x’”— 2
+ m — r — . — r — a3xm -3,., q — - — — a*x,n- . ■+■ am.
149. Pour peu que l’on jette les yeux sur les différens termes de ce développement, ou reconnaît une loi «impie d’après laquelle un coefficient de rang quelconque se forme au moyen du coefficient précédent.
Le coefficient d’un terme de rang quelconque te forme en multipliant le coefficient du terme précédent par l’exposant de x dans ce terme , et divisant le produit par le nombre des termes qui précèdent celui que l’on considère.
En effet , prenons le terme général, anxm—n ( on
Pappelle terme général, parce qu’en faisant successivement » = 2,3,4 ... on peut en déduire tous les autres ) ; le terme qui
le précède d’un rang est évidemment q an—'xm—n-*-' , puisque p -
(n° 1 47) -y exprime le nombre de combinaisons (n — 1 ) à (n — 1 ). Or on voit que le coefficient — est égal au coefficient
q qui le précède, multiplié par (m — n+ 1) , exposant de x dans
ce terme , et divisé par n , nombre des termes qui précèdent celui que l’on considère. C’est dans cette loi, due à Newton, que consiste principalement la formule du binôme. Elle sert à développer une puissance particulière, sans qu’on soit obligé d’avoir recours à la formule générale.
Soit, par exemple, proposé de développer (x + a)6. On trouvera , d’après cette loi ,
(.r 4- o)6= 4- 6ox5.+ 1 5 + 20o3xî + 1 '&at>x’‘ +6a5j + a'’ •
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Après avoir formé les deux premiers termes , ce qui n’offre aucune difficulté, d’après les termes de In formule générale xm + maxm— ' + . . ., on multiplie 6, coefficient du second terme, par 5, exposant de x dans ce terme , puis on divise le produit par 2, ce qui donne 15 pour coefficient du troisième terme. Pour obtenir celui du quatrième, on multiplie 15 par -4 , exposant de x dans le troisième terme , et on divise le produit par 3 , nombre des termes qui précèdent le quatrième, ce qui donne 20 ; et ainsi de suite, pour tons les autres termes.
On trouverait pareillement
(x + a) 1 0 = x'* + 1 0ox9 + 4 5a’x8 + 1 20a3x7 +21 0a4x6 + 252a5x5 + 210a6x4+ 120a7x3 + 45a8xJ + lOaSx.+ o10.
Nous reviendrons plus loin sur la manière de développer les puissances des expressions algébriques.
Consdquônces de la formule du binôme et de la théorie des combinaisons.
150. Première conséquence. L’expression (x + a)m, étant composée de la même manière en a et en x, la même chose doit avoir lieu pour son développement; donc, si ce développement renferme un terme de la forme Ra"x”-”, il doit en avoir un. autre égal à K xnam—n ouRa’”- "x^.Oes deux termes y sont évidemment à égale distance des deux extrêmes : car le nombre des termes qui précèdent un terme quelconque étant marqué par l’exposant de a dans ce terme, il s’ensuit que le terme Rav-" en a n avant lui, que le terme R a’n~nxn en a un nombre m — n avant lui, et par conséquent n après lui (puisque le nombre total des termes cst/re+l).
Ainsi, dans le développement de toute puissance d'un binôme, les coejjiciens à égale distance des deux extrêmes sont égaux entre eux.
N. B. Dans les termes Ra"x’"-", Ra"'— "x", les deux coefficiens expriment les nombres de combinaisons différentes n à n et m — n à m — n , que l’on peut former avec m quantités; ainsi, l’on peut encore conclure que le nombre de combinaisons différentes de m quantités n à n , est égal au nombre de combinaisons (m — n) à (m — n) de ces mêmes quantités.
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Par exemple , douze quantités combinées B à S donnent le même nombre de combinaisons que ces douze quantités combinées (12 — 8) à (12 — 5), ou 7 à 7. Cinq quantités combinées 2 à 2 , donnent le même nombre de combinaisons que cinq quantités combinées (B — 2) à (5 — 2) , ou 3 à 8.
Seconde conséquence. Si, dans la formule générale
(x + a.)"' = .r"' + maxr"—1 + m
aixn 1 — 24. etc.,
on suppose x=l, a=l, elle devient
(l + l)m bu 2"»=: 1 +m + m — (- m — - — . — - — + etc. ;
À Je O
c’est-à-diré que la somme des coefficiens des dijjferens termes de la formule du binôme est égale à une puissance de 2 , d’un degré marqué par m.
Ainsi, dans la formule particulière
(•r+a)-5=.rs + 5a.r4 + lOa’x3 + lOa^x’ + Sa'Sx+tt5,
la somme 1+5+ 10+ 10 + 5 + 1 des coefficiens, est égale à 25ou 32. Dans la dixième puissance développée n° 149, la somme des coefficiens est égale à 2‘° ou 1024.
152. Troisième conséquence. Si Ton a une suite de nombres décroissant d’une unité d’un terme à l’autre, dont le premier soit m et le dernier m — p ( m etp sont des nombres entiers), que l’on fasse un seul produit de tous ces nombres , ce produit est divisible par le produit de tous les nombres entiers depuis 1 jusqu’à p+1. C’est-à-dire que l’on a
égal à un nombre entier. En effet, il résulte de ce qui a été dit au numéro 147, que cette expression représente le nombre des combinaisons différentes (p+1) à (p+1), qu’on peut former avec m lettres. Or, ce nombre de combinaisorts doit être, par sa nature, un nombre entier; donc l’expression ci-dessus est nécessairement un nombre entier.
Nous engageons les élèves à rechercher , de cette propriété , une démonstration indépendante de la Théorie des combinaisons
II. EXTRACTION DES RACINES DES NOMBRES PARTICULIERS
Les procédés particuliers de l’extraction de la racine carrée et de la racine cubique d’un nombre ayant été exposés avec détail dans notre Arithmétique , nous nous contenterons de développer ici le procédé de l’extraction des racines en général , procédé qu’il sera ensuite facile d’appliquer aux Cas particuliers de l’extraction de la racine 4®* 5®, . . .
163. Procédé de la racine niime d’un nombre entier (*). Désignons par N un nombre entier quelconque , et par n le degré de là racine qu’on veut en extraire.
D’abord, comme la niime puissance de 10, ou 10", est exprimée par l’unité suivie de n zéros et représente le plus petit nombre de n -+■ 1 chiffres , il s’ensuit que , si N n’a pas plus de n chiffres , sa racine n’a qu’un seul chiffre ; et pour l’obtenir , il suffit de former les «<«»« puissances des dix premiers nombres 1,2, 3 . . . 9,10 ; le plus petit des deux nombres dont les »«"•« puissances comprendront N, sera la racine demandée.
Mais lorsque N est composé de plus de n chiffres , sa racine a plus d’un chiffre et peut alors être regardée comme renfermant des dizaines et des unités. Or , en représentant par a les dizaines et par b les unités , on a (n° 148)
N’=(o + 4)" — a" + nan— >b+n — - — an~*b1+ . . .,
Jl
c’est-à-dire que le nombre proposé contient la n‘‘me puissance des dizaines, plue n fois le produit do la ( n — 1 puissance des
(*) Pour bien comprendre ce procédé, il faut s’être déjà rendu compte de» deux procédés de la racine carrée et de la racine cubique.
, offre plus de difficulté- dans le cas
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dizaines par les unités , plus une suite d’autres parties qu’il est inutile d’énumérer.
Cela posé , la nième puissance des dizaines ne pouvant donner d’unités d’un ordre inférieur à l’unité suivie de n zéros, les n derniers chiffres à droite n’en peuvent faire partie ; il faut donc les séparer, et extraire la racine de la plus grande rx^’me puissance contenue dans la partie a gauche : cette racine exprime les dizaines de la racine cherchée (*).
Si cette partie à gauche renfermait encore plus de n chiffres, on serait conduit à en séparer les n derniers chiffres à droite, et à extraire la racine de la plus grande n'<?me puissance contenue dans la nouvelle partie à gauche ; et ainsi de suite.
Apres avoir partagé ainsi le nombre N en tranches de n chiffres ( la dernière tranche à gauche n’ayant que n chiffres au plus) , on extrait la racine de la plus grande nieme puissance contenue dans cette première tranche à gauche, ce qui donne le chiffre des unités de l’ordre le plus élevé de la racine totale , ou le chiffre des dizaines de la racine du nombre formé par les deux premières tranches à gauche. Retranchant la n'«"e puissance de ce chiffre, de la première tranche a gauche, on obtient un reste qui, suivi de la seconde tranche , contient encore n fois le produit de la (n — 1 )'«<»« puissance du chiffre trouvé (lequel est censé exprimer des dizaines) par le chiffre suivant, plus une suite d’autres produits. Mais ce premier produit ne peut évidemment donner d’unités d’un ordre inférieur à ; ainsi les (n — 1) derniers
chiffres de la seconde tranche n’en sauraient faire partie. Il suffit donc à' abaisser à côté du reste correspondant à la première tranche, le premier chiffre de la seconde ; et si , après avoir formé n' fois la (n — lyème puissance du premier chiffre de la racine, on divise parce résultat, le reste suivi du premier chiffre de la seconde tranche, le quotient exprimera le second chiffre de la racine, ou un nombre plus grand. Pour éprouver ce chiffre , on l’écrira à la droite du premier, puis on élèvera l’ensemble de ces deux chiffres à la aieme puissance, et l'on retranchera , si cela est possible, la puissance
(*) Voyez la démonstration de ce principe, pour la racine carrée et la racine cubique (Arith. u”‘ 182, 195, 1 1 * édition) ; vous généraliserez ensuite.
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obtenue , de l’ensemble des deux première» tranches (*), ce qui donnera un nouveau reste à côté duquel on abaissera le premier chiffre de la troisième tranche, puis on divisera le nombre, ainsi formé par n fois la (n — 1 )iime puissance de F ensemble des deux chiffres déjà trouvés à la racine ; ce qui donnera le troisième chiffre de la racine.
On continuera cette série d’opérations jusqu’à ce qu’on ait abaissé toutes les tranches.
145. Soit proposé, pour exemple, d’extraire la racine cinquième • de 550731770. .
Après avoir séparé les cinq derniers chiffres à droite, du nombre proposé, on reconnaît que (5)s, ou 3125, et (Q)s, ou 7776, comprennent 5507 ; donc Sexprime les dizaines de la racine cherchée.
Retranchant 3125 de 5507, on obtient le nombre 2382 pour reste, à côté duquel on abaisse le chiffre 3 de la première tranche à droite, ce qui donne 23823, nombre que l’on diviseyiar 5 fois la 4' puissance de 5, ou par 3125. Le quotient est 7 ; mais en élevant 57 à la 5° puissance, on obtient 601692057, nombre plus fort que le nombre proposé. Essayant 56 , on trouve
ainsi 50 est la racine demandée.
On obtiendrait pareillement
j/ 924055 = 18, avec le reste 200887 ;
1/11167913018807 = 407 exactement;
1/94931877133=37 exactement.
(*) Nous n'avons pas besoin de dire que, si la soustraction ne peut se faire, c’est que le second chiffre trouvé à la racine est trop fort ; et alols on le diminue d'une ou de plusieurs unités, jusqu’à ce que la soustraction puisse s'effectuer.
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185. Remarque. Toutes les fois que le degré de la racine à extraire est un nombre multiple de deux ou de plusieurs autres, comme 4,6...., la racine peut t’obtenir par une suite d’extraclions de racines de degrés plus simples.
Pour nous rendre compte de ces modifications , remarquons que
(a3)'* = a3 X a3 x a3 x a3==a3+3^~3'♦"3==a3X'^=ra,,,
et qu’en général, [am)n=zam x am x am x am . . . = amXn (n° 16). Donc , la niin,e puissance de la m,<?me puissance d’un nombre est égale à la mnIOT' puissance de ce nombre.
Réciproquement , la racine mn'™ d’un nombre est égale à la racine n‘®me de la racine ra.‘cmc de ce nombre, ou algébriquement,
je dis que l’on a En effet, soit .
élevons les deux membres à la nième
puissance; il vient [/a =a'n ; •
[car, d’après la définition d’une racine (n° 2), on a (i/K),, = K].
Élevant de nouveau les deux membres à la miime puissance, on obtient a—[a'")m—a'mn;
mn
d’où, extrayant la racine mnième des deux membres , y' a— a' ;
\ / m mn \ / m ' mais on a,déjà y y/a — a,'] donc. . . .y/a—v \/ a.
N. B. Comme (am)n et (o")m donnent également amn, on peut
en conclure
PAH APPROXIMATION
On trouvera , d’après ce principe ,
l/2985984=V/ V 2985983 = V/Vm= 12 ;
V/I67961ft=\/ V 1/1296 = 1/16 =6.
N. B. Quoique les racines successives puissent s’extraire dans un ordre quelconque, il est préférable d’extraire d’abord la racine du degré le plus faible , parce qu’alors l’extraction de la racine du degré le plus fort , qui est une opération plus compliquée , porte sur un nombre ayant beaucoup moins de chiffres que le nombre proposé. C’est ce que nous avons fait dans le second et le troisième des exemples ci-dessus. ( V oyez d’ailleurs le premier N. B. de ce numéro.)
Extraction des racines par approximation.
156. Lorsque le nombre entier dont on demande la racine nième n’est pas une puissance parfaite , le procédé du n° 153 ne donne que la partie entière de la racine , ou la racine à une unité près. Quant à la fraction qui doit compléter la racine , elle ne peut être obtenue exactement; car on sait ( Arithmétique n° 134 , 11° édition) que, a et b désignant les deux termes d’une
fraction irréductible j , an et bn sont aussi premiers entre eux ;
ainsi
an
ou ^ pe peut produire un nombre entier N, c’est-à-
dire que l/N ne saurait être exprimée par un nombre fractionnaire exact Mais on peut déterminer la racine avec tel degré
d’approximation que l’on veut.
Soit, en général, proposé d’extraire la racine n'*mc d’un nombre
quelconque, entier ou fractionnaire, a, à une fraction près , -,
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c’est-à (lire de manière que l’erreur commise soit moindre que .
fl X vn
Observons que a peut se mettre sous la forme -—f- . Si l’on
désigne par r la racine de ap" obtenue à une unité près, le nombre
a y. pn . , . . r» ,(r+l)n , *
— — ou a est alors compris entre — et — ; donc aussi ,
pn r Pn pn ’ ’
|/ a est compris entre les racines de ces deux derniers nombres,
c’est-à-dire entre - et . Donc enfin , - est la racine deman-
dée, à une fraction près ,
Règle générale. Pour extraire la racine n"m* d’un nombre
quelconque à une fraction près, - , multipliez le nombre par pn ;
extrayez le produit de la racine n'*meà une unité pris, puis divisez le résultat par p.
Nous renvoyons , pour les applications de cette règle générale, à notre Arithmétique, où nous avons exposé, avec tous les détails convenables, les différens modes d’approximation, tant pour la racine carrée que pour la racine cubique.
Mais il nous parait utile de donner ici quelques développemems sur la manière d’évaluer en décimales les expressions
te tn
renfermant des radicaux qui se recouvrent , tel que Vï*
a+\/b,etc .
187. Soit d’abord proposé A' extraire la racine sixième de 28 à 0,01 près.
En appliquant à cet exemple la règle du n° 186, il faut multiplier 23 par (100)6, ou écrire douze zéros à la droite de 23, puis extraire la racine sixième du nombre résultant, à une unité près , et diviser cette racine par 100 , ou séparer 2 chiffres décimaux vers la droite.
Mais on a (n° 188) ^23 x (100)6 = V |/23 X (100)6 ; ainsi , après avoir extrait la racine carrée de 23 x (100)6 à une unité
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près, on extraira la racine cubique du résultat ; puis on divisera le nouveau résultat par 100, ou l’on séparera deux chiffres décimaux vers la droite.
On trouve ainsi l/23=l,68 à 0,01 près. (
Prenons, pour second exemple, l’expression 437 ou
V V 29,437, dont on demande la valeur à 0,001 près?. Gomme, d’après la règle du n° 156 , on doit multiplier 29,437 par (1000)4, cela revient à supprimer d’abord la virgule, puis à écrire neuf zéros à la droite, ce qui donne 29437000000000.
Extrayant maintenant la racine carrée de Ce résultat, à une unité près , on trouve 5425587, nombre dont il faut extraire do nouveau la racine carrée ; et l’on obtient 2329.
Donc enfin V 29,437 = 2,329 à 0,001 près.
Autrement. Extrayons d’abord la racine carrée de 29,437 à 0,000001 près ; il vient 5,425887. •'
Extrayant encore la racine carrée de ce résultat , on obtient 2,329 ; donc 1/29,437=2,329 à 0,001 près. ' ,•
Soit maintenant proposé d’évaluer 1/5 + 3 j/2 à 0,01 près?
On pourrait, 1° multiplier 5 + 3 \fi. par (100) 3 ; 2° évaluer le produit à une unité près (n° 91) ; 3° extraire la racine cubique du résultat à une unité près ; 4° 'enfin , diviser ce nouveau résultat par 100.
Mais il est plus simple d’opérer de la manière suivante :
D’abord 3|/2 ou |/18 évalué en décimales et à 0,000001 près, donne pour résultat, 4,242640 ; d’où 5 + 3 1/2= 9,242640.
Mais 1/9,242640 — 2,09 ; donc enfin 3 _____ t
|/ 5 -j- 31/2=2,09 à 0,01 près.
Prenons pour dernier exemple , l’expression dont
on demande la valeur à 0,1 près? .
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D abord - — revient (n° 91) a — v — * — ;
Or, 1° 20 1/3, ou V/'TlÔO == 34,641 à 0,001 près ;•
2» 84/6, ou J/ÎHÔ" = 12,247 à 0,001 près.
Ce qui donne ^^^^^=3,349.
Donc ‘ y^i^==l/M49'==l,6 à O.l près.
4— j/2 ( La valeur est ici . en plus.)
§ III. -i— Formation des puissances et extraction des racines
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Considérons d’abord lès quantités monomes.
> '* • *td. #
158. Soit à former la cinquième puissance de 2a3i’ ; on a (n° 2) (2a3£J)5 == 2a34’ x 2a3i3 x 2a341 x 2a34a x 2a34* ;
d’où l’on voit, 1° que le coefficient 2 doit être 5Jfois facteur dans le produit, ou doit y être élevé à la &ime puissance ; 2° que chacun des exposans des lettres doit être pris 5 fois., ou multiplié par 5.
Donc enfin, (2a3A1)î=25.û3XJ4ïXS =32a*s410.
De même, (8e’è3c)3==83.«’ x 343 x 3c3=5 1 2o6è9c3.
Ainsi , pour élever un monome à une puissance donnée , il faut élever le coefficient a cette puissance , puis multiplier chacun des exposans des lettres par V exposant de la puissance.
Donc réciproquement, pour extraire une racine de degré quelconque d’une quantité monome, il faut, 1°. extraire la racine du coefficient; 2" diviser l’exposant de chaque lettre par l’indice de la racine.
Ainsi, I//04 a»43e6 =4 o?èe4, j/ 16a34I,c^ =2aïè3ç.
On voit, d’après cette règle, que, pour qu’un monome soit une puissance parfaite du degré de la racine à extraire, il fant que son coefficient soit une puissance parfaite de.ee degré , et
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que les exposans des lettres soient divisibles par l'exposant on l 'indice de,la racine à extraire. Nous verrons, plus loin comment , on simplifie l’expression de la racine d’une quantité qui n’est pas une puissance parfaite. .
15^ Jusqu’à présent, nous n’avons pas eu égard au signe dont peut être affecté le monome ; mais si l’on observe que le carré d’un monome est toujours positif, quel que soit le signe de ce monome, et que toute puissance dé degré pair In, peut être regardée comme égale à la nü™ puissance du carré, c’est-à-dire que à,n=(a?)n , on peùt conclure que toute puissance de degré pair d’une quantité, soit positive, soit négative, est essentiellement positive. -
Ainsi (±2a,à3e)4!=r+ 16a8à‘V4. •• '
Comme , d’ailleurs , une puissance de degré impair (2n -f 1) , est le produit d’une puissance de degré pair 2 n, par la première puissance, il s ensuit que toute puissance de degré impair d’un monome est affectée du même signe que te monome.
Donc, (+4a3à)3= + 64a<ià3? (— 4a*J)3 = ^_64a6à3! •’
Il est évident, d’après cela, 1° que toute racine de degré impair
d’unô quantité monome doit être affectée du même signe que la quantité.
Ainsi V + 8a3=+2a; |/ — ,8*3 =— 2a, V — S2a<®4*=— 2o‘4.
2° Que toute racine de degré pair d’un monome positif peut être affectée indifféremment du signe + ou du signe — . .
Ainsi, 1/81 a4à“ = ±3ai3, V <à\a'* = ± 2a3.
3° Que toute racine de degré pair d’un monome négatif est une racine impossible ; car il n’existe aucune quantité qui, élevée à une puissance de degré pair, puisse donner ,un résultat négatif. Ainsi,
* a’ Ÿ ^ Ÿ — c> sont des symboles d’opérations inexécutables ; ceson t des expressions imaginaires comme 1/ — «,!/■ b. ..
[V oyez n° 85.)
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Considérons actuellement les polynômes.
160. Nous avons déjà vu comment on élève un binôme x+a à une puissance de degré quelconque ; mais il peut arriver que les termes du binôme soient affectés de coefficicns et d’exposaps.
Soit proposé, pour exemple, de développer (2a’-l-§ai)3 ; posons pour le moment, 2oa=x, 3aé=y; il vient
(2a’ + 8aà)3 s^x+y)3-— ,r3 + 3.r’y + 3.ry’ + y3. Remettant actuellement 2o3 et 3 ah au lieu de x et de y;
(2a’ + lab }3 = (2a’)3 + 3(2a’)’.(,W-) + 3(2a’).(3aà)a + (3 al? ;
ou, effectuant les calculs d’après les règles du n° 158 et de la multiplication desmonoraes,
(2a1 + 8aè)3 = 8a6 + 36a5é + 54a44 1 +27a343 .
On trouvera de même
(4 a’à — 3a4c)4 = (x + y)4 = x4 + 4x3y + 6x’y’+4xy3 + y4 = (4a14)4 + 4(4a’à)3(- — 3a4c) + 6(4a’à)a( — 3 abc)* ,
( Les signes sont alternativement positifs et négatifs.)
Soit maintenant à développer (x + y + z)3 ; posons d’abord x + y = ny il vient ' ' ' . .
(u + r)3 = n3 + 3EM,+ 3 z’b + z3, ou, remplaçant u par sa valeur x+y, •
(*+y+z)3 = (x+y)3 + 3z(x+yy + Zs’(x+y) + z\ ' ou, développant de nouveau les calculs indiqués,
(x + y + z)3 = x3 + 3x*y + 3xy’ + y3 + flx’z + 6xyz + Sy’z + 3xz’ + 8yz’ +z3. ■
Cette expression se compose des cubes des trois termes, plus des triples carrés de chaque ferme par* les premières puissances des deux autres , plus du sextuple produit des trois termes. Cette loi serait (n° 86) facile à vérifier pour tout polynôme.
Pour appliquer la formule précédente au développement du cube d’un trinôme dont les termes auraient des coefficiens et des exposans , il faudrait, comme pour le$ binômes , désigner
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chaque terme par une seule lettre , développer, puis remplacer par leurs valeurs les lettres introduites , et effectuer tous les calculs indiqués. •
On trouvera, par ce moyen , tout calcul fait,
(2a’-* \al + 3é’)3 = 8a6— 48 asb + 1 32 a45>— 208a3i 3 + 1 98a’fi — 108ais + 2746.
On développerait, par des procédés analogues, les puissances quatrième, cinquième, etc., d’un polynôme quelconque'. ‘
161 . Passôns à V extraction des racines de degré quelconque des polynômes.
Appelons P le polynôme proposé , et concevons ce polynôme ordonné par rapport aux puissances descendantes d’une même lettre a. Désignons d’ailleurs par x +y+z + la racine cher-
chée, que l’on peut également supposer ordonnée par rapport à a.
En élevant o,+y+i + ..*. à la m‘eme puissance, et regardant
pour le moment, y+z + comme ne formant qu’un seuil terme,
on aura ‘ .
P, ou (x+ÿ+z+ . . .J* =*" +mx”-^*(ÿ+x+ . . .)
+ m — g— jf»«-*(y + E+ . . 4>
Or il est bien évident d’abord, d’après les principes de la multiplication algébrique , que le terme r”. du second membre de cette égalité doit renfermer un exposant de a plus élevé qu’aucun des autres termes de ce second membre, et ne, peut se réduire avec ceux-ci. Donc xm est égal au terme de P, affecté de la plus haute puissance de a; et par conséquent, si l’on extrait la racine ntume du premier terme de P, on obtiendra nécessairement le premier terme x de la racine.
Retranchant xm de P, et appelant R le reste, on trouve R, OU P — xm — thxm—t (y + z + u + . . .) m — 1
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nouvelle égalité dans le second membre de laquelle le terme mxm— ■yne pourra'snbir de réduction arec les autres.
En effet , les termes y, y3, . . ... qui font partie des expressions affectées des parenthèses , renfermant respectivement "un exposant do la’ lettre a plus fort que les autres termes des expressions correspondantes il suffit de faire voir que le terme mxm—)y contient un exposant de la lettre a plus élevé que le terme général xm—nyn (dont il est d’ailleurs inutile de considérer ici le coefficient ).
Mais en comparant les deux quantités xm — xy et xm — nyn, que l’on pent mettre sous la forme
xm~ny .xn~i et xnl—"y.yn—1,
on voit qu’elles ont un facteur commun ret que des deux facteurs non communs r"-‘, y”-1, le premier contient a avec un plus haut exposant que le second. Donc le terme mxm—'y rie peut se réduire avec le terme en xm—nyn, et, à plus forte raison, avec les autres termes.
Ainsi le terme mx^—'y est égal, sans réduction, au terme de R affecté de l’exposant le plus élevé de la lettre a; et si Fon divise le premier terme de R par mx,nl , on aura nécessairement, pour quotient, le second terme y de la racine.
Retranchant de P la mième puissance de x + y, et désignant par R' le reste de cette soustraction , on démontrera, comme précédemment, que le premier teyme de R', ou de P-— (x + y)m, représente la valeur do mxm~ 'z ; ainsi, en divisant ce premier terme par mxm— 1 , on aura le troisième terme de la racine; et ainsi de suite. * .'
Dé là résulte le procédé suivant :
Après avoir ordonné le polynôme P par rapport à l’une des lettres qui y entrent , extrayez la racine m^1”'* du premier terme de ce polynôme ; vous obtenez ainsi le premier terme de la racine. Retranchez de P la m,ime puissance de ce premier terme. Puis écrivez au-dessous de fa racine trouvée, m fois la ( ni - — 1 )‘‘m’ puissance de cette racine. >
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Divisez ensuite par eette dernière expression le premier terme du reste obtenu; vous obtenez ainsi le second terme dé la racine.
Formez la puissance de la somme des deux termes déjà
trouvés à la racine, puis soustrayez de P cette m‘ime puissance.
Divisez le premier terme du nouveau reste par m fois la ( m — i puissance du premier terme de la racine ; vous obtenez
ainsi le troisième terme de la racine; et ainsi de suite. '
11 est facile d’appliquer ce procédé aux cas particuliers de l’extraction de la racine 3e, 4% 8e. . . '
Calcul des radicaux. • < . ■
162. Lorsque la quantité mononîe ou polynôme dont on demande une racine d’un certain degré , n’est pas une puissance parfaite, on ne peut qu’indiquer l’opération, en faisant (n° 2) précéder du signe 4/ la quantité proposée , et plaçant en dedans de ce signe le nombre qui marque le degré de la racine à extraire. Ce nombre s’appelle Y indice du radical.
Souvent, on peut faire subir à Y expression radicale quelques simplifications fondées sur un principe analogue à celui du n° 84 ; c’est que la racine n,w d’un produit est égale au produit des racines des dijfèrens facteur si e ' '* •
En termes algébriques,
Vabcd . . .= |/a x \/b x j/e X |/d . . .
En effet , élevant chacune de, ces deux expressions à la n,ime puissançe , on trouve , pour la première,
. (|/ abcd . . . .)" = abcd ,
et pour la seconde , _
(|/ ra X |/4 X |/c ! . .)” = ( |/o )n. (\/ bf . (\/c)n . . . = abcd, . .
Donc, puisque les nilm" puissances de ces expressions sont égales, les expressions doivent l’être elles-mêmes. ( F oyez n° 167.)
Cela posé, soit l’expression |/ 54àü3ca , qui ne peut être rem-
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placée par un monome rationnel , puisque 8-4 n’est pas un cube parfait, et que d’ailleurs les exposans de a et e ne sont pas divisibles par 3; on a *
V'ôbaWc' = VllaW V%ü* — 3 al V'tac' .
De même, V' 8aJ =2 y'a’j V' 48a5ésc6 =2ai’e }/ 3 ac’’ ;
\S 192a7éc*a =4//04a6c‘a x V ' 3 ab = 2 aca |/ 3a£.
Dans les expressions Zab j/ 'lac’ , 2 l/«a , 2aiae l/ Sac’ , les quantités qüi sont en avant du radical , auquel elles servent de multiplicateur, sont appelées les coefficient du radical.
163. Le principe démontré n° 183 donne lieu à une autre espèce de simplification.
Que l’ôn ait, par exemple, l’expression radicale V' 4a’ ;
i, \/ 4a1 =±s y/ ha’, et que la
comme, en ver^u de ce principe,
quantité soumise au radical y/ , est un carré parfait , on peut effectuer cette extraction de racine carrée , ce qui donne
De même, \/%>§a’b’ =V'\/'éfta.’b‘l=.\/§ab.
mn % / n - m
En général, J /an=\ y/ a“ = y/a; c’est-à-dire que, lors* que l’indice d’un radical est multiple d’un certain nombre n, et que la quantité sous le signe radical est une puissance exacte , on peut, tant changer la valeur du radical, diviser ton indice par n , et extraire la racine n**"* de la quantité tous le signe.
Cette proposition est l’inverse d’une autre non moins importante, qui consiste en ce que- l’on peut multiplier l’indice d’un radical par un certain nombre , pourvu que l’on élève la quantité tous le signe a une puissance d’un degré marqué par ce nombre.
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m mn ,• , • n
Ainsi, \/a — Van. En effet, a est la même chose que V'an)
m \ / n mn_
donc \/a = V an == \/ an .
Ce dernier principe sert à ramener deux ou plusieurs radi eaux à avoir le même indice , ce qui est souvent utile.
Soient, par exemple, les deux radicaux ^2® et \/a+b, que l’on veut réduire au même indice.
Si Ton multiplie l’indice du premier par -4, indice du second, et que l’on élève la quantité 2a à la quatrième puissance; si, de même, on multiplie l’indice du second par 8, indice du premier, et que l’on élève a + b au cube, on ne changera pas les valeurs des deux radicaux ; et il viendra , par ces opérations ,
Règle gèsèbale. Pour réduire deux ou plusieurs radicaux au même indice , multipliez l’indice de chaque radical par le produit de tou» le» autre» indice* , et élevez la quantité tou * le tigne à une pui**ance d’un flegrè marqué par ce produit.
Cette règle, qui a beaucoup d’analogie avec la réduction des fractions au même dénominateur, est susceptible des mêmes modifications. • '
Soient, par exemple, les radicaux l/a, l/i ïb, l / a7 + b2, que l’on veut ramener au même indice.
Comme les nombres -4, 6, 8, ont des facteurs communs, et que 24 est le multiple le plus simple de ces trois nombres , il suffit évidemment de multiplier le premier par 6 , le second par 4 , et le troisième par 3 , pourvu que l’on élève les quantités sous chaque signe radical , aux puissances de degrés marqués respectivement par 6 , 4 et 3 , ce qui donne
1/54 = 1/5^; l /ÏF+iï=zV'(a’ + b')*.
Ces notionaétablies , proposons-nous d’exéçuter sur lçs radicaux , les opérations de l’Arithmétique qui sont maintenant au
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nombre de «à?, en y comprenant la formation des puissances et l’extraction des racines. - v
164. Addition et soustraction des radicaux. Deux radicaux sont dits semblables lorsqu’ils ont le même indice , et que la quantité sous le signé est aussi la même.
' Cela posé , pour ajouter deux radicaux semblables ou pour les soustraire l’un de l’autre, il faut opérer simplement sur leurs coefficiens , et placer la somme ou la différence , comme coefficient, en avant du radical commun. '
Ainsi, Zy/b+1y/b = )ôi/b, 3 y/b — l y/be=y/b,
Souvent, deux radicaux ne sont pas d’abord semblables; mais ils le deviennent lorsqu’on leur a fait subir les simplifications des nM 162 et 163. Par exemple,
V lüàb' + b l/78Ü= kb V%1 + U VU = 94 VÛ ;
V/8a35 + 16a4_l//!,4 + 2aiî = 2al/é+2a — bV'b + ta
= (2 a — 4)1/ b+Ha;
3 V'û’ + 2 l/2tt=3 VTa + 2 |/2o ** 5 V'%a .
Si les radicaux ne sont pas sërablables , on ne peut qu’indiquer l’addition et la soustraction, en interposant les signes
165. Multiplication etdivision. Considérons d’abord le cas où
les radicaux ont le même indice.
Soit y/a à multiplier ou à diviser par \/b. Je dis que l’on a
y/a x y/b = y/-âb, ét y/a : y/b = \ b .
En effet (n° 162), si l’on élève y/ a. y/ b et l/aô à la n‘ime puissance, on trouve également pour résultat, ab; donc ces deux expressions sont égales. > , •
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De même , et \/ ~ élevés à la n,lme puissance, donnent
Vb
ainsi. ces deux expressions sont égales.
D’où l’on voit que, pour multiplier ou diviser l’un par l’autre deux radicaux de même indice , il faut multiplier ou diviser l une par Vautré les deux quantités sous le signe , et affecter le résultat du signe radical commun . S’il y a des coefficiens, on commence par les multiplier ou les diviser séparément.
.Ainsi , v
. ’ — üa'ta'+b')
ou simplifiant , = -3 — - — * — •
VdL
ZaV 8a’ X 24 Vha'c = Vab l/32a4e=12o’4 Vîc,
Va' 4’ + 44 * /84(a’4’ + 44) x/a‘ + b'
Si les radicaux n’ont pas le même, indice , il faut les y réduire ( n° 163 ) , et opérer comme il vient d’être dit.
Par exemple, 3a^/4x 54V/^2e = 15a4V^84|ioî,
j Formation des puissances et extraction des racines
... , , > • • Soit d’abord j/a.à élever à la nlim* puissance, on a.
( \/a J" == l/o^x Va X- l/a . . .= V an , d’après la règle qui vient d’être établie pour la multiplication.
Donc , pour élever une quantité radicale à une puissance donnée, il faut élever la quantité sous le signe à cette puissance , et affecter le résultat du signe radical avec son indice primitif. S’il y a un
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coefficient, on élève séparément ce coefficient à la puissance donnée. t ■
Ainsi ( \/ 4a3 )* = l/( -4«.à )a = }/ 16a6=2o^/a, ;
( 3 l/2Ï)5= Zs. îfaâp = 243 1/32^= 486a V'ü* .
Lorsque l’indice du radical est un multiple de l’exposant de la puissance que l’on a à former, on peut simplifier.
Soit, par exemple, 1/2Ô à élever au carré; remarquons que
( o° 155) vr%l=y'v/^,. Or, pour élever cette quantité au carré il suffit de supprimer le premier signe radical ; ainsi l’on a
([/ Sto)’ = V/2Ï.
Soit encore Zb à élever au carré , cette expression revient à
l^Zb; donc {V' Zb )* = |/3Ï. C’est-à-dire que , si V indicé du radical est divisible par l’exposant de la puissance, on peut effectuer cette division, en laissant la quantité sous le radical telle qii’elle était. .
Quant à l’extraction des racines , il faut multiplier l’indice du radical par l’indice de la racine a. extraire, et laisser la quantité sous le signe telle qu’elle était.
Ainsi y \/Zc={/Zc; \/ \/'6c=V'$c
Cette règle n’est autre chose que le principe du n° 165, énoncé dans un ordre inverse.
Si la quantité sous le signe est une puissance parfaite, de même degré que la racine à extraire , il y a lieu à simplification.
Ainsi \/ 1/8 a3 étant (n° 155) égal à \/V8^, se réduit à
te'
De même ,
\/ l/9u' = V VU' = V'Za .
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Remarques sur les valeurs algébriques des radicaux. Conséquences qui en résultent dans le calcul de ces expressions.
167. Les règles qui viennent d’être établies pour le calcul des radicaux sont fondées principalement sur le principe que la racine n‘imc du produit de plusieurs facteurs est égale au produit des racines niim‘ • de ces différens facteurs; et la démonstration de ce principe repose ( n° 162) sur ce que , si les puissances de même degré de deux expressions sont égales , les expressions sont aussi égales. Or cette dernière proposition , qui est vraie en tant que l’on ne considère que des nombres absolus, ne l’est pas toujours pour les diverses expressions auxquelles peut conduire l’Algèbre.
Pour Vérifier l’exactitude de cette assertion, nous prouverons qu’un même nombre peut avoir, algébriquement, plusieurs racines carrées, plusieurs racines cubiques , plusieurs racines quatrièmes , etc . ■ ~
Désignons, en effet, par x l’expression générale de la racine carrée d’un nombre a, et par p la valeur numérique ou arithmè- j tf'gue de cette racine carrée; on a l’équatiôn x3 = a, ou x3 —p*,‘ de laquelle on tire x=±s dtp. D’où l’on voit que , de quelque signe qu’on affecte la valeur arithmétique p de la racine carrée de a, son carré donne également a, résultat conforme à ce qui a été dit au numéro 85. \ •> ’■ ,
Soit, en second lieu, x l’expression générale de' la racine cubique de a, et désignons par p la valeur numérique de cette racine cubique; ou a l’équation x3 = a ou xl—p3.
Cette équation est d’abord satisfaite par x = p.
Observons maintenant que l’on peut mettre x3 = pi sous la forme x3 — p3 — 0. ■
Or, on a vu (n° 31) que l’expression x3 — p3 est divisible par x — p , et donne pour quotient exact , x’ +px + p 3 ; l'équation ci-dessus peut donc être transformée ainsi :
équation à laquelle on satisfait, >
soit en posant x — p = 0, d'où x = p,
IJK t.A «UtTIPUClT*
soit en posant x’+/»x+/»5 = 0 , d’où x — — ^dz — 3 ,
ou bien , . . x — p 1 J •
On voit donc que la racine cubique de a admet trois valeurs
algébriques différentes, savoir :
p,p{^l±^EÏj et
Soit encore à résoudre l’équation x4 = a ou ,>4 — ff,
(j> désignant la valeur arithmétique de \/ a).
Cette équation peut se mettre sous la forme x4 — J»4 = 0 j or l’expression x4 — /»4 revient (n° I9)à(xa — p 5) (x’+i»’)} donc l’équation revient elle-même à ( x* — p’1) ( x* + p* ) = 0 ; et l’on peut y satisfaire,
soit en posant x’ — p2 — 0, d’où x = ± p,
soit en posant xa + /»’ = 0, d’où x,= ±l/ — p7 = ztzp y — 1 .
Ôrr obtient donc ainsi, p.our la racine quatrième du nombre a, quatre expressions algébriquement différentes .
■■ Proposons-nous de résoudre la nouvelle équation x6=p 6, qui peut se mettre sous la forme " x6 . — p6 — 0.
Or x6 — p6 revient (n° 19) à (x3 — p 3) (x3 + /»3); ainsi réquation devient \ ■ (x5 — y3) (x3 + p3) s= 0.
Déjà, l’équation x3 — p3 — 0, résolue précédemment, a donné
x=p et f=/»^ Y —
Considérons actuellement l’équation x3 + p3 =0, et observons que , si l’on remplace, pour le moment, p par — p' , elle devient
x3 — p'3 = 0, d’où l’on déduit x==p' et x = p ou, remettant à la place de/»' sa valenr — /»,
x = * — />N et x=
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Ainsi , l’équation x6 — />6 = 0, et par conséquent la racine de o, admet *ix valeurs : p, «p, «.'p, — p, — - «/>, — *!p, en posant, pour simplifier
— 1 + , _l —yCTl
Nous pouvons conclure, par analogie (ce qui sera d’ailleurs démontré par la suite, d’une manière plus complète ), que toute équation de la forme xm — a = 0, ou x m — pnl = 0, est' susceptible de m. solutions différentes , c’est-à-dire que la racine miime d'un nombre admet m valeurs , alyéSriquement différentes.
188. Première remarque. Si, dans les équations précédentes et les résultats qui leur correspondent , on suppose , eomme cas particulier, a = 1 , d’où p — 1 , on obtiendra les racines carrées, cubiques , quatrièmes , etc., de l'unité. Ainsi, + 1 et — 1 sont les deux racines carrées de l’unité ; car l’équation x1 — -1 = 0 donne x = ± 1.
De même , + 1 ,
1 — v/=Ti
sont les
trois racines cubiques dé l’unité , ou les racines de x3 — 1 = 0.
+ 1 , — 1 , + V — 1, — — 1,’ sont les quatre racines
quatrièmes de l’unité, ou les racines de x < — 1 =0.
189. Seconde remarque. Soit, en général, l’équation xm a = 0'.
Désignons par p la valeur arithmétique de la racine m,eh,e de a , ce qui donne p"‘ = a ; l’équation ci-dessus devient
x"1 zp p"' '=* 0;
et si l’on pose x = py, y étant une nouvelle inconnue , il en résulte pn,ym qp pm = 0 ; ou, en divisant par/»"1,
Ce qui prouve que , connaissant toutes les valeurs de |/1 ou de
y — 1 , on obtiendra celles d e |/a ou de y — a, en multipliant p par les différentes racines m*™” de + 1 ou de — 1 .
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170. Il résulte de l’analyse précédente, que les règlfs du calcul des radicaux , qui sont exactes en tant que l’on opère sur des nombres absolus, peuvent être susceptibles de quelques modification* lorsqu’on opère sur des expression s ou symboles purement algébriques. C’est surtout quand on applique ces règles aux expressions imaginaires, que ces modifications sont nécessaires, comme étant une suite de ce qui a été dit au numéro 167.
On demande , par exemple , le produit de V — a par V — a; la règle du numéro 165 donne
V — a X V ■ — a. — V +03 = =fc a.
Cette double valeur du produit est une réponse exacte tant que, dans l’expression V — a X V — a, les deux radicaux comportent le double signe ± ; mais si l’on admet que les radicaux soient de mèmè signe , comme alors V' — a X \/ — a. revient à (V'— a)’, et que pour élever y m au carré, il suffit de supprimer le radical , on a nécessairement
Soit, en Second lieu , à former le produit V / — a X b; on aurait , d’après la règle du n° 165,
Or yiïb = ± p (n° 167 ) , p désignant la valeur arithmétique de la racine carrée de ah; mais je dis que le véritable résultat doit être — p ou — V^u b, en tant que l’on considère les deux radicaux l/— a et \/ — b comme précédés l’un et l’autre du signe +.
En effet , oh a
. l/HI = j/a. l/I^l et V/=7è'=== |/è.l/^T;
donc .
a X v/37=tA. i/— i *yb. \Z-\—yab.{\/-\y = yHb X — 1 s= — ab.
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On trouvera , d’après ces principes , pour les diverses puissances de |/ — 1,
(v/zrïy = l/^T,
V~y = (y—yy—i = _ y/~rt
Comme les quatre puissances suivantes s’obtiendraient en multipliant la quatrième, +1, respectivement par la première, par la seconde , la troisième , et la quatrième , on retrouverait encore pour ces quatre nouvelles puissances,
donc toutes les puissances de |/ — 1 forment des périodes de quatre termes.
Soit encore proposé de déterminer le produit de V — a par
y/ — b, qui , d’après la règle, serait y + ab, et par conséquent
(n° 167) donnerait les quatre valeurs
+ y/ab, — y/ab, + y/ ab .y/ — 1, — y/ ab .y/l—i.
Pour déterminer le véritable produit , obervons que
mais \/~l x V~\ = (\/~iy= (l /ÏT^ïy = |/=T;
donc V' — a x V' — b=.V'ab.y/ — 1.
Appliquons les calculs précédens à la vérification de l’expression — * — — , comme racine de l’équation a:3 — 1 » 0,
c’est-à-dire comme racine cubique de 1. ( Voyez n° 168.) D’après la formule (a + è)3 = a3 + 3 a'b + 3«A’ + b3,
_ f— 1)3 + 3(— \yV— 3'+3(— l).(v/=3)’ + (V^3)3
on a
THÉORIE DES EXPOSASS
On vérifierait de même la seconde valeur,
— 1 —VrZT?,
§ IV. TnÉOKIE DES EXPOSANS DE NATURE QUELCONQUE.
Notions générales sur les séries.
171. C’est ici le lieu de faire connaître deux nouvelles notations d’un usage très commode dans les calculs algébriques : ce sont les exposans fractionnaires et les exposans négatifs ; ils tirent leur origine des règles établies pour l’extraction des racines et la division des monomes.
Que l’on ait à extraire la racine niime d’une quantité telle que a'". On a vu (n° 158) que, si m est multiple de n, il faut diviser l’exposant m par l’indice n de la racine. Mais si vi n’est pas divisible par n, auquel cas l’extraction de la racine n’est pas possible algébriquement, on peut convenir d’indiquer celte opération , en indiquant la division des deux exposans. Donc
l / am = an , d’après une convention fondée sur la règle des exposans pour l’extraction des racines des quantités monomes.
Ainsi, 1 /a* — aï \ V* 'al = a**.
De même, que l’on ait à diviser am par a". On sait qu’il faut ( n” 23 ) retrancher l’exposant du diviseur de celui du divi-
qP t
dende toutes les fois que l'on a n, ce qui donne — =am— ".
Mais si m est n, auquel cas la division n’est pas possible algébriquement, on peut convenir d’indiquer cette division en soustrayant toujours l’exposant du diviseur de celui du dividende. Soit/j la différence absolue entre n et m ; on a alors n = m + p,
am * Qpi
d’où = a~P: d’ailleurs, se réduit à — , par la sun-
am-+-p ’ ’ a"i+p ap 1 1
pression du facteur am commun aux deux termes ; donc
al1
U expression a- P est donc le symbole d’une division qui n’a
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pu s’effectuer ; et sa vraie valeur est le quotient de l’unité divisée ■par la même lettre a , affectée de l’exposant p pris positivement.
Ainsi a— 3 — — -, a— 5 = ~.
La notation de l’exposant négatif a l’avantage de conserver sine forme entière aux expressions fractionnaires.
De la combinaison d’une extraction de racine et d’une division, impossibles à effectuer sur des quantités monomes , résulte une autre notation , c’est V exposant fractionnaire négatif.
Soit à extraire la racine nième de — .
urn
D’abord , ona — 7 am
a~m ; donc
en remplaçant le signe ordinaire du radical par un exposant fractionnaire.
Les expressions an , a—p, a ", sont donc, d’après des conventions fondées sur les régies précédemment établies , des notations
équivalentes à V'^âr' , — y/ — . Ainsi, l’on peut, suivant les
circonstances, remplacer les premières par celles-ci, et réciproquement.
Comme dans le discours, aP s’énonce a puissance p, p étant
nt m
un nombre entier positif, de même , par analogie , a ", a~P, a ",
s énoncent a puissance — , a puissance — p, a puissance ;
fl 71
ce qui a engagé les algébristes à généraliser le mot puissance. [ Mais il serait peut-être plus convenable de n’employer que les
dénominations a exposant — , exposant — p, exposant — — * en
consacrant uniquement le mot puissance à désigner le produit de plusieurs facteurs égaux à un nombre donné. {V oyez n° 2.)]
172. Ces notions sur l’origine et la signification des quantités affectées d’exposans quelconques étant établies , nous allons dé-
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montrer que le calcul de ces sortes de quantités est soumis aux mêmes régies que celui des quantités affectées d’exposans entiers et positifs.
Multiplication . Soit d’abord ag à multiplier par a3 ; je dis qu’il suffit d * ajouter les deux exposant j et que 1 on a
3 » 3 | 1 il
a'i x «J = as'1~ J =o‘5.
En effet, on a vu (n° 171) que
aï = j/a3, a* — y a”,
donc a * "*■ ai === Ÿ* ai X a’ \
ou bien , effectuant la multiplication d’après la règle du n" 16S,
ai = Val 9 =
Soit encore à multiplier a » par a6 ; je dis que l’on a
en effet, a 4= V ^ > « ü=j/a5 ; donc
Soit, plus généralement a " à multiplier par a'< ; on a
a n x ai — a "
p np — nu/
7 =fl n7 ;
Donc , rèyfe générale , pour multiplier deux monomes affectés d’exposans quelconques, il faut ajouter les deux exposant d’une même lettre j c’est la règle déjà établie n” 16, pour lc9 quantités affectées d’exposans entiers et positifs.
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On trouvera, d’après cette règle ,
S i a 3 ni a
a'1 h 1c_,X8’1'i/=:b 1 iV’ e
Za~~ ’ 4! x 2a A2 c’= 6a 5 é® a1.
Division. Pour diviser, l’une par l’autre, deux quantités monômes affectées' d’exposans quelconques , il faut suivre la règle qui a été établie ( n° 22 ) pour les quantités affectées d’exposans entiers et positifs, c’est-à-dire qu’il faut, pour chaque lettre, retrancher l’exposant du diviseur de celui du dividende.
En effet, l’exposant de chaque lettre dans le quotient doit être tel, qu’ajouté à celui de la même lettre dans le diviseur, la somme soit égale à l’exposant du dividende ; doue l’exposant du quotient est égal à la différence entre l'exposant du dividende et celui du diviseur.
On trouvera , d’après cette règle ,
Formation des puissances. Pour élever à la mi‘me puissance un monome affecté d’exposans quelconques, il faut, conformément à la règle du n° 158, multiplier l’exposant de chaque lettre, par l’exposant m de la puissance ; car élever ce monome à la mieme puissance, c’est former le produit de m facteurs égaux à ce monome; donc, d’après la règle de la multiplication , il faut faire la somme de m exposons égaux à celui de chaque lettre , ou multiplier chacun des exposans par m.
Ainsi, Vav=a4, \a:i/ =a3=aa,
\2a »iV =64a-3è\ \a V =«-«•.
Extraction des racines. Pour extraire la racine niimc d’un monome, il faut, Cn suivant la règle du n° 158, diviser l’exposant de chaque lettre par l'indice n de la racine.
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En effet , l’exposant de chaque lettre , dans le résultat , doit être tel que , multiplié par l’indice n de la racine à extraire , il reproduise l’exposant dont la lettre est affectée dans le moiiome proposé; donc les exposans, dans le résultat , doivent être respectivement égaux aux quotiens de la division des exposans, dans le monome proposé , par l’indice n de la racine.
Ainsi,
ah 5...
Les trois dernières règles ont été facilement déduites de la règle relative à la multiplication ; mais on pourrait les démontrer directement en remontant à l’origine des quantités affectées d’exposans quelconques.
Nous terminerons par une opération qui renferme implicitement les deux précédentes, quant à la démonstration.
rn
Soit a n à élever à la puissance — - ; il faut prouver que l’on a
En effet, si l’on remonte à l’origine de ces notations, on trouve que
L’avantage que présente l’emploi des exposans de nature quelconque, consiste principalement en ce que le calcul de ces sortes d’expressions n’exige pas d’autres règles que celles qui ont été établies pour le calcul des quantités affectées d’exposans entiers.
APPLICATION DE LA FORMELS DI’ BITOSE
En outre, ces calculs se réduisent à de simples opérations sur les fractions , opérations avec lesquelles nous sommes déjà familiarisés.
173. Remarque. Nous serons dans la suite conduits, par la résolution de certaines questions , à considérer des quantités affectées d 'exposant incommensurables. Or les règles que nous venons d’établir pour le cüs oùlesexposanssont commensurables, sembleraient devoir être aussi démontrées dans le cas d’exposans incommensurables; mais observons qu’un nombre incommensu-
rable, tel que j/3 , j/11 , est, par sa nature, composé d’une partie entière et d’une fraction qui ne peut être exprimée exactement, mais dont il est possible (f approcher autant que l’on veut ; en sorte que l'on peut toujours concevoir le nombre incommensurable remplacé par un nombre fractionnaire exact qui n’en diffère que d’une quantité moindre que toute grandeur donnée ; et en appliquant les règles au symbole qui désigne le nombre incommensurable , il faut sous-entendre qu’on les applique au nombre fractionnaire exact qui le représente approximativement. En définitive, dans les applications numériques, on ne peut se former l’idée d’un nombre incommensurable , que lorsqu’il est remplacé par un nombre fractionnaire exact, qui en exprime une valeur plus ou moins approchée.
Ainsi , nous pouvons conclure que les règles précédentes sont applicables au cas où les exposons sont incommensurables. Elles le sont même, par extension, aux exposons imaginaires.
Application de la formule du binôme à V extraction des racines par approximation.
17-i. Puisque l’on doit étendre au calcul des exposons quelconques les règles du calcul des exposans entiers et positifs , il est assez naturel de penser que la formule du binôme , qui sert à développer la m^me puissance d’un binôme [m étant un exposant entier et positif), peut également servir lorsque m est un exposant fractionnaire, positif ou négatif. C’est, en effet , cc que
APPLICATION DE LA FOSSILE DU BINOME
les analystes ont reconnu, et ils ont déduit de là des conséquences importantes, tant pour l’extraction des racines par approximation , que pour le développement des expressions algébriques en séries..
Nous renvoyons , pour la démonstration de cette formule dans le cas d’un exposant quelconque, au n° 1 82 de ce chapitre ; et nous allons dès à présent en montrer l’usage dans l’évaluation approchée des racines de degré quelconque de nombres particuliers.
Mais, avant tout , il est nécessaire de lui faire subir une transformation.
Reprenons cette formule
(x+a)m—xm+maxm— l + m — - — a7xm~ J-f- ...,
et mettons le facteur xm en évidence dans le second membre ; oïl obtient
!a)m =xm ^
a m — la
ou , posant m ==' - ,
^Vi+!.î+! ”
\ n x n 2 x* n 2 Sx3 /
ou bien encore,
n/, la 1 « — 1 «' 1 » — 1 Sn — la3 \
\ n x n 2» x7 n 2« An x3 ) ' '
Si l’on voulait former un nouveau terme, il suffirait évidemment de multiplier le quatrième par i et par ~, puis de chan-
ger le signe , et ainsi de suite.
178. Cela posé, soit à extraire la racine cubique de 31 . Le plus
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grand cube contenu dans 51 étant 27, faisons , dans la formule (1), n = 3, jr=27, et a— A, ce qui donne 3 3
il vient
etc. . ;
ou bien , en effectuant les calculs ,
l/lT = 8 +
Le terme suivant s’obtiendrait , d’après ce qui a été dit ci-
dessus, en multipliant — par ■ ^
changeant le signe, ce qui donnerait — 4^46721
ou par 3.^, et
On trouverait de même , pour le terme qui suit ce dernier, 2560 An — la 2560 11 4 112640
et ainsi de suite.
Mais ne considérons que les cinq premiers termes de la série, et réduisons en décimales ; nous obtenons d’abord , pour les termes additifs ,
et pour la somme des termes soustractifs , .=—0,00731 - 0,00006
Donc
APPLICATION DE LA FOD9DLE DU BINOXE
nous prouverons tout à l’heure que ce résultat est exact à 0,0000ï près.
176. Remarque. Lorsque l’expression d’un nombre est développée en une suite de termes dont les valeurs numériques vont en décroissant indéfiniment , on conçoit qu’en général , plus on prend de termes dans la série, plus on approche de la vraie valeur du nombre proposé. Si, en outre, on suppose que les termes soient alternativement positifs et négatifs , on peut, en s’arrêtant à un terme de rang quelconque, déterminer d’une manière précise le degré d’approximation obtenu.
En effet, soit une suite indéfinie de termes , a — b+c — d+e—f+ . . , dans laquelle on suppose que a, b, c, d .. . sont des quantités absolues de plus en plus petites ; et désignons par x le nombre représenté par cette série.
Je dis d’abord que la valeur numérique de x est comprise entre deux sommes consécutives quelconques de termes de la série. Car, prenons au hasard les deux sommes consécutives
a — i + c — d+e — f, et à — à+e — rf + e — f+gj
considérons la première, et observons que les termes qui suivent — f, sont +g — A+A-^-/+ . . . ; mais puisque la série est décroissante, les différences^ — h, k — l . . . sont des nombres positifs f d'où il suit que, pour obtenir la valeur complète de x, il faut ajouter à la somme a — b+c — d+e — f, un certain nombre p.ositif. On a donc déjà
Quant à la seconde, les termes qui suivent +g, sont
— h+k — l+m . . .; or, les différences — h+k, — l+m, . . sont négatives ; d’où l’on voit que, pour avoir la vraie valeur de x, il faut ajouter à la somme a — b+c — d+e — f+g une quantité négative, c’est-à-dire diminuer cette somme. On a donc
'Donc x est compris entre ces deux sommes.
Conséquence. Comme la valeur numérique de la différence entre eCs deux sommes est évidemment^, il s’ensuit qu el’ erreur commise, lorsqu’on prend un certain nombre dt termes a — b + c — d + e — f.
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pour la valeur de x, ett numériquement moindre que le terme qui suit immédiatement celui auquel on s'est arrête.
Ainsi, dans l’application du numéro précédent, tous les ternies étant alternativement positifs et négatifs , et allant en diminuant à partir du second , on peut conclure que la valeur numérique de la somme des cinq premiers termes ,
diffère de j/31 d’une quantité moindre que la valeur du 6° terme,
que I on a trouve (n° 178) égal a ^ ^•ig.i^QQg 5 or> cette fraction est, d’après sa seule inspection, au-dessous de j gQo'gjj î donc
^/31 =3,14138 à 0,00001 près; ce que l’on pourrait vérifier par le procédé ordinaire, mais par des calculs plus laborieux que les précédens.
177. Voici en quoi consiste le procédé pour extraire approximativement la racine nième d’un nombre N par le moyen des séries : Décomposez N en deux parties p" + q, p étant la racine de N obtenue à une unité près (n° 183) , et faites dans le développement
de l/x + a (n° 178), x=p", a=q. Effectuez les calculs , en vous arrêtant au terme dont le suivant soit, d’après son inspection, au-dessous de l’unité de l’ordre décimal qui détermine l’approximation ; convertissez en décimales tous les termes dont vous avez tenu compte , et opérez la réduction des termes additifs et soustractifs.
Cette méthode n’est bien avantageuse qu’autant que ~ est une
fraction assez petite; car autrement, les termes de la série ne diminueraient pas très rapidement , et il faudrait un grand nombre de termes pour donner le degré d’approximation désiré, ce qui entraînerait dans des calculs extrêmement laborieux.
On est même obligé de modifier la marche précédente toutes
les fois que l’on a pn <^q ; car alors - ou — - est plus grand que
Al'TIlES APPLICATIONS
l’unité, ainsi que toutes les puissances de -, qui augmentent de
plus en plus , numériquement , à mesure que le degré de la puissance augmente.
Soit, par exemple, 56 le nombre dont on demande la racine 3mc; 27 étant le plus grand cube contenu dans 56; on aurait
-r = 27 , a = 29; d’où J = ||;
et les termes de la série augmenteraient au lieu de diminuer ( nous ne parlons pas des coefficiens , qui sont des fractions peu différentes de l’unité). Mais observons que l’on peut aussi décom-
poser 56 en 6-4 — 8, ou -4 3 — 8; or, — ou g est une très petite
fraction. D’un autre côté, si, dans l’expression de Vx + a (n° 17-4), on remplace a par — a il vient
n ïn \ra n 2» on x3
Posant donc x = 6-4, a ■= 8 , on obtiendra une série de termes qui décroîtront très rapidement.
A la vérité , tous les termes , à l’exception du premier, sont négatifs ; et l’on ne peut appliquer à la série ce qui a été dit (n° 176) sur la manière de fixer le degré d’approximation que donne la somme d’un certain nombre de termes. Mais alors , on tient compte d’un nombre de termes assez grand pour qu’on soit bien assuré que l’ensemble des termes négligés n’influe pas sur l’ordre décimal auquel on veut arrêter l’approximation. '
On pourra s’exercer sur les exemples suivans :
t/39 = 1/32 + 7 = 2,0807 à 0,0001 près;
|/65 = Vu + 1 = 4,02073 à 0,00001 près ;
t/260 = 1/256 + 4 = 4,01553 à 0,00001 près;
1/108 == V 128 —20 = 1; 95204 à 0,00001 près (*).
(*) Voyez le n° 5 de la première note placée à la tin du Gp chapitre.
DE LA FOUHUI.E DU DI SOSIE
178. Autres applications de la formule du binôme. Cette formule sert aussi à développer les expressions algébriques en séries.
Soit, pour premier exemple, l’expression p-î— ; on a
Posons dans la formule (x+a)m = xm -f maxm—' + , x = 1 , a — — z, m — — 1 ; il vient
(1- = 1 - 1 .(-*)- 1 ~.Lnl • (-*)'
ou, effectuant les calculs et observant que chaque terme se compose d’un nombre pair de facteurs affectés du signe — ,
On parviendrait au même résultat en appliquant le procédé de la division algébrique (n° 2G).
Soit encore l’expression
On a, en développant (1 — z)*3,
ou 2(1— z)
ou , effectuant les calculs et réduisant,
2(1 — z)- 3 = 2(1 + 3z+ 6z’ + 10z3 + lSz< +
Prenons pour dernier exempte , la quantité z — • z’ , qui revient à Y/'iz[\ — et développons ^1 — *^î.
MÉTHODE
En posant dans la formule ( x + a)m = x"1 + maxm~ » + ....,
x = 1 , a = — ,m = ,,ona
donc
’ 1 z -±*-± *3 - etc.).
Méthode des coefficiens indéterminés. Notions sur les séries récurrentes.
179. Les algébristes ont inventé , pour le développement des expressions algébriques en séries, une autre méthode qui est en général plus simple que celles dont nous venons de parler, et qui d’ailleurs est beaucoup plus féconde , en ce qu’elle s’applique à des expressions algébriques d’une nature quelconque.
Pour donner une première idée de cette méthode , nous nous
proposerons de développer l’expression , en une série
qui procède suivant les puissances entières et positives de x.
fl
Il est visible que ce développement est possible ; car —
revient à a(a'+l'x)-1 ; et, en appliquant la formule du binôme, on obtiendrait évidemment une suite de termes procédant suivant les puissances ascendantes , entières et positives de x. Posons donc <
= A + Bx -f Cx3 + Dx3 + Ex* + Fx5 + (1),
A , B, C, D . . . étant des coefficicDS , fonctions de a , a, h', mais indépendans de x, coefficiens qu’il s’agit d’ailleurs de déterminer, et que, par cette raison , l’on appelle coefficiens indéterminés. {Cette dénomination est impropre : d’après le sens
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attribué jusqu’ici au mot indéterminé , il vaudrait mieux dire coefficient à déterminer ; mais nous nous conformerons à l’usage.)
Pour parvenir à la détermination de ces coefficiens , multiplions les deux membres de l’équation (1) par a' + i'x; nous trouvons, en ordonnant par rapport à x, et transposant le terme a ,
x3 + Da' I x3 + Ea' I -J- . . . (2).
+ Ci' I + Di' I
Remarquons maintenant que , si l’on suppose les valeurs de A, B, G, D. . . convenablement déterminées, l’équation (1) doit se vérifier, quelque valeur que l’on donne à x; ainsi il en est de même de l’équation (2).
Or , lorsqu’on suppose x — 0, celle-ci devient 0 == Ao' — a, d’où l’on déduit la valeur de A , A =
j A a + Ba' x + Ca'
0== + Bi'
A étant égal à ^ quand on a x == 0 , doit conserver la même
valeur lorsque x est quelconque , puisque , par hypothèse, A est indépendant de x ; ainsi, quel que soit x , l’équation (2) se réduit à
Ba' I x + Ca' x’1 + Da' | x3 + ..., ou, divisant par x,
+ A i' | + Bi' + Ci' I
Ba' + Ca' I x + Da' I ïa + (3).
+ Ai' + Bi' I +CA' 1
Cette équation devant encore se vérifier pour toute valeur de x, faisons x — 0 ; il en résulte Ba' + Ai' = 0 ;
d’où l’on tire
ou bien ,
ab' a'3 ‘
Comme B doit conserver cette même valeur, quel que soit x , supprimons dans (3) le premier terme Ba' + A b' qui s’anéantit par cette valeur de B, et divisons par x ; il vient
( Ca' + Di' I x q- Ea' | x3 +
0 “ \ + BA' f Ca' I + Di' |
MÉTHODE
Faisons de nouveau x = 0; il en résulte C a' 4- BA' =0,
d’où l’on déduit C = ■
BA
ah'
V ah ■'»
1 • p 1/ Ul/
, ou bien C = y x r=-pr
On trouverait de meme
De' + CA' =0,
d’où
D— Sf,
ou
aA'1 A^_ ah'3
et ainsi de suite.
Il est aisé de reconnaître qu’un coefficient quelconque se forme au moyen du coefficient qui précède, en multipliant
celui-ci par ainsi l’ou a
a ah' ah'2 ah'3 ab’h
- —r r x + —TT x 2 77 * H TT •V'* — •
180. En réfléchissant sur les raisonnemens qui précèdent, on voit que le principe fondamental de la méthode des coefficiens indéterminés consiste en ce que , si une équation de la forme 0 = M + N x -f- Px’ + Qx3 -f- . . . . ( M , N, P.... étant des coefficiens indépendans de x ) , doit se vérifier quelque valeur que l’on donne à x, il est nécessaire que chacun des coefficiens soit séparément égal à 0.
En effet, puisque ces coefficiens sont indépendans de x, si l’on parvient à les déterminer d’après des hypothèses particulières faites sur x, ces valeurs seront celles qui leur conviennent lorsqu’on suppose x quelconque. Or, en faisant x = 0, on trouve M = 0; et l’équation se réduit, après la division par x, à
0= N + Px + Qx’-f- ;
faisant, dans cette nouvelle équation, x = 0, on trouve N =0; et l’équation se réduit , lorsqu’on a divisé par x, à 0=P + Qx + . . ., et ainsi de suite. On a doue séparément
on obtient par cc moyen autant d’équations qu’il y a de coefficiens A, B, C, D .... à déterminer.
DES C0EFV1CIENS INDÉTERMINÉS.
Ce principe s’énonce encore d’une autre manière :
Si une équation de la forme
a 4" ex1 4" dx* 4*... = ft,+A,x4exs4(i,x^ • « •
doit être vérifiée quelque valeur que l’on donne à x, let termes affectés d’une même puissance dans les deux membres , sont respectivement égaux ; car, après la transposition de tous les terme? dans le second membre , l’équation est de même forme que cidessus ; d’où l’on peut ensuite conclure
a' — a = 0, b' — b = 0, e' — easO...., et par conséquent ,
On donne (n° 42) le nom d’équation identique à toute équation dont les termes sont ordonnés par rapport à une certaine lettre, et qui doit se vérifier pour toutes les valeurs attribuées à cette lettre , afin de la distinguer d’une équation ordinaire, c’est-à-dire d’une équation qui ne peut être satisfaite que par certaines valeurs attribuées à cette lettre.
181. La méthode des coefficienx indéterminés exige encore que l’on connaisse à priori la forme du développement par rapport aux exposans de x. Ordinairement, on suppose que le développement procède suivant les diverses puissances ascendantes, entières et positives de x, à partir de la puissance x° ; mais quelquefois cette forme n’est pas convenable , et la suite des calculs le fait reconnaître.
Soit , par exemple , à développer l’expression L_.
Posons •= — i — ■== A4-Bx4-Çx,4-Dj:34- . . .:
Sx — x’
en chassant les dénominateurs et ordonnant , on trouve
0 = — 1 4- SAx 4- SB ' — A
x» 4- SC — B
x* 4- SD | x4 -J- .... ,
d’où l’on devrait conclure (n° 180)
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Or la première équation — 1=0, est absurde , et indique que la forme ci-dessus ne convient pas à l’expression - — î — - ;
mais si l'on met celte expression sous la forme - x — - - — , et
que l’on pose
-Xr^ -=- (A + Bx+Cx*.f Dx3 +
il viendra, toute réduction faite,
^ SA -f* SB x + SC j i1 + SD x3 + . . .;
ce qui donne les équations
SA — 1 = 0, SB — A = 0, SC — B
d’où l’on tire successivement
A_J n_ 1 r__L n-1 y — 9’. • Vf* 81
DonC 37^=iU + 9X+27Jr,+8Î^
:SJ-,+ 9"°+27"'+br^ +
c’est- à-dire que le développement renferme dans son expression un terme affecté d’un exposant négatif.
182. Démonstration de la formule du binôme par la méthode des coejflciens indéterminés.
Pour faire apprécier la fécondité de la méthode des coefficiens indéterminés, nous allons donner une démonstration cpmplète de la formule du binôme, fondée sur cette méthode.
Afin de simplifier les calculs, nous remarquerons d'abord que
(x -f- a)m peut se mettre sous la forme x™ ^1 +
Si Ton pose ® = y, et qu’on développe (1 + y)m, il suffira ensuite de multiplier ce développement par xm, puis de remplacer y par - ; et l’on obtiendra le développement de (x + a)"'.
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( Celte transformation a pour objet d’éviter dans le calcul les puissances xm, xm~' ... du premier terme x.)
Ceci admis , soit d’abord m égal à un nombre positif ?■ (q pou-
vaut être égal à 1 , auquel cas l’exposant serait entier).
Posons (1 + y)i= 1 -p Ay -f By1 -p Cy3 -p Dy* + . . . (1).
[On est conduit à donner cette forme au développement, par la formation des premières puissances entières , et en observant que, pour y=0, le premier membre se réduit à 1 ; d’où il suit que la partie indépendante de y, dans le second membre, doit être égale à 1 .]
Pour déterminer les coefficiens A, B, C, D . . . ., remplaçons, dans l’équation (l), y par z ; il vient
(1 -p z)'i = 1 -p A* -p Bz’ + Ci3 + Dz*i-p ... (2),
A, B, C... ayant ici évidemment les mêmes valeurs que ci-dessus , puisqu’ils sont indépendans de toute valeur attribuée à y.
Retranchant ces deux équations l’une de l’autre, on obtient
Faisons pour le moment (1 + y)i = u, (1 -f z)i = v; il en résulte \ -\- y ■= ui , \ -\p z =. tfl ; d’où y — z = uH — trf ; et l’équation (S) devient
uP—vr=A{y—z) + B (y5— z1) + C (y5— z3) + D(y*— z<) + . . . . (4),
ou, divisant le premier membre par — vl , et le second par y — z, qui est égal à ut — v'i ,
uP — vP A (y— ,z)-pR(y’ — zJ) + C(y3 — z3) + D (y*-1— z4)-f ...
ut — vh y — *
Or, d’après le théorème (n° «1), uP — vP est divisible par u — v, et donne pour quotient,
ur~\ 4. vup -* + n’u/’-l + . . . + Pp-’.
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De même , un — vi : u — », donne
un— 1 + vu.1— 1 + v'ü'i—3 + • . . + vl—'i
D’nn autre côté , y — 2 , y’ — *5, y3 — *3, y4 — **•••» divisés par y — z, donnent pour quotiens,
ainsi, l’équation (-4) revient à
"r-' + euP~ * + g,M/,~3 + - + A + B(y+*) + C(y’ + yz + ,*)
un— '-\-vwr— » + »3u/— 3 +... + »'/ 1
. „ +D(y3 + y’2 + yï’+y3) + -..
Faisons maintenant, dans cette dernière équation, y z±= z ,
d’où l’on déduit m=», d’après les. équations (1 + y)< = «,
i , V .up—x p uP
( 1 + 2)7 = p; le premier membre devient ^/_1 ou .
Si l’on remet à la place de ur , sa valeur (1 + y)», ou 1 + A y+By’ + Cy3 + . . ., et à la place de un sa valeur 1 +y, ce
. p 1 + Ay + By1 + Cy5 + .. .
premier membre devient encore ^ ^ ^ •
D’ailleurs , le second membre se réduit à
A+2By + àCy’ + 4Dy3+.-.;
on a donc la nouvelle équation
E 1 + Ay ■ + %’ + Cy3 + py4 + - _ a + ;>r, -p ar.y « -P ADy3 -t- . . . ?' 1 + y
d’où , chassant le dénominateur 1 + y, et effectuant les calculs , - + - . Ay + - .By* +- .Qy% + - .T)y'* + ... =
Comparant (n° 180) les deux membres de cette équation identique, terme à terme , on obtient les égalités suivantes
y3 + SE
B = SC + 2B
^ ; donc C —
^ ; donc D =
et ainsi de suite.
La loi de formation des coefficiens successifs est manifeste. Soit N le coefficient qui en a n avant lui , et M celui qui le précède; on aurait évidemment
-M=Nn + (« — 1)M; d’où ‘N— -1 : —
En reprenant la démonstration précédente , on s’assurerait facilement quelle s’applique au cas où l’on aj^=l, e’est-â-dire au cas où l’exposant est entier. '
Quant au cas où m est égal à un nombre fractionnairè négatif» — on suit absolument la mâfce marche que précédemment;
mais, parvenu à l'équation qui correspond à l’équation (-4), savoir
on remarque que u~P — v—p=- r vP up — uP vP .
HP vP uPvi\ ■ uPtP ’
ainsi ,.en divisant le premier membre par ui~— vl , et le second par y — z , qui est égal a un — iff, on a
1 up — rP _ A (y — *) -h B (y* — g1) -H . » .
UPvP ’ Ul VI ’ y 2 , ’ •
ou, supprimant le facteur u — v et le facteur y — z,
1 tlP— l+vuP— J+ . . . +pp— I - , .
UPVP U'/—' -\-VUrr—2+ . . . + Vt~ > ^ ' ty + ' ' l
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taisant ensuite y—z, d'où u — v, on obtient
1 puP —} p
u'P qu‘l~l q
^ = A + 2By + 3Cy’ +
Le reste du calcul est absolument semblable à celui du cas précédent.
Maintenant, puisque l’on a , quel que soit m,
(1 + y)« = 1 + my + m — = ya +
remplaçons y par - et multiplions par x”‘ ; il vient
{ . a\m . . Tri — 1
x™ + -J ,OU [T + a]m=:xm + majrm—,+Tn — - — a’x™— *+...
Ainsi la formule du binôme est démontrée généralement.
183. Des séries récurrentes. Le développement des fractions algébriques rationnelles d’après la méthode des coefficiens indéterminés, donne lieu à des séries d'une nature particulière , connues sous le nom de séries récurrentes.
Nous avons déjà vu (n° 179) que l’expression - f a , a pour
CL "j* 0 «JT
af>'
ah'1
alD
sérié
- , . Lb U, If w_ ,
développement , — ^ x q yj x’ — x5 + .
CL Or CL CL “
dans laquelle on forme chaque terme au moyen du précédent.
en multipliant celui-ci par — — ; x.
Cette propriété n’est pas particulière à la fraction proposée ; elle appartient à toutes les fractions algébriques rationnelles , et elle consiste en ce que, toute fraction rationnelle en x réduite en série , donne lieu à une suite de termes dont chacun est égal à la somme algébrique d’un même nombre de termes précédens, multipliés respectivement par certaines quantités qui sont constamment les mêmes dans toute l’étendue de la série.
L’ensemble des quantités constantes par lesquelles on doit multiplier un certain nombre de termes précédens pour former un terme quelconque, s’appelle Y échelle de relation de la série.
SUR LES SÉRIES RÉCURRENTES
Dans la série précédente, Y échelle de relation est — — . x ;
et la série est dite une série récurrente du premier ordre.
c , . „ . a + bx+cx 1
Soit a développer en sérié , 1 expression , , — jTt-
Posons , a + bx + cx _ A + Bx + cx> + D*3 + E.r4 + . . a +4x+cjr1+sr t r
d’où , chassant les dénominateurs et transposant ,
Aa’ + Ba'
x + Ca'
x * + Da'
a:3 + Ea'
— a + AA'
DA
+ Ac
+ Be'
+ Ce'
+ Ad'
+ Bd'
ce qui donne les équations A a' — a = 0 ,
d’où A = — a
lia' + Ab' — A = 0 , B = — -,A+-,b =
Ca' + BA' + A c1 —c= 0, C = — -, B — -, A + - c,
— ab' + ba'
ou
r ab '* — ba'b' — aa'c 4- ca'
Il • ~ ■- ■ ■ - ■
Da' + CA' + Be' + A(T=0, D = — ^C— ~B— ?-At
Ea' + DA’ + Ce' + Bd' = 0 , E =
D’où l’on voit que les trois premiers coefficiens s'obtiennent d’abord sans aucune loi ; mais à partir du quatrième , chaque coefficient se formé de la somme des trois coefficiens qui le précèdent , multipliés respectivement par — savoir,
r pour le coefficient qui précède immédiatement , ; pour
a ft
dr
celui qui> précède de deux rangs, et rpour celui qui pré-
cède do trois rangs; ainsi les coefficiens A, B, C, D. . . forment
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déjà entre eux une série récurrente dont l' échelle de relation se
compose de ^ J .
Il résulte de cette loi de formation des coefficiens, que le quatrième terme de la série , Dx3, est égal à
— - y Cx3 — -, Bar3 — -, Ax3, a >. a a
ou bien,
7 X. Cxa -ji’. Bx —Î X3.A,
On a de même , pour le terme Ex*,
r Dx4 — C—~ Cx* — Bxt
ou bien, — -rx. Dx3 — ^x*. Cxa 7x3. Bx;
et ainsi de suite.
Donc, chaque terme de la série demandée , à partir du quatrième, est égal à la somme des trois termes précédens multipliés
respectivement par ^ x , — — -n- x3J.
Quant aux trois premiers termes A + Bx + Gx5 , on les obtient en remplaçant A , B , C , par . leurs valeurs obtenues ci-dessus.
184. On divise les séries récurrentes en difiérens ordres > et l’ordre s’estime par le nombre des termes nécessaires pour
fl
former un terme quelconque. Ainsi, l’expression — — — donne
lieu à- une série récurrente du premier ordre , dont l’échelle de
relation est rx.
L’expression
■a + bx
■ donnerait lieu à une série réctir-
a' + b'x ■+■ c'x3 rente du second ordre, dont l’échelle de relation serait
. La série obtenue dans le n° précédent est du troisième ordre.
DIS PnOORISSIONS PAH DIFFÉRENCE.
2RÎ
En general, une expression de la forme
donne naissance à une série récurrente du «'*“• ordre, dont
l’échelle de relation est ( -x, xJ • • • rx» J.
N. B. Nous supposons ici que le degré de x soit moindre au numérateur qu’au dénominateur. S’il en était autrement, il faudrait d’abord faire la division en ordonnant par rapport aux puissances ascendantes de x, ce qui donnerait un certain quotient entier par rapport à x, plus une fraction semblable à la fraction ci-dessus.
Ainsi , soit l’expression
J — % Sx’ 4- 4x3 + x1*
2 — 5x 4“ 3xJ — x3 x< 4- 4x3 — 3xa — x + 1 ) — x3 + 3x’ — 5x + 2
En effectuant la division , on trouve pour, quotient , — ■ x — 7, et pour fraction complétant ce quotient, ,
— x3 + 3x’ — 5x4-2’ °“ 2 — 5x 4- 3xJ — x3"
La propriété énoncée au numéro 183 souffrirait d’ailleurs des modifications si le numérateur était d’un degré plus élevé que le dénominateur. . ..
Nous reviendrons plus loin sur ces sortes de séries qui offrent plusieurs questions intéressantes.
THÉORIES DES PROGRESSIONS ET DES LOGARITHMES
Ce nouveau chapitre se lie naturellement à celui qui précède, tant parce que le premier paragraphe a pour objet l’examen des propriétés de deux espèces de séries , que parce qu’il offre «no application immédiate de la théorie des exposans d’une nature
DSS PROGRESSIONS
quelconque; il complète aussi les connaissances algébriques absolument indispensables pour l’étude de la Trigonométrie et de V Application de l’Algèbre à la Géométrie.
§ l". DES PROGRESSIONS PAR DIFFERENCE ET DES PROGRESSIONS PAR QUOTIENT.
Progressions par différence (*).
185. On appelle progression par différence ( ou arithmétique ) , une suite de termes dont chacun surpasse celui qui le précède , ou en est surpassé d’une quantité constante que l’on appelle raison ou différence de la progression.
Ainsi , soient les deux suites
La première est dite une progression croissante dont la raison est 3 , et la seconde une progression décroissante dont la raison est 4.
Désignons en général par a, b, c, d , e,f. . . les termes d’une progression par différence , on est convenu de l’écrire ainsi ;
et l’on devrait l’énoncer: Comme a est à b, b est à c, c est à d, d est à e , . . . ; mais on dit simplement , a est à b est à c est à d est à e. . . C’est une suite d ’équidiffèrences continues, dans laquelle chaque terme est à la fois conséquent et antécédent, à l’exception du premier terme, qui n’est qu 'antécédent , et du dernier, qui n’est que conséquent.
186. Appelons r la raison de la progression; que nous supposerons croissante, dans tout ce qui va suivre. (Si elle était décroissante , il suffirait de changer r en — r dans les résultats. )
(*) Quoique la plupart des propriétés relatives aux progressions par différence et pnr quotient aient été développées dans notre Arithmétique , nous croyon» devoir les reproduire ici, afin d’avoir un ensemble complet de ces propriétés.
PAR DIFFÉRENCE
Cela posé, on a évidemment, d’après la définition de la progression, Y '
et, en général, un terme de rang quelconque est égal au premier , plut autant de foit la raison qu’il y a de termes avant celui que Von considère. Ainsi, soient l ce terme et n le nombre total des termes, jusqu’à celui-ci inclusivement; on a pour l’expression de ce terme général, l=a + (n — l )r.
En effet, si l’on suppose successivement n =1 ,2,8,4......
on retrouve le premier , second , troisième terme de la pror
gression. >■
Si la progression était décroissante , on aurait , au contrairq ,
La formule l=a + (n — ljrsert adonner l’expression d'un terme de rang quelconque , sans que l’on soit obligé de déterminer d’abord tous ceux qui le précèdent. '
Ainsi, que l’on demande le 80' terme de la progression ’
On a, «n faisant» = 80, /=l + 49. 3=148.
187. Une progression par différence étant donnée, on peut se proposer de déterminer la somme d’un certain nombre de ternies. ,
Soit la progression j a. 6 .c .d.e.f. . . ,i ,k .1, prolongée jusqu’au terme l inclusivement; désignons par n le nombre des termes, et par r la raison.
Commençons par observer que, si x désigne un terme qui en a p avant lui, et y un terme qui en a p après lui, on a,
d’après ce qui vient d’être dit, les égalités, | ^ ^ pxr’m
d’où l’on déduit, ën les ajoutant, . .... x+y — a + l; ce qui démontre que , dans toute progression , la somme de deux termes quelconques pris a égale distance des extrêmes est égale à la somme des extrêmes ; ou bien encore, les deux extrêmes , et deux termes pris à égale distance de ces extrêmes , forment une cquidifférence , dans l'ordre où ils sont écrits.
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Ceci admis , écrivons de la manière suivante la progression au-dessous d’clle-mcme, mais dans un ordre inverse,
Appelons S la somme des termes de la progression proposée; 2S sera la somme des termes des deux progressions; et l’on aura, en réunissant les termes par colonne verticale ,
2S = (a + /) + (à+&) + («+»)+ . . •+(«+c) + (£-M)-f-(/+a); -ou bien, comme toutes les parties a + l, b+k, e+ sont égales et en nombre n ,
2S = (a + l)n; donc enfin S = ^~ — ÿ-
c’est-à-dire que la tomme des termes d’une progression par différence est égale au produit de la somme des extrêmes multipliée par la moitié du nombre des termes.
Si, dans cette formule, on remplace / par sa valeur a +(n — l)r, on obtient encore
mais la première expression est la plus usitée.
Applications. On demande la somme des cinquante premiers termes de la progression 7 2.9.16 .28.30. . .?
On a d’abord pour le 50im' terme, l— 2 + 49.7= 345;
donc S = f 2 + 80 = 34? x 25 = 8675.
Les formules /==a + (n — 1 )r, . S— • ° --- > renfer
ment cinq quantités, arr, n, l et S, et, par conséquent, donnent lieu à ce problème général : Trois quelconques de ces cinq
On trouverait de même pour le
100'™' terme I—
et pour la somme des 1 00 premiers
termes 5 =
Digiti
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quantité» étant donnée» , déterminer le» deux autre». Ce problème se subdivise en autant de problèmes particuliers que l’on peut, avec 5 lettres , former de combinaison» différente» 3 à 3, ou 2 à 2. Or, on a obtenu (n° 1-17) pour les nombres de combinaisons 2 à 2 , et 3 à 3 , _
__ et - 27g
Faisant dans ces formules, m = 5, on trouve — ou 10, et
ou 10; d’où l’on voit que 5 lettres, combinées 3 à 3,
donnent le même nombre de combinaisons que 5 lettrés combinées 2 à 2. £ Ce résultat s’accorde avec la conséquence du n° 150, en vertu de laquelle le nombre des combinaisons de m lettres n à n, est égal au nombre des combinaisons ( m — n) à ( m — n).~] On voit donc que le problème ci-dessus se subdivise en 10 problèmes particuliers dont voici les énoncés :
Étant donnés, 1° a, r, n, trouver / et S;
2° a, r , l, ...... . n et S ;
3“ s, r, S, n et /;
4° a, n, l, . r et S;
5® a, n, S, r et 1; • •
6’ a, l. S, r et n;
7° r, n, /, a et S;
8° r, n, S a et l; •
9° r, l. S, .. .. ... a et n; ' \
10° n, l , S, ... a et r.
Le premier problème est déjà résolu, puisque les deux formules donnent immédiatement / et S en fonction de a, r, n. Quant aux autres problèmes ,• leur résolution n'offre aucune difficulté; mais nous engageons les commençans à les traiter successivement , cet exercice étant très propre à les familiariser avec la résolution des équations du premier et du second degré; car il est bon dèremarqu'er, quoique les quantités a, r, n, l et S, ne soient affectées d’aucun exposant dans les deux formules, que l’on est cependant conduit à résoudre une équation du second degré lorsque a et n, ou bien / et n, sont inçonnues; parce que
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a et n, ou l et n, entrent à la fois dans les deux équations et sont multipliées entre elles dans la seconde. '
N. Ii. Il est aisé d’expliquer pourquoi, dans ces deux problèmes, la détermination de chacune des inconnues doit dépendre d’une équation du second degré.
Soit, en effet, la progression décroissante
On voit que la somme des 3 premiers termes , aussi bien que la somme des 9 premiers, est égale à 27. Donc, si l’on donnait o=ll , r= — 2, S = 27, et qu’on demandât l etn, on devrait obtenir les deux systèmes /= 7, « = 3, et 1= — 8, n — 9; donc , la détermination de n , par exemple , doit dépendre d’une équation du second degré.
189. Nous nous bornerons à résoudre le quatrième problème : c’est le cas où , connaissant a, n, et 1, il s’agit de déterminer r et S.
La formule l=a + (n — l)r, donne r=- —
et la formule S = — , fait connaître immédiatement la
valeur de S.
De la première expression , r
on déduit la solution
de cette question : insérer entre deux nombres donnés a et b un nombre m de moyens différentiels ( on appelle ainsi des nombres compris entre a et b, et formant avec ceux-ci une progression par différence).
- Pour résoudre cette dernière question , il suffit de déterminer ta raison; or, en remplaçant, dans la formule ci-dessus, l par b, et n par (m- f-2 ) qui exprime actuellement le nombre total des
termes , on trouve r= , ou r = j ; c est-a-dire que
la raison de la progression cherchée s’obtient en divisant la différence des deux nombres donnés a, et b par le nombre des termes a insérer, plus un.
La raison une fois obtenue , on forme le second terme de la progression, ou le premier moyen différentiel , en ajoutant r, ou
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t-, au premier terme a ; le second moyen s’obtient ensaug-
fR-fl
mentant celui-ci de r, et ainsi de suite.
Soit, par exemple, à insérer 12 moyens différentiels entre 12 77 — 12 65
= 77 = 5, ce qui donne la progrèslo
et 77. Onar=:
s ion
13 lô 12.17 .22.27.32.37. ...72.77.
Conséquence. Si , entre les termes consécutifs d’une •progression, considérés deux à deux , on insère un même nombre de moyens différentiels , ces termes et les moyens différentiels réunis ne forment qu’une seule et même progression.
En effet, soit f- a .1 ,c .d.e .f . . . la progression proposée, et soit m le nombre des moyens que l’on veut insérer entre a et b , entre b et c , c et d . . . .
La raison de chaque progression partielle sera , d’après ce qui
vient d etre dit, exprimée par 7 , , ,
quantités toutes égales, puisque a, b, c.... sont en progression ; ainsi la raison est la mémo dans chacune des progressions partielles ; et comme d’ailleurs le dernier terme de la première forme le premier terme de la seconde, et ainsi de suite, on peut conclure que toutes ces progressions partielles constituent une progression unique.
Voici les énoncés de quelques problèmes
Première question. Déterminer le premier terme et le nombre des termes d’une progression par différence , dont la raison est 6, le dernier terme 185 , et la somme 2945 ?
( Réponse . Premier terme =5, nombre des termes =31.) Seconds question. Insérer entre deux quelconques des termes de la progression ^-2.5.8.11.14...., neuf moyens différentiels ? {Réponse. Raison, ou r=0,3.) ,
Troisième question. Trouver le nombre d’hommes contenus dans un bataillon triangulaire dont le premier rang est 1 , le second est 2, le troisième est Z, et le nilme est n. Eu d’autres termes,
trouver l’expression de la somme des nombres naturels 1, 2, 3
depuis 1 jusqu’à n ?
/ Réponse. S = . 1
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Quatrième .question. Trouver la tomme des n premier» termes de. la progression des nombres impairs 1, 3, 5, 7, 9 ... .
( Réponse. S*=7i% ou le carré du nombre des termes.)
Cinquième question. Un monceau de sable est distant d’une allée d’arbres de -40 mètres; elle exige , pour être tablée, 100 voitures , « 6 mètres d’intervalle l’une de l’autre. On demande le chemin que le voiturier doit faire , la première voiture étant dépotée a 40 mètres du monceau de sable , et la voilure devant, à la fin , revenir à l’endroit d’où elle était partie?
( Réponse . 67,400 mètres. )
Sixième question. Un fantassin fait 10 lieues par jour; un cavalier part en même temps , et ne fait que 3 lieues le premier jour , mais, chaque jour suivant , il fait 2 lieues de plus que le précédent. On demande en combien de jours le cavalier atteindra le fantassin , et combien ils auront fait de chemin chacun ?
( Nombre de jours, 8 ; chemin , 80 lieues.)
Des progressions par quotient. r
191. On appelle progression géométrique ou par quotient, une suite de termes dont chacun est égal au produit de celui qui le précède, par un nombre constant que l’on nomme raison de la progression; ainsi les deux suites
dont la première est telle , que chaque terme contient celui qui le précède, deux fois, ou est égal au double de celui qui le précède , et dont la seconde est telle , que chaque terme est contenu dans celui qui le précède, quatre fois, ou est égal au quart de celui qui le précède, sont dites des progressions par quotient;
la raison est 2 pour la première , et * pour la seconde.
Soient a, b , c, d, e, f...... des nombres en progression par
quotient; on l’écrit ainsi, ^ a : b : c : d : e :f: g ..., et on l’énonce
WW QI-OtTE*!.
domine une ‘prfcgress'uru. par difMrençe, quoiqu’il y . ait" cétfe, distinction à faire, qu^Tpneest une suite de djfféaencea égaies, et Fautrc une. suite, de, qftotiens'-.ou de rapports égau'i, çjnws lesquels chaque terme «si a. latjvis aniècédefa/ çf amdiquentf excepté le premier qui n’est qjt’ antécédent ,et lé qui que
conséquent. ' '.*•»*' * , * -,
192. Désignons pafy la raison d« la progression — aib:c'id,..*, q étant' 1 lorsque la' progression cs\ eroissunte, çl 1 lorsque la progressloïi cs^dccroissante ; On déduit ,de Fa définition même", la série.dés égtflites ' . • 4 ' t
et;
en a n — *
Soit ‘Z ce terme ; on a la fprmylé l^= aq"^'- ,-ÿiu ntoyéft de laquelle on peyt obtcnirla vdlaqr *d’0n’ ternjé quelconque^ .sans passer parstoys tes Jerrfcqs quiijprpeldeSt; Par exemple», 4e 8° , terme de la progression • • * • ■ " • ■ . ' ,• • . • • ; .
, , vl - r ' . *«:V * •' •• 'V "• < ' .*•
est égal a . -, ; • . •
De même, le 12” terme dq l’a progression . . .
' K - » « ^ WL,
est égal à
U/ ’ 4“ . 4* IsEB
193. Soit maintenant proposé de. déterminer la somfne des n premiers tepues ;de la progression \ . -, J.
l désignant le nième terme. , ‘ ,
On a (n° 192) les égalités
h=zaq, c=hq, tiz=cg, e=dq k=ziq, l<=hq ;
2Q0 . nés rnçMiïssiOas inhüies
(K ou Von dédiât,, en les ajoutant membre à mftubîe,
V «^e+dJV:«+.—+‘fe + ^= (<r+^c+d,+-..i.-t-»4''*k> .
ou bien , représwUapt par S la somme demandée
ou
. . V‘*S?— S=lq*-ri “Ion* S%*7^Ti
5 C est-à-dirô qtie , pour obtenir la somirfe d?un nombre déterminé de. termes d’une progression par qfcotient , il ‘faut muttiplien le A^i.r ferme var la rai so fl ,■ retrancher du produit Je jirvnier
gf ft T-.^ afm cjoe Jes dejf\tejmes$e la fractioh soient-pofififs. i*** .qf 'v - V * r, * ** - . •
L«s deux expreSsions do’S ^ejriennepfenÈpre, pprda substituai ’ *' . , n(gh — li) . » fl(tl — O") •
trou* de aqh~l à la ^ace de = pp * etS = ' 1 ’
On trouvera , d'après ies.fbritnil.ca précédentes , _
1“ Pour la spmrtie des 8 premierii ternies delà progression
, : 18:>&4.. .. :2 x3? ■ ou 4874,
2° Pour la somme des '12 preitiiers termes de la progression
1 *>.'■ ,/ 64_ëlÏ5éü-4
On voit que la. difficulté principale consiste à déterminer la valeur numérique du dernier terme, opéi&tiun très laborieuse lorsque le nombre des termes est considérable.
fanrarquet'Sï , dans la .formule j> £= v
on supppse ÿ== 1, -elle devient S = .v • -• ’ . ‘
Ce résultat, qui est quelquefois lêsymfeole de-l 'indétermination, provient souvent aussi (n° 73) de l'existence d*ufi facteurcpmmun qui devient nul par uneiiÿpolhèsc particulière falte-sur les données de Ja question. C’est ch'êffetce qui a lieu flans-cette circonstance; car on sait (n° 31) qyieTexprèssiou'j'' -4- 1 est divisible par q — '1, et, don iie pour quotient , qn~‘ +q”-a +^“3 d- • + f + 1 » si l’on èfféctue( ceite division , la valeur de S prend la forme
$=aq"— 1 +àqn~ *-paji"-5+ .i, ' -
d’où', faisant maintenant o=f l , S<= a + « + «'• .. + e*= na.
On peut parvenir fyi «même résultat eiî remontant a la prûgression proposée -~a:b : c . .il, ^nf, 3ans( le cas particulier de q — 1 , se réduit à —'a j a : a : a a, serte dont fa somme
est cp-ale a na. • . ’
est égaie à na.
1 9a. De» progregtions infinie» pur quotitnt.<$oit une pèogressicm décroissante *îr o : b : c':4 :« : f: • • d’un nombre indéfini
CL — — ' CLQn
de termes; si l’on considère la formule 6==—^ — qui donne la somme d’url .nombre n de termes, elle peut être cuise- sous la
forme. S =>= -
■ aq •»
Or, puisqyè la progressipn est décroissant^, q est une fraction ; q" est aussi une fraction qui sera d’autant plus petitè que «.sera plus grand ; ainsi, pinson prendra de termes days la progression ,
plus xqn diminuera; plus, par conséquent, la somme par-
tielle de ces termes approchera de’ devenir é g a loti la première . t . V . *i ■ . i «
partie de S, c’est-à’-dire à-j — . — . Enfin, si l'on prend pour» un
• . . ; ^ , * . , * nombre plus grand que toute grandeur donnée, ou si l’on suppose
n = os , j a - x q" sera moiridre que tçute grandeur donnée, ou
292 des pgoaRESSiOKS irfihies
deviendra égal à'O ; êf Çexpresaipn. représentera la valeur
de. toute la fiiriè. J *'• . , . ’ r. •
D’où l'on peut "conclure que la tomme det termes d’une progression décroissante h.F infini, a pour, expression,
C’est, à proprement- par]ér,'ja limite vers laquelle tepdent sans cesse toutes Tes sommes partielles que l’on obtient eh prenant un -nombre do terfti'e* de plus en plus .jgrand dan* la progression,
La différence entre ces. sommes et ■■ -, pout devenir aussi
petite qup l’on Veut , et ne devient tout-à-fàit nulle que lorsque l’cm prfetiJ un uouibrq infini de^çrrftes. ,
stjjplicatiçnsi Soit la progression décroissante à 1 infini
“ iTl.Jj.v
• ’ r 1 •3'.9'-27 'er"' . ■ '
On â. pour 4’eiptession de la iommd des termes,
L'erreur que l’on commet en prenant, cette expression pour la valeur de ht somme 'des n premiers termes, qst marquée -par
1 — q'* ï \Of.
-Soit, d’abord n—5-, il viçnt ^ I , — 2^34“ iq2*
Pour >1 = ®r . on trouve ÿ U) **î85;g-BÏ86*
D’où ,llon volt que' Yènieur commise lorsqu’on prend ^ pour
la somme d’un certain nombré dp termefe, est d’autant plus petite que ce nombre est plus grand.
‘ • VA K o£«TIE*T-
Soit, encore la progression , '- ' ’
" : 2;4;8'TÏÏ:32 :
«.On a ■ ■ • — = — - — -*
L’expression S =-j ^ peiitètre obtenue directement
d’après la progression ’-^rr a : b ! c : d : e fg : ’■
Reprenons les, équipions ,b=aq ^.c — bq, d—cq, e = dq, ‘ dont le nombre est ici indéfini, et ajoujons-les membre .à .membre ; il viént, b '. . . =^(« -pÆ-f o^-d+ ^ • *J ?•.
Or le premier membre étant évidemment -là, série proposée diminuée du premierùcrme a, a pour expression S — a ; le second membre est égal à «/-multiplié par la sériç tiyit e'ntièrc, puisqu’il n’y a pas de dernier terme*, ou que ce. dernier terme est nul ; l’expressionde ce secoud membre est donp qS^ et l’égalité ci-r
I expression ne dessus devient
S — a=qS:x d’ou l’on déduit V S:
Eu effet, si l’on développe -- en série, par le procédé de
la division, pn trouve le résuJlatin‘délftdvo + «f d"a9,,'jba?î+-v> qui si’est autre chose que la sérié proposée, lorqiToB y reiiiplace 6, c, d ... par le^'valerfrs en-ffonction d e«o. V' * . % - Autrement encor es. Soit la progression ~a :aq iaq'iaq* .
. • et posons S=a + fl£ + ay? + ffj3-f + • • • ;
d'où, multipliant les deux membres. par g, '• .
'■ *çS«=a9+a^1+«j’3-f-aÿ'l^-qÿ':+ . . . » ■ • ' '*
Retrauc'hons'ces''deux *éqûations- membre à membre, il vient
Si — qS=aq dope enfin, $ =
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Utiles; car la somme d’uïi n'olnbre'déternjinë de fermés étant (n* 193) S= j -i- ^ r U seconde partie ^ - augmente
dé plus en plus numériquement à “mesure qUe n aûgruente; c’est-à-dire qu’au contraire, plus on prend de- termes, plus . l'expression de la somme de ces termes diffère numériquement
die
La formule S= ^ ^ est seulement , diurs qe cas, t’expres-
sion algébrique qui, par**on développement', donne lieu à 1» série a + oj,+àÿ,«t-rfjt. . . . . « "
Il se présente. ici une cireons tance fort singulière au premier
abord. Puisque ~ — — est IaJrnction génératrice dq la série dont
nous Venons de paner", on . dpit avoir, • .
±a + àq + aq', + aq'i+*iql* + .
, Or, " en faisant dans «ette' égalité , a= 1 , .q = 2, On trouve
. V . f ' q ou- — 1 ^=1 +2*fc4-{-8 + 16 + 3^-{;v,"r .
équation don U le premier nterabpé est négatif, tandis que le second semble- positif, et d’autant plus grand que q est lui-même plus grand. . • ’ - , " ,
Pour interpréter oe résultat, observons que si, dans l’équation'
■z = a + aq + aq* + . . . , on arrête la. sene a un. certain
. ferme , il faudra , pour qife l’égalité subsiste,- oàmpléter le quotient. Ainsi, en s’arrêtant1, par exemple, au quatrième terme, a23,
l*r reste + aq V w + aj’ 3e q- o23
a + aq + aq1 q- a23 + — —
' . sv,
Ht
tr/Limü-
,PA(f,QUH-IEÎ«T.
oh doit fljoûter quotient obtenu Keif/rewioii fiuqtioLjinaire
, ce t|»i clonnef rigoütcysejnent . '
rîî* J
= •***+<* *«rt ïp^’ • > ; . *: -
Si maintenant bn fçit, dflns cdlteiéquation exacte, a^=l, q==3,
il vient — 1=1 +2 + 4,+ 8-f ==.I + 2+4 + 8 — 16; égalité
.* * ' . * / Vn • • :
qui sc vérifie d’ëUe-mème. « *
* • f . . . •# -• j • Lv
En général , -toutes les fois qu’une expression cji # ,\que nous désignerons par J~(x), et qui a-’éiumce Jonction de x, e^t dp-’ veloppée çfl uni». sérié dp la forme a^-&r + cx, + d.rî,+ . , on n’a rigoureusement ’f{x) =a.+Ar + e.rî +<Lr3 + . ; . , . «pu 'autant que Kon conçoit, en s’arrêtant à umeertoirt terrtie<dj»ns lé sçcond membre,' la série cornpléiée panune certaine. expression en x . • .
Lorsque la série est 4ii nombre de celles que^l’éj! nQitime c&nuerr/èntes y l’expression qui sert' à .compléter-, peut être Conçue aussi petite qpe l’on- veuf ; et il, est permis de la» négliger. aii-delâ d’un certain te crue de la série-?.*). .• * ’• >* .
198. Remarque. Noùs terminerons les principes relatif' aux. progressions * infini es , par l'obsenvatiqn suivante*.:*!! résulte de la définition dés progressions par quotient (jirt 191),’ fjp’en.’pcut , les regarder comme des séries réourrentps d.u .premier ordre, dont. Y échelle de relation est la raison de la progression. (f%tjez rt° 184.) Ce rapprochement est propre à faire cohnaître l’origine, des progressions, prolongées à. l’infini. Elles doivent, comme les’ séries récurrentes en général, leuï’naissatiee 'au développement d’une fraction algébrique en’série. Nous avon% donné (n"*-19o eV 196) les moÿens de trouver cet/e f radian générât rire pour les progressions en particulier. Nous verrons plus "loin les moyens, de résoudre la même qnestion pour toutes les .$érje$ récurrentes.
199. La considération Hes cinq quantités a, "q, n; l, et.S, qui
(‘) Voyez à la fin de ce chapitre une mite relative à la convergence de» séries.
FROElÊMiS
efltrertt flaès les Jeux formules 7= aa’"-'1, S obtenue»
n“ b92 et 103, donne encore lieu* à dix, problèmes particuliers dont lés, énoncés ne différent des énoncés relatifs aux progressions ■par diflerepee (il° 188J , qu’en* çe qué' |a lettre r est remplacée par q. Mais nous nous proposerons, comme pour les progressions par» différence, de dotcrùiinCr q et S, connaissant a, l et n.
en
cette
O» la première formule donne qn~ '== . , d'où f=\7 t;.
reportant eette valeur dans la seconde formule, on obtiendrait la valeur -de S. ■ • • * , •
L’expression q ^=\/ * fournit le moyen 'de résdudre ce
question : Insérer entre deux nombres donnés a et b un nombre m de *bv*/ts raoronTiftssEts , c’est-à-dire un’ 'nombre rq de quantités qui forment arec, a et b-, .considérés comme extrêmes, u,ne protjressfon par qudtien(. „ ■ _ ‘ , ; •>
Il suffit, pojir cela, de connaître la- raison or, le "nombre des fermés à insérdr, étant éi, }o nombre total de» tertn^s', n, eât égal »qwt+2; o'n a *d!ailleUrs l=b; 'ainsi la valetlr de q derient
q \/ ; g’ést-à-âire qu’il faut diviser tes deiix nqmbres donnés
"brfâ l'u\ J>ar l'autre ,■ puis .extraire du quotient une racine d’un ■deqjné manqué par le nombre de termes -à insérer, plus un.
La progression. esl alors . ■ . ■ ^ . j.; t
: r’ . • ”x/£ • \fr' ■ \/Tî ‘ *i ? *
Ainsi , soit à insérer 6 moyens propqrtionnçls erttre les nombre»
i et 36-1.' •*'•• "•* .••••• '
On a wi'^6^ d’où .q— ==2 ;
d’où l’on déduit. la progression
Ju_é:G: 12’: 2-1 : 48 : .98 : 193 : 384.
MES PR0GRBS8KMS PAR QD0TI8M.
Nous forons, bientôt counititro des moyens. plus 'expéditifs., dans tes applications numériques, <le calculer le némbre exprimé
Parî = V; •’ . • . ' .
Nbus ne-notis arrêterons point à démontrer que, si entre les ternies consécutifs d’une progression pur quotient , considérés deux à deux , on insère un même nombre ‘de ntoge rts proportionnels , toutes les .progressions a in si foinn èes "constituer t une progression
'unique. La démonstration est analogue à Celle du numéro 189.
$00. Des dix problèmes principaux que l’on peut sq proposer • sur des progressions , .quatre sont susceptibles d’êtrft résolus fqcHeuient. En voici les énonces > 'avec les formules qui ÿ iortt relatives ; \ >•’ '*•
1* a, q, n, étant Sonnés , trouver le t S. r
l—aq'l = t = — — r
2° a, n, l, étant donnés, trouver ; et S. • 1.
3° q, n, l, étant donnés, trouvera ot S. , " •
. d_. - V.Æf* J)* ' -S* A »•
; . rt = Zi 0 5=*—»- "-TT • •
, ■ : ’ -r_T ,, rr*(t— W .
4 0 q, n, S, étant donnés , trouver ad il: % • * • ' ^
S(sr-1) . ■
• • î*wf, ^ . ^1. *. • . (
Deux autrès problèmes dépendent de la résolution tPéquhtions d’un dçgré supérieur au secebd : ce sont ceux où l’on suppose inconnues les quantités p et q, ou bleu / et q.
En elFet, de la seconde formulé on déduit a = lq — Sç + S ; d’où, substituant cotte valeur de a dans la première l =;aq’*—', l = \lq-Sq+S)qn-i
eu bien (S -r i)qn -r~ S qn~l + 1= 0,
çtsou'Tioi
équation du' degré n que nous' n’ayons point .encofe appris à résoudre. * ** '• • •. .■ ' **. '
I! en’ serait, de rtième si l’on • voulait déterminer l et q : on parviendrait à l’équatiori aqn - — Sÿ + S — a^fl,
201. .Enfin , les quatre a.utres problèmes conduisent à la résolution d’é.quatioirs d’une nature tpute particulière : ce sont ceux où n est inconnu ainsi, que Finie des quatre autres, quantités.
D’abord, la seconde formule donne aisément la valeur-de Fane des quantités a, q, l', et S, on f/nctioi» des trois autres; ainsi, tout so réduit à déterïniner n au moyen de la formule l—aqn— *.
* • * • * * • /fl1' , I | ♦
Or cette égalité revient à f = — , équation de la forme
àvî=:S, a et b étant des quantité? connfles.On oppelje ces' sortes 'd’équations., équation» exponentielles , pour les distinguer de celles que. nous avons considérées jusqu’à présent, et dans* lesquelles l’inconnue est élevée à de* puissances marquées par des nombres connus.
Occupons-nous donc de la résOlution. dè ces équations auxquelles-se rattache une des théories les plus importantes des Mathématiques, la théorie des logarithmes.
§11. THÉORIE DES QUANTITES EXPOSEHTIEUÆS ET DES
, ’ ’ , LOGATUTHMEâ.
202. Résolution de V équation a^ == b. La question consiste à trouver l'exposant* 'de la puissance à‘ laquélle il* faut élever un nombre donné a , pour pfouuire un aytre nombre donné b. • Considérons d’nbbrd quelques cas particuliers.
Soit à résoudre l'équation 2r=*=6-i. En plevimtï à scs différentes puissance^ , on reconnaît bientôt que 2G=: 64; 'donc x= 6 satisfait à Téquatioh. ■ • • ' '
Soit enqyre l’équation 3r==2-4«?. On a pour solution ,• x =15. En un mot , tant que le second , membre à sera Une puissance parfaite du nombre donne a ;• x Sera un nombre entier qufed’on obtiendra par l'élévation de a à ses puissapees 'successives à partir du degré 0. - ♦'
Soit maintenant à résoudre Féquatioh 2'’ === G. Eu faisant
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x = 2 ot X = 3 , on trouve 2’ *= 4 , ej.^1 = U-; d)ou Ton .voit que x a' une valeur comprise entre 2 et 3. ‘
que x a une valeur comprise
Posons donc x = 2,-p — 7* • • .(x'.est alors 1).
On a , en substituant cétte valeur dans la proposée, J,
2f+ * '”= 0, ou (n" 172) 2ax2 f' =6; doiip-.V ts= ^ , ' ‘
ou, élevant*les deux meihbres à la puissance x', Lg) t =?■= % Pour déterminer x', faisons smccessîvement x' =; 1 , x' — 2 ; on troys'e ^ , ou | 2 , et ?u| >2;
Ainsi x çst compris entre 1 e£2. ' ’ • ‘ ; ' '
Posons éonc x' =5 1 + JT • • (x« esJ aussi^v 1). _
On obtient, en sübstituaht d&ns l’équation exponentielle en x',
gu , réduisant,
X,es hypothèses x" =’l .et x" = 2 ,■ donnent ou ^
/|\i Ig g * . *
et ( .) Ainsi x est compris entrp 1 et 2.
Soit donc . x" = 1* + — — : il en résulte
AV^T*7 3 4 /l.\ -777 »
d ou réduisant, •• * - t . *
Si l’on fait successivement x”' = 1 , 2„ 3 , on trduve , pour
les deux dernières hypothèses , ^ ^ ^ <C î .-jr g >
==~= 1 > 1 + j, j ainsi, x'" est compris entre
2 ef 3,
UM
ttésOinnos 1
*, Soit x*" 2^- — ; l'équation en x*' devient
JT1*
et par conséquent, = g-
En opérant sur cette équation exponentielle copime sur le» précédentes, on trouverait deux nombres entiers A- et k + 1,
entré lesquels x" serait compris. Posant x" == A>+ — , on dé-
terminerait x’ comme on a ^déterminé x1' j et ainsi de suite.
- ' Rapprochons actuellement les équations .
x = 2 + 11x'.^l+,ir,x''^.l +4-,x'''==2+4------- i
X xU ' Xin n . Xly
nous ohfenqns la valéutde x sous la*forme d’tiné fraction continue • • . • ■ . . . * .
T xlv.
Or on sait (i^r/fA., n° 175) çpve,.dans une fraction continue, plus^pn, prend de parties intégrante?, plus pn approthe de la valeur du fibmbre réduit en frqctiorj continue*; "Ainsi , l’on
• poiirra , par eu moyen , , trouver la valeur de. x propre à vérifier l’éqdation 2f —,■(>. ‘sinon exactement, durriipliis avec tel degré d'approximation- que- l’op voudra.- ,
. Par exemple, en fornfant.les quatre premières réduites., d’a- ' près 'la* lo)' établie en /iri/hmc/iqar, n° ICO, on trOuve
... * ’ i ï.» r. 2’ Ti
et la réduite fie diffère [ Àrith., n° 174) de là valeur de x,
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que d’une quantité moindre que ^7 ou ;p. -Mais l’apprqxima-
tion est encore plus grande; car si Fon calcule la valeur de t",
; /2S6\*lv 9 , ! '
d’après 1 equation-^^jy = g , on Tèconnaitra que x" est
compris entre 2 et 3 ; ainsi x" =é= 2 + -i- ; donc la 5e réduito 13x2 + s « si .. .-is ; *
C8t -v 'n — 011 là- Ainsi , — diHere de 1» valeur de x, d une
' i . *i*' ... ' . si * »*,
quantité moindre que ^ , ou ^ Là réduite -gendifferp
de moins que -^T ou -
‘ 203. - Voici la méthode générale : Stlit à résoudre l’équation - ' • ■■ a* = 6, " • : ‘
a et b étant deux nombres absolus plus grands que 1, et a étant supposé b. ■ . t . . . • . ,
En formant lqs puissances successives de a, pq tçouve que 6
est compris entre an et an+‘; alors on «fait.*. j^=n*+ — ;
substituant cette valeur dans l’équation , otj obtient a x‘ —b,
équation qui reviènf à an X- ar’ ==à, d’où —a,
ou , posant , pour plus de simplicité , ■— == c ,
Opérant sur cette équation copinie sur la proposée, bn reconnaîtra que la Valeur <ie x! est comprime Cntre n et h’ + 1,
ce qui donnera x =n’ + — ;
substituant cette valeur dans l’équation ch'i', on sera encore
conduit à résoudre iftre équation de la forme
diM = c ,
d ayant pour valeur —-g ainsi de suite.
aos
RÉSOLUTION
•Donc enfin I’üh obtiendra , pour fa valeur de z, une expression dëia forme,
En poussant la $uite des opérations convenablement, on aura ta vateur de .r’avec -tel degré d’approximation que l’orTvondra ; et ce degré pourra toujours s’est i pi er , puisqu’il est marqué ( Artth ., n? J 74) par 3e quotient de V unité divisée par le carré du dénominateur de la demihra réduite à laquelle om^era parvenu.
204. Remarques. 1° Si, dans le cite de a > 1 et b > 1 , on suppose b a , comme on*a a0 = 1 (n° 24/ et a' — a, il s'ensuit que .r est compris entre G et b; il faut alors commencer q>ar
poisr'ïi? t-i •* .
Cq|a revient à faire n = 0 dans le calcul précédent.
2“* Si l est une fraction, et que, a soit plus, grand que l’unité, la valeur de x est nécessairement < 0, ou négative ; ainsi il faqt poser dans Véquatioh a* = b, x = — y, ce qui 'donne , a— y'szzbj d ou (n° 171) a? — ^ j ,
et comme ôn a . > . 1 , on déterminera y .d’après la méthode
ci-dessus ; alors la valeur corrqppondante de x sera égale à celle de y, prise négativement. ^
. 11 en est de’même si l’on a b 5> 1 et a <[ 1. , ^
Au môyen de ces remarques , l’application de la méthode n’offre aiicun^ difficulté-. Seulement les calculs, pour obteüir un grand degré d’approximation , sont assez laborieuje.
Ou peut , au reste , s’exercer sur les exemples suivons :
- . v • g.r — : 15;. . .x:= 2„485 à.0,P01 près, * ’
IQjt =; 3;...x =; .0,477 à -0,001 près, 7
gr == — 0,28 à 0,01 près,
(IX = -Z...X =■• 0,53 à 0,01 près.
IV
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On, suppose ici que l’on nitcohiCrti en frnOtibne dépirnsrl^s les réduites fournies par la méthode. • >
20#. Ôn peut demander si, ch suivant k méthode précédente, on sera- couduit à une îroctfan continue d’un nombre limité de fractions intégrantes, ce qui donnera pour x un «ombre ei?OT77»#»*«raWret«égal à la dernière réduite de la fraction continue ; ou bien , s'î lè nombrp des fractions intégfcmtês d«it être illimité, auquel cas j» sera incommensurable.
Pour répondre à cettp question, supposons dflns l’équation
aT—l,x égal à un nombre coimpensurable ~ , et vivons tjuelle
relation il doit exister entre les nombres a et £ pour que cetlé valeur poisse ètee admise , c’est-à-dire pour que x soit commensurable ; “ ■ ’• ••
Soient , en premier liea , a et.£ deuj^çmmbres entier* ; oïl n . •
lequatioqja" =£, qué l’ottp.eut mettre sous la forme am ab B*'.
il egt d’abord évident que cette égalité ne peut sulépstèc qu’autailt que a et £ sont composés des mêmes fqctémra prômiers; car, si l’on suppose dans £ un facteur premier qui rie se-troirve pas dans a, et qu’on divise les d'epx membres par ce faetpur, le second fnçmbre sera un nombre entier, et le premier un nombre fractionnaire, ée qui esf absurde,; don«, si l’on a,
par exemple, . a — aPS/yy?’, ,
• • * , * on doit avoir aussi A =, 9)’ y? i*' . -. •
Substituant ces valeurs dar\s l’équation am == bn , on la change
en ceHe-ci : a’,P&n"lÿ"rfi"'x =-<tny Ïns' .
Gctte douyelle égalité ne-péut évidemment subsister qu’autant que- les puissances d’un même facteur premier sont égales dans les deux membres ; car, si elles étaient inégales , en divisai^ les deux menjbres par -la plus haute puissance, on serait ertbore conduit à ce résultat absurde : un nombre entier égal à u\,noqibre
fractionnaire. ' •» ”
- Ainsi , l’on doit avoir séparément
• -* * • «■ - ' v *• nrp =e np\ mq = nq , mr = nr, ont = ns’, ‘ V !
d’où l’on déduit — == = — = — ,
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Diÿtc, ppur-que Ifl valeur dê x. soit coirunensb râble], ji faut et il suffit //ue à et b noient composés des mêmes facteurs premiers , et que lef éfjiosans de ces fadeurs forment entre eux une fuite de rapports égduf. Si ’ces deux conditions sont sfttisfaites , la Valeur de x clt égale* aü rapport constant qui’ existe éalre4les
V '.** * • *’ • . * ' ‘ * àt » .. •
exposais. * r . . * ‘ # *
Supposons, b ri second fieu , que a et b soient.fractionpaires ét
esaux à TT,* I équation a"‘ = b* devient * • '
(jy)", d’où h"'k’è'=x h’n'k".
Or, k et ii pouvant toujours êue regardas comme’ preftiors entre eux , aussi bien que,A et k', H en est dé rpême de hm et h''p, A* et k'n ; ainsi , pour tyie L’égalité précédente subsiste , il ijait qqe l’on ait séparément 1Cm — kn, A'™= h'*, ce qui cônduit à dès conditions semblables à celles que notas ayons établies*e\-8essus, entre le* nu (aérateurs et les dénominateurs respectivement comparés entre’ euir ' > * '
• * • Ji * h * »
N. II. Si l’on avait l , mais p<^ 1 , ou réciproquement,
il faudrait d’abord changer le signe de x dans l'èquation exponentielle ax '= i (ce qui revient « renverser celui des 'deux
nombres , -p que l'on suppose 1 , eu conservant x positif ); h k •. ' ,«* ,
puis on établirait les relations précédentes.' • , ,
206. Cas particuliers. 1° SI a et A, étant des nombres^ entiers^
ne_ renferment qu’tin. seul' fqcteur premier, le même pour les
deux , x est-iiécessqirement commensurable. , ,
Sùit l'équation '4*i= 32 qui revient à 23J: =^25;
il en' résulte 2x = 5 , d’ou x =
Soit encore ST^œSlB?, ou 33->' = 37;’, on ai=,. f " t . * 3
2° Si a n’est composé que de fadeurs premiers élevés à la première puissance , il faut que b soit une puissance parfailo.de
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a pour que x soit commcnsurable ; en sorte que , dans ce cas , x est entier, ou bien, incommensurable.
En effet , sept a = aSyd, d’oq b =r aV'S/l'yC1^' ; l’équation a"‘ — bn devient a™S'"yn>jm — ap'nS</rnyr’nj*r„ . d’où l’on déduit m — p'n = q'n = r'n — s'n , ou bien , p' = q' = r' = *' ,* donc b — aP’Sp>yP'fp' = (aSy $)p' = ap', et par conséquent x=xp\
Soit , par exemple , a = 10 = 2x5; v
il faut que b soit une puissance parfaite de 10 pour quex puisse être commensurable.
Théorie des logarithmes.
207 . Introduction. Si l’on suppose que, dans l’équation œT=y, a conservant toujours une même valeur positive, on remplace y . par tous les nombres absolus possibles, on pourra, pour chaque valeur dey, déterminer par la méthode du n° 203, la valeur de x , sinon exactement , du moins avec un aussi grand degré d’approximation que l’on voudra.
Supposons d’abord a > 1.
Si l’on fait successivement 0, 1, 2, 3, 4, 8..* v
il en résulte’ y = a°, oui, a, a % a3, a4, a5...;
donc , toutes les valeurs de y plus grandes que l’unité sont produites par des puissances de a , dont les exposons sont positifs , entiers ou fractionnaires ; et la valeur de x. est d’autant plus grande que celle de y est elle-même plus grande.
Faisons ensuite x=0, —1, — 2, —3, —4, —8..., il en résulte y = a0, oui, . JL i_ J., .
donc, toutes les valeurs de y plus petites que l’unité, sont produites par des puissances de a , dont les exposons sont négatifs ; et la valeur de x est d autant plus grande , numériquement , que la valeur de y se rapproche plus de zéro.
Soit, au contraire, a l et égal à une fraction ~ ;
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en faisant
on trouve y = ( -
-J, ou
et , si l’on fait
on obtient y = f-
/) ’ ou
c’est-à-dire que , dans l'hypothèse de a 1 , tous les nombres sont engendrés avec les diverses puissances de a, dans un ordre inverse de celui où ils le sont lorsqu’on suppose a > 1.
Mais il n’en résulte pas moins cette conséqnence générale , que tous les nombres absolus possibles peuvent être engendrés avec un nombre absolu, quelconque , mais constant , que l’on élève à des puissances convenables.
N. B. Il faut toutefois supposer a différent de l’unité, car on sait que toutes les puissances de 1 sont égales à 1.
208. Cela posé , concevons que l’on ait formé une table renfermant, d’une part, tous les nombres entiers, et à côté de ces nombres, les exposons des puissances auxquelles il faudrait élever un nombre invariable , pour former tous ces nombres; on aura l’idée d’une table de logarithmes. '
On appelle, en général, logarithme d’un nombre , l’exposant de la puissance h laquelle il faut élever un certain nombre invariable pour produire le premier nombre. .
Le nombre invariable peut d’abord être pris tout-à-fait arbitrairement (pourvu qu’il soit > oii <£ 1 ) ; mais une fois choisi , il doit rester le même pour la formation de tons les nombres. On l’appelle, pour cette raison , base du système de logarithmes.
Quelle que soit la base que l’on a choisie , le logarithme de la base est l’unité, el le logarithme de 1 est 0.
En effet, on a 1" a'— a, d’où logo =1,
2° a° — 1 , -, d’où log 1=0.
- (On désigne ordinairement, pour abréger, le mot logarithme par lés trois premières lettres log , ou simplement par la première lettre /., que l’on fait ordinairement suivre, d’un point et du nombre que l’on considère.)
DES lOCABlTHIBS.
Voyons actuellement de quelles propriétés jouit une table de logarithmes , par rapport aux calculs numériques.
209. Multiplication et division arithmétiques. Soit d’abord une suite de nombres yKy', y", y"' • • • • à multiplier entre eux. Désignons par a la base d’un système de logarithmes ( qu’on suppose déjà calculés) et par x , x\ x", x"' . . . les logarithmes de y, y', y", ÿ" ....
On a, d’après la définition (n° 208), cette suite d’égalités y = ax, y' = aT', y" — ax", < y"' == a*"' ....
Multipliant ces égalités membre à membre , et appliquant la règle des exposans établie n° 172, on trouve
yy'y’Y' . . . — 0j>»-x'+a"+vr,"-j- ....
Donc, logyyY'... = x+x' + i"+... = logy + logy' + logy"-F... c’est-à-dire que Te logarithme d'un produit est égal à la somme des logarithmes des facteurs de coproduit.
Soient, en second lieu, deux nombres, ÿ et y', à diviser l’un par l’autre, x et x' leurs logarithmes. On a encore les équations
y — ax, ÿ — ax' ; d’où l’on déduit (n° 172)
Donc,
l°g ■L—x — x' = \o%y— log y'-.
c’est-à-dire que le logarithme du quotient d’une division est égal à la différence entre le logarithme du dividende et le logarithme du diviseur.
Conséquences de ces deux propriétés. Si l’on a une multiplication à effectuer , en prenant dans la table les logarithmes des facteurs et faisant la somme de ces logarithmes , on aura le logarithme du produit; donc, en cherchant ce nouveau logarithme dans la table et prenant le nombre qui lui correspond, on obtiendra le produit demandé. Ainsi, par un q simple addition, on trouve le résultat d’une multiplication.
De même , si l’on a à diviser un nombre par un autre, il faut retrancher le logarithme du diviseur de celui du dividende, puis chercher à quel nombre correspond la différence : c’est le quotient cherché. Ainsi , par une simple soustraction , on obtient le quotient d’une division.
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210. Formation des puissances et extraction des racines. Soit,
en général , un nombre y à élever à la puissance - ; désignant
toujours par a la base, et par x le logarithme de y, on a l’équation y = ax,
d’où , élevant les deux membres a la puissance — ,
m fn
yn = a" .
, - m jn
Donc , log ÿ‘ — —.x — — .log y;
c’est-à-dire que le logarithme d’une puissance quelconque d'un nombre est égal au produit du logarithme du nombre par l’exposant de la puissance.
Soit, comme cas particulier, n=l; il en résulte......
log ÿn = m. log y, équation susceptible d’un énoncé analogue au précédent. ^ , ,
Soit m=l , n étant un nombre entier quelconque ; il en résulte
, log y" ou log ]/ y--.log y;
c’est-à-dire que le logarithme d’une racine de degré quelconque d’un nombre est égal au quotient du logarithme de ce nombre divisé par l’indice de la racine.
Conséquence. Pour former une puissance quelconque d’un nombre , il suffit de prendre le logarithme de ce nombre dans la table, de le multiplier par l’exposant de la puissance, puis de chercher le nombre correspondant à ce produit; on a ainsi la puissance demandée.
De même , pour extraire une racine , il suffit de diviser le logarithme du nombre proposé par l’indice de la racine, puis de chercher à quel nombre correspond le quotient; on a la racine demandée. Ainsi, par une multiplication et une division généralement très simples , on trouve le résultat d’une formation de puissance et d’une extraction de racine, opérations dont les procédés ordinaires sont, comme on l’a vu, très laborieux.
211. Les propriétés qu’on vient de démontrer sont indépendantes de l’espèce du système de logarithmes adopté; mais
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los conséquences qui en ont été déduites, c’est-à-dire l’usage qu’on en peut faire dans les calculs numériques , supposent la construction d’une table renfermant d’un côté tous les nombres, et de l’autre les logarithmes de ces nombres, calculés d’après une hase donnée. Or , pour former cette table , il faut , comme nous l’avons déjà dit, en considérant l’équation a' = y, faire'passer y par tous les états de grandeur possibles, et déterminer la valeur de x correspondante à chacune des valeurs de y, d’après
la méthode du n° 203. •
Les tables dont on se sert ordinairement sont celles dont la base est égale à 10, et leur construction se réduit à la résolution de l’équation 10' = y. En faisant successivement y égal aux termes de la suite naturelle, 1,2, 3, 4, h, 6. . on a à résoudre les équations
Observons d’ailleurs qu’il suffit de calculer directement , d’après la méthode dii’n” 203, les logarithmes des nombres premiers 1, 2, 3, B, 7, 11, 13, 17. . car, tqus les autres nombres entiers résultant de la multiplication de ces différens facteurs entre eux, leurs logarithmes peuvent (n° 209) s’obtenir par l’addition des logarithmes des nombres premiers.
C’est ainsi que , 6 étant décomposable en 2 X 3 , on a. !>
log 6 = log 2 + log 3 ;
de même 24 = 2J X3; donc log 24=3 log 2 + log 3.
Soit encore 360 = 23 X 3’ X 5 ; il en résulte
log 360 = 3 log2+2 log 3 + log B. .
Il suffisait également de placer dans les tables les logarithmes des nombres entiers ; car en vertu de la propriété (n° 209) relative à la division ,■ on obtient le logarithme d’un nombre fractionnaire en retranchant le logarithme du diviseur de celui du dividende.
212. En supposant déjà construite une première table de logarithmes , il est facile d’en construire tant d’autres qne l’on veut , au moyen de celle-là. ■ '
Soient en effet a la base d’un premier système déjà formé , h la base d’un nouveau système à construire ; désignons par K un
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nombre quelconque , par log N et par X , ses deux logarithmes
calculas d’après les bases a et A; on a l’équation A = N.
D’où , en prenant les logarithmes des deux membres dans le
Bystème dont la base est a, X.log A = log N.
Donc
»og 6’
Ce qui prouve qUe, connaissant le logarithme d’un nombre dan s un premier système , pour avoir le logarithme du même nombre dans un second sgstènte, il faut diviser le logarithme du nombre , calculé dans le premier système , par le logarithme de la nouvelle base , calculé aussi dans l'ancien système.
Ainsi le logarithme de 4 dans le système dont la base est 3 , a
pour valeur, log ^ et log 3 étant deux logarithmes cal-
culés dans le système connu dont la base est 10.
Soient N, N', N".. . une suite de nombres, a la base d’un système déjà formé , b celle d’un système à construire ; on a la série d’équations ,
log N 1 , „ 1 . 1
d’où l’ort voit qu’une première table étant? déjà formée, si l’on veut en construire une nouvelle, il n’y a qu’à multiplier les
logarithmes du premier système par la quantité constante
Cette quantité constante, qui sert à' passer d’une table à une autre, s’appelle le module de la nouvelle table par rapport à l’ancienne. - 1 ' v
III. — USAGE DES TABLES VULGAIRES
Les développemens que nous avons donnés en Arithmétique sur les deux problèmes principaux que prescrit l’usaga des tables ( un nombre étant donné , trouver son logarithme , et réciproquement ) nous dispensent d’entrer dans de nouveaux détails à cet égard. Nous nous bornerons donc à reprendre quelques principes qui n’ont pas été démontrés d’une manière
USAGE DES TABLES VULGAIRES
assez générale, en supposant d’ailleurs que les jeunes gens aient entre les mains les. Tables de Callet, qui sont poussées jusqu’à 106000, tandis que les petites tables ne s’étendent pai sau-delà de 10000. •
p^au-
lomla
213. On a déjà vu (n° 206) que, dans le système dontla base est 10, il n’y a que les puissances parfaites de 10, telles que 10, 100, 1000,... qui puissent avoir des logarithmes commensurables; tous les autres nombres entiers ont des logarithmes incommensurables , que l’on ne peut obtenir qu’avec un certain degré d'approximation. Les tables de Callet donnent ces logarithmes exprimés en fractions décimales, et exacts jusqu’au 7° chiffre décimal , inclusivement.
Cela posé, faisons dans l’équation 10r=y,
Il en résulte y=l, 10, 100, 1000, 10000... 10"-', 10". Posant ensuite x = 0, — 1, — 2, — 3, — 4,... — (n — 1), — n
on trouve y = 1 ’ fo ’ TOO’ TÔÔÔ’ 10000”“
Donc , 1° les logarithmes de tous les nombres plus grands que l’unité sont positifs et croissent depuis 0 jusqu’à l’infini; les logarithmes des fractions proprement dites, sont négatifs, maïs ils ont une valeur numérique d’autant plus grande que la fraction est plus petite; en sorte que, si l’on considère une fravfiooBL. moindre que toute grandeur donnée , son logarithme est négatif, mais sa valeur numérique est infiniment grande : ce que l’on exprime d’une manière abrégée en disant que zéro a pour logarithme Yinfini négatif,
ou bien..’. log 0= — es. ■
2° Si l’on considère un nombre entier de n chiffres, c’està-dire un nombre compris entre 10"—' et 10", on voit que la partie entière de son logarithme est égale à n' — 1 , ou renferme autant d’unités moins une, qu’il y a de chiffres dans le nombre.
Cette partie entière du logarithme est appelée caractéristique [Arith., n° 264, 1 1° édit.), parce qu’elle indique l’ordre des plus hautes unités du nombre qui correspond à ce logarithme. Par exemple, si la caractéristique est égale à 5, on peut conclure
CL - J
et ' . log— — = log a -T- log ÎO"^ log a — n;
ce qui prouve que, connaissant le logarithme d’un nombre quelconque, il suffit, four obtenir celui d’un nombre 10 n fois plus grand ou plus petit, d’augmenter ou de diminuer de n unités la caractéristique du logarithme donné.
On peut encore conclure que les logarithmes des fractions décimales qui ne diffèrent entre elles que par la position de la virgule, ont la même partie décimale ; c’est-à-dire que leur caractéristique seule est différente.
■ des propriétés (qui sont d’ailleurs toutes particulières au système ordinaire de logarithmes) servent de base aux préparations que l’on fait^ubir aux nombres dont on cherche les logarithmes, ou aux logarithmes lorsqu’on veut obtenir les nombres qui leur correspondent.
/ûnsi , quand on cherche le logarithme d’un nombre entier qui excède les limites des tables , on sépare d’abord par une Virgule, assez de chiffres vers la droite, pour que la partie à gauche soit un des nombres entiers de la table ; mais il faut en séparer le moins possible (voir le N. B. Arilh., n° 267), à cause de la proportion à établir entre les différences des nombres et les différences des logarithmes.
En se servant des petites tables, on doit laisser quatre chiffres vers la gauche, et avec les Tables de Callet, on doit en avoir cinq. •
Lorsqu’on veut obtenir le nombre correspondant, à un logarithme donné, il faut préparer ce logarithme de manière que sa caractéristique soit la plus forte de celles des tables, c’est-à-dire égale à « pour les petites tables , et à 4 pour les grandes (*).
(*) Voyez la seconde note placée a la fin de ec chapitre, pour le calcul (le Verrour commise 1 qu'on établit la proportion entre les différences des nombres ' b es des logarithmes.
DES TABLES VULGAIRES
21 S. Des complément arithmétiques. Il arrive fréquemment, dans les applications logarithmiques , que l’on a à déterminer le résultat de l'addition et de la soustraction de plusieurs logarithmes. Or, on a imaginé de ramSner cette suite d’opHluions à une seule addition , par le moyen des complément arithmétiques.
On appelle complément arithmétique d’un logarithme ce qui manque à ce logarithme pour faire 10 unités entières , ou, ce qui revient au même , le résultat que l’on obtient en retranchant de 10 le logarithme proposé.
Ainsi, compl. 3,4725843= 10—3,4725843=6,5274153, compl. 2,7325490= 10—2,7325490 = 7,2674510.
On obtient un complément en retranchant le premier chiffre significatif à droite, de 10, et tous les autres de 9 : les zéros qui peuvent se trouver à la droite du nombre restent dans le complément, qui peut, par conséquent, être formé, pour ainsi dire , d’après l’inspection d’un logarithme, ou d’après sa dictée. Cela posé , voici l’usage des complémens arithmétiques.
Que l’on ait à trouver le résultat numérique de l’expressioq l—l' + l" — l'" — liv -f /v — etc ... .. I ,V, l" . . .. étant des logarithmes à ajouter ou à soustraire entre eux.
•On observera que l’expression peut se mettre sous la forme
Uf.pt +> + 10 — v+ 10 — V" + 10 — /lv — 30, ou bien
1+ l" + /v + compl. V + compl. V" + compl. l'v — 30 ;
c’est-à-dire que , pour avoir le résultat cherché , il faut faire la somme des logarithmes additifs et des complément des logarithmes soustractifs , puis retrancher de cette tomme autant de fois 10 que ; l’on a pris de complément.
Par le moyen ordinaire, il faudrait faire la .somme des termes additifs , celle des termes soustractifs', puis soustraire la plus petite somme de la plùs grande, ce qui entraînerait dans deux additions et une soustraction; tandis que par celui-ci , on n’a qu’une seule addition à effectuer, sauf les opérations qui consistent à prendre lés complémens , et qui sont trop simples pour entrer en ligne de compte, , '
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210. L’emploi des complémens donne naissance à une espèce de logarithmes , qui est assez commode dans la pratique.
* Soit^joposé de trouver le logarithme de — ;
On a log — =log 7 — log 15 = log7 + compl. log 15 — 10,
log 7 = 0,84509804 compl. log 15 == 8,82390874
. 9,66900678 retranchant 10,......, — 0,33099322
ou bien,. — 1.66900678
Le résultat de l’addition de compl. log 15 avec log 7 étant 9,66900678; il faut en retrancher 10, ce qu’on peut faire de deux manières : ou bien en soustrayant ce résultat de 10 , et * prenant le reste avec le signe — , ce qui donne — 0,33099322 ;
ou bien en retranchant seulement 10 de la caractéristique 9, sans toucher à la partie décimale, ce qui donne — 1.66900678, c’est-à-dire un logarithme dont la caractéristique est négative et la partie décimale positive.
On a soin, pour distinguer ce logarithme, d’un logarithme entièrement négatif, de mettre un point au lieu d’unç virgule. Il serait plus clair de l’écrire ainsi : — r 1 + 0,66900678, car voilà sa véritable signification ; mais l’autre manière de l’écrire est plus abrégée .
On obtient encore cette espèce de logarithmes en cherchant le logarithme d’une fraction décimale. Par exemple , on trouverait que _ /
log 0,00534 «= Idg 534—5 == 2,72754126—5 =— 3 .72754126. ■ L’usage de ces logarithmes présente quelques avantages sur celui des logarithmes entièrement négatifs : nous le, verrons bientôt.
Nous nous bornerons, pour le moment , à observer,
1° Que , si l’on avait à déterminer le nombre qui correspond à un logarithme de cette espèce, la simple addition d’un nombre convenable d’unités à la caractéristique suffirait pour la préparation du logarithme.
v Soit, par exemple, — 3.4720563 le logarithme proposé; en ajoutant 7 unités à la caractéristique, il vient 4,4720563, loga-
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rithme entièrement positif ; et le nombre correspondant s’obtiendrait d’après les règles connues ; après quoi, l’ondiviserait
le nombre par 10000000, ou> par 107. •
2° Que, si l’on a à multiplier le logarithme — 3.4720383, par un nombre quelconque , 8 par exemple , 8
on obtient d’abord pour la partie décimale , 3,7764504
et pour la caractéristique,. . . — 24
ce qui donue pour résultat , — 21,7784504.
3° Que, si l’on a à diviser ce même logarithme par 8, op commence par ajouter à Ta caractéristique, assez d’unités négative» pour qu’od puisse en prendre le 8° exactement ; c’est-àdire qu’op mettra le logarithme — 3.4720563 sous la forme — 8 + 5,4720563. Prenant le 8° de cette nouvelle expression , on trouve — 1 .6840070.
Dans les numéros suivans , nous verrons l'usage de ces opérations.
Passons maintenant aux applications.
Opérations de l’arithmétique .
Multiplication et division. On demande la valeur ap
prochée du produit x
Appelons x ce produit, on a (n° 209), log * = log 31 — log 75 + log 13 — log 12 -p log 47 — log 48. log 31 = 1,49136169, log 13 = 1,1.1394335, log 47 == 1,67209786, compl. log 75 = 8,12493874, compl. log 12 = 8,92081875, compl. log 48 = 8,31875876,
— 1.64191915 = 29,64191915 — 30; ajoutant 5
on obtient. ..... 4,6419191 .
• i 4,6419102 = log 43844.
Différence. . . .* • 89 189
Différence tabulaire . 99 1 99 ’
Donc 4,6419191 = log 43844,90;
ainsi le produit demandé est 0,4384490 à 0,0000001 près.
APPLICATIONS
Formation des puissance* . Observons avant tout que, comme, pour obtenir le résultat d’une élévation aux puissances , il faut multiplier le logarithme du nombre par l’exposant de la puissance , on doit prendre d’abord le logarithme du nombre proposé avec plus de 7 décimales, si l'on veut avoir un produit exact jusqu’à la 7' décimale inclusivement. Or on trouve dans l’ouvrage de Callet, à la suite des tables ordinaires, une autre table qui donne les logarithmes avec 20 décimales; ainsi l’on peut toujours prendre ces logarithmes avec deux ou trois décimales de plus que dans les tables ordinaires.
Cela posé , soit à former la 8' puissance de 29 ; on a (n° 210)
or
d’où
log (29)5 = 5 log 29 ;
log 29 = 1,462397998, .5 log 29 = 7,311989990,
ôtant 3 unités
Différence
Différence tabulaire ....
donc 20511180 est le nombre cherché à une dizaine près. Soit encore proposé d’évaluer (2 )64.
On a log 2 = 0,3010299956,
d’ou 64 log 2 = 19,2659197.
Otant 18 unités 4,2659197
4,2659022 = log 18446.
Différence v. 175
Différence tabulaire . 235
Ainsi 4,2659197 = log 18446,74.
Donc le nombre cherché est 18446740, .000. 000. 000. 000, à dix trillions près, c’est-à-dire que les treize derniers chiffres ne peuvent être donnés par les tables; mais on est censé, dans ces sortes d’exemples , n’avoir pour but que de se former une idée do la grandeur du. nombre ; et l’on voit avec quelle promptitude on y parvient.
Soit, pour nouvel exemple, à évaluer
OU TABLES. OB LOGARITHMES
Voici le tableau des calculs , en employant les complémens et sans les employer. ' , ' .
Par complément. Sant complément.
log 2= 0,3010299986 log 3 = 0,4771212847
c. log S = 9,8228787483 log 2 = 0,3010299956
log | as — 1 .8239087409 , îog | == — 0, 1760912891
11 log | = — 2,0029961499 11 log | = — 1,9370038810
ajoutant + 6 ajoutant +6
on obtient 4,0629961 on obtient 4,0629961 .
Le nombre correspondant à Le reste du calcul est le ee logarithme est 11561,02; même que ci-à côté, donc 0,01156102èst le nombre demandé, à 0,00000001 près.
Extraction des racines. Il suffit, pour cette opération, de prendre les logarithmes arec sept décimales.
On demande la racine Vme de 1162049.
On a (n° 210), log |/Tl62049==~ log 1162049.
Iog 11620 = 4,06^2061 Diff. tabul. 374
log 1 1620,49— log 11620== 183 Diff. de nomb. 0,49
log 1 1620,49 =4,0652244- “3366
Donc , log 1102049 = 6,0682244 1496
|log 1162049 =0,8084006 18â^
ajoutant 4, 4,8664606
'4,8664587 = log 78329.
Différence..... 19 19
Différence tabulaire ... . 89 1 89 1 *
donc 4,8604606 =log 73529,32.
Ainsi 7,352932 est la racine demandée, à 0,000001 près.
»> ii ^ >.
Soit à évaluer on a *• jy 0°6 ** — log 27).
Supposons que l’on ait trouvé pour la valeur de l’insu
f/fa’ _ b’).Za
connue d’un problème, l’expression x = . ■ ■ — -, et
V{aJrh).Vcà
qu’en donnant à a, h, c, d, des valeurs particulières, on veuille obtenir la valeur numérique correspondante de cette expression; on peut, par le moyen des logarithmes ,■ ramener la question à ne présenter que des additions et soustractions-, des multiplications et divisions très simples à effectuer.
On a , en effet, d’après les propriétés des n°‘ 209 et 210,
— \.x — \.\é [a* — é’).8a — 1. V' [a + 4).ï / ed.
Mais 1. |/ ( a1 — 4*) .3a = ^[l.(a+4) + l.(o — J) + L3 + l. a]
et 1. ^^{a+b).\/cd== ^ [1. (a + 4) +^ •• •• rf]>
donc
'\.r=5[l.(ffi + é) + l.(a — i) + 1.3 + l.a]
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expression qui n’offrira plus à effectuer que des additions, des soustractions et quelques divisions très simples, lorsque a, b, c, d, seront donnés numériquement.
Soient, par exemple, e = 60, 4=15, e=16, d=Q- l’expression devient
calculant séparément la somme qui est entre les deux premiers crochets et la somme qui est entre les deux autres , puis prenant le tiers de la première et la moitié de la seconde , on trouvera • . ..
,1.* = 1, 92784875— 1,47712125, ou 1.*= 0,4507275;
donc i = 2,823108.
Soit encore 1 expression x= JL .
r a2 — Za2b + U2c
On peut d’abord, en mettant en évidence le facteur a3 au numérateur, et le facteur a2 au dénominateur, présenter l’expression sous la "forme
Posons maintenant m=«L*, n = — v — ^ .
l’expression devient x-==—JTa ^_+£_)
. a — 34 +tn
ou, en appliquant les logarithmes,
L^—La+1. (2 a — n+p) — 1. (a — 34 + m), expression facile à calculer dès que l’on aura trouvé les valeurs
de m, n, p. Or, les équations m = n — ^t „ ^
donnent
Lm = l. 4 + 2 1. 4 + 1. c — 2 La, 1.12=1.3+31.4—5 La, l./> = 41.4 — 31.a,
CALCUL DES EXPRESSIONS ALGÉBRIQUES
( L'artifice de ces transformations consiste à ramener l’expression fractionnaire à une autre dont tous les termes soient linéaire* ou du premier degré, en calculant séparément d’autres expressions qui ne présentent à effectuer que des multiplications , divisions , formations de puissances ).
On trouvera de même
V— V4==l.o+l.(e— 2/5 + A)+compl.l.(a-A+A
tt3 — ba-\~ %cd , j t
h et h' étant calculés d’après les formules
Équations exponentielles.
219. Nous avons exposé (n° 203) une méthode pour résoudre l’équation a*-=b, et nous en avons déduit la théorie des logarithmes; mais actuellement que les tables sont construites, rien n’empêche d’en faire usage pour résoudre ces sortes d’équations.
Or, si l’on prend les logarithmes des deux membres de l’équation aa==b, il vient (n° 210) xxl.s = 1.4; d’où x==|~“*
. Reprenons, par exemple, l’équation 3-r=15, qui, par la raéthodedu n° 203, adonné x=2 *iêü, à 0,001 près; on déduit de cette équation
L’équation ar<=b , est dite une équation exponentielle du premier ordre ; mais on- peut avoir des équations de la forme
æ eT
ab ah —d,.. .; on les appelle équation* exponentielle* du
deuxième , troisième. . . ordre.
Pour se former une idée de l’expression a,,x , il faut concevoir que b soit d’abord élevé à une puissance d’un degré marqué par x, et que a soit ensuite élevé à une puissance d’un degré marqué par b*.
PAR LOG AR1TIIIES
De même , aP indique qu’après avoir élevé c à la puissance du degré marqué par x, on a ensuite élevé A à la puissance du degré marqué par c*, et enfin que a est élevé à la puissance du degré marqué par te*. •>
D’après ces notions, prenons les logarithmes des deux
membres de l’équation ab' —c; il vient 3* x 1. a = l. c;
1 Éf * ■ *
d’oùiI = p^, ou, en prenant de nouveau les logarithmes,
x x 1.3 = 1., — =1. 1. c — 1.1. a; donc x— — .
[l.e étant une fraction décimale, on peut en déterminer le logarithme d’après les tables , comme on détermine le logarithme de tout autre nombre. ]
Soit encore à résoudre l’équation abC =d.
Prenant les logarithmes, on a.... bcx x log a = log d;
d’où prenant de nouveau les logarithmes,
cr = j ^ ; et opérant sur cette équation comme sur les
précédentes ,
gr„X 1. c=l. K h dr,U a=i. (1- 1- J— 1- 1:«)— il. I ;
donc
lll.-* — :1. 1. a
On résoudrait, par un procédé semblable, les équations exponentielles d’un ordre plus élevé. Ces formules sont exactes, considérées algébriquement; mais, dans les applications, il est aisé de voir qu’elles donneraient des valeurs peu approchées ; et l’on ne pourrait même se former une idée bien juste du degré d’approximation.
220. Remarqua. 11 peut arriver que, dans le calcul des expressions algébriques, on soit conduit à prendre le logarithme d’un nombre négatif. Dans ce cas , on peut toujours opérer comme ti le nombre était positif, sauf à déterminer convenablement le signe
CAI.CCL DES EXPRESSIONS ALGÉBRIQUES PAR LOGARITHMES
que doit avoir le résultat auquel on parvient, ou a vérifier si ce résultat répond bien à la question. C’est ce que nous allons faire sentir au moyen de quelques exemples.
Supposons, en premier lieu, qu’on veuille avoir, par logarithmes , la valeur du produit abc, dans certains cas particuliers ; il faudra , pour cela , faire usage de la formule log abc ±= log a + log b + log c.
Or, soit a=2, b— — 3, 'c=B; en opérant comme si 3 était afTecté du signe + , on trouvera
log abci= log 30.
Mais, comme il y a un facteur négatif dans abc , il s’ensuit que le produit cherché est — 30.
Soit maintenant a = 2, b= — 3, c = — B; on aura toujours, d’après la même règle,
log abc = log 30.
Mais puisqu’il y a deux facteurs négatif» dans abc , il en résulte que le produit cherché est +30.
( En général, un produit est ■positif ou négatif, suivant que le nombre de ses facteurs négatifs est pair ou impair.)
Soit, pour second exemple, à résoudre l’équation
•r=( — 8)’, d’où log .r = g log ( — 8 ) ;
en opérant comme si 8 était affecté du signe + , on trouvera logjr=log32;
mais une puissance dont l’exposant est - équivaut à la racine
3ime de la 5''“c puissance, et doit avoir le même signe que le nombre sur lequel on effectue ces opérations.
On a donc x — — 32.
Soit encore l’équation 9-* — — 3 , d’où x =s — :
log 9
il en résulte x = - , solution qui est exacte puisque, des deux
Jt
racines carrées du nombre 9, l’une est égale à + 3, et l’autre
PROPORTIONS ET PROGRESSIONS PAR QUOTIENT
Si -cette vérification n’eût pas réussi , il en aurait fallu conclure que l’équation proposée était absurdes c’est ce qui arriverait, par exemple, pour l’équation ( — 9)* = 3, parce qu’aucune puissance de — 9 ne peut donner 3.
On obtiendra, d’après les mêmes principes, la solution des équations suivantes :
■on reconnaît que ce dernier résultat est faux lorsqu'on le soumet à la vérification.
Proportions et progressions par quotient.
le
221 . Soit d’abord la proportion a : b : : c : x; on en déduit x ——-
d’où, en appliquant les logarithmes, l.x = l.£ + l.e — 1. a,
ou la. 15: le. \d,
ce qui prouve que, si quatre nombres forment une proportion , leurs logarithmes forment une èquidiffèrence .
Soit maintenant une progression par quotient
Il résulte de la définition (n* 191 ) qu’on peut l’écrire ainsi: a b c d e f
d’où, prenant les logarithmes de part et d’autre,
ou
l.a — 1. 3=1.3 — l.c=sl.c— 1. d—\.d — 1. e=l. e — l.f, .... ou bien enfin, -f la. li.le. ld.lff. . .;
donc , si des nombres a, b, c, d . . . . sont en progression par quotient, leurs logarithmes sont en progression par différence. La réciproque est évidente.
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PROPORTIONS ET PROGRESSIONS PAR QUOTIENT
Cette proposition rapproche la définition algébrique des logarithmes (n°207), de la définition que l’on en donne en Arithmétique : les logarithmes sont des nombres en progression par différence , correspondant terme pour terme à des nombres en progression par quotient. ' ' ' ■ '
N. È. Nous' avons déjà fait connaître ce rapprochement dans notre fruité d’ Arithmétique ( n° 280 ).
C’est surtout dans la résolution des questions relatives aux progressions par qqotient, que l’emploi des logarithmes est utile.
1° Si nous appelons u le.dernier terme d’une progression par quotient, nous aurons (n° 192)
u=aqn~l, d’où 1. « = !.« + ( n — 1 ) 1 . q.
Soit, par exemple, proposé de trouver le 20' terme de laprot 3 9 27
gression 1 •’ 2 : £ : ;§* :
La formule devient
l.u = l.l + 19(1.3 — l.2)= 19 (1.3 — 1.2), [car 1.1=0], et l’on obtient, tout calcul fait ,
d’où u =22 18, 84 à 0,01 près.
2“ Si l’on veut insérer entre deux nombres donnés a et h un nombre m de moyens proportionnels, on a, pour déterminer la raison ( n? 199 )* la formule ‘
d’où
OT
Soit a = 2 , 4 = 18, m = 50 ; il tient l.j =
cl l’on obtient, tout calcul fait, 1. y=0, 0171581=1. 1,040299; donc »* y=l ,040299.
Veut-on calculer directement le 20' moyen proportionnel , qui est le 21' terme de la progression ; l’on a
d’où
Digiti;
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ou* tout calcul fait, l.jr = 0, 6441913=1. 4, 407-489; ainsi lo 20' moyen proportionnel est 4,407489. " •’ -y
S° On a trouvé, n° 193, pour l’expression de la somme des termes, . ~ - .
S 11^= aiq”—] ) ‘ d’où l.S =}.a +1. ( g" — 1 )— l ( q — I ) . q — 1 q — 1 ' w '
On voit* d’après cette formule , qu’il faut commencer par calculer l’expression q", en posant l.gn = nl.g; après quoi l’on en conclut aisément qn — 1, et par suite, 1 .{gn — 1). Nous aurons bientôt occasion d’appliquer cette formule.
-4° Connaissant a, q et u dans la formule u=uqH~l , on peut demander la valeur de n. Or on a
l.tt = l.tf + (» — 1)1. y; d’où n — 1 -p -*- - - — ,
Soit à trouver lo nombre des tdrmes de la progression dont le premier terme est 3, la raison 2, et le dernier 6144. On obtient
< 10 *U0iient 30102999 CSt egal a 1 1 + 3ÔÏÔ2999 5 ma,s °n ^
glige la fraction, comme provenant’de l’emploi des logarithmes).
Questions relatives à l’ intérêt composé..
222. Une des applications les plus importantes des logarithmes est celle qu’on en fait aux questions sur l’intérêt de l’argent.
Première question générale. Une somme quelconque étant placée pendant un certain temps a un faux d'intérêt déterminé , et en intérêt composé, c’est-à-dire dans la supposition que V intérêt de chaque année s'accumule avec le capital de l'année précédente , on demande ce que doit devenir cette somme au bout du temps domié ?
Désignons par a la somme placée , par n le nombre d’années, et par r l’intérêt que rapporte 1 fr. par an ( ce n’est autre chose que le 100' dù taux de l’intérêt de 100 fr.).
Puisque 1 fr.- rapporte r au bout d’un an , une somme a rap-
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portera ar; ainsi , à la fin de la première année , le capital a sera devenu a + a.r, ou a (1 + r).. ' '
Soit a (1 +r) == a' ; ce nouveau capital deviendra, au bout de la seconde année , a' (1 +r) ; donc le capital primitif, ou a, sera devenu lui-même o'-(l + r), ou a (1 + r)1.
On’ obtiendrait de même, au bout de la 3e année , a (1 + r)3, et en général , au bout de la nième année .......... a (1 + r)".
Donc , en exprimant par A cette dernière valeur, on a l’équation
A = a (1 + r)n, d’où 1. A = 1. a + n x 1. (1 + r).
Application. Ôn demande ce qu’une somme de 30000 fr., placée en intérêt composé , à raison de 5 pour 100, doit rapporter au bout de 30 ans?
11 suffit de faire, dans la formule précédente,
a = 30000, n = 30, r=-^jQ- = 0,05; ce qui donne
Donc A= 129958f,27.
La formule A = a (1 + r)n , renfermant quatre quantités , a, r, n , A , donne la solution de quatre problèmes différens :
1° Déterminer A, connaissant a, r, et n : c’est la question qu’on vient de résoudre.
2° Déterminer la somme qu’il faudrait placer actuellement pour retirer, au bout de n années , -une sommé A , en supposant le capital placé en intérêt composé , a raison de r pour 1 fr.
Or, de l’équation A = a(l + r)'1, on déduit 1. a = l. A — n 1. (1 +r) ;
et cette nouvelle formule donnera la valeur de a.
Cette seconde question constitue la règle A' escompte composé ; car elle revient à trouver la valeur actuelle, d’une somme A
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payable flans n années , en ayant égard à l’intérêt de la.somme et aux intérêts des intérêts.
3° Déterminer le taux d’intérêt auquel on doit placer une tomme a, pour retirer, au bout de n années , en intérêt èomposé, une autre tomme À.
La formule serait 1 +r
d’où 1. (1 +r) :
Connaissant 1 + r, on en déduirait facilement' r, et, par suite, le taux d’intérêt pour 100 fr. , ' ■ ■ •
4° Enfin , déterminer le temps pendant lequel une tomme a doit être placée en intérêt composé , à raison de T pour 1 fr,, pour rapporter une sommé A. .
La formule serait n = - — — .
Si l’on voulait que A fût double, triple, quadruple. .... .,. .
de a , la formule se simplifierait.
Soit en effet A = k.a; la formule A = a ( 1 + r)", se
♦ ' ■ réduit à ka = a (1 + r)", d’où «==-■■■ |^ ; .
c’est-à-dire que la valeur de n est indépendante du capital placé primitivement.
Seconde question générale. Déterminer quelle somme il faudrait placer actuellement pour recevoir, à la fn de chaque année , une tomme déterminée b, de maniéré à être entièrement remboursé du capital, des intérêts du capital , et des intérêts des intérêts, après un nombre n d’années , l’intérêt étant a r pour 1 fr. par ari ?
Soit a la somme cherchée, ce capital deviendrait, au bout de n années , a (l + r)n .
Il faut donc qu’en déterminant ce que les sommes payées chaque année deviennent au bout de la nième, la somme des résultats soit égale à a (1 +’*•)".
Or, b donné à la fin de la première année , ou au commencement de la seconde, devient, au bout de la niime, b (1 + r)"— ,
De même, b donné à la fin de la seconde année , ou au commencement de la ‘troisième , devient, au bout de la i(l +• r)”—*.
338 énoncés d’autbes questions.
On trouverait do môme 3(1 + r)"— 3, 3(1+ r)n— 4. . . 3{1 + r), S, pour les valeurs des autres sommes 3, au bout de la nlime année. On a donc l’équation
mnis le second membre de cette équation , considéré dans un ordre inversé, est évidemment la somme des termes d’une progression par quotient, dont le premier terme est b, la raison 1 + r, et le nombre des termes ».
Ainsi , cette somme a pour expression (n° 193),
■■ . . -, — ou
donc enfin , l’on a l’équation
> 5171 +r)" — Il , 3f(l + r)B — 11
n(l+r)"— ' i; d’où a =
ou , appliquant les logarithmes ,
Cette nouvelle formule renfermant quatre quantités a, b, r , », donne aussi lieu à quatre problèmes difierens.
Voici les énoncés de plusieurs questions qui se rattachent aux précédentes :
On demande pour combien d’années on doit placer une somme a, en intérêt composé , à -5 et à 10 pour 100, pour doubler cette somme ?
( Rèp. à5p.j, 14a,If à 10 p. f, lans 3"'"''.}
On demande la somme que l’on doit placer à présent pour retirer pendant 12 ans, et a la fin de chaque année , une somme de 1 300 fr., de manière à être remboursé entièrement du capital et des intérêts au bout de ces douze années, l’intérêt étant lf 50e p. z par an?
{Rèp. 11602f,91.)
Un particulier a acheté un bien de 100000 fr., qui doit être payé en 15 paiemens égaux, en ayant égard aux intérêts des intérêts ; le taux pour chaque, intervalle de paiement est de 5 p. £.
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On demande de combien sera chaque paie ment, ou la quotité de chaque paiement?
(Rèp. 9634f,22.)
Un nombre donné d’hommes a, augmente tous les ans delà centième partie de ce qu’il était P année précédente ; combien faut-il d’années pour que ce nombre devienne 10 fois plus grand ?
(. Rép . 231‘,"i environ.).
On tire chaque jour d’un baril de 100 pintes de vin , une pinte qu’on remplace au fur et à mesure par une pinte d'eau ; déterminer, 1° combien de vin il restera dans le baril lorsqu’on aura remplacé la 80” pinte ; 2° dans combien de jours le vin sera réduit à la moitié , au tiers , ou au quart?
Réponse à la première partie de la question : 60/’"1*" ^
Réponse à la seconde partie.' 09/°“" pour la moitié, 109 pour le tiers , et 138 /°«" pour le quart. ' /
§ IV. SÉRIES LOGARITHMIQUES ET EXPOKEIXTIECLES.
La méthode exposée n° 208, pour résoudre l’équation a’ = b, suffisait pour donner nne'idée de la construction des tables de logarithmes ; mais cette méthode est très laborieuse et même impraticable lorsqu’on veut déterminer la valeur de x avec un grand degré d’approximation. Les analystes ont découvert des méthodes beaucoup plus expéditives, soit pour construire de nouvelles tables, soit pour vérifier celles qui existent déjà ; ces . méthodes consistent dans le développement des logarithmes en série.
223. Soit y un nombre dont on demande le logarithme développé en série ; et appliquons la méthode des coefiiciens indéterminés (n°s 179 et 181).
Il est d'abord visible que l’on ne peut supposer
y = A + By + Cy’ + Dy5 + etc
car si l’on fait y = 0, le premier membre se réduit (n° 213) à l’infini négatif ou à l’infini positif, suivant que la base est plus
330 SÉRIES L0GAR1TBIIQCES.
grande ou plus petite que 1 ; tandis que le second membre se réduit à A , qui devrait alors être de même nature.
On ne peut supposer 1. y — Ay + By’ + . . . ., puisque y = Ô donne ,1.0 ou — oc =0; mais si l’on met y sous la forme 1 + xt et qu’on pose
I. (1 +.r) = Aj? + B*’ + -J* D.ri + . • . . (I
en faisant x — 0, l’équation 1. 1 =0, qu’on obtient, ne présente ' plus aucun caractère d’absurdité.
Tâchons donc de déterminer les coefficiens A, B, C . . . .
Pour cela , imitons le procédé suivi n° 1B2 , et remplaçons x par z ; il vient
J. (1 + z) = Ar + Br’ + Cc3 + Dr4 + . . . . (2). Retranchant l’équâtion (2) de l’équation (1), on obtient
Le second membre de cette équation est divisible par x — z ; voyons si, par quelque artifice, on ne pourrait pas mettre ce facteur en évidence dans le premier.
Or, on al. (1+*) — 1.(1 + *) — 1. =1.^1 + f-qp-r) >
mais
pouvant être regardé comme un seul nombre u, on
peut développer 1. (1 + it) oui. A + y-j— comme 1. (1+x), ce qui donne
Substituons ce développement à la place de 1. (1+x) — 1. (1+*) dans l’équation (3), et divisons les deux membres par x — z ; il vient
1 + r ’ -(l + r)* + lj’(l+^ + = A + B (j + r) + C (jt1 + x: •+ z’) + .
SÉRIES LOGARITHXtQVIS. 3oT
Puisque cette équation doit , ainsi que les précédentes , se vérifier, 'quels que soient x et posons x = z ; il en résulte
— ^ — = A + 2Bx + 3Cx3 + 4Dx3 + 5Ex4 + . . .;
ou , effectuant la division indiquée dans le' premier membre ,
A (1 — x-f-x3 — x3 +xt — . . .) = A+2Bx+3Cx3 + 4Dx3 + ..... On a donc, d’après le principe du numéro 188, les égalités A = A’, — A = 2B, A = 3C, — A = 4D, A=5E ;
d’où
ta loi de la série est évidente : le coefficient du n,imc terme A .
est égal à =p — , suivant que n est pair ou impair; on obtient n
donc enfin, pour lé développement de 1. (I+x),
x x3 x3 xi x® x6 \
224. N. B. Par la méthode précédente , les coefficiens B, C, D, E . . . . . ont tous été déterminés en fonction de A ; mais ce dernier coefficient est resté complètement indéterminé. Or cela doit être d’après la nature de l’expression que l’ôn s’est proposé de développer ; car , puisqu’on peut former une infinité de systèmes de logarithmes , il faut qu’il existe, dans le développement général de 1. (1+x), une quantité tout-à-fait arbitraire, qui serve à distinguer les systèmes les uns des autres. D’ailleurs, on a vu (n° 212) que les logarithmes d’un même nombre , pris dans deux systèmes, ne diffèrent que par un facteur, constant pour tous les nombres ; ainsi , la quantité indéterminée doit être un facteur commun à toute la série ; et c’est pour cette raison que l’on a trouvé
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Le nombre A est (n° 212) le module dont la valeur particulière caractérise le système de logarithmes' que l'on Veut considérer.
225. L’hypothèse la plus simple qu’on puisse fairç , consiste à supposer A = 1 ; et l’on a , en désignant par 1' ( 1 +ar ) , ce système particulier de logarithmes ,
Si l’on donne à x toutes les valeurs possibles , on formera successivement tous les logarithmes de ce système qui a reçu le nom de Système naturel ou Système népérien (du nom de Neper qu’on regarde comme l’inventeur des logarithmes). Occuponsnous de la formation de ce système , puisqu’il sera facile d’en déduire ensuite tous les autres , soit en donnant à A différentes valeurs , soit par la formule du n° 212.
1 Faisons, dans la série (5), * = 0; il vient 1' 1 =0.
Soit encore x= 1 ; il en résulte!' 2= 1-
série très peu décroissante qui exigerait que l’on prît un très grand nombre de termes pour obtenir une approximation suffisante; il faudrait, par exemple, prendre les cent premiers termes pour avoir la valeur de l'2 à 0,01 près (n° 176). En général, la série ne saurait donner les logarithmes des nombres entiers, puisqu’on obtiendrait , pour tout nombre au-dessus de 2, une série dont les termes iraient en abgmentant.
Voici les principales transformations que les analystes ont effectuées pour conduire à des séries propres à donner les logarithmes des nombres entiers, qui sont les seuls qu’on doive placer dans les tables : - • ’ •
Première transformation , Soit fait, dans la, série (5), x = - ;
il obtient, en observant que 1' ^ 1 + - \ = 1' [y + 1) •— 1' y,
i'fy+.i)-i'y^.-A + 1 1
y ' "if %3 if
SÉRIES I OGARITIlSKp ES.
En faisant successivement y = 2, 3 , 4 , S. ..
on trouve
l'a-va-1-1 +1 -i-
U la“ 3 |8 + 81 324 +
‘‘•-•'«rirH+lSr
La première série donnera le logarithme de 3 au moyen du logarithme de 2 , la seconde lo logarithme de 4 en fonction du logarithme de 3. . . .,et ainsi de suite. Le degré d'approximation pourra toujours être apprécié ( n° 176 ) , puisque les séries sont composées de termes alternativement positifs ét négatifs qui diminuent de plus en plus.
Seconde transforma! ion. On parvient à des séries beaucoup plus commodes, par le moyen suivant :
jf
Substituons dans la série l'(l +.x)
— x la place de x, -,
•i • . i//i \ x x* xi '
11 vient.. l'(l— *) = — - — ;
d’où, en retranchant ces deux séries l’une de l’autre, et en observant quel'(l+.r) — l'(l -i—x) =1' '
„ 1 ■+■ x -fx x3 xs xJ xs \
1 ÏZ^=2(i+3 +t+ 7 * 9 +
Pour qué les termes du second membre décroissent rapidement , il faut que x soit une fraction très petite; et dans ce cas, 1 q- x
y— - est plus grand que l’unité, mais en diffère fort peu.
Posons donc y ^ = 1 + - [z étant au moins égal à 1 ) ; il vient (1+x) 2=(1 ^-rx) (2+ 1); , '
d’où , en réduisant , »
Donc la série précédente devient
ou
(i. + !)>/' B(2i+1)ST
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Cette série donne également la différence entre deux logarithmes consécutifs ; mais les termes décroissent beaucoup plus rapidement que la série (6).
Soit fait successivement «=1, 2, 3, -4, 8 ; on
trouve
l'3 — 1^ — 2(g + 3^3 + g7gs+7^7+*‘*) > l'4-l'3 = 2 (J + ~ ^ + ~ + . . .) , .
Soit z = 100 ; il en résulte
l'IOl ==l'100 + 2
(JL
série dans laquelle, le logarithme de 100 étant connu, le premier terme suffit pour donner celui de 101 avec sept chiffres décimaux (*).
Il existe encore des formules bien plus expéditives qui servent à exprimer des logarithmes en fonction d’autres déjà connus ; mais ce qui précède suffit pour donner une idée de la fucilité avec laquelle on pourrait construire des tables.
226. Les logarithmes népériens étant calculés, il est facile de former un tout autre système.
Par exemple, pour former le système ordinaire, il faut (n° 212) multiplier chaque logarithme népérien par le module
p— j— . Ce nombre a été calculé avec tout le degré d’approximation -que l’on peut désirer ; et sa valeur en décimales est 0,4342944819...: c’est le module propre à passer du système naturel au système dont la base est 10.
Ce module exprime d’ailleurs le logarithme ordinaire de la base du système népérien ; car, en appelant e cette base , on a l’équa-
(*) oyez la première note placée A la fin de ce chapitre.
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tien e|,,o=10; d’où, prenant les logarithmes dans le système ordinaire ,
1'. 10x1. «=1.10= 1 ; donc, l.e=p^ = 0,43429
Comme les tables ordinaires peuvent être déduites de ce qui précède, on peut s’en servir pour déterminer le nombre auquel correspond le logarithme ci-dessus ; et l’on trouve
Ainsi, e = 2, 71 828 18284...'.
Nous allons bientôt parvenir à ce même résultat par une autre voie.
227. Développement en série de l’exponentielle a*. — La liaison qui existe entre les quantités exponentielles et les logarithmes [liaison qui Consiste en ce que, a représentant la base d’un système de logarithmes , x est (n° 208) le logarithme de l’expression ar] , nôus conduit à chercher s’il ne serait pas possible de développer a* suivant les puissances de x ; ce qui donnerait alors le développement d’un nombre en fonction de son logarithme , question inverse de la précédente.
Supposons donc ce développement trouvé, et soit
a* = 1 + Ax + B.r’ + Cx3 + Dx4 + .... (1) ; <
si l’on fait x = 0, l’équation se réduit à a° = l, résultat, exact; ainsi cette forme do développement est admissible.
Pour déterminer A, B, C, D...., remplaçons x par x; il vient
s" = 1 -f Aj + Bi1 -f- Cz3 -l-Dîi -y- .... [2) ; *
retranchant ces deux équations l’une de l’autre, on a ax — a== A(x — z) + B (x*— z ’) + C [x3— z3) + D (x4 — zi) + . . .(3),
équation dont le second membre est divisiblé par x — z; ainsi il faut tâcher de mettre ce facteur en évidence dans le premier. Or, on peut mettre a* — a- sous la forme az (aa'—s — 1) ; doqo si l’on remplace , dans la série (1) , x par x — z , il vient
as(ax— - — l) = a* [A(x — z) + B (x — z)*+ G (x — z)3 + . . .
Substituant dans l’équation (3), à la place de a* — az, la valeur
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qu’on vient d’obtenir, et divisant les deux membres par jr — z, ou trouve ' . %
az [A-f-B (x — *) + C (x — *)’+ . . .]
= A + B(x+ z)4-C(x34-xz-pz3)4-
Faisons maintenant x = z dans cette dernière équation; elle se réduit à ar.A = A-f 2Bx-f3Cx3-f4Dx3 -fSEx4-f . . ,t ou remplaçant a* par son développement (1),
À 4* A’x 4* ABj*4’ ACx3 -f • • •=== A -f2Bx 4* 3Cx3 4~ 4Dx3 . • • Egalant séparément les coefficiens des mêmes puissances , on obtient les équations
A=A, A3=2B, AB=3C , AC=4D...; d’où l’on déduit
Aa ' ..A3
La loi du développement est manifeste : le terme qui , dans la
série (1), en a n avant lui , a pour expression - . — ; .
1 «!2>Os4*. »w
On voit que tous les cofficiens B , C , D . . . sont exprimés en fonction du coefficient A qui reste encore indéterminé , c’est-àdire que la méthode qui vient d’être suivie ne suffit pas pour le faire obtenir ; mais il n’en a pas moins une valeur unique qu’on
trouve par l’artifice suivant î -
On peut mettre a* sous la forme (1 -fa — l)x, ou (1 + b)T, eu posant, pour abréger, a -r- 1 = 4. Or , si l’on développe (1 -f à)x d’après la formule du binôme, on a
(l4-4)r=l.f.-A + | 4>4--.—jp .-^-j-.b3+
mais en ne tenant compte, dans ce développement, que de la partie affectée de x, il est aisé de reconnaître que cette partie a pour expression ,
-Vi— T+ 3~ T+_5 ‘J*’ y
d’ailleurs le coefficient de x, dans la série (1), est égal à A. On n donc . ' -
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ou bien, remplaçant 3 par sa valeur a — 1,
On représente ordinairement par k l’expression
—j 1 g — . . ainsi, substituant k à la place
de A, dans les valeurs trouvées pour B , C , D . . . . , et reportant ces valeurs dans la série (1) , on obtient enfin
, hx k* jr’ k3x* A4x4
or = 1+T+TT2 + ITO+ 1.2.3.4 +
Tel est le développement de l’exponentielle a* en série.
228. Conséquence ». Si, dans cette série, on suppose x=l, elle devient
d’où l’on voit que a est exprimé en fonction de A, de même que la relation A=° 1 — — - * ^ — p donnait k en fonction
de a.
Cela posé , cherchons la valeur particulière de a , qui correspond à A= 1, et désignons par c cette valeur particulière ; nous trouvons
C==l + î +0 + ÏTO"f1.2.3.4+
série décroissante (*), dont les 11 premiers termes donnent pour somme ,
2,7182818 à 0,0000001 près.
La comparaison de ce résultat avec le nombre obtenu n” 226 , pour la valeur de e, base du système népérien , semble indiquer que c et e sont identiques ; or, c’est ce qu’on peut démontrer immédiatement.
(*) Voyez la première note placée A la fin de ce chapitre.
aa
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En effet, soit posé dans la formule (4), kx = 1 , d’où x = elle devient
ce qui donne nécessairement a — c.
Prenant les logarithmes des deux membres de cette dernière égalité dans le système qui aurait pour base c, on trouve
|.lasl, d’où 1 a — h,
ou, mettant à la place de h sa valeur (n° 227) ,
ou bien encore , posant a=l+x, d’où a — 1 =x,
, , , x x1 xi
Or, cette formule est précisément celle qu’on a obtenue (n° 225) pour le développement du logarithme népérien de 1+x.
Donc les nombres c et c sont identique».
229. La formule (4) du numéro 227 peut prendre différentes formes qu’il est bon de faire connaître ici.
Considérons de nouveau la relation a =c, ou plutôt, a = e (puisque l’on a e=e), et prenons les logarithmes des deux membres dans un système quelconque ; il vient
|.la=lr d’où *=4^.
k le
Ainsi la formule (4) se change en celle-ci :
, x la x ’ /laV x 3 /la\*
aX~~ 1 +1*W‘ +T2AW + Lîl' lû/
C’est la forme sous laquelle on présente ordinairement le déve-
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loppement de a*, les logarithmes étant pris dans un système tout-à-fait arbitraire.
Cas particuliers. 1° Le nombre a peut être pris pour base du système de logarithmes. Comme ou a, dans ce cas, la=l,
et k = r^ , la formule devient le
T 1 x' ( 1’^ X3 ( IV aX==l + ÏTe+:TÏ'\Te)+üï7&'\h) +'-'
Tel est le développement d’un nombre quelconque en fonction de son logarithme pris dans le système dont la base est a.
2° Soit le nombre constant e pris à son tour pour base du système. Comme on a alors 1« = 1, d’où k = la, ou plutôt k — l'a, d’après la notation du n° 225, il résulte de cette hypothèse
= i+ j-i'« + râ’(1,a),+T^3*{1'a)î+*
3° Enfin, soit posé a — e, ce qui donne nécessairement
la , .
j- ou k = 1 .
le
La formule se réduit à
x3 t x4 ÏT2T3+1.2.3.4+
Cette série , qui est la plus usitée , donne le développement d’un nombre en fonction de son logarithme népérien.
Nous verrons, dans le dernier chapitre, les conséquences que l’on déduit de toutes ces formules. Mais nous pouvons , dès à présent , faire remarquer comment le développement des logarithmes en série se déduit du développement des exponentielles.
t • la m .
D’abord, la relation ft=— , qui se réduit k k — l'a lorsqu’on prend e pour base du système de logarithmes, donne (n° 227),
OU
NOTE SUR LES SÉRIES CONVERGENTES
Le développement d’une fonction en série a principalement pour but de donner en nombres approchés la valeur numérique de la fonction , lorsqu’on attribue des valeurs particulières à la variable qui y entre. Mais pour que ce but puisse être atteint, il faut que la série soit du nombre de celles que l’on nomme convergentes. Il est donc important d'établir les caractères de ces sortes de séries : tel est l'objet qu’on se propose dans cette note , qui servira ainsi de complément , tant aux applications que nous avons faites de la formule du binôme à l’extraction des racines ( n” 175, 177 ), qu’au calcul des logarithmes par le moyen des séries.
1. Une série indéfinie est dite coxvkxgivtx, lorsqu’on peut assigner une limite de l’erreur que l'on commet en prenant les « premiers termes de la série; cette limite doit d'ailleurs être susceptible de devenir moindro que toute grandeur donnée, pourvu que l’on prenne ri suffisamment grand.
Il faut avoir reconnu que ces conditions sont remplies pour pouvoir affirmer que la série est convergente.
Par exemple, toutes les séries dont les termes, étant alternativement positifs et négatifs, décroissent continuellement et indéfiniment , «ont des séries convergentes , puisqu’on a vu ( n° 176 ) que la différence entre la valeur numérique de la série tout entière et la valeur numérique de la somme des n premiers termes est moindre que le ( n -J- 1 )•*"» terme, lequel peut, par hypothèse , devenir aussi petit que l'on veut quand on prend n suffisamment grand.
De même, toute progression par quotient décroissante à l’infini, est une série convergente, puisque (n° 195 ) la différence entre la somme y-
de tous les termes et la somme des n premiers termes, est exprimée par j >
quantité qui peut devenir moindre que touto grandeur donnée, pour une valeur de » suffisamment grande.
Un caractère important des séries de la première espèce dont nous venons de parler, est que 1e rapport d’un terme quelconque à celui qui le précédé est une quantité négative , constante ou variable, i/ini» toujours numériquement moindre que 1 .
Dans les séries de la seconde espèce, le rapport est uno fraction posilico constante.
HOTE
2. A ces deux espèces de séries qui Tiennent d’être caractérisées comme des séries convergentes, il faut en joindre deux autres qui se rencontrent souvent dans les applications :
1° Une série dont tous les termes sont de même signe , peut être regardée comme convergente , toutes les fois que le rapport d'un terme au précédent (pouvant d’abord être plus grand que 1, ce qui suppose que les premiers termes iraient en croissant) finit par atteindre une valeur moindre que 1, et va ensuite continuellement en décroissant.
En effet, dès que l’on est arrivé au terme dont le rapport au précédent est devenu moindre que 1 , si l’on fait la somme de tous les termes compris depuis le premier jusqu’au terme en question, ou jusqu’à un autre terme plus éloigné, on obtient la limite de l’erreur en supposant que le rapport devienne constant à partir du terme auquel on s’arrête ; et cette limite est alors la somme d’une progression géométrique décroissante ayant pour premier terme celui qui suit le terme où l’on s’arrête, et pour raison le rapport supposé constant; limite que l'on peut d’ailleurs rendre aussi petite que l’on veut, en prenant un nombre de termes suffisamment grand, puisque dans a
l’expression
-, a est supposé diminuer indéfiniment.
2° Une série dont tous les termes sont de même signe, est encore convergente lorsque, ses termes allant en décroissant, le rapport d'un tonne à celui qui le précède augmente au lieu de diminuer, pourvu toutefois qu’fi no puisse dépasser une certaine valeur numériquement moindre que I.
Dans ce cas, la limite de l’erreur est une progression géométrique décroissante dont le premier tenue est celui qui suit le terme auquel on s’arrête , et qui a pour raison la valeur maximum du rapport.
3. Il est d’ailleurs évident qu’une série ne saurait être convergente, 1° si le rapport d'un terme au précédent était constamment égal à 1 ; car, dans ce cas , tous les termes étant égaux , leur somme serait égale à l’un d’eux répété une infinité de fois, et serait par conséquent infinie , quelque petit que fût chacun des termes : l’erreur que l’on commettrait en prenant n termes, serait elle-même infinie.
2° Si le rapport d'un terme quelconque au précédent était plus grand quo 1 , constant ou variable car, dans ce cas , la somme de tous les termes serait, à plus forte raison , infinie.
Ainsi, aucune série croissante , c’est-à-dire dont les termes vont sans cesse en augmentant, ne peut être convergente.
4. Il y a même des séries décroissantes que l’on ne saurait regarder comme convergentes , parce qu’on reconnaît que là somme de tous leurs termes est infinie p et que par conséquent la limite de l’erreur est aussi une quantité infinie , ou réciproquement.
Considérons, par exemple, la série
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connue sous le nom de série harmonique ; et prenons le rapport de deux termes positifs quelconques
11 vient
Or, on voit que ce rapport, qui est constamment moindre que 1, augmente A mesure que n augmente et se rapproche de plus en plus de Vtrnité , qui peut ainsi être considérée comme la limite en plus , ou comme le maximum de ce rapport. Il y a donc lieu d’appliquer à la série ci-dessus ce qui a été dit pour le premier cas du numéro précédent; c’est-à-dire que la limite de l’erreur est la somme des termes d’une progression géométrique ayant pour raison l’unité, somme qui est nécessairement infinie (n° 3). Donc enfin, la somme des termes de la série est el/e-méme infinie.
C’est, au reste, ce qu’on peut vérifier d’une autre manière.
En effet, si , dans la série (5) du numéro 225 , on pose 1 -(- x = y, il vient
Soit fait maintenant y = 0 dans cette égalité ; on trouve
Or, on «ait (n° 213) que, dans tous les systèmes de logarithmes dont la base est plus grande que l’unité, le logarithme do 0 a pour valeur Vin fini négatif;
donc la valeur de la série + J + ^ + infini».
Pour. peu d’ailleurs qu’une série tirée de (1) décroisse plus rapidement que la série harmonique , elle aura nécessairement une valeur finie; cary, quelque petit qu’il soit , a une valeur finie ; ainsi il doit en être de même de son développement. Toutefois, pour reconnaître si la série est véritablement convergente , il faut pouvoir assigner la limite de l’erreur commise lorsqu’on s’arrête à un terme de rang quelconque.
Or, si l’on pose y = ^ , s pouvant être un nombre très grand, il vient
Le rapport de deux termes consécutifs est
ê*=i).î=ifOUi£i-.ifi±2y
quantité plus petite que la fraction constante de plus en plus à mesure que n augmente.
. , mais qui s’en approche
On a donc (2e cas , n° 2) pour limite de l’erreur, la somme d’une progression décroissante dont le premier terme est eelui qui suit le terme auquel on
s’arrête, et qui a pour raison le nombre constant -
Cette fraction est d’autant plus petite, et par conséquent la convergence de la série est d'autant plus sensible , que s est plus petit.
Soit, par exemple, x=2, ce qui donne
12==— (2 8”^24"^64"^ÏM"^384'^"'
On a ici
Ainsi , la limite de l'erreur que l'on commet en prenant les 5 premiers
termes pour la valeur de la série totale, est y- - — = j =r —
I — (J - 1 loi
En général , la limite de l’erreur est, pour cette série , le double du terme qui suit celui auquel on s’est arrêté.
S. Nous allons actuellement revenir , tant sur les applications numériques de la formule du binôme, que sur les séries particulières qui ont été déduites des séries logarithmiques ou exponentielles ; et nous ferons voir que toutes les séries obtenues rentrent dans les différons cas examinés ci-dessus.
D’abord la série générale du numéro 174, étant telle que les termes, à partir du seeond , sont alternativement positifs et négatifs, il faut encore s’assurer si les termes vont en décroissant et peuvent devenir aussi petits que l’on veut.
Or, en désignant par p le réng d’un terme quelconque, il est facile de voir que l’on a, pour le rapport de ce terme au précédent ,
, a étant supposé < x;
ce qui prouve que chaque terme de la série est une partie du précédent , plus petite que la fraction marquée par Ainsi , les termes diminuant iodé-
Uniment, la série rentre dans le premier cas du n° 1 de cette note.
Dans la série du n° 177, tous les termes sont de même signe à partir du second.
quantité que 1 on peut mettre sous la forme - — -. — — — . -, on voit que
ce rapport est constamment moindre que - , et qu à mesure que p aug-
Mais le rapport du püme terme au précédent étant
meute, ce rapport approche de plus en plus de la fraction -,quien est par
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conséquent la limite en plus, ou la valeur maximum. Ainsi, cette série tombe dans le second cas du n* 2 ; c’est-à-dire que la limite de l'erreur commise est la somme d’une progression décroissante ayant pour premier terme celui qui suit le terme auquel on s’arrête , et pour raison lo rapport
maximum
se
En appliquant ce principe au 4e exemple proposé n° 177, on reconnaît
que les 8 premiers termes de la série donnent la valeur de (/ 108 à moins de 0,00001 pris.
En général , on peut démontrer que la série qui représente le développement de (l-j-s)"* est convergente tant que s est une fraction positive ou négative, m étant d’ailleurs différent d’un nombre entier et positif. Mais cette démonstration, qui n’offre aucune difficulté d’après les principes établis ci-dessus, nous entrainerait trop loin, et nous la proposons comme exercice. 6. Passons aux séries logarithmiques et exponentielles.
La série
1' (Ï + 1) — Vy=y~ +
obtenue n°225, rentre dans le premier cas du n° 1 , puisque les termes, étant alternativement positifs et négatifs , décroissent indéfiniment.
Quant A la série du même numéro ,
Y (s-J- 1) 1' s = 2 (às 4-1 "^3(2x-f-l)J 5(2x4- 1)s
on a, pour lo rapport de deux termes consécutifs quelconques,
2n — 1 ‘ (Zx+l)2 °U (2x4- J
ce qui prouve que le rapport est constamment moindre que — — -, mais
qu’il s’en rapproche de plus eu plus à mesure que n augmente , et qu’il a cette fraction pour limite.
La série se trouve donc encore dans le second cas du n" 2. Le rapport
maximum serait ici — — ) — fraction très petite 6i s est très grand.
Enfin, la série qui donne qr (n°227), finit toujours par devenir convergente , quels que soient a et x, puisque le rapport de deux termes consécutifs
est — , fraction qui a zéro pour limite relative à l’accroissement de n.
7. Nous terminerons cette note par une remarque sur la base o du système népérien.
On a trouvé, u» 228 ,
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Or il est aisé de démontrer, 1° que cette série est le développement d’un nombre incommensurable ; 2° qu’elle est convergente , et que pour chacune des sommes partielles des deux premiers, des trois premiers... termes, la limite de l’erreur peut être assignée.
D’abord e ne peut être un nombre entier , car on a évidemment
et cette seconde série est une progression décroissante qui (n° 195) a pour somme Vunilé.
Il suit de là que l +77^ + ^ ■ , + . . . est moindre que 1 , et par consé-
quent que 0 est un nombre qompris entre 2 et 3.
Je dis, en second lieu, qu’aucun nombre fractionnaire exact ne peut exprimer la valeur de e.
En effet, soit, s'il est possible, e égal i - , w et s étant deux nombres
entiers, et n m , mais 1 . En poussant la série jusqu’à ce qu’on parvienne aur termes dont les dénominateurs renferment le facteur n, on aura
ou simplement — = #-J -S,... (2)
(en posant, pour abréger,
“ "I" OM.a-.S 1.2. 3... (»— 1) n ’
Cela posé, multiplions les deux membres de l’égalité (2) par 1.2.3 — n ; il vient
Mais le premier membre de l’égalité (3) est évidemment un nombre entier ; il en est do même de la première partie, 1 .2.3. . .».«, du second membre, puisque tous les termes dont se compose « sont des fractions ayant pour dénominateurs des sous-multiples du facteur 1 .2.3. . .n, par lequel on a multiplié «. Donc, pour que l’égalité (3) subsistât, il faudrait que 1.2.3...».?. fût aussi un nombre entier. Or , cela est impossible , car cetto expression se réduit, lorsqu’on remplace S par sa valeur, A la série
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laquelle a évidemment une valeur moindre que celle de la progression
lT(» + l)‘+ '
dont la limite (n® 195) est
Donc enfin, l’égalité ~ = 2-f ô
est elle-même impossible , et la base e ne saurait être égale 4«un nombre comraensurable.
Le calcul précédent peut servir à faire estimer la limite de l’erreur que l'on commet en prenant pour la valeur de e, la somme des n premiers termes de la série.
En effet, l'erreur commise est marquée par
,= 1 (JL-+
n + lT
mais on vient de voir que la série entre parenthèses est moindre que -. On a donc ,
e ^TTâTiTTT»»' '
Soit » = 10, ce qui revient à prendre les 1 1 premiers termes dans la série
l+i+ô+ •; ontrouve 6<36»<0'000^3-
Donc la somme des 1 1 premiers termes ne diffère de la vraie valeur de e que d’une quantité moindre que 0,0000001. ( Voyet le n" 228.)
A'. B. On parvient également 4 la limite
en appliquant directement 4 la série (1) le premier cas du numéro 3.
En effet, le rapport du (n-f-l)**1"' terme de la série aii n'*"*» est évidemment
j — - , quantité qui diminue de plus en plus 4 mesure que » augmente.
Donc, la limite de l’erreur s’obtiendra ( n° 3) en supposant que le rapport
« | î rcs*e constant à partir du ( n -J- 1 )<*me terme j et l’on aura pour cette
limite ,
re qu'il fallait trouver.
NOTE sur le calcul de V erreur à laquelle donne lieu l’emploi de la proportion que prescrit l’usage des tables de logarithmes (voyez n° 214, et Arithm., n°267).
Pour calculer les logarithmes des nombres entiers et décimaux qui ne sont pas dans les tables ordinaires, et pour revenir de ces logarithmes aux nombres correspondans , on suppose, 1° que les différences entre les nombres sont proportionnelles aux différences entre leurs logarithmes ; 2° que les logarithmes placés dans les tables sont tout-à-fait exacts.
Or ces deux propositions ne sont rigoureusement vraies ni l’une ni l’autre. Il est donc nécessaire , après avoir fait voir d’abord sur quels principes repose la proportion ci-dessus, de calculer ensuite le degré d’approximation qu’elle fournit et l’erreur qu’elle peut produire lorsqu’on a égard aux deux causes d'inexactitude dont elle est affectée.
1. Premier principb. Soient n -f- 1 et n deux nombres entiers consécutifs, la différence A , ou 1 (n-f-l) — 1 n , de leurs logarithmes , diminue à mesura
que n augmente ; et elle êst toujours moindre que la fraction ji-.
4 Ln «
On a en effet
ce qui prouve déjà que A diffère d'autant moins de I. 1, ou de 0, que le nombre n est plus grand.
Si maintenant on fait, dans la formule du numéro 223, x = — , on trouve
série qui donnera la valeur de A avec un degré d’approximation d’autant plus rapide que n sera plus grand.
Comme on a d'ailleurs ( n° 226 ) A = 0,43. . .<^ , et que la série
î— 4- etc., est (n° 176) moindre que - , il en résulte nécessairement
A Ce qu’il fallait démontrer.
Àn
Soit , par exemple , n — 10000; il vient
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c’est-à-dire que la différence est moindre que la moitié de l’unité de l’ordre du 4' chiff re décimal.
Ceci explique comment, dans une seule page des tables de Callet, et n partir do 10000, on a pu placer un aussi grand nombre de logarithmes. Chaque page renferme 60 lignes horizontales, chaque ligne 10 logarithmes; et comme il résulte de ce qui rient d’être dit , que les trois premiers chiffres décimaux Sont nécessairement communs , même à plusieurs dizaine e successives de logarithmes , il suffisait d’écrire une seule fois en marge ces trois chiffres, et de placer ensuite à part les quatre derniers qui correspondent à la variation du nombre.
[Comme les tables de Callet s’étendent jusqu’à 108000, on a placé quatre chiffres décimaux en marge , pour tous les nombres au-dessus de 100000 ( parce que l’on a , dans ce cas , A 0,000005), ce qui a permis alors de présenter les logarithmes de ces nombres avec 8 chiffres décimaux au lieu de 7, sans rien changer à la disposition adoptée pour les nombres compris entre 10000 et 100000.]
Secosd niacirx. Soient A, ou et A', ou
1 (n F 2) — 1 (» + 1) , deux différences consécutives de logarithmes ; je dis que cee différence s peuvent être regardées comme égales toutes les fois que n est au-dessus de 10000.
On a en effet A:
et A' = l(» + 2)-l(* + l) = l(ji±!);
d’où a - a' = i ( sliffi. + 1 ) = lYl + I V
ou bien , posant dans la formule du numéro 223, x —
et par conséquent, puisque A “ 0,43. . . , A — A'<[ Cela posé, soit » = 10000; il en résulte
c’est-à-dire que la différence entre deux différences consécutives de logarithmes de nombres au-dessus de 10000, est moindre que la moitié de l’unité de l’ordre du huitième chiffre décimal.
On voit encore pourquoi l’on a pu placer dans les tables, pour tous les nombres au-dessus de 10000, les différences entre deux logarithmes consécutifs. On peut regarder ces différences comme constantes pour un grand nombre de logarithmes , puisque la variation d'une différence à l'outre ne
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porte que sur le neuvième chiffre décimal , et que les tables n’en renferment que sept.
3. Conséquence ries riens propositions précédentes. Admettons pour un instant que , pour tous les nombres au-dessus de 10000, h des accroissemcns égaux de nombres correspondent des accroissemcns égaux de logarithmes , ce qui est sensiblement exact, d’après ce qu’on rient de reconnaître | je dis qu’alors les différences de logarithmes sont proportionnelles aux différences de nombres.
En effet, soient n, n -j- 1, deux nombres entiers consécutifs au-dessus de 10000, un nombre fractionnaire compris entre n et n -}- 1 ; on peut
toujours regarder les trois nombres n , » -f- 1 , comme faisant partie
d’une progression par différence , ayant « pour premier terme , - pour raison, n-j-^ pour (p -J- l)o"le terme, enfin, «-f-- oun-f- 1 pour dernier terme;
c’est-à-dire que l’on a
Or, on a supposé que les différences entre les logarithmes des nombres entiers sont sensiblement égales; donc, à fortiori, les différence» entre les 1 2
logarithmes de », » -J — , n -1 — . ., peuvent être regardées comme égales. 9 9
Ainsi , en désignant par d'là différence on aura pour les
logarithmes qui correspondent aux termes de la série ci-dessus ,
-f lw.l» -f* J.lw -f-2cT. . . . \n . . . 1« + qiït ou l(i»«4*l).
De là résulte nécessairement la proportion
(n + 1) — n : — n : : ( In + qf) — 1* : (U ~ ** »
puisqu'on réduisant, on trouve
I : P- :: qf : pf
ou q:p::q-.p.
La légitimité de la proportion étant établie pour les cas où les nombres sont très grands et ont entre eux une différence au plus égale à 1, nous allons passer au calcul de l’erreur qu’elle occasionej erreur qui, comme nous l’avons déjà dit, résulte de deux causes que nous aurons à considérer successivement.
4. Calculons d’abord l’erreur qui résulte de l’inexactitude de la proportion ( les logarithmes employés étant supposés exacts.) '
Soient « un nombre supérieur à 10000, l son logarithme , / -f- A celui de * -f- 1 ; soient encore « -f- d un nombre compris entre n et n + 1, l -f-«A son logarithme , d et m représentant ici des fractions.
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(Tous les nombres ». I, A, d, m, sont supposés rapportés à la même unité. )
Cela posé , la quantité * qu’il faut ajouter à / pour avoir le logarithme de ti-j- d, se détermine ( n“ 214 ) par la proportion 1 : d : : A ; x , d’où x = <fA ■ ce qui donne / + d\ pour le logarithme de ÿ +d, tondis qu’on devrait avoir l -J- »»A.
l’erreur commise est donc exprimée par e = (m — d) A , ou e = (d m) A,
suivant que l’on a m ou d.
De même, la quantité y que l’on doit ajouter à n pour avoir le nombre correspondant à / -f- mà, est fournie par la proportion A : »«A :: 1 : y, d’où y = m , ce qui donne » + m pour le nombre cherché , tandis que l’on devrait avoir » -J- d.
l’erreur commise est donc exprimée par e' — m — d, ou e' = d m.
D’où l’on voit que , dans les deux cas , l’erreur provient de ce qu’on prend l’une pour l’autre les deux quantités m et d. Ainsi, nous sommes conduits à chercher la différence de ces deux quantités.
Or, on a (n° 209) les égalités fondamentales
d'où, divisant la seconde par la première,
ou , multipliant celle-ci par la première (10 = » ) ,
J-wiA , , /, , l\w
10 , ou = 1 -J — J .
Développons ^1 -J- * par la formule du binôme démontrée générale-
mentn” 182, multiplions le résultat par », et retranchons ensuite «de chaque membre de l’égalité précédente ; il vient
1 1.2.7» + 1.2.3.»» — etc-
Dons cette série, le quotient de la division du terme qui en a r avant lui,
par le terme précédent ( voy. le n° 2 de la première notq), est iüZ_!ü).L
quantité évidemment négative et numériquement moindre qùe l’unité, puisque l’on a m < 1 et » > 1. Ainsi , les termes sont alternativement positifs et négatifs, et décroissent indéfiniment. On a donc (n° 176)
d’où m — d
Mais on sait (n° 107) que le produit m (1 — 7») de deux facteurs »n, 1 — »«, dont la somme est 1, a pour maximum ou|. Ainsi, lu dernière égalité
se réduit enfin à m — d — - .
on
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Il est aisé maintenant d'apprécier le» deux erreurs e =(m — d) A, e'=»« — il, pour le cas de n = ou ^ 10000.
lo On a, en vertu de l’inégalité précédente,
et comme on a trouvé (note n l) A •< — ^ — > *1 en résulte
L’erreur e étant moindre que le seizième de l’unité de l’ordre du 8” chiffre décimal , ne saurait porter sur les 7 premières décimales du logarithme cherché.
2° On a c<- 80000 ^ 8 ’
c’cst-H-dire que, quand on réduit en décimales le 4” terme y=-m, pour l’ajouter à n, l’erreur ne peut porter sur le 4" chiffre décimal; mais on ne serait pas sur de l’exactitude du 5 chiffre ( ).
5. Calculons actuellement l’erreur qui résulte de VinexaolUude des logarithmes ( la proportion étant supposée exacte ).
Pour cela, nous allons, dans ce numéro, rapporter les logarithmes tabulaires ainsi que leurs différences, à l'unité décimale du T ordre, ce qui revient à lès rendre tous 10000000 fois plus grands , ou à les regarder comme des nombres entiers. Cette hypothèse n’a nul inconvénient , puisque l’on ne considère, dans la proportion, que les rapports des différences.
De là il résulte que, les logarithmes étant généralement fautifs, en plus ou en moins , d’une quantité qui a pour limite supérieure la moitié d’une unité décimale du dernier ordre (Arith., voyez le JV. B. n» 99), cette limite se trouvera représentée par
Paxaiix* WISTIOIC. Étant donné un nombre, déterminer son logarithme.
Soit n 4- d un nombre dont oïl demande le logarithme , n étant la partie entière et d la partie fractionnaire ; soit de plus, l, l' , les logarithmes de n, „ 4- 1 tels qu’ils sont fournis par les tables. Appelons . et »' les quantités quTl faudrait ajouter aux logarithmes l et V pour les rendre exacts, ces quantités pouvant être positives ou négatives, et ayant ^ pour limite (d’après ce qui vient d’être dit ). ... . . , ■»
En supposant la.proportion exacte, comme nous le faisons ici, on trouverait
(•) Le. «lent, qui viennent d’être établis dans ce numéro .ont dus , pour le fond , à Bertrand de Genève.
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que le logarithme «le n -j- d es! égal à l + i, augmenté d'une qhanlité x déterminée par la proportion
I : d : : (/'-{- 17) — (1 + t) ‘ x ; d’où, en posant V — / j=4» r = d *( A •?{- if — i) ;
ce qui donnerait Iog (n •+■ r/) = / -J- t -{- d (A -f- ir — t). ■ »
Mais, au lieu de cela, on pose la proportion
d : : A :’x, d’où jrzs d A
puis O» ajoute d A à /, en rejetant même toute la partie fractionnaire du produit d A, sauf à augmenter le dernier chiffre d’une unité, s’il y a lieu, ce qui •
peut occasioner une nouvelle erreur dont la limite est En représentant
Cette erreur par f on prend ainsi /-f- d A — f pour le logarithme de n -f* rf* Donc l’erreur filiale est
E ~ l “I-* t d (A -j- ir — t ) — — / — d A -J- f ~ f (l ■- d j -J- t f d •}• f,
Si 1 on suppose que les trois erreurs », i', f, atteignent leur limite jr, ce qui
est évidemment le cas où l’erreur totale E est aussi grande que possible, il en résulte • .. •
E = l(l-rf + d+t)-1i
c'est-à-dire que, dans la recherche du logarithme d’un nombre l'erreur pro- •
venant lie l’inexactitude des logarithmes tabulaires peut s’élerer,soH en plus, «oit en moins, jusqu'à une unité décimale du 7e ordre, ou, généralement, du dernier ordre décimal des logarithmes fournis parles tables que l’on emploie.
fi. Sfxobue (jrrsTioi. Étant donné un logarithme, déterminer le nombre qui lui correspond. ’ 1
Soit /-{-<? un logarithme compris entre l et V , (i désignant toujours V — I, et o' étant aü plus égal à A — 1.
On prend ordinairement pour le nombre cherche, » la fraction ^
étant tirée de la proportion . A : <f : :4 : ÿ-"’ . ; ‘
Mais d’abord, le logarithme donné l + à, étant poussé seulement jusqu’au degré d’approximation des logarithmes tabulaires, est passible d’uue erreur
positive ou negativè qu’on peut représenter par -f- t ”, et dont la limite est i.
En outre, les deux logarithmes l, l’, peuvent, comme ei - dessus , être
fautifs des quantités positives ou négatives — f— ■ -f- i’, dont la limite est g.
Ainsi, la proportion à établir devrait être,
•AJ
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ou A + i : f +<"— » : : I : y. d’où y = >’
oo qui donnerait pour le nombre cherché,
Donc l’erreur que l’on commet en prenant n -J-— au lieu de cette expres-
sion, est représentée par
— 1 . . . il), ou
eP+ i’ . *
— — rj> ou <T
suivant que l’on a
Premier tas. Pour obtenir la limite en plus de la différence (1), il faut
tâcher d’avoir le maximum do
Or, la quantité i se trouvant à la fois au numérateur et au dénominateur, si l’on se rappelle ( AJ </., n» 6 ) que toute fraction augmente de valeur quand on ajoute un même nombre à Scs deux termes, il s’ensuit qu’on obtiendra d’abord
le maximum do la fraction ci-dessus en posant — « = -}".7 qui est la plus.
grande valeur que puisse recevoir cette quantité », ce qui donne
Actuellement, pour avoir le maximum relatif uux variations do «" cl de i’, il suffit dp rendre le nuùiératcur le plus grand et le dénominateur le plus petit
possible,’ ee qui so fait en posant «’"= + ^ , »”= — ry
Ainsi , ,1e maximum résultant des variations do i, i", est nécessaireutent
°'+ 2+<2 if+ 1
— — ou — .
Atê“ 2
Donc le maximum de la différence (1) est
Second cas. Pour obtenir la limite en plus de la différence (2), il faut avoir f
le minimum do
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Or, on peut prouver, pur on raisonnement analogue au précédent , mais inverse, que te minimum résultant de« variations des trois quantités », i" , est
IzH-
J — il
Donc le maximum de la différence (2) est
ou -
AA A
c’est-à-dire que, dans les deux cas, lu limite de l’erreur commise est V
Cette quantité croit de plus en ptus à mesure que l’on avance dans la table, puisqu’on sait (ii° J) que A diminue de plus en plus. ,v
7. Maintenant, il, est facile de prouver que des deux causes d’erreur qui ont été signalées au eomm Aeement de cette note , la seconde est celle à laquelle on doitdcfinitivcment s’arrêter, sans avoir aucun égard à la première.
En effet, dans la question qni a pour but de déterminer le logarithme d'un nombre donné, puisque l’on a reconnu (n” 4) que l’inexactitude de là proportion ne peut influer sur le dernier chiffre des logarithmes tabulaires, on doit considérer la proportion, comme tout-à-fait exacte , et no tenir compté; que de l'inexactitude des logarithmes, en observant (n° 5) que le demie'' chiffre décimal peut être fautif d'une i mité, en plus ou en moins.
Dans la seconde question ( trouver 1e nombre auquel appartient un.loga- ■ rithme donné) , la limite de l’erreur qui résulte de l’inexactitude des logarithmes tabulaires ne dépendant (n° 6) que de la différence tabulaire A, et par suite, des derniers chiffres do ces logarithmes, -chiffres sur lesquels l'inexactitude de la proportion n'a aucune influente, il s’ensuit. epeore que la première cause d’erreur peut être tout-à-fait négligée.-
8. Il ne nous reste plus qu'à faite l’application de la théorie précédente aux tables dont on fait usage ordinairement, c’est-à-dire aux tables de Callet.
Première question, ta proportion 1 : d : : A : * , d’où x == d A, (tonne (n“ 5) les 7 premiers chiffres décimaux, à un c unité du 7e ortlro- décimal près.
Ainsi , une somme de logarithmes ou do complémens arithmétiques peut être fautive d’uno quantité dont la limite est exprimée pat .autant d'unités décimales du 7° ordre, qu’il y a de parties dans cette somme. De.piéme, si, dans la vue d’obtenir uitc puissance d’un nombre, on multiplie son logarithme par l’exposant de la puissance, le logarithme résultant peut être fautif d’d niant d'unités décimales du 7e ordre, qu’il y a d’unités dans l'exposant de la puissance.Mais il n’en est pas de meme quand il s’agit d'une extraction de racine, parce que les erreurs qui affectent les logarithmes sont divisées par les indices des racines. ' • •.’ ’ ’ •
CALCUL DE L'ERREUR DES TABLES
Mai» comme il est d’usage de convertir — en décimales, voyons à quel
ordre do décimales il convient d'arrêter l'operation.
Pour cela, soit « la puissance do 10 qui doit exprimer le dénominateur de
la fraction décimale obtenue. Observons que, dans la transformation de —
en déchoies, on s'expose encore à commettre une erreur dont la liipite est
la moitié de Vanité de l'ordre du dernier chiffre décimal , c’est-à-dire =- .
Zu
On doit donc satisfaire à l’inégalité
- + — d’où : <^rr et par conséquent A>2*.
A Att u A 2» '
Donc, A doit être au moins le double do la puissance de 10 à laquelle on s’arrête. •
Cela posé , il résulte de l’inspection des tables de Gallet que, jusqu'au nombre 21809 , la différence tabulaire n’est pas plus faible que 200. Donc , pour tous les nombres compris entre 10000 et 21809, on peut, en réduisant
— en décimales , pousser l’opération jusqu’aux 100**w", et l’on est certain de
1 Exactitude du dernier chiffre décimal.
Passé ce terme et jusqu a 100000, nombre pour lequel la différence tabulaire est 44, orf ne peut compter que sut' l’exactitude du chiffre des 10*«w".
De priis, 100000 jusqu’à 108000, comtfie la différence se trouve encore exprimée par3 chiffres (dont le premier à droite représenté des unités du 8® ordre), on/pôut de nouveau compter sur l’exactitude du chiffre des iOO4*'1**', puisque cette différence va de 434 403, nombres plus grands que 200.'
Les nouvelles tables à 7- décimales, publiées par MM. Marie et Reynaud,‘onfc l’avantage de donner, sgu$ un format plqs commode , à peu près les mêmefc approximations que celles de Callet. Nous n’ôserions cependant pas affirmer, à cause de leur peu-d’étendue (elles ne s’étendent pas au-delà de 10000 ), que • |esdcnx eau scs. d'erreur signalées ci-des<us ne donnent pas plus d'une unité d’erreur sur le7c chiffre décimal lorsqifon cherche le logarithme d’un nombre, et plus de deux unités d’erreur sur le chiffre dès millièmes lorsqu’on cherche le, nombre correspondant à un logarithme. Mais l’emploi de ces tables, dans leur état actuel, n'en mérite pas moins d'être recommandé, en raison de la petite sse»dc leur for mat., y t
THÉORIE GÉNÉRALE DES ÉQUATIONS
Introduction. Les plus célèbres analystes se sont occupés dû problème de la résolution générale des équations d’un degré, quelconque à une seule inconnue; mais jusqu’ici leurs efforts ont été infructueux par rapport aux équations d’un degré supérieur au quatrième. Cependant les recherches qu’ils ont faites à ce sujet les ont conduits à des propriétés communes aux équations de tous les degrés, et dont ils ont ensuite tiré parti , soit pour résoudre certaines classes d’équations, soit pour ramener la résolution d’une équation donnée à celles d’autres équations plus simples. Nous nous proposons, dans cê chapitre.,, de faire connaître ces propriétés , et leur usage pour faciliter la résolution des équations.
5 Ier. DIVISIBILITÉ DES FONCTIONS ENTIERES. — • PROPRIÉTÉS
DIVISIBILITÉ DES FONCTIONS ENTIÈRES
230. Le développement des propriétés relatives aux équations de tous les degrés, nous conduira à des polynômes. d'une nature particulière et toute différente de celle des polynômes que nous avons eu occasion de considérer dans le premier chapitre. Ce Bout des expressions de la forrtie ->
- Ax"‘ + Bx™-! + C.r™-» + . .. . +Tx + U, '
dans lesquelles m est un nombre entier positif, mais dont les cocfficiens A, B, C....T, U, désignent des quantités quelconques , c’est-à-dire des quantités entières ou fractionnaires ,
DIVISIBILITÉ
coiuinenturablcs ou incommensurables. Or , dans la division algébrique, telle que nôus l’avons exposée (chap. Ier), on a pour but, é/ant donnés deux polynôme* entiers par rapport à toutes les lettres et aux nombres particuliers qui y entrent, de trouver <■ un troisième polynôme de même espèce, qui , multiplié par le second , reproduise le premier.
Mais , si l’on a deux polynômes
Ax"< + Bj“-* + Car™-1 + . . . + Tx + U,
AV* + BV*-' + CV!z! + . . + Tx + U',
qui ne soient nécessairement entiers que par rapport à x, et dont des coeffieiens A, B, G . . .A', B', C', . . . soient quelconques, on peut se proposer de trouver un troisième polynôme , de même forme et de même nature que les deux précédons, qui, multiplié par le second , reproduis 6 le premier.
Be procédé pour effectuer cette division est analogue à celui de la division ordinaire; mais il y a cette différence que, dans cçdle-ci, le premier terme de chaque dividende partiel doit être exactement divisible par le premier terme du diviseur ,• au lieu que , dans la nouvelle espèce de division , on divise le premier terme de chaque dividende partiel ( c’est-à-dire la partie affectée de la plus haute puissance de la lettre principale ), par le premier terme du. diviseur, sans s'inquiéter si le coefficient du quotient partiel correspondant est entier ou fractionnaire ; et l'on continue l'opération jusqu’à ce que l’on obtienne un quotient qui, multiplié par le diviseur, anéantisse le dernier dividende partiel , auquel cas la division proposée est dite exacte; ou bien, jusqu’à ce que l’on parvienne à un reste de plus faible degré que celui du diviseur, par rapport à la lettre principale, auquel cas la division est regardée comme impossible, puisqu’on poussant plus loin l’opération , on obtiendrait des quotiens renfermant la lettre principale avec des exposans négatifs , ou cette même lettre en dénominateur; ce qui serait .contre la nature de la question,
. puisque le quotient doit être de même forme que les polynômes proposés , c’est-à-dire composé d’un nombre limité de termes affectés d’exposans entiers et positifs .
Pour distinguer, les . polynômes entiers par rapport à une lettre., x par exemple’, mais dont les coefficiens sont quelcon-
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qucs, des polynômes ordinaires, c’ost-à-dire des polynopiës entiers par rapport à toutes les lettres et aux nombres particuliers qui y entrent, nous conviendrons de désigner les preiniers sous la dénomination de fondions entières de x ; et nous appellerons diviseurs relatifs de cdS polynômes , d’anjres fonctions entières de x qui les divisent exactement, dans le sens que nous venons d’établir. *. : . .
• • : >' ; • ' ., , • ,v. , ; '• 231. Il résulte de ces définitions que , a une fonolion entière
a pour diviseur relatif une autre fonction entière, produit de et diviseur par un facteur quelconque , indépendant de la lettre principale , est encore un diviseur relatif de la première fonction. En effet, supposons que l’on ait
Axm. + Hxm— > + • • • +, U.
àV> + Bi"-1 + . . . +U
Soit R un facteur quelconque .indépendant de x ; on a nécessairement
À.rm + B*m~,+ ....•+ U A" fi*‘ U"
or le second membre de cette identité est unp fonction entière de x; donc RfAV1 + "B'xnr~l est -diviseur ‘relatif de
Ce qu il fallait prouver.
Cela posé , nous allons d’abord établir sur la divisibilité des fonctions entières , quelques principes analogues à ceux qui ont été démontrés, en Arithmétique, sur les noijibres entiers, parce qu’ils nous seront- très utiles dans la rccliorcbe des propriétés relatives aux équations. ; ; ‘ •
232. Premier principe. Toute fonction entière px + q , du premier degré en x, qui divise exactement. le produit A X B de deux autres fonctions entières , divise nécessairement l'une, d'elles.
En effet, si l’on divise- A et B par px+ g, sbivitnt le procédé ordinaire , on parviendra à deux restes qui ne contiendront plus x. Soient Q et Q' les quotiens de la division, B. et R' les restes , on a les équation^ identiques
A = (px + q) Q + R , B = [px + q) Q' + R',
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lesquelles, multipliée» membre à membre, donnent
AxB=(F+î)-'. QQ' + (p* + î) (QR' + RQ’) + RR'.
Or, par hypothèse, A x B est divisible par px + q; ainsi le seconimembre doit se réduire à une fonction eptière de x, ce qui exige que RR' soit divisibles panjw+ÿ. Mais cela est impossible, puisque. RR' est indépendant de a- ; donc , pour que l’égalité précédente subsiste, il faut que l’on ait, ou R=0, ou R'=0, c’est-à-dire quo A ou B soit' divisible par px + q. C. Q. F. D.
238. Conséquence.* Toute fonction entiers, D , du premier deyré eh x , qui divise exactement le produit AxBxGxËX... de m fonctions entières , divise nécessairement l’une de ces fonctions.
Ca> , si D ne divise pas A , il doit diviser le produit BxGxEx en.v.erlu de ce qui vient d’être dit; s’il ne divise pas B , il doit diviser C X E X . . .; et ainsi de suite. D’o» l’on voit que D , ne divisant .pas les [m — 1) premiers facteurs, doit du moins diviser le i nilnu facteur.
On déduit de là , comme cas particulier, que D ne peut diviser Am sans diviser A ('D étant qn diviseur relatif du premier degré, et A une fonction entière quelconque).
234. Second principe. Soit Une fonction entière P, résultant de la multiplication d’un nombre quelconque de fonctions entières P', P", P"', . . . . ( dont quelques-unes peuvent être égales ). Cette fonction entière P ne saurait avoir (n" 282) pour diviseurs relatifs du premier degré en x, que ceux qui entrent dans les fonctions P', P", P"', . ou (n® 231) des produits de ces diviseurs relatifs par des facteurs indépendans de x,
Nous pouvons actuellement passer à l’exposition des propriétés communes à toutes les équations.
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P, Q, R, . . .T, U, étant des coelficiens pris dans le sens algébrique le plus général.
«Cela posé, l’on appelle racine de cette équation (l'oij. n" 97), foule expression, de quelque nature qu'élle soit, c’est-à-dire numérique ou algébrique , réelle ou imaginaire , qui , substituée à là place de x dans l’équation , rend son premier membre égal à 0.
286. Une équation pouvant toujours être considérée comme la traduction algébrique des relations qui existent entre les données et l’inconnue d’un problème , on est conduit naturellement à ce principe, que toute équation a au moins une racine. A la vérité, les conditions de l’énoncé peuvent, être incompatibles ; mais alors on doit supposer que l’on en serait averti par quelque symbole d'absurdité , tel qu’une formule renfermant, comme opération nécessaire, l’extraction d’une racine de degré pair d’une quantité négative ; et il n’en existerait pas moins une expression qui, mise à la place de x dans l’éqliation, y satisferait. Nous admettrons donc ce principe, que nous aurons d’ailleurs occasion de vérifier par la suite, pour la plupart des équations (*].
Voici maintenant une nouvelle proposition que l’on peut regarder comme la propriété fondamentale de la théorie des équations. %v»T *• - , ‘
‘ 237. Première propriété. Si a est racine de l'équation..... x"1 + Pxm— 1 + Qx«n— i -p . . . -p U = 0, le premier membre de cette équation est divisible par x — a; et réciproquement, si un facteur de la forme x — a divise le premier membre de la proposée, a est racine de cette équation.
ltn effet, essayons la division, et voyous ce qui doit avoir lieu quand on pousse l’opération jusqu’à ce que l’exposant de x devienne 0 dans le premier terme du dividende.
( Cette opération est de la nature de celle dont nous avons parlé n° 280, puisque a, P, Q'.. ... sont de nature quelconque.) • ... . .
(*) H. Cauchy a. donné, dans ses teçuns à l’Ecole Polyleelmique , une démonstration complote de ccttc proposition ; mais uous ne la croyons pas do nature à trouver place dans les Élcmcns.
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rmq-PrrTn— J_|_ . -j-Tr-j-l] 1
i+ajir'»— ’+a1
xm— 3-^-. . »
| -fP| +P«
-j-Qn1"*3
-f-Pn
Pour peu qu’on réfléchisse sur la manière dont s obtiennent les quotiens partiels, on reconnaît, d’abord par analogie, et ensuite par un moyen déjà employé plusieurs fois (nos 31 et 86)', une loi de formation pour les cocfficiens de ces divers quotiens; et l’on peut conclure, 1° qu’on doit avoir m quotiens partiels; 2° que le coefficient du m‘im“ quotient, c’est-à-dire de x°, doit être
Qm—\. q. p — a q Qof”2 3 q- . . . q- T
T étant le coefficient de l’avant-derpier terme de la proposée.
Donc, en multipliant le diviseur par ce quotient et soustrayant le produit du dividende , on obtient pour rpsto
am + Pam— 1 + Qam— » + . . . + Ta + D.
Or, par hypothèse, a est racine de l’équation; donc ce reste est nul, puisqu’il n’est autre chose que le résultat de la substitution de a à la place de x dans l’équation; ainsi, la division se fait exactement. .
Réciproquement, si x — a est diviseur exact dexm + P xm— 1 + . . ., le reste am q- Pow— 1 + . . . doit être nul; ainsi (n° 233) a est racine de l’équation. •
238. Remarque. En jetant les yeux sur le quotient do la division effectuée dans le numéro précédent , on aperçoit pour les coefficiens la loi suivante : Chaque coefficient s'obtient en multipliant celui qui le précède par la racine a , et ajoutant au produit le coefficient de la proposée , qui occupe le même rang que celui du terme qu’ûn veut obtenir dans le quotient,
Ainsi , le coefficient du 3° terme, «’ q- Pa + Q, est égal à {a + P) a + Q , ou au produit du coefficient précédent a + P , par la racine a, augmenté du coefficient Q du 3° terme de la proposée.
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Le coefficient du 4e terme serait
(a1 -f- Pa + Q) a + R , ou a* + Pa1 + Qa + R.
Nous aurons quelquefois besoin de rappeler cette loi , qui d’ailleurs est facile à retenir.
239. Seconde frofriEté. Toute équation à une seule incotinue , a autant de racines qu'il y a d'unités dans l'exposant de son degré, et ne peut en avoir davantage.
Soit xm 4- Px"'— 1 + Qx™— 1 + . . .Tx + U = 0 , l’équation proposée.
Puisque (n° 236) toute équation a au moins une racine, si l’on désigne par a la racine que l’équation précédente comporte nécessairement , son premier membre est (n° 287) divisible par x — a ; et l’on a l’identité
x», + pxm-i 4... . — (x — a) (x™-‘ 4-P'x'"-» (I).
Mais en posant xm~ 1 4- P'xm— a + . . . = 0 ,
on obtient une autre équation qui a ou moins une racine. Soit b cette racine, on a (n° 237) .
x™— « + P'x™— a + . . . =: : (x — b) (xm~ *+ P"xm— 3+. . .),
égalité qui, multipliée membre à membre par l’égalité (1), donne
x'" 4-Px"'— 1 4-> • • = (x— -a) (x — à) (x"*— l4‘P,'x™~3 + ...).<• (2).
Raisonnant sur le polynôme x”— 1 + P"xm— 3 4- . . . comme sur le précédent, on a encore
xm— 1 4- P"xm-3 + . . . = (x — c) (x"‘-3 4- P'"xm— 4 4- . . J, égalité qui , multipliée par l’égalité (2), donne xm 4-Px171- 1 = (x — a) (x — b) (x — c) (xm— 34-- • •)•• • (8).
Remarquons maintenant que, pour chaque facteur du 1 ”r degré » en x, mis en évidence, le degré de x dans le polyrtorae-quotient diminue d’une unité. Ainsi, lorsqu’on aura fait ressortir vi — 2 facteurs du 1er degré, l’exposant de x sera réduit à m — (>n — 2), ou 2; c’est-à-dire qu’on obtiendra un polynôme du second degré en x, qui ( n° 97 ) est lui-mèmc déconiposablo dans le produit de deux facteurs du Tr degré, (x — k) (x — /),
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Or, comme on aura déjà mis en évidence ni — 2 facteurs du 1er-
degré , il s’ensuit que finalement on a l’identité
x'" + Pxm— 1 + . . . = (x — a) (x — b) (x — c) . . . (x — k) (x — / ) ,
dont le second membre est le produit de m facteurs du premier degré en x .
Cela posé v puisqu’à chaque diviseur du premier degré en x correspond nécessairement (n“ 237) une racine de la proposée, il s’ensuit que les m facteurs du premier degré x — a, x — b, x — c... donnent pour la proposée, m racines a, b, c. . . . Donc, etc.
Il résulte d’ailleurs évidemment du principe établi n° 234 , que le polvnome xm + Pxm— 1 + . . . . ne peut avoir d’autres diviseurs relatifs du premier degré , que x — a , x — b, . . . x k , x — l, ou le produit de l’un de ces diviseurs relatifs par un facteur quelconque indépendant de x. Donc l’équation elle-même ne peut avoir pour racines que a, b, c . k , l , qui sont les seules qu’on puisse tirer des équations
x — a = 0, x — 4=0,... x — 4 = 0, x — / = 0 , ou , plus généralement, des équations
( M , M', M", . . • étant des facteurs indépendans de x ).
Donc , enfin , toute équation du degré m a m racines , et ne saurait en avoir davantage.
240. Remarque. Il existe des équations qui , en apparence , admettent moins de racines qu’il n’y a d’unités dans l’exposant de leur degré. Ce sont celles dont le premier membre a plusieurs facteurs égaux : telle serait l’équation
qui n’a que 4 racines différentes , a, b, c, d, quoiqu’elle soit du 10e degré.
U est évident qu’aucune quantité a différente de a , b, c , d, ne peut la vérifier. Car l’existence de cette racine a entraînerait celle du diviseur x — «, dans le premier membre,, ce qui est impossible en vertu du principe établi n° 234.
Mais la proposée n’en a pas moins 10 racines, dont 4 sont égales à a , 3 égales à b, 2 égales à c , et 1 égale à d.
Nous verrons par la suite que ces sortes d’équations sont plus
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faciles à résoudre que celles dont les racines n'ont entre elles aucune relation déterminée.
Conséquence de la seconde propriété
Le premier membre de toute équation du degré m ayant m diviseurs du premier degré , de la forme
si l’on multiplie ces diviseurs deux a deux , trois h trois, .... on obtiendra ainsi autant de diviseurs relatifs du second , du troisième. . . . degré en x , que l’on peut former de combinaisons différentes avec m quantités prises deux à deux , trois à trois.... Or, ces nombres de combinaisons sont, comme on l’a vun° 147,
exprimes par ni. — - — , ni. — - — . — s — - .... ; et les prow 2 2 o
duits obtenus sont d’ailleurs (n° 234) les seuls diviseurs du
même degré , que le premier membre de la proposée puisse
avoir, à moins que l’on ne considère ensuite les produits de ces
diviseurs relatifs par des facteurs indépendans de x.
Ainsi, la proposée renferme ni. — - — diviseurs du second
degré, m 5 — - — diviseurs du troisième degré; et ainsi
de suite.
242. Composition des équations. — Si, dans l’équation identique
xm +. Pxm— 1 + . . . = (x — a) (x — b) (x — c) . . . .(x — l ),
on effectue la multiplication des m facteurs du second membre (voyez n° 148), et que l’on compare, terme à ternie, les deux membres , on parviendra aux relations suivantes entre lès coelliciens P, Q, R. . . .T, U, et les racines a, h, c,.... k, l, de la proposée, savoir:
— a — b — c. . . . — k — l == P , ou a + i+c....+i + /= — P;
ab 4- ac + • • • • + kl = Q, ,
— abc — abd . ...■*- *kl — R , ou abc+abd. . r. = — R ;
± abcd ... .47 = U, ou abed. . . .kl = dr U.
SGG
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( On a placé un double signe dans la dernière relation . parce que le produit — a x — A X — c . . . X A, est + ou — -abed. . .kl suivant que l’équation est de degré pair ou impair.)
Donc, 1° la somme algébrique des racines prises en signes contraires, est égale au coefficient du second terme ; ou bien, la somme algêbnque des racines elles-mêmes est égale au coefficient du second terme , pris en signe contraire.
2° La somme des produits deux a deux des racines prises avec leurs signes respectifs , est égale au coefficient du troisième terme.
3° La somme des produits trois a trois des racines prises en signes contraires , est égale au coefficient du quatrième terme ; ou bien , le coefficient du quatrième terme , pris en signe contraire , est égal a la somme des produits trois à trois des racines prises avec leurs signes.
Et ainsi de suite.
Enfin , le produit de toutes les racines , prises en signes contraires, est égal au dernier terme ; ou bien, le produit de toutes les racines, prises avec leurs signes respectifs, est égal au dernier terme de l’équation, pris avec son signe si l’équation est de degré pair, et avec un signe contraire si l’équation est de degré impair.
Les propriétés démontrées n° 98, par ràpport aux équations du second degré , ne sont que des cas particuliers de celles qui viennent d'être établies. Le dernier terme, pris avec son signe , est égal au produit des racines elles-mêmes, parce que l’équation est de degré pair.
N. ïî. On a supposé , dans tout ce qui précède , le coeificient du premier ternie égal à l’unité. S’il en était autrement , il faudrait , avant d’établir les relations ci-dessus entre les coefficiens et les racines , diviser toute l’équation par ce coefficient.
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243. En réfléchissant sur les propriétés précédentes, on aperçoit une très grande analogie entre la recherche des diviseurs relatifs du premier degré d’une fonction entière de x, et la résolution d’une équation. En effet, il résulte de la propriété du n° 239, que tout polynôme Ax'"-f Dæ"‘— ‘ + Cx"'— , + ... + Ta, + U est décomposable en m facteurs du premier degré en x ; or, pour
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obtenir cette décomposition , il suffirait d’égaler le polynôme à O et de résoudre l’équation par rapport à x ; et réciproquement , si l’on connaissait les facteurs du premier degré en x qui composent ce polynôme, on connaîtrait par là même les racines.
Si l’on a besoin de savoir résoudre une équation pour obtenir les diviseurs, relatifs d’un polynôme, cela nlest pas nécessaire pour obtenir ce qu’on appelle le plus grand commun diviseur relatif de deux fondions entières . Les analystes ont même tire parti de cette dernière question pour la résolution de certaines classes d’équations. Ainsi , avant de pénétrer davantage dans la théorie des équations , il est nécessaire que nous complétions la recherche du plus grand commun diviseur ; question qui n’a été qu’ébauchée dans le 1er chapitre.
Nous traiterons d’abord le cas de deux fonctions entières de x, après quoi nous considérerons celui où les deux polynômes sont entiers par rapport à toutes les lettres et, aux coefficiéns.
Du plus grand commun diviseur relatif.
2-4-1. Le plus grand commun diviseur relatif de deux fonctions entières de x , est le polynôme de plus haut degré en x, qui divise à la fois les deux polynômes proposés.
Il résulte évidemment de celte définition que , lorsque les deux polynômes ont été divisés par leur plus grand comiùun diviseur, les quotjens résultans ne doivent plus renfermer aucun facteur commun en x; car, s’il en existait un, le produit do. ce facteur par le diviseur déjà considéré serait de degré plus élevé en x que ce diviseur, et serait encore diviseur relatif des deux polynômes.
Cela posé, soient d, d', d", les seuls facteurs du premier degré eux, communs à deux fonctions entières, et supposons que n, p, q, soient les exposans des puissances de ces facteurs, communes aux deux polynômes. Il cs.t évident que le produit d" , d'p, d"'l, est un diviseur relatif commun aux deux polynômes. Je dis de plus que c’est leur plus grand commun diviseur ; car il résulte du principe établi numéro 234 que les autres diviseurs relatifs communs ne peuvent être que des combinaisons
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2 a 2, S ;i 3, ... . des diverses puissances de d, d', d", dont les cx-pnsnns sont tout au plus égaux à n, p, q.
Nous pouvons donc établir , comme prexieb principe, 1° que le plus grand commun diviseur relatif de deux fonctions entières est le produit des plus hautes puissances de taies les diviseurs du premier degré en x , communes aux deux polynômes ; 2® que tout diviseur relatif commun à doux fonctions entières , divise nécessairement leur plus grand commun diviseur relatif.
N. B. On pourrait encore former une infinité de diviseurs relatifs communs , de même degré que d" x d'P x d"i ; mais ce serait { n° 231 ) en multipliant celui-ci par des facteurs indépendans de x.
213. Srcosd principe. Le plus grand commun diviseur relatif de deux fondions entières est le même que celui qui existe entre le polynôme de plus faille degré et le reste de leur division , ou, du moins, n’en diffère que par un facteur indépendant de x.
En effet, soient A et B les deux polynômes, D leur plus grand commun diviseur relatif, Q le quotient, R le reste de leur division , D' le plus grand commun diviseur relatif de B et de R ; on a l’égalité
d’où l’on déduit , en divisant successivement par D et D', ,
A__BQ R A. _BQ II
D — "B" + D Ct D' ~ D' + D' ’
D’abord , D étant diviseur relatif de A et de B, il s’ensuit que
A BQ . , ..... . ...... ..
— et -jj sont des lonctions entières de x ; ainsi , il doit en etre
de même de ^ ; c'est-à-dire que D est diviseur relatif de B et
de R. Donc , d’après le premier principe , D doit diviser D' qui est le plus, grand commun diviseur entre B et R.
Do' même, D', diviseur relatif de B et de R , l’est aussi de BQ et de R, et par conséquent de BQ + R, ou de A. Ainsi, D', diviseur relatif de A et de B , doit diviser D , qui est le plus grand commun diviseur entre A et B.
Les .deux polynômes D et D' sont donc réciproquement divi-
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sibles l’un par l’autre, ce qui érigé qu’ils soient de même degré, et par conséquent ( n° 2-44 ) qu’ils soient identiques ou ne différent l’un de l’autre que par un facteur indépendant de x.
246. I)e ces deux principes résulte le procédé suivant pour trouver le plus grand commun diviseur relatif de deux fonctions entières :
Divisez le polynôme de plus haut degré en x par le second ; si la division se fait exactement , le second polynôme est le p. g. c. d. cherché. Si vous obtenez un reste , divisez le second polynôme par le reste ; en supposant que cette division se fasse exactement , le reste est le p. g. c. d. entre ce reste lui-méme et le second polynôme, et par conséquent aussi entre les deux polynômes proposés . Si vous obtenez un second reste, divisez le premier reste par le second, et continuez ainsi l'opération jusqu’à ce que vous parveniez à un reste qui divise exactement le reste précèdent , et qui sera alors le plus grand commun diviseur cherché.
Lorsqu’en appliquant le procédé ci-dessus , on parvient à un reste indépendant de x, on peut conclure que les deux polynômes proposés sont premiers entre eux , en ce sens qu’ils n’admettent aucun diviseur commun en x ; car le plus grand commun diviseur relatif, divisant ( n° 245 ) le reste de chaque division , devrait aussi diviser le reste indépendant de x auquel on est parvenu , ce qui est impossible.
Nous verrons (n° 259) les modifications que l’on peut, dans la pratique , apporter à ce procédé , lorsqu’on l’applique à une certaine classe de polynômes.
247. Soit maintenant à déterminer le plus grand commun diviseur relatif de plusieurs fonctions entières A, B, C, E....
Appelons D le p. g.,c. d. entre A et B, D' le p. g. c, d. entre D et C ; je dis que D' est aussi le p. g. c. d. de A, B, G.
En effet, le p. g. c. d. de A , B, C, devant diviser A et B , divise leur p. g. c. d. Dj d’ailleurs, il divise aussi C; ainsi il doit diviser D', qui est le p. g. c. d. de D et de C; il ne peut donc être d’un degré plus élevé que D'. Mais D' est évidemment commun aux trois polynômes A, B, C; donc enfin, D' est leur p. g. c. d.
On prouverait , d’une manière analogue, que le p. g. c. d. D"
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entre D' et E;.est le p. g. c. d. entre A, B, G, E; et ainsi de suite.
N. B. Dans les applications, on commence par chercher le p. g. c. d. entre les deux polynômes de plus faible degré , puis entre eelui qu’on a ainsi obtenu et lè troisième polynôme le plus simple, etc.
248. En résumant les règles précédentes , on voit que , par une suite de divisions algébriques, on peut toujours obtenir le plus grand commun diviseur relatif entre deux ou plusieurs polynoihes en x , quelle que soit la nature des coeiliciens des diverses puissances de cette lettre principale.
On peut encore remarquer que , tontes les fois qu’on opère sur des polynômes rationnels , c’est-à-dire sür des polynômes qui ne renferment aucun signe d’extraction de racine , l’application du procédé conduit à des quotiens et des restes qui peuvent être entiers ou fractionnaires , mais qui sont essentiellement rationnels. Ainsi le plus grand commun diviseur relatif auquel on parvient par ce procédé, ne peut être quo rationnel .
Du plus grand comm un diviseur algébrique ordinaire.
249. Les polynômes que nous allons maintenant considérer seront dp la nature de ceux sur lesquels nous avons opéré dans le premier chapitre , et nous les appellerons des polynômes rationnels et entiers, parce que leur caractère consiste en ce que , composés d’un nombre limité de termes , comme les fonctions entières, ils ne renferment dans leur expression aucun des deux signes de la division ou de l’extraction des racines ; c’est-à-dire que les coefficiens numériques ou algébriques sont entiers , et qu’il n’entre dans ces polynômes que des exposans entiers et positifs pour toutes les lettres.
Un polynôme rationnel et entier est dit facteur ou diviseur d’un second polynôme de même nature , lorsqu’il existe un tràisième polynôme rationnel et entier qui , multiplié par le premier, peut reproduire le second ; et c’est par le procédé de la division algébrique ordinaire, qu’on reconnaît si le premier polynôme est facteur du second.
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Tout polynôme rationnel et entier est dit fremier , lorsqu’il n’a pas d’autre diviseur rationnel et entier que lui-même et l’unité qui est diviseur de tonte quantité entière; et deux polynômes rationnels et entiers sont dits premiers entre eüx , lorsqu’ils n’admettent d’autre facteur commun , rationnel et entier, que l’unité.
250. Ces définitions étant bien comprises, nous regarderons comme démontrée la proposition suivante (*) i Tout ■polynôme premier P ( rationnel et entier) qui divise exactement le produit A X B de deux autres polynômes rationnels et entiers, doit nécessairement diviser l’un de ces polynômes ; et voici les conséquences qu’on peut en tirer:
Premièrement. Concevons qu’un polynôme rationnel et entier A soit déjà décomposé dans le produit de plusieurs facteurs premiers, numériques ou algébriques, mais rationnels v l entiers, et que l’on ait
A == P.P'.P",P'" ;PM
(plusieurs de ces facteurs premiers pouvant être égaux entre eux).
Il résulte de la proposition qui vient d’être énoncée, qu’aucun polynôme premier p, différent de P, P', P"... PM, ne peut diviser A ; car , pour diviser A , il faut que p divise P x P'P". . . .PM ; or, s’il est différent de P, il ne peut le diviser (puisque P est premier), et il doit par conséquent diviser P'P".... PM. Par la même raison, si p est différent de P', il doit diviser P" P'". . . .PM, et ainsi de suite ; d’où l’on conclurait que p doit être égal au dernier facteur PM , ce qui est contre l’hypothèse.
Ainsi , les seuls facteurs rationnels et entiers que A puisse renfermer, sont les facteurs P, P', P". . . .PM, dans lesquels A est déjà décomposé, ou les produits de ces facteurs deux à deux , trois à trois, etc,
Secondement. Soient A et B deux polynômes rationnels et
(*) Voyez, pour la démonstration, la note qui est à la fin du VIII' chapitre.
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entiers , D leur plus grand commun diviseur, c’est-à-dire (n° 34) le -polynôme le plus grand par rapport aux exposons et aux coefficiens , qui divise exactement les deux polynômes donnés. Si l’on désigne par A' et B' les quotiens respectifs de leur division D, on a ( même numéro ) A = A'D , B = B'D, A' et B' étant premiers entre eux.
Cela posé , tout diviseur premier d, commun aux deux polynômes, ne pouvant diviser en même temps A' et B', doit, en vertu delà proposition fondamentale (n" 280), diviser D. Il est d’ailleurs évident que tout facteur premier p qui divise A sans diviser B, ou réciproquement, ne saurait diviser D.
Donc , le plus grand commun diviseur de deux polynômes rationnels et entiers contient , comme facteurs , tous les diviseurs particuliers communs aux deux polynômes , et ne peut renfermer d’autres facteurs.
C’est le premier principe du numéro 33 appliqué à deux polynômes rationnels et entiers.
232. Troisièmement. Soient A et B deux polynômes rationnels et entiers; d, d', d",.... des facteurs premiers (rationnels et entiers) communs aux deux polynômes ; n , p, q, . . . les exposans des puissances de ces facteurs , communes aux deux polynômes ; et supposons , pour fiîfcer les idées, que ces facteurs soient au nombre de quatre. On a les deux égalités
A =dn.d’P. d"i .d,"r» A", B — dn . d'p . d"n . d'"r . B",
A" et B" étant premiers entre eux , car s’il en était autrement, c’est que l’on n’aurait pas mis en évidence tous les facteurs premiers communs.
Cela posé, je dis que l’on a , en désignant par D le plus grand commun diviseur entre A et B,
D z=zd".d'P.d"<t.d'"r.
En effet, il est évident d’abord que ce produit dn .d'P .d”t .d'"r est diviseur commun des deux polynômes. De plus , c’est le plus grand qu’on puisse obtenir, puisque (n° 280) les autres facteurs ne peuvent être que les produits , 2 à 2 , 3 à 3 . . . des diverses puissances de d, d', d", d"', dont les exposans sont tout au plus égaux à n,p, q, r. (C’est la même proposition démontrée numéro 244 pour le plus grand commun diviseur relatif.)
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Il résulte de là que deux polynômes rationnels et entiers ne peuvent avoir qu’un seul plus grand commun diviseur, c’est-à-dire un seul diviseur commun dans lequel les cocffioiens et les exposans soient les plus grands possibles ; tandis que deux fondions entières ont une infinité de plus grands communs diviseurs relatifs (n° 244).
253. Quatrièmement. On peut, sans aucun inconvénient, introduire ou supprimer , dans l’un des polynômes A ou B, tel facteur rationnel et entier que l’on juge h propos , pourvu que ce facteur ne se trouve pas déjà dans l'autre polynôme. Car il est évident que le plus grand commun diviseur entre les deux nouveaux polynômes reste le même qn’entre les polynômes proposés, puisqu’il doit se composer des mêmes facteurs.
254. Cisqgièmement. Passons à la démonstration du second principe établi numéro 33.
Observons d’abord qùe lés deux polynômes A et B peuvent toujours être supposés tels qu’aprè» les avoir ordonnés par rapport à une de leürs lettres communes, a, et avoir divisé le polynôme de plus haut degré , A par eiomple, par le second B, on ait obtenu un quotient entier et un reste de même nature , dans lequel le plus haut exposant de a soit moindre que celui du diviseur.
En effet, pour que , dans chacune des Opérations partielles, le quotient soit fractionnaire , il faut que le coefficient du premier terme de chaque dividende partiel ne soit pas exactement divisible par le coefficient du premier terme du diviseur; et alors le dénominateur du quotient partiel est ce dernier coefficient lui-même , ou l’un des facteurs de ce coefficient. Or il peut se présenter trvis cas : ou ce coefficient divise en même temps les coefficicns des autres puissances de a qui entrent dans le diviseur ; ou il a des facteurs commuas avec tous ces ooefficiens; ou bien il a avec quelques-uns seulement dés facteurs communs qui n’entrent pas dans les autres. (On dit , dans ce dernier cas, que tous les coefficicns sont premiers entre eux.)
Dans les deux premiers , B contiendrait comme facteur ce coefficient, ou l’un des facteurs do ce coefficient; et ce facteur ne se trouvant pas dans le dividende, il. ne saurait (u° 251) faire
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partie du plus grand commua diviseur entre A ot B. Ainsi (n° 233) on pourrait le supprimer d’avance dans et la question serait ramenée à rechercher le plus grand cOrumup diviseur entre A et le résultat B' provenant de la suppression de ce facteur.
Dans le troisième cas , on pourrait multiplier le dividende A par le multiple le plus simple des dénominateurs des quotiens fractionnaires obtenus, lequel multiple serait nécessairement premier avec B. Le produit de A par ce multiple ayant (n°253) avec B le même plus grand commun diviseur que celui qui existe entre A et B, on pourrait alors opérer sur ce produit A' et sur B, comme sur les deux polynômes primitifs \ et l’pn serait alors certain d'avoir des quotiénscntiérs.
Nous pouvons donc admettre a priori quo les polynômes A' et B satisfassent à la condition ci-dessus énoncée.
Cela posé , jp dis que le p. g. c. d. entre A et B est le même que le p. g. c. d. entre B et R, R désignant Je ye$te de leur division poussée jusqu’à ce que Je reste soit do degré ùioindre que B par rapport à Ja lettre principale a.
Eu effet , soient D le p. g. g. d. entre A et B , D' le p. «7. c. d. entre B et R ; on a l’égalité , : .' . •-
■»:* " • A = BxQ + R
d’abord
iz-— >~t • ~ ^ -i ■— » p.f -zl. ....
D~ D TD D' D' + D
Ces deux dernières égalités prouvent', 1° que D divisant A, B,
et par conséquent B x Q,' divise aussi R ; ainsi D , diviseur commun de R-, Bi , divise (n° 231) D' qui est le p. g. c. d. de B et dé, R. •• .V
2° Que D' divisant R, B, et par conséquent B x Q, divise aussi Al ainsi D';' diviseur commun do A , B , divise D qui est le p. g. c. d. entre A et B.
Puisque D et D', divisés réciproquement l’un par l’autre , doivent donner un quotient entier, ce quotient ne peut être que
l’unité : et l’on a
■ D — D'j . . . .c.qj’.d.
(Q et R étant des polynômes entier* ) ; d’où , divisant
par, Del ensuite par D', :
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255. Il nous reste encore à faire une remarque propre à nous guider dans la question qui nous. occupe. •
Soit A un polynôme rationnel et entier que nous supposons ordonné par rapport à l’une des lettres , qui y entrent, a. par exemple.- ; , p' ■' • ••• ' Z". ‘
. Si cô polynôme n’est pas premier ( n° 249 )-, c est-à-diras’il est décomposai) le en facteurs rationnels et entiers , il. péut être regardé comme le produit de trois facteurs principaux , savoir,,:
* 1® D’un rrtonome A,, commun à tous lès termes dé A ( ce facteur se compose du plus grand commun diviseur tjuï existe entre tous les coefliciens numériques, multiplié par le produit des facteurs littéraux communs à tous les termes Jj
2° D'un polynôme Aa indépendant {le a, lequel doit ( n° 50) se trouver facteur commun à tous les .coefliciens des diverses puissances de a, dans les-polynomes ordonnés.
3° D’un polynôme Ai dépendant, de a/ çt dans lequel les coefliciens des diverses puissances de a sont premiers entre eux (u° -2o4), en éorté, que l’on a . ■ • v
■ - ■* . A =5=.Â, x. Av JC As. ü4".v*‘‘
Quelquefois , l’un des facteurs A, , À, , on tous les deux , se ré-
dnisent à l’unité; mais, du moins, telle. est la forme la plus générale d'un polyntune rationnel et entier ordonné par rapport à a., Il résulte derlà que , quand û existe un plus grand commun diviseur D entre deux polynômes rationnels et -entiers A et B, on a également ;
D 3= I),^i)a. Dj ; ) ■ ^
D, désignant le plus grand facteur monoine commun , D, le plus grand facteur polynôme indépendant d’une lettre commune®, et D3 le plus grand facteur polynôme dépendant de cette lettre. Voici d’ailleurs le moyen d’obtenir D, :
On cherche d’abord la facteur momome A, commihi a toits les termes do A. Ce facteur est en géhéral composé de facteurs littéraux qui se découvrent à la simple inspection dés fermes , puis d’un coefficient numérique que l’on obtient en appliquant aux divers coefliciens numériques de A le procédé établi cm Arithmétique (n° 156) pour trouver le p. g. c. d. entre plusieurs nombres à la fois.
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On cherche de mime le facteur mpnome B, commun a loue le» termes de B ; puis on détermine le plut grand facteur D, commun fl A i et a Bp
Ce facteur D, est mis à part, comme formant la première partie du commun diviseur cherché. On supprime d’ailleurs les facteurs A, et B, dans les deux polynômes proposés} et la question est ramenée à chercher le p. g. c, d. entre deux nouveaux polynômes À' et B' débarrassés de tout facteur monome. C’est donc à deux polynômes de cette espèce qu’il convient d’appliquer le procédé dont nous allons donner le développement.
Procédé du plus grand cotnmun diviseur.
256. Il peut se présenter plusieurs circonstances, eu égard au nombre des lettres que A' ét B' renferment.
1° A' RT B' HE REHÏKRiSANT Qu'llHE SEULE LETTRE Œ.
Si l’on ordonne A' et B' par rapport à a, les coefiioiens seront nécessairement premiers entre eux, puisqu’ils- sont numériques et qu’on a déjà retiré les facteurs mono mes. Ainsi , dans ce cas, il n’y a lieu à rechercher que le plus grand facteur commun dépendant de a, savoir, D3 (n° 255).
Pour l’obtenir, on commence (n° 254) par préparer le polynôme çle plus haut degré, de. manière que son premier terme soit exactement divisible paT le premier terme du diviseur. Cette préparation consiste à multiplier tout le dividende par le coefficient du premier terme du diviseur, ou par un facteur de ce coefficient , ou (n° 36) par une certaine puissance de ce coefficient , afin de pouvoir exécuter plusieurs opérations de suite sans de nouvelles préparations.
On effectue alors la division , et l’on pousse l’opération jusqu’à ce qu’on obtienne un reste de plus faible degré que le polynôme qui a servi de diviseur.
On cherche si, entre les coefficient de ce reste ( qui ne peuvent être que des nombres), il n’existerait pas un facteur commun quon aurait soin.de supprimer, comme ne pouvant faire partie du p. g. c. d. cherché ; après quoi , l’on opère sur le second polynôme et sur le reste , comme on a opéré sur les deux polynômes A' et B'.
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On continue cette série dî opérations jusqu’à ce que l’on soit parvenu à un reste diviseur exact du reste précédent, auquel cas ce reste diviseur est le p. g. c. d. qui existe entre A' et B'; et D, x D3 exprime alors le p. g. c. d.- entre A et B ; ou lien, jusqu’à ce qu’on trouve Un reste indépendant de a, c’est-à-dire numérique ; et c’est un signe certain que les deux polynômes k' et B' sont premiers entre eux.
2° A' ET B' RENFERMANT DEUX LETTRES a et b.
Après avoir ordonné ces polynômes par rapport à a, il faut d’abord procéder à la recherche du facteur polynôme D, Bidépendanl de a ( n° 255). ,• ; :
Pour cela, on détermine d’abord le plus grand commun diviseur A, entre tous les coefficiens des diverses puissances de a dans le polynôme A'. Ce commun diviseur s’obtient en appliquant le procédé (n* 247) relatif à la recherche du p. g. c. d. entre plusieurs polynômes à la fois , ainsi que la règle qui a été établie dans le cas précédent, puisque ces coefficiens ne renferment que la seule lettre b. On détermine de même le plus grand commun diviseur B, entre tous les coefficiens de B'. Comparant ensuite A, et B, , on met à part leur plus grand commun diviseur X)-,, comme faisant partie du p. g. c. d. cherché; et P on supprime d'ailleurs les facteurs A, et B, dans A' et B'; cp qui donne lieu à deux nouveaux polynômes A" et B" dont les coeffioiéns sont . premiers entre eux , et auxquels on peut par conséquent appliquer ce qui a été dit dans le premier cas.
Toutefois, il faut avoir soin, pour chaque reste, de s’assurer si les coefficiens des diverses puissances de la lettre a ne renferment pus un facteur commun, qu’on supprimerait alors comme étant étranger au commun diviseur. Nous avons déjà fait voir (n° 38) que ces suppressions sont absolument indispensables.
On obtient ainsi pour A" et B" le commun diviseur D3 ; et pour les deux polynômes A et B , le p. g. c. d. est D, xD,xDj.
N. B. En appliquant à A" et B" le procédé indiqué dans le premier cas , on reconnait encore que ces deux polynômes sont premiers entre eux à ce signe, qu’on obtienj un reste , soit numérique, soit fonction de b, mais indépendant do a. Alors A et B n’ont pour p. g. c. d. que D, xD„
3" A' ET B' RENFERMANT TROIS LETTRES a, b, C.
THÉORIE COMPLÈTE
Les deux polynômes étant ordonnés par rapport à a, on déterm inc d’abord le p. g. c. d. indépendant de a , ce qui se fait en appliquant aux coefficiens des diverses puissances de ®, dans les deux polynômes, le pf-océdé du n" 247 et la règle du second cas, puisque ces coefliciens polyuoraes ne renferment que les deux lettres b., c. -
Le polynôme indépendant D % étant ainsi mis en évidence , et les fadeurs A, et B, qui l’ont donné , étant supprimés dans A' et B', il en résulte depx polynômes A" et B" dont les coefficiens sont premiers entre eux, et auxquels on pout par conséquent appliquer ce qui a été dit dans les deux cas précédons.
Et ainsi déduite,. \ - •
• Nous engageons les jeunes gons à se pénétrer du procédé que nous venons d otablir, et à tâcher d’en bien saisir l’esprit.
Nous allons en faire l’application à quelques exemples:-
Soint les deux polynômes
o’d’ — : c’tf0 — aV‘ + et 4 o’d — Soc* + 2c3 — 4 acd.
Le second polynôme est le sent qui renferme un facteur monome : ce frteteur est 2. En- le supprimant et ordonnant par rapport à d , on obtient les deux nouvelles expressions
(a-> — c A g* — flv' + <A et (2 a’ — 2 ac) d — ad + c3.
Il faut d’abord procéder à la recherche du commun diviseur indépendant de la lettre d.
Or, si l’on considère les coefficiens a’ — c1 et — a’e2 + c', du premier polynôme , on observe que — de’ + c'+ peut se mettre sous la forme — c ’ (a* — C?}; d’où l’on voit que a3 — c’ est facteur commun entre les deux coefficiens du premier polynôme. De même, les coefficiens du' Second, 2a1 — Une et — ad + c3, reviennent à 2a (a — c) et — <?’■ (a — c) ; donc a — c est facteur commun entre ces coefficiens.
Comparons maintenant les deux facteurs a2- — d et a — c. ■ Comme ce dernier divise l’autre, il s’ensuit que a — c est un facteur commun aux, deux polynômes proposés; et c’est le plus grand diviseur indépendant de d.
Supprimons d’ailleurs a 2 — c2 dans le premier polynôme , et a — c dans le second; on obtient pour les résultats de cette
DC PLUS QlUtlD C05M.DK DIVISEUR.
suppression d3 — a3 et 2 ad — e3, polynômes auxquels il ..fout appliquer le procédé ordinaire.
2 ad — c3
2 ad + c3
+ 2 ac‘d — 4a3e3
Explication. Après avoir multiplié le dividende par 4a3; et effectué deux divisions consécutives , on obtient pour reste — 4a3e3 ■+■ c4, polynôme indépendant de la lettre principale d; donc, les deux polytoomcs d3 — e3 et 2 ad — c3 sopt premiers entre eux. Ainsi , le plus grand commun diviseur des polynômes proposés est a — c.
Reprenons le même exemple en ordonnant par rapport à a ; il vient, après la suppression du facteur 2 dans le second polynôme ,
(d3 — c3) a3 — c’d3 + et 2da* — (2ed + c3) a H- c3.
■ • . r ' v • ■ ■ »* •, ,*. t y < ? % pî * .. . < "•. ■ >
En jetant les yeux sur le second polynôme, on reconnaît facilement que les coefficiens des diverses puissances de' a sont premiers entre eux. Quant au premier polynôme , ou observe que le coefficient , — cJd3 +<?•’•, du second* terme on de a®, revient à — c3 (d3 — a3); d’où il suit qued3 — c3 est facteur commun aux deux coefficiens; et comme ce facteur n’entre pas dans le second polynôme, on peut le supprimer dans le premier sans en tenir aucun compte , comme ne faisant pas partie du, commun diviseur. t , •
Opérant cette suppression , et prenant le second polynomo pour dividende, le premier pour diviseur (afin d’éviter la préparation), on a
reste .
— lcd
— 2 cd
a •+■ 2 de3
ou bien, . . a — c ,
( en supprimant le facteur commun — » 2 cd — c3 ) ; 2» a3 — c3 ) a — c
+ ac — c3 J a + c
if-K*
THÉORIE COMPLÈTE
Explication. Après avoir effectué là première division , l’on obtient un reste qui renferme le facteur — lcd — c2, dans ses deux coefficiens ; car 2dc* +c3= — c { — 2 cd — c2). Ce facteur étant supprimé , le reste se réduit à a — ■ c , polynôme qui divise exactement a1 — c ’.
Donc a — C est le plus grand commun diviseur cherché. Les commençons feront bien de reprendre le même exemple en ordonnant par rapport à c. .
288. Il existe un cas assez remarquable, dans lequel on peut obtenir le plus grand commun diviseur plus aisément que par le procédé général ; c’est celui où l 'un des deux polynômes renferme une lettre qui ne se trouve pas dans l’autre .
Dans ce cas , comme il est évident que le plus grand commun diviseur doit être indépendant de cette lettre, ri s’ensuit que, si l’on ordonne le polynôme qui la renferme , par rapport à cette lettre , le plus grand commun diviseur cherché sera le même que celui qui existe entre les èoej/îciens des diverses puissances de la lettre ordonnatrice et h second polynôme, qui, par hypothèse , en est indépendant.
A la vérité , on sera conduit , par ce moyen , à déterminer le plus grand commun diviseur entre trois ou un plus grand nombre de polynômes; mais ceux-ci seront beaucoup plus . simples que les polynoipes proposés. Souvent même il arrive que quelques-uns des coeffiçions du polyhome ordonné sont des monômes; ôu bien, on reconnaît â leur seule inspection qu’ils sont premiers entre eux ; et , dans ce cas , on est certain que les polynômes proposés sont' aussi. premiers entre eux. •
Ainsi, dans l’exemple du n° 287, traité par le premier moyen, après avoir supprimé le facteur a — c commun aux deux polynômes, ce qui a donné pour résultats,
d2 — c 2 et 2 ad — c2,
on reconnaît. immédiatement que ces deux nouveaux polynômes sont premiers entre eux ; car le second renfermant la lettre a qui n’entre pas dans le premier, il résulte de ce qui vient d’être dit, que le plus grand commun diviseur doit se trouver entre les coefficiens 2d et — c2 ; or ces deux quantités sout évidemment premières entre elles ; donc , etc.
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Soient , comme application du cas que nous examinons , les deux polynômes
3 beq + 30 mp -f- 18ic + ’&mpq, et . hadq — 4 %fg + 24ad — Tfgg-
Comme q est la seule lettre commune à ces deux polynômes (qui d’ailleurs ne renferment pas de facteurs monomes), on pourrait les ordonner par rapport à cette lettre , et suivre le procédé ordinaire. Mais observons que b se trouve dans le premier polynôme et non dans le second ; donc si l’on ordonne le premier par rapport à b, ce qui donne
(3 cq + 18c) 6 •+• 30 mp + S mpq ,
on peut assurer que le p. g. c. d. cherché est le même que celui qui existe entre le second polynôme et les deux coefficiens
3 cq + 18c, 30 mp + 8 mpq.
Or le premier de ces deux coefficiens peut se mettre sous la forme 3 c(q + 6) , et l’autre revient à 5 mp(q + 6) ; d’ou il suit que q + 6 est le seul facteur commun à ces deux coefficiens. Il suffit alors de voir si q + 6 , qui est un diviseur premier, est facteur du second polynôme.
Or ce polynôme, ordonné par rapport à q, revient à
(4 ad— 7 ’fg) q — 4 %fg + 24 ad;
et comme la seconde partie 24ad — 42 fg est égale à 6 (4 ad — Ifg) , il s’ensuit que ce polynôme est divisible par j+6, et donne pour quotient 4 ad — 7 fg. Donc enfin , q + 6 est le plus grand commun diviseur des deux polynômes proposés.
289. Nous terminerons cette théorie par un rapprochement entre le procédé du plus grand commun diviseur relatif et celui du plus grand commun diviseur ordinaire, en traitant successivement par les deux procédés, un exemple dans lequel les deux polynômes sont, non seulement entiers par rapport à x, mais encore par rapport aux autres nombres qui y entrent; parçe que, dans la suite, nous aurons à opérer sur beaucoup d’exemples de ce genre. ,
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Séîcnt proposés les deux polynômes
6jt5 — 4x4 — llx3 — 3xJ — Sx — 1 , ot 4x4 + 2x3 — 18x3 + Sx — 5.
Tableau des calculs par le procédé du p. g. c. d. relatif.
|o 0^5 — — Hj>3 — 8x? — Sx — 1 } 4x4+2x3 — 18xa + 3x — 8 _ . . .. . 15 _ 9 . > S 7
2° -4x4 + 2x3 — 18x’ + Sx — 5 | -g- x3 — 39x’ + x j-
+ 10x3 — 20x3 + Sx — 8 j +
Donc — x3 — 39x’ + -j x — — est le p. g. c. d.
Tableau des opérations par la méthode ordinaire.
1° Multiplication par 16. \
Reste +31 2x3 - 624xa + 1 56x- 1 36 ,
ou bien 2x3 — 4x’ + x — 1 .
2° 4x4 + 2x3 — 18x’.+ Sx — 8 ) 2x3 — 4x> + x — 1
Donc 2x3 — 4x’ x — l est le p. g. c. d.
En appliquant le procédé du n° 246 sans faire subir aucune préparation, on parvient, comme on le voit dans le premier des deux tableaux de calcul , au résultat
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tandis que si l’on suit le procédé du n° 256, avec toutes ses modifications,-on obtient
2x3 — .ix’+x — 1
pour le plus grand commun diviseur des deux polynômes.
Or ce dernier résultat ne diffère du précédent que par le fac- 39 '
teur — , qui est commun à tous les termes de celui-ci , et que l’on peut mettre en évidence.
D’où l’on voit que l’effet produit par l’application du procédé sans préparation , est de donner le commun diviseur ordinaire qui existe entre les deux polynômes ( qu’on suppose rationnels et entiers), de le donner, dis-je, embarrassé de facteurs étrangers, mais indèpenduns de la lettre principale.
Or, comme nous verrons par la suite que le principal objet qu’on se propose, lorsqu’on est parvenu au plus grand commun diviseur de deux fonctions entières, est de l’égaler à 0 pour en tirer des valeurs de la lettre principale , on conçoit que l’introduction de ces facteurs étrangers dans le résultat, ne peut, en aucune manière, influer sur les racines de l’équation obtenue, puisque ces factenrs, étant indépendans de la lettre principale, peuvent toujours être supprimés dans cette équation.
Ainsi, dans ce cas, il est tout-à-fait indifférent d’employer ou de ne pas employer les modifications; et lorsqu’on les emploie, c’est seulement dans la vue de simplifier les calculs.
Nous proposerons encore 1 d’appliquer les deux procédés aux exemples suivons :
1 x6 + Ax5 — 3x4 — 16x3+ 1 lx’+ 12x — 9,
1 6x5+20.r4— 12x3 — 48x’ + 22x +12; p. g. C. A. simplifiée x3 + x’ — 5x + 3.
p. g. c. d. simplifiées 5xJ — 3x + 4.
as*
DE D’ÉLIMINATION
Nous nous proposerons de réunir dans ce paragraphe les principales transformations dont le but est de ramener la résolution d’une équation donnée , à celle d’une autre équation plus facile à traiter.
200. Première transformation. Evanouissement du second terme de toute équation.
On conçoit qu’une équation d’un degré donné est d’autant plus aisée à résoudre , qu’elle renferme moins de puissances de l’inconnue ; c’est ainsi que l’équation x2 = q donne sur-le-champ x= ±\/q, tandis que l’équation complète a besoin
, d’une préparation pour être résolue.
Or, une équation quelconque étant donnée , on peut toujours la transformer en une autre , c’est-à-dire ramener sa résolution à celle d’une autre équation privée de second terme.
Soit en effet l’équation générale
+ ,4-QfB>-“+ . . . + Tx •+• U = 0.
Posons x — u+x*, u étant une nouvelle inconnue, et x' une indéterminée dont nous pouvons disposer à volonté ; il vient P(u+ x')m— ‘+Q(e + x')m— *+ » . . +T(“ + ^,)+U=0, ou, développant d’après la formule du binôme, et ordonnant par rapport aux puissances décroissantes deu.
um + mx'
m — 1 , um~ 2 + m. — - — x a
um-2 + ...+x’m
+ (m—l)Px'
q-Qx""-2
TV
Puisque x' est tout-à-fait arbitraire , nous pouvons en disposer
de manière que l’on ait mx' + P — 0 ; d’où l’on tire x' — .
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Portant cette valeur dans l'équation précédente , on parviendra , tout calcul fait, à une transformée telle que
um + (Yum~ a q- + . , . q- Tu + U' = 0,
privée de second terme. Cette équation une fois résolue , on obtiendra les valeurs de x qui correspondent aux valeurs de u, en
remplaçant, dans la relation 'x = u +x’, oux==u ,lalcttren
par chacune de ses valeurs.
D’où l’on peut conclure cette règle générale :
Pour faire disparaître le second terme d’une équation, remplacez l’ inconnue par une nouvelle inconnue augmentée du coefficient du tecond terme , prit en signe contraire et divisé par le degré de l’équation.
Ou peut reconnaître à posteriori que cette substitution doit remplir le but qu’on s’était proposé.
En effet, soient a, l,c,d,. . . les m racines de l’équation donnée ;
il résulte de la relation x=u , qui donne u—x A , que
les valeurs de u sont
=o-l , à+-~- , eq , dq .
la somme des nouvelles racines est donc
a + iq-r+dq-.. ..+»«. — ;
mais on a (n° 242) oq-èq-c-f-dq- . . . .== — P ; la somme précédente se réduit donc à — Pq-P, ou à 0; ainsi le coefficient du second terme de la transformée doit être nul de lui-même.
N. B. On a supposé le coefficient du premier terme de l’équation égal à l’unité ; mais si l’équation était de la forme
Ax™ 4- Pxm_ 1 q.-. . . q-Txq-U = 0, en posant x=#+x', on obtiendrait pour le cofficient de um—',
mAx'q-P, expression qui, égalée à 0 , donnerait x’ — — ;
VIA
c’est-à-dire que, dans ce cas, le dénominateur de la valeur de x' serait le produit du degré de l’équation par le coefficient À du premier terme.
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Appliquons la règle précédente à l’équation x7 ■{■px^q*
Si l’on pose .r=u — ^ , elle devient + p (u — ^ = j-,
; ' t «■* ou , effectuant les calculs et réduisant, «... u7 — ~q •
Cette équation transformée donne.' k=±^/~ + q;
par conséquent , on obtient, pour les deux valeurs de x correspondantes, «. x — —
261. Au lieu de faire disparaître le second terme, on peut demander que l’équation soit privée du troisième, quatrième. . .; il suffit pour cela d’égaler à 0 le coefficient de um— .,
Par exemple, pour chasser le troisième terme, on posera , dans l’équation transformée ci-dessus ,
m. — - — x'7 + (m — l)Px'-|-Q = 0,
d’où l’on déduira pour x' deux valeurs dont chacune, substituée ejans la transformée , la réduira à la forme
um + P V" - * + R'«™— 3 +....+ Vu + U'= 0.
Au-delà du troisième terme, il faudrait résoudre des équations de degré supérieur au second pour obtenir la valeur de x' ; ainsi , pour opérer la disparition du dernier terme, on aurait à résoudre l’équation
x'm+Vx'm-' + . . . . +TV + U = 0,
qui n’est autre chose que la proposée dans laquelle on a remplacé x par x’.
Il peut arriver que la valeur x' — — — -, qui (n° 260) fait disparaître le second terme, donne également lieu à la disparition du troisième ou d’un tout autre terme. Par exemple , pour que le second terme et le troisième disparaissent à la fois , il faut p
que l’équation x' — puisse s’accorder avec celle-ci :
Digil
m. — x'7 + (m — lJP.r'+Q-r^O.
FORMATION DES POLYNOMES DÉRIVÉS
La relation x = u + x', dont nous nous sommes servi dans les deux numéros qui précèdent, indique que les racines de la transformée sont égales à celles de la proposée, diminuées ou augmentées d’une même quantité. Tantôt cette quantité est introduite dans lecalcul, comme une indéterminée dont la valeur est ensuite fixée de manière à remplir une condition donnée ; tantôt c’est un nombre particulier et donné à priori, qui exprime une différence constante entre les racines d’une première équation et celles d’une autre équation que l’on veut former.
En un mot , la transformation qui consiste à remplacer x par u + sd dans une équation , est d’un usage très fréquent dans la théorie des équations. Or il existe un moyen assez simple d’obtenir, dans la pratique, la transformée qui résulte dé cette substitution.
Pour cela, intervertissons l’ordre des termes dans u + x'; c’est-à-dire remplaçons x par x'+u dans l’équation
xm + Pxm- ' + Ox’"— 1 + R j"' - 3 + . . . .Tx + U=Q;
on trouve, en développant et ordonnant par rapport aux puissances ascendantes de u,
xm +mxm~I + Pr'n<— 1 +(wi — 1 )P-r'm— + Qx'm-a +-(«— 2)Qa-'™-3
+ Tx' +T
«7+...Mm=0
LOI DE FORMATION
Si l’on fait attention à la manière dont sc composent les coefficicns des diverses puissances de u, on verra <jue le coefficient de u° n’est autre chose que le premier membre de la proposée , dans lequel on a remplacé x par x' ; nous désignerons dorénavant ce coefficient par X'.
Que le coefficient de u* se formé au moyen du précèdent ou de X', en multipliant chacun des termes de X' par l'exposant de x dans ce terme, et diminuant cet exposant d’une unité : nous appellerons Y' ce coefficient.
Que le coefficient de u1 se forme au moyen de Y', en multipliant chacun des termes de X' par l’exposant de x dans ce terme, divisant le produit par 2, et diminuant ensuite l’exposant de x' d’une Unité.
Si l’on appelle ^ ce coefficient, il est clair que Z' se forme au
moyen de Y', comme Y' se forme au moyen de X'.
En général, un coefficient de rang quelconque, dans la transformée ci-dessus , se forme au moyen du précèdent , en multipliant chacun des termes de celui-ci par l’exposant de x' dans ce terme, divisant le produit par le nombre des coefficiens qui précèdent celui que l’on considère, et diminuant ensuite l’exposant de x' d’une unité. J,
Cette loi, d’après laquelle les coefficiens X', Y', — , . . .
dérivent les uns des autres , est évidemment une conséquence immédiate de celle qui régit les différens termes de la formule du binôme (voyez n° 149).
Les expressions Y", U, V', W' . . . . sont appelées les polynômes dérivés de X', parce que T! se déduit ou dérive de Y', comme Y' dérive de X' ; V' dérive de, Z', comme Z' dérive de Y' ; et ainsi de suite. Y' est dit le premier polynôme dérivé, U le second. . . .; rappelons-nous, d’ailleurs , que X' n’est autre chose que le premier membre de la proposée, dans lequel on a remplacé x par x'.
N. B. On a supposé le coefficient du premier terme de la proposée égal a 1 ; s’il était quelconque, la loi de formation des coefficiens de la transformée serait absolument la môme ; et le coefficient de u"‘ serait égal à celui de xm.
265. Pour faire connaître l’usage do cette loi dans la pratique ,
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proposons-nous de faire évanouir le coefficient du second terme de l’équation x4 — 12.r3 + 17.r’ — 0r + 7 = O.
Il faut, d’après la règle n° 260, poser ar= « + -^ , ou .r =3 + u, ce qui donnera une transformée du 4° degré et de la (orme
X' + Y'w + +^tt3 + u4 = 0;
et tout se réduit à calculer X', Y',
Or on a , en vertu de la loi précédente,
X' = (3)4 — 12.(3)3 + 17.(3j’ — 0.(3)> + 7, ou X'= — 110; Y' =4.(3)3 — 80.(3)’ + 34.(3)* — 0, ou Y'=— 123;
Ainsi, la transformée devient «4 — 37m’ — 123u — 110=0. Soit encore proposé de transformer l’équation 4x3 — 5.r’ + 7.r — 9=0,
en une autre dont les racines surpassent de Yunfté chacune des racines de la proposée.
Posons la relation « = *+ 1 ; il en résulte x = u — 1 , ce qui
doune la transformée X' + Y'u+ -^k’ + 4m3 = 0.
, Jé
X' = 4.( — l)3 — 5.( — 1)’ + 7.( — l)1 — 9,oubicnX'= — 25;
Zl-
Ainsi la transformée devient 4 u1 — 17u’ + 29m — 25 = 0. On peut s exercer sur les exemples suivans :
PROPRIÉTÉS DES POLYSOMES DÉRIVÉS
Faire évanouir le second terme dans les équations
( Résultat . us — 33a3 + 118u’ — 152 u — 73=0.)
( Résultat. 3a3 g- =0.) \ F oy. n" 261 .]
Transformer l'équation 3x'* — 13x3+7x’ — 8x — 9 = 0, eis une autre dont les racines soient plus petites que chacune des
racines de la proposée , de la fraction s?
( Résultat. 3«4 — 9a3 — 4a5 ~u =s 0.)
Nous aurons souvent occasion de rappeler la loi de formation des polynômes dérivés.
264. Ces polynômes jouissent d’une propriété très remarquable que nous pouvons faire connaître dès à présent.
Soient X ou xm + Pxn,-* + Qx'"— >+ . . . .= 0 , une équation proposée, et a, 6; c, . . . I, les m racines de cette équation; on a ( n” 254 } l’équation identique
xr,ï + P xm 1 + . . . .=( x — a) (x — b) (x — e) . . . .(x — l).
Cela posé, remplaçons x par x'-fa. ou plutôt par x+a ( pour \ éviter les accens ) ; il vient
(l + aJ^ + P (x + «)m — 1 + . . . . =:(x + k — a) (x + a — 4).... , ou bien , changeant dans le second membre l’ordre des termes , et regardant chacun des binômes x — a,x — b,. ... comme une seule quantité,
Or, si l’on effectue les multiplications dans chacun des deux membres, on obtiendra d’abord pour le premier, en vertu de ce qui a été dit dans le numéro précédent ,
X+Ya+^u’ + + am;
X étant le premier membre de la proposée, et Y, Z, • • • - les polynômes dérivés de ce premier membre.
PROPRIÉTÉS DES POLYSORES DÉRIVÉS
Quant au second, il résulte du n° 242, 1° que la partie affectée de u" , ou le dernier terme, est égal au produit (x — a) ( x — i), . . .( x — /) des facteurs de la proposée;
2° Que le coefficient de u1 est égal à la somme des produits m — 1 à m — 1 de ces m facteurs;
3° Que le coefficient de w est égal à la somme des produits m — 2 à m — 2 de ces m facteurs ; et ainsi de suite.
D’ailleurs, il y a identité entre les deux membres de la dernère équation; ce qui veut dire ( n° 180 ) que les coefficiens des mêmes puissances sont égaux dans ces deux membres.
Ainsi, 1" l’on a X = (x — a) (j — l) (x — c).. .{x — /); ce ■pie l’on sait déjà.
2° Y ou le premier polynôme dérivé est égal à la tomme de* produits m — 1 àm — 1 de* m facteurs du premier degré de la proposée ; ou bien encore, égal à la tomme des quotiens que l’on obtient en divisant X par chacun des in facteurs du premier degré de la proposée ; c’est-à-dire, algébriquement,
3° ^ ou Ie second polynôme dérivé ( pris avec le diviseur 2 )
est égal à la somme des produits m — 2 à ni — 2 des m facteurs de la proposée ; ou bien encore , égal h la somme des quotiens que l’on obtient en divisant X par chacun des facteurs du second deyré; c’est-à-dire
2 (x — a)(x — b) (x — at)(x — e)"^" ( x — k)(x — l)’*
et ainsi de suite. -
2615. S fci:u mie tr as sfo B ratios. Faire disparaître les dénominateurs d’une équation ,■
Une équation étant donnée, on peut toujours la transformer en une autre dont les racines soient égales à un multiple ou à un sous-multiple donné de celles de la proposée.
Reprenons l’équation *'" + Px™— 1 q-Qx™— ^ »+ ... +T.r+U=0, et désignons par y l’inconnue d’une nouvelle équation dont les racines soient k fois plus grandes que celles de la proposée. Si
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l’on pose yz=hx, il en résulte x =jf ; d'où, substituant et
chassant le dénominateur km du premier terme ,
y™ + PAy™->+Q£’î^-* + RA3y’"-3+ . . . + TAm— ‘y + UA™ = 0 ,
équation dont les coefficiens sont égaux à ceux de la proposée multipliés respectivement par A°, A1, A % A3. •• .A"'.
Cette transformation est principalement utile pour faire disparaître les dénominateurs d’une équation sans donner au premier terme d’autre coefficient que l’unité.
Soit, pour fixer les idées, l’équation du 4' degré,
si l’on fait dans cette équation, x = ^ , y étant une nouvelle
inconnue et A une indéterminée, il vient
, . ak , ek* ekl qM .
y4+T^+ Tï’+7i'+T = 0-
Cela posé , il peut arriver deux cas :
Ou les dénominateurs b, d,f, h, sont premiers entre eux; dans cette hypothèse , comme h est tout-à-fait arbitraire , posons ftzzxàdfh , produit de ces dénominateurs ; il vient
yti + adfh.y^-Ycb'df'h'.y* ePdfrfi* .y ,
équation dont les coefficiens sont entiers et dont le premier terme a pour coefficient l’unité.
On a , d’ailleurs , pour déterminer les valeurs de x qui cor-
respondent aux valeurs de y, la relation x=
bdfh'
Ou bien, les dénominateurs renferment des facteurs communs; et l’on rendra évidemment les coefficiens entiers en prenant pour k le plus petit multiple de tous les dénominateurs. Mais on peut encore simplifier davantage en observant que tout se réduit à déterminer k de manière que k1, A’, A3, . . . contiennent les facteurs premiers qui composent b, d,f, h, à des puissances au moins égales à celles qui entrent dans ces différons dénominateurs.
MÉTHODE GÉNÉRALE DES TRAHSFOR9ATIOSS.
Ainsi , soit l’cquation xi — - x3 + ■— x* ■
Posons x = l i ü vient yi — ^ y3 + ~ y»
ISO'1’ 9000 ‘
soit fait d’abord A égal à 9000 qui est multiple de tous les autres dénominateurs ; il est clair que les coelTiciens deviendront des nombres entiers.
Mais si l’on décompose 0, 12, ISO et 9000, en leurs facteurs , on trouve
et en faisant simplement *=2x3x5, produit des facteurs simples différens, on obtient
d’où l’on voit que les valeurs de *, A3, A3, *i, contiennent les facteurs premiers 2, 3, 5, à des puissances au moins égales à celles qui entrent dans 6, 12, 150, et 9000.
Donc, l’hypothèse * = 2x3x5 = 30, suffît pour opérer la disparition des dénominateurs. Il vient en effet, par la substitution ,
ou, réduisant, y4— 5.8.y3-f-5.3.8’.y’— 7.2’.3’.8.y— 13.2.3’.5=0, ou bien enfin, y4 — 25y3 + 875 y’ — 1260y — 1 170 = 0.
11 y a des circonstances où l’on est obligé, dans l’expression de A, d augmenter l’exposant de l’un des facteurs premiers, <1 une ou de plusieurs unités. Mais on doit sentir la nécessité de ne prendre pour A que le plus petit nombre possible; autrement, on obtiendrait une transformée dont les coefficiens seraient extrêmement grands, comme on en peut juger en calculant la transformée résultant de la supposition de * = 9000 dans l’équation précédente.
Voici de nouvelles applications :
■=!» d’où y3— 14y’+lly— 75 = 0.
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d’oy y5 — 6Sy/> + 1 890y3 — 80720y ’ — 928800y + 972000 = Ov
266. Les transformations précédentes sont celles dont l’tisage est le plus fréquent; il en est encore d’autres assez usitées, dont nous ne parlerons que lorsque l’occasion s’en présentera , parce qu’elles sont trop simples pour être traitées séparément.
En général , le problème des transformations doit être regardé comme une application dù problème de {'élimination entre deux équations d’un degré quelconque à deux inconnues. En effet, une équation étant donnée, supposons qu’on veuille la transformer en une autre dont les racines aient avec celles de la proposée une relation déterminée.
Désignons par F (:r) = 0 l’équation proposée ( elle s’énonce fonction de x égale 0 ) , et par F' (x, y ) = 0 l’expression algébrique de la relation qui doit exister entre la première inconnue x et la nouvelle y ; la question se réduit à tâcher d’obtenir, au moyen de ces deux équations, une nouvelle équation en y , qui sera alors l’équation demandée. Lorsque l’inconnue x n’entre qu’au premier degré dans F' (x, y) = 0, la transformée est facile à obtenir; mais si elle y est élevée à la seconde, troisième. . . . puissance, il faut avoir recours aux méthodes d’élimination. ,
Donnons une première idée de cette théorie qui joue un si grand rôle dans l’analyse algébrique.
élimination. Première partie.
267. Éliminer, entre deux équation» d’un degré quelconque à deux inconnues , c’est parvenir, après une suite| d’opérations exécutées sur ces équations , à une seule équation qui ne renferme que l’une des inconnues , et qui donne toutes les valeurs de cette inconnue, propres à vérifier les deux équations en même temps que des valeurs correspondantes de l’autre inconnue.
L’équation, fonction de l’une des inconnues , à laquelle on par-
j4 j xs -
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■vient , se nomme équation finale ; et les valeurs de l’inconnue , tirées de cette équation , sont appelées valeur s convenables.
De toutes les méthodes d'élimination connues , la méthode par le plut grand commun diviteur est, en général, la plus expéditive; aussi c’est celle que nous allons développer ici.
Soient deux équations d’un degré quelconque à deux inconnues ' f
ou, plus simplement encore,
Supposons Yéquation finale en y obtenue, et tâchons de reconnaître quelque propriété des racines de cette équation, qui puisse nous servir à former cette équation.
Soit y = S l’une des valeurs convenables de y. Puisque cette valeur vérifie les deux équations conjointement avec une certaine valeur de x , elle doit être telle que, si on la substitue à la fois dans les deux équations, qui ne renfermeront plus alors l’inconnue y, ces équations admettent au moins une valeur commune pour x; et à cette valeur commune doit nécessairement ( n° 237 ) correspondre un commun diviseur en x. Ce commun diviseur sera du premier degré en x ou d’un degré supérieur, suivant qu’à la valeur particulière y = C, il correspondra une ou plusieurs valeurs de x.
Réciproquement, toute valeur de y, qui, substituée dans les deux équations, leur donne un commun diviseur en x, est nécessairement une valeur convenable ; car alors elle vérifie évidemment les deux équations en même temps que la valeur ou les valeurs de x tirées de ce commun diviseur égalé à 0.
268. Remarquons d’ailleurs qu'avant aucune substitution , les premiers membres des équations ne peuvent , en général, avoir de commun diviseur, fonction des deux inconnues ou de l’une d’elles seulement. , * .
Supposons en effet, pour un instant, que les équations A = 0, B = 0, soient de la forme
D étant fonction de x et de y. i •.
DB l’ÉUSISATIOS.
En posant séparément D=0, on obtient une seule équation» à deux inconnues, qui peut être satisfaite par une infinité de systèmes de valeur ». D’ailleurs, tout système qui anéantit D rend également nul s A'D , B'D., et satisfait par conséquent aux équations A =0, B = 0.
Ainsi l’hypothèse de l’existence d’un commun diviseur en x et y entre les deux polynômes A et B entraîne la conséquence que les équations proposées sont indéterminées , c’est-à-dire susceptibles d’être satisfaites par une infinité de systèmes de valeurs de x et de y. Dès-lors , il n’y a pas lieu à déterminer une équation finale en y, puisque lé nombre des valeurs de y est infini.
Si D était fonction de x seulement , on concevrait l’équation D = 0 résolue par rapport à x; ce qui donnerait une ou plusieurs valeurs pour cette inconnue. Chacune do ces valeurs, substituée dans A'xD = 0 et B'xD = 0, en même temps qu’une valeur de y, tout-à-fait arbitraire , vérifierait ces deux équations, puisque D devient nul par l’effet seul de la substitution de la valeur de x. Ainsi, dans ce cas, les deux équations proposées admettraient bien un nombre fini de valeurs pour X, mais une infinité de valeurs pour y; et il ne pourrait alors exister d’équation finale en y.
Donc, toutes les fois que deux équations A = 0, B = 0, seront déterminées, c’est-à-dire toutes les fois qu’elles n’admettront qu’un nombre limité de systèmes de valeurs pour x et y, leurs premiers membres ne pourront avoir de commun diviseur fonction des inconnues, avant aucune substitution particulière faite pour l’une d’elles.
N. B. Le cas où A et B auraient un diviseur commun en y, ne fait pas exception à la conséquence précédente; puisqu’alors il y aurait une infinité de valeurs de x qui correspondraient à chacune des valeursdc y tirées de ce commun diviseur égale à 0.
269. De là il est aisé de conclure un procédé pour obtenir Y équation finale en y.
Puisque la propriété caractéristique de toute valeur convenable de y, est que, substituée dans les premiers membres des deux équations, elle leur donne un commun diviseur en x qu’ils n’avaient pas auparavant ( à moins que les équations ne soient
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indéterminées, co qu’on ne suppose pas), -il s’ensuit qu'c si, aux •deux polynômes proposés et ordonnés par rapport à x, on applique le procédé pour trouver le plus grand commun diviseur, on n’en trouvera généralement pas; mais , en continuant l’opération convenablement, on parviendra à un reste indépendant de x et fonction de y, qui , égalé à 0, donnera l’équation finale demandée ; car toute valèur de y, tirée de cette équation , rend nul le dernier reste de l’opération du commun diviseur; elle est donc telle,que, substituée dans le reste précédent, elle rend ce reste diviseur commun des premiers membres A et B. Ainsi chacune des racines de l’équation ainsi formée est une valeur convenable dey. . ,
270. En admettant que l’équation finale fût complètement résolue, ce qui donnerait toutes les valeurs convenables, il faudrait ensuite obtenir les valeurs correspondantes de .r. Or, il est évident qu’il suffirait, pour cela, de substituer les différentes valeurs de y dans V avant-dernier reste , d’égaler successivement à 0 les polynômes en x qui en résulteraient , et d'en tirer les valeurs de x; car ces polynômes ne sont autre chose que les diviseurs en x qui deviennent communs à A et B.
Mais comme l’équation finale est, en général, d’un degré supérieur au second , nous sommes forcé de renvoyer à un autre chapitre la seconde partie de la théorie de l’élimination, laquelle partie a pour objet de déterminer tous les systèmes de valeurs propres à vérifier deux équations d’un degré quelconque à deux inconnues.
Nous nous proposons également de revenir sur la méthode qui vient d’ètré exposée , parce qu’elle a quelques inconvéniens auxquels il faut obvier. Mais notre but était principalement ici de faire voir comment deux équations d’un degré quelconque étant données, on peut, sans supposer larésolulion d’aucune équation, parvenir à une autre équation ne renfermant plus que l’une des deux inconnues qui entrent dans les proposées.
271. Si l’on avait trois équations (1) , (2), (3), renfermant les inconnues x, y et x, pour obtenir l’équation finale en z, c’est-àdire l’équation qui admettrait toutes les valeurs de l’inconnue z, susceptibles de vérifier les trois équations en même temps que
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certaines valeurs de x et de y, il faudrait, en regardant y comme connu, éliminer x entre les équations (1) et (2), puis entre (1) * et (3), d’après la méthode du numéro 269 ; ce qui conduirait a deux équations en y et x , auxquelles on appliquerait la même méthode pour éliminer y.
Même raisonnement pour 4 équations à 4 inconnues, etc.
Pour le moment, nous nous bornerons à une seule application générale de la méthode d’élimination.
Soit proposé le problème suivant
Une équation du degré m à une seule inconnue étant donnée , on demande une autre équation dont les racines soient une combinaison déterminée de deux quelconques des racines de la proposée.
Soit xm + Pi”-< -f- Qx"'-3 + . . . + Tx + U = 0 , l’équation proposée ; appelons x', x", x"' ... . les racines'de cette équation, et désignons par u l’inconnue de l’équation qu’on veut former.
Si nous considérons deux quelconques des racines de la proposée , par exemple , x' et x", on doit avoir, par hypothèse , u = F (x', x"). . . .(1).
[La lettre F, qui s’énonce fonction de..., exprimant ici un certain système d’opérations qu’il faut effectuer sur les deux racines x’ et x" pour obtenir la valeur de u].
D’un autre côté, puisque x' et x" sont des racines de l’équation donnée , on doit avoir les deux relations
xm + Px'm— « + Qx'«-» + . . . . +TV + U = 0. , .(2), x"m + Px"m-« + Qx"'"-» + . . . . +Tx" + U = 0 . . .(8).
Les équations (1), (2) et (3), peuvent donc être regardées comme les équations du problème ; et toutes les fois que la nature de la combinaison ou fonction, exprimée par la lettre F, sera connue et définie , il suffira d’éliminer x' et x" entre ces trois équations. U équation finale en u sera l’équation demandée. En effet , le résultat ne renfermant plus aucune trace des deux racines particulières x' et x!', puisqu’on les aura éliminées, conviendra à toutes les racines x1, x", x'" . . ., et aura par conséquent pour racine une combinaison (exprimée par le caractère F ) de deux quelconques des racines de la proposée
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273. Cherchons , comme cas particulier de la question précédente , une équation dont les racines soient les différences entre deux quelconques des racines d’une équation donnée. C’est ce qu’on < appelle I’équation adx différences.
Solution. Soient xm + P-r"'— < + . . . — 0, l’équation proposée, x', x", x"' ... . ses m racines ; et appelons a la valeur d’une quelconque des différences
On a d’abord , en vertu de l’énoncé , cette première relation a = x" — x' . . . (1).
D’ailleurs, x' et x" étant des racines de la proposée, doivent y satisfaire, et donnent par conséquent,
x'm + Px''”— « +. . . . =j= 0. . . . (2), x"m + py»«— i + ....= 0 ... . (3) ; et il s’agirait (n° 272) d’éliminer x', x", entre les équations (1), (2) et (3). ; •.
Mais comme de la relation (1), on déduit x" = x' + a, d’où , substituant dans l’équation (3),
(x' -+• u)m + P(x' + a)™—1 + . . . . = 0. . . . (4), il s’ensuit que la question est ramenée à éliminer x' entre les équations (2) et (4).
Or, l’équation (4) développée prend (n° 203) la forme TJ
X' + Y'a + a3 + . . . . + um = 0 ;
et si l’on observe que X' n’est autrç chose que x,m + Px,m— •
expression qui doit être nulle d’après la rélatfon (2), la dernière équation, débarrassée du terme X' et divisée ensuite par a (voy. le N. B. du numéro actuel), se réduit à Z' V'
Donc enfin , l’équation cherchée résulte de l’élimination de x' entre les deux équations Z' = 0,
.Y' + a”— ss 0.
XlRtUTION
Ainsi , règle générale : Pour former l’équation aux différence » de s racine s d’une équation proposée, il faut éliminer x' entre l’équation X' = 0 qu’on déduit de la proposée en y remplaçant x par x’, et l’équation qui résulte de la substitution de x' + u à la place de x, cette résultante étant d’abord débarrassée de son dernier terme X', et divisée ensuite par u.
N. B. 1° Dans la pratique, on se dispense de mettre l’accent
sur la lettre x , c’est-à -dire qu’on élimine directement x entre
la proposée X = 0 , ou xm + Dx'”— 1 + . . . s= 0 , et l’équation
Y + u + . . • + um— 1 = 0, dans laquelle Y, sont compo-
ses
en x comme Y',
sont composés en x'.
Le résultat de l’éliminaticp est évidemment le même.
2° Après avoir posé dans l’équation X = 0,x + aàla place de x , ce qui donne
. + Um = 0,
on omet le terme X , comme formant le premier membre de la proposée , et l’on -obtient une nouvelle équation
dont tous les termes sont divisibles par u, ou, ce qui revient au même, qui est satisfaite paru = 0. Cela doit être, puisque parmi les différences entre les racines, il faut compter celle qui existe entre chaque racine el elle-même ; mais si l’on supprime ce facteur u , l’éc^ualion ne renferme plus alors que les différences entre l’une quelconque des racines et toutes les autres. Or ce sont les seules différences que nous avons besoin de considérer par la suite.
274. Soit, par exemple, à déterminer l’équation aux différences des racines de l’équation x3 — 6x — 7 = 0.
On a d’abord , en vertu de la loi de formation (n° 263),
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ce qui donne les deux équations
entre lesquelles il faut éliminer x.
Si l’on applique à ces deux équations le procédé du n° 269, on obtient pour l’équation finale en u ,
C’est l’équation aux différences des racines de la proposée.
Composition et forme de l'équation aux différences
On peut reconnaître à priori, pour toute équation du degré m, la forme et la composition de l 'équation aux différences des racines de cette équation.
Désignons toujours par x', x", x"' . . ., les racines de la proposée, paru l’une quelconque des différences; et remarquons que , si l’une des différences est x " — x', il en existe nécessairement une autre , x' — x", qui ne diffère de celle-là que par le signe; c’est-à-dire que, si a est une valeur de u, — a. en est nécessairement une autre ; de môme , g étant une racine , — P en est une autre, etc..,.
Donc le premier membre de l’équation en u peut être mis sous la forme
( u — a) (u + a) (u — g) (u+g) (u — y) (u -t- y) . . . = 0 , ou , multipliant les facteurs deux à deux ,
(mj— *’) (a’— fi1) (ît’— y1) =0.
Donc cette équation est de degré pair, et, de plus, ne renferme que des puissances de degré pair de l’inconnue; c’est-à-dire qu’elle est de la forme '
u ** + + TV + U' = 0.
Le degré 2 n est d’ailleurs égal à m(m — 1), ou bien (n° 146) au nombre d’arrangemens deux à deux que l’on peut faire avec un nombre m de lettres.
Si, dans l’équation précédente, on pose, pour simplifier, u’= *, elle devient . .
zn -f p'z«- 1 + Q'r'i— » + . . . . + T'z + U' = 0 ,
aG
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équation d’un degré sous-double, n, ou m
dont les ra-
cines sont les carré s des différence* entre les racines x', x", x'", . . . ; car, en mettant dans la relation u* — z, à la place de «, ses différentes valeurs x" — x' , x'" on obtient
L’équation en z, à laquelle on est parvenu tout à l’heure, s’appelle, pour cette raison, l 'équation aux carré* de* différence* ; et on la considère ordinairement de préférence à l’équation aux différences, comme étant d’un degré sout-doulle.
Ainsi, dans l’exemple du numéro précédent, l’équation aux différences est du 6e degré , c’est-à-dire d’un degré marqué par 3(3 — L),. ou par 6. Elle ne renferme que de3 puissances de degré pair; et si l’on pose ua = r, elle devient — 36*’ + 324* + 459 = 0,
équation dont les racines sont les carrés des différences des racines de la proposée.
L’équation alx différences , ou aux carrés des différences , nous sera très utile par la suite.
§ III. — des équations susceptibles d’abaissement.
On comprend sous ce titre toutes les équations dont deux ou plusieurs racines ont entre elles des relations particulières, parce qu’en général on peut faire dépendre la résolution de ces équations de celle d’autres équations de det/ré moindre. Telles sont les équations qui ont des racines égales, c’est-à-dire dont le premier membre (n° 240) contient des facteurs égaux.
Les méthodes qui se rapportent à ces classes d’équations s’appellent méthode* d'abaissement , et doivent être regardées, jusqu’à un certain point, comme une branche de la transformation des équations , puisque le but général de cette théorie est de ramener la résolution d’une équation à celle d’une équation plus simple. V
MÉTHODE DES RACINES ÉGALÉS. j
276. Dire qu’une équation a des racines égales , c^est dire (n° 240) que son premier membre a des facteurs pgaux ; dès
lors, le premier polynôme dérivé, qui est (n° 264) la somme des produits (m — 1) à (m — 1) des m facteurs, contient dans chacune de ses parties au moins une fois le facteur qui entre plusieurs fois dans la proposée. Donc , il doit exister un commun diviseur entre le premier membre de la proposée et son premier polynôme dérivé.
Mais de quelle manière ce commun diviseur se compose-t-il au moyen desjncteurs égaux de la proposée ? c’est ce qu’il s’agit maintenant d’examiner.
277. Une équation étant donnée, on demande de reconnaître si elle a des racines égales, et, s’il est possible , de déterminer ces racines. ■ *. i
Désignons par 5F le premier membre de l’équation xm + Pxm— 1 + Qxm— » + ....+ Tx+U = 0;
supposons qu’il renferme » facteurs égaux à x — a, n facteurs égaux à x — b , n" facteurs égaux à x — c . . . , et qu’il contienne en outre les facteurs simples x — p , x — q , x — r...; en sorte que l’on ait
Si l’on considère Y , ou le polynôme dérivé de X , on a vu (n° 264) que ce polynôme est la somme des quotiens de la division de X par chacun des m facteurs du premier degré de la proposée. Or, comme X renferme n facteurs égaux & x — a , on aura d’a-
bord n quotiens partiels égaux à — — — ; même raisonnement
pour chaoun des facteurs égaux , x — b, x — c . . .; d’ailleurs, on
ne peut former qu’un seul quotient égal à , , . . .
Ainsi , Y est nécessairement de la forme
nX , »'X , n»X , X X X
D’après cette composition du polynôme Y, il est visible que ( x — a)"— i, (x — b)n'—‘, (x — - «)*"— ‘,... sont des facteurs communs à toutes les parties de ce polynôme ; donc le produit (x — «)a— 1 (x — b)"'—’ [x — c)n"~l .... est un diviseur relatif
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de Y ; d’ailleurs X renferme aussi évidemment ce diviseur ; ainsi
X et Y ont pour commun diviseur relatif,
(x — a)"—1 ( x — b)n'— > ( x — c'y"— je dis maintenant que
c’est leur plus grand commun diviseur. En effet , les facteurs premiers de X sont x — a , x — b , x — c, . . . et x — p , x — g, x — r, ... ; or , Y ne peut avoir pour diviseur , x — p , x — g, x — r, . . . . puisque chacun d’eux entre comme facteur dans toutes les parties de Y, excepté dans une seule.
Donc enfin le Çlus grand commun diviseur de X et de Y est
c’est-à-dire que ce plus grand commun diviseur est le produit des facteurs gui entrent plusieurs fois dans la proposée, élevés respectivement à une puissance moindre d’une unité gue dans la proposée.
De là on peut conclure la méthode suivante
Pour reconnaître si une équation X = 0 renferme des racines égales, forme: Y ou le polynôme dérivé de X ; puis cherchez (n°246) le plus grand commun diviseur relatif entre X et Y; si vous n’en trouvez pas , l’équation n’a pas de racines égales ou de facteurs égaux.
Si vous en trouvez un , et que ce commun diviseur D soit du premier degré , ou de la forme x — h , posez x — h = 0 , d’où x = h ; vous pouvez alors conclure, que l’éguation a deux racines égales à h, et n’a gu’ une seule espèce de racines égales, dont vous pouvez la débarrasser en divisant X par ( x — h)*.
Si D est du second degré en x , résolvez l’éguation D = 0 ; il peut arriver deux cas : ou les deux racines sont égales , ou elles sont inégales. 1° Si vous trouvez D = (a; — h)1, vous pouvez conclure que l’éguation a trois racines égales à h , et n’admet gu’ une seule espèce de racines égales , dont vous pouvez la débarrasser en divisant X par (x — h)3 ; 2° si D est de la forme (x — h ) (ai — A'), c’est que la proposée a deux racines égales à h, et deux racines égales a h', dont on la débarrasse en divisant X par ( x — h)1 ( x — A')’, on par D’.
Supposons maintenant que D soit d’un degré quelconque ; il faut, pour connaître les espèces de racines égales, et le nombre des racines de chaque espèce , résoudre complètement l’éguation
Appliquons cette méthode à quelques exemples
On demande si V équation 2x4 — 12x3 4 lO.c5 — 6,r 4 9= 0, a des racines égales.
On a (n° 262), pour le polynôme dérivé ,
Or, en cherchant (n°2159) le plus grand commun diviseur relatif entre ces deux polynômes , on trouve D = x — 3=0, d’où x = 3 ; la proposée a donc deux racines égales à 3.
Divisant son premier membre par [x — 3)% on obtient
2xa -pl = 0; d'où x = ± ^ j/ — 2.
Ainsi l’équation est complètement résolue et a pour racines ,
8, 3, + \y =T, et -
Soit, pour second exemple, xs — 2x4 4 Sx3 — 7x’ 4 0x — 3= 0 ; on a, pour le polynôme dérivé, 5*4 — 8x3 4 9x3- — 1 4x4 8,
et pour commun diviseur,... x’ — 2x4 1 ou (x — 1)’;
donc la proposée a trois racines égales à 1*.
Divisant son premier membre par (x — l)3 ou par
x3 - — 3xa 4 8x — 1, on trouve pour quotient ,
x’ 4 x 4 3 = 0 ; d ou x = ;
l'équation est donc encore complètement résolue.
Soit la nouvelle équation
x74Sx646x5 — 6x4 — 15x3 — r Sx1 48x44 = 0; le polynôme dérivé est
■ 7x6 + &0x5 430x4 — 24x3 — 48x3 — 6x48; et l’on trouve pour commun diviseur,
L’équation x4 4 3x3 4 xa — 3x — 2 0 , ne peut pas être
THEORIE
immédiatement résolue; mais en y appliquant la méthode des racines égales, c’est-à-dire en recherchant le p. g. commun diviseur entre le premier membre et son polynôme dérivé ,
4x3 + 9x’ + 2x — §, on trouve pour commun diviseur, x + 1 ; ce qui prouve que x + l entre au carré dans x1* + 2x3 + x' — 3x — 2, et au cube dans le premier membre de la proposée.
Si l’on divise x4 + 3x3 + x’ — 3x — 2 par (x+ l)1 ou x2 + 2x + 1 , il vient pour quotient, x7 -4- x — 2 , polynôme qui , égalé à zéro, donne les deux racines x — 1, x — — 2 , ou les deux facteurs x — 1 et x+2. On a donc
xi + Zx' + x’ — 3x — 2 = (x + l)> (x — 1) (a? + 2).
Ainsi , le premier membre de la proposée est de la forme
ou bien , en d’autres termes , l’équation a trois racines égales à — 1, deux égales à 1, et deux égales à — 2.
Voici de nouvelles applications :
1« xi — 7x6 + 10x5 + 22x4 — 43x3 — 35xa + 48x + 36 = 0 ,
(x — 2)’ (x — zy {x + l)3 = 0 ;
2° x~> 3xf + \9xs — 19^4 + 27x3 — 33xa + 27x — 9 = 0;
280. Lorsqu’en appliquant la méthode précédente , on obtient une équation D = 0 d’un degré supérieur au second , comme cette équation peut elle-même être soumise à la méthode , on parvient souvent ainsi à opérer la décomposition de D = 0 en , ses facteurs ; et l’on connaît par ce moyen les différentes espèces de racines égales de l’équation X — 0, ainsi que le nombre des racines de chaque espece. Quant aux racines simples de X = 0, on commence par dégager cette équation des facteurs égaux qu’elle renferme; et l’équation résultante, étant résolue, fait connaître ces racines simples.
Les racines égales de X = 0 ne peuvent pas toujours être découvertes immédiatement : c’est ce qui arrive , par'exemple , lorsque D n’a que des racines simples et surpasse le second degré , auquel cas chacune de ces racines entre deux fois dans la proposée-; et l'on ne peut les obtenir quen résolvant
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l’équation D=0 d’après des méthodes que nous exposerons ultérieurement.
281.' Mais pour ne rien laisser à désirer sur cette matière, nous allons faire voir que, quelle que toit l’équation proposée , si elle a des racines égales , on peut toujours faire dépendre sa résolution de celle d’une suite d’équations dont Ja,première n’admet que les racines simples de la proposée , une seconde les racines doubles (c’est-à-dire les racines qui y entrent deux fois), une troisième les racines triples , etc.
En effet , soit X = 0 l’équation proposée , et désignons par X' le produit des facteurs du premier degré qui correspondent aux racines simples ; par X" le produit des facteurs du premier degré, correspondant aux racines doubles; par X'", X,v. ... le produit des facteurs correspondant aux racines triples , quadruples .... ; en sorte que l'on ait
X = X'.X"*.X,"3.X,',4.Xt5. . .;
il résulte de ce qui a été dit n° 277, que le plus grand commun diviseur entre X et son polynôme dérivé , Y, est de la forme
puisque les facteurs égaux de la proposée doivent entrer dans D à une puissance moindre d’une unité que dans la proposée.
Cela posé , opérons, sur D comme nous avons opéré sur X ; et désignons par D' le plus grand commun diviseur qui existe entre D et son polynôme dérivé. On a
D' = X"'.X‘”.Xl3...
On trouverait de même , en opérant sur D' Comme on a opéré sur D et X , >
(Nous supposerons, pour fixer les idées, que 5 soit le plus grand nombre de fois qu’une même racine entre dans l’équation proposée , c’est-à-dire que l’équation D'" = 0 n’ait que des racines simples.)
Actuellement , si l’on divise successivement X par D , D par D', D'par D", D"par D"', et qu’on désigne respectivement
TI1É0RII
par Q, Q', Q", Q'", les quotiens obtenus, on pourra former le tableau suivant :
X = X'X">X",3X‘^XvS D = X"X'"1X,r5X'r4 D' = X'»'X,”Xv3 D" = X,TX”
X'X"X'"X>vX'' ;
i rj
|Q' — X"X"'X'"X'' |q, I 0" = X'"X'VX'
Y iv
D’où l’on voit que , par le moyen de trois systèmes d’opérations , savoir : une série d’opérations du plus grand commun diviseur et deux séries de divisions , on parvient à isoler successivement les facteurs X', X", X'", X1T, et Xv, qui, égalés séparément à 0, donnent, la première les racines simples , la seconde les racines doubles , etc.
Il est à remarquer d’ailleurs que le degré de X' = 0 exprime le nombre des racines simples de la proposée; le degré de X" = 0, le nombre des racines doubles ; celui de X"' = 0 , le nombre des racines triples, etc.; et la résolution complète de ces équations fait connaitre les différentes espèces de racines doubles , triples , quadruples , etc.
Ainsi la méthode des racines égales n’est pas , en général , une méthode de résolution complète, mais bien une méthode d’abaissement. Ce n’est que dans le cas où les équations X' = 0, X" = 0, X'" = 0,. . . ne sont que du premier ou du second degré, qu’on peut obtenir immédiatement toutes les racines de l’équation proposée.
282. On peut appliquer la théorie des racines égales à la recherche des relations qui doivent exister entre les coeffieiens d’un polynôme en x du second , troisième, . . . degré , pour que ce polynôme soit un carré , un cube, . . . parfait. Il suffit pour cela de former le polynôme dérivé du polynôme proposé , puis d’exprimer (n°277) la condition nécessaire pour que ce polynôme dérivé soit diviseur relatif du polynôme proposé;
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Soit, par exemple, le trinôme du second degré ax3 + Ax-f c, dont le polynôme dérivé est 2 ax + A,
2 ax3 + 2Ax + 2c ) 2 ax + A -
Ax •+• 2c j x . + b ‘labx -f 4ac
4ac — A3.
En appliquant à ces deûx polynômes le procédé du plus grand commun diviseur avec ses modifications (n° 239), on trouve pour reste, 4ae — A’; et si l’on suppose 4ac — A’ = 0, ou A’ — 4ac=0, 2ax -f- A sera le plus grand commun diviseur entre a#3 + bx -f- c et son dérivé qui n’est autre chose que 2ax + A lui-même ; ainsi l’on peut regarder ax 3 + bx -J- c comme le carré de 2ax + A, à un facteur quelconque près, indépendant de x.
On a vu en effet ( n° 112) que A3 — 4ae = 0 est la condition nécessaire et suffisante pour qu’un trinôme du second degré soit un carré parfait.
Soit encore le polynôme ax 3 + Ax3 + ex -+• d,
dont le dérivé est 3 ax'1 + 2 bx + c ;
en cherchant leur plus grand commun diviseur, on trouve pour reste, (Bac — 2A3)x + 9arZ — Ac. Or , si l’on écrit que ce reste est nul , on établit la condition que 3 ax3 + 2Ax + c est commun diviseur entre le polynôme et son dérivé ; mais ce reste doit être nul, quelle que soit la valeur de x ; ainsi (n° 180), on a séparément
Bac — 2A3 = 0, 9 ad — Ac = 0.
En effet, la première do ces deux conditions donne c = ~ , bc A3
et la seconde, ds= ~ = — — ; d’où, substituant dans le poly- 9a 27a3’ 1 J
nome proposé ,
ax3+Ax3+cx+d=a( x3+ -x3+ — x + ) = a ( x + ) .
\ a 3a3 27a3/ \ oa/
Même raisonnement pour les polynômes du 46, S”, . . . degré.
N. B. Les deux relations , Bac — 2A™ == 0 , 9 ad — Ac — 0 , entraînent nécessairement la condition que le dérivé. ... é . .
AUTRES APPLICATIONS
?>ax7 + 24 j + c soit un carré parfait ; car si les deux facteurs du 1er degré en x, dont il se compose , pouvaient être inégaux , comme , d’après la théorie , ces facteurs devraient se trouver à • la 2m* puissance dans le polynôme proposé , il faudrait alors que celui-ci fût au moins du 4"e degré , tandis qu’il n’est que du 3mo.
Et en elfet , la' condition pour que 3axa + 2 bx 4- c soit un carré parfait , est , comme on l’a vu tout à l’heure,
(2 b)7 — 4.3ae = 0, ou 4’ — 3ae=0;
et celte relation rentre dans la première des deux relations cidessus. '
283. Le procédé du plus grand commun diviseur sert encore, dans d’autres cas , à abaisser le degré d’une équation tel est celui où l’on donne d’avance une certaine relation entre deux des racines de l'équation proposée.
Soit , pour fixer les idées , l’équation générale’
xm + I>x"’- i + Qa-m-aq. pTV + U=0.... (1), •
et supposons qu’entre deux des racines a et 4, l’on ait la relation 4 = ka + h ( k et h étant des nombres connus et donnés à priori ).
Puisque l’équation (1) doit être satisfaite par les deux quantités a et ka + h , il s’ensuit que , si l’on met dans cette équa tion , kx+h à la place de x , ce qui donne la nouvelle équation
(Ax4-7i)m4-P(4x4-4)'"— i q- . . . 4- T (4x4- 4) 4- U = 0 — (2),
les équations (1) et (2) doivent être satisfaites par une même valeur a; donc (n° 237) il doit exister un commun diviseur relatif entre les deux premiers membres.
Ainsi, en appliquant à ces deux polynômes le procédé du plus grand commun diviseur relatif, et égalant à 0 le diviseUr obtenu, on en tirera la valeur de la racine a. Cette valeur, substituée dans la relation 4 — ka + h, fera connaître la valeur correspondante de 4.
Si ce commun diviseur es( du premier degré en x, on peut conclure que deux racines seulement de l’équation ont entre elles la relation donnée. Si ce diviseur est du second degré ,
DU PLUS GIUXD CUSMUtl DIVISEUR.
c’est qu’il existe deux couples de racines qui jouissent de cette propriété; et leur détermination ne présente encore aucune difficulté. Après quoi, l’on pourra diviser Je premier membre de la proposée par chacun des facteurs du premier degré qui correspondent aux racines obtenues.
En général , soit D le commun diviseur auquel on est parvenu. La résolution de l’équation proposée ne' dépend plus que de la résolution de l’équation qu’on obtient en divisant le premier membre de la proposée par chacun des facteurs du premier degré qui correspondent aux racines de D = 0, et à celles qu’on a déduites de la relation b — ka + h.
Soit , pour exemple , l’équation
x1» — 12-r3 + AQx2 — 71 jt + 30 = 0. . . . (1),
dont nous supposerons que deux des racines a et b sont liées par la relation 4 = 2a + 1.
En mettant 2# + 1 pour x dans la proposée , et développant les calculs , on obtient , toute réduction faite ,
8j;4 — 32;e3 -f 36-r3 — Ix — 2 = 0.
Appliquant aux premiers membres de cette équation et de la proposée le procédé du plus grand commun diviseur, on parvient au diviseur relatif x — 2 ; ce qui donne
x — 2 = 0; d’où x = 2 , ou a — 2.
Cette valeur de a,, substituée dans la relation 4 = 2a -f 1, donne ensuite 4 = 5.
Le premier membre de la proposée est donc divisible par ~ (x — 2) (x — 5) ou x 2 — 7z+10; et en effectuant cette division , on a pour quotient
x 2 — 5x + 3=0, d’où x=^±^|/!3.
Jt 2
L’équation proposée se trouve donc ainsi complètement ré- • ■solue. ' .. '
284. On peut déduire , comme cas particulier de l’analyse précédente , le principe fondamental de la théorie des racines égales, [y oyez n° 276.),
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Soit fait h — 0 dans la relation 6 = ha + A ; elle devient h = ka, et l’équation (2) du n° 283 se réduit à
hm . xm + PA'"— ’xm— ' + . . . . + TA . x + U = 0.
Mais comme on doit avoir pour la même valeur de x, x” + Px’”-' + Qxm-* + ....+ Tx + U = 0 , -
on peut substituer à l’une de ces équations le résultat de leur soustraction , ce qui donne
(Am — 1 )x"‘! + P(Am-< — l)xm-I + + T {A — l)x = 0;
ou bien, observant que (A — l)x divise tous les termes de celleci, et effectuant alors cette division ,
(A™-» +A'"-»+... + A-H)xm— I+P(Am-» + Am— 3+... + A+l)x,«-a + Q(A">— 3-t-A'”-4+. . .-f A+l)xm-3-|-.. .' + T=0.
Actuellement , si , outre l’hypothèse de A = 0 , on suppose A = 1 , ce qui revient à dire que deux des racines A et a sont égales , l’équation précédente devient
mxm— 1 + P(»i — l)xm— 1 + Q (ira — 2)xm— 3 + . . . + T = 0 ,
équation dont le premier membre doit avoir un diviseur relatif commun avec celui de la proposée.
Mais mxm~ 1 + ( m — 1) Pxm_’ +....+ T n’ést autre chose (n° 262) que le polvnome dérivé du premier membre de la proposée xm + Pxm— 1 +. . '.+ Tx + U=0; donc enfin, dans le cas où cette dernière équation a des racines égales , il doit exitter un commun diviseur entre le premier 7iiembre de cette équation et son polynôme dérivé {*).
Des équations réciproques.
285. Parmi les équations susceptibles d'abaissement, on distingue particulièrement les équations dites réciproques : ce sont
celles qui restent les mêmes lorsqu’on y change x en -.
* (*) Ce mode de démonstration du principe de la théorie îles racines égales <*st du à M; Poinsot. * ' » • *
DES ÉQUATIONS RÉCIPROQUES
Ainsi , par exemple, toute équation de la forme
xm + pxm~l + qx + ....+ qx 1 + px + 1 = 0 ,
c’est-à-dire telle que les coeffieiens des termes à égale distance des extrêmes soient égaux entre eux , est une équation réciproque; car si l’on y remplace x par - , elle devient
xm xm —
xm — * X* X
d’où , en multipliant par xm, et renversant l’ordre des termes, xm + px"‘—' + qx™—* + ....+ qx* + px + 1 — 0 ,
équation identique avec la proposée.
La dénomination de réciproques, donnée à ces équations,
vient de ce que, si l’on suppose a racine, nécessairement * est
aussi racine de la même équation.
Afin de pouvoir assigner la forme générale des équations réciproques, nous considérerons successivement le cas où l’équation est de degré impair , et celui où elle est de degré pair.
Premier cas. Soit une équation quelconque de degré impair, x™+ 1 + px »» + qx™— 1 + . . . . + sx1 + tx + k = 0. .. (1).
Pour que cette équation soit réciproque , il faut , d’après la définition, qu’elle reste la même lorsqu’on ÿ remplace x par
Effectuons cette substitution ; il vient
1 va st „
rfin X™— I X 1 X
d’où, multipliant par xn -P* , divisant u, et renversant l’ordre des termes , . , ,
Or, pour que les équations (1) et (2) soient identiques entre elles, il faut que les coeffieiens des mêmes puissances de x soient égaux , c’est-à-dire que l’on ait les relations
DES ÉQUATIONS RÉCIPKOQCES.
On déduit de la dernière , = 1 , d’où u — ± 1 ; et si l’on
prend d’abord la valeur u = + 1 , il en résulte
prenant ensuite la valeur u — — 1 , on trouve
d’où l’on voit qu’une équation de degré impair est réciproque quand les coefficiens des termes à égale distance des extrêmes sont égaux et de même signe , ou bien égaux et de signes contraires (elle ne peut d’ailleurs être réciproque que dans l’un de ces deux cas ).
Second cas. Soit une équation quelconque de degré pair, xm+pxln— l+qx2n— *+ . ..+rxn+ . . . +sx*+tx+u=0... (3)î
(Dans ce cas, comme le nombre total des termes est 2n + 1 , le terme rxn est à égale distance des deux extrêmes.).
Remplaçons x par - dans cette équation ; il vient
d’où , multipliant par x*n, divisant par u , et renversant l’ordre des termes,
*»"+ - xln~l + *x »*-*+. ..+-*«+. ..+?xa + -x+-=0... (4):
or, pour que les équations (3) et (4) soient identiques entre elles , il faut que l’on ait les relations
La dernière revient à ua= 1, d’où u= dt 1.
Cela posé, pour la première valeur u= + 1 , on trouve
et pour la seconde u =- — 1 ,
égalités dont celle du milieu , r= — r, ne peut exister à moins qu’on ne suppose r = 0.
Dk
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Donc , toute équation de degré pair est réciproque toutes les fois, 1° que les coejjiciens des lertnes à égale distance des extrêmes sont égaux et de même signe ; 2° que, le terme du milieu manquant dans l’équation , les coejjiciens des termes à égale distance des extrêmes sont égaux et de signes contraires. (L’une ou l’autre de ces deux conditions est d'ailleurs nécessaire.)
286. Passons actuellement à la résolution de ces sortes d’équations ; et supposons d'abord qu’il s’agisse d’une équation de degré pair, telle que les coefficiens des termes à égale distance des extrêmes soient égaux et de tnême signe.
Nous prendrons, pour fixer les idées, une équation du 8° degré ; mais on reconnaîtra aisément que la même méthode s’appliquerait à toute autre équation satisfaisant à l’hypothèse établie.
Soit donc l’équation
a:8 ■+• px 7 + qx6 + rx5 -f ex i + rx 8 + qx 1 + px + 1 = 0... (1) ;
et posons, dans cette équation , x H — = r. . . (2),
[On est conduit à cette transformation par la remarque suivante : puisque les racines sont réciproques deux à deux, il
s’ensuit que l’on connaît les produits ax*, è x î , cX-,
des racines réciproques (chacun de ces produits est égal à 1 );
il suffirait donc (n° 114), pour obtenir les deux racines a et -,
ou b et , . . . , de connaître les sommes a + - , b 4- | ou.
ce qui revient au même, les valeurs de la fonction x + - .1
Cela posé, si l’on divise l’équation (1) par x4, et qu’on rassemble les termes affectés des mêmes coefficiens , il vient
*4 + À + r(it3 + i5) +l(x7 + ^+P (*+ 1) = ° . (3) ;
la difficulté est ainsi réduite à exprimer en fonction de z les l , 1 ' 1
quantités x1 + —,xs+— xi+—,
’ X* X3 xi
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Or on a , en générai ,
(xm+*-\ (x+ — -I— -f a-™- H — -1— ,
équation d’où l’on déduit, en y remplaçant# + ~ par z,
xm+l H î — — (xm + — z — ( xm 1 4- • — - — \ ,
xm+n y xmJ ^ xm — i /
formule qui donne l’expression xm+' + au moyen des
deux expressions semblables de degrés immédiatement inférieurs , m et ?n — 1 .
Soit fait successivement m= 1,2, 3, 4, S, . . on trouve i
ainsi de suite à l’infini.
En un mot, ces expressions forment (n° 188) , à partir de
+ — , une série récurrente du second ordre , dotit l’échelle x 1
de relation est (z — 1).
11 ne s’agit plus maintenant que de substituer dans l’équation
(3), à la place de x5 H — - , x3 d — ^ les valeurs qu’on
vient d’obtenir, ce qui donne pour l’équation résultante, z4 — 4s’ + 2 + r(z3 — 3z) + ç(z’ — 2) 4- pz = G, ou , réduisant et ordonnant par rapport à z ,
z4 -f- rz3 + (j — 4) z3 + (p — 3r) z — 2ç + 2 .,= 0 ,
équation d’un degré sous-double de celui de la proposée.
Donc, la résolution de toute équation de degré pair, telle que
ibyG
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les coefficient des tàrmçt à égaie distance des extrêmes sont égaux et de rnême signe, peut être ramenée à la résolution d’urie équation de degré sous-double. . j ' *- '•
287. Considérons, en second lieu , l’eqtfation de degré irqpair , xln+' q_ px »" -f qx1" — * -f + qx 1 + px + 1=0,
dans laquelle les coefficiens des termes à égale distance des extrêmes sont égaux et de même signe.
Il est d’abord visible que — 1 est rachle de cette équation , car le premier membre devient , par l’hypothèse x — — 1 ,
donc ce preqiier mcmlfre es> divisible par x +*1.- •
Je dis tlç plus que Je quotient est un polynôme réciproque de degré pair , dont les coéfficlens a égalp,.distance des extrêmes sont égaux et de tnêpie signe . , • •’ :
En effet, on voit bien Clairement que , si, l’on divise
+ px*n + qxln~l. + . . . . \ qx * -f pi + 1 ,-par x + 1 ,
ou J + px •• ••• . çjr>"-«4+ px1" par. J + x,
les coefficiens des tètnnes de mèmé rangjdans les. deux quotfens sontmécessrtirqfhelU éggux (jl suffit d’nillfcurs d’eJ^ectuer les deux divisions' pour s’en convaincre ) ; mqis le fécond qtlotient n’ésî aulrc chose que le premier tAtenq dans un ordrç inverse. Donc il faut nécessairement que leç derniers coefficiens du premier quotient, soieht respectivement égaux aux premiers.
Il résuke de là qu’a [y è s avoir divisé le ptfemier’membre de la proposée pai ï+1, cm obtiendra 'une équation réciproque de degré pair de même firme' (pie çélle'du numéro précédent, et
qu’on résoudra de la liiême manière. • ’ '
288. 11-nous reste encore p considérêr les équations, de degré pair ou-impair, dont les termes à égale distance des extrêmes ont des coefficiens égaux (4 de signes contraires. Soit l’équation
x'" -\-px',n — t + qxm~1 + — qx1 —px — 1=0.
( 11 n’y a point ici de terme du, milieu , puisque , si m est impair,
le nombre total des termes , « + 1, est pair , et si m est pair , le
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terme du.milieu doit manquer ( û°‘285*) pour que l’équation soit réciproque.) '■ *
Cela 'posé; il est encore visible que l'équation proposée est satisfaite par.r=+l; donc le premier membre est divisible parjv^-1. • ’
Or sî l’on -divise '
1° xn,+pxm— • • • • • — — px — 1 par 7 — 1 ,
2° — l—px — qx* — . . .. -{-qxm—1+pxr,,—t -\-xrn par — 1 q-x ,
ou , ce qui revient au même ( en changeant les signes ) ,
1 q-prq-jr’-f- — qx”1— » — pxm— 1 — x m pqr 1 — x,
on devra obtenir pour les termes^ de mette rang daijs les deux quotiens , des coefficièns absolument identiques ( ce qu’on peut d’filleyfs aisément vérifier en effectuant lés 'deux divisions).
Donc le, premier quotient est nécessairement .un polynôme dont les termes à égale distance des extrêmes ont des coefficient égaux et de même signe',, ainsi ce pôlynome rentre dans l’un des deux Cas préêédemnient examinés. ♦
N. JS. Dans l’hypothèse qui nous océupe'actiléllement , si J’on suppose que m soit 'pair, comme' èn divisaffit'-le premier membre de la proposée par x — -1 , oé obtient un quotient de degré ifnpeâr dont les coepîcîens sont égaux et*de mêjtie signe, ce’qhotient. est lui-même divisible par af-pl (n°287). Ainsi le; premier membre
de la proposée ‘est divisible par (x-*-l) (adj-l) ou'x1 — 1 fetle quotient est un'polyncmie dô^degre pair qui rentre dans la classe de ceux déjà, traités u“ 286. . ■
289. En résumant tout ce qui yient.d’|trq dit, oh-\oit 1° que, si Y équation réciproque proposée- eslYle degré pair , et que les coeffciens des ternies à ■ égale distance àes'cxtrêmes soient égaux et de même signe, sa résolution pçut être .£ n° 286 ) ramenée à celle d’une équation de degré ious-doublê ;
2® Que, si Y équation est de degré impair , les caeffictens à égale distance des extrêmes étant égaux et de même signe , le premier membre est divisible' par 1 ( n° 287 J; et cette division étant effectuée , -l’équation résultante peut être ramenée à une équation d’un degré sout-douhie }
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3° Que, si V équation etl de degré impair, le» coefficient à, égale dietance de» extrême* étant égaux et de signet contraire», le premier membre est divisible par x — 1 (n° 288 J; et la division étant effectuée, on parvient é une équation susceptible d’être abaissée à un degré tout- double ; ' .
4° Que, si Y équation est de degré pair, les coefficient des termes prisa, égale distance de» extrêmes (tant égaux et de signes contraire», le premier membre est divisible par x » — 1 (N. B. n° 288) ; et si l’on effectue la division, l’équation qui en résulte peut être elle-même abaissée à un degré sous-double, '
290. Applications. Soit l’équation générale à deux termes x1” — 1=0; cette équation a évidemment 1 pour racine; et en effectuant la division par x —1 , on trouve ( n° 81 ) pour quotient,
ar/n_l+;rm_,+iOT_3+ pi««+x+l==t),
équation réciproque de degré pair ou impair, dont la résolution peut , au mdyen des principes précêdens , être ramenée à la résolution d’une équation-dé degré plus .simple* , 1
Soit, par exemple, l’équation xs — 1=0; on a , en divisant par x, — 1, ».
xê+x\+x*+x+ 1=0,
équation que l’On peut mettre sou$ la forme'
;xJ+— +xi|- +1=0.
Posorts x+- = s, d’où x3 — zx, -f-l = 0; il en résulte
■r* + 2 + — ' , OU x3 + — = *’ — 2.
Reportant ces valeurs de x + - et de x2 + i dans l’équation ,
** JL-** -
• - ; xri
l’on obtient z » — S + r.+ i—O,' ' i
ou , réduisant* z3 + z — 1=0: • v
donc z = —
THÉORIE UES FONCTIONS SYMÉTRIQUES
D’ailleurs, l'équation x^-^-
z.r +l = 0 donne
donc, en ‘substituant à la place de r ses deux valeurs, on -a, tonte. réduction faite, ‘ >
x=—] ±'î- ^Bi^l/IôïïïTs^v^T.
L’équation .rla- — 1=0, peut encore être résolue complètement par }e même moyCn.
En efiffet^ ona 1 ’ , , ,
x"»,— ’ Wx’5 — l)(x*+lj*=0.
On. connaît déjà les racines de l’équation x5 — 1=0;, quant à celles de -l’équation »x^+ 1=0, connue^ par l’échange de x en — x, elle devient x5 — 1=0, on voit que tout se réduit à prendfe avec des' signes contraires les racines de’ cette dernière équation. • ' • - , ‘ . . *
§ IV-- TnÉoaiE-DÉS FONCTIONS SYMÉTRIQUES.
Pour compléter l’ensemble des matériaux nécessaires à la résolution sdes équation,» d’un degré quelconque, il nous reste à exposer unedes théories lesqdus curieuses étalés plus importantes de l’Analyse c’est la- théorie des fonctions symétriques. Le célèbre Lagrange- en a fait la base d’jine itiéthode pour résoudre les équations du troisième et du quatrième degré.
(Les oandjdQts pour l)ÉCole Polytechnique peuvent ,,'sans inconvénient, passer ce’ paragraphe, que nous n’avons placé ici que pour nous conformer à la marché' cjqp nous nous sommes tracée.) . . ’ . . - .
291, On appelle fonction symétrique des racines d’une équation, toute expression algébrique qui renferme ces racines ,' combinées de la même manière, soit entre elles, soit avec d’autres quantités. Ainsi, la somme a+i+c-f- . . . . + »■+■/ des racines d’une équation, la somme ab + ac+ ad+ . . .+il, de leurs produits deux à deiix, la somme abc-\-abd-\- ... de leurs produits trois à trois..., sont dites des fonctions symétriques des racines.
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Le caractère distinctif d’une fonction symétrique de diverses quantités est , qu 'elle corne rte la, même valeur numérique , quelque permulatibn que Von fasse subir h ces, quantités.
Nous avons déjà vu ( n" 242 ) que P , Q , R /. . . . . T, U , étant les coefliciens d’une» équation , on a,1 entre1 les racines et les coèfficiens , les relations a + i + c + .....'== — P'. .... ’ ab+ac-\-ad+ . . .= Q ... . . , abcd. . .==:£: U ; nous allons voir maintenant que toute fonction synlctrique rationnelle de ces mêmes racines, peut être exprimée également au moyen des coefifieiens de-réquation. , * •’
292. Sommes des puissances semblables des racines fane équation.
Les plus simples des fonctions symétriques, celles au moyen desquelles on peut , comme nous le verrons , former toutes les autres , sont les sommes des puissances semblables des racines ;
telles que a + à + c4-d+ , «’ + è’ + c’ + d1 + • ‘ ,.et,
en général, a’'+bn + cn + d"+ ...., n étant un nombre entier quelconque. • .
Or je dis que v sans connaître les, çâcjnes , il pst possible d’exprimer les sommes de leurs puissances semblables àu moyen des j
coefliciens P, Q, R , . . . qüi sont dés quantités connues.
Soit en effet + i + Q.r'” — a + R,rm— 3. . . + T-r+RJ — 0 ,
l’équation proposée ; et désignons ses racines par" a, b, b,d...
Si l’on divise successivement lè «premier .membre par ofiacun des m facteurs du premier degré , x — a, x — b,x — e,...,on obtiendra (n° 238) , pour les îlifféfens quotiens , •
xm — 1 + ® • I
xm~ ?-p-o3
xmr~b _p. .... q. am— i
+ Pa
+ Pa*
\ « +Pam— »
-J-Qam — 3
+ Ra"'"— 4
xm — 1 -f* b
xm~
•* +Pi’
+ Pè"'— a
+ Qè<n-3
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et ainsi 'de suite pour chacun des facteurs x — c, x — d. . . .
Maintenant, si l’on fait la somme de ces m quotiens, et que l’on pose , pour plus de simplicité ,
•. • =Si ,
am-i+bm-l + cm-l +. . . . ^
on obtient évidemment ponr cette somme,
: Sm — i ,
tnxm—'+Sl Iï™- *+Sa
xm— 3-pS3
+«?*pL 4- PS,
•’ +PSa
+otQ
■HJSi
+mR.
4+. . . + Sm—i C
+ PSm — 3
+ QSm — 3 + RSm— 4 + ••••'
+mT.
D’un autre côté, l’on a vu (n° 264) que Y, ou le polynôme
dérivé du premier membre 'de la proposée , représente aussi la somme' des tn quotiens de la division de X par x — a, x — b, x — c. or on a (n° 262)
Y=mxf—1 4* (*i-1)Px*"t*+ (m-2)Q.rm— 3 + (wi-3)Rj,n— * . + T.
Donc ,jen comparant terme à terme ces deux expressions identiquet de la somme des m quotiens , on obtient les relations
Si+»nP = (7M — 1)P, ou simplifiant, St+.P=0;
Sa + PS, + mQ = (»*— 2)Q, ou bien, Sa + PS,+2Q=0.j S3 + PSi + QSi-H«iR=(ot— S)R, ou S3 + PS» + QS, + 3R = 0;
Mi
+ PSm — 3+ . • • • + wT T,
OU Sm — x 4* PSm — a + QStp— 3*4" t • . + — 1) T 0*
La première formule donne d’abord la- valeur de Si en fonction de P ; la seconde donne ensuite S, en fonction de P, Q , et de Si; ainsi de suite; enfin, la dernière fait connaître Sm— ■ au moyen de P, (J, R,. . .T, et de Sm— a , Sm— 3 . . . , qui sont censés connus d’après les relations précédentes.
DES BACISES d’cNS ÉQIATIOS. 4 '!■)
Pour étendre .cos formules au cas.d’unë puissance quelconque, reprenons l’équation proposée, et remplaçons x pan chacune des racines a, b, c, d. . . ; oh a les égalités
am + Pa'"— ‘ -f Qa'"~ » + . . . • + Ta+U.= 0 , b” + P4"> - 1 + Q » + . . . . +T4 +U==0,.
Multipliant toutes ces’égalUés respectivement para", ùt1,»;". . . et ajoutant les produits terme à terme,* ou obtient, d’après les notations convenues,
S,n— J-,, + PSm-a-n — i + QS’a+b-^ï + • • • • +TS*-(-i + USn 0.
Cela posé, voici l’usage de cette formule :
Soit n =0, d’où Sn = So = a0 + £0+c0+ . . elle devient
S m + PSot — i + QS/b — a + . • . + TS, -fmU == 0.
Cette dérnière formule se lie immédiatement avec la dernière des formules obtenues ci-dessus.
Soit fait ensuite n — 1, 2, 3, -4, 5. . . ; on trouve
Sbi-*-! d- PS,,, -f-QSm-i + •»*• + TSa + US i =0 ,
' Sai-f-a + PSbi+i + QSbi + • • • • + TS3 -KCSi == 0 ,
SbH-3 + PSm4-a + QSbi-H + •••• + TS4 d” LS3=0 ,
Il est facile de reconnaître, d’après l’inspection de ces formules , que leB sommes des m premières puissances étant formées , les suivantes forment (n° 184) une série répurrente dont l’échelle
de relation est l’ensemble deS rn coefficiens P, Q, R T, U,
de la' proposée , pris en signes contraires. ‘
La formule,SB,+B + PSn,-Hn_i + . peut donner également les sommes des puissances entières et négatives. En effet, soit d’abord n— 1 ; il en résulte
Sm— -I+PSro— a +•••• +TS0 + US—1 =0 , équation d’ou l’on peut tirer la valeur de S_ 1 en fonction de Sm — , , Sut — a , • . • S, , So , qui sont censés connus.
424 APPLICATIONS
Soit encore n = - — %n = — 3. . .ç on obtiendra de nouvelles formules qui donneront S _ a en ffmfctroiï de S»,—» , Sm^-3,.. . . S0 , S— i . . . , puis'S_3 en fonction de Sm—3 , S'm— 4 , . . . S_i , S—2 ; et ainsi de suite, i* ’ _ 1 . • ■
Concluons de,là qu’une équation quelconque étant donnée, on peut toujours , sans’connaître 'soi racine» , obtenir le»t somme» de leurs puissances semblables, le degré de la puissance étant un nombre entier quelconque , positif ou négqtif.
Soil j pour exemple , l’équation. " „•
jJ+j:3 — 7x* — a: +6=0. , *
On a pour cette équation particulière,
P=*=l| Q=^7, T = -l, U = 6; ce qui donne
Sa=— PS,— 2Q=1 4- 14=18,
S3=-tPSj-lQS,=3JT=— 4$— 7 4- 3=— 19,
S4=-PS3— QSa— ÏS,-4Ü=19+ 103—1—24=99,
S5=— PS4— QS3— TSa— US,=— 99— 133+ 15+6=— 21 1, Ss=-PS5— QS4— TS3— ÜSa=211 +693— 19— 90=793 ,
c — Ss-PS,— QS.-TS. 19-13-7+4 * 1
, -S,— PS, -QSo-TS- +28+ 6
Ces valeurs peuvent être aisément vérifiées, car l’éguation a été formée par la mullipücatioh des facteurs x — 1 , x + 1 , x — 2 , x + 3 ; ce qui donne + 1 , — 1 , +2 , et — 3 , pour les quatre racines. v « ' . .
Considérons maintenant d’autres espèces de foliotions symétriques. - . ,
On distingue les fonctions symétriques rationnelles et
rv •
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entières de» racines d’une équation, en fonctipns symétriques à une lettre, à deux lettres, à trois le tiret , etc.
Les fonctions symétriques à une lettre- sont celles dont chaque terme ne renfemîe qu’uns racine j'tellé est la fonction o" Jrbn^-cn que nous savons déjà (u°*292)' exprimer uu Uioyerr des eoefficiens de l’équation. • t . ' • .
Lès fonctions à deux lettres sont celles dont qjiaqye terme renferme deux racines ; telle est la fonction anbi’ 4- a" cl + b"afi +V$3p -£*. . , . , dont il est aisé de concevoir la' formàtion en prenanb^ous les arrangemens deux a deux des m racines, et en affeptant les deux lettres de cha'que .produit , des exposans respectifs n et p, d’où il suit’que le nombre 'total des termes de cette fonction qst (h0,l46) égal à, wi(m— 1). ' • . ‘ ’ 'y..*
Les fonctions à trois lettres sont celles dont chaque terme renferme trois racines ; telle est la fonction anbPc.'j,-¥ ancPd;i bnaPc,t + ..... que l’on obtient en formant tous lès arrangemens trois à trois » des m racines , et affectant les trois Jet très de chaque produit , des- exposons respectifs n$p, q ; ainsi Je nombre total des termes est marqjié .par m (»»-■— 1) Çm V’2);‘ et ainsi, de suite. ’ -,
Comme, ua terme quelconque d'une fonction syirîétrlqué à plusieurs lettres étant -écrit, on peut obtenir tous les .autres en substituant à l’arrangement des Jettres jqui, entrent dans ce terme , les autres arrangemens dont les*/» lettres sont susoeptibles, et en conservant aux exposans .Ja> même ordre, dn esPoonvpnu , pour abréger , dé représenter lej fonctipns à une , deux , trois. .. lettres,, de cette njanière : T-.a", rH.h’,b/’, '£.a"li’c/. . . . ; c’est.-à-dire que l’pn place en,àvant de l’un dps termds de la fonction la lettre T j et ces notations équivalent à àa +^"+c" + . . . , anbr +aneP + ... ,a'<brc'/’+ ànbpf) + . .*.
Les fonctions dont npus "venons de parler sont dites les fonctions symétriques élémentaires^ . ’ " ' * '
On peut conedvoir ensuite que tous les tprmefe* d’une même fonction soient affectés de coefliciens ; mais, poyr que la fonction soit symétrique, il faut que tous ces cocffiôiens soient égaux; et alors on peut mettre ce coefficient en facteur commun.
C’est ainsi que l’expression 4a3èa + 4a3c, + 443»:l + . . ., que l’on suppose symétrique on a, b, c..., peut se mettre sous la forme 4(o3iJ + a3eJ + 43«2-f . . .), ou 4T.a3èa.
ÉVALUATION
EnCn un polynôme symétrique en a, b, c... peut être composé de la réunion , par addition ou soustraction , de plusieurs fonctions symétriques élémentaires ; auquel cas le polynôme proposé es! dit une,fonction symétçiqué«>»yi/e.re, en ce qu’e|le renferme plusieurs fonctions de la forme T. a", T .anbp, T.a/'bnc'i . . mais Yévalualion d’une fonction symétrique complexe est évidemment ramenée à pelle de chacune des fonctions élémentaires qui la composent. Passons donc à la détermination de celles-ci.
Évaluation ‘dits fonctions symétriques à deux, trois... lettres.
^ • 294. On a déjà donné (n° 292) des formules pour évaluer leà.
fonctions telles que X, a") qui n’est autre chose que S„. Cherchons
à évaluer la fonction à deux lettres T .anbp. Pour cela, multiplions
entre elles les deux expressions
aV+bn+cn+dn-{- . .4. .— T.o'1 ou Sn , «• ’ ,
. aP+bp+cP+dP + = T.aP ou S«.
Le second membre est T. a" xT’.aP, ou S„xSP. Quifnt^au premier membre, il peut* rriver deux cas dans la multiplication i^u lés deux termes du multiplicande et’du multiplicateur ont la mèmb lettre, et dans ce cas le produit partiel est un des ternies de la fonction T .an+P ; ou bien\e% deux termes
ont des lettrés différentes , auquel cas le produit partiel est un termç de [a fonction T. anbp. Comme d’ailleùrs le produit total doit être symétrique, puisque ces deux facteurs-le sont, il s’ensuit que le premier meuib’re'apour expression ,
Ainsi l’cnr adéquation .a,,ê/'=T’.a'1 X T. a/1 ;
d’où l’on déduit f T.a"4/'=T.a'1 X T .oie — T .an-*-P ;
ou , remplaçant ’ * T. aï, T .aPf T par Si, Sp , Sn+P ,
. • T.anbP=^SiSp —7= Sn-+-/> • . • (lj.
Sn, $P, S„+p étant connus , d’après les ftfrmules du u” 292 , celle-ci pourra servir à déterminer toutes 1er fonctions à deux lettres. , ' ", ,
Cas particulier. Si, dans cette formule, on suppose »=p, circons’tjince qui arrive assez souvent , le second membre se réduit à (S„)J — S,n- Pour savoir ce que devient le premier (qui, en apparence, se réduit à T .a"b"), il faut observer que l’on a T.a',bP=a’'bP + a’’cP + andP+ . . . + b"aP + Car + . .
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op, dans l’hypothèse de n — p, tons les termes de ce polynôme deviennent égaux deux à deux, savoir, a "bp et b"aP,,a"cP et c*aP . . donc T.a"ôP se réduit réellement à 2T .&"£'% c’est-à-dire ♦ au double de la fonction exprimée pàr T. a" 6", et dont le nomljré des tenues n’est plus (n° 293) le .nombre des arrangemen*, màis bien le nombre des combinaisons deux à deux. * .
Donc, en supposant dans la fbrmifle (l); on trouve
= (Sj)’ — S ; d-’où TT’ r™ . . . (2).
Tâchons maintenant d’évaluerlaffonction T.an6/’c'/.
Pour y parvenir, multiplions entre elle» les équations
a"bP + a"cP + a"dr + . . . + b"aP-\-c"aP + . . . = T. a" b/1,
On a d’abord , pour le produit des seconds membres .......
T.a"hP x T. a?; quant aux premiers membres, on doit, obtenir trois espèces de fonctions symétriques pour le prôduit total.
Car, ou la lettre* du terme multiplioateur est semblable a la lettre du terme multiplicande, affectée de Fexposant n ■ auquel cas le produit partiel est un des termes de.la fonction T .a"+7bP'.
Ou la lettre du terme multiplicateur. est semblable à.'la lettre du terme multiplicande , affectée de l’exposant p ; et, dans ce cas, le produit partiel appartient à la fonction T.a nbr+7.
Ou bien, elle est différente des deux lettres. qui entrent dans le terme multiplicande; et alors le produit partiel .est un des termes de la’fonction T .a"bPc7.
Donc enfin, le produit total des deux premiers membres a pour expression, T.an+7bp+T.anbp+7 + Txinbrc7.- .
Ainsi , l’on a pour nouvelle équation ;
T .an+<ibr + T.anbP-*-7+T.anb/’c7 z=T.a"bp x T.a7; d’où l’on déduit ‘ ,
T.anbnc7 — T.a"br x T.a7 — T .w-^/bp — T .a"bP+7 ;
ou, mettant à la place de Ta" bp, Ta"+'ibr, T a"bp+7, leurs valeurs tirées de la formule ( 1 ) , et réduisant ,
T .Unbl’C/:æSnSpS(f S f-;.S y S/i-+^Sy>— Sp+ r]Sn "h •• (3).
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Cas particuliers. la fhipposons/&?ux des trois exposans égaux, p=q, par exemple ; le premier membre se réduit à 2T .anbrcr, •puisque tous les 'tèrrries de la .fonction générale T. a"4/’e'/ sont alors jégnqx deux à deux ;.et la formule (3) devient
T a"brcP — <ZS„+pSp — S„Sy4-2S/,+?/) . . . (4) :
cette nouvelle fôrmuje'servira pour toutes les fonctions à trois lettres dont IeS deux exposans seront égaux.
2° Supposons lès trois exposaps égaux , c’est-à-dire n—p=q; le. premier membre de la formule -(3) se’ réduit à GT . anb',cn, parce que tous les termes (n° 14S) deviennent égaux six h six.
Ainsi cettè formule devient
T .a"b"cP" = ~ 3Sa"S"
■Ou parviendrait à ce même résultat d’après la formule, (4), en obsbrvant que n == p donne T . a"bPcP = &T*.anbncn, parce que tous les termes de T .a"bPçP deviennent égaux trois^ à trois. >
» Pour peu qu’on réfléchisse sur la marche qüi vient d’être suivie, peur évaltier ï1 .a” bp, T .anbPc1', il est aisé de voir ce qu’il faudrait faire pour l’é’valuation des fonctions à quatre lettres , à cinq lettres ,ietc. .]
• ’. ,, * ft. .
298. Nous avons déjà Remarqué (nn 29S) que, toute fonction symétrique* rationnelle et entière des racines d’une équation n’est que le résultat de Ja réunion , par addition ou soustraction , des'fonctions ’f .aï, T .anbP, T .anbPct . . nous sommes donc en
droit de conclure ce théorème , qui est un des plus beaux et des plus importans de l’Analyse algébrique : Toute fonction symétrique rationnelle et entière des racines d’une équation peut , sans que l’on connaisse ses racines , être évaluée au moyen des coejjîciens de l’équation.
N. B. Il en est de même d’une fonction symétrique rationnelle et fractionnaire; car, si l’on conçoit que tous les termes soient réduits au même dénominateur, on aura une seule expression fractionnaire dont le numérateur devra , d’après le caractère
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distinctif d’une fonction symétrique (n° 291), être, ainsi que je dénominateur, une fonction symétrique rationnelle et entière ; donc , en évaluant chacune de ces fonctions, séparément , on obtiendra-ia valeur de la fonction proposée. '*
296. Applications de' la théorie de s fonctions symétriques. La
théorie des fonctions symétriques donne le moyeu de résoudre cette question que nous avons déjà traitée, (n"'272)parle secours de l’élimination : Une équation dont on, ne cannait pas les racines, étant donnée, former une nouvelle équation qut ait pour racine une combinaison déterminée do- deujf, trois, etc.,' quelconques des racines de la proposée.
Pour fixer lesldées, supposons d’abord que l’on veuille former une équation dont les racines soient la tomme de deux 'quelconques des racines de l’équation , X‘=t). - „ ‘ r
Soient a, l , c, d lps raejnes de cette équation ; ’ oelles
de la nouvelle éqilation que 'nous appellerons Z= 0, seront
a + b , a + c, adfd, b^c. ™.;ret leur nombre sera exprimé par le
nombre de somrnqs ou de combinaisons différentes,, deux à deux',
que l’on peut fair&Avçcrles m lettres a, b,‘c, d q’est-à-4»re
(n° 147) par ^ ; ainsi ce nombre, — *-g , rqire-
sente déjà le degré de l’équation.
Quant à la compo|jtion do ses coefficiens, comihe (n° 242) le coefficient, dq second teriqe qst égal à la somme des râcincs prises en signes contraires,, il a pour valeur,
expression dans laquelle a, b, c . . entrent toutes 4e læ même mabière; ainsi cette fonction symétrique rationnelle et entière peut s'exprimer au moyen des coefficiens P , Q , R . . . . de la proposée. ' ’
On a de même, pour le coefficient du troisième terme, la somme des produits deux à depx des mêmes quantités, c’est-à-
dire, (a + à) (a + c) + (a-|-é) (4 + c) + (a + ç) (è + c)+ . . . .,
expression qui est encore symétrique ena, i, c, . . . , et peut par conséquent s'évaluer au moyeu des coefficiens P, Q, R
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môme conclusion par rapport ans coefficiens du 4°, 3*.... terme, et, en général , par rapport au coefficient de rang n- Kl, puisqu’il n’est autre chose, au signe près, que la tomme det produit» n à n des quantités a + b,' a + somme qui est
nécessairement une fonction symétrique de a, b, c,. . .
Tonte la difficulté consiste à mettre en évidence toutes ces fonctions symétriques , , et à les .évaluer d’après les formules établies précédemment ; mais nous verrons bientôt un moyen plus simple .d’évaluer ces coeffiçiens.
Ori peut également former une équation dont les racines soient des tiomhinaisons de la forme
a -J- b -f* i hab , a *f e hue , a + d 4* had • • • « ,
k étant un nomhre connu et déterminé.
Le degré- de cette nouvelle équation , que l’on pe^t encore
désigner par Z === 0, est toujours marqué parère. — s — ; ët scs
coefficient étant , ad signe près , les sommes des produits , une à
une., deux à deux , troi* a troi»...., des' quantités a + b + hab, a + kac sont nécessairement des fonctions symétriques rationnelles et entières des racines de la proposée.
897. Proposons-nous, pour seconde application, déformer l’équation aux différence» de» racine» d’une équation donnée, ' question qui a déjà été traitée par l’é^minatiOn.
Nous avons fait- connaître (n° 275) la formé elle degré de cette équation. Soit m le degré de la- proposée celui de l’équation aux différence» est exprimé par bi(m — 1). De plus, elle est de degré pair , et ne renferme que des puissances de degré pair ; en sorte que , si l’on pose dans cette équation , u* = c
— 1) „ et — — ^ — n, 1 équation prend la forme
r» + PV— + Q '*«-» + . . ; + Vt + U' = 0 ... . (1) ;
» Ct »
ef les racines de cëtte nouvelle équation sont le» carré» de» différences des racines de la proposée.
Les coefficiens P', Q', . . . . T', U', sont les memes que ceux
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de l'équation aux différence e; mais elle est de degré sous-doufle , et, parqela mèmè, plus simple à considérer. .
Cela pesé , si a, b, c, d. . . », sont les racines de la proposée, ou a , pour celles de {'équation ( 1),
" (a — Vj2, (a — c)’, (b -*7 c)* . . . ; *
donc i d’après la composition connue des équations, les coefficiens P', Q', R',... sont, au signe près , pour quelques-uns, les sommes des produits 1 à 1 2 à 2 , 3 à 3 . . . . des quantités
(a—, f/j?, ( a — c )2, [b — e)*....; c'est-à-dire que l’on a. j '
Or, toutes ces expressions sont des fonctions -symétriques que l’on peut évaluer au moyen des coefficiens P, Q* R,<. . de lp proposée. Toutefois , si l’on effectuait ces développemens , les diverses fonctions que l’on obtiendrait seraient des fonctiqna à une, deux , trois, etc., et en général à p lettres (si l’on considère le coefficient de rang p + 1) ; et ces coefficiens s’évalueraient avec beaucoup de peine dans la pratique.
Mais il exitte un moyen plue timple de calculer P', Q', R' . . . Les formyles S, + P = 0, S, + PS/+ 2Q = 0 . . . * obtenues numéro 292 , font connaître S, , S,, S3 , . . . en fonction de P, Q , R ,.. . * • <
Réciproquement, connaissant à priori les sommes S,, S, , S 3 . . . . des racines d’une équation , on pourrait calculer les coefficiens P , Q , R , . . . . d’après les mêmes formules ; car elles donnent
-s — ps;
S PS, — QS
donc, si nous pouvions évaluer les sommes des puissances semblables des carrée de» diffère nce e , (a — b)2. (a — c)2..., nous obtiendrions facilement les v aleurs de P', Q', R'. :. . . ,
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Or, en appelant S'# , S', , S', , S4 ,.w les sommes des paissance» semblables des rpciiïes de l’éqnation (*£), on a .
S', =(o— A)’.+(a — eJ’-Ha— -d)a+ . . ,.= (»» — l)T.a’-^2T. ab, S\ =(a^i)4 + e}4 + . ,. = [m ^ l.)T.a4 — 4T.a34 + 6T.a’3%
S', s=(a — bf + (a — c)6 + . . . = (m — 1)T . aP — 6Ti à5b + 1 &T .a<A» t ' . * 20T.«3i3,
Explication de ce tableau. \\ est. évident d’abord que les développement-de S'; ,.S', , S'3... ne peuvent Ste composer que.de fonctions symétriques à une ou deux lettres au plus ; quant à la manière- Je lés obtenir, on observera que , dans chacun d’eux , a*, ou af\, ou a6.... doit être répété autant <le fois que l’on peut . former de différences entre la racine a et toutes lés autres.dont le nombre est m — 1 ; donc les fonctions l .®1, 1 .a-*,.T.afi, . . . . ont toutes ( m — 1) pour coefficient.
Les cocfficiens des autres fonctions sont d’ailleurs ceux des dévcloppemens des puissances (o — by, (a — b)4, (a : b)6 . . .,
depuis ld second inclusivement jusqu’au coefficient du ferme qui tient le' milieu, aussi inclusivement. Knfin , les diverses parties sonPalternativement positives et négatives, comme dans le développement de [a — by, (<i — by. . . .
Le nombre des sommes S',, S’, , S’, .... qu il est nécessaire d’évaliièr, est . égal au nombre des coefliciens P', Q'; R'.... de 1’équqtion (3); par conséquent, la dernière somme estS'„.
Cela posé , voici la inarche qu’il faut suivre dans-la pratique pour évaluer ces sommes :
On commence par calculer les sommes $, , S,, S ,..., jusqu a Son ou S,„(m— r)î des racines de la proposée (1) , puis, h l’aide des formules du- n" 294, on évalue toutes les fonctions T .ccb, T.a34, T.a’Æ’....; d*bù l’on conclut les valeurs dé. S', , S\ , S 3 S «, et, par suite, celles de P', Q', R',....IV, U .
298. Soit proposé de former l’équation aux carrés des différences des racines de l’équation x3 — 7x + 7 = 0.
Cette équation étant du 3° degre, on a m ^ — — 3; ainsi
l’équation cherchée es! de la forme z3 + P'zJ ■+■ Q'z + R' = 0 j
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■c'cst-à-dirc qft’il y a trois coediciens à déterminer, et, pat- conséquent, trois sommes S', , S', , S% , à calculer. Cela pose , on a
d’où Pon déduit , tout calcul fait ,
jiour l’cquation aux carrés des différences des racines de l’équation x3 — r7x+7 =0.
Nous engageons les coinmençans à traiter ce meme exemple par 1 élimination , afin de comparer les deux méthodes.
299. Ce moyen de déterminer les coefficiens de l’équation aux carrés des différences , peut être également employé pour déterminer les coefficiens de l’équation aux sommes des racines prises deux à deux , a +é, a + e, b-\-c... (voy. n° 296).
Soit x3 + Px1 + Qx + R = 0, l’équation proposée ; l’équation aux sommes a + b} a -J- c, b + cf serait de la forme
T.ab= Q — -7, T.rf4 — s4= 98,
T-asb = S3S,— S6 = — 835, T .a4J’= S, S,— S6 = • S39,
S’j — 2T .o4 — AT .a3A+ BT.a’i1 = 882,
Donc enfin , l’on obtient
Amicifioss
;3 +.P'z* + Q'z + R- == 0 ; et en Appelant S', , S', , S', , les sommes des puissances semblables des racines de cette seconde équation, on aurait, pour déterminer jS', , S', , S'3 , les formules
S'. = (« + £) +(«+e) + (A + c) = 2(a-f 4+e) = 2J.a‘ , , S'^^+^’ + ^+ci’ + ^+ej’^ST.a’ + St.a^,
Après avoir calculé les sommes S, , S, , S3 , de la proposée , on en déduirait les valeurs de T .a1, T.n^, T. a?, T.aai, ce quifevâit connaître S', , S', , ,S'3 ; et l’on obtiendrait enfin P', Q', R', d’après les formules
On opérerait d’une manière analogue pour former une équation dont les racines fussent des combinaisons de ccjles de la proposée, de la forme a+6 + kai, a-f c-f kac,.... ; on aurait, pour une équation du niimc degré ,
S', = (a-hi-hkai)-t-(fi -t-c-hkac) (m — H- AT .ah;
S', = (a-+-è-+-A-oA),-t-...=:(OT — l)T.a,-+-2T.ai-4-2AT.a,à
S'3 = (a-t-4-t-Aaà)3-t-.,.= (m — l)T.a3-t-3T .a’é + 3A (T.a34+2T.a*è’) -+-3A1T.a341-+-A3T.a3è3;
Nous proposerons les exercices suivans :
Déterminer, 1° l’équation aux carrés des différences des racines de l’équation x3 — : 6x — 7 = 0.
(Résultat, ... i3 — 36r’ + 324z + 459 =0.)
Cet exemple a déjà été traité (n° 274) par la métbode d’élimination.
2" L’équation aux sommes deux à deux des racines de l’équation -, x3 — 3x + 2 = 0.
(Résultat. .... s* — 3z — 2 = 0.)
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3" L’équation dont te» racine» soient de» combinaisons de la forme a+b-\-at>, des racines de l'équation
[Résultat. . . . t*+l0z*+\lr — 28 = 0.)
4° L'équation dont les racines soient lès sommes deux à deux
des racines de l’équation x4 — 6x3 — * 5x3 + 42x + 40=0.
( Résultat
*« *- 18x5 + 08 zi — 96z3 — 747z’ + 2322x — 1944.== 0.)
300. Nous terminerons les applications de la théorie des fonctions symétriques par la démonstration d’un très beau théorème sur l’élimination.
Ce théorème , dû à Sezout , consiste en ce que le degré de l’éqcatior finale qui résulte de l’élimination de Tune des inconnues entre deux équations d’un degré quelconque à deux inconnues, ne peut être plus grand que le produit des degrés des deux équations ; et il est justement égal à ee produit , lorsque les équations proposées tant les plus générales de leurs degrés.
Avant de développer là démonstration , il est indispensable de faire connaître la forme d’une équation complète du m,èmr degré à deux inconnues.
Nous avons déjà reconnu (n® 116), que toute équation du second degré peut être ramenée à la forme Mx’+Nx+B^O, M étant une quantité toute connue, N un polynôme du premier degré en y, et P un polynôme du second degré. .
En général , une équation à deux inconnues est dite du m"'-””' degré lorsque, le plus haut. exposant de chaque inconnue étant m, la sommedes exposons de ces deux inconnues dans un même terme, ne surpasse pas m (*). Il résulte évidemment de là que toute équation du degré m peut être ramenée à la forme.
Ax'"+Bx'"— 1 + Cxm—Ï+Dxm— 34- .... +Tx+U = 0,
(*) On suppose ici que les dénominateurs , s’il y en a , ne renferment p.is les inconnues x et y , autrement, il faudrait d’abord chasser les dénominateurs. ( Voyez la remarque du n° 929.)
APPLICATION A i’éUÎIIITATION.
A étant une quantité connue , numérique ou algébrique, B un polynôme du i" degré ert y, tel qUc f>y + />’,
C un polynôme dli 2" degré. . ........ cy'+c'y +e",
D da 3” degré, . ._dy, + </'yI+d"y + d'"J
T.......... du(/it — lyèmc degré . . . ty”‘—l+. l'ym-i +
U du mieme ' 1 degré . . . tiÿ" + u'ym~l
301., Cela poséj, considérons les deux équations à deux inconnues ,
' A j™ + Bj’"- « + C j™-J + ....+ T j 4- U = 0
A' xn + B'-r'»- 1 + Ci'xn—’>- +....+ T'x + U'=== 0 ,
que nous désignerons, pour abréger, par M — 0, N =0.
Concevons eh outfc, quoique nous; n’en ayons pas encore les- moyens’; que la première équation soit résolue complètement par rapport à x, et donhe les 7/» valeurs x =a,x = A, x=>e,.. . (a, . étant alors les fonctions de y); chacune
de ces ni valeurs de x , substituée dans ,1’équqtion M-=0,. doit lavé riper, quelque valeur que l’on attribue à y après cette substitution. ’ . ■ • -,
• D’un autre côte , si l’on substitue ces m valeurs successivement dans le premier membre de l’équation N =0 , on obtient les expressions ■ .
A'an + BV— A'in+B'i'’-'-l-..., AV’+BV1- * + ...,
qui sont, en general; des fonctions irrationnelles de y. Or, je disque toute valeur, ÿ=£,*qui rend nulle l’une de ces fonctions, est une valeur convenable ( n° 267 ). En effet^ supposons, par exemple , que b rende nulle la fonction A 'an + B'pn— 1 + et désignons par ar=fc«, ce que devient <r = a, lorsqu’on remplace y par "dans a; le système (x — a, y = £) vérifie évidemment M = 0, puisqu’on a déjà vu que x — a la vérifie quel que soit y. En second lieu, y=S rendant nulle la fonction A'«" + B u’— 1 -f . qui n’est autre chose que le premier racm- Vre de N = 0, dans lequel on a mis a à la place de x, vérifie N = 0en même temps que r=«, valeur de n, qui correspond à y=^S. On voit donc que (*• = «, y=S) forme un système
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commun aux doux équations M-=0 et N ==0-;, ainsi, y—£ est une valeur convenable. ,
Réciproquement', toute valeur convenable de y doit anéantir l'uno.des fonctious ci-dessus. Car, pour être convenable, il 'faut qu’elle satisfasse aux deux équations en mèineteiups qu’une certaine valeur do x; or, toutes les valeurs dex convenables sont comprises dans x = ft, x = b, x — c,...; et dès qUe î’uty'fâit x = a, ou x = A,..., le premier niembre de N = 0, retombe'dans l’une des fonctions ci-dessüs , qui doit par conséquent s’évanouir par, l'hypothèse y =6. > .
On peut conclure de là que ,, ni l’on égale à 0 le produit de toutes ses fonctions, /'équation qu’on obtiendra sera ( sans aucun facteur étranger) l’équation -finale qui .résulte de l’éliminatibn de x entre les deux équations proposées.
Cette équation finale est donc *
( A a» + BV- « + .... + Ta + U' ) ( k’b" + B >-« + ..,.+ T-'A + U' ) ( AV +B'c— < + .... +TV + Ü' ) = 0.... (-If).
Sa formation semble reposer sur la • résolution CQraplète de l’équation M='0, par rapport à x; mais nous allons voir que cela n’est pas nécessaire, et nous reconnaîtrons dans ce qui vient d’être dit une nouA'èlle méthode, d’ élimination.
Remarquons d’abord que l’équation *fY) uc changeons, quoique permutation que l’on fasse entre.les racines a, b, njnfi le premier membre est ( n" 291 ) uiie fonction symétrique rationnelle et entière des racines de , l’équation M==0?: résolue par rapport à x. Donc , en vertu du théorème n? 295 , ce premier membre peut être exprimé au moyen dès coeffibiens.A, B, C, . . . de l’équation M==0^ et il çst possible de'fqnner l’équation (Y) sans que l’on soit obligé de résoqdre d’abord l’équation M = 0.
Cette méthode, qui est assez sim"ple pour deux équations du second degré ,.devient‘très laborieuse lorsqu’on veut l'appliquer à des équations d’un degré plus élevé. Elle a toutefois, sur la méthode exposée n° 269, et sur plusieurs autres, l’avantage de conduire toujours à la véritable équation finale, sans l’introduction d’aucun facteur étranger.
Mais ici notre principal objet est de démontrer le' théorème sur le degré de l'équation fnale.
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309. Pour déterminer le degré en y de l’éqnation (Y), il suffit du considérer un terme do rang quelconque. Or chaque terme de ce produit se forme de la multiplication d’un terme du premier facteur, par un terme du second, par un terme du
troisième •; soient K ,a.h, K 'AA', R'V*" des termes pris au
hàsard dans chacun des w»' facteurs 5 le terme correspondant du produit sera
d’ailleurs , le produit total est symétrique en a , 6 , c . . • . donc , ce terme fait partie d’une de?- fonctions symétriques qui entrent dans la- composition de (Y) ; et cette fonction partielle peut ellemême être représentée- (n° 293) par
R. R’. K".... xT.aW'"...
Il suffit donc de déterminer le pins haut degré en y de oette fonction.
§i Fon s® rappelle la composition des formules qui donnent S,, S j , S3 , • • • (n° 292), et que l’on ait qgardfaux degrés. en y des cpefficiens'A , B, C,. dé l’équation M==0 (n° 300), on , verra que S, ,’ S^ $3,.... Sa, sont du 1", 2e, 3°...,. et en général du/legré A e(i y. Djçkjc S/, x Sa' x S /,"... est d’un degré marqué pu;- h+h'+h"+ et d’après les formules du n° 204, qui donnent ' l’expression xl’ùne fonction symétrique^ quelconque , T :ahbh'ch" ...1 est aussi du. degré A+A' + A"..., et ne peut surpasser cè degré. . • •" ;
D’un autre coté,- soient h, A', h" . . . . les exposans de y dans les cpefficjerts R, K'/' R". . ja somme des exposans du pro-. duit K.K'.R''.... est A + A:d-Aw+ . . . • Ainsi, dans la fonction. R.R'.R*. . . xT.aV't*" la somme des exposans est
\+k'+k"j- +7i.+A'-f A"+ ; mais, d’après la composi-
tion de l’cquapon N = 0 , l’on a tout au plus
Aq-A = n, A' + A' = n , A"+A"=»....,
' Donc enfin , la fonction symétrique ci-dessus est tout au plus d’un degré marqué par « + « + ”+•••) oumxn.G.Q. F.D.
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N. B. h' équation aux différences étant ('n° 273) le résultat do l'élimination de x entre les équations
dont la première est du degré ni en x , et la seconde du degré m — 1 en x et u, il s’ensuit que cette.équatien finale doit être du degré m(m — 1 ); et c-’est en effet ce qui a été rcconriù (. ii° 278).
Le théorème précédent est également jipplicable_à un nombre m d’équations renfermant un -pareil nombre d’inconnues. (V ’iy., pour sa démonstration, un Mcéntiïè de’M.jt>oi*son, XIe cahier du Journal de l'Ecàle Polytechnique , page 199.) ■■ „ •
CHAPITRE VUI
RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES A UNE OU A PLUSIEURS ' * INCONNUES. ’
Les principes que nous avons établis dans le chapitre précédent, sont applicables à toutes les équations, de quelque nature que soient, leurs coefiiciens, numériques ou algébriques; et ces principes doivent être regardés eoramc les éléméns des méthodes employées pour résoudre les équations de degré supérieur. - ,
Nous avons, dej q dit que les analystes jie sont parvenus jusqu’à présent qu’à la résolution des équations générales du troisième et du quatrième degré. Les formules qu’ils ont obtenues pour le» valeurs des inconnues , sont si compliquées et d’un usage si peu commode, lorsque toutefois on peut les appliquer ( ce qui n’est pas toujours possible ), que l’on doit regarder le problème de la résolution des équations algébriques d’un degré quelconque, comme plus curieux qu’utile. Aussi les analystes ont-ils dirigé principalement leurs recherches vers la résolution des équations numériques , c’est-à-dire de célles qui proviennent de
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la traduction algébrique d’un problème dont les données sont des nombres particuliers; et ils Ont trouvé des méthodes au inuyèn desquelles une équation numérique d’un degré quelconque étant donnée, on peut toujours déterminer les racines qu’elle renferme.
C’est l’ensemble-de çes méthodes que nods nous proposons de développer' dans la première partie de ce chapitre.
La seconde aura'pour objet le complément de l’élimination, ou la résolution de» équations numériques à plusieurs inconnues.
Première partie, équation* numériques h une inconnue. [Pour la généralité de rtps ràisonnemens', nous représenterons encore l’équation proposée par x^q- Px"*— ' + Qxm~ 1 + . . . = 0 ; mais les lettres P y Q. . . . seront censées désigner des nombres particuliers et des quantités réelles, positives ou négatives. ]
§ P\ PRINCIPES FOHDAMEUTAUX. LIMITES DES BACIirBS.
SOS. Premier principe. Si deux nombres p et q (de signes quelconques ) , substitues à la place de x dans une èquatioi numérique, X = 0 , donnent deux résultats de signes contraires , ces deux nombres comprennent au moins une racine réelle de la, proposée l
Avant de démontrer cçtte proposition , nous ferons voir que, si un nombre s , mis à la place daXdâns un polynôme X , fonction entière de x ( n° 230 ) , mais dont les coefficiens sont numériques et réels, a donné un. certain, résultat A, on pourra, -X: n remplaçant x par a + u, et prenant « suffisamment petit, obtenir un nouveau résultat qui diffère du premier d’une quantité moindre que toute grandeur donnée .
Soient en effet A , B, C , D , ... . . ce' que deviennent les poly-
nomes X , Y , , 5-1 , . { n° 264 ) quand on y met- a au lieu
de x; le polynôme X'devicndra , par là substitution <lç a + « , •
A -f- IV q-’ Cm1 +. Dm1 -p . . . + um., ou bien k + u (B-pCa -pDit^-p . . . -pu"*-
La quantité *( -Bq- Cm est 1’expf.ésyon de la différence entre les résultats des substitutions de a + “ et de a; et c’est cette différence qui doit être reconnue susceptible de devenir
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moindre que toute grandeur dohnée, pour une valeur de u convenable. * '
Or, B, G, D...,, étant des quantités finies de signes quelconques, considérons le cas le plus délaver ali Je qui puisse se présenter, celui où elles seraient toutes de même signe et égales à K, la plus grande d’entre elles. L’expression w (B-fc-Cu + ...) devient Ku (1‘ -f-ù + « ’ + .v. + u"‘— 1 ) , •
ou (n° 31 ) ) — r— r, quantité moindre que , dans le
casdeu<l. /
Gela fiosé, si l’op veut, p,ar exemple, que là différence sqit
moindre qu’une quantité donnée N , il n’y a qu’à poser Km ... , .N
ou <N, éc qui donne u— ou <
ei toute valeur de « qui satisfera à cette dernière condition, satisfera nécessairement à l’inégalité j
Ra(l+K + a’+ — + a'"rI)<N, _ » '
et à plus forte raison, à l’inégaHlé .
u f B -f- Cm -4- Dm1 -f- .. ,j ^Nr C.Q.F.D.
Nous pouvons- actuellement démontrer le principe énoncé ci-dessus. . . t
Les deux nombres p et q mis à la place de -.r dans l'équation X = 0, donnant, par hypothèse, deux résultats de signes contraires, P, et Q, , on peut concevoir que l’on fasse varier x par degrés insensibles depuis.^ jusqu’à y; les résultats des substitutions successives varieront aussi par degrés insensibles, e’est-à- • dire.de manière à ne différer les uns des autres que de quantités aussi petites que l’on voudra ( ce qu'on exprijno en disant que le polynôme X est soumis à la loi de continuité dans l’intervallfc de 1\ à Qij. Or, une quantité qui esl. constamment finie {*), ne
(*) Eu.fiénéral, une fonction de v |>cu! passer (le I élut positif à l étal négatif, soit en passant par l’infini, soit en passant pur la valeur iém; mai» ici, les coeHicieus de la proposée étant des nombres finis , et x n’entrant nas en dénominateur, la valeur de X ne peut pas devenir infinie.
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peut passer du positif au négatif, ou réciproquement, qu’en passant par la valeur 0. Donc, parmi les nombres compris' entre p ot ç,il y cnra nécessairement au moins un qui donne un résultat égal a 0; et ce nombre est alors une racine de l’équation
804, Second principe. De ce que deux nombres substitués à la place de x dans une équation , donnent deux résultats de signes contraires, on est eh droit- de conclure qu^ils comprennent au moins une racine réelle ,• mais on ne peut pas affirmer qu’ils n’en comprennent qu’une seule, et ils peuvent en comprendre un nombre impair quelconque. ' Ceci résulte.d’upe nouvelle proposition que nous allons démontre*, et qui consiste en ce que., si deux nombres comprennent un nombre impair quelconque , 2n -p 1, de racines réelles, les résultats de leur substitution à la place de x sont de signés contraires ; et s’ils en comprennent un nombre pair quelconque 2n, les résultats de hur substitution sont nécessairement de même signe. ' %
Pour mettre cette proposition dans tout son jour, désignons par a, b, c.... celles des raciires de l’équation proposée X = 0, que l’on suppose Comprises entre deux nombres donnés p et y, de signes quelconques , et par Y le produit des facteurs du premier degré eh x, qui correspondent aux racines réelles nom comprises, et aux raqines imaginaires. *
• Le premier .membre , X, de l’équation peut so mettre soqs la
* * \* > •*' forme' (x — a) (x — b) (x — e)...X Y.
Substituons maintenant dans le produit précédent, pet q à la place de nous obtenons les deux résultats
Vp-a)^p — b) ( p — c ) . . . xY',
Y' et Y" désignant ce qne dévient Y lorsqu’on y remplace x par p et q, ces deux quantités Y' et Y" sont nécessairement de même signe } puisque autrement, eu vertu du premier principe, Y aurait encore au moins une racine réelle comprise entrer p et q , ço qui serait contre l’hypothèse.
Cela posé, pour déterminer plus facilement les signes des deux
DE LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES
résultats ci-dessus, divisons le premier par le second; il vieut
ou bien
xY"’
Mais p et q comprenant les racines a, b, c, d. . . , on a néces-
sairement
et
p ^a, bj c, d,. .
d’où l’on déduit p — a, p — b, p — c, et q — a, q — b, q — c,
donc, puisque p — a et q — a sont de signes contraires, de même
que p — b et q — b, p — c et y — c. . . . , les quotiens partiels
, 7, - . • . . sont tous négatifs; d’ailleurs =7- est
essentiellement positif, puisque Y7 et Y" sont de même signe;
— b vxr
sera
ainsi, le produit * x- f X^ X ,
■négatif si les racines comprises a, b, c. . . sont en nombre impair,
el positif si elles sont en nombre pair.
Donc enfin les deux résultats (-p — a)(p — b) (p — c) . . .xY’, et (q — a) (q — b) (q — e) . . . x Y", seront de signes contraires ou de même signe, suivant que les racines comprises entre p et q seront en nombre impair ou en nombre pair.
Conséquence. 11 résulte nécessairement de cette proposition , que, si deux nombres, substitués à la place de x dans une équation, donnent deux résultats de signe* contraires , ils comprennent au moins une racine, mais ils peuvent aussi en comprendre un nombre impair quelconque ; et s’ils donnent deux résultats de même signe, ou ils ne comprennent pas de racines, ou bien ils en comprennent un nombre pair quelconque. , " \ , ;• •
LIMITES DES RACINES
Ui
Limites des racines réelles des équations .
Les diverses méthodes inventées pour la résolution des équations numériques se réduisent, en dernière analyse, à substituer, dans l’équation , des nombres particuliers qui en' sont alors reconnus racines, comme la vérifiant, op qui, du moins, sont jugés dev.oir comprendre une ou plusieurs racines. Mais en réfléchissant siir l’accroissement rapide (à mesure que x augmente) du premier terme par rapport aux autres, qui sont de degré moindre, on sent qu’il doit exister un nombre susceptible de rendre ce premier termè, à lui seul, supérieur à tous les autres réunis, c’est-à-dire à leur somme arithmétique (n° 62) , et qui , par conséquent , substitué dans l’équation , donne nécessairement un résultat de même signe que ce premier terme (qu’on peut toujours regarder comme positif). Ce nombre est donc une limite au-delà de laquelle toute autre substitution deviendrait inutile, puisqu’on serait sûr d’obtenir-des résultats constamment positifs, et jamais nuis. C’est donc par la détermination d’un pareil, nombre , qu’il convient de faire précéder le développement des méthodes de résolution.
30S. On appelle'MMiTB stperieire des racines positives d’une équation, tout nombre qui surpasse la plus1 grande des racines positives de celte équation. , -
Il résulte de cette définition que la limite est susceptible d’une infinité de valeurs; car, dès qu’un nombre est reconnu supérieur à la plus grande racine positive , tout nombre plus grand jouit à plus forte raison de cette propriété ; mais alors on doit se proposer de déterminer la limite la plus petite possible; or, on est certain d’avoir une limite dès que l’on a obtenu un nombre qui , substitué à la place de x , rend le premier membre positif , et qui est tel , en même temps, que tout autre nombre plus grand donnerait aussi un résultat positif .
.Occupons-nous donc de la détermination d’un nombre qui jouisse de cette double propriété.
SOS. Commençons , avant tout, par résoudre la question suivante : On demande un nombre qui, substitué à la' place de x dans
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une équation, vende le premier-terme xm plus grand,, a lui seul, que la somme arithmétique de tous les autres.
Supposons , à cet effet , que tous les termes de l’équation soient négatifs, à partir du second, en sorte que l’on ait
x">— Pxw-* — Qx™— » — . . . . — Tx — U = 0; il s’agit alors de trouver pour x un nombre qui rende ■ ’ x” > Pxm— 1 + Qjr'»— » q- . . , . -fTx+U. ... (IJ. .
Or, si l’on désigne par K le plus grand de tous les coefiiciens, et qu’on pose la nouvelle inégalité - - • ..
x“> Kj’»-'+Rr’"-, + . . . . + Rx + R . . . . (2),
il est évident que tout nombre rnis pour x, qui satisfera à celle-ci, satisfera, à plus forte raison , à la, précédente.
Mettons d’ailleurs le facteur xm en évidence dans l’inégalité (2); elle devient
et sous cette forme on voit que , dès qu'un nombre substitué à la place de x aura satisfait à l'inégalité, tout autre nombre plus grand y satisfera encore, puisque la somme des quantités K K
— 1 (-.... devient d'autant plus petite» que x est plus grand.
Cela posé, si l’on fait d'abord x=R dans l’inégalité (3), le premier membre devient Km, et le second membre
Km ^1 -J- j— ^ ^ , quantité plus grande que Km. Ainsi
le nombre K ne satisfait pas à l’inégalité.
Essayant maintenant R 4- 1 , on trouve , pour le premier membre, (R+ l)m.
'■Quant au second, pour en calculer plus facilement la valeur,
nous remonterons à l’expression • g
Kx"1 — 1 +Rx™-2+ . . . .+Kx+R,
ou K(x"'—'+xm—* +....+ x+1),
qui, d’après la propriété du n“8l, ou d’après la formule du n° 193, revient à .
LIMITE SCFÊaiElRE
et nous y remplacerons x par R + 1. Il vient, par cette substitution ,
ou, réduisant, ... (R+ 1)'" — 1,
résultat évidemment plus petit que (R + l)m ; d’ailleurs , nous avons déjà reconnu que tout autre nombre plus grand satisferait, à plus forte raison , à l’inégalité (3).
Donc enfin , R + 1, ou le plus grand coefficient de l’équation , augmente de l’unité, et fout nombre supérieur à R+ 1 , jouissent de la propriété de rendre le premier terme xm, à lui seul , plus grand que la somme arithmétique de tous les autres.
307. Limite ordinaire des racines positives. Le nombre que Ton vient d’obtenir , peut être considéré comme une première limite, puisque ce nombre, ou tout autre nombre plus grand, rendant le premier terme supérieur à la somme de tous les autres, les résultats des substitutions de ces nombres à la place de x doivent être constamment positifs ; mais cette limite est ordinairement beaucoup trop grande, parce qu’en général l’équation renferme plusieurs termes positifs. Cherchons donc une limite plus rapprochée de la plus grande racine.
Désignons par x'"—" la puissance de x, correspondant au premier terme négatif qui vient après le terme xm, et considérons le cas qui est évidemment le plus défavorable ( mais il est plus facile à traiter), celui où tous les termes sont négatifs à partir de xm~n, et affectés du plus grand des coefficiens négatifs qui entrent dans l’équation.
Soit S ce coefficient ; tâchons d’abord de satisfaire à la condition
"+Sxm_ "— *+ ...+Sx+S (1),
ou , mettant le facteur xm en évidence ,
Xn~^~ 1
xm — •
Cette autre formé prouve déjà que, dès qu’on aura trouyé pour x un nombre qui satisfasse à l’inégalité , tout autre nombre plus grand y satisfera encore , puisque la quantité entre parenthèses devient d’autant plus petite que x est plus grand.
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Or, si l’on pose d’abord xn = S, ou x=.j/S = S', le premier membre de l’inégalité (2) devient S'm, et le second ..... / S'" S'" \
S'm f 1 + t<[+- + g;-— 4- . . . . + J i quantité évidemment plus
grande que S'm; donc S' ou y'S ne satisfait pas à l’inégalité.
Faisant actuellement #=S'+1 (ou |/S + 1), on obtient d’abord pour le prfemier membre. - . . (S'+l)m.
Quant au second, pour en calculer la.vafeur., il est plus simple de remonter à l’inégalité (1), dont le second membre revient (n° SI), ou (n° 193), à
Xm — — 1
On trouve pour cette expression , en remplaçant x par S' + 1 ,
ou , mettant S'" au lieu de S , et réduisant ,
ou bien encore , .
Or celle-ci est évidemment moindre que (S'+l)ei; donc,
S'+ 1 ou j/S + 1, et tout autre nombre plus grand, jouissent de la propriété de rendre le premier terme plus grand, à lui seul, que la somme arithmétique des seuls termes qui soient négatifs dans l’équation , et, par conséquent, de donner pour le premier membre de s résultat t constamment positifs.
Donc enfin , j/S+ 1, ou l’unité augmentée de la racine du plus grand coefficient négatif, racine d’un degré marqué par le nombre des termes qui précédent le premier tenue négatif, est une limite supérieure des racines positives de l’équation.
Lorsque le premier terme négatif est le second terme de l’équation, il faut faire n = 1 , et la limite devient S + 1 , ou le plus
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grand coefficient négatif augmenté de l'unité : c’est la limite dont on se sert ordinairement.
Si les deux premiers termes sont positifs , ou que le second
terme manque, on a «=2, et la limite est alors j/S+1.
Dans le easde n = 3 , on a pour limité, j/S + 1 ; et ainsi de suite.
Prenons pour exemple les équations suivantes ,
2" xs+ïx4— 12*»— 40x’ + 52x— 13=0, |/S+ lx=^/49+ 1=8;
3° x4 + 1 lx2 — 23x — 67=0 , - î/S+l=n/67+l=G;
N. B. Dans le- dernier exemple, on a d’abord divisé l’équation par 3, avant d’établir la limite, parce qu’en cherchant la limite générale, on a supposé le coefficient du premier terme égal à l’unité.
De plus , il est d’usage d*’exprimer cette limite en nombres entiers.
Souvent , au moyen d’une transformation exécutée sur
l’équation, on obtient une limite plus petite que y/S+l.
Considérons, par exemple, la première des équations ci-dessus; elle peut être miste sous la forme
x3(x — 5)+37x ^x — jÿ^+39=0.
Or , il est visible qu’en y mettant pour x, 5 ou tout autre nombre plus grand , oit obtiendrait un résultat constamment positif; donc 5 est une limite, tandis que l’on a trouvé 6 d’après la formule. . •
On a de même , pour la seconde équation ,
i en réunissant le premier et le quatrième terme , le second et
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le troisième, etc.); or, on voit que x = V'j9, c’est-à-dire 4, ou tout autre nombre plus grand , donnerait un résultat positif.
L’artifice de cette méthode, qui ne peut s’appliquer qu’à certaines équations, consiste à décomposer le premier membre en plusieurs parties composées chacune de deux facteurs dont le premier soit un monome positif et l’autre un binôme en x dont le second terme stfit numérique et négatif, puis a déterminer x de manière que tous les facteurs entre parenthèses soient positifs. Elle est rarement applicable à des équations renfermant plusieurs termes consécutifs affectés du signe — .
Par exemple , on ne peut l’appliquer a Une équation telle que
Toutefois , comme le premier membre de cette équation peut se mettre sous la forme
on reconnaît aisément que 13+1 ou 14 serait une limite supérieure.
309. Méthode de Newton pour déterminer la limite supérieure , la plus petite possible (en nombres entiers).
Soit X = 0 l’équation proposée; si l’on fait, dans cette équation, x=x x' étant une indéterminée, on obtient (n°262) la /
transformée X’-hY'u-r — u2^ . = 0, dont les cocfïiciens
s’obtiennent d’après une loi connue.
Cela posé, concevons que, par des essais successifs, on soit parvenu à déterminer pour x' un nombre qui , substitué dans
X', Y', -g-. . ., rende tous ces coeffieiens positifs à la fois ; je dis
Jt
que ce nombre est supérieur a la plus grande racine positive de l’équation X = 0.
En effet , les coeffieiens de la transformée étant tous positifs , aucun nombre absolu ne peut vérifier cette équation ; ainsi les valeurs réelles de u doivent être toutes négatives; mais de l’equation x=zx'-bu, on tire «==x — x'; et pour que les valeurs de u,
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qui correspondent à chaque valeur de x et à la valeur de x' (déjà déterminée), «lient négatives, il faut absolument que la plus grande valeur positive de x soit moindre que la valeur de x' ; ce qu’il fallait démontrer.
Voici d’ailleurs la manière d’appliquer la méthode :
Soit l’équation xi — Sa-3 — 6a:3 — 19x-+-7 =0.
Comme x' est un caractère indéterminé , on peut conserver la lettre x dans la formation des polynômes dérivés ; et l’on a
X — ari — 5a:1 — 6a:3 — 19x-L-7,
Y = 4a:1 — lba:3 — 12x —19,
\ = ft*’-18* —6,
Ea question est , comme on vient de le voir, ramenée à trou-ver pour x un nombre entier (le plus petit possible) qui rende tous ces polynômes positifs. <■
Commençons par le polynôme du premier degré ; il est visible que 2, ou tout autre nombre >2, le rend positif.
2 , substitué dans le polynôme du second degré , donne un résultat négatif; mais 5, ou tout nombre ^>5, donne un résultat positif.
% et 4, substitués dans le polynôme du troisième degré, donnent un résultat négatif; mais 5 donne un résultat positif, et il en serait de même de tout autre nombre plus grand.
Enfin 5, substitué dans X, donne un résultat négatif ; et il en est de même de 6 ; car les trois premiers termes a:4 — 5a:3 — 6a-3, reviennent à a:5 (a: — 5) — 8a:3, expression qui se rédnit à 0 dès que l’on fait x = 6; mais x =7 donne évidemment un résultat positif.
Donc 7 eut une limite supérieure des racines positives de la proposée ; c'est d’ailleurs, en nombres entiers," la limite la plus petite, puisqu'on vient de reconnaître que 6 donnait un résultat négatif, d’où il résulte (n° SOS) qu’il y a au moins une racine comprise entre 6 et 7. '
En général , on obtiendra par cette méthode la limite la plus petite en nombres entiers , toutes les fois que l’on aura reconnu
DÊTIHH'.NATIOR DES AUTRES LIMITES.
qu’un certain nombre entier K et tout nombre plu » grand, rendant positifs tous les polynômes dérivés, mais négatif le polynôme proposé, K -4-1 rend celui-ci positif. La limite la plus petite est alors K-t-1.
C’est ainsi qu’on trouvera que 6 et 7 sont les limites respectives des équations % . .
x5 — 3x4 — 8x3 — 25x’-4-4x — 39=0 , xs _ g x4 _ 1 3x3 -4- 1 7 x’ — 69 = 0 .
N. B. On conçoit que cette méthode (qui n’cst d’ailleurs employée que dans la recherche des racines incommensurables ) peut donner même une quantité moindre que l’unité pour limite supérieure ; puisque , d’après la nature de cette méthode, il suffit de trouver pour x un nombre qui rende posttifs le polynôme proposé et ses dérivés. ( Nous enverrons un exemple au n° 342.)
310. Il nous reste maintenant à déterminer la limite supérieure des racines négatives , et les limites inférieures des racines , soit positives, soit négatives.
Dorénavant, nous désignerons par la lettre L la limite supérieure des racines positives d’une équation , de quelque manière qu’on l’ait obtenue.
l°Si, dans l’équation X=0, on faitx = — y, ce qui donne la transformée Y = 0, il est clair que les racyies positives de cette nouvelle équation, étant prises avec le signe — , donneront les racines négatives delà proposée; donc, en. déterminant, par les moyens connus , la limite supérieure L' des racines positives de la transformée, on aura — L' pour la limite supérieure (numé- * * riquement) des racines négatives de la proposée.
2° Si, dans l’équation X = 0, on fait x = ~ , il en résulte une transformée Y =0 , dont les coefficiens sont ceux de la proposée écrits dans un ordre inverse. Or, il suit delà relation x = -,
qu’aux plus grandes valeurs positives de y correspondent les plus petites de x; donc, en désignant par l la limite supérieure ‘
des racines positives de la transformée, on aura j pour la limite inférieure des ^racines positives de la proposée.
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3° Enfin si, dans la proposée, on remplace x par , et
qu’on cherche la limite supérieure l' des racines positives de la transformée Y=0, — sera la limite inférieure (numériquement) des racipes négatives de la proposée.
311. jV. B. Nous termineroift par deux remarques fort utile s dans la recherche de ces limites.
Premièrement, toute équation qui n’a que des permanences de signe , c'est-à-dire dont tous les termes sont positifs , ne peut avoir pour racines réelles que des nombres négatifs ; car tout nombre positif, mis à la place de x, rendrait le premier membre essentiellement positif. Ainsi, dans ce cas, zéro est la limite supérieure des racines positives.
En second lieu, toute équation complète, dont les termes sont alternativement positifs et négatifs , c’est-à-dire qui n’a que des variations de signe , ne peut avoir pour racines réelles que des nombres positifs ; car il est évident que tout nombre négatif, mis à la place de x dans la proposée , rend tous les termes positifs si l’équation est de degré pair, et tous les termes négatifs si l’équation est de degré impair; ainsi la somme des termes ne peut devenir nulle. >
Donc , dans ce cas , il est inutile de rechercher les limites négatives.
il en est de même de toute équation incomplète, telle que, si l’on change x en — y, il en résulte une transformée qui n’a que des permanejices. '
Conséquences déduites des principes précédens.
Le principe fondamental de la résolution des équations numériques, et ceux que nous venons d’établir sur les limites, ont conduit les géomètres à des conséquences très importantes.
812. Première conséquence. Toute équation de degré impair, dont les coefficieüs sont réels , a au moins une racine réelle de signe contraire à son dernier terme.
En effet, soit x^-t-Px™— i-t- . . .-f-Tx± U— 0, l’équation pro-
des principes précédens. -453
posée; et considérons d’abord le cas où le dernier terme est négatif.
Si l’on fait .r=0 dans l’équation, le premier membre se réduit à — U. D’un autre côté , substituons à la place de x , ( K-t-1) , ou (n° 306) le plus grand coefficient de l’équation augmenté de l’unité; comme, par cette substitution, le premier terme xm est à lui seul plus grand que la somme arithmétique de tous les autres termes , il s’ensuit que le résultat de la substitution est ■positifs donc, en vertu du principe (n° 303) , il y a au moins une racine comprise entre 0 et (K.-+- 1 ) , laquelle racine est positive, et par conséquent de signe contraire au dernier terme.
Supposons actuellement le dernier terme positif.
En faisant toujours x = 0, on trouve pour rtisultat -4- U ; mais en mettant pour x, — (K-t-1), on obtiendra un résultat nécessairement négatif puisque le premier terme x'n, qui devient négatif par cette substitution, donne son signe à toute l’expression. Donc l’équation a au moins une racine comprise entre 0 et — (K-t-1) , c’est-à-dire négative ou de signe contraire au dernier terme.
Seconde conséquence. Toute équation de degré pair, à coefficiens réels , dont le dernier terme est négatif , a au moins deux rùcines réelles , l'une positive et Vautre négative.
En effet , soif — U son dernier terme ; en faisant x = 0 , ou trouxm pour résultat — U. Substituons successivement (K + 1) et — ML + 1), K étant toujours (n° 306) le plus grand coefficient ae, 'l’équation ; comme m est pair; le premier terme xm restera positif; d’ailleurs il devient plus grand, par ces substitutions , que la somme de tous les autres ; donc les résultats des deux substitutions sont l'un et l’autre positifs, ou de signe contraire à celui que donne l’hypothèse x — 0. Ainsi l'équation a au moins deux racines réelles ^Gqtqpvise entre 0 et (K + 1 ), ou positive, et l’autre comprise entre 0 et — (K + 1 ), ou négative.
N. B. On ne peut rien conclure pour toute équation de degré pair dont le dernier terme est positif ; et même il est aisé de former des équations qui n’aient que des racines imaginaires : il suffit, pour cela, de multiplier entre eux plusieurs trinômes du second degré, qui , égalés séparément à 0 , ne donneraient
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que des racines imaginaires ; il est clair que l’équation ainsi formée n’aurait elle-même que de* racine s imaginaire*.
En rapprochant les deux conséquences précédentes de la proposition (n° 256), que toute équation a au moins une racine, on vmt que cette proposition hypothétique so trouve maintenant démontrée pour la plupart des équations ; d’ailleurs, les démonstrations des conséquences ci-dessus sont fondées sur le principe du numéro 305 et sur celui du numéro 306, qui sont tout-à-fait indépendans de la théorie établie dans le septième chapitre.
313. Troisième conséquence. Si une équation, dont les coefficiens sont réels, a de s racines imaginaires , ces racines ne peuvent être qu’en nombre paiç.
En effet , concevons que l’on ait divisé le premier membre de la proposée par tous les facteurs simples qui correspondent aux racines réelles; le polynôme quotient que l’on obtiendra, aura ses coefficiens réels (d’après la loi de formation n° 238); de plus , il doit être de degré pair; car, s’il-était de degré impair, on l’égalerait à zéro , et l'équation résultante aurait encore (n° 312) au moins une racine réelle , ce qui serait contre la nature de cette équation.
Remarque. Le polynôme quotient dont nous venons de parler, jouit d’ailleurs d’une propriété caractéristique, c’est-à-dire appartenant exclusivement aux équations qui n’ont que des racines imaginaires ; -c’est de rester constamment positif, quelqitt valeur réelle que l’on y mette à la place de x.
En effet, s’il pouvait devenir négatif, comme on obtiendrait aussi un résultat positif en substituant pour x, (K ■+• 1 ), ou le plus grand coefficient augmenté de l’unité, il s’ensuivrait que ce polynôme égalé à zéro aurait au moins une racine réelle comprise entre (K.+ 1) et lq nombre qui aurait donné un résultat négatif.
Il suit encore de là que le dernier terme de ce polynôme doit être poiitif, puisque autrement * = 0 donnerait un résultat négatif.
Nous démontrerons, dans le neuvième chapitre, que non seulement les racines imaginaires sont en nombre pair dans toute équation , mais encore qu’elles s’y trouvent par couples.
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et qu’elles sont de la forme a db b j/ — 1 , c’est-à-dire de même forme que les racines imaginaires des équations du second degré.
314. Quatrième conséquence. Toutes les fois que le dernier terme d’une équation est positif , le nombre des racines réelles positives de l’équation est pair ; et toutes les fois qu’il' est négatif, le nombre des racines réelles positives est impair.
En effet , supposons d’abord que le dernier terme soit -f- U , ou positif. Comme, en faisant x = 0 , on a pour résultat + U , et qu’en faisant .r=K + 1 , on a aussi un résultat positif, il s’ensuit que 0 et (K.+ 1) donnent deux résultats de même signe, et par conséquent (n° 304) que le nombre des racines réelles qu’ils comprennent , est nul ou un nomftre pair , quelconque .
Si , au contraire, le dernier terme est — U, alors 0 et (K.+ 1) donnent deux résultats désignés contraires, et comprennent par conséquent istse seule racine ou un nombre impair quelconque de racines réelles. v '
La réciproque de cette proposition est évidente.
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315. La règle suivante fait connaître le plus grand nombre de racines positives , et le plus grand nombre de racines négatives qu’une équation numérique puisse renfermer.
Une équation d’un degré quelconque ne peut avoir plus de racines positives que de, variations de signe, ni un nombre de racines négatives plus grand que celui des permanences.
Pour démontrer la première partie de la proposition , nous ferons voir d’abord que la multiplication du premier membre d’une équation par un facteur x — a correspondant à une rucine positive , introduit au moins une variation de plus.
Soit en effet l’équation
... — Nx"— ... + Px/<... + ,..d; T.r‘=b...= 0,
dont nous supposerons, pour la plus grande généralité possible, le premier membre composé d’une première série de termes positifs commençant par M.rm, puis d’une série de termes négatifs commençant par — N-r" , puis encore d’une série de termes positifs commençant par + Pxp, et ainsi de suite, jusqu’à une
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dernière série de termes de même signe, commençant par ± TV, et qui seront tous positifs , ■ ou tous négatifs, suivant que ces séries alternatives de termes positifs et négatifs seront en nombre impair ou en nombre pair ; chacune d’elles pouvant d’ailleurs se réduire à un seul terme.
Cela posé , multiplions le premier membre de l’équation par x — a; nous obtiendrons deux produits partiels dont le premier aura ses termes affectés des mêmes signes que le multiplicande, et dont le second aura ses termes affectés de signes Contraires à ceux du multiplicande , et avancés d’un rang vers la droite. On pourra donc , en ne tenant compte que des signes qu’il est utile de considérer, écrire les deux produits partiels et le produit total , de la manière suivante :
-+- M-r"' N^1 — iTVrfc .. .
-t-M-r"'-*"1 -H-Nar'1'*-' — ...-t-P-rp-*-1 — ...-+- ±,TV+I....
Or, on voit tout de suite, à l’inspection de ce produit total, que son premier terme est positif comme celui du multiplicande; qu’au premier terme négatif — N*" du multiplicande correspond un terme négatif, du produit total , quels que soient d’ailleurs les signes intermédiaires ; que de même , au terme •+- P xp du multiplicande, correspond un terme positif du produit total , et ainsi de suite, jusqu’au terme ± TV du multiplicande, qui est le premier de la dernière série, et auquel correspond également un terme du produit total , affecté du même signe que lui.
D’où l’on voit qu’à chaque variation de signe du multiplicande correspond au moins une variation du produit total. Mais celui-ci est terminé par un terme affecté du signe q: , qui amène nécessairement au moins une variation qui ne se trouve pas dans le multiplicande. Donc, l’introduction d’une racine positive dans une équation fait naître au moins une variation de plus. C. Q. F. D.
Maintenant, puisque chaque racine positive, introduite dans une équation , donne lieu à une variation de plus , il s’ensuit nécessairement qu’une équation ne saurait avoir plus de racines
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■positives que de variations do signe ; ce qui constitue la première partie de la proposition.
Quant à la seconde partie, il suffit d’observer que, si l’on change x en — x dans une équation, ce qui revient (n° 310) à changer les racines positives en racines négatives, et réciproquement, les variations de signe de l’équation deviendront des permanences, et réciproquement. Or, en vertu de ce qui vient d’être dit, la transformée ne peut pas avoir plus déracinés positives que de variations de signe ; donc la proposée elle-même ne peut pas avoir plus de racines négatives que de permanences .
N. B. Le moyen de démonstration que nous venons d’exposer est dû à M. Gauss qui a , en outre , fait plusieurs remarques relatives au cas où l’équation est incomplète (*).
Nous nous bornerons à faire observer, d’après lui, que la première partie de la proposition est toujours vraie, quelle qne soit l’équation , c’est-à-dire qu’elle soit complète ou incomplète; mais la seconde exige, pour être exacte, ou que l’équation soit complète , ou, si elle est incomplète , qu'on ait rétabli les termes qui manquent, en affectant les puissances de x correspondantes, du coefficient db 0.
Soit, par exemple, l'équation
jri — 5 J*1 -4- 8jr — 6 = 0,
qui, ayant son dernier terme négatif, a au moins (n° 312) deux racines réelles, l’une positive, l’autre négative. Comme il n'existe que des variations de signe dans cette équation , il semblerait 4 qu’elle ne peut avoir aucune racine négative. Mais si l’on rétablit le terme en jr3, il vient
ar4 ± 0 .a*3 — 5 j:2 -+- 8j — 6 = 0,
équation qui renferme une permanence, soit qu’on prenne le coefficient 0 avec le signe -+-, soit qu’on le prenne avec le signe — .
316. Conséquence. Toutes les fois qu’une équation n’a que des racines réelles, le nombre des racines positives est égal au nombre
(■) Voyez le Journal de Crelle, tome 111, page 1 , et le Bulletin de M. de Férussac, tonie IX, page 353.
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total dos variations , et le nombre des racines négatives, au nombre total des •permanences .
En effet , soient m le degré de l’équation , n le nombre des variations de signe qu’elle présente, p le nombre des permanences ; on a nécessairement m = n •+- p. Soient d’ailleurs n' le nombre des racines positives , et p' le nombre des racines négatives; on a" encore m = n p ; d’où l’on déduit n -+- p = n' ■+■ p' .
Or, on vient de voir que n ne peut être ]> », et p' ne peut être p; donc il faut que l’on ait n' = », et //=/>.
317. Remarque. Lorsqu’une équation manque de quelques termes , on peut souvent, au moyen de la règle précédente , reconnaître la présence de racines imaginaires.
Soit, par exemple, l’équation
*• x% ■+• px •+■ q = 0,
p et q étant essentiellement positifs ; rétablissons le terme qui manque , en l’afTcctant du coefficient ± 0 ; il vient x3 dfc 0 .x’ -+- px •+- q = 0.
En n’ayant égard qu’au signe supérieur, on ne voit que des permanences, tandis que le signe inférieur donne deux variations. Cela prouve que l’équation a des racines imaginaires ; car, si elles étaietat toutes trois réelles, il faudrait, en vertn du signe supérieur, qu’elles fussent toutes trois négatives, et, en vertu du signe inférieur, qu’il y en eût deux positives et une négative, résultats contradictoires.
On ne peut rien conclure si l’équation est de la forme x3 — px -t- q — 0 ;
car, rétablissons le ternie ± 0 .x3 ; il vient
x3 ± 0 .xJ — px ■+■ q — 0 ,
équation qui présente une permanence et deux variations , soit que l’on prenne le signe supérieur, soit que l’on prenne le signe inférieur. Ainsi, cette équation peut avoir' ses trois racines réelles , savoir : .deux positives et une négative ; ou bien elle a deux racines imaginaires et une négative, puisque son dernier terme est positif (n° 314).
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Passons actuellement à l’exposition des diverses méthodes de résolution des équations numériques.
§ II. — RECHERCHE DES RACINES COMMENSU RABLES DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES.
318. Les racines réelles coihmensurables doivent être l’objet des premières recherches. Ces racines peuvent être entières ou fractionnaires.
Observons d’abord que toute équation dont le premier terme a pour coefficient V unité, et dont tous les autres coejficiens sont des nombres entiers, ne peut avoir pour racines commensurables que des nombres entiers.
En effet, soit l'équation * .
xm Px"'— 1 -t- Q-r"1-» -i- . . . . Tjt -t- U — 0 ,
dans laquelle P, Q....T, U, sont des nombres entiers; et supposons qu’elle puisse avoir pour racine tin nombre fractionnaire commensurable, tel que | ; il vient , par la substitution ,
am
_ a™ — i dm — 2 J. a
-r: + P; -+- 0“ hT7+ü=0;
d’où, multipliant toute l’équation par bm—>, et transposant.
- - = — Pa“- » —
ubre de eetlo égalité se compose d'une suite , tandis que le premier membre est essen- >airc : car a et b pouvant toujours être sup- '|î eux, il en est de même ( Arilh ., n° 134) *e égalité ne saurait exister. Doue, il est ^Ljombrc fractionnaire commensurable satis-
( n° 265) comment, étant donnée une vicions sont rationnels, niais fractionnaires, •r en une autre dont les coc'flicicns soient terme conservant d’ailleurs l’unité pour
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Passons actuellement à l’exposition des diverses méthodes de résolution des équations numériques.
II. — RECHERCHE DES RACINES COMMENSURABLES DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES
318. Les racines réelles coihmensurables doivent être l’objet des premières recherches. Ces racines peuvent être entières ou fractionnaires.
Observons d’abord que toute équation dont le premier terme a pour coefficient l'unité , et dont tous les autres coefficiens sont des nombres entiers , ne peut avoir pour racines commensurables que des nombres entiers.
En effet, soit l’équation ' * -■
-+- Pj-™— > -+- Qx"1 - J -+- . . . . -4- Tx U 0 ,
dans laquelle P, Q....T, U, sont des nombres entiers; et supposons qu’elle puisse avoir pour racine un nombre fraction-
naire commensurable, tel que il vient , par la substitution ,
am ah,~~l am~ a J. _ a '
lyn I" X I.
bm ' * b’"— « ' x b" d’où, multipliant toute l’équation par bm— *, et transposant, am
— - = — Pa">-‘ — Q am~*b — .. .. — Tab”1-* — U bm.
Or, le second membre de cette égalité se compose d’nne suite de nombres entiers, tandis que le premier membre est essentiellement fractionnaire : car a et b pouvant toujours être supposés premiers entre eux, il en est de même ( Arith ., n" 134) de a’” et 4; donc cette égalité 11e saurait exister. Doue, il est impossible qu’aucun nombre fractionnaire commensurable satisfasse à l’équation.
Cela posé, On a vu ( n° 265) comment, étant donnée une équation dont les coefficions sont rationnels, mais fractionnaires, on peut la transformer en une autre dont les coëlliciens soient entiers , son premier' terme conservant d’ailleurs l’unité pour
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coefficient. Ainsi , dès que l’on aura établi une méthode pour trouver les racines entières d'une équation à coefficient entiers, le premier terme ayant d’ailleurs l’unité pour coefficient , il sera ensuite facile d’obtenir les racines commensurables (entières ou fractionnaires) de toute équation à coelficiens quelconques , mais rationnels.
À cet effet, reprenons l’équation générale
xm -4- P-r'"— • -4- «... -f- Rx3 -+- Sx3 -4- Tx U = 0 ,
P, Q...R, S, T, U étant des nombres entiers.
(Pour l’exposition de la méthode, il faut nécessairement écrire les quatre ou cinq derniers termes. )
Désignons par a un nombre entier, positif ou négatif, qui doit vérifier l’équation, et cherchons à quelles conditions il doit satisfaire pour en être racine.
Si a est racine , on doit avoir l’égalité
am -t- P am 1 -4- . . * . -4- Ra3 •+- Sa 2 -4- Ta *4- U = 0. . . . (1) j
donc , si l’on remplaçait a par tous les nombres entiers positifs et négatifs compris entre les limites -4- Let — L' (n° 310) des racines positives et négatives ,, ceux qui vérifieraient l’égalité ci-dessus seraient reconnus racines. Mais on conçoit combien ces essais seraient longs et pénibles ; on a donc cherché à déduire de l’égalité (1), qui est une condition nécessaire et suffisante, d’autres conditions équivalentes et plus simples à vérifier.
Transposons tous les termes, excepté le dernier, et divisons par a; l’égalité (1) se trouvera mise sous la forme
-= — a1"—' — Pam~» — ....— Ra* — Sa — T.... (2); a
or le second membre de cette nouvelle égalité est un nombre
entier; donc il faut que — soit un nombre entier. Ainsi, déjà les
racines entières de l’équation sont comprises parmi les diviseurs du dernier terme.
Transposons actuellement, daus l’égalité (2), le terme — T,
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et divisons par a; il vient, en posant, pour plus do simplicité,
£-= — am—7 — Pa'"-3.... — Ra — S.... (3);
le second membre de l’égalité (3) est un nombre entier ; donc il
faut que — , ou le quotient de la division de f-T, par a, soit un
nombre entier.
Transposons de nouveau le terme — S, et divisons par a; il
vient, en posant
— =— a™-3 — Pam-4— — R.... (4);
le second membre de cette égalité est un nombre entier; donc §/ T'
il faut que — , ou le quotient de la division de f- S , par a , soit
un nombre entier.
En continuant ainsi de transposer dans le premier membre, tous les termes du second, on parviendra, après la [m — iy«"«
transformation, à une égalité de la forme — = — a — P.
Transposant enfin le terme — P, divisant para, et posant . .
on trouve — = — 1, ou , — (-1=0.
Cette égalité, qui n’est d’ailleurs qu’une transforipée de l’égalité (1), est la dernière condition à laquelle il faut et il suffit que le nombre entier a satisfasse pour être reconnu racine..
En rapprochant les conditions précédentes , on peut conclure que pour qu’un nombre entièr a, positif ou négatif, soit racine de l’équation proposée, il faut
Que le quotient du dernier terme divisé par a soit entier ; 1
Qu’en ajoutant à ce quotient le coefficient de x 1 ( pris avec son signe ) , le quotient de cette somme divisée par a soit entier ;
Qu’en ajoutant à ce nouveau quotient le coelficient de x’, le
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quotient de cette nouvelle tomme divisée par a toit entier; et ainsi de suite;
Qu’enfin, si l’on ajoute le coefficient du second terme de l’équation, ou de xm— 1 , au quotient précédent, le quotient de la nouvelle somme divisée par a soit entier et égal à —1 ; ou bien encore , que le résultat de l’addition de l’unité ou du coefficient de xm au quotient précèdent soit égal a 0.
Tout nombre qui satisfera à ces épreuves réunies sera racine; et ceux qui n’y satisferont pas devront être rejetés.
320. Afin de déterminer à la fois toutes les racines entières d’une équation, voici la marche qu’il convient de suivre :
Après avoir déterminé tous les diviseurs du dernier terme ( Arith., n° 148 ) , on écrit sur une même ligne horizontale , et tant avec le signe + qu’avec le signe — , les \ diviseurs compris entre les limites + L et ; — 1/ , puis , au-dessous de cet diviteurs, les quotient du dernier terme divisé par chacun d’eux.
On ajoute ensuite a chacun des quotiens le coefficient de x-‘ , ce qui donne des sommes que l’on place au-dessous des quotient qui leur correspondent, puis on divise ces nouvelles sommet par chacun des diviseurs , ce qui donne des quotiens que l’on écrit au-dessous des sommes correspondantes ( on a le soin de rejeter les quotiens fractionnaires et les diviseurs qui ont donné ces quotiens) ; et ainsi de suite.
Observons en outre que , si quelques termes manquent dans l’équation particulière proposée, il faut en tenir compte, en regardant chacun de leurs coefficiens comme égal à 0.
- Enfin , il est inutile d’nppliquor la méthode aux diviseurs + 1 et — 1 , parce que leur substitution dans l’équation réduit le premier membre à la série des coefficiens ; et il est facile de s’assurer directement si ces deux nombres satisfont ou ne satisfont pas à l’équation.
Soit, pour premier exemple, l’équation
xi — x3 — 13x3 + 16x — 48 = 0.
La limite supérieure des racines positives de cette équation est 13+1 ou 14. [On ne considère pas ici le coefficient 48, parce'que les deux derniers termes revenant à 16 (x — 3), dès que l’on fait x>3, cette partie est essentiellement positive.]
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On trouverait d’ailleurs- ( n° 210 ) pour la limite supérieure des racines négatives , — ( 1 + 1^48 ) , ou — 8 .
Cela posé, le# diviseurs de -48, moindres que 14, sont 1, 2, 3, 4, 6,8, 12; d’ailleurs aucun des deux nombres +1, —1, no satisfait à l’équation, car le coefficient — 48 est à lui seul numériquement plus grand que tous les autres réunis; ainsi, l’on ne doit soumettre aux épreuves que les diviseurs positifs compris depuis 2 jusqu’à 12, et les diviseurs négatifs compris depuis — 2 jusqu’à — 6.
Voici le tableau des calculs, d’après la marche indiquée :
La première ligne est celle des diviseurs; la seconde, celle des quotiens de la division du dernier terme , — 48 , par chacun des diviseurs.
La troisième est la ligne des quotiens que l’on vient d’obtenir, augmentés du coefficient +16 de la proposée, et la quatrième celle des quotiens de ces sommes divisées par chacun -des diviseurs; eette seconde condition exclut d’abord les diviseurs + 8 , ■ — 6 , et — 3 ■
La cinquième est la ligne des quotiens précédeqs augmentés du coefficient — 13 de la proposée, et la sixième colle des quotiens des nouvelles sommes par chacun des- diviseurs ; cette troisième condition exclut les nouveaux diviseurs 3, 2, — 2, et — 0.
Enfin, la septième est la ligne des troisièmes quotiens, augmentés du coefficient — 1 de la proposée, et la huitième celle des quotiens des dernières sommes par chacun des diviseurs. Il n’y a que les diviseurs +4 et — 4 qui donnent — 1 ; donc +4 et — 4 sont les seules racines entières' de la proposée.
En effet, si l’on divise æ-4 — a-3 — 13rJ+16x — 48, par le
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produit (x — 4) (x + 4), ou xa — 16, il vient pour quotient, x1 — x+3, polynôme qui, égalé à zéro, donne
x = 2±2,/_llî
ainsi les quatre racines sont 4, — 4, et
321. Remarque. Comme, dans les applications de la méthode, on peut commettre quelques erreurs d’addition ou de division , et laisser ainsi échapper quelques racines, il est convenable, après avoir divisé le premier membre de la proposée par chacun des facteurs du premier degré, correspondant aux racines déjà obtenues, il est convenable, dis- je. A’ appliquer de nouveau la méthode à. l’équation résultante , qui. est d’un degré plus simple, et dont les coefïïciens sont aussi généralement plus simples que ceux de la proposée.
Tl y a même une circonstance où cette équation résultante peut encore admettre des racines commensurables , sans que l’on ait commis aucune erreur : c’est lorsque la proposée renferme des racines égales commensurables. Comme la méthode des racines égales est plus compliquée que celle des racines commensurables, il faut toujours, une équation numérique étant donnée , commencer par la soumettre à la méthode des racines commensurables. Or, celle-ci suffit bien pour obtenir les racines différentes; mais elle n’indique pas si une même racine n’entre qu’une fois ou se trouve plusieurs fois dans la proposée. On peut s’en assurer de deux manières : ou bien en soumettant de nouveau à la méthode l’équation qui résulte de la suppression des racines déjà mises en évidence; ou bien en essayant la division du premier membre de cette équation par les facteurs du premier degré qui correspondent aux racines trouvées.
Soit, par exemple, l’équation
x5 — lox'* + 67x3 — 171x,+216x — 108=0.
La limite supérieure des racines positives de cette équation est 13, d’après la décomposition (n°308); d’ailleurs, elle n’a pas de racines négatives , puisque l’équation ne présente que des variations de signe ( n° 31 1 ).
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Los diviseurs de 100, au-dessous de 13, sont
d’ailleurs, +1 ne satisfait pas à l’équation, caron trouve"' — 0 pour résultat de la substitution de +1 ; ainsi 2, 3, 4, 6, 9, 12, sont les seuls nombres à soumettre aux épreuves.
On reconnaît, par l’application de la méthode , que 3 et 2 sont racines de la proposée. <■ ■ *
Effectuant la division du premier membre de cette équation par (x — 3) (x — 2), ouxJ — 5x + 6, on tronve pour quotient,
qui , soumise elle-même à la méthode , se trouve avoir encore + 3 et +2 pour racines.
Divisant cette dernière équation ppr x’ — 8x + 6, on obtient x — 3 = 0, d’où x=3; ainsi la proposée peut se mettre sous la forme (x — 3)3(x — 2)’ = 0.
322. Réglé d'exclusion. Lorsque le nombre des diviseurs du dernier terme , qui se trouve compris entre les deux limites + L et — L', est très grand , on peut restreindre le nombre des essais par une règle d’un usage facile.
Soit l’équation x^-t-Px"'— * + Qx'"— >+ . . . +Tx + U = 0, dans laquelle nous supposons toujours que les coefbciens soient entiers.
On sait que , a étant racine de cette équation , son premier membre est divisible par x — a; ainsi l’on a l’identité
x» + Px"'-i + ... + Tx-J-U=(x— a) (xm - ' + P x™ - *+ . . . +T'x + U');
P', Q'. . .T', U', sont, d’après la loi de formation du n° 238, des
nombres entiers aussi bien que a, P, Q , T, U. Cela posé,
comme l’équation précédente doit se vérifier, quel que soit x, faisons x=l ; il vient
d’où
le second membre de celte égalité est un nombre entier ; donc il doit en être de mémo du premier, membre ; ainsi a étant un
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nombre entier positif ou négatif, ne peut être racine qu’autant que (1- — a) ou plutôt (a — 1) divise le résultat de la substitution de + 1 dans la proposée.
On prouverait de même, en faisant x = — 1, que — (l+o) Ou (a + 1) doit diviser le résultat de la substitution de — 1 ; d’où résulte la règle suivante :
-Substituez successivement +1 et — 1 dans la proposée , et désignez par M et M' les valeurs numériques des résultats de cette double substitution.
(Si l’un des résultats était 0, auquel cas +1 ou — 1 serait racine , il faudrait commencer par supprimer cette racine dans la proposée avant d’appliquer la règle.)
1° Tout diviseur positif du dernier terme, qui, diminué de 1, ne divise pas M , et qui, augmenté de 1 , ne divise pas M', doit être rejeté.
2° Tout diviseur négatif dont la valeur numérique , augmentée de 1 , ne divise pas M , dintinuée de 1, ne divise pas M', doit être
rejeté.
Afin de mettre plus facilement en évidence ces deux caractères d’exclusion , il convient de décomposer d’abord les deux résultats M et M' dans leurs diviseurs ( Arith., n° 148 ).
Soit, pour exemple, proposé de déterminer les racines commensurables de l 'équation
*4 _ 5x3 _ 37x, + 257ir _ 360 = 0.
La limite supérieure des racines positives de cette équation est
37 + 1 ou 38, parce que 257x — 360 revient à 257^x — 5
la limite supérieure des négatives est — (1 + 1/360) ou — 20. Les diviseurs de 360 , que l’on doit soumettre aux épreuves de la méthode du n° 320 , sont donc
et — 1,-2,— 3, —4, —5, —6,— 8, —9, —10, — 12,— 15, — 18;
le résultat de la substitution de + 1 dans la proposée est , en faisant abstraction du signe, 144 ou 2'». S3; le résultat de la substitution de — 1 est 648 ou 2*. 3*.
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Cela pose, passons d'abord en revue les diviseurs positifs, à partir de 36 qui est le plus grand.
86 — 1 , ou 85=7 x 5, ne divise pas 144 qui est égal à 24. 8’; ainsi 36 doit être rejeté.
On rejettera , par la même raison , 30,24,20,18,15,12.
10 — 1, ou 9, divise 144; mais 10 + 1, ou 11, ne divise par 648 qui est égal à 2B .84} ainsi 10 doit être rejeté.
On reconnaîtra encore que 9, 8, 6, 4, doivent être rejetés; è’està-dire que les seuls diviseurs positifs qui satisfont à la règle, sont 5,3, et 2. -
Quant aux diviseurs négatifs: 18 + 1, ou 19, ne divise pas 144; ainsi — 18 doit être rejeté.
15 + 1, ou 16, divise 144; mais 15 — 1, ou 14, ne divise pas 648; donc — 15 doit être rejeté.
On verrait pareillement que —12, — 10, — 9, — 8, — 6, — 4, doivent être rejetés. Ainsi, l’on ne doit soumettre aux épreuves de la méthode du n° 820, que les diviseurs — 5, — 8, et — 2, En appliquant la méthode aux diviseurs
on reconnaîtra que 5 est le seul qui remplisse toptes les conditions , et qui soit par conséquent racine do la proposée. Effectuons la division par x — 5 ; il vient pour résultat ,
équation qui ne saurait avoir de nouveau 5 pour racine , puisque 5 ne divise pas 72. Ainsi cette équation n’a plus que des racines incommensurables, réelles ou imaginaires.
Voici de nouveaux exercices
1» jr4_5x3 + 25x — 21 = 0.
2° I5*5 — 19*4 + 6x3 + 15*’ — io* + 6 =0.
3° 9.r6 + 30*5 + 22*4 + lOx3 + 17*’ — 20* + 4=0,,
[Pour résoudre les deux dernières équations, il faut d’abord faire disparaître le coefficient du premier terme, d’après la règle
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«lu n" 265 ; appliquer ensuite La méthode du n” 320 .aux deux
transformées ; et , après avoir obtenu les racines entières de ces
transformées, substituer dans l’cquation x = * qui a servi à
la transformation, les valeurs des racines obtenues.]
324. Ce qui précède suffit pour la détermination des racines commensurablcs de toute équation numérique dont les coefliciens sont rationnels, entiers on fractionnaires. Cependant nous observerons qu’il y a des questions dont les énoncés conduisent à des équations de degré supérieur , et qui , par leur nature, n’admettent que des nombres entiers pou r solutions ; c’est-à-dire que toute solution fractionnaire, çommensurable ou incommensurable, doit être regardée comme tout-à-fait étrangère à la question. , • • • .
Soit , par exemple , -proposé de déterminer la base du système de numération dans lequel le nombre 3147, écrit dans le système décimal , serait représenté par V ensemble des chiffres 32042 (système cherché ).
Désignons par x la base inconnue; 2, 4x, 0. x% 2x3, 3x4, expriment les valeurs relatives des chiffres 2, 4, 0, 2, et 3,
du nombre 32042 ; ainsi , l’on a l’équation
nubien 3x4 + 2x3 + 4x — 2145 = 0,
à résoudre en nombres entiers et positifs; car x doit être, par sa nature, un nombre entier absolu.
Or, pour peu qu’on réfléchisse sur la méthode exposée n° 320 pour trouver les racines entières d’une équation dont le coefficient du premier terme est l’unité , on verra qu’elle est également applicable au cas où le coefficient du premier terme est un nombre entier quelconque; la seule différence, si l’équation est, par exemple, de la forme
Axm ■+■ Pxm 1 -+- Qxm— » -4- .... -j- Sxa -+- Tx -t- U = 0 ,
consiste en ce que, quand on est parvenu a la dernière des conditions que comporte la méthode , le résultat, au lieu d’être égal à — 1 , doit être égal à — A.
On peut d'ailleurs reconnaître l’exactitude de celte assertion,
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en reprenant les mêmes transformations et les memes raisonuemens que ceux qui ont été faits n° 319.
Ainsi, pour trouver les racines commensurables entières d'une équation dont le premier terme a un coefficient différent do l’unité, il est inutile d’avoir recours à la disparition de ce coefficient, transformation qui (n° 265) a l’inconvénient de conduire à une équation dont les coefliciens sont, en général, très grands. D’après cela , recherchons les racines entières de l’équation
La limite supérieure des racines positives est (n° 307)
le nombre 2145 est décomposable ( Arith ., n° 148) en. . . •>x5xllxl3; ainsi , il n’y a lieu à essayer que les nombres 3 et *5;
Le seul nombre 5 donne pour dernier résultat, — 3, ou le coefficient du premier terme , pris eh signe contraire ; donc cinq est la base du système cherché.
Ln effet , 32042 , écrit dans le système quinaire , équivaut , dans le système décimal , à
ou, en effectuant, 3x625 + 2x 125 + 4x5 + 2 = 2147.
On pout s’exercer sur les exemples suivans :
1° Déterminer la base du système de numération dans lequel /«29 (système décimal) est représenté par 5563 (système cherché). [,r = onze.] ,
2° La base du système dans lequel 81479 (système décimal)est représenté par 456356 ( système cherché ). [ x = sept.]
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Recherche des diviseurs commensurables du second degré .
325. Observations préliminaires. La méthode des racines commensurables, exposée n° 32Q, est aussi appelée méthode des diviseurs commensurables du prefnier degré , parce que , connaissant une racine commensurable , entière ou fractionnaire, d’une équation, on peut (n° 237) diviser le premier membre par le facteur du premier degré en x, correspondant à cette racine; et les coeiliciensde ce facteur sont nécessairement commensurables eux-mêmes.
Lorsqu’une équation numérique est débarrassée de ses diviseurs commensurables du premier degré , l’équation résultante n’a plus'que des racines réelles incommensurables et des racines imaginaires; mais on conçoit que plusieurs des facteurs du premier degré, qui correspondent à ces racines , quoique ayant des coefiicicns incommensurables , peuvent fort bien , par leur combinaison deux à deux, donner naissance à des produits dont les coefficiens soient rationnels ; c’est ainsi que
Or, si l’on avait quelque moyen de découvrir, dans une équation , les diviseurs commensurables du second degré , en les égalant à 0 , on en déduirait des racines de l’équation proposée ; et, de plus, on les obtiendrait sous leur véritable forme.
Nous allons voir comment les principes de l’élimination et la méthode du n° 320 conduisent à ce but.
326. Soit X = 0 une équation débarrassée de ses diviseurs commensurables du premier degré.
Désignons par x3 + px + q l’un quelconque des diviseurs du second degré de X ; et q sont deux indéterminées dont il faut tâcher d’obtenir les valeurs en nombres commensurables , s’il est possible.
Pour cela , divisbns X par x1 -*- px ■+■ q ; et concevons que l’on ait poussé l’opération jusqu’à ce qu’on soit parvenu à un reste du premier degré en x, de la forme Mx + N , M et N étant des indéterminées fonctions de p et de q. Eu égalant ce reste à 0, on
RECHERCHE DES RACINES INCOMPENSE R ARLES
établira la condition que x* -+- px -+- q devienne diviseur exact de,\; d’ailleurs, cette division doit se faire indépendamment de toute valeur particulière attribuée à x; donc , en vertu du principe n° 180 sur les équations identiques , l’équation Mx +N »e partagera nécessairement en deux autres
M = 0 , N = 0 , ou bien , F [p, q) — 0 , F' ( p , q) = 0.
Cela posé , la question se réduira à trouver (en nombres comnunsurables ) tous les systèmes de valeurs de p et de q propres à vérifier ces deux équations.
On commencera par former , d’après les méthodes connues , T équation finale en p , à laquelle on appliquera la méthode des racines comment arables (n° 320). Après avoir obtenu toutes les vileurs rationnelles de p , on les substituera (n0 270) dans le reste du premier degré par rapport à q, lequel reste , égalé ensuite à 0 , donnera les valeurs rationnelles de q , correspondantes aux valeurs de p déjà trouvées. Enfin, l’on substituera chacun des systèmes de valeurs de p et de q dans le trinôme x’ + px + q ; ce qui donnera autant de diviseurs commensurables du second degré. ■*
Il est évident que l’équation finale en p doit être d’un degré
marqué par m , m étant le degré de l’équation , puisque
c’est l’expression du nombre total des diviseurs commensurables ou incommensurables du second degré. D’après cela, on peut juger combien cette méthode, facile en théorie , est compliquée dans la pratique. Aussi l’usage en est-il peu fréquent.
On voit assez ce qu’il faudrait faire pour obtenir les diviseurs commensurables du 7>ièmc , •4“™"’... degré; mais ces dernières questions ne sont d’aucune utilité (*).
III. RECHERCHE DES RACINES RÉELLES INCOMMENSURABLES
Lorsqu’on a débarrassé une équation de tous les diviseurs du premier degré qui correspondent à ses racines commensurables,
(*) Dans une des notes placées a la fin de ce chapitre , nous nous proposons de dire quelques mots sur lu décomposition d’un polynôme rationnel et entier quelconque en ses facteurs premiers.
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l'équation résultante n’admet plus que des racines réelles incommensurables , ou dçs racines imaginaires. ,
La véritable forme des racines réelles incommensurables d’une équation d’un degré quelconque, restera inconnue tant qt’on n’aura pas de méthode générale pour résoudre les équations algébriques de degré supérieur. Mais si la détermination de kur forme est encore un problème à résoudre , il n’eu est pas aii si de la valeur numérique de chacune de ces racines ; et il existe 1 des méthodes pour les obtenir avec tout le degré d’approximition qu’on peut désirer.
Poèr plus de simplicité, nous diviserons cette théorie en deux parties : dans la première , nous supposerons que la proposée soit telle qu’cHE secir racine réelle puisse être comprise entre deux nombres entiers consécutifs ; et, dans la seconde , que deux noiqbres entiers consécutifs puissent comprendre plus d’une racine. • ' . ’ '
Première partie. Cas- où une seule racine réelle peut être comprise entre deux nombres entiers consécutifs.
[Nous admettrons encore, dans tout ce qui va suivre, que l’on ait déterminé les limites + L et — L', les plus resserrées possibles, soit par la méthode des décpmpositions (n° 308), soit par la méthode de Newton (n° 309).]
327. Recherche de la partie entière. — Chacune des racines incommensurables étant nécessairement composée d’une partie entière (qui peut quelquefois être 0) et d’wna partie plus petite que l’unité t le premier objet dont nous avons à nous occuper, consiste à déterminer la partie entière de chaque racine.
Pour cela , on substitue à la place de x , dans l’équation , la suite naturelle des nombres, 0, 1, 2, 3, . . . et — 1, — 2, — 3, ... compris entre + L et — L'. Comme, entre deux nombres substitués qui donnent deux résultats de signes contraires, il tombe au moins une racine ( n" 303), il s’ensuit que chaque couple de nombres donnant des résultats de signes contraires , comprend une racine réelle, et n'en comprend qu’une seule , d’après l’hypotlièsc établie. D’ailleurs , la partie entière de la racine est le plus petit des deux nombres qui la comprennent.
ür, il peut arriver deux cas : ou l’on obtient , par toutes ces
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substitutions , autant de changement de signe* (ou de couples de résultats de signes contraires) qu’t/ y a d’unité s dans le degré de l’équation ; et alors on en conclut que toutes les racines sont réelles. Ou bien, le nombre des changemens de signé est moindre que le degré de l’équation ; auquel cas , il y a autant de racines réelles que de changemens de signe ; et les autres racines sont imaginaires .
Dans les deux cas , cette méthode de substitution fait connaître la partie entière de chaque racine réelle ; et il reste a déterminer la partie plus petite que l’unité.
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328. Soit X = 0 une équation dont les racines réelles sont respectivement une partie entière différente que l’on suppose avoir été déjà déterminée.
Désignons par a èt a + 1 deux nombres entiers qui comprennent l’une d’elles; a exprime alors la partie entière de cette racine.
Pour obtenir la partie plus petite que l’unité , posons dans
l’équation X = 0, ou x'n + Par'”—» + . . . + Tx + V = 0,
!.. ' x—a + ; il en résulte la transformée
Aym + À'ym— 1 + _ym-),+__ym_3+... + ]=0.
[Pour obtenir cette transformée, on commence par remplacer x par- x -+• u, ce qui donne ( n° 262 )
A désignant ce que devient X quand on y met a pour x, et A', A", . . . étant des polynômes dérivés de A d’après la loi
établie n° 262; puis on remet - pour u, et l’on chasse les dénominateurs en g. ]
Appelons, pour simplifier, Y = 0, cette transformée, qui est de même degré que la proposée, et a par conséquent m racines.
Or, puisque la relation x = a + - doit donner toutes les valeurs
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do x dès que l’on connaît les valeurs de y, et que, par hypothèse, a et a + 1 comprennent une valeur de x et n’en comprennent qu’une seule , il faut nécessairement que , parmi les valeurs réelles de y,' il y en ait une plus grande que 1, et qu’il ji’y en ait qu’une seule; autrement, ce serait supposer que a et a + 1 comprennent plus d’une valeur de x.
Si donc, dans l’équation Y— 0, on met successivement pour y, les nombres entiers 1 ,2.3,... à partir de l’unité, on est certain d’obtenir tôt ou tard un changement de signe ; et les deux nombres qui auront produit ce changement de signe comprendront la valeur cherchée de y.
Soient h et b + 1 ces deux nombres ; posons dans Y = 0 ,
y = b + — ; il en résulte une transformée Y, = 0 , ( que l’on y x
obtiendra par le moyen indiqué ci-dessus); et cette équation, parmi ses racines réelles, en aura encore une seule plus grande que 1 , que Ton mettra en évidence par la substitution dos nombres entiers 1,2,3,. . . dans Y, = 0.
Soient c et c + 1 les deux nombres entiers qui , ayant dû produire un changement de signe, comprennent la valeur de y,.
On posera dans l’équation Y, = 0, y, = c -t — ; ce qui donnera
la nouvelle transformée Y, = 0, ayant une seule racine plus grande que 1.
Soient d et d ■+• 1 les deux nombres qui la comprennent , on
posera de nouveau dans Y, = 0, y, —d h ; et l’on continuera
cette suite de transformations aussi loin que l’on voudra. Rapprochons maintenant les relations
x — a -t- y —o -+- — , y, =ch , y, = a —
Or, on sait que, dans une fraction continue, plus on prend de fractions intégrantes, plus on approche de la valeur du
il en résulte x — a +
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nombre qu’elle représente; et le degré d’approximation est exprimé ( Arith., n° 174) par N étant le dénominateur de la dernière réduite.
Ainsi la méthode qui vient d’être exposée , donnera la valeur de x , avec tel degré d’approximation que l’on voudra.
829. Appliquons la théorie précédente à l’équation x3 _ _ 3 — 0 (1).
D’abord les limites supérieures des racines positives et négatives sont, comme il est aisé de le voir,, +3 et — 2.
Soient mis successivement à la place de x , dans l’équation , les nombres
on obtient les résultats
et comme il y a trois cliangemens de signe , il s’ensuit que l’équation a ses trois racines réelles , savoir : une positive comprise entre 2 et 3; deux négatives comprises respectivement entre 0 et — 1, puis entre — 1 et — 2.
Occupons-nous premièrement de la valeur positive.
Posons dans l’équation (1) x \ il en résulte (n° 328) une équation de la forme
dans laquelle on a
d’où , substituant et changeant les signes,
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Faisons dans cette équation , y = 1,2, 3,....;
il vient pour y = 1, — 9,
donc la valeur cherchée , de y, est comprise entre 2 et 3.
Posons dans l’équation (2). . . . y = 2 + - ; il en résulte la transformée
Byî + BV:+^y,+ fr8==0,
dans laquelle B = 5(2)3— 7(2)»— 6(2)*,— 1 =— 1,
d’où , substituant et changeant les signes ,
Comme celte équation revient à
il est visible que toute valeur plus petite que 26 , substituée pour y, , donnerait un résultat négatif.
Mais si l’on pose y, = 26, il en résulte. . . — 603 ,
et y, = 27, + 103 ;
donc y r est compris entre^26 et 27.
Posant dans l’équation (3). ...y, =26d — ,
on obtient la nouvelle transformée
rn rm
cy l + c'y! +y y> + £3 = °>
dans laquelle C = (26)3 _ 26(26)» — 23(26) — 5 = — 603 , C' = 3(26)’ — 52(26)* — 23 = + 653 ,
rm :*■ , >
2T3=l « = + li
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d’où , substituant et changeant les signes,
COSy’ - C S3y; - 52y, - 1 = 0.... (4), équation qui revient à celle-ci :
Comme y,— 1 donne pour résultat , — 103
et y, = 2 +2107,
il s’ensuit que y, est- compris entre 1 et 2.
En posant de nouveau y, = 1 + — ,
on obtiendrait, tout calcul fait, pour la transformée,
103y, — 451y* — 113Gy} — 603 =0... (5),
ou bien y) (103y3 — 451) — 1156y3 — 603 = 0.
Or il est facile de reconnaître que la valeur de y3 est comprise entre 6 et 7 ; en sorte que, si l’on voulait continuer l’opération,
il faudrait poser y3= 6 + — .
Mais arrêtons-nous aux résultats déjà obtenus.
Les valeurs de x, y, , y, , y3 , y4 donnent lieu à la fraction
continue x = 2 + - — r ;
et les réduites consécutives étant
il s’ensuit que la dernière exprime la valeur de x à moins d’une fraction près, marquée par oan^89'
En réduisant Li— eu décimales , et poussant l’opération jus-
qu’aux 100000'"'“ inclusivement , on trouve 2,49086, résultat qui est censé exprimer la valeur de x à moins de 0,00001 près. Cependant, comme cette valeur est trop faible, pour deux rai-
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sons , 1° parce que la réduite -^rz est de rang impair, 2° parce
«)Od
que 2,49086 est une fraction moindre que cette réduite, il serait possible que le dernier chiffre 6 dût être augmenté d’une unité.
Mais si l’on substitue successivement 2,49086 et 2,49087 dans la proposée , on trouve deux résultats de signes contraires. Ainsi 2,49086 représente en moine, à 0,00001 près, la racine positive de l’équation proposée.
Quant aux deux racines négatives, observons que, si l’on change x en — x dans l’équation (1), elle devient >
-> x3 — Sx + 3 = 0;
et les racines positives de la nouvelle équation, prises avec le signe — , donneront les racines négatives de la proposée. Ainsi la question est ramenée à la recherche des racines positives de la transformée qu’on vient d’obtenir.
Or, en répétant sur cette transformée des calculs analogues aux précédens , on trouve
1° pour la racine comprise entre 0 et 1 , ... . 0,65662 ;
2° pour la racine comprise entre 1 et 2 , . . . . 1,83424. Donc, enfin , les trois racines de l’équation
x3 — Sx — 3 = 0,
sont x = 2,49086, x = — 0,63662, x = — 1,83424.
(On reconnaît en effet que la somme algébrique des trois racines est nulle ; ce qui doit être, puisque le coefficient du second terme manque dans l’équation.)
330. Remarque. — En réfléchissant sur la méthode précédente , on voit qu’elle suppose essentiellement qu’entre les deux nombres entiers a et a + 1 , il ne tombe qu’une seule racine de la proposée ; puisque ce n’est qu’à celte condition que l’on peut affirmer que chacune des transformées a une seule racine plus grande que l’imité, et, par conséquent, que la substitution des nombres 1, 2, 3,... à la place de y, y,, ya, dans ces transformées, doit produire tôt ou tard un changement de signe.
Cependant, lorsque l’on connaît d’avance le nombre des racines comprises entre a et a + 1, il est possible que la méthode réussisse. (F oyez le 3e exemple du n" 333.)
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Supposons , pour fixer les idées , que n cta+1 comprennent deux racines et rien comprennent que deux. En substituant
a + - pour x, on obtiendra une transformée qui aura deux
racines plus grandes que l’nnité , et n’en aura que deux. Or , quand on mettra pour y la suite des nombres 1, 2, 3, .... il se présentera deux circonstances :
Ou bien l’on n’obtiendra aucun changement de signe; et, dans ce cas , on ne pourra rien conclure, c’est-à-dire que la méthode sera alors en défaut , en ce sens qu’il faudra de nouvelles transformations pour opérer la séparation complète des racines ;
Ou bien cette substitution produira deux chnngcmens de signe. Admettons, pour le moment, que les nombres n et n + 1, p et p + 1, produisent respectivement ces changemens de signe.
On posera d’abord dans la transformée, y = »-j ; ce qui
donnera une nouvelle transformée ayant une seule racine plus grande que l’unité, et sur laquelle on pourra opérer comme précédemment ; alors une première valeur de x sera exprimée par une fraction continue dé la forme
ri A
T ri' +
Posant ensuite dans la même transformée en y, y =p + —,
on obtiendra une nouvelle transformée ayant une seule racine plus grande que l’unité , et sur laquelle on opérera encore comme précédemment ; la seconde valeur de x se présentera donc sous la forme d’une nouvelle fraction continue,
ayant la même partie entière que la précédente, mais dont les fractions intégrantes seront différentes.
Il serait aisé d’étendre ces raisonnemens au cas où l’on saurait
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d’avance que à et a + 1 comprennent trois racines réelles. . . . Mais ce que nous venons de dire suffit pour prouver qu’il n’y a d’avantage bien réel , dans l’emploi de la méthode de Lagrange, qu’autant que a et a + 1 ne comprennent qu’une seule racine. Cependant, nous exposerons plus loin (n° 354) un moyen général d’opértr la séparatiorfdes racines, dans la pratique de cette méthode. , t
Conversion en fraction continue d’un nombre irrationnel quelconque.
331. La méthode d’approximation par les fractions continues peut servir à évaluer les racines de degré quelconque dès nombres. '
Soit P un nombre absolu dont il faut extraire la racine mième.
Si l’on pose \/P = x, il en résulte xm — P = 0.
Comme i = 0 et j = P + 1, substitués à la place de x dans cette équation, donnent deux résultats de signes contraires, il s’ensuit qu’elle a au moins une racine réelle positive. D’ailleurs , elle ne renferme qu ’une variation de signe j donc , d apres la règle Iles signes de Descartes (n° 315), elle a une seule racine réelle positive , que l’on peut obtenir approximativement par
la méthode de Lagrange; et l’on aura ainsi (/P sous la forme de fraction continue.
Soit, pour exemple , y/\ 1 à évaluer en fraction continue.
11 suffit d’appliquer la méthode du n° 328 à l’équation *3 — 11 = 0.
On trouvera successivement les relations
et par suite les réduites
Et» ïtwcnos comme e.
dont la dernière, convertie en décimales , donne 2,224 à 0,001 près, puisque l’on a évidemment ^ <^0,001 ;
( cette” valeur est un peu trop forte ), ^ •
332. Nous indiquerons à cette occasion le moyen de développer toute espèce de nombre ( absolu) en fraction continue. Ce moyen suppose seulement qu’on sache extraire d’un nombre donné la partie entière qui s’y trouve contepue.
Soient A le nombre proposé , a sa partie entière ( qu’on est censé saVoir trouver ).
On a d’abord , l’égalité. ......... A =a + ,
(B étant >1 ' ’t
d’où l’on déduit A — a, et B = .
, obtenue par un
Soit AJà partie entière! de B on de
moyen quelconque^ on a la nouvelle égalité. . . -. . . v. '.. . . . . . B = H + * , ( C étant ]> 1 ) ; >
d’où B — b, C:
b —b* ou C==c +
-=C-c, D = — , ou D = d + r
Et ainsi de suite.
Rapprochant actuellement les relations
on obtient finalement A sous la forme d’une fraction continue ,
N. B. Le procédé établi en Arithmétique ( 11” édit., n1! 167) n’est qu’un cas particulier de cette méthode générale.
CONVERSION DES NOMBRES IRRATIONNELS
Soit à développer en fraction continue.
Oo
On a «L’abord , en effectuant la division,
A ou ëg - = 3 + 89? ce (ïm donne
B 89’ B — 80 — 1 + °nC
I = A, 0 = ^ = 8 + donc C 80 9 9
K - S. D = « = 1 + 8 5 don° enfi“5 ° = 1 + 8’
d’où résulte la fraction continue demandée.
333. Lorsqu’on veut évaluer les radicaux du second degré par la méthode précédente , H faut faire usage des transformations exposées n" 91.
Soit, par exemple, à évaluer |/6 en fraction continue.
Il est d’abord évident que |/6 est compris entre 2 et 3.
Ainsi l’on a j/6, ou As=2 + B >
d’où
Pour obtenir la pattie entière contenue dans B, multiplions (n° 91) les deux termes de son expression , par ^/8 + 2 ; il vient
Mai? le numérate'ur de celle-ci est évidemment compris entre 4 et 3 ; donc Best lui-même compris entre 2 et 3.
, Ainsi il faut poser — ^ — ou B = 2 + ^ ;
d’où
RB B y
Comme cette dernière expression est évidemment comprise
entre 4 et B, on pose |/6 + 2 ou .C = 4 + g- ;
d’où i = |/0-2, D = £•
EU FRACTION COATIS CE
Sans aller plus loin , observons que cette expression est identique avec celle de B ; donc , puisque l’on a trouvé
on obtiendra de même
D = 2 + i, E = 4 + ii
et ainsi de suite* Donc enfin
A partir de la troisième fraction intégrante , les dénominateurs «e répètent périodiquement de deux en deux.
On trouverait, parle même procédé.
Tous les nombres irrationnel s du second degré jouissent de cette propriété carieuse , de donner naissance à des fractions continues périodiques. Nous ne pouvons en donner ici la démonstration , parce qu’elle dépend de l 'analyse indéterminée du second degré, pour laquelle nous avons déjà (n° 142) renvoyé à la Théorie des nombres, de Legendre.
La réciproque est vraie aussi, c’est-à-dire que toute fractions continue périodique appartient à un nombre irrationnel du second degré. La démonstration en est tout-à-fait élémentaire; mais elle n’est pas assez importante pour que nous prolongions davantage cette digression.
MÉTHODE I)* APPROXIMATION
MÉTHODE D’APPROXIMATION DE NEWTON . y
334. La méthode suivante, due à Newton, a l’avantage de fournit^ en général , des approximations plus rapides que celle de Lagrange. . ,
Pour en donner une première idée, reprenons l’équation
et proposons-nous de déterminer la racine comprise entre 2 et 3. Afin de resserrer davantage les limites de cette racine ,
posons, dans l’équation, . . . . . .» . . x = 2 + =2,5;
on trouve pour résultat. . '. . . -f' 0,125.
D’ailleurs 2 , mis à la place de x, donne — 5 ;
ainsi la racine est comprise entre 2 et 2,5.
Actuellement , si l’on fait attention que le résultat de la substitution de 2,5 diffère moins de 0 que le résultat de la substitution de 2, on doit en inférer que la racine est plu» près de 2,5 que de 2.
On pose , en conséquence , dans l’équation , . . . x = 2,4 ;
et il vient pour résultat, . . . . ‘ — 1,176 ;
or 2,5 avait déjà donné pour résultat, ...... +0,125;
donc la racine est comprise entre 2,4 et 2,5.
En continuant ainsi de substituer des moyens termes, on parviendrait à resserrer de plus en plus les deux limites de la racine. Mais lorsqu’une fois on a obtenu , comme dans ce cas-ci , la valeur de x à moins de 0,1 près, on peut en approcher davantage par un autre moyen ; èt c’est en cela que consiste principalement la MÉTHODE DE NEWTON.
Faisons , dans l’équation x3 — 5x — 3 = 0,
nous obtenons (n° 262) la transformée
X' + Yu + ^ ri‘ + u3 = 0,
DE NEW TOT
dans laquelle X' = (2,4)J — 8(2,4) — 8 = Y' =8(2,4)’ — B = 12,28,
L’équation en u , étant du 5° degré, ne peut être immédiatement résolue; mais en'transposant tous les termes, à l’exception du terme Y 'u, et divisant les deux membres par Y', on peut la mettre sous la forme
Cela posé, puisque l’une des trois racines de cette équation doit être moindre que 0,1, d’après la relation x = 2,4 •+- u, les valeurs correspondantes de u’ et de til sont moindres que 0,01 et 0,001. D’ailleurs , l’inspection des valeurs Y' et de Z' Z’
prouve que jj-ÿr est <[ 1 ; ainsi la valeur de u ne différant
numériquement de — ^7 que par la quantité -^7-4- = u1 , qui , i * 2 1 Y
le plus souvent , est au-dessous de 0,01 , cette valeur de u, dis-je, X'
est exprimée par — ^7, à 0,01 près. ' -
Comme , dans cet exemple ,
il en résulte u = 0,09, à y-^près,et, par conséquent
•* = 2,4 + 0,09 = 2,49, à — près.
En effet, 2,49 substitué dans le premier membre de la proposée, donne pour résultat — 0,011781 ; tandis que 2,50 avait donné + 0,128.
Pour obtenir une nouvelle approximation, faisons, dans la proposée, x = 2,49 + u'; nous avons l’équation
X" + Y "u' + ~ ttV’ + «'»=(>,
MÉTHODE d’aFP»OXI»ATIOS
dans laquelle X"= (2, 49)3 — 8(2,49)-- 3 = — 0,01 1781 , Y" = 3(2,49)» — 5 = 13,6003 ,
Mais l’équation eu u peut s’écrire ainsi :
et puisque l’une des valeurs de u' doit être moindre que 0,01, les valeurs correspondantes de u'*, u'3 , sont moindres que
0,0001 et 0,000001 ; donc — Peut représenter la valeur de a', à 0,0001 près. *
Comme on a - . .
il s’ensuit que u est égal à 0,0008, à 0,0001 près ; ainsi
près.
11 serait, en effet, facile de reconnaître que 2,4908 et 2,4909, substitués dans la proposée, donnent deux résultats de signes contraires. . •
En posant de nouveau *=2,4908 + u", on obtiendrait une valeur approqhée de *, à 0,00000001 près.
(Ordinairement, chaque opération nouvelle donne pour la
racine, un nombre do chiffres décimaux double de celui de
l’opération précédente; pela résulte évidemment des raisonnemens ci-dessus. )
Voici en quoi consiste Ja méthode générale
Soient p et/> + 1 deux nombres qui comprennent l’une des racines de l’équation X = 0. '* .
On commence par déterminer la valeur de celte racine à 0,1 prêt, en substituant une suite de nombres compris entre p et p + 1, et continuant jusqu’à ce que deux de ces moyens termes ne dif-
fèrent entre eux que de —
DE NEWTOS.
Cela posé , appelant x' la valeur de x obtenue à 0, l prêt, on
pote dant l’équation X= 0 , .. .
ce qui donne la transformée
qu’on peut écrire ainsi :
Comme, dans le second membre de cette équation, l’ensemble X'
dos termes qui suivent — — , est ordinairement au-dessous de
0,01, on let néglige en calculant •— à 0,01 prêt, et l’on ajoute
le rétullat à x'; ce qui donne une nouvelle valeur x", approchée de x, à 0,01 près.
Pour obtenir une 3° approximation, l’on j>ose , dant l'équation, x=.x" + u; . I
ce qui donne la transformée • * .
X" •+ Y "u -+- -s-n'*’ um =■ 0 ;
d’où
Négligeant tout let ter met —
%— Yé . (dont
l’ensemble est supposé moindre que 0,0001 ) on calcule — —
en pouttant l’opération jusqu'aux lü000^m'5 , et l’on ajoute le rétullat à x"; ce qui donne une 3e valeur x"’ approchée à 0,000 1 près.
Pour avoir une nouvelle approximation, on remplace x par x'" + U" dans la proposée. ' •
On calcule l’expression — qui résulte de cette trapsfor-
mation , et l’ou pousse l’opération jusqu’au 8e chiffré décimal inclutirement, puis l’on ajoute ce résultat h x'" ; et ainsi de suite.
488 MÊTItODE d’aI’PIIOXISATIOTI BE REWTOÎ1.
Ot» répète cette série d’opérations pour chacune des racines positives. Quant aux racines négatives , on ramène (n° 329) leur recherche à celle des racines positives , en changeant x en — x dans la proposée.
336. Premièri remarque. La méthode précédente est fondée sur ce que , dans la transformée
qui revient a u = — y*— ~ 1 ÿT*4’"'
on peut négliger tous les termes affectés de u2, m5, ut .... , sans erreur sensible sur les 100'*m*' à la première opération , sur les 10000'*"'" à la seconde , etc.; mais cette méthode est quelquefois en défaut, ainsi que Lagrange le prouve dans son Traité de la résolution des équations numériques .
On a toutefois un moyen de s’assurer , à la' fin de chaque opération , si la méthode a donné le degré d’approtimation que l’on croyait devoir obtenir.
Par exemple, pour reconnaître si 2,4908 exprime la racine positive de x 3 — 5x — 8 = 0, à 0.0001 près, on substitue, dans cette équation, 2,4908, puis 2,49Q9 ou 2,4907, suivant que le résultat de la substitution de 2,4908 est de signe contraire au ’ résultat de la substitution de 3 ou de 2 ; et si les deux nombres 2,4908 et 2,4909, ou bien 2,4908 et 2,4907, donnent deux résultats de sigqes contraires , nul doute que 2,4908 ne soit une valeur exacte à 0,0001 près, soit en moins, soit en plus. S’il n’en est pas ainsi , l’on augmente ou diminue le dernier chiffre, d’üne ou de plusieurs unités (de l’ordre des dix-millièmes ), jusqu’à ce qu’on obtienne deux nombres qui, par leur substitution , donnent deux résultats de signes contraires.
337 . Seconde remarque , Il y a aussi des cas où , dès la première
operation , il est nécessaire de calculer la quantité g— yr jusqu’aux 1000'*'"*', et même jusqu’aux 10000'*""''.
Soit l’équation . ■ #
RAPPROCHEMEXT DES becx méthodes.
do»it il est aisé de. s’assurer que l’une des racine* est comprise entre 2 et 3 ; quant aux deux autres , elles sont imaginaires ( comme nous le verrons n° 842).-
On reconnaîtra d’abord facilement, par la substitution dés moyens termes, que la racine réelle est comprise entre 2,9 et 3.
Maintenant, faisons dans l’équation, x = 2,9 + u; il en résulte la transformée
X' + YW + *3 = 0,
dans laquelle X'=(2,9)3 — 6(2,9) — 7 = — 0,011 ,
Négligeant les termes en u1 et «3, on a
Or, si l’on réduit cette expression en fraction décimale, on trouve des zéros pour les trois premiers chiffres décimaux , et S pour le 4e chiffre; c’est-à-dire que l’on a « = 0,0005 (en ne tenant compte que des quatre premiers chiffres décimaux ) ; ce qui donne pour la valeur de r, x = 2,9005.
. Pour vérifier cettp valeur , il faut substituer 2,9005 dans la proposée ; on trouve — 0,00138, résultat de signe contraire à celui que donne x= 3; mais en substituant x = 2, 900Q , -on obtient + 0,00054, qui esf de signe contraire à — 0,00138. Donc 2,9005 exprime la valeur de x, à 0,0001 près.
338. Rapprochement des deux méthodes. La méthode d’approximation de Lagrange, quoiqu’en général moins expéditive que celle de Newton , a sur celle-ci l’avantage de donner à chaque opération une approximation toujours certaine. . <■
On pourrait même à la rigueur trouver, par la méthode de Lagrange , les racines commensurables. La fraction continue que l’on obtiendrait, serait alors composée d'on nombre limité de fractions intégrantes; c'est-à-dire qu’en continuant les opérations convenablement, on parviendrait à une équation Y(„)=0 , dont
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la racine positive plus grande que 1 serait égale, à an nombre entier; et toutes les réduites consécutives étant formées, la dernière représenterait la vraie valeur de la racine commensu- . râble. <.**v •
Ce moyen est , sans contredit , moins simple que la méthode exposée n° 320; mais c’est le seul que l’on pût employer’ si l’on supposait que quelques-uns des eoefficiens fussent irrationnel* ; car la méthode ordinaire n’est applicable qu’aux équations dont tous les eoefficiens sont des nombres commensurables.
La méthode de Newton ne pourrait pas donner ces mêmes racines exactement ; puisque , d’après sa nature , on n’obtient les valeurs numériques des racines , que sous la forme de fractions décimales. * ’ . , ’
Nous observerons toutefois que l’application simultanée des deux méthodes à une même équation , peut abréger beaucoup les calculs. Ainsi, par exemple, après avoir d’abord employé la méthode des fractions continues pour obtenir chacune des racines à 0, 1 et même à 0,01 près , rien n’empécbe d’avoir recours à la méthode de Newton pour obtenir un plus grand degré d’approximation. 1
La méthode de Newton suppose , en général , comme celle de Lagrange ( n° 330 ) , que p et p ■+- 1 ne comprennent qu’une seule racine de l’équation.
Second^ partie. Cas où deux nombres entiers consécutifs peuvent comprendre plus d’une racine réelle. (
339. Lorsque , par la substitution des nombres entiers consécutifs ^compris entre les limites + L et — L', on obtient autant de changemcns de signes qu’il y a d’unités dans le degré de l’équation, il est clair que toutes les racines de l’équation sont réelles } et que chacune d’elles a une partie entière différente.
Mais si le nombre des changemcns de signe est moindre que le degré de la proposée , cela peut provenir, ou de ce que réquation a des racines réelles et des racines imaginaires , ou bien de ce que plusieurs racines incommensurables sont comprises entre tleux nombres entiers consécutifs. En effet, on a vu (n® 304) que deux nombres qui, substitués dans le premier membre d’une équation, donnent des résultats de signes contraires, peuvent
DES RACIXES IiSCOSM EESUB ABLGS.
comprendre un nombre impair quelconque de racines réelles; et que deux nombres qui donnent des résultats de même signe, peuvent en comprendre un nombre pair quelconque.
Par exemple, si une équation devait avoir deiete racines, j/2 et |/3 par exemple, comprises entre 1 et 2, il arriverait que 1 et 2, substitués dans la'proposée , donneraient des résultats de même signe. v
Pareillement, qu’une équation ait trois racines ; j/11 , j/13, j/15 , comprises entre 3 et h ; ces deux derniers nombres substitués donneraient des résultats de signes difTérens.
On voit donc que La méthode de Substitution des nombres entiers Consécutifs serait , dans ce cas ^insuffisante pour mettre en évidence toutes les racines réelles de la proposée , et qu’elle aurait l’inconvénient de laisser échapper quelques racines.
3-40. Cet inconvénient disparaîtrait si l’on pouvait déterminer, à priori, une quantité <? , numériquement moindre que la plus petite des différences qui existent entre deux quelconques "des racines réelles d’une équation proposée. Car, soit mise la quantité d'pour intervallo entre deux substitutions successives; il” est évident que deux nombres qui auraient entre eux la différence d, et qui, étant substitués, donneraient des résultats de signes contraires, comprendraient une racine, et n’en comprendraient qu’une; s’ils donnaient des résultats de même signe, ils ne comprendraient aucune racine. Ainsi , le nombre des racines réelles de l’équation serait égal au nombre des changemens de signe obtenus par les substitutions.
Voyons donc s’il n’y aurait pas quelque moyen de déterminer la quantité d\ Or, cela est facile d’après l’équation aux carrés des différences. , . • »
En effet , désignons par X = 0 l’équation proposée , et par Z = 0 l’équation aux carrés des différences, équation que nous avons (n0* 273 et 297 ) appris à former.
Remarquons d’abord que, le carré de la différence entre deux racines réelles quelconques de la proposée étant positif, on ne doit chercher les carrés des différences entre les racines réelles, que parmi les racines positives do l’équation Z = 0. (Ses racines négatives correspondent à des différences entre des racines iraa-
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ginaires, ou entre une racine réelle et une racine imaginaire.) Donc , si l’on cherche la limite inférieure des racines positives de l’équation Z = 0, et qu’on en extraie la racine carrée, oU sera certain d’avoir une quantité numériquement moindre que la plus petite différence entre deux racines réelles de-la proposée, c’est-à-dirc la quantité cherchée J.
Pour obtenir cette limite, il faut (n° 310) poser ï = - dans . • • ‘ ; ' ' .. ‘ I -1 . v
Z — 0 , ce qui donne la transformée V = 0; Soit l la limite
supérieure des racines positives de V = 0;i sera la limite inférieure de Z = 0; ainsi est la quantité J1 qu’il' s’agissait de déterminer.
Lorsqu’en recherchant la limite l la plus resserrée possible, par la méthode de Newton |(n° 309), ou celle des décompositions
(n° 308) , on trouve l <,1 , il en résulte -77/ou <f ^> 1 ; et cela
indique que la différence entre deux racines réelles quelconques est plus grande que l’unité. Dès-lors, on est certain que le nombre des racines réelles de la proposée est égal au nombre de changemens de signe qu’on avait d’abord obtenu, par la substitution des nombres entiers consécùtifs.
Mais ordinairement on trouve l > 1 , d’où p^- ou #,< 1. Dans
ce cas , comme |//e st, en général, incommensurable, il convient * dé remplacer ( /l par le nombre entier k immédiatement supérieur; ce qui donne ^ et, à plus forte raison, i moindre
que la plus petite des différences entre les racines réelles. On pourrait donc mettre ! pour intervalle entre deux substitutions
ri
consécutives ; c’est-à-dire qu’en substituant dans X = 0, la suite des nombres
et 0, -T-
, . 2,2 + î . . . jusqu’à L , ........ jusqu’à — L',
nés racines incommensurables.
on obtiendrait autant de changentens de signe que l'équation doit avoir de racines réelles. . ■ ■'> < .
Mais on peut encore éviter la substitution de nombres fractionnaires par la transformation suivante : v
Posons dans l'équation,
ihen résulte (n° 265) une équation dont les racines sont k fois plus grandes que celles de la proposée. Par eônséquent, les différences entre ces nouvelles racines sont elles-mêmes k fois plus grandes que les différences correspondantes entre les racines de la proposée ; en sorte que, sia — b désigne la plus petite des
différences relatives à X = 0, comme on avait a — b > * ,
il en résulte ka — kb 1. Ainsi la nouvelle équation Y = 0 est telle, que les différences entre toutes ses racines réelles, considérées deux à deux, sont plus grandes que l’unité.
Donc enfin, si l'od substitue, dans cette éqnation, la suite naturelle des nombres 0, 1, 2, 3... et — 1, — 2, — 3..., compris entre les deux limites , on obtiendra autant de changemens do signe que l’équation Y = 0 aura de racines réelles.
(Les deux limites de Y =0 sont d’ailleurs + AL et — AL', si + L et — L' désignent celles de X = 0.)
34 1 . Résumons ce qui vient d’être dit :
Pour mettre en évidence toutes les racines réelles incommensurables d’une équation X —0, il faut,
1° Former l’équation aux carrés des différences , Z s= 0 ;
2° Déterminer la limite inférieure j des racines positives de
cette dernière équation ( si l’on trouve ^ 1 , c’est une preuve
que la différence entre deux racines réelles quelconques de là proposée est aussi plus grande que l’unité; dès-lors, la substitution des nombres entiers consécutifs dans la proposée suffit pour mettre toutes les racines réelles en évidence) ; 3° dans le' 1 1 1
cas général de - 1 , remplacer par ^ ( k étant le nombre
entier immédiatement supérieur à \/l) , et poser x = ^ dans la
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proposée, ce qui donne une équation Y = 0 , dont on recherche toutes les racines réelles, d’après la méthode exposée dans la première partie de ce paragraphe.
4° Enfin , substituer successivement ces valeurs dans la relation x == J. On obtient ainsi toutes les racines réelles de la prok , '
posée.
"TV. B. Observons que si, pour mettre toutes les racines réelles de X = 0 en évidence , on a été obligé de la transformer en une autre dont les racines soient k fois plus grandes que celles de la proposée , ces dernières sont déjà obtenues à une fraction
près ! . Cela résulte évidemment de la relation x =
K ri
Appliquons ces principes à quelques exemples
Soit , en premier lieu, l’équation
Les limites supérieures des racines positives et négatives sont, comme il est aisé de s’en assurer, +3, — 2.
Or , en substituant les nombres
on trouve pour résultats, ' ' •
+ 2, -il, -12, - 7, - 2, - 3;
et l’on vojt que + 3 fit + 2 sont lès seuls nombres qui donnent deux résultats de signes contraires. D’où l’on peut conclure que l’équatiort a une seule racine réelle et deux racines imaginaires ; ou bien que ses trois racines sont réelles , mais que les différences entre ces racines , prises deux à deux , sont moindres que V unité.
Pour faire cesser toute incertitude , formons l’équation aux carrés des différences. On a trouvé (ij0 274), pour celte équation,
Faisons, dans Cette équation , z = - ; il en résulte
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équation que l'on peut écrire ainsi :
Or^ il est visible que o = ou }> ^ donne un résultat positif;
ainsi la limite supérieure l des racines positives de cette équation étant plus petite que l’unité, la quantité correspondante
* est 1 ; et par conséquent les différences entre les racines
réelles de la proposée sont plus grandes que l’unité. D’ailleurs ,, la substitution des nombres entiers dans la proposée n’a produit qu’un seul changement de signe ; donc enfin l’équation proposée a une seule racine réelle qui est comprise entre 2 et 3.
La méthode de Lagrange, appliquée à cette équation, donne, après quatre transformations successives , x = 2,9005 à 0,0001 près. • i
( Voyez le n° 337, où cette équation a déjà été traitée par la méthode de Newton.) • •
Soit, pour second exemple , l’équation
8ar3 — 6x — 1=0... (1).
Les limites supérieures des racines positives et négatives sont évidemment + 1 et — 1 .
Faisant, dans cette équation , x = + 1 , 0 , — ‘l ,
on trôuve pour résultat ... .... + 1 , — 1» — 8;
la substitution ne donne lieu qu’à un seul changement de signe; ainsi nous devons avoir recours à l’équation aux carrés des différences. ' ' •/ .7 ' . % '
Si l’on forme cette équation, soit par la méthode d’élimination ( n° 273) , soit par les fonctions symétriques (n° 297), on trouve pour résultat, , ’
64z3 — 288zJ + 324* — 81 = 0.
Posons z= il en résulte % u . .
81t>3 — 324r,+288r — 64 = 0, ' équation qui peut être mise sous la forme
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et il est facile de reconnaître que 3 est, en nombres entiers, la limite supérieure la plus resserrée des racines positives.
Ainsi Ton a Z=3; d’où i =^5 et l Ô
Remplaçant j/3 par le nombre entier 2, immédiatement supé-
rieur, on obtient ^ pour la quantité moindre que la *plus petite
différence qui puisse exister entre les racineB réelles de la proposée. ' v . «
. Faisant donc dans la proposée, conformément à la règle du
n° 341 , r=^, on a la transformée , •
équation dont toutes les racines réelles ont entre elles une différence plus grande que l’unité.
Les limites supérieures des racines positives et négatives étant d’ailleurs +2 et —2, il suffit de faire, dans l’équation (3),
ce qui donne les résultats + 1 , 4 , — 1 , + 1 , — 3.
On obtient évidemment , par Ces substitution? , trois changement
de signe; ainsi, l’équation (3) a ses trois racine? réelles , l’une
comprise entre 1 et 2 , une autre entre 0 et — 1 , et la troisième
entre — 1 et — 2. . ’ > .■
Donc, enfin, l’équation (IJ a elle -même ses trois racines
’ . 1 1 réelles , l’une comprise entre ^ et 1 , la seconde entre 0 et —
et la troisième entre — - et — 1. ■
Pour approcher davantage de ces racines, on appliquera d’abord à l’équation (3) Tune des deux méthodes d’approxima-
tion; après quoi l’on substituera dans la relation .r— , les
valeurs de y obtenues; ce qui donnera les valeurs de x correspondantes.
1 _ 1 \Zl~~ |/3’
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On trouvera, par ce moyen, .
pour l'équation y3 — 3y — 1=0 j y = — 0,3474,
et pour l'équation 8x3 — 6x — 1 = 0 < x= — 0,1737,
Ces valeurs sont exactes à 0,0001 prés.
344. Premiers remarque. La méthode exposée n° 341 pour mettre en évidence les racines incommensurables, lorsque plusieurs racines peuvent être comprises entre deux nombres entiers consécutifs, ne saurait être appliquée aux équations qui ont des racines égales.
En effet, supposons qu’une équation ait deux racines réelles égales à a; comme ces deux racines ne forment qu’un seul et même nombre, elles sont nécessairement comprises entre deux nombres substitués, quelque petite que soit la différence de ces derniers nombres. Ainsi ces nombres, qui comprennent deux racines , devront ( n° 304 ) donner deux résultats de même signe , aussi bien que deux nombres qui n’en comprendraient pas. Si l’équation pouvait avoir trois racines égales à a, les deux nombres qui les comprendraient, donneraient deux résultats de signes contraires , aussi bien que deux nombres qui comprendraient une seule fois cette racine.
Observons d’ailleurs que, l'équation X= 0 ayant des racines égales, l’équation aux carrés des différences, Z = 0, aurait nécessairement des racines égales à 0 ; et alors la limite inférieure des racines positives de cette dernière équation serait 0 ; c’est-àdire qu’il faudrait mettre un intervalle nul entre deux substitutions, ce qui est absurde.
Concluons de là qu’avant d’appliquer la méthode du n° 341 ,
(*) En appliquant la méthode de Tfewton au calcul de la seconde valeur de y, on reconnaît qu’elle est en défaut ; et le chiffre des centièmes, obtenu par la règle du numéro 335, doit être corrigé de deirr unités par le moyen indiqué au numéro 330.
COMPLÉMENT DK LA MÉTHODE
il est nécessaire de débarrasser la proposée des racines égales qu’elle peut. avoir. ( Voyez n° 281.)
345. Seconde remarque. Quand l’équation proposée est du 3e ou du 4e degré, et qu’elle a ses coefficiens commensurables, il est inutile de lui appliquer la méthode des racines égales.
En effet, il résulte de la nature de cette méthode, laquelle consiste essentiellement dans la recherche dup. g. c. d. entre le premier membre de la proposée et son dérivé, qu’elle ne peut conduire qu’à un polynôme dont les coefficiens sont rationnels, comme ceux de la proposée. Or, dans le cas où l’équation est du 3* degré , le commun diviseur ( s’il en existe ) est du 1er ou du 2« degré au plus. S’il est du 1er degré, en l’égalant à 0 , on ne peut tirer de l’équation résultante qu’une racine commensurable. S’il est du 2' degré, le quotient du polynôme proposé , par ce diviseur, est du 1er degré et ne saurait encore donner qu’une racine commensurable. On voit donc qu'une équation du 3° degré dont les coefficient sont rationnels , et qui n’a pas de racines commensurables , ne saurait avoir de racines égales.
Lorsque l’équation est du 4' degré et n’a pas de racines commensurables , le p. g. c. diviseur ( s’il en existe) entre le premier membre ét son polynôme dérivé, ne peut être ni du 1" ni du 3° degré; car, dans l’une et l’autre hypothèses, on en déduirait que l’çquation a des racines commensurables; et s’il est du second degré, les facteurs de ce polynôme diviseur ne sauraient être égaux, puisqu’on en déduirait encore que l'équation a des racines commensurables. Mais si les deux faetçurs sont inégaux, il en résulte nécessairement ( n° 277 ) que chacun d’eux entre au carré dans le polynôme proposé qui est alors un carré parfait.
-Ainsi, dans ce cas, au lieu de soumettre l’équation à la méthode des racines égales, on peut se borner à extraire la racine carrée de son premier membre ; et si la racine n’est pas exacte, on en conclut que l'équation n’a pas de racines égales. ■
348. Troisième remarque. Ce qui précède suffit pour faire sentir combien l’application de la méthode du n° 341 est laborieuse, puisqu’elle suppose, outre la recherche des racines égales , la formation de l’équation aux carrés des différences. Or, dès que la proposée est d’un degré supérieur au 4°, les calculs
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relatifs à la détermination de cette dernière équation sont impraticables par leur longueur. Il est- donc à propos de faire connaître quelques circonstances dans lesquelles on peut éviter tous ces calculs. ,
1° Si, en substituant les nombres 0, 1, 2...., — 1, — 2, — 3..... compris entre +L et — L', on obtient autant de changemens de signe qu’il y a d’unités dans le degré de la proposée , on est certain que toute s les racines de l'équation sont réelles , et que chacune d’elles a une partie entière différente.
2° Il peut se faire que, sans connaître les racines d’une équa- 4 tion, l’on sache,. à priori , combien elle doit avoir de racines réelles (la Trigonométrie en offre des exemples) (*). Cela posé, il se présente deux cas :
Ou la substitution des nombres 0, 1 , 2 . . . — 1 , —2. . . donne lieu à autant de changemens de signe que l’équation a de racines réelles ; dans ce cas, toutes les racines réelles sont encore mises en évidence , et chacune d’elles a une partie entière différente.
Ou bien le nombre des cbangemens de signe est moindre que celui des racines réelles. Comme, dans ce cas, on est assuré d’avoir laissé échapper quelques racines dont les différences sont moindres que l’unité , il faut tâcher de rendre ces différences
plus grandes. Pour cela, on fait, dans la proposée, x—^ , A étant
une indéterminée, ce qui donne la transformée Y=(>, dont les racines sont k fois plus grandes que celles de la proposée ( il en est par conséquent de même des différences). On donne ensuite à k différentes valeurs. Soit, en premier lieu, k — Z‘, substituant, dans Y=0, la série des nombres naturels, on voit si le nombre des changemens de signe devient égal au nombre des racines réelles que l’on sait devoir exister dans la proposée. Si l’hypothèse k = 3 ne réussit pas, on fait k = 4, 8...., jusqu’à ce qu’enfin l’on- obtienne pour la transformée correspondante le nombre de changemens de signe exigé.
(*) Voyez mon Traité de Géométrie analytique, pour la détermination, par des intersections de courbes, du nombre des racines réelles qu'une équation peut renfermer.
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N. B. Il faut bien observer ici qu’on suppose l'équation dépourvue de racines égales.
THÉORÈME DE M. STCRM (*).
Son application à la recherche des racines incommensurables.
C’est ici le lieu de faire connaître un fort beau théorème , à l’aide duquel toutes les racines incommensurables d’une équation peuvent être mises en évidence bien plus simplement qu’avec le secours de l’équation aux différences. '
Nous venons de voir (n° 348,2°) que, si l’on connaissait à priori le nombre des racines réelles d’une équation , l’on parviendrait aisément à leur détermination', puisqu’il suffirait alors de subdiviser convenablement l’intervalle * des substitutions successives. Or, le théorème de M. Sturm atteint complètement ce but , ainsi qu’on va le voir.
347. Soit X = 0 une équation a coefficient réels , que nous supposerons n’avoir pas de racines égales. Appelons X, son premier polynôme dérivé, et appliquons à X,X,, le procédé du p. g, c. diviseur relatif ( n°* 246, 259 ) , avec cette condition , toutefois , de changer le signe du reste de chaque opiratipn , et de prendre ce reste , ainsi modifié , pour diviseur de V opération suivante. ( Ce changement de signe est très utile à la clarté de la démonstration du théorème que nous nous proposons d’établir ici. )
Désignons d’ailleurs par X2, X3, X4, Xr, les restes suc-
cessifs, pris avec des signes contraires.
Nous pourrons exprimer la série des, opérations par le tableau
X =X[ qt. — X3
Xa = X3î3-X4
X,- — 3 —— Xj — 1 qr — 1 Xr /
suivant :
(*) Ce jeune géomètre , déjà fort distingué par ses découvertes scientifiques, çst professeur de Mathématiques au collège Rollin. C’est en 1829 qu'il communiqua à l’Institut un mémoire comprenant ce théorème.
DE SI. 8TURM.
Xr est nécessairement indépendant de x et différent de zéro, puisque, par hypothèse, l’équation n’a pas de racines égales.
Concevons maintenant qu’après. avoir obtenu les fonctions X, X, , X,, . . .Xr,on y substitue pour x deu# nombres p et q, de signes quelconques (p étant <[y). D’abord, la substitution do p donnera pour chaque fonction un résultat généralement positif ou négatif (mais qui pourra quelquefois être nul ); et eii ne tenant compte que des signes de ces résultats, on obtiendra une suite de signes qui, écrits sur une même ligne, présenteront une certaine succession de variations et de permanences.
Pareillement , la substitution de q à la pla.ee de x donnera ùne seconde suite de signes présentant de même une certaine succession de variations et de permanences.
Or , le théorème en question consiste en ce que :
La différence entre le nombre des variations qu'offre la première suite de signes, et le nombre des variations de la seconde, exprime exactement le nombre des racines réelles de la proposée, qui se trouvent comprises entre p et q.
348. De là résulte la règle suivante pour déterminer le nombre total des racines réelles d’une équation.
Après avoir déterminé ( n° 310) les limites — L et +L' des racines négatives et positives, 1° on applique aux deux polynômes X, Xi le procédé du p. g. c. diviseur, avec la modification indiquée dans le numéro précèdent; cela donne une série de fonctions X, Xi, Xa , * • * Xr, qui sont, généralement, au nombre de ( + 1) , si m est le degré de l’équation ;
2° On écrit sur une première ligne les signes des résultats de la substitution de — L 'dans chacune des fonctions , et, sur une seconde ligne, les signes des résultats de la substitution de +L. ( Le signe de Xr doit rester le même , puisque Xr est indépendant de x.)
3” On compte le nombre de variations qu offre la première ligne, et le nombre de variations de la seconde. La différence entre ces deux nombres est l’expression du nombre total des racines réelles de la proposée.
Cette règle est d’un usage facile dès que l’on connait les fonctions X, Xi, Xa. . .; et si les opérations nécessaires à leur
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détermination sont un peu laborieuses, on n’en doit rien conclure contre la simplicité de la règle ; car il y a identité entre ces opérations et celles que comporte la méthode des racines égales , méthode à laquelle il faut soumettre préalablement toute équation dont on recherche les racines incommensurables.
349. La démonstration du théorème ci-dessus repose sur plusieurs principes que nous allons d’abord établir.
Presièremekt. Considérons la fonction X en particulier, et soit a une racine réelle de X=0.Si l’on mçt a-\-u à la place de jt, dans X , on obtient (n°328 ) un résultat de la forme
A + A'a+ -5-w’ + + wm;
( A étant le résultat de la substitution de a pour x dans X , et
A' , A", A'", les polynômes dérivés de A d’après la loi
connue).
Comme, par hypothèse , a est racine do X = 0,- l’ou a A = 0 ; et l’expression précédente se réduit à
* / ktt A tu \
“r+lM+2l 0* .
Or, je dis qu’on peut toujours trouver pour u un nombre assez petit pour que la quantité entre parenthèses soit de même signe que son premier terme A' ( qui d’ailleurs est différent de zéro tant que X=0 n’a pas de racines égales ).
Il suffit , en effet , pour cela , d’obtenir pour u une valeur qui A" A"'
rende — , numériquement moindre que A'.
Or; nous avons vu (n° 303) comment on remplit cette dernière condition; ainsi il est toujours possible de satisfaire à la précédente. v
Il est en outre évident que , dès qu’on a obtenu pour l’indéterminée u une valeur remplissant cette condition , toute Valeur plus petite y satisfait à plus forte raison. '
330. Secondement. Si l’on conçoit que, dans les fonctions X, Xj, Xj , . . . . on remplace x par un nombre quelconque a , il
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ne peut jamais arriver que deux fonctions consécutives s’évanouissent à la fois.
■» En effet, considérons les trois fonctions consécutives de rang quelconque , X„_! , X„, X„+i.
On a (n° 349) l’égalité Xn—i = X„ q„ — Xn+i.
Or , si l’on pouvait atoir à la fois X„_i = 0, Xn = 0 , on eu déduirait X„+i. == 0 ;
mais, comme on a aussi X„ = X»-*-i j<h-i — X„+>, il en résulterait encore X«-*-a = 0 ; et ainsi de suite. On parviendrait alors finalement à l’égalité Xr — 0 ; ce qui est absurde puisque, la proposée n’ayant pas de racines égales , Xr ne saurait être nul.
' Troisièmement. La même relation Xn_i = Xn q n . — Xn+i , nousapprend que, si une fonction Xn devient nulle par la substitution de x = a, les deux fonctions X„_, , X'„+i , entre lesquelles elle est placée , sont nécessairement de tiques contraires pour la • même valeur x — a.
331. Ces principes admis , désignons par k un*e quhntité positive ou négative , mais moindre ( c’est-à-dire plus rapprochée de Y infini négatif) que toutes les racines réelles des équations
X = 0 , X, = 0 , X,=0, Xr— 1 = 0; et concevons
qu’en faisant croître x d’une manière continue (n° 303) à partir de k, en substitue toutes ses Valeurs successives dans les fonctions X , X, , X, , , » Xr.
Il est évident d’abord que les variations et les permanences fournies par les signes de ces fonctions et celui de Xr ( que nous savons déjà être cônstant), se reproduiront toutes et dans le même ordre , tant que x n’aura pas atteint une des valeurs qui rendent nulle quelqu’une de ces fonctions ; car, pour que le nombre ou l’ordre de ces variations et permanences vînt à so modifier, il faudrait que l’une des fonctions , Xn par exemple , changeât de signe, et par conséquent (n° 303) que X„ fût d’abord devenu nul ; ce qui est contre l’hypothèse.
Supposons actuellement qu'une valeur x — a rende nulle une ou plusieurs des fonctions; et voyons ce qui doit arriver.
Il peut se présenter deux circonstances : Ou x = a anéantira une(ou plusieurs) des fonctions intermédiaires X,, X,, X,,,..X/— i
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sans faire évanouir X; ou bien x = a anéantira X, pouvant d’ailleurs rendre aussi nulle une ou plusieurs des fonctions intermédiaires. Or je dis que, dant le premier eue, aucune variation ne disparaîtra dans le passage de x par les trois états, consécutifs a — u , a, a + u ( u étant l’intervalle des substitutions successives) ; que, dans le second, une variation disparaîtra, et qu’il n’en disparaîtra qu’une seule si u est suffisamment petit.
Considérons le premier cas, celui où la fonction X„,'par exemple , devient nulle pour x = a, sans que X le soit en même temps.
Comme, pour la même valeur x=a, X„_ ■ et Xn+l , ne peuvent devenir nulles, et qu’elles sont de signes contraires (n° 350), il s’ensuit que les trois fonctions consécutives
formeront , quant aux signes , l’une des deux combinaisons
+ 0 — , ou — 0 + ;
et soit qu’on prenne 0 avec le signe + , ou avec le signe — , on voit qu’il en résulte une variation et une permanence.
D’un autre côté, chacune des fonctions Xn— i , Xn-».i , a dû conserver le même signe , pour les valeurs de x comprises depuis x=-k jusqu’à x = a ; et les signés ne doivent pas changer dans le passage de-r=aàx = a +u, puisqu’on peut toujours supposer u assez petit pour qu’aucune racine de X„_i = 0, X«-n=0, ne soit comprise entre s eta-fu. .
On peut donc affirmer que les trois fonctions ci-dessus , qui , pour x=a, présentent une variation et une permanence, donnent également une variation et une permanence pour toutes les valeurs comprises depuis x = k jusqu’à x = a + u. Ainsi , l’hypothèse x = a , introduite dans la série des fonctions X , X, , X, . n’a fait perdre ni gagrier aucune variation. Passons au cas où X devient nul quand on y met a pour x. Soit fait x = a + u dans X et X, ; puis désignons par U, U,, ce que deviennent respectivement X ,-X„ par cette substitution. Appelons ( n° 349) A , A', A", . . . les résultats de la substitution do a pour x dans X et ses polynômes dérivés, puis, par analogie,
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A,, A',, A",,. . . oe que deviennent X, et ses polynômes dérivés, par la même substitution ; nous aurons les deux égalités
Comme, par hypothèse , a est racine de X = 0 , on a nécessairement A = 0. De plus ,.les deux quantités A' et A, , exprimant l’uue et l’autre le résultat de la substitution de a pour x dans X, , n’en forment qu’une seule qui est différente de 0 , puisque X == 0 n’a pas de racines égales. Ainsi les deux égalités précédentes se changent en celles-ci :
dont les seconds membres sont nécessairement de même signe que leurs premiers termes k'u et A', lorsqu’on prend ( n° 3-49) pour l’indéterminée u une valeur suffisamment petite. On voit donc que U et U, sont de même signe quand u est positif, et de signes contraires quand u est négatif.
D’où il résulte que les signes des deux fonctions X , Xi , qui
présentaient d’abord une variation pour x = a — u,
forment ensuite une permanence pour x = a 4- “•
Ainsi, dans le passage dex=s — u à x — a 4* u> une variation s’est changée en une permanence.
La même conséquence aurait lieu lors même qufe x==a, qui satisfait à X = 0, anéantirait en même temps une ou plusieurs autres fonctions ; puisqu’on a vu précédemment que, quand quelqu’une de ces autres fonctions vient à s'évanouir, le nombre des variations ne change pas pour cela.
Maintenant, si, à partir de x = a 4- on continue de faire croître x par degrés insensibles, le nombre actuel des variations de la suite des signes domeurera le même jusqu’à ce que x vienne à dépasser une nouvelle racine de X = 0 ; auquel cas uno
REMARQUES
seconde variation disparaîtra , et se trouvera remplaoée par une permanence ; et ainsi de suite.
Donc, enfin, le nombre des variations perdues, lorsque x croît depuis une valeur quelconque k jusqu’à une autre valeur k', est égal au nombre des racines réelles de X = 0 , comprises entre h et k'.
Ce qui démontre évidemment le théorème énoncé n° 347.
351. Avant de passer aux applications , nous ferons plusieurs remarque^ fort importantes.
1° Dans la recherche des fonctions X , X, , . . . on peut introduire ou supprimer desdaoleurs numériques (n° 259 ), pourvu que ces facteurs soient positifs ; mais il faut bien prendre garde, quant aux signes , à ne faire que les changemens qui ont été indiqués n“ 347; puisque c’est de la considération des signes qui affectent les fonctions X, X, , X, . . . ., que-dépend principalement la méthode de M. Sturm.
2° Quand on veut simplement connaître le nombre total des racines réelles de l’équation proposée , il n’est pas nécessaire d’opérer la substitution des limites — L' et + L dans les fonctions X , X, ... : il suffit de substituer — oo et + oo dans lo premier terme de chacune d’elles ; puisque l’on sait ( n° 305 ) que le signe de la fonction est alors le même que le signe de ce premier terme. ‘ > • * . • . - , - »
La substitution de — oo et de + oo , dispense de déterminer d’abord les deux limites — L' et + L , qu’il faudrait d’ailleurs calculer de manière qu’elles convinssent'â toutes les fonctions si l’on ne voulait opérer la substitution que dans leur premier terme.
Nous ajouterons même qu’en faisant usage de la méthode de M. Sturm , on n’a besoin , dans aucun cas, de connaître à priori les deux limites L' et + L. En effet, après avoir reconnu d’abord combien il y a dé racines réelles dans la proposée , si l’on veut ensuite déterminer d’une manière plus précise le lieu des racines , il n’y a qu’à substituer successivement les nombres 0, 1, 2, S, . . ., et 0, — 1, — 2, ... ; et dè* que , parla substitution de 0, 1, 2, . . .■, on est parvenu à une suite de signes qui présente autant de variations qu’en avait donné la-substitution
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de + oo , on peut affirmer qu’il n'y a plus de racines au-delà du dernier nombre substitué. Même raisonnement par rapport aux nombres 0, — 1, — 2 , . 1 . .
On obtient ainsi les deux limites supérieures les plus resserrées ( en nombres entiers ) ; ce que ne donne pas toujours d’une manière bien certaine (n° 309) la méthode de Newton.
3° Si l’on cherche ensuite combien il. y a de racines réelles comprises entre deux nombres particuliers p et q, il peut se faire que p ou q rende nulle quelqu’une des fonctions. Dans ce cas , quand c’est une fonction intermédiaire , X„ , qui s’évanouit , on n’a pas besoin de tenir compte du résultat 0 dans la suite des signes ; car op a vu ( n° 350) que X„— i , Xn-t-i , offrent une variation pour eette même valeur de x ; or la combinaison
du double signe et, dontO est censé affecté, avec les signes-) ,
ou — +, ne donne encore qu’une variation. Ainsi le nombre des variations n’est nullement altéré par l’omission du résultat 0.
Lorsque c’est X qui s’évanouit pour x ~p, par exemple , on conclut d'abord que p est racine de X = 0 ; puis on compte les variations qui existent à partir de X,.
•4° Enfin , si , après avoir obtenu les fonctions X, X,, X, »... Xr, on vient à reconnaître que l'une des fonctions intermédiaires, Xn , est de nature à conserver constamment le même signe , pour toutes les valeurs comprises entre pelq{p étant g), il est inutile de substituer ces nombres dans les fonctions suivantes ; car autant la suite des fonctions jusqu’à Xn inclusivement ', présentera de variations de plus, pour x = p que pour x = q, autant il y aura do racines réelles comprises entre p et q.
Il suffit , pour s’en convaincre , d’appliquer aux fonctions X, X, , X, , . . . Xn , ce qui a été dit (n° 351) par rapport à toutes les fonctions. La suite des signes jusqu’à celui de X„ inclusivement, perdant une variation pour chaque racine de X = 0, et le nombre des variations n’étant nullement altéré par l’évanouissement de quelqu’une des fonctions Intermédiaires X, , X, . . . . X„_i , puisque d’ailleurs Xn conserve toujours le même signe par hypothèse , il faut nécessairement qu’autant il y a de variations perdues dans la suite des signes de X , Xi . . .X„ lorsqu’on passe de x =p à x == q, autant il y ait de racines de X = 0 , comprises entré ces deux nombres. . .
soe
APPLICATIONS
On déduit de là le cas particulier suivant: si, dans le cours des divisions nécessaires à la détermination des fonctions X , Xi . . .Xr, on reconnaît qu’une certaine fonction , X„ , ne peut avoir que des racines imaginaires , comme alors elle ne saurait changer de signe (n° 313 ) , quelque valeur qu’on y substituât pour x, on n’a pas besoin de pousser plus loin les divisions; c’est-à-dire qu’il est inutile de déterminer Xn-+-r , • . .Xr.
Cette circonstance est très importante à retenir : car on ne peut se dissimuler que les calculs relatifs à la détermination des fonctions sont très pénibles , surtout lorsqu’on arrive aux dernières fonctions , à cause de la grandeur des coefficiens numériques.
( Voyez le et le 5‘i'ne des exemples du n° suivant.)
853. Faisons maintenant quelques applications, en ne considérant toutefois que des équations qui, par la substitution des nombres entiers consécutifs compris entre les limites , donnent moins de changemens de signe qu’il n’y a d’unités dans la proposée.
1er Exemple. 8x3 — 6x — 1 = 0... (1).
(Cette équation a déjà été traitée n° 343.)
On a d’abord X, = 24j’ — 6, ou plutôt, X, = 4x’ — 1, d’après la lr" remarque du n° 352.
Divisant X par X, , on obtient pour reste,
— 4x — 1 ; d’où X, = «b 4x + 1 .
La division de X, par X, , après les préparations convenables (n° 259, et 1” remarque n°352), donne pour reste, — 8; d’où. . . X, = + 3.
Ainsi l’on a, pour les fonctions cherchées,
Cela posé, la substitution de — oo et de + oo dans les premiers termes de ces fonctions donne les deux suites
— 3 variations
cc qui prouve que l’équation a ses trois racines réelles , puisqu’il disparaît trois variations dans le passage de — oo à -f-oo .
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Soit fait maintenant dans les mêmes fonctions, eæ — 1,0, + 1; on trouve
pour x — 1, — 4- — + .... 3 variation t,
Comme — 1 donne troit variations, et que 0 n’en donne qu’une seule, il s’ensuit que Oet — 1 comprennent deux racines.
Pareillement , 0 donnant une variation , et + 1 n’en donnant aucune, il y a une racine comprise entre 0 et 1.
Pour séparer les deux racines négatives, il faut (n° 840) resserrer l’intervalle des substitutions; mais , auparavant, il convient de changer xen — x , ce qui ramène l’équation (1) à
et les racines positives de cette nouvelle équation, étant prises avec le signe — , donneront les racines négatives de la proposée.
Actuellement, posons (n° 346) dans l'équation (2), x ; il
en résulte la transformée
Or, en faisant successivement y — 0, 1, 2,
on trouve pour résultats , +1, — 1, + 3;
donc les deux racines positives de l’équation (3) sont comprises, l’une entre 0 et 1, l’autre entre 1 et 2.
Appliquant à l'équation (3) l’une des deux méthodes d’approximation , et substituant les valeurs obtenues pour y, dans la
relation x = -, ou plutôt x = — | (à cause du changement
dex en — x), on aura , avec tel degré d’approximation qu'on voudra, chacune des trois racines de l’équation proposée.
JV. B. Pour le calcul de la racine positive de l’équation (1), on peut opérer directement sur cette équation.
2e Exemple. x3 — 5x’ + 8x — 1 = 0.
En opérant sur cet exemple comme sur le précédent , on trouve
X = x3 — Sx’ + 8x — 1, X. =3x’ — 10x + 8, X, = 2x — 31, X^— 2296.
APPLICATIONS
Or, la substitution de — oo et de +oo , dans les premiers termes dé ces fonctions, donne les deux suites
— ■+■ — — ... 2 variation s
d’où l’on voit que, dans le passage de — as à + c© , il n’y a qu’une seule variation perdue. Donc l’équation n’a qu’une Meule racine réelle , laquelle est d’ailleurs positive (n" 312), puisque lé dernier terme de l'équation est négatif. Il est aisé de reconnaître qu’elle est comprise entre 0 et 1.
3' Exemple, x 4 — 2x5 — 7x,4-10x4- 10 =0 . . . (1).
En appliquant à cette équation la règle du n" 347, on trouve
successivement X = x4 — 2x3 — 7x,-t-10x4-10,
Xi = 2xs — Sx’ — 7x-i-8,
Si l’on substitue — c© et 4-eo dans les premiers termes de ces fonctions , on obtient les deux suites
H H h . . .4 variations,
donc les quatre racines de l’équation sont réelles.
Actuellement, soit fait successivement dans les fonctions,
et
il vient pour x =
. 2 variai.
puis pour x =
, 2 variai.
d’où l’on voit que l’équation a deux racines positives , comprises
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entre 2 et 3; une racine négative, comprise entre 0 et — 1 ; enfin une raeine négative, comprise entre — 2 et — 8.
Pour séparer les deux racines positives, on pourrait (n° 346)
faire dans l’équation, x — ^ , ou f ; mais on va voir que la
méthode d’approximation de Lagrange suffit pour opérer cette
séparation.
Soit, en effet, posé dans l’équation (1) , x = 2 h — ; il vient, tout calcul fait (n° 328), la transformée 2y4 — 10y3-É-5y,-+-6y-»- 1 =0,
qui a nécessairement deux racines plus grandes que l’unité.
nt successivement y= 1, 2, 3, 4, • 5,'
on trouve pour résultats, -t- 4, — 15, — 44, — 23, -<-150;
d’où l’on voit que les deux valeurs de y sont comprises , l'une entre 1 et 2, l'autre entre 4 et 5 ;
. C’est-à-dire que les deux valeurs de x seront exprimées par deux fractions continues de la forme
et x=2-+
et l’on pourra déterminer chacune de ces fractions continues séparément. [Voyez les n°* 330 et 354.)
N. B. Dans cet exemple , après avoir obtenu les fonctions Xj = 17xJ — 23x — 45, X3=152x — S05, il n’était pas nécessaire d’effectuer la division de X, par X3, opération assez longue sous le rapport des calculs numériques.
En effet , ce qu’il importe de connaître , dans l’application de la méthode de M. Sturm , oe n’est pas la valeur numérique du dernier reste , mais bien le signe de ce reste , afin d’en déduire ensuite celui de X,, lequel est constant, ainsi qu’on l’a vu.
Or, on sait (n° 237) que, quand on divise une fonction entière de x par un facteur de la forme x — a, le reste n’est autre chose que le résultat de la substitution de a au lieu de x dans la fonction. Ainsi le signe du reste de la division de X> par X3 , doit
SI
être le même que celui qui résulterait de la substitution dans l'équation Xj=0 (ou 17x’ — 23x — 45 = 0), de la racine donnée par l’équation X3 = 0, (ou 152x — 305=0).
Mais l'équation X =0, dont les racines sont de signe» contraires, donne pour la positive, 2 , 4, à 0,1 près; tandis que la
racine de X3=0, est x=2-+-yi^. vo*t donc que cette racine
est comprise entre les deux racines de l’équation X» = 0, et que, par conséquent, si on la substituait dans le polynôme X3, on obtiendrait (n° 111, 1°) un résultat de signe contraire au premier terme de X, , c’est-à-dire négatif.
Or, puisque le reste de la division de Xa par Xs, est négatif, il s’ensuit que la fonction X„ est positive.
(Cette remarque fait suite à la quatrième du n° 352.)
4® Exemple. 2x4 — 13x’-+- lOx — 19=0 (1).
Les fonctions X, X, , X, . . . étant calculées d’après la règle du n° 347, on trouve d’abord pour les trois premières,
Xa=13x’ — 15x -+-38.
Or, je dis qu’il est inutile d’aller plus loin, et de calculer X3etX.j. En effet, il est aisé de voir que les racines de l’-équation Xa=0, sont imaginaires, puisque l’on a (18)’ — 4.18.38<[0(no 111, 3°); d’où il résulte que Xa ne peut changer de signe, quelque valeur qu’on donne à x. Ainsi la 4° remarque du n° 352 , est applicable à cet exemple ; et il suffira de considérer les trois fonctions X, X, , Xj.
Qr , en substituant successivement — eo et -t-oo dans leur premier terme , on obtient les deux suites
-+- — -H .... 2 variations
ce qui démontre que l’équation a deux racines réelles et deux racines imaginaires. Les racines réelles sont d’ailleurs l’une positive et f’aufrenégative (n° 312), puisque le dernier terme de l’équation est négatif.
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5" Exemple x5 — 36x3-+-72x’ — 37x-t-72 = 0.
(Nous nous bornerons ici à présenter le tableau (lu calcul.)
( Le signe de X5 se détermine, comme dans le troisième exemple, en observant que la racine de X4=0, est évidemment plus grande que la racine positive de X-3=0.)
Or x— — co donne — — 1 n . ... 4 variât.
x^ + co + H — H -t- • » » • 1 Meule j
donc l’équation proposée n’a que troi» racines réelles. Mais si , avant d’appliquer la méthode actuelle, on eût d’abord substitué les nombres entiers consécutifs , on aurait reconnu facilement que chacun des couples de nombres , 4 et 5, 5 et 6, — 0 et — 7, donnent deux résultats de signes contraires. Donc les trois racines réelles ont respectivement pour partie entière, 4, 5, et — 6 ; les deux autres racines sont imaginaires.
Ces exemples nous paraissent suffisans pour donner une idée de toute l’importance du théorème de M. Sturm , et du parti qu’on peut en tirer dans la résolution des équations numériques.
354. Nous ajouterons cependant encore que, quand on a reconnu , par la substitution des nombres entiers consécutifs dans les fonctions X, X, , Xa. . ., combien il y a de racines réelles entre deux de ce's nombres, a et a-t- 1, la combinaison du théorème avec la méthode de Lagrange donne le moyen de séparer ces racines sans qu’on soit obligé de recourir à la transformation du n° 346, laquelle devient très laborieuse quand les racines sont très peu différentes les unes des autres. Voici en quoi consiste ce moyen : , ;
On substitue a-t- ^ a. la place de x, non seulement dans X, mais
encore dans toutes les fonctions X, , X, . . . ; puis on xj fait successivement y =1 , 2, 3 - • .-«La différence entre les deux nombres de
■ ÉNONCÉ n'un AUTRE THÉORÈME.
variations, résultant de la snbstitution de deux de ces nombres, b et è-f- 1 , est égale au sombre des valeurs de x, comprises 1 . 1
entre a-»- et a- t-- — , .
Si cette différence est égule à 1, on conclut que la transformée
qui résulte de la substitution de a-t- - à la place de x dans X=0,
n’a qu’ane seule racine comprise entre b et A-+-1 ; et l’on peut facilement (n° 330) obtenir la fraction continue correspondante.
Mais quand cette différence est égale à 2, 3, . . . on én déduit que la transformée en y a deux, trois,... racines comprises
entre b et b-+- 1. Alors on remplace y par b-t- ^ dans les fonc r-
tions X, X, , Xj . . . . (qui sont déjà exprimées en y) ; puis on y fait successivement i= 1 , 2,3.... La différence entre les deux nombres de variations , résultant de la substitution de deux de ces nombres , c et e-t- 1 , est égale au nombre de' valeurs de x com-
prises entre an - et a—
On voit aisément que, par ce moyen , toutes les, valeurs de x comprises entre a et a + 1 , pourront se développer en autant de fractions continues ayant pour partie commune une ou plusieurs fractions intégrantes à partir de a.
355. M. Sturm a étendu son théorème au cas où l’équation proposée admet des racines égales ; mais nous n’entrerons dans aucun détail à ce sujet , puisqu’on peut toujours (n° 281) faire dépendre la résolution de l’équation, de celles drautres équations qui n’ont que des racines simples. Il en a également déduit d’autres conséquences fort curieuses, mais qui ne sont pas indispensables pour la résolution des équations (*).
Nous renvoyons, pour de plus amples détails sur la résolution des équations numériques , aux ouvrages suivans : Traité de la résolution des équations numériques , par Lagrange; Supplément à la théorie des nombres , par Legendre ; Nouvelle méthode pour
(■) Voyez le n° 399 , cliap. IX , pour line autre application (lu théorème.
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résoudre les équations numériques , par M. Budan ; Analyse des équations , ouvrage posthume de Fouricr.
On trouvera dans ces deux derniers ouvrages un théorème qui a quelque analogie avec celui de M. Sturni , et qui parait avoir été découvert à peu près dans le meme temps par MM. Fourier et Budan ; en voici l’énoncé :
Soient f[x ) un polynôme entier du degré »', f{x) , f"(x) , f"[.r) , ... ses dérivés. Appelons p et q deux nombres réels de signes quelconques ( p étant <ÿ); et concevons qu’on ait substitué successivement p et q dans la suite de ces fonctions ; ce qui donne les deux résultats ,
1" pour/», Ap)>f{p) ,/"(?),..• •
2“ pour q, /(?) , f{q) , /"(?)...•
Le théorème consiste en ce que les signes de la première suite ne peuvent jamais présenter moins de variations que ceux de la seconde ; et si p et q comprennent un nombre k de racines réelles, la première suite a au moins k variations de plus que la seconde.
Ce théorème, beaucoup moins explicite que celui de M. Sturm, qui , dans aucun cas , ne laisse d’incertitude sur l’existence de racines réelles entre des nombres déterminés , fournit cependant une méthode assez complète de résolution (*).
§ IV. — suite de l’élimination.
356. Après avoir fait connaître les dilTérens moyens de résoudre (du moins en nombres réels) les équations d’un degré quelconque à une seule inconnue , il convient de s’occuper de la résolution des équations à plusieurs inconrtues.
Lorsque le nombre des équations proposées est égal à celui des inconnues, elles n’admettent, en général, qu’un nombre limité de systèmes de valeurs pour ces inconnues. Or , la détermination complète de tous ces systèmes constitue le problème général de V élimination. •
(*) Voyez aussi, pour le développement de ce théorème et pour les conséquences qu’on en déduit , une note placée à la fin de la 6” édition de mon Algbbre . ^
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Nous avons déjà exposé (n°* 267 et suivans) une partie, de ce problème, celle qui a pour objet de former V équation finale, c’està-dire une équation , fonction d’une seule des inconnues , qui donne toutes les valeurs de cette inconnue, propres à vérifier les équations proposées en même temps que certaines valeurs des autres inconnues.,
La seconde partie consiste à résoudre l’équation finale , et à déterminer les valeurs des autres inconnues, correspondant à celles de l’inconnue qui entre dans cette équation.
Nous considérerons plus particulièrement ici le cas de deux équations à deux inconnues.
357. Avant d’entrer dans tous les détails relatifs à la seconde partie de l’élimination, il est nécessaire derevenir sur la manière dont on forme l’équation finale.
Lorsqu’on emploie la méthode par le commun diviseur, pour éliminer l’une des inconnues, on parvient bien à une équation qui fournit toutes les valeurs convenables de l’autre inconnue ; mais cette équation donne aussi, en général, des valeurs étrangères'; c’est ce que nous nous proposons de faire voir actuellement.,
( Peur abréger, nous conviendrons d’appeler solution de deux équations en x et y , tout système de valeurs de x et de y, qui , substituées à la fois dans ces équations , y satisfont , c’est-à-dire» pendent leurs premiers membres identiquement nuis.)
Soient donc deux équations d’un degré quelconque ,
et , après avoir ordonné les premiers memhres par rapport à x , par exemple, appliquons-leur le procédé du plus grand commun diviseur, avec les modifications qui ont pour objet de rendre les quotiens et les restés entiers. (Nous supposerons d’ailleurs, pour le moment, que, dans le cours du calcul, on ne supprime aucun facteur fonction de y ; car on verra plus tard que ces facteurs , ’ égalés à 0, peuvent donner des valeurs convenables.)
Désignons par a , a', a", . »v. les différons facteurs introduits, ccs facteurs étant , en général, des fonctions de y; soient en outre , Q , Q', Q" ; . . . . R , R', R®, . . . . lès qnotiens et les restes successifs. . , -,
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La série des opérations donnera lieu aux identités suivantes :
a'R = RQ' + R'. (2),
«W R(»-») = Rt— O QW + RW. . (n+t 1) ; '
(RW est supposé le reste indépendant de x et fonction de y seulement.)
Cela posé , l’identité (1) fait voir que toute solution du système [A = 0,B=d0] satisfait nécessairement à R=0,;caraetQ étant des polynômes entiers en x et en y , ne peuvent devenir infinis pour des valeurs particulières attribuées à x et à y. Ainsi les solutions du système [A == 0, B = 0] conviennent au système [B = 0, R = 0].
L’identité (2) prouve également que toute solution du système [B=0, R=0] satisfait à R' = 0; d’où l’on peut conclure que les solutions du,système [A = 0, B = 0] conviennent encore au • système [R=0, R'=0].
L’identité (3) démontre que toute solution du système [R =0, R'=0] satisfaità R"=0. Donc, les solutions de [A = 0, B=0] conviennent au nouveau système [R' = 0, R" = 0]. Et ainsi de suite.
D’où il résulte enfin que toutes les solutions du système proposé [A = 0, B = 0] se trouvent nécessairement comprises dans le dernier système [ R (n — 0 = 0 , R W = 0 ] .
Ainsi l’équation RW =*= 0 renferme toutes les valeurs convenables de y.
Je dis maintenant qu’elle doit renfermer, en général, des valeurs étrangères.
Pour cela , reprenons les identités (1), (2), (3). . . {n + IJ.
On reconnaît par l’identité (1) que toute solution du système [B = 0, R=0] satisfaità a A =0. Or cette dernière équation se divise en deux autres, a = Ô et A— 0; d’où il suit que les solutions de [B = 0, R = 0] comprennent non seulement les solutions du système proposé [\A = 0, B = 0], mais encore toutes les solutions du système [« = 0, B = 0]. . *>
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Do même, à cause de l’identité (2), toute Solution de [R = 0, R' — 0] satisfait à a'B=0, qui peut être décomposée en deux autres équations , a' =0 et R =0; donc les solutions de [R=0, R' = 0] comprennent les solutions du système [B = 0, R = 0], et celles du système [a' = 0, R = 0]. Mais on vient de voir que le système [B = 0, R = 0] renferme déjà toutes les solutions des deux systèmes [A = 0, B = 0] et [a = 0, B=0]; donc, le système [R = 0, R'= 0] renferme toutes les solutions des trois systèmes
En continuant ces raisonnemens , on verra que le dernier système [R("—0 = 0, RW= 0] comprend non seulement toutes les solutions du système proposé [A = 0, B=0], mais encore toutes les solutions des systèmes
[c=0, B=0], 0'=°> R=0],.. .[aM=0, R(»-0=0].
358. Si l’on était certain qu’en substituant dans l’équation B = 0 , chacune des valeurs de y que donne « = 0, on pût tirer du résultat de cette substitution une ou plusieurs valeurs de x , toutesdes solution» qu’on obtiendrait ainsi se trouveraient dans [R(n— 0 = 0, R” = 0], et seraient étrangères à [A = 0, B = 0}. Dès-lors, pour débarrasser RM = 0 des valeurs de y qui correspondent à ces solutions étrangères , il suffirait de diviser RM par a, qui, comme on l’a déjà vu, n’est fonction que de y.
Même raisonnement par rapport aux autres facteurs, a, introduits dans le cours du calcul.
11 suit de là 'que, si l’on divisait RM par le produit.... a X a' X a". ... X aM , le quotient résultant , égalé à 0, donnerait la véritable équation finale (*).
Mais il n’en est pas toujours ainsi , parce que telle valeur de y, tirée de o=0 ( laquelle, dans tous les cas, doit anéantir le. coef&cient du premier terme de B ) , peut aussi anéantir les coefficiens des puissances inférieures de * jusqu’à la première inclusivement ; et , dans ce cas , il n’y aurait aucune valeur de x correspondante.
(*) Voyez la deuxième note placée à la fin de Ce chapitre.
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359. L’exemple suivant éclaircira ce que nous venons de dire. Soit proposé d'éliminer entre les deux équations
Pour éliminer x entre ces deux équations, il faut, en prenant’ le polynôme (1) pour dividende, et le polynôme (2) pour diviseur, il faut, dis-je, multiplier (1) par le facteur (y1 — 3y + 2), coefficient du premier terme du diviseur.
Cette préparation faite , on effectue la division , ce qui donne pour reste,
( — Zy5 + 8y4 — 5y3>r + 2y4 + 2y3 — 6y + 4 . . . . (Z),
Prenons maintenant le polynôme (2) pour dividende , et le reste (3) pour diviseur.
Comme le coefficient du premier terme de ce reste, savoir : — 3y5 + 8y4 — 5y3, revient à — y3(3y * — 8y + b ) ,
ou bien encore , à — y3(y — 1) (Zy — 5), et que le coefficient du premier terme du polynôme (2), savoir : y’-3y + 2,
peut se décomposer en (y — 1) (y — 2),
il s’ensuit que, pour obtenir des quotiens et des restes entiers, il suffit de multiplier le polynôme (2) par y6(y — 1) (3y — 4)2.
Effectuant cette multiplication, puis la division du polynôme (2) ainsi préparé , par le reste (3) , on objjent un certain quotient qu’il est inutile d’écrire ici ; et le dernier reste, c’està-dire le polynôme indépendant de x , égalé à 0, donne
27y'°— 136y3 +214y8 — 112y7 + 65y6— I00ys .
Voyons maintenant quels peuvent être les facteurs étrangers renfermés dans cette équation.
1° Comme on a multiplié le premier membre de l’équation (1) par le facteur (y’ — 3y + 2), qui , étant décomposé, revient à (y — 1) (y — 2j, il s'ensuit que l’équation (4) peut contenir comme facteurs étrangers les deux binômes (y — 1) et (y — 2).
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Cependant il est aisé de vérifier que cette équation n’est pas satisfaite par y — 1 , mais qu’elle l’est par y — 2 ; le quotient de la division par '(y — 2) est exact et égal à
Pour comprendre comment le facteur (y — 1) ne fait pas partie du polynôme (4) , il suffit d’observer que si l’on fait y = 1 dans l’équation (2), le premier membre se réduit à une quantité indépendante de x; et alors il n’en résulte aucune valeur correspondante pour x.
Au contraire , soit posé y — 2 dans l’équation (2) ; elle se réduit à x — 5 = 0, d’où x= 5; c’est-à-dire que les deux équations
y* — gy + 2= 0 ,
cl (y5 — 3y + + (y — l)x — 3y + 1=0,
admettent pour solution unique les valeurs x == 5 et y = 2.
L’équation (4) doit donc contenir le facteur (y — 2) qui correspond à cette solution , mais ne peut renfermer le facteur (y — 1) auquél ne répond aucune solution.
2° Dans la seconde opération principale , pour rendre la division possible, on a introduit le facteur y6(y — 1) (3y — 5)1.
Mais il est facile de reconnaître qu’aucun des facteurs simples dont se compose ce produit , ne peut entrer dans l’équation
finale ; car en faisant y — 0 , ou y = 1 , ou y = 9 , dans le
reste (3) égalé à 0 , la partie affectée de x disparaît , et il n’en rësülte aucune valeur pour x.
. En général , l’introduction du facteur ai") ( n" 357 ) dans le reste qui précède le reste du 1er degré n’ influe jamais sur l’équationfinale , parce que les valeurs de y, tirées de ce facteur égalé à zéro', réduisent le reste du premier degré à une quantité numérique ; donc il ne peut y avoir aucune valeur de x correspondante.
Traitons encore le même exemple , en prenanlle polynôme (2) pour dividende, et le polynôme (1) pour diviseur.
Il faut, pour cela , multiplier (2) par y3, coefficient du premier terme de (1).
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Cela fait , on effectue la division , ce qui donne un certain quotient et un reste du premier degré , savoir :
Prenons à son tour le polynôme (1) pour dividende, et le reste (6) pour diviseur.
Comme le coefficient du premier terme de ce reste revient à y 3 (3y2 — 8y + 5) ,
ou bien, à y3 (y— 1 ) (3y — 8) >
et que le coefficient du premier terme de (1) est y3, il suffit de multiplier (1) par y3 (y — 'l)a (3y — 5)*. ,
Après cette préparation , On effectue la division , et l’on obtient pour reste indépendant de x,
27ys — 8‘2y8 + SOy" — 12y® + 41y5 — 18y4 — 6y3 — 36y’ + 48y — 16 ,
résultat identique avec le quotient (S) qu’on avait obtenu en divisant le reste (4) par le facteur (y — 2).
Ici, aucun des facteurs introduits dans le cours du calcul ne se retrouve dans l’équation finale; et la raison en est que le facteur y3 par lequel on a multiplié (2) , étant égalé à 0 , le diviseur (I) se réduit à une quantité indépendante do x ; par conséquent il n’y a aucune valeur de x qui corresponde à y =s= 0.
360. Si l’on a bien compris ce qui s’est passé dans l’exemple précédent, on entendra facilement la règle suivante, pour débarrasser l’équation finale des facteurs étrangers qu’elle peut renfermer :
Désignons par F (y) l’un quelconque des facteurs introduits dans le cours du calcul , et par
, bxn + ex"—' + dxn + . . . . + tx + u ,
le reste-diviseur qui lui correspond ; en sorte que les facteurs simples de F (y) soient des facteurs du coefficient b. m Premièrement , si, comme cela arrive lo plus souvent, F (y) est immédiatement décomposable en facteurs simples , on égale chacun d'eux à 0, et l’on en tire une valeur de y'.
Quand aucune de ces valeurs n’anéantit à la fois tous les coef-
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ficiens b, c, d,..., jusqu’à t inclusivement , on est certain' que F (y) se trouve tout entier dans l’équation finale; et Von divise alors le premier membre de celte équation par ce facteur, lequel est etranger.
Si une ou plusieurs valeurs anéantissent à la fois b, c, d,.., t, les facteurs simples correspondais ne se retrouvent pas dans l’équation finale qui ne renferme de facteurs étrangers provenant de F (y), que les facteurs simples dont les valeurs ne rendent pas nulles à la fois b, c, d. . .t. On divise alors le premier membre de l’équation finale par le produit de ces derniers facteurs.
Secondement , si l’équation F (y) = 0 , ne peut pas être immédiatement résolue , on recherche le plus grand cqmmun diviseur entre F (y) cl tous les coejjlciens b, c, d,...t, {voyez n° 247). Si l'on n’en trouve pas, on peut encore regarder comme certain que F (y) se trouve tout entier dans l’équation finale, et on la débarrasse de ce facteur.
Mais s’il en existe un , soit F' (y) ce facteur commun ; on divise F (y) par F' (y), ce qui donne le quotient F" (y)' qui est alors le seul facteur étranger [provenant de l’introduction du facteur F (y)] que comprend l’équation finale. On divise ensuite le premier membre de cette équation par F" (y).
Ge‘ raisonnement s’appliquerait à tout autre facteur introduit.
{ Nous n’examinerons pas ici le cas où le facteur commun a b , c , d,. . .t , se trouverait aussi dans u; c’est une circonstance pour laquelle nous.renvoyons aux n°’ 366 , 373 et suivons.)
On voit donc qu’il est toujours possible de débarrasser l’équation finale des facteurs étrangers quelle peut renfermer, et cela, sans supposer connue aucune des méthodes pour résoudre une équation à une seule inconnue {voyez le numéro 270).
361. Première remarque. La méthode d’élimination par le p. g. c. d., appliquée à deux équations du second degré en x et y, conduit toujours à la véritable équation finale. .
En effet, on a vu (n° 116) que deux équations de cette espèce peuvent, être ramenées à la forme.
ux* + bx + c =±= 0 , et a'x% + b'x + <?' *=0 ,
a et a' étant des quantités connues ou numériques.
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Cela pesé , la première préparation à faire subir à l’un des polynômes, se réduisant à l’introduction d’un facteur numérique, ne peut influer sur l’équation Anale. Quant à la seconde, qui consiste à multiplier l'un des polynômes proposés par la seconde puissance du coefficient de x dans le reste du 1" degré a "x + b", nous avons déjà prouvé (n°3o9) que ce facteur introduit ne pouvait entrer dans l’équation finale.
Il en est de même toutes les fois que l’une des équations proposées est du second degré en x (quel que 'soit d’ailleurs le degré en y), pourvu que le coefficient de x’ soit une quantité numérique.
302. Seconde remarque. Le degré de l’équation finale à laquelle on parvient , fait souvent reconnaître la présence des facteurs étrangers. En effet, on a démontré (n° 302) que le degré de l’équationfinale ne saurait surpasser le produit des degrés des deux équations proposées. Si donc l’on parvient à une équation d’un degré plus élevé, on est certain qu’il y a des valeurs étrangères. Mais de ce que le degré est précisément égal au produit des degrés des deux équations, on ne peut pas conclure qu’il n’v a pas de valeurs étrangères ; car le degré de la véritable équation finale est quelquefois moindre que ce produit. Il peut même arriver que le degré soit nul, c’est-à-dire qu’il n'y ait pas d'équation finale ( voyez le numéro 308).
En général , le degré de l'équation finale est égal au nombre des solutions dont les équations sont susceptibles.
303. Passons actuellement à la détermination de tous les systèmes de valeurs propres à vérifier deux équations données.
Soient, pour premier exemple, les deux équations
, yx3_3x + 1=0...'. (1),
(y — 1) xJ + x — 2 = 0.... (2).
Après avoir introduit le facteur (y — l)1 dans. le polynôme (1), on effectue la division, et l’on trouvé, pour premier reste,
(ya — 8y + 3) x — yJ + 4y — 1 . . . . (3).
Multipliant ensuite le polynôme (2) par (y1 — 5y -f 3)’ et
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divisant le résultat pur le reste (3) , on obtient potfr le reste , fonction de y seulement ,
- y5 — JL0y4 -(- 87 y* — 64y’ + 82 y — 16. . . . (4).
Comme , pour effectuer la première opération , on a été obligé d’introduire le facteur (y — 1)’, et que y— 1, substitué dans l’équation (2), donne x = 2, il s’ensuit que ce facteur doit entrer comme étranger dans le polynôme (-4).
Divisons donc ce polynôme par (y — 1)J ; il vient pour résultat,
y3 — Sy’-t^Oy— 18 = 0... (8), équation qui est la véritable équation finale.
En appliquant à cette équation la méthode des racines commensurables , on trouve pour racines ,
Pour obtenir Ie$ trois valeurs correspondantes de x, il faut , comme on l’a vu ( n° 270), substituer chacune de ces valeurs dans le reste du premier degré , et l’on obtient x = 1 , x = 1, x = — 1 ; c’est-à-dire que les équations proposées admettent trois solutions, dont deux sont [x = 1, y =2]; et la troisième est [x = — 1, y = 4].
En effet, supposons dans les équations (1) et (2), y=2; il vient 2x3 — 3x + 1 et xa + x — 2 ,
polynômes qui, comme il est aisé de s’en assurer, admettent le commun diviseur (x — 1).
Pareillement, y — 4 substitué dans (1) et (2), donne 4x3 — "S+l’-et Sx’ + x — 2, qui admettent le commun diviseur x + 1 .
304. Soient encore les deux équations x3 — (8y — 3) x’-KSy5— 6y — 1) x— y3 + 3y’ + y — 8 = 0. . . (1), x’ + (2y + 4) x + y» + 4y + 3 =0. (2).
En appliquant le procédé ordinaire, on obtient, pour reste du premier degré ,
(3y5 + 3y) x + y3 + 6y= + 8y . . . , (3), et pour reste indépendant de x,
y6 + 3y5 +yl — 3y3 2 ya = 0 . . . . (4).
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C’est la véritable équation finale ; car, d’après ce qui a été dit n° 361, l’équation (2) étant du second degré, et le coefficient de *’ étant numérique, l’introduction d’un facteur, dans le cours du calcul, ne change rien à l’équation finale.
Cela posé, si l’on résout l'équation (4), on reconnaît facilement qu’elle peut être mise sous la forme
Considérons d’abord les deux valeurs de y qui n’entrent qu’une fois dans cette équation.
En faisant y — 1 dans le reste (3), et égalant ce reste à 0 , on trouve 6x+12 = 0, d’où l’on déduit x== — 2, c’est-à-dire que le facteur (x-*-2) devient commun aux deux proposées.
Substituant de même y = — 2 dans le reste (?>y, on obtient 6x + 6 = 0, d’où x = — 1 ; donc (x + 1 ) devient diviseur commun des deux équations.
Mais si l’on porte y = 0 dans le reste (3) , tous les termes de ce reste disparaissent, c’est-à-dire que l’on trouve 0.x — 0,
d ou x = g.
Pour expliquer cette circonstance , il faut observer que l’hypothèse y = 0 rendant nul le reste du premier degré en x ; il est à présumer que c’est le reste du second degré qui devient diviseur exact des deux polynômes. En effet, remontons à ce reste du second degré, c’est-à-dire à l'équation (2); il vient, par la substitution de y = 0,
Posant de même y=0 dans le premier membre de l’équation (1), on trouve
Or,' il est ajsé de recpnnaître que ce dernier polynôme est divisible par le précédent, et donne pour quotient, x — - 1.
De l’équation x3 + 4x + 3 = 0, on tire d’ailleurs
et ce sont les deux valeurs de x qui correspondent à y = 0.
Il reste encore à considérer la valeur y = — 1. L’hypothèse
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y = — 1 , introduite dans le reste (3), anéantit encore tous les
terifies, c’est-à-dire que l’on trouve 6.^ = 0, d’où x —
Maûs si l’on remonte au diviseur du second degré , ou à l’équation (2) , il vient, par la substitution de y = — 1, -
' d’où l’on tire . x = 0, x = — 2.
La même valeur, y = — 1, reportée dans'(l), la réduit à x3 + 6x? + 8.r == 0,
dont le premier membre est divisible par x* + 2x, et donne pour quotient, r + 4.
'Récapitulant ce qui vient d’être dit, on trouve, pour les solutions des équations proposées ,
365. N. B. Il est à remarquer ici, 1° que le nombre des solutions est égal au produit des degrés des équations ; 2° que chacune des valeurs de y, à laquelle il correspond deux valeurs de x, entre deux fois dans l’équation finale. '
Ce résultat est conforme à ce que nous avons dit n“ 362, savoir, que le degré de l’équation finale doit être égal au nombre des solutions de la question.
366. Le cas particulier que nous venons d’examiner étant l’un
des plus importans de l’élimination , nous allons entrer dans quelques détails à ce sujet. ■> ...
Toutes les fois que la substitution de l’une des valeurs de l’équation finale en y dans le reste du premier degré en x , anéantit tous ses termes , c’est une preuve certaine qu’à cette valeur de y il correspond plus d’une valeur de x, ou, ce qui revient au même , un commun diviseur des deux proposées , d’un degré supérieur au premier..
Pour obtenir ce commun diviseur, ou les valeurs de x correspondant à la valeur de y, il faut substituer celle-ci dans le reste du second degré. Si tpus les termes de ce reste s’évanouissent encore , on remonte au reste du 3* degré , et ainsi de suite , jus-
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g 11’ à ce qu’on en trouve un dont tous les termes ne s’évanouissent plus; et c’est alors le diviseur commun des deux proposées. Egalant ce reste à 0, et résolvant l’équation résultante , on obtient toutes les valeurs de x, correspondant à la valeur de y que l’on a considérée.
La réciproque est vraie , c’est-à-dire que, toutes les fois qu’à une même valeur de y il doit correspondre deux , trois. . . , n valeurs de x , il arrive nécessairement que les restes dü l'r. 2e,.. (n — 1 )'"»<• degré s’évanouissent; et le reste du niimc degré, égalé à 0 , donne les n valeurs de x.
Le facteur du premier degré , correspondant à cette valeur de y, entre d’ailleurs à la niim* puissance dans l’équation finale , conformément à 'la remarque du n” 365.
367. Lorsque , dans le reste du premier degré en x , qu’on suppose de la forme + N ( M et N étant, généralement des fonctions de y), on substitue, à la place de y, une des valeurs tirées de l’équation finale , il peut arriver deux cas singuliers dont il est bon de faire mention :
1° N peut se réduire à 0 par l’ effet de cette substitution, et M à une quantité numérique quelconque .
Dans ce cas , il est évident que la valeur correspondante de x se réduit à zéro, puisque l’on a
2° N peut se réduire à une quantité numérique , et M à 0.
Dans ce cas , 1 équation x = — -jÿ- donne x = —,
c’est-à-dire que la valeur correspondante de x devient infinie. Ce résultat , que l’on obtient quelquefois dans les formules du premier et du second degré , peut fort bien convenir à la question , si elle est de nature à admettre des solutions infinies pour x, et finies pour y. La Géométrie analytique en offre des exemples nombreux.
368. Jusqu’à présent, nous avons supposé ^ue l’application de la méthode conduise à une équation finale en y; mais il n’en est pas toujours ainsi.
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Le reste indépendant de x , auquel on parvient nécessairement tôt ou tard , peut se réduire à une quantité numérique quelconque , ou à 0.
Examinons d’abord le cas où l’on parvient à un reste numérique, c'est-à-dire indépendant de x et do y.
Ce résultat prouve évidemment que les deux équations sont incompatibles , ou n’admettent aucune solution, puisque, d’après la méthode du n° 289, pour former l’équation finale, il faudrait égaler le reste à 0, ce qui 'conduirait à une absurdité ( à moins que la solution y — V infini ne fût admissible pour la question proposée).
Èt en effet, comme, en appliquant aux deux polynômes proposés le procédé du p. g. c. d., on trouve un reste numérique avant aucune substitution particulière faite pour y, si l’on donne à cette inconnue une valeur quelconque , et qu’on applique le même procédé aux deux polynômes résultant de cette substitution , on doit nécessairement retrouver le même reste. D’où l’on voit qu’aucune valeur dey ne peut introduire de commun diviseur en x , condition qui , cependant , est inséparable de toute valeur convenable de y.
Soient , par exemple , les deux équations
yx3 —
yx3 — y3
yX
lor reste.
2° reste .
Donc les équations sont incompatibles.
Dans cet exemple , l’impossibilité de l’existence simultanée des deux équations peut être mise en évidence. En effet, il résulte de la première opération que l’équation en x3 peut être mise sous la forme .
(à’ — y7 + à)yx + x + y = 0.
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D’ailleurs l’équalion en x1 est
or, toute solution de cette dernière équation anéantit- la première partie de 1’éqüation précédente ; donc, pour que ces deux équations existent simultanément , il faut que l'on ait à la fois
x + y = 0, et X* — y» -f3=0; ce qui est impossible , puisque at-f-y donne x' — y» = 0,
résultat contradictoire avec x1 — y" + 3 = 0 , tant que ^et y seront des quantités finies.
Considérons actuellement le cas où le reste est nul
Ce résultat prouve que les premiers membres des deux équations ont un commun diviseur en x avant aucune substitution particulière faite pour y ( voyez n° 268 ) , et que , par suite , ces équations sont indéterminées.
En effet, soit D le facteur commun aux deux premiers membres ; on peut mettre les deux proposées sous la forme
A' x D = 0, B'xD = 0;
et l’on voit qu’elles peuvent être satisfaites, soit en posant séparément D = Ô, soit en posant A' = 0, B' = 0.
(Nous ne parlons point des solutions qui pourraient être fournies par A' = 0 et D = 0, ou bien par B' = 0 et D = 0, parce qu’elles se trouvent implicitement renfermées dans l’équation unique D = 0.)
Si maintenant on supprime le facteur D dans les premiers membres des deux équations, les résultantes seront A' = 0, B' = 0, et n’admettront plus qu’un nombre limité de solutions.
Or, comme il est possible que le facteur commun aux premiers membres des deux proposées, qui les rend indéterminées, soit tout-à-fait étranger à la question d’où dérivent ces équations, et comme d’ailleurs ce facteur, égalé à zéro, peut n’admettre que des solutions imaginaires ( telle serait , par exemple, l’équation D = x'+y*- 1-,1 = 0, qui donne pour y des valeurs imaginaires correspondant à des valeurs réelles de x , et réciproquement), on conçoit qu’il peut être utile de connaître les solutions
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des équations A' = 0, B' = 0 , ces solutions différant d'ailleurs, en général, de celles que fournit l’équation unique D = 0.
Prenons, pour fixer les idées, l’exemple suivant :
Soient les deux équations
x3 — 3yxa+8y’x — 5xa + 10yx + 6x — y3 — 5 ya — 6y=p= 0. . . (1), x3 — 5yxa + 8yax — x — 4y3 + y = 0 (2).
Ordonnant les premiers membres par rapport à x, et divisant (1) par (2) , on obtient pour premier reste ,
{2 y — 5)xa — (5ya — lOy — l)x + 3y3 — 5ya — - 7y . . . (3).
Prenant 'ce reste pour diviseur , le polynôme (2) pour dividende , et faisant la préparation d’usage , on trouve pour second rester, <
(y4— 10y3 + 35ya— 50y + 24)x— ys+ 10y4— 35y3 + 50y*— 24y...(4).
Enfin , après avoir multiplié le polynôme (3) par le carré du coefficient de x dans (4)., si l’on divise par (4) le polynôme (3), ainsi préparé , on parvient à un reste nul.
Ce résultat semblerait indiquer que (4) est diviseur commun des deux polynômes (1) et (2), puisque la dernière division est çxacte ; mai% cela «st évidemment impossible, d’après l’inspection du reste (4) dont les . coefficiens sont des fonctions dey, taotjis que le coefficient de x3 dans (1) et (2) est égal à l’unité.
Ppur expliquer cette contradiction , il faut observer qu’on a multiplié (3) parle caçré du coefficient dont x est affecté dans (4), sans s’assurer d’abord (n° 38) si ce coefficient n’est pas facteur de la partie de (4) affectée de x°. Or, c’est précisément ce qui a lieu ; car celte partie revient à . . .
— y{y * — 10y3+35ya — 50y + 24).
Il résulté de celte remarque que ce n’est pas (4) qui est un diviseur commun aux deux proposées, mais (4) débarrassé du facteur y4 — lOy3 + 35ya — 50y + 24 , ou bien x — y.
Supprimant donc le facteur (x — y) dans les deux polynômes (1) et (2), on obtient pour résultats,
x1 -r- (2y + B)x + ya + Sy + 6 = 0. .. (5), et x* -<-4yx+4ya — 1 = 0 (6).
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370. Concluons de là que, toute» le» fois qu'on opère sur deux équations dont le» premier s membres , ordonné» par rapport à x , ont des coefficient premiers entre eux , *i l’on parvient, après un certain nombre d’opérations , k in reste net, et que les coefficient du reste précédent ne soient pat premiers entre eux, ce n’est pat ce reste qui est commun diviseur des deux proposées , mais bien le quotient de la division de ce reste par le facteur commun à cet coefficient.
Il resterait maintenant à appliquer de nouveau aux deux équations (5) et (6) le procédé de l’élimination, afin d’en déduire l'équation finale qui leur correspond, et, par suite, toutes les solutions des équations (8) et (6). Mais nous allons faire voir que ce calcul est inutile , c’est-à-dire que la première série d’opérations donne l’équation finale relative aux deux équations (8) et (6), ainsi que le reste du lfr degré en x correspondant à cette équation finale.
371. Pour nous rendre compte de cette circonstance, d’une manière générale, considérons les deux équations A== 0, B=0, que nous supposons renfermer un commun diviseur en x et y, ou bien en x seulement.
En appliquant d’abord aux deux polynômes le procédé du p. g. c. diviseur, on trouvera une première série de quotiens et une première série de restes, lesquels restes contiendront également le facteur commun. Mais si l’on supprime ce facteur dans A et dans B, qu’on veuille ensuite agir sur les polynômes résultans A' et B', on retrouvera nécessairement les mêmes quotiens , et des restes qui ne différeront de ceux de la première série d’opérations, qu’en ce qu’ils ne contiendront plus le facteur commun ; donc le dernier reste, entre autres, de la seconde série d’opérations , ne différera du'dernier reste de la première série, que par l’absence du facteur commun.
Ainsi déjà , le premier membre de l’équation finale qui correspond à A' = 0, B' = 0, n’est autre chose que le dernier reste de la première série d’opérations , débarrassé du facteur commun à A et à B ; en d’autres termes, c’est le facteur commun , fonction de y, qui existe entre les çoefficiens de ce reste.
Quant au reste du premier degré en x de la seconde série
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d’opérations \ il doit être égala l’avant-dernier reste de la première série , divisé par le facteur commun ; c’est donc le dernier quotient de la première série. '
Dans l’exemple précédent, l’équation finale relative aux deux équations (3) et (6), est
y4 — 1 Oy3 + 3oy’ — SOy + 24 = 0 . . . (7) ;
et le reste du premier degré en x n’est autre chose que le quotient du reste (3), par ( x — y); ou bien ,i
(2y_B)* — 3y’ + Sy + 7<... (8).
L’équation (7) , résolue d’après la méthode des racines commensurables, donne pour valeurs,
Substituant chacune de ces valeurs dans le reste (8), et résolvant fce reste égalé à xéro, on trouve, pour les valeurs de a? correspondantes ,
372. Considérons, pour le second exemple, les deux équations *3 — (3y_ 1)*’ + (y1 — 2g)x + g’ + y=0... (1),
on obtient d'abord , pour reste du 2e degré ,
fy-*’ — (y’ — y — * — y' — y +1 *• • (8) ,
et pour reste du premier degré ,
(y4— : 8yJ+.2y— 1) a- + y4 — Sy’-(-2y — 1,. . . (4).
Mais au lieu d’opérer comme dans l’exemple précédent, c'està-dire de multiplier (3) par le carré de y* — 8y’ + 2y — 1, et de diviser (3), ainsi préparé; par (4), On peut observer sur-lechamp que le reste (-4) revient à
( ÿ4 — By1 + 2y — 1) (<r+ 1).
* Omettant alors le facteur en y, et divisant (3) par (jr+l), on obtient un quotient exact et égal à
2ya; — y* — y + 1.... (5);
d’où l’on peut conclure que (ar-f l)«st diviseur commun des deux proposées.
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Ces équations, débarrassées élu facteur (x + I), se réduisent à
x2 — xy+ 1=0 (7);
et la question est ramenée «à éliminer entre ces deux équations. Or, en opérant sur ces deux équations comme précédemment , on trouve pour équation finale ,
et pour l’équation du premier degré en x correspondante, le résultat (8) égalé à 0 , c’est-à-dire
La première de ccs deux équations n’admettant pas de racines commcnsurables, il faudrait y appliquer la méthode des racines incommensurables; après quoi, l’on substituerait chacune des valeurs de y obtenues dans la seconde équation, laquelle donnerait alors les valeurs de x correspondantes.
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37S. Les principes qui viennent d’être établis suffisent, .à la rigueur, pour tout système d’équations à deux inconnues. Cependant il y a des circonstances où l’on peut apporter de très grandes simplifications dans la détermination, soit de l’équation finale, soit des systèmes de valeurs de x et de y.
Reprenons les deux équqtions déjà traitées auviuméro 364,
x' — fôy— Z)x2 + (Zy2 — 6y— 1)* — yi + ty*+y — 3 = 0.. . . (1),* *\+ {-y + 4)x +y, + 4y + 3 = 0..l (2).
Après être parvenu au reste du premier degré
(•V + Sy) x + y3 + 0y’ + 5y (3) , .
on peut observer que le coefficient de x revient à
et le coefficient de x°, à y (y1 + 6y + 5) ;
d’pù l'on voit d’abord qqe y est facteur commun à ces deux cucfficiens; d’ailleurs, y’ + 6y + 8 devenant nu l par l’hypu-
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thèse y — — 1 , il s’ensuit que y + 1 divise ce polynôme. Doue y [y + 1) est diviseur commun des deux coefficiens du reste (3).
Cela posé, puisque, poury=0 et y = — 1, le reste (3) s’évanouit , il en résulte que chacune de ces valeurs , substituée dans le reste du second degré (2) , le rend diviseur commun des deux proposées.
On peut donc provisoirement supprimer ces deux facteurs , sauf à les introduire, à la fin du calcul, dans l'équation finale , comme devant en faire partie.
Divisant donc (3) par y (y + 1 ), on obtient pour résultat, 3x + y + 5 . . « (4).
Prenant (2) pour dividende et (4) pour diviseur, on parvient, toute réduction faite , à l’équation finale
Remarquons maintenant que, ayant supprimé, dans lé cours du calcul, les facteurs y et [y + 1), à chacun desquels correspondent deux valeurs.de x , on doit introduire ces mêmes facteurs à la seconde puissance dans le résultat (en vertu de ce qui a été dit n° 365 ) ; et il vient
pour la véritable équation finale. — C’est l’équation trouvée * n8 364 par la méthode générale.
374. Concluons de là que si, pour simplifier les calculs, on . vient à supprimer dans l’un des restes un facteur fonction de y, il faut, pour avoir la véritable équation finale, multiplier le reste indépendant de x auquel on est parvenu apres la suppression, par chacun des facteurs du premier degré en y qu’on a pu supprimer, élevé à une puissance d'un degré égal au nombre de valeurs de x qui correspondant à ce facteur supprimé : ces valeurs de x se tirent d’ailleurs du reste qui précède celui dans lequel on a opéré la suppression.
D’où il suit encore que , quand on a supprimé , dans le cours du calcul, des facteurs fonctions dey, et qu’on parvient ensuite à un reste numérique (n° 368), les équations proposées^ne doivent pas être regardées comme incompatibles mais elles
A YKi. SIMFLIVICATIU*.
admettent pour tolution les valeurs de x et de y qui peuvent correspondre aux facteurs supprimés, et dont il faut* par conséquent, avoir soin de tenir compte.
Appliquons encore ces principes aux deux équations
x 3 — (Sy + Ojx1 + (3y’ + 18y + 23)x — y3 — 9yJ — 23y — 13=0... (1), x3 + (3y — 3)x» + (3y* + 6y — l)x+y3— 3y’ — y + 3=0... (2);
on obtient d’abord, pour premier reste,
(Oy-f-C)x’ — (24y-f-24)x+2y3 + 6y3 + 22y + 18... (3).
Or, avec un peu d’attention, on reconnaît que 2 (y + 1) est facteur commun des trois coefüciens de ce reste (le dernier coefficient se réduit en effet à 0 , par l’hypothèse y = — 1 ) ; supprimant donc ce facteur, on a pour résultat ,
Prenons actuellement (2) pour dividende, et (4) pour diviseur; il vient, pour nouveau reste ,
On reconnaît encore ici que 24y (y + 2) est facteur comiùun des deux cocfficiens ; et il vient , après la suppression ,
Divisant enfin (4) par(6) , on trouve pour quotient , Sx — 6 , et pour reste ,
Revenons sur nos opérations, et observons d’abord que, comme pour rendre les divisions possibles , nous n’avons eu besoin que d’introduire des facteurs numériques, le résultat (7 J ne saurait renfermer aucun facteur étranger.
Cela posé : 1° En égalant à 0 le facteur (y + 1) supprimé dans le reste (3) , on en tire y= — 1 , valeur qui, substituée dans l’équation (2) , donne • ‘
d’où l’on déduit x=0,x=2,x = 4;
donc le résultat (7) doit être multiplié par (y + l)3.
2° Le facteur y (y + 2) ayant été supprimé dans le restp (8J, il
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faut poser •successivement y = 0 et y — — 2 dans le reste (-1), ce qui donne
pour y=0, Sx1— 12x4-9=0; d’où x=I, x=3,
pour 2 , Sx’— 12x + fJ=0 ; d’où x=l, x=t3 ;
ainsi le facteur y 3 {y + 2)’ doit être introduit dans le résultat (7):
3° Enfin , si l'on résout l’équation
on en déduit y=l , y = — 3, valeurs qui, combinées avec la valeur x = 2, que l’on tire du reste (6) égalé à zéro , donnent encore les deux systèmes
y — 1 et x = 2, y = — 3 et x =. 2 ;
donc l’équation finale cherchée est
équation dont le degré est égal au produit de ceux des équations proposées.
•On a d’ailleurs, pour les Solutions de ces équations,
d’où l’on peut aussi conclure que l’équation finale en x, est x(x — 2)’ (x — 4) (x — 1)’ (x— 3)’ = 0.
370. N. B. Lorsqu’on a l’attention de supprimer les facteurs en y qui se rencontrent dans les différens restes, le reste indépendant de x, auquel on parvient, ne renferme plus aucune valeur de y à laquelle il corresponde plusieurs valeurs de x (à moins que le dernier diviseur ne soit d’un degré supérieur au premier); c’est-à-dire que le reste du premier degré en x ne s’évanouit plus par la substitution d’une valeur particulière de y ( voyez n° 366). Mais quelquefois ces facteurs échappent à l’observation, et alors ils se retrouvent dans Je résultat de la dernière opération.
Deux nouveaux cas particuliers se rattachent à celui où In méthode est susceptible de simplification.
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877. Premier cas. Lorsqu’on veut forTner l’équation finale en y, il peut se faire que l’une des équations proposées renferme un facteur fonction de y; ce qu’en reconnaîtra aisément d’après l’inspection des coefïiciens du polynôme ordonné par rapport à x.
Dans ce cas, Comme, ce facteur étant égalé à 0 , les valeurs correspondantes de y ont la propriété de vérifier cette équation, quelque valeur que l’on donne à x, il s’ensuit que, si l'on substitue ces mêmes valeurs de y dans l’autre équation , les valeurs de x qu’on en tirera, jointes aux valeurs de y, donneront autant de solutions communes aux deux équations. A insi , l’on pourra supprimer provisoirement ce facteur dans l’équation qui le renferme, opérer ensuite sur les équations résultantes,- et introduire dans le résultat le facteur supprimé , à une puissance d’un degré marqué par le nombre des valeurs do x que donne l’équation indépendante de ce facteur. ,
Soient, pour exemple, les deux équations ■ .
>s, 8xJ — 2y*’ — ly'x+ 2y3 = 0... (1), ,
Avec un peu d’attention , l’on voit que (y1 — 1 ) est facteur commun aux deux^coeffiriens de la seconde. Supprimant ce facteur, on trouve pour résultat,
sr L". ’?w * / • ' * '
yx — 6 = 0 . . . (8) ;
et la question est ramenée à éliminer x entre les équations (1)
et w 1
On trouve , pour l’équation finale correspondante , y« _ 9y4 — S'By3 + 824 = o£ . . (4) ,
résultat dans lequel il faut introduire le faeteur (y’ — I )■> ; ce qui donne pour la véritable équation finale ,
(y’ - l)5 (y6 - 9yi — 36y’ + 824) = 0 . . . (5) .
(Le degré de celle-ci est égal à 6 + 6, ou 12, qui est précisément le produit de Ceux des équations proposées.)
L’équation y* — 1 = 0 , donnant d’ailleurs y — ztz 1 , si Ton substitue chacune de ces valeurs dans l’équation (I), on obtient les valeurs de x correspondantes , savoir :
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1° Pour y=l, Sx* — 2x2 — Sx + 2=0, dou x=l,' t, gi
2° Pour y=— l,3x3 + 2x2— Sx— 2=0, d’où x=l,— l,—
Quant à l’équation yG — 9 y 4 — 36y2 + 324 .= 0 , observons qu’elle peut être mise sous la forme
y’(y 4 — 36)— 9(ÿ4 — 36) = 0, ou bien (ÿ* — 9) (y* — 36) = (h
Cela posé, l°y2 = 9 donne y = =b3.
Faisant, dans l’équation yx — 6=0, ÿ==0>
on trouve x = g , c’est-à-dire x = 2.
Pareillement , si l’on pose y — ® ,
il en résulte. » — 2.
2° y4 _ 36 = 0, ou (y’ — 6) (y1 + 6) = 0, donne
y = ± |/6 et y = ± V — 6*
Reportant ces valeurs dans yx — 6 = 0 , on obtient pour
y = — l/=Te, x = + v/=~6.
On a donc enfin, pour les 12 solutions des équations proposées, y==l, I, 1,-1, -1,-1, 3,-3, V/6,— v/0, V'-Q, x=l,-l, l '1,-1,. -f, 2,-2, 1/6, -|/6, - V/=6, V/=ô; et pour l’équation finale en r ,
378. Second ca*. Les coefficiens des deux équations ordonnées par rapport à x peuvent renfermer un facteur commun fonction
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Dans ce cas, elles sont (n° 268) indéterminée» , en ce sens que chacune des valeurs de y, données par le facteur commun, les vérifie, quelque valeur qu’on y substitue d’ailleurs pour x. Pour faire disparaître l’indétermination , il suffit de supprimer le fhcteur commun , et d’opérer ensuite sur les équations résultantes. Soient les équations
(y1 — y) ** + (y3 — y3) * + y4 — y3 — y + 1 = o . . . fi).
II est aisé de reconnaître que [y — 1) est facteur commun de tous les coefficiens de (1) et de (2) ; ainsi , y=I les vérifie, quelle que soit la valeur de x. Mais si l'on supprime ce facteur, il vient
yx1 + y'x + y3 — 1 = 0 , ;
(y — 2) xa + yx — y' + y = 0,
équations sur lesquelles on peut opérer comme à l’ordinaire.
«79. Remarque générale tur l’élimination. Il est très important de décomposer, lorsque cela est possible, les équations proposées en facteurs , quand bien meme ils devraient être fonctions de x et de y à la fois. Les calculs de l’élimination se font alors très promptement.
Supposons, par exemple, qu’on ait pu mettre les proposées sous la forme
(yx — 6 ) (x1 — I ) = 0,
(2x — 3y) (xa — y’) = 0,
équations qui reviennent à celles-ci :
En combinant successivement chacun des trois facteurs de la première avec chacun des trois facteurs de la seconde, op obtiendra neuf systèmes d’équations dont l’ensemble pourra remplacer le système proposé , et qu’on devra traiter successivement.
Par exemple , en combinant les trois facteurs de la première
iusinATton aveq smpuriCATion.
équation avec le premier facteur de la seconde, ce qui donne les systèmes . .
yx — 6 = 0 et 2x — 8y = 0 ,
x — 1=0 et 2r — 8y = 0,
x + 1 0 et 2x — 3y = 0,'-'
on trouve, pour le premier,! ^ x **’ „
pour le second ,
pour le.troisièrae , y = — •= , x = — 1.
Combinant de même les trois facteurs de la première équation avec le second , puis avec le troisième facteur de la seconde, on trouverait
y = 1/6, - 1/0, 1, - 1, y/Hê; - l/=6, 1,-1,
1 ~ l/6, — i/6„ 1, — 1, — ' |/=ïï; 1/ — 6, — 1, 1;
ce qui donnerait ainsi douze solutions différentes.
Quant aux équations finales en y et en x, il suffit, pour les former, de- rapprocher les facteurs qui correspondent aux valeurs de y et de x.
On trouvera, par ce moyen , les deux équations
Ces mêmes équations ne pourraient s’obtenir, d’après la méthode ordinaire, que par des calculs extrêmement laborieux (*).
Si l’une des équations seulement pouvait être décomposée en facteurs , il suffirait de combiner chacun de ces facteurs égalés à 0 , avec l’autre équation ; ce qui donnerait autant de système» particuliers d’équations auxquelles on appliquerait la méthode.
N. B. La remarque précédente sert aussi à faire voir comment on peut former à priori des systèmes d’équations susceptibles d’admettre des solutions données.
.(*) V°y°z> pour la décomposition des polynômes, la seconde partie de In note placée s la fin de ce chapitre.
AUTRES EXEMPLES II El IMINATION.
Voiei de nouveaux exemples d'élimination :
x*— 2xy+y3 + 4ar — 4y-)-«=0 ;
équation en y l)(y— 3)=0,
cqualioji en a-3(ar3 — l)(jr + 3) (.r + 2)=0.
2° y3 + (2:r + 2)y3 — a"3y +7a-y — By — 2.r3 + 9-r1 — Ix — 6=s(d),
y 3 + Sx’ + 4 xy + y + 5*— 2=0 ;
équation en V . (ar — l)3 (4a:3 — 1) [x — 2) = 0 ,
équation en y (4y3— 25) {y + 2) (y + 3) (y + 8)=0.
3° x* — 2 ry + y’ — 4# + 4y + 3 = 0, x 3 — 2xy •+■ y3. — 6a- + 6y + 8 = 0;
équations incompatibles .
4° ®3 + 2ary + y3 — lOy — lOy + 21 = 0,
ai* — 2 xy + y3 + 6x — 6y + 5 = 0,
équation en y..* (y — 4)3 (y — 2) (y — 6) = 0,
équation en x ( x — l)3(x — 3) (ar+1) = 0.’
PREMIÈRE PARTIE
Démonstration du théorème énoncé n° 250 (*).
Tout polynôme premier P (rationnel et entier), qui divise exactement le produit AX B de deux autres polynômes rationnels et entiers , doit nécessairement diviser l'un de ces polynômes.
Ce théorème général repose sur plusieurs autres propositions qui n’en sont que des cas particuliers, et que nous allons démontrer successivement.
1. Psbmibe est. — Soient P Un nombre premier, A un nombre entier quelconque, D un polynôme rationnel et entier, mais dépendant d’une seule lettre ot, c’est-à-dire tel que l’on ait
B = a»n -f- bun— « -{- can~a sa -f- t;
(a, b, c, s, /, étant des nombres entiers quelconques positifs ou négatifs).
Comme le produit A X B devient alors
Ao . un A b . an * — J- A c • 8tn“’î "I- .... As . ot —J- A/;
et que P divise, par hypothèse, ce produit, il s’ensuit nécessairement (n° 30) que P doit diviser chacun des cocfficiens A a, A b, A c,. . .As, A/,- donc il faut ( Arithmétique , 1 1* édit., n° 133) que P divise A, ou bien chacun des nombres a, 6, c,. . . s , t , et par conséquent B.
D’où l’on peut conclure que tout nombre premier P, qui divise exactement le produit A X B de deux quantités dont lune A est un nombre entier quelconque , et Vautre B un polynôme rationnel et entier dépendant d'une seule lettre et , doit diviser A ou B.
2. Secoxd cvs. — Soient P un nombre premier, À et B deux polynômes rationnels et entiers dépendant de la seule lettre «, c’est-à-dire tels que l’on ait
A = a ocn bun~l + cocn—a -f-. -f- sot /,
B — afotn - J- bfotn'—1 -j- ........ s'et V;
(a, b, c,. . .s, t , a', 6', c',. . . s ', étant des nombres entiers).
(*) Celle démonstration est due A M. Lcfcburc de Fourcy, examinateur d’admission A l'Ecole Polytechnique.
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Désignons par A' l’ensemble des termes de A, dont les coefficiens renferment le facteur P, et par A" l’ensemble des termes dont les coefficiens ae sont pas divisibles par P ; il en résulte
Soient de même B' et B" les deux parties de B, dont l’une a tous scs coefliciens divisibles, et l’autre ses coefficiens non divisibles par P ; on a aussi
Multipliant l’une par l’autre les égalités (1) et (2), on obtient AB = A'B'+ A"B'+ A'B"-J- A"B" . . . (3).
Cela posé , puisque , par hypothèse , P divise chacun des coefficiens de A' et de B', il s'ensuit que P divise les trois premières parties du second membre s de l'égalité (3); donc, pour que P divise le produit AB, il faut nécessairement qu’il divise la quatrième partie A"B". Or, je dis que cette dernière division est impossible ; car, désignons par kxr, k'xd, les deux termes de A" et de B" affectés du plus haut exposant de «; comme leur produit kk'.xr* r' ne peut se réduire avec les autres produits partiels qui entrent dans A"B", il faut nécessairement (n* 30) , pour que P divise A"B",*qu’ii divise **'; ce qui est absurde, puisque le nombre P ne divise ni k ni k' .
Le seul moyen de faire cesser l’absurdité est de supposer A" ou B" égal à 0 ■ et alors, tous les termes de A ou de B étant divisibles par P, il s’ensuit que A ou B doit être divisible par P, pour que A X B soit lui-même divisible par P.
Donc tout nombre premierV, qui divise exactement le produit A X b (le deux polynômes rationnels et entiers, doit diviser tous les coefficiens de l’un de ces polynômes, et par conséquent ce polynôme.
3. TaoisiÈa* cas. — Soient A un nombre entier quelconque, B un polynôme rationnel et entier, dépendant de la seule lettre x, P un polynôme premier, de même nature que B.
Puisque, par hypothèse, le produit A X B est divisible par P, on a l’égalité
(Q étant une quantité entière numérique ou algébrique).
Décomposons le nombre A dans ses facteurs premiers; et soit
( plusieurs de ces facteurs pouvant être égaux) ; l’égalité (1) devient
f-rr /».b=p x Q- •• (2);
d’où, divisant les deux membres par f ff’.-.f'."). B
Or, le premier membre de celle-ci étant une quantité rationnelle et entière ,
NOTE
il doit en être de même du second membre ; mai» f est un nombre premier <[ui ne peut diviser P, puisque P est premier ; donc, en vertu du second cas, /"doit diviser Q, et l'bn a Q =/'X Q7 (Q7 étant une quantité entière) ; d’mi substituant dans l’égalité (2), qt divisant par f,
f.f" /■(“).B=rP X Q'-- - (3).
Raisonnant sur cette égalité comme sur l’égalité (2), on reconnaîtra de même que Q'—f X Q" (Q77 étant une quantité entière); d’où, substituant dans (3) et divisant par f ,
.B = PXQ"-.. (4);
et ainsi de suite. Donc, après avoir supprimé successivement tous les facteurs
f, f, f" . . on parviendra enfin à une égalité de la forme
b = rx <}("+■),
Qpi+i) étant une quantité entière, numérique ou algébrique; ce qui démontre que B est divisible par P.
Ainsi, tout polynôme premier (rationnel et entier) dépendant d'une seule lettre a, qui divise exactement le produit d'un nombre entier quelconque A, par un polynôme rationnel et entier B dépendant de la même lettre a, doit diviser ce dernier polynôme.
4. Quatrième cas. — Soient A, B, deux polynômes rationnels et entiers, dépendant d’Une seule lettre «, et P un polynôme premier de même nature.
Supposons que A ne soit pas divisible par P, et admettons d’ailleurs que A soit de degré {dus élevé queP ; divisons alors A par P, en poussant la division jusqu’à ce qu’on parvienne à un reste de degré moindre que P. Mais afin d’obtenir au quotient des cneffioiens entiers, multiplions d’abord A par un nombre convenable m ( ce nombre a généralement pour valeur le multiple le plus simple des dénominateurs des coefficicns fractionnaires auxquels on serait conduit si l’on n’ellectuait pas cette préparation). Désignons enfin par Q le quotient de la division , et par R le reste ; nous aurons l’égalité
, *.A=PXQ + K...(1).
( R doit être supposé différent de 0, car autrement il s’ensuivrait que P diviserait w . A, et par conséquent A, en vertu du 3e cas , ce qui serait contre la supposition ci-dessus.)
- Cela posé, multiplions par B, et divisons par P les deux membres de Pénalité (1); il vient
^=BXQ+ifR
Or, P devant, par hypothèse, diviser A X B, et par conséquent m. A X Bi >1 faut nécessairement que P divise aussi BX^i et si II est un nombre entier quelconque, la proposition est démontrée , puisque P, divisant B X B, doit diviser B, en vertu du 3' cas.
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liais supposons que H soit dépendant do », et divisons P par U, après avoir toutefois introduit dans P un facteur numérique »»' propre it donner au quotieut des coeilickns entiers; il vient encore • ' '
m'.Î = RXQ'+R'... (2).
( R' doit être différent de 0 ; car si l’on avait R'= 0, it s’ensuivrait que II diviserait »*'.P,et,par conséquent, que tous les facteurs premiers algébriques de R diviseraient P, ce qui est impossible, puisque P est premier.)
Multiplions par B et divisons par P les deux membres de l'égalité (2) ; il vient
„ _ » X R X Q' , B XJl'
égalité qui prouve que la divisibilité de B X R par P entraîne celle de BXR' par P. Si K' est indépendant de », la proposition est démontrée, puisque P, divisant B doit diviser B, d’après le 3® cas*
Mais supposons R' dépendant de * , et continuons de diviser P par R', par R". ...» et ainsi de suite ; nous parviendrons bientôt à un reste R (") indépendant de », et tel que B X H (") sera divisible par P. Donc enfin B lui-même est divisible par P. • ^
(Dans le cas ou l’on aurait P de degré plus élevé que A, on diviserait P par A, puis P par R, R', R"f et les raisonnemens seraient absolument les mêmes.)
Ainsi, Lorsqu'un polynôme premier P (rationnel et entier), dépendant d'une seule lettre a, divise exactement le produit A X B de deux polynômes rationnels et entiers qui ne dépendent que de fa même lettre ce, on peut conclure que P divise exactement A ou B.
5. Il est maintenant bien facile de généraliser la proposition ; car, en supposant que les trois polynômes A, B , P, puissent renfermer les deux lettres ce , 6 y on aura quatre nouveaux cas à considérer, savoir :
1° P un nombre premier, ou un polynôme premier dépendant de la seule lettre « ; A un nombre entier quelconque ou un polynôme rationnel et entier dépendant de la seulq lettre a ; B tin polynôme fationnel et entier renfermant les deux lettres df , S ;
2° P un nombre premier ou un polynôme premier dépendant d;unc seule lettre»; A, B, deux polynômes rationnels et entiers renfermant les deux lettres « , £; • v . * 5
3° A un nombre entier quelconque ou un polynôme rationnel et entier dépendant d'une seule lettre a; B, V , deux polynômes rationnels et entiers renfermant les deux lettres », Ç , mais P un polynôme premier ;*
4° Enfin, A, B, P, trois polynômes renfermant les deux lettres » , o, mais P un polynôme premier. , 1.
Si l'on applique a chacune dç ces hypothèses de» raisonnemens analogues a ceux qui ont été établis n°* lf 2, 3 , 4, on parviendra à cette nouvelle proposition, que tout polynôme premier. P (rationnel et entier) dépendant de ' deux lettres ce, Ç, qui divise le produit A X ® do deux polynômes ivn- fermant les deux mêmes lettres, divise nécessairement l’un des polynômes. ■
NOTE
La proposition étant reconnue vraie dans le cas de deux lettres , on peut ensuite l'étendre au cas de trois, quatre , etc., lettres ; donc elle est vraie généralement.
6. On en déduit immédiatement, 1° que tout polynôme premier V qui divise A2, doit diviser A, puisque Ton a A2 = A X A. Do même, P ne peut diviser A3, A'. . . Am> sans diviser A.
2° Que, si deux polynômes rationnels . et entiers À ef B sont premiers entre eux , il en est do même de leurs puissances Aw et B" ; car tout facteur premier, commun a Am et Bn, devrait aussi diviser A et B, ce qui serait Contre l'hypothèse.
7. En réfléchissant sur la proposition principale et sur toutes celles qui constituent la théorie du plus grand commun diviseur entre deux polynômes rationnels et entiers, on peut remarquer qu’elles ne supposent que les quatre premières opérations de l’Algèbre. Ainsi nous-aurions pu, à la rigueur, placer cette théorie tout entière dans le premier chapitre, ce qui eût semblé plus naturel ; mais les raisonnemens étant d’une nature trop abstraite pour des commenrans , il nous a paru préférable de la renvoyer au chapitre où l’on en fait un plus fréquent usage.
• SECONDE PARTIE
Sur la décomposition d’un polynôme rationnel et. entier en ses facteuts premiers .
Glairault est le setd auteur qui , dans ses Êlémens d' Algèbre, ait traité cette question; mais sa méthode , peu commode dans la pratique, n’est pas assez générale. Celle (pie nous allons exposer a l’avantage de s’appliquer à toute espece de polynôme^ rationnels et entiers , et se lie d’ailleurs immédiatement à la méthode des racines commensurables des équations numériques.
Nous démontrerons , avant tout , un nouveau principe sur lequel nous
aurons a nous appuyer.
8. On a vii'(n° 237) que , toutes les fois qu’une fonction entibre de x peut être rendue nulle par une valeur quelconque x =z a, le binôme ( x — a) est un ditiseuf relatif du polynôme proposé.
Soit maintenant X un polynôme rationnel et entier de la forme /
Axm + Bjj"»-» -f- Cjr"*-3 -f- Mx -f- N ,
, A , B, C, . . . . M , N , étant des quantités entièfes, numériques ou algébriques ;
et admettons qu'une valeur rationnelle , mais fractionnaire x = - (qu’on 1 ' * * ', ' • * ® peut toujours supposer irréductible) , jouisse - de la propriété de rendre nul le polynôme X. Je dis que ce polynôme est aussi exactement divisible ]>ar (Æt — a), le mot divisible étant pris ici dans le sens de la division algébrique ordinaire (n° 230).
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F.n effet, il résulte d'abord de ce qui a été dit, n° 238vquc le quotient de la division dp X par (x — est exact et égal à
At™-> -{- ^A. *m~2 + ^A. + D-^+ C^rm-3-J
am~ i „ «m-i
' , + A ;?^rr + B-i^:+----+M;
en sorte que, si l’on appelle Q ce quotient , on a
Q étant un polynôme de forme fractionnaire , mois dont tous les dénominateurs sont facteur* de G
Cela posé, multiplions les deui membres de l’égalité (1) p&r S*» ) il Vient
X.£<» = ( Gx — a).Q.£"*-' ; et il est évident que Q.ff™-» peut être considéré
comme un polvnome rationnbl; et ejitipr , ainsi que sa valeur - — , . Mai»
Gx — x est un polynôme premier qui ne peut diviser le facteur £"* puisque ce facteur est indépendant de x ; donc ( note, n” 3 ) X lui-même est divisible par Gx — x , et l’on a
Q' étant un polvnome rationnel et entier. . i .c.q.f.d.
IV. B. Comme l’égalité (1) revient à X = (Gx — a) — , on obtient, en la
comparant avec l’égalité (2), / t
Q', d’où Q = Q'.ff
ce qui démontre que le quotient Q , que npus avions dit être, de forme fractionnaire , se réduit lui-même à un polvnome entier et tel que € est facteur commun à tous, ses coefficiens.
C’est 6ur ce principe que s’appuie la détermination dc£ facteurs du premier
degré de la forme ( tnx -f- n ) pour les équatiohs numériques. ( Voyez les exercices donnés n° 323.) - ,
9. Passons actuellement à la recherche des facteurs premiers d’un polynôme rationnel et entier. ' t \ _ /
Considérons , en premier lieu , un polynôme de la fprme
am Pn"»-i -f- Qn'«-2 -f-. . . .*j-T« + ü.%. '. . (1) , ^ •
P, Q ,. . . . T, Ü , désignant des quantités algébriques entières.
11 est facile de démontrer, Comme on l’a fuit n° 318, qu’aucune expression
V“'+q^+- •••+Ti+Ü
si l’on multiplie pïir SHr*, et qu’on transpose. tous les termes, à l’exception du premier, il vient * >
ctm l ' ^ •
égalité évidemment absurde ; car le second membre-est un polynôme rationnel et entier, tandis que le premier est essentiellement fractionnaire ( note f n#,6). ' •
Sqit en second lieu un polynôme rationnel et entier, tekque
\am -f- -f-x . . Mà -j- N.
Égalons ce polynôme à 0, et posons (n° 263) a = on trouve, après la disparition des dénominateurs ,
équation dont le premier membre est de même forme que le polynôme (l) et qui , si elle admet des valeurs rationnelles pour a', ne peut en admettre que d’entières.
Désignons parp, • les différentes racines entières de cette équa-
tion; les racines correspondantes de l’équation
A am + Bo"*-1 -J- . . 7-J- Mo -f- N ~ 0,
seront Çr- Or , parmi çelles-ôi , les unes peuvent être entières
et représentées par « , a',. .... . les autres fractionnaires et exprimées par
-, Ç et y > & et /} . . .S- étant premiers entre eux,) .
Par conséquent, les diviseurs rationnels et entiers du 1er degré par rapport à o, du polynôme proposé , seront %
' a — « , a — ar y, et yfl — f, y a — & '
Il suit «To là que la recherche des diviseurs entiers du 1er degré , par rapport àfune des lettres qni entrent dans un polynôme donné, est ramenée à la recherche des facteurs-de la forme a — K, K étant une quantité entière, positive ou négative, numérique ou algébrique ; et pour obtenir ces facteurs, il .suffit de savoir résoudre en quantités entières une équation de la forme
o™ -f- Po"*-> + Qo“-a To -j- Ü = 0,
P, Q, . ... T, U, étant des quantités algébriques entières.
SECONDE PARTIE
La méthnilc établie (n* 320) pour résoudre en nombres entiers une équation numérique de même forme, est applicable çn tous points à la question dont nous nous occupons ici. Il suffît donc de se reporter A ce numéro , pour »e former une idée de la marche qu’ri faqt suivre à l’égard d’un polynôme rationnel et entier, quelque compliqué qu’il soif. Nous nous borneront à quelques remarques générales..
10. Première remarque* L’application de la méthode supposant que le
dernier terme du polynôme ordonné est décomposé dans ses facteurs premiers, il semble au premier abord qu’on soit conduit à une pétition do principe ; mais observons, 1° que ce dernier terme est plus- simple que le polynôme proposé ; 2® que, dans tous les cas, il renferme une lettre de moins que ce polynôme. _ •. •
Ainsi d’abord, quand le polynôme ne renferme qu’une se ule lettre , le dernier terme est-numérique ; et l’on sait déjà trouver tous les diviseurs d’un uombre. - > i , . \
Si le polynomrf renferme deux lettres, et qy’on l’ordonne par rapport à l une d’elles, le derpier terme n’est plustfonction quo d’une seule lettre ; et 1W est censé savoir déterminer tous les diviseurs entiers d’un polynôme d’une 8 eu h lettre. . V • * * * ■ ■
Si le polynôme renferme trois lettres, le, dernier tqrme n’en renferme que deux ; et ainsi de suite. . f "■ >
11. Seconde remarque. Lorsque, dans le polynôme proposé, le coefficient
de la plus haute puissance de la lettre principale est différent de l’unité, comme il faut avoir recours à la transformation du n® 265, pour rendre ce coefficient égala 1, et que cette opération donne Heû, en général, à de nouveaux coefficiens très compliqués, il convient d’appliquer d’abor.d la méthode au polynôme lui-même, de la manière indiquée n° 324. Par ce moyen, on obtient tous les facteurs premiers de la foifmc (a — a); après quoi l’on divise le polynôme proposé par le produit de tous ces facteurs , et la question se réduit à déterminer tous les facteurs tels que (ya — £), du polynome-quotient. * * ’ ’ <
12. Troisième remarque, ©ans la même- circonstance , il convient encore
de s’assurer si les coefficiens des diverses puissances de la lettre principale n’auraient pas un commun diviseur (n* 247), parce que , s’it en existait un, on le supprimerait et l’on opérerait ensuite sur lè polynôme résultant do cétte suppression.'* # t '< * . *
Le facteur supprimé pourrait lui-même être un polynôme décomposable , et ses facteurs premiers seraient les facteurs indépend^ns do la lettre principale. ... - - •,
13. Quatrième et dernière remarque. Toute's les fois que le dernier terme renferme comme facteurs .des monoracs littoraux, tels que h , 62; ....
c2. . ., il est plus simple de substituer immédiatement ces quantités prises avec le signe -f- , puis avec le signe — , dans le polynoùie , parce que le résultat de cette substitution est un polynôme tout développé.
Celles de ces quantités qui jouissent de la propriété de rendre nul- \epo-
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tynome, sont reconnues racine*. C’est la même règle que pour -J- f et — 1 par rapport aux équations numériques.
Les exemples suivons éclairciront ces différentes remarques.
o4 + a34 -j- a-h- -J- ni
Égalons ce polvnome à 0, après l’avoir ordonné; il vient 2n4 4. ba* + 42o2 + 4’a — 4* = 0. . .. (1).
Conformément à la remarque du-n° 11, cherchons d’abord les diviseurs tels que a — «.
Or, les diviseurs de 44 étant 4, b*, b3, b3, il faudrait essayer ces diviseurs tant avec le signe -J- qu’avec le signe •*— , et, pour cela , le» substituer au lieu de a dans l’équation (1); mais comme le polynôme proposé est homogène ( Alg ., n“ 11), il est évident que b2, substitué à la place de s, donnerait pour 2 a* un terme de plus haut degré que tous les autres , et qui , par conséquent, ne pourrait être détruit.. Même raisohnement par rapport à 4:l et b'. Ainsi l’on ne doit essayer que les diviseur» -]- b et — b.
Or, le dernier seul donne, par sa substitution,
donc — b est racine de l’équation , et par conséquent a — (-- 4) ou (o -f- b) est, diviseur du polynôme proposé. ' . , ,
Divisant ce polynôme par p -[- k, et égalant le quotient à 0, on trouve
On pourrait actuellement faire disparaître le coefficient de a3, en po-
sant a3 = puis opérer sur l’équation .résultante comme sur la proposée ;
mais si l’on rapproche le 1" et le 3“ terme, le 2* et le 4”, de l’équation (2) , on reconnaît qu’elle revient à
• 2a(a«-f.62) — 6(a2 + 42) = 0, ou (2o — 4) (o2 + b2) = 0.
Donc enfin le polynôme proposé est égal à
ce qui donne deux faetcuts du premier degré et an facteur du. second, degré,' >
15. Danseet exemple, comme dans tous ceux où le polynôme est homogène et composé de deux lettres seulement , on peut ramener la résolution, de l’équation à celle d’une équation numérique.
Soit, en effet, l’équation générale
Am» + B4«>»— * + C42o'»-s + . . . -J-M4"*— ■ n -|- 1M'« =0,
A, B, Cf. . .M, N, étaùt des nombres entiers.
SECONDE PARTIE
Si l’on pose ^ = x , d’où nz=bx, il vien • ,
A.bmxm B bmxm~i +'C 3 + P(6W = 0 ,
ou supprimant, pour le moment , le facteur b,n, y .
Axm -f- Bar"»—* -J- Cr"1— a + • « • -J- Mx + N = 0 ,
■quation numérique qu’il ne s’agit plus que de résoudre en nombres comuten- Mirables. Ces valeurs étant substituées dans la relation a = bx, donneront les valeurs de a correspondantes , et, par suite , les diviseurs de la forme a — et, OU yot — 6.
Ainsi, soit fait dan» l'équation (1) du n° 14, a = bx ; il vient 6>(2.r1 + x3 + z24- * — 1) =0.... (3). .
Le facteur entre parenthèse» étant égalé à zéro et soumis à la méthode des racines comufensurablcs , on trouve lépreux facteurs (x 4- 1)» (2x — 1), et, par suite, le facteur {x2 -f" l)i d’où, substituant dans l’équation (3) et remplaçant x par sa valeur tirée de la relation a — bx ,
V 2* EXEMPLE
Le dernier terme — b3c -}- b 2 c2 revient A b2 g ( — b -f- c) ; ce qui donne , pour les diviseurs simples ,
On ne doit d’ailleurs essayer que ces diviseurs , puisque le polynôme est homogène; car b~ ou Écf par exemple , mis à la place de a dans l’équation , donnerait b 8 ou 6*6*, quantité d’un degré supérieur à toutes les autres, et «jui , par conséquent , ne pourrait pas être détruitcl
En faisant successivement 0 = 6, — 6,c, — c, on reconnaît que b seul vérifie l'équation. Ainsi déjà (a — b) est un des diviseurs cherchés.
Il reste maintenant à appliquer la méthode du n° 320 aux deux facteurs — b -j- c , b — c. *
+ 63 — bc2
+ b3 — 26Jc — 6c!
— 6* — bc
— 26*+ 2 bc.
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Considérons d'aliord le facteur (— 6 -J- c). Après avoir. divisé le dernier terme par ce facteur , ce qui donne + 62c pour quotient , on ajoute à c« quotient le'coeflicicnt de o1 , et l'on obtient pour somme , 63 — 6e2.
Divisant 63 — b2c par — b + c, on a pour nouveau quotient, — 62 —6c, qui, ajouté au coefficient de a2, donne ptiur somme, ' -
Divisant — 262 + 26c par — 6 + c , on obtient + 26 , quotient qui , ajouté au coefficient de a3, donne pour somme ,
Divisant enfin + 6 — c par — 6 + c, on trouve pour quotient, -s- 1. Donc — 6 + c est racine.
Eu appliquant la méthode au second diviseur (6 — c), on obtient pour la première somme , 63 — 262c — 6o2, quantité qui n’est pas divisible par 6 — c. Ainsi 6 — c doit être rejeté. , " , _ •
Il résulte de lâ que les seuls diviseurs entiers , et du premier degré , du polvnoine proposé, sont (o — 6) et (o -J- 6 — c). Divisant ce polynôme par le produit (o — 6) (ft — j— 6 — c) ou n2 — ac — 63 -J- 6c, on a pour quotient , «2 — 6« + 6c. ‘
Ainsi le polynôme proposé revient à
3* Exanni!.
Le dernier terme revient à 262(362 — 26c — c2) ; or, il est aisé de reconnaître que ( hypothèse 6 — c, rend nul le facteur entre parenthèses ; dony ec dernier terme est' divisible par 6 — c, et l’on trouve
En appliquant la méthode à chacun des diviseurs simples
ou 26, 2(6 — c)',- 2(36-f.c), — 2(36 4. c), -2(6— c), -26,
On reconnaît que (6 — c) seul satisfait à toutes les conditions. Ainsi l’on a> / o=6 — e,‘ d’où a — 6 + c'=0.
Divisant le polynôme proposé par a — 6+c, on obtient pour quotient 2a3 + (36 + c)a2 — 462 . a — 663 — 262c • ■ . (2).
SECOND* PARTIE
Posons , dans oc nouveau polynôme, a =
il vient 0'* + (36+c)a'* — 86*. a' — 346». — 86*c... (3).
Or, le dernier terme revient à
ce qui donne pour les diviseurs simples, abstraction laite du facteur 8 ,
L'application de la méthode aux deux diviseurs 36 + c, — 36 — e, fait reconnaître que — (36 + c) est racine de l'équation (3) , et par conséquent
que 9 = — (36 + r) , ^ racine de l’équation (2). Donc (n°8) (Jo + 36+p)
est diviseur du premier membre de cette équation.
En effectuant la division, on obtient pour quotient, ' *
Donc enfin , le polynôme proposé peut se mettre sous la forma (O — 6 + c) (2o+36+c) (a* — 26*). '
18. Ces exemples suffisent pour mettre au fait de la recherche des facteurs du premier degré d’un polynôme rationnel et entier. Quant aux diviseurs du second degré ou de degrés supérieurs , il faudrait employer Une méthode • analogue à celle qui a été établie' n" 325.
Au reste, il arrive souvent, dans les applications particulières, qu6 ifuclques-uncs des lettres qui entrent dans les polynômes, n’y sont élevées* qua la seconde puissance; et, dans ce cas, la détermination des facteurs ne dépend que de la résolution d’une équation du second degré. ♦
Reprenons l’exemple traité n° 16'; et observons que la lettre c iy entre quà la seconde puissance dans le polynôme.
En l'ordonnant par rapport a cette lettre, on obtient
(62 — ab)c* -^ ( b 3 + ab 2 r- 3 a2b 4- a3)c + ab3 — a2b 2 — <i2b + o* = 0 ;
et il suffirait de résoudré cette équation par rapport à c, puis d’effectuer toutes les opérations et simplifications auxquelles on serait conduit ; mais , avant tout, il convient de s’assurer s’il n’existerait pas un diviseur commun a tous les coefficicns.
Or , lq coefficient b2 — ab revient à 6(6 — a) ; et il est aisé de reconnaître que l'hypothèse 6 — a =0, ou 6 = 0, anéantit les deux autres coeflieiens ;* donc (6 — o) est diviseur commun. En supprimant ce facteur dans le polynôme, on trouve pour quotient , «V.
d'où l'on déduit immédiatement
NUTE. •
r 62 -f- 2n6 — n2 / ( 6 2 -}- 2 ah
ou, réduisant sous le radical au dénominateur 462, développant les calculs , et extrayant la racine carrée ,
rJ
Donc, 1° c — = 6 -f- O; d’où c — 6 — a = Oç
' 2n6 — 2n2 ab — ti2
= •: — g — - ; d ou ci — ab o2 = 0.
Ainsi les diviseurs du polynôme proposé sont
6 — a , ■■ c — 6 — a , c6 — n6 -}- a2 , n o — 1, o-f 1 — ,c, a3 * — ab -|- 6c ,
comme on l'avait déjà reconnu n° 16. '
Le 3 exemple ^n° 17) pqut être traité de la même mapièrc; car la lettre c n entre egalement dans le polynôme qu'à la seconde puissance. On serait conduit à supprimer d’abord le facteur (a2 — 262) , commun à tous les " coefficient.’
ID. Nous traiterons encore un exemple assex remarquable qu’on rencontre dans la Géométrie analytique.
Sait Véquation s .
(y 1 + *s — ex)2 — (a2 — c2) y2 — a2 (x — c)2 = 0.
Gomme , après le développement tfix premier membre de cette équation , les deux lettres, a et c, n’y entrent qu’à la seconde puissance, on peut ordonner indifféremment par rapport à l’une d’elles. •
Ordonnons, par exemple , suivant la lettre c; il vient
■ (y2-fx2-^i2)c2-2x(y2-{-x2— a2)c4-y‘+(2r2— a2)y2+x'-a2x2 = 0,
équation que l’on peu) résoudre par rapporta c. Mais vérifions auparavant si y2 X2 — a2, qui est facteur commun aux deux premiers coefficiens , ne diviserait pas également le coefficient de c°. Or, on 'essayant la division, ou trouve pour quotient exact , y2 -j- x2.
Donc l'équation peut se mettre sous la forme
(ÿ2 + ■ï2 -r o2) (c2 — 2cx 4: ÿ2 + *3) = 0 , .
ou bien (y2 + *2T-o2) [y2 + (x- c)2]=0;
e est-à-dire que le premier membre est décomposable dans le produit de
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deux facteurs rationnels du second dçgré, que l’oh doit d’ailleurs regarder comme des facteurs premiers.
Si l’on ordonnait le polynôme par rapport à la lettre x , on ne pourrait appliquer la méthode du n° 9 , puisqu’elle ne donne que les facteurs rationnels du 1er degré , et que, par le fait, le polynomo n’est décomposabte qu’en des facteurs premiers du second degré. Mais en ordonnant par rapport à y , on obtiendrait une équation du 4e degré, résoluble à la manière de celles du second.
N. B: L’équation que nous venons de traitçr est cello du lieu géométrique fies pied s> des perpendiculaires abaissées du foyer d’une ellipse sur la tannante considérée dans toutes ses positions .
20. Enfin, la décomposition d’un polynôme en facteurs- rationnels peut •être fort utile dans L’élimination ; car on a vü (n° 379) que , quand on est parvenu à décomposer les premiers membres de deux équations ch leurs facteurs simples , la détermination des systèmes de valeurs propres à vérifier ces deux équations, se réduit à celle des systèmes qui correspondent aux combinaisons deux à deux do ces facteurs égalés à zéro.
NOTE II
- SUR l’élimi ratio».
Celte note a pour objet de donner quelques éclaircissemeos sur tout et? qui u été dit dans les n°* 358 et suivons , relativement aux facteurs étranger* que doit , en général , renfermer l'équation finale.
On se propose de démontrer que , lors même que les solutions des équations [o = 0, B = 0], [a' — 0, R = 0], ne seraient pas toutes étrangères aux équations [A = 0, B = 0] , ou bien , que les équations a = 0 ,
«' =ÿt 0, renfermeraient des racines égales ( pourvu qu'aucune racine
de o='0, ne réduise le polynôme B ni à zéro , ni à une quantité numérique quelconque, et qu’il en ;soit Ac même de af = 0, a" = 0. . . par rapport • x aux diviseurs correspondons R, R' ) ,• de démontrer, dis-je,
1° Que le dernier reste R(AJ est toujours divisible par aa'a” . . . ; 2° que
14 quotient ~>~r> contient toutes les valeurs de y couvixables aux
deus équations [A = 0, B = 0].
Soient oA = BQ -J- R.... (I)
a'B = RQ' -{- k' ■ • • (2)
, j les identités auxquelles conduit la méthode du p. g. c. diviseur. (Nous supposerons, pour plus de simplicité, que R'" soit le reste indépendant de x.)
Il est d’abord facile de voir que , conformément à ce qui o été dit n° 339 (page 520, ligne 27), le multiplicateur a"' introduit dans la dernière opération ne peut donner lieu à aucun fadeur étranger. Car, si une valeur y = A, par exemple , pouvait annuler 4 la fois a'" et R'", il s’ensuivrait que (y — A), divisant alors a"' et R'", devrait diviser aussi R" Q'"; et comme il ne divise pas R", par hypothèse, il devrait diviser Q'", ce qui est absurde, puisque , si cela (était, la multiplication de R' par (y — A) eût été inutile.
Cela posé, éliminons R' entre les équations (3) et (4), nous aurons
Maintenant appelons a, 6, if, .... les racines de a"= 0. Si, dans R', on substitue a 4 y, le résultat de la substitution contenant encore x, par hypothèse, on pourra, en l’égalant 4 0, en déduire une ou plusieurs valeurs de x qui, conjointement avec la valeur « de y, fourniront des solution, du sys-
X*) Celle note, sauf quelques ckongemcns de rédaction, est duc à 'M. Gcrono , Principal du collège de Lorient. > '
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tèmç[n''=0, R'=0]. Or, d’après l'identité (5), toute solution dd système [n"= 0 , R'=0] réduit à zéro R"', 'qui est seulement fonction de y ,• donc la valeur a de y est racine de -l'équation R'"=ü. Par conséquent R'" est, comme a", divisible par (y — *) ; et il faut, d’après la mêmc[identité, que (y —a) divise aussi je produit R'(Q'/Q'/'-f-a'"). Mais R' n’est pas divisible par (y — a), puisque la valeur et de y ne réduitpas à zéro tous les coeflhùens des puissances de x dans R'; donc Q"Q est divisible par (y — ee).
En divisant a*', Q"Q'"-| -a'" , R"', par (y — et), on obtiendra l'identité
dans laquelle a" , , L, R'", , sont des fonctions entières égales A
a" • QQ""'-f- à"' R'"
Les racines de l’équation a" , =0, étant?, . on démontrera, comme précédemment, que a" , ,L, R'"-; , sont divisibles par (y — f) ; en effectuant cette diviiion , on obtiendra une nouvelle identité '
Q"V',R=R'LI— R
et o", , L, , R"', , seront divisibles par (y — f). Ainsi de sqite.
11 est évident, d’après cela , qu’on pourra débarrasser successivement <»", Q"Q"'-(-o"', R'",‘ des facteurs y -j— a, y — S, y — f. . et que l’identité (5) conduira à celle-ci : J
QWR =' R'M — r'/,. . (B)
dans laquelle = et M = _j__.
Actuellement, si l’on élimine R' entre les identités (2) et (6) , on aura Ma'B = R(MQ'+ Q"£)+ r".
Appliquant à cette dernière identité le raisonnement fait sur l’identité (5), on démontrera que r" et MQ'-f- Q'" sont divisibles par a' ; et l’on sera conduit .. à la nouvelle identité
MB=RH + ✓.... (7)
dans laquelle N s= - , ■— , r'-=z—r •
Éliminant R entre les deux identités (1) et (7) , on obtiendra NoA=B(NQ + M)— -
et l’on démontrera , comme ci-dessus, que r1 et NQ + M sont divisibles par n. Ainsi l’identité précédente Conduira finalement à l’identité
NA=BP — r, s '•
tlans laquelle P et r représentent les quotiens entiers
NQ+M
5o8 hotï sua i'éi.iwvatio*.
Les iValilc* r"= — TT- , r/=— j, r= ; , donnent d'ailleurs r= — ; u a " a a rm a '
ainsi R'" est exactement divisible par le produit on' a" (le dernier facteur
introduit, a'", ne faisant pas partie de ce produit, ainsi qu’on l'a vu plus haut).
De plus , le quotient r, égalé à zéro , renferme encore toutes les valeurs
dey, qui conviennent au système [A=0, B=0]; car la dernière identité
obtenue, NA=BP-|-r, démontre que toute solution du système [A=0, B=0]
réduit rà zéro.
JV. B. Comme il arrive souvent que certaines valeurs de y, tirées de a = 0, n'=0, o"= 0. . . réduisent à zéro tous les coefhciens des diviseurs eorrespondans, B, R, à l’esception du coefficient de (voyez l’exemple
traité 'n° 339), il s’ensuit que ces valeurs ne se trouvent pas dans le dernier reste RM, à moins qu elles n’appartiennent A la véritable équation finale comme étant susceptibles de satisfaire en même temps que certaines valeurs de x au système [A =0, 11 = 0]. U serait peut-être alors plus convenable de donner à la première partie de la proposition précédente l’énoncé que voici :
'Soient c, c', c", ... les facteürs respectifs de a, a', a", . . . qui ne peuvent fournir des solutions pour les systèmes [a = 0, B = 0], [a'=0, R=0], le reste RM est divisible par le produit c.c'.c" . . .
Cet énoncé, qui renferihe évidemment, comme eas particulier , celui que nous avons d’abord présenté, est en outre plus conforme avec Ta règle établie n” 360.
n peut même arriver que quelques facteurs de «, a',. a",. . . se trouvent dans tiras les coefliciens des diviseurs correspondans B, R, Rf. . . Mais c’est une circonstance pour laquelle nous avons renvoyé (n°* 357 et 360) au paragraphe qui traite de Y élimination avec simplification (voir les n°* 373 et suivons). .
CORPLÉSENT DE LA THÉORIE DES ÉQUATIONS
Ce chapitre et le suivant ont pour objet des théories qui , moins indispensables que celles qui ont été exposées dans les précédons, doivent néanmoins servir à compléter l’ensemble des principes de l’analyse algébrique. Le neuvième peut être regardé
comme le complément de la théorie des équations.
§ Ier. RECnERCJlE DES RACINES IMAGINAIRES.
Observations préliminaires. Nous* avons donné , dans le
huitième chapitre , des méthodes pour déterminer les raehies réelles commensurables ou incommensurables, d’une équation numérique. Nous allons maintenant nous occuper de la recherche des racines imaginaires. Au premier abord, cette recherche peut paraître superflue ; car ces racines , étant des symboles purement algébriques, ne sauraient résoudre la question dont l’équation est la traduction algébrique. Cependant, comme nous l’avons déjà dit, l’emploi de ces;expressions dans la haute analyse est d’un usage très fréquent, et conduit quelquefois à des résultats d’une grande importance ; c’est pourquoi nous tâcherons de donner uue idée du travail des plus célèbres géomètres sur cette partie. * ‘ •/
381. Commençons par remarquer que , lorsqu’une équation a des racines réelles incommensurables et des racines imaginaires, on ne peut, comme pour les racines commensurables, la debarrasser d’abord de ses racines incommensurables; caries méthodes ne donnent ces racines que par approximation, et si l’oh divisait l’équation par les facteurs du premier degré correspond
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dans, on obtiendrait pour quotient un polynôme dont les coefliciens ne seraient que des nombres approchés.
Le calcul des racines de l’équation résultante n’offrirait plus alors aucune certitude.
Ainsi nous supposerons, dans tout ce qui va suivre, que les équations proposées renferment à la Fois, et des racines incommensurables, et des racines imaginaires, à moins que toutes leurs racines ne soient imaginaires.
Nous avons déjà reconnu (n° 315) qu’une équation dont les coefficiens sont réels, ne peut avoir de racines imaginaires qu’en nombre pair. Or , les analystes sont parvenus à un résultat plus positif encore, qui consiste en ce que les racines imaginaires de toute équation a. coejjiciens réels, sont toutes de la forme de celles du second degré, c’est-à-dire de la forme a zh b Vr—\ , a et b désignant des quantités réelles, commensurables ou incommensurables.
382. Avant de passer à la démonstration de cette proposition importante , nous ferons voir que , si une équation a une racine de la forme a + b — 1 , elle en a nécessairement une autre de la forme a — b V' — 1-, a e/b étant les mêmes dans ces deux expressions.
Pour démontrer ce lemtne, considérons l’équation xm + Pxm~I + Qxm— a + ....+Tx+U— 0,
P, Q, . . ., J, U, étant des quantités réelles quelconques, et supposons que cette équation soit satifaite par une expression telle que a + b \S — 1 ; on aura l’égalité vérifiée
(a + àV/^I)'" + P(a+iV/*l)"— + ... +T(« + aV/rT)+U = 0. Développant les calculs et rappelant que les diverses puissances de — 1 sont alternativement (n° 170)
on obtiendra une expression composée de deux parties bien distinctes, savoir : une partie réelle, provenant de toutes les puissances paires de bl/ — 1 , combinées avec les puissances a’",
am— *, am— b . . . .' de a, et les coefficiens P, Q, R ; puis une
partie imaginaire, provenant de toutes les puissances impaires
nts racines ikagiiaikks. SGI
de bV—[, combinées avec les puissances am— ', am~3. . . de a, et les coefBcieris P,Q,R • • ,
Désignant donc ces deux parties par M et N V' — 1, l’égalité ci-dessus se réduira à M + Nl/ — 1=0, équation qui ne peut J évidemment subsister qu’autant que l’on a séparément
M — 0 et N = 0.
Actuellement si , dans le premier membre de la proposée, au
lieu de a + b V' — 1 . on substitue a — b 1/— L, ce qui donne
(a_èV/_ 1>4-P(a— q- , -f T (a — b V' — l) + U ,
il est facile de voir que le résultat du développement ne différera du précédent qu’en ce que tous les termes affectés des puissance s impaires de b \/ — 1 , auront changé de signes ; car ( — bV— i)*« est égal à( + ê \/ - 1 )»«; mais (-£ \S rl),"-*-,est égal à— (él^-l)1'I+l i'n° 1K9); donc ce résultat sera nécessairement M— — 1 ,
M et N désignant ici les mêmes quantités que dans le résultat du premier développement. Or, on a vu tout à l’heure que l’on doit avoir séparément M=:0 et N==0j ainsi l’égalité M — Nj/ — 1=0 est elle-même satisfaite; par conséquent, si a-fbl/ — f est une racine de la proposée, a — b V' — 1 est nécessairement une autre racine ,
Passons maintenant à la démonstration du théorème sur la forme des racines imaginaires. ,
383. Cette proposition est évidemment une conséquence de celle dont voici l’énoncé : toute équation de degré pair, dont les coefficiens sontréels, est iécomposable en facteurs réels du second degré, c’est-à-dire en facteurs de la forme'*’ +px +■ q,x* +p'.v + dans lesquels p, q, p', q',.-. désignent des quantités réelles quelconques; car, .ceci étant admis, les facteurs +px+q ,
•r’ + y égalé s à 0, donnent Heu à des racines qui, si elles
sont imaginaires , ne peuvent être que de la forme adzb v — 1 ; et réciproquement.
Tâchons donc de démontrer ce dernier théorème qu’on doit regarder comme un des plus beaux de l’Analyse. Voici la démonstration due au célèbre Laplacc :
' ÏOIKSE GÉSÉBALE
Soit une équation X=*0 de degré pair m , et à coefficiens réels. Appelons a, h, c. .’. ses différentes racines; les facteurs du second degré correspondans seront
.r^_(n + J)x+oi, .r’ — (ff + c)x+ac, x1 — (A + è)x + bc, . . .
cela posé, nous allons d’abord faire voir qucl’uà de ces fadeurs, au moins y a ses coefficiens réels.
En effet , supposons , en premier lieu , que m soit une seule fois divisible par 2 , c’est-à-dire que 1 on ait »rt = 2w , n étant un nombre impair. ^
On peut toujours (n° 299) former, une équation en *, dont les racines soient des combinaisons de celles de la proposée, telles
que a + b + kah , a + c + kac „ k étant un nombre entier
tout-à-fait arbitraire. Concevons cette équation formée , et désignons-la par Z =0 ; son degré est égal au nombre des combinaisons, deux à deux, des, racines a, b,,c..., c’est-à-dire
à -L~ . pu n\m-^\) ; or n est, par hypothèse, impair , et il
en est de même cie [m;— 1) ; donc l’équation Z=0 est de degré impair; ainsi (n» 312) cette équation a au moins une racine réelle, et .cette racine est la valeur de l’une des combinaisons a + b+kab, a + c + kac, ...
Maintenant , attribuons à k une seconde , une troisième . . . valeur; nous formerons ainsi autant d’équations Z =0, Z"==0,.., qui auront chacune au moins une racine réelle. 11 pourra d’abord se faire que la racine réelle de chacune de ces équations appartienne à une combinaison composée de deux lettres diffé- J rentes de celles qui entrent dans les combinaisons précédentes ; mais comme le pombre de ces combinaisons est limité et égal
(qu’on peut désigner par/»}, il est clair qu’après avoir
attribué à h, (p + 1) valeurs, et formé (pf I) équations Z = 0 , Z'=0, Z"=0, •• . deux de ces équations serqnt telles, que la racine réelle de chacune appartiendra à une combinaison composée des deux mêmes lettres ; ainsi l’on peut supposer, par exemple, quq l’on ait trouvé, en désignant par « et «' ce* deux racines réelles , .
« + ü + kab = a, a + b + k'ab=n' .
UCS RACUIES IVAG1SAIRES.
De ce» deux équations on déduit par l'élimination :
1° ab =
ces valeurs sont nécessairement des quantités réelles et finies ;
donc il est démontré que l’un, au moins, des facteurs
x1 — (a + i)x + ai, de la proposée, est réel.
Soit, en second lieu, »î=2’.n',n' étant impair ; formons encore ■ une équation Z = 0, dont les racines soient des combinaisons
de la forme a + i + kab , cette équation sera du degré m — - —
ou %n’(m — l)f or, »'et(m — 1) étant des nombres impairs, ce degré sera pair et une seule fois divisible par 2 ; donc , en vertu de ce qui vient' d’être dit ,J’équation Z=0 aura au moins un facteur réel du second degré. Ce facteur, égalé à 0, donnera lieu à deux valeurs de z, de la forme a ± S V 1 (£ pouvant être 0, ce qui arriverait si les deux valeurs de t étaient réelles ), Considérons seulement la première racine, et supposons qu’elle" appartienne à la combinaison a-\-b + hab.
D’après les raisonneincns précédens, rien n’erapèchc de supposer encore qu’une autre équation Z'=*0 , formée de la même manière, ait utte racine de la forme a' + ?'V — I, appartenant à la combinaison a+b+k'ab, composée des deux mêmes lettres";
a-f-è-f-A ni = « + C l/' t— 1
en sorte que l’on ait à la fois
a-f-i + h' ab~a ’ + t? 1
d’où l’on dédùit
ab
* — «' + (?— 0 1^— 1 •' . ha!— k'*+{k?— h’: ) V—\
= ki=Y~—'a+b= Ï^IP
Ces expressions sont de la forme r+sV ' — 1 et r’ + s' \/ — 1 ; ainsi la proposée a au moins un facteur du second degré , tel que x’ — ( r'+s'lS — l)x+r+#l/ — 1 ; et éi l’on égale ce facteur à 0, on en tire - . -
La quantité sous le radical étant développée donne un Résultat
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delà forme + — 1; mais l'expression V r" + •*" 1/ — 1 se
réduit elle-même (n° 121) à une autre de la forme r'" + s"'\/ — 1 ; d’où l’on peut conclure que la première des deux valeurs de x ci-dessus est aussi de la for mep + qV' — 1 ; et, d’après le letnme démontré n° 382, il faut qu’elle en ait une autre telle que p — qV' — 1. ,
■ Or, si l’on multiplie entre eux les deux facteurs
.v — {p + qV' — l) et x — [p—qV' — l), on obtient pour produit {x p)’ q’ ou -r’ — 2 px + p1 + q* , polynôme du second degré en si, dont les coefliciens sont réel^. Ainsi , il est encore démontré que, dans le cas dewt-=2J.w', l 'équation a au moins un facleùr réel du second degré. ,
Soit, en troisième lieu, m=23.m", n" étant impair; on peut former une équation Z = 0 analogue aux précédentes, dont le
degré m,m '■■} ou 2 \n"(»t--i) sera deux fois divisible par 2, et
qui, en vertu de ce qui vient d’être dit, aura au moins un facteur réel du second degré^ d’où, en répétant les mêmes rai'sonnemens que dansla seconde partie de la démonstration, l’on pourra conclurè qne la proposée elle-même a au moins un facteur réel du second degré.
Même raisonnement dans l’hypothèse où l’on aurait 771 = 24.»"' 771=2®.»"'....
Donc enfin, toute équation de degré pair quelconque a au moins un facteur réel du second degré.
CoxsÉQDERCE. Il est facile de déduire de lù que toute équation de degré pair est dècomposablo dans le produit d’autant de facteurs
réels du second degré, qu’il y a d’unités dans „ ou dans la moitié
de son degré.
En ef^st , puisqu’une équation de degré pair a au moins un 'facteur réel du second degré , pn peut diviser son premier membre paf ce facteur ; il en résultera une nouvelle équation de degré pair , à coefliciens réels , qui aura encore au moius un facteur réel du second degré , par lequel on pourra diviser le premief membre de çette seconde équation; et ainsi de suite.
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Donc , le prcmier'mcmbre de la proposée ■pourra être regardé comme le produit d’autant de facteurs réels du second degré , qu’il y a d’unités dans la moitié de son degré.
Si l’équation était de degré impair, comme, en vertu du théorème n” 312, elle aurait au moins une racine réelle, on pourrait l’en débarrasser; et l’cquation résultante serait décomposable en facteurs réels du second degré.
D’où l’on peut conclure, en dernière analyse, le théorème énoncé n° 383, savoir, que les racines imaginaires d’une équation vont par couple , et sont toutes de la forme a dfcbV^— !•
DÉTEHMIKAT105 des racines imaginaires des équatioits.
384. La forme des racines imaginaires d’une équation étant connue, nous pouvons procéder à leur recherche. ' ,
Soit jr"* + + Qjr*»- *+ . ... + Ttf+éU — 0 , •
une équation renfermant des racines réelles incommensurables et des racines imaginaires.
Désignons par p + qV' —1 L’une de ces dernières ; il vient, par la substitution do ce binôme dans la proposée,
(p+q V/^ï)m + P {p + ' + . . . + T{p + gV'^ï) + U= 0.
Or, si l’on développe les calculs , et qu’on appelle M l’ensemble des termes réels , N V' — 1 l’ertsemble de» termes imaginaires , l’égalité ci-dessus revient à M + N l/ — 1=0, équation qui ne peut exister à moins que l’on n’ait séparément
’ • '’ M e=0 et N = 0.
Observons actuellement que ces équations renferment les deux indéterminées p et q , combinées avec les coeüiciens de la proposée. Si donc on cherche tous les systèmes de valeurs de p et de q,
ES NOMBRES RÉELS CO MME NSC RABLES OU INCOMMENSURABLES , propres à vérifier ces deux équations , et qu’on les substitue dans l’expression p + q V~\ , on obtiendra ainsi successivement toutes les racines imaginaires de la proposée.
Telle est 1a méthode générale pour découvrir les racines imaginaires. Nous ferons toutefois quelques remarques qui peuvent
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faciliter cette reeherohc , et qui sont d’ailleurs assez iïnportàntes en elles-mêmes. '
385. Supposuns que , pour obtenir les racines réelles incommensurables d’une équation X = 0, on ait éléf obligé (n° 341) de former l’équation aux carrés des différences, Z=0 , et voyons le parti qu’on en peut tirer pour les racines imaginaires.
Désignons par a , b , c , . . . les racines réelles de X — 0 , et par p±q\S — J., p'-àzq'V^-— 1, . . . les racines imaginaires ; pronons d’ailleurs successivement les différences entre toutes ces racines considérées deux à deux ; on en obtient de quatre espèces, savoir :
1° Une différence entre deux racines réelles, telle que a — b,
2° Une différence, entre deux racines imaginaires conjuguées , p + q V'—\ - {p—q ï) = % V—\^q l/~I , 2 q" ;
3° Une différence entre une racine réelle et une racine imaginaire , a — p — qV' — 1, a— p+g)/— 1, b — p' — q'V' — 1 . .
4° Enfin , une différence entre deux racines imaginaires non conjuguées , p—p' + (q—tf )Vr-i,p—pi--(q —q’)V— 1 ..
Or , pour peu qu’on jette les yeux sur ces différences , on reconnaît que les carrés des premières sont des nombres essentiellementpositifs y les cai rés des secondes différences sont — 4 q\, — 4ÿ'a . . c’est-à-dire des quantités réelles, mais essentiellement négatioes. Quant aux carrés des deux autres espèces , ce sont généralement dès expressions imaginaires.
Ainsi, en supposant déjà formée l’équation Z=0, les racines réelles et négatives de cetto équation sont, en général, les carrés des différences entre deux racines imaginaires conjuguées.
Appelons donc — u, — ’S, — y, . . . ces racines , que l’on peut obtenir, soit par la méthode des racines commensurables, soit par
la méthode âes racines incommensurables : on a
4 ql = u, 4 q”=Ç, 4j"J=y»..;
d’où, l’on déduit ;■ •
= ±^», ?’= ± ^ v% ?"= =fc v
DES BACISFS ISHGIXÀIRES.
Connaissant les valeurs de q, q', q",~ . . on obtiendra celles
de p, p', p"..., en' substituant / u, ^ à la place
<f?q, dans les équations M==,0, N = 0, que l’on a établies dans le numéro précédent, et qui acquerront, pour chaque substitution, un commun diviseur en p , lequel, égalé a 0 , donnera les valeurs
<fep> P', P"> v • • V
A la vérité, ce moyen est et» défaut lorsque l'une des racines réelles de la proposée est identique avec la partie réelle p,p' . . . de l’une des racines imaginaires; car dans le cas de a—p, par exemple, les deux différences à — p — q\S — 1, a — p^qV^— ï, se réduisent à — q l / — 1 et q l/ — 1, dont les carrés sont égaux à — y’; il est encore en défaut lorsque les parties réelles des doux racines imaginaires non conjuguées sont identiques ; car, par exemple, p—p’ réduit les différences
à (y— q')Ÿ— l, et J—{q — q')\/ — 1,
dont les carrés sont égaux à — (y — y'}1.
D’où l’on voit que l’cquation Z — 0 peut quelquefois avoir * des racines négatives qui ne représentent pas les -valeurs de
— 4ya, — 4y’’.. mais il est toujours possible de reconnaître si une racine négative telle que est une valeur convenable ,
à ce que , si l’on substitue \ \S «' dans M et N , il faut et il suffit
que les deux polynômes en p, résultant de cette substitution , aient un diviseur commun; toute valeur qui ne satisfera pas à celte condition , devra être rejetée comme provenant de l’une des circonstances dont nous venons de parler.
Nous observerons encore que , dans ces mêmes circonstances, il faudrait que l’équation Z = 0 eût des racines égales , puisque nous avons reconnu plus haut que, dans l'hypothèse de a ==p, deux carrés nu moins sc réduisent à -—'y* ; et jlans l’hypothèse de p—p' , deuj carrés au mpins se réduisent à — (y — y' )’ ; ainsi l’on pourrait, par la méthode des racines égales, débarrasser l’équatiort Z=0 des valeurs différentes de — ,4y%-‘-4y'%
— (? — ?')% etc. ... \
388 NOTIONS PRÊLIBINAIBES.
Quoi qu’il en soit, on conçoit combien la méthode pour découvrir les racines imaginaires d’une équation doit être pénible et laborieuse toutes les fois que l’équation est d’un degré supérieur au troisième.
§ II. RÉSOLUTION COMPLÈTE DE l’ÉQUATION A DEUX TERMES.
386. On appelle ainsi toute équation qui ne renferme qu’une seule puissance de l’inconnue et des quantités connues.
Il résulte de là que toute équation à deux termes peut être ramenée à la forme
•rm±p = 0,
ni
p étant un nombre absolu; et si l’on pose x = y\/p, il vient pymdbp — 0, d’où y™ ±1=0; ainsi, c’est de la résolution de cette dernière équation que dépend celle de toutes les équations à deux termes.
Comme l’équation ym — 1 = 0, revient à y’"=l , on voit que tout se réduit à- trouver pour y, les expressions numériques ou algébriques qui, élevées à la m''me puissance , peuvent produire l’unité. C’est pour cette raison que les racines de l’équation ' y"' — 1=0„ sont appelées les racines de l’unité.
Les valeurs de l’équation y’" +1=0, ouy“ = — 1, sont dites les racines de l’unité négative.
Nous avons déjà résolu (n°* 187 et 290) plusieurs espèces d’équations à deux termes. Nous nous proposons actuellement de les résoudre complètement, quel que soit leur degré; mais, auparavant , il est bon de faire quelques remarques sur la nature de leurs racines.
387. PBE»ifeRE»EST. L’équation y"‘ — 1=0, a une seule racine réelle si m est impair, et deux racines réelles si m est pair.
Soit d’abord m un nombre impair. Comme l’équation n’a qu’une variation de signe, elle n’admet (n® 315) qu’une seule racine positive qui est ±1. D’ailleurs, aucun nombre négatif ne peut évidemment y satisfaire.
Lorsque m est pair, + 1 et ; — 1 vérifient l’équation et sont les seuls nombres qui puissent y satisfaire; car elle ne présente qu’une variation de signe , soit dans son état actuel, soit lorsqu’on y change y en — y. ■ i ,
RÉSOLUTION BE I.’ ÉQUATION yr" — 1 = 0.
Skconokhent. L'équation y™ + 1=0, a une seule racine réelle si m est impair, et toute* ses racines imaginaires si m est pair.
D’abord , quel que soit m, l’équation , n’offrant pas de variations , ne peut avoir aucune racine positive.
Ensuite, quand m est pair, le changement de y en — y né produit encore aucune variation ; ainsi , dans ce cas , l’équation n’admet ni racine positive, ni racine négative.
Mais si m est impair, l’équation est satisfaite par y = — 1 ; et c’est la seule racine négative, puisque le changement de y en — y ne produit qu’izwff variation.
Troisièmement. Les racines de l’équation y®?* — 1=0, ou de l’équation ym+l=0, sont toute * inégale* ;■ car le polynôme dérivé du premier membre étant my’"—‘, cette expression n’a aucun diviseur commun avec y™ — 1 ou ym + 1 .
388. Quatrièmement. 1° Si a désigne une quelconque de* racines imaginaires de V équation ym — 1=0, on a également <tP pour racine de cette équation (pétant un nombre entier quelconque positif ou négatif).
Car, puisque « vérifie l’équation, on a l’égalité
d’où («-»)/>— 1,
égalité que l’on peut transformer ainsi ,
( al’ )"• = 1 ,
d’où l’on voit que aP est aussi racine de l’équation. Donp, « étant une des racines imaginaires de l’équatfon y"'— 1=0, l’on a également pour raéines.
N. B. Plusieurs de ces puissances rentrent nécessairement les unes dans les autres; autrement, l’équation aurait plus de m racinos. Et en effet, soit, par exemple, l’équation
si a. est une racine imaginaire, on a l’égalité *5 — 1=0, d’où <xs==l;
donc. «6=æ'> x*=«; <*'=*5 x æ’œh’; et ainsi de suite.
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2° Si a désigne une quelconque des racines imaginaires de l’éguation ym+l = 0, aP est aussi racine (p étant uu nombre impair quelconque positif ou négatif ). < •
En effet, de l’équation *m=— 1 on déduit («">)/> = — 1, puisque/» est, par hypothèse, impair; or cette égalité revient
à ' ‘ (*/>)* ss— 1;
donc _aP est racine de la même équation.
Ainsi, a', u3, u5 , «-=•», *-3,
sont des racines de l'équation y"*+ 1=0.
Résolution de V équation vm — 1—0.
389. Cette résolution repose sur une formule trigonoinétrique que nous allons d’abord faire connaître.
Si l’on multiplie entre elles les deux expressions
Cosa + sina. Ÿ-\ et cosi + sini ,
on a pour produit ,
cos, a. cos A +( sin a .cosi+sini.coso).l/ — 1 — sin a .sin l; donc , à cause des formules
cos( a + 4) = cose.cosÆ — sino.sini, ’
sin (a+£ ) = sin a .cosÆ'+ sini.cosa,
il vient (cosa + sina,î'/ — 1 ) ( cos l + sin b. 1/ — 1)
= cos( a-pij + sinla+iJ.V^ —1 ,
Soit a + b — a' , et multiplions ços a' + sin a' . Vf — 1 par cos e-f- sin c 1/=T; oh trouvera de même
( cosa'-f-sin a 'V-i) (cosc+.sinc.V// — l) ‘
= co? (o' + c) + sin (o'+e) .)/ — 1,
et, par conséquent, ' • - , •
(cosa + sina.V^ — 1 ) (cos i + sin £.|/ — 1 ) ( cosc + sine.V^ — 1 )
— cos (a + i +e)-f- sin (« H- i + c) .V, — 1.
DE l’éqcation y’" — 1 a= 0. 871
Eu général, soit un nombre m d’arcs a, b, c,...p; on a évidemment le résultat suivant
(cos a + sin a .!/'■ — 1) (cos b + sin b .V' — 1). „,.(cos/> + sinp ■V' — 1)
= cos (a + i-l-£'+...+^i)4-sin(a + i + c<,-«« + i») • Ÿ - — ! •
Supposons maintenant a = b = c —P> >1 en résulte
a-\-b + c+ . . . . +p — ma; d’où ‘
( COS a + sin a . v/— î) m = cas ma + sin ma (i).
Cette formule étant vraie, quel que soit l'arc a, on peut remplacer a par — a; et si l’on se rappelle que cos( — a) = cosa, sin( — «) = — sin a, il en résulte cette nouvelle formule (cos a — sin a .l/ — l)m=t cos ma — sin ma — 1 . . . (2).
On sait encore que 2rc désignant une circonférence de cercle, 1 le rayon, et k un nombre entier absolu quelconque, on a
cos2&ît=:1 et sin2*T=?0. . f . (3).
Cela posé, il résulte., évidemment des formules (IJ
cos zfcsin — — — 1 ) =cos2^lt zfcüm2À*î; . \S — 1 = 1 ;
d’où l’on voit que, quel que soit le nombre entier k, l’expres- . ~k- . . 2 kv.y — — . .
sion cos ±sin V — 1 , jouit de la propriété detre une
racine m'^me de l’unité , c’est-à-dire de satisfaire à l’équation y" — 1= 0.
Pour obtenir les différentes racines, il ne s’agit que d’attribuer à k les valeurs 0 , 1,2,3 , puis de calculai1 , àu n*oyen
des Table s tr-igonomètriques , les valeurs correspondantes de
cos et de sin .
m ni " »
Discussion. Puisque k désigne un uomlire entier tout-à-fait arbitraire, il semble que l’expression y— -- - ^ s‘u^ — 1
doive présenter une infinité de valeurs; mais nous allons voir qu’elle ne fournit réellement que m valeurs différentes. ,
Donnons d’abord à k toutes les valeurs, entières comprises
BÉSOLETIOS COMPLETE
depuis 0 jusqu’à — inclusivement si m est impair, et de- 2* • '
in
puis 0 jusqu’à — aussi inclusivement si tn est pair; il viendra ,
par ces substitutions , pour
. . y = cos 0 zksin
oy~i=i ,
. . y = cos — dtsin
> hz .
. . y = COS : — ± 810
J Wt
fa- . .
. * y = cos — =b sin
■{in — l)n , {-ni — 1)tt ,/ 7
W=:COS — ± .V
* ■m -trt
ou bien ( dans le cas où m est pair)
k=~ , . . . . y— cos sr ± sin t l/=l=-l.
Ce tableau donne toptes les racines de l’équation.
En effet, 1° lorsque m est. impair, chacune des valeurs
A=l,2,3,'.. — g-r- , fournissant deux racines pour y, le
nombre total de ces valeurs donne nécessairement 2 .
ou ( m — 1) racines; d’ailleurs k = 0 donne la racine 1 ; ainsi
le nombre des racines fournies par & = 0,1,2,3,.. . — g — ,
est m. Toute t ces racines sont essentiellement différentes , cnr
les arcs 0, — , étant moindres que ( ou la
demi-circonférence ) , ont au moins des cosinus différons.
2° Lorsque m est pair, les deux valeurs extrêmes, A = 0
et A= : — , fournissent les deux racines + 1 et — 1; d’ailleurs
les valeurs intermédiaires A = 1 , 2, 3, . . . . — 1^ , donnent
uk l’4qIatiox y™ — 1 = 0. 878
chacune deux racines ; donc le nombre total des racines qui correspondent à A = 0 , 1,2,... ^ 1 ^ > es* exprimé
par 2 + 2 — l) , ou par m; et ces racines sont essentielle-
ment différentes, par la même raison que ci-dessus.
On voit d’ailleurs que, pour une même valeur de A, autre
. m • que A=0 si vi est impair, et A = 0, A = -^-, si m est pair, les
deux racines imaginaires qu’on obtient, sont conjuguées (n° 882).
En outre, ces deux racines sont réciproques l’une de l’autre
(n° 299) ; puisque l’on a pour leur produit,
/ 2A-,r . 21* / 2A* . 2Asr /—
(cos — + sin K— 1) ( cos sin — .V — 1)
, 2At . 2 kir '
= cos* . 1- sin’ = 1 .
Il nous reste maintenant à faire voir qu’en attribuant à A
de nouvelles valeurs plus grandes que — ^ — ou , on retombera sur les mêmes racines.
Soit d’abord m un nombre impair ; et supposons k— — - — +n ,
n étant un nombre entier positif quelconque. 11 vient
(jn+2n — l)ir . (w + 2n — 1)t ./ — :
• ± sin — —.V — 1,
COS
OU
, y=cos["
TtH-
or je dis que ces valeurs sont identiques avec celles qui corresm — 1 , ,, m — 2»+ 1 1
pondent à A:
- (n — 1), ou
En effet, cette dernière valeur de k donne
(m — 2ra+l):r . . {ni-, — 2«+1)t , /
y = cos — ^ism — V — 1,
pi
ou bien
y=cos j\i
^j±sin
Îj7 -4 RÉSOLOTIOR COSPLÊTE l)E L'tQCVTIOR.y " 1=0.
mais on sait que, pour deux arcs -it+o et x — a, l’on n cos(77+a) = cos(x — a) et sin(x-t-a} = — sin(r — a); d’où l’on conclut
COS
l_" ni J
- ni J
rju-Dn-
ITT
r-,,nl
Donc, les deux racines qui correspondent à. V. . . .
k = — h n , sont identiques avec celles qui correspondent
• ( n — 1 ) : la seuhe différence consiste en ce
qu’on trouve les deux racines dans un ordre inverse.
Si m est pair, soit encore fait k = ^-+n ; il en résulte
,v j8sr+2»« . . otx + 2nc , / — -
, i/— cos — ±sm s — .y — 1.
ou bien y=±=cos ^ s‘n — 1 i
mais pour , A=:-^ — on avait déjà obtenu
;■ v . .. y=cos(.^^)^sin(„-^).|/iri;
d6nc, à cause de cos ^x + ^^ = cos j^r — '
et de sin f *+ — — 810 f w — y,
les valeurs dé y, correspondant à k ç= ^.4- n ^sont identiques
avec celles qui Correspondent à £ = ^ — n.
Donc enfin, le tableau des valeurs que l’on a obtenues pour k= 0, 1,5, 3, . . . m g - ou renferme toutes les racines de
ÿm — 1=0 , quel que soit m, '
RELATIONS ENTRB LES RACINES ILE l'éQOATION ym 1=0. 575
Relations entre (es racines de V équation ym — 1= 0.
391. En jetant les yeux sur le tableau des valeurs de y qui correspondent aux diverses hypothèses, & = 0, 1, 2, 3. . et en se rappelant la formule /
(cos ct + sina — l)m = cos ma + sin ma . ✓=f.
on voit que
cos 1- sin — .V — 1 = cos p an — < L i/— 1 ) ,
cos
sin V — 1 = ( cos h sin
• m — 1 y — T f 2sr . 2ir . — , \ *
s- 4- sin — — *. V — 1 — (cos — +«n— -.1/ — 1 m \ m m r J
si m est impair ; et .
/ 2ir . 2,t \»
cossr + sin x.\/ — 1 = 1 cos— -fsin — .]/ — 11 si m est pair. Donc , si l’on désigne par a la première racine imaginaire
2t , 2tt . — -
cos — + sin — 1 - y 1 , m m
toutes les racines du tableau déjà cité , correspondant au signe supérieur, peuvent être représentées par
a', t x% «3 . . a ’ ou a3 ;
quant aux racines qui correspondent au signe inférieur, nous avons vu qu’elles sont les réciproques des précédentes ; ainsi l’on a , pour les nouvelles, ■ » ’ *
D’où l’on peut conclure enfin que, « désignant la première
JL» J*
57fi RELATIONS ENTRE LES RACINES DE I.’ ÉQUATION y'" 1= 0.
racine imaginaire, toutes les racines de l'équation y"‘ — 1 = 0 peuvent être représentées par
tn --j ni '
a1, et1, «3 . . ., et 1 OU et1, . . .et’’
série dans laquelle les evposans ne sont autre chose que les nombres entiers compris depuis 0 jusqu’à ni — 1.
392. Remarque importante. Cette propriété dont jouit l’une des racines imaginaires , de reproduire toutes les autres avec ses diverses puissances , n’appartient généralement qu’à la pre-
ruierc racine, cos — - + sin — .y — 1, ou sa conjuguée....
cos — — sin — 1. On a bien prouvé (n° 388) que, » étant
une racine imaginaire quelconque-, uP est aussi une racine de l’équation , mais il n’est pas toujours vrai de dire qu’en donnant à p des valeurs entières convenables , on pourra , avec cette racine <*, reproduire toutes les autres.
Soit , par exeitiple , l’équation y6 — 1 = 0 , qui , pouvant se mettre sous la forme (y* — 1) (y3 + 1) = 0, donne
1“ y = l ety =
— , 2° y = — 1 et y= :
comtne les trois premières racines proviennent de y3 — 1 = 0,
si I on désigné par et la racine — ~ , on a
d’où l’on voit que les .trois premières racines seulement sont
produites par les puissances de - .
TkJ • ’l 1 L I A | 1 S
Mais U nen est pas de meme de ; car on trouve
(HV=î)=li(I±^)'=
RÉSOLUTION DE l.’t'QUATION ym +1=0.
l + l/3sy 1+1/IT3
n+ys
y’ \-\TTi
Ainsi, toutes les racines sont produites par les puissances 0, 1,
2, 3, 4, 8 .... de la racine — î et cela tient à ce que
cette dernière racine est la première donnée par la formule
cos p $in — .V — 1 ,
qui devient , dans ce cas , cos + sin Z . V — 1 .
En effet, on a cos " = sin y j == s*n g » mai* le sinus
du 6e de ir , ou du 12° de la circonférence , est la moitié de la corde qui en sous-tend le 6°, et, par conséquent, est égal à la moitié du rayon ; donc * •
rc _ . t i * t r. r i
cos 3 ou sin 6 = 2Î dousm3=y 1 — 4=2l/3;
ce qui donne enfin * + g|/3. V — 1, ou — ■ **, pour la première racine.
N. B. Cette exception a lieu , en général , pour les équations de la forme y™ ~ 1=0, ou (yn — 1) (yn + l)=0.
Rétolution de l’équation ym + 1 — 0.
Comme on a
cos(2A+1)t = — 1, sin (24+l)n = 0,
on peut conclure des forrqules (1) et (2) établies n° 389,
r (24+1)* , . (24+ Dit . ri-
cos 5 — ± sin 1 .1/ — 1 —
cos (24 + l)ir ± sin (24+ 1 )it — 1 = — 1 ;
878 , RÉSOLUTION
d’où l’on voit que l'expression
cos
peut être prise pour la racine mtime de — 1, ou pour l’expression générale d’une racine de la proposée , et l’on obtiendra les diverses racines en attribuant à A la série des valeurs
Donnons à k toutes les valeurs comprises depuis 0 jusqu’à
— - — sx ni est impair, et depuis 0 jusqu a j.- — 1; ou — — 2 1 2 2
si m est pair ; on obtiendra successivement , pour
k = 0, ... y = cos k = 1 y — cos
ir
± sin — • j/— 1 , m
zfc sin — •V' — 1, m
k — 2, . . . y = cos • — <■ ± sin — .1/ — 1 , ■' m ni y
VI
, ..-.y =3 cos t ± sin v .l/ — 1 , = — J,
y = cos ± sin — 1 *
Je dis que ce tableau renferme toutes les racines de l’équation ym + 1 == 0.
En effet , lorsque m est impair , comme la valeur k
ne donne que la racine — 1, mais que toutes les autres 0, 1, 2... m ^ — 1 ou -g— - > en donnent deux chacune, il s’ensuit
que le nombre total des racines fournies par ces valeurs est
1 + 2 + jj , ou m.
Si m est pair, chaque valeur de & depuis 0 jusqu’à
B£ l'ÉQUATIOS y'" +1=0. ü79
donne deux racines ; ainsi , le nombre total des racines fournies
est 2 + — — — — - ou m.
On démontrerait d’ailleurs, comme on l'a fait pour y™ — 1=0,
qu’en donnant à k des valeurs plus grandes que * si m est
impair, et que — . — si m est pair, on doit retrouver les mêmes h
racines ; donc , etc.
394. On voiteneore, d’après l’inspection de ce tableau, que, si«
désigne la première racine imaginaire, ou cos — + sin^.j/
toutes les racines qui correspondent au signe supérieur, sont exprimées par a', a3, a5. a"1,
OU a', a3, as, a"1-
suivant que m est un nombre impair, ou un nombre pair. D’ailleurs , les racines qui correspondent au signe inférieur, étant les réciproques des précédentes , ont pour valeurs ,
ou , à cause de = — 1, d’où = 1,
— I , aim— 3^ a*m— OU «m+*.
Donc enfin toutes les racines de l’équation y"‘ +1=0 sont , dans l’hypothèse de m impair.
^5 „7 ..m — a Mnt
mîw—3 -ira-
et dans l’hypothèse où m est un nombre pair,
a\ a3, as, «7,... ««-t-3, ... a5"1-3.
N. B. Pour plus de généralité, nous avons établi des formules pour résoudre l’équation y"‘ - 1- 1 =- 0 , quel que soit m ; mais quand m est impair, on peut changer y en — y, ce qui donne ym — 1 = 0; et l’on voit que, dans ce cas , les racines de l’équation ym + 1 = 0 sont égales aux racines de l’équation y"' — 1 = 0, prises en signes contraire^
SCOUE OfcSÊRAl SUR LES RADICAUX.
395. Scolie general. En récapitulant tout co' qui vient d'être dit sur les équations à deux termes , on peut conclure qu’un radical quelconque a toujours autant de valeurs qu’il y a d'unités dans son indice. Ces valeurs sont égales à la racine arithmétique de la quantité sous le signe , considérée avec sa valeur absolue , et multipliée successivement par cliacane des racines de + 1 ou de — 1 .
Ainsi, lorsque l’on a deux radicaux à multiplier l’un par l’autre , le produit est susceptible d’autant de valeurs différentes qu’il y a d’unités dans le produit des deux indices , à moins que les degrés des deux radicaux ne soient égaux; car alors plusieurs valeurs deviennent identiques. /
Soit, par exemple, |/aà multiplier par [/h. Désignons par
p et q leurs valeurs arithmétiques, on a (n° 391 ) pour le premier radical, ........ «“/>, ap, u’p ,
et qiour le second. . . . ■ «"q , aq «s’y ;
multipliant chacun des termes de la première ligne par chacun des termes de la seconde , on obtient ,
*°P, *pq, a.’pq ,
PI, «’P9> «V
• *'pq, «jpq, «V? -
expressions qui se réduisent à trois différentes, pq, « pq , et u'pq, si l’on observe que l’on a <*3 = 1, et *4 — ».
Il en est de même lorsque -les deux indices ont un facteur commun. Le nombre des valeurs différentes du produit est alors égal au multiple commun le plus simple des deux indices.
Ces observations complètent ce que nous avons dit dans le sixième Chapitre (n° 167) sur la multiplicité des valeurs d’un
radical.
Équation trinôme, x™ + pxm — q.
896. On appelle ainsi toutes les équations qui ne renferment que deux exposons de l’inconnue , doubles l’un de l’autre, et des quantités toutes connue ^
Ces équations peuvent toujours , par la transposition et par
RKSOLlTlOlt DE? ÉQUATIU3S TRISDHLS.
lit réduction , être ramenées à la forme ci-dessus; et leur résolution dépend uniquement de celle de l’équation du second degré et de l'équation à deux ternies. '
En effet, soit posé x"‘ = y ; il en résulte
l/‘'+py = q, d’où y
— ;±v/ÇTr.
donc
ainsi , pour obtenir toutes les valeurs de X , il suffit de niulli-
plier l’une des racines milm“ dp
et l’une des racines nï*“‘J de — ^ + q,
par chacune des racines de + 1.
Soit , par exemple, l’équation Xe — 7x3 — 45144 ; en posant a-3 = y, on trouve d’où l’on déduit y=21G et Donc
l°.r3 = 21t>; d’oùx = 6, x =
2” x3 =-209; d’où x=-j/209, x=-*V 209, x=
a désignant la première racine cubique imaginaire de l’unité.
La résolution des équations trinômes conduit à l’extraction de la racine d’une quantité en partie rationnelle et en
partie irrationnelle du second degré. Nous avons déjà ( n" lift) traité un cas particuliër de cette questiou , celui de la racine carrée ; et nous aurions maintenant à considérer le cas-général d’une racine de degré quelconque. Mais cette opération offrant peu d’applications dans l’analyse algébrique , nous nous dispenserons do la développer ici , et nous renvoyons , pour cct objet, aux éditions precedentes de notre ouvrage.
SUPÉRIEUR AU SECOND
Nous avons maintenant une tâche importante à remplir , c’est de faire connaître les travaux des analystes sur le fameux problème de la résolution des équations générales de tous les degrés.
Ce problème, qui a long-temps occupé les mathématiciens les plus célèbres, a pour but : étant donnée une équation générale et complète , d’obtenir le» expressions de ses racines au moyen d’un nombre limité d’opérations algébriques effectuées sur les coefficiens.
Jusqu’à présent , la question n’a été résolue que pour les quatre premiers degrés ; et l’on doute ri jamais on pourra parvenir à une résolution complète pour tous les degrés.
Quoi qu’il en soit , nous commencerons par exposer la plus simple de toutes les méthodes connues pour résoudre les équations du troisième et du quatrième degré; ensuite nous ferons connaître d’autres méthodes susceptibles de s’appliquer aveo
plus de succès aux équations d’un degré supérieur.
Équation^ du troisième degré.
«97. D’abord, on peut supposer ( n*> 260) l'équation privée de son second terme , et ramenée à la forme
x3 + px + q — 0 (1).
Faisons, dans cette équation, x = y + z. ...... . (2).
c’est-à-dire supposons x égale à la somme de deux autres inconnues (cette forme que nous donnons à la valeur de x peut être motivée sur ce que, dans l’équation générale du second degré, la valeur de x se compose aussi de deux parties distinctes).
On obtient, en élevant l’équation (2) au cube ,
, -v3 = y3 + %’r f 3yi’ + z3 — y3 + z3 + 3 y:(y + s ,
ou bien, x3 = y3 + z3 4- 3ye .x,
et transposant , x3 — 3 yz.x — y3 — ï3=0.
UE IIEQKÈ SSPÉKIEV* AU SECOSD. O
Pour que cette équation s’accorde' avec l’équation (1), il faut et il suffit que l’on ait
P-— hz> )
/ d’où
Dès que ces deux conditions seront satisfaites , les valeurs de y et de z seront telles que leur somme exprimera la valeur de x, propre à vérifier l’équation (1). Tâchons donc de déterminer y et z d’après ces deux conditions.
L’équation (3) , élevée au cube , donne y3z3 = — ^7 »
mais on a déjà y3 + Z* — — Ç>
donc (n° 114) les quantités y3 et z3 sont liées entre elles, par l’équation du second degré
dont le second terme a pour coefficient la somme donnée , — q , prise en signe contraire , et le dernier terme est égal au produit
aussi donne , — §=.
Cette équation est appelée la r£doite de l’équation du 3' degre,
parce que c’est de sa résolution que dépend celle de la proposée.
L’équation (8) donnant t — — ^ ± y ^ + 57’
il -vient y3 = — \ +\/j + | *’ = - j “ Vj+ 27; d’où, à cause de la relation + z>
expression qui renferme implicitement les trois racines.
En effet, désignons par ni et n ce que deviennent respective- <ment les deux radicaux cubiques quand 011 y remplace pet y
résolution
sa-t
par leurs valeurs correspondant à l’équation (1) ; puis observons 1° Que les équations y3 = m3, z3 = w3, donnent (n° 395)
y = m, y = uni , y = et z — n, z=un, z = u‘n,
( 1 , *, a1 étant les trois racines cubiques de l’unité);
2° Que le produit des deux valeurs de y et de z , dont la
somme exprime la valeur de x, doit être égal a — g, d’après la relation (3).
Il en résulte évidemment qu’on obtiendra toutes les racines de l’équation (1) en Combinant deux à deux les six voleurs ci-dessus de y et de z , et ne prènant toutefois que les combinai-
sons qui donnent un produit égal à —
Or on a , en premier lieu , ^ ,
- ? » - \/-?2 + vç +& «■ x/-5, - V'i+%
-xÆIZIZ p.
donc x = m + n forme la première racine.
En second lieu , uni x «’w — u3rnn =zmn = — r ; donc j? = um + u'n donne une seconde racine.
Enfin , a’ni x =«îmb = ms = — ■?;
donc x—u'm + an exprime dne troisièee racine.
Aucune des autres combinaisons ne remplit ( comme on peut s’en assurer aisément) la condition que le produit soit égal
Pu, •
à — ainsi elles doivent être rejetées, et l’on a , pour les trois ^ racines de la proposée ,
x = jn + n, x=u»i + <*’«, x—x'm + an.
N. B. On parvient encore aux deux dernières valeurs de x en divisant le premier membre de l’équation (1) par .r — m — n.
DE L'ÉQUATION OU TROISIÈME DEURÉ
Mais auparavant il est nécessaire de modifier la forme de ce premier membre. Comme on a, en vertu des équations (3), (4), et des deux équations y = m, t = n ,
wt3 + n3 = — q ,
il en résulte j» = — 3 mn, q= — v} — 71 3 »
d’où, substituant ces valeurs de p et de y dans le premier membro
de la proposée,
x3 — 3 mn .x — m} — n3 ,
expression qui , divisée par x—m — n , donne x2 + (m+ n)x + in2 — mn + n2.
Égalons ce quotient à 0 , et résolvons ; il vient, toute réduction faite ,
m + n" ni — n
2 ' 2 K ” ~ ' 2 2 valeurs dont il est facile de prouver l’identité avec x = am + «’», x = «e’nt + a.n , en se rappelant (n° 167) que
' . - 1 + vs—à
DISCUSSION
Les quantités m et n renfermant, dans leürs expressions, le radical \/ % + , on conçoit que la réalité ou l’ imaginarUé
des trois racines dépend principalement du signe de la quantilé On est donc conduit à faire les hypothèses suivantes ;
Examinons Successivement ces trois hypothèses.
KÉSOI. UTIUX
Dans ce cas, comme les deux racines de la réduite (5) sont réelles et inégales , il s’ensuit que les quantités ni et n sont aussi réelles et essentiellement dijfèrentes l’une de l’autre.
Ainsi la première valeur x=m + n.
est réelle.
Les deux autres1, x — — db — ~~ ” |/ — 3 f
sont imaginaires ; car elles renferment |/— 7§ , et d’après l’hypotlièse, m — n est réel et diffèrent de 0.
Quant au signe delà racine réelle, le principe établi n° 312 sur les équations de degré impair, prouve que cette racine est positive si q est négatif, et négative si q est positif; ce dont il est d’ailleurs facile de se rendre compte par la discussion de la première valeur de x ci-dessus.
Dans ce nouveau cas, les racines de la (éduite se réduisant
l’une et l’autre à — les valeurs de m et de n sont réelles et
égales chacune à y — | ; ce qui donne , pour la première valeur de x,
Pour les deux autres, comme on a m = n = — | ,
il en résulte m — n = 0, et = m = Y/ —
ainsi ccs valeurs sont égales, et se réduisent chacune à
DE L’tQllVTION DO TROISIÈME DEfiRÉ.
cVst-à-dire qu’elles sont toutes deux la moitié de là première valeur.
Donc, en supposant le dernier terme q positif, l’équation (1)
a une racine réelle négative , — 2 ’ et ^ eux racincs posi-
tives égales, 2'
Le contraire a lieu quand le dernier terme est négatif ; c’est-àdire qu’elle a une seule racine positive et deux racincs négatives égales.
2_ j. V— f 0. Cas irréductible .
Celte condition, qui exige nécessairement que/» soitnégatil, donne pour la réduite deux racines imaginaires ; et la première valeur de x se présente sous la forme
D’après cela , il semble au premier aboi*d que cette valeur de x doive être imaginaire, aussi bien que les deux autres, qui renferment déjà dans leur expression, le symbole \/ — 3. éq uation (1) aurait donc ses trois racines imaginaires ; ce qui serait en contradiction avec le premier théorème du n° 342.
Mais on peut démontrer que, dans les expressions des trois racines , les imaginaires s’entre-détruisent , et que les trois racines sont réelles.
En effet, si, en admettant (n° 174) l’exactitude de la formule du binôme dans le cas de l’exposant fractionnaire, on pose
»t=Jdans (« +.à i/ — ï}'” (n° 382),
oii trouve + N |/— 1 = P+ Ql/— 1,
ce qui donne »« + «= Y/ M + N V— ï + y/M-N V — 1=2P ;
i)8B ALTHE APPLICATION
ainsi la première valeur de .r est réelle,. .ej se réduit à-,
ar = 2P.
Quant aux deux autres, comme on a
m + n ='2P , tn — n = 2Q V' — 1 , on obtient, en substituant dans l’expression
ni 4- n
x= — P±Ql/— l.V3Zs=— Prp'Qi/3 (n“ 170).
Ainsi les trois valeurs de x sont réelles.
Le dernier cas que nous venons d’examiner, et sur lequel les analystes se sont beaucoup exercés, porte le nom de cas irréductible, parce que, malgré la réalité bien prouvée des trois racines , les formules obtenues précédemment ne peuvent être d’aucune utilité pour leur détermination. En effet, on vient de voir que l’on ne saurait débarrasser ces formules des imaginaires qu’elles renferment, qu’en réduisant la première valeur de x en une suite infinie , rarement convergente ; et il est impossible, lors même que la série est convergente, d’obtertirdes expressions exactes des trois racines. On est donc forcé, dans ce cas. d’avoir recours, pour les applications, aux méthodes de la résolution des équations numériques.
401. Au resté, la condition de réalité des trois racines de l’équation .
x3 + px + q == 0 , s
est une conséquence très simple du théorème de M. 'Sturm (n° 347). .... è . ..
Si l’on applique à cette équation la règle établie dans ce numéro, on trouve, pour les fonctions X, X, , X,, Xi,
X=x3 +px + q, X,=3x’ +p, X,= — 2 px — 7>q, Xÿ= — 4 p3 — 27 g1.
Cela posé, pour que l’équation ail ses trois racines réelles, il faut et il suffit qu’en substituant successivement — » et + eo dans les premiers termes de ces fonctions, on obtienne o variations par lu première substitution , et trois permanences par la
or Tiif.onÊsï oji m. sTmx. SCO
seconde, c’est-à-dire qu’on doit avoir 'l’une des deux combinaisons' '
-+- — -+- — ou -f- -+-
dont la dernière est la seule admissible, puisque l’équation est de degré impair. /
Or, il est évident que les deux premières fonctions X, X,. donnent respectivement — h- et -f- -t- , par la substitution de — co et de co , sans qu’il en résulte -aucune condition pour p et g. 1
Mais pour que X,, X3, donnent également h et h — t-, on
voit qu'il faut 1° qu ep soit négatif, 2° que l'on ait — 4 p* — 27 g3 positif, ou 4/>3 + 27g1 négatif, condition qui renferme implicitement la première.
Ainsi , la condition nécessaire et suffisante pour la réalité des trois racines est ,
V+27g’<0, ou + ?-’<().
Dans le cas particulier de 4jp3-f-27g? = 0, comme on a alors X.i = 0, il faut nécessairement (n° 347 ) que la proposée ait deux racines égales qu’on Obtiendra en posant X, ou
- 2 px — 3g = 0 ; d’où x = —
Mais la relation supposée donne p = — 3 1
d’où, substituant dans la valeur de x et réduisant,
rï
Ainsi deux des trois valeurs de x sont égales
La
troisième est d’ailleurs nécessairement
VT
2 , puisque
l’équation est privée de second terme.
Lorsque l’on a 4 p’3 + 27g3 ^>0 , une seule racine est
réelle , et les deux autres sont imaginaires.
uJÜ Rtsoi.imosr
Tous ocs résultats s’accordent avec ce qui a été dit dans les numéros 308 et suivans.
Équation du quatrième degré.
■402. Soit + px* + qx + r= 0... (1)
l’équation à résoudre. ( Nous supposerons encore l'équation privée de second ternie. )
En se laissant conduire par l’analogie, on peut être tenté de faire x = y + z , c’est-à-dire x égal à la somme de deux autres inconnues; c’est en effet la marche que Lagrange a suivie, en employant ensuite plusieurs artifices d’analyse pour tirer parti de sa méthode. Mais les calculs qui se rattachent à cette méthode sont très compliqués; et l’on parvient beaucoup plus promptement aux expressions de l'inconnue par l’introduction de trois indéterminées.
Soit donc fait dans l’équation , .r = y + z+t<..i... (2); il vient, par l’élévation au carré,
x2 = y’ + z3 + u* + 2 (yz + yu + zu) , ou x* — (y1 + z1 + u3) = 2 (yz + yu + zu) ;
carrant de nouveau les deux membres de cette dernière équation , l’on obtient
+ &yzu(y + z + u) ,
ou , remplaçant y + z + u par x, et transposant, *
x4_2(y3 + z* + i£’)x3— 8yzu* + (y’ + z3 + «’)* )
Or, pour que cette équation s’accorde avec la proposée, il faut et il suffit que l'on ait
1° p = — 2(y3 + z3 + u3), d’où y3+z3 + *3= — (3);
2° r— (y1 + z3 + u3)3— -4(y3z* -py’M* + z3n3) ,
d’où. . . y3z3 + y3M* + z3tt3=^-yg — ... (-4);
3® y== — 8yz« d’où.' yx«=-
DE I.’ ÉQUATION DP QUATRIÈME DEGRÉ
Telles sont les équations de condition qui peuvent servir à déterminer les valeurs de y, r, u, dont la somme formera d'ailleurs la valeur de x. Or, l’équation (S), élevée au carré,
donne y’r’u’ = ; 1
d’où l’on voit que les carrés y1 , z1 , u1 , sont tels que ^?ur somme est égale à un nombre donné , — ^ , la somme de leurs
produits , deux à deux , égale à un autre nombre donné
— , et enfin le produit de ces trois carrés , égal à
Donc, en vertu des relations qui existent (n° 242) entre les coefïiéiens et les racines de l'équation du troisième degré, la détermination de y’, 2’, u J , 11e dépend plus que de la résolution de l'équation du troisième degré ,
fl 1 Pt, 1 4r/ ?’-Q
Si , pour faire évanouir les dénominateurs , on pose tn
il vient si + ‘Sij)e:‘ + (p'‘ — 4r)#t— y’=0. . . . (6).
Telle est la réduite de l’équation du quatrième degré. Désignons par * , les trois racines de l’équation (6) que
l’on sait maintenant résoudre ; il en résulte
et comme on a d’ailleurs x=y+i + M, il faut combiner ces valeurs par addition, ce qui donnera, en apparence, huit valeurs différentes. Mais si l’on observe que l'on a , pour une des équa-
tions de condition,... yz«= —
on ne doit tenir compte que des combinaisons telles que le produit des trois valeurs de y, z, al u, soit positif si q est négatif, et négatif si q est positif.
D’après cela , le nombre de solutions est évidemment réduit à quatre , savoir :
Ii02
DISCUSSION DES RACINES
1° Lorsque q. est négatif, auquel cas la proposée est xi -hpx’> — qx + r— 0 ,
dans ce cas , les trois radicaux doivent être positifs, ou Yun positif et les deux autres négatifs. \
2° Lorsque q est positif, ou que la proposée est xi +px 2 + qx -f- r = 0 ,
x= + \ys' + \Vs»-\ÿ*">,
( trois radicaux négatifs, ou un négatif et deux positifs.)
Pour obtenir les quatre rapines en fonction immédiate des coefliciens de la proposée , il faudrait remplacer s', s", s'", par leurs valeurs tirées de la réduite; mais les formules que l’on obtiendrait seraient^ comme on peut en juger, extrêmement compliquées.
Disçussion .
403. La réalité ou l’iraaginarité des racines de la proposée dépend essentiellement de la nature des racines de la réduite; ainsi l’on est conduit à établir les hypothèses suivantes :
1° La réduite peut avoir sis trois racines réelles; mais alors, comme son dernier terme — ÿ’, est essentiellement négatif, il
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s'ensuit que ces trois racines sont positives , ou bien que l’une est positive et les deux autres négatives (n° 315).
Si les trois racines de la réduite sont positives , les quatre racine s de la proposée eont nécessairement réelles. • r
Si l’une d’elles seulement, s' par exemple, est positive, les quatre racines de la proposée sont imaginaires , à moins que l’on ne suppose les deux racines négatives, s", s"1, de la réduite (0), égales entre elles, auquel cas les formules (7) et (8) se réduisent à
oubien *= — \y*'— y/*",— V*”> \VS'> || /*'i
c’est-à-dire que, dans ce cas particulier, les deux premières racines sont imaginaires, et les deux autres sont réelles et égales. 2° La réduite peut avoir dre seule racine réelle.
Soit s' cette racine, qui est nécessaïrement/?afiïôw ( puisque le dernier terme — qx est négatif) ; comme les deux autres racines s" et s"' sont imaginaires , si l’une est de la forme a + b V — 1, l’autre est nécessairemeüt (n° 382) de la forme a — b\^ — 1; or, on a (n° 121)
Ÿ a-\-b\S — X—m + nV' — 1, ^ a — bV — l = m — n\f — 1 •
d’où ^ a+b}/ — 1 + ^ a — b\/ — las 2m,
V a + bV—\ _ V'a—bV'^X a= In l/~;
donc , quel que soit le signe de q dans la proposée , les deux premières racines sont réelles et les deux autres imac/inaires ; car dans les formules (7) et (8) , les expressions des deux premières racines renferment y/ s" et y/s'n avec le même signe, tandis que dans les expressions des deux dernières, ces deux radicaux sont affectés de signes contraires.
En récapitulant, on voit que l’équation du •4” degré peut avoir ses quatre racines, on réelles a la fois, ou imaginaires à la fois , ou bien avoir deux racines réelles ou deux racines imaginaires.
( Ce résultat est conforme au principe établi n° 313.)
METHODE DE BËSOLl'TIOX
Méthode de résolution des équations du troisième et du quatrième degré par les fonctions symétriques.
De toutes les méthodes que les analystes ont essayées pour résoudre les équations algébriques , .celle qui est fondée sur la théorie des fonctions symétriques , et que l’on doit à Lagrange , est sans contredit la plue féconde et la plus élégante, quoiqu’elle entraîne dans des cr’culs assez longs; mais du moins on se forme aisément une idée de-la manière' dont elle peut être appliquée aux équations d’un degré supérieur au quatrième.
Pour faire mieux concevoir cette méthode, nous allons d’abord l’appliquer à l’équation du second degré.
Equation du second degré. ,
Soit .... 0 . . . l’équation proposée
Appelons a et h ses deux racines; on -a déjà (n“ 242), entre ces racines et les coefficiens , les relations
a-fô= — p , ao — q.
Si l’on pouvait former entre a et 6 une autre relation du premier degré , l’on aurait , pour déterminer ces deux quantités , deux équations du premier degré ; et la question n’offrirait plus aucune difficulté.
Désignons donc par la + ml la fonction de a et h , qui doit entrer dans la composition de cette relation inconnue; et posons
ta + tnh =
l, m, z, étant des quantités qu’il s’agit de déterminer.
. Comme Ib + ma donne, par l’échange des lettres a et h, deux combinaisons différentes, la + mb et ll> + ma , il s’ensuit (n° 296) que l’équation qui donnera la valeur z, doit être du second degré et de là forme
, t [e — (la + mbf\.[z — (M + »no)]=0 . . . (I);
et puisque cette équation est du second degré , il faut du moins tâcher qu’elle ne soitqu’à deux termes, ou de la forme z7=k, parce qu’alors une simple extraction de racine suffira pour la résoudre .,
far lis Fonctions svatTRiQi'Es. ggg
Or, pour qu’elle se réduise à cette forme , il faut et il suffit que les deux racines soient égales et de signes contraires.
Posons la condition lb + ma = — (la + vil) ; il en résulte (l+m) (a + 5)=0;
mais on ne peut avoir « + 5=0, puisque le coefficient du second terme de la proposée est différent de 0; pn a donc nécessairement
/+TO=0, d’0Ù 1 = TM.
D’ailleurs, la condition précédente suffit pour remplir l’objet que l’on s’était proposé; ainsi m reste indéterminé, et l’on peut faire, pour plus de simplicité , m — l, ce qui donne f = — 1 , et l’équation (1) devient
[z + (a— 5)] [z — (a — 5)J =0 ; ou, réduisant, *» — «*— 5’ + 2«5 = 0. . . . (2).
Observons maintenant que la théorie des fonctions symétriques donne (n° 292)
S,=a+5= p, Sa = pSj — %q=p2—îq, ab — n, -
Substituant ces valeurs de a3 + 5* et de 2«5dans l’équation (2), on obtient, pour cette réduite,
z* —p' + bq = 0; d’où z=±y ~p‘ _ 4?.
(Si la première valeur de z représente a — b, la seconde. exprime celle de b — a.)
Combinant enfin l’équation « + 5= p
avec la relation « — b = V p* bq, »
onendédùit« = _^ + JV/^ir47j 5 = - £ -2 y/JTZ.
ou bien x = — ^dzY^Ç—q,... C. Q. F. T.
Équation du troisième degré.
MÉTHODE DE RÉSOLUTION
former deux autres équations du premier degré en a, b, c, les valeurs de ces quantités pourraient être aisément déterminées.
Désignons par la + mb+nc une des fonctions qui doivent entrer dans la composition des équations qu’il s’agit d’obtenir ,
et posons la + mb + nc — z. . . (1).
Comme cette fonction donne six combinaisons différentes, par l’échange des lettres a ,b , c, les unes dans les autres, savoir : la + mb + nc, Ib+ma + nc,
la+mc + nb, et Ib + mc + na,
Ic + ma+nb, Ic + mb + na,
l’équation d’où dépendra sa valeur doit être du sixième degré ; or, pour qu’une équation de ce degré puisse être résolue d’après les principes déjà établis, il faut (n° 396) qu’elle ne renferme que les exposans 6 et 3 ; e’est-à-dire qu’elle soit de la forme c6 + Az3 + B = 0....(2).
Tâchons donc de déterminer les relations qui existent entre les six racines de cette dernière équation , afin d’en déduire celles qui doivent exister entre les six expressions précédentes.
Désignons par u', u", les deux racines que l’on obtient immédiatement en posant z3 — u ;
d’où
tt’ + Au + B
=°, et i-V ir-B;
appelons en outre 1, «, «% les trois racines cubiques de 1; on a
1° zz=zu' , z=. au , z=a*’u' ; 2° z — u", z — au", z = a*u";
ainsi, en prenant la + mb+nc=z et la + mc + nb=z" pour les deux combinaisons principales, si l’on veut exprimer que les quatre autres forment avec celles-ci une équation de la forme (2), il faut et il suffît que l’on ait les relations
1° lc+ma+nb=a ( la + mb + nc ), lb + mc + na=a.'1 (la + mb + nc) j 2" lb + ma + nc— a (la + me + nb) , lc + mb + na— a* (la + mc+nb).
, (Il etl à remarquer que l’on ne doit pas égaler indifféremment une quelconque des quatre dernières combinaisons au produit
PAR LES FOSCTIOSS SYBÊTRIQl'ES.
de a, ou de «% par la principale ; mais il faut avoir soin que , dans la combinaison prise pour le premier membre de la relation, aucune des lettres a, b, c, ne soit affectée d’un coefficient égal à celui dont elle est affectée dans le second membre ; autrement, on serait conduit à des relations qui impliqueraient contradiction.)
Les quatre relations précédentes peuvent être transformées ainsi:
(l — an )e + (m — al )a + (n — am)b — Q ,
(l- — *a»n)i + (wi — + — a^lja — O ,
(l — an — al )a + (n — «m)c=0,
et ces conditions seront évidemment satisfaites si l’on a séparément
/=«M, m = al, n — am, l=a,rn, m = a,n, nzz^a'l.
Or celles-ci se réduisent à deux essentiellement différentes", savoir: ^ ni— al et
en effet, on a *3= 1 : d’où *=— et<*a=~: ,
donc m=al revient à m~ — .1, d’où 7=<tam:
de même, n = a*l revient à « = -./, d’où l = an:
enfin , les mêmes relations, m=al , n = a,l, divisées l’une par
Tïl \ 1
l’autre , donnent — = - ; d’où m— -nsss a?n et n = am.
71 et cl
Donc il suffit de considérer les deux relations m = al et n = a7l.
Comme ces relations donnent m et n en fonction de-f, et que l reste indéterminé, on peut supposer, pour plus de simplicité, 1=1, ce qui donne m=a, n=a,‘J
en sorte que les trois valeurs de l, m, n, ne sont autre cliosc quo les racines cubiques de l’unité.
Substituons ces valeurs dans les deux expressions la + mb + nc = z’, la + mc+ nb = z” ; il vient a + «b + a,C— z', a+ ac + a',b = z".
MÉTHODE DE RÉSOLUTION
On pourrait également substituer ces valeurs dans les quatre autres combinaisons, et former ensuite l’équation en x; mais observons que, puisqu’elle doit être de la forme (2), ses tût racines sont comprises dans les deux équations
z3 = z'3 = (a+«d-f-*’c)3, z3 = zt>3 = (a+ac+*3A)3,
ou , ce qui revient du même , dans l’équation unique
[x3 — (a + ai + a3c)3] [x3 — (a + ac +*’d)3] — 0.
Effectuant les calculs, et comparant les coefficiens du produit à ceux de l’équation (2) , on trouve
A = — [(a + ait + a’c)3 + (o + ne + «’i}3] ,
B = (a+a4+«’c)3 . (a + «tc + *’^)3*
Si l’on remonte à la composition primitive de l’équation en z, on reconnaît que cette équation est symétrique en a, b , c ; ainsi les coefficiens A et B peuvent (n° 298) s’exprimer au moyen des coefficiens de la proposée ; et la difficulté consiste à évaluer les diverses fonctions symétriques dont À et B se composent.
Avant d’aller plus loin, rappelons-nous que 1 , «, <x% étant les racines de l’équation y3 — 1=0, l’on a
et l+« + «e’=0; d’où a + «’ = — 1.
Cela posé, développons les valeurs de À et B; il vient
1 » A = — [2T .o3 + 3 (« + *’) T .a’A + lîaic] ,
ou A = — (2T.o3 — 3T.a,Æ+ 12a£e).
Or, les formules des numéros 292 et suivans, appliquées à l’équation x* 0, donnent
S,=0, S3=— PS,— 2Q=— 2/>, Sj=— PSa— QS,— 3R==— 3y; d’où Tu’d^SaSi — S3 = — Sî = 3 q;
d’ailleurs on a abc — — y;
donc , A= — ( — 6y — 9y — 12y) = 27y;
PAH LES F03CTI03S SYMËTRIIjCES.
2" <Bs =[(a + «A + «,c) (o + «c + *ai)]5; - •
mais (a + ^ + *V>) (a 4- «c + a‘l>) =T .a,4-(“4'«'')T.ai
=T .à3 — T .ai;
d’ailleurs, on a T.a2 = Sj = — -2jjt T .abz=p; ainsi B = ( — %))3 = — 27/>3;
donc enfin , l'on obtient pour l’équation eli i, z6 + 27çz3 27/j3 = 0.
Cette équation donne d’abord
ou bien
d’où l’on tire, pour les valeurs de z' et de z ",
Ces valeufs étant connues, pour obtenir celles de a, i, e, il suffit de combiner les trois équations
a + »b 4- «ac=: 2', aq-a’i-J- ac = z",
dont la dernière exprime, comme nous l’avons déjà vu, que la proposée est privée de second terme.
D’abord, l’addition de ces trois équations donne, en vertu de
la relation l4-*4-*’ = 0, 3a = z'4-z", d’où l’on déduit a = — - — ,
ou, remplaçant z' et z" par les valeurs ci-dessus,
-s/T^VM^-i-Vh7^
c’est la première racine donnée par la méthode du n° 397.
MÉTUOÜE DE BtSOLGElOit
Maintenant, multiplions la première équation par a, la seconde par *% et ajoutons ces produits avec la troisième équation ; l’on obtient
OLZ 4“ Cl* zn
Zc’ssz.az' + u9zn , d’où c = —um + a'n,
m et n désignant toujours (n° 397) les deux radicaux^/ — ^ ...
Enfin , multiplions la première par et la seconde par « , puis ajoutons ; il vient
3 b = x,z' + xz", d’où b ~ ~t~— — = + an.
Ce sont encore les deux autres racines trouvées par la première méthode.
Équation du quatrième degré.
Soit + px1 + qx -f r = 0 l'équation à résoudre
Comme on a déjà la relation a + à+c + d = 0, il faut tâcher d’obtenir trois autres relations du 1er degré en a, b, c, d.
Désignons par ka + lb + mc+nd , l’une de ces fonctions dont il s’agit de trouver la valeur. Puisque , en permutant les lettres a, b , c, d, de toutes les manières possibles, on pourrait (n° 145) former 24 combinaisons différentes, il s’ensuit que la réduite en x serait du 24e degré; ainsi nous devrions faire en sorte de la ramener à la forme
*’4 + Ar,G + Bz8 + C = 0,
puur qu’elle fût résoluble à la manière de celles du troisième. Mais d’abord il est possible, à l’aide de quelques artifices d’analyse, de diminuer son degré.
En effet, k, l, m, n, étant des indéterminées, on réduit le nombre des combinaisons à douze par la supposition de k — t.
Faisant ensuite- m=n, on obtient les six combinaisons
/(a+à) + >«(e+rf), /(c+rf)-pm(a + â), l(a + c) + m (b + d) , et l(b +d) + m (a+tf) , l(a+d) + m(b+c), t(b + c) + m(a + d];
toutes les autres rentrent évidemment dans celles-là.
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Cela posé , puisque la nouvelle équation en z est du 6e degré , il faut tâcher de la ramener à la forme
z« + Az4 + Bz’+C=0...(2);
co qui exige que ses racines soient égales deux à deux et de signes contraires. Or, il est évident que l’on satisfera à cette condition en posant /= — m =1 ; car alors les combinaisons précédentes deviendront
a+c — (b+d), et b+d — (a + e), »
Observons que les combinaisons placées sur une môme ligne horizontale, sont égales et de signes contraires; donc, en multipliant entre eux les facteurs du premier degré en z qui correspondent à ces valeurs, on obtiendra pour la réduite,
Cette équation étant évidemment symétrique en a, b, c, d, ses coelliciens peuvent s’exprimer au moyen des coelliciens do la proposée; mais on peut faciliter leur détermination par les cônsidérations suivantes :
D’abord (a+b — c — d)’, développé, revient «à (a + h+c + dy — 4 ( ac + ad + bc + bd) ;
mais on a
a + 4 + c + d=0, et ab + ac + ad+bc+bd+cd=p; donc — (a + b — c — dy=.bp — 4(a4 + ed);
on trouverait de même
— (a + c — b — d)’ = ip — b(ac + bd),
— (a+d — b — cY — bp — 4 (ad + bc) ;
ainsi, soit posé z» + 4/? = 4a.. . . (3);
l’équation en z sc change en celle-ci :
[m — ( ab + cdj ] \u — (ac + bd)\ [/z — (ad+bcj\ = 0 , équation de la forme u3 + A'«’ + B'« + C'=0, et dont il ne s’agit plus que de déterminer les coelliciens.
HÉTOOUe SE RÉSOLITK»
Or on a, 1" A.' — — (ab+ac+ad+bc + bd+cd+= — p,
2° B'=f ab + cd) (ac + bd) + (ab + cd) (ad + bc)
+ (ac + bd) ( ad+bc j,
ou, développant et employant les notations, B'=±T .a'bc; niais la formule du n" 294 ,
T anbrcp — 2S„-t-/,S p — SV,S„ + 2S„+,;j
devient, dans l’hypothèse de n==2 et p==l ,
T s,fs,>-.as3s,-^,)»+as4
d’ailleurs la proposée étant x^+px'+qx+rz^zQ, ona Si = — P = 0, Sa=— 2Q = — 2>, S3 = — 3It*= — 3?, s4==— QSi — 4S = 2/»’ — 4r; d’où, substituant dans la valeur B' = T.aI4e,
B>=Ta^,=-^tV-8^^4r.
2° C' = — (ab + cd) (ac + bd) (ad+bc), ou, développant, C'= — (T .a’b’c’ + abcdxT .a2).
Or , la formule du n° 294 ,
TanbnCn (S”)3 SSanSn + 2S3*
laoc»— g
devient, dans le cas de n= 2,
T ",;y^ (s»)3~ 3S/jS,+2S6
d’ailleurs on a déjà trouvé
Si — 0, Si — — 2 p, S3 — — 3 g, S4 = 2 p3 — 4r; d’où Se = — QS4 — RS3 — SS a = — 2p3 + hpr+Zq2 + 2 \p>>
= — 2/>3+6pr+3jJ
Donc t ,.,A^_-8p3+lV-24pr-4p3+12pr+6y’ ' " . - 6 • .
ou, réduisant, Ta,i:,c, = q2 — 2 pr.
PAR LIS rONCTIOKS SYMÉTRIQUES. (iU-’>
On a enfin abcd, ou le dernier terme de l'équation, égal à r; d’où abcd "X. Ta1 = abcd Y. Si== — 2 pr;
donc C'= — q* + 2.pr+'2pr=bpr —
Ainsi l'équation en u devient
v? — pu 3 — bru + bpr — q‘ = 0.
Remplaçant maintenant u par sa valeur tirée de l’équation (3),
c’est-à-dire par — j-*- , ou plutôt par z+p, afin de conserver la
réduite au troisième degré, et d’avoir des coefficiens plus simples, on obtient finalement pour résultat,
z3+2pz' + (p’ — -4 r)z — ç1 = 0... (4),
équation identique avec la réduite obtenue (n° 402) d’après la première méthode.
Si l’on désigne par z', z", z"' , les racines de cette équation, bz' , 4 z", 4 z"', seront nécessairement les carrés des trois combinaisons
a + b — c — d, a + e — b — d, a + d — b — c, puisque l’on a remplacé dans l’équation primitive en z, z 1 par bz. Ainsi l’on a, pour valeurs de ces combinaisons, a + b — c — d = ± 2 J/V, a + c — b — d = ± 2 l/r", a + d — b — c= ± 2 j/z"'. i r
Combinant ces trois relations avec l’équation déjà établie, a-t-4-t-e-+-d = 0 ,
on trou ve premièrement, par leur addition,
ba = ± 2 \Zz' ± 2 y/z" db 2 i/z"\
d’où
a = ±\V/z'dz\^/z"±\\/z’".
Secondement , ajoutant la première et la quatrième, puis soustrayant de leur somme celle des deux autres, on obtient
d’où
± 2 \/ z =p2\/z"=pt2i/r z'",
a = ±'v/-'=Fs»/-"=F^V/
Ô4 MÉTHODE PAS LES FOSCTIORS SYMÉTRIQUES
on trouverait, par des moyens analogues, ■ * '
Mais il se présente ici une difficulté analogue à celle que l’on a rencontrée dans l’emploi de l’autre méthode : elle est relative aux signes dont les radicaux doivent être affectés. Pour déterminer ces signes , il suffit de former le produit des trois combinaisons
Or, en les multipliant, on obtient pour prodûit, .
T .a3 — T .a’4-t-2T .abc;
et comme T .a3 = S3 = — ?>g , T =S2Si — S,3=
T .abc — — q, il en résulte
ce qui prouve que les radicaux |/V, \/z", \/z'" doivent être affectés de signes tels que leur produit soit positif si q est négatif, et négatif si q est positif.' ' r
On retombe ainsi sur les mêmes valeurs que celles qui ont été obtenues par la première méthode.
•407. Sckolie général. En appliquant la même méthode à l'équation du cinquième degré, on devrait chercher la valeur 'd’une fonction de la forme ha+kb + lc + md + ne. Comme les cinq lettres a, b, c, d, e, fournissent 24 x h ou 120 permutations différentes (n° 145), il s’ensuit que la détermination de cette fonction dépendrait d’une équation du 120e degré, dont il faudrait ensuite, à l’aide de quelques artifices d’analyse, faire en sorte d’abaisser degré. Mais jusqu’ici les efforts que l’on a tentés pour obtenir une réduite convenable ont été infructueux; et l’on doute si jamais on y pourra parvenir, à cause do la longueur et de la complication des calculs.
Depuis long-temps les analystes ont cru devoir renoncer au problème de la résolution générale des équations, comme ne
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cor,
pouvant être d’aucune utilité dans les applications numériques ; le seul avantage qu’ofl'riraicnt les résultats, serait de confirmer la proposition hypothétique (n° 235); Toute équation a au moine une racine.
Nous avons vu (n° 183) que les fractions algébriques
rationnelles de la forme ■ , 8-,— , — a-,r • • ., donnent lieu
e +ii o +ii+cV
à des séries d'une nature particulière, connues sous le nom de séries récurrentes . Or on peut se proposer, sur ces sortes de séries, deux questions analogues à celles que nous avons résolues pour les progressions par quotient, qui sont d’ailleurs ellesmêmes (n° 198) des séries récurrentes du premier ordre.
La première question a pour objet de- déterminer le terme général d’une série récurrente , c’est-à-dire une expression à l’aide de laquelle, le rang d’un terme étant donné, on puisse obtenir la valeur de ce’ terme sans être obligé de former d’abord tous ceux qui précèdent.
La seconde a pour but de revenir de la série récurrente à la fraction génératrice , ou , ce qui revient au même , de déterminer la somme des termes de la série.
Nous supposerons que l’on ait revu avec attention ce qui a étc dit noi 183 et 184 sur les séries récurrentes.
Première question. Détermination du terme général.
DÉTERMINATION DU TERME GÉNÉRAL
•or cette série n’est antre chose qu’une progression par quotient dont le premier terme est et la raison — —,x; donc , d’après
ce qui a été dit au numéro 192, le terme général de cette série,
ou le n‘eme terme, est — (■ ,x J
•410. Soit maintenant la fraction — - — ” ^ , que l’on peut,
* 1 et "l- Ç X
poqr simplifier, mettre sous la forme (1), en
posant — , = -,=£ - = a, et
Désignons par x — p et x — q le* deux facteurs du trinôme x7 +e'x-\-u' ; et concevons que l’on ait pu décomposer l’expression (1) dans la somme des deux fractions simples
Comme chacune d’elles donne lieu à une série récurrente du premier ordre , si l’on forme ces deux séries séparément, ainsi que le terme général de chacune d’elles, la somme de ces deux termes sera le terme général de la série du second ordre ; donc la difficulté consiste à déterminer A et B de manière qu’on ait l’identité
a *f Cx A B
Or, si l’on réduit les deux termes du second membre au même dénominateur, il viendra, à cause de x' + S' .r-t-;r’=(.r — p) (x — q), a + Sx = A(x — ç)-t-B(.r — y) — (A + B) x — (Aÿ + B/i); maïs cette équation doit exister quelle que soit la valeur de x ; ainsi (n° 180) l’on a séparément, A + B = £; Aq + Bp — — a; d’où l’on déduit • »
A = eZ±i)B=-5±^.
A et ;B .étant déterminés , si l’on compare les deux fractions
— ^ — , à la fraction , pour laquelle le terme
x — p x — q a'+bx 1
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général esl (n° 407) — f — -^.x J , il vient, pour le ternie
général de la série qui correspond à l’expression (1),
expression dans laquelle il ne s’agirait plus que de remplacer A et B par leurs valeurs obtenues ci-dessus. '
Soit , pour exemple, 7 ou
g + 2x — x2 w — 3^2a- + j:3’, l’équation x2 — 2-r— 3 = 0 étant résolue, donne x—&, x — — 1; d’où x2 — 2x — 3 — (x — 3)(^+l).
Si 1 on pose - — ■ . — - — • = 5 H , on obtient , en
chassant les dénominateurs et en réduisant,
— 3 -P 2.r — (A -b B) i'bA — SB j
d’où A + B = 2, A — SB = *— 3 ; ce qui donne A = B = ^ .
Donc, en vertu de la formule — (— + — 'ta'1— 1 , Je terme
\pn qn J
général du développement de ^ ^ — — — -, est
Soit n — l •
; cette expression devient —
-b 5 U-1, ou
-ïj* ’» ou
, - / 1 ^sy , 34 ,
” = 4 to + 4>’0U~ 27*’
DÉTERMINATION DC TERME GÉNÉRAL
On a donc, pour le développement lui-même,
résultat qu’il est facile de vérifier, par la réduction en série, d’après la méthode des coefficiens indéterminés. Mais le principal avantage qu’on retire de la détermination du tenue général , c’est de pouvoir obtenir un terme de rang quelconque sans passer par tous les termes intermédiaires.
411. Cas particuliers. 1° La méthode précédente est en défaut lorsque les deux racines du trinôme x*+C'x + a' sont égales; car
alors les valeurs de A et de B deviennent ^ * et — — ^ * ,
c’est-à-dire infinies; et en effet, on conçoit que la somme des A B
deux fractions , , ne peut reproduire une fraction
dont le dénominateur est du second degré en x.
Mais observons que , dans ce cas , la fraction , devenant
, a Sx
peut se mettre sous la iorme — + - — ,
F . (*— pY (*—pY
ou bien encore ; + - — — £ — - ,
(x-p)> T (x— pY t (a— p)*' .
alors
expression qui se réduit à , . . .
% (*—pY p
Or la seconde partie de cette expression donne lieu à une série récurrente du premier ordre, qui a (n° 407) pour terme
général, -r- ^-—^jx"—1.
Quant à la première , elle revient à
(* + ip) [p— x)-*, ou •
mais, en développant ce second facteur par la formule du binôme , on a
/ *\— 5 2* 3#’ 4*3 ns"—'
\ pf p ■ p1 p* pn—l
d'une série récurrente.
n désignant le rang d’un terme quelconque ; donc le terme général correspondant à la première partie est
a + 6p nxn—i n[a + £p)
— . , ou —
P 1 pn — * pr--\-l
Ainsi , le terme général qui correspond à la proposée (2)
\n(* + ep) . na + (n — 1 )Sp
est xn~l ou — -±-.xn—>.
L pn-hi pn J pn- f-i
412. 2° Le cas où les deux racines/; et q sont imaginaires semble aussi faire exception à la méthode du n° 410, puisque l’expression du terme général renferme les quantités p et q , et qu’alors cette expression doit être elle-même compliquée d’imaginaires. Mais il est facile de s’assurer que les imaginaires se réduisent et disparaissent tout-à-fait.
En effet , si l’on remplace dans — + -5-^ x*- 1 , A et B
par leurs valeurs trouvées n° 410, il vient
(eq + »)pn — [6p + ct)qn ( pnqn(p—q) ‘
expression qui peut se mettre sous la forme
r *[pn— qn) — y-'i
lpnqn (p — q) + p"- 'q—^p—q) J-7"
Cela posé , si l’on a p = r + t V' — 1,
on a aussi nécessairement q = 1/ — 1;
d’où, pq =r>+*% p"qn = + pn-lqn— I _ t
p—q — 2*l/-l, p"—qn=:(r+à\/^ï)n—(r—sY/^l)«=Zk V^T, (en développant par la formule du binôme et réduisant); enfin />"-> — qn— , — 2A' V— 1.
Le terme général devient donc
r 2aA-,y/=T %k'. V~ -i
[ak
expression tout-à-fait débarrassée d’imaginaires.
xn 1 ,
DËCOMEOSITIOÜ
Remarque. Pour peu qu’on réfléchisse sur ln marche que l’on a suivie pour la' détermination du terme général relatif à une série récurrente du second ordre , on voit que la question est ramenée à la décomposition d’une fraction rationnelle en fractions simples dont les dénominateurs soient les facteurs du premier degré, du dénominateur de la fraction proposée.
Cette question incidente étant d’une très grande importance dans la haute analyse , nous en donnerons encore la solution pour une fraction rationnelle dont le dénominateur est du troisième degré en x.
Décomposition d’une fraction rationnelle en fractions simples.
A GX -f- yiT1
41ü* Soit 7+ e'x + vV + ** la fraction ProPosée?
et désignons par x — p, x — q, x — r, les trois facteurs du dénominateur, que nous supposons d’abord réels et inégaux.
Posons
a + ex + yx 1
A, B, C, étant des quantités qu’il s’agit de déterminer. Réduisons au même dénominateur , et observons que
*' + e'x + y'x* + xz = (x — p) (x — q) (a; — r) ; il vient
u + Sx + yx ’ = f + h (x — p) (x — r) > (2).
On pourrait, comme dans le n° 410, effectuer les calculs, puis comparer les deux membres terme à terme, ce qui donnerait entre A , B, C , trois relations desquelles on déduirait ensuite les valeurs de ces quantités ; mais, par une considération particulière , on parvient plus simplement à la détermination de ces valeurs.
Comme les équations (1) et (2) doivent exister quelle que soit la valeur de x, et que, de plus, A , B, C, sont indépendans de x, il s’ensuit que si, pour une valeur particulière attribuée
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à celte lettre, on parvient à déterminer des valeurs correspondantes pour A , B, C , ces valeurs conviendront également aux équations (1) et (2). Or, si l’on fait successivement dans l’équation (2), x — p, x — q, x — r, il vient
1° pour x — p, + =A(/» — q) (p— r),
ce qui donne A = * eP *^* VP' .
2° pour x = o, B = + W .
3° pour x = r, ' C = «+*> + yr»
414. Cas particuliers. 1° Supposons p—q=r;\& décomposition précédente ne peut plus avoir lieu, car les coefficiens A , B, C , deviennent infinis.
Mais en suivant une marche analogue à celle du n° 410, on peut poser
«•4-fcr+yx* A i B C
(x—p)3 (x — fp + (x — p)2 + X — p ’
et essayer de déterminer A, B, G, d’après cette décomposition. Pour cela, chassons les dénominateurs; il vient
* + 6x+yx2 = A + B ( x — p) + C (x — p)2.
Soit d’abord x = p; il en résulte A = * + €p + Yp2 • et l’equation devient , quand on y met cette valeur de A ,
ou , divisant par le facteur commun (x — p ),
Faisons de nouveau x = p ; on trouve B = e + 2 yp;
d’où, remplaçant, dans l’équation que l’on vient d’obtenir, B par cette valeur,
y (x — p) = C (x — p) ; donc C = y.
DÉCOMPOSITION
Ainsi , l’on a l’identité
a + eX + yX7 a + yp7 S + ’j.yp y
a +6'x + y' X7 + Xit (x—p)3 (x — p)7 X — p ’
résultat dont il est aisé de constater l’exactitude en réduisant en une seule les fractions du second membre.
2° Soit p = r, ou *' + e'x + y'x7 + x3 de la forme (x — pY (x- — q) ; et essayons , dans ce cas, la décomposition suivante ,
a- 1- £r -f- yx7 A B C
(x—pY(x—q)~(x—pY x p ^ x—q ’ si l’on chasse les dénominateurs , on obtient
a + ex + yX7 — A[x — q) + B [x — p) (x — q) + C (x — pY . Cela posé, soit x —p; il vient ut -f- Sp + yp7 = A (p — q),
relation d’où l’on tire A :
Mettant pour A , sa valeur dans la seconde équation identique , et transposant , on trouve
— *{x — p) — (q (x — p) + ypx ( X — p) — yq (x7 — p7)
— (p — q) [B (x — p) [x — q) + C [x — pY ] ;
si l’on divise par x — p, et que l’on fasse ensuite x = p, cette dernière identité donne
g (« + — y p7 + %vpq)
(p— qY
Enfin , si l’on fait x = q dans la seconde des deux identités ,
on en déduit
(p — qY
Nous ne considérons point le cas où deux des racines du polynôme a' + e'x + y'x7 sont imaginaires , puisque nous avons déjà vu que l’expression du terme général peut être, dans ce cas, débarrassée d’imaginaires.
418. 11 est facile d’étendre la marche précédente à une fraction rationnelle d’un ordre quelconque ; mais , pour compléter ce qui a rapport à la détermination du terme général d’une
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série récurrente , il nous reste à indiquer comment on peut obtenir le terme général relatif à chacune des fractions , telles A A A
*^Ue {x PŸ ’ [x p)*’ (# — P )s
par cette méthode.
Soit d’abord l’expression
y auxquelles on est conduit
qui rerient à A (x — p)~ 3, ou — —^1 —
Or on a
et le terme général de cette série est évidemment
3.4 .5 .6 . . . .(n — l).n.(ra + l) xn~ 1 2.3. 4.5. . ..{n — 1) ' pn—x1
... . n(n+l) xn~-'
ou, en simphfiant , -î— ^ j-;
donc le terme général de l’expression proposée est Astd+llï*-1 .. n(n+l) A
3 ' __ /\«i nmn ' ’
a . -, ou bien,
.Xn 1 •
mais
De même, - — revient à — 1 — — \
“O-jï) =1+Vr+-2T
série dont le terme général est
4 .5.6 .7 . . . .(n — l).n ,(n + 1) (»-f-2) xn~ * 2. 3.4. 5.6. 7.. .(«—!) >«- 1’
ou
,, . , n(n+l) (n + 2 Jrn-«
, en réduisant , — s — . — l. ;
on a donc, pour le terme général de l’expression proposée ,
A n[n+ 1) (n + 2) xn~l , . n(n+ l)fn + 2) A
—j* 5 • :, ou bien
... et ainti de suite.
ira î
SOMMATION
Seconde question. Sommation des séries récurrentes.
Cette question se divise en deux parties :
Ou l’on demande la tomme des termes de la série tout entière , c’est-à-dire la fraction génératrice qui a donné lieu à cette série ; ou bien , la somme d’un nombre limité de termes.
La première partie est la plus facile à traiter.
■416. Première partie. Soient A, B, C, D, E, F, . . . les termes d’une série récurrente ; et pour fixer les idées, supposons que la série soit du troisième ordre. Mais ce que nous allons dire s’appliquera aisément à une série d’un ordre quelconque.
La méthode est analogue à celle qui a été suivie (n° 193) pour les progressions par quotient.
Désignons par p , q,r, les quantités qui forment l’échelle de relation , c’est-à-dire les quantités constantes par lesquelles il faut multiplier C , B , A , pour former D, puis D , B , C, pour former E , et ainsi de suite ; on aura les relations D=Cp+Bÿ + Ar,
E=D/> + Cq + Br,
F= Ep + Bq + Cr,
G =Tp + Ey 4- Dr,
Ces relations sont en nombre indéfini ; donc, si on les ajoute terme à terme , et que l’on appelle S la somme ou la fraction génératrice cherchée , on obtiendra
S — A — B — C=/»(S — A — B)+j(S — A) + rS,
d’où l’on déduit s^fA + B) + gA~(A + B + C).
En suivant la même marche pour les séries du 1er, 2e ordre , on peut former le tableau suivaut :
1er ordre S =
JJ, s = y(A + B)+gA~ (A + B + Ç)
g p(A + B + C) + ÿ(A+B) + rA — (A + B + C-f D)
... et ainsi de suite.
DE» SÉRIES BÉCl RK ESTES.
Soit, pour exemjile, la série du troisième ordre,
1 — 2x + Sx’ — 1 0x3 + 22x4 — 5 1 x* + 1 23xc dont l’échelle de relation se compose de l’ensemble des quantités (—x, +2x% — 3x3) ;
on trouve , en appliquant la formule (3) , et observant que l’on a \ A = 1 , B = — 2x, C = 3x% p = — x, y = 2x’, r= — 3x3,
„ — x(l — 2x) + 2xJ — l+2x — 3xJ_^ 1 — x — x’
— x + 2xJ — 3x3 — 1 1+x — 2x* + 3x3‘
Il arrive quelquefois que, dans la série proposée , les denx ou trois premiers termes ne sont pas compris dans la loi de récurrence. Cela provient (n° 184) de ce que, dans la fraction qui lui a donné naissance , le degré du numérateur est plus élevé que celui du dénominateur ; dans ce cas , pour obtenir la fraction génératrice , on commence par faire abstraction des termes dont on vient de parler; puis, après avoir obtenu, d’après les formules précédentes, la somme des autres termes, on y ajoute les termes dont on avait d’abord fait abstraction , en ayant soin de réduire le tout en une seule expression fractionnaire.
417. Seconde partie. Dans les formules précédentes, il n'entre que les premiers termes de la série et les quantités qui forment l’échelle de relation. Mais, si l’on demande l'expression de la somme d'un nombre déterminé de termes, il faut en outre connaître les derniers termes de la série.
Soit encore une série récurrente du troisième ordre , dont les premiers termes sont A , B , C , D, E , . , . , l’échelle de relation ( p, q, r), et les derniers termes, K, L, M, N.
Puisque la série est du troisième Ordre , on a les relations
D = Cp + By + Ar,
E=D/> + Cÿ + Br,
F = Ey> + Dy + Cr,
N = M/J + Lq 4- K r.
[Le nombre de ces relations est limité et égal au nombre des termes dont on cherche la somme, diminué de trois. ]
SOKSATIOH
Cela posé , en les ajoutant terme à terme , et désignant par S la somme cherchée , on a évidemment
S — A — B — C=p (S-A-B-N ) + ?(S-A-N-M ) + r(S-N-M-L) ; d’où l’on tire
g p(A + B + N) + y(A + N + M) -+-r(N + M + Lj — (A+B + C)
On pourrait également obtenir les sommes relatives à une série récurrente d’un ordre quelconque.
En comparant cette formule avec la formule («) du n° 414, on voit, 1° que celle-ci se déduit de celle qu’on vient d’obtenir, en négligeant tous les termes affectés de L, M, N, . . .
2° Que pour appliquer la formule (3), il suffit, comme nous l’avons déjà dit, de connaître les trois premiers termes et l’échelle de relation ; tandis que , pour faire usage de la formule précédente, il faut absolument avoir les expressions des trois termes qui précèdent celui auquel on a arrêté la série ; ce qui exige que l’on sache trouver le terme général de la série , c’est-à-dire l’expression d’un terme de rang quelconque, question qui devient très compliquée quand la série est d’un ordre un peu élevé.
418. Au reste, les formules relatives au cas de la somme d’un nombre déterminé de termes s’appliquent principalement aux téries récurrentes numériques .
Soit, par exemple, une série récurrente du troisième ordre , dont les trois premiers termes étant 1, 2, 3, le suivant-est égal au double du .troisième, augmenté de la somme des deux premiers , le cinquième est égal au double du quatrième , augmenté de la somme du troisième et du deuxième ; et ainsi de suite. Le développement de cette série sera
Cela posé , pour obtenir la somme des onze premiers termes , on fera , dans la formule ci-dessus,
A=1 , B=2, C=3,/>=2, j=l ,r= 1 ,N=6227,M=2448,L==960 ; ce qui donnera
c 2x6230 + 8673 + 9632-6 in_.
DES SÉRIES RÉCURRENTES.
Si l’on demandait la somme d’un plus grand nombre de termes, par exemple, la somme des 50 premiers termes, il faudrait pousser la série jusqu’au 50* inclusivement, ce qui ne laisserait pas que d’être fort long.
Ou bien, il faudrait former directement les 48e, 49e, 50e termes, d’après l’expression du terme général. Or, pour obtenir celui-ci par la méthode exposée n0' 409 et suivans, çn commencerait par mettre la série proposée sous la forme
1 -p 2x + 3x J + 9j3 + 23x4 -P 58x5 + ....; on rechercherait la fraction génératrice qui a donné lieu a cette série, et on la décomposerait (n° 413) en trois fractions simples pour chacune desquelles on obtiendrait un terme général. Faisant ensuite la somme de ces trois termes généraux, on aurait celui de la série 1 -f 2-r -p5x3 -p . . . enfin , on supposerait x— 1 , ce qui donnerait le terme général de la série 1+2 + 8 + 9 + 23+....; mais il est facile de s'assurer que tous ces calculs sont souvent impraticables.
En effet, si l’on applique la formule (3) du numéro 416 à la
série 1 +2x + 3x’ + 9x3 + , en y supposant A= 1, B = 2x,
C = 3x’, p— 2x, q—x‘, r= x3, on aura
Or l’expression x3 + x’ + 2x — 1, égalée à zéro, ne peut évidemment avoir que des racines incommensurables ; ainsi
1 2xJ
la décomposition de la fraction - - ; î en fractions
simples ne peut se faire d’une manière exacte.
Ces réflexions prouvent que les résultats analytiques, simples
en théorie, sont souvent peu susceptibles d’application.
Nous terminerons la théorie des séries récurrentes par
l’exposition d’un moyen , dû à Lagrange, pour reconnaître si une
série proposée est de la nature des séries récurrentes.
Ce moyen est fondé sur les observations suivantes :
1° Si la série proposée, que nous désignerons par S, est une
série récurrente du premier ordre, elle provient d’une fraction
de la forme -y ° . '
CARACTÈRES AUXQUELS OU RECONTAIT
Or on a
ce qui prouve que la fraction renversée, ou , ce qui revient au même, l’unité divisée par la série proposée , S. doit donner pour quotient une fonction entière de x (n° 230) égale à p + qx; si cette division ne se fait pas exactement, c’est que la série ( en supposant qu’elle soit récurrente) est du second ordre ou d'un ordre supérieur.
2° Si S est une série récurrente du second ordre, elle provient
d'une fraction de la forme
a + bx
; or on a
a' + b'x + c'x 1 a' ab’ — ha’ a'c — h[ab’ — ba') *
a + bx a a 7 a’(a + bx) ’
ou , p+q*+ —j-
ce qui prouve que l’unité divisée par S doit donner lieu à un quotient entier de la forme p + qx, plus un produit de x3 par une série récurrente du premier ordre , c’est-à-dire qu’en désignant par S'x3 le reste auquel on parvient après avoir divisé 1 par S
et obtenu le quotient/) + qx, on doit trouver •=> égal à un quotient
exact de la forme p'+q’x ; et ainsi de suite.
Guidé par ces considérations, Lagrange a donné la règle suivante pour reconnaître si une série donnée est récurrente : Soit S=A + Bx + Cx* + Dx3 + . . la série proposée.
1° Divisez l’unité par S, et poussez l’opération jusqu'à ce que vous a y et un quotient de la forme p + qx, et un reste de la forme Sx’ (S' désignant une série indéfinie de la forme A' + B'x + C'x3 + ...);
2° Divisez S par S', et poussez l’opération jusqu’à ce que vous ayez un quotient de la forme p' + q'x, et un reste tel que S"x* (S" étant égal à A" + B"x + C"x’ + ...);
3U Divisez S' par S", et poussez l’opération jusqu’à ce que vous ayez un quotient de la forme p"+qux , et un reste tel que S'"x’ ;
4° Divisez S" par S"', et jwussez l’opération jusqu’à ce que vous ayez un quotient de la forme p"' + q"'x, et un reste S1V x’ ; Et ainsi de suite.
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Dès que l’une de ces divisions se fait exactement , la série proposée est récurrente, et l’ordre de la série est marqué par le rang de la division qui s’est faite exactement.
Quant à l’échelle de relation de la série, on l’obtiendrait aisément (n° 184) si l’on pouvait obtenir la fraction génératrice.
Or supposons, pour fixer les idées, que la troisième division se fasse exactement.
Ou aura donc la suite d’équations
La dernière donne
S ' p" + q"x ’ d’où, en substituant dans la seconde.
donc
S'=P~*qX^ p»+q»x S'
Substituant cette valeur dans la première équation , on trouve
, ou bien
1 ( p-¥-qx) ( p'-bq'x) {p"-\-q"x) -f-( p~\-qx)x' -b[p" -\-q"x)x* _
donc enfin
(p-t-qx)(p' -¥-q'x)(p"-t-q"x)-i-(p-i-qx)x,-i-[p"-t-q"x)x* ’
expression qui , simplifiée, est de la forme
g a-t-iar-t-car1
a ■+■ b'x -t- ex* ■+■ d'x3
et l’échelle de relation est alors (n° 184)
( ,-r, Tx\ - x3 1.
, crf
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Prenons pour exemple la série
dont chaque terme s’obtient d’après l’expression générale
, n désignant le rang du terme que l’on veut former.
Pour reconnaître si cette série est récurrente, on la mettra d’abord sous la forme
Cela pose, en appliquant la règle ci-dessus, on trouve
(S' ayant pour développement
S' 3 + 8#+15#’ + ... 3 +9Ær + 9'’S7’
quotient exact.
Ainsi la série est récurrente , et du troisième ordre.
Pour obtenir l’échelle de relation, rapprochons les équations
la dernière donne —y ~ z ,
d’où
et par conséquent - — 1
donc enfin S =
SOHRATIONDES PUISS. SBSB. DES TERMES d’uNE PROGRES*. PAR D1FFÈR. 621
Ainsi l’échelle de relation de la série 1 + Sx + G#’ + . . . , se compose des quantités (Sx, — S x’, + x3), et l’échelle de relation de la série proposée, 1 + 8 + 6 + 10 + ..., est l’ensemble des nombres (3, — S , + 1 ) ; ce qu’il est facile de vérifier.
Par exemple, le terme 28 se compose de la somme des produits des trois termes 21, 18, 10,
multipliés respectivement par 3, — 3, + 1.
N. B. On voit encore que la règle précédente donne le moyen de retrouver V échelle de relation d'une série récurrente, quand la trace en a été perdue.
Détermination du terme général de la série
am + b"1 + cm + dm. . . . ; a, b , c, d, étant les différens
termes d’une progression par différence.
On a vu (n° 186) que, dans toute progression par différence,
le terme général , l, a pour expression , l — a+ ( n — l)r, r désignant la raison et n le nombre des termes ; donc le terme général de la série des miimes puissances des différens termes de cette progression a pour valeur ,
lm = [a + (n — l)r]m.
Soit proposé , pour exemple , de trouver le quinzième terme de la série des cinquièmes puissances des termes de la progression i 1.3.5.7.9.11.13 On aura, en faisant dans la
formule , n c= 1 5 , »?» = 5 , a = 1 , r = 2 ,
Sommation des termes de la série
a’n + lm + cm + + + km + lm ,
APPLICATION
a, A, c, d,.... k , l, étant les différens termes d’une progression par différence.
On a , d’après la formule du binôme ,
bm = (a + r)m. = a'" + niram~l + m — - — r,am~% + ,
cm — (A + r)m = A™ + mrlm — 1 + m ■
r'bm— a +
lm = [k + r)m — km + mrk'"—1 + m — s r'k™—* +
Ajoutant toutes ces équations membre à membre, et désignant parSm,Sm— i,Sm— S„ S,, les sommes des mième\{m — 1 )<«*«.,. puissances, on obtient
Wl-1
Sm—am=Sm — A»— mr(Sm-i— lm-,) + m—r7(Sm-^— ou, réduisant,
7tt 1
l"< + m — - — rJ(Sm-a — + ...(A),
formule qui renferme les sommes des puissances, depuis Sm_i jusqu’à S0 inclusivement.
(S0 , étant égal à a0 + A0 + c° . . . + k° + 1°, équivaut à n.)
Pour faire connaître l’usage de la formule (A) , faisons successivement m = 1, 2, 3, h, 5 -■
Soit, 1° 7ra = l ; on trouve
l — a = r(S0 — 1°) ; d’où S,
l—a + J _ (w-l)rH- r__ ^
résultat que l’on connaît déjà.
d’où
donc
il vient l* — a7 = 2r(S, — 1) -f r*(S0 — 1°) ,
AUX SÉRIES DE ROEBRES FIGURÉS
ou bien, à cause de l—a + (n — 1 )r, d’où
c (/ + a) .nr (Z + a)n 2r ~ 2 ’
l — a + r-=tir,
résultat qui est encore connu (n° 187).
3" 7/1=3; la formule (A) devient
P — a3 = 3r(Sj — Z3) + 3r’(S, — 0 + r3(So— /«),
résultat qui fera connaître S, en fonction de S, et de S0.
— a4 = 4r(S3 — P) + 0r3(S, — Z3) + 4r5(S, — l) + r-4(S0 — Zn);
et cette formule donnera Sj en fonction de S,, S, , S„; ainsi de suite.
D’où l'on voit qu’on pourra toujours obtenir la somme des puissances semblables d’un nombre déterminé de termes , en fonction des sommes des puissances inférieures, quels que soient les degrés de ces puissances.
423. Prenons, pour exemple, la suite naturelle des nombres 1, 2, 3, 4, S, 6, 7, 8, 9...;
et recherchons la somme des carrés, des cubes, etc., des 77 premiers termes.
On a , d’après les formules précédentes , et en observant que a=l, t*=1, l—n, S0—n,
S-= 2 - ou — â~î
donc
7i 3 — 1 r«3 — n n — 1 2ti3 -f Stj3 -f- n
ou bien encore , S, =
3° — 1 = 4(Sî — n3) + 6(S, — 7i3) + 4(S, — n) + n — 1 ;
donc S3 = »3 + — j j ^ T~ '
ou
aflts ti
APPLICATION
On trouverait pareillement
N. JB. Afin de distinguer les sommes des puissances semblables des termes de la série naturelle 1, 2, 3. . des sommes relatives à toute autre progression , nous désignerons dorénavant les premières pary, ,fi3, . •• fp', en voici l’usage :
424. On peut toujours, à l’aide de ces expressions, obtenir la. valeur de la tomme d’un nombre quelconque de termet d’une série dont le terme général est une fonction rationnelle et entière du nombre des termes que Von considère.
Soit, pour fixer les idées, une série dont le terme général est anP, a étant un nombre connu quelconque, p un exposant entier et positif, n le rang du terme que l’on considère.
La série proposée est alors de la forme
a. 1p •+- a.%P -i-a.ZP -t-a.AP ■+• ... -4 -a.nP , série qui revient évidemment à
a(\P ■+■ 2/> -I- Zp ■+■ bP -+• . . . -4- np) = a .fip.
De même, une série dont le terme général est exprimé par a .np ± b .ni ± c.nr, revient à
a[\P + 2 P + Zp + ...+ np) \
db b[\<t •+■ 2? + Zi + ...+ ni) > = a .fp ± b fiq ± c ,fr.
± e(lr + 2c + 3c + . . . + nr) )
Or les expressions fP,fq,fr , sont connues d’après les formules
du n° 423; ainsi la somme des n premiers termes de la série proposée est également déterminée.
428. Application aux séries de nombres figurés. On appelle ainsi les séries que l’on déduit d’une progression par différence, dont le premier terme est l’unité et la raison un nombre entier , en faisant successivement la somme des deux premiers , des trois premiers , des quatre premiers.... termes de la progression, et opérant ensuite sur la nouvelle série que l’on obtient par ce moyen , comme on a opéré sur la progression ; et ainsi de suite.
AtX SÉRII8 DI NOMBRES FIGCRÉS.
Soit d’abord la progression naturelle des nombres
dont la première se forme en ajoutant successivement les deux premiers , les trois premiers. . . . termes de la progression proposée , dont la seconde se forme à l'aide de la première comme celle-ci s’est formée au moyen de la progression , dont la troisième est déduite de la seconde comme celle-ci l’a été de la première. ... ; ces séries , dis-je , sont celles des nombres figurés de la première classe.
La première est la série des nombres triangulaires.
La seconde , celle des nombres pyramidaux triangulaires.
Les séries suivantes n’ont pas reçu de dénominations particulières.
La progression -f 1 .3.5 .7 .9 .11 . . .2n — 1 , donne naissance aux nombres figurés de la seconde classe ; et les séries qui en dépendent sont , d’après la loi ci-dèssus ,
La première de ces deux séries est la suite des nombres carrés ; la seconde, celle des nombres pyramidaux quadrangulairee .
Ces dénominations proviennent de l’analogie que ces nombres ont avec certaines figures géométriques.
426. Les séries qui viennent d’être formées jouissént de plusieurs propriétés curieuses , dont nous ferons connaître la plus importante : c’est que l’on peut toujours former leur terme général , et obtenir l’expression de la somme des n premiers termes en fonction des quantités fi , f, > fi • • • •
En effet , pour uue progression quelconque , la première des séries qui en dérive est telle que son n'”"*’ terme est égal à la
Les séries.
APPLICATION
somme des « premiers termes de la progression proposée; donc, *1° ce terme peut toujours être exprimé rationnellement en fonction de n ; 2° puisque ce terme général est une fonction rationnelle de n, la somme des n premiers termes peut (n°424) être exprimée au moyen des sommes /,,/,, /,...., dont les valeurs sont connues.
Ainsi , soient la progression -fl- 2. 3. 4. 5. . . . , et les suites qui en dérivent, 1, 3, 6, 10, 15. ,
La somme des termes de la progression étant — — 5 , le
terme général de la première suite est - , ou — -f ^ ;
donc (n° 424) la somme des n premiers termes de cette suite a pour expression ,
ou, remplaçant/,,/, parleurs valeurs (n° 423),
expression qui peut encore s ecnre ainsi : — : •
De même , le terme général de la seconde suite étant n3 +3n:1 +2n 1 1 1
on a , pour la somme des n premiers termes de cette suite , 0./s "1" 2/3 4* g/i î
ou, substituant pour/, ,/,,/, leurs valeurs,
né 4- 2re3 +”»* 2re3 + 3 + n t n' + n “T 24 ' Ï2 + 6~
né 6» 3 -+- 1 lna 6w n(n -1-1) [n •+• 2) (n -1- 3)
MX SÉRIES DE H01DRES EIGCRÉS. 62’/
On aurait de même, pour le terme général de la troisième suite,
ni -+• 6n3 -f- lin’
— * ou + 5 + 24»’ + «»•
et , par conséquent , pour la somme des n premiers termes ,
nsH-10n‘i-t-3Sn3-J-50n’-f-24n n(n-»-l) (n-»-2) (n- 4-3) (n-b 4)
ainsi de suite.
JV. B. Il est à remarquer que les expressions n n{n + 1) n[n +1) (n + 2) n(n + 1) (n -f- 2) (n + 3)
ne sont autre chose que les termes généraux des coefliciens du développement de (1 — x)~m, en supposant successivement
m= 2 , m=.%, wt=4, m = 3 . . . [V oyez à ce sujet le n° 41 S.) 427. Soient encore les nombres Ggurés qui correspondent à la
progression -fl .3.8.7 .9. . .2n — 1,
savoir : 1, 4, 9, 16, 25 ,
Le n'*®* terme de la série des nombres carrés, étant la somme des « premiers termes de la proposée , a pour expression ,
Donc la somme des n premiers termes de cette même série est 2^3 -X- -f- n
égale à/j , ou ( n° 421) à 5 , expression qui revient ,
encore a
Le nlème terme de la seconde sérié étant n
ou bien
SÉRIES
428. La méthode des coefficiens indéterminés donne, en général, le moyen de développer toute fonction do x suivant les diverses puissances de cette lettre. Réciproquement , cette fonction , que l’on peut désigner par y, étant développée suivant les puissances de x, on peut, par la même méthode, obtenir le développement de la quantité x suivant les puissances de y; et c’est en cela que consiste le retour des suites , ou la méthode inverse des séries.
Soit y — ax + bx ’ + ex3 + dx4 + . . . (1), la fonction développée suivant les diverses puissances de x (a, b, c, d,... étant des quantités connues); on demande réciproquement la valeur de x en y, c’est-à-dire les coefficiens du développement x = Ay + By’ + Cy3 + Dy4 + . . . (2).
Pour y parvenir, élevons successivement au carré , au cube. . . les deux membres de l’équation (1 ) ; il vient
y’ = a’.x’ + 2 ab.x*
+ 3a’àx4
b ’ , 2 ac Sab ’ 3a ’c
2 bc îad
y’ = aJx’ + ..., d’où, substituant dans l’équation (2) et ordonnant,
0 = Âa
A b Ba’
+ A c -+• 2Ba4 + Ca3
■+■ Ad + Bê’
+ 2Bac + SCa’A •+■ Da4
MÉTHODE lilVIBSE DES SÉRIES. 629
Égalant à 0 les coefficiens de x , x1, x3, x$..., on obtient les équations n
Aa — 1 = 0, AA + Baa = 0, Ac + 2Ba4 -f Co3 = 0 ,
Ad + Bôa + 2Bac + 3Co’4 + Da4 = 0. .
desquelles on déduit successivement ,
— Ac — 2Ba/< 24a i — ac
Sabc — W — a’d Ô7
Ainsi l’on obtient, pour le développement demandé,
1 1 . ’• 24a — ae .
SA3 — SaAc + a’d
ai
N. B. Si l’on a un développement de la forme y — a + ax + b: ra + ex3 + ....,
il est facile de s’assurer , en reprenant la méthode précédente , que l’on ne peut pas développer x suivant les puissances de la fonction y elle-même ; mais on peut faire y — «=a, ce qui donne
z — ax + bx* + ex3 . . .
Posant ensuite x = As + Bia + Ci3. on déterminera les coefficiens A, B, C...; après quoi l’on remettra pour z sa valeur y — « ; et alors le développement de x procédera suivant les puissances, non de la fonction y, mais de l’expression y — «,
429. Application». Soit , pour premier exemple , la série y = x + xa + x3 + x* + x5 + . . . .
Posons x = Ay + Bya + Cy3 + Dy4 + Ey5 + . . .
En formant , comme ci-dessus , les diverses puissances de y, et en substituant leurs valeurs dans la seconde identité, on obtient les équations suivantes. . . .
A — 1=0, A+B=0, A+2B + C=0 , A-t-3B4-3C-f-D=0, A + 4B-t-6C + 4D + E= 0....; d’où l’on déduit successivement
Donc x=y — ya + y3 — y/| + y* — ....
MÉTHODE INVERSE DES SÉRIES
Et en effet , x + x7 + x3 -f . . . est une série récurrente dont 1» fraction génératrice est(n° 417) y- ^ — .
Ainsi l’on a y— , d’où l’on tire x— - — - — .
Or , en développant cette dernière expression en série par la division , on trouve
y— y* + y3 — y4 + ys—...
Soit, pour second exemple, l’cquation
dont le second membre n’est autre chose que le développement de ex [voyez n° 229).
En faisant y — l=z, on a
Z~I+ iT2+TX3 + 1.2. 3. 4
Posons alors x = Az + B i* + Cz3 + Dz* .... (2).
En formant, à l’aide de l’identité (1), les diverses puissances de z, puis substituant leurs valeurs dans l’identité (2) , on sera conduit aux équations suivantes , . -,
d’où l’on déduit A
donc, le développement de x en s est
* s za z3 zi
ainsi l’on a pour celui de x en y,
(y — 1) (ÿ-1)» . fy-t)3 (ÿ-l)*
SÉIHODE ISYERSE DES SÉRIES. 631
Observons d’ailleurs que l’équation y = e* donne (n° 208), dans le système népérien, x = Y. y; donc
(y i) (y 1)’ , (v-lp (y- 1)4.
ly- j 2 1 â 4 + "“
Tel est, en effet (n° 225), le développement en série du logarithme naturel d’un nombre.
La méthode inverse des séries est d’un usage pen fréquent , parce qu’il est difficile de reconnaître , d’après la nature des calculs , une loi de formation pour les coefficiens ; et l’on est souvent obligé de déterminer un grand nombre de coefficiens ‘avant de pouvoir saisir cette loi.
430. Nous terminerons ce que nous avons à dire sur cette méthode par la remarque suivante :
Si l’on a une équation de la forme
oy + Ay’+cy3+ • • • .=u,J+A,j:I+e,xîd- . . .
formée par deux séries, et qu’on veuille exprimer y en x par une série telle que y = Aj + Bx1 + Cx3 + ...., il faut, pour obtenir A, B, C. . ., former les diverses puissances, y1, y3, y4. . ., à l’aide de cette dernière équation, puis les substituer dans la première, ce qui donne alors une équation identique en x, dont on égale séparément à 0 les coefficiens correspondais.'
Mais les calculs dans lesquels on est ainsi entraîné sont souvent impraticables, parce que les coefficiens A, B,C, . . . . entrent, dans les équations de condition , à des puissances de degré supérieur au second.
§ IV. — DES SÉRIES TRIGOKOJlÉTRIQUES ET CIRCULAIRES.
Nous compléterons la théorie des suites par la recherche du développement des trois lignes trigpnométriques principales, sin x , cos x , tang x , suivant les diverses puissances de l’arc x, séries qui servent à la confection deà tables trigonométriques.
Développement de sin x et de cos x.
431 . Pour résoudre cette question, nous partirons de la formule (cos a + sin a .V' — l)’» £= cos wia+ sin ma.
démontrée (n° 391). - /
SÉRIES TRlGOKOMÉTBIQtES.
Si l’on développe le premier membre de cette équation d’après la formule du binôme, il est aisé de voir que ce développement se composera de deux parties distinctes : une partie réelle et une partie affectée deV' — 1. Or, pour que l’équation précédente puisse exister , il faut qu’il y ait séparément égalité entre les parties réelles des deux membres , et entre les deux parties imaginaires.
Supposons donc le développement effectué ; nous obtiendrons les deux nouvelles équations
cos ma — cosm a — m .
.cos"1- *o .sin’o
.eosOT— ^a.sin'*a+
sinwio = cosm— 'a.sino — m. ■
•cosm — 3a,gin3
Ces formules servent, en Trigonométrie, à déterminer le sinus et le cosinus des arcs multiples, ma, en fonction des sinus et cosinus de l’arc a; mais on peut aussi èn déduire les valeurs du sinus et du cosinus d’un arc en fonction de cet arc.
Observons d’abord que, d’après la relation
sin a
tango = — ,
cos a
on peut mettre les formules précédentes sous la forme cos ma =
cosma
m . — ^-.tang’o + .tang^o — etc. J ,
(m — 1 m m. tango — m. — - — . —
.tang3o +
Cela posé , faisons ma = x, d’où m — - ; ces formules devien-
nent cos x =
s, x-o tang3o x — a x — 2o x — 3o tangua \
/ tango x — ax — 2o tang-'o \
sm x = cos "'«(x e — - — . — 2— + J.
Digil
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SÉRIES TR IGOSOSI ÉTRIQUÉS
Remarquons actuellement que les trois quantités, a, x et m, étant liées par la relation ma = x, ou m = - , on peut faire varier m et a de manière que leur produit x reste confiant ; car si l’on prend pour a , par exemple , une suite de valeurs tout-à-fait arbitraires, les valeurs de m, correspondant à ces valeurs de a et à la valeur constante de x, s’obtiendront au moyen de la rela-
tion m=- . D’un autre côté, l’on sait, d’après les principes de
la Trigonométrie , que plus un arc a diminue, plus il approche
de devenir égal à son sinus et à sa tangente ; ce qui revient à
.. , sin a tang a _
dire que le rapport , ou - — tend sans cesse vers V unité,
et que, quand on suppose l’arc moindre que tout arc donné , ce rapport ne diffère de l'unité que d’une quantité moindre que toute grandeur donnée ; en termes algébriques , si l’on suppose aa=0, il en résulte
sin 0 tang 0 ,
D’après ces considérations, faisons a = 0 dans les deux formules ci-dessus; les. premiers membres ne changeront pas puisque l’on suppose x constant ; mais les seconds membres deviendront
cos’"0. (l ï.2*1 + 1.2.3.V1 1.2.3.4.5.0'1 + **’)
COMBINAISON DES SÉRIES TRIGONOMÉTRIQDES
433. Pour faire servir ces formules à la construction des tables trigonoraétriques , il faut supposer , 1° que l’on connaisse le rapport a-=3, 1415926 de la circonférence au
diamètre, ou de la demi-circonférence au rayon; 2° que x représente la longueur d’un arc d’un certain nombre de degrés , rapportée au rayon pris pour unité.
D’aprcs cela, soit proposé de déterminer le sinus et le cosinus de l’arc A'une minute.
Comme la demi-circonférence dont le rayon est 1 , a pour valeur 3,1413926. . ., il vient, pour le quart de circonférence, 1,5707963. . ., et pour l’arc de 1', qui est le 10000''"'” du quadrant, 0,00015707963. Il suflit donc de substituer à la place de x, cette valeur dans les deux formules (A) et (B) , et de calculer les deux premiers termes seulement; car il est visible que les autres seraient extrêmement petits. On peut même observer que les termes étant alternativement positifs et négatifs, l’erreur Commise s’estime (n° 176) par le premier des termes que l’on néglige.
Prenons, par exemple, le premier terme x de la série relative au sinus, pour exprimer sin 1'; l’erreur commise est moindre
que — j . Or on a
(0, 00015707... )3<(0,00016)3, ou 0,000000000004096; le 6e de cette expression est moindre que 0,000000000001;
sixième chapitre (Note sur les séries conterr/entes),i\ est aisé deTeconnaitre qu’elles finissent toujours par devenir convergentes.
En effet, le rapport d’un terme quelconque au précédent peut cire exprimé ,
pour la première série , par et pour la seconde, par
(« désignant le rang du terme à partir du second.)
Or, x ayant une valeur fi nie et déterminée , il est toujours possible de prendre n assez grand pour que le rapport soit une fraction ; et cette fraction diminuera indéfiniment à mesure que n augmentera.
Ainsi ces séries rentrent dans le premier cas du n”2de la note déjà citée.
AVEC. LES SÉRIES EXPONENTIELLES
donc la valeur de sin 1' ne diffère pas de l’arc lui -même, dans les douze premiers chiffres décimaux.
En général , tant que x sera une fraction , ce qui aura toujours lieu si l’on considère un arc moindre que le 8ème de la circonférence (ou 50°), les deux séries seront très convergentes; et uu petit nombre de termes suffira pour donner des valeurs très approchées de sin x et de cos x.
434. Les séries (A) et (B) donnent lieu à des conséquences assez importantes que nous allons déduire successivement.
Première conséquence. En comparant ces deux séries
cos x = 1 — +
un x :
à celle qui donne le développement de ex (n° 229) , xx2 x3 xi
^ = 1 + ï + ri + rxâ + rxo + • • • ’
on voit que leur somme donne cette dernière série, aux signes près , de deux en deux rangs ; mais si l’on remplace dans celleci , x par x v/=l , et qu’on multiplie les deux membres de (B) par V/-1 , on aura (en se rappelant que les diverses puissances
de l/— f sont +Y//~—î, — 1 , — {/—-î, +1),
co.»+V/^.in,r=I + ïib+-
donc en/— ' = cosx + V// — 1 .sinx.
En changeant x en — x, et observant que cos( — x)=cos x, sin ( — x) — — sin x, on trouverait
* _ xV—i __ cos j. — J/ — J s sîn x j
ce qui donne enfin la nouvelle formule
cirV-i—cos^-f-j/ — j , sinx... . (C).
COMBINAISON DES SÉRIES TRIGONOHÉTRIQCES
N. B. Les valeurs qu’on vient d’obtenir pour e+x^/—' , e— », combinées par addition et par soustraction, conduisent aux deux formules suivantes qui sont employées assez fréquemment :
cos (e-»-xl/— i e~xV~l} f sin x = 2i/1_ (rh*V~ —
-435. Seconde conséquence. Si, dans la formule (G), on met nx à la place de x, n étant un nombre réel quelconque, il vient
e±nx\/—i — cog nx -j- p/_j , sjn nx •
d'un autre côté ,
é±nA/^~i = (e±-»l/^î — (cos x ± — l . sin x)" ;
donc (bos x db V' — 1 . sin x)n = cos n x ± \/ — 1 . sin nx.
Ainsi la formule
(cos a ± sin a .V' — lm=cos ma+ sin ma V/=T,
qui n’avait été démontrée (n° 391) que dans le cas où m était un nombre entier et positif, est maintenant vérifiée pour un exposant quelconque.
436. Troisième conséquence. De la formule (C) l’on déduit encore , en prenant les logarithmes des deux membres dans le système népérien ,
± x \S — 1= T (cos xzkiV' — 1 . sin x) ;
d’où, en séparant les deux formules contenues dans celle-ci, et retranchant la seconde de la première,
— z ,, cos x + V— 1. sin x
cosjr — V — 1 . sms
ou bien , S»i^=rl±i3dïï!£5.
1 — V — 1. tang»
Or, on a trouvé (n° 225) T |i|=2 ;
DJ
Cette formule donne la valeur d’un arc en fonction de la tangente de cet arc. Donc, par la méthode inverse des séries (n° 428) , on pourrait développer réciproquement tang x en fonction de x. Mais on parvient à ce dernier développement par le moyen qui suit :
Soit tangx= Ax+Ba^ + Cx^Dx’-t- . . .
(en observant que la tangente, de même que le sinus, ne peut renfermer dans son développement aucune puissance paire de l’arc , puisqu’elle doit changer de signe avec cet arc. )
Pour déterminer A, B, C,.. . on substitue dans la relation tang x. cos x = sinx, à la place de sinx et de cos a;, leurs développemens trouvés (n° 432), puisa la place de tanga;, la série ci-dessus $ et il vient
(Ax+Bx3+C;pî + D,r7 + ...) ^1- 2 g y 2 g 4 g g*1"”-)
Effectuant la multiplication indiquée , et égalant les coefficiens des mêmes puissances de x , on trouve successivement
et ainsi de suite.
La loi des coefficiens se trouve ainsi bien déterminée.
SÉRIES CIRCULAIRES
437. Les analystes ont fait servir la formule {D) du numéro précédent à la détermination du rapport approché de la circonférence au diamètre. Pour que cette formule puisse être utile, il faut que l’arc dont on cherche la valeur soit tout au plus égal à 30", puisque l’on a tang 30° = 1.
Cela posé , soit 50° = m + n , et prenons pour m l’arc dont
la tangente est égale à | , auquel cas on a , d’après la formule (D),
série très convergente dont la loi est manifeste.
D’ailleurs , l’équation 80° =m + n, donne n = 80" — m ; d’où
tang 30° — tang m 4
tan® n 1 + tang m tang 80° ,1
doue, en appliquant encore la formule (D),
ainsi ( m + n ) ou l’arc de 50°, est représenté par la somme des deux séries
La seconde de ces deux séries n’est pas très convergente ; et il faudrait un assez grand nombre de termes pour obtenir un degré d’approximation suffisant.
438. Mai » on peut parvenir a deux autres séries beaucoup plus convergentes.
Soit v l’arc dont la tangente est égale à g ; il en résulte
Or on a , d'après les formules trigonométriques ,
. 2 tang v 8 , , 2 tang 2t> i . 1
ta"S = t — tang°p~T2 ’ ‘““S ^ = HITani^-1 + TÏ9‘
CONCLUSION GÉNÉRALE
Comme cette dernière tangente diffère très peu de l'unité , on peut déjà conclure que l’arc 4t> diffère peu de 50°, et qu’ainsi la tangente de Av — 80° doit être une fraction très petite.
Cela posé , soit z — Av — 80°, d’où tang z == tang (4» — 80°);
il vient donc
tang 4» — 1 1
tang * — j + tang 4P— âgé »
d’ailleurs, l’équation z = Av — 80° donne 80"= Av — i. Mettant dans cette expression , à la place de v et de z , leurs valeurs , on obtient > ■ ,
S93 ^ 8.239"’ ""JJ
d’où l’on conclut enfin , pour le rapport de la circonférence au diamètre , ou pour le rapport de la demi-circonférence au rayon,
200° ou t = i
Il est facile de s’assurer que les quatre premiers termes de la première série, et les deux premiers termes de la seconde, donnent la valeur de n à moins de 0,00001 près.
439. Conclusion générale. En réfléchissant sur tout ce qui vient d’être dit sur les séries circulaires ou trigonométriques , on voit le parti que l’on peut tirer de l’emploi des symboles imaginaires, pour résoudre des questions d’une très grande utilité. Comme , pour parvenir à ce but , on étend à des expressions imaginaires, des formules qui d’abord n’avaient été reconnues vraies que pour des quantités réelles , on pourrait être tenté de révoquer en doute l’exactitude des résultats auxquels on est conduit ; cependant si , après certaines transformations , on parvient à des expressions débarrassées d’imaginaires , qui s’accordent avec celles que fournirait un raisonnement strict et rigoureux , on est forcé d’admettre la légitimité des moyens employés.
comrsiox GÉNÉRAIS.
C'est ainsi que les analystes ont fait les découvertes les plus importantes, auxquelles on ne parviendrait que très difficilement par des moyens en apparence plus satisfaisans.
La méthode suivie pour obtenir les expressions de sin x et cos x, offre encore l’exemple d'un raisonnement qui conduit promptement au but, quoique laissant d’abord un peu de vague dans l’esprit.
Pour parvenir à ces expressions, on suppose que, l’arc a devenant nul, le rapport - — — — sc réduit à 1. Au premier abord,
on a de la peine à concevoir que, l’arc étant nul, il puisse exister un rapport entre l’arc et sa tangente , et que ce rapport soit égal à 1 ; mais si , au lieu de supposer l’arc tout-à -fait .nul , on suppose qu’il ne diffère de 0 que d’une quantité extrêmement petite , le rapport entre la tangente et l’arc est calculable et diffère très peu de l’unité ; et plus l’arc est petit , moins le rapport diffère de l’unité. D’où l’on peut conclure qu’à la limite de décroissement de l'arc, c’est-à-dire quand a devient nul,
•on a -al}J* a ~ 1. L’exactitude des formules auxquelles on parvient ainsi, exactitude qui se trouve vérifiée par les applications que l’on en fait à la détermination des sinus et cosinus de certains arcs , confirme aussi l’exactitude des principes qui y ont conduit.
La considération de* rapport* de* grandeur* variable*, dans les limites de leurs accroissemens ou de leurs décroissemens , est l’objet de l 'Analyte infinitésimale , nouvelle branche des Mathématiques à laquelle la théorie des séries peut être regardée comme une espèée d’introduction.
Autre note sut F éliminât ion , par M. Vincent.
Cette Note a pour but de présenter un moyen général d'obtenir l’équation finale débarrassée de tout facteur étranger, et par conséquent de compléter’ la méthode indiquée à la page 55G, d’après M. Gérono.
Appelons A et B les deux polynômes proposés ; et supposons qu'on leur applique la méthode d’élimination simplifiée du n° 373. Soient », m', m",... les multiplicateurs en y dont l’introduction dans les dividendes successifs est nécessaire" pour conduire à des quotiens entiers, q, q' , q" . . et soient encore nr, «V, n'W,. . . les restes obtenus, n, n', n" . . étant leurs facteurs respectifs en y, facteurs par lesquels on divise ces restes, conformément à l’esprit de la méthode indiquée, avant de passer à la division suivante.
Cela posé, nous aurons , en admettant, pour fixer les idées , que le nombre des équations soit de cinq :
m A = qli -J- nr «t'B = q'r »V «t"r = q"/ + n"r" m"V =q"'r" + n"V" tn'yr" = 71*r/" -J-ri1*
Multiplions ces équations par les facteurs indéterminés respectifs, f, p , f", f’", ajoutons tous les résultats, et égalons a zéro chacune des quantités qui multiplient r, r', r", r"' . Nous aurons ainsi :
nf + q'f' — m"f" =0
n"f" Jrq'"f">— m" f” =0 n'"f" +q"f” =0
Le nombre des équations [2] étant inférieur d’une unité à celui des facteurs f, f', nous pouvons disposer d’un de ces facteurs de manière
à les rendre tous entiers, ce qui se fera le plus simplement possible en posant
Cette valeur de f iy rendra évidemment entières celles de toutes les autres indéterminées f’", f", f' , f, qu’il est, du reste, inutile d’écrire et de calculer; et alors le système des équations [1] se trouvera remplacé par la seule équation identique
mfK = (qf —»7') B + H [4],
dans laquelle on a fait, pour abréger,
« n'n"n"'*»IV = N [5].
AUTRE NOTE
Maintenant, il est clair que toute hypothèse (faite sur x et t/) capable d’annuler simultanément A et B , annulera également le produit N ; et , par conséquent, en posant Pï==:0, on 'aurait l’équation finale si ce produit ne devait contenir aucun facteur étranger ; mais il n’en est pas ainsi pour l’ordinaire*
En effet, supposons qu'une même valeur de y , par exemple y = A, rende identiquement nulles à la fois deux des trois quantités
mf (nf — m'f') > et K ;
elle rendra également nulle la troisième, puisque, par hypothèse, A et B u'ont aucun diviseur exact eu y. Ainsi, le facteur {y — k ) divisera identiquement l’équation [4], sans que , pour cela, la valeur y —h appartienne aux équations A = 0, 15=0; et comme tout système de valeurs de x et de y, capable d’annuler A et B, continuera néanmoins à annuler de même le quotient de N par le facteur (y— A), il s’ensuit que ce facteur est totalement étranger à la véritable équation finale , et doit en être entièrement rejeté.
On voit facilement d’ailleurs que les facteurs en y communs aux trois termes de l’équation [4] , sont les seuls qui doivent être ainsi considérés comme étrangers.
Il ne s’agit donc maintenant que d’examiner , parmi tous les facteurs en y du produit N , quels sont ceux qui peuvent annuler la quantité mff ou , ce qui est la même chose , les deux quantités
mf et (qf — m'f').
Or, en se reportant aux équations [2], on reconnaîtra que cela peut se fairo en admettant l’un des quatre systèmes suivons :
1* R.c=0 et m =r 0 \
2°* N = 0,/’ = 0, et m’=0
3° IS'^0, f—0, f'=0, et m" =..0 l L
4° N = 0, /~= 0, /v — 0, f" = 0, etw"'=0 J
Il n’y a plus d’autre systèfne admissible au-delà du quatrième. Car si l’on supposait encore 0, l’équation [4] ne serait alors autre chose que la
dernière des équations [1], multipliée par flY. Or l’équation, ainsi réduite, ne peut admettre aucun facteur en y-( excepté flY qui est évidemment hor» de la question ), puisque tout diviseur en y, commun à tnlr et n1T, devrait aussi diviser qlrf ce qui est impossible si l’on a bien opéré.
De ce qui précède il résulte premièrement que les facteurs étrangers proviennent essentiellement des multiplicateurs wi, m', m", m,,f.
Secondement. Observons que, quand on a fait f 0, l’équation [4] est divisible exactement par n, et devient entièrement indépendante de n après la division ; que de même, quand on a fait ^ = 0, l’équation [4] est divisible par nn't et devient, après la division, indépendante de n et de n'. . et ainsi dc,*uitc. D’où il résulte que les hypothèses f 0, /y = 0, /v'==0, ont
SCR l’éliikutio*. * (>4ü
nécessairement pour etfe.t de rejeter en dehors de fa question chaque équation qui se trouve multipliée par un facteur ainsi annulé ; et par suite j( comme on peut, au reste, le concevoir à priori) que les solutions communes aux équations [N=0], [»«'r=0], ne peuvent cire attribuées au facteur n; que les solutions communes A [N = 0], [m" = 0], ne doivent être rapportées ni à n ni à n'; que, de même , les solutions étrangères fournies par m'" = 0, ne peuvent appartenir ni à n, ni à n', ni è n" — ; et ainsi de suite.
Puisque d’ailleurs il ne saurait y avoir aucun facteur commun entre vi et n, entre »»' et entre m” et n",. . . ainsi qu’on l'a expliqué ci-dessus pour vi 1 v et nlv, il s'ensuit encore que les systèmes des équations [6] peuvent être remplacés par ceux-ci :
m = 0 et m' = 0 et »•" = 0 et m’"— 0 et
jt identiquement
aux suivans :
et
et
fwm' =0
et
mm* m" = 0
et
mmr m" m,n = (
De là on peut conclure ce principe général :
7out facteur en y commun entre le reste d'une division et un quelconque des multiplicateurs introduits dans les divisions précédentes , est étranger à l'équation finale , et doit être supprimé autant de fois qu'il se trouve dans ces multiplicateurs précédons , sans que jamais les solutions des équations proposées puissent en être aucunement altérées.
Par suite , pour avoir les valeurs de x qui correspondent respectivement n chaque valeur convenable de y , il faut commencer par supprimer entièrement, dans chaque reste, et sans y avoir égard en aucune manière, les facteurs en y dont il est question ; on substitue ensuite , dans le diviseur correspondant (conformément à la méthode du n° 373), les seules valeurs de y que celte suppression n’a pas fait. disparaître.
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