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AVERTISSEMENT
I ■■ ■■«aHç*!"»— T-
Ëtabi^ib mtthoéîqiieineiKi la .QomQoclaLure (^es iK«nbres et la ihiaiièfe de les ëeiire.«a chiffrer; clp^-^ cher dans leur mode jde reipieseiitàtioR y et daoa la nature. des opaEslions qu'on peut avoir à ex^utç£ 8ur eux, des procédés proprÉft à conduire am^ v^nirtata de ces opérations ; considérer ensuite le» popabpQ^ d'une manière générale et indépeadai^te d^i tpu^ système de numération ; pénétrer , pour ain^i 4^e , dans leur intérieur ^ pour y découvrir les p?Q(H*ÎQtéft relatives à leur oomposîticôi et à leur décoimpçsijtjpu \ déduire de ces propriétés, soit de nouveaux procédés « soit des modifications et des mojeos de sibipUA^i! les procédés déjà connus; poser enfin/ autant que pos- »ble , des rej^es fixes pour résoudre tout^ ^f)^C6 d^ questions, en ISsâsaxit ressortir les rapports qa'out ei^tre elles les différentes quantitésqui Smt partie des ^pon^ ces : tel est le pian que jeiîne s]ais tracé , en composant un Traité d^Arithmétique.
J'ai di\^sé cet Ouvrage en deux parties ,. et chaciiue de ees parliez en quatre chapitres.
La PREittiÈHK PARTIS a priqcipalemeut pour ol^H le développeixfient des quatre r^les fondamentales : V addition, la soustraction. y la multiplication^ et la di-^ vision^ Ainsi , le premier chapitre traite des opéra.^oua sur ks nom];M*e$ entiers^ le second , des opécafeions sur les fractions d'une nature quelconque; le troi" sieme et le quatrième y qui ne sont qu'une extension du second , traitent des nombres complexes et des fractions décimales auxaueUea se lie naturellemeat
vj AVERTISSEMENT.
le système des nouveaux poids et mesures. Plusieurs des questions relatives à la comparaison des nou~ velles mesures aux anciennes , me conduisant à des opérations sur des fractions décimales d'un grand nombre de chiffres , je termine le quatrième chapitre par l'exposition de deux méthodes abrégées pour la multiplication et la division*
La SECONDE PARTIE tetiferme surtout des théories dont lés démonstrations exigent l'emploi de nouveaux signes, pour représenter les nombres et les opérations qu'on peut avoir à exécuter sur eux. Ainsi, après avoir , dans une introduction , indiqué l'usage de ces signes et la manière d'opérer sur les nombres exprimés par des lettres, je développe la théorie des différens systèmes de numération, les propriétés qui ont rapport à la divisibilité des nombres, à leur composition et à leur décomposition en facteurs. Revenant alors sur les objets traités dans les premiers chapitres ^ 'e déduis de ces propriétés, des modifications dans es procédés de la réduction des fractions au ipéme dénominateur et du plus grand cœnmun diviseur entre deux «ou plusieurs nombres ; je &is connaître la théorie des fractions décimales périodiques et les propriétés principales des fractions continues. Ces différens objets composent le cinquième chapitre.
Les principes établis dans t introduction à la seconde partie me permettefnt de développer, dans le sixième chaipitrej les procédés de l'extraction de la racine carrée et de la racine cubique des nombres j opérations dont la connaissance est' indispensable , lorsqu'on veut passer de l'Arithmétique à la Géométrie.
Le septième traite des rapports et proportions ^ de leurs applications aux questions usuelles du commerce et de la banque. Je me suis efforcé de donner des -idées nettes et précises sur cette partie , qu'on doit regarder comme l'une des plus importantes en Mathématiques.
AVERTISSEMENT, vij
Je consacre le huitième et dernier chapitre, i l'exposition des propriétés principales des progressions et des logarithmes. J'ai traité avec beaucoup de^n et de détails cette dernière théorie qui , par. ses applications aux opérations les plus compliquées, rend de si grands servicèi^ aux calculateurs. , - %
La considération des logarithmes des. fractions, et la nécessité de les*' exprimer au^si bien que les logarithmes des nombres plus grands que l'iiniié , conduit naturellement aux nombres négatifs^ et à la manière de les employer dans les calculs.
Je termine ce chapitre par un rapprochement entre, les diverses opérations, qui donne naissance à ua nouveau point de vue sous lequel on peut envisager les logarithmes, et qui doit les faire regarder comme formant une septième opération de l'Arithmétique.
On peut voir, d'après cette esquisse rapide, que je n'ai rieo négligé pour faire de mon ouvrage un traité complet.
Ja crois devoir, dans cette édition comme dans la précédente , répondre à une objection qui m'a été (àite par quelques Professeurs : Pourquoi introduire dans les ÉLÉMENS de V Arithmétique des notions qui lui sont étrangères ^ et qui sont plutôt du ressort de V Algèbre ? Je ferai observer premièrement, pour ma justification, que tous les auteurs qui ont voulu, comme moi, faire connaître certaines propriétés des nombres, mais sans employer les signes de 1 Algèbre, n'ont pu les présenter que d'une manière incomplète et peu méthodique; encore même ont-)ls été forcés de faire usage des signes abrégés des opérations arithmétiques. La marche que j'ai suivie , au contraire , m'a permis d'établir un enchaînement entre ces propriétés et leurs applications les plus importantes.
En second lieu, ces propriétés, dont la connaissance est indispensable à ceux qui veulent posséder l'Arith-
AVERTISSEMENT
mélique à fbod , ne satiraient eùtrer dans les El^iuçns d'Algèbre, saos rompre la chaîne de» tliéorîes qui constitueaè cette autre |iartie des Mathématiques.
Lorsque , dans la preoûère édition de mon Algèbre^ je crw devoir oonaacrer un chapitre k l'exposition de ces mêmes propriétés, des obserratiouB me £uiveut &ites k ce* sujet; él c'est pour m'y conformer qu'en puJbtiant un Traité d'Arithmétique, f ai rendu à cette partie des Mathëmaliqoea ce qu oa s'accorde génécalemeut à regarder comilie étaot de son dotmaîne.
J'ajouterai, pour dernière réflexion, que ces Élémeos sont principalement destinés à des jeunes gens qui ont à subir des éprep?es difficiles , et dont les premiers pas, dans la carrière des Sciences, doivent se Êiire d'une manière sûre et profitable. Ainsi les principes foudamentaux ne saru^ient en être présentés avec trop de riguei;»'.
ÉLÉMENS
INTRODUCTION
1. V-/N appelle grandeur ou quantité tout ce qui est susceptible d*augmentation ou de diminution. Par exemple ^ les lignes, les surfaces ^ les temps , les poids sont des grandeurs. On ne peut se former une idée bien exacte d'une grandeur , qu'en là comparant à une autre grandeur de même espèce ; et cette ^seconde grandeur s'appelle unité ^ en tant qu elle doit servkde terme de comparaison à toutes les grandeurs de la même espèce. Ainsi , quand nous disons qu'un mur a vingt mètres de longueur , nous sommes censés avoir acquis déjà l'idée de l'unité de longueur appelée mètre , et nous supposons qu'après avoir porté vingt fois le mètre sur la longueur du mur ^ on soit arrivé tout-à-fait au bout.
L'unité , en Mathématiques , est donc une grandeur d'une espèce quelconque , prise arbitrairemenl ou dans la nature (*)', qui sert de terme de comparaison à toutes les grandeurs de même espèce; d'où il suit qu'il y a autant d'espèces d'unités que d'espèces de grandeurs.
On appelle nombre ^ le résultat de la comparaison d'une gran^ deur quelconque à son unité.
(*) Le mètre, noâvelle unité de longueur, est une unile prise dans la natnre. Voyez n** gi.
fi INTRODUCTION.
Un nombre est dit entier , lorsqu'il est l'assemblage 4e plusieurs unités de même espèce. Ain^ï, vingt francs^ trente livres poids , huitf douze , quinze unités d'une espèce quelcosipie, sont des iftombres entiers.
Une fraction est une partie de l'unit^*
Un nombre fractionnaire eetl'^ssemUage de plusieurs unités d'une même espèce et d'une fraction ou partie de cette unité.
a. Lorsqu'en énonçant un nombre , on ajoute à la suite de l'énoncé le nom qui désigne l'espèce de grandeur prise pour unité, le nombre s'appelle concret. Ainsi^ cinq mètres, quinze heures, six lieues sont des nombres concrets. La première fois que 1 on prononce un nombre , on ne peut y attacher de sens qu'en se représentant une unité d'une certaine espèce, à laquelle on compare une autre grandeur de la même espèce. Mais peu à peu l'esprit, qui s'accoutume aux abstractions, parvient a se peindre une collection de plusieurs objets semblables mais quelconques, dont chacun est l'unité. Dans ce cas, la collection s'appelle nombre abstrait, parce qu'en l'énonçant , on fait abstraction de Vespèce d'unité à laquelle on la rapporte. Or, c'est sous ce dernier point de vue qu'on doit envisager les nombres , dans l'exposition des procédés relatifs aux diverses opérations que l'on peut avoir à effectuer sur eux, si l'on vent qtie ces procédés soient établis de manière à pouvoir être appliqués à tontes les questions possibles.
De ta Numération.
3. Les premières recherches sur les nombres ont dû nécessairement avoir pour objet de leur donner des noms faciles à retenir; et comme il existe une infinité de nombres ^ puisqu'un nombre quelconque étant déjà formé, on peut toujours lui ajouter une nouvelle unité , ce qui donne lieu à un nouveau nombre qui peut lui-même être augmenté d'une unité ^ il a fallu trouver \e moyen d'exprimer tous les nombres avec un Tiombre limité de mots combinés entre eux d^une manière convenable. Tel est l'objet de la numération parlée.
Il y a plus, chacun des mots qui entrent dans la nomencla-
ture des sombres , étant exprimé par plusieurs lettres, on a dû inventer une écriture abrégée de ces mots et de leur» eonU>înaisojis y afin que Tesprit pût saisir avec plus de facilitsles raisonnemens qu'on est souvent obligé de faite sur les. nombres. C'est le but de la numératiem écrite, qui coasiste à représentera Paide d'un^nombre limité de carbctètés ou GBIFFRES, les nombres énonoés.ën langage ordinaire.
4* Numération parlée. Quoique la nomeneiatDre des nombres entiers aoit connue de la plupart 'des jeune» gens pour lesquels ces élémens sont écrite, noua croyons devoir ea exposer une- analyse succincte niais r^isoiïpée ^ parce que la numération écrite » telle qu'elle e^ adoptée dans, presque tous les ^ys, est fondée sur. p^tte nomenclature. .
Les premiers i^ombres sont : lin , deux ,traif , quatre , dnq, six, sept, hiiit^ neuf* Ces nombres sont ce qu'on appelle le» unités simples ou les unités du premier ordre. ^ -■
En ajoutant une nouvelle unité au npnibre neuf, on, forme le nombre dix qu'on regarde comme une nquyelle espèce d'u-" nite appelée dixaine ou f unité du second ordre. On compte par dixaines comme on a compté par unités simples ; ai^si Ton dit.: une dixaine^ deux dixainesj trois dixaines^ quatre^ cinq,, ^îx, sept, huit etneuf dixaines \ ou bien^ dix, V^ngt, trente^ quc^ rante , cinquante , soixante , septante , oçtante , npnante. Aux trois derniers mots , quoique conformes à Tan^logjie , on a snb* stitué les mots soixante^dix , quatrevingt, quatrevingt-^dix. Ce sont d^s mots consacrés par l'usage. Entre dix et vipgt, il existe neuf autres nombres qui sont dix-un, dix-deux, dix-trois, dix" quatre, dix-cinq , dix-six, dix-sept, dix-fiuit , dix-neuf i mais au lieu des six premières dénominations ^ l'usage a substitué les mots onze , douze, treize, quatorze , quinze et seizfi.
Entre vingt et trente , il existé aussi neuf nombres qui s'énoncent de cette manière : l^ngi-un, i)ingt^ux, vingt-trois, wngU^uatre ,.... vingt-neuf. On peut énoncer ainsi tous les nombres jusqu'à n^nante nmfon quatreuingt'^ià'meuf.
Ce dernier nombre augmenté ffun , donne dix dixaines ou le nombre ce/if, qu'on regarde comme une nouvelle unité ap-
pelée centaine, on Vunité du troisième ordre ; et l'an compte par centaines comme on a compté par dixaines et par unités simples. Ainsi cent, deux cents , trois cents, quatre cents , . . . . huit cents, neuf cents expriment àea collections dune centaine, de deux, trois ^..hmt, neuf centaines. En plaçant su6cessive«^ ment entre les mots cent et deux cents , deux cents et trois cents ,. • , huit cents et neuf cents, et à la suite de neuf cents , les noms de nombres compris depuis un jusqu'à (/uofrei/mgtdix-neuf, on a formé les noms de tous les nombres depuis cent jusqu'à neuf cent quatrei/ingt^dix-neuf {*)
Nous pouvons remarquer déjà que dans les énoncés de tous ces nombres , on n'emploie que les mots génériques^ un, deux, trois, quatre , cinq, six, sept , huit, neuf; dix , viûgt, trente, quarante, cinquante, soixante et cent. Nous ne parlons pas des six^ autres mots , onze ', douze , . . . seize ; dont on aurait pu se passer à la rigueur.
En ajoutant un au nombre neuf cent quatrevingt-dix^neuf ^ on obtient une collection de dix centaines ou le nombre mille qui forme V unité de mille ou Yunité du quatrième ordre. Parvenu à ce nombre^ on çst convenu, pour ne pas trop multiplier les mots , de regarder mille comme une nouvelle unité principale devant le nom de laquelle on a placé les. noms des neuf cent quatrevîngt-dix-neuf premiers nombres. Ainsi, l'on dit : un mille , deux mille , (**)• • • neuf mille, dixmîUe, onze mille, . . . vingt mille , vingt-^un mille,. . . cent mille, deux cent mille,. . . neuf cent quatres/ingt-dix-meuf mille.
Une dixaine de mille forme d'ailleurs Yunité du cinquième ordre, une centaine de mille i Y unit^ du sixième ordre.
Plaçant ensuite entre deux nombres consécutifs de mille , comxpe vingt mille et vingt-un mille , les noms de tous les nombres inférieurs à mille, il est clair qu'on peut ainsi époncer
(^}TaQtqiielemot«eii<n^(!9t8amd'aocan antre noiA de nr^mbrc, il est déclinable. Dans le cas contraire , il est indéclinable. (**) Le mot mille est toujours indéclinable.
tous les nombres jusqu'à neuf cent quatrevingt-dix-neUf milk
neuf cent quatrevingt^dix^-neuf.
Ce dernier nombre augmenté d'un , donne dix cent mille ou
mille mille y collection à laquelle on a donné le nom de million \
de même une collection de mille millions s'appelle billion ( ou
milliard) ; une collection de jnille billions se nomma trillion ,
et ainsi de suite. On compte d'ailleurs par millions, billions ,
trillions, comme on a compté par mille; et il est aisé de voir
qu'en joignant aux mots génériques indiqués ci^dessiis , les mots
mille ^ million y billion, trillion^ quatrillion, quintillion... , on
formera la nomenclature de tous le^ nombres enticFs imaginables.
Observons , pour terminer, quet le million est Vunité du sep" tième ordre , une dixaine de millions , Vunité du huitième ordre , une centaine de millions , Yunité du neuvième ordre».,,
5. Numération écrite. Quelque simple que soit la nomenclature des nombres , on éprouverait beaucoup de petneàcom* biner entre eux, deux ou plusieurs nombres un peu considérables, si l'on n'avait des moyens abrégés de les écrire* Or, c'est à quoi l'on peut parvenir facilement , pour peu qa*(Hi Fléchisse sur cette nomenclature. En effet, observons que parmi les mots employés pour exprimer les^ nombres , les uns , tels que un, dix, cent, mille, dix mille, cent mille, million, dix raillions, expriment les unités des différées ordres » tandis que les mots, uui deux, trois ,.... . nenf, expriment combien de fois chacune de ces sortes d'unités entr^ d^mt. un nombre.
Gela posé , si l'on convient d'abord de représenter les neuf premiers nombres par les caractères ou chiffres
1, fl, 3, 4> 5, 6, 7, 8, 9,
Un, deux, trois, quatre, cinq y six, sept, huit, neuf,
toute la difiiculté consiste à trouver un moyen de faire exprimer à ces chiffres les différons ordres d'unités, que le nombre proposé renferme. Or, en établissant ce principe (de pure convention) , que tout chiffre placé à la gauche Mpun autre, exprime jdes unités de Tordre immédiatemeni supérieur à celles de cet
autre chiffre , ou en d'autres termes , que , lorsque plusieurs chiffres sont écrits les uns à la suite des autres , Je premier chiffre à droite exprime des unités simples, le chiffre immédiatement à gauche exprime des unités de dixaines ou sim-^ plement des dixaines , le troisième chiffre de droite à gauche ^ exprime des centaines, le quatrième des mille , le cinquième des dixaines de mille,,., il est aisé de voir qu'on pourra en général représenter tous les nombres à l'aide des caractères précédena«
Soit , par exemple , h exprimer en chiffres le-nombre tfois cent soixante dix^neuf. Ce nombre s^ compose évidemment de 9 unités , plus 7 dixaines, plus 3 centaines^ et peut par conséquent , d'après le principe établi ci-dessus , être exprimé par 579.
De même, le nombre vingt-'huit mille deux cent quarante^ sept se composant de 7 unités , 4^^^^^^f ^ centaines , 8 mille et s dixaines de mille , sera représenté par l'ensemble des cinq
chiffres â8a47-
Caractère o. Il y a cependant des nombres qu'on ne peut
écrire en ne faisant usage que des neuf chiffres précédons.
S(nt à écrire en chiffres les nombres dix, vingt, trente ,
quatrevitigt , quatrex^ingt^Kx >• ces nombres ne contenant pas d'unités simples , on a dû adopter un chiffre qui riait aucune valeur par /ui-7n^me, maie qui serve k tenir la place des unités de l'ordre qui manque dans l'énoncé du nombre. Ce chiffre est o que l'on prononce %éfù. A l'aida de ce chifire , les nombres dix, vingt, tteftte , etc., s'expriment par 10, ao, 3o, 4Pi 60, 60, '70, 80, 90. '
Par la même raison, les nombre» dénf, deux cents, troiscents. . . , ne renfermant ni unités simples ni dixaines , s'expriment par ICO, âoo , 3oo , 4oOf • • • 9^0.
En général , le zéro est un chiffre qui n'a aucune valeur par lui-même , mais que Ton emploie pour tenir lieu des différena ordres d'unités qui peuvent manquer dans l'énoncé d'ttn nombre.
Les antres chiffres , appelés chiffres significatifs, ont deux espèces de valeur^ : l'une jqu'on nomme absolue et qui n'est autre chose que celle du chiffre considéré seul *, l'autre , qu'on
j^pelle TûlaUy^ ; c*est celle .que le chiffre acquiert d*aprèa la place qu'il oeoupe à la gauche, d'aiilres chiffres.
Maintenant , si l'on réfléchit que tout nombre énoncé se com<pose d'unités simples ^ de dizaines , de centaines » etc. , que la collection des uuUés de chaque ordre est tout au plus égale à neuf; que ^ dan* Iç cas où le nombre est privé de certains ordres d'unités , on a un caractère pour en tenir la place , on sera convainca qu'il n'y a pas de nombre entier qui ne puisse être exprimé i à l'aide d'une certaine combinaison des dix caractères »; a» 3, 4# 5, 6, 7, 8, 9, o.
Soit^ pour nouvel exemple ^ le nombre deux cent huit mille dix-neuf k écrire en chiffres.
Ce nombre contient 9 unités sintples , 1 dixaine^ 8 unités de nulle et a centaines de niille; mais il n'y a ni centaines simples ni dixaines de milles Q suffira donc d'écrire les chiffres 9» I9 Oy 8> o, s, à la gauche les nos des autres » et la nombre sera représenté par 208019.
Soit encore le nombre irent^-^ix billions cinq cents millions vingt mille quatre cent, sept.
L'énoncé de ce nombre.comprend 7 unités simples, o dixaines^
4 centaines ; o unités de mille , a dixaines de mille , o een* taines de mille; o unités de, millions ^ o dixaines de millions ,
5 centaines de millions ; 6 unités de billions ^etZ dixaines de billions; do^c, le nombre sera représenté par 365oooao497.
Le système de numération qui vient d'être exposé j a reçu I4 dénomination de système décimal y parce qu'on y emploie dix chiffres pour exprimer tous les nombres. Dix ou le nombre des caractères employés , s'appelle la base du système.
6. Faisons maintenant une observation importante : il résulte de la nomenclature , que tout nombre se divise en centaines , dixaines et unités simples > en centaines , dixaines et unités de mille , en centaines , dixaines et unités de millions , etc. ; c*est-^ à-dire en tranches d'unités simples , de mille ^ millions^ billions» dont chacune s'exprime par trois chiffres , excepté la* dernière ; qui est celle des unités les plus fortes , et qui peut n'avoir que deux chiffres ou même qu'un seul. Lors donc que l'on s'est fa-
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miliarisé avec la mauière d'écrire les nombres de trois chiiTres» il suffit d'écrire successivement les unes à la gauche des antres, la tranche des unités > la tranche des mille ^ celle des millions > celle des bil lions ^ etc.
On peut même commencer par la gauche , c'est4-dire^ écrire JH abord la tranche des unités les plus fortes, et à sa droite les autres tranches par ordre de grandeur des unités; c*est ainsi qu'on doit s*y prendre pour écrire en chiiFres un nombre dicté en langage ordinaire ^ qui nest pas déjà écrit en toutes lettres. Mais il faut avoir bien soin de ne pas omettre les zéros destinés à remplacer les ordres d*unités qui manquent; et il ne peut ja* mais y avoir d'embarras à ce sujets puisqu'on sait que chaque tranche ^ excepté la première à ganche , doit toujours renfermer trois chiffres»
Soît^ pour dernier exemple ^ à écrire le nombre quatre cent six billions vingt-huit millions deux cent cinquante mille quarante-'huit.
Écrivez à la droite les unes des autres la tranche des billions , la tranche des millions , la tranche des mille, enfin celle des unités simples; vous aurez 4o6,oâ8,a50|048.
7. C'est sur l'observation précédente qu'est fondé le moyen suivant de traduire en langage ordinaire un nombre quelconque écrit en chiffres :
jiprès avoir séparé le nombre en tranches de trois chiffres chacune t à commencer par la droite, énoncez successivement chacune des tranches , en partant de la première .tranche à gauche , et ayant soin de donner à chaque tranche le nom qui lui confient.
Soit, pour exemple I le nombre 7o3456oi ;
Ce nombre étant ainsi partagé : 70,345,60 1 , se compose de soixante-dix MILLIONS trois cent quarante -^ cinq MILLE six cent un,
Qn trouvera pareillement que 53û24oop567oa , ou bien 5,3oa,4oo,o56,7oa, exprime le nombre cinq TRILLIONS » trois cent deux BILLIONS , quatre cents MILLIONS; ci nquante^six HLILLE, sept cent deux.
NUMÉRATION DES FRACTIONS
S. Il nous reste encore , pour compléter la théorie de Ja numération , à indiquer le moyen d'écrire en chiffres les fractions. IVlais auparavant , il est nécessaire de donner une idée claire et précise des fractions, telles qu'on, les considère en Arithmétique.
Supposons qu'on ait à déterminer la longueur d'une pièce d étoffe. En prenant l'unité de longueur appelée mètre , et la portant une fois / deux fois , en un mot , autant de fois que possible sur la longueur de la pièce, il pourra arriver deux cas : ou, après que l'unité aura été portée un certain nombre defois , 1 5 fois par exemple , il ne restera rien ; ou bien , Ton obtiendra un reste plus petit que le mètre. Dans le premier cas , la pièce contiendra un nombre entier de mètres , savoir 1 5 mètres. Dans le second cas , à ces i5 mètres^ il faudra ^ pour avoir la pièce totale, joindre la faction ou la partie de mètre qui reste. Mais comment évaluer cette partie ? comment la comparer à l'unité? On pourra d'abord concevoir cette tmité séparée en depx parties égales ou en deux moitiés; et si le reste est justement égal à l'une de ces moitiés^ on dira que la pièce d'étofiPe' a i5 métrés et demi de long.
Si le reste est moindre ou plus grand que la moitié du mètre , on concevra cette moitié divisée en deux nouvelles parties égales appelées quarts ; et st"ce quart peut être porté une fois , ou trois fois juste sur le reste , on dira que ce reste est égal au quart ou aux trois quarts du mètre.
Au lieu de diviser l'unité en deux ou en quatre parties égales, on peut aussi bien la concevoir divisée en trois parties égales appelées tiers ; en cinq parties égales appelées cinquièmes , en six appelées sixièmes , etc. Admettons , pour fixer les idées , que le mètre ait été divisé en douze parties égales appelées JouzièmeSf et que ce douzième soit porté sept fois juste sur le reste , on dira que ce reste est égal à sept fois le douzième ou aux sept douzièmes du mètre. Donc la pièce d'étoffe aura 1 5 mètres et sept douzièmes de mètre en longueur.
D'où l'on voit que, pour se former une idée nette d'une fraction d'unité d'une espèce quelconque, il faut concevoir que cette unité soit divisée en un certain nombre entier de parties égales.
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et que Ton prenne une, deux^ trois, quatre ^ etc. , de ces parties; Tensemble des parties que Ton prend , est ce qui constitue la fraction. Ainsi , Ténoncé d'une fraction comprend nécessairement deux nombres entiers , savoir : celui qui désigne en combien de parties t unité a été divisée, on l'appelle dénominateur ; et celui qui marque combien il faut de ces parties pour former la fraction, on l'appelle NUMÉRATEUR. Par exemple , cinq huitièmes de mètre » treize vingtièmes de livre poids , etc. « sont des fractions. Dans la première , on conçoit que le mètre est divisé en huit parties ou huit huitièmes , et que Ton prend cinq de ces huitièmes ; huit est le dénominateur, et cinq le numérateur. Dans la seconde , la livre poids est conçue divisée en vingt parties appelées vingtièmes, et l'on en prend treize. Le dénominateur est vingt, et treize est le numérateur.
II résulte encore de là qu'une fraction est une grandeur rapportée à une partie de l'unité principale , partie qu'on peut elle-^nême considérer comme une espèce particulière d'unité. Ainsi la fraction treize^ingtièmes de mètre , étant composée de treize fois le vingtième d'un mètre , ce vingtième est une unité particulière que la fraction proposée contient treize fois. Cela posé , deux fractions sont dites de même espèce , lorsque leur dénominateur est le même. Par exemple , cinq douzièmes , sept douzièmes \ onze douzièmes , sopt des fractions de même espèce ; mais trois quarts et deux tiers sont des fractions d'esr pèce différente, parce que le dénominateur est différent.
Pour exprimer une fraction en cliiffres , on est convenu de placer le numérateur au«-dessus du dénominateur , en interpo-
sant une barre. Ainsi, la fraction trois quarts se désigne par -;
sept douzièmes par —, vingt-trois trente^ cinquièmes par ^'
Réciproquement, ^i ~^> représentent les fractions sept
huitièmes, treize quinzièmes, quarante^sept soixante^douzièmes; c'est-à-dire, qu'on énonce d'abord le numérateur, puis le dénominateur ; et à la fin de l'énoncé , on ajoute la terminaison ième.
JROTIOKS SUR LES OPÉRATIONS
9. Les premiers besoins de rhomme en société ^ le condaisent journellement à résoudre des questions pour lesquelles il est' obligé de combiner deux ou plusieurs nombres , soit de même nature, soit de nature différente. 'Ces combinaisons constituent les opérations de l* Arithmétique ou le calcul numérique. Afin d'en faire connaître Torigine et la liaison ^ nous allons nous proposer quelques questions relatives au commerce.
Première. Un marchand de drap a vendu à une première
personne 5 ûunes = d'une certaine étoffe; à une seconde pet-'
eonne 7 aunes - \ à une troisième, i a aunes -rdela même étoffe.
Le marchand désire connaître le nombre total d*aunes vendues. Il faut qu'il réunisse en un seul nombre les trois nombres d'aunes vendues ; en d'autres termes , il fera I'âddition de bes trois nombres composés Rentiers et de fractions.
Seconde. Ces trois nombres faunes ayant été levés sur une même pièce dont la longueur était de 3o aunes =, le marchand
veut sauoir ce qui doit lui rester sur cette pièce. Il cherchera
s la différence entre le nombre 3o ^ qui exprimait la longueur
de la pièce et le nombre total d'aunes vendues^ c*est-à*dire qu'il sera conduit à SOUSTRAIRE le second nombre du premier.
Troisième. Une personne a acheté 4^ aunes d'une certaine marchandise à raison de â5 francs l'aune; on demande la somme qu*elle doitpayer pour lés 48 aunes.
Il est clair que pour obtenir le prix cherché > on doit prendre 48 fois 225 francs ou faire un total de 48 nombres égaux à a5 francs. Cette opération s'appelle multiplication , et n'est qu'une espèce ff addition; elle consiste à ajouter un nombre plusieurs fois à lui-même.
Reprenons la même question ; en changeant toutefois les valeurs des nombres ou des données de la question.
la NOTIONS SUR LES OPÉRA TIONS.
Une personne a acheté — d^aune dune certaine marchan» dise, à raison de — de franc l'.aune; en demande ce qu'elle doit
payer pour les — d'aune*
On conçoit que si Taune coûte — de firanc, — d*aune , qiii n est qu'une partie de Taune , doit coûter une partie de -^ marquée par — ; c'est-à-dire que , pour obtenir la réponse à
la question , il faut prendre les — de — ; et cette opération
â'appelle une multiplication de fractions. On l'appelle ainsi ^ parce que la question qui y donne lieu , est absolument la même» aux données près, que celle qui conduit à une multiplication de. nombres entiers.
Au premier abord, le mot multiplication , qui entraine avec lui l'idée d'augmentation , né semble pas propre à désigner une opération qui consiste à prendre d'un nombre une partie indiquée par une fraction. Mais on a trouvé le moyen de lier la multiplication des nombres entiers et la multiplication des fractions, en disant que multiplier un nombre, quel quil soit, par un autre, c'est composer un troisième nombre avec le premier, comme le second est composé avec tunité. Si les deux nombres sont entiers, il est clair, d'après cette définition, qu'il sufHt de prendre le premier autant de fois qu'il y a d'unités dans le second ; et si les deux nombres sont des fractions , il faut prendre de la première fraction une partie indiquée par la seconde.
Quatrième question. Une personne a acheté la aunes ' dune certaine étoffe , pout la somme de i/^ francs ; on demande le prix de l'aune.
On conçoit que, si ce prix était connu , en le prenant la fois, ou le multipliant pana , on devrait avoir un résultat égal à 84.
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La question conduit donc à trouver un troisième nombre qui fnultiplié par le second la, reproduise le premier 84. Cette opération a reçu ie nom de Division.
Pour rendre raison de cette dénomination , qui donne l'idée de I^ séparation d*un nombre en plusieurs parties égales , supposons que Ton ait à partager également une somme de S4fiancs entre is personnes. II est clair que, si la part de chaque personne était connue, en la multipliant par lâ^ on devrait produire 84* On voit donc que diviser un nombre 84 en autant de parties égales qiiily a d^ unités dans un nombre i3, et chercher un troisième nombre qui^ multiplié par un second la, reproduise un premier 84 > sont deux opérations identiques.
Reprenons la même question que ci-dessus , en prenant des
fractions pour les données. Une personne a acheté 3 âaune
pour -^ de franc ; on demande le prix de l'aune,
La question se réduit encore dans ce cas/à trouver un trdi-
sième nombre tel , qti^en en prenant les ^ , ou le multipliant par
5 IQ , . . •
7;, on reproduise — . On a donc encore une division à eJBFectuer
*^ ao
dans le sens qui vient d'être attribué à ce mot, et non dans le
bens d'une séparation en parties égales.
Il nous serait facile de citer de nouvelles questions susceptibles de conduire aux quatre opérations dont nous vehons de parler ^ et puisque ces questions se présentent à chaque instant dans toutes les circonstances de la vie , il tant avoir des moyehe d'exécuter les opérations que leur résolution exige: tel' est T objet principal de la première partie des Mathéniatiques.
L'Arithmétique a pour objet spécial d^éttabUr des règles fixes et certaines pour effectuer toutep lés opérations possibles sur les nombres. Elle ccmiprénd encore une foule de propriétés qui ont été découvertes à l'occasion des recherches qu'on a dû faire pour parvenir aux procédés, et pour en faciliter l'usage. Nous allons exposer successivement ces opérations , en nous
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rappelant (n^â) que^ pour rendre les procédés indépendans^ de toute espèce de question , il convient de considérer les nom* bres comme des nombres abstraits. Toutefois , dans les applications destinées à familiariser les commençans avec les procédés f nous pourrons nous proposer des questions relatives à des nombres concrets.
Pour aller du simple au composé , nous commencerons par exposer les opérations sur les nombres entiers.
CHAPITRE PREMIER
Opérations sur les nombres entiers.
DE l'addition.
lo. ^jouTJSR OU additionner plusieurs nombres entre eux^ c'est réunir tous ces nombres en un seul ; ou bien , former un nombre qui contienne à lui seul autant d'unités quily en a dans ces dijférens nombres considérés séparément.
Le résultat de cette opération s'appelle somme ou total, "L* addition des nombres d'un seul chiffre^ n'offre aucune difficulté f les jeunes gens , dès Tâge le plus tendre ^ apprennent à faire ces additions , au moyen de leurs doigts > et finissent par s'en graver les résultats dans la mémoire. Ainsi > soit à ajouter les nombres 5, j , 4> ^ ^^ > On dit : 5 et 7 font id et 4 font i6 et 8 font 24 et S font 3o ; doncSo est la somme demandée.
On trouverait de même , que 4^ est la somme des nombres
Soient maintenant les nombres 7453 et i534 qu*on se propose d^ additionner.
Après avoir écrit les deux nombres comme on le voit 74B3 ici^ et avoir souligné le tout, on dit, en commençant iB34 par les unités simples : 3 et 4 ^^^ 7 qu'on place sous 8987 les unités*
DE l'addition. i5
Passant aux dizaines , 5 et 3 font 8 qu'on écrit au rang des dixaines.
Puis 4 et 5 font 9 qu'on écrit au«*dessous des centaines.
Enfin , 7 et 1 font 8 qu'on écrit an rang des mille.
Le nombre 8387 , trouvé par cette opération , est la somme des deux nombres proposés , puisqu'il en renferme les unités , dixaines , centûnes et mille que Ton a rassemblés successiTement.
Soit encore proposé iT ajouter les quatre nombres So4j,^ 869,3507, 84G.
On les écrit comme ci-à côté, et l'on dit , en com- 6047 mençant par les unités : 7 et 9 font 16 et 7 font û3 et 869 6 font flg ; on place les 9 unités simples sous la pre- 3607 mière colonne , et l'on retient les deux dixaines pour Tes 846 joindre aux chiffres de la colonne suivante , qui sont ^ g aussi des dixaines.
Passant à cette colonne , on dit 2 de retenue et 4 font 6 et 5 font 1 1 et font 1 1 et 4 font 1 5 ', on écrit 5 au rang des dixaines, et l'on retient 1 centaine qu'on reporte à la colonne des centaines.
Opérant sur cette colonne , comme sur les précédentes , on trouve âa centaines, ou a centaines qu'on écrit sous les centaines, et a mille qu'on retient pour les reporter à la colonne des mille.
Enfin , a de retenue et 5 font 7 et 3 font 10 ; on place un o sous les mille et l'on avance 1 ; ce qui donne 10369 pour la somme demandée.
RÈGLE GÉNÉRALE. Pour ajouter plusieurs nombres entre eux , commencez par écrire les nombres les uns au-dessous des autres , de manière que les unités d^un même ordre soient dans une même colonne , et soulignez le tout» jé joutez ensuite suc^ cessivement les chijfres qui composent chacune des colonnes verticales , en commençant par la colonne des unités simples ; et passant aux colonnes qui sont à gauche , écrivez au^^essous de ta barre la somme des chiffres de chaque colonne , si cette somme est exprimée par un seul chiffre; mais si elle surpasse 9 ,
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auquel cas elle est exprimée par plusieurs chiffres, dont le dernier à droite, représente des unités de cette colonne, et les autres ' à gauche, des dixùines du même ordre, écrivez seulement le chiffre des unités aurdessous de la colonne et retenez les dixaines pour les ajouter aux chiffres de la, colonne immëdia-teu^nt à gauche» Lorsque vous aurez opéré de cette manière sur toutes les colonnes , vous obtiendrez au-dessous de la barre la SOMME VEM.Aî<iDÊZ , puisqu*elle insultera de la réunion des unités, dixaines , centaines , etc», qui entrent dans les nombres proposés.
11. Remarque. Si la somme des chiffres contenus dans chaque colonne , devait être tout au plus égale à g , il serait indifférent de commencer l'opération par Taddition des unités simples , on bien , par celle des unités de la plus haute espèce. Mais comme il arrive le plus souvent que plusieurs de ces sommes surpassent 9 , si l'on commençait par la gauche , on serait souvent obligé de revenir sur ses pas , pour rectifier un chiffre qu'on aurait écrit , et laugmenter d'autant d'unités que l'on aurait obtenu de dixaines d'unités de la colonne suivante , en opérant sur cette colonne. Voilà pourquoi il convient dans tous les cas , de commencer par la droite plutôt que par la gauche.
DE LA SOUSTRACTION
la. Soustraire un nombre d^un autre, c'est chercher T excès du plus grand nombre sur le plus petit. Le résultat de cette opération s'appelle reste, excès ou différence, li'ant que les nombres proposés ne sont que d'un seul chiffre , la soustraction est facile. Ainsi, la différence de 9 à 6 est 3 ; ou bien, ôtez 6 de 9» il reste 3 ; De même 5 de j, il reste 2.
On peut aisément soustraire un nombre d'un seul chiffre » d^un nombre qui ne surpasse pas vingt. Ainsi , ôtez 7 de i3 ^ il reste 6, puisque 7 et 6 font i3 ; de même > 9 de 17, il reste 8 , puisque 8 et 9 font 17.
Ces opérations , qui supposent seulement l'exercice de la mémoire sur l'addition des nombres d'un seul chiffre , vont
DE LA SOUSTRACTIOrC. . I7
servir de base à la souatraction des nombres de plusieurs chiffres.
Soit premièrement à soustraire 5467 de 8789.
Après avoir placé le plus petit nombre au-dessous 8789 du plus grand, et souligné le tout, on dit , en com- 54S7 xnençant par les unités simples : 7 de g , il reste a ~5^ qu'on place sous la colonne des, unités; passant aux dixaines , 6 de 8 , il reste a que l'on écrit au rang des dixaiues ; opérant de même sur les centaines et sur les mille , 4 de 7, il reste 3 , et 5 de 8 , il reste 3 ; ce qui donne enfin 33aa pour le reste demandé.
En eiFet , par la nature même des opérations qui viennent d*être faites , on voit que le plus grand nombre contient de plus que le second , a unités simples plus 2 dixaines plus 3 centaines plus 3 unités de mille , et par conséquent, surpasse le plus petit nombre de 33aa.
Proposons-nous , pour second exemple , de trouver la différence qui existe entre les deux nombres 834S6 et a8yS4»
Ayant disposé les deux nombres comme dans 83456 l'exemple précédent^ on dit d'abord : 4 de 6, il reste a 28784 qu'on écrit sous les unités. P7^
Mais lorsqu'on passe à la colonn^e des dixaines , il se présente une difficulté : le chiffre inférieur 8 est plus fort que le chiffre supérieur 5 et ne peut par-conséquent en être soustrait. Pour lever, cette diiEcuUé, on emprunte, parla pensée, sur le chiffre des centaines, 1 centaine qui vaut 10 dixaines, et qu'on ajoute aux 5 dixaines que l'on a déjà , ce^ui donne 1 5 » et l'on dit : 8 de i5^ il reste 7 qu'on écrit au rang des dixaines.
Passant à la colonne des centaines , on observe que le chiffre supérieur 4 doit être diminué de i , puisqu'on a emprunté cette unité; dans la soustraction précédente ; alors on dît : 7 de 3, cela ne se ^eut; mais en empruntant, comme tout à l'heure , 1 mille qui vaut 10 centaines, ce qui donne i3 centaines, on ^te 7 de i3, et il reste 6 que Ton écrit au rang des centaines.
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Passant aux mille, 8 de s cela ne se peut, mais 8 de is, il reste 4 qu'on écrit au rang des mille.
Enfin y comme le chiffre 8 des dixaines de mille doit , à raison de l'emprunt que Ton vient de faire , être remplacé par 7^ on dit: Q de 7, il reste 5.
Ainsi > lere^te demandé, ou l'excès du plus grand nombre sur le plus petit , est 64673.
Pour bien comprendre comment» parce moyen ^ on parvient an but que l'on s'est proposé, il suffit de remarquer que » d'après les artifices employés pour efi^ectuer les soustractioBs partielles, on peut disposer les deux nombres de la manière suivante :
Bîiaîiio» <le mille. Milles CeatakMt. DiiMoes. VniÀ.
i^'nombre... 7 la i3 i5 6
a* nombre.,, sx . . ^ 7 8 4
D*où l'on voit que le nombre supérieur contient de plus que le noflubre inférieur , a imités , 7 dixaines , 6 centaines , 4 'oxxWe et 5 ditabes de mîlla > on le surpasse de 5467a unités.
Soit^ pour troisième exemple ^ à retrancher 1584^9 ^ 3oa4o5. 99 9
Comme g , chiffre dès unités du nombre iofé- Soo^oS rieur ^ est plus fort que 5, chiffre correspondant 168439
' du nombre supérieur, on doit emprunter 1 dixaine . '^ ^
sur le premier chiffire à gauche; mais ce chiffre ^^
étant un o> il faut avoir recours auc&iffre 4 des centaines , sur lequel on prend 1 qui vaut 10 dixaines; et puisque l'on n'a besoin <jue d'une seule dixaine^ on en laisse 9 au-dessus diyo, puis on ajoute 1 dixaine à 5, ce qui donne i5 , et I on dit : 9 de i5, il reste 6 que l'on écrit sous les unités.
Passttirt aux fixaines , on dit : a de g ^ îl reste 7.
Pour les centaines, comme le chiffre supérieur ^ ne vaut piftè que 3 , à rsâson de l'emprunt , et qu'on ne peut soustraire 4 dé 3, on a recours au premier chiffre à gauche ; mais cekdKSi et le chiffre qui est â sa gauche étant des zéros, on emprunte une unité sur le chiffre significatif 3 ; cette unité en
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vaut iodé l'ordre sfâTant, loo de Tordre des mille ; et puisque Ton n'a besdiû que d'tlne seule unité de ceft ordre , on éd laisse 99 qu'on reporte sur les deux zéros; ajoutant t lùille à 3 centaines^ il vient i3, et Ton dit: 4 de i3, il reste g que i*on place sous la colonne des centaines.
Dauâî les deux soustractions suivantes, chacun des zéros étafit retïiplacé par un 3, on dit : 8 de 9 il reste i^ et 5 de g
il reste 4« ' Pitssant à la prei^lère colonne à gauche , an dit : 1 de a
(car le chiffite 3 est^diminué de 1 )i il reste 1 ) amêi, l'on a pout
\e reste demandé 14^ ^yS.
Ea effet, si Ton réfléchit sur là manière dont le nombre
supérieur a été décomposé , on peut disposer ainsi Fopératioii :
Gebt. de mille. Diîit. àé nfâlé. Mille. Cenfames. Diïaiiie0. Unités.
i^' nombre., â 9 9^^ 9 ^^
a® nombre.. 1 5 84^9
Donc le nombre supérieur surpasse lé nombre inférieur de 6 unités , 7 dixaines^ 9 centaines, 1 mille ^ 4 dixairies de mille^ I centaine de mSle/où de i4i979*
RÈGLE GÉNÉRAIIE. Pour opérer h ioustrûctîon de deux nombres i placez le plus petit nombre au-dessous du plus grand, de manière (fue léS unités d'un même ordte soient dans une mime colonne , puis tirez uAe bartè; soustrayez ensuite successivement les unités des unités , tes dixaines des dixaines, les centaines des centaines y etc. , et écrii/ez les restés partiels les uns à la gauche des autres ; le nombre formé par l'assemblage de ces restes est le reste totaLou le résultat demandé,
Lorsqii un chiffre inférieur est plu^ fort que lé chiffre supé^ rieur , augmentez par la pensée ce dernier chiffre de 10 unités, etdiniinuezle chiffre qui est à sa gauche , d'une unité.
Si, immédiatement à la gauche d^un chiffre supérieur , plus faible que le chiffre inférieur correspondant , se trouvent un oci plusieurs zéros, augmentez toujours, par la pensée^ ce chiffre supérieur d$ 10 unités; mais danè les soustractions sui-
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vantes , remplacez les zéros par des g , et diminuez d^une unité le chiffre significatif supérieur qui est immédiatement à la gauche de ces zéros.
On trouvera d'après ce procédé, que si de 6o3ooo4oi on soustrait • 3o^7a47?7
le résultat de Topération est 297275814
i3. Première remarque. Si chacun des chiffres du nombre inférieur était moindre que le chiffre supéâeur correspondant, il serait indifférent de commencer l'opération par la gauche ou parla droite. Mais, comme il arrive souvent que l'un des chifiFres inférieurs surpasse le chiffre supérieur, la soustraction partielle ne peut se faire que par un emprunt sur le chiffre ou Tun des chiifres à gauche de celui sur lequel on opère ; dès-lors, il est-nécessaire de commencer par la droite , afin de pouvoir faire les emprunts dont on a besoin.
i4* Seconde remarque. Il est clair qu'au lieu de diminuer d'une unité le chiffre sur lequel un emprunt a été fait, on peut laisser ce chiffre tel qu'il est, pourvu qu'on augmente le chiffre inférieur correspondant , d'une unité. Cette manière d'opérer est en général plus commode dans la pratique.
Ainsi, dans le dernier exemple , après avoir dit pour les unités simples, 7 de 11 il reste 4> ^^ Ueu de dire pour les dixaines , 8 de g il reste 1 , on dit g de 10 il reste 1 ; de même, au lieu de dire pour les centaines , 7 de i3 il reste 6, on dit 8 de 14 > il reste 6 , et ainsi de suite.
Mais lorsqu'on emploie cette modification , il faut avoir bien soin de n'augmenter le chiffre inférieur qu'autant que , daos la soustraction précédente , on a été obligé de faire un emprunt ; c'est surtout dans la division que nous aurons à faire usage de cette modification.
Preuves de l'addition et de la soustraction,
1 5. On appelle preuve d'une opération arithmétique, une
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âutrt opération qua l'on fait pour s'assurer de l'exactitude do la première.
La preuve de l'addition se fait en ajoutant de nouveau , mais à commencer par la gauche , les nombres qu'on a déjà ajoutés. Après avoir fait la somme des chiffres qui se trouvent dans la première colonne à gauche ^ on la retranche de la partie qui lui répond dans la somme totale ; on écrit au-dessous le reste qu*on réduit , par la pensée y en dixaines de Pordre du chiffre suivant , pour les joindre aux unités de cet ordre dans la somme totale. On fait de même la somme partielle des chiffres de la seconde colonne à gauche f et l'on retranche cette somme partielle de la partie de la somme totale qui lui répond ; on continue ainsi jusqu^à la dernière colonne , dont là totalité retranchée ne doit laisser aucun reste:
Ainsi 9 après avoir trouvé que les quatre nombres
ont pour somme. 102259
pour vérifier le résultat loaSg, on ajoute les mêmes nombres en commençant par la gauche , et Ton dit 5 et 3 font 8 mille , qui ôtés de 10 mille donnent pour reste a mille ^ qui avec le chilFre a centaines font aa centaines ; ensuite ^ 8 et 5 font 1 3 et 8 font ai que l'on ôte de aa, ce qui donne pour reste 1 centaine qui jointe avec 5 dixaines forme i5 dixaines; 4 ®t 5 font 9 et 4font i3 ; i3 de i5 il reste a qui suivi du 9 , donnea9: enfin, 7 et 9 font 16 et 7 font a3 et 6 font a9; ag de 39 , il reste o ; donc l'opération est juste.
La preuve delà soustraction se fait en ajoutant au plus petit nombre le reste, trouvé par Popération, et il est évident qu'on doit reproduire le plus grand nombre , puisque ce reste n'est autre chose que l'excès du plus grand nombre sur le plus petite
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A{o3i> d9Ç9 Texeo^ple cirrcontre 8345£
reste 5467a
premre
après avoir trouvé que 5467a est Vçicçia du plus granc) uotubcç 9ur Je plg^ petite 3I l'on ajoute cet e^^cès AU nombre «§784 » on doit retrouver 834Ç6 5 ce qui lat lieu çn çBFet.
16. Voici d^ nouveaux exemples d'additions et de soustractions, avec leurs* preuves.
iSigaia
Soustractions,
4o73o5oo6a a8o3767o86
aooo4ooioo3 84o5 138605
4o73o5oo63 30004001 oo3
PROBLJiME. Un banquier avait dans sa caisse une somme de 65760 fr, ; mais il a fait éUyers paiemens* Il a donné à une prenUère personne iSaSg fr,; à yne seconde ^ 18704/7*.; à une troisième, asoSo/r.; à une quatrième j sS5o fi.; et il veut connaître tétat de sa caisse après tous ces paiemens..
Solution. Après avoir réuni les quatre sommes payées successivement, il soustrait la ^omme totale de celle qu'il avait , ^et le résultat de cette soustraction sera ce qui doit lui rester dans sa caisse.
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Tableau des opéraùons.
i32$9 66760 iB<)&taot de la caUse.
18704 ^3863 somme payée.
aaoSo
1887 est ce qui reste dans la caisse.
a:^^^0 II doit rester au banquier 1887 francs.
On rei&arqaera qu'en effectuant Faddition et la soustraction précédentes , on^a considéré les nombres proposés , comm e abstraits, quoiqu'ils fussent des nombres concrets, d'après l'énoncé ; mais parvenu au résultat 1 887 , on lui a donné le nom de l'espèce d'unités que les nombres exprimaient dans l'énoncé. C'est ainsi qu*il faut toujours se conduire , lorsqu*on veut appliquer les procédés des opérations à des questions fournies par les besoins de la société. Ces procédés étant tout-à-fait indépendans de la nature des nombres, on envisage ceux-ci sous un point de vue purement abstrait , sauf adonner ensuite au résultat final le nom de l'unité q^'indiquf l'énoncé de la question.
D£ LA MUt^TIPUGATION.
1 7. Multiplier un nombre pat un mitre eest ( n** g ) composer un troisième nombre avec le premier, comme le second est composé avec l* unité, Dofte^ si les deux nombres proposés sont des nombres entiers , leur multiplication revient à prendre le premier autant de fois quily aétunités dans le second.
On appelle produis le résultat d*u.ue multiplication > multiplicande le nombre à multiplier ^ et multiplicatêtur celui par lequel on maitipli^e , ou qui marque combien de fois on doit prendre le premier : les d^ux noioibriKS pojFtent conjointement le nomde^cfettr^ du. produit.
A proprement, parler, la multiplication n'est autre chose qu'une addition ; car, pour en obtenir le nésultat , il. suiErait de placer le multiplicande au-dessous de lui-même autant de fois moifuunc, qu'ilyad^unités dans le multiplicateur j puis d*ajou-
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ter tous ces nombres entre eux. Mais cette manière d'opérer serait très longue, si le multiplicateur était composé de plusieurs cbifTrés j on a donc cherché à la simplifier, et c*est dans cette abréviation que consiste la multiplication,
18. Tant que les deuxfacteurs sont exprimés chacun par ua seul chiffre , leur produit s'obtient par l'addition successive du nombre à lui-même ; ainsi , pour multiplier 7 par 5 , on dit : 7 et 7 font 14 €t 7 font ai et 7 font a8 et 7 font 35 : ce dernier nombre étant le résultat de Taddition de 5 nombres égaux à 7 , exprime le produit de 7 par 5.
Les commençans feront bien de s*exerCer d*abord à ces sortes de multiplications , parce qu'ils doivent s'en graver les résultats dans la mémoire, s'ils veulent ensuite obtenir facilement les produits des nombres exprimés par plusieurs chiffres. Toutefois, jusqu'à ce qu'ils se soient suifisamment exercés , il convient de placer sous leurs yeux une table appelée table de multiplication ou table de Pyihagore, du nom de son inventeur, ou du moins de celui qui le premier en a répandu l'usage.
Table de Multiplication.
Sens horizontal.
la
ai
la
ai
La première bande horizontale de cette table se forme en ajoutant 1 à lui-même jusqu'à g.
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La seconde , en ajoatant a à Ini-méme ; la troisième en ajoutant 3 > et ainsi de suite. •
Remarquez d'ailleurs qu'on peut également dresser cette table par colonnes verticales. Chaque colonne verticale est composée des mêmes nombres que la bande horizontale de même numéro. Ainsi, la sixième bande horizontale se com-*^
posant des nombres 6, la , 18 , 54 » la sixième colonne
yerticale renferme les mêmes nombres 6, 12, 18, 54*
Cela po^é , pour trouver, au moyen de cette table, le produit de deux nombres exprimés par un seul chiffre , on cherche le multiplicande dans la première bande horizontale ; et , en partant de ce nombre , on descend verticalement jusqu'à ce qu*on soit vis-à-yis du multiplicateur qu'on trouvera dans la première colonne verticale : le nombre contenu dans la petite case correspondante , est le produit.
Par exemple , pour trouver le produit de 8 par 5 , on descend depuis 8^ pris dans la première bande horizontale^ jusque vis-à-vis de 5 pris dans la première colonne verticale , e.t le nombre 4o/ contenu dans la petite case , est le produit demandé.
On pourrait également prendre 8 dans la première colonne verticale , se diriger horizontalement lusqn'au dessous de 5 , pris dans la première bande horizontale , et l'on trouverait encore 40 pour le produit demandé.
19. Supposons maintenant que le multiplicande étant exprimé par plusieurs chiffres, le multiplicateur n'en ait qu*un seul. Soit a multiplier 8469 par 7.
On pourrait (n** 17 ) obtenir le résultat, en écrivant les uns aa-dessous des autres , 7 nombres égaux à 8469 , comme on le
voit cî-^contre ^4^9
et en ajoutant successivement les unités simples, 8469 .
les dixaines , les centaines , etc. ; on trouverait 845g
ainsi pour résultat 6921 3. 8469
Mais il est évident que cela revient à prendre 845g
successivement 7 fois les g unités du multiplicande, 8469
7 fois les 5 dixaines ^ etc. , et à faire la somme 845g
de tous ces produits. SqaTs
a6 T>W> LA Mi;tTIPtiCATfON.
Ainsi , après avoir 4'tAposé le multiplicateur 7 au- 84Bg
dessous du multiplicande , comme on le voit ici , et 7
ayoir souligné le tout, on dit d*abord : 7 £oîs 9 font 63 g ^ g ( voyez la table de multiplication ) ^ ou fi dixaines et
3 unités ; on pose 3 sous les unités , et Ton retient les 6 dixaines pour les réunir au produit des dixaines du multiplicande par 7.
On dit ensuite : 7 fois & font 35 et 6 de retenue font 41 dixaines^ ou 4 centaines et 1 dixaine ; on pose 1 au rang des dixaines et Ton retient les 4 centaines ;
7 fois 4 font a8 et 4 de retenue font 3a centaines , ou 3 mille et a centaines ; on pose 3 au rang des centaines et Ton retient 3;
Enfin, 7 fois 8 font 56 et 3 de retenue font 69 ; on posé q et Ton avance 5 , parce qu'il n*y a plus de chiffres i multiplier dans le multiplicande.
On trouve ainsi 59213 pour le produit demandé.
D*où Ton voit que, POUR MULTIPLIER UN NOMBRE DE PLU- SIEURS CHIFFRES PAR UN NOMBRE D*UN SEUL CHIFFRE, //
faut multiplier successivement les unités , dixaines , centaines , etc. y du multiplicande par le multiplicateur , et écrire ces différens produits partiels au rang qui leur cornaient , en observant à chaque multiplication partielle, de retenir les dixaines pour les joindre avec les dixaines , les centaines pour les joindre avec les centaines , etc
Soit, pour second exemple, a multiplier 87008 par 49.
On dit d'abord : g fois 8 font 7a ; on écrit a au 37008
rapg des unités , et l'on retient 7. 9
{Insuite , g fois o donnent o ; maiâ comme > dans 333072 la première opération, on a retenu 7 dixaines, il faut les écrire ^u rang des dixaines.
g fois o font o; on écrit o au rang des centaines , puisqu'il n'y en a pas , et qu'il faut cependant en conserver la place.
Eusuite , g fois 7 font 63 ; on po3e 3 et l'on retient 6.
Enfin, g fois 3 font a/ et 6 de retenue font 33; on po3e 3 et l'on avance 3.
Ainsi , le produit demandé est 333o72.
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40. AvAst da pa^f^r a» ca». où Le miiltiplicatear qsI composé àe 4ea:K ou plot îeurs ebUrre$ , uQUê iiuliqiieroQs le moyen de rendre un nombre 10 , 100 , icoo* . . , fois plus grand , ou de le multiplier par ip, 100 > 1000. * . •
Il rés«|Ite éTidemment du prÎDfiîpe foisidameslal de la pumé*» ration (p? 5) > qne, si Vo^ place uo o à la droite d'on nombre déjà iority cbacande9 chiffres sigpificatifa dç ce nombre , reculant dunrang yera la gauche , exprime alora des unités 10 fois plus grandes qu^auparavant. De même^ en plaçant deux o à sa droite, on la rend 100 fois plus grand « puisque chaque chiffre significatif e^prîmts des unités 160 fois plus fortes; et ainsi de suite.
Donc j pour muMpUer un nombre entier quelconque par 10 , 100 , 1000 , e4c, , H siffit d'ajouUr à 9a droite 1 , a , 3, , , . t^tos.
Aissi , }es prqduits de 4^9 par lo > 100 > 1000 , iooqq , etc. , sont 43^0 1 /^QQO y 4%ooo , 4^90000
â|. Considérons açtuelf^m^nt le cas où h multiplUi€indft ^ le multiplicateur sont composés de plusieurs chiffres»
On PftOPOSIR DE JWVLTIPWER,... ... 87468
PAR \s 5847
I I I I I I II
On commence par disposer le multiplicateur au-dessous du multiplicande^ de manière que les unités d'un mênie ordre soient dajis une çiême colonne^ et Ton souligne le tout. Cela posé , observons que multiplier 87468 par 5847 > revient à prendre le multiplicande 7 fois, plus 40 fois, plus 800 fois, plus 5ooo fois , et à réunir les produits partiels.
On peut d'abord trouver, d'après la règle du n° 19 , le produit de 87468 par 7; ce qui donne 6L2276.
Mais comment obtenir celui de 87468 par 4o ?
Concevons, pour un instant, qu'on ait écrit les uns au-des-
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•oiu des autres 9 4^ nombres égaux k 87468 « et qn*on hêsm l'addition de tous œs nombres, on aura le produit demandé. Or, il est é?ident que ces 4o nombres forment 10 tranches de 4 nombres égaux chacun à 87468; mais 4 nombres égaux à 87468, font ensomme, 4fois 87468, produit quel on peutformer par la règle du n^ 19, et qui est égal à 34987a. En multipliant ce produit par 10 , ce qui revient (n** ad) , à ajouter un o à sa droite, on obtient 3498720 pour le produit de 87468 par 4o*
On voit donc que cette seconde opération revient à multiplier le multiplicande par le chiffre 4 considéré comme exprimant des unités simples, à écrire un o à la droite du produit, et k placer , comme on le voit ci-dessus , le résultat 3498720 , ainsi obtenu, au-dessous du premier produit partiel.
Pareillement, pour effectuer la multiplication de 87468 par 800 y il suffit de multiplier 87468 par 8 , ce qui donne 699744 9 puis d'ajouter deux o à la droite de ce produit , et l'on a pour troisième produit partiel , 69974400,' nombre qu'on place au-dessous des deux produits précédens. En effet , 800 nombres égaux à 87468 et placés les uns sous les autres , forment évidemment 1 00 tranches de 8 nombres égaux à 87468 ou bien, 100 nombres égaux au produit de 87468 par 8, c'està-dire, 66974400.
On prouverait par un raisonnement semblable , que pour multiplier par 5ooo, il suffit de multiplier 874^8 par 5, d'ajouter trois zéros à la droite du produit, et d'écrire le résultat 437340000 , ainsi obtenu , au-dessous des trois premiers produits.
Effectuantmaintenantraddition.de ces quatre produits partiels, on trouve enfin pour le produit total, 5114^5396.
JV. B. Dans la pratique, on se dispense ordinairement d'ajouter les zéros à la droite des produits partiels, par les chiffres des dixaines , centaines , mille , etc. ; mais on écrit chaque produit partiel au-dessoi^s du produit précédent, eu l'avançant d'un rang vers la gauche par rapport à ce produit , c'est-à-dire que l'on fait occuper au dernier chiffre le même rang que celui qu occupe le chiffre par lequel on multiplie.
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RÈGLE GÉNÉRALE. Pour multiplier un nombre de plusieurs chiffres par un nombre de plusieurs chiffres, multipliez d'abord tout le multiplicande par le chiffre des unités du multiplicateur , i après la règle du n^ ig; multipliez de même tout le multiplicande successivement par le chiffre des dixaines , par celui des centaines, etc. , considérés comme des unités simples y et écrivez les produits partiels les uns au-dessous des autres f de manière que chacun soit avancé d'un rang vers la gauche, par rapport au précédent, puis additionnez ces produits; vous aurez le produit total demandé.
22. Souvent quelques-uns des chiffres du multiplicateur sont des zéros , et alors il faut apporter quelques modifications dans la disposition des produits partiels.
Soit a Multiplier S70497
4^^60^793^79 On multiplie d^abord tout le multiplicande par 7; ce qui
donne pour produit 6093479.
Maintenant , comme il n'y a pas de dizaines an multiplicateuri on passe à la multiplication par 4> chiffre des centaines du multiplicateur, ce qui donne le produit 3481988; et comme il faut lui faire exprimer des centaines , on le place sous le premier produit , en l'avançant de deux rangs vers la gauche.
Pareillement, comme il n'y a ni mille, m dixaines de mille dans le multiplicateur, on passe à la multiplication par 5, chiffre des centaines de mille , et Ion écrit le produit 435a4S5 sous le précédent, en l'avançant de trois rangs vers la gauche', par rapport à celui-ci.
En général^ lorsqu'il se trouve un ou plusieurs zéros entre deux chiffres significatifs du multiplicateur , on avance le produit correspondant au chiffre significatif qui est à gauche de ces zéros, d^ autant de rangs PLUS UN vers la gauche, parrap^
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port au produit précédent , qu'il y a de zéros intermédiaires* Au teéte , povt éviter (dnf e erreur à ce sii}et , il faut s*a.saurer à «Itaque ôprération , èï le dei^nief ebiffre du produit partiel , est dans la colonne des unités de thème ordre que celui du chiffï'e pdr lequel on multipliée
a3. Si Tuii des detix facteurs dé la multipUcatioD » ou toila lés deM sont terminée par des zéros y os abrège Topératton en les multipliant oomme si ces zéros n'y étaient pas ; maïs on les place ensuite a la droite du produit.
Exemple. SoiT A MULTIPLIER 4700°
PAJt âgoo
i3G3ooooo
Apréd avoir multiplié /^j par 29 ^ d'après le procédé connu , on écrit 5 tbto^ à la droite du produit; et Ton obtient i363ooooo pour.le produit demandé.
En effet I si l'on n*avaît d'abord que 47000 à multiplier par d^, il est clair qu'après avoir multiplié 47 par 29, il faudrait faire exprimer au produit des mille f c'est-i-dire , des unités de même espèce que le multiplicande; ainsi ^ Ton devrait déjà ajouter trois zéros. Actuellement» multiplier un nombre par agoOy revient (n° si) à prendre loo fois le produit par 29; donc j il faut ajouter deux nouveaux zéros. Le même raisonnement s'applr^erait i tous \eê cas semblables.
s4« Pour peu qu'on réfléchisse sur le procédé de la muhi* plicatiouy on sent la nécessité de commencer l'opération par la droite, du moins dans la multiplication partielle par un des chiffres du multiplicateur , i cause des retenues que l'on fait continuellement en multipliant un chiffre du multiplicande par un chiffre du multiplicateur. Mais rien n'empêcherak d'intervertir l'ordre des multiplications partielles par lès différend chiffres du multiplicateur^ comme 00 peut le voir dans l'exemple suivant :
PRINCIPES SUR LA MULTIPLICATION
On a commencé ici la multiplioatlo& par le
chiffre dea centaines du mnltipIicaleQr ; mais daiw ^7^4 f
Topération suivante, on a en soin d'aryancier le 4^7
produit , d'un rang vers la droite , c'eat-è-dire , d^ aa8 1 S
le placer an-dessocu du premier , de manièrerqîie 45fôa
le dernier chiffrera soit au-dessous des dixaines ^^gsS
des deux facteurs. De même , le troisième produit ~^ '^7^
est avancé d'nn rang vers la droite ^ par l'appât <
au précédent* L'usage seul vent qoe l'on forme les produits
en allant de droite a gauckt ; cela est aussi plus naturel et t>}us
commode»
â5. Nous terminerons la multiplication par l'exposition de quelques, propriétés dont nous ferons souvent usage,
1®. Soit le nombre 345 à multiplier par jq, nombre qui est égal à S fois g. Je dis que multiplier 345 par 7a revient à multiplier 345 par 9 et le résultat par 8.
Pour se rendre co.mpte de cette proposition^ sans effectuer le calcul y il suffit d'employer un raisonnement analogue à celui dun® ai. Multiplier 345 par 7a, c'est faire la somme de 7a nombres égaux à 345. Or, ces 7a nombres écrits les uns sous les autres , forment évidemment 8 tranches de 9 nombres égaux à 345*, donc, après avoir multiplié 345 par 9, il faut prendre ce produit 8 fois. Ainsi ^ multiplier 345 par le produit 7a des deux facteurs 9 et 8 ^ revient à multiplier 345 par 9 et le résultat par 8.
Comme 9 est lui-même égal au produit de 3 par 3, on peut dire encore que multiplier 345 par 7a , revient à multiplier 345 d'abord par 3, le résultat obtenu, par 3, et enGn le nouveau résultat , par 8«
Ce raisonnement pouvant d'ailleurs s^appliquer à d'autres nombres , il en résulte cette proposition générale : Multiplier un nombre par un produit déjà effectué de deux ou plusieurs facteurs^ revient à multiplier te nombre successivement par chacun des facteurs,
a6. a^. Dans une multiplication de deux facteurs ; il est
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indifférent de prendre le premier nombre pour multiplicande et le second pour multiplicateur, ou réciproquement, £a d'autres termes : Le produit de deux nombres est le même, dans quelqu'ordre qu'on effectue la multiplication.
Ainsi, le produit de 469 par aSy est égal au produit de a3y par 459.
En effet , concevons Tunité écrite 1 , 1 , 1 , 1 ^ 1 459 fois sur une même ligne horizon-' 1 , 1 , 1 , 1 , 1 taie ; et formons 2237 de ces lignes ; il 1 , 1 , 1 , 1 , 1 est clair que la jomme des unités conte- i, 1, 1, 1^ 1
nues dans ce tableau, est égale à autant
defois les 459 unités d'une bande horî-
zontale, qu'il y a d'unités dans une colonne verticale ou dans aSj, c'est-à-dire que cette somme est égale au produit de 4^9 par sSj ; mais on peut dire aussi que cette somme est égale à autant de fois les 237 unités d'une colonne verticale, qu'il y a d'unités dans une bande horizontale ou dans 4^9 > c'est-à-dire qu'elle est égale au produit de a37 par 4B9 ; donc, etc.
Si la nature d'une question conduit à multiplier le nombre 75 par 564s , on fera de préférence , d'après la proposition qui vient d'être démontrée, le produit de 5643 par 76 , parce qu'on n'aura que deux produits partiels à former, tandis que la première opération en donnerait quatre.
Cette proposition sera démontrée (CHAP. V, n** 137) pour un nombre quelconque de facteurs.
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37. IDiyiser un nombre par un autre, c'est (n^g) trouver un troisième nombre qui, multiplié par le second, reproduise le premier; ou bien, en d'autres termes, c'est, étant donné un produit et l'un de ses facteurs, déterminer le second facteur.
Comme dans uce multiplication de nombres entiers, le produit se compose d'autant de fois le multiplicande qu'il j a d'unités dans le multiplicateur, on peut encore dire que diviser un nombre entier par un autre , c'est chercher combien de fois le
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premier nombre ^ considéré comme produit » contient le second, coosidéré comme multiplicande; le nombre de fois est alor^ le multiplicateur. Enfin ^ on a encore vu (n® 9) que diviser un nombre entier par un autre , c*est partager le premier nombre en autant de parties égales qu*il y a d'unités dans le secend.
Ces deux derniers points de vue , sous lesquels on envisage quelquefois la division, ne conviennent qu'aux nombres entiers, tandis que les deux premiers conviennent à tous les nombres possibles , tant entiers que fractionnaires. Toutefois , les dénominartions données aux termes d'une division, ont été tirées des denx derniers points de vue.
Ainsi; le premier nombre s'appelle dividende (nombre à diviser ou à partager) , le second s'appelle diviseur et le troisième se nomme quotient , du mot latin quoties, parce qu'il exprime combien de fols le dividende contient le diviseur.
Il résulte évidemment des deux premières définitions , que , lorsqu'on aura obtenu le quotient^ pour faire la preuve de l'opération, il suffira de multiplier le diviseur par le quotient; et si r opération est exacte, on devra reproduire le dividende.
Réciproquement, dans la multiplication, le produit peut être considéré comme un dividende , le multiplicande comme le diviseur, et le multiplicateur comme le quotient; ainsi. Ton fera la preuve de la multiplication en divisant le produit par Fun des facteurs; et si l'opération est exacte, on devra re^ produire f autre facteur.
Ces notions établies , passons à l'exposition du procédé de la division.
s8. De ménie que la multipUcatiou peut s'exécuter par Vaddition d'un nombre plusieurs fois à lui*même , on pourrait aussi trouver le quotient d'une divisioo par une suite de soustractions»
£n effets qu'il s'agisse, par exemple, de diviser 60 par la.
Autant de fois on pourra soustraire la de 60, autant .de fois id
sera contenu dans 6o. Ainsi , le quotient est égal au nombre
de eonetractions quon peut' faire , avant 4ve le dividende soit
épaiaé.
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Dans ctt exemple, comme on est go
obligé de faire 5 sotistraetiods succès*^ 'i a
sîvëS , il «'ensuit ^né le quotient ^ i*' reste.
est 5. H
JJlèis cette manière de faire la divî- 86 a*,
sîon' serait trop longue dans là pra- la
tic(ae, surtout si le dividende était très SfZ".
gratfd par rapport au diviseur. C'est i^
dans l'art d*abréger Pbpération , que cou- i ^ 4*«
siste Te procédé ordih aire de la di- ^^
i^ision. u j .
22g. Dès que l'on connaît de mémoire les produits de deux nombres d'un seul chilTre^ on peut déterminer aisément le quotient de la dinsion d'un nombre d^un ou de deux chiffres, par un nombre dun seul chiffre.
Par exemple > 35 divisé par 7/ donne pour quotient 5; ou bien^ en 35 combien de fois 7? il y est 5 fois» parce que l'on sait que 5 fois 7 dpnne 35. De même , en &4 coznbien de fois 9 ? il y est 6 fois. On dit encore dans le premier exemple , le 7* de 3$ est 5, parce ^ue 7 fois 5 font 35; et.^ans Je âeoond, le 9* de 54 est 6 , parce que 9 fois 6 font 54' .
Soit enoote 68 à diviser par 9? Comme 7 fois 9 on 63 et 8 fois 9 ou 7fl comprenfi<»it 68^ it s^oftuk que* 68 ^Ivisi pitt 9 donne au quotient 7 pour 63 » avec un reste 5 ; ou biem ^ 1« 9* de 68 e^t 7 pour 63> et il reste 5* : , '^
Pareillement , en 47 combien de fois 8 ? il y est 5 foia ; ou le 8* de 47 ^8t 5 «t il reste % puisque 5 fois 8 iint 40 , et que 6 fois 8 donne 48« ' •' »»* *
On verra plu» loin ce qu'on doit faire du reste > lorsque le ^ diviseur n'est pas contenu exactement dans le dividende. '
3o. Passons i^u cas ck^le^vidende est eofnposé de plus de deux ehfffrest'lediviseurn^i^ttt^ncore qu'un seul chiffte^
Comme il eadste une Maison intime entre 4a maltiplfoation et ladiviaidii > il est naturel de reebérdher le procédé de' iMtte d«rnière opération dans celui qui a été suivi pour la multiplication.
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Reprenona k premier exemple traité n® 1 9 .
il réitilte d6 celte' multiplication que le produit 8469 BgdiS;' dé composiB de 7 fois les unités; 7 fois les 7
dixaiiies ; 7 fois les centaines , 7 fois les mîlle du ^Sgai? noknbre 8469 ; ainsi ^ ce produit est !a somme de quatre produits partiels qui correspondent au^t quatre chifires du mul' tiplicande. Dôncréisiproquementi étant donné le produit 6921 3 et l'un de ses facteurs, 7, pour retrouver Tàutre facteur^ il fauttâdter, au moins par la pensée, de décomposer 693 13. dans les quatre produits partiels^ dont le premier à gauche exprime des milk^ le second des centaines. ... ; prenant alors le 7* de chacun d'eu^f et réunissant les quotiens partiels, on obtiendra le quotient total ou le second facteur.
Voici comment on dispose Topération :
On écrit le diviseur à la droite du dividende , on les sépare par un trait vertical , puis on tire une barre horizontale au-dessous du diviseur.
Cela posé, on prend à la gauche du di- ^ ridende lear deux premiers chiffres for- S ""575"
mant Bg mille , qu*on regarde comme le " '
premier produit partiel, et l'on dit : en Sg \^
combien de fois 7, ou plutôt (pour se conformer à l'usage suivi, lorsque le diviseur est d'un seul chiflFre), le 7® de 69 est 8 pour 5S ; le quotient 8 ainsi obtenu , exprime les mille du quotient total , et s'écrit sous le diviseur, comme on le voit ci-dessus ; on multiplie 7 par 8 et l'on retranche le produit 56 dé 69 ; ce qui donne pour reste 3 mille, qu'on doit regarder comme provenant de la retenue faite dans la multiplication des centaines du quotient par 7. "
On abaisse à côté du 3 le chiffre a des centaines du dividende^ ce qui donne 3û centaines, qu'on regarde comme le MCDod produit partiel, et l'on dit e le 7* de 32 est 4 ponr s8 ; on écrit le chHFce jÇ^qui doit exprimer les centaines du quotient ^ à la droite du chiffre 8; ensuite, on multiplie 7
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par 4> et Ton tetrancbe le produit a8 du diyddéndejpartitl Sa r ce qui donne le reste , 4 centaines y qui représente les retenues faites dans la multiplication des dixaines du quotient par 7.
On abaisse à côté du nouveau reste 4j '^ chiffre 1 des dtxaines du dividende, ce qui donne ^\ dixaines, et l'on dit ; le 7* de 4^ C9t S pour 35 ; on écrit le cbifire 5 à la droite des deux précédons > comme exprîinant les dixaines du quotient; on multiplie 7 par 5 , et Ton retranche le produit 35 du dividende partiel 4' ; le reste 6 exprime les dixaines provenant de. la multiplication des unités du quotient par le diviseur.
Enfin , l'on abaisse, à côté du chiffre 6, le chiffre S, et Ton dit : le 7* de 63 est g exactement ; on écrit ce chiffre 9 à côté des trois précédons , comme exprimant les unités du quotient ; on multiplie 7 par 9 ^ et Ton retranche le produit 63^ du dividende partiel 63; on obtient o pour rejste j donc 845g est le quotient demandé.
En effet, il résulte évidemment de toutes les opérations précédentes, qu'on a successivement retranché du dividende 5gai3, 7 fois 8 mille, 7 fois 4 centaines , 7 fois 5 dixaines , 7 fois g unitéà ; et puisqu*après toutes ces opérations , il ne reste rien, il s*ensuit que 5gai3 est égal au produit de 845$ par 7, ou de 7 par 845g ; ainsi , ce dernier nombre est le ^uotient cherché.
Soit pour second exemple ^ à diviser jS^fiS^par 8.
La première difficulté qui se présente 754^64 8 ici , est de connaître la nature des plus 34 hautes unités du quotient , et d en déter-* aa miner le nombre. Pour y parvenir , obser- 66
vons que , si le premier chiffre à gauche du ^4
dividende était plus fort que le diviseur , ^
ou lui était égal , le quotient total renfermerait alors des unités de même espèce que celles du chiffire que l'on considère dans le dividende; cela est évident. Mais comme, dans cet exemple, le premier chiffra 7 est pluj faible que 8, on doit conclure que les plus hautes unités dû quotient ne peuvent être
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^ue des unités de la nataee du second chiffre à fauche, dans le dividende.^' Alors on pren^^ les deux premiers chiffres fermant yb dixaines de mille, et 1*130 dits le 8* de 70 e»t 9 pour 7a ; donc, le quotient total renferme 9 dixaines de mille , puisqu'on peut soustraire 8 fois 91 ou jadixaines de mille, du dividende ; on écrit alors g^sQUs le diviseur; on multiplie ensuite 8 par 9 et Ton retranche ^e produit ^ y 2 milfe , du dividende partiel 76 ^ le reste 3 qu'on obtient, provient des retenues de la myltiplicajtion des miUe du quotient total par 8.
On abaisse à côté du reste 3 , le chiffre suivait 4 ^u dividende , et Ton dit : le 8*^ de 34 mille est 4 pour 32 » et Ton écrit 4 ^us le diviseur et à droite du chiffre 9 ', retranchant le produit 4 fois 8 ou 3a de 34 > il reste a, à côté duquel on abaissç le chiffre a des centaines . du dividende , puis on opère sur l'0 nouveau dividende partiel 22 , comme sur les précédens ; et l'on continue ces opérations jusqu'à ce. qu'on ait abaissé le dernier chiffre 4 du dividende *, on obtient ainsi pour le quotient demandé, 94283. ^
Preuve.
Daos la pratique, toutes les fois que le divii^eur n'est que à*an seul chiffre , on abrège l^opération ainsi qu'il suit :
Soit à diviser 46237324 par 6.
Après avoir souligné le /c k 2 y i c
dividende, on dit : le G- de 45a373a£[ 6
45 est 7 que Ion écrit au- quotient.., , 7539664
dessous de 46 > et il reste 3 G . preuve.
qu'on réunit par la pensée , 46237324 '
au chiffre suivant 2 » ce qui '
donne 32; le 6* de 32 est 5 que Ton écrit à la droite de 7, et
il reste 2 qui, réuni au chiffre 3, forme 23; le 6* de 23 est -3
que l'on écrit à la droite des deux chiffres précédeAs , et il
reste 5 qui, suivi du chiffre 7, donne 67; le 6? de 67 eut-ç^
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pour 54 » et il reste 3 tpii, soi?! du cUffre 3 , doime 63 ; lè 6* d^ 33 est 5 pour 3o, etil reste 3 . qui , stiiTi da cMffire ù, donne Sfl ; le 6* de 3a est 5 pour 3o*; ehBa, lè 6* de û4 est 4 ^ddnc^ le quotient cherché est 7539654*^ En' effets si Ton inultiplie ce . dernier nombre par 6^ on trouve pour produit éfi^'fià^^
Pareillement , le $• du nombre ..,...,. 9726647 | 8
•^* • • idi57o5.«%7' û
et il reste 7. ^ g Vtwe.
iV. B» Dans cet exemple, lorsqu'on est ■ —
parvenu au chiffre 7 des centaines du quo- 97^^^4o lient , comme on n'obtient pas de reste , et ■
que le cbifire suivant , 4 > est plus petit 97226647 ,
que 8 9 cela indique qu'il n'y a pas de dixaines au quotient j alors on met un o pour en tenir lieu^ et faisait suivre le cbiffr^4 ducbiffre 7 des unités ^ ce qui donne 47» on dit : le 8* de 47 est 5 que i*on écrit à la droite du o , et il reste 7.
3i, Venons au cas où le dividende et le diviseur sont corri'^ poses de plusieurs chiffres. .
Pour découvrir le procédé > proposons^nous de multiplier les nombres 694 et 437; après quoi nous vérifierons l'opération par la division.
Il résulte d<e cette multiplication que le produit 259578 se compose des trçis r w
produits partiels du multiplicande 694» #!t^
par les unités, dixaines et centaines du ,
multiplicateur 4^7* I^onc t%ciproque- 4^56
ment, étant donnés le produit aS^hyS et 178^
Pun de ses facteurs 5g4» pour trouver le 3376
second facteur ou le quotient de la dî- aSoStS
f ision de ces deux nombres, il faut tâcher de mettre en évidence dans le produit a5g578, les trob produits partiels dont il se compose. L4 chose ne pa^ ràit pas fadle^ i cause des réductions qui se sont opérées ^ntre les chiffres , dans l'addition des produits partiels. Cependant , pour y parvenir^ voici comment on raisonne :
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JLe produit partial de 694 par le« ce^- ^ ^^ 1 r >r
taines du quotient^ ne pouvant donner „^^ 1—=^
moins que des centaines, se trouve neces- / • ^ '
sairement compris dans les aSgS centaines ^^978
du dividende; et si Ton cherche le plus lySa
grand nombre de fois que 694 est contenu . -^
dans aSgS , ce chiffre exprimera /e^ cé/i- ^ .^
taines du quotient total, ^
D*abord, ce chiffre n'e^t pas plus fort que ooco
le chiffre des centaines, puisque son produit par 5g4/ donnant un nombre plus petit qm sBgB centaines, le quotient total est au moins égal à autant de fois ioo> qull y a d'unités dans ce chiSkie. En second lieu , ce chiffre n*est pat plus faible (^e le chiffre des centaines, puisque, si on Taugmentait seulement d'une unités son prodilk par 594, serait plus grand que aBgB centaines , et ne pourrait par conséquent être son»* trait du dividende ; ainsi, ce chiffre doit être celui des cenrtaines du quotient.
La difficulté, pour déterminer le chififre des centaines du quotient, consiste donc à chercher t;ombien de fois âSgS con« tient 594, ou, ce qui revient au- même, à chercher le chiffre qui, multiplié par 694, donne le nombre le plus" approchant de aSgB. On pourrait d'abord obtenir ce chiffre , en soustrayant successivement et autant de fois que possible > 694 de s5g5 j mais on simplifiera cette recherche, en observant, d'après la règle (n* 19) delà multiplication d'un nombre de plusieuri chiffres par un nombre d'un seul, que aS est, à quelques unités près, provenant des réductions , le résultat de la nïftlti»^ plication du chiffre 5 de 694, par le chiffre cherché. Or, si Voh divise fl5 par 5, on obtient pour quotient 5, qni est évidetoment un chiffre trop fort; car, dans la multiplication de 894 par 5, le produit de 9 par 5 est 45 dixaines, ce qui donne 4 centaines à reporter sur le produit de 5 par 5 ou aS. Essajon» donc 4; le produit de 694 par 4 est 2376, nombre qni est plus petit que aSgS, et qu'on écrit alors au-dessous de ce dernier nombre ; ainsi, 4 ^% le véritable chiffre des centaines du quo*
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tient ; c'e^t pourquoi on Técrit sons le diviseur^ comme on le voit ci-dessus. (On voit d'ailleurs que ^376 est le 3* produit partiel qu'on a obtenu , en multipliant 5g4 P^^^ 4^7» )
Soustrayant 22376 de a5g5, et ab^ssànt à côté du reste 21 q , les chiffres suivans du dividende^ on a a 1978^ nonabre qui se compose encore de la somme des produits partiels de $94 P^>^ les dixaines et unités du quotient.
Pour obtenir les dijçaines, on raisonnera comme précédemment. Le produit de 694 par des dixaines , ne pouvant donner nioins que des dizaines, se trouve nécessairement dans les 51197 dizaines du nouveau dividende ; et si l'on cherche le plus grand nombre de fois que 694 est contenu dans 12197^ ce chiffre set^ celui des dixaines du quotient. D'abord ^ il n'est pas^rop fort, puisque son produit par 694 pouvant être sous^ trait de 21197 dixaines, le quotient est au moins égal à autant de dixaines qu'il y a d'unités dans ce chiffre. Ensuite , il n'est pas trop faible y puisque, si on l'augmentait seulement d'une unité, son produit par ^94 serait plus grand que 9197 dixaines , et ne pourrait plus 6tre soustrait du dividende a 1978^
Voyons donc combien de fois 2^197 contient 094» ou plutôt , d'après l'observation faite ci-dessus, combien de fois ai contient 5 ; on trouve 4 > mais dans la multiplication de 5^4 par 4> le produit de 9. par 4 est 36 , ce qui donne 3 centaines à reporter sur le produit de 5 par 4> ou ao ; aiosi 4 ^^^ ^^^P f<o^^* Essayons 3; le produit de 694 par 3 est 178a, nombre qui est plu9 petit que ai97> et que l'on écrit sous 2197 : ainsi y 3 est le chiffre des dixaines du quotient , et on le place à la droite du chiffre 4 déjà trouvé. (Le produit 178a est d'ailleurs le a* produit partiel de la multiplication de 694 par 4^^. )
Souatrayant 178a de 9197, et abaissant à côté du reste 4^5 le chiffre 8 du dividende, on obtient 4^58, nombre qui représente le produit partiel de 694 > parles unités du quotient.
Cherchant enfiiU combien de fois. 41B8 contient 694^ ^^ P^"' tût, combien de fois 4 1 contient S, on trouve 8 \ mais 8 est trop fort;. comme il est aisé de le voir; essayons 7, il vient pour le produit de 694 par 7, 4^58 , nombre qui, soustrait de la partie
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restante du dîyidende , donne pour reste o 5 ainsi 7 est le chiffre des unités du quotient ; donc 4^7 est le quotient demandé.
En eifet , il résuite évidemment des opérations précédentes » qaon a soustrait successivement du dividende 359678 > les produits partiels de 5g4 par 4 centaines , 3 dixaines , 7 unités ; etpuisqu'après toutes ces opérations il ne reste rien, il s'ensuit qne ^69578 est égal au produit de b^é^ par 437 •
3a. Soient maintenant deux nombres ^ 3844^^7 ^^ 65y pris au hasard , et proposons-nous de les diviser V un par t autre,
La première dif&culté que présente cette gg/^g37 657 opération , consiste à déterminer la nature 5^85 *585T des plus h^ute^ unités du quotient et le '
nombre de ces plus hautes unités. Il est- ^^9^^7 d abord évident que, si Ton prenait à la ^ gauche du dividende » autant de chiffres 34o37 qu*ily enadans lediviseur,c'est<à-dire, trois^ 3285 et que lensemble de ces chiffres contînt jjg-
le diviseur, le quotient cherché aurait g5^
des dixaines de mille ; mais comme il n'en "^
est pas ainsi dans cet exemple , le quotient renferme au plus des unités de mille; il en contient au moins une, puisque le produit de 607 par 1000 ou 6670009 est évidemment plus petit que le dividende; ainsi, nous sommes certains déjà que le quotient se compose de mille ,> centaines y dixaines et unités.
Pour trouver les mille , remarquons que le produit de^ 667 par des mille ^ ne pouvant donner moins que « des mHle\, se trouve nécessairement dans les 3844 ^iU^ du dividende;, et si l'on cherche le plus grand nombre de fois qu^ 667 est contenu dans 3844 > c® chiffre sera celui des mille du quotient. D'abord ^ ce chiffre n'est pas trop fort, puisque son produit par 667, donnant moins que 3844 ^iU^t peut être soustrait du dividende y et qu'ainsi , le quotient est au moins égal à autant de fois 1000 qu'il y a d'unités dans ce chiffre; il n'est pas trop faible, car si on Taugmentait seulement d'une unité, son produit
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par 667 donnerait, plus que 38^4 °^Ue , et ne pomait Atn soustrait du dividende*
Cherchons donp combien de fois 3844 contient 657, ou eimplèment, combien de fois 3& contient Ç ; on. trouve 6, mais .6 est trop fort , car dans la multiplication de 667 par 6 , le produit de 5 par 6 est 3o , ce qui donoe 3 centaines à reporter sur le pro« duit de 6 par 6 ou 36* Essayons donc 5 ; le produit de 667 par 5 est 3a85 9 qu'on écrit au-dessous de 3844 » ^^ 1*^° place 5 au quotient , comme exprimant les mille du quotient total.
Soustrayant 5285 de 3844 > ^^ abaissant à côté du reste 55g , les antres chiffres du dividende , on obtient 55g637j nombre qui se compose encore des produits partiels de 657 ^ par les centaines f dixaines et unités du quotient , et sur lequel il faut par conséquent raisonner et opérer comme sur le dividende primitif.
Pour obtenir les centaines , on prend les 65g6 centaines du nouveau dividende, et Pou cherche combiten de fois 55g6 contient €5y, ou simplement, combien de fois 55 contient G, on trôuye g pour quotie^dt; mais g est évidemment trop fort; essayons 8, le produit de 657 P^^ ^ ®'^ 5a56, nombre plus petit que 55gS; ainsi , 8 est le chiffre des centaines dm quotient ; écrivons ce chiffre à côté du chiffre déjà trouvé > et plaçons d'ailleurs le produit 55256 sous*55g6, pour en faire la soustraction.
Effectuant cette nouvelle soustraction , et écrivant à côté du reste 340, les autres chiffres 37 du dividende, on obtient 34o37 » nombre qui contient encore les produits partiels de 657 par les dixaines et unités du quotient.
Divisant 3403 par 657, on plutôt, 34 par 6 , on trouve 5 ; le produit.de 657 par 5 est 3a85, nombre plus petit que 34o3; ainsi, 5 est le chiffre des dixaines, et on l'écrit à la droite des deux précédons ; puis on place le produit 3a85 sous 34o3 , et Ton fait cette nouvelle soustraction.
Écrivant à côté du reste 1 18 le dernier chiffre 7 du dividende, on obtient 1187, nombre qui contient évidemment 667 une fois; ainsi, 1 est le chiffre des unités du quotient , et on le place à la droite des trois précédent; ce qui donne 585 1 pour le quotient demandé.
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Soustrajant d'ailleurs 6^7 d^ 1 187 » on trooT» le sest^âSo \ ce qui indique que 1^ dividende proposé iUt compris entre le produit de 65/ par 585 1 et celui de 667 par 585s; .
On peut d'ailleurs yéri&er l'opération^ en multipliant .657 P^ 585 1 , ou 585 1 par 667 , et ajoutant au produit le reste 53o. Voici les détails de cette preuve :
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3844637 N. B, On peut observer que dans le cours des opérations , il suffit d'abaisser i côté de chaque reste « le cbifire suivant da dividende; et Ton continue ainsi ^ jusqu'à ce qu'on les ait abaissés tous.
33. RÈGLE GÉNÉRALE. Pour diviser deux nombres entiers l'an par l'autre^ écrivez le diviseur à la droite du dividende; séparez-les par un trait vertical, et tirez une barre au-dessous du diviseur.
Cela fait, prenez à la gauche du dividende autant.de thifprfBs qu'il y en a dans le diviseur, ou UN déplus ^ù l'ensen^bie de ^es premiers chiffres est plus petit que le JUvismsf-^ vousobtenez ainsi UN PREMIER DIVIDENDE PARTIEL dont le chiffre à droite exprime des unités de la nature des plus hantes unités. 4*^ quotient. Cherchez combien de fois ce dividende partiel continu le diviseur, (Ce quotient s'obtient par tâtonnement ^ en ne considérant que le premier ou les deux premiers cbiiFres 'à gauche du dividende partiel , et le premier chiffre à gauche du diviseur. ) Ce quotient obtenu , écrivet^le sous le diweur; multipliez le diviseur par ce chiffre , et soustrayez leproduit^du premier dividende partiel.
. Abaisses^ à àôté du reste le chiffre suivant du dividende^ ; ce qui donne UN SECOND dividende partiel. Cherchez^
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comiiM précédemment , combien de fois cê second, dividende partiel contient le diviseur y et écrivez ce nouveau quotient à la droite du premier; multipliez le diviseur par ce second quo^ tient y et retranchez le produit, du second dividende partiel.
Abaissez à côté de ce second reste le chiffre suivant du dividende ; ce qui donne UN TROKIÈM^E dividende PARTIEL^ s ur lequel vous opérez comme sur les précédens.
Fous continuez cette série d'opérations jusquà ce que vous ayez abaissé le dernier chiffre , en ayant soin , à chaque opé» ration , (décrire le quotient que vous obtenez ^ à la droite des précédens , afin de donner à ceux-ci leur véritable valeur. Si après toutes ces, opérations , il ne reste rien ^ la division est dite exacte. Si vous obtenez un reste, vousTajoutez, dans la preuve, au produit du diviseur par le quotient trouvé.
34- Après s'être bien fàmitiarisé avec les diverses parties de ce procédé , on peut encore abréger beaucoup les opérations partielles , en effectuant les multiplications et les soustractions tput-à-Ia-fois , comme on va le voir dans l'exemple suivant, qui est un des plus diiEciles qu'On puisse se proposer. Diviser 963^475 par 11789.
Je prends d*abord les quatre premiers chiffres à gauche du dividende , puisque leur ensemble contient le diviseur ; et je divise 9S39 par 21789 , ou simplement 9 par a , il vient 4 pour quotient ; ce chiffre est trop fort , car en ne^ considérant que les deux premiers chiffres à gauche du diviseur, je vois que 4 fois 227 donne 108, nombre plus fort 963g475 9789 que 96; j'essaie 3, et comme S fois 27 1 07^4 donne 81, nombre beaucoup plus petit 16687 que gS, je suis presque certain que 3 est ij4^5
le véritable chiffre des mitfc du quotient , reste. 691
et je récris sous le diviseur.
Cela posé, au lieu de multiplier. 3789 par 3 et d'écrire le produit sous 9S39 , pour en faire là soustraction , j'opère ainsi qu'il suit : je dis 3 fois; 9 font 27 ; ôtez 1*7 de 9 ( dernier chiffre à droite de 9639), cela ne se peut; je suppose 9 augmenté de a dixaines , ce qui donne ag, et je retranche 27 de ag; il reste a
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que j'écris au-deaaous de ,9639, après avoir 8(y^li^é. ce dernier nombre; observons maintenant que les â dixaines ajoutées, sont censées avoir été empruntées sur le chiffre 3 qui ne vaut plus qne 1 ; mais (n^ 14) il revient évidemment au même , et cela est plus commode y de retenir les a dixaines pour les joindre au produit des dixaines du diviseur par le quotient 3 , et pour soustraire le tout, des dixaines du dividende gSSg , prises en totalité.
Je dis donc ensuite 3 fois 8 font 24 et a de retenue font a6 ; 26 de 5 , cela ne se peut ; mais empruntant 3 centaines sur le chiffre des centaines , j'obtiens 33 , et a6 de 33 ii reste 7 que j'écrie soûs le 3 du dividende partiel; je retiens d'ailleurs les 5 centaines.
3 fois 7 font ai -et 5 de retenue font 24; ^4 ^^ ^ » ^^'^ ^^ ^^ peut ; «sais s4 ^^ ^^ > il ^e^te s qtie f écris sous le B du dividende partiel, et je retiehs â=mi7/e.
Enfin, 3 fois a font G et a de retenue font 8;Bde 9 ,il reste i que j'écris sous le 9.
Il reste donc 1373 ; à côté de ce nombre j'abaisse le chiffre 4 du dividende ; ce qui -donne le second dividende partiel 13724, sur lequel }*opère de la même manière.
¥ax 13724 1 combien de fois 2789, ou en lè combien de fois a? il y est 6 fois; mais 6 et même 5 sont trop forts, comme il est ais^ de le reconnaître ; j'écris donc 4 ^.^a droite du 3 , au quotient ; et je dis 4 fois g font 3G ; 36 dé 4 1 cela ne se peut ; mais 36 de 44 > il reste 8 que j'éctîi au-dessous
du 4 > et je retiens 4*
4 fois 8 font 3a et 4 de-retenue font 36 ; 36 de a, cela ne se peut; mais 36 de 4â H reste 6, que j'écris au-dessous du a, et je retiens ^.
4 fois 7 font a8 et 4 de retenue font Sa; 3a de 37 il reste 5 que }*écris sous le 7 , et je retiens 5.
Enfin . 4 fois a font 8 et 3 de rétenue font 11 ; 11 de la, il reste 1 que j'écris sous le 2.
Le reste de cette nouvelle opération est i'5S8 , à côté duquel j'abaisse le chiffre suivant du dividende, et f ai 16687 pour troisième diindende partiel, sur lequel j'opère de la même
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manière , ainsi que 9ur les sui?anS| et j*obtien8 enfin pour quo«* tient , 34515 , av«©/le rflste 69 1 . . , ' > . • ^
•Voici le tableau dee opérations ponr on nouvel exemple :
35. Première remarque sur la division* Ce dernier exemple donne lieu à une observation importante :
Après avoir trouvé pour premier quotient 5 , et pour premier reste 147? , on abaisse à côté de ce reste , le cbiffré suivant; ce qui donne pour second dividende partiel 9. 147^9* ^^ % ^ ^^ vidende partiel ne contient pas le diviseur; donPi le quotient total n*a pas de centaines , puisque , s*il y^ en avait seuleiaient une , son produit par 39837 ^ devrait pouvoir être soudait du dividende partiel 147^9 ; ce qui est impossible. Mw ponr conserver au chifire 5 du quotient la valeur qn'il doit avoir» il faut écrire au quotient un o,. qui tienne lieu des centaiaes; et abaissant ensuite à côté de i47%> le chiffre suivant 6.^a dividende, on continue l'opération; ce qui donne successive»* ment le chiffre des dixaines et le chiffre des unités.
Engendrai, toutes le^ fois qu*après avoir abaissé àcôté.d'un reste le chiffre suivant, le dividende partiel qui en résulte ue contient pas le diviseur , cela indique que le quotient n'a pas d'unités de Tordre du chiffre abaissé , et alors on tnetau quo' tient un o , pour tenir la place des unités qui manquent,; et conserver ainsi ^aux chiffres significatifs déji trouvés , leur valeur relative. On abaisse ensuite à côté de ce dividende fiffrti^l un nouveau chiffre , et P on continue r opération. ,'
36. Seconde remarque. Lorsqu'une opération partielle, a été bien faite ^ c'est-ji-dir^e 1^ lorsque le chiffre du qupti^nt, relaitif à cette opération y a été exactement déterminé^ on ne peut pas, dam l'opération suiviuil^» trouver pl|i9 de .9 au quotient,
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pnisqne , ai l'on tronvalt senlanent lo , ce serait supposer que le cbiffre précideiit serait' trop faible d'une unité.
n existe d'ailleurs un signe certain auquel on reconnaît qu'un chiffre du quotient est bien déterminé ^ c'est lorsqu'après avoir soustrait le produit partiel du diviseur par ce chiffre , le reste qiCon obtient , est moindre que le diviseur. Si ce reste est plus fort ou égal au diviseur , il faut augmenter d'une unité le chiffre trouvé d*abord:
5j. Comme dans ïes trois premières opérations de l'Arith^ iDéti<pie , les calcida s'effectuent à commeneèrpar Ja droite, il est naturel de demander pourquoi, dans la «division, ou commence au contraire par la gauéhe. Pour* répondre* à cette qnesSon » il faut observer que le dividende étant la 8<to«i«.des produits j^rtiels du diviseinr par les unités , dixaities , ces-*taines , etc.. du quotient , tous ces produits partiels se^fond^rt les uns dans les antres; et il n*est pas possible de mettre d'abord en évidence , le produit du diviseur par lés unrtés, le produit par les dixaînes , etc. ; tandis que , d'après le procédé indiqué précédemment^ on parvient, sinon à découvrir tout-à-fait leproduit par les unités les plus fortes , du moins à déterminer dans quelle partie du dividende, il se trouve.
Au reste , on pourrait commencer l'opération par la droite, en Teff'ectuant par de^ soustractions succesâivés, comme on l'a indiqnén^aS. = -
3S. Donnons maintenant quelques usages de la.imultiplication et de la division» c; ; > ^
PAemibre QUÈSTfôi». On demande h prix de ii5S4 toises iun certain ouvrage , en suppov&nt que la tùise coéiè 47 francs. .
Puisque chaque toise coûte 47 francs , il est clair qu'en répé« tant cette valeur 2664 fois , on aura le prix des â564 toises. Ainsi , il suffit d'eSîaetuer le produit de^47 ^^^^^4^ ou plu* tôt (n^ 26 ) , le produit de fl564 par 4? \ et ce produit exprimera le nombre defiranès demandé.
USAGES DE LA MULTIFLJGATION
Voici l'opération , et 9a preiiv6 par ia division :
2564 iâo5o8 ^7 "^
^7948 3oo loaBS —
oco Donc ; 2664 toises ont coûté i3o5o8 francs.
Seconde question. La toise d'un certain ouvrage en maçonnerie coûte Safranes; on demandé combien on fera construire de toises pour 9^^S francs.
Il est clair qu'autant de fois 3^ sera contenu dans SSgB , autant de toises on pourra faire construire ; ainsi « il siiffit de diviser SS^S par 89 ; et le quoti«nt qu*on (^tiendra sera le nombre de toises demandé.
Preuve..* ai5
ao5
ai 5»*
Comme on obtient pour quotient fli5 , et pour reste lo, il faut savoir Tusage qu'on doit faire de ce reste.
Observons que^ si le dividende renfermait 10 francs de moins , il serait le produit exact de 89 par di5; ainsi, le nombre de toises demandé serait 91 5; mais comme on a 10 francs de plus , il s'agit de déterndner la fraction de toise qu'on peut faire construire avçc ces 10 francs. ,
Or y avec un franc, on aurait évidemment 7- de toise , puisqu'on a une toise pour 39 francs; donc avec 10 francs, on doit avoir 10 fois -^ ouç- de toise ( tioyesn^S ); ainsi ai 5
toises plus -r de toise, est le résnltat demandé»
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Tt\ C9t, en générai^ Fosage qa*on doit faire àa reste ^ne dlTÎsioii , lotsqa'ea effectuant cette opération , on a en vue de lésoodre nse question relatlTe à des nombres concrets ;
On conp^û f unité du quotient ( dont la nature est toajoun déterminée par Ténoncé de la question ) dÎMisée en Ottfojtl de parties égales qu'il y a iT unités dans le diviseur; on prend tune de ces partiei azttimt de fois quJL y a danités dans le reste de la division^ puis on ajoute ia fraction qui en résulte, ou quotient eniier.déjà obtenu.
Troisième question. On a payé a^yifi'^pour 896 aunes duMte certaine étoffe ; on demande le prix de Faune de cette étoffe.
Si Ton' connaissait le prix de Faune , en le répétant SgS fois, on derraît reproduire 21478 firancs; ^nsi, il suffît encore de diviser 21478 par 895.
iir478
Su
895 Preuve, ... 895
Gomme h diyiden(}e » outre le produit de SgS par a3^ contient encore SqS francs » il s'ensuit que le prix de Taune est ^fr.-/^liis Twie^acrio/i qu'il s'agh de déterminer;
Pour y parvenir , remarquons que ^-^ répété SgB fois ,
donne a •, ainsi, gS^ répété 895 fois, donne ogS *, et par cçn-
6o3'' sèquênt^ aS plus ^« est un nombre qui, multiplié par figT) ^
reproduit ^i47^» Ponc enEa, le prix demandé e^t a3 francs
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Ce résultat s'accorde avec la règle établie dane Pexeinple
précédent.
Quatrième question. Supposons que 49^ personnes aienê à partager également une somme de 1348708 francs; on demande la part qui revient à chacune.
S5a7 4ic8
is4
3708/" tl
Le quotient de cette division étant ^7081 et le reste i94i ou peut déjà conclure que, si la somme à partjager était diminuéa de 1 34 francs, chaque personne aurait pour sa part, 2708 francs. Uaîs« comme la somme renferme ifi4fr^C' ^^ p'^^ QU* I^ produit de 9708 par 498» il s'ensuit que chaque personne doit avoir 3708 francs, plus une partie des 194 francs. Pour se former une idée de cette partie , on peut d*abord considérer le nombre ia4 comme un tout, qu'il faut diviser en 498 parties égales; et Pune de ces parties est la fraction qui doit compléter le quotient; mais il est plus simple (n** 8) de concevoir F unité , qui est ici le franc, divisée en 498 parties égales appelées
498*"", et de prendre ia4 cle ces parties ; ce qui donne
pour la fraction à ajouter au quotient entier.
39. iV. B. Ce dernier exemple nous conduit à une remarque dont nous ferons souvent usage; c*est que, diviser le nombre 194 en 498 parties égales, revient i prendre 124 fois la 498* partie de l'unité. En effet, si, au lieu de i94i on avait seulement 1 à diviser en 498 parties égales j chaque partie
serait -7-^; mais, comme le nombre à partager est 194 fois
plus grand , on conçoit que le résultat du partage doit être
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1^4 fois pins grand, ou égal a ia4 fois 7-5, oubîenenEo,
De même, diviser i5 en a8 parties égales, revient à prendra i5 fois la a8® partie de Tunité. Car, si Ton avait seulement 1
k diviser en a8 parties, chaque partie serait égale à —3- ; mais ,
comme l'on a à partager i5, on un nombre i5 fois plus grand,
1 , i5 le résultat doit être égal à i5 fois -^, ou k -7;.
En général , diviser un nombre en autant de parties égales quil y a d unités dans un autre , revient à diviser l'unité en autant de parties égales qu'il y a d'unités dans le second, et à prendre l'une de ces parties autant de fois qu'il y a doutâtes dans le premier, 1
4o. Des deux propositions démontrées n°' a5 et 26 , on déduit quelques conséquences qu il est bon de faire connaître» parce qu^elles sont d'un usage continuel en Arithmétique.
Observons avant tout que, d'après les déEnitions mémcB do la multiplication et de la divi{>ion des nombres entiers » on rend un nombre entier autant de fois plus grand ou plus petit qu'il y a d'unités dans un autre, en multipliant ou divisant le pr&* mier nombre par le second.
Ainsi, lorsqu'on multiplie 24 par 6 , le produit qu'on obtient est 6 fois plus grand que 24» puisqu'il résulte de l'addition de 6 nombres égaux à 24* De même, si l'on divise 24 P^ 6» le quotient est 6 fois plus petit que 24 > puisque ce quotient répété 6 fois , reproduit 24.
Cela posé, je dis d'abord que si, dans une multiplication , on rend le multiplicande ou le multiplicateur un certain nombre de fois plus grand ou plus petit,. le produit est , par ce changement, renc^a le même nombre défais plus grand ou plus petit.
Soit, par exemple» à multiplier J^j par 6 , et supposons qu*aa lieu d'effectuer cette opération, on, multiplie 4? par 24 qui est 4fob plus grand que 6; comme» d'après ce qui a été dit n® 25 ,
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nmltiplier 47 P^^ ^4 Tcvient à multiplier 47 pi^r 6^ I& prodak obtenu par 4> îl s ensuit que le produit de /^j par a4 ^^X ^g^l à 4 (ois le produit de 4? P^^ ^ > ^^ ^^^^ > ®^^ 4 fois plus grand que le produit de 4? par 6.
Réciproquement, le produit de 4? par 6 (qui est le quart de q4) ^^^^^ 6 fois plus petit que le produit de 4? P^r 24^1! s'ensuit que si Yon rend le multiplicande 4 fois plus petite oà si on le divise par 4» 1^ produit est^ par ce changemeat, rendu 4 fois plus petit.
On a vu d'ailleurs (n^ 26) que , dans une multiplicatidn dé deux facteurs , on peut intervertir Tordre des deux Cacteurs ; donc ce qui vient d*être dit, par rapport au multiplicateur, s'applique également au multiplicande ; donc, etc....
Il résulte de là qu'on ne change pas la valeur êtun produit j en rendant le multiplicande un certain nombre de fhjs plus grand f pourvu qu^on rende en même temps le multiplicateur le même nombre de fois plus petit , c'est-à-dire, en multipliant le premier facteur par un certain nombre , et divi» sant le second par le même nombre. Car, par la première opération , on rend le produit un certain nombre de fois plus grand, et par la seconde, le même nombre de fois plus petit; donc il y a compensation.
C'est sur cette dernière conséquence que se fonde un moyen qu'on emploie quelquefois pour vérifier la multiplication.
Soit 347 ^ multiplier par 72. Multiplier 347 par 73, revient à multiplier 2 fois 347 ou 694 par la moitié de 72 ou' par 35. Ainsi , après avoir multiplié 347 P^^ 7^ > on peut ensuite multiplier 694 P^r 36-, et si la première opération eèt juste, on doit retrouver le même nombre.
Maintenant, puisque, dans la division, le dividende est un produit dont le diviseur et le quotient sont les deux facteurs , il s*ensuit que si l'on rend le dividende un certain nombre de fois plus grand ou plus petit , c*est-à-dîre , si on le multiplie ou divise par un certain nombre entier, le quotient est) par ce changement, multiplié ou divisé par le même nombre.
En effet I comme, après le changement; le quotient multiplié
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par le diviseur doit reproduire un dividende un certain nombre de fois plus grand ou pkia petit que le premier, il faut nécessairement, le diviseur restant le même, que le quotient soit ce même nombre de fois plus grand ou plus petit»
Au contraire, si, sans toucher au dividende, on reitid te diviseur un certain nombre de fois plus grand ou plus petit , le quotient est par là, rendu ce nombre de fois plus petit ou plus grand: cest en effet la seule hjrpothèâe admissible, pour que la multiplication donne le même produit ou le même dividende.
Donc, en multipliant ou divisant le dividende et le diviseur p€tr un même nombre ^ on ne change pas le quotient; puisque si , parle changement fait sur le dividende, on hluUipiie oli divise le quotient par un certain nombre , le second changeme/ït le rend le ^même nombre de fois plus petit ou pkis grand ^ ainsi » il jr a compensation.
CHAPITRE II
Des Fractions.
41. vJn a déjà vu (n°* i et 8) ce que cW qu'Hiie fraction , et
quelle idée on doit s'en former» On distingue toujours deux
termes dans une fraction , le dénommtttear et le numérateur.
Le dénominatenr indique en combien de parties égales l'unitë
eit divisée , et le numérateur^ combien on prend de ces parties ;
l'ensemble des parties que Ton prend, constitue la fraction.
Ainsi , dans la fraction -r, qu'on prononce trois quarts ,
4 est le dénominateur et indique que l'unité est dîvis<ie ei|
4 parties égales; 3 est le numérateur et indique qu'on prçnd
5 de ces parties. De même, la fraction —, que Ton prononce
onze douzièmeSp «xpjrm^e que l'unité ^t divisée ^c 1 a par>ties égales , et qu on ^n,pjiend .v 1 .
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ter tous ces nombres eatre eux. Mais cette manière d'opérer . serait très longue, si le multiplicateur était composé de plusieurs chiffres; on a donc cherché i la simplifier, et c'est dans cette abréviation que consiste la multiplication.
1 8. Tant que les deuxfacteurs sont exprimés chacun par ua seul chiffre , leur produit s'obtient par l'addition successive du nombre à lui-même ; ainsi , pour multiplier 7 par 5 , on dit : 7 et 7 font 14 et 7 font ai et 7 font a8 et 7 font 35 : ce dernier nombre étant le résultat de l'addition de 5 nombres égaux à 7 , exprime le produit de 7 par 6.
Les commençans feront bien de s'exerCer d'abord à ces sortes de multiplications , parce qu'ils doivent s'en graver les résultats dans la mémoire ^ s'ils veulent ensuite obtenir facilement les produits des nombres exprimés par plusieurs chiffres. Toutefois, jusqu'à ce qu'ils se soient suffisamment exercés , il convient de placer sous leurs yeux une table appelée table de multiplication ou table dePythagore, du nom de son inventeur, ou du moins de celui qui le premier en a répandu l'usage.
Table de Multiplication,
Sens horizontal.
to 12
la
La première bande horizontale de cette table se forme en ajoutant 1 à lui-même jusqu'à g.
DE LA MULTIPLICATION. aS
La seconde , en ajontant a à lui-même ; la troisième en ajoutant 3 j et ainsi de suite. •
Remarquez d'ailleurs qu'on peut également dresser cette table par colonnes verticales. Cktique colonne verticale est composée des mêmes nombres que la bande horizontale de même numéro. Ainsi, la sixième bande horizontale se com-^
posant des nombres 6, la , 18 , 54 > la sixième colonne
verticale renferme les mêmes nombres 6, la, 18, b^,
Celapo^é > pour trouver, au moyen de cette table, le produit de deux nombres exprimés par un seul chiffre , on cherche le multiplicande dans la première bande horizontale ; et , en partant de ce nombre , on descend verticalement jusqu'à ce qu*on soit vis-à-yis du multiplicateur qu'on trouvera dans la première colonne verticale : le nombre contenu dans la petite case correspondante , est le produit.
Par exemple , pour trouver le produit de 8 par 5 , on descend depuis 8; pris dans la première bande horizontale, jusque vis-à-vis de 5 pris dans la première colonne verticale , eX le nombre 4o/ contenu dans la petite case , est le produit demandé.
On pourrait également prendre 8 dans la première colonne verticale , se diriger horizontalement jusqu'au dessous de 5 , pris dans la première bande horizontale , et l'on trouverait en- core 40 pour le produit demandé.
ig. Supposons maintenant que le multiplicande étant exprimé par plusieurs chiffres, le multiplicateur n'en ait qu^un seul. Soit a multiplier 8469 par 7.
On pourrait ( n° 17 ) obtenir le résultat, en écrivant les uns au-dessous des autres , 7 nombres égaux à 8469 , comme on le
voit ci-^contre 8469
et en ajoutant successivement les unités simples, 8469 .
les dixaines , les centaines , etc. ; on trouverait 8469
ainsi pour résultat 6921 3. 8469
Mais il est évident que cela revient à prendre 8459
successivement 7 fois les 9 unités du multiplicande, 8459
7 fois les 5 dixaines , etc. , et à faire la somme 8469
de tous ces produits. SoaiS
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ter tous ces nombres entre eux. Mais cette manière d'opérer . serait très longue, si le multiplicateur était composé de plusieurs cbifTrès; on a donc cherché à la siiripliGer, et c'est dans cette abréviation que consiste la multiplication,
18. Tant que les deuxfacteurs sont exprimés chacun par un seul chiiFre , leur produit s'obtient par l'addition successive du nombre à lui-même ; ainsi , pour multiplier 7 par 5 , on dit : 7 et 7 font 14 et 7 font ai et 7 font a8 et 7 font 35 : ce dernier nombre étant le résultat de l'addition de 5 nombres égaux à 7 » exprime le produit de 7 par 5.
Les commençans feront bien de s'exercer d'abord à ces sortes de multiplications , parce qu'ils doivent s'en graver les résultats dans la mémoire^ s'ils veulent ensuite obtenir facilement les produits des nombres exprimés par plusieurs chiffres. Toutefois, jusqu'à ce qu'ils se soient suffisamment exercés , il convient de placer sous leurs yeux une table appelée table de multiplication ou table de Pythagore , du nom de son inventeur^ ou du moins de celui qui le premier en a répandu l'usage.
Table de Multiplication.
Sens horizontal.
mm
La première bande horizontale de cette table se forme en ajoutant 1 à lui-même jusqu'à 9.
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La seconde , en ajontant a à lai-méme ; la troisième en ajoutant 3 y et ainsi de suite. -
Remarquez d*ailleurs qu'on peut également dresser cette table par colonnes verticales. Chaque colonne verticale est composée des mêmes nombres que la bande horizontale de même numéro. Ainsi, la sixième bande horizontale se com-»
posant des nombres 6, lâ ^ 18 , 54 1 la sixième colonne
verticale renferme les mêmes nombres G, la, 18^ 5^.
Gela po^é , pour trouver, au moyen de cette table, le produit de deux nombres exprimés par un seul chiffre , on cherche le multiplicande dans la première bande horizontale ; et , en partant de ce nombre , on descend verticalement jusqu'à ce qu'on soit via-à-yis du multiplicateur qu'on trouvera dans la première colonne verticale : le nombre contenu dans la petite case correspondante , est le produit.
Par exemple , pour trouver le produit de 8 par 5 , on descend depuis 8j pris dans la première bande horizontalei jusque vis-à-vis de 5 pris dans la première colonne verticale , C|t le nombre 4o/ contenu dans la petite case , est le produit demandé.
On pourrait également prendre 8 dans la première colonne verticale, se diriger horizontalement jusqu'au dessous de 5, pris dans la première bande horizontale , et l'on trouverait encore 40 pour le produit demandé.
19. Supposons maintenant que le multiplicande étant exprimé par plusieurs chiffres, le multiplicateur n'en ait qu^un
seul. SOIT A MULTIPLIER 84&9 PAR 7.
On pourrait ( n** 17 ) obtenir le résultat, en écrivant les uns au-dessous des autres , 7 nombres égaux à 8469 , comme on le
voit ci'^contre ^4^9
et en ajoutant successivement les unités simples, 8469 .
les dixaines , les centaines , etc. ; on trouverait 8469
ainsi pour résultat 5931 3. 8469
Mais il est évident que cela revient à prendre 8459
successivement 7 fois les 9 unités du multiplicande, 8469
7 fois les 5 dixaines , etc. , et à faire la somme 8469
de tous ces produits. SoaTs
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Ainsi 9 après avoir disposé le maUipItcateur 7 au- 8469
dessous du multiplicande , comme on le voit ici ^ et 7
ayoir sooligiié le tout, on dit d*abonl : 7 &is 9 font 63 g .^g ( voyez la table de multiplication ) ^ on fi dixaines et
3 unités ; on pose 3 sous les nnités , et Pon retient les 6 dixaines pour les réunir au produit des dixaines du multiplicande par 7.
Onditensuite:7foisSfont35et6derctenuefont4i dixaines» ou 4 centaines et 1 dixaine ; on pose 1 au rang des dixabes et Ton retient les 4 centaines ;
7 fois 4 font a8 et 4 de retenue font 3a centaines , ou 3 mille et a centaines ; on pose a au rang des centaines et Ton retient 3;
Enfin» 7 fois 8 font 56 et 3 de retenue font 69 ; on pose 9 et l'on avance 5 , parce qu'il n*y a plus de chiffres à multiplier dans le multiplicande.
On trouve ainsi BqaiS pour le produit demandé.
D'où Ton voit que, POUR MULTIPLIER UN KOMBRE DE PLU- SIEURS CHIFFRES PAR UN NOMBRE D*UN SEUL CHIFFRE, il
faut mukiplier successivement les unités , dixaines , cen^ laines » etc, , du multiplicande par le multiplicateur , et écrire ces différens produits partiels au rang qui leur convient^ en observant à chaque multiplication partielle ^ de retenir les dixaines pour les joindre avec les dixaines , les centaines pour les joindre avec les centaines , etc
SOIT, POUR SECOND EXEMPLE, A MULTIPLIER 87008 PAR
On dit d*abord: 9 fois 8 font 7a ; on écrit a an 37008
mqg des unités , et Ton retient 7. 9
Ensuite , 9 fois o donnent o ; mais comme > dans g» la première opération , on a retenu 7 dixaines , il ^
faut les écrire ^11 rang des dixaines.
9 fois o font o; on écrit o au rang des centaines , puisqu'il n*y en a pas , et qu'il fout cependant en conserver la place.
Eosuîte , 9 fois 7 font 63 ; on pose 3 et Ton retient 6.
Enfin, 9 fois 3 font a/ et 6 de retenue font 33; on pose 3 et l'on avance 3.
Ainsi , le produit demandé est 333o72.
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^. Ayant de paai^r ao ca« où le moltipUcatear est eomposé de deux on plefienrs oUffres , no»» indiqoerons le moyen de rendre un nombre 10 , 100 « looo* . • • fob plus grand , ou de Je muItipUer par lo, 100, 1000. •••
Il résulte éYidemment do principe fondamental de la nnmé^ ration (n** 5) , qne, si Ton place nn o à la droite d'on nombre déjà écrit , cbaenn des dbifies tignificatib dç ce nombre , recn^ Jant d'un rang yers la gaMcJie , e^isme alon dee nnités 10 &is plna grandes qo'anparayant. De même^ en plaçant deux o à 9a droite, on le rend 100 fois pins grand, puisque cbaqoe chiffre significatif exprime des nuitée 100 fois plus fortes; et ainsi de suite.
Donc, pour mul$ipiier un nombre entier quelconque par 10 > 100» 1000 , 9$c. ^il^iffitd'ajouieràsadroite 1, a, 3,» . ,%éros.
Ainsi, lesprqduit? de 4^ par 10, 100, 1000, locoo, etc., sont 43go ^ 4?^^^ > 4%ooo , ^90000
ai. Considérons actueUem^nt le çqs où le multiplicande e$ le muUiplicaUur sont composés de plusieurs chiffres*
On proposa pe multiplier ». 87468
6iaa76
Oo commence par disposer le multiplicateur au-dessous du multiplicaade , de mapière que les unités d*un mênie ordre soient dans une çiême colonne , et Ton souligne le tout. Gela posé , obseryons que multiplier 87468 par 5847 * revient à prendre le multiplicande 7 fois, plus 40 fois, plus 800 fois^ plus 5ooo fois , et à réunir les produits partiels.
On peut d'abord trouver, d*après la règle du n* 19 , le produit de 87468 par 7; ce qui donne 6Laa75.
Mais comment obtenir celui de 87468 par 4o ?
Concevons, pour un instant, qu'on ait écrit les uns au-des-
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0OU8 des autres, 4^ nombres égaux à 87468 , et qu'on fassa Vaddition de tous ces nombres, on aura le produit demandé. Or, il est évident que ces 4o nombres forment 10 tranches de 4 nombres égaux chacun à 87468; mais 4 nombres égaux à 87468, font en somme, 4 '^ois 87468, produit que 1 on peut former par la règle du n^ 19 , et qui est égal à 34987a. En multipliant ce produit par 10, ce qui revient (n^ izo), à ajouter un o à sa droite, on obtient 3498730 pour le produit de 87468 par 4o.
On voit donc que cette seconde opération revient à multiplier le multiplicande par le chiffre 4 considéré comme exprimant des unités simples, à écrire un oà la droite du produit, et i placer , comme on le voit ci-dessus , le résultat 3498720 , aiusi obtenu, au-dessous du premier produit partiel.
Pareillement, pour effectuer la multiplication de 87468 par 800, il suffit de multiplier 87468 par 8 , ce qui donne 699744 9 P^iîs d'ajouter deux o à la droite de ce. produit , et l'on a pour troisième produit partiel , 69974400,* nombre qu'on place au-dessous des deux produits précédens. En effet , 800 nombres égaux à 87468 et placés les uns sous les autres,, forment évidemment 1 00 tranches de 8 nombres égaux à 87468 ou bien, 100 nombres égaux au produit de 87468 par 8, c'està-dire, 66974400-
On prouverait par un raisonnement semblable , que pour multiplier par 5ooo, il suffit de multiplier 874t)8 par 5, d'ajouter trois zéros à la droite du produit, et d'écrire le résultat 437340000 , ainsi obtenu , au-dessous des trois premiers produits^
EffectuantmaintenaDtraddition.de ces quatre produits partiels, ou trouve enfin pour le produit total, 5i 1435396.
iV. B, Dans la pratique, on se dispense ordinairement d'ajouter les zéros à la droite des produits partiels, par les chiffres des dixaines , centaines , mille , etc. ; mais on écrit chaque produit partiel au-dessoi^s du produit précédent, eu l'avançant d un rang vers la gauche par rapport à ce produit , c'est-à"*diro que l'on fait occuper au dernier chiffre le même rang que celui qu occupe le chiffre par lequel on multiplie.
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RÈGLE GÉNÉRALE. Pour multiplier un nombre de plnsienra cbiffres par un nombre de plusieurs chiffres, multipliez d'abord tout le multiplicande par le chiffre des unités du multiplicateur , iaprès la règle du n^ ig; multipliez de même tout le multiplicande successivement par le chiffre des dixaines , par celui des centaines^ etc. , considérés comme des unités simples ^ et écrivez les produits partiels les uns au^-dessous des autres, de manière que chacun soit avancé d^un rang vers la gauche, par rapport au précédent, puis additionnez ces produits; vous aurez le produit total demandé.
aa. Souvent quelques-uns des chiffres du multiplicateur sont des zéros ; et alors il faut apporter quelques modifications dans la disposition des produits partiels.
Soit a Multiplier 870497
435fl485
On multiplie d*abord tout le multiplicande par 7; ce qui donne pour produit 6093479.
Maînten2mt , comme il n'y a pas de dizaines au multiplicateur, on passe à la multiplication par 4> chiffre des centaines du multiplicateur, ce qui donne le produit 3481988; et comme il faut lui faire exprimer des centaines , on le place sous le premier produit , en l'avançant de deux rangs vers la gauche.
Pareil liement, comme il n'y a ni mille, m dixaines de mille daus le multiplicateur, on passe à la multiplication par 5, chiffre des centaines de mille , et Ion écrit le produit 4352485 sous le précédent, en l'avançant de trois rangs vers la gauche', par rapport à celui-ci.
£n général, lorsqu'il se trouve un ou plusieurs zéros entre deux chijfres significatifs du multiplicateur, on avance le produit correspondant au chiffre significatif qui est à gauche de ces zéros, d^ autant de rangs plus un vers la gauche, parrap^
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port au produit précédent , tfu'il y a de zéras intermédiaites. Au tedte , pouf éviter f dut e •rreur à ce sujet > il faut s*a.i8urer à ehaque opération ^ A le defnief dbiffrc du prodtfit partiel , est dans la colonne des uAiiés de thème ordre que celui du chiffre pdr lequel on multiplié»
a3. Si Tud des detix facteurs dé la multiplication » ou tous kfl deux sont terminée par des zéros , on abrègt» l'opération en les multipliant oonmie si ces xéros n*y étaient pas ; mais on les place ensuite & la droite dir produit.
Exemple. SoiT A MULTIPLIER 47^00
PAJL 2900
i3G3ooooo
Après kroir multiplié 4'^ par 29 » d'après le procédé connu , on écrit 5 tétoà à la droite du produit; et l'on obtient i363ooooo pourje produit demandé.
En effets si l'on n'avait d'abord que 47000 à multiplier par 29 , il est clair «{u'après avoir multiplié 4? par 29 , il faudrait faire exprimer au produit des mille f c'est^i-dif e , des unités de même espèce que le multiplicande; ainsi , Ton devrait déjà ajouter trois zéros. Actuellement» multiplier un nombre par ^900 y revient (n® ai) i prendre loo fois le produit par ag; donc I il faut ajouter deux nouveaux zéros. Le même raisonnement s*applr({uerait à tous leê cas semblables.
s4 Pour peu qu'on réfléchisse sur le procédé de la multiplication, on aeUt la nécessité de commencer l'opération par la droite, du moins dans la multiplication partielle par un des chiffres du multiplicateur ^ à cause des retenues que l'on fait continuellement en multipliant un chiffre du multipli* cande par un chiffre du multiplicateur. Mais rien n'eropécherak d'intervertir l'ordre des multiplications partielles par lès diiFérens chiffres du multiplicateur, comme on peut le voir dans l'exemple suivant :
PRINCIPES SUR LA MULTIPLICATION
On a coJQiBeiicé ici la multipUcatk)!! par le chiffre, dea centaines du moltiplicaleur; mais dans 0704 |
ropération suivante > on a eu aoin d'avancer le ^°7
produit , d'un rang vers la droite y c'eit-à-dire ^ d6 âsS 1 S le placer aû^essons du premier , de manièreque 45fôa
le dernier chiffre ^12 soit au-dessous des dixaînes %938
des deux facteurs. De même , le troisième produit "** ^
est avancé d'un rang vers la droite^ par rapp^t (
au précédent» L'usage seul veut que l'on forme les produits
en allant de droite à gaucbe ; cela est ânssi plus naturel et plus
commode*
525. Nous terminerons la multiplication par l'exposition de quelques propriétés dont nous ferons souvent usage.
1°. Soit le nombre 345 à multiplier par ja, nombre qui est égal à S fois g. Je dis que multiplier 34^ P^^ 7^ revient à multiplier 345 par 9 et le résultat par 8.
{^our se rendre compte de cette proposition^ sans effectuer le calcul, il jTuffit d'employer un raisonnement analogue à celui dun^ 21. Multiplier 345 par jz, c'est faire la somme de 7a nombres égaux à 345. Or, ces 7a nombres écrits les uns sous les autres , forment évidemment 8 tranches de 9 nombres égaux à 345*, donc, après avoir multiplié 345 par 9 , il faut prendre ce produit 8 fois. Ainsi « multiplier 345 par le produit 7a des deux facteurs 9 et 8 ^ revient à multiplier 345 par 9 et le résultat par 8.
Comme 9 est lui-même égal au produit de 3 par 3, on peut dire encore que multiplier 345 par 7a , revient à multiplier 345 d'abord par 3, le résultat obtenu, par Z, et enfin le nouveau résultat , par 8.
Ce raisonnement pouvant d'ailleurs s^appliquer à d'autres nombres y il en résulte cette proposition générale : Multiplier un nombre par un produit déjà effectué de deux ou plusieurs facteurs, revient à multiplier te nombre successivement par chacun des facteurs.
a6. a^. Dans une multiplication de deux facteurs , il est
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indifférent de prendre le premier nombre pour multiplicande et le second pour multiplicateur, ou réciproquement. £a d'autres termes: Le produit de deux nombres est le même, dans quel^ qu'ordre qu'on effectue la multiplication.
Ainsi, le produit de 469 par aSj est égal au produit de oSy par 459.
En effet , concevons l'unité écrite 1 ^ 1 , 1 , 1 ^ 1 469 fois sur une même ligne horizon* 1 , 1 , 1 , 1 ^ 1 , taie , et formons 237 de ces lignes ; il 1,1,1,1^1, est clair que la .fomme des unités conte- 1, 1, i, 1^ 1 nues dans ce tableau^ est égale à autant .... •
de fois les 459 unités d'une bande hori-
zontale, qu'il y a d'unités dans une colonne verticale ou dans q3j, c'est-à-dire que cette somme est égale au produit de 4^9 par a37 ; mais on peut dire aussi que cette somme est égale à autant de fois les 237 unités d'une colonne verticale, qu'il y a d'unités dans une bande horizontale ou dans 4^9 , c'est-à-dire qu'elle est égale au produit de 2237 par 4B9 ; donc, etc.
Si la nature d'une question conduit à multiplier le nombre 75 par 564a , on fera de préférence , d'après la proposition qui vient d'être démontrée , le produit de 564a par 75 , parce qu'on n'aura que deux produits partiels à former, tandis que la première opération en donnerait quatre.
Cette proposition sera démontrée (CHAP. V, n® 137) pour un nombre quelconque de facteurs.
De la Division,
37. Diviser un nombre par un autre, c'est (n"9) trouver un troisième nombre qui, multiplié par le second, reproduise le premier; ou bien, en d'autres termes, c'est, étant donné un produit et l'un de ses facteurs, déterminer le second facteur.
Comme dans une multiplication de nombres entiers, le produit se compose d'autant de fois le multiplicande qu'il y a d'unités dans le multiplicateur, on peut encore dire que diviser un nombre entier par un autre , c'est chercher combien de fois le
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premier nombre, considéré comme produit , contient le second, coosidéré comme multiplicande; le nombre de fois est alors le multiplicateur. Enfin ^ on a encore yu (n® 9) que diviser un nombre entier par un autre , c'est partager le premier nombre en autant de parties égales qiiil y a d* imités dans le secend.
Ces deux derniers points de vue , soua lesquels on envisage quelquefois la division , ne conviennent qu'aux nombres entiers , tandis que les deux premiers conviennent à tous les nombres possibles , tant entiers que fractionnaires. Toutefois , les dénominations données aux termes d'une division, ont été tirées des deux derniers points de vue.
Ainsi ^ le premier nombre s'appelle dividende (nombre à diviser on à partager) , le second s'appelle diviseur et le troisième it nomtae quotient , du mot latin quoties, parce qu'il exprime combien de fois le dividende contient le diviseur.
Il résulte évidemment des deux premières définitions , que , lorsqu'on aura obtenu le quotient^ pour faire la preuve de l'opération , il suffira de multiplier le diviseur par le quotient; et si V opération est exacte , on devra reproduire le dividende.
Réciproquement, dans la multiplication, le produit peut être considéré comme un dividende , le multiplicande comme le diviseur, et le multiplicateur comme le quotient; ainsi , Ton fera la preuve de la multiplication en divisant le produit par fun des facteurs; et si Vopération est exacte, on devra reproduire t autre facteur.
Ces notions établies , passons à l'exposition du procédé de la division.
28. De ménie que la multiplicatioti peut s'exécuter par ^addition d'un nombre plusieurs fois à lui-même , on pourrait aussi trouver le quotient d'une division par une suite de soustractiona.
£n effets qu'il s'agisse, par exemple, de diviser 60 par la.
Autant de fois on pourra soustraire is de 6c, autant de fois la
sera contenu danis €0. Ainsi , le quotient est égal au nombre
de souatractions qu'on peut' faire , avant ^Be le dividende soit
épuisé. . •
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Dans cM exemple, comme on est go
obligé de faiiiB 5 9oUstraetions succès^ 'i a
sîvôS , îl s'eùsuît ijné le quotient ^g" i«r reste,
est 5. i^
Mais cette manière de faire la divi- 86 a*.
sîon ' serait trop longue dans là pra- i a
tiqlie , surtout si le dividende était très 24 S*.
grand par rapport au diviseur. C'est 1^
dans l'art d'abréger Pbpératioi) , que coh- 1 ^ 4**
sîste ïè procédé ordinaire de la di- ££^
vision,
223. Dès que l'on connaît de mémoire les produits de deux n(mibres d'un seul chilTrei on peut déterminer aisément le quotient de la division d^im nombre Sun ûu de deux chiffres, par un nombre d'un seul chiffre.
Par exemple 4 35 divisé par j, donne pour quotient 5; ou bien 4 en 35 combien de fois 7 Mi y est 5 fois, parce que l'on sait que 5 fois 7 dpnne 35. De même ^ en 54 combien de fois 9 ? il y est 6 fois. On dit encore dans le premier «xemple » le 7* de 3Ç est 5, parce que 7 fois 5 font 35; et.dans le âecond» le Q^ de 54 est 6^ «parce que 9 fois 6 font 54<' :
Soit encore 68 à diviser par g ? Comme 7 fois g cm 63 et -8 fois 9 ou 7a comprennent 68>, il 8^en^uit qtie 68 divisj^pat 9 donne au quotient 7 pour 63 , avec un reste 5 ; ou bien , Ve 9* de 68 est 7 pour 63> et il reste B« - '■
Pareillement , en 47 combien de fois 8 ? il y est 5 fois ; ou le 8* de 47 ^at 5 ^et il reste 7> puisque 5 fois 8 fint 40 , et que 6 fois 8 donne 48t '' *>* *
On verra plus loin ce qu'on doit faire du reste » lorsque le ^ diviseur n'est pas contenu exactement dans le dividende, f
3o. Passons au eas cà'le^dividende est composé de plus de deux chiffres , le éiviseurn*c^nt encore qu'un -seul chiffre.
Comme il eadste une Haison intimé entre 4a multiplication et la di vision > U est fiaturelde reebërdher le procédé' ife cette dernière opération dans celui qui a été suivi pour la multiplication.
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Repranons le premier exemple* traité n^ i g ,
11 réilike dé celte' mnltipUcation que le produit 845g BgdiS;- se composé de 7 ibis les unités^ 7 fois les 7
dixaioes, 7 fois les centaines^ 7 fois les mille du 'Bgâi? nombre 846g ; ainsi ^ ce produit est la somme de quatre prodails partiels qui correspondent aux quatre chifires du multiplicande. Donc réciproquement , étant donné le produit SgaiS et Tun de ses facteurs, 7, pour retrouver Fàutre facteur, il faut tâcher, au moins par la pensée, de décomposer 5g a i3. dans les quatre produits partiels^ dont le premier à gauche exprime des mf/Ze, le second des centaines > . • . ; prenant alors le 7* de chacun d'eux et réunissant les quotiens partiels, on obtiendra le quotient total ou le second facteur.
Voici comment on dispose Topération :
On écrit le diviseur à la droite du dividende , on les sépare par un trait vertical, puis on tire une barre horizontale andessous du diviseur.
Cela posé , on prend à la gauche du di- ^ ^ . îidende les deux premiers chiiFres for- g 1 "oTST mant 5g mille , qu'on regarde comme le . "
premier produit partiel ^ et l'on dit : en 5g ^2
combien de fois 7, on plutôt (pour se conformer à l'usage suivi, lorsque le diviseur «td*un seul chiffre), le 7* de 5g est 8 pour 5G ; le quotient 8 ainsi obtenu, exprime les mille du quotient total , et s'écrit sous le diviseur, comme on le voit ci-dessus ; on multiplie 7 par 8 et l'on retranche le produit 56 de 59 ; ce qui donne pour reste 3 mille y qu'on doit regarder comme provenant de la retenue faite dans la multiplication des centaines du* quotient par 7. ' ^
On abaisse â côté du 3 le chiffre a des centaines du dividende, œ qui donne 3a centaines , qu'on regarde comme le ncond prodoit partiel, et l'on dit c le 7* de Sa est 4 pour a8 ; <A écrit le.tihtffne 4»^°> ^^^^ exprimer les centaines du quotient 1 Â la droite du cbifFre 8; ensuite, on multiplie 7
DU PLUS GRAND COMMUN DITISEUR
divisant 999 et Sga par 87, on à — pour la valeur de -^ , ré-
duite à ses moindres tertnes.
Soit , pour nouvel exemple , la fraction ^ — .
Le plus grand commun diviseur est ici 48 ; et en divisant les deux termes de la fraction par 4^, on trouve g| pour la fraction réduite.
5i • Soit, pour dernier exemple , la fraction g-^.
Le procédé conduit , dans cet exemple ^ à un reste égal à 1 , ce qui prouve que 873 et 3i7 sont deux nombres premiers entre
eux ; dans ce cas , la fraction 5-^ est irréductible , comme
ne pouvant être ramenée à une expression plus simple , par la division de ses deux termes par un même nombre.
Remarque, A la troisième opération , on a obtenu le reste 5 , qui est un nombre premier (n° 48) > or, comme 5 ne divise pas le reste précédent 78 , on est en droit , sans qu'il soit nécessaire d'aller plus loin , de conclure que les deux nombres proposés •ont premiers entre eux. En effet , on a reconnu , dans la dé-
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nionstration da procédé, que le plus grand commun diviseur de deux nombres, divise nécessairement le reste de chaque division. Ainsi , 5 étant un nombre premier, il ne peut arriver que deux choses : ou bien, 5 divise le reste précédent, et c'est alors le plus grand commun diviseur-, ou bien, il ne le dîvfse pas, et dans ce cas , ni 5 , ni aucun autre diviseur que l'unité ne peut exister entre les deux nombres..
En général, dès quon parvient, dans le cours des opérations, à un reste que ton sait être Uif NOMBRE prçmier , et que ce reste ne divise pas le reste précédent^ on est certain que les deux nombres proposés sont premiers entre eux , et il est inutile d'aller plus loin,
Kous reviendrons ( CHAP. T) sur ropér^ion du ptua grand commuil diviseur , qui est une des opérations les plus importantes de l' Arithmétique.
Passons actuellement aux quatre opérations fondamentales «ur les fractions;
Addition des fractions.
L'addition des fractions a pour but, comme celle de
nombres entiers^, de trouver un seul nombre qui ait la même valeur que plusieufs-fraciliOns réunies.
Il peut se présenter deux cas lou les fractions qu'on doit additionner ^nt dé inême espèce, dest-à-^dire ont même dénominateur; où bien, elles sont d'espèce différente. Dans le premier cas ^ on fait la somme des numérateurs , puis on donne à cette somme lfi\ dénominateur commun. Dans le second, on^eommedcejmr lès ^réduire au même dénominateur ^ d'après la règle du n^ 44 > ®^ ''^^ opère ensoite'sur lés nouvelles fractions, comme il vient d'être dit.
Ainsi , la somme des fractions — , plus — , plus — est égale
à — . De même . la somme des fractions -», -^ , -= , -rs, est Il -. » ; , ... .. 20 20: aa 23
70 ÀP^i?tf>Jr PU fBJ^T^¥>JiiS,
g\ % rj
Soit maintenant à ajouter les trois fraditms =, -r, ^.
Après avoir réduit ces fractions au même dénominateur,
â*aprèâ la règle du n^ 44 > o° ^^^ ^^ somme des numérateurs ,
ce qui donne i^o; puis on donne à aso le dénominateur 96^ et
220 ■ loQ tro«v,e "^^ pour ia eomme demanàke,
Çç deriwer ^xe^iple pçwduit à un rédult^t -^ jqyi
besoin d'être interprété.
D$ ménié qvL*i\ faot deux maiViés , trois ^ter? ^ qvatfe quérts ,
einqem<7ufé^?i6f,pourforinerruiiité,iifaiitaussi<fuatre^}Dg^«8éÎ2e
quatre-vingt-seizièmes pour la former; don-c', autant de fb&é Mo
contiendra 96 , autant d'unités entières il y aura dans —x .^ Aipai,
comme en divisant 220 par ^6^ on a pour quo1;îént a et pour
reste 98 , il s* ensuit que — tt est uxi nombre fractionnaire com-
posé de 2 unités , plus une fraction -7: ou -^ (en ôtant le iac-
^ ^ flÇ.. M- : ■ ' V ..
tenr 4 commun .an^ d«x>x t^rjnes ) .
£d gé»éf!a{ , toutes U« fois ^qu ou parvie^ft à <uii .i^é^ultKt i^
ferma fractionnAÎre % et tel q«te 1^ numén^te^wr eia«( plw fii^wâ
que le déamutoatenr : Pm^r extraire tentier confysim dans cette
expression, on divise le numémteur par Je dénominateur; le
iquotient représQnte ïeniier, et le reste est le numérateur de la
fraction qui doôt être ajoutée À l'entier.
^ 17 , -, 5 îi53 , , V 3
. On trouvera parce moyen, -^ égal ai — ; — r- égala lo-?,
Récipreq^ement , lorsqu'on a un entier' joint à une fraction , pour en former un seul nombre fractionnaire , ce qui est souyent utile, il faut multiplier t entier par le dénominateur^ ajouter
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au produit le numérateur , et dannet à la ifomme le dénomi^ nateur de la fraction proposée. ^
Pat esrempie, 5 -? revient a -=- plus ^, ou -^; 11 -^ est '^ 5 5 '^ . 5 5 * 12 »
égal à plus —, on à — ^; 8 -^ est égal à — -
° la '^ 13 la a4 ^4
5ou^fmtrfi(m des fiaciioits,
54. La soustraction des fractions a pour bat de trouver t excès d'une plus grande fraction, sur une plus petite.
Si les deux fractions ont le même dénominateur , on retranche les deux numérateuts Pun de t autre j et Ton donne à la différence le dénominateur commun. Sx elles n'ont pas le même dénominateur i on les y réduit , et l'on opère ensuite comme il vient d'être dû.
Ainsi , de — soit à soustfaire — , il reste — ou -• Deciême. ' aa la ta a
de -^ ote% -S, il reste — ; ou — .
a4 a4 a4 la
Soit maintenant à soustraire ;» de Z.
Ces deux fractiom retiennent à ^et^; os qtoi donné --7
pour l«ur dxSètBûtt. On troure parêiitenietit que n.de k
fraction -^ on ote — , il reste =-r-.
ao 17 ^ 340
On peut avoir un entier joint à une fraction à retrancher d'un entier joint à une fraction.
Parexeiùple, du nombre fractionnaire on propose de ^trancher le nombre
•Sa*
S SOUSTRACTION DES FRACTIONS
peut soustraire 2Z de ^, on emprunte sur l'entier i3 du
3q nombre supérieur^ une unité qu'on réduit, avec ~, en un
seul nombre fractionnaire, et Ton obtient 2-, duquel on soustrait
~y ce qui donne pour reste 7^. Passantà la soustraction des entiers, on regarde i3 comme diminué d'une unité, à cause de Temprunt^ui a été fait ; et Ton dit, 5 de 12 il reste 7 j donc,
le résultat demandé est 77—1 comme on le voit ci-dessus.
55. Voici une question où se trouvent réunies Vaddition et la soustraction de nombres ehtiers joints à des fractions.
Un marchand de drap a vendu à différentes fois, sur une
pièce d'étoffe renfermant 3o aunes ^ , savoir • 7* 7 j 9* 5 ; 11 " — •
il désire connaître ce qui doit lui rester de son étoffe , et s'as^ surersi son commis estjidèle.
Il fera d*abord la sonïme des trois nombres d*aunés vendues ',
puis il soustraira cette somme , de 3o^ ^ , et le résultat de cette
soustraction doit représenter la longueur eifective du reste de l'étoffe.
Pour plus de simplicité , il convient de disposer ainsi l'opération.
SI
MULTIPLICATION D£S FRACTIONS
Après avcxir, placer les uns au-dessous des autres les trois nombres, à ajouter^ on obserye que les fractions de ces trois nombres peuvent être réduites au dénominateur la. On place ce nombre à la droite , un peu au-dessus des fractions , et on le souligne. Ensuite/ oa ^crit au-dessous de la, et respecttyement sur la même ligne horizontale que les trois fractions , les quotiens 5, 4 et I, résultant de la division de i a par les trois dénominateurs; après quoi Ton multiplie seulement les numérateurs de ces fractions par 5, 4 ®* * i ce qui donne 9, 8 et 5 ; on fait la somme aad^ ces trois nouveaux numérateurs, ce qui donne
pour la somine des trois fractions, — ou 1 — . On écrit — au-
' la 12 la
dessous des trois fractions , et Ton retient 1 pour le reporter
à la colonne' des nombres entiers qu'on ajoute à la riianière
ordinaire: il vient alors a8 — pour la somme des trois nom-
bres d'aunes venduiês.
On place cette somme au-dessous de 5o ^ , et l'on effectue
la soustraction, comme il a été indiqué précédemment, et en remarquant qàe letf deux fractions peuvent être réduites au même dénominateur a fois 1 a ou a4*
On trouve enfin a aunes —7 pour le reste de la pièce d* étoffe ;
a4 ce que le marcband peut aisément yéri&er , en mesurant le
coupon résultant; des trois ventes, .
Multiplication des fractions. . .
5S. La multiplication a en général pour but (n® 9 ), deux nomhf^^' éUtn^.âènivêi)' de tompbser un troisième nombre avec le premier y de la même jnanière que le second est, composé avec l'unité.
Cela posé ^ on, distingue plusieurs cas dans la midtiplioation . des fractions^ On pe.ut, avoir «: ir - .
1*. UNEI'KACJION A MUtïTïïlMÇR FAB. U,N BNtiER. Soit, par
exemple, — o multiplier par 5. —
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0*après k définition d-^defistis ^ puisque le iiraltlplîcaftear 5 contient 5 fois Tunfté \ il s'eâsuit qne ie prodnit doit être égal
à 5 fois — ^ ou doit être 5 fois plus grand que -^. Or, on a ;vu
(n* 4^ ), tla*on fend une fraction 5 fois plus gfande , -eti touï-
5fbiè7 '55 tipliant le numérateur par 5 ; il yien(ka ain^i --— ^ — ^ ou —
pour le produit demandé.
Donc, pour multiplier une fraction par un entier^ il faut multiplier le numérateur par t entier , et donner au produit le dénominateur de la fraction.
Le produit — revient d'ailleurs à a — , lorsi^uon extrait^
l'entier contenu dans la fraction ( n® 53).
On trouvera de même que le produit de -7 par ^^ est égal
a — r- ou IJ — *?.
Soit tncore à muUipHer -*n par g. Il vient d'abord , d'après
la règle, 2g pour le produit, 0U| si l'on extrait l'entier, 5 "^ >
c*esi|«»-di9e,B-.
Ce résultat pouvait être obtenu plus simplement ; car pour
multiplier -5 par 9 , on peut (n* 4^ ) , au lieu de multiplier le
numéMteiir par ^ , diviaer le âéno»iciateui: p^t 9>^ ^idonae
— Oïl 5 -.
fl a
Cette nuMière d*opér«k* n'éêft a|>^ie«lblë à )'éxemfpler^h)f><)sé, que parce que le dénominateur est dfviafible par le muhfpUe«reur, ce qtn n'arrive p^ toujours, falidis xfa» la régler établie d'abord est toujours applicable j ce sont des simplifications que^ l'usage seul rend familières.
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a^ Un entier a multipuerpar one fraction. Soit à multiplier 1 2 par -.
Puisque, dans ce cas, le multiplicateur ^ est égal à 4 fois le 7* de .runité , le produit doit ^te égal jidkmêiiie à 4 fois le 7« de 12. Or, le 7* de la revient (n** 4^) ^ — » ®* ?^^^ prendre ce nombre 4 Fois , ou pour obtenir un nombre 4 fois plus
grand que <^, il snffit de ■nilliplter le mtméMienr par 4 > ^^
obtient alors — ou € - , pour le produit demandé!
OoAC, pour multiplier im e^ûer put une fraotion^ ii fisKut multiplier l'entier par Je nitm^^ur^ «I éanmr au produis
le dénominateur de la fraction^ puis extraire l'entier *'il y a lieu.
Ainsi, le produit de ^s -par -^ est égal À **ff* on ^ s> De
même , le produit de 24 par ^ est égal à -^- ou 20 ; résultat
qn'oflB ftponveraîl eiKOf e en divisant â*abord &i pftr€, oe^ui
donnerait 4 > et multipliant ce résultat par 5. Mais encore une
foiS| ces simplifications ne sont pas toujours possibles.
3\ Une fraction a iivcrrruBa pau mne f raction. Smi
à mttUpiierjpor ^:
Le .irâQÙaoBieiit e<t au^lc^» 4 cekri «da «es précédent ;
pmiQlie le jwoltipjiçatenr g.«3t é^fHà Hpî» le^* de Vunité» Lé
produit doit être lui-même égal ^ 5 foÎ3 le 8* 4« .Wih>i>U-^
cande -• Or, pour prendiB le 81; ^v* ^ ^^^^ ("^4^) ^^^^^'
plier le dénominateur ^aj; 8^ pe gui donne çjrr,, et ppurjohtenir «ne fraction 5 fois plus grande que 5-, il faut multiplier le
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numérateur par 5; ce qui donne enfin =- pour le produit
demandé.
Donc, pour multiplier une fraction par une fraction, multipliez numérateur par numérateur et dénominateur par déno^ minateur; puis donnez le second produit pour dénominateur àii
premier»
Ainsi, le produit de — par ^ est égal .à — . De même, le
produit de -? par - est égal à ^ , ou , réduction faite y ?.
5j, N* B, Dans les 'deux cas précédens y le produit est tou^ jours plus petit que le multiplicande; et cela doit être, puisque l'opération reyient réellement à ne prendre du multiplicande qu'une partie indiquée par la fraction multiplicateur.
58. Enfin, Tun des deux facteurs de la multiplication ou tous les deux , peuvent être des entiers joints à des fractions ; mais on ramène facilement ces cas aux précédetis;
Soit , par exemple , à multiplier 7 = par 5 4.
Ces nombres reviennent (n** 53) à -^ ^et^yethotUBM^la
multiplication d après la règle ci-dessus , on obtient pour pro^
dnll,r--p> ^^ extrayant les entiers, 4^-^»
On pourrait encore effectuer la multiplication par pàttié^i
c*estfâ-dire, multiplier d'abord/7 par 5^ ^ par 6, 7 par 4 et
spar'^, puis ajouter ces ^afré produits ; mais cette opération
serait béancoùp plus lôilgile.'
Division des fractions,
59. Diviser un:nombre par un autre , c'est Qi* 9) troui^er i^n troisième nombre qiii'y multiplié par le second , reproduise le premier,^
Il résulte évidemment de cette définition et de celle de la
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multiplication (n® 56), que le premier nombre appelé dii^i" dende, se compose avec le troisième appelé, (/uofien^, de la même manière que le second nommé diviseur, se compose avec l'unité.
Gela posé , dans la division comme dans la multiplication des fractions , il se présente trois cas principaux : on peut avoir
I^ A DIVISER UNE FRACTION PAR UN ENTIER. Soit, par
exemple, la fraction ^ à diviser par 6. ^
Puisque le diviseur 6 est égal à 6 fois Tunité , il s'ensuit que
le dividende - doit être égal à 6 fois le quotient cherché ; ou , ce
qui revient au même , le quotient doit être le 6* de -. Or, pour
prendre le 6* d'une fraction , ou pour obtenir une fraction &fois
plus petite, il faut (n^ 4^) multiplier le dénominateur par 6;
ainsi. Ton obtient ^ ^ . — ou—, pour le quotient demandé.
RÈGLE GÉNÉRALE. Pour diviser une fraction par un entier,
multipliez le dénominateur de la fraction par l'entier, en lais^
iant le numérateur tel qu*il est.
Il 11 -i3
Ainsi, — ; divisé par 8 donne -g pour quotient; =- divisé
*^ fl3 ^
par la donne =;r-.
Le quoticpit de -^ par 6 est -r- ; mais on peut encore effec-
tuer la division de -^ par 6 , en prenant le 6* du numérateur,
ce qui donne -r> résultat auquel se réduit d'ailleurs -p- , lorsqu'on supprime le facteur 6 commun aux deux termes.
2^ A DIYISBI^ UN ENTIER PAR UNE FRACTION. Soit à
àisfiser 12 par -.
De ce que le diviseur - est égal à 7 fois Te g* de l'unité , on
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déduit que h dtvktend^ 12 est amsi égal à 7 ioh le 9* dtt iliiotient efaerché. Donc, en preaanf le 7* de ra, ce qui don-ne
— , on aura le 9* du quotient cherché ; et pour obtenir ce
quotient lui-même « il suffit de prendre — « 9 ibiS| ce qui se
fait en> muldpliairt le nufitératenr par 9 ; et Pou obtient ainsi
û fois 1 a 108 ^ * u x- c 3
2 ou — , ou , extrayant rentier, i5 -.
I>otxc,jM)itr diviser un entierpar une fraction ^ ilfatd muU
tiplier P entier par le dénominateur, diviser le produit par le
numérateur et extraire t entier, s il y à lieu.
Observons que, puisqu'il faut prendre le 7* de ta*, et mul«
tip&r le résultat par 9, cela revient à «oltipUer xa par &.
ainsi, Pan peut encore dire cp^, pour diviser un entier par une fraction, il faut multiplier l'entier par la fraction diviseur renversée.
3^. A DIVISEE UNE FRACTION PAR UNE FRACTION. Soit à ... 3 g
diviser 7 par — •
g Le raisonnemest esf semblable an précédent'. Le divîsear — -
étant égal à 8 fois le ii* de Tunité, le dividende ? doit aussi
3 3 ètire égala 8 fois te ii* du quotient; donc le 8* de ^ ou -t~
3 35 est kl 11' dui qucFtient, et ii fois j« ou -r- est le quotient
cherché.
Doiic, pour diviser une fraction par une fraction, il faut multiplier le numérateur de la fraction dividende par le dé^ nommateur de la fraction diviseur, pui^ k dêmominaêeur de la fraction dividende par le numérateur de la fraction diviseur, et donner le second produit pour dénominateur au premier. Ou bien, plus simplement, multipliez la fraction dividende par la fraction diviseur renversée.
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Ainsi ^ -;. divi&é par *«■ revient à 7 multiplié par ~ , et doDiie
pour résultat — ou 1 — . De même, =- divisé par -^ revient à =- multiplié ^ar -^,
et donne pour résultat = — , ou phis simplement, -g, à cause que
i5 est facteur commun aux deux termes.
Enfin ^ si Ton avait un entier joint d une fraction , à diviser poi un eniier joint à une fraction^ on réduirait le» entîeiv en fractions , et Ton opérerait comme il vient d'être dit.
a Soit , par exemple , la - à diviser par
5 1 ao Ces deuxnombres reviennent à — et -^ ; d'où , effectuant
iS3 l^ division comme précédemment, on déduit pour quotient -q— 1
oo
De même, 4~ divisé par i5 ^, donne pour quotient -%-=• t 1 i o 1 070
60. N. B. Toutes les fois que dans kr division , £a diniséup tst une fraction , le quotient est plus grand que le dividende ; car, oa quotient césulte^ de ,1a muh^eatÎQn du dividende par \t diviseur renversé, qui devient alors un nombre plus grand fie Ifuokéu
61. Appliquons les règles de la multiplication et de la division des fractions, à quelques questions.
a h L'aune ttnne certaine étoffe coûte éfj francs ^; on de-
iHtadB le prix de la aunes g.
Puisqu'une seule skuue coftte 47^ ?.> il ^^ claii^ que laJ^ 4
doivent coâter lalbig 47^ ^, plus les ^ d« 4?^ v ', c'ejb-à-dire
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qu'il faut multiplier fyj | par 12 | , et le produit exprimera en francs le prix demandé.
Qr^ ^7 5' multiplié par i» g , revient à -g2 multiplié par
i— , et donne pour produit —^ — , ou, si Ton extrait les entiers ,
610—. Ainsi, h prix demandé est Gio^ — .
Pour faire la preuve , on pourrait diviser 610 — par la g , et Ton devrait retrouver 47 t > ^^^^ ^^ ^«^ P^^^ simple ( n® 40 ) de doubler 47 c> ^* ^® prendre la moitié de la ^
Le double de 4? F est 94 ^j la moitié de la ^ est G -g.
Or , 94 F multiplié par 6 -^, revient à ^multiplié par —|^,
XSSaa aa
et donne pour produit 2— — , ou effectuant la division * G i o g- ,
ou ' simplifiant , 610 —•
IL Une personne a acheté a3 aunes — d'une certaine étoffe,
i3 pour la somme de 745 francs — j on demande combien elle a
dû payer l'aune de cette étoffe.
Le prix de l'aune étant connu , si on le multipliait par a3 — ,
on devrait retrouver 746^ — ; donc , pour obtenir le prix de-
ao
mandé, il faut diviser 745 — par a3 — .
^ .K i3 ,. . , - 5 . ,, i49i3 j- • ^ aSi Or , 745 -^ divisé par a3 — , revient à "-^ — divisé par ;
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et donne pour résultât, f"=^^~" ^" "fg? — » extrayant les
, . - 4736 entiers, on obtient oi ^ — .
Ainsi, le prix de l'aune est 3i francs plus ^ — de franc.
Pour la vérificatiob *, il suffit de doubler les deux termes de la division , et (h?, ^o) te qaotien^ ne doit p^s changer. ,
Le double de 745 — est i4<)t — î le double de a3 — est
n— t.* / 5 i4qi5 .^5 .281
Divisant 1491 -rou ♦.-»-**- par 40 jj -on -^, on apourqfuo-
lient V ; ou extrayant les entiers, 01 -s — . a8io -^ 2810
Cette dernière fraction rentre dans ïâ fraction ^— r , Iorsqu*on
multiptië'Bea deux tennesr'par 2 à pii'^tie Ponf supprinië le fao*
teur 2 commun aux deux termes de
Des fraQtioas. de fractions.
63. A la multiplication des fractions se rattache une autre espèce d'opération , connue sous le nom de règle' des fractions
<fc fractions.
Pour donner une idée nette de cette opération , supposons
d'abord que de la fraction - , on ait à prendre une partie 4ndî-
qwée par .=; en d'autres termes , on detnanSeies -sde-^}
Comme y pour effectuer cette opération, il faut prendra
deux fois le tiers de - , cela revient ( n^ 67 ) à multiplier -
par =, ce qui se fait (n** 56) en multipliant numérateur par
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numérateur et êtStpminateur par dënomin^tei^ i. on qhthnt
. . lo , s - 5 '
ainsi — pour les = de -.
ai *^ 37
Maintenaiitj» supposons que de la nouvelle fraction—, on
veuille prendre une partie indiquée par -s; auquel cas la qmes-
tion aura réeUement pouroVkt^pPÉ9iAri-ks^y^ des- d^ ^.
Or*, pour obtenir les -5 de — , il faut' muhiplier — par -^ . '^ 10 fli ' '^ ai *^ . i5*
ce qui se fait en multipliant entre eux les deux numériijteurs Qtle% di^D% (Jinon^naiCAirs ; ion djfxtMBt alors — 4 pou^ lat -^ dea
On pçut ewore., slY on yq^t ^ prçndr:^ l^ 77 4e,r-i,ç^st-
représentera les — dçft r« ides = de -•
•Soi/ proposé , pour second exemple -, de prendre les = des —
cJe^â^^ -^.12V s ft" D'abord , prendre les -de la revient à multiplier la par - ,
7a «É^.quicbiijne ^.
Prefidï-evens)iîto^l|9^B.4li8^ de i,^, revicwA 4 i^etidre leUr |^
de —, ou à multiplier ^— par g , ce qui donne -^g-,
" Prendre les - des rrdes - de la, revient à prendre les — de
■^ , ou a^multipher -gg par ^ . ce qui donne — .
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Enfin , pour obtenir les = des - des ^ des - de ia , il sufGt
, , . w iq8o û ,, , . ^ai6o / ce multiplier — j par « , et 1 on obtient -g—- ^
Extrayant Fentîer contenu dans ce. résultat, on a 3^25^
(Hi réduisant la firactiou i 3 --i.
Pour, peu qu'on réfléchisse sur hk marche qui vient d'£lre suivie^ oa voit qp»j pour prendra des fractions de f f jetions ^ il foui multiplier les numérateurs entre eux y en faire de même des dénominateurs, et donner le second produit pour dénomi^ natêur au premier. Si l'cm a à prendre des fractions de fraetfons d'un nombre entier^ comme dans le second exemple^ il faut mettre cet entier sous la forme d'une fraction ^ en lui donnant i' pour dénominateur, et appliquer la règle qui vient d'être établie.
Prqqume. Oa demandait 4 ua arUhméticiea exercé,
quelle heure il était. Il répondit : il est les -, des -^ des — des
^ '^ 4 6 la
-ie ^4 heures» Quelle heure était-it? ^
Pour résoudre cette question , écrivez sur une première ligne horizontale toua les nu- 3, 5, 7, Ç, a^ mérateurs, l'entier y compris, et sur une ^y ^y '^> 7> ^ -» seconde ligne , tous les dénominateurs.
Cela posé , faites le produit des nombres de la première ligne et celui des nombres de la seconde ligne , puis divisez le pi:e-
mier ptedait par le second *, voua obtenez s» pour rémltet ;
extrayant les entiers, vous avez 7. ^, ou réduisant, 7^;
donc il était 7 heures -.
Ou peot toolefbiê simplifier ropéralion, en observant que ,
comme le facteur 7 doit évidemment se trouver dans le
produit des numérateun et dans eelni des dénominateur» , rien
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n*empêche de supprimer ce facteur^ avant effectuer les mul^
tiplications ; il en est de même du facteur 6, du facteur la
qui se trouvant an nombre des dénominateurs, se trouve aussi
dans â4> on peut-encore supprimer le facteur 2 qui, étant le
quotient de a4 P^ ^^> ^^ trouve dans le dénominateur 4-
Il vient alors, après la suppression de tous ces facteurs,
3 fois 5 i5 i
ou — ou 7 - , comme on Ta trouvé plus haut.
Mais ces sortes de simpHEcations demandent beaucoup d'ha-^
bitude et d'attention , tandis que là régie établie précèdemmedt ,
est générale et conduit au même but.
Autres applications. Les = dça -7 d'un nombre forment les — '^ 04 la
ou la moitié de cemom&re, De même, le tier^ du -=■ d*un nombre est
égal à -^ de ce nombre ; la moitié des •- est égale aux ^, etc. . .
' 63. Observation générale sur les fractions. Il résulte évidemnsept de la nature des procédés établis pour le Ctilcul des fractions, que les < quatre opérations fondamentales effectuéeit sur elles, savoir, Taddition, la soustraôtion , - la multiplication et la division , se réduisent toujours , en dernière analyse , aux mêmes opérations eiFectuées sur les nombres entiers.
Ainsi , par exemple , Tadclition et la soustraction des fractions, se ramènent, par la réduction des fractions au même dénominateur, à Taddition et à la soustraction de leurs numérateurs.
De même, la. multiplication s'effectue en multipliant les nàuiérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux. La division rentre dans la multiplication , après quon a renversé la fraction diviseur.
Concluons de là, que les principes établis n°* a5 et a6, sur la multiplication des nombres entiers, sont également applicables aux fractions; c'est-à-dire que, 1^ muUiplier uneftac^ tipn par le produit de plusieuts autres , revient à multiplier la première fraction , ^successivement par chacun des facteurs du
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prodtsk; â^ieiproduié de def»a> oU plusieurs fractions ^ est le même daàs. quel^uordee^ qfjte Xen effectue leur nùikiplieatiom»
.Enfin 9 tm peat. appliquer aux fractions. tontes lesproposi- «ions établies n'^ 4^^ sur Les cliai^mBnft qu'éprouve le prodiit d'mie multiplication .ou^ 1« quotient 4* tine diviiteii , lorsqu'on fait 8nbiF€«ft»h& changemenls àL l'un, des termes! de l'opératiàn que l'on a en vue.d*e8Bectaec»,'\
CHAPITRE III
Des nombres cofhpleà^es.
£ chapitre et le buivant ne sont, en quelque . sorte ,
qu'une extension du second , puisqu'ils ne renferment que des
applications de la, théorie générale dés fractions, à des ques-
ttoBs dans lesqtieUes OBt:iQOQai(ièi!« dN lr«9tions. d'une. es({èce
particulière^ \ - r • . ; . . >
La théorie des nombres complexes , qui fait l'objet de célM^n(!|> a perdu, il faut l'avouer^ un peu de soa importance/ déduis rétablissement. du Système .d^imàl. des poids et mesunis.^'^Ce^ pendant , nous ayons cru devoir l'exposer, avec les > mêmes déyeloppemens que d4f|s les ancieAS ouvrages , parce que noua la regardons comme très propre à familiariser les jeunes gens avec la considératioh des fractions, et à leur donner cette habitude de calcul, quon ne saurait trop leur recommander d'acquérir. D'ailleurs, la cémpBcatiçn des calculs que cette théorie cçmporte , ne fera que mieux ressortir l'avantage du nouveau Système des poids et mesure^ sur l'ancien. \
On a déjà vu (n^8) que, pour évaluer les quantités pj us petites que Vunité principale , on conçoit cette unité divisée, en un certain nombi^e de parties égales qu'on regarde ?lles-mêmes comme formant de nouvelles unités* Mais afin de rendre les calculs plus commodes , au lieu de partager tout d'un coup l'unité
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en un gmod nombiie de fartie&égales , on »c Ifi ditise d'sâiord qs'eii lia cartiin aokiibre de parties, puis OB^tdidivûe Delie»40Î en d'autres I et oesuouTellea, encore en d'autres partie». {Test aJnsi que 4 pour les monnaies , on partage^ atitref ols^ la imie ea flo parties égales appelées sous , le sou en la parties appe* iées deniers. De même ^ l'onité dé longueur k>u la toise éÉait
divisée en 6 pieds , le pied en la pouoek, etc.
Chaque art subdivisait à sa manière l'unité principale qu'il B*étalt diokie. V^l «fi'^»Meâ» qâi Renfermé Ses unîies principales de différentes natures , et leurs subdivisions :
Pour les monnaies.
65. La livre Y4Pt ^ ^us, le s(m la denitrs; donc la livre vaut 1 a fois ao ou 94^ deniers.
On dit encore que le sou est la ao* partie de la livH; le denier est lé la® du sôu, ou la ^40^ partie de la îïvre.
Ppwf le^ longmwts.
I41 <di(ë vaut 6)Meife, le pied ra)9»zii«5^ leppu«fe sa /^[^ donc la toise vaut la fois 6 ou 7a pouces^ la feîe 7a ou
Ott bieS) le pied est le €* de la lo/fe; le poace est le ta^ dtt ^fiéd on le 7B* de la toise; la Ugine est le ia« du pouoe^ «a^Ia
Pour lès mesurés itinéraires.
La /iei^ m6{)tea/ii? vaut aa5o toises; elle sje subdivise es i|(e- ^i«^^ en qfu^rts et en demi-^Àiuarts ou hidtHmes de lieue.
Powrles peiSs.
La /ivre vaut â marcs y le marc 8 onces ^ l'once 8 f^ros j le gros 7a grains; donc la livré poids vaut 8 iois 2 ou 16 onces , 8 fois iD ou 128 gros, 7a fois ïsr8 ou gaiS^râf/ii,
Ou bien e^cofe ^ le marc è^t la moitié dé la livre poids ^ l'once est le 8* du mare ou le i6* de la AVre; le ^roj est le 8* de l'once ou là ia8* partie de la livre; te forain est le 7a* du gros bu la 9216* partie de la lii^'re.
*mnaée
OP£R. PRÉLlMU^M&SfiAUf^ |l£$ ;^>;#Bgfi6 COMPLEXES, ^f
la minute ^n. 6p^ec9»d^x^, JOj flfpwdç, en Go twrccji V^' "^
u^és principales d'une certaine nature , réunies à une ou plusieurs subdiTbions de cette unité; et^^'op^OBiïiôZi^tiéiiiiqtiiliéi^eh-ftim^ )}ti^fahë^é«rTè eàpèàB d'truité, s'appelle hôHibfe ifiiomptéx^^
WfkaMfë» ^oàfSktàstTÏWëi, if'tohks, 2i3 griaihà Wnt dëi
'Sfii.'^N^ ébliktaii^ne«l:^étot'a^éoHëdesxibïi!iK^ës Côiiiplé^es pat
«t'^m )^f^l êatè Té^tttàéèkàbitiir^ ^^aêà\^é hkèé aui qusLtré opérations principales. La première a^pbiA 6b}et\ kin^ tiôlfibrè
tionnaire dtPÛhitêpiiÛi^lf U étAéàhâé , IfidHtWdiïnééfëàîprà^ IfMmunt ,'ikb ^èàèpreiàià'à fMètioi^iftiré Jhme mèté prihcipale
liàifie Ûè 9&hë:
n est clair ' que ^ si Ton parfiëttt à déte^ifamer le nôïnbre âè li^lp'^«'\&i$tt^éÀd'4ë ttdttitiffe pro^6^; il suÏEra ëtistilte de ftteW* àcé féstilt». 884 pbttr dénomînatétfr^ t^Uisqùè , d'après
le tableau (n^ 65), la ligne vaut ^^z ^^ toise.
Réduirons' donb it noàibre. ^r^osé , «11 lignes .
D'âftid!fd,)^ukfï*e1atWsèViitk'8p«èds, 17^5*7*11^
on rfdtiita tA i^iéfb 1 7* 6' , ^cn toulfipHàiit _^ 17 par 6 , et ajoutant au prôâbît tes 5 pîeds * ^ que lôh'à'Viéià: 6n partent aï nsVi6'7 pour ^ i*! ' . résultat. .12
Malntenantj comme le pied vaut la^i on i55|S
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réduira en pouces i07^7P4.«if jpi^t|pUi^nt 107 par 13 et ajoutant
7 au produit; ce qui donne la^i^*
'Enfib'i puîsqiie le' poûoévôuti fi lignes*, rt s^uifit poùir î^^uire,
1291» 11^ en lîjgneiJ, deraùWjifrei^iagi'pàlr iàétd'àjouter iVati
produit ; ce qui donne 'i55o3 lignes pour 'le nombte total de
lignes que contient le nombre 17"^ 5^7*1 1*.
D6nijaTïtdoï«i à 1 55o3 le déftôminàteur&G4* ^^ oïtlènt ^^
de tpisp pour le non^brç déniai^* ^ . ,,, ■ ,-,.-.. ^î/iîv'u- If.B. Dans cette. opération, .npus.^ypn& ét^ j^fj^Hk^iw^ fois 4 zçultijpliec.par. is. ^£n ^énérai^ hv:iDultipiicatî^ p^Uîilii ïFapt^ur la ^^jt trpa fréquemment .çipj^logrée d^sii l^i: tji^^^^f^ nombres complexes; et il faut savoir multipUi^r Mfi ^i|ft<rtgft par la ,^j)pig^ cjçl? multîpji^,flfir.,ap,;vi9*re c^'i»», 8^|iJ'4htffre. Tout^sfoift^ enat^endai^qwç J^^i^éwaifiei^o^ f^<tfg,. y j »n ft^t)Ort Pput JFaire usa^e d'u^ ^ç^&^if ,7i}âÙiflfe:û(*o|f%,(^^^^ ii?a5^uàiaincJ{^îvemeAt,- . , ...-, .,^, ^ ;,- -; . •„; .K^în -
t'exempl^ préicé^enî i^fl^\ pçpr n^^^c^.^ j^tifJ^U^ild^ifwhQ qu'il faujt mytfi^pxû^ f^cty^ç |^ PJSï»i^l\»\€(àir«éWi. i.VuM.:. '. , yoici.en ijupi. ^\i^cQi^i^^.}Tj[^fyipl^^^^
d'uhitës^principales,qv{e ^mfmw ^)Wm^WîPWW^««^.«#«i/«
Vunité principale , et ajoutez au produit les u^^pi^i 4$ r^MM
subdisi^on , q^evpy^,ay^7^^déjàyu.r. .. 'i • ,'n,p 7i;/j : II . ^ultipliez le r^^ult^t^.ain^i çbt^m p^r ù, i^mbr^.4^umkf^ de la 4çconde^^f^dii/uipnf que r^nfirifiB la première, ei t^fmt^ au produit les unités de la seconde subdivision , que vous avez
Multipliez le noUifeou . tésuUat pat' . le noàibre>d*uniM. )â8 la troisième sul^ivision , qu^.rettferme (a seconde ^^^t ajouifi%\au produit , etc.. ; continuez ainw ropérati^i^ WA^'^-P^-W^Vp^A soyez parvenu à la dernière subdivisioa. . ^, j,, -
Donnez enfin pour dénominateur au dernier résultai^ le nombre d^unipés de la plus petite subdivision que contient r unité princièale: nombre qui se trouve compris dan^;. Itî tableau (n' 65).
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a*. SoU\k rtempre frèctàanhairé *^ de. tom à rdduifh
en un nombre complexe. , , , .
On commence par di viser o 1 5 par 20 , 15 comme à Tordinaire, ce qui donne pour, \^px^
quotient a6 et pour reste 17; ainsi, Ton f- ^ _"
.^Hm<U[
ea^éçal 4. 8^^>4?l!^.ig..:.4«.uî8'?:%:-.o^^'?!.,.-,*o?-.,. ,■..>,... -.^<.u >., > puisque la toise vaHt-^pfe(ïi;iPS'éii»iiitc ■■*tà\ -• iv^^-^nnu v.-A
au reste 17, pour obtenir des pieds, u , ,
faut jpultiplier 1/ par b et diviser le produit 10a par aS : on
obtient ainsi, pour quotient Â^ et pour reste 10" : Ienombi!e
proposé est donc égal à aB*^ 4^, plus -5 de pied. . \r -..Aviru
il i9i»^4Jloi^:pimr qa^i«nti8?(Qt>poiMr imtt SF 4< h ^^ . -i^iir. ^^%
on a
Multipliant ce noêveau reste p^r 1 a , pour avpir de^ lignçs , aa pour produit bo, qui, ç^yiae par ao, donnç au auofienJt , avec le reste 14*.
Donc enfin , le nombre proposé est égal à â6^ 4' 5^ a^ -=
de ligne.
Ordinairement, on néglige la fraction -^ de ligne, ou bien
on Testime à peu près. Ici, par exemple, si l'orl avait -s au lieu
orâHâriQiift 0i^uiiiiuifti0>
é»"S4- lafinâtiv» équiraadrah à ^ lignes MaUv cona» le
dénominateur çst. plus petit que 98. il s^ensuïf que -^ est peu pl^s.g^Àâd'què - ligi^e.
•: iiiCs\
î 1 'î! >Mf
RÈGLE GÉNÉRALE. l?o^i;.^«çlU9r€e4te.4QÇo^;i4l3 Ojp^fftîqq^ divisez le numérateur du nombre fractionnaire ^jfrcposé , par le dénominateur; i)ous obtenez ainsi un ^iSïtent ijui éiopH/hé les unités principales , pt^i^certain jjest9. .^; . . .. ,,r
Multipliez ce reste par le nomlfre d'unités de la pret(iière subdivision , que renferme ikinitè printipàh , tt tfeVôfefc' ^ $?< ffHi^ duit par le dénominateiui^; vou^ obtenez un nouveau quotient qui exprime les Unités t|é *ià^ preTniÉT^ subSiidôn^ èï^itiinou^ veau reste. "^ . . ^ , ^
Multipliez ce reste par le ^nojnbjre dunités de la seconde subdivision i que -contient la premièfe , ist divi&ez le produit par le dénominateur) *Vous obtenez pour quofi^nt les i^nités de la seconde subdivision et un nouveau reste , suit lequel voue opérez comme sur les précédens^ Vous continuez ainsi I opération jusqu'à ce que you5 soyez parvenu à la dernière sub-^ division, .' ' •' ^
1 ^^o3 première , a donM 41tii an QdttiW - ajx ■ ! , <<» applkftWJi &
ceit(i-ci la règle précédente. Nous nous contenterons dln^igùer le calcul I qui n*oilFre aucuûe difficulté. 1 . ,
SH^bffi IfQllWlSS <OOMM.EI(iB0.
"iïi"
.-oj —
ly^sr,»»»»
La preuve de la seconde opération a besoin de quelques éclaircissemens. '
Après avoir appliqué .au nombre a6^ 4^ 5p a^ , le procédé et la première opération, on trouve pourt^é^ttat aSioa^
de toise* MaiS) «eœme a ces
a6T^4'5Pa^
on
la
la
as 10a lignes, se trouve jointe la frac-
tion -^ de ligné, 11 £aut nmitil^Iiier a3 1 oa a3 1 oa lignes
• * . . ^^ par aS, pour {"^uire en àp*, {)ms ajouter
au produit i4 7 ce qui donne poisr résultat 53i36ô^, iôtubre auquel ou doit en- 46ao4 suite donner pour dénoMMMfts -aS fois ]2
^nj ■ »ir . 53i36o 53i36o 864 ; mais puwqu 11 fifut que ^^^j^
soit égal à — =-, il s'ensuit que !53i36o doit être divisible
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par 864 , ce qu'il est aûé de récbi^nëtUré ; et alors, en suppri-
mant le facteur coiii]niiïi^8€4\ on' retrouve en effet
Voici un autre exemple de la seconde opération et [de sa
preuve :
Convertir en un nombre complexe de ^iy/es poids, marcs, onces ^
1287Ô gros et grains , Le nombre fractionnaire ^ w^ ■ de livre poids.
Opération*
Preuve.
i5ao
TTs
35tto" 4" i« aa*' f|f _f
35tto'«4'"»i«^2a^^f||
rit t^ * «♦ '
aa 118600020
■ I I I un
. Oî^l-\
g . ' ' oôoOo
•ly ]j !) r . ! ' . . .i. .'-'1 11^870'?' I r; 1»,
;::) '• c nii
,1,/} .'iiSfiassm
Après avoir obtenu , ^s, la .preuve , le noiid>re 1 18609920 , qui exprime des 365* de grain, on divise celu^nbre par 9216 , nombre de grains que contieni la livre poids 5 ce qui donne un
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quotient exact, 122870.;. ain^i Ton retrouve le nombre proposé
-=^p- de livre poids.
69. Au moyen de ces deux règles préliminaires » les quatre opérations principales sur les nombres complexes peuvent être ramenées à celles qui ont été exposées ààik le chapitre précédent. En effet, quelle que soit Topératili^n proposée , on peut d'abord convertir les nombres comfilejoes' sur lesquels on a à opérer, chacun en un setd nombre fràctionnaim .de f unité principale, d*après la règle n^ SB:, orîeffebiiie ensuite sur les nombres ainsi transformés, topération demandée, d'après les règles ordinaires du calcul des fractions ; et Ton obtient pour résultat un nombre .fractionnaire , jque ton convertit eh un nombre complexe y suivant la règle du n" G7 ; ce qui donne enfin le résultat cherché.
Mais cette manière d'opérer est en général moins sîmpte, surtout pour les trois premières opérations, que celle dont nous allons donner le développement.
Addition des nombres complexes,
70. Cette opération se fait comme celle des nombres entiers : on écrit tous les nombres proposés les uns au -^ dessous des autres , de manière' que les unités de même espèce ou de même subdivision soient dans une même colonne, et l'on commence par ajouter les unités de la plus petite subdivision ; si leur somme ne compose pas une unité de Tespëce immédiatement supérieure, on l'écrit au-dessous*, mais, si elle renfertne assez d'unités pour composer, une ou plusieurs unités de la subdivision immédiatement supérieure^ _q» ri écrit au-dessous de la solonne , que t excédant de la somme sur le nombre dunités de r espèce supérieure , quon a pu extraire , et ïon retient celles-ci , pour les ajouter avec leurs semblables , sur lesquel es on opère de la même manière*
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PREMIER EXEMPLE
On propose d'ajouter les nombres
Qi5 i3 II
preuve, ^j'jrf jrj o
Ep additionna^t 4'aborcl les deniers, je trouve cour somme 38y mij renferme 3 fois la deniers ou 3 50itî et a deniers; Je pose Içfl 9. deniers , et je retiens 5 sous pour les ajouter avec les unités
de sous»
Je trouve pour cette nouvelle somme Sg ; je pose 9 et je rçtiçP? 3 dixaines, pour les reporter à la colonne des dixaiaes de sous^ ce qui donne 7 dixaiqes de sous y ^X. ÇQQime il fàjut a dixaines de sous pour faire une livre , je prends la moitié de 7» qui est 3 avec 1 ppur reste; je pose ce reste et je porte les 3* à la colonne des livres, que j'ajoute comme à l'ordinaire.
La preuTé se fait d*àillewft de la même manière que pour fe» nombres entiers ^oysz nP i5).
SECOND EXEMPLE
Soit à ajouter
(i;unUé;princi^ . 5fttb 1- 7«>« G* 46rr
pale est la 47 o a 7 % 167 | 7^
Uyie poids. ) 87 x 5 5 53 «3 I a
. aSa- I y T a3
yz z t t o
En faisant l'addition des grains, od trouve pour somme 167, que Ton écrit d'abord à côté, comme on le voit ci-dessus; puiit on divine 167 par 7a, nombre de grains que contient le
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groa, ce qui doçDC ponr quotient a iet,|K>ur reste aS ; on- éérit fl3allp^âa8|()1l8 deila oolotmei de» gfam,^«t Pon retient ft qtt'on report» 14 Ia cblodiieideB gros*. On trouira pour la 8omm&ée9 groa, a3» c est-'à^-dire » a fois 8 gros^ ou a onces plus7'gM«'; on pose 7 gros , et Ton retient s pour les reporter à la colonne des onces, styr laquelle 011 opère » ^n^i qne sur les suivantes, comme on a-^pér^sur lea-préc^^enteç^
Soustraction des nombres complexes,
7 1 . Écrivez le plus petit nombre sous le plus grand ^ de manière que les unités de la même espèce se correspondent , et commentez la soustraction jtar les imités dé Ici plus fatbk espèce; si le nombre inférieur de ces nnitçs peut être retranché du nombre supérieur, écrivez le reste, an-iessous ; s If ne peijt en être retranché , empruntez sur la subdivision immédiatement supérieure 9 une imité que vou$ ajoutez à fe^pèce sur laqu^ù vous opérez^ après' tayoir réduire en unités dk cette espèce ^ en ayant soin , toutes les fois que vous aurez fait un emprunt , de diminuer d'une unké^U nomlOre sur lequel a été fait cet emprunt. . ' : •
PREMIER EX^MPKfE.
Du nofnbte 337* ^ i*^ 7**
on propose d^ soustraire 189 i5 11
reste,.,' iZj i5 8
preuve, 827 11 7
Comme on ne peut ôter 11 deniers. d^.7> o^ ^mpruntç sur Il SQus» y ne «pité qui vaut la deniers qu'on ajoute à 7» ce qui 4oime 1.9 '«..et l'on dit : 11 de 19 il reste 8 qn'oa écrit au'dçi^oiis des d^nie^s.
On Ô1;9 epsu^ç i5 sou$y Aon pas dç u > mais de 10, A cause de l'emj^riint ,. et; j» CQOime cela pe se peut , on emprunte 1 livr^! qpî y^pX ao aous^ et qu'on ajoute à lo, ce qui donne 3o sous; puis on dit : i5 de 3o il reste i5, que l'on pose au rang des sous.
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, ,£nfia, on soostraît ijrqide SaSi et' il nistf «S^, : ; .. .Aiii»i> le ;Faste delasonstraetton estlSy'iiB'^ 8^i c&qttôJK pffyt yérî&er an faisaxit U . somme de ce reste 'etdii plifts.pqlit
. iDe. .•.'.•...*'.'.... .'.'.l' •3g'^' 4^ ' yP'- 6*- ./'> »M" - ' on veut oter ... ; 27 5 ïî^ ' y
Comme on né peut soustraire 7 lignes âç,5, on emprunte 1^ pouce qui vaut la lignes, et qu'on ajoute fi 5,, ce .qui donne .17: et Ton dit : 7 de 17 il reste 10. {ensuite, 11 de 6. cela ne se peut^ mais 11 .de is plus 6 ou de 18, il l'esté 7. Passant aux pieds ^ 5 de 3j cel^^ne se peut^ mais en empruntant 1,. toise. qui vaut 6 pieds ^ on a 6 plus 3 ou 9, et l'on dit: 5 de 9 il reste 4- Soustrayant enEa 27 toise» de 38, on obtient 1 1 ; donc! le reste demandé est 1 1*^ 4^7^ io^.
. - ; TROISIÈME EXEMPLEw ^
Un vase plein de liquide pèse. . , ij^ 5"" 4^ '7^*^ La tare ou /e poids du vase vide
est de 4 7 ^ ,49
On demande le poids du liquide. ' "Z 7 T"
Il est clair~que si Ion soustrait du poids total du vase et du liquide qu'il contient^ le poids seul du vase , le reste doit représentèf le poids du liquide.. , ' ^
Comme on ne peut ôter 49 de 17, on epiprunte 1 gros , qui vaut 72 grains; et Ton dit : 49 de y 2 plus 17 ou dé 89 , il reste 40. Ensuite, 6 de 8 plus 3 ou dé 11., il reste 5. Passant aux oiices^ 7 de 4> cela ne se peut; mais comme 1 ItVre vaut 16 onces, on dit : 7 de 16 plus 4 ou de aO; il i^stè iHl Enfin /4 de 16 il reste id; d6nc le poids total dti liquide est 12* i3*" b' 4o<'^ < .
MULTIPLICATION DES KOMBRBS* COMPLEXES
MuUîpUccèùoh deS'Hotnbtes comphkes, "* '
Cette, opération 4 plus compliquée que les -deux premiereâj
demande beaucoup d'attention, et ne peut être développée
dWe manière Sien nette que sur des exemples. \ .
Pour plus de clarté / noUs distinguerons deux cas principaux : ou , le multiplicande étant complexe , le multiplicateur est incomplexe; ou bieii^ t^ multiplicande étant c?yi6p}è9ie ou incomplexe, le multiplicateur est complexe.
72. Considérons d'abord le premier cas^ celui où le multi^ plicande étant complexe , le multiplicateur est incomplexe ou un nombre entier quelconque.
Soit à multiplier . . . , * • . . . . , 2^^^ i^^ 1 1^
. . aflSi 1 3
On troute ca produit , en multipliarà toutes l^ parties du multiplicande j. acommenfevpor les plus faibles , par le multiplicateuty et ayant soin de retenir pour les ordres supérieurs les:tèniléiiiuë4ës\prodmtfiifé^ùr^f6uh^ ^i ... >i. .
Àîh^iv t'oir dît r g fois ii'dêikiîéirsrfont 99 jdemen^^qttt'Gbtitiennént % foh 1 fi deAléfif ôU^8 sàUi^Z émS^tè^^ow pd«le aloiV 3 âëîiièr&f', et Ton retieàt^^il^ ^ëîllr 4etfYyt>€6rM6iii|i tôprocMl»
Ensuite, 9 fois 7 font 63 et B^de retenue font 71 sous , on p68tf'^'s§É et' FôH %ël^ 7'«xain«ë>de' ifoi/»^/ 9 ftiis t fom^^ et 7'de retient ïbiitlC^tfi^ihes dé sous; ^t.'bômm^ «I di^atâe^ dé sousfomf 1 lî'^*!' 56 V€^**'^"«n«>^^^ de^tf^^^i e^^8'^^ë iWte^irft p6i^r )fed\^è|)6Hër^ftii^^^€^mt âe» fiVrea sUf les- 4iièl)é^%fnt6^êi^ePd'â^yè0 le^^k<6didé contib âè!ld^mttkipli6afiMi dés hùià/btéê entiers >;i 11 viexit enfin^,' p6«^ le' ph^nit: d^ti^iuidé^* MZ^ï^iK' ■ ''''^ '' ' ' ' ' ' ' ■ •' '•"'• '•■ , ■ " -
Dans cet exemple, où lè^mnltiplieateur n'est' ëXpHnîé due par mi 'seul chiffré, oïi a commencé par là' droite, 'et l'en a déterminé successivement les soùs fouVnispar 'lë^pxbdùit-des dealers , 'et les liTreafeùtiiies parle produit des'èàuJs^: Mais si le multiplicateur avftit pïusiëtu^s chHfrèS; lés métaes détéilofha^ows
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ne pourraient plus 8'exéc|iter de tête;^t S9m^ 7 parvenir^ il faudrait faire à part des multiplications , ensuite des divisions, afin dç convertir les espèces inférieures en espèces supérieures , ce qui demanderait beaucoup de calcul. Dans ce cas , Topération se fait d'une manière plus simple , ainsi qû*on va le voir exemple suivant; :
^ ■ '' ogîào
Bù'TÙ
pour ic^..... 4^8- lo*'
I G** ai 8 6*
'.«'•' t ^ , 3.. • v . .'., . *io 14 5
Après avoir Qff^rt^^l^l^uAtipîie^iofl.dA ^Hi^^^^t ^7,,comm
à(r(Qr4îAainQ>iQn.|)^Q à ia.ii^MpUçatioii de !&> 40119 PM.S67. Ppilr oltopîjf a\?ic-Tkf:«tom^.uW;prodvît «n livres;, ion ph^ervA flWj* Wjr4aay«to iiwlivrejà ïiw»llipUfs>r;p«W jî^^. U pepd^it ^^n^^t
867 livres; mais i5 sous ou — de livre ^ ne sont que léis'itroi!^
funm ie^M M^4^(i9u,bi«l9t»i:â^?»t^d^l9PQ$iési Q^ i^^sçu^.^ 5',«ùW8i> il* 'W:.W§t. fe .m^iit^ plu* {ffirVmrh 4Qftp, J^, fTO^oiî d€ap^ai»d4«e;o9mi¥>4^ d^^fe;Pig|«î^4ç,j857 liYvm^ P^^iÇWHi dft,i857, ouL^ vd^ qiïi re!viftRti(^qj9i4Pf »fpW4^i4tfP<H<^iffch(to
dè^ja57rfÛyni»[^j4«8X''^'«^î»^i9o) t P% W rert^iiki Jiyç^sw» vMt ao sous; la moitié de ao est 10 sous; et Ton obtient 4d8f, ^çf!
poHr4^,pfi^iM^iifli^qW{.lW«^95i7ftl jj- .mi.: •. . '^^ . .kH . Prqnf^it ^^^oai^t . la i^ti^ de 4a3* içf,^ qu^ .^^ ^ i^*" ^^T
pon;irJ^fprpdM^t^,5,80uapw..857. ..,../. -i t . m!
. ?;a«99Tyt ajti3ç.^çnipr# ,: OP refli^^u* , qi^ ft ddu^^rs sof4 décpm*poaablfSien Ç donic^'Pl^f ^ dflfôf^^î tpr> 6î deniers sont Ai mpiV/)^
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d'un 50ttj et par conséquent, la moitié du 5* ou le lo* de 5 sons* donc, le produit de 6 deniers par Sbj est le lo* du produit précédent, ai4^ 5*^. Prenant d'abord le lo* de ai4, on a pour quotient ai, et pour reste 4 livres qui valent 4 fois ao ou 8o sous que Ton réunit aux 5 sous; le iC* dé^85 est 8 squs^ et il reste 5 sons qui valent 5 fois la on 6o deniers^; enfin, le lo^-de 6b est 6; et Ton a a i* 8*^ G^, pour le produit de 6 deniers par 867.
Pour obtenir le produ^ de' 3 deniers par 867, il suffit de prendre la moitié du produit précédentf^etTon trouve io*'i4^3*^.
SouBgnant le tout; et faisant la sommé dés produits partiels on obtient 67356a* 17^ 9*j pouf le produit total.
Cette juâiiière d'obtenir!^ produîtstde^ subdivisions de.Puâlté principale du tdulëplicande, par le mmltiplicatéur, s'appelle Tnëtkode jdes jfarttesrtdùfuates'^iipixce qu*elje caooBÎstii k dé^ composer les nombres dunités de ces subdis^ishns en partiesaliq^t^s ^soit4e l^nité principale ^ soit^ les unes des autres; c'est- à-^Mce (p?4j^)^^ç^psurties'qui soient contenues exactement les unes dans les autres; et alors, pour former un produit correspondant â' Punie de ces parties aliguotes , on prend de Pun des piçoduits ^ui précèdent,, une partie marquée par le nombra de fois qûè la partie aUquote que l'on considère, est contenue davs fia partie quir:C9rt^^ndÀce produit dépà obt^uV • . •
Soi^'i, penrijoutel exemple^, ....
à ïliai^|Dfieriyj.. .!.s'i;'-'.rf;:i...:.vf v;i67^ 5^ SH 5* > • 'ipar'.* .^v ,'. i',^ .•.'.•.*••.''. .' * 59
' pour S*. '. . . : :r ' 26 3»
' 4607^ a? 6f! 7* PQUi^ obtenir le produit de 5 p^da par 69, on observe que
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5 pieds se décomposent en 3 pieds ^ qui forment - toise /plus
â pieds qui forment = de toise ; donC| comme le produit de i toise
par 69 serait 69 toises, celili de. 5 pieds par 691 se composera de la moitié de Sg toises , plus du tiers de 5g; prenant d*abord la moitié de 69 toises ; il vient 119 et il reste 1 tobe qui vaut 6 pieds,. dont la moitié est 3 pieds; ainsi , le produit de 3 pieds par 59 est 99*^ 3^. De même , le tiers de 69 est 19 pour 67, et il reste a toises qui valent i^ pieds, dont le tiers est 4; on a donc 19*^ 4^ pour le produit de.» pieds par 69.
Passant aux potfces , ou observe que 6 pouces sont la moitié d'un pi^ ou le> quart de'Q pied»; ainsi ^ pour obtenir ïé produit de 6 pbttdes par' 69, il suffifde prendre letfuart diiproduiti9'^4^7' ce qui donne 4^ 5^ 6p. > > • / r'
Maintenant , 5 lignes 'se décomposent eh 4 ^igites plus 1 ligne; et comme 4 lignes sont le tiers d'iin pouce qoi'lni -même est
le 6* de 6.poiiceai, iUVnsuit que 4^1ignjBa.£biTOjiftIa=,du.gOu
kr • •
le-^de 6 poticesj ainsi > l'on serait conduit à prendre le i85
de 4^ 5^ 6P; ce qui ne serait pas>cbmmodd ; mais on pçut lever cette difficulté; en formant un produit auxiliaire (improprement appelé faux produit) , 3avoir, le produit de 1 pouce par 59. Or, coproduit est le 6* de4^5^6P, et est égal à.o'''4^ iiP; on le place au-dessous des autres produits , en ayant soin toutefois de le barrer, comme on le voit ci-dessus , puisqu'il ne doit pas entrer en ligne de compte; après quoi.. Ton en déduit le produit de 4 lignes par 69 , en prenant le tiers de ce produit , et il vient o*^ i^ 7P &^
EnEn , 1 ligne étant le quart de 4 lignes , on prend le quart du dernier produit, et l'on trouve 0*^0' 4' 1 1*«
Additionnant tous ces produits partiels , on obtient pour le produit total, 4007^ ^^ 6p 7*.
II
pour lo'''.,.
lo-'
fl. . ..
Sa.
0637*' 11-*" ii**| 17 I 8
Puisqu'une aune coôte 65' 17^ ii^, il est clair que 39 aones
^ doivent coûter Sq fois 65* i*^^ ii**, plus les ^ de ce même
nombre; c'est-à-dire qu'il faut multiplier d'^ftbord 65* 17*'' 11**
par 3g , et ensuite par ^.
La première multiplication n'offre aucune difficulté^ d'après ce qui a été dit ci-dessus; ainsi ^ nous ne nous y arrêterons pas » et l'on obtient les 8 premiers produits partiels comme précédemment.
Passons i la multiplication par 4. Or , cette fraction peut se
décomposer en ^ ou -, plus -=. qui est la moitié de S, plus jr
qui est la moitié de -'^donc, pour obtenir le produit par g , il
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suffit dé prendre d*abord la moitié de Çff*', iS^^ &!*'>. puis la moitié de cette moitié» et tinfijoi U. XQoitié de <?^ttp. nouvaUe moitié, ; ., '
Prenant donc la moitié du multiplicande . on obtient. ...»
Sa'"' i8^ 1 1*^ -, que Ton écrit au-dessous des produits précédens*
Prenons maintenant la moitié de ce dernier produit; la moitié
de 3a est i6; la moitié de 1 8 sous est g ; la moitié de 1 1 est 5 >
et il reste i qui . réuni à - , donne - , ddnt la moitié est -;;; ainsi. ^ a a . 4
le nouveau produit est i6* g*^ 5*^ -t.
Prenant encore la moitié de celui-ci, on dit : la moitié de i6
est 8; la moitié de g est 4 # et il reste i sou qui vaut la deniers ;
la et 5 font ij, dont la moitié est 8, et il reste i qui, ajouté
à 71 donne ^ dont la moitié est h; ainsi, ce dernier produit
est égal à 8^ 4^ 8^ |.
Il reste à additionner les produits partiels , en commençant par les fractions.
Comme le dénominateur 8 est, par la nature mém^ des opérations, muft^/e des deux autres , on le place d*abord (n® 55)
k la droite et un peu au*dessus de la fraction -, et l'on souligne ; puis on écrit au-dessous de 8 et respectivement ^r la même ligne que les fraction^, les quotiens 4; ? et i résultant de la division de 8 par les trois dénominateurs (ce sont les nombres par lesquels il faut multiplier les deux termes de . chaque fraction , pour avoir le même dénominateur). Cela posé , on multiplie les numérateurs de ces fractions par ces quotiens ; ce qui donne 4> 6 et 7, dont en fait raddit3<yn^ et l'on obtient
pour soQ()ide 17; «insi , la somme des iBr^^tibn^ est rJ^» 9^ â plus v.« Alors , on pose -x au-dessous des trois fractions , et l'on
rètinit; s 'deniqrt ». {iç^v^ros r^otter à la colonne des 4eaiars ^ws iaqnaUeÀs opàne, aialiiqW} surles «utv^j jp^smie oa 1'^ indique précédemment.
On Qbti6bt{ 6n£a pomrje: produit 4€<>^n4é > .c'e^t-ràrdire pour
îe {>rix . àes ^g» | , ^7^ 11»^ i-i^'L ■ ' ^ '' ' ' : ■ -: . ':'•
On toit d'àprè)s-cet'eze;pi];>ré/ ^ué^'foriqiié'/e TnuMpliatHm contient des, parties ou subdivisions de t unité principale^ Tarti&ce'de' là méthode coiisistie encore ^ aèciinipôsèr ies' svhdïvl-' MM de ce^fadeur «i4 mrtibs AM9WVE5, mpdi^t^oi^ principale , 8oit les unes des, autres^ puis k prendre du muHi" plicande ctades produits qui en résultent \ des parties indiquées p^r.. ces parties aliquptes* . ,,; . , ,
a5* iq*^ 5** .^-'iiib".' go-'io:
powr 10*'^. ... 04 io^'
a 6 18 ; . . ., :î trr.
ip.i,. ^1 ^4 6.6 f...ia...6o
I o 7 a fj... i...4i -^^^^
'Vi. .. Ir*» 4!^
Nons supposerai» iciyfcaiàlne dani Ifelsexi^lftiipréoéd^ntj
Iû4 MtJLTlI^tlCATlON D£â NOMBRES COMPLEXBâ.
que l'on ait efF«etné le ppodttit ^e s5^ 19*^ 5^ par '69 ; et la
somktte de ces premiers produits pattiéls^ expsîiuerait le prix
des 69 toises.
" Maintenant, pour déterminer le prix de 4^ iiP du même
ouvrage , observons qu'une toise coûtant ^^ 19*^ 5^, 4 pi^ds on
9.pie43 plus. 1 .pi#d , «cfestr^i-dire , ^ plu6 7 ,de toise, dç^vent
coûter les g on la mokié, pins le g ou le ^iers, de la ^moitié de
aS^îQ^SK Demêiiie, li pouces se- décomposant en 6 pouces
plus 5 poucçs, plus ja pouces, bu bien, en — , j>tiis —, gtiis -^^
plus — de pied , doivent coûter la moitié du prix que Ton atira
obtenu pour le pied, plus la moitié de ceinte rnoitié^y pli^ enfin deux fois le tiers de cette nouvelle moitié. Il fa^ut doiic former tous ces produits.
D'abord, pour 3 pie;ds,.on prend la moitié de q5^ 19^ 5^, ce
qui donne la*" 19*^ 8** -; pour 1 pied, on prend le tiers de ce
produit, et Ton trouve 4*6'^G**^ (en, observant que, lorsqu'on est
parvenu aux deniers, il en reste a qui, joints à -, donnent -,
dont le ^ est g).
Pour 6 ponces, on prend la moitié du produit précédent, et il vient a^3*^3^ — ;.poRr Spoucea, on prend encore la moitié de
ce deniier produit, c^ qui donnei* ]^''*7** -^. Enfi^ , pour 1 pouce ,
. on prend le tiers de celui-ci , et l'on a o* 7»^ a^ — , qu'on écrit
deux fois.
Quant à l'addition ^^-pjjttdmtfi partiels, on la fait, comme dans le premier exetiipte, en observant toujours que le dénominateur ^3 est multiple de tous les autres , et qu'alors on peut appliquer ^ux'^actioils ies simpHfieations du^n^ 4^.
MULTIPLICATION DES NOMBRES COMPLEXES. 'lo5
Jiisiin*à ipriaent, le multiplicande exprimait des livres , tous et deniers , et alors le produit représentait des unités et subdivisions de la même nature. Voici une nouvelle question dans laquelle le multiplicande et le produit expriment des toises ^ pieds f pouces..*.
On peut faire exécuter 69*^ 4^ 1 1^ pour \* ; on demande le nombre de toises qu'on fera exécuter pour a5^ igJ* 5^.
Il est évident que , pour obtenir le nombre de tobes demandé , il faut multiplier 69*^4^ iiP par a5 livres, et par les subdivisions de la livre , que comporte l'énoncé ; car, si pour une livre on a pu faire exécuter 69*^ 4/^ ^^9 ^^ s'ensuit que pour 19 sous
ou — de livre, on peyt faire exécuter les —de 69*^ 4^ iiP, • ao ao
c'est-à-dîre, les — ou la moitié, plus les — ou la moitié de ' ao '^ ao
la moitié , plus^tc
Nous noua bornerons à présenter le tableau des calculs de
pette nouvelle multiplication :
69*^ 4P IIP a5* 19*^ 5*»
pour 3' . . . .
la
Il À
iSiS»" iP 7» 4^U
ao
iT
ao
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•74, JV. B. Remaïquons que > dans ce dernier exemple » les dénximcteurB de la multiplication sont les mêmes que ceux de r«xeiiiple précédent; et cependant, ota a obtenu deux résultats qui dîiFèrent Tun de l'autre^ sinon par Fentier qui y entre, aii moins par la nature de 1 unité principale , et par les sabdiyisiob» de cette unité. D'où l'oÀ voit ^ne le principe dti n® iiS, qui consiste en àe que Conp^ut intervertir Votdre des facteurs éCun produit^ sans changer le produit^ n'est vrai rigovnreuseikient qnè pour lee nombres abstraies. Il résulté, en effet/ de la déShition de là multiplication » que^ toutes les fois que Ton considère des nombres conoifetB, le produit et le multiplicande doivent être de même jiature (^), tandis que le multiplioatei^r , quoique pouvant être d'abord exprimé par un nombre concret, doit toujours être considéré comme un nombre abstrait qui désigne combien de fois on doit répéter le multiplicande , ou quelle partie on en doit prendre. Il faut donc , lorsque Ton a une multiplication à «ffeetuer, avoir soin de détîerminer lequel des deux facteurs doit être pris pour multiplicande', c6')^i n'est pas difficile, puisqu'il qst de même nature que le produit, et que la nature de celui«ci est indiquée par Ténoncé de la question.
75. La preuve naturelle de la multiplication se fait par la division ; mais il est en général plus simple , à cause des fractions compliquées que renferme souvent le produit ^ de doubler le multiplicande f et de prendre la moitié du multiplicateur^ ou réciproquement. .Nous engageons les coxnmençans à re-*prendre les exemples ci-dessus , et à en faire les preuves d'après cette médiode. Voici d'ailleurs de nouveaux exemples sur lesquels ils peuvent s'exercer.
1°. Déterminer le prix de 351b i*" 5'* 4' /fif' dune certaine marchandise , en supposant que la livre poids coûte a3^ 17*^ 5K
Rép. 855*^ 8^ 10»' %
C^) Le tofté dea surfaces et des solides , en €rëomècrie, offre une exception ^ ce npuvean principe.
MULTIPLICATION P£S NOMBRES GOIiriEICES. ^OJ
2*». Multiplier iSq*^ 5^ o» ii* par ^5* 19*^ l'i*^. Rép. 3G35Tai*5*ioi ^.
3^ Multiplier Si^ 17»^ 9^ par iS* 1 i-^'.B**, le produit devant être de même nature que les deux facteurs. Il faut toutefois (n** 74) regarder, dans la multiplication, le multiplicateur comme un nombre abstrait.
Rép. 496^10^3^1^.
Nous aurons à traiter par la suite (CHAP. Vil), des questions susceptibles de donner lieu aux deux dernières opérations. Ce sont les questions d'intérêt.
Division des nombres complexes.
Nous distioguergns également deux cas principafix ;. ou le dividende et le diviseur sont de même nature, par rapport à leur unité principale ; ou bien, ils sont de nature dtff'érente.
76. Premier cas. Si le dividende et le divbeur sont ^e même nature, par rapport à leur unité principale, réduisez (n** 66) les nombres en unités de la. plus petite des subdivisions que ces nombres renferment, puis effectuez la division des deux résultats, en convertissant, suivant la réglé au n** 67, le quotient en un nombre complexe de la nature que comporte ténçncé de la question.
Ceci va s'éclaircir sur des exemples.
PREMIER EXEMPLE
La toise d^un certain ouvrage coûte 47* ^9'^ 5*"/ on demande le nombre de toises que Von peut faire exécuter pour 2728* i 7*^ I G*.
Si l'on connaissait le nombre de toises demandé > il est clair qu'en multipliant le prix d*une toise, ou ^j* 19*^5** par ce» nombre, on devrait reproduire 2728*" 17*^ 10**; donc il faut diviser celui-ci par 47^ ^^^ 5*.
io8
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3738*' 17*^ 10* so
ao
la
ii5i3
ig-'
loaoS S
6ia36
9^3 la
ii4i5S
io53g reiU, Après avoir réduit en deniers les deux nombres proposés ,
on trouve que le premier revient à de livre, et le se*
t i5i3 cond à -*"-r— de livre. Or, pour diviser le premier nombre pa»
le second , il faut (n** 69) renverser la fraction diviseur , ce qui
donne — ^-5, et multiplier — 22.^ par — %-^ : mais le facii5i3 ^ a4o ^ ii5i3'
teur a4o entrant à la fob dans le produit des numérateurs et
dans celui des dénominateurs, on peut le supprimer, et il
vient — ^?» donc, tout se réduit à divber 654934 par ii5i3,
ce qui est conforme à la règle établie plus haut. Nous n'entrerons dans aucun détail sur cette division , qui s'effectue 1 commeon le voit ci-dessus, d'après la règle dun^67; nous observerons seulement que , suivant Ténoncé de la question , le
nombre fractionnaire Tr J^ doit être évalué en toises , pieds ,
llDl3 ^
pouces, etc
On trouve ainsi pour résultat, 56"^ 5^ 3? q' — =-4«
^ * ' ii5i3
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SECOND EXEMPLE
On a paye i^pour i5'^4^7P d'un certain ouvrage; on demande la somme qu* il faut payer pour Sag'^'S^ hp8^
Si Ton coDuaissait la somme deipandée , en multipliant 15*^4^7^ P*^ ^^*^® somme, on devrait reproduire Sag'^'ô^.. . ;
ou bien encore , autant de fois 52g^ 5^ contiendront
1 G*** 4^ 7^, autant de livres , sous et deniers on devra payer. D'où l'on voit qu'il faut diviser ces deux nombres l'un par l'antre^ et le quotient exprimera en livres, sous et deniers ^ la somme demandée.
ii35
Il8l90
Après avoir réduit les deux nombres en Kgnes y puisque la ligne est la plus faible des subdivisions qui y entrent , on trouve
t r 2861 lé ^
que ces nombres peuvent se mettre sous la imne — v^^ .- et
de toise-, d'où^ multipliant le premier par le second
renversé, —757; — ; convertissant ce nombre fractionnaire en ' i3b20
un nombre complexe de la livre, on obtient pour le quotient
cherché, 20* 18*^ 8** -57^ — ou — .
Si l'un des termes de la division était incomplexe, il n'en
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faudrait pas moins réduire les deux nombres en unités de la
plus petite subdivision , qui se trouverait dans Tautre.
77. Second cas. Le dividende et le diviseur étant de nature différente , par rapport à Tupîté principale.
Dans ce cas , il peut arriver deux circonstances : ou le diviseur est incomplexe , ou bien, il est complexe.
i*». Si le diviseur e^t încomplexe, considérez- le comme abstrait , et effectuez la division du dividende par le, diviseur, en réduisant le quotient en unités principales et subdivisiphs de la même nature que le dividende.
a». Si le diviseur est complexe , convertissezrle (n** KG) en un seul nombre fractionnaire de son unité principale ; multipliez le dividende par le dénominateur de la fraction diviseur^ et diyisez le produit par le numérateur^ en réduisant toujours le quotient en unités principales et subdivisions de la même nature que le dividende,
PREMIER EXEMPLE
On demande ie prix de la toise d'un certain ouvrage, en supposant que l'on ait payé 25469*" 19-^11* pour 568 toises du
même ouvrage^ . _ _ '
Le prix delà toise étant connu , 36469* 19-^11^ en le multipliant par 568 , on de- ^^ vrait reproduire a5469*' 19-^ 1 1^-
donc il faut diviser ce dernier Ail
npxûbre par 568. ^
Après avoir divisé 26469 par ^55^
568 ,. comme à'Tordîriaire, ce qui — —
donne 44 livres pour quotient, et i?
477 livres pour i-este, on réduit ce 47*
reste en sous ^ en le multipliant 12
par 20, et l'on ajoute au produit 5553
les ig^ du dividende, ce. qui ,
donne 9559-'' que Ton divise P^^ , encore par 568 ; il vient pour quotient 1 6-^ él ■ pmw" reste 4?*^ qo^ ^^"^ multiplie par la
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poiu: ^ fsure des dentars ; ajoutamt au produit lea 1 1 dcam» du dividende ^ on trouve 5663*^ que ^o^ divise de nouveau par 568 ; ce qui donne pour quotient 9^ et pour reste 55 1 ;
ce
donb, Se quotient total, ou leprix^e la toise/est de 44^ i^^d'';
SECO50 ie:xempiï:.
On a acheta aSSlb i"» j*'" 5' de marchandise ^ pour là somme de 5^59^ jj*^ 10^ j on demande à combien, revient là livre poids de cette marchandise.
Le prix de la livre poids étant bounu, en le maltiplîaiit par a581b i"»7*»" 5^> on devra reproduire 3a59*" 17*^ 10*») ainsi, il faut encore diviser le second nombre par le premier.
pOWi
. 3fi59
/..* lâ
358fc i"»7*"*5l'
rot
Après avoir converti le diviseur en un seul nombre fràc^
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ttonnaire^ suiTatit la règle du n° 66, on trouve pour oe diviseur, — ^, puisque (n° 65) le gros est la 128* partie de la livre
poids; inais pour diviser do&Q^ ij-'' lo** par ' "?^ ^ fl faut
(n® 5g) multiplier le dividende par le dénominateur ia8 , ce qui
donne^ comme on le voit de l'autre part, 417^66*'»»^ 8**, et diviser
le produit par le numérateur 33 149 ; cette dernière opération
rentre dans celle de Fexemple précédent, et l'on trouve,, pour
le prix denundé, ta*" ii»^ 9** „l* ,
Ces exemples suffisent pour mettre au fait de la marche qu'il faut suivre dans tout autre.
78. Remarque. Toutes les fois que le dividende et le diviseur sont de même nature par rapport à l'unité principale , V énoncé seul de la question indique quelle doit être la nature de l'unité principale du quotient. Mais lorsque le dividende et le diviseur sont de nature différente , le quotient doit être de même nature que le dividende , puisque le dividende étant un produit, doit être (n^ 74) de même nature que l'un de ses facteurs.
79* Quant à la preuve de la division , elle pourrait s'effectuer par la multiplication; mais il est plus commode de doubler les deux termes, ou d'en prendre la moitié ^ et le quotient doit
rester le même (n° 40) •
Voici de nouvelles applications.
1*. Diviser 1347*^ 1' 7' par^ 5' 7' jo*, le quotient devant exprimer des livres ^ sous et deniers..
Rép. i35^ 10^ u^ ^.
a*. Diviser 859* 1 1 *'* 7** par 89*^ 4' 7* * <^*«
Rép. 9* 1 1-^ 6^
3'. Déterminer le prix de l'aune d^une certaine étoffe ^ en
supposant que 69* — aient coûté 3738* 17"^ g**.
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CHAPITRE IV
Des Fractiqns décimales^ et dd fiow^eâu Système
des poids et mesures.
§ V*. Des fractions décimalesé
8o« jL/£ toutes les manières de subdiviser Tunîté principale , la plus simple et la plus commode pour les. calculs ^ est, sans contredit, la subdivision en parties de dix en dix fois plue petites que l'unité; ces parties sont ce qu'on appelle deâ fractions décimales. Ce mode de subdivision oiTre de grand <) avantages, en ce qu'il ramène immédiatement, ou du moins ,. à Taide de transformations extrêmement faciles,* les op^ation^ sur les nombres fractionnaires à de simples opérations sur de» nombres entiers. Cestce que nous développerons, après avoir fait connaître la numération des fractions décimales, c'est- à-* dire , leur nomenclature et la manière de les écrire en chiffres , De même quen décuplant continuellement l'unité, ob forme de nouvelles unités auxquelles on a donné le nom de dixaines, centaines t mille ^ dizaines de milles etc.; de même aussi, l'on a^CQnçu l'unité divisée en lo parties que l'on a appeléei dixièmes; chaque dixième divisé en lo parties que I*on a appelées-centièmes, parce que. Funité principale contient lofois to ou loo de ces nouvelles parties; ensuite le centième divisai en't lo parties appelées vnitlièmes; chaque millième, en lo par^ ties- nommées dix-millièmes ^ et ainsi de suite v ce qui« a* donne* des^cent^mUlièmeSf millionièmes , dix-millionièmes , eW.*. : • ^ second'lieu, il résjulte (n** 5)^u priacip» fQn()amental de' lu noiDérationécrit» des nombres ^tiers, que les ch|ifres:; en.
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Temontant de droite à gauche, ont des valeurs relatives de dix en dix fois plus grandes , ou bien , en descendant de gauche à droite > ont des valeurs de dix en dix fois plus petites. D*où î! suit que si , à la droite d*un nombre entier déjà écrit en chiiFres, ^ on place de nouveaux thiffres ^ tn ajaat soin toutefois de distinguer par un signe quelconque» une virgule» par exemple» le nombre entier, de ces nouveaux chiffres, on aura par cela même, ^présenté de« parties 4e dix en dix fois plus petites que Tunité^ c'est-à-dire des dixièmes i des centièmes ^ des millièmes, etc. Ainsi» Fensemble des chiffres n4i7S exprimera ù4 unités» 7 dixièmes et 5 centièmes ; 5,4?^ exprimera 5 unités» 4 dixièmes, 7 centièmes et 8 millièmes^
8i. Soit proposé dénoncer en langage ordinaire le nombre écrit en chiffres.,.. 56,i5oS.
Ce nombre peut d'abord s'énoncer ainsi : 56 unités, 3 dixième»; 5 centièmes, o millièmes et 6 dix^millièmes ; mais observons que 5 dixièrikes valent 3(d centièmes ou 3oo miliièmes, oa 5ooo dix-millièmes; de même, 5 centièmes valent 5o mî/lièmes ou 6oo dix^millièmes ; donc , le nombre total revient à 66 unités ZSo6 dix^mïtlièmes ; c'est-à-dire que, pour énoncer en langage ordinaire un nombre fractionnaire décimal écrit en chiffres» il faut énoncer séparément la partie entière, ou la -partie à la gauche de la virgule , énoncer ensuite la partie qui est à ta droite, comme si elle exprimait un nombre entier, ei placer à la fin de l'énoncé, le nom de Punité de la dernière suUimion décimale.
Ainsi, 7»49^o5 représente 7 unités, plus 495o5 cent-millièmes* De même » »4Si^^^^^ représente ajfy unités , plus 7068 miU Uoniknesi
On peut encore» si Ton veat» eomprendre dans on seul Anoacé la partie entière et la partie décimale. En efïlet , z«pr** nons pour exemple» ta nombre 66»35o6 ; comme une miité vaut 10 dixièmes cm 100 centièmes» 1000 millièmes» loooo dix-millièmes» il s'ensuit que B6 unités équivalent è S60000 dise^ milKèmêS ; et par eo^aséqueiit 56»35o6 représente 56S5o9 dise^ millièmes; de rnAme 7 unités vmlant 700000 cent-mUHèm^ t
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Je nombre 7,^5qS revient à 7493^5 çemt^nyUi^es ; ç^eit-à-- .(]il>e qu'il si0it , çprès avoir pnoncé h nombre comme s'il ny avait pas cfe ^irg^iie» déplacer q la fin de l'énoncé le nom de ladernièr^ subdivision. AfaU il est d*U8?ge fl*éao9cer la partie entière séparément.
Réciproquement, on propose d'écrire en chijfres unefraotion décimale énoncée en langage ordinaire.
^oit à écrire le nombre vingt^neuf unités , trois cent cin-^ quanfe-^uatre milUèmea. Écrivez d'abord la partie entière ag ; ensuite , comme 3oo millièmes reviennsilt à 5 dixièmes , que 5o millièmes forment 5 centièmes, placez une virgule i la droite de hq, et écrivez ensuite successivement les chiJFres 5, 5 et 4; il viendra ag,354 pour le nombre énoncé. Pareillement^ cent neuf unités deux mille trois dix- millièmes s'écriront ipSiSocB.
Soit encore à écrire le nombre 8 unités Zj millièmes*
Comme 3o millièmes font 3 centièmes, et qu*il n*y a pas da dixièmes dans l'énoncé , on écrit S,d3y; c'est-à-dire que l'on met à la droite de la virgule un o, pour tenir lieu des dixièmes qui manquent, et donneur ainsi aux chiffres qui suivent leur véritable valeur.
RiGLE GÉNÉRALE. PooT écrire an chiffres un nombre dédmal énoncé en langage ordinaire , commencez par écrire ta partie entière et placez une virgule; puis écrivez successivement à la droite de cette virgule, les f?hiff^es xfid représentât Us dixièmes, centièmes, etc., que renferme l'énoncé, en qjrant soin de remplacer par des zéros les différens ordres qui peuvent manquer.
S'il n'y a pas de partie entière, c'est*i«dira^ ii la iiombre proposé est une fraction proprement dite, écrives un o pofir tenir lieu de la partie entière, et opérez ensuite ivmme tm Pfeut de I0 dire, JUi^i» dix-sept centièmes ce remrésentent par A«I7* 9^^ vingt-cinq diiç-mUfi^mes ^ par 0,0 1^5^ douze milla deux cent quatre millionièmes , pa^ o,pi^o4-
Ç^fiiiy d^ Yéopï^ du QpmWe^ la partie çintii&re^peiit ut S^àfrp ^if^uftii^ d^ li^PfiTttf décimale j a^lors le nombre n'e»
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est qut plus facile à écrire en cbiffres II faut écrire le nombre comme s*il exprimait des unités entières f et ensuite placer une virgule , dé manière que le dernier chiffre à droite exprime des unités de la dernière subdivision que comporte V énoncé.
Par exemple , pour écrire le nombre Iquatre mille deux cent qxxdiXone centièmes ^ écrivez d'abord 4a i4> ^^ comme le dernier chiffre doit exprimer des centièmes , placez la virgule entre a et 1 , ce qui donne 4^114-
De! mêmei deux cent cinquante-trois mille vingt-neuf dïx-^ millièmes se représentera par a5,3oa9; et ainsi des autres.
8a. On sent déjà tout l'avantage que présente cette maniera d'écrire les fractions décimales. Une fraction se compose ordinairement de deux nombres placés l'un au-dessus de l'autre , savoir: le numérateur et le dénominateur. Ici, la virgule tient lieu du dénominateur, qui est censé égal à [unité suivie d'autant de zéros quily ade chiffres décimaux, c'est-àrdîre de chiffres à 'la droite de la virgule. Quant au numérateur , il se compose de [ensemble des chiffres qui sont à la droite de la virgule^ ^ou bien , si l'on considère l'entier comme réduit en fraction , c'est le nombre proposé f abstraction faite de la virgule»
Ainsi I le nombre 2Zy5d5y mis sous la forme ordinaire d'une
-fraction , revient a ao — ou ^ ; le nombre 9.oo4oa
' loooo loooo 'Ta
, , , Aoq 200409 p K y . .
i«»t égal a a ■ » on ^\ enfin, o,oooai54 équivaut a
® lOOOOO 100000 -r ^ ,
ai54
' 53 Réciproquement, a**-— ou ^IX:^ se changent en a,o53;
loooo /»?"^a.. .
Ces transformations de fractions décimales en fi-aôtions ordi« naire^ , et de fractions ordinaires en fractions décimales , sont ^ d*u.n usage, continuel dans le calcul.
83. Il résulte d'abord de là , que si y dans une fraction déci^ mate, on avance la k^irgufe d'un ou -de plusieurs ranffs vers la
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'droite , on multiplie le noifibre, par 10, 100^ 1 000 y etc. ; et quW contraire y en. l'avançant ^un ou de plusieurs rangs vers la gauche f on le. divise par 10, lOQ, 1000... \ k
Soit, par exemple^ le nombre /i53|07a95y et supposons qu'on avance Icf. virgul&de 3 rangs versila jdroita, ce, qui donne iBSoys^g^i? j^ dis que le nombre est rendu looq fois
phis grand. En effet , 'le nombre prîïnîtîf revient à - — S-3^ r o 9 r ^ loôpoo ^
et lorsque la virgule est déplacée > il devient ^-^', fraction dont le dénominateur est 1000 fois plus petit que. celui de Tautre fraction; donc (n® 4^), la> seconde fraction est 1000 fois plus grande que la proposésé -'• ' Au contuaiie, ur Ton avance la virgule de -a rangs vers Va
gaucbe, il vient i,53o7aq5 ou ^-^, fraction dontledér
Dominateur est 100 fois plus grai|d que celui de la fraction
iSSotsqS • " '
proposée. L.JL.' donc, la nouvelle fraction est 100 fois.
^ ^ loooqo ^ î . î
plus petite. ^
On peut encore s'en rendre compte , en observant que.>^per fe
déplacement de la virgule^ la valeur relative de chaque chiffre
devient 10, 100, 1000, etc., fpîs plus grande où plus pétïte.
Ainsi ^ en comparant 153072,96, à 153,07395» on voit que 1»
chiffre 3, qui exprimait dans celui-ci des unités simples, exr-
prime maintenant des mille; le chiffre 5 à la gauche du S, qui
exprimait des dixaines , représente maintenant des dixaines Je
mille; et ainsi des autres chiffre3.
84* V addition êCun nombre quelconque de zéros, à la droite
dune frcLction décimale^ y! en change point la valejir.
Ainsi, 3,4i5 équivaut.à,3,4t5o ou 3^i5oo ou S^iSopo...;
en effet, ces noiâbr^s peuvent (n® 8a} sô mettre sous la forme
: 1 , . . • ; or , les deux dernières fractions ns
1000 10000 looooo ; .
sont autre chose que la première,. dont oa a multiplié les deux
termes par 1 o ^ 1 00 ^ ce qui ifen change paa la valeur (a^ 4^).
Ou bUh , on jpeuf obsërter (faé \é» zitoè t/fàtM$ i h^ dxtnItÈ àét chitheB défi écrits n^en changetft pas îâ vakur teîûtiyé ; et, comme ces zéros n'ont aucune yalenr par eux-mêmes, là fraction reste toujours la même.
Cette dernière transformation serf à réduire âés fraeïionà déeimalès^ùu Triêfnè dënominàieuh.Vàr exemple, les firacdoni i^i4c7 I o^aS I 7,o4S6 | a!5,4» revienn^t à 19,4^0 | o,a5oo| 7,0456 I &3;4ooo; et, sous cette forme , elles ont 10000 pour dénomidàtiilr commun.
Ces notions établies , nous ponyons passer aux opiêrations sur tés fractions décimales.
85. AdéUiion et Somtraction. On effSsotne Fadditida te tractions déoimales dii la même manière que celle des nombres entiers , après les avoir toutefois réduites au même dénomina^' teur, et en ayant soin de séparer par une virgule, au résultat , autant de chiffrei dédmaux quily en avait dans cdui ito nombres qui en renfermait le plus.
tTn seul exemple suiG^a pour éclaircir cette règle.
On propose Rajouter les nombres 5a^oS6 \ 945^379 [ 1 9>b47é| 9iSS et 459,92(75.
J*aionte d*abord un o à la droite clu second nombre, et deux ft la droite du quatrième; puis j*écris les nombres ainsi préparés, les uns au-dessbus dés autres, de manière que les unités d*tta même ordre se correspondent, et je fais l'addition comme à Tordinaire. 39,4o56
ie trouvé podr résultat 7684497 > ou sé« 94^ > ^73^ parant 4 chiffres décimaux vers la droite , 19,0476^ 768,443^ î car tés nombres qu*on a ajoutée g,3éoo expriment des unités de dîx-niilliêjnè^ 45q ^ ^3^^
"^ laptatiqaè^ on {ièut èè dispebkèt
tfafoùtèr dès 2«ros à ta droite des nombre» 7^*<^7 qui ont le moins de cbifl'res décimaux, ^^ ^**^ pourvu que l^on ait bien soin de disposer kiMmitéséPuH même ordndms une niimecoknàe.
La knistraérioa i'èfftettte àuisi etitiufto oèllo des iiombrea
tfmxmuck'nw obs i&àctieits DiciuAiiBs. ity
«ttien p 9piè$ 90e A»j< m réduit im fraciioru décimalm «» mêmfi dénaminaÙBUr (n* 84).
Par exemple I soit à scmstraire &3,0784 dé 6s,o9»
J'ajoute dânoc târoa 1 la droite de 6^,69 , ce qui ne âdsoe fo^ogoo; puÎB!J*effeâtu« hi toustrablioâ / comme à rol?Aiiiairei j'ai soin èeuleoieitt ^^^<>9^ dé séparer 4 thlff^et déeitnaûx ifetê b ^^,0784 dfoîtè dti tésuïtât. ' 55,01 lï
Ces procédés Sont fbndéà sur de que g^ ^_^ ^^^ les Unités de dîff A-eiiii ordres , ' dârtà leà- » ^ r fractions décimales^ ayant les mêmes f apports de grandeur les tines à t*égard des autres, que dans leâ nombres entiers « il dpit en être de même pour lek rétenues, ba pour les emprunts auxquels on e^ Conduit , que s'il ili^aît d'opérer sur des nombres entiers.
86. Multiplication des fractions décimales. Pour elPéctâét cette opération , multipliez les deux nombres proposés f Un par f autre, sans faire attention à la viYgulè fjut'sy trouve) et lorsque tôuS aurez obtenu lé produH^ total', sépara» Ven là droite, par une virgule, autant de éUiffrei décimants q^'H;^ en a dans les deux facteurs.
Soit, par eocetnpU, à multiplier S5,4oy par ià,54.
Pour nous tendre compte du procédé /observons que les deux nombres proposés peuvent se 36,4^
^ , . ^33407 ^ iaB4 ^ »a*B4
multiplier deu:)t fractions l'une par Tautre , il 177075 feut ( n» S6 ) multiplier numérateur par humé' 70814 ratéur^ et dénominateur par dénominateur) 35407
mais les detix numérateurs ne sont autre chose j-|-j
que les nombres proposés, abstraction faîte de 444»o<>*7® la virgule ; on dbit dond premièi-ement multiplier ces deux nombres l'un par l'autre , ce qui douné 444oo378. Ou a ensuite pour le produit desdénomlnateurs, 106000, c'est-à-diré, l'unité suivie d'autant de zéros qu'il y a de ehiffres décimaux dahs les deux facteurs; et il faut diviser le produit obtenu, par lOOooOp
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ee qui ..revient éyidemmeat à empares 5 chiffres décimaux* rert ■ la droite ; on trouve ainsi pour résultat 444>^3c378; donc, etc;
Autrement :.fixi ôtant la virgule dans le multiplicande^ on le iattltiplie- évidemment, pat looo, puisquil exprimait d*abord des looo'S et qu*il exprime maintenant des unités simples ( donc, en vertu des principes du.n° 4^, le produit est, part là, rendu looo fois trop grand; de même, comme en ôtant la virgule dans le multiplicateur^ on le rend loo fois plus grande il s'ensuit que le produit est de nouveau rendu loo fois trop grand; il est donc, par la suppression des deux virgules, xendii 100000 fois trop grand; et, pour le ramener à sa juste valeur, il faut le diviser par looooo, ou séparer 6 chiffres décimaux vers aa droite. j
Le. raispnAement serait analogue , si Ton avait un plus ou moins grand nombre de chiffres décimaux dans les deujp lecteurs.
Il peut arriver que, Tun des deux nombres seulement renferme des décimales. .D,an8 ce cas , on sépare vers la droite du produit, autant de, chiffres décimaux quHl y en a dans ce nombre. Cest un cas trop facile pour que nous nous j arrêtions.
On trouvera d'après ceï règles :
1®. Que le produit de 4;o567 par g,5o3 est égal à 38«55o8ac>i ;
î2°. Le produit de 4>ooi5 par ag, est ii6,o435;
3®, Le produit de o»o3o54 par o,o33, est 0,00070349»
iV« B^ .Ce dernier exemple mérite quelque attention. En faisant abstraction de ii virgule dans les deux feoteur»,* et^ffectoant la multiplicatioii , on troqvç pour produit, 7004^,; mais comme il y a cinq chiffres décimayx dans le. multiplicande , et trois dans le multiplicateur, il ^n faut huit au produit qni cepen.dant ne renferme que.ci/i</ chiffres.. Pour lever la diiSculté^ on observe .quf), le produit devant exprimer des unités du 8* ordres décimal, il suffit d'écrire à la gauôhe de 70342 >^ des .zéros /en nqmbre suffisant, pour qu*en plaj^nt ensuite la,«yirr gule, Iç dernier chiffré 9 occupe le 8* rang décimal. Ici, i*oa doit en ajouter quatre , en comptant celui qui doit Xtnit la place des entiers , et Ton trouve 0,00(570243.
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if. Division desfrattions décimales. Cette opération n'ofiîr^ pas plus de difficulté. Commencez par réduire les deux'nombres proposés au mêine dénominateur (n^ 64^; faites ensuite la division, sans faire attention à la virgule ; vous obtenez ainsi le quotient demandé.
ScHt à diviser ^,047 par a^BSGgS.
Je commence par ajouter deux zéros 4304700 à la droite de 4^*^47 > ce qui doune — r — - 43,04700; puis je divise ^^q^joo par / ''
aSSBsS
253698 , et j*obtîen3 , pour le yéritable a4^^3^
quotient, .6 ^gp..
En efiet> après Taddition de deux zéros à la droite du ' dividende^ ce qui nen change pas la valeur^ les deux nombres
proposés peuvent être mis sons la forme - — ^ — et ^î
Or, pour les diviser Tun par l'autre, il faut (n° Sg) multiplier
la fraction dividende par la fraction diviseur renversée. On
aura donc^ en observant que 100000 est facteur commun
des deux termes^ le résultat Jz^ a \ c'est-à-dire qu'i/ faut
faire la division des deux nombres considérés sans la virgule ^ après avoir toutefois rendu le nombre des chiffres décimaux le même de part et d^autre.
On peut dire encore que, les deux fractioiis décmialea' étant réduites au même dénominateur, si l'on ôte la virgule dans les ideux termes > on rend le dividende et ,1e diviseur le même nombre de fois plus grands ; donc , le quotient ne change
pas (n®'4o)* ' '
On trouvera par ce procédé, que le quo- 347o3 270 tient de la division de 3;47o3 par 0,027, ^ ^ •
jj 143
Cdûî de 0,596 par 0,00201 est 296 — -* ^4^
S84 Dans les- exemples précédons^ on a obtenu' facilement
i«t KiDvcnon d'vxs raAGTiov oamMâits
I« fûotwnt entier de la difiaion; nais les firacttoni propres A compléter le quotient, ayant des termes très grands^ sont . dil&Gîles i évaluer. Il est alon naturel de chercher a exprimer cette fractioa en parties plus simples de Tuaité principale v par exemple 9 en dixièmes > centièmes, millièmes, etc..^
Proposons-nous donc cette nouvelle question génétâle :
tJlve fraction quelconque de t unité principale d'une certdinn natuTB étant donnée , évaluer cette fraction en fraction m maUj ou bien, la convertir en fraction décimale*
n.li i
amm mm
Soit proposée d'abord la fraction -7-.. ..«-
Le nombre proposé étant rapporté à rotii-. -.^
fé principale, e]fcprime les— decette unité ; — -
mais» comme une unité simple vaut lô *^
dijHèmes, il s'ensuit que —revient à -j— 37
de dixième; ainsi» lorsqu'on a disposé les deux nombres 1 3 et 47» comme dans la division ordinaire > si Ton met d'abord un au quotient, pour tenir lieu des entiers» que Ton place une virgule» et qu'on divise i3o par 4? 9 le quotient a ainsi obtenu » et écrit à la droite de la virgule »
i5 représente le nombre de dixièmes contenus dans ~ ; c'eit-^-dire
^e «;- est égal à a dixièmes , plus -r- de dixième. ParfeiHement »
^^ ^^ se
comme 1 dixième vaut 10 centièmes » il s'ensuit que -7* de
Sffo dixième est égal à ---* de centième; ou » effectuant cette non-
3i velle division» à 7 centièmes, plus -7- de centième* En ajou-
tant un noaveau o à la droite de 3i , et divisant 3io .par'47f
on trouve pour quotient 6 millièmes, que l'on écrit i la droite
des deux précédent , «t pour reste &8» a c6té^ duquel on ajoute
«B aottreÉu o pour en faire des iiX'ftdUièmes ; êinâi de aiilte. En poussant l'opération jusqu'à ce qu'on ait obtenu B chlSree
décimaux y on trouve, que — équivaut à 0,27569, plus ~ de
cent^millième , fraction qu*on peut négliger; et Ton dit atoxi
que o^aySSg est la valeur de — » 4 "^ cent-minième près ,
puisque la fraction a^Iîgée tét moindre que l'unité de <M
ordre.
En général , pour cdnîrertir une fraction ordinaire en fràctiw décimale, disposez les deux nombres comme dans la division ^ écrives^ un o au quotient, et à la droite de ce zéro une vifguteé Cela posé , ajoutez à la droite du numérateur un 0,, et divisez, i$ nombre résultant par le dénominateur; vous obtenu un quotient qui exprime les DIXIÈMES, et un certain reste. Écrivez uH o à la droite de ce reste , et divisez le nombre résultant , par /f dénominateur ; vous obtenez un quotient qui exprim$ les CENTIÈMES et un nouveau reste; écrivez un o à la droite d^f ce reste, divisez le nombre résultant par le dénominateur; vous ohtehtzùn quotient qiii exprime les MILLIÈMES, et un troisième reste ^ sur lequel vous opérez de la même manière. En&n, vous continuez éette série d'opérations, jusque ce que vous aye? obtenu autant de çhifiVes décimaox que vous désirez en avoir, ou que la^ question l'exige. S'il y a un redte, la fraction décimale que vous obtenez aix^i, ne diffère de la fraction proposée que d'une quantité moindre que l'unité de l'ordre décimal auquel vous avez arrêté le quotient.
Si Ife ntiinérateur de fa fraction eût plus grand que le déno^ ininàteur, vous cdfnmencez pdr extraire les entiers,, en les éërî<WI'i^t: ati qnbtiènt , à k plaôé du o qui devait eh tenir le rang.
Il eët aisé d*apercéVoir l'analogie qui existe entre cette opèi^atibil «t eelie qui a pour objet de cbhvertlr tin Bôihbrë fhiiàtidnhaire d'âne uaité principale (}uèlôi)nqué , en un nombre cettplexe , c^est-Â-di^« , en unités prihâf^leé et éttbdittsicAs Se cette unité (voyez n* 67).
in4 APPUCATIOIf A tA Divisia».
Noua* allobi en faire Tapplicarion aux exemples de division traités dans le n° précédent.
Soit proposé de diviser é^Ml P^^ 2,53698 , et d'évaluer U
ûuotient à moins de .
Après avoir trouvé, cotame précédem- 45o4700 | aSSGgS ment, le quotient iS avec le reste a455oa , lyg^^ao, on considère ce reste comme le numéra-
teur d'une fraction dont le dénommateur Jî
est 353698 ; et alors on ajoute un o à la 17^08 80 droite de ce reste; puis on continue la 1081920
division, ce qui donne 9 dixièmes pour ^ „,
quotient, et pour reste 172038, à la droite duquel on écrit encore un o; puis on divise le résultat par le même diviseur ; on obtient pour quotient 6 centièmes ^ et pour reste 198192 , à côté dnquel on place un o ; on divise de nouveau par le même diviseur, ce qui donne pour quotieàt 7 millièmes ^ avec un reste qu'on néglige.
On obtient ainsi 16,967 pour le quotient,^ moins de ,
puisque la quantité négligée est r^i^ ^e miltiènie.
On trouverj^it de même pour le quotient de la division de 3,47o3 par 0,027, à 0,0001 près^ 128,5396.
De même, 0,696 divisé par o,oo2qi donne pour quotient^ à 0,01 près,.., 296,51.
Nous reviendrons plus tard , Y* CHAPITEE , sur la conyer«on d'une fraction ordinaire en fraction décimal^, parce que cette opération présente plusieqrs propriétés remarquaj^lesj que nous ne pouvons développer d'une manière complète pour le moment.
89. Lorsque, da^s la division, le divisevr est un xiombre entier, ou renferme moins de chiffres décimaux que le divi*dendej au lieu d'ajouter à sa droite des zéros». pour le réduire au même dénominateur que le dividende f il est plus simple d'opérer ainsi qu'on va le voir.
AUTRE MANIÈRE D*£FFECTUER LA DIVISION. ia5
I*. Soit â diviser 43^7,48^5 par 56.
La division pouvant ici être considérée /g /«qK kc comme ayant pour objet de prendre
7>8iâi
la 56* partie di| dividende, on prend 4^ 4 d'abord le 56* de 4^*; , ou l'on divise * gg 437 par 56 , ce qui donne pour quotient — .
7 unités , et pour reste 45 , qui suivi des '^^
4 dixièmes du dividende , forme 4^4 ib5
dixièmes , dont il faut prendre encore
le 56*; c'est-à-dire que l'on divise 4^4 ^^
par 56, et Ton trouve pour quotient 8 dixièmes, qu'on écrit à
la droite du y, après avoir placé une virgule.
Le reste 6, suivi des 8 centièmes du dividende, donne 68 centièmes^ dont le 56* est 1 centième , et il reste îa, qui suivi des a millièmes du dividende, forme 132 millièmes; divisant 1 23 par 56, on obtient pour quotient a millièmes, et pour reste 1 o, à côté duquel abaissant le dernier chiffre 5, on a io5 qui, divisé par 56, donne au quotient 1 dix-millième ; donc enfin, le quotient demandé est 7,8121.
Ce quotient n'est exact qu'à 0,0001 près ; mais si Ton voulait obtenir un plus grand degré d'approximation, il faudrait ajouter à côté du reste 4g un o, et continuer suivant la règle du n" 88.
Il est facile de reconnaître que cette manière d'opérer est plus simple que si Ton eût d'abord ajouté 4 zéros à la droite du diviseur, afin de le réduire au même dénominateur que le dividende.
On trouverait de même, que 14,37586 divisé par 213, donne pour quotient o,o6564> à 0,06001 près.
a^. Soit à diviser 3,4o567 par o^oSg.
Au lieu d'ajouter deux zéros à la droite 340567. ] Sg du diviseur, on commence par supprimer ^^ la virgule dans, les deux termes , ppis on ,. effectue la division, ce qui donne pour ia6 quotient 873a. '
On observe ensuite que , par la suppres- ^
sion de la virgule dans le dividende , on l'a ^g
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rendu looooo fois plus grand; donc (a^ 4o) i ifl quolmot tronyi est rendu lai-même looooo fois trop gra^d ; maisj p^r la s|ipftrassîon de la virgule dans le divistar, on Ta vendu looofois plus grand; donc, par cette secpode aappreisioa, le quotient est au contraire (p? 4^) rendu tocofois trop petit. Aiaai, en dernier résultat, le quotient tat simplement lOOOoo àbrké par looo, ou loo fois trop fort; et pour le raâiener à sa juste tableur, il faut le diviser par loo, ou siparer a chiffres vers la droite, ce qui donne 87,3q.
Si Ton voulait uq plus grand degré d'approximation, il faudrait ajouter à la droite du reste 19 un o, et continuer l'opération.
RÈGLE GENéEALE. Lorsque le diviseur renferme moins de chiffres dédmaux queledi\idende, faites (T abord abstraction de la virgule dans lesdeucç termes^ et effectuez la division; puis séparez vers la droite du quotient ^ autant de chines décimaux quily a d'unités de différence entre le nombre des chiffres décimaux du dividende et le nombre des chiffres décimaux du diviseur.
Au reste, nous n*avons présenté ces dernières règles que comme des moyens plus simples d'opérer danç la pratique ; car I41 règle établie n® 87 convient à tous les cas.
go. Voici de nouvelles applications.
Déterminer i l^ le quotient de di,â34 P^^ Ss^^^^S 1 à 0,001 près.
Rép. 0,357.
a^ Le quotient de 2^4 P^ 7»356, à 0,0001 près.
Rép. 39,9675.
3". Le quotient de OjOo^tSS par o,oS4) a 0,00001 près.
Aéjp. 0,16999.
II est inutile d'observer que les preuves de ces opéraitieas se font par la multiplication ; «t les preuves des enmpks da multiplication, par la division.
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5 IL Système des nouxfeaux poids et mesures.
Nous sommes maintenant en état d'apprécier tons les avantages que présente le Calcul des fractions décimales sur celui d^ fractions d'Ane espèce quelconque , et comUen il serait important d'établir un système de poids et mesures quifâf lié ao Systèaie décimal. C'est à quoi les aayaas sont parreons , mon sans beaucoup d'efforts , et malgré les obstacles oocasionés p^ l'ignorance et les préjugés» Commençons par faire oonniâtre la nomenclature de ce Système.
Mesures linéaires ou de longueur*
gi. L'unité de longueur est LE MÈTRE ^ ou la dix-millio-' nième partie de la distance du pôle à l'équateur, comptée sur le méridien qui passe à Paris.
D'après des calculs exécutés et yérifiés avec la plus grande précision , on a reconnu que le mètre évalué en pieds , pouces ,
lignes, etc. , équiwiut « 3^ c? i i^agS, à de ligne près.
Pour composer des mesures plus grandes oi^ plus petites qu9 le mètre, on est convenu desfuots tirés du grec «t du I^tio :
MTRIA, KILO, HECTO, DEÇA» DECI, CENTI, M|LLIt
qui signifient :'
^ûr- milUp mUle , «ent , dix , dipciàme de , etnfiè^f de » miW^nÊ^ de^
et qu'on a placés en tète du mct-mètrê^ Ou A formé ainsi le tableau suivant :
Myria-^mèUe , oB mesure de dix mille mâtret.
Kilo^mètre ^ • • . . . mille mètres.
Hecio^màtfe «... cent mètres. -
Déca^mètre é • . . ^ dix mètres*
MiTRE ; nnifcé principale.
Déci^mètr» dixième de mètce^
^ denii^mètre eentième de fnètre.
Mm^mètré . • miUième de mètre.
N. B. Le myriaBràtre et le kilomètre sont les mespfee ittné»r aires actuellement adoptées; le myriamètre est un peu plue
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que le double de la lieue de aSoo taiies; le kiloniètre «n est un peu plus que le 5*.
Mesures de superficie.
ga. L* unité de surEqce s'appelle ARE; c'est le décamètre carréf ou un carré qui à un décamètre ou dix mètres de côté.
Les multiples de l'are se forment à l'aide des mêmes ipot» myria, kilo, hecto, etc; ainsi ,
Myria-are ou myriare, signifie dix mille ares.
rCilo-are ou hilare mille ares.
Hecto-are ou hectare cent ares.
Déca-^ire ou décare dix ares.
Are. unité principale.
Déclare dixième d'are.
Centiare centième d'are.
Milliare millième d'are.
A^. B. Le myriare, l'hectare, l'are, le centiare , sont le»
seules mesures usitées ; Vhectare remplace Farpent , dont il
est plus que le double ^ le centiare n'est autre chose que le
mètre carré.
Mesures de solidité,
g3. L'unité de solidité est LE Mètre cube, ou un cub# (forme de dé à jouer) qui a un mètre de côté. Les multiples du mètre cube sont de dix en dix fois plus grands , et les sous* multiples n'ont pas reçu de dénominations particulières; il n'y a que le looo* du mètre cube que Fon a appelé décimètre cube^ parée qu'en effet c'est' un cube qui a un décimètre de côté; le loooooo* du mètre cube» s'appelle aussi centimètre cube, parce que c'est un cube qui a un centimètre de côté.
Lorsque les mesures de solidité s'appliquent au bois dé chauffage ^ Funité principale ou le m^tre cube s'appelle stère. On considère ensuite le. déca^stère, mesure de dix stères.. Le stère est à. peu.près Ia.demMioi« ancienne; le dlécor^Mre- raut cinq ^Qies environ.
NOMENCLATVRE DES NOUVELLES MESURES
' Mesurés de Capacité pour les liquides et pour les grains.
194. L*unité actuelle de capacité est "le litre, ou le décimètre cube. Quant aux multiples et aux saus-multiples, voici ceux dont on fait usage : .
Hecto^litre ou mesure de cent litres.
Déca-litre dix litres.
Litre ........... unité principale.
Tléci^litre ..... ^ .... . dixième de litre.
Centi'litre centième de litre.
T^.B. Le litre remplace la pinte pour les boissons, et le litron pour les grains. Il est un peu plus grand que la pinte e\ le litron.
Le décalitre tient lieu du boisseau , pour la mesure du blé et de toutes sortes de grains ; Vhectolitre remplace le setier. On remploie encore ■ à évaluer les futailles de TÎn eu de tout autre liquide.
Le kilolitre , qui a la capacité d'un mètre cube , et le myrialitre ne sont guère usités.
bes poids.
g5. L'unité de poids actuelle est LE GRAMME , qui équivaut au poids d'un centimètre cube d'eau distillée et ramenée à son maidmnm de densité.
Sa valeur en poids anciens est de iS^^^'^SayiS, c'cst-àdii-e , d*un peu plus qaun quart de gros.
Voici le tableau de ses multiples et sous-multîples : Myriagramme y veut dire dix mille grammes.
Kilogramme mille grammes.
Hectogramme cent grammes.
Décagramme dix grammes.
Gramme * unité principale.
Décigramme ........ dixième de gramme.
Centigramme ........ centième de granimie.
Milligramme ........ millième de gramme.
N» B. Le kilogramme étant mille fois plus fort que le
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gramme ^qm, comme nous l'aTons dit, est égal i 18^^^89715, équivaut à i88fl7<^^i5 ; mais la lii/re poids étant (n** 65) de gâiG grains , il s'ensuit qtie* le kilogramme yaut tin peu^ns que le doubte de là Mvre : ainsi, un demi^ilogmm/mt pent remplacer la livre poids ancienne (^).
Des monnaies,
La nouvelle unité de monnaie est t£ FRANC. Pour
Tobtenir , on a pesé cinq grammes d*un lingot renfermant 9
dixièmes d'argent pur et 1 dixième d'alliage ; c*est cette par-
tie du lingot que Ion a appelé franc. Par un heureux hasard ,
il a été reconnu avoir à peu près la même valeur que la
lii^re monnaie d'autrefois. Il y a cependant une différence
de ^ en faveur du franc ; <o'est-4-dire qu'un ifraac vant 1^ s-
oo ^ 00
ou ?^de livre ; ou ^ ce qui revîetft au métte^ 80 francs yakent 81 livres»
(^} Leg savans auxquels ou doit le Système décimal des poids et mesures , «Taient d^abord eu Tidée de picadre pour unité de poids , celui d^un décimètre cube d'eau distillée , parce que ce poids , qui correspond au ki/o • fframme actuel, était très propre à remplacer Funité aucîeaue ou la Iwre , dont il est & peu. près le double ; et ils lui avaient donné le nom de gratte , mais ils ne tardèrent 'pas'' à rcconiïïittfe les ineonvéniens suivaitts :'
10. Les multiples du grave étaient le décagratféfVhûûtogrgpef^M»" grape ^% le myritfgpmf»9 ; or, le poida d'à» décagrave étapt- égal à plus de ao livres , les autres multiples se trouvaient de beaucoup supérieurs aux poids employés dans les arts et le commerce.
a^. Laes sotis-multij/Ies étaient le dècigravey le centigrape et le miïHgrawe. Gomme ce dernier poids nVst autre chose que legrmuenke adMel^ il équivaut à 19 grains environ, ^t il est par conséquent de beascoiip- supérieur à ceux qu*on emploie dans les pesées un peu délicates ; en sorte que Ton avait été obligé d'établir de nouvelles subdivisions, telles que le dix-milligrayet le cent-milUgtaife et le mUlionigratfe. A la vérité, les savans avaient affecté un nom pnriicalfefr afn mHUgraue et en avtknt formé nite ttftté secondaire appelée ^V«f«ee , d'o^ ila avaient déduit le aécigravety le etnêigrauet elle milligrauet.
La régularité de la nomenclature se trouvait ainsi détruite. La nouvelle n'offre plus les mêmes inconvénieni', et elle comprend tous 1rs poids dont im se sert ordinalrettiene. *
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Le flixième d'un firanc a été appelé décime ; et le cenfîème d*un franc » centime. Quant à ses multiples , on n'a pas jugé à propos de leur donner des dénomibations.
97. Tel est Texpose de la nomenclature des nouyelles mesurés. On peut juger dès à présent des avantages que ce Système pfésente éia Tancien.
1^. Il eut uniforme et sin^ple, en ce que les unités principales et subdivisions de ces unhés , suivent toutes entre elles la loi du Système décimal , et que Ton s^ déjà combien le calcul des fractions décimales est facile. ^
â°. Il est Sxe , invariable et susceptible d'être adopté dans tous les pays , puisqu'il ^'appartient à aucun climat, à aucune nation en particulier.
Toutes ces mesures découlent d'une mesure primitive qui est le mètre» Les knonnaies elles-mêmes , qui semblent d'abord n'offrir aucun rapprochement avec lui , s'y rattachent indirectement , puisqu'on a vu que le franc est la valeur de cinq grammes d'argent allié ^ et que le gramme est le poids d'un centimètre cube d'eau distillée.
g8. L'application des quatre règles de l'Arithmétique au nouveau Système des poids et mesures, n^e pouvant présenter aucune difficulté, d'après ce qui a été ditsur les fractions décimales, nous ne nous y arrêterons pas. Mais nous ferons connaître les moyens de résoudre deux questions dont l'importance se fera sentir, tant que l'ancien Système ne sera pas entièrement aboli. Ce n'était pas tout, en effet , de substituer un nouveau système à l'ancien ; il fallait encore que la proportion se soutînt entre le prix et la quantité d'objets de commerce , évalués l'un et l'autre dans les deux systèmes.
Le problème suivant édaircira ce que nous venons de dire. Un' marchand de drap avait vendu jusqu'ici l'aune diin certain drap , 36* 17'^ 6** ^ on demandera combien de francs ^ en proportion^ doit revenir le mètre. du même drap 7 •
Ce problème sera évidemment résolu , si Ton parvient à trouver d'un côté, la valeur de 36*" 17*' 6^ en francs, décimes et centimes , ce qui donnera le prix de l'aune en francs ^ et de
l3a CONTERSION. DES ANCIENNES MESURES
Tautre côté , la valeur dor mètre en aunes ; car cette dernière indiquera la partie qu^il faut prendre du prix de l'aune réduif en francs, pour ayoir celui du mètre. }
Nous sommes donc conduit à résoudre ces deux questions : 1®. Exprimer la i>aleur d!un nombre complexe de l'ancien Système, au moyen de l'unité analogue et des subdivisions, décimales de cette unité, cojisidérées dans le nouveau Système} a^. réciproquement , exprimer un certain nombre d'unités prin* cipales. du nouveau Système et de subdivisions de cette unité ; au moyen de l'unité analogue et des subdivisions ordinaires de cette unité , considérées dans l'ancien Système.
Nous traiterons successivement ces deux questions/ par rapport aux monnaies, aux mesures de longueur et aux poids ^ parce que ce. sont les mesures les plus usuelles; il sera facile d'en conclure la marche qu'il faudrait suivre pour d'autres espèces de mesures.
99* Commençons par les monnaies.
1^ On. propose de déterminer la valeur de a45^ 19*^7*^ en francs t, décimes et centimes ?
Nous avons dit (n^ 96 ) (}u*un &anc vaut ^ de plus que la
\ oO
livre ; or , •^ de -livre fait 3- ou ^ de sou, c'est-à-dire , 3 dfr» 00 c5o 4
niers ; ainsi, i franc vaut 1^ o^ 5^^ ou f^ deniers* D'un autre côté, ikJiffl ig*^ 7^ réduit en deniers, donne pour résultat» 59035 deniers, comme on le voit ici. ^45^ 19*^ 7*^ Donc, si l'on cherche combien de fois 69035 , deniers contiennent s43 deniers , ou si l'on divise 59o35 par 2^3 y le quotient évalué en décimales (n*' 88), exprimera le nombre de francs , décimes , centimes demandé. Ce quotient, poufté jusqu'au?^ millièmes , est 94^>94^> ainsi , a45* icf^ y^ équivalent à ^43^94% i «n centime près. 586
D'où l'on voit que, pour évaluer en 94
ao
49^9 la
aago jo3c
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francs^ décimes et centimes^ un certain nombre de livres , sous et deniers y il faut , après avoir réduit en deniers le nombre proposé, diviser ce nombre de deniers par 243 (qui exprime en deniers la valeur de 1 franc ) ^ puis évaluer le quotient en décimales y en poussant l'opération jusqu'aux centièmes.
'La preuve de cette dernière opération se fait par la question inyerse , comme nous allons le voir. '
s®. On demande ^ en livres , sous et deniers , la valeur de ^3*^^94% ^^ plutôt de a4a^^94^. (Nous considérons ici 1e« millîèmes de franc , a&n que la vérification soit plus complète.)
Puisqu'un franc vaut 1 livre plus ^ de livre , il s'ensuit que ^4^>94^ valent fl4^^;q4a; plus ^- de 24a^>943 ; donc ^ il faut
oO
prendre le 80* de ce dernier nombre , et l'ajouter à ce même nombre , ce qui donnera en livres et fraction décimale de la livre ^ la valeur dcL fl4^'^> 94^- ^^ restera ensuit^ à évaluer en 8OUS et deniers la fraction décimale.
Pour obtenir le 80* de a4^>943 9 ^^ zu^t d'en prendre le 8®^ ce qui donne 30,36776 , et de diviser ce résultat par 1 o , ou bien (n® 83) d'avancer la virgule d*un rang a4^ >94^ ivers la gauche : on trouve 3,036775 qui, \ 3 ,036775 jajouté avec 242,94» , donne 245*^,978776. ^^ 078775 i Pour évaluer la fraction 0^,978775 en ^ >97^/
sous , il faut ( n' 67) la multiplier par 20 , .«.«_^.«.
ce qui donne 1 g-'*, 675600 ; enfin , pour éva- ig^'', 676600
fuer 0^,576600 en deniers^ on le muttiplîe la
par 1 2 , et Ton trouve G*»,9o6ooo, ou plutôt — r
7 deniers , d — die denier près / donc enfin, aXS*" lo*^ 7** fl4^>94^ équivalent à 246*"! g*'* 7^.
RÈGLE GÉNÉRALE. PoxiT convertir en livres ^ sous et deniers un certain nombre de francs , décimes et ceniimes t écrivez Sabord le nombre proposé , et aur-dessous le 80* de ce même nombre ( lequel s'obtient en prenant d'abord le 8* et avançant la virgule d'un rang vers la gauche ) ; puis ajoute%ces deux
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nombres ; vous obtenez ainai le nombre proposé « exprimé exf limrea et fraction décimale de la livre.
Multipliez ensuite par ao la fraction décimale {àbstrsictxon faite de l'entier qui exprime, les livres) ', il en résulte tin produit dont la partie entière exprime les sons.
Enfin , multipliez la fraction décimale de ce résultat par 12, et vous obtenez un produit dont la partie entière exprime les deniers ; vous négligez d'ailleurs la partie décimale » à moins que le chiffre, des dixièmes ne soit égal à 5 » ou pins grand que 5 i auquel cas vous aiigmen|;ez d'un le nombre de deniers* . Appliquons encore les deux règles à l'exemple suivant :
On demande en francs , décimes et centimes , la valeur de 5179'^ 17*^ 8^. Nous nous contenterons de donner le tableau des calculs.
Première question. Seconds question*
3i79* 17* 8*' • 3i4o ,Gû5
ao 39 ,2578135
65597 3i79^,88a8ia5
no
5140,635 la
987 7*i&75oooo
l5aO fi^p, 3iyg# ^y/ 8N
6ao i34o
Rép. 5i4of 63'. .
N^ Bn -Dan» la première question , comme le ôbHiye des millièmes dn quotieat est 5 > et que ce chiffre est sviivi de plu- •iears autnes , on a prie pour réponse 3i4o^ £S% parce qti'alors r<en^ur canmiie é» plus est plus petite q«e celle q<ae Von
commettr^LÎt ^n moin^j ai Von négligeait le cbiifre h et Iq9 suivaDs.
Daos la seconde question , l'entier du dernier résultat est 7 deniers , et cependant on a pris S deniers, parce que^ le chllPre des dixièmes est g y ou p-ltis grand que 5.
On trouvera pareilUment que 56çi75/^7 Qut pom valeur 56979** 8*'' 5^ ; ou réciproquement.
. ' Mesureti Hnéaitffi*
X oo. Avant de passer à la résolution des deu;c questions » il est nécessaire de rechercher d*abord la valeur de la toise en mètre , et du mètre en toise , c'est-à-dire , d'exprimer Vunité linéaire ancienne en mesures nouvelles , et réciproquement , la nouvelle unité linéaire en mesures anciennes^
Or , pn sait que la toisO vaut 8S4 ligi^es^ d'un autre côté , le mètre équivaut (n** 91) à 3^oP u^agS, ou , réduisant m lignes , à 443^^9^- Bonc , si i on divise 864 par 44^,0^6 , ou plutôt , 864000 par 443^96 , le quotient , rédoit en décimées -, exprimera la valeur de la toise en mètres.
On trouve j tout cafeul fait^ que la toise é(fuii^aut en mètres à 1"*^ 949036, c'est-à-dire, à 1 mètre g4g mil&mètres, à un cfùv millimètre prjès*
De même , si l'on divise 44^9^96 P^ 864 ^ d'après la règle du n^ 89 , on obtiendra la valeur du mètre en toise et fraction décimale de toise.
Ce nouveau calcul étant çiFectué , on reconnaît que le mètre équivaut en toise à 0*^,5136740, à 0,0000001 de toîse près.
Conséquence. Le myriamètre étant égal à 10000 mètres vaut donc loooq fois 0^^,5130740 ou 5i39''^,74o; ce qui prouve que le myriamètre est un peu plus fort que H double de la lieue de âSoo toises , comme nous l'avons énoncé n^ gi.
Cela posé; 1°. 9» demande en mètres, déeimàtres , cëuti^ m/èires, elc. , la valent dei^^h^ ^Vl,
CommenceXi par réduire ce itom^a en Ugnes , ce qui dcaiiie 1B464 lignes ; puis diviseat 1 5i464 P^r 443|09^ ( ^otabre àm
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lignes que renfermele mètre ) , ou bien 15464000 par 44^9% il vient pour quotient 34>884i4 ^ 0^00001 près.
. ,Ponc , 17T 5? 4? 8\ équivalent à 34«,884i4 ; c esty^-diTc., à 34 mètres 884 milUmètres > à 1^ millimètre pr^,
s*'. ' On demande la valeur de 34"*> 884 14> ^ toises , pieds , pouces f lignes ? ...
Puisqu'un mètre vaut en toise 0*^,513074, il s'ensuit que, pour avoir la valeur de 34>884i49 '^ suffit de multiplier 0*^,513074 par 34»884i49 ^^ ^® produit que Ton obtiendra^ exprimera en toises et fraction décimale de toise , la valeur cherchée; i^restep ensuite à convertir cette fraction décimale en pieds, pouces, lignes.
Voici le tableau du calcul : . <
. On prend de préférence 34988414 powr 34,88414
multiplicande, parce que l'opération est q 5 13074
plusc simple. On trouve pour produit -^ :
I7'^,898., en négligeant les 8 derniers . ' i3953G56^
chiffres décimaux. 34418898.
Pour convertir 0*^,898 en pieds , on. ip4^5a4a
multiplie par 6, ce qui donnp 5^,388. 3488414
Multipliant o,388 par 1 2 , pour en faire 1 744^070
des pouces , il vient 4^^,656. 17*., 89814524^36
Mi^Itipli^nt, enSn o,65{S par la, pour 6
avoir des lignes, on trouve 7^872, ou "TF^iog Ain;ipleQient 8 lignes; donc, 34'">884i4
équivalent à ly'^ 5^4^ 8* *, ce qui vérifie 1^ ^
première opération. 4^> 65ff
iV. B. Dans cette dernière opération , la
on a négligé les 8 derniers chiffres décr- 1 g ' maux du produit, lorsqu'on a voulu l'éva* ^ ' luer en pieds, pouces, lignei». En voici .
la raison r^ comme multiplier ce produit successivement par 6, ifl et la, revient (n? a5) k le multiplier par le produit de ces trois nombres ou par 864 > on voit que, si l'on ne tient compte que des 1000** du premier produit obtenu, le dernier résultat sera
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exact à de liiOie . c*est-à- dire . à moins d'une liene près.
lOOO . .
Cette observation abrège de beancoup les calcnLi. Nous reviendrons là-dessus à la fin de ce chapitre.
Soit encore 5^ 6? 7^ à évaluer en mètres et fraction décimale du mètre ( ce nombre complexe peut être regardé comme la taille d'un individu) ?
Réduisons ce nombre en Ugnes ; il vient 799 lignes ; divisant
799 P^^.443>^9^> 0° 799090 P^^ 443^9^9 on trouve pour quotient i?,8oa millimètres , à 1 millimètre près.
Pour les étoffes.
ICI. On sait que l'aune vaut 5^ 8? ou 44 pouces, c'est-à-dire,' 528 lignes ; donc y en divisant 5a8 par 44?>^9^ » ou 5a8ooo par j^J^a^G, on obtiindra la valeur de Vanne en mètre.
Effectuant cette division, on trouve que l'aune a pour valeur 1 ^, 1 9 1 millimètres , ou plus exactement , 1 ""i 1 9 1 077.
Réciproquement 44^9^9^ divisé par BaS donne pour qno-
tient 0,839676 à près ^ donc , 1 mètre équivaut à
0,839576 daune.
On demande la valeur de ag aunes — , en mètres et frac"
tion décimale du mètre?
On pourrait, comme pour la toise et ses subdivizsions ,
convertir A9 aunes -^ en la** de ligne , en multipli a nt 39 — ,
Qfi pçr 5a8, nombre de lignes que renferme Faune, con~
sertir pareillement le mètre , ou 44^^^9^ ^^ ^^** ^ '^T*^ • en muWpliant ce nombre par is , pms diviser les deux résultats ainsi obtenus , lunpar t autre , et évaluer le quotient en déci" maies» Mais il est plus simple d'opérer ainsi qu'il soit :
On commence par évaluer l'aone en mètre , à 0,000001 près , ce qui donne 1 9191077.
Cela posé, on fait d^abord le prodnit de ce nombre par 99 ,
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ce qui donne 54954^^35 , comme on le voit icf. Après quoi ,
décomposant — en — ou —, et — ou iiiQio??
*^ ifl la ai* ^ " ^
■X de -, on prend d*abord pour — , la -— :
62'^ ^ la' 10719693
moitié de 1)191077, qui est 0,595^38 a38ai54
que Ton écrit au-dessous du produit déjà ^ ' •
obtenu; ensuite, le 6« de o,595538, qui ^ 'c «m
est Q,o^a56, produit que Ton écrit au- »^» o,595538
dessous des deux .précédens ; faisant la "^y ^>^99^^^ somme de ces trois produits, on obtient 35,236oa7
pour résultat 35,a36o27.
Donc a9 aunes — équivalent à 35"',a36 millimètres , à 1 millimètre près.
On pourrait également appliquer ce procédé lux toises, pieds» pouces , etc. , en partant de la valeur dune toise en mètre ; mais on serait entraîné dans des multiplications par parties aliqttotés, beaucoup trop compliquées.
loa. Poids. On sait que la livre poids contient 9a 16 grains ( voyez n^ 65 ). Nous avons dit également (n° gB) que le fti/ogramme vaut 1 8837^*, 1 5 ; donc , en divisant 9a 1 6 par 1 8827,1 5, ou 911600 par 1883715 , on obtiendra la valeur de la li^re poids, en kilogrammes et subdivisions décimales du kilogramme* Réciproquement, si Ton divise 18827,1 5 par 9216, le quotient évalué en décimales , exprimera la valeur du kilogramme en livres poids et subdivisions décimales de la livre poids.
En effectuant ces deux opérations , qui n'offrent aucune difficulté , on trouve , i'^. que la livre poids équivQvf à o*«,4895o585 ;
a°. Que h kilogramme est égc^à a)b,o498765a.
iV, B. Ce dernier résultat indiqiie que le Kilogramme surplMse
le double de la livre, de -4- ou de -^'délivre, environ ; c*est-
I.QO
I Bi
à-dire qu*un kilogramme vaut a livres -^ ou -g de livre à peu
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près ; OU bien« qae a5 kilogrtnunsè font 5t livres^ ou too kilogranimeâ valent ao4 livres poids , environ.
Maintenant , on demande la valeur de Cgtb o"* 7^" /f 99^ , en kilogrammes et subdivisions décimales dukilogramme ?
Le nombre proposé , réduit en grains » d*après la méthode connue ^ donne 64oâ53 grains ; donc ^ si l'on divise 64oâ53 par i88â7,i5^ou64oa53oopar 1889716, le quotient 34»<^S^99» qae Ton obtient par cette opération , est le nombre demandé , c'est-à-dire , que Sgft o"» 7*" 4' ^9^ équivalent à 54*>oo6899 , ou bien y 34 kilogrammes j 6 gramnieset 899 milligrammes*
Réciproquement ^ o/i propose d^é\faluer 34\oo6899> en liure^ marcs ^ onces , eta ?
Nous avons vu tout à Theore qu'pn kilogramme vaut slb, 04987669 ; donc, 34\ 006899 est égal au produit de ces deux nombres.
Ce produit doit renfermer 14 décimales ; 69lb,47^ ^
mais en ne tenant compte que des cinq * ^
premières à gauche, on trouve 69tt,47i89. ■ ' '■-
Multipliant 0,47189 par 9, pour avoir ^ >94^
des marcs , on obtient ©"',94378. ^
Multipliant de nouveau par 8, on trouve 7^*,55o94
Multipliant o,55o94 par 8, on a 4^,4oiqq. -^g ^40199
ËnEn , multipliant par 79 , on trouve . ys^
Donc, 34**006899 équivalent à ' « ^^
G9tto«7«» 4? 29 r, ce qui vérifie l'opération î^îî-
précédente. 98^% 93894
N. B. On n'a tenu compte , dans le premier produit » qna des 5 premiers chiffres décimaux , parce que la x^ultipUca^on par 9 , 8^ 8 et 79 revenai^t à la multiplication par 9916, l'erreur commise est moindre que -^- — de grain , approîdma-
^ lOOOOO ;
tîon plus que suffisante.
io3. II existe des tableaux de comparaison dot anciens poids
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et mesureâ aux nouveaux \ et réciproquement, à Taide desquels on peut aisément opérer toutes les réductions dont nous venons de parler j voici le moyen de former ces tableaux :
Supposons qu*il s'agisse de construire le tableau de comparaison des mesures linéaires anciennes aux nouvelles , ou réciproquement.
On a d*abord déterminé la valeur de la toise en mètres , valeur qui, obtenue (n® loo) avec huit chiffres décimaux > est égale à 1 '",94t)o363i .
De là , en multipliant par 22 , 3 , 4* • • -d; ^^ ^^ déduit les valeurs de a , 3 , 4- • • '9 toises.
Avançant successivement , dans tous ces résultats^ la virgule d-un , de deu^p, trois, etc., rangs vers la droite, on a obtenu
les valeurs de 10, fio, 3o -, 100, 200, 3oo. . .; 1000, aooo,
3ooo . . . toises : et ainsi de suite.
D*un autre côte , si Ton prend le 6^ de i,g49o363i , on en déduit la valeur du pied , et par suite celles de a , 3 , 4'> 5 pieds.
Prenant le lâ* de la valeur du pied, on a la valeur du poace , et , par suite, celles de a , 3 1 1 pouces..
Ménie opération pour les lignes.
Quant au tableau inverse, sa formation est absolument semblable , pourvu ^u*on parte de la valeur du mètre en toise ; valeur que Ton a trouvée égale à o"^ ,51307407.
Cela posé , soit à évaluer en mètres , décimètres , centimètres , etc. , a54''^ 3^ 7? 1 1^
On prend successivement dans le tableau , les valeurs de 4^, 5o'', aco*^, puis celles de 5^, 7^,11* ; et Ton ajoute toutes ces valeurs. On obtient ainsi les valeurs demandées , par de simples additions.
Dans la question inverse , on obtient d*abord la valeur d'un certain nombre de mètres et subdivisions décimales du mètre, exprimés en toises et fraction décimale de la toise ; fraction que Ton convertit ensuite en pieds , en la multipliant par 6; puis on multiplie la fraction décimale résultante par la , poi^ en faire des ponces , etc.
APPLICATION PES RÈGLES PRÉCÉDENTES. }/^t
Maïs , outre que ces tableaux peutent être fautifs, leur usage
même ne dopne pas toujours le degré d'approximation que Ton
désirerait obtenir. Joignez à cela , qu on peut ne pas les
atoir à sa disposition^ à l'instant où l'on en aurait besoito. Il
était donc nécessaire de développer les moyens d'opérer ces
transformations , en admettant ces seuls résultats : le franc
vaut — de livre; la valeur du mètre est Z^d^.i 1^296 ; enfin,
celle du kilogramme est i88a7<^'',i5.
104* Reprenons actuellement le problème du n^98^ qui nous avait arrêté , faute de données suiEsantes.
Un marchand de drap avait vendu jusqu*ici Faune dun certain drap , 36* 17^ 6*; on demande à combien de francs ^ en proportion , doit revenir le mètre du même drap ?
Réduisons d'abord 3S^ 17-^ 6** en francs , décimes, etc. , soit par le moyen des tableaux, soit d'après la règle du n° 99 ; il vient 3S-^,4*.97 pour la valeur de l'aune.
D'un autre côté, le mètre exprimé en aune (n** 101) a pour valeur 0^839676; donc, le prix du mètre est égal à une partie de 36/,4i97, marquée par le produit des deux noinbres 36,4197 et 0,839576. Cette multiplication étant effectuée, on trouve 30,5771060472»
D'où il suit que le prix du mètre doit être de 3o/ 58^ (voyez pour k manière abrégée d'effectuer cette multiplication le n<> suivant)^
Soit encore proposée cette question : La livre poids dune certaine marchandise coûtant 25** 1 1*^*9*^, on demande le prix de 375*" 175*^ de la même marchandise ?
D'abord le nombre 26* 1 1*^9^ réduit, en francs , etc., revient à 25^,271606; ce qui donne déjà le prix de la livre poids en francs , etc.... ;
D'ailleurs 575'", 176 réduits en livres poids , Câpres les tableaux, ou d'après la règle du n* 102, donnent pour résultat 766tt,436i98, en ne tenant compte que des six premiers chiffres décimaux, ce qui suffit ; donc, si. Ton multiplie 25-'^,27i6o5 par 766,436198, le produit sera le prix demandé.
l4» MÉTHODE ABRIÊGÉE
On trouve ponf ce produit , kun centième près , 19^5%, 07 ; doDC; 376^^175 grammes coûtent 19369^,07'. «
Méthodes abrégées pour la multiplication et la division
dès fractions décimales,,
.1 o5. Dans les questions précédentes^ nous avons été conduit i effectuer des multiplications de nombres composés d'un assez grand nombre de chiffres décimaux; et cependant, il enifisait pour l'objet que nous nous proposions, d'obtenir k produit avec un nombre de décimales beaucoup moindre que n'en comportaient les deux facteurs ensemble. Il serait donc utile de faire connaître une méthode à l'aide de laquelle on pût , sans être obligé de faire la multiplication en entier, obtenir les seuls chiffres décimaux dont on a besoin»
Pour donner une première idée de cette méthode , prenons
les deux nombres 34,sS54^7 et 5,4637, en supposant qu'on
veuille en obtenir le produit, à près.
L'artifice du procédé doit consister à ne tenir compte , dans les multiplications par les différens chiffres du multiplicateur, que des millièmes j ou des unités d'un ordre plus élevé , telles que des centièmes ^ dixièmes ^ unités simples ^ etc.; cependant, comme il suffit de 10 dix - millièmes pour faire 1 millième y il est encore nécessaire d'avoir égard aux dix-millièmes que peuvent donner les produits partiels.
D'après ces premières observations , voici comment on doit opérer.
On commence par renverser l'ordre des chiffres de l'un des depx facteurs , du multiplicateur , par exemple , ce qui donne 7364*5 ; puis on l'écrit au-dessous du multiplicande , de manière que le chiffre 5 de ses unités soit sous le chiffre des dix^ millièmes du multiplicande ; alors le chiffre de ses dixièmes est nécessairement placé sous le chiffre des millièmes au multiplicande ; le chiffre de ses centièmes sous le chiffre des centièmes, et ainsi de suite. Quant aux chiffres de ses dixaines ,
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centaines f etc , 8*11 eu avait, ik seraient nécesiairemént
placés sous les chiiFres des cent - millièmes , millionièmes du multiplicande.
ISxk ttn mot, clia<}iie chiffre du 34,a53 4S7
multiplicateur est , par cette dis*- 7 564,5
position , placé a«i - dessottà du ,. ^ ,. .„ .
*V--. 1 ^t ■> ^ 1 . 1712673 dix-millièmes.
cttHlFâ dont le produit par celtii „ „
du miiltiplieatefir, donne des dix» ' ^^
milkèmès*
Cela posé, on multiplie d'abord J
par le chiffre 5 du multîplfeatetrr ?
tous les chiffres du multiplicande, ^87 , 1 5o^ à fMUtir du cbiffi^ 4 V^ correspond aâ chiffre 5 , et en négligeant le produit de 67 par 5 , à l'exception des 3 unités de retenue que donne le produit de *6 p«r 5 , et qni expriment des dix- millièmes f puisque ce prodnil ^t 3o cent^millièmes. On obtient ainsi I7iâ673 dixmUiièmes, que l'on écrit an-^ieesous des deux facteurs , après les avoir soulignés.
Pasaant ait chiffre 4 des dixièmes du multiplicateur , on multiplie par ce chiffre, loitt le multiplicande , àv partk du clufire 3, et négligeant le produit de 467 par 4 > à l'exception de Y unité de ii«toniie que donne 4 fois 4> parce que cette nnité exprime encore 1 dix-^millième ; on obtient ainsi 1370 1 3 dû?millièmes , que l'on place au-^dessous du premier produit , de manière quç les derniers chiffres se correspondent , puisqu'ils expriment tous deux des dix^millièmes.
On opère de la même manière par rapport aux autres chiffres du muItiplicateiiKr , en ayant soin de ne commencer la multl* plicatiqntiu^au ch^re du multiplicande^ ^ui est placé immédiatement ait-dessus du chiffre rnultiplicateur que l'on considère , et en ajeiutant seuleméné au produit les retenues que donne le produit du ch^re qui suit celui du multiplicande , auquel on commence Ja multiplication.
Dans la mulfeipHcation par le chiffre 6, on ajoute a au produit de 34, a5 par 6, parce que 6 fois 3 doiment 18 centrtnilUèmes ,
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qui valent presque a diàc-millièmes » et que Ton à déjà négligé plusieurs 'CerU^millièmes.
On obtient ainsi les trois nouveaux produits soBBa^ 1037 et aSg , que Ton place au-dessous des précjédens , de manière que les derniers chil&es se correspondent. .
On fait ensuite la somme de cous ces produits , et il vient 1871504» nombre dont il faut séparer^ par iine virgule, 4 chiffres décimaux , conune exprimant deâ dix^millièmes.
Enfini on barre le dernier chiffre, et Ion trouve 187,160 pour le produit demandé, à 0,001 près.
On peut facilement vérifier ce résultat , en effectuant la multiplication tout entière.
2V. B, On pourrait croire , d'après ce procédé , que , comme on a tenu compte de tous les dix - millièmes que tenferHient les produits partiels , le chiffre des dix^millièmes est lui-même exact : mais on se tromperait , car il est ordinairement trop faible de plusieurs unités. Cela tient à ce que la somme des unités de la colonne des cent ^millièmes peut donner plusieurs unités de retenue. Toutefois , on est bien certain que Terreur ne peut influer sur le chiffre des millièmes ^ puisque, pour que cela fût , il faudrait que la somm*e donnât 10 dix^millièmes de retenue, ce qui ne peut jamais arriver, à moins que l'on n'ait plus de 10 produits partiels , c'est-à-dire, plus de 10 chiffres au multiplicateur. D'ailleurs, cette crainte disparaît tout-4i-fait, si l'on a l'attention d'augmenter d'une unité la retenue dont on tient compte à chaque multiplication partielle f lorsque le second chiffre à droite du produit qui fournit cette retenue, est plus grand que 5.
Un nouvel exemple achèvera d'éclaircir le procédé.
^ Soit proposé d^ obtenir le produit des deux nombres
763,o54o3678(:)56 et fl54}463o57S , à 0,00001 près}
Puisque l'on veut que les cinq premiers chiffres décimaux soient exacts , il faut tenir compte de tous les millionièmes que peuvent donner les produits partiels.
Ainsi ,• après avoir renversé l'ordre des chiffres du multiplicateur ; on le place au-dessous du multiplicande, de manière
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que le chiffre 4 ^^ s^^ unités soit sotts les miUiomèmes da
multiplicande ; les autres cliifires
se placent alord d'eux-mêmes 7^5>o54o3 G78956
dans Tordre prescrit plusliaut , et ^ 5o364>45a
l'on effectue les multipUcationa. i5a6io8o7358 miUionièmei.
A la piremière multiplication , 5g ^ 5 j,^q j gSg
comme le chiffre .9 qui suit le 3o5aai6i47
chiffre 8, auquel doit commen- 3o5aaiGi4
cer l'opération , comme le chiffre ii578Saia
9, dis-je, multiplié par a, donne aa89i6a
18 dix-millionièmes , on retient 38i5q
a millionièmes pour les ajouter SZAi
au produit. 610
Même observation par rapport ■ ■
à la troisième multiplication , et *94»^9>o^4G| à la cinquième ; dans toutes
les antres , on ne retient que les millionièmes fournis immédiatement.
En effectuant l'addition , et séparant six chiffres décimaux vers la droite, puis barrant le dernier chiffre, on obtient 194169*06346 pour le produit, à 0,00001 près.
]>J.B.ll résulte de ces augmentations , faites de temps en lemps , dans les unités de retenue, une espèce de compensation de celles que l'on néglige, et le chiffre iarr^ n'est ordinairemeqt différent du véritable que d'une ou de deux utiités.
106. Il peut arriver que le multiplicande n'ait pas assez de chiffres décimaux ; pour que l'on puisse faire correspondre les chiffres des unités, dixaines, centaines, etc., du multiplicateur, aux chiffres sous lesquels la règle prescrit de les écrire. Dans ce cas , on ajoute à la droite du multiplicande , un nomlwe convenable de zéros.
Soit^ par exemple f à multiplier i8a5,4o37 par .3437, laS, et supposons qu'an demande un produit exact ^ jusqu*aux loooo*' inclusivement.
Comme il faut que le chifffe dcsf. mi4és du. uiultiplioaMn^
i46 «lÉTHjQ^E A«a£ç4«
les dixaines, centaines, etc., i8a5, 4^370000 correspondent aux millionièmes, 631,794^
dix-millionièmes, etc., on ajoute ^cc o '/ , , . 1 j •* j T.- 1- Ob5o8o74oooo cenUmilUèm.
4zerosaladroitedamuItiplican" _« / ,«
de, et il vient i8îâ5^4Q37000o ; gg^ « .
du reste, l'opération se fait J^
comme a 1 ordinaire. or. J
TU
Nous engageons les commen- *,/.r « , , T ob5o8o7
çans a s exercer sur les exenir ' "^
pies de multiplication traitas ^ '
n"^* 100 et 104. 443o48a,g5b3jj
107. EnGn, la méthode précédente est applicable à la multiplication de deux nombres entiers, composés Tun et l'autre d'un assez grand nombre de chiffres , dont on demanderait le produit , à une unité près d'un certain ordre»
Soient , par exemple , les deux nombres 279456 et 89764, dont on veut avoir le produit à un million près ?
Pouir avoir im produit exact jusqu'aux wHiions inclusivement:, il est nécessaire de tenir compte de toutes les centaines de mille ^794^6 que peuvent donner les produits partiels; 4S798 ainsi , l'on écrira d's^bord le multiplicateur 333585 ^ • renv/eri^ ; an-dessous du multiplicande, de q5i5o ^ 7; manière que le chiffre de ses unités soit 1 5g ^
placé sous le chiffre des centaines de mille, ^^
le chiffre de ses dixaines sous le chiflVe des ^
dixaines de mille*, et Ton «flEectuera Topé- \
fatiou , comme il a été dit ci-des^os. On a5o84^ (obtiendra,, p^r ce moyen, ïJ^q'^^ millions pour 1^ produit demandé.
to8. Méthode abrégée pour la division. Il existé aussi pour
la division de deux nombres composés d'un grand nombre de
ébfffres un moyen plus simple que le procédé ordinaire , d*ol>^
tenir le quotient avec un certain degré d'approximation.
' Vous considérerons d'abcM^d* le cas où le dividende et le
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divUeur étant deux nombres entier^, on voudrait obtenir le quotient , à moins d^une unité seulement. Il sera . ensuite facile d'en déduire le cas de deux fractions décimale9.
La méthode que nous allons exposer est fondée sur ce que, dans le procédé ordinaire de la division^ chacun des chiflPres M
du quotient s'obtient , en ne divisant que les deux ou trois premiers chiffres du dividende partiel que Ton considère^ par le ' premier ou les deux premiers chiffres du diviseur. Ainsi , Ton sera certain d*avoir les véritables chiffres du quotient^ si Ton opère de manière à conserver les deux ou trois premiers chiffres de chaque dividende partiel. Or, voici en quoi consiste le procédé :
Supprimez sur la droite du dividende , autant de chiffres , MOINS UN, qviil y en a dans le diviseur ; faites ensuite la division de la partie à gauche par le diviseur , comme à [ordinaire; s'il ny a point de reste , vous mettrez à la suite du quotient autant de zéros que vous avez supprimé de chiffres dans le dividende; mais s il y a un reste ^ vous continuerez de le diviser , non pas par le même diviseur qu auparavant , ce qui nest plus possible ^ mais par le diviseur dont vous aurez supprimé le dernier chiffre à droite ; toutefois ,^ dans la multiplication du nouveau diviseur par le chiffre obtenu au quotient ^ vous aurez soin à* ajouter la retenue que donne le produit du chiffre supprimé , par le chiffre du quotient. Après cette division , i)ous diviserez le nouveau reste par le diviseur pré-* cèdent , dont vous supprimerez encore le dernier chiffre sur la droite (même observation que tout à Theure, dans la multiplication du nouveau diviseur par le chiffre du quotient). Enfin , vous continuerez ainsi de diviser^ en supprimant à chaque division y un chiffre sur la droite du diviseur.
Pour nous rendre compte de ce procédé , nous allons prendre ^ un exemple assez simple, et 1« traiter d'abord par le procédé ordinaire , ensuite d'après celui qui vient d'être énoncé.
MÉTHODE ABRÉGÉE
Soit à diviser 43o4568fi6 par 5683.
"ai
La division à* gâucbe est faite d'après Te procédé ordinaire , et il est inutile de s'y arrêter ; occupons-nous seulement de \a seconde. Conformément à la règle , on sépare 3 chiffres à la droite du dividende, puisqu*il j en a 4 dans ïe diviseur , et Ton divise la partie à gaucbe^ 4^04^6 par 5683, comme à l'ordinaire I ce qui donne pour quotient 76 , et pour reste 4^31 .
Cela posé, on supprime le dernier chiffre 3 du diviseur , et l'on divise 4^^^ P^f ^6^4 ce qui donne pour quotient 7; on tnultiplie 568 par 7, en ajoutant au produit les â unités de retenue que fournit le produit ai , du chiffre supprimé, par 7, et Ton retranche le produit ^ de 4^31 ; il vient a53 pour reste.
Supprimant le chiffre 8 , dans le dernier diviseur , et divisant a53 par 56 , on obtient pour quotient 4* Multipliant 56 par 4 et ajoutant au produit les S unités qui proviennent de la multiplication du chiffre supprimé, par 4, il viept, après la soustraction de ce produit , le reste 526.
Si; après avoir supprimé le dernier chiffre de 56, ce qui donne 5 , on divise a6 par 5 , il vient pour quotient 5 ; mais observons qu*il faut, pour que ce quotient soit exact, qu*on puisse retrancher de â6 le produit de' 5 par 5 , augmenté des 3 unités que donne le produit du chiffre supprimé^ 6, par 5; comme cela ne se peut, on diminue le quotient d'une unité , et il vient 4 pour le véritable chiffre des unités.
En comparant les deux opérations ci-dessus ', il est facile de reconnaître que les deux ou trois premiers chiffres sont les mêmes dans chaque division partielle^ et que par conséquent^
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les cbiffres an quotient doivent étr6 les mêmes dans l'une «t Fautre^ mais il faut ayoir bien soin de reporter les unités de retenue provenant de la multiplication du chiffre supprimé, par le quotient obtenu. Autrement , on parviendrait à des restes trop forts ^ qui donneraient alors au quotient des chiffres plus grands que les véritables.
Prenons , pour second exemple ,' les deux nombres, , 54034705678904s et 2786459-
^^Sà^Fii
Après avoir séparé 6 chiffres à droite dans le dividende ^ on divise la partie à gauche par le diviseur tout entier, ce qui donne le premier quotient 193^ et le reste 2560469.
On sépare ensuite le dernier chiffre 9 du diviseur , et l'on divise le reste par 278645 ; on obtient le quotient 9 , et le nouveau reste 52656 que l'on divise ensuite par 27864; il vient pour nouveau quotient 1 ; mais au lieu de retrancher ayiG 4 , on retranche 27866^ parce que le dernier chiffre supprimé est 5; il reste 2479^*
On opère sur ce reste et sur les suivaos, d'après la règle prescrite; à l'avant dernière opération ^ on parvient au reste 21 » qui , divisé par 2 , donnerait au moins le quotient . 9 , mais si l'on a égard au dernier chiffre supprimé, il est aisé de recott-
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naître que Ton ne peut mettre que 7 au quotient^ ptiUqUf 8 fois 3 ou iG, augmenté de 6 unités de retenue^ provenant de la mnltiplicatton de 7 par 8, feraient aâ«
N. B. Si 9 an commencement de l'opération , lorsqu'on a ânpprimé sur la droite du dividende les chiffres que la règle prescrit y la partie à gauche ne contient pas le diviienr , on sup^ prime tout desuite autant de chiffres^ dans le diviseur^ qu'il est nécessaire ; pour que le nouveau diviseur soit contenu dans celte partie à gauche.
Soit à diviser 3c564897 par 673S4.
Après avoir séparé les quatre derniers 3o5Ç] 4^97 ^"^^fi^ chiffres à droite dans le dividende , la jg partie à gauche 3o56, ne contient pas le — ^ diviseur; mais en supprimant les deux £r derniers chiffres du diviseur, il vient ^
673 ; et l'on effectue l'opération d'après la marche indiquée.
109. Nous pouvons maintenant établir le procédé qui con-^ vient au cas où , les deux nombres étant des fractions décimales, on demande le quotient avec un certain degré d'approximation, par exemple, à moins d'un millième, dix-millième, etc.
Commencez d'abord par ramener la division à celle de deux nombres entiers ^ diaprés la règle du n^ 87; ajoutez ensuite à la droite du dividende , autant de zéros que vous voulez avoir déchiffres décimaux au quotient ; faites la division diaprés la règle ci^essùs; vous obtenez ainsi le quotient, à une unité près. Séparez enfin vers la droite du quotient le nombre de chiffres décimaux demandé.
Premier exemple. On demande, à moins de 0,001 , le quotient de la division de 1 d34, 669 por 117,35694?
Je commence ( n* 87 ) par ajouter a zéros i la droite da dividende, ce qui me donne 123456900 à diviser par S735894* Eamite, comnoia on me démoule trois chiffres décimaux au
quotient, j'écris 3 nouveaioc stéros à la droite du dividende; c'eat^^re, que je divise ia345â90oooo par 27358941 et je cherche le quotient, à une unité près.
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Je trouve 45 124; m.aia^ comme en ajoutant 3 nouveaux z^rç^ à la droite du dividende» je Tai rendu 10Q& foia trop grand ^Jl faut^ pour ramener le quotient à sa juste valeur , que je sép^f^ 3 chiffres décimaux sur la droite , ce qui mt donne^ 4^fi^4 P9^^ le quotient denjandé. . ..
Second exemple. On veut avoir ^ à o^oooi près , UquotienJ^ de 229 ,4703568 divisé par 7>55g4 •
Comme il faudrait d'abord, en yertu de la règle n^ 87^ ajouter 3 zéros à la droite du diviseur » et ensuite en ajouter J^ à la droite du dividende ^ tout se réduit à en ajouter un seul^ à la droitç de celui-^ci» c'est- àrdîre, à diviser 22947036680 pac^ 73594. . / "
ii294^o3 1 56«o J 7fjif»
86dgâ
ot I tWm
BgSo
On trouve ainsi pour résultat , 3i i8o5 j donc 3i ,i8o5 est le quotient demandé.
Quoique cette méthode soit réellement plus simple que le procédé ordinaire de la division , Ton doit néanmoins en faire rarement usage, parce qu'il faut avouer que la détermination du dernier chiffre laiase quelquefois une incertitude d'une ou de deux unités sur sa véritable valeur. Elle n'est pas , k beaucoup
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pris , antti commode que U méthode abrégée pour la multiplication^ qui n'offre d'ailleurs aucun inconvénient dans la pratique j aussi « cette dernière est-elle plus fréquemment employée.
110. Conclusion générale. Cette première partie de notre Ouvrage renferme tout ce qui constitue l'Arithmétique élémentaire, dont le principal objet était l'exposition et le développement des procédés k suivre pour effectuer sur les nombres toutes les opérations possibles. Ces opérations sont au nombre de quatre fondamentales, V'additionf la! soustraction ^'\sl multiplication et la division. Toutes les autres > telles que la réduction des fractions k leur plus simple expression, leur réduction au même dénominateur, la conversion d'une fraction
ordinaire en fraction décimale, etc , ne sont que des
combinaisons de celles que nous venons de citer.
n existe deux autres espèces d'opérations arithmétiques dont nous n'avons point encore parlé, parce que, pour être développées d'une manière complète , elles exigexit quelques notions ^^ Algèbre; ce sont Information des puissances et P extraction iès racines des nombres. Nous en ferons Tobjet du sixième chapitre.
Dans le cinquième, nous nous proposons d'envisager les nombres d'une maniée générale et indépendante de tout système de numération, et de faire ressortir les propriétés qui conviennent i tel ou tel système en particulier; ce sera, en quelque sorte , VArUhmétique généralisée*
CHAPITRE V
Propriétés générales des Nombres.
iii« IjsTRODXTCTJONi Avant de pénétrer davantage dans la science des nombres , et pour en découvrir plus facilement de nouvelles propriétés ^ il est indispensable d*emprunter à TAlgèbre quelques-uns de ses matériaux y tels que les lettres et les signes^ à Taide desquels on indiqne d*une manière générale et abrégée les opérations et les raisonnemens que comporte la résolution d'une question.
Ces élémens sont au nombre de dix principaux , que nous allons &ire connaître successivement.
1^ Les lettres qa*oa emploie à la place des chiffres, pour représenter les Nombres \ leur psage offre à la fois une écriture plus concise et pTus générale que celui des chiffres; il fait mieux ressortir l'existence de telle ou telle propriété, par rapport à une ou plusieurs 'èlassei de nombres.
2^« Le signe +> ^ont on se sert pour marquer l'addition de deux ou plusieurs nombres ,' et qui s'énonce plus.
Ainsi « 45 + â3 s'énonce 4^ pl^^ ^^ » ou 45 augmenté de aS; de même , a + ^ +> <^ s'énoi^çe a plus b plus c > .ou le nombre désigné par a , augmenté du nombre exprimé par b et du nombre exprimé par c.
t54 ifOTfaw
3"*. Le oigne — qui s'énonce moins, et dont on Fait uMge pour marquer la «oustraction de deux nombres l'un de l'autre.
Ainsi , 73 -— 49 s'énonce /S moins 49 1 ou 73 diminué de 49 > ou bien encore , la différence de 73 à 49 > ^^ "^ ^ s'énonce a moins b.
4^. Le signe de la multiplication , qui est X > ou uti point que l'on place entre deux nombres , et qui s'énonce multiplié par.
Ainsi ^ 22g X35 ou ag.SS s^énoncë ib$ multiplié par 35 ^ ou le produit de sg par 35 ; a X 6 ou a.b s'énonce a multiplié par 6.
N. B, Lorsque les nombres dont il faut indiquer la multiplication , sont exprimés par des lettres , on convient encore de les écrire les uns à la suite des autres , sans interposition de signe ; ainsi ^ ab signifie encore a multiplié par bé Mais il est bien enteâdu qtie la notation ab tie peut êti^ «m^ ployée que lorgne les nolnbres sont désignés par dei lettres ; car , si Yoii voulait , par exemple , représehter le produit de 5 par 6 , et que Ton écrivît 56 , on confondrait cette notation avec le nombre tinquante^six. Dans ce eas , il est indispensable d'employer le èîgnè ^ an un point , et Toii écrit & X • ou 5.6.
5*". Le 8ign« de la division, qtii se éômpose de deu^ pôiâts ': , que l'on place entre le dividende et lé dWîseur; ou bien encore, d'une barTè •«- | àunleseut et au-desBOiie do laquelle o» plice
le dividende et le diviseur. Ainsi , a^^ t 6 ou ^ s'énonce a4 ^*visé par S, ou te quotient de a4 par 6. De même , a ib oq ^ g
s'énonce a divisé par b, La notation nr est la plus usitée*
6*. Là éôéfficfent, éîgnè que Pon etiiploîe lorsqu*tfn nombre , désigné par une lettre ^ doit être ajouté i Inî « même plusieutif fois. Ainéi, au Ire» d'écrire a+û+A+û + tf , qui représente le nombre a ajouté quatre fois à lui-même , on écrit ha. De
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même, lia représente a ajouté à liii-«iême lo fois ^ \%Lab exprime le produit de a par b , ajouté 1 1 fois à lui-même.
Le confident est le nombre particulier^ écrit à la gauche d*ua autre désigné par une ou plusieurs lettres , et qui mmque le nombre de fois ^ plus UN, que ce nombre est ajouté à lui ^.même.
7^. L'exposant j signe dont oa se sert lorsqu'un nombre ^ désigné par une lettre , est multiplié plusieurs fois par luimâme. Ainsi , au lieu d'écrire aXaXaXaXa ou aaaaa , on écrit plus simplement a', qui signifie a multiplié J^fois par lui-même; ïfi signifie b multiplié 5 fois par lui-même*
Lexposant est un nombre écrit à la droite et un peu au^ dessus d^une lettre; il marqué combien de fois , plus Une, le nombre désigné par la lettre, doit être multiplié par lui'mêfnê^ ou combien dé fois cette lettre est facteur dans un produit*
On appelle puissance , le résultat de la multiplication d*un nombre plusieurs fois par lui-même , et degré de la puissance, F exposant f c'est-à-dire , le nombre de fois , PLUS UN, que ce nombre doit être «multiplié par lui-même.
Ainsi , a^ s'énonce encore a élevé à la 5* ptiissancô > ou d 5* puissance; i* s'énonce, & 6* puîssatice.
8**. Le signe {/, dont on fait précéder uti nombre , lorsqu'on Yèut indiquer que Ton a à extraire de ce nonîbrô une racine
d'un certain degré. Ainsi, y a s'énonce racine troisième de a , j/b s'énonce racine quatrième de b.
On appelle racine 2«, 3'^ 4% d*un nombre , un second
noxnbre qui, élevé à la a* , 3^, 4^, puissance, peut
produire le premier nombre. Ainsi , 3 est la racine ù,* de g , parce que 3 fois 3 font q *, 7 est la ràfcine a* de 49 > parce que 7 fois 7 font 4d > 4 ^s* l* racine 5* de 64 • parce que 4 fois 4 font 16 , et que 4 fois 16 font 64*
Les racines !t® et 3^'appellent encore raciftéi carrée et eu-bique*
Lorsqu'on veut indiquer une simple extractioti de riactâë carrée ou û*, on écrit seulement devant lé tïôtùhre le rfgnè (/ , sans placer àacuh nombre en dedans du iigAe-, ainsi , \/a ^* gnifie racine carrée 6u â* de a.
ibS NOTIONS SUR LES SfGNES ALCtBRIQUES.
9^. Le signe au moyen duquel on exprime que deux quantités sont égales. Ce signe est :=:, et s*énonce est égal à, ou simplement égale. Ainsi , a=zb signifie a est égal à 6 ^ ou a égale b.
Pour exprimer brièvement que la différence de 36 à a5 est égale à 1 1 1 on écrit 36 — a5 = 1 1 ; c'est-à-dire 36 moins sl5 égale 11.
Les ' expressions a==&^ 36 — a5=ii se nomment des égalités; la partie à gauche du signe = , 6*appelle premier membre ; et la partie à droite, second membre.
10**. Le signe d'inégalité ^ » dont on se sert pour exprimer qu'une quantité est plus grande ou plus petite quune .autre. Ainsi I a ^ & , signifie a plus grand que b; a<^b , signifie a plus petit que b; c'est-à-dire ^ que l'ouverture du signe doit toujours être tournée du côté de la plus grande quantité.
iii2. Pour donner une idée de l'emploi de ces diflPérens signes, et de la simplicité du langage algébrique , faisons quelques applications.
Supposons d'abord que l'on veuille exprimer qu'un nombre représenté par a doit être multiplié 3 fois par lui-même, que le produit résultant doit être multiplié 3 fois de suite par b, et qu'enfin le nouveau produit doit être multiplié a fois de suite par c ; on écrira simplement a^b^c^.
Veut -on exprimer qu'il faut ajouter ce dernier résultat 6 fois à lui-même , ou le multiplier par 7 ? on écrira ja^b^c\
De même ,- 6a^3* est l'expression abrégée de 6 fois le produit de la 5* puissance de a par la seconde puissance de b.
Sa ^— 5b est l'expression abrégée de la différence entre le triple de a et le quintuple de b.
2a^ — - 5ab «f* 4^^ est l'expression abr^ée du double du carré de a , diminué du triple produit de a par 6 , et augmenté da quadruple du carré de b.
On appelle monçTne on quantité à un seul terme, ou simplement te,rme^ une quantité algébrique qui n'est réunie à aucune autre par le signe de l'addition, ou de la soustraction ;
NOTIONS SUR LES OPÉRATIONS ALGEBRIQUES
-^t polynôme ou quantité à plusieurs termes , une eicpression algébrique composée de plusieurs parties séparées par les signes + et — ; ainsi , 5a , 5a*, ya^b^ sont des monoo^es ; 3a— 5i, Qa^^^3ab+4^^ sont des polynômes ; la première de ces deux expressions est dite un binôme y parce qu'elle a dexix termes ; la seconde , un trinôme ^ parce qu'elle en a trois , etc....
1 13. Voyons maintenant comment on peut effectuer sur des quantités exprimées algébriquement, les opérations fondamentales de l'Arithmétique , en nous bornant toutefois aux ca» les plus simpres , ceux sur lesquels nous, aurons à nous appujTer dans la suite de ce Traité.
Addition. Pour ajouter les deux nombres a et 6 , on écrit simplement a-f-fr. De même , a-|- 6 -|-c indique l'addition de» nombres a, 6, c ; cela résulté des notations convenues.De même, a — 6 et C'^'d'^f 9i]o\iXé% ensemble, forment la quantité unique a — 6 -|-c + rf"— /*•
Si Ton avait a— & et 6— c à ajo;iter, on écrirait a— 6+6 — c; mais comme^ d'une part>& est soustrait, et que de Tautre, il est ajouté) il s'ensuit que ces deux opérations, se compensent, et que l'expression se réduit k a'—'C \ c'est ce qu'on appelle en Algèbre , opérer la réduction des termes semblables.
1 14* Soustraction. Pour soustraire 6 de a , on écrira a^** b. De vAème ^ si l'on avait c à soustraire de a-— 6, on .écrirait a — i •— r.
Mais; soit à soustraire l'expression c-^dàe l'expression a-»6; on pourra d'abord indiquer la soustraction de cette manière ,. IX — 6 — (c *- d), en écrivant entre deux parenthèses la seconde quantité c — à , et la faisant précéder du signe — . Mais si l'oa veut réduire le résultat à un seul polynôme, voici comment il faut raisonner : «
Si l'on avait c tout entier à retrancher de <i— & , il viendrait pour résultat, a— '6— t ; or, comme ce n'est pas c, mais bien c diminué de d qu'il faut soustraire , le résultat a — > 6 — - c est trop faible du nombre d'unités qui se trouvent dans d-, ainsi ^ on ramènera le résultat à sa juste valeur , en ajoutant d à o — J,— c, etil viendra a — 6 — c-f^d.
|5(^ HOTIOUS ÉIÉMÈIITAIRBS •
Ce8t«â-dlr« qvk^fpoursatutrmre un potymomë d'un autre ^ il faut écrifB le second à la suite du premier, uvec des signes eontraires à ceux dont il était affecté.
On trontera d*aprè» cette règle , et par des raiseAneBien»
analogues ,
5a— (ai— 3c) =i: 3a — uft + 3c, 5a— 4i_(6d— /+^) = 5a — 46 — G^Z+Z— ^.
1 )5. MuttiplicatioH, Soit à mnltiplier a4 par 6^?
On écrira a^ X &^> ou simplement o^bK ^
Mais si Ton a a^ à multiplier par a' , on observera que le Q0nibre a étant 5 fois faetear dans le mnltiplicande ,^ et 3 fois facteur dans le multiplicateur , doit être 5+3, ou 8 fois facteur dans le produit; ainsi, l'on aa^ Xà* = a^; c'est-à-dire que, hrsque la lettre est la même dans les deux facteurs de la multiplication , on V écrit une seule fois e/ on lui donne pour exposaiU^ lasonune des exposons des deux facteurs. On trouverait de mâitte a*6' X a*i^ = a^b^.
Soit maintenant a-^b à multiplier par c ?
On peut d'abord indiquer le produit de .cette inanière^ (a — b) c.
Mais si l'on veut obtenir un seul polynôme, on remarque que, multiplier a-^& par c revient (n® ûj) à multiplier c par a'-^b, c'est-à-dire, à prendre c autant de fois qu'il y a d'unités dans a diminué de &; si donc, on multiplie d'abord c para tout entier , oe^qui donne ca ou oc , le produit est trop fort de celui de c par 6 , ou de bc\ ainsi, il faut retrancher bc de ac, et l'on obtient ac^^bc pour le produit demandé.
C'est-à-dire que (a— J)c=cc— &c.
Soit encore a — b à multiplier par c— d?
Le produit peut d'abord s'indiquer ainsi : (a— i) (c^-^^Q.
Mais pour obtenir un seul polynôme , on commence par mul<* plier a— & par c, oe qui donne ac*^^} et l'on observe ensuite » que ce n'est pas par c tout entier que l'on avait à mnltiplier a^— &, mais bien par c diminué de d.
Ainsi , Iç produit ae-^bo est trop fort du produit dé a *— &
SUR LES Of^RATIONS ALGÉBRIQU£;S. 169
par d, c^est-à-dîre , de a^^bd.Ik>nc , pour ramener le produit Àsa joate valeur, il faut retrancher ad^^bd de ao-^bc\ ce qui donne , d'après la règle de la soustraction, ac*»-^C'-^ad'^ê.
Pour effectuer la multiplication de deux binômes , multipliez successivement chacun des termes du multiplicande par chacun des term^ du multiplicateur, en observant cette règle par rap^ port aux signes : si les deux termes du multiplicande et du multiplicateur sont tous les deux affectés du même signe ^ leur produit est affecté du signe +; mai^ s^ils sont affectés de signes différens, Surproduit ^st affecté du signe —,
On trouvera, d'après cette règle, que (a-f-i) (c — cf)=: ac -f- bc-^ad-^ bd ; (a — i) (c + rf) 5=flc — * Je + ad'^bd,
1 1 6, Division. Nous ne considérerons qu'un seul cas de cette opération. C'est celui de detxx monômes composésiiera même lettre.
Soit df à diviser par a^ ?
On peut d'abord indiquer le quotient de cette manière -^
cr
ou a^ l a'. Mais observons que , comme a^ est un produit dont à' et le quotient sont les deux facteurs , l'exposant 7 du dividende doit être (n*' 11 5) égal à la somme de l'exposant 3 du diviseur et de l'exposant inconnu du quotient; donc réciproquement , celui-<i est égal à la différence entre l'exposant du divi" d^nde ei PexposanP du diviseur , c'es^ir^lire , à.7 -^ 3 ou à i^
Ainsi, -^ = a*; en eiFet , a* X a* = o^.
h^ c^ On trouvera de même -rj- sa i*; -§- =aa c* ou c ; . • • ,
Les autres cas de la division sont inutiles à considérer, pour l'objet que nous nous proposona.
Telles sont les seules notions sur l'Algèbre dont nous aurons à faire usage dans le cinquième chapitre et les suivans.
1 17. Pour faire ressortir dès à présent les avantages que Ton peut retirer de l'emploi des lettres pour représenter les nonibres^ nous résoudrons les deux questions suivantes :
1 6o APPLICATIONS
1". Quel changement produit^on dans une fraction, en ajoutant un même nombre à ses deux termes (cette question a déjà été traitée n^ 46) ? .
Désignons par t la fraction proposée , et par m le nombre que Ton ajoute aux deux termes a et i de cette fraction ; ce qui donne la nouvelle fraction •—- — .
Pour comparer ces deux fractions > réduisons-les an même
dénominateur; il vient pour la première fraction, —r: — 1 9 et
pour la seconde ^ S -tt"* ^" ^^®" > efFectaant les calculs
« .1 1 1 j « c tth + om ^ ab+bm d après la règle du n» ii5, 3^-^^- et j^^-.
Or, les deux numérateurs ab^aniet ab + bm ont une partie commuue ab > et la partie bm du second numérateur est plus grande que la partie am du premier^ puisque l'on a&^a. Doncaussi^ la seconde fraction est plus grande que la première. Ainsi ^ Con augmente la valeur dune fraction ^ en ajoutant un même nombre à ses deux termes.
On voit d*ailleurS; par le raisonnement précédent , qu'il faut
que T soit une fraction proprement dite , ou que l'on ait a •< fr ,
ponrque la proposition soit vraie; si, au contraire, on avait a'^b , la proposition aurait lieu dans un ordre inverse , puid^ qu*aIors on aurait ab -|- bm ^ab + am.
N. B. Ce moyen de démonstration y rigoureux et général » tant que les nombres sont désignés par des lettres^ cesserait deFêtre, si Ton venait à opérer sur des nombres particuliers.
Par exemple , que l'on ait la fraction — , et qu*on ajoute
i5 3 unités i leh deux termes . il vient — .
ao
Réduisant ces deux fractions au même dénominateur , on obtient, pour la première, 5^ , et pour la seconde, 5-^.
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On voit bien ici, que la seconde fraction est plus grande que la première ; mais rien ne prouve que ce qui a lieu dans cet exemple particulier , aurait également lieu dans tout autre.
La démonstration exposée n^ 4^ ^s^> d'après la nature de ses
raisonnemens , aussi générale que celle qui vient d'être don-
née ; mais celle-ci , quoique moins élégante peut - être , a
l'avantage d'être plus concise. La voici réduite à ses moindres
termes :
a a "^ m / Soient r et , , ^ les deux fractions que Fon veut contr- D D+m
parer.
Réduisons-les au même dénominateur; il vient , ' , , — et
•z — ^ , ; or , par hypothèse , on a a < ^ , d'où am < bm ;
donc , ab + am <^ ai + bm \ ainsi , la seconde fraction est plus grande que la première.
a*». On demande le produit de la somme de deux nombre multipliée par ht différence de ces mêmes nombre^?
Soient a et b les deux nombres proposés ; leur somme sera exprimée par a. + h, et ^ leur différence par a — b. , , . , ;
Or; si l'on effectue la multiplication de a-f ipar a — fr, d'après les ihglep du n° ii5, il vient pour produis û*-raî + .a6i— 6*, ou, omettant les deux termes — ab^y+ab qui 3e détri?isejçit , a*~t*-, dope. ,., (a.+i) (^a—b)z^a^^b\ '\ ;' ^IZ^,^^^, .
Ce qui prouve que la somme de deux nombres quelconques multipliée par leur différence, donne .toujours pom. produit la différence de Murs carrés ou secondes puissance . .^ ^ ^ .
Exemple. Soient les deux nombres vl5 et 12; leur sojHjne est 37 , et leur différence i3 j multipliant Sy par .i3, on a pour
produit 48 !•
D'un autre côté , ûS X ^5 donne ^ GaB ; i 2 X 1 2 donne 1 44 ^
d où. . . . (a5)*~(ia)»=48i.
Donc (a5+ ia)(25— is) = (aS)^— (lay.
Ces derniers raisonnemens ne sont qu'une vérification de la propriété sur deux nombres particuliers, tandis que ceux qui
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précédent^ forment une démonstration rigoureuse et générale, en tant que les nombres ont été désignés par des lettres.
Ces questions suffisent pour mettre lés comïniençans en état d'apprécier les avantages qui résultent de l'emploi des lettres , pour représenter les nombres. Par leur usage, non-seulement on rend les raisonnemens plus généraux et souvent plus concis, mais encore on conserve la trace des opérations à eS^ectuer sur les nombres qui font partie de l'énoncé de la question^ et qui ne peuvent ainsi ^e. fondre les uns dans les autres, comme lorsqu'on opère sur des nombres particuliers. '
Ces notions étaot établies, nous allons revenir sur no9 pas, c'est-à-dire , reprendra quelques-uns des objets traités dans la première partie , pour les approfondir davantage; nous parviendrons ainsià de nouvelles propriétés , et à des moyens de modiGer ou de simplifier les procédés des diverses opérations de l'Arithmétique.
.^J**^. Théorie des différons ^systèmes de nunulrqtion.
1 18. Nous avons vu (n* 5) comment, à.l'aMé de dix caractères bu chiffres , on parvient à représenter tous les nombres > en partant de ce principe de convention, que tout ckiflEre placé à la gauche d'un autre, exprime des unités dix fois plus grandes que celles de cet autre chiffre. Nous nous proposons maîntétiànt de faire voir qu'on peut également écrire tous les nombres avec plus ou moins de dix caractères , pourvu quMl y en ah au moins deux dont le zéro fasse partie.
Oriâ^ppelle, en général, base d'un système de numération » le nombre d'es chiffres qu'on emploie. Le système où l'on fait usagé de deux bhiffres , se nomme système binaire, celui où l'on en considère trois, système ternaire, etc.
Dans tout système de numération analogue au système déci«* mal , on convient que tout chiffre placé à la gauche d*un autre exprime des unités autant de fois plus grandes , par rapport à celles decet autre chijfre, qu il y a d'unités dans'LX "Base, cest' à'dire, dans le nombre des chiffres du système. Ainsi, dans le système binaire , chaque chîffre acquiert une vale^ir de deujc: eo
DES SYSTEMES DE NUMÉRATION. i63
deux fois plus f rande , à mesure qa'on l'avance d'un y de deux, trois... rangs vers la gauche; dans le système ternaire , la valeur d*un chiffre est de trois en trois fois plus grande; et, en général , dans un système dont la base est 6, chaque chiffre acquiert une valeur de & en 6 fois plus grande.
Lorsqu'un nombre est écrit dans le système dont la base est i, le premier chiffre à droite exprime les unités du premier ordre y le chiffre immédiatement à gauche^ les unités du second ordre y le chiffre à gauche de ces deu»-I& y les unités du troisième ordre ^ et ainsi de suite. Il faut b unités du premier ordre pour former l'unité du second ordre , b unités du second ordre pour former l'unité du troisième ordre, etc;
1 ig. Ceci bien entendu , passons à la manière d*exprimer en chiffres un nombre entier, quel que soit le systèmequ'on adopte. Pour fixer les idées, nous considérerons le système septénaire y ou le système dans lequel on emploie sept chiffres* Les mêmes raisonnemens pourront s'appliquer ensuite à un tout antre système.
Les caractères du système septénaire sont 1,2, 3, 4> ^> 6, o, dont les six premiers expriment les six premiers nombres.
Ajoutant l'unité à six y on forme le nombre sept y ou l'unité dn second ordre, qui, d'après le principe énoncé ci-dèssus , peut s'exprimer par 10, puisque le o n'ayant aucune valeur par lui-même, fait exprimer au chîSrë 1 , qui est à^a'gauche, ^epf unités simples. '
Mettant successivement tons les chiffres du système à la première et à la deuxième place,. on ibrâler'a évidemment tous les noiubt^s consécutifs, compris depuis se/^i^ ou 16, jûsqu'aii nombre exprimé par 66i • ': ■ ». . •
Ce nombre étant écrit,, si on* lui' afdutë une nouvelle unité, il en résultera ^ix unités du «tecoiid ordre plus sept unités 8d premier ordre, c'est-à-dire, ^epf'tinlté^du second otcfre, ou ima seule unité du troisième ordre, qui pourra s'exp^mer par 100*.
Mettant successivement à la première , seconde et friodslème place 9 les différens chiffres du système, on formera touè les nombres consécutifs, compris depuis 100 jusqu'au nombre exprimé par 666.
lS4 * THÉORIE GÉNÉR;kLE
Raisonnant sur ce dernier nombre comme Rir G6 , on parviendra d'abord à l'unité du 4"* ordre, qui s'exprimera par looo; puis on obtiendra successivement tous les nombres consécutifs^ compris depuis lOoo jusqu'au nombre exprimé par 666G *, et ainsi de suite à Tinfini.
D'où l'on voit que tous les nombres entiers possibles sont susceptibles d'être écrits dans ce système.
Quel que soit le système adopté^ les unités dediiFérena or-* dressontrespectivementreprésentéespari, lo, loo^ ]ooo, loooo, comme dans le système décimal.
lâo. N. B. Nous avons dit , n^ 1 18 , que le chiiFre o était un caractère indispensable dans tout système analogue au système décimal , c'^st-à-dire, dans un sybtème où la valeur relative 'd'un chiffre dépend du rang qu'il occupe à la gauche de plusieurs tutres. A la rigueur, on pourrait s'en passer; mais le système serait moins régulier , comme nous allons le voir.
Soit proposé, par exemple, d'établir le système ternaire^ en adoptant les trois chiffres signiEcatifs 1 , a, 3.
Les trois premiers nombres seraient d'abord exprimés par ces chiffres.
Pour représenter i/uatref cinq et six^W suHirait d'écrire 11,
Pour exprimer sept^ huit , neuf, dix , onze , douze , on écrirait 221 ^ aa, sS , 3i , 52, 33.
De même m, lid, ii3, 121, lan, iq3, exprimevaientire/ze , quatorze , quinze , seize , dix^sept^ dix-huit.
Il A est pas nécessaire d'aller plus loin, pour sentir les incon-véniens de ce système. Son principal défaut consiste en ce que des i^iités d*un même ordre sent exprimées d'une manière dilFér/epte. Ainsi ^ dans i3 et 83 > le ohifire 3 exprime une unité du second croire > comme les dhiffres t et 9 qui sont à sa gauche^ Dans , i;^3 , l'ensembk des chiffres , a3 exprime neuf ou l'unité ^p trpUième ordre > ainsi que le chiffre 1 qui est à la gauche de ces,deux-*là.
£n faisant usage du chiffre o , ii suflit de déterminer les nom* bres d'unités de différens ordres qui entrent dans le nombre
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proposé, et d'écrire les uns à la gauche des autres, les chiffres qui expriment ces nombres.
121. L'accord parfait qui existe entre la nomenclature des nombres et la manière de les écrire en chiffres dans le système décimal 9 permet de les exprimer facilement et, pour ainsi dire, sous la dictée en langage ordinaire. Mais il n'en est pas de même des autres systèmes qui ne présentent aucune connexion avec la nomenclature actuelle.
Que Von propose , par exemple , décrire le nombre trois CENT SOIXANTE-NEUF dans le système septénaire ? II est difficile de reconnaître à priori quels sont les chiffres propres à exprimer les unités du premier, second, troisième.... ordre qu'il renferme. Or, comme ce nombre, écrit en chiffres dans le système décimal , revient â 869 , il s'ensuit que cette question dépend de la suivante , qui est beaucoup plus générale: Un nom^ bre étant énoncé en langage ordinaire^ ou écrit dans le système décimaL traduire ce même nombre dans le système dont la base est b.
Pour la résoudre , remarquons que , puisqu'il faut b unités du premier ordre pour former une unité du second ordre , autant de fois le nombre proposé contiendra le nombre b , autant il renfermera d'unités du second ordre du système b ; c'est-à-dire que, si l'on divise ce nombre par ^1 le quotient exprimera de&unités du second ordre, et le reste ^ qui sera nécessairement moindre que h , exprimera les unités du premier ordre , du nombre éerit dans le système dont la base est b.
Se même, puisque b unités du second ordre, dans le système &, forment une unité du troisième ordre dans ce même système, si ron divise le quotient qui exprime des unités du seco^ ordre, par &, le nouveau quotient qu'on obtiendra , exprimera des unités du troisième ordre , et le reste , toujours moindre que b y représentera les unités du second ordre, du nombre écrit dans le système dont la base est b 3 et ainsi de suite.
D*où l'on voit que , pour passer du système décimal au système dont la base est b^il faut : i**. diviser le nombre proposé par la base du nouveau système, écrite dans h système-décimal^
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ce qui donne un reste que Von écrit à part, comme exprimant les unités du premier ordre dans le nouveau système; a**, diviser le quotient obtenuj^par la même base, ce qui donne un second reste qu'on écrit à la gauche du premier, comme expri^ mant les unités du second ordre; Z\ diviser le second quotient par la même base, et écrire le troisième reste qu'on obtient ainsi, à la gauche des deux précédens , parce quil exprime les unités du troisième ordre ; continuer cette série d'opérations jusquà ce qu'on soit parvenu à un quotient moindre que la kase du nouveau système; ce dernier quotient exprime les unité» de Tordre le plus élevé, et s écrit alors à la gauche de tous les restes obtenus successivement.
Appliquons cette règle au nombre ttois cent soixante-neuf ou Sffg , qu'il s'agit de traduire daps le système septénaire.
(io35)
l>iviâant 369 par 7, on a pour quotient Ba, et pour reste 5 qdt Von écrit à part •, ce sont les unités du premier ordre dans le nouveau système.
Divisant 5a par 7, on trouve pour quotient 7, et pour reste 3 qui exprime les unités du second ordre , et qu'on écrit à la gauclie dû chiffre &.
Divisant 7 par 7, on a pour quotient 1 , et o pour reste , ce qui indique qu'il n'y a pas d'unités du troisième ordre ; mais on écrit un o pour en tenir la place.
Enfin, comme le quotient 1 est plus petit que 7, il exprime les unités du quatrième ordre , et le nombre traduit dans le système septénaire revient à ( 1 o35).
On trouverait de même pour le nombre 5347, traduit dans le àystème de huit chîffi-es, 1, a, 3, 4» 5^ ^> 7) ^^ l'ensemble des Nouveaux chiffres (iq543). ^
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Reîïiarque. Il peut arriver que la base du nouveau système «oit plus grande que dix ou celle du système décimal.
Dans ce cas, il y a une légère modification à apportera la règle.
Soit, par exSnple, le nombre 84a3, à traduire dans le système duodécimal, ou dans le système de douze chiffres.
Les chiffres de ce système sont i, a , 3 , 4 > 5, 6, 7, 8, 9 , «, €y o (nous cort venons d'employer les deux lettres grecques ce, C, pour design er^les nombres dix et onze).
84a3'i la oa3 j 701 j 12 1 1 101 1 58
(4ct5C)
La base douze étant exprimée par 1 2 dans le système décimal, on divise 84*^5 par 12, ce qui donne le quotient 701 et le reste 1 1 qui exprime les unités du premier ordre dans le nouveau système. Or, 1 1 écrit dans le système décimal signifie onze, et par conséquent, doit s'exprimer par C dans le système duodécimal. On écrit donc à part , non pas 11, mais Q, comme exprimant le chiffré des unités du premier ordre.
Pareillement , à la troisième division , on obtient pour reste 10 ou dixqm, dans le nouveau système, s'exprime par ot] on écrit donc et à la gauche des deux chiffres déjà trouvés. On ôbtient ainsi (4«5?) pour le nombre proposé , traduit dans le système duodécimal.
122. Réciproquement , un nombre étant écrit dans un système quelconque dont la base est h , on peut se proposer de l'énoncer en lanfçage ordinaire , ou, ce qui relaient au même » de le traduire
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dans le système décimal. Soit en général... • hgfdca, un nombre écrit dans le système de b chiffres j a, c, d^f[,,, exprimant lea unités du premier, deuxième, troisième.... ordre.
Il résulte du principe fondamental établi n^ 1 18, que le chiffre désigné par c exprime des unités b fois plus grandes que s'il était seul \ àonCf sa valeur relative est égale au produit de c par b, et peut se représenter (n^ 111) par c X &> ou simplement, cb. De même le chiffre d exprime des uùités b fois plus grandes que celles du chiffre c; ainsi, sa valeur relative est égale au produit de d par bxb ou par b^^ et peut être exprimée par db'^.
On reconnaîtrait de même que fb^, gb^, hb^^. , sont les va-' leurs relatives des autres chiffres.
Donc enfin , le nombre proposé a pour expression
a+cb + db''+fb^+gb^+hb^+
En donnant à la base b et .aux chiffres a, c, d,f.., des valeurs particulières, on effectuera, dans le système décimal, toutes les opérations arithmétiques indiquées par cette expression , et Ton obtiendra le nombre correspondant à ces données particulières et traduit dans le système décimal.
Soit, pour exemple, le nombre (4^67) écrit dans le système de huit chiffres , à traduire dans le système décimal.
Ce nombre , diaprés l'expression ci-dessus , peut être mis sous
laforme7+6x8 + 3x8*-f4X83.
On a d'abord 7 = 7
et 6x8 = 48
ensuite 8* ou 8 X 8=64 ; donc 3 X 8* = 3 X 64 = 19a
enfin83=64X8=5i2idonc4X83=4X5ia = flo48 .
Faisant l'addition de ces nombres , on trouve aagS
âagS pour la valeur de (4^67) traduit dans le système décimal.
On peut vérifier l'exactitude de cette opération par la règle
dun'iai. 2295)8
Réciproquementi celle-ci peut être vérifiée par la règle actuelle qu'oo énonce de cette manière :
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Formez d abord les diverses puissances de la base b écrite dans le système décimal j multipliez ensuite tous les chiffres
«1 Cy d, f, g, h...,
traduits également dans le système décimal, respectivement par les nombres. 1 , &, fc*, P; i*, ft^. . . ; ajoutez ensuite tous ces produits partiels , et vous aurez le nombre demandé.
Soit encore le nombre (4^5S) écrit dans le système duodécimal (voyez n° lai), qu'il s'agit de traduire dans le système décimal. (Les lettres d et ^expriment les nombres dix et onze^) Ce nombre peut d'abord se mettre sous la forme
ii+5Xia+ioXi2» + 4X la^ Cela posé, on a i^ 11=11
3». ia» = i44; d'où ioXia*= 10x144=1440 4^ ia3= 144x13= 1728; donc4Xi23 =S9j^
Donc (4«5^) équivaut à 84a3 écrit dans le système décimal.
N. B. L'expression a + cb + àb^ +fl}^ + gM + Ai^ +
se nomme ^ en Algèbre, une formule , parce qu'elle renferme, sous une forme concise , le système d'opérations arithmétiques à effectuer sur différens nombres , pour obtenir la réponse à une question générale, et parce qu'on peut en déduire toutes les réponses aux questions de même espèce , dont les énoncés différent seulement par les valeurs numériques des données.
123. Les deux règles précédentes conduisent à une troisième , plus générale, quia pour but défaire passer un nombre, d'un système quelconque dont la base est è, à un autre système dont la base est c :
Faites passer le nombre proposé, du système b au système décimal, diaprés la règle du n° 12a, puis du système décimal au système c, d'après la règle du n® 120. Vous obtiendrez ainsi le résultat demandé.
Proposons-nous , par exemple , de faire passer le nombre (25io4) du système quinaire (ou de cinq chiffres) au système duodécimal.
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On obtient d'abord , pour ce nombre transformé dans le système décimal^ i654; ensuite, pour celui-ci transformé dans le système duodécimal , (£5«).
On vérifierait l'opération ^ en reprenant les transformations dans un ordre inverse.
134. Les procédés pour elFûctuer les quatre opérations fondamentales de r Arithmétique sur. des nombres écrits dans un système quelconque, ne diffèrent pas de ceux qui ont été établis pour le système décimal. Seulement , il faut bien se rappeler la loi qui exbte entre les unités de différens ordres, afin qu'on puisse , au besoin , convertir des unités d'un ordre quelconque en unités de Tordre immédiatement supérieur ou inférieur.
Pour familiariser les commençans avec les^différens systèmes de numération, nous proposerons un exemple de chacune des quatre opérations , exécutées dans le système duodécimal.
Rappelons-nous que , dans ce système , les chiffres sont 1, a, -3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, a, C, o,
ce et C signifient dix et onze.
i^. Soit à ajouter les nombres Zr/o^ , Cag56, 27^^(5 , 4^etS,
D*abord , on trouve pour la somme des unités simples, trente-deux , c'est-à-dire, ^o^et
a douzaines plus 8; on écrit donc 8 au ^2900
rang des unités^ et Ton retient a pour les ^7^<xo
reporter à la colonne des unités du se- 4^aC
cond ordre. 15*678
La somme des unités contenues dans cette seconde colonne est trente-un on a unités du troisième ordre, plus 7 unités du second; on écrit 7, et Ton retient 2 pour les reporter à la colonne suivante.
Agissant de la même manière sur les autres colonnes , on ob^ tient enfin, pour résultat, i5«678.
ce
a^. Soit à soustraire de • 5«too46
Le nombre , , 47^68^
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Comme on ne peut soustraire C ou onze de 6, on emprunte snrle chif&e 4> mie unité qui en vaut douze de l'ordre suivant, ce qui donne dix^huit, et Ton dit: onze de dix-huit ^ il reste 7.
Passant à la soustraction suivante , comme on ne peut soustraire 8 de 3 9 on emprunte une unité sur le premier chiffre significatif à gauche, attendu qu'il y a des zéros. Cette unité en vant douze ou onze plua une » de l'ordre suivant ; celle -pi en Yaut oitse plus une, de l'ordre suivant; enfin, cette dernière en vaut diouze de celles sur lesquelles on opère, et Ton dit douze et 3 font quinze i 8 de quinze y il i^este 7.
Dans les deux soustractions suivantes , on regarde les zéros comme remplacés par des onze (C) , et l'on continue ainsi l'opération jusqu'à la fin; ce qui donne pour rëàultat, 121577. Ce qu'on peut vérifier en faisailt l'addition du plus petit nombre et du reste.
3**. Soii à multiplier 3407*6
par. 5oe68
9a85a8 Nous sommes censé avoir sous les i8o3fo
yeux une table de multiplication 2.94^64
poussée jusqu'à ofize qui est le plus 1 48332
haut chiffre du système. 1 77608828
Cela posé, on multiplie d'abord 3407^ par 8 , et l'on dit : 8 fois et on dixtont quatre-^ingt, ou 6 douzaines et 8 unités du premier ordre; je pose donc 8 et retiens 6. Ensuite, 8 fois 7 font cinquante-six , et 6 de retenue font soixante-deux , ou 5 unités du troisième ordre et 2 unités du second, que je pose au rang de ces unités } et je retiens 5 pour les reporter au produit des unités du troisième ordre. En continuant ainsi l'opération , j'obtiens pour produit partiel^ 228628. Quant aux produits du multiplicande, par les autres chiffres du multiplicateur, on prouverait , par des raisonnemens analogues à ceux qui ont été faits (n° 2 1 ) pour le système décimal, que tout se réduit à multiplier successivement
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le multiplicande par chacun de ces chiffres considérés comme des unités simples , et à écrire ces produits au-dessous du précédent, en les avançant, au fur et à mesure, d'un rang vers la gauche.
Additionnant enfin tous ces produits , on trouve pour le produit total, 177608828.
4°. Vérifions cette opération par la division ; et pour cela , il suffit de diviser le produit obtenu . _„ „ ^ ' ^„
par l'un des facteurs, 5«68, par i776o88a8 | 5«G8_ exemple. '^*o8 J 3407*
Pour obtenir le chiffre des uni- ^^
tés les plus fortes du quotient il ^—
faut prendre les cinq premiers ch'if- °°°°
fres à gauchedu dividende, et diviser .77G0 par 5-68. Pour cela Ion cherche en ,7 ou dix-neuf, combien de fois 5, il y est 3 fo„ pour qumze, et l'on écrit 3 au quotient. Multipliant le diviseur par 3, et retranchant le produit, du premier dividende partiel , on obtient pour reste 1 ?«o qui . suivi du chiffre 8, donne iCw8 pour le second dividende partiel , sur lequel on opère comme sur le précédent.
Divisant if«o8 par 5-68, ou plutôt iffpar 5, c'est-à-dire, vingt, trois par 5, on a pour quotient, 4 que l'on écrit à la droite du précèdent, et pour reste 3«o.
Comme, Me chiffre suivant 8 étant abaissé, le nouveau dividende partiel 3«o8 ne contient pas le diviseur, on met un o au quotient, et l'on abaisse le chiffre 3 du dividende; ce qui donne 3«D8a pour nouveau dividende partiel.
Opérant sur celui-ci comme sur les précédens, on trouve pour quotient 7, et pour reste 4,36.
■f^"**"* enfin 'e dernier chiffre du dividende, et divisant 4«968 par 5<»68, on obtient « pour quotient et o pour reste. Donc, 3407» est le quotient demandé.
Nous engageons les élèves à s'exercer sur d'antres exemples pris au hasard, et dans les différens systèmes, particulièrement
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sur les deux dernièrëd opérations; ces exercices étant très propres à leur donner l'habitude du calcul.
ia5. La question du n® laS > qui a pour objet de passer d'un système quelconque 6 à un autre système c, peut être résolue directement, c'est-à-dire, sans que l'on soit obligé de passer d'abord, du système b au système décimal , et ensuite de celuici au système c. Il suITirait, en effet, de traduire la base c dans le système b, et d'appliquer la règle du n® lai, en ^ectuant les opérations dans ce même système.
Ainsi, pour faire passer (23io4) (voyez n* ia3) du système quinqire au système duodécimal , il faudrait (n? 121) diviser 23io4 par 22 ou douze , écrit dans le système quinaire, et effectuer la division dans ce système. On obtiendrait un reste qui exprimerait les unités du premier ordre dans le système duodécimal , et un quotient qu'on diviserait encore par dous^ ou 22 pour en extraire les unités du second ordre; et ainsi de suite.
Nous ne nous arrêterons pas davantage, sur ces opérations qui n'offrent aucune difficulté.
126. Remarque générale^ Le système duodécimal offre quelques avantages sur le système décimal , en ce que sa base douze renferme un plus grand nombre de facteurs que dix. En effet douze est divisible par 2, 3, 4^ 6; tandis que les seuls facteurs de dix sont 2 et 5.
Toutefois , on ne pourrait substituer le système duodécimal ou tout autre , au système décimal , sans remplacer l'ancienne nomenclature par une nouvelle qui fût plus appropriée au système adopté , et qui permît d énoncer plus facilement les nombres écrits en chiffres.
Nous aurons, d'ailleurs, plus d'une fois l'occasion de reconnaître que la plupart des propriétés qui ont été découvertes sur les nombres ^ sont vraies, quel que soit le système de numération que l'on adopte. Quelques^'Unes sembleront appartenir au système décimal en particulier ; mais leurs analogues n'en existent pas moins dans les autres systèmes. L'emploi des lettres de l'alphabet, pour représenter les nombres, est très propre à faire ressortir la généralité de ces propriétés , en ce qu'elles peu-
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vent représenter les nombres énoncés ou exprimés dans un sys* tème quelconque de numération.
§ IL Principes sur la multiplication et la division. Divisibilité
des nombres.
127. Nous ayons déjà démontré , n°' a5 et a6, i®. que mul^ îiplier un nombre par un produit de deux ou plusieurs facteurs , revient à multiplier ce nombre successiyement par chacun des facteurs;
0,^. Que le produit de deux nombres est le même dans quelque ordre quon effectue leur multiplication.
Quoique les raîsonnemens aient été développés sur des nombres particuliers , ils n en sont pas moins généraux ; et pour s'en convaincre , il suffit de les reprendre , en désignant les nombres par des lettres a, b, c. • . .
Nous nous proposerons donc seulement de vérifier Texactitude de la seconde proposition , quel que soit le nombre desfac-' teurs à multiplier entre eux.
Commençons par remarquer que , si Ton avait à multiplier un nombre N par 6, et à multiplier ensuite le produit obtenu par c, il reviendrait au même de multiplier d*abord N par c> et ensuite le produit obtenu par b. .
En d'autres termes , dans une multiplication de plus de deux facteurs t on peut intervertir l'ordre des deux dernières multiplications , sans que le produit change.
Ou pour parler algébriquement t Nx6xc=NXcx6. (*)
En effet, il résulte du premier principe ci-dessus, que Nx b X c = N X bc, mais en vertu du second principe , on a bc=:cb*, donc Nx6xc = Nxci, ou, d*après le premier principe, NxiXc = NXcX b.
Ce qu'il fallait démontrer.
(*) Ponr Pintclligcncc de la démonstration, nous conyicndrons que les expressions ^ X c ci bc qui sont identiques d'après le lY. B, du no m, aient néanmoins ici des acceptions différentes ; la première représentera le produit indique des deux nombres & et c j la seconde, le produit effectue de ces mêmes nombres, quoique réellement il ne soit cncoro qu^indiqué.
DANS UN ORDRE QUELCONQUE
De cette proposition incidente ^ et de la proposition que le produit de deux nombres est le même dans quelque ordre, etc., il est aisé de déduire la même proposition pour trois.
Soient a, 6, c, les nombres proposés.
Je dis que l'on a abc ±= bac = bca = cba = cab = acb.
En effet, le second produit est égal au premier, en vertu de la proposition pour 2 facteurs ; le troisième est égal au second, d'après la proposition incidente^ le quatrième est égal au troisième ; d'après la proposition pour a facteurs; le cinquième est égal au quatrième , en yertu de la proposition incidente ; enfin , le sixième est égal au cinquième, en vertu de la proposition pour st facteurs. Donc , tous ces produits sont égaux.
De la proposition incidente et de la proposition pour 3 facteurs, on déduit; avec la même facilité , la proposition pour 4*
Soient a, bt c, d^ les nombres proposés*
Je dis que Ton a abùd 2= bacdr=bcad=^cbad:=zcabd=zacbd
z=:ahdc T=i
^ ■ = bcda 3= . ••«.....•.••i
z=:cadb =
D'abord^ les six produits de la première ligne horizontale sont égaux entre eux, en vertu de la proposition pour 3 facteurs , puisqu'ils résultent de la multiplication des produits abc, bac > . . . > par le même facteur d.
♦Le premier produit de la seconde ligne est égal au premier produit de la première, d'après la proposition incidente; quant aux autres produits de cette ligne, on s'est dispensé de les écrire , mais on les formerait en conservant toujours la lettre ç à la dernière place ; et ils sont tous égaux , d'après la proposition pour 3 facteurs.
Le premier produit de. la troisième ligne est égal au troisième |)rodi^it'de la première , en vertu de la proposition incidente ; et les autres produits de cette ligne sont égaux à celui-là, en vertu de la proposition pour 3 facteurs^
Enfin , le premier produit de la quatrième ligne est égal au cinquième produit de la première , d'après la proposition inci-
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dente \ et tous les produits de cette ligne sont égaux, d*aprèj la proposition ponr 3 facteurs.
On a ainsi obtenu tous les produits possibles des quatre fac^ teurs a^b^ c ,d, puisque l'on ne peut former que six produits terminés par une même lettre. Le nombre des produits quatre à quatre y est d'ailleurs égal à 4 foîs 6 ou 24.
N. B. Il est aisé de reconnaître que les premiers produits de chacune des trois dernières lignes s'obtiennent en considérant les produits de la première , dans lesquels l'avant-dernière lettre est différente, parce qu'alors on la£ait passera la dernière place, en vertu de la proposition incidente.
Quoique ce moyen de démonstration puisse s'étendre facile* ment à un nombre quelconque de^facteurs , il n'est pas inutile d'en faire ressortir la généralité.
Pour démontrer que le produit d'un nombre quelconque de facteurs reste le même , dans quelque ordre qu'on effectue leur multiplication, nous allons faire yoir que, si le principe est vrai pour un nombre m de facteurs ^ il a également lieu pour un nombre m -f- 1 • ^^ principe sera ainsi démontré générale^ ment, car ayant été reconnu vrai pour a facteurs , il sera vrai pour 3', s'il Test pour 3, il le sera pour 4, etc....
Soit donc un nombre m +1 de facteurs a, ft, c, d,... 9, r, j; puisque le principe est supposé vrai pour un nombre m de facteurs, on peut d'abord intervertir de toutes les manières possibles, l'ordre des m premiers facteurs a, fc, c, d, ...'7, r; en multipliant tous les produits égaux ainsi obtenus par s^ on formera tous les produits de m+i facteurs, terminés par le facteur s , et ces derniers produits seront aussi égaux.
Mais on a, d'après la proposition incidente ,
àbcd, . . . qrs'=abcd, • . . qsr.
Permutant de toutes les manières possibles les m premiers facteurs du second membre de cette égalité, puis multipliant les produits par r, on obtiendra une nouvelle suite de produits , tous égaux entre eux et aux précédons , dans lesquels le facteur
r occupera la dernière plate On aura encore
abcd, . . . qrs == abcd. . . . rqs = abcd, . . . rsq \
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et Ton pourra déduire de ce dernier produit > toua les produits égaux dans lesquels le facteur q occupera la dernière place.
En un mot^ comme on peut ainsi faire passer successivement chacun des m-i-i facteurs à Tavant dernière place , puis à la dernière , et permuter de toutes les manières possibles les m premiers facteurs , il s'ensuit que les produits des m -f* 1 facteurs , multipliés entre eux dans un ordre quelconque, sont tous égaux entre eux. Donc, etc.... '
iflS. N, B, Gé moyen de démontrer une proposition qui a d*abord été Térifiée dans des cas particuliers, est souvent employé dans les diverses parties des Mathématiques. Toutefois, on ne doit eif faire usage qu*après que des raisonneméns préliminaires ont déjà presque convaincu de la généralité de la proposition.
L'ensemble des raisonneméns faits dans les ca£s particuliers, s'appelle méthode de démonstration par analogie on par induc^ tion; elle n'est complète qu'autant qu'elle est suivie d'une démonstration semblable à celle que nous venons d'exposer. Il faut encore que les raisonneméns de celle-ci se rapprochent, pour la forme, des raisoanemens qui ont été développés dans les cas particuliers.
129. La démonstration que nous avons donnée du principe précédent, suppose que les nombres sur lesquels on raisonne soient des nombres entiers (n®* a5 et 36) ; mab, pour peu qu'on réfléchisse sur les règles établies pour la multiplication des fractions , on sentira que la propriété est également applicable aux nombres fractionnaires.
D'ailleurs , cette proposition complète la démonstration du procédé établi (n** 44) pour la réduction des fractions au même dénominateur.
'Divisibilité des nombres.
i3o. La propriété dont jouissent certains nombres d*ètre exactement divisibles par d'autres, et la recherche des diviseurs d'un nombre , forment une des théories les plus importantes de l'Arithmétique. Cette théorie repose «ur une série de prin-
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cipes dont Texpositioa exige beaucoup d'ordre. Nous allons les développer successWemeDt.
Définitionspréliminaires. On dit qu'on nombre entier est «aroc-* tentent divisible par un antre , lorsqu'il existe un troisième nombre entier qui ^ multiplié par le aecend , donne le premier:
Tout nombre entier qui en divise exactement un autre , est appelé yàc^tfur^ diviseur ou sous-^nuUiple de ce nombre; et celui-ci est dit muUiple du premier.
Tout nombre entier qui n'a d'autre diviseur que lui-même ou Tunité y «st appelé no/n&re premier a^^o/tty ou simplement, nomr bre premier.
Deux nombres entiers sont dits premiers entre eux > lorsqu'ils n'ont d'autre diviseur -commun que l'unité , qui est diviseur de tout nombre.
Il récite de là qu'un nombre premier qui ne divise pas exactement un autre nombre entier » est premier avec cet autre, puisqu'alors ils ne peuvent avoir de diviseur comjnun que l'unité.
Ces définitions ont été déjà établies (n^ 48)«
i3i. Premier principe. Tout nombre P gui divise exactement [un des facteurs du produit XxJ&f divise nécessairement le produit; ou ce qui revient sta même^ tout nombre entier qui en divise exactement un autre, divise nécessairement les nmltiples de cet autre nombre (^voyez n^ 4^).
En eCFet, soitQ le quotient supposé exact, delà division de A par P;onaA=:PxQy d'où , multipliant les deux membre» de cette égalité par le même nombre B>
AXB=PXQXB=PXQB; on voit donc que P est £acteur du produit AB.
i3a. Second principe. Tout nombre P qui divise exacte-ment un produit AB , et qui est premier avec l'un des deuxfac^ teurs , divise nécessairement l'autre facteur»
Supposons, par exemple, que P soit premier avec A, je dis que P doit difiser B.
£n effets puisque A et P sont deux nombres premiers entre eux y il s'ensuit que, si on leur applique le procédé du plus grand commun diviseur (n^49)> c'est-à-dire, si Ton divise A par
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P ( en supposant d'abord A > P ) , puis P par le premier resté , ce premier reste par le second , et ainsi de suite , on parviendra nécessairement , après un certaii^ nombre d'opéiratioi)^ à un dernier reste égal à l'unité.
Cela posé, désignons par Q, QS<y, Q*... ctparR,R',R% R*... le* qtiotiens et les restes successifs (Q', Q" Q*.,. s'énoncent Qfnme^ (^fconu^ (yitrc.^ ^ y. ^^ obtiendra les égalités suivantes :
A ra=P Q + R i ^,^^^ ^ mnhipliant i -p" = ^Q + "|r. (^)
• I les deux membres de 1 npn' iÎtj'
P =R Q' + R' 1 chacune de ces ëga- | B =— ii 4-55- (a)
i liWs par3,e(.ei|dN i * P
^ • i dnits par P , Ion dt:- I p P F ^ '
R' «R-iT-^R-l'"'' ■ ■ ■ ■ ■ /?^'=?^<?:+H-74) ^1 P p -I- p W
O^, si l'on considère l'égalité (i), on voit que le premier embre est i|n nombre entijsr, puisque AB est > par hypothèse , visible par P; le premier terme BQ du second membre , çst
aussi un nombre entier; dbncîlfant que te seco^ad terme -^
soit lui-même un nombre entier: autrement^ on aurait un nom-
bre entier égal à un nombre fractionnaire , c^ qui serait absurde*
Ainsi déjà , de ce que AË est divisible par P, il s'ensuit que le
produit de B par le premier reste R , estlui-même divisible par P.
Considérons maintenant l'égalité (a). Le premier membre
est évideinment un nombre entier; le premier terme du second
memore est aussi un nombre entier , puisque , BR étant divisible
par P, il doit en' être de même de son multiple BRQ' {voyez
RR
i^^ i3i ) j donc il faut que le seicon4.tç^m9 --^^ soit lui'^méme un
nombre entier. Ainsi le produit de B par le second reste R^ est encore divisible par P.
Le premier membre de l'égalité (3) est un nombre entier,
la..
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puisqva BR est 'divisible; par P^ le premier, terme du second
membre est aussi vn. nombre entier , puisque BR', et par consé-
BR" quent BR'Q", est divisible par P; donc le second terme -p- doit
être lui-même un nombre entier.
En un mot, on voit que la divisibilité de ABpar P^ entraîne nécessairement la divisibilité par P , des produits BR, BR', BR",
BR* ; et puisqu*après un certain nombre d'opérations , on
doit parvenir à un reste égal à i ^ il en résulte que le produit 6Xi> ou simplement, B, doit être lui-même divisible par P. Ce gu il fallait démontrer*
Nous avons supposé â*abotd A>P; mais si l'on avait A^P,
on diviserait P par A , A par R, R par R' ; du reste, la
démonstration serait absolument la même.
N. B, Il faut bien retenir que P est premier, avec l'un des deux facteurs; car par exemple, 56xi5 ou 840 est divisible par .40 et donne pour quotient a 1 , quoiqu'aucun des nombres 56 et lé ne soit divisible par 40. Cela tient à ce que , ^o étant égal à 8 X 5, le premier facteur 8 ^e trouve dans 56 ou 7X8 , et \e second facteur 5 se trouve dans 1 5 ou 5 X 3; donc 56 X i5 est égal à 7X8X5X3 ou 7X3X8X5, ou e^fîri, à ai X4o. f
i33. Troisième principe. Tout nombre premier absolu P, qui. divise exactement un produit A X B , doit diviser tun des deux facteurs.
En eflPet , supposons qqe P né divise pas A'^ il est nécessairement />rc?nfer avec A (n** i3o) ; donc il doit diviser B (n*» i3a).
De là résultent les conséquences suivantes : .
1 34. ,1". Tout nombre premier absolu qui divise A* et engé^ néral une puissance quelconque A"* Je A, doit diviser A.
En effet , A* est la même chose que AX A, Or, tout nombre premier qui divise ce produit , doit (n**i 33) diviser l'un de» facteurs. De même A^ étant égal à Ax A* , tout nombre premier qui divise A^ doit diviser A ou A* 5 et pour dîviîfer ce dernier faèteur , îl do|t diviser A ; ainsi de s^i,tc, . ,
i35. a**. Tout nombre V ^ premier avec chacun des deux faom teurs d'un produit AxB^ est aussi premier avec ce produit.
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En effet, un nombre premier absolu qui diviserait P et AB , devrait diviser A ou B • ainsi P et A, ou bien, P et B, ne seraient pas premiers entre eux ; ce qui serait contre la supposition.
i36. S**. Lofsquun nombre N a été formé par la multiplication de plusieurs autres , A, B ; C , D. . , . , ce nombre ne peut avoir d'autres facteurs PREMIERS que ceux qui entrent déjà dans A, B, C, D. . .
En effet, tout nombre premier qui divise le produit ABCD et ne divise pas D, doit diviser ABC (n® i33); de même, tout nombre premier qui divise ABC et ne divise pas C , doit diviser AB , et par conséquent A ou B.
Ainsi, en d'autres termes, un nombre étant formé parla mui-* tiplication de plusieurs autres , on ne peut P obtenir de, nou^ veau, en multipliant de& nombres qui renfermeraient des fac'* teurs premiers dijférens de ceux qui entrent dans les nombres déjà multipliés*
137. Quatrième et dernier principe. Tout nombre N I divisible par deux ou plusieurs nombres , d, d' , d' , . . . pre* tniets entre eux , est divisible par leur produit. '
En effet , puisque c{ divise N , on aN= d/ , i; étant un nombre entier ; mais par hjrpothèse , d! divise aussi N ,donc if^divisé £?^; et comme d , d! sont supposés premiers entre eux , il faut (n® i32) que d! divise exactement 9; et Ton a qz=zd'q\ d'où Ton déduit -^^d^^dCq'^ddx^q'. Ainsi N est divisible par J^f.
Pareillement, ^ divisant N, doit diviser dd!x,(f ; d'ailleurs, d* . est premier avec J, «f ,,et par conséquent avec dd^ (rfi 'i35). Donc d" doit diviser q' , et l'on a q'=idY , ^'où l'on tire '^r=zdd'X,d''q'':=dd!d">^q'' \ ce qui prouve que N est divisible par dd!d" ^ et ainsi de suite.
i38. Conséquence, Si rf, rf', d". . . étant des nombres pre-^ miers entre eux, chacun entre comme facteur dans (T uncertain nombre de fois exprimé par » , n', b*. . ., le nombre N est divisible exactement par d" d'"' d""^..., et par tous les nombres qu'on peut obtenir, en multipliant deux à' ^ deux, trdfe à trois, etc.. ., les diverses puissances de êf, rf , d*... comprises depuis
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la première, jusqn'à celle dont le degré est marqué par n fontd, par n' ponr d^ , par n" pour <£"... ^ .
£o effet , d, d^ ^d!',» , étant des nombres premiers entre euz^ il en est de même de d» , cf "^ , d"** ... ; donc (n® 137) leurs produits deux à deux, trois i trois. • . doivent être aussi des divi* seurs exacts de N.
Ce principe sert de base à la recherche des ^viseurs tant simples que composés d^un nombre y question dont nous nous occuperons bientôt,
n est inutile d'observer que toutes les propositions établies jus* qu'à présent, sont vraies dans tous les systèmes de numération. En voici d'autres qui ont plus particulièrement rapport au sys* tèn!i6 déciknal.
i5g. Caractères de divisibilité d^un nombre par Vautres,
n existe des signes auxquels on peut souventreconnaître qu*un Bombire est ou n'est pas divisible par d'autres nombres; ce qui est utile dans la pratique.
Leis rabonnemens dans lesquels nous serons entraîné pour établir ceâ caifactèresi reposent sur le principe suivant :
Soit un nombre A décomposé en deux parties Bet C, en sorte que l'on ait AsB+C (1).
i\ Si un quatrième nombre D divise exactement les deux parties là et C,il divise aussi leur somme A (voyez d? 4^).
a\ Si lé nombre O divise Vune des parties B, san» diviser P autre G ^ il ne dipise pas non plus A; et le reste de la division de A par D est égal à celui que donne la division de C par D«
La première partie de ce principe» est facile à démontrer; en effet 9 divisons les deux membrea de l'égalité (1), par D ; il vient
Or, les deux termes du second menibre sont des nombres entiers , puisque B et C sont , par hypothèse , divisibles par D ; donc le premier membre doit aussi être un nombre entier ; autrement » on ai^çait un nombre fractionnaire égal à un nombre entier , ce qui sfrait absurde. Ainsi A est divisible par D.
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Quant à la seconde partie, il est clair, d*aprè» Inégalité (a), que si, B étant divisible par D, C n'était pas divisible, À ne le serait pas non pins; car aatremeht, il en résulterait encore un nombre entier égal à un nombrefractionnaire. Mais il s'agit actuellement de prouver que le reste de la dmsion de A par D est égal au rteste de la division de C par D.
Pour cela, observons que, B étant divisible par D^ on a • B==DQ (Q est un nombre entier ) ; C n'étant pas divisible par D, on a e=DQ'+R.
Donc B4-C ou Ar=DQ+DQ'+R=D (<^+Q')+R (nM i5 ).
D'où l'on voit que A divisé par D, donne pour quotient Q4^y , et pour reste R, qui n'est d'ailleurs autre chose que le reste de la division deC par D. Ce qu'il fallait démontrer.
l^assons aetnellement au développement des différens caractère» de divbibilité..
i4o. Propriétés des nombres a, 5, 4» a5, 8, lao. . . .
1^. T\>ut nombre terminé par Pun des chiffres , o , a , 4 > 6 *8 , est divisible paru*
Eu effet, ce nombre peut être décomposé en deux parties, savoir : la partie à gauche des unités simples, considérée avec sa valeur relative, et k collection des unités simples. (Par exemple, 38676 revient à38570-*{-6). Or la première partie étant terminée par un o^ est multiple de 10; 10 est d'ailleurs divisible para, puis*qne Ton a io=ax5 ; donc ausai cette première partie est divisible par a. Mais l'un quelconque des chiffres o,a,4}^t^9 est divisible par a; ainsi (n** iSg) le nombre total est divisible par a.
Si le Açmbre est terminé par Van des chiffres i j 3^ 5 , 7 , 9 , il n'ctst pas divisible par a, puisque l'une de ses parties est divisible , et que l'autre ne l'est pas.
iV« B. Tout nombre divisible par a^ ou terminé par l'un des chiffres 0| a, 4» 6> 8; ^st dit un nombre pair. Les autres sont dea nombres impairs*
Tous les nombres pmrs sont compris dans la formule an , n étant un nombre entier quelconque; et les nombres impairs dans la formule an^-i**
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29. Tout nombre terminé par un o ou un 5, est dwUible par 5. C'est la même démonstration qae pour le nombre d.
Si le dernier chiffre est diffiérent de o ou de 6 > le nombre ii*e9t pas divisible par S \ et le reste de la division de ce nombre par 5, est égal au reste de la division du dernier chiffre par 5 (n®^ 1 3g) •
Ainsi i3a7 divisé par 5 donne. pour reste a, qui est égal au reste de la division de 7 par 5*
De même 34789 et 71436 donnent pour restes 4 et 1.
3^. Tout nombre dont les deux derniers chiffres considérés avec leur valeur relatii^e forment un nombre divisible par 4 ou sS, est lui-même divisible par 4^^^^ •
En effet, ce nombre peut se décomposer en deux parties , Is partie à gauche des dixaines considérée avec sa valeur relative^ et la collection des dixaines et unités. (Par- exemple, 3548 et 37876 reviennent à 35oo+48; et 27890 + 75), Or,, la première partie étant terminée par deux zéros, est multiple de "i 00 ; 1 00 est divisible par 4 ou a5 , puisque 1 00 = 2»5 *X 4 > donc cette première partie est aussi divisible par 4 ou aS; mais la seconde partie est elle-même, par hypothèse, divisible par 4 ou a5. Donc , le nombre total est divisible par 4 ou aS*:
Ainsi, 3548 est divisible par 4> parce que 48 est un multiple de 4'» ^7876 est divisible par âS, parce que jS est. multiple de a6.
Mais 13768 n*est pas divisible par 4» et donne pour reste 3 , c*eât4i-dire,, celui qu'on obtient en divisant 58 par 4*
26659 n est pas divisible par 26 et donne pour reste 9 , ou le reste de la division de 69 par 26.
N. B, Pour le nombre 26 , il n'y a évidemment -que les nfmbres terminés par 00, 26, 5o on 76 , qui soient divisibles par 26.
4^- Tout nombre dont les trois derniers chiffres considérés avec leur valeur relative , forment un nombre divisible par 8 ou 1 26 , est aussi divisible par 8 ou 1 26.
Nous n'en développerons pas la démonstration , parce qu'elle est analogue aux précédentes. Il nous suffit d'observer qu'elle est fondée sur. ce que 1000=126x8.
D'ailleurs, cette propriété n'est guère d'usage.
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141. Propriétés des nombres 3 et g. Tout nombre dont lœfomme des chiffres considérés avec leur valeur absolue i est divisible par 3 ou par 9 , est lui-^méme divisible par 3 ou par g. .
Remarquons âW>ord que, si d'une puissance quelconque de 10 y ou de Tunité suivie d'un nombre quelconque de zéros » on retranche 1, le résultat est divisible par g; car ce résultat se compose d'autant de chiffres 9 , écrits les uns à la suite des autres» qu'il y avait de zéros. Or, la valeur absolue de chaque chiffire g est divisible, soit par 3, soit par g; donc il en est de même de sa valeur relative, qui est un multiple de la valeur absolue. Ainsi, le résultat est aussi divisible par 5 ou. par g.
Gela posé , soit .... gfdcba le nombre proposé, que nous désignerons d'ailleurs parN ; on a , d*après le principe fondamental du système de numération , N = a+ 10 6+io*.c4-io^.rf
+ io*j/'4-io^g4- , égalité qu'on peut mettre sous la
foi^me
_f ^(10—1)^4.(10»— i)c4.(io3—i)d+(ïO^—i)f4-.,
[^Par exemple, 10^. drsio'. d — d+d:={iQ'^ ^ i)d+ d"}.
Or, d'après ce qui vient d'être dit, 10 — 1, 10» — 1 , lo^— 1..., et en général, lo"— i , étant divisibles par 3 ou par 9 , la première ligne horizontale se compose d'une suite de nombres multiples de 3 ou le g ; ainsi, cette première partie du nombre N est elle-même divisible par 3 ou par g. Donc, si la secoilde partie, qui n'est autre chose que la somme des chiffres du nombre proposé, considérés avec leur valeur absolue , si cette seconde, partie, dis-je , est divisible par 3 ou par g , le nombre total est lui-même divisible par 3 ou par g. C. Q. F. D.
143* Pour obtenir le reste de ta division d'un nombre quelconque par g, il suffit défaire la somme des chiffres considérés avec leur valeur absolue, et de diviser <^tte somme par g. Si cette division ne donne pas de reste, le nombre total est divisible par g; mais «i Ton obtient un reste, il est le même que celui qu*on obtiendrait en divisant le nombre total par g.
C'^est une conséquence du principe établi n? i3g.
Propriété du nombre 11. Tout nombre est divi
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sible par 1 1 » lorsque la différence enire la somme des chiffres de rang impair, à partir de la droite , et la somme des chiffes de rang pair, est o^ouun multiple de ii.
Avant de démontrer cette propriété ^ il^st nécessaire de s remarquer :
1^' Que toute puissance dun degré pair de lo, diminuée d'une unité f donne un résultat divisible par 1 1«
Ea effet y ce résultat est nécessairement composé d*ane suite de chiffres g en nombre pair, écrits à la suite les uns des autres ; or, chaque tranche de deux chiffres, considérée seule, forme 99 ou 9 X 1 1| et est par conséquent divisible par 1 1 ; donc la valeur relative de chaque tranche, qui est un miJtiple de la valeur absolue, est elle-même divisible par ii. Donc, en gé». néral, lo^— i est divisible par 1 1. (sn exprime, comme nous le savons déjà , un nombre pair.)
a?» Que toute puissance d'un degré impair deio, ai^m^ntée d^une unité ^ donne un résultat divisible par ii*
En effet , une puissance d*un degré impair quelconque dé lo, peut être exprimée par lo*""*"* (n® i^o)- Or, on a lo"^* ==io*"Xio {vcye^i n** ii5) ; ou bien encore, io^"'*'V =:io*"X lo — io-f- io = (iQ*''— 1)10 + 10; ajoutant 1 aux deux membres, il en résulte io"'***+ i =(ïo"— 1) 10 + 1 1. Mais 1 0'"-— 1 est divisible par 1 1 , d'après la première remarque ; n'est d'ailleurs divisible par lui-même; doncio*"*^'4-^ ^^ aussi divisible par 1 1 .
Cela posé, soit..* hgfdcba le nombre proposé, que nousap*» pellerons aussi N; on a N = a-f- 10.&-4-10*. c+ 10^. d '+ 10^./'+ lo^.g-f- 10*- *+ • • •> égalité que Ton peut mettre sous la forme
N_,/ +(io+i)ft+(io«— i)c+(io»+i)d+(io*-iy+.. . 1-f.a — b +c —à +/" — ..•
Or, d'après les deux remarques précédentes, la première ligne se compose de nombres essentiellement divisibles par 1 1 , et forme par conséquent une première partie qui est ellemême divisible par n. Donc, si la seconde partie, qui nVst
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autre chose que la différence entre la somme a+c +/+^ + - • des chiffres de rang impair, et la somme ^-f^'t'g'H**** ^ chiffres de rang pair, est divisible par 1 1, comme on Ta supposé, le sombre total N est aussi divisible par 11 .C.Q.F.D.
i44' l>orsque la diflFërence entre la somme des chiffres de rang impair et la somme des chiffres de rang pair, n*est pas o ou un multiple de x i, le nombre total n*est pas divisible par 1 1 , puisqu'une de aea parties est divisible , et que Tautre ne Test pas. Mais alors , il y a deux cas à considérer relativement à la manière d'obtenir le reste de la division.
1^ Si la somme des chiffres de rang impair est' plus grande que la seconde, la différence devra être ajoutée à la première ligne horizontale de la valeur de N. Désignant donc cette première ligne par B , et la différence à ajouter par G , on aura N=B+C; et si G nest pas divisible par \i, le reste de la division de G par 1 1 sera le même que celui qu*on obtiens droit en divisant N par 1 1 (p? i3g)..
â°. Si /au contraire, la somme des chiffres de rang pair est plus grande que celle des chiffres de rang impair, la différence devra être soustraite de la première ligne ^ et l'on aura N=B-^G; G désignant toujours la valeur numérique de la différence. ^
Pour déterminer dans ce cas le reste de la division de N par 11^ observons que Ton aB = iixQ>Q étant un nombre entier, et G=ii xQ'+R^donc N=ii XQ— uXQ'— R; ou bien, retranchant et ajoutant 11, N=iiXQ— hXQ' — 11 + 11— R=ii (Q — Q'_i)-f ii_R. D'où l'on voit que, dans ce cas , le reste de la division de N par \i est égal, non pas au reste R de la division de G par 11, mais au résultat qu^on obtient en retranchant R cfe 1 1 .
Soit, pour fixer les idées, le nombre 473B6708. En faisant la somme des chiffres de rang impair, à partir de la droite, on trouve 37 ; faisant de même la somme des thiffres de rang pair, on obtient i3. Or, la première somme est plus grande que la seconde. Donc , si Ton prend la différence , ce qui donne i4> le reste 3 de cette différence divisée par n, 'est égal i.
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celui de la division du nombre total; ce qu'on peut vérifier aisément > en effectuant cette dernière division comme à l'ordinaire.
Mais si Ton avait le nombre 370546345, puisque la somme des chiffres de rang impair est i5 , que celle des chiffres de rang pair est aa ^ i5| il s'ensuit que , si Ton prend la différence entre ces deux sommes, ce qui donne 7, le reste de la division: du nombre total par 11 , n'est pas7} mais bien 11 —-7 ou 4i comme on peut s'en, assureur.
145. Preuves par g et par 11 de la multiplication et dé la division. Nous ne pouvons passer sous silence un moyen simple et très commode de vérifier la multiplication et la division des nombres entiers. Eh voici l'énoncé :
Faites successivement la somme des chiffres du multiplia cùnde et la somme des chiffres du multiplicateur, en ayant soin d'âter^aufaret à mesure, tous les ^ que ces deux sommes renferment; vous obtenez ainsi deux' restes , qui (n° i4a) ne sont autre chose que les restes de la division des deux facteurs par 9.
Multipliez ces deux restes F un par F autre , et divisez leur produit par 9 ; cela vous donne un 3® reste. ,
Enfin , faites la somme des chiffres du produit obtenu , en étant tous les 9 qui s y trouvent; vous obtenez un éf reste qui doit être égal au 3*^ pour que l'opération soit exacte.
Soient, par exemple , les deux nombres 5786 et 47^ à multiplier Tun par l'autre ; la multiplication étant effectuée d'après le procédé connu, on fait la somme des chiffres'du multiplicande, en ôtaot les 9 au fur et à mesure ; ainsi l'on. dit, en commençant par la.
gauche: . .». a74835o
5 et 7 font 1 2 ; de 1 a ôtez.9 , il reste 3 ; 3 et 8 font 1 1 ^ de 11 ôtez 9, il reste a; enfin a et 6 font 8; c'est le reste de la division du multiplicande par 9 , et on l'écrit à part. . On opère de la même manière sur le multiplicateur*, ce qui
aSgSo
4o5oa
UR LA MULTIPLICATION ET LA DIVISION
donne pour reste 71 que Ton écrit au-dessous de 8/ comme on le voit ci<<lessus.
On multiplie 8 par 7; il vient 56, qu'on divise par 9, et l'on obtient le 3* reste a ^ qu'on place à la droite de 8. Enfiq , l'oa opère sur le produit total comme sur les deux facteurs ; ce
qui donne le 4* ^^^^ ^» V^ d^>^ ^^^ ^g^l ^^ ^*» pour que l'opération soit exacte.
Pour rendre raison de la preuve par 9 d'une manière géné^ raie , désignons par A et B les deux facteurs proposés , par Q, Q'y R et R' les quotiens et les restes de la division du multiplicande et du multiplicateur par 9 ; on a les égalités suivantes
. B=9XQ'+R'.
Multipliant membre à membre ces deux égalités, on obtient (n° ii5)... AB = 9».QQ'+9.9'R + 9.QR'+RR'.
Or^ les trois premiers termes du second membre de cette nouvelle égalité, sont' évidemment des multiples de 9; donc (n® 139) le reste de la division du produit AB par 9, doit ^tre égal à celui que donne le produit RR' divisé par 9 ; ce qu'il fallait démontrer. ' .
Si l'un des deux facteurs de la multiplication est divisible par 9 , le produit doit Fétre également ; il en est de même, si le produit RR' est multiple de 9.
Quant à la preuve de la division ^ il peut arriver deux cas : ou , en effectuant la division d'après le procédé connu , Ton li'obtient pad*de reste, ou bien, on en obtient un.
i«. S'il ny a pas de reste, le dividende est censé le produit exact du diviseur par le quotient obtenu ; et dans ce cas , on peut appliquer la règle précédente , en regardant le diviseur et le quotient comme les deux facteurs d'une multiplication , le dividende comme le produit.
a®. Siï Ton obtient un reste , ce qui arrive le plus communément , on commence par soustraire ce reste , du dividende total ; le résultat. de cette soustraction doit être alors le produit exact
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148 /«Soit N un nombre dont il faut trouver tous les diviseurs tant simples que composés.
Déaignona par a le plus petit nombre premier, à. partir du nombre a ^ qui divise N » et effectuons la division de N par a autant de fois de suite que possible ; soit n le nombre de fois que la division a pu s'effectuer, en sorte quon ait N=a'^XN'» N' ne renfermant plus le facteur a. Puisque tout nombre premier différent de a, qui divise N, doit (n^ i33) diviser N^ il s'ensuit que la recherche des facteurs premiers de N , autres que a, est ramenée à celle des facteurs premiers de N'» nombre plus simple que N.
Désignons de même par b le plus petit nombre premier qui divise N', et par n' le nombre de fois que ce facteur y entre; on aura N'=i«'xN', d'où Ton déduit N=a»A*'xN% N' ne renfermant plus les £acteurs simples a et b.
Désignons encore par c le plus petit nombre premier qui divise N", et par n" le nombre de fois que ce facteur y entre ; on trouvera N"= c^'x N*, et par conséquent, N=a"i*'c»''xN*.
En continuant cette série d'opérations, on obtiendra bientôt un quotient qui sera un nombre premier, ou une certaine puissance d'un nombre premier; et alors en divisant par ce nombre premier, autant de fois que possible , onjinira par trouver un quotient égal à tunité.
Supposons, pour fixer les idée», que N" soit égal à c2"*, i étant un nombre premier, on aura alors N = a"i"'c»''€l**; a, bf c, d représentant (n^ i36) les seuls facteurs preâiiers que puisse renfermer N.
Le nombre N est dit alors décomposé dans ses facteurs simples*
Si Von veut ensuite former tous les diviseurs composés , il faudra (n® i38)' déterminer tous les produits qu'on peut obtenir, en multipliant a à a^ 3 à 3. . . les puissances de ces facteurs premiers, comprises depuis la première jusqu'à la puissance n'"' pour a, i|^'"*'.pour i, n"''"* pour c. • . .
Pour être sûr d'obtenir tous les diviseurs , il est convenable
AUTRES CARACTÈRE» DE DIVISIBILITÉ. igi
notions algébriques que celles dont i^oas ayons fait usage jusqu'à présent.
Nous engage(»is seulement les élèves à s'exercer sur la question suivante : Quels sont, dans un système de numération quelconque dont la base est b, les deux nombres qui jouissent depropriétés analogues à celles de^etde ii ou onze , dans le système décimal y et démontrer ces propriétés? Ils y parviendront facilement, d'après ce principe, que, dans tout système de numération, une puissance quelconque de la base peut être exprimée par l'unité suivie d'autant de zéros qu'il y a d'unités dans le degré de la puissance, c'est-à-dire, par lo'', n étant le degré de la, puissance.
147. Quant aux caractères de divisibilité d'an nombre par les multiples 6, 122, i5, 18, 36, 4^ , des nombres premiers a, 3 et 5, ils sont assez simples pour trouver place ici.
1®. Un nombre est divisible par 6 ou 18, lorsque le nombre étant pair y la somme de ses chiffres considérés avec leur valeur absolue , est divisible par 3 ou par 9.
Car ce nombre est alors divisible par 22 et par 3 ou 9 : or, 2 et 3, ou a et 9 sont premiers entre çux^ donc (n® iSj) le nombre est divisibl^ar 6 ou par 18.
â®. Un nombre est divisible par la ou 36, lorsque les deux derniers chiffres considérés avec leur valeur relative, formant un nombre multiple de 4, la somme des chiffres est , en outre , divisible par 3 ou 9. Car alors, le nombre est divisible par 4 et par 3 ou 9; donc il est divisible par 4X3 ou 4X9^ c'està-dire , par la ou 36.
S**. Enfin, un nombre est divisible par 1 5 ou 45, lorsque le dernier chiffre étant un o ou un 5 , la somme des chiffres est divisible par 3 ou 9 ; puisqu'alors le nombre est divisible par 5 et par 3 ou 9 , et par conséquent par i5 ou par 4S.
Passons actuellement à la recherche de tous les diviseurs d'un nombre, tant simples que composée ', comme Cette question est d'une très grande important», nous al Ions, l'exposer d^une manière complète et générale.
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que Ton place à côté de ce second diviseur ; passant au troisième diviseur a , on le multiplie par 4 9 ce qui donne 8 pour nouveau diviseur ; car 8 est égal à a^. On passe ensuite au diviseur 3 , par lequel on multiplie tous les diviseurs 22 ^ 4 > ^ > ce qui donne les nouveaux diviseurs 6, la, a4 ; car ces nombres représentent 12,X 5, Q^'X.5,2?'X3. Passant au diviseur 5 , on multiplie par 5 les nombres a^ 4> S> 3> ^» ^^^ 24> ce qui donne de nouveaux diviseurs qu*on place à la droite de 5.
En un mot , pour chaque facteur simple, obtenu dans la pre^ mière série d'opérations , on multiplie tous les diviseurs qui précèdent , par ce facteur, en ayant soin de ne pas répéter le même produit. Ainsi , en passant au second diviseur 7 , on multiplie seulement ^ par ce diviseur, tous ceux qui sont sur la même ligne que le premier . diviseur 7^ ce qui donne
La marche serait absolument la même pour tout autre exemple. Nous proposerons pour exercice , de trouver tous les di viseurs des nombres 1764 , iG65 , 0670, 3o5a7,
que Ton reconnaîtra égaux à a*.3*.7*|3*.5.37|3.3*.5.7l7^.89.
149. Comme il est très important de ne laisser échapper aucun diviseur^ nous ferons connaître une règle d'après laquelle on peut s'assurer si Ton a réellement obtenu tous les diviseurs qu'un nombre peut renfermer.
Pour cela, reprenons l'expression N=a"6"'c""d'**.
Il est évident qu'on obtiendrait tous les diviseurs de "N^y compris l'unité, en multipliant tous les termes de la série . . . 1 ,a*,a*,.a^,a^ ... a*
par tous les termes de celle-ci **6S6*> i^>i^. . . i"',
puis tous les termes du produit ainsi obtenu , par les termes de la nouvelle série i,c\ c*, c^, c^, . .c"' , et enfin , tous les termes du nouveau produit , par les termes de la nouvelle
série \ i,d\d\d\dK . •d-'^;
puisque les differens termes de ce dernier produit sont des combinaisons iài,aàa,3à3... dea, b ^ c* , , élevés à des puis** sances dont les degrés ne surpassent pas n, n', n" ... Or le nom-
DE TOUS LES DIVISEURS 1)'UN NOMBRE. ig5
bre des termeâ du premier polynôme est évidemment n -|* i ; le nombre des termes da second est n'-f" i ; donc le nombre total des termes du produit de ces deux polynômes est égal à (n-f-i)
Pareillement^ le nombre des termes du troisième polynôme est nf'+i ; ainsi le nombre total des termes du produit des trois séries est (n+ 1) (71'+ 1) (»"+ 1) , et ainsi de suite.
D*où Ton déduit cette règle : Augmentez d'une unité les expO" sans ny n', n", . , , des différens facteurs premiers qui entrent dans le nombre N, puis multipliez entre eux ces exposons augmentés d!une unité; le produit exprime le NOMBRE TOTAL DES DIVISEURS DE N , j' compris l'unité. Voilà pourquoi Ton écrit ordinairement 1 en tête des diviseurs , dans la pratique du procédé : ce diviseur doit entrer en ligne de compte.
Dans l'exemple ci- dessus, on a trouvé 588o=a^x3*x5' X7*, ce qui donne (3+1 ) (1+1) (i+O (a+i) ou 4X2 X a X 3 , ou 48 , pour le nombre total des diviseurs réellement différens. Ce qu'il est aisé de vérîHer^ d'après le tableau (ri^ i4^)*
i5o. Première remarque. Il arrive quelquefois qu'en essayant la. division d'un nombre N par les nombres premiers s ^ 3, 5, 7 . . . on n'en trouve aucun qui le divise exactement. Or, lors-^ que l'on a poussé l'épreuve jusqu'à un nombre entier qui sur^ passe la racine carrée de N (voyez /e n° 18 1) , sans trouver aucun diviseur exact, il est inutile d^ essayer de nouveaux diviseurs y et ton peut assurer que N est un nombre premier.
Ainsi, 73 est un nombre premier; car la racine carrée de 73 est entre 8 et 9, et aucun nombre entier jusqu'à 9 inclusivement^ ne divise exactement 73.
Pour démontrer cette proposition , soient deux nombres A et
B, dont le produit est égal à N5 et désignons par R la racine
carrée de N ; on a A X B = R X R ; d'où l'on tire , en divisant les
A *R deux membres par B X R> • • b"^^ "S-
Or, pour que cette égalité subsiste, il faut que, si Ton a A>R , on ait, en même temps, B<^R; car autrement, il en résulterait un nombre plus grand que i , égal à un nombre plus
ig^ CARACTERES DES NOMBRES PREMIERS.
petit que i. D*oû l'on voit qu*il ne peut exister un diviseur do N , plus grand que H , par cela seul qu'il n'y en a pas de plut petit. Ainsi le nombre est premier.
Les jeunes gens qui savent déjà extraire des racines carrées, reconnaîtront tuiits peine ^ d'après la remarque précédente, que 1 i?i, 719 , 977, 33fl9 , SiaS. . . /sont des nombres premiers
1 5 1 . Seconde remarque. Tous les nombres premiers: jouissent d*uQ6 propriété assez curieuse, c'est que, si oit les augmente au diminue d'une unité, les résultats sont des multiples de 6» Ea d'autres termes, tous lès nombres premiers sont compris dans la formule générale Gndtzi (it étant un nombre entier qtteU cotique).
Pour nous rendre compte de cette propriété , it suffit de remarquer que tout nombre entier 'est nécessairement eompri* dans lune des six classes :
6»-j-*) Sn-f-ûi G/i-j-3, Gji-+-4* 6n+5, 6/1+6.
Or, la 2^', la 4"*' et la 6"*' classes se composent de nombre» qnî sont divisibles par 2, et ne peuvent, pour cette raison, être des nombres premiers. La 3"*' classe ne contient que de» Aombres divisibles par 3. II ne reste donc plus que les deux clauses 6n4* 1 » b'/i + 5, qui soient propres à comprendre lesnombres premiers; et comme on a
6/i + 5=6n-|-ff — I =6(n + i)— 1 = Gn'— i ,
n' désignant un nombre entier quelconque , il s'ensuit enfin , quo tous les nombres premiers sont compris dans la formule 671 di i .
De cette proposition il faut bien se garder de conclure la prO"» position inverse ; c'est-à-dire , que tout nombre de la forme Gndii soit un nombre premier.
Par exemple, a5 est égal à 6 X 4+ > 1 ^^ ^'^^^ P^^ un nombre premier p 3 1 est égal à 6 X ao + 1 , et n'est pas un nombre premier, puisque u X ii = i9i*
Généralement, tous les nombres impairs qui ne sont pas^ divisibles par 3, sont compris dans la formule Gndri. Or, en multipliant deux on plusieurs nombres premiers, difFé^ ven§ de 9 ^ 3, on obtient un produit qui jouit de cette ^o-
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priété , $àti9 être cependant un nombre premier^ pataqu il a ét9 fourni par la i^akJpUcafioo d'aisti'es nombres.
1S9. Réduction des fmciions tm même dénomineêeur. La cègle générale établie n° 44 > pour réduire deux ou plusieutis fractiQ^ôa au loéme dénominateur, ccmduit opdÎBairemeat à des fractions dont les termes sont très grands. Openda^it , lorsqiM les dénominateurs primidfs renfermect des facteurs codiuikiins , y est poasible d'obtenir un nombrebeaucoup ^us petit que lisits produit, qui serre ensuite de diinominalieur commun à toutes les fractions^ €*eâtdonc une question importante à traiter^ pooff k «implicite des calculs , que celle qui consiste à déterminer le multiple le plus simple des dénominateurs de deux ou plusieurs fmetiofu.
Or, yoici la règle qu'il faut suivre pour obtenir oe nonihre : Décomposezi les différens dénominateurs dans leurs facteurs pre^ mjers, d'après la règle n^- 148 ; formez ensuite le produit de tous cesfitcteur^ pr^mi^rs élevés respectivement à la plus haute deg puisscffices aUxqmUes c^ffldew^s se trouvent élevés dam les différens dénominateurs. Le pr^nît .ainsi formé est le nom^ bre demandé..
D'aboi^d^ ç^ aQQibre est multiple de cbaqoe dénominateur , puisqu'il contiie&t tous les.fac^eurs «premiers à une puissance au moins égale â.4:elle qui entre dans ce dénominateur. Je dis, en Dutise , q.ue cV^ le multiple le plus simple j car, pour conjtenir exactement un déi^omina^eyr quelconque > il faut ^u'il renferme iAaqii)e facteur premier à uae puissance au atoins égale k celle qui entre dans ce dénominateur.
Soi!, par cïxe^^plie, proposé de induire à un même dénomi- «latiepr les SIX fractions suivantes » > v .
ig 17 a3 175 5ij| 5a5 v6o' a8* a4o' aa5' 49®' 7^<^
Le& six dénominateurs décomposés da<Rs leurs facteurs simples , d'après la règle connue , reviennent à
Les seuls facteurs premiers qui entrent dans ces dénomina^ teurs sont a , 5 , 5 et 7; et les plus hautes puissances auxquelles
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ces facteura premîera s'y trouvent élevés^ sont 3*, 3*, 5*, 7*. Formant donc le produit de ces plus hautes puissances , on trouve 176400^ pour le multiple le plus simple de tous les dénominateurs.
€e nombre est le dénominateur commun auquelil s'agit de ramener toutes les fractions.
Pour cela , on multiplie successivement les deux termes de chaque fraction par le quotient de la division du multiple le plus simple , par le dénominateur de la fraction sur laquelle
on opère.
Ainsi , dans cet exemple > considérons d'abord la première
fraction.
La division de 176400 par 60 , donne ag4o pour quotient; â*où^ en multipliant les deux termes de cette fraction par 9g4o»
il résulte — jr-, — .
Passant à la seconde fraction et divisant 176400 par a8 ,. on
a pour quotient 63oo ; d'où y multipliant les deux termes
par 65oo . on déduit — ^^ — .
On trouverait de même pour les quatre dernières fractions > 1 6905 1 356 5a 1148 40 ifl8i35 ' 176400* 176400' 176400' 176400'
Ces diverses opérations sont déjà assez coiâpliquées ; mais elles seraient bien plus laborieuses^ et Ton parviendrait à un dé* nominatenr incomparablement plus grand , si Ton suivait la règle établie n^ é^»
Au reste ; les décompositions des dénominateurs dans leurs facteurs simples se font , le plus souvent, à la seule inspection de ces nombres , surtout lorsqu'ils renferment plusieurs fois les facteurs a^ 3,5^ pour lesquels on a des caractères de dii/isibi^
//^ y ainsi. que pour leurs multiples 4 1 ^9 8» 9i ^^> i^^ iS» ^S»
REMARQUES SUR LE PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR
(Le multiple le plus aimiile de tous les dSnomi^ateur8 est a^ . 3* . 5\ 73 = 4939200).
i53. Remarques sur le plus grand commun dwiseur. Nous avons établi , n*^ 49 , un procédé pour obtenir le nombre le plus grand qui puisse diviser à la fois deux nombres proposés. Ce procédé est simple , et la démonstration que nous en avons donnée, ne laisse rien à désirer sous le rapport de la rigueur. Cependant , nous allons faire connaître quelques propriétés importantes de ce plus grand commun diviseur, qui nous bonduîi^ont à des simplifications- dans la pratique du procédé.
Soient A et B les nombres proposés. Concevons qu'après les avoir décomposés , Tùn après Tautre , en leurs facteurs simples , suivant la méthode dan®^ 148, on ait reconnu que a, 6, c, rf sont des facteurs premiers communs à ces deux nombres, et senties seuls qui s'y trouvent à la fois. Désignons d'ailleurs, par 71, Ti", ?t", n^, les exposans des plus hautes puissances de ces facteurs , communes à A et B ; on aura alors A=za^b^c^d^^, A\ etB=a»i»'c*"d"''.B'. . . ; A' et B' sont des nombres premiers entre eux. En effet, ou bien , ils renferment encore l'un et l'autre quelques-uns des facteurs a,by c,d\ mais ceux qui se trouvent dans A', ne peuvent pas se trouver dans B', car autrement »-, n', Ti", n" ne seraient pas les exposans des plus hautes puissances communes ; ou bien , A' et B- ne se composent que de facteurs premiers différens de a , i , c , d , et alors les facteurs de A' sont difFérens de ceux de B'*, autrement, ce serait supposer que a,bf c ^dne seraient pas les seuls facteurs premiers communs.. Donc A' et ^' sont premiers entre eux.
Il résulte de là que les facteurs communs à A et B, ne peuvent être que des produits de certaines puissances de a, b, c, d, d'un degré égal ou inférieur à 71 , n% 72", n"', et combinées une à une, deux à deux, trois à trois, quatre à quatre. Or, le plus grand produit qu'on puisse obtenir ainsi, est évidemment a"J"'c'*''d"*; donc ce nombre e-st le plus grand commun diviseur des deux nombres proposés.
D'où l'on voit que le plus grand commun diviseur de deux nombres est le produit des facteurs premiers , communs à ces
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dêux nombres ,*«< éleifés respectivement à la plus faible des deux puissances auxquelles ces facteurs entrent dans Us deux nombres.
Conséquence. Tout diviseur commun à deux nombres di* vise leur plus grand commun diviseur; car on vient de voir qae tout diyûeur particulier doit être un des fa^cteun de a» i»' c"" d"*'.
i54« Cette propriété fournit un antre moyen de déterminer le plus grand commun diviseur de deux nombres : commencez par rechercher tous les diviseurs du nombre A -, d'après la méthode du n^ 148 ; déterminez de même tous les diviseurs du nombre B. f^oyez ensuite quel est le plus grand de tous les diviseurs qui se trouvent communs aux deux tableaux; vous obtenez ainsi h nombre demandé.
Ou bien encore , ce qui est plus court , après avoir seulement
décomposé les deux nombres en leurs facteurs simples (n® 14B) ^
* faites un produit des facteurs premiers communs y et élevés res^
pectivement â la plus faible des deux puissances auxquelles ces
facteurs entrent dans les deux nombres.
Soient, par exemple, les deux nombres ai5o et 36ia , dont il s'agit d'obtenir le plus grand commun diviseur^
ai5o
ai5
56ii2
3oi
aX43=86,
On trouve pour les diviseurs simples de ^i5o.. a, 5 , 5 , 43 ,.
et pour les diviseurs simples de 36i a a , a , 3 , 7, 43..
Donc a X 43 ou 86 est le plus grand commun diviseur cherché. On voit de plus que 5x5 ou a5, et aX3X7 bu 4^1 sont les qiiotiens de la division de ai5o et 36ia par 86.
i55. Ce procédé est toutefois moins simple, en général 1 que le procédé ordinaire, surtout lorsqu'on apporte, dans la pratique de celui-ci, les modifications suivantes :
SVR LE PLUS GRAKD COMMUN PITISEVR. SOI
Poisqud le fins grand oommuii divisear àe deux nombre^ n# •e compose que des facteurs premiers communs aux deux nom-bresy on peut, sans inconvénient; supprimer, dans Vun d'euoc^ un facteur premier qui s y trouve en évidence , et n'entre pas dans Vautre; et réciproquement.
On peut même , si Ton veut « supprimer un facteur qui est évidemment commun aux deux nombres , pourvu , qu'à la fin de Topération , on en tienne compte y en multipliant le résultat auquel on parvient y par le facteur supprimé.
Observons^ d'ailleurs, que le pins grand commun diviseur des deux nombres étant (n** 49) ^^ même que celui qui existe entre le plus petit nombre et le premier reste , entre ce reste et le second; etc. . . , ces suppressions peuvent se faire dans chacune des opérations que comporte le procédé.
Ainsi reprenons les deux nombres âi5o et 36i2.
Je vois que 2i5o contient le facteur 5, et même le facteur a5 -qui n'entre pas dans 36x2; je le supprime donc, et il vient peur quotient 86.
De même, 3Gia contient le facteyr 5, qui n'entre pas dan» fi 1 5o ; je le supprime , et il vient pour quotient 1 204.
Les deux nombres 86 et 1 ab4 ont évidemment le facteur commun a, que je mets à part^ et la question est ramenée à rechercher le plus grand commun diviseur entre 43 et 6ôa»
Divisant 60a par 43» je trouve un quotient exact i4* Dono 43 X a ou 86 est ie plus grand commun diviseur cherché.
Soient encore proposés les deux nombres 377 et q49* Je commence par supprimer le facteur 3 qui se trouve dans fl49 , et n'entre pas dans 377 5 et la question est ramenée à rechercher le plus grand commun diviseur entre S77 et 83.
Appliquons le procédé ; en divisant 377 par 83 , 4
on a pour quotient 4> «t ponr reàte 4^} mais au 9771^ lieu de diviser 85 par 4^^ comme à Tordinaire, je 4^) remarque que 45 = 3".5; or les facteurs 3 et 5 n'entrent pas dans 83 ; fe puis donc supprimer dans 4^ î^' facteurs 3* e^ &; ce qui me donne pour quotient final t unité. Donc 877
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et 83 y et par conséquent 577 «t 3^9 > sont premiers entre eux. . •
Avec un peu d'habitude , ces modifications abrègent beaucoup la pratique du [irocédé. Au reste, nous ne les avons présentées que parce qu'elles deviennent indispensables dans la théorie du plus grand commun diviseur algébrique.
i5S. On peut avoir besoin dfe déterminer le plus grand commun diviseur entre plus de deux nombres. Voici la règle qu'il faut suivre :
(Pour abréger^ nous désignerons les quatre mots , plus grand commun diviseur , par p* g» c. d.)
Pour trouver le p. g. c. d, entre plusieurs nombres à la fois , il faut d'abord chercher le p. g. c. rf.^ entre deux de ces nombres, puis le p. g, c. d. entre celui qui vient d'être trouvé et un troisième nombre , puis le p, g. c. d, entre ce dernier commun diviseur et un quatrième nombre
Soient A, B , C , E, F. . , les nombres proposés ; et appelons D le;7. g. c. d. entre A et B^ D' le p. g. c» d. entre D et C ; je dis d'abord que D' est le p. g, c, d. de A, B» C. En effet, le p, g, c. d. de A, B et C, devant diviser A et B , divise D> qui est leur p. g. c. J. {voyez n° i53); d'ailleurs il divise G; ainsi il doit diviser ly, qui est, par hypothèse , le p, g, c. d, de D et C. D'un ' autre côté, ly divisant D , divise A et B ; ainsi , D^ divise A, B, C, et par conséquent, leur p. g. c. d. Donc ce dernier nombre et D^, sont réciproquement divisibles l'un par l'autre ; ainsi ils sont égaux.
Pareillement, le p. g. c. d. entre A» B , G, E , devant diviser A, B, G, divise D^ qui est leur p. g. c. d\ d'ailleurs , il divise £, ainsi il doit diviser le p. g. c. d. Tf entre D' et £. D'un autre côté , D* divisant D', divise A, B, G; ainsi D" divise A, B, G, E et par conséquent, leur p. g. c. d. Ge dernier nombre et D'^ étant réciproquement divisibles l'un par l'autre, sont égaux. Et ainsi de suite.
JV. B. On conçoit qu'il y a , en général , de l'avantage & opérer d'abord sur les deux nombres les plus simples^ puisque
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le p, g, c. d, cherché ne saurait surpasser celui qui existe entre ces deux nombres.
Ou trouvera^ par ce procédé , que les nombres 5o4> 766 > laSo et so58 y ont pour diviseur commun 4^.
- On pourrait également décomposer les quatre nombres en leurs diviseurs simples ^ et opérer comme il a été dit (n^ i54)'
167. Remarques sur les fractions irréductibles. On appeHe (p? 5i) fraction irréductible , une fraction qui ne peut être ex^ primée en termes plus simples.
Il résulte évidemment de cette définition , que les deux termes d^une fraction irréductible sont premiers entre eux ; car s'ils avaient un facteur commun ^ on pourrait, en les divisant par ce facteur, obtenir une fraction plus simple , ce qui serait contre la définition.
Réciproquement , toute fraction dont les deux termes sont premiers entre eux, est irréductible^
£n effet ^ désignons par t la fraction proposée , dont las
termes sont , par hypothèse , premiers entre eux ; et soit une
autre fraction -j égale à la première.
On a T = j , d*où l'on déduit c = -=-.
ad
Or, c est un nombre entier; donc -r- doit aussi être un nombre entier; mais , par hypothèse, b est premier avec a, ainsi (n* 1 S2) , é doit diviser d ,. et l'on a.d=ibq. Substituant cette valeur de^ dans l'expression de c, on obtient
abq s
Cela prouve évidemment que pour qu'une fraction -« soit
équivalente aune fraction j- dont les deux ternies sont premiers
entre eux, il faut que les d/eux termes c et à soient les mêmes mukiples âeaeth.
so4 PaOPRlÉTiS
Donc la fraction -r ne peut être équivalente à aucune autre
fraction plua simple.
Il résulte de là qu'après que l'on a divisé les deux termes d^une ffactipn par leur plus grand commun diviseur , là fiaction résultante est irréductible ; proposition que nous avons énoncée (ii^ 5i)> ^^î^ sans la démontrer.
On peut encore conclure que deux fractions irréductibles ne peuvent être égales , à moins quil ny ait identité entre les nu^^ mérateurs et entre les dénominateurs.
£n effets la première étant irréductible, doit avoir ses deux termes premiers entre eux; donc» pour que la seconde lui soit égale I il faut que ses deux termes soient les mêmes rnuUiples des deux termes de la première ; et comme cette seconde fractioa a aussi ses deux termes premiers entre eux, ils doivient êtreL simplement égaux aux deux teftmes de k première..
Ç III. Des fractions décimales périodiques-.
1 $8. L'évaluation d'une fraction ordinaTre en fraction déci* maie, c'est-à-dire en dixièmes, centièmes^. ... de l'unité prin-^ cipale, donne lieu à des circonstances singulières qui méritent d'être examinées. Mais avant de les faire connaître» il est nécçsisaire que nous revenions sur le procédé qui sert è convertir une fraction ordinaire en fraction décimale.
Nous avons vu (n° 88), que, pour opérer cette réduction, il £aut, après avoir écrit «m o au quotient «t une Tirgiile à la droite de ce zéro , i^. ajouter à la droite du numénnteur un 6 et diviser le nombre résultant par le dénominateur ^ ce qui donne au quotient des dixièmes et un certain reste; â°. écrire un nou* veau oà la droite de ce reste et diviser le nombre résultant par le dénominateur , ce qui donne au quotient des centièmes , et un second reste ; 5^. ajouter à la droite de ce reste un nouveau o, et diviser le nombre résultant par le dénominateur; on continue d'ailleurs cette série d'opérations , jusqu'à ce qu'on ait obtenu k degré d'approximation ifii'on veut avoir.
Or, il est évident qu'ajouter successivement à la droite des dif-
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férens restes autant de zéroa qu'on veut obtenir de chiffre« décimaux I reyient à ajouter tout de suite ces zéros à la droite du numérateur, de la fraction proposée « c'est-^à'^dire , àmultiplier le numérateur par. F unité suivie d^autant de :aéros que l'on veut avoir de chifj^es décimaux , à diviser le produit résuU tant par le dénominateur ^ et à séparer ensuite vers la droite du quotient, le nombre de chiffres décimaujg demandé. Car,d*après le procédé ordinaire de la division^des nombres entiers^ on est conduit à abaisser successivement à la droite de chaque reste^ les zéros qu'on a ajoutés tout de suite. . Cette remarque va nous «ervir à démoûtrer les deux propriétés suivantes :
i59* 1°. Toute fraction ordinaire dont le dénominateur rie renferme pas d'autres facteurs premiers que a et 5^ est n^« ductible en un nombre FINI de chiffres décimaux ; c*estrà-dire qu'après un certain nombre d'opérations, on doit parvenir à un reste nul ; auquel cas la fraction décimale obtenue , exprime la valeur exacte de la fraction proposée.
£n outre , si la fraction est i^éduite à sa pluB simple expression ( ce qu'on peut toujours supposer) , le nombre total des opérations à effectuer, est marqué par le plus grand des deux exposans de a et 5f, qui entrent dans le dénominateur»
Ainsi , les tractions ^ , "f> 7"> — é~ » qui peuvent évidemment se mettre sous la forme
sont réductibles en un nombre ^nf de cbifires décimaux.
La première et la troisième donnent lieu à 3 opération»; ïm seconde à a , et la quatrième à 4-
On trouve en effet , pour leurs valeurs ,
0,875-, o,5a; 0,375; o,fi536; ce qu'on peut vérifier aisément en opérant leur réduction en décimales , d'après le procédé ordinaire.
Pour nous. rendre- compte de cette propriété, remarquon»^ que 10, 100, looc .. étant égaux & a. 5>.a*. 5*^ Q^. 5^^ ...... ^
ao8 ' PROPRIÉTÉS
si , pour opérer la réduction en fraction décimale, on multiplie (n* i58) le numérateur pat lo ^ loo , looo ,. ... le produit résultant sera divisible par s.5, s*.5', a^.5^. .. , . ; donc, en multipliant ce numérateur par l'unité suivie d'autant de zéros qu'il y a d'unités dans le plus grand des exposans de s et 5 que renferme le dénominateur , le produit résultant sera nécessaire^ I ment multiple de ce dénominateur.
Donc le nombre des opérations à effectuer est limité et égal au plus grand des deux exposans de 2 et 5 , qui entrent dans le dénominateur.
, 1 60. Toute fraction ordinaire dont le dénominateur renferme un ou plusieurs- facteurs premiers différens de i^etB , qui n entrent pas en même temps dans le numérateur, donne lieu à un nombre de chiffres décimaux ILLIMITÉ ou INFINI. De plus, la fraction décimale qiCon obtient est PÉRIODIQUE; c'est-àdire qu'après un certain nombre d'opérations^ les mêmes chiffres décimaux âe reproduisent dans le même ordre.
En effet, la multiplication du numérateur par 10, 100 , 1000..., ne fait qu'introduire les facteurs premiers a et 5 çfaacun à une certaine puissance ; ainsi \e facteur premier que l'on suppose exister dans le dénominateur, sans entrer dans 4e numérateur , ne se trouvera pas davantage (n<* i36) dans le produit du numérateur par une puissance quelconque de lo. Donc, quelque nombre de zéros qu'on ajoute , on ne pourra obtenir un produit exactement divisible par le dénominateur ; ainsi les opérations se continueront à Hinfini.
Je dis en outre que la fraction sera périodique. En effets comme suivant le procédé du n° 88, chaque reste qu'on obtient » est toujours moindre que le diviseur qui reste constant , il s'ensuit que , lorsqu'on aura fait tout au plus autant d'opérations qu'il y a d'unités dans le diviseur moins un, on devra retomber sur l'un des restes déjà obtenus.
Or, en ajoutant un o à la droite de ce reste , on aura un nouveau dividende partiel semblable à l'un des précédens ; et pais-« que le diviseur est le méme^ le nouveau quotient et le nouveau reste seront aussi semblables à ceux qu'avaient donnés le premier
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dividende retrouvé et le diviseur. Ajoutant à la droite de ce reste un nouveau o , on reproduira le dividende partiel qui suit immédiatement celui qu*on avait d*abord retrouvé, et par conséquent aussi, le quotient qui vient après celui qu'on a déjà retrouvé. Ainsi de suite.
Donc certains chiffres du quotient doivent se reproduire pé' riodiquement et dans le même ordre.
Faisons quelques applications.
Premier exemple. Soit proposé de réduire en décimales
la fraction-.
Il suffit, pour cela, de lui appli- ^o It
quer larègle dun^'SS.Ici, la période 4oJo^857i4a|857i4a. .
commence après la G"" opération ; 5o
c'est-à-dire, après autant d'opéra- 10
lions qu'il y a d'unités dans le divi- ^^
seur 7 diminué d'une unité. 20
Second exemple. Soit la fraction =-.
Dans cet exemple, la période se i3o i37
manifeste après la 3"" opération, i9oJo,35i |35i . . .
c'est-à-dire, beaucoup plus tôt que 5o
ne le marque le diviseur 37. i3
Troisième exemple. ^^
Ici, la fraction décimale est limitée, quoique 1470 1 876
le dénominateur 876 ou 7X iflS, renferme le BgBo/ôTTêS facteur 7. Mais observons que ce même facteur 7000 se trouve dans le numérateur ; et, en le suppri- 0000
niant haut et bas , on trouve — g ou gi, fraction qui (n« iS.q)
peut être convertie en un nombre fini de chiffrés décimaux.
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Quatrième exemple. —.
La période se manifeste dans ago 184 cet exemple , après la 8"" opéra- 38o jo,345aS8og|5a3dc9l tion. Mais , ce qu* il y a de remar- 44^ quable, c^est que les deux pre- aoo miers chiffres décimaux ne font 3a8
pas partie de la période , tandis 680
que, dans les deux premiers exem- 800
pies , la période commence au 44
premier chiffre décimal.
Les fractions décimales périodiques, dont la période com* mence au premier chiffre décimal, s'appellent fractions pério^ digues simples; et celles dont la période commence après un chiffre de rang quelconque , fractions périodiques mixtes.
16a. Nous venons de voir que certaines fractions ordinaires réduites en décimales, donnent lieu à des fractions décimales périodiques.
Réciproquement, toute fraction décimale périodique , simple ou mixte, provient dune fraction ordinaire, et l'on peut retrouver facilement la fraction qui lui a donné naissance.
Cette question présente deux cas distincts : ou la fraction pé^ riodique est simple, ou bien, elle est mixte.
Considérons d'abord le premier cas.
Soit o,abcde, . . .abcde. , . .abcde. • . 4 la fraction décimale proposée; désignons par n le nombre des chiffres qui entrent dans chaque période, et par x la valeur inconnue de cette fraction.
On a d*abord a;=o , abcde. . . . abcde. . . . abcde. . • . (i)« Multiplions les deux membres de cette égalité par 10* , ou par Tunité suivie d'autant de zéros qu'il 7 a de chiffres dans U période , ce qui se fait (n^ 83) en avançant la virgule de n rangs vers la droite.
Il vient io*.j:, ou iooooo...X.x=^abcde.. ,abcd0... abcde... Ce8t*4-dire, loôçoo... X,x:=iabcde...'+o,abcde...abcdê... (a).
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Si maintenant on retrandie l'égalité (i) de L'égalité {ol), et qu*on obàerve que i ooooo ..•X.aî— aî=(i ooooo • . 7— 1 ) a: ou bien encore , = 99999* ••* Xx,
on obtiendra 99999 X^= abcde. . . .
Donc enlin ap =
99999- y Ce qui prouve qu*unèfraction décimale piriodi^vJè simple est
éqùivalenteà ûnefmction ordinaire qui apoûfhtghïérttiéitr^en'
seiiéh des chiffies dé làpériùdef etpour détiôThinàtêUMn liotn"
bre composé d'autant de g <liiily a de chiffres datié lapétiodéJ
Ainsi la fraction o^35i35i39i . . . èst> d^â|:frès^i^ëttë règle,
35i ■ • '"*' ■ ' ■ * ' ^'l'P "^■'•'i '•' ' équivalente à la fraction . • ,}....«> ^-i
Cette fraction peut être, simplifiée , si Ton remarque que ses deux termes sont divisibles par g. On obtient ppap la suppression
de ce facteur , — ^ ; supprimant de houvéàii le fattèurS tjfui est
encore coitimun, on troute éhfip ^iïf là fràc^on'^réâ&ite',
=-. C'est la fraction du second essetuple traité ji^^ :4$;Hii I r
, Soit encore .lafractioj^.9,p^Ço3g6.<i« • i- « ri. ^vii -iî j :j î La période est ici o3g6;<4oA$^U.&f<^^onc^t'>^Vl^^^'®Il(e à
— '-^ , ou simplement , '^ , - -
3999 . ., s ' 99l^M , ,»^ »\ • ::!; rjo'/ ...
. ( On supprime le o comme injut^e -, i?i^U. ox^;^ dû ii*.^prd en tenir compte, coname faisant péx^p dç|8 cIiiffi;es,<igl^Tpén9f[^e,) Le facteur q étant commun aux deux termes de ce résultat ^ on
♦le supprime, et il' vient -^, fraction dont Ites deW téttûés
liH \ •
sont encore divisibles par 11; et en le supprimant, c;a obtient enfin * -r-^' pour, la' fraction^ réduite à' si»' fliéindredi^nafeti*^
iVr B. Si la fraction périodique renittrmvtun «ntîtrjôn «h ferait d'abord abstraction ;. jpuis on L'ajouterait à Ia,fraçtioA ordinaire éapivalente , après qu elle aurait été réduite à .ses nioindreA termes. ,
iilO SOMMATtoil t)t.8 fkA^TtîàM PÂRtODIQUES. '
On 4^0 abord o,ibflioa. . ..== — = — = 3:7;
donc 4^i6ai6a«.«.fe44- s'-S's^.
i€3» ,?<|940i>A am, c9m à^^isictions périodique nùfcta^
ava^t la.fériodd et dnq dan^ U ^ripd^ ; naii û usinière de raÛQiuiar i|>i\,fera pat moin^ générale.
Sp^t dqsc aijEi^ ahcde apç^, . . ù fractkai pift>poséev Re^ marquons qu'en la multipliant et divisant en même temps par 10000 « on peut la mettre sons la forme
• "I IÇMBQO . '
Ox^ ; h qufPtijt^ ^^^^ parenthèses équivaut^ d'après la règle
abcde * ^
pjréçjjdçn^e , i^pqt^ + j i ou bien, réduisant l'entier
99999 Donc la fraction eUe-iuémaV <}<>{*»* lënide t<Ai j^ûspiàit;
Ce qui^prouye qu*U7ie fraction périodique mixte quelconque ' iïVéqûpidénieûUMfiaction oriihûîre (juiapour ^t^té^Ai^VK ràpérîèidè' ûn^rhéhtéé du ffî^ôdûii dé là pùHié non périodique pat Un hdèiSte composé Sautant dé 'q quily a déchiffrés dans Ift période yft^uruiffiOMimkjEjJvi'itmé^he iiombre de g, mii4î d'autant de zéros qtiily a de cHi^es dans, la partie non périodique. . ' ^
CiomidérQn0> par eacemple 1 U frattiom o^St^ofi^SoG. . . .(
la règle f«réciéden«« dottte pour la valeur » S-^ \y'.\\?!^??S ^.
Pour simplifier ce rësûltà't, àh ébserve que 3i ^9993 est la mênie cliose que âi^iôôoo*-i]) ou Sioooô— STi ; c^bst-à-dire , qu'après avoir ajouté quatre zéros è la droite de 3i ^ il suffit de
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reMBcher 3i dit fésu^Uaiy c# ^ de^ime So^s^^.' Ajc^tifaiit à ee nombre» q3o6 . on obtient — ^-^ , fraction qui se léduit à
•j-^, après que les deux ternaes ont été divisés suçcessîvenaent
pfllf les feotectts g ^ â5 et 1 1 , cpeil ledr «dut éridemmenf ooiumans,? (^J^oyez lea cat aotères établie pour tes trdk nombres. )
Noils proposerons pcrnr exerdce , les fractions. . .'.
Les fractions ordinaires qui leur ^ont équivalentes ^ peuvent être ramenées a des termes très simples.
ny r £ 1 PQrs X QCXQQQ -{- abcde j ., . j
La formule ^-^ iziziz conduit a des con
séquences assez rço^rquables.
^ ^ . ^ . r pgr^Ci 00000— i)4-a6crfe Oiï peut la mettre sous fa forme ^^ ■ ^ — ^ — — ^
, . ,1 . pc/rjooooo — pars+abcde ,
ott bieû encore, âouâ celle ci : ^-2 — ■ ^ - ■■ ^ - ' ' ■ — •— •
Cela posé, H eât évident, d*aprèd cette dér&ière' fornie » que lea calcnb qui sont indiqués an numérateur étant effec-; tués, le résultat ne peut être terminé par un ou plusieurs zéros ; car, pour que cela fàt, il faudrait que quelques-uns dé9 éemierè obifFi^e^ de p^ts, fuissent led tntoes qne hëéemiéc^ cbiffres de ùbeît\ et daiis ce eas , Id période lie coniménoérait pas après le 4° chiffre décitnal, comthe on Ta éuppoi^é. ( Fai* e«empfe, si Ton ataSf i :î=t e^, rît^nP, 1* frâetion prinl^itive a^âh Oypqdëabédêûbcdé. ,., et là' période commencerait ait 3* ehiffi'e ; elle serait ieûbû.} Gti voit donc ' cfj'aprèè la ré^ duotion de t'eistpf eâsioâ dî«^^sus'*à des tnoindres- fêriued , It réétiltât doit être ime fracfîott 'flèffit îêfdénàmînâtènr renfefmc les denx fàétethrs-a et 5 , ou atrmdns l'un des* deux, à la 4* pnisôatrtse> c*ést«'à'»difc , à'trtie ^niâdateé d'îitt degté marqué par le nombre des ôhfflBres qui ne font pas partie die fà période. Nous pouvons co^plnr^ delà, les deux propositions suj vantas : 1**. Toute fraction, dont le iénotninateurne renferme aucun des
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dêux facteurs premiers aetB, ouestpremier avec a et S,donne lieUy étant réduite en décimales ^àunefractionpério^que simple^
En effet , si Ton pouvait parvenir à une fraction périodique mixte , il s'ensuivrait que la fraction ordinaire équivalente à la*> quelle on parviendrait, d'après la règle du n° i63, étant réduite à ses moindres termes , serait égale à la fraction proposée. Or Cela est impossible , car on a vu (n^ 167) que, pour qu'une fraction dont les deux termes sont, premiers entre eux, ou qui est irréductible , soit égale à une autre fraction, il faut que les terfnes de celle-ci soient Içs mêmes multiples des termes de la première ; il en résulterait donc que le dénominateur de la fraction proposée serait multiple de a x>u de 5; ce qui sesait contre l'hypothèse.
â°. Toute fraction irréductible dont le dénominateur ren* ferme un des deux facteurs Si et 5^ ou tous les deuxélevés chacun à une certaine puissance, donne lieu à une fraction périodique mixte, dont la période doit commencer après AUTANT de chiffres, qu'il y a d^unités dans le plus grand des deux exposans de % et de 5 y qui entrent au dénominateur.
D'abord, la fraction périodique ne peut pas être simple ; car
la formule pour ces sortes dé fractions , étant *-^, il est
impossible que cette fraction , dont le dénominateur ne ren- .
ferme aucun des facteurs a et 5 , soit , après la réduction à
ses moindres termes, égale à la fraction proposée, dont le déno*
mio^teor renferme ces mêmes facteurs.
£q second lieu, U période doit commencer après n chiffres ,
si n désigne le plus grand des deux exposans de s et 5, qui se
trouve dans le dénominateur; car supposons, par e:içemple,
qu'tUe commence après n— 1 chifires ; la fraction équivalente
à cette fraction périodique , aurait un dénominateur qui ne ren*
fermerait les deux facteurs a et 5, ou l'un d'eux, qu'à la S"*-!''"'
puissance , et ne pourrait être égale à la fraction proposée , puis-
que d'ailleurs , ces deux fractions sont supposées irréductibles.
Par exemple, les fractions -, ^-(n* 161) ont donné lieu à
7 ùj
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des fractions périodiques simples^ parce qaey et37 sont pre-
miers avec a et 5 ; mais la fraction ^ a donné lieu à une frac-
tion périodique dont la période commençait après le second
chiffre , parce que 84 est égal à aS s u
Enfin; la fraction •— pouyant se mettre sous la forme-^r^-»- ,
donnerait lieu à une fraction périodique, dont la période commencerait après le 4*"' chiffre décimal*
On trouve ^ en effet , pour la valeur de cette fraction en décimales, o,8a38636363
i65. Nous ne pousserons pas plus loin l'examen des propriétés des fractions décimales périodiques. Non9 nous bornerons à ob^ server que des propriétés analogues aux précédentes , se manifesteraient dans un système quelconqnede numérationdont la base serait b.
D*aborâ j pour réduire une fraction ordinaire en subdivisions de b en frfois plus petites que l'unité^ il faudrait, conformément à la règle du n^ 88 , multiplier le numérateur par h, ou 10 ; c'est'àrdire , ajouter un o à sa droite , et diviser le produit par le dénominateur , ce qui donnerait au quotient des unités b fois plus petites que Tunité principale, et un certain reste; écrire à la droite du reste un nouveau o , et diviser le résultat par le déno-minuteur y ce qui donnerait au quotient des unités b fois plus petites que les précédentes, ou b^ fois plus petites que Tunité principale; et ainsi de suite. Ceci admis:
Toute fraction ordinaire dont le dénominateur ne renferme pas d'autres facteurs premiers que ceux qui entrent dans ta base b, étant réduite en subdivisions de h en h fois plus petites que tunité^ donne lieu à une fraction d'un nombre LIMITÉ déchiffres» Mais toute /raç^fon IRRÉDUCTIBLE doiit le dénominateur renferme des facteurs premiers , dijférens de ceux qui compo^ sent la base , donne lieu à une fraction iun nombre INFINI de chiffres , et PÉRIODIQUE.
Et ainsi des autres propriétés. Nous laissons aux élèves le soiu d'en rechercher les énoncés et les démonstrations.
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^ IV. Des Fractions continues, (i)
166. Les fractiona continues doivent lenr oaisaance à Té va-» 1 nation approchée des fractions dont les termes sont consîdirables , et premiers entre eux.
Pour nous faire miatoi comprendre , soit proposée la fraction
r*Â p dont il' ail aisé da firifier qaa les deux termes sont pre-
miers entre enx^ et qui, pour cette raison , est (n^ 167) irréductible.
£n laissant la fraction sous cette forme , on s'en fait difficilement une idée bien juste ; mais si , en vertu d*nn principe connu, l'on £vise ses deux termes par i5g, ce qui n*en change
P93 Ja valear , elle dev»ot -rr-sr , oa , effeatiMiit la divî-
«ioo indiquée au dénominateor, -*^^ — jr.
Cela posé , négligeons pour le moment la fir^etiaa ^g- ; lu
fraction s qui «n résuUe^estplusgrandequela propp9ét,piiia*
que Ton a diminué le dénominateur.
D'un autre côté , si , loin de négliger '^ » <w wmfUm Mtle
fraction par i , ce q^i donne alors =-7^ ou j 1 ^<^^ nomvaUe
fraction est, à son tour, plus petite que la proposée , puisqu'on a augtnenté le dénominateur.
(ï) Quclqucs-ana des Qiifncros de c« paragi^pUe «appoient des notions d'Algèbi'e un peu plus étendues que celles qui ont fait l'objet de PintrodoctioB du cinquième chapitre , mais les élèyes penvcnc passer outre , sauf à y reyenîr iorsc|a*il8 «e seront famittarisÀ davantage av€C les opénitioiisderAlgM>re , on lors* qu'ils sentiront )^ hépnssilr dViodûsr œtte tbéoiw.
iSo D'où Ton peut conclnrs que la fraction j^ eit co^Q^jse f p»
tre = et -;• Ceci donne déji uofe '^^ assez exacte de la fraction.
Si Ton vent une plus gfanâe approximation , il n'y a qn*à
. iS , , i5q
opéf er sur --r- , comipe on a opéré sur -prë»
ti • » 16 1 1
Il vient
•t la propoiée devieot ■ 1
9+76- Si Ton néçliga Jg,^ ^9J pV?9 8'^si.4 quÇ -^f fo*
il »tiit que . »! ■ t(t phi« pe^ que •^. Mail " " ' .w-
▼i«nt à j^ OH -4 j aî;i«i la proposée çat «pojrç çompii?* eptpç
La difFéreace de ces deux dernières fractions ^ réduites au i^jfpe àf^o}fiiMfw, est . 'r ll J mi J^« Donc )f«rv«iNrx|iift 1*0»
comj^et j çn prenant = jpççr la yalenr de la prpposée, est moindre
que^. -
Opérant sur <-g , comme on a opéré sur les précéd^t^s , on
k -^^st -r^ «= _— — . ' Qt la fraction propcfsée peut se mettre
j2l6 NOTIONS PRÉLIMINAIRES
souslâfdfïhè
• * ib.
Négligeons -7; le nombre -oui^ est plus grand que -g;
donc
— - , . ûu — , est plus petit que —r-.
Donc ' ou ou =-, est plus grand que -r-S.
D'où fon vott que -pâ est coMpris entre -^ et — . La première est trop petite et la seconde; trop graade. Orj^ la*' différence de ces deux fractions e$t^ ^ ou ggg ;
• •'• I» " If . Q .10
ainsi> I erreur quel on commet^ en prenant soit ^, soit s-, pour
la valeur de la fraction proposée 1 est moindre que
On voit comment^ par cette suite d-opér,ations , on parvient à trouver^ en termes plus simples^ des fractions qui donnent des valeutsiappi^ochées d'une autre fraction dorït les termes - sont très considérables.
" ,' . 1 est 'ce qu'on appelle une frûfc-
L expression -1 rr u
iion continue. '
Çn général > on entend par fractioa continue , unejraction qui a pour numérateur tunité , et pour dénominateur ûr| nombre entier, plus une fraction quia eUe^n^ëme pour numéfateur tu»
SUR LES FRACTIONS CONTINUES
nîtéj et pour dénominateur un entier, plus une fraction; et ainsi de suite.
Sonyent le nombre fractionnaire proposé est plas grand que l'unité. Ainsi « pour généraliser davantage la définition d'une fraction continue , il faut dire : Une fraction continue est une expression composée d^un entier, plus une fraction qui a pour numérateur t unité, et pour dénominateur, etc....
Telle est l'expression a-f- (a, 6, c, <2.... étant
des nombres entiers).
167. En réfléchissant sur la marche qui vient d'être suivie pour
1 5o réduire -7-5 en fraction continue , on voit que l'on a divisé d'a-
bord 493 par ih^,ce qui a donnée 5 pour quotient, et pour reste i6« On a divisé ensuite i5g par 16/ ce qui a donné pour quotient 9, et pour reste i5; puis on a divisé 16 par i5 ^ ce qui a donné I pour quotient, et 1 pour reste. De là il est facile de conclure le procédé suivant , poar réduire une fraction ou un nombre fractionnaire en fraction continue : . .
Agissez sur les deux termes de la fraction proposée, comme pour trouver leur plus grand commun diviseur ( voyez n" 49 )• Poussez t opération jusqu'à ce que i}ous obteniez un reste égal à zéro , et les quotiens successifs auxquels vous serez parvenu , seront les dénominateurs des fractions qui constituent la frac-tion continue.
Dans {hypothèse où le nombre préposé est plus grand que Vunité , le premier quotient représente la partie entière qui entre dans l'expression de la fraction continue.
On peut /d'après ce procédé, réduire en fractions continues
les denx nombres —7- et =^.
. Yôici le type des opérations :
ai8 voxipHf VR<^Mi|>Ài»e«
Donc
d'où |^ = a +
a a ji ilSliâ*
Les fractions eontiauet jouiitfeiit il*tiii grand sombre da propriétés dont la rediardMi a été l'abjel des ttatami dm plue célèbres géomètres. Nohs ne Toutons ipi que faire oanoaître les propriétés élémentaires , celles dont on fak tui usage fréquent, et dont les démonstrations sont fiHidées sur les pfenriers principes de l'Algèbre. Nons renvoyons, peur ée plus amples détnits, eax Additions de Lagnmge à l'Algèbre d!BuUr.
PJl»Fi|nriONS.
i63* i^^pfÇAQDs lafractioi; co^tiniie générale
que nous supposons d'ailleurs représenter la valeur d'uo noiphre fractionnaire désigné par x.
On^ appelle/rac^îon^ mt^grranfef , les fractions t i -, ^'*'' dont Veniemble constitue 1# frap^on .continue; et quotUns in-
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complets, lc;3 dénominateurs b ,c, d. .. On appelle ainsi ces dénominatears , parce que b, par exemple^ nest que la partie entière du poml^ exprimé par b ^^ t-t--^ ; quac n'est q«e U
partie eatiène du nombre exprimé par c
et ainsi de suite. Par opposition , on a donné le nom dequotiens complets, àaxeTpreaaions, 6+ -r*Tt* , tf ■+♦
dont 6^ c, ci. . . lie sont que I^ parties entières.
Chaque quotient complet renferme implicitement , outre rentier qui y est contenu , tous les quotiens suiyans de la fraction continue , puisque c'est par le développement de oe quotient complet^ qu'on trouve tous les quotiens suiyans. Ledemien: quo^ tient complet, qui n*est autre chose que le dénominateur de la âemière fraction intégrante , esttonjoitrs au moins égal à q, d'après ]a nature du procédé pour réduire une fraction ordinaire en fraction continue (n** 167).
On appelle réduites les résultats qu'on obtient en convertissant successivement en un seul nombre fractionnaire , chacune
des expreasioDfl 4 ^ 4*t> a'^^"^^"*^,. .. On les nommé
hXLS&i fractions convergentes, parce que, comme nous le4é^ montrerons bientôt , ces résultats approchent de plus en plus du nombre réduit en firaedon contiiiue , k nei^e ^ne Von pmmd un plus grand nombre à» fractions intégrantes. -
A90 LOI DE FORMATION
gm
La première est a^ qu'on peut mettre lous la forme -, la seconde esta4- t oU| réduisant Tentier en fraction, — t — •
Pour obtenir la troisième représentée par a -f- ■ , il buf-
fit de substituer dans la seconde, b + -^ klsL place de b\ car j
désignant & 4* ^ ?^^ ^'f on aura .
expression, qui ne diffère de . — r*^ qu'ence que ^ ou &-f- -
remplacé b.
Faisons donc cette substitution; il vient pour la troisième
a(64"-)+i aJ-4 — f-i réduite , a -j = = ;
b+i j+if b+i
ce c
oubien, réduisant les entiers en fraction et multipliant .haut et basDarc (ab+i)c + a
aJwMa Lieu b J "'■^■"^ ■ ' •
La quatrième s'obtiendra également en substituant dans la troisième, c -f-;*^ !& place de c, ce qui donnera -
PE8 RÉDUITES CONSÉCUTIVES. . âSIl
OU, réduisant les entiers en fraction et multipliant haut et bas
P*'^> ^bc+i)d+b •
Sans aller plus loin , on peut voir déjà que le numérateur de la troisième réduite peut s'obtenir en multipliàJlt le numérateur de la seconde par le troisième quotient c ^ et ajoutant au produit le numérateur de la première fraction* Quant au déno* minateur^ il se forme de la même manière, au moyen des dénominateurs de la seconde et de la première fraction.
Le numérateur et le dénominateur de la quatrième réduite s'obtiennent également en multipliant respectivement les d^nx termes de la troisième , par le quatrièmequotient cl> et en ajoutant aux deux produits > les deux termes de la seconde fraction.
Si Ton fait attention à la manière dont la troisième et la qna<« trîème réduites ont été forméeîB ^ on' sentira que dette loi defof'^ motion doit s'étendre aux réduites suivantes. Mais pour en dé*^ montrer rigoureusement la généralité ^ nous auro^s recours à un moyen analogue à celui qui a été indiqué (n** laS») Nous ferons Voir que cette loi, ayant lieu pour trois réduites conàécti-' tives de rang quelconque, est encore vraie poi|r la réduite sui* vante; car alors, ayant été reconnue vraie pour Jes, trois pre-» mières réduites, elle Ip sera pourla quatrièqi^ j él^t vraie pour celle-ci et les deux précédentes^ elle lésera pgnr la^c^^quième; et ainsi de suite indéfiniment.
Soient donc», ^> h7> ^^^ réduites consécntives ; r le
quotient incomplet auquel on s'est arrêté, pour formerai et
R Qr +P supposons que 1 on ait ^=Q'7rT:F"
Ajoutons maintenant une' nouvelle fraction intégrante -^ à
la suite de r, et soit ^ la réduite correspondante*, il e^t clair
aaa loi de formition 0es rédvitbs consécutives.
que , pour former ^ , tout se réduit à remplacer dans l'exprès*
sion de rg-, r par r -f* - ; ainsi Ton aura
II. s
et l'on voit que ^ se déduit des deux précédentes , d'après la
loi énoncée plus haut. Donc cette Idi est générale.
Ainri > ïe numérùteut d*unë réduite quéltonque' se forme en ntttttiplinnt te numérateur de la réduite précédente par le quchtient iredomplet qui lui correspond , et ajcutant au produit le numéfdteur de là réduke qui précède de deux rangs celle qu'on veut former^. Le démnHinateur. se for^ D'APR&a LA MÊME LOI , aumcjùhdés deux dénomùMeuTiS préàédens*
y. B. Lorsque le ûôtùbre réduit en fraction ûoutinuéj ou x,
eit moindri^ que l'unité, on substitue - à la place de a ^ a&a
de poUTôir appliquer la loi/ qui suppose nécessairement qu'on ait d'abord fUrmé les deux premièfi^s réduites.
Soit prbpddé^ pour premier exemple , de former Us réduites eonséctftiyés'de la fraction continue ,
On a, polur les âevx prélaiàret réduites , -^ 6t --•
Pour former la troisième^ multiplion& le numérateur i de la seconde paf 3! , et ajoutons o au produit; multiplions ensuite \e
fKO?KlélÈS ^RINCllPALES t)tt R1SDUITES. StvS
déhètuinàtëdir à dé là stcdûàé pat 3 , et àjoutonâ dti {itôduit
le dipomâatew i dé là i^i^éiÊiérâ ^ il tieiidra -.
On trouvera de même pour le§ l'éduilèfl svtyahtea-^
^ ij «4 SB i«* 59^ 55* 149'
On obtiendrait également pour les différentes réduites de la
fraction cbnHnùé prôtehant de =-t3 (i>(^es n^ 167) ,
a 5 7 la ' 43 829 7/ a* 3' T* Tl\547
170. Oonsétjuence de ta loi précédente t II résulte évidemment âè cette loi^ que les termes des différentes réâuités augmentent à aMémre qtte f o« prend wt phs grttiABOiBliré dd Aactioés fantégrantes , puisque le numérateur ou le dioeâiftiiliteur d%ne t^ daite quelconque , est au moins égal à la l^ôisàme des iHimérii^ Umn ^ OQ à li lonuaè deftdénottiûlAfteiirs des dpuz îfédiHtei ^ui la précèdent.
', PROflRIÉTi^ BCS RÉDUITES,
171. Première propriété. 3i Ton prend dan^ 1^ deux eiç^mr plee précédons , la différence, entre deux réduitçs consécutives quelconques , en conveiçant ^e retrancher toujoucs une^réduite » de celle qiii la suit> ou trouvei^ constamment poi^r le num^ateur dé cette différence , -f ^ 9^ — ^'» suivant que la seconde des deux réduites que Ton cçnsidàre^ cntdet rang^oir ou ^«npaiiv le dénominateur de cette diîjréireiKce e^t d^ailleurs ,t^nJ9urf..^l an produit des dénominateurs des deux, réduites. ., |
Ainsi , dans le premier exemple , on a
^ I àXl 7 a ÎIX7' iÇ 7 10X7 '.
cette propriété est générale.
aa4 PRQPRliTES PRINCIPALES
Pour la démontrer , prenons dans la fraction eonlinue géni-
P O R raie > trois réduites consécativ^es qùelcoiiques,, =; > ^ > fP'
Maïs, d'après le n« xSg , R=Qr+P, R'=QV+P'. Mettant pour R et R' ces yaleuvs dans le nnnuérateur de la difFérence précédente, on obtient
R Q _ (Qr+P)<y-Q(<yr + PO . ■
r'"'q'"~ R'cy
ou , effectuant les calculs, et réduisant ,
D*oû Ton voit que le numérateur de la différence ^, — ^, ,
est éffà et'de signe contraire -au nomératenr de la différence
Q P. . Qy~p<y
Ciest^k-dire qb» &^ msnv^teicr^ cie deux différences con^ sécutivés sont égaux et de signes contraires. Mais si l'on considère les deux premières réduites t
a nb-^i ' izft-4-t a +1 f
- et — r — > on a — i — — - = -r^ ;
ddnc^ d'après ce ^ui vient d'être dit, le numérateur de la différence suivante doit être —1 ; le numérateur de la troisième différence doit être + 1 , et ainsi de suite.
Eh général' , le numérateur d'une différence quelconque est -4- i'> si Az seeonde des deux rfêduites que Von considère] est de tang pair, et-^i^si elle est de rang impair; quant* au dénominateur, il est évidemment égal au produit dés dénominateurs des deux réduites.
17a. Conséquence de là propriété précédente: Une
réduite de rang quelconques .^^ e^ toujours une fraction ou un
nombre fractionnaire irréductible.
DES REDUITES. 2)a5
En effets supposons pour un instant que R et R^ aient. un facteur commun h ; comme , à*après la propriété ci-desiîuâ^ on; a RQ^— -QR' = d=i , il vient , en divisant les.. deux membres
. RQ' QR' . 1 ^ , , .
par h , -^ -V— = ^ r* ^^' ^® premier membre de cette
égalité est un nombre entier ^ puisque R et R' sont divisibles par h y et le second membre est essentiellement une fraction ; donc il est absurde de supposer que R et R^ne soient pas premiers entre eux.
Il résulte de là que, si Ton convertit en fraction continue, une fraction dont les deux termes ne sont pas premiers entre eux; et que l'on forme ensuite toutes les réduites jusqu'4 la dernière inclusivement j, on ne retrouvera pas la fraction proposée, sou^ sa forme primitive , mais bien cette même fraction réduite à sa plus simple expression , c'est-^i-dire, débarrassée du plus grand commun diviseur entre se» deux termes.
Soit, par exemple, la fraction -^.
En la convertissant en fraction continue , on trouve
= o H j- , et les réduites sont
La dernière réduite — est la valeur de -^ débarrassée du
facteur is commun à ses deux termes*
Secondé propriété. Reprenons la fi»Gtion continHe gén
nue* 3PSSS a*t-
3a6 FROPRiéTÉS PRINCIPALES
£0 ooDsIflétmnt les premièreâ fractions intégrantes > il est facile de recotmaitre que la valeur de x est comprise entre la première et la seconde réduite» entre la seconde et la troisième réduite , et ainsi de suite.
En effet, on a d'abord évidemment x'^a.
Je dis ensuite que l'on a x <^ a 4*r* Car, pour avoir la valeur de x, il faudrait augmentei^ b du reste de la fractipA contiiuie; ainsi , la fraction ? est plus grande
qée Celle qu'on devrait ajouter à a; donc a 4- 7 est trop grand.
Maihienanti si l'on considère la riéduite a «f» , comme c
est trop .petit, il s'ensuit que b-j — est un dénominateur trop
grand; donc a + est une fraction plus petite que la vraie
valeur de x.
On pourrait pousser ce raisonnement aussi' loin que l'on voudrait; mais il serait bon d'avoir une démonstration indépendante du rang de la fraction intégrante à laquelle on s'arrête.
Soient^ pour cet eiTet» deux réduites consécutives, ^, ^ ,
de rang quelconque^ et proposons-nous d'évaluer les différences
fUmffrqtnniB <qiito li, tians VnTOj^iesâm ^ kirédi^itê ;sai-
R Qr + P .^11 j^- i^
vante, <S7 ou ^, , ^ , on met a la place thi -^uottmt mcdtn»
^plet r, le quotient complet y , on r-^ -^ — •— , dont r n'est
d'où
DES RÉDUITES. 2%J
que Ift pkWw etatièrt, od reproduira U valeur du tx>mbre réduit en fraclîoa continue , pnkqu'alors on aura la réduite de la fraction continue totale. On aura donc , d'ajirès cette remarqn e j
Or^ si Ton examine attentivement ces deux différences» on voit que les dénominateurs sont essentiellement positifs ; quant aux numérateurs ^jf est positif, et QF— PQ', PQ'— QF sont égaux et de signes contraires ; ainsi , ces numérateurs sont de signes âifférens^
D*où il 84iit que, si Ton a x>» o» < ^, oo doit avoir né* ,
• cessairement . . . . ^ «< ou >• ^; c*est-à-^reqne, si
le h&mbre réduit en fraction conticrue eist plus grand ou plus petit
p que la réduite ^, ce même nombre est plus petit ou plus
grand que —7 ; donc en£n ^ la valeur du nombre réduit en
fraction continue ^ est toujours comprise entre deux réduites consécutives de Htng quelconque. .
SfeMA^QUE. Si la réduite ^ «est de i^aftg pair , QF -•PQ',
qui est le numérateur de la différence entre .^ ^t -»> est positif
et égal à +1 t^** ^70; ainsi, Ton a x^- ^ et x -^rCf*
Donc, toutes les réduites de rang pair sont dteftactions pitts grandes , et toutes les réduites de rang impair sont des fractions plus petites que le nombre réduit enjraction continue»
Troisième propriété. Les diCh^ irt ea séduites d«B
ûaiS PROPRIÉTÉS PRINCIPALES
lient des valeurs approchées de x, et il est aisé de détermioer le degré d'approximation fourni par chacune d'elles.
D*abord , puisqu'on vient de voir que la valeur de x est
comprise entre deux réduites consécutives quelconques , ^ et
M-. il s'ensuit que la différence entre x et l'une de ces ré-
duites > est moindre que ^ — ^ , différence qui existe entre les
deux réduites; donc déjà, l'erreur commue, lorsqu* on prend l'une de ces deux réduites pour la valeur de x, est moindre que l'unité divisée par le produit de leurs dénominateurs.
Mais bien plus , si Ton considère la différence
PO' — OP' a? — ^ = ^rCr I TVN^w » obtenue dans le numéro précédent ,
• comme on a (n** 171 ) P<y — QP'ssi (abstraction faite du
signe ) , il en résulte a: — ^, = ^^^— L^-^,,
Or, le quotient complet^ est^ par sa nature , plus grand qne 1 ; donc (Q'y-f F)Q' est >(Q'+P')Q', et à plus forte
raison , > q\ D'où x ^ S. <;; ^ ^ . ^ et à fortiori
* •" 7v ^ TvT'
Ainsi, ïa différence entre x et ^, ou /"erreur commue, fors-
qu*on prend ^ pour la valeur de x, est moindre que t unité di*
visée par le produit du dénominateur de la réduite, multiplié par la somme faite de.cemême dénominateur et de celui'qui précède ; ou moins exactement , mais en termes plus simples , moindre que Funité, divisée par le ccCrré du dénominateur de la réduite considérée.
175. Quatrième propriété. Une réduite de rang quelconque donne une valeur plus approchée de x, qu'aucune de celles qui la précèdent.
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V En effets conaîdéroos encore les deux difierences du a* 173 ,
P' W'j'+nP' ' Q'~(Q>+P')Q'*
comme on a (n® 170) Q'^F, il s'ensuit que le dénominateur (Q'^+P')Q', est plus grand que le dénominateur (Qjf+ POP'i d'ailleurs jr est > 1 ; donc ( abstraction faite du signe ) , le numérateur PQ' — QP'' est moindre que le numérateur (QP'— PQ')j'. Ainsi, par cette double raison, la difFérence
entre x et p^ , est numériquement moindre que la diiTéreoçe
entre a: et =;7.
176. Cm<2UlèME ET DERNIERE PROPRIÉTÉ. Une réduite de rang quelconque approche plus de la valeur de x , non^seule^ ment qu aucune des réduites précédentes, mais encore qu'aU" eune autre fraction , dont le dénominateur est moindre ,que celui de la réduite considérée ; en sorte que Ton peut assurer qu*il n'existe pas d'autre fraction qui , en termes plus simples , donne une valeur plus approchée de x.
Soient ~7 la réduite que l'on considère, et —7 une fraction Q ^ m
quelconque, telle que Ton ait m'<Q'; je dis que x — — 7 est plus grand ( abstraction faite du signe ) que x — ^.
Démonstration. Remarquons d'abord que la fraction -^,
ne saurait être comprise entre ^ et p>; car, pour que ceU
fût, il faudrait que la différence entre =5 et —7, savoir,
— =;7— - — , fûc numériquement moindre que la différence r m ^
^77^7 , entre ^ et = •, ce qui est impossible , puisque Pm'*— VnP'
nombre entier, est au moins égal à i> et que,i»'P' est plu»
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petit qne FQ' , à cause de l'hypothèse m' < Q^ ( On ne peut supposer Pm' — mP' =s o , car il en résulterait «:=: —7 , et cette
dernière fraction étaot égale à la rédaite qui précède ^, la
proposition serait déjà démontrée^)
PO m
Il suit de là que p; et ^sont à la fois ^ ou <^-7; donc
les différences =7 — —7 et ^ — —7, ou leurs numérateurs
Pth' — niP'y Qm^^^mQ^, sçnt nécessairement de mime signe.
Cela posé, Ton a trouvé (n** 173)
Prenons aduellement la différence entre x et — 7. On a
_ Ht _ Qy + P m _^ (Qffi' — mQ0jr4- Pm'~mP '
Or, par hypothèse, m' est <Q^; ainsi le dénominateur de cette secQnde difFérence est moindre que celui de la première* D'un autre côté , le numérateur {(^m' — m(^)y'^l^m' — mP', se composant dje deux termes addltû*<» eu saustractifs à la fois ,
est plue grand que 2. Donc , par cette double raison ^ x — — ? eal numériquement plus grand que x — ^.
N» B, Il est à remarquer que les quatre dernières propriétés reposent sur le même calcul, celui du n* 176, si l'on y joint toutefois , pour la cinquième , l'expression de la différence entre^
j? et — ;; ce qui en rend les démonstrations plus faciles à retenir, m ^ *^
Pour terminer la théorie élémentaire des fractions con
tiraue$_^ nous .indiquerons l'usage qu'on peut en faire ^ dans
l'évaluation approximative d'une fraction irréductible dont les
fermes àont f rès grands.
USAGE DES PROPRIETES PRECEDEUT^S. sSi
On féduU d'abord h nombre proposé en froctio^ continue ^ d* après le procédé du n® 167; puis on forme les réduites consé" chtii^es , en suivant la loi du n° 169. On obtient ainsi une série de fractions alternativement plus grandes et plus petites que le nombre proposé (n® 173); et parmi ces fractions , on choisit celle qui donne le degré (T approximation que ton désire avoir
pour la fraction. Ce degré est (n* 17^) marqué par s^j i-ptKri^
ou j^ 9 si ^ est la réduite considérée. La réduite doit être
(n^ J75) dun rang d autant plus éloigné^ qiion veut avoir un plus grand degré d'approximation.
Soit proposé y pour exemple ^ d'évaluer approximativement le rapport de la circonférence au diamètre.
On sait que ce rapport, exprimé en décimales, a pour valeur,
i moins d*un cent-millième près, 3,i4i5qou — ^ — S.
On trouve d'aborfl pour la valeur de ce nombre réduit en
fraction continue ,
3i4i59 j, , 1 — 2 — 1? ou a; =0-1
ce qui donne , pour les réduites consécutives , d'après la loi
dun® 169^
3 02 ^ 555 9208 9563 76149 314169 1' 7 ' 106' ii3' agSi' 3o44' ia4a39' looooo'
En prenant d'abord — pour la valeur du nombijB prpppsé ,
on commettrait une erreur moindre que -: — : — r ou 77c ; mais
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cette réduite donne encore un degré d'approximation pins considérable; car, puisque le nombre proposé est compris entre
QQ 333 QQ
— et — g , il s'ensuit que — diffère de ce nombre , d*ane quan-
tite moindre que rt.ou ; amsi , 1 erreur commise
* 7 lob 74a
est beaucoup moindre .qae . Aussi ce nombre — . ou
3 ~ , est-il fréquemment employé pour e3q)rimer le rapport
de la circonférence au diamètre. (Test le rapport donné par
Archimède.
• La quatrième réduite, — =, qui n'est pas beaucoup plus com-
pliquée que — -x , donne une valeur bien plus approcbée ; car
le nombre proposé étant compris entre — =■ et ^ ^ , la difFé-
' lia 2901
rence entre ce nombre et — = , est moîncre que — a =- ,
110 ^ ii3 X agoi
fraction évidemment plus petite que 0,00001. Il est àremar-
quer que les deux fractions — = et ^ , dont la première
est exprimée en termes plus simples > donnent la même approximation (évaluée en décimales) pour le rapport de la circonférence au diamètre. Cest le rapport donné par Adrien Métius, Les. réduites suivantes sont trop compliquées pour être substituées avec avantage au nombre proposé.
Nous ne pousserons pas plus loin Texamen des propriétés des nombre^ ; mais )ious recommanderons aux jeunes gens qui, déjà familiers avec Tanalyse algébrique, voudraient étendre leurs connaissancejr sur cette partie, la lecture de deux ouvrages intitulées : Théorie des Nombres, par Legendre, et Disquisitiones Arithmeticœ , de Gauss , ouvrage traduit avee beaucôup'ld^ succès par Poulet Delisle,
EXTRACTION DE LA RACINE CARRÉE. a35
mmsstm
CHAPITRE VI
Formation des Puissances j et extraction des Racines cannées et cubiques des nombres.
5 1*'. Formation du carré et extraction de la racine carrée,
178. JNoTiONS PRÉLIMINAIRES. On appelle carré (n* m), ou seconde puissance d'un nombre , le produit de ce nombre multiplié par lui-même , et racine carrée ou a"* d'un nombre , un second nombre qui^ multiplié par lui-même^ ou élevé au carré , donne pour résultat le nombre proposé.
Ainsi, 7 a pour carré 4s \ et réciproquement, 4.9 a pour racine carrée 7; de même, i3 a pour carré iaXiaoui44> et réciproquement, la racine carrée de 144 est is»
La formation du carré d*un nombre entier ou fractionnaire ne présente aucune difficulté ; il suffit de multiplier ce nombre par lui-même, d'après les règles connues.
Mais il n*en est pas de même de l'extraction de la racine carrée d'un nombre, qui a pour objet : Un nombre étant donné, trouver le nombre quij multiplié par lui-même, peut produire le nombre proposé. Cette opération, assez difficile, exige des détails particuliers ; elle est d'ailleurs d'une très grande impor-tance dans la Géométrie et l'Algèbre.
Les dix premiers nombres entiers étant
leurs carrés sont évidemment
i> 4> 9, »^, 35, 36, 49, 64, 81, 100; et réciproquement , les nombres de la seconde ligne ont pour .racines carrées le^ nombres de la première.
A l'inspection do ces deux lignes , on reconnaît que , parmi
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les nombres entiers d*un ou de deux chiffres , il n'y en a que neuf qui soient des carrés fP autres nombres entiers; les autres ont pour racine carrée un nombre entier^ plus une fraction.
Ainsi 53^ qui est compris entre 49 et 64 1 a pour racine carrée 7, plus une fraction. De même, gi a pour racine carrée g, plus une fraction.
17g. Mais ce qui est très remarquable, c*est qu*un nombre entier , qui nest pas le carré éCun autre nombre entier, ne peut pas avoir non plus pour racine , un nombre fractionnaire exact.
Cette proposition qui, au premier abord, peut paraître un paradoxe , est une conséquence du principe établi (u^ i34) ^^^ I^ divisibilité des nombres. En effet, pour qu'un nombre fractionnaire exact, r , puisse être regardé comme la racine carrée d'un
nombre entier , il£aut que son carré, T X r 9 ou r;, aoit égal i
un nombre entier. Or, cela est impossible; car, supposons
que T soit réduit à sa plus simple expression; a* et h^ n*0Qt pai( b
(n® i34) d'autres facteurs premiers que ceux qui entrent dans
a eXb\ et puisque ces deux derniers nombres sont premiers
•ntte eux ^ il en est de même de a* et 6*. Ainsi, 7^ est un hoth-
hre fractionnaire irréductible , et ne peut, par conséquent ^ être égal à un nombre entier.
La racine carrée d*un nombre entier qui n*est pas le carré d'un autre nombre entier, ne pouvant être exprimée par aucun nombre exacte s'appelle nombre incommensurable ou irrationnel; c'est-à*dire, nombre qui ne peut pas se mesurer exactement au moyen de l'unité. Ainsi, ^/a, \/5, V^n, sont des nombres incommensurables ou irrationnels.
On dit alors que le noinbre proposé n'est pas un carré parfait.
180. La diiFérenoe de deux carrés parfaits consécutifs est d'autant plus considérable, que Ins racines de ces carrés sont
plafi graiOdea^ et Vexpression dç cette différeppQ est utile à connaître*
SoÎQQl en effet deux nombri^f conaéçutifa , a et a H- 1 .
Oaa(aMi5),(a+ty;=;=(a4-*)(a+6) — a* + aa6+6»; d'où , en faisant ^=:t i » (a+ 1)* =«*+ sa + i,
La différence entre (a + 0* ®* û%.est donc aa+i '» d'où i on voit que /a dlfflérence entr^ les carrés de deux nombres c&nséciftifs est égule au double du plus petit de ces deux nombres y augmenté d'une unité. Ainsi « la différence entre les carrés de 34s et de 347» est légale à 9 foi^ 347 P^ ^ > ^^ ^9^ t en |>i«n , en d'autres termes , les carrés de 347 ^^ ^^ ^^ comprexuient 694 nombres qui ne sont pas des carrés parfaits.
Ces notions établies ^ proposons-QOus de rechercher u^ pro*cédé pour extraire la racine carrée d'un nombre > en commen** çant par les nombres entiers.
281, Extraction de la racine carrée d^un nombre entier.
Si le nombre n'a qu*un ou deux chiffres « sa racine s'obtient iixunédiatement d'après Tinspection des neuf premiers nombres (n* 178); considérons donc un nonibre de plus de deux chiffres ^ 6084 par exemple.
Ce nombre étant composé de plus de deux 6 Q«8 4 t 7^ chiffres, sa.racine en a plus d'un ; d'ailleursj 4 9 j wg
iloatpluspetit que 10000/ quiest le carréde "^ g^^ g ioo',ainsi,laraciiierenfarmenéeessairement 1184 — r/ d«ixchiffres,saToir:de8dixainesetdeflum- • ^
fée. Or, si l'on désigne les dixaines par a , et les unités par 6 , on a (n* 180)
Go84=(o-f.iy2a:fl»4.aofc4-6*; ee qui prouve que le oarré d'un nombre composé de dixaines ef d**nnit6S , renferme le carré des dixaines , plus le double pro^ àuif des dixaines par les unités , plus le carré des unités.
Cela posé^ si Ton pouvait découvrir d^is 6084 1 ^^ carré desdixaines de la racine, on obtiendrait facileneot les dixaines;. mais le carré d'un nombre exact de dixaines ne pouvant donner moins que de» centaines , il s ««suit que ee carré doit se ttfoavar dans la partie 60, à gauebe des deux derniers chiffresr qu'on
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sépare, pour cette raison, par un point, de cette partie qui, d'ailleurs, outre le carré des dixaines , peut renfermer des cen^ taines , mille, provenant des autres termes du carré. La partie 60 est comprise entre les deux carrés 49 et 64» dont les racines sont 7 et 8 ; or, je dis que 7 est le chiffre des dixaines cherché ; car 6000 est évidemment compris entre 4900 et 6400 , qui sont les carrés de 70 et 80 ; il en est de même de 6084* Donc la ra* cine demandée se compo.«ede 7 dixaines, et d*un certain nombre d'unités moindre qpe dix.
Le chiffre 7 étant trouvé , on Técrit à droite du nombre donné , en les séparant par un trait vertical ; puis on retranche son carré 49 > de 60, ce qui donne 1 1 pour reste à côté duquel on abaisse les deux autres chfffres, 84* Le résultat 1 1 84 de cette première opération, contient encore le double produit des dixaines par les unités et le carré des unités. Or, des dixaines multipliées par des unités , ne pouvant donner au produit , moins que des dixaines, le dernier chiffre 4 ne fait pas partie du double produit des dixaines par les unités ; ainsi, ce double produit se trouve renfermé dans la partie à gauche 1 1 8 , qu'on sépare du chiffre 4 , par un point»
Donc, si Ton double les dixaines, ce qui donne i4> et qu'on divise 118 par 14 > le quotient 8 est le chiffre des unités , on un chiffre plus fort que celui àen unités. Ce quotient ne pent pas être trop faible , puisque 1 1 8 contenant le produit du double des dixaines , 1*4 > par les unités, il faut qu*on puisse en retrancher le produit de i4 p^T le chiffre qu'on essaie ;' mais il peut être trop fort, parce que 1 18, outre ce double produit, contient encore des dixaines provenant du carré des unités. Pour vériEer si le quotient 8 exprime les unités , il suffit de l'écrire à la droite de 14 9 ce qui donne 148, puis au-dessous de lui-même, et de multiplier 148 par 8. On forme évidemment par là, i*. le carré des unités ; â^. le double produit des dixaines par les unités. Or, cette multiplication effectuée, donne pour produit 1 184) nombre égal au résultat de la première opération ; en le retranchant de ce résultat , on a o pour reste -, donc 78 est la racine demandée.
En effets il résulte des opérations précédentes, que Ton a.rQ«
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tranché auccessivement de 6084 1 le carré de 7 dizaines ou de 70^ plas le dauble produit de 70 par 8^ plus, enfin, le carré de 8 » c'est-à-dire , les trois parties qui entrent dans la composition du carré de 70 +S ou 78; et comme le résultat de la soustraction est o, il s*ensuit que 6084 est égal au carré de 78.
Soit, pour second exemple, le nombre 84i-
Ce nombre étant compris entre 100 et 8.4 1 3() 1 000 , sa racine se compose encore de deux 4 4B
chiSresyOudedixainesetd'unités.Onprou- 4 /.i q
rera > comme. dans l'exemple précédent^ 4 4 i 4Ai'
que la racine du plué grand carré con-
tenu dans 8, ou dans la partie à gauche des deux derniers chiffres , est le chiffre des dixaines 4e la racine. Or» le plus grand carré contenu dans 8 est 4 dont la racine est 9; c'est le chiffre des dixaines. Si Von retranche le carré de a ou 4 dû nombre 8^ il reste 4; abaissant à côté de ce reste la tranche suivante 4i> on obtient 44"^ > résultat qui renferme encore le double produit des dixaines par les unités ^ plus le carré dès unités.
On prouvera encore , comme dans l'exemple précédent » que , si l'on sépare le dernier chiffre 1 par un points et qu'on divise la partie â gauche 44 P^^ 4» double des dixaines y le quotient sera le chiffre des unités , à moins qu'il ne soit plus fôrt que ce chiffre. Ici , le quotient est 11, et il est évident qu'on «ne peot pas avoir plus de 9 pour .les unités (car autrement , ce serait supposer que le chiffre trouvé pour les dixaines , ne serait pas le véritable). Il faut donc essayer 9; pour céla> l'on place- 9 à la droite de 4 > double des dixaiiies^, puis an-dessous de- lui-même, et l'on multiplie 49 p^^ 9* Or, cette multiplication donne le pro** doit 44^^ ^^^ ^^^ ^g^^ ^^ résultat de la première opération.; ainsi, 39 est la racine demandée.
En réfléchissant sur le procédé qu'on vient de suivre^ pour extraire la racine carrée d'un nombre de trois ou de quatre chiffres^ on voit qa*il se compose de deux opérations principales. Lapre^ mière consbte à séparer les deux derniers chiffres àdcoite » et d extraire la racine du plus grand carré contenu dans la partie à.
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gauche. Celte racine exprime nécessairemefit ieè dizaines de la racine totale; car le carré de Yvette racine suivie d*un zéro, et le carré de cette même racine avgmentée d*ime unité et snÎTie également d'nn zéro, Comprennent évidemment le nombre pro«posé. La seconde conftiMe, après avoir abaissé les deux chiStes à droite da nombre, et après avoir séparé lé dernier de ces deux chiffres par nn point, consiste^ dis-je , à diviser la partie à gau^ che pat le double du chiffre déjà trouvé d la racine. Le quotient exprime les unités, à moins qu'il ne soit trop fort; et pour s'assurer s'il nest pas trop fort , on forme le carré de.ce quotient ^ et le produit du double des dixaiaes par ce quotient. Si la somme qu'on obtient est égale au résultat de la première opération « ou bien » test moindre que ce résultat , on est sûr que le quotieat représente les unités 9 et on Técrit alors à la droite des dixaines; dans le cas contraire, t9n le diminue d'une ou de plusieurs unités.
Renxirque. Dans la recherche de la racine carrée d*ua nombre , on ne peutt)btenîr d'abord le carré des unités ; car ce carré donne en général (n° 178) des dixaines qui se combinent avec celles que fournit le double produit des dixaines par les unités ; en sorte qu'il est impossible de déterminer d'une manière précise dans qucfUe partie du nombre proposé se trouve le carré des unités.
Nous prendrons pour troisième exemple , un nombre qui n'est pas un carré parfait; soit le nombre 1287
En appliquant à ce nombre le procédé 1 a . 8 7 I 35 ci-dessus , on trouve 35 pour racine , et 6â 9 '^
(lotir reste; ce qui indique que 1^87 n'est "3 g, 7 5 pas Un ear ré parfait^ mais qu'il est com- g a 5 T^
pris eVitre lé carré de 35 et celui de 36. ^^^
En effet, le etàré de 35 est iaâ5> «t celui ^ ^
de 36 est iag6, nombre qui surpasse içaS de 71 , on de
35Xa+< («• ï8o>-
Ainài, lorsqu'on nombre 11 ^èt pas vtû carré parfait, le pro-
<>édé fait oorinaitre au moins , 'la racine du plus gr^md carré
contenu dans €e ittnnirèf on bieli eabore., la partie entière de
iafotine tairrée de ee nombre.
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Noua verrous bientôt comment oa obtient approjtimatiyement la fraction qui doit compléter la racine.
i8a. Passons à Textraciion de la racine carrée d'mr nombre de plus de quatre chiffres.
Soit 56821444 1* sombre proposé.
725 4&09 iao544
Lé taombre proposé surpassant 10000 , sa racine doit être plus grande qufe ioô, c'est-à-dire, avoir plus de deux chiffres. Mais » qt^l qù*eâ èoit le notubrë , on peut touf ours la regarder comme composée séûtemfelit d'imités et de dixaines (bar soit S567 un riômbfe quelconque, îl est décomposàble en 556o + 7, ou 5S6 diiàirie^ , pîus 7 Unités).
Ibis lt)rs , le catté dé Cette raèîàé , ou le nombre proposé , contient leei^irrédes dlitàînes, -pltia le double produit des dixaînes par les unités , plus le carré des unités. Or le cattè des dîxàines donné aà Moins des cefftaihes ; dbnc là d^erhièré trahche, 44 , ne peirt éb fiaferè partie , et c'éétdahs la ^àttrè à gauche que ^e trouvé 6é càïté. Je HHs ifiàifatlenàïit que, si Tolti ^cherctie ta racine dû plus gfahd tarré échtetiii dans 'cette "pârfie i gàiiche, àonsîdèrée aMrée sa v^l^uir'alSsblue , âh aura le iiohihre total dès dixaînes de la tàéith dëîiiàjiâéë. flÀ ieffbt , éoit a k tacine dû plus granâ c^arré contenu dans 568a 14 ; cela 're\*îeïi^ à tfirfe tfié ce dernier «feûfefè est trofeaprià tentrè d* et (à + iT'» ^^^^ «'"ssï , 5682i4 >< 1^)0, 5ô«i 56i83"i46fOi è*t ébtnpf'fe ehtt-éYi'X lobettû+i )^x 100; et ^inttie ces dëftx dëttà^rs âôtlsbttô diffèrent entré ètiX de plus d'une oétmhté^ il è'enjftiit ^litélê noinbi'e proposé lûi^méme^ ou
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568fli444> €8t compris entre a'X too et (a-|-i)*X loo; ainsi les racines carrées de ces deux derniers nombres > c'est-à-dire, aXioet(a4-i)X^Cy comprennent Id racine demandée. Donc en&n, cette dernière racine se compose de a dixaines» plusd'un certain nombre d'unités moindre que dix, La question est , par ce moyen , ramenée à extraire la racine carrée du nombre 568a i4> considéré avec sa valeur absolue.
En raisonnant sur ce nombre comme sur le nombre proposé , on est conduit, pour avoir les dixaines de sa racine, à extraire la racine du plus grand carré contenu dans la partie à gaucbe de i4i c'est-à-dire, dans 568a ; et pour obtenir les dixaines de cette nouvelle racine^ il faut encore faire abstraction des deux derniers chiffres 8a , et extraire la racine du plus grand carré contenu daas 56. ^ «
Extrayons donc la racine de 56 , il vient 7 pour 49 } en écrit 7 à la droite du nombre proposé, et l'on retranche 49 de 56, ce qui donne 7 pour reste à côté duquel on abaisse la tranche suivante 8a (parce qu'il faut maintenant déterminer le second chiffre de la racine du plus grand carré contenu dans 568a). Séparant le dernier chiffre à droite de 78a, puis divisant 78 par ]4« double de la racine déjà trouvée, on a pour quotieut, 5 que l'on écrit à la droite de 14 et au-dessous de lui-même ; puis on multiplie i45 par 5 , et l'on soustrait le produit 7a5 , de 78a ; 75 représente alors la collection des dixaines de la racine du nombre 568a 1 4*
Pour en obtenir les unités, on abaisse à. côté du reste 67, la tranche i4> ce qui donne 5714* dont on sépare ïe dernier chiffre. 'Divisant 671 par i5o, double de la racine déjà trouvée, on a 3 pour quotient, que Ton écrit à droite de i5o et au-dessous de lui-même; puis on multiplie i5o3 par 3, et l'on retranche le produit, 4^09 de 5714; 753 exprime alors le nombre total des dixaines de la racine demandée.
EnBn, pour avoir le Ihiffre des unités, on abaisse. à côté du reste iao5, la dernière tranche 44» puis, faisant abstraction du dernier chiffre, on divise la. partie à; gauche iflo54» par iBoG» double de la racine déjà trouvée; il vient pour quotient, 8 q[oa
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Ton écrit à la droite de i5o6 et aa-dedsous de lut-méme. Multipliant i5o68 par 8^ et sonstrayant le produit i9o544> on obtient zéro pour reste. Donc 7538 est la racine demandée. Pour la vérifier, il suffit de multiplier 7538 par lui-même^ d'aprè» les règles de la multiplication arithmétique.
Si Ton a bien saisi les différentes parties de l'opération précédente, on en conclura facilement le procédé suivant :
Sépctrez le nombre en tranches de deux chiffres chacune , à commencer par la droite (le NOMBRE des tranches est égal AU NOMBRE DES CHIFFRES DE LA RACINE). Prenez la racine du plus grand carré contenu dans la première tranche à gauche,, qui peut n avoir qu'un seul chiffre y et retranchez lé carré du chiffre trouvé , de la première tranche à gauche.
Abaissez à côté du reste , la seconde tranche à gauche , dont vous séparez le dernier chiffre par un point; puis divisez la partie à gauche de ce chiffre par le double de la- racine déjà trouvée. Écrivez le quotient à côté du double de la racine; multipliez le nombreainsi formé, par ce quotient, et retranchez le produit, du premier reste suivi delà seconde tranche,
Abaissez à côté du nouveau reste, la troisième tranche; séparez le dernier chiffre, et divisez la partie à gauche par le double de la racine déjà trouvée; écrivez le quotient à côté de ce double, puis multipliez le nombre ainsi formé, par le quotient et retranchez le produit, du second reste suivi de la troirsième tranche. Continuez ainsi cette série d'opérations , jusqu'à ce que vous ayez abaissé toutes les tranches.
Si, à la fin de toutes ces opérationis, vous n obtenez aucun reste , îe nombre proposé est un carré parfait. Si vous obtenez un reste quelconque , le nombre n'est pas un carré parfait • mais vous avez la racine du plus grand carré contenu dans le nombre , ou » ce qui revient au même , la partie entière de la racine carrée de ce nombre. Ce reste doit être (n® 1 8o) moindre que le double de la racine trouvée , plus i ; autrement, les chiffres de la racine auraient été mal déterminés.
i83. Nous proposons pour nouvelles applications, d'extraire
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\e$ moÎQef CArréef des nombret 17698849 ^ 698485; on trov^ yar«
V^ 1769^849 = 4^7 » 1^698485 =s 8S6 atec un reste 1 a6o.
Première Remarque, Dans lepremier de ces deux exemples , on obtient o pour Tun des chifFres de la racine ; cela se recoanaftt à ce qi/après que Pon a abaissé irae tranche, et séparé le dernier chiffre , la partie à gaudie est moindre qae le double de la racine ddé)i tnoav^e ; ce qnî indiqua qae la racine n*apas «Pnnités àt^ Kordre coirespondaat à la tranche a h a i iaé e . Nais il Ëiot mattre an o i la raeina , afin de donner aux chiffres déjà ol^ tenus leur valeur aolative.
^Seconde Remarque. Il résulte de la nature mtme du procédé, que le nombre des chiffrée de la racine est égal au nomire des tranche^ 4^ deux çkjffref qifon peu$ former danf U nombre prçpQ^jf» Kai^ i6<ette fNK^posiiion se démontra â pri9ri, ^'estrà-dira, san^ lejiacQinre M procédé.
^ e^t, le cjurré de ip"^', ou du pin» pelil n(mt)re 4e n chiSr^S; ^ éfai à Tunité au^vie de (n-^i) om de an-r^u zéros , et e^pri|»)a le p)u» petil nombre de a/t^f-i éb^thes»
D'nxx autrç côté, 1^ ç^^é de %q\ ou (lu pl|29 petit nombre de n+ 1 chiiTr^s, e$t ég^l àli^i^é ^vivie de an zéro^^^l: exprime le pl^is jpetît nombr^e de siy -f^ 1 çbifrr.es.
Donc tppt n9jn>)?re çp^RPsé dç î^^ — i chiflf.és, ou (te î^/^ au plu§ ^ c*e5t-i-dire , dp i^^Qi^bire ,q^i ç^t dépon^po.sable en n tranches de a çhiiFre9(d<>iit rjjnepeujt ?j'avoir qp jun ^e^l chiffre)^ ^ une racine comprise j^ntrç ic*""* et 10", et par çon^ga/^nt, coiçppsf ç ^e n cïiîffw-
1 84# Trpis^ém^ fiepfu^rquer On raisonnait souvienit, à la 9imple inspection d*nn noffibrjç enlier, q^'ÂI^ est pa^vnparré parfait :,pt cela pfpf; ^tre utile dans 1^ pr^t|qv.e, Yoipi les ipdipes pcincir
^®. Tout nombre pair ponvaojt étr^ pcprimé par f^a, «on ciirré 4^* c?t ej^p^jj^llepient diywij?le p^r 4-
Ainsi, tout nombre pç^ir qui fiif^ pof ^^fi^jt^le pqr j^ («» \4p), n'est pas un carré parfait. De même, le carré d*un nombre impair an^ 1 , étant 4^*4*4^+ > > nombre qui, diminué d'une
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uni té j est nécessairement divisible par 4i ^^ s'ensuit que tout nombre impair qui y diminué de i ^ li'est pas divisible par 4, ne peut être un carré parfait.
sP. Ein^ gé^iér^ly tout nombre qui ^ renfermant ui% factem premier «f , Vk^^t pas divisible par W* , n,e peut être un. carré pjc^r-^ fi{ii..C9x, U r^i^ çairée de ce nombre, 9I elle était eijitièçç, ne pQBrrail^ être (^® i34) que. de la forme çcn doBf le; c^rré «W, est divisible par «*. Ainsi, un nombre divisibjle p^r 3 ou 5, ^oi^ i^ç«. 9a m^me temps divisible p^ 9 ojxaS,, pour qn il gyisse être un carré parfait.
5®. Tout nombre terminé par un des quatre chiffres a , 3, 7, 9, * ne peut être un cqrré^parfiiit. Car, d'après la composition du carré d*un nombre qui renferme plus d'un cbiiive (n^ i&i)^ les noité» shnpies de ce carré n% peuv«Dl provemv que du e[^i;rétdea iDiité» de la racine. Or, en fom^st hes eftrrés de^aenf pr^emimr» nombres , on voit qii*auciiii d^'eux^n-^'es^ tenniaé pai? les» dûSm* a, 3, 7, 8.
4*. Tout nombre terminé par le chiffireB ne peut être un carré parfait y si le chiffre d» ses dix^n^s^ Wesjtpas, a. Ce caractère te^ dédtpt encore de la compositip.^ du carré d'un nombre de deux ou plusieurs chiffres. Les deux derniers chiffres du nombre proposé ne peuvent^ dans ce cas, p|0¥^îr que du airxé deS' unités de la racine , puisque le chiffre de ces unités étant 5 , le double produit des dixaines par ce chiffre est nécessairement un certain nombre de Gentadae?. Or», le qiii^é 4e 5 ^ fl5; àmo le'uombte doit être teri^in.é par aS.
5®. Enfin y tout nombre tea^népqr un.nombre impair de zéros ne peut être un carré parfait Cela est éyident, puisque, si lara^ cine était ejcact^j^ ell^ ne pourrait être qu'un noiâbi« entier terminé par un on phi^^urs zéros, dont le carvédèvmit renfermer deux fois plus de zéros qu'il n'y en aurai^ à la.rAcii^e , et par conséquent , un nombre paix de zéros, 6e qni serait contraire i h supposition.
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Extraction de la racine carrée par approximation,
i85. Lorsqu'un nombre entier n'est pas le carré d'un autre nombre entier , il ne peot être , non plus , le carré d'an nombre fractionnaire exact (n^ 17g); mais s'il est iùipossible d'évaluer exactement la fraction qui doit compléter la radne » on peut du moins l'obtenir approximativement , «t même avec tel degré d'approximation que l'on veut.
Avant d'indiquer les moyens de remplir ce but , remarquons
que le carré d'une fraction ou d'un nombre fractionnaire, t >
étant tXt ou t;, réciproquement , la racine carrée de 7: est 7-* b D If b b
Donc , pour extraire la racine carrée dk une fraction dont les
deux termes sont des carrés parfaits , il faut extraire les racines
carrées du numérateur et du dénominateur ^ et dii^iserces deux
racines tune par Vautre.
D'après cela, supposons que Ton demande la racine carrée
d*ùn nombre entier a. à une fraction près - : c'est - â - dire ,
qu'on demande un nombre qui diffère de la racine de a , d'une
quantité moindre que la fraction -»
Pour y parvenir , observons que a est la même chose que
— ^ ; si Pon désigne par r la partie entière de la racine de an*,
ce non^bre an* est alors compris entre r* et (r+i)*; donc aussi
— ^ est compris entre -^ et ^ — -—-* ®* par .conséquent, la ra-
cine de. a est comprise entre celles de -;etV-~-^^, c'est-à-
dire i entre <* et — -«. Donc enSn , représente la racine ' n n n ^'
carrée de a , à une fraction près -.
D'eù.l'oQ peut conclure le procédé suivant : Multipliez le
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nombre donné a., par le carré du dénominateur q de la fraction qui détermine le degré d'approximation que vous voulez avoir; extrayez la partie entière de la racine carrée du produit , et divisez cette partie entière par le dénominateur n.
Soit I pour exemple , à extraire la racine carrée de 69 , à
— près, '
Multiplions 5g parle carré de la, ou par i44> il vî^^t 84961 dont la racine a pour partie entière 99. Donc — ou — , est la
racine de 69 , à • — près.
Répétons sur cet exemple particulier la démonstration qui a été développée ci-dessus.
5q X TiâV Le nombre 5q peut être mis sous la forine >^-P-V^ : ou ,
effectuant les calculs du numérateur , •^^. Mais la racine de
(la)*
8496^ à une unité près, étant 9 a, il s'ensuit que r^2- ou 59,est com-
pris entre ^^-f- et >^-^. Donc la racine de 5q est elle-même (la)* (la)* ^
comprise entre 5£ et ^ ; c'est-à-dire que cette racine dif-
oa 1
fère de — , d'une fraction moindre que — .
la ^ la ,
En effet, les carrés de 22 et S?, sont ?^ et ^
la la' (la)* (la)* '
nombres qui comprennent ^^^ ou Bg. On trouverait par le même procédé >
V/n,à^près=^
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|/5âi3,à~ prêt Œ 14^.
N, B. L*art)fioe ^i sert de base au procédé pour approcher deJU racine carrée d un nombre entier y consiste à comprendre le nombre proposé entre les carrés de deux autres nombres frac" tionnaires dont le dénominateur soit celui de la fraction </Ui détermine l'approximation, et dont les numérateurs nediffètent entre etiit que St Vumtë.
1^. VçipprùXintûtiôn en détithalèSi qm ^t la pfan •ÊLsikét, est une conséquence de la règle précédente.
Pour obtenir la racine carrée d'tin ntnnbt^ ^iMer à 1 1 1
> TT7T»*' fN^* ilfiaat» en fartitdeoetliaràjgle) janltî*
plier le nombre proposer par (lo)*, (100)*, (loôô)*. . . ., ou, ce qui Yè^heiat au même» ajouter à la droite du nombre, deux quatre, kfat. . . zéros, puis extraire la racine du produit^ à «ne unité près , et diviser cette racine par 10, 1 00 , 1 000. . , •
Donc, pour obtébir un nombre déterminé de cliifFres àëcimaux à^a raci^, écrivez à la droite du nombre proposé^ deux fois autant de i^os que vous voulez avoir de chijfres âéci-maux; ex$raye^ la partie entière de ia racine de ce nouveau nombre, et séparez vers ta droite du réiuttat^ ^le nombre des chiffres décimaux demandé.
Soit, pour exemple, à extraire la tacitte carrée de 7, à près ? 'Jr.ô^.ô 0.0 ùt aSA
i4)^èsavoil^duté.sixzéroslil|i^^oite 3 0.0 ) , S 4
de Y, il vkfiit 7000000 *, npidbte ay 6 370 12096
dont la racine , extraite^^'^f^è le 2 4 0,0 g^gg
procédé du n® i8a, a pour pMrfiè ao 9 6 5
entière, a645. Donc a, 64a ^«t Ja ra* Sq4^<^ S^aS
cine demandée ^ ce qui veut dire que a 6 4 a 5 la racine carrée de 7 eet comprise 3 9 7"?
entre a,645 et a,€46.
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N. B. Comme ^ après avoir ajouté le nombre de zéros conye- Aabte, ou est conduit â séparer le nombre eu tranciies de deux chiffres^ à partir de la droite « on peut se dispeaser d'écrire d'avance les tranches de deux zéros^ et ne les ajouta: qti'kufuret à aesui^ qu'ils veut obtenir i» netveaK eUfirtf déeinat à la racine.
On tnavera d^âiprèd ces ré^es ,
j/aq à — ^ pr^s=3 5,38; t^sSr, à *— — ^ prés «= i5,bS65.
lOOOO
>87. Extractién de ta facine carrée des fractions. StM r la
frad&m proposée.
D'abord y cette fraction peut être transformée en Ci»Ue-ci:
oh t»
-jr- (ce qui se fait en nittltipliant les deux termes par le d^no-
miimfetir Ifj. Gela poté» détfigBOfis f«ir r^ la p^P^ entière de la
racine du Biimérat«ur sb , il l'ensuit fue t;* ^^ r^ ^^ eûmpris
entre t; ^ ^ %/ ; donc fai racine de -r est ctlk-mépne com-
prise entre y et ■ ^ ■ . Ainsi, ▼ représente la racine de ? t
à une fraction près, marquée par ^.
Donc , fieur ^btemr Ai racine carrée dune fraction , rendes d^ abord son éUnomhèateur )Un caffë parfait , en multipliant tes dtuâc termes pw ee éé^mmi^uf'j extrayez Ja r^cim du nau i^eau numérateur^ à une unité préfet divisez le résultat par le dénominateur.
EsDempk. Soit à extraire la racine carrée de-^.
7 X i3 01 Cette fraction revient à ' ^ ' ou t^t-. Or , la racine car-
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rée de 91 est 9, à une unité près; donc -^ est la racine de«
mandée^à-sprès.
On pourrait exiger un plus grand degré d'approximation poer
cette racine. Dans ce cas ^ on reprend le nombre t^tT») et Ton
extrait la racine de 91 ayec un certain degré d'approximation. Supposons, par exemple^ qu'on veuille obtenir V^ 91
à — près ; il viendra (n® 186) 1/91 =9,53« Donc la radne
^® 7%a>o"ae-^ , sera ^~ ou -% — , à -= — près. En er- (i3)* i3 i3 i3oo i3oo ^
Al (q 53y
fet: il est évident que t^Wi est comprb entre / t^i ^ et
^^~=-; ainsi, la racine carrée de p^c^ ne diffère de ^^
que d'une quantité moindre que le treizième de , ou -= — .
Remarque. Souvent le dénominateur de la fraction, sans être un carré parfait, renferme un facteur carré parfait; dans ce cas , la préparation ({U'il faut faire subir à la fraction , est plus simple.
Soit, par exemple , la fraction -r^. Remarquons que 48 est
éçal à 16 X 3, ou (4)*X3; ainsi; en multipliant les deuxter-
çaes par 3, op a pour la fraction, ^yy^^^y ^^ (7^ 5 «* ^®
dénominateur est ainsi rendu un carré parfait. Extrayant maintenant la racine de 69, âT^ près, par exemple, ce qui donne
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En général > toutes les fois que le dénominateur renferme un facteur carré parfait , multipliez les deux termes de la fraction par le facteur non carré parfait.
188. L* extraction de la racine carrée des fractions déci' maies se déduit de la remarque précédente.
Prenons potir exemple , le nombre S^^^S dont on demande la
racine carrée.
ZAst5 Cette fraction revient à —5—. Or, looo n'est pas un carré,
mais il est égal à loo X 10 ou (10)' X 10; ainsi , pour rendre
le dénominateur un carré parfait, il suffit de multiplier les deux
. , 34fl5o 34a5o _^^ ^ , termes par 10; ce qui donne ^ ' ou 7 — rt. Extrayant alors ^ ' ^ loooo (100)* "^
la racine de 34s5o, à une unité près, on trouve i85; donc
-> — ou 1 ,85 est la racine demandée , à — près.
Si Ton voulait un plus grand nombre de chiffres décimaux à la racine, il faudrait ajouter à la droite de S^aSo, autant de tranches de deux zéros , que Ton voudrait avoir de chifirea décimaux de surplus.
RÈGLE GÉNÉRALE. Pour extraire la racine carrée d^une fraction décimale , rendez d? abord le nombre des chiffres décimaux PAIR et double du nombre des^ àhiffres décimcux que vous voulez avoir à la racine, ce qui se fait par l'addition d-unnorribre ponvenable de zéros y à la droite du nombre proposé ^ faites abstraction de la virgule dans le nouveau nombre et extrqyeztfe^ Uirgcine , à une pnké près; puiserifin, séparez vers la droite de cette racine , te' nombre de chiffres décirnaux demandé.
On peut encore déduire cette règ^f comme conséquence du procédé de la multiplication des fractions décimales, en vertu duquel le carré d'une fraction déciniale , ou le produit de cette fraction par elle-même , doit contenir le double du nombre des oUffires décimaux qui entrent dans la racine.
aSo REMARQUES
Prenons pour i econd exemple , la fraction Q,c&4^i > ^^^ ^^ demande la. racine, à près
lOOOOO ^
Ce nombre peut être mis sous la forme 0,0640900000.
Suppï'hnant la virgale et omettant, comme inutiles, les zéros qui sont à gauche, on a 540900000^ nombre dont la mcina, à «no uaîté priés, est ûSiàS^. Masi, o,i0r57 est la raeine demandée à 0,00001 près.
16g. Enfin , on demande quelqtiefois d'éraluer en déeunalds la racine carrée d'une fraction ordinaire.
Dans ce cas , il siiffit de coiwertir la fraction proposée endécimales y et de pousser t opération jusqiC à ce quon ait au quotient f DVtSX fois autant de chiffres décimaux que Vou^vemt en avoir à la racine» Alors , on opère sur cette fraction déci^ maie , comme il vient d^être dit.
Soit proposé d'extraire la racine carrée de — ;, d " ■ ■•»
prts?
GMé frâoticMi réduite en décimales, donne 0,786714» à o«ooooô<i près ; màîs là rAcine de 786714 ^ S^S , à
une unité près; donc 0^86 est la racine de -jf ^ 0,001
près.
On troQvera , d'après oes différentes règles ,
|/è5i,oa7 , à 0,001 près = 5,670;
K 0,01001, à 0,00001 près = 0,100^4;
y^ai^jou \/^> k 0,0001 près nsz i,6g3i.
igo. Premier sgholie. Presque tous les auteurs , en rendant cenpte de l'eRtractita de k racine carrée par jqppreximation , élàUîseeiit en principe , que , pour extraire la racine carrée d*mie fraction, il faut extraite la racine carrée du rsumémteur et celle du démmèinateur. Ce principe est évident (n"" i85), lorsque les denx termes sont des carrés parfaits;
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nftaii îl ctssv de l'être , «i les deux termes «ont à»; nombret entiert qoelcoQqties ^ parce <)a*on n*a pfts eBOore démon^ que, pour élever aa cari'é m notnbre f FacdonnaîPB dont ies deux tenues «ont ùrraibommls^ il faut élever chaque terme «au carré. Vola ipourqaoi sbus u'ai^obs établi te principe ( n^ i85 ) que pour le cas o<à[ les deux termes eoat des carrés parfaits. li vé« anU» eantîte du ee ^ui a été dit n^ 167 ^ qu'il est encore vrai pour uue fiuiction dont le déuoUxi&atemr est un carré psrEnt -, et maintenant , bn fMUtluâtnMre pomr iouu espèce de fraction, sans audun inceiiyénîekit dans les applications numériques , puisqu'en définitive ^ il faut toujours , pour évaluer la racit>e carrée de la fraction , en venir à rendre le dénominateur un carre parfait.
191. Second scholie. Il résulte évidemment des principes qui «Dt été idévuioppés ci^dessus , qu'^tw nombre quelconque entier ém fràotionaaire étant dosmé , on fyent toujoiars obtefiir l'e^resvon 'eonacte de *ia Taoiiie oarrée y ai 4e uoud)re ^ëét un <xiiré parfait^ m i»en^ une iGatear aussi aqi^piioclié««que TiMi YéUt, de cette radne , si le nombre n'est pas un oarré patfait»
G» prîndpch août d'aiHeucs tewt^^-Cait indépeuduns 4a système >dè Haoérflition dauB je^ri 'un af>èl*e ; c'Mt^^dire que les procédés qui ont été établis pour la veohordht de la «a^ae carrée des nombres , soit entieta , soîl fraotiennaires j seratent absolument les mêmes dans le sjetème de auméiution dont la base est b , que dans le système décimaL Les commençans , pour se familiariser avec ces procédés , feront bien d'ei^ectuer des tâStracHblis de Racine daùs un sy^ème quelconque , par exemple , ^«ns le syMème duodécîmâil. Ils ireoeoufi^troat sans {leîtee^ que, pour l'iextradbén^ lafaoine oarrée d'un «iioïkilire entier^ soit exactement^ soit en fractions duodécimales^ il suffit d'i]yéS:et d'après «les règles exposées u^' tSa.et 186 ; que« pour l'extrâctioa 4e la racine -oaitTée -des fractûms , il faut faire subir aux fractioiis des «prépar^ations analogues à oelles qui oUt été indiquées ;n<>' 187 ^ 1 88 , I %.
Telle «0t iEOû&aL la thAtmte iies nombres reeonnos pour être des carrés paifuUs , ^As le système décimal » que ces mêmes
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nombres exprimés dans un tout autre système, y sont encore des carrés parfaits; et les nombres qui n'ont pas de racines exactes dans le système décimal , n'en ont pas davantage dans un antre système. Ainsi , les nombres quatre ^ neuf^ seize. . • . , quarante-neuf. • • • , quatre^^ingt^un. . . ., sont des carrés parfaits dans tous les systèmes ; et les nombres deux , trois. • . o sept. ...» onze. • . • , n*ont pas de racioe exacte dans quelque système que ce soit. Cela tient à ce que la proposition du n® 179 repose sur les principes démontrés n°* i3a et i33» et que ces principes sont indépendans de tout système de numération.
S II. Formation du cube et extracthn de la racine cubique
des nombres.
19a. On appelle cube ou troisième puissance d'un nombre ^ le produit de ce nombre multiplié deux fois par lui-même , ôt racine cubique ou troisième d*nn nombre, le nombre qui, élevé au cube, ou qui , multiplié deux fois par lui-<méme , peut repro^ duire le nombre proposé.
La formation du cube d'un nombre entier ou fractionnaire^ se réduit à multiplier le nombre deux fois de suite par lui-même , d'aprè& les règles connues.
Les dix premiers nonces étant
on trouvera pour expressions de leurs cubes,
1, 8, a7> 64, ia5,, ai6, 343, 5ia, 739, 1000.
Par exemple , le cube de 7 étant égal à 7 X 7 X 7i on dit d'abord : 7 fois 7 font 49 > et 7 fois 49 font 343 ; et aitisi des autres.
Réciproquement , les nombres de la seconde ligne ci-dessus^ ont pour racines cubiques les nombres de la première.
On reconnaît , à l'inspection de ces lignes , que parmi les nombres d'un , de deux ou trois chiiFres , il n'y en a que neuf qui soient des cubes parfaits ; chacun des autres a pour racine cubique ud nombre entier ; plus une fraction qui ne peut «'ex-
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primer exactement au moyen de l'unité. En effet , admettons pour un instant /qu*un nombre entier N , ait pour racine exacte
un nombre fractionnaire tel que r ; il faudrait quen multipliant T 9 deux fois par lui-même > on pût reproduire N. Or cela
est impossible , ^^^ r X r X r donne pour résultat p ; et
a comme on peut toujours supposer que -r est un nombre fractionnaire irréductible , il s'ensuit que a et 6 sont premiers entre eux; donc (n® i34)> il en est de même de a^ et A'; ainsi
T| est aussi un nombre fractionnaire irréductible, qui, par conséquent , ne peut être égal à un nombre entier N.
Les racines cubiques des nombres entiers qui ne sojit pas déjà des cubes exacts d'autres nombres entiers, ne peuvent donc paS' s'obtenir exactement, et sont aussi, pour cette raison, des nom^
bres INCOMMENSURABLES ou IRRATIONNELS.
ig3. De même que , pour découvrir le procédé de l'esi^traction de la radna carrée d*4in nombre entier quelconque, nous avons eu besoin de nous fonder sur Texpressiœi du carré d'un binôme a -4- fr , c'est-à-dire , de la somme de deux quantités, de même , pour l'extraction de la racine cubique , il est indispensable de connaître la composition du cube de cette somme a + ft.
Or, on a déjà trouvé (n** i8o) que
{a+by ou (a + b) (a + 6) =a* + aa6 + AV
Si l'on multiplie ce premier résultat par .• a + b
d'après la règle établie (n* ii5), a^+ac^b+ab^
pour la multiplication des polynômes , +a*&-f'^^*'+ ' ^^
et qu'^^Q farse la réduction des ter- a^4"3a*6-f-3a&^-{-^ met semblables , on obtiendra
(a 4- bf = a» -h 5a^b + 5ab* + V.
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Soit fail dapa celte fof amie » 6 t^ i ; elU <)evient
d'où Ton déduit (a + i)^ — a^^Ja^^s^^ i .
ce qui nous apprend que la diiFérence entre les cubes de deux nombres entiers con8écnti£s^ est égale au triple du' carré du plus petit nombre , plus au triple de ce même nombre , plus i.
Ainsi > la différence entre la cube de 90 et celui de 8g, est égale k 5(89)* + 3 X 89 4- 1 r= a4o5i.
On peut juger » d*après cela , combien deux cubes parfaits coBeécutife sont étoignés l^un de Tautre , dans la série des «ombrer naturels , dèa que letur3 racines 90Qt dos n^mbreis un peu CQ««idérable9.
194* Recherchons maintenant un procédé pour extraire la racine cubique étun nombre entier,
D*abordy bi le nombre n'a que troi^ çhi^ea w plus^ $a raciv^^ soitiç^t^immiédickt^m^^t^'^H^^ P inspection dê^ cub^^ d^ neuf pK^miçg^ niQTaJfyre^. Ainii» la r^n^ cubique de ia5 e^t 5 jt 1^ radft§ çi^^t^iua d« ^a eat 4 plus v.n^ fr^tiw ,, o^ 4, ^ u^q noité près. La racine cubiqHe de^ 84^ e$t 9 ,)l i^ae uoitét piF^ ^ puisque 841 tombe entre 729 ou le cube de 9, et 1000 ou le cube de lo.
Coasidéroas dono w» nombre de plus de trois obifiriee.
Soit^ pap^xeuple, loSSaS le nombre fvoposéi
sao4 «9P9
Ce nombre étant compris entre 1000 ipii «et le eûbe deio, et 1000000 qui mt U GMbe 4^ leo^ sa tacioa ^st nécessairement
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composée de deux ckiffrea> c'est-à^ire, <le dizaines et d*u-* nitéa. Désignons par a les dixaines et par b les unités , on a (n* 193)
1 o38a3 = (a -J- bf = a^ + 3a»6 + 3ai* + i^^
]>*où roa roit que le cnbe d'un nombre composé de dixaines et d'onités , contient le cube des dixaines , le triple produit du carré des dixctines par les unités , lé triple preduit des dixaines par le carré des unités , plus le cube des unités.
Cda posé , le cube des dixaines donnant an moins des mille , les trois derniers chifiFres à droite n en peuvent faire partie ; et c'est dans la partie 1 o3 (quon répare des trois derniers chiffres par un point) que se trouve le cube des dixaines. Or^ la racine du plus grand cube contenu dans io3 étant 4 pour 64 , 4 est le chiffre des dixaines d^ la racine çb^rchée^ car io38a3 est compris entre 64000 oy (4o)' et i2»5ooo ou (5o)^; donc la racine est composée de 4 dixaines^ plqs dVm certain nombre d'unités moindre que dias.
Le chiffre des dixaine9 étant trouvé, retranchons son cube 64 de io3; il reste 3$ qui, ^iiiyi de la tranche SoS, donne 3g8â3 ; et ce résultat contient encore le triple carré des dixaines par les unités t plus les deax autres peppfties énoncées ^éeédemmeit. Or, le carré d'ma nombre de disaines doBnent au meins des centakies, il s'ensuit qne le triple carré. des dizûnes par las noitée , ne peut se trouver que dans la partie à gauche S98 des deux defpiers chiffres fi3 (qu'on sépara encore , peor cette raieon , par un point )• D'un autre oôté , Fon peut former le triple carré des dix^nes 4f ^ V^^ donne 4B ; done , si Von di»« ylse 3^8 par 4B9 le quodeot 8 est le ciiiffre des unités de la racine, ou nn cbîifre ttùp fort, parpe que 3g8 certaines se composent du triple c^aaùé des dixaines p^ les unités , et des retenues provenant des deux antres parties. Pour vérifier si ce chiffre 8 n'est pas trep fort, en pourrait , comme pour la racine eanrée , f<Nrme^, à l'aide de ce MSke 8 et du chiffre 4 des dixaines , les trois parties qui enti^nt dans S^SoS ; «nais il est beaucoup plus simffle d'islever 48 au cgbe^
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Or, on trouye pour ce cube^ i loSga , nombre plus grand que io38â3; ainsi le chifQre 8 est trop fort. En formant le cube de 47, on obtient io38a3; donc le nombre proposé est un cube parfait et a pour racine cubique, ifj.
JV. B. On ne peut pas rechercher d'abord le chiffre des unités, car le cube des unités pouyant (n** iga) donner des dixaine», et même des centaines , ces dixaines et ces centaines se trouyent confondues ayec celles qui proyiennent des autres parties du cube.
Soit encore à extraire la racine cnbicpie de 47954-
in-^^^
vj 36
ai6
Le nombre 479^4 ^^^^^^ compris entre 1000 et 1000000 , sa racine est comprise entre 10 et 100, c'est-à-dire , renferme des dixaines et des unités. Le cube des dixaines se trouye dana 47 mille ^ et l'on prouyerait, conune dans l'exemple précédent, que 3, racine du pins grand cube contenu dans 47 1 exprime les dixaines. Retranchant le cube de 3 on 127 , de 47 > îl x^\% ao ^ abaissant à côté de ce reste, le seul chiffre 9 de la tranche 954> le nombre aog centaines se compose du triple carré des dixaines par les unités , plus des retenues qui proyiennent des autres parties.' Donc , si l'on forme le triple carré des dixaines 3 , ce qui donne âj centaines , et qn'on diyise S09 par 27 , le quotient 7 est le chiffre des unités de la racine , ou un chiffre trop fort. Eh éleyant 37 au cube , on trouye 5o653 , nambre plus fort que 479S4 ; mais si l'on forme le cube de 36 , on obtient 46656, nombre qui , retranché de 479^4» comme on le voit
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dans le tableau ci-deâsuâ, donne pour-reste 1998. Ainsi^ le nom* bre proposé n'ert pas un cube parfait 5 et sa racine , à une unîté près, est 36. En effet, la différence entre le nombre proposé et le cube ç[e 36 , est, comme on vient de le voir, 1898, nombre plus petit que 3x(36)»+3x3e+i,-.diflE'ér^ace entre (37)^ et (36)^, puisqu'on a obtenu dans le cours de Ja vérification, 3888 pour le triple du carré de 36. ,- j . ig5. Soit maintenant proposé d'extraire la radne cubi^fe dun nombre de plus de six chiffres, de 43725658 /par exemple.
fl5.658 J5a v
43725 isL 1760
42876 *225 io56 85o6 35 123904
reste 111460 371712
Quelle que soit la racine cherchée, elle a nécessairement plus d'un chiffre, et Ton peut la regarder comme composée d'unités et de dixàines seulement (les dîxaines pouvani être exprimées par plus d'un chiffre).
Or , le cube des dixaines donne an moins des mille; ainsi ce cube se trouve nécessairement dans la partie à gauche d^ trois derniers chiffres 668. Je dis maintenant que, si l'on extrait la racine du plus grand cube contenu dans cette partie à gauche , 43726 , considérée avec sa valeur absolue , on aura le nOTnbfe dés dixaines de la racine totale. En effet , soit a la racine de 43726 , à une unité près^ il s'ensuit que a^ et (a«|* 1)' comprennent 437^6; donc aussi ^^726000 est compris entre a^Xiooo et (a+i)'Xiooo ; et comme ces deux derniers nombres diffèrent entre eux de plus de 1000, on peut conclure que le nombre proposé lui-même , ou 43726668 , est compris entré
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«*X lOCO et (o-J-t)'X loob; aînaî, la racine cherchée eat comprise entre a X lo et (a-f* i)X lo. Donc enfin , elle est composée de a dixaines » plus d'un certain nombre d*unités moindre ffuedix»
La question est alors ramenée à extraire la racine cubique de 437^ ; mais ce nonreau. nombre ayant pins de trois chiffres , sa racine en a plus d*an , é'est^<-dir6 renferme 'des dixaines et det tiâitéè. Pour obtenir les dixaines > il faut séparer les trois derniers chiffres, 736 > et extraire la racine du plus grand cube contenu dans 43. (On voit assez ce qu'il faudrait faire, si ce nouveau nombre avait plus de trois chiifres.)
Le plus grand cube contenu dans 43 est aj , dont la racine est 5, et ce chiffre exprime alors les dixaines de la racine de 437^5 (ou le chiffre des centaines de la racine totale). Retranchant le cube de 3, ou 227 , de 4?, on a pour reste 16 , à côté duquel il faut abaisser le premier chiffre 7 de la tranche suivante 7a5y ce qui donne 167.
Formant le triple carré des dixaines 5, on trouve 27 mille; et si Ton divise 167 par 27, le quotient 6 est le chiffre des unités de la racine de 437^5 , ou bien > un chiffre trop fort. Il est sà$é de reconnaître que ce chiffre est en effet trop grand; ainsi , il faut essayer 5 » et pomr cela , élevons 35 au cube ; il vient pour résultat y 4^B7S> nombiv qui , retranché de 437 a5, donne pour reste» 85o. Ce reste est évidemment plus petit que 3x(35)* +3 X 35-(- 1 f puisque déjà , le carré de 35 est , d'après le tableau ci<lessus, égal à laaS; ainsi , 35 est la racine du plus grand cabe contenu dans 4?7d5 : c'est donc le nombre total des dixaines de la racine cherchée.
Pour obtenir les unités, on abaisse à tôté du reste 6Sù, le preiâier chiffre 6 de la dernière tranche 658, ce qui donne 85o6; on ferme d'ailknrs le triple carré des dixaines 35 (ce qui est facile , puisque , dans la vérification du chiffre précédent, on a déjà fermé le carré de 35); puis on divise 8606 par ce triple carré 3675 ; le quotient e^t s, que Vén essaie en élevant 35d an cobe; on obtient ainid 4^61 4f^S', résultat plus petit que le nombre profposé. En le soustrayant de celui-ci, on obtient ponr reste'
d'un nombre fiNTIEH. aS^
1 1 i45o^ Daac» SSsi est U racioe cu)>i\qQ«, de 437â56S8 ^ ^ liae uaîtéprèd. . , , .
RÈGLE GÉNÉRALE. PouT Bxtrmire hurmtine cubique iun nombre entier, séparer le nombre en tranches de trois chiffres chacune, à partir de la droite, jusqu'à ce que vous parveniez à une tranche d^un, de (2eiix ou trois chères aupbis (.LE NOM^
BRE DES TRANCHEE EST ÉGAL AU NOMBRE DES CHIFFRES DE
LA RACINE) ; extrayez la racine du*plus grand cube contenu dans la première tranche à gauche , et retranchez ce cube, de la première tranche; abaissez à côté du reste, le premier chiffre de la seconde tranche, etéivisez le nombre ainsi formé, par le triple carré da^th^^ déjà trouvé à la racine; écrivez ieqxiÀtient à la droite de ce driffre, et élevez l'ensemble des deux chiffres cru cube} si ce cube est plus fort que F ensemble des deux premières tranches du nombre proposé, diminuez le quotient d^une ou de plusieurs unités, jusqu'à ce quevous obteniezun cubequi puisse se retrancher de l'ensemble dès deux premières tranches; la soustraction faite f abaissez à côté du reste, le premier chiffre de la troisième tranche, puis divisez le nombre ainsi fcrrmé, par le triple carré de l! ensemble des deux chiffres déjà trouvés; le quotient, s* il n'est pas trop fort, dmt être telqu*en Féerivant à Iç, droite des deux premiers chiffres de la racine, et élevant le nombre qui en résulte, au cube, ce produit puisse êe retrancher de l'ensemble des trois premières tranches. Cette nouvelle soustraction faite , abaissez à coté du reste, le premier chiffre de la quatrième tranche , et continuez la même série d'opérations , jusqu'à ce que vous cyez abais^ toutes les tranches.
Remarque. Souvent, dans le cours des opérations, on soupçonne qu'un des quotiens dont nous venons déparier, est beaucoup trop fort, et alors on croit pouyoir le diminuer d'avance de deux ou plusieurs unités; mais en élevant au cube ta racine déjà trouvée, suivie de ce chiffre, et retranchant ce cube, de l'ensemble dçs tranches considérées dans le nombre proposé, on p«ut obtenir un reste très grand , qui laisse à penser que le dernier chiffre obtenu à la racine est trop faible. On le reconnaît à ce caractère , que le reste surpasse le triple du carré de la racine
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déjà obtenue^ plus le triple de cette inême racihe;jflus un. Dabi ce cas , on augjmente la racine, d'une ou de plusieurs niiités 4e l'ordre da*dernier chif&e obtenu.
Yoici des exemples sur lesquels on peut8*exercer r
V^483349=78>'avec un reste 8697 •
|/ gi63a&o864i = 45o8, avec un reste .âo644i'39-
1/32977340318402=32668, exactement. '
196. .Extraction' de la racine cubique par ^proxima/Uonm Lorsque le nombre. proposé n*est pas le cube d*ua autre nombre entier, le procédé ci-dessus ne donne que la paHu entière de la racine. Quant à la fra^ion qui doit compléter la racine , nou« avons déjà vu (n^ 192) qn'ellene peut être obtenue exactement; mais on peut trouver une autpe fraction qui n'en diffère que d'une quantité aussi petite que l'on veut.» d'après une règle analogue à celle du n° 1 85,
Soilf en général ^ proposé d^ extraire îa racine cubique ou
troisième du nombre à , à une fraction près , -;
a ^ Ti?
Le nombre, a peut être mis sous la forme — j— ; et si l'on
désigne par r la racine du plus grand cube contenu dans an^^ c'est-à-dire, la racine de on^, aune unité près, le nombre
an^ . . t^' ^(''+0^ -1 . ^^
—3-, ou a, est compris entre -j et -^ 5-=-; donc aussi, \/a est
compris entre les racines de ces deux nombres , ou entre —
et ; donc enfin , - est la racine demandée, à une fraction
près , -.
Ainsi, pour extraire la racine 3**' d!un nombre^ à une
.fraction près, -| multipliez le nombre par le cube du dénomi'^
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nateur n\ extrayez y à-moins, i'ujie unité près ^ la racine cubique du produit ^ et divisez le résultat par n.
Exemple. On demande la racine cubique de i5 , à —près^
On a i5x ia'=i5x 17^^8=25920. Or la racine cubique de 25q2o, à une unité prèd> est 2g. Donc la racine demandée
flQ 5
est-^,ou2 — .
la la
On trouvera pareillement
ùj;^ à — près =22=34=-
•^ ^^ ao ao ao
197. L'approximation en décimales est une conséquence de la règle précédente.
Soit proposé d'évaluer ^/aS à 0,001 près.
Il faut (n® 196) multiplier a5 par le cube de 1000, ou par ioooooooo0| c'est-à-dire» ajouter neuf zéros à la droite ded5, ce qui donne aSooooooooo. Or» la racine cubique de ce «pmbre est a9a4i à une unité près. Donc^ 39994 est la racine demaini-
dée, k près.
En général , pour évaluer la rctcine cubique d'un. . nombre
entier en décimales » ajoutez à la droite du nombre y trois fois
autant de zéros que vous voulez avoir de chiffres décimttujc à
la racine; extrayez , à une unité près , la racine cubique du
nouveau nombre; puis séparez vers la droite du résultât, le
nombre des chiffires décimaux demandé» '^
ig8. Soit maintenant t > unefraction ou un nombre fraction^,
naire dont il faut extraire la racirte cubique. '
Commençons par r£ndr#le dénominateur un cube parfait , en bmltipliant les deux termes par le carré de ce dénominateur ;
la fraction se change alors en celle-ci/ -rj-* Désignant par r la
partie entière delà racine cubique de a&% il s'ensuit ^ d'après
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un raisonnement analogue à celni du n*^ 1961 que r est la racin«
cubique de t 1 à une fraction prèd , r*
Si l'on voulait obtenir un plus grand degré d'approximation » il n'y aurait qu'à rechercher une valeur plus approchée de
y ab^^ et diviser le résultat par &.
Lorsque le dénominateur , sans être déjà un cube parfait, renferme des facteurs dont les uns sont des cubes parfaits et les autres des carrés parfaits « la préparation à faire subir à la fraction y est plus simple.
ii5 Soit^ pour exemple^ la fraction 5^.
Le nombre 36o peut être décomposé en â^,3*.5 ; donc , ai Ton multiplie les deux termes de la fraction par 3x5* ou 75»
la fraction pourra être mise sous la forme 3 ^a ^^ » et
son dénominateur sera alors le cube de 22X3 X S, ou de 3o. Ainsiyaprè^ avoir extrait la racine cubique du nouveau nnméralwaT, ii3X75 ou 8476, à une unité près, on divisera le
résultat obtenu ao , par 3o , ce qui donnera =- ou s, pour la
raéine demandée, à =- près.
j^9) Passons À l'extraction de la racine cubique d'une fraction décimale* . ;
On ^mande f par exemple, la racine cubique de 3,î4i5 ?
Comme le dénominateur 10000 n'est pas un cube parfait, mais qu'il revient à 1000X10, on le rend un cube parfait en le Multipliant phr 100 , ce qui se réduit à ajouter â zéros à la droite de la fraction décimale proposée , et l'on a 3|i4iâoo ; on extrait ensuite, à une unité près ^da racine cubique du numé' irateur ^i/(i5oOj ce qui donne 146; puis on divise le résultat
p^r 100 ou V^ioooooô, et il vient V^3, i4i5== 1,46» à 0^01
près.
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Si l'on veut un plus grand degré d'approximation , on ajoute encore trois fois autant de zéros, à la suite du nombre, qu^on veut avoir de chiffres décimaux de surplus à la racine.
Enfin, pour évaluer en décimales la racine cubique d'une fraction ordinaire y il faut réduire le nombre proposé en.déci^ maies, et pousser T opération jusque ce quon ait obtenu le triple du nombre des chiffres décimaux que l'on veut avoir à la racine ; la question est alora ramenée à extraire la racine cubique d'une fraction décimale. '
Nous proposerons , pour terminer , les exercices suivant :
t/473> à'-près = — .
V/3,oo4i5, à près =1,44^9.
1/0.00101 a — ^près=o,io.
fSD 1000
Les deux ficholies établis (n^' 190 et igi) sur I4 racine carrée des nombres , sont également applicables à \si racin* cubique y et en général aux racines de degré quelconque. Nous ne pouvons toutefois exposer dans ces élémens les procédiêi de Textraction des racines d'un degré supérieur au 3% parce que ces procédés sont fondés sur la composition d'une puissance de degré quelconque dun binôme, et que la formule qui a rapport à cette composition exige des connaissances assez étendues en Algèbre» Nous donnerons d'ailleurs dans le dernier chapitre de cet Ouvrage , un moyen abrégé d'effectuer les extractions de racines de tous les degrés.
INTRODUCTION
jipplications des règles de V Arithmétique. Théorie
des Rapports et Proportions.
aoo. Introduction. xjLprès avoit fait connaître les procédlâ relatifs aux diverses opérations de rArithmétique ^ il noas reste une tâche assez difficile à remplir^ c*eet celle d'initier les cornmençans à la résolution de toute sorte de questions sur les nombres.
On distingue deux genres principaux de questions j les théo* rèmes et les problèmes.
On peut ayoir pour but de démontrer l'existence de certaines propriétés y par rapport à des nombres conz^us et donnés ^ auquel cas y la question porte le nom de théorème. Le cinquième chapitre offre une foule de questions de ce genre : les principes sur la multiplication de deux ou plusieurs facteurs dans un ordre quelconque, et sur la divisibilité des nombres > les propriétés des fractions décimales périodiques et des fractions continues ^ sont autant de théorèmes.
Ou bieAy on se propose de déterminer certains nombres d'après la connaissance d'autres nombres , qui ont avec les premiers des relations indiquées par l'énoncé; et alors c'est un problème que l'on veut résoudre. Telles sont les questions que nous avons présentées , dans le cours des deux premiers chapitres , comme applications des diverses règles de l'Arithmétique.
Mais on peut avoir à résoudre des problèmes plus compliqués, dont les énoncés soient tels^ qu'on ait plus de peine à découvrir et à déterminer la série d^ opérations qu* il faut effectuer sur les nombres connus et donnés , pour parvenir à la connais" sance des nombres que l'on cherche,; c'est cette détermination
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qui. coii8tita« ce qu'on appelle Vanalyse ou la , résolution du problème.
n existe toutefois une certaine classe de problèmes^ pour la la résolution desquels on peut établir des règles fixes et certaines. Ce sont ce^x qui dépendent de la théorie des rapports et proportions. Il est donc naturel de commencer par le développe* ment de cette théorie qui , d'ailleurs > à cause de ses nombreuses applications ; doit être regardée comme Tune des plus importantes des Mathématiques. .
S I. Des Rapports et Proportions.
aoi. Nous avons déjà dit (n^ i) qu'il n*y a point de grandeur absolue; que> pour se former une idée d'une grandeur quelconque , il faut la comparer à une autre grandeur convenue , de même espèce, qui peut d'ailleurs être prise arbitrairement ou dans la nature. Le résultat de cette comparaison est ce que nous avons appelé nombre*
Mais si, au lieu de comparer une grandeur à son unité^ on veut comparer deux grandeurs quelconques d'une même espèce , ce qui revient à comparer les deux nombres qui les expriment ^ le résultat de cette comparaison est ce qui constitue le rapport ou la raison de deux nombres. Ces deux mots ^ rapport et raison^ sont synon3rmes en Mathématiques, et expriment l'idée qu'on se fait d'une grandeur par le moyen d'une autre grandeur à la* quelle on la compare^ et qui doit être essentiellement de même espèce.
Dans ce sens , un nombre est l'expression du rapport on de la raison d'une grandeur à son unité,
£n général , il y a deux manières de comparer deux gran^ deurs lune à l'autre. Ou bien y on veut savoir de combien là plus grande surpasse la plus petite^ et le résultat s'obtient en soustrayant la plus petite de la plus grande.
On bien , on veut savoir combien de fois la plus grande contient la plus petite^ ou combien de fois la plus petite est contenue dans la plus grande; ce qui se fait en divisant les deux quantités l'une pat l'autre.
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Aînaiy soient 8^ et 6 les deux nombres qne Ton Teot comparer.
On a fl4 — 6= i8, et -^=4.
Le résultat de la comparaison par soustraction , est 18; tandis
que le résultat de la comparaison par division « est 4«
Pour distinguer ces deux espèces de rapports^ on appelait autrefois le premier, rapport arithmétique, et le second , rapport géométrique. Mais ces dénominations insigniGantes sont maintenant remplacées par celles-ci : rapport par soustraction , ou simplement f diffiirence , puisque c'est le résultat de la soustraction des deux nombres Tun de l'autre; et rapport par division ou simplement 9 rapport ^ parce que c'est presque toujours pour savoir combien de fois l'une des quantités contient l'autre , ou combien de fois la plus petite est contenue dans la plus grande , que l'on compare deux grandeurs en Mathématiques.
Par exemple, dans la théorie des nombres complexes, le rapport de l'unité principale d'une certaine nature à tune de ses subdivisions y ou le rapport de deux subdivisions entre elles ^ n'est autre chose que le nombre de fois que l'une contient l'antre. Dans la comparaison du nouveau système des poids et mesures à l'ancien , le rapport du mètre à la toise , ou de la toise au mètre f le rapport du kilogramme à la livre poids, ou de la livre poids au kilogramme, c'est le nombre entier ou fractionnaire qui résulte de la division des deux nombres exprimant en unités de même espèce , les mesures que l'on compare.
Ainsi dorénavant, lorsque nous nous. servirons du mot rapport, il exprimera le résultat ou le quotient de la division de deux nombres; et si nous voulons exprimer que deux nombres sont comparés entre eux par soustraction , nous emploierons la dénomination de différence, ou de rapport par soustraction.
Dans tout rapport, soit par soustraction, soit par division, on distingue deux termes , qui sont les nombres que l'on compare. Le terme qu*on énonce ou que l'on écrit le premier, s'ap-* pelle antécédent et le second, conséquent,
ao3. Lorsque deux rapports par souetraction sont égaur^
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l'ensemble des quatre nombrea qui les constituent s'appelle une équirdifférenee ^ comme étant l'expression de deux difFérences égales. (On l'appelait autrefois proportion ant/im^fiçife.)
Par exemple, soient les quatre nombres la, 6, a4> 17; comme lai différence de la à 5 est 7, et que la différence de a4 à 17 est aussi 7, on dit que ces grandeurs forment une équi«diffé* rence^ que l'on écrit ainsi :
en plaçant un point entre le premier et le second terme, deux points entre le second et le troisième, et un point entre le troisième et le quatrième.
On rénonce d'ailleurs de la manière suivante :
la est à 5 comme sl4 est à iy\
ce qui vent dire que la surpasse 5 d'autant d'unités que a4 sur* passe 17.
On peut aussi l'écrire , d'après les notations déjà adoptées ,
Dans l'équi-différence la • 5 : 94 • ^7 * ^^ premier et le troi* sième termes , la et a4, ae nomment les antécédens', le second et le quatrième s'appellent les conséquens; ces dénominations s'accordent avec celles qui ont été données aux deux termes d'un rapport par soustraction.
Le premier et le dernier terme » la et 17, se nomment aussi les deux extrême^; le secoiid et le trobième terme, 6 et a4, sont dits les deux moyens.
ao3. LoMque deux rapports par division sont égaux, l'enaemble des quatre nombres qui les constituent, «'appelle une proportion (sLUtreEoîa proportion géométnque) , ou bien encore, on équirquotient , comme étant l'expression de dêux quotiens égaux. Mais le mot proportion est généralement adopté.
Soient, par exemple, les quatre nombres i5, 5, 36, la-, le rapport de i5à5,ou le quotient de i5 par 5 étant 3, ainsi que le rapport de 36 à la , ce» quatre nombres forment une propor^ ùon , que Ton écrit ainsi :
A5:5::36:ia,
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en plaçant i^KZixpoiQts entre le premier et le deuxième i quatre
points entre le second et le troisième , et deux entre le troisième
et le quatrième. .
On rénonce d'ailleurs comme mie équi-différence, thestà 5
comme Z6 est à i2\ ce qui. veut dire que i5 contient 5 autant
de .fois, que 36 contient is. Aussi peut-on l'écrire encore sons
cette autre forme -v"= — •
5 la
Les dénominations des termes sont du reste les mêmes que dans les équî-differences.
Ainsi i5 et 36 sont les antécédens; 5 et la sont les conséquens, EnEn 1 5 et i a sont appelés les extrêmes ; 5 et 36 les moyens de la proportion.
Les équi-dififérences et les proportions surtout , jouissent de plusieurs propriétés que nous allons développer successivement.
Des Équi*différences.
ao^. On SL^çeWeéqui'dijférence (p? aoa) Texpression de deux différences égales.
Propriété fondamentale. Dans toute équi-^ifférence , la, somme des extrêmes est égjale à la somme des moyens.
,Soît réqui-diiSérence 1 1 . 7 : ig . i5.
On a évidemment n + i5 = 7 + igv
Pour nous rendre compte 'de cette proposition d'une manière générale > observons que^ si les conséquens étaient égaux à leurs antécédens ; que l'on eût^ par exemple ^ a-
11 . 11 : 19 . 19, 1â proposition serait manifeste ; car 11 + 19=11 + 1. 9*
Or, pour ramener l'équi-diiférence à cet état, il suffit d'augmenter chacun des conséquens , de la même différence 4* Mais par cette addition^ on a évidemment augmenté l'un des moyens et l'un des extrêmes , du même nombre 4 ; ainsi, la somme des moyens et la somme des extrêmes se trouvent augmentées de ce même nombre. Donc, puisqu'après cette addition, ces deux sommes sont égales , elles l'étaient auparavant.
Remarquons d'ailleurs que, s'il ny avait pas équi-difflérence entre les quatre nombres, il faudrait, pour rendre les consé«
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-Iquens égaux à lears antécédens^ ajouter à chacan d'eux un nombre diffétent; et {iuîdqu'après cette addition, la somme des extrêmes deviendrait égale à celle des moyens y il s'ensuit que ces .deux sommes étaient inégales ayant l'addition.
Donc , si quatre nombres énoncés , ou écrits sur une même ligne, forment. une équi^différence , la somme des extrêmes est jégale à la somme des moyens.
Réciproquement , si la somme du premier et du dernier nom- ,bre est égale à la somme du second et du troisième ^ ou si la somme des extrêmes est égale à celle des moyens y les quatre nombres forment une équi^ifférence , dans l'ordre où ils sont écrits. Car s'il n*y avait pas équi-différence , on vient de voir que la somme des extrêmes ne serait pas égale à celle des moyens ;*ce qui serait contraire à la supposition.
N. B. Il peut arriver que les antécédens soient plus petits que leurs conséquens , comme dans l'équi-difFéreàce ^ 9 . i4 I 18 . s3.
Mais les raisonnemens seraient les mêmes que dans le cas précédent ; il suffirait d'ajouter aux deux antécédens la différence constante 5 ; ce qui reviendrait à ajouter le même nombre à la somme des extrêmes et à la somme des moyens.
Voyons avec quelle précision les notations algébriques s'appliquent à la propriété précédente et à sa réciproque.
Soient quatre nombres a^b^c^d^ que nous supposons former entre eux une équi-différence.
On a donc a ,blc . dy ovl bien encore , a — J = c — d.
Cela posé, ajoutons aux deux membres de cette égalité 64-^5 ilvient a — b-^b-^d^ic—d + b + dy
ou réduisant , a 4- d = «^ + ^ ;
donc la somme des extrêmci sl et â, est égale à la somme des
moyens c et b.
Réciproquement, soient quatre nombres a, 6, c, d, tels que Tenait , a-f-d=ft + c;
retranchons b'^d des deux membres de cette égalité; il vient a + rf— 6 — dt=6 + c — 6 — ri,
ou réduisant, a-^b^zc^d, ou a.blc.d.
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Donc, ces quaire nombres forment une équi^diffSérence dont les extrêmes sont les deux termes de la première somme, et les moyens , les deux termes de la seconde somme*
ao5. Conséquence. Il résulte de la propriété précédente que» connaissant trois termes d'une équi^difflérence , on obtiendra le quatrième , si c'est un extrême , en retranchant de la somme des moyens , V extrême connu; et si cVst un moyen , en retran-^ chant de la somme des extrêmes , le moyen connu.
Ainsi , soit réqui-différence sS. 1 1 :49 -^ (x désignant le terme inconnu).
Comme on a , d'après la propriété , . . , x + aS = 1 1 -f- 4î , il en résulte a:=ii-t-49 — a3=37^ce qui donne
a3 . Il î 49 • 37.
Pareillement, dans l'équi-différence 3i . a5 : x . ^8 , on a x+a5 = 3i+78-, doù x = 3i 4.78 — a5 = 84; et par conséquent , 3i . a5 ; 84 • 78.
ao6. Quelquefois y on est conduit à considérer une équi-différence dont les deux moyens sont égaux; elle s'appelle alors une équi'dijférence continue (ou proportion arithmétique con-* tinuè).
Par exemple ^ a7 • 39 : 39 . 5i , est une équi-diiTérence continue.
Comme , dans ce cas , le double de l'un des moyens doit , en vertu de la propriété ci-dessus , être égal à la somme des extrêmes, il s'ensuit que ce moyen est égal à la demi-somme des deux extrêmes
Ainsi , dans l'équi-différence 23 . x I x • 49 ;
4q + a3 rgry on a x=-^^^^ — ^ = 36.
Cette valeur de x est ce qu'on appelle un moyen différentiml (ou un moyen proportionnel arithmétique) entre ks deux nombres a3 et 49-
ao7. Voici quelques autres propriétés des équi-dj(Férei^ces.
On peut augmenter les deux antécédens ou les diminuer^ augmenter les deux conséquens ou les d^piinuer d^un même nombre , augmenter ou diminuer les deux premiers termes ou
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I0S deux derniers , d^un même nombre^ sans que Féqui-différence cesse d'exister.
En effet > il est évident que^ par ces diverses transformations » on augmente ou diminue la somme des extrêmes et celle des moyens , d'un même nombre; ainsi , l'égalité de ces deux sommes n'est pas troublée ; et il en est de même de l'équi-diiFérence , en vertu de la réciproque de la propriété fondamentale.
On peut également interverlir Tordre des deux extrêmes ^ celui des deux moyens y ou bien, ^mettre les moyens à la place des extrêmes t sanstroublerTéqui-différence ; car il est évident qu'après ces mutations , la somme des extrêmes est encore égale à celle des moyens.
En général , toute transformation^ exécutée sur une équi-dîIFérence, qui est telle que la somme des extrêmes reste toujours égale à la somme des moyens, ne détruit pas l'équi-diiFérence.
Mais il est inutile d'insister davantage sur les propriétés des équi'différences , parce qu'elles sont de fort peu d'usage.
Passons aux propriétés des proportions proprement dites (autrement, proportions géométriques).
Des Proportions,
2108. On entend (n** ao3) par proportion ^l'expression de deux Irapports on de deux quotiens égaux.
Lorsque quatre nombres sont en proportion , le rapport con^ stant qui existe entre les deux premiers termes et entre les deux derniers termes, peut être entier on fractionnaire, ou une fraction proprement dite.
Soient , par exemple , les proportions
Dans la première, le rapport constant est 3; dans la seconde . on a — et — = î , en supprimant le facteur com-
9 fl7 3
mun aux deux termes ; donc, ^ est le rapport constant.
:: ao
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EnCn^ dans la troisième , on a-^ = — , en supprimant le
^o là
facteur 4 commun aux deux ternies ; ainsi , — est le rapport
constant.
Propriété fondamentale. Dctns toute proportion, le pro^ duit des extrêmes est égal à celui des moyens.
En effet , cette propriété serait évidente , si ^ au lieu d'une proportion telle que'
on en avait une dont les antécédens fussent égaux à leurs conséquens ; que l'on eût^ par exemple ,
Or, pour ramener la première proportion à .cet état , il suffit évidemment de multiplier chaque conséquent par le rapport constant 3 ; mais par cette multiplicajtion, Tun des moyens et l'un des extrêmes sont multipliés par un même nombre 5 ainsi , il en est de même du produit des extrêmes et du produit des moyens ; et^ puisqu*alors ces deux produits sont égaux > ils Tétaient déjà avant la multiplication.
Observons d*ailleurs que , si les quatre- nombres donnés ne formaient pas une proportion , il faudrait , pour rendre les con<séquens égaux à leurs antécédens , multiplier ces conséquens chacun par un nombre diff'érent qui exprimerait le rapport du premier terme au second > ou du troisième terme au quatrième ; et comme , après cette multiplication , le produit des extrêmes deviendrait égal à celui des moyens , c'est qu'avant la multiplication, les deux produits n'étaient pas égaux.
D'où l'on peut conclure que si quatre nombres énoncés, ou écrits sur une même ligne, sont en proportion j le produit des extrêmes est égal à celui des moyens.
Réciproquement, si le produit des deux termes extrêmes est égal à celui des moyens , les nombres forment une proportion dan^ tordre où ils sont écrits. Csir, s'il n'y avait pas proportion entre ces quatre nombres, on vient de voir que le produit des
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extfêzDes ne serait pas égal à celui des moyens , ce qui serait contraire à la supposition établie.
Appliquons les notations algébriques à la démonstration de cette propriété et de sa réciproque.
Soient quatre nombres a, b, c, d, en proportion^ c'est-à-dire ,
tels que l'on ait alblldd, once qui revient au même ,
b'^2 Multiplions les deux membres de cette égalité par bd\ il
abd cbd vient . -J-=-5-,
OU réduisant « adz=z bc. .
Donc le produit des extrêmes, ad, est égal au produit des moyens, bc.
Réciproquement, soient quatre nombres a,b^c, <2/telsqua
l'on ait aX€Î = ôXc;
divisons les deux membres de cette égalité par byc^d, il
. , a Xjd bXc
a c ou, supprimant les facteurs communs, X ^^ !/> c*^s^*~^'dlre
aib :: c :d.
Donc les quatre nombres forment une proportion dont les extrêmes sont les facteurs du premier, produit , et dont les moyens sont les facteurs du second produit,
aog. Conséquence. De cette propriété fondamentale, il résulte que, connaissant trois termes d^ une proport i^, il faut, pour obtenir le quatrième, diviser le produit des moyens par l'extrême connu, ou le produit des extrêmes par le moyen €K>nnu, suivant que lé terme cherché est un extrême ou un moyen.
Ainsi , soit la proportion li l 24 II 7^ l x ; comme on a 18 X ^ = ^4 X 7^ >
Il en résulte x = q = 90 ;
ce qui donne 18 : a4 •• 7^ • 96.
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910. Il peut arriver que les deux moyens cTune proportion soient égaux entre eux , comme dans celle-ci :
la : iS
la proportion est dite alors une proportion continue. Dans ce cas, le produit des deux moyens devenant le carré de l'un d'eux, il s'ensuit que ce carré est égal au produit des extrêmes ; donc, Fun des moyens a pour valeur la racitie carrée du produit des extrêmes.
Soit, par exemple, la proportion 5o * x !: x : 8, x étant le moyen terme inconnu d'une proportion continue ; on a
x'=5oX 8 = 400;
tfaù l'on déduit x = V^4oo = 20;
ce qui donne 5o ! 120 i: ao Z 8.
En général , soit la proportion al x II xl b , il en résulte
x*=:aXb', d'où a:=\/ax6. Cette valeur de x est ce qu'on appelle un moyen proportionnel entre deux nombres.
ail. Autres propriétés. On peut multiplier ou diviser les deux premiers termes , ou les deux derniers , par un même nombre, sans altérer la proportion.
En effet , le rapport des deux premiers termes , ou celui des deux derniers , n'est autre chose (n® aoi) qu'un nombre fractionnaire; et l'on sait qu^en multipliant ou divisant les deux termes d'une fraction par un même nombre , on n'en change pas la valeur.
On peut également multiplier ou diviser les deux antécédens, multipliera^ diviser les deux conséquens par un même nombre, sans altérer la proportion.
Car^ par ces transformations, on multiplie à la fois l'un des extrêmes et Tun des moyens, ou bien, l'un des moyens et Tun des extrêmes, par un même nombre *, donc le produit des ex« trêmes resjte toujours égal à celui des moyens. Or, d'après la réciproque de la propriété fondamentale , c'est une condition suiEsante, pour que les quatre nombres soient en proportion.
On peut encore, comme dans l'équi-difiFérence , intervertir l'ordre des extrêmes dune proportion, celui clés moyens ^ ou
IS
ta
fl5;
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bien , mettre les extrêmes à la place des moyens , sans qu» la proportion cesse d'exister entre les quatre nombres.
Par exemple y de la ^oportion 36 l 12 ::*75 : z5 , on déduit successivement y
1^ en échangeant les extrêmes . . «aB
a^. eu échangeant Içs moyens . • 36
3°. en mettant les moyens à la place des extrêmes la
Le rapport constant est différent d*une proportion à l'autre ; ainsi 9 ce rapport est 5 dans la première ; '— dans la secondé ;
^ dans la troisième; et ^ ou ^ dans la quatrième. Mais cfaa-
que proportion n'en existe pas moins ^ puîsqu'après ces mutations, il est éyident que b produit des extrêmes reste toujours égal à celui des moyens.
iV. B, La plupart des auteurs de Géométrie désignent sous les dénominations de altemando tt invertendo f les diverses mutations que Ton fait éprouver au^ termes d'une proportion.
Les transformations qui consistent à multiplier ou diviser les tenues j s'appellent multiplicando ou dividendo.
Les propriétés suivantes sont d'un usage continuel en Géométile , et méritent toute l'attention des commençans.
ai 2. Première. Dans toute proportion , la somme ou la dif* férence des deux premiers termes est au second terme , comme la somme ou la différence des deux autres termes est au quœ^ ' trième* , Ainsi, dans la proportion 73 : a4 !• 4^ t iB ,
il vient, en ajoutant, 73 4-24 : 24 V. 45 + i5 : i5 ,
et en soustrayant, 72 — 24Î 24 V. 4^ — 15 : i5,
proportion que l'on peut vérifier facilement. Mais , pour nous rendre compte de cette propriété^ d'une manière générale , observons qu'en augmentant ou diminuant chaque antécédent de son conséquent, on ne fait qu'augmenter ou diminuer d^une ^
unité ^ chacun des deux rapports ; et puisque ces rapports étaient
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égaux d'abord , ils le sont encore après cette augmentation ou cette diminution.
De la proportion 7a d= a4 • M •• 4^ ^ ^^ • ^^ ( =b se prononce plus ou moins ) , on déduit) en changeant les moyens de place (n° âi 1 ),
7a±:24:45d=i5 :: a4:i5; ' mais on a déjà 7a : a4 :: 4^ l i5,
ou bien 9 7a : 45 :: a4 : i5 ;
donc, comme deux rapports égaux à un troiâième, sont nécessairement égaux entre eux, il en résulte encore
♦ 7a±:a4:45ihi5 :: 72:45,
ou bien 7a±:24 :7a :: 45±: i5 : 45.
On peut donc dire aussi que, dans .toute proportion, la somme ou la différence des deux premiers termes est au pre^ mier terme , comme la somme ou la différence des deux autres termes est au troisième; énoncé qu*il serait facile de comprendre en un seul, avec Ténoncé ci-desâus.
ai 3. Seconde. Dans toute proportion^ la somme ou la différence des antécédens est à la somme ou à la différence des conséquent y comme Vun quelconque- des antécédens est à son conséquent,
lleprenons la proportion ci-dessus, 7ata4 II 45 ^ i5 , et chan* geons les moyens de place ; il vient
Or , rien n'empêche d'appliquer à cette nouvelle proportion la propriété du o? précédent , et Ton aura
7a±:45:45 ::a4±:i5: i5, ou, changeant les moyens de place,
7a ±45 : a4±:i5 ::45 : i5 ou :: 7a : a4;
cette proportion , énoncée en langage ordinaire , et comparée à la proportion 7a : a4 !! 45 : i5 , revient évidemment à la pro* priété énoncée.
Si , dans la proportion 7a d: 46 ; a4 ±: 1 5 : : 45 1 15 , on consi-
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dère les deux signes supérieurs , puis les deux signes inférieurs, on en déduit successivement
72+45 :fl4+i5 ::45: i5, 72—45: 34 — 15 :: 45 : i5;
d*où> à cause du rapport commun,
ou bîen^ changeant les moyens de place » •
c*est-à-dire que, dans toute proportion, ia somme des antécédens est à leur différence, comme la somme des conséquens est à leur différence.
SI 4- Conséquences de cette propriété, i^ Soit une suite de nombres a, &, c, d, e, f, g, h, i, k».,, formant deux à deux, des rapports égaux, en sorte que Ton ait
a:b :: cid:: eifv.gih :: i:fe..,;
je dis que , dans cette suite de rapports égaux^ la somme de tous les antécédens a, c, e, g^ i . é , , est à la somme de tons les conséquens b, d, f, h, k. . . ^ comme un antécédent quelcon» que est à son conséquent.
En effet, les deux pre-
mierâ rapports alb II cl d,
donnent, en vertu de la
propriété précédente, . . a^cl &+cl Hcld;
mais, comme on a c l d II e if,
il en résulte a+c: b + dll elf\
d'où, appliquant à cette nouvelle proportion, la
même propriété, a+c + e:ft + d+/:: c:/*;
mais on a encore ^•/•*gr*A>
donc a-^-c^r^ l b +i+/ :: glh\
et par conséquent, a+c+e+g':i+d+y+A ll%lb,\
et ainsi de suite , quel que soit le nombre de» rapports égaux.
â*^. Soit une fraction — , égale à une antre fraction «; si l'on
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fait la somme des numérateurs et celle des dénominateurs des
deux fractions , la nouvelle fraction résultante — ?, est égale à
chacune des fractions proposées.
8 â . En effet , l'égalité — = ç, revient à la proportion 8: 1 9 : : â ;3;
d*où, en appliquant la propriété ci -dessus ,
donc p— = —-==.
21 «n serait de même si Ton faisait la différence *des numérateurs et celle des dénominateurs.
Les transformations qui se rapportent aui; propriétés précédentes, s'appellent en Géométrie, addenda et substrahendo,
2i5. Troisième. Si Von a un nombre quelconque de proportions , et qu après les avoir placées les unes aii^essous des autres ^ on les multiplie par ordre ^ les produits résultant seront •encore en proportion.
Soient, par exemple , les trois proportions
: la
il ré.su1te
de leur définition,
qu'elles
peuvent être
miâCd
I9 forme
la
* Mv^* Z^^Tz «*^i^
Si Ton multiplie ces èg&litéstnembre à-membre, il en réunîtera nécessàîremenit dés produits égau*. Or, en effectuant! cette ppératton, d'dprès la règle de la multiplication dès frac-
^. , o coN 3x 7x40 i2Xa8x5o
tïonê (vpyea n* 56), on a ô-—p — — =: g ^n ^ >
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Dou 3X7X4o:8xi5X lat: iaxa8 X 5o :3a^e9><^i5^ ou, effectuant les calculs^ 840 : i44^ Il 16800 laSSoo , proporr tion dont il est facile de constater l'exactitude ; car, en divisant les deux derniers termes par ro et ensuite par a , on trouve
proportion évidente (qu'on appelle proportion identique),
N. B, Il est à remarquer que , d'après la nature des opérations qui viennent d'être efFectoéés, le rapport canstant de la
proportion précédente , savoir, ■ ^ , est égal au produit des
trois rapports constans des proportions données.
Ainsi, les trois rapports conbtans étant ^ comme il est facile
de le vérifier, ^, -^, -y, on a pour leur produit, =^, ou-, supprimant le facteur 3o commun aux deinc termes , -Z. , ré-
aultat auquel la fraction -—r- pei^t être réduite , par la <»ippr^â-
aion du facteur commun 120. '
Ce rapport — ^ qui provient de la multiplication de plu-
sieurs autf es rapports, est appelé par lesarithaiétictens, rap^ port composé.
L'opération qui fait d'ailleurs l'objet de ta propriété précédente, se désigne sous le nom de componendo.
sii6« Cos^sÉQUENCES DE CETTE PROPRIÉTÉ* 1^ Lorsque quatre nombres si^t en proportion^ les carrés , les cubes, et en général les puissances semblables de ces nombj^s, sont aussi ^n proportion. Pour le démontrer, il sniSt d'observer que, si la proportion était écrite au-dessous d'elle-même un certain jaomhre d9 fois, il en résulterait vne séri^ de proportipns qui^ BUiltipliées par ordre, doaneraâent lieu à des produits ^n proportipn^ d'^rès la. propriété précédente.
a**. Réctproqvement , lorsque quatre nombres sont en prapat^
a8o DES PROPORTIONS PAR QUOTIENT.
lion, les racines carrées , cubiques j quatrièmes, etc., de ces
nombres j sont en proportion.
a c Soit la proportion a : 6 :: c : c2, ou ?=;}•
a c Puisque les deux rapports r i ;« > sont égaux , les racinej carrées de ces rapports sont aussi égales, et Ton a \/ t = \/;/*
Maïs y pour extraire la racine carrée d une fraction , il faut (n® igo) extraire la racine carrée du numérateur et celle du dénominateur, ce qui donne
V b~\/b' V d—\/d' donc -î^ = ^, ou bien, ^a\\/bll \/c : \/d.
•Lfi raisonnement serait le même pour la racine cubique on pour une racine de degré quelconque , en partant de ce principe général que, pour extraire une racine de degré quelconque d^une fraction, il faut extraire la racine du numérateur et celle du dénominateur.
ùij. Remarque. Lorsque a, b, Cy d, sont des nombres non carrés parfaits , les quantités \/a, {/b, {/c^ \/dy sontd^s nombres irrationnels , et la proportion ci-dessus existe alors entre desnom'bres incommensurables; c'est-à-dire que Ton est conduit à considérer des rapports entre des nombres ircommensurables , rapports qui doivent être eux-mêmes , en général , regardés comme irrationnels; et il s'agirait de savoir si Ton peut appliquer à des proportions de cette espèce, touties les propriétés qui ont été établies précédemment.
La réponse est affirmative , si Ton se rappelle ce qui a été dît (n^ 190), qu'un nombre irrationnel peut toujours être remplacé, mentalement, par un nombre fractionnaire exact qui ne diffère du nombre proposé que d'une quantité tellement petite, qu'on ne doive avoir aucun égard à l'erreur que Von commet en négligeant cette quantité^ et c'est alors entre les nombres commensu"*
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rables substitnés aux grandeurs irrationnelles^ que les rapports 'ont censés établis.
Quant aux rapports entre des nombres fractionnaires exacts , il est aisé de reconnaître , d*après la règle de la division des fractions , quils peuvent toujours être remplacés par des rapports entre des nombres entiers.
Par exemple, le rapport de - à — , étant le quotient de la di-
vision de - par — , est égal {n? Sg) à -X-f-| ou à =^ , c'est- à-
dire^ au rapport de 33 à 55.
De même, le rapport de g à -s , est égal à ^ X -? > ou bien ,
au rapport de i6i à 120.
Ainsi-, toutes les propriétés des proportions sont vraies, quels que soient les nonoibres sur lesqtiels on raisonne.
5 II. De la Règle de Droîs et des Règles qui en dépendent,
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A 18. En Arithmétique, on donne le nom de règle de trois, à Topération par laquelle, étant donnés trois termes d'une pro' portion, on parvient à déterminer la valeur du terme inconnu. Nous avons exposé (n** aoj) le moyen d'obtenir ce quatrième terme ^ ainsi , pour résoudre une question dépendante de la règle de trois , tout se réduit à former la proportion que fournit Ténonce de la question. C'est ce que les exemples suivans vont éclaîrcir.
Premier exemple. On demande le prix de 384 kHogramtnes d'une certaine marchandise , en supposant que a5 kilogrammes de la même marchandise aient coûté 65o fr, ?
Analyse du problème. Puisque aS*" ont coûté G5o/, il est clair que pour s, 3, 4* • • fois plus de kilogrammes, on doit payer a^ 3, 4* • • fois davantage. Ainsi, il y a nécessairement proportion entre les deux nombres de kilogrammes et les prix de ces deux nombres .
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Donc, si Ton désigne par x le prix inconau des S84^^ on aura la proportion
dou (n« 209) x=~^î-^g 3= J!^_ = j(j84 5 ce qui
donne 9984 fr. pour le prix des 384 I^ilogrammes*
N. B, Dans cet exemple, on pouvait simplifier l'opération,, an observant que les deux antécédens de la proportion ci-dessus sont divisibles par dB; ou peut donc (n** 21 1) supprimer ce facteur commun , et il vient
S :x-, d'où x=384x
Toutes les fois que ces simplifications se présentent , on ne doit pas les négliger.
Second exemple. On a payé 743*" iB-^ 8^ pour 43'*' 5*^ 4» Ji/Ti certain ouvrage; on demande combien il faut payer pour 77T 3' 8? du même ouvrage. Il est évident qu'il y a encore proportion entre les deux nombres fractionnaires de toises , et le^ prix de ces deux nombres.
Soit donc x le prix demandé ; on aura la^roportion
43'r5P4P ijf^^fS^ :: 743^15^8»^ ; x.
On pourrait , d'après les règles établies pour le calcul des nombres <;omplexes, faire le produit des deux moyens, et diviser ce produit par l'extrême connu ; mais on abrégera considérablement les calculs, en réduisant les deux premiers termes qui expriment des unités de la même nature , en subdivisions de la plus petite espèce que ces deux nombres renferment , et par conséquent, en pouces. On obtient ainsi la nouvelle proportion
SiSoP :5588P :: 743*i5-^8'^v;:x,
ou , supprimant le facteur 4 commun aux d^ux premiers termes,
Par là-, on est conduit à effectuer une multiplication d'un nombre complexe par un nombre entier, et à diviser le produit qui en résulte, par un autre nombre entier; ce qui est beau^ coup plus simple.
DE LA RÉOLE I>E TROIS. s8S
D*abard, le produit de 743*' iS"'' 8^ par 1397, est égal à 1039065*- 6-^ 4»^.
Divisant ce produit par 790 , on obtient enfin ponr quotient ,
,3i5^5-^5^ 5^ou^.*
Cet exemple est le seal que nous nous proposerons sur les nombres complexes , parce que^ depuis rétablissement du nouveau système des poids et mesures , on n*a guère à considérer que des proportions entre des nombres entiers ou entre des nombres fractionnaires décimaux. Il suffira de se rappeler que dans des exemples de ce genre , il est généralement plus simple de réduire les deux premiers termes de la proportion (qui sont toujours des nombres de même nature) , en unités de la plus petite des subdivisions que renferment les deux nombres.
Troisième exemple. // a fallu ao jours à i35 hommes pour faire un certain om/rage; on demande combien il fauX de Jours à 3oo hommes , pour faire le même ouvrage,
Analyse* Si ua certain nombre d'hommes a employé 90 jours pour faire un certain ouvrage, il est clair qu'un nombre d'hommes , a , S , 4* • • fois plus grand , doit employer a, 3^ 4* • « fois moins de temps , toutes choses égales d'ailleurs; donc/ autant de fois le premier nombre d'hommes i35 , sera contenu dans le second Zoo y autant de fais le nombre de jours nécessaire au second nombre d'hommes , c'est-4-dire, le nombre cherché , X, sera contenu dans le nombre de jours nécessaire au premier nombre d'hommes.
Ainsi , l'on a la proportion
i35* : 3oo* :\ xi : 20/;
ou, mettant les moyens à la place des extrêmes, afin d'avoir x comme dernier terme ,
3oo : i35 :: ao : x\
d ou 1 on tire x = — —■ — = -^ — = o'""",
3co 3oo ^ '
mB4 des rapports directs ou inverses.
(On peut supprimer dans la proportion, i». le facteur 1 5,xommun aux deux premiers termes, a®, le facteur ao, commun aux deux antécédens, ce qui donne la proportion i :9 :: i t x; d*oùx=9). ^
ai g. Remarques sur les Rapports directs ou inverses.
Cest ici le lieu de fixer les idées des commençans sur le sens de certaines dénominations dont les mathématiciens se servent fréquemment.
£n généra), les questions qui dépendent d'une règle de trêh simple, r&nferment dans leur énoncé, quatre nombres dont deux d*une certaine espèce , et deux d'une autre espèce de laquelle le nombre inconnu fait partie ; de plus , chacun des termes de la seconde espèce est lié intimemjent par l'énoncé, à l'un des termes de la première espèce.
Ainsi, dans le premier exemple ci-dessus , deux«des quatre nombres expriment des poids , tandis que les deux autres expriment les prix respectifs de ces poids. Le prix du premier poids est donc lié avec ce poids, et peut, pour cette raison , être appelé le 'terme de la seconde espèce, correspondant au premier poids. Pareillement, le prix du second poids est le terme de la seconde espèce, correspondant au second poids. - Dans le. second exemple, deux des quatre nombres expri* ment des longueurs , et les deux autres sont encore les prix de ces longueurs. Chacun des deux prix est dit le terme de la seconde espèce, correspondant à la longueur estimée par ce prix.
Enfin, dans le troisième exemple, on considère deux nombres d'hommes, et les deux nombres de jours employés par ces nombres d'hommes , à faire un certain ouvrage. Le nombre de jours employé par le premier nombre d'hommes , est dit le cot" respondant de ce nombre d'hommes^ et le second nombre de jours est le correspondant du second nombre d'hommes.
Cela posé, on dit qu'il y a relation directe entre les deux nombres de la première espèce et les nombres de la seconde , ou bien , que les deux nombres de Id première espèce sont cKrectement proportionnels à leurs correspondans de la seconde ,
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lorsque l'un des nombres de la première espèce^ et son correspondant de la seconde espèce , doivent former les deux antécé" dens de la proportion; tandis que l'autre terme de la première espèce, et son correspondant de la seconde, doivent former les deux conséquens j c'est>à-dire , quand un terme de la première espèce , et son correspondant de la seconde , doivent former un extrême et un moyen ^ et que l'autre terme de la première espèce, et 50/1 correspondant, doivent former un moyen et un extrême.
Au contraire, il y a relation infecte entre les quatre nombres , ou bien, les deux nombres de la première espèce sont dits réciproquement ou inversement propoftionneU à leurs corres^ pondansy lorsqu'un des termes de la première espèce et son correspondant, doivent former les deux extrêmes, tandis que l'aiitre terme de la première espèce, et son correspondant, doivent former les deux moyens,
£n reprenant les proportions des trois exemples déjà traités , on voit aisément que , dans les deux premières , il y a relation directe entre les quatre nombres, c'est-à-dire que lés deux poids ou les deux longueurs sont directement proportionnels aux deux prix; mais que, dans la troisième , il y a relation indirecte, ou bien , que les deux nombres d'hommes sont réciproquement pro^ portionhels aux deux nombres de jours (^^).
Au reste , l'analyse d'un problème fait toujours reconnaître s'il y a relation directe ou indirecte. Il ne s'agit que de savoir si , une des grandeurs de la première^ espèce augmentant ou diminuant, sa correspondante doit augmenter ou diminuer, ou bien, 81 au contraire , une grandeur de la première espèce augmentant ou diminuant, sa correspondante doit diminuer ou au^ menter. Dans le premier cas, il y a relation directe, ou les deux nombres de la première espèce sont directement proportionnels à leurs correspondans ; dans le second, il y a relation indirecte, c'est-à-dire que les deux nombres de la première
(^) Les dénominations de relation directe et relation indirecte ont^te' proposées par Manduic^ l'an des meiJiears auteurs de Traités d'Arithmétiqae.
âSfi DES RAPPORTS DIRECTS OU INVERSES.
espèce sont réciproquement proportionnels à leurs correspond dans.
On dit encore , dans le premier cas, que cbaqne grandeur de la preoiière espèce est en raison directe de sa correspondante , et dans le second, qu'elle est en raison inuerseâe sa correspondante.
Par exemple , le prix d*une certaine marchandise est en raison directe du nombre d'unités de cette marciiandise , parce que plus il 7 a d'unités de cette marchandise , plus il faut payer pour ce nombre d'unités; au contraire, le nombre de jours nécessaire à un certain nombre d'hommes pour faire un ouyrage, est en raison inverse du nombre d'hommes , parce que plus il y a d'hommes pour feîre cet outrage, moins il faut de jours.
aao. Ces diverses locutions sont souvent employées en Mathématiques. Ainsi, en parlant de deux fractions qui ont même dénominateur, on dît qu'elles sont en raison directe de leurs nu-», mérateurs; et de deux fractions qui ont même numérateur, qu'elles sont en raison inverse de leurs dénominateurs.
Pour interpréter cqs deux expressions , considérons d'abord les deux fractions — , — qui ont même dénominateur.
On a évidemment la proportion -^ : — tt 7 î 11 ,
'^ ^ 12 ta ' '
puisque le second rapport n'est que le premier dont les deux
termes ont été multipliés par 1 â.
Or, la fraction — et le numérateur 7 qui lui correspond ,
forment les deux antécédens , tandis que la fraction — , et le
numérateur 1 1 qui lui correspond , forment les deux conséquens.
Ain^i, les deux fractions sont directement proportionnelles à
leurs numérateurs^ ou bien, elles sont en raison directe de leurs
numérateurs.
i5 i5 Soient maintenant les fractions -5 et ^r^^ qui ont même nu-»
mérateur.
DES RAPPORTS DIRECTS OU INVERSES
On a d'abord la proportion -^ -^ -î "5" • ^> puisque le
second rapport n^t autre cho^ie que le premier dont les deux termes ont été divisés par i5»
Mais si Ton multiplie les deux termes du second rapport de cftte proportion , par a3 X 36 , il viendra , réduction faite ^ ^
i5 Or , la première fraction -^ et son dénominateur a5, forment
i5 les extrêmes d*une proportion dont la seconde fraction =^
et son dénomiçateur 36 , forment les moyens. Ainsi , les deux fractions sont réciproquement proportionnelles à leurs dénominateurs , ou bien , elles sont en raison inverse de lenrs dénominateurs.
On a vu d'ailleurs ( n* 42 ) qu'une fraction est d'autant plus grande que son numérateur est plus grand , le dénominateur restant le même, et qu'au contraire, elle est d'autant plus petite que son dénominateur est plus grand, le numérateur restant le même.
Nous avons cru devoir donner quelques développemens à ces principes « parce que nous avons remarqué que les jeunes gens se trompent souvent dans la résolution des questions relatives aux proportions , faute de notions suflisantes sur la manière deles établit Convenablement.
aai. Il est d* usage ^ lorsqu'on a à résoudre une question dépendante de la règle de trois , de faire en sorte que le dernier terme de la proportion soit le terme inconnu.
Pour satisfaire à .cette condition , oh commence par écrire le rapport des deux termes de l'espèce dont l'inconnue fait partie. Ensuite , après avoir reconnu par l'analyse du problème , si la relation entre les quatre nombres est directe ou inverse, on pUce l'autre rapport à la gauche de celui-ci , àe manière •que le teqmie dont x' est le correspondant, soit le premier
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moyen ou le premier extrême ; suivant que la relation est directe ou inverse (^voyez n® 219 ).
Quatrième EXEMPLE. On suppose que^ ouvriers ment fait 2280 mètres en maçonnerie; et Von demande combien 76 hommes feront du même ouvrage dans le même temps ?
Soit X le nombre de mètres cherché ; on écrira d*abord le
rapport 280 l x\
ensuite > on observera que plus il y a d*hommes y plus ils font d*ouvrage; ainsi, la relation est directe*^ donc, x étant un conséquent ou un extrême , son correspondant 76 doit être le premier conséquent ou le premier moyen , et Ton aura
d'où l'on tire a?= — -=-^= ^j^^fi^ , à 0,01 près.
Cinquième exemple. Un équipage de nmisseau na plus que pour 20 jours de vivres; et cependant, il doit' encore tenir la mer pendant 35 jours» On demande à combien on doit ré-' duire la ration de chaque individu par jour? '
Analyse, Soit 1 la ration ordinaire de chaque individu , et x celle qui doit lui être délivrée , vu les circonstances oà l'équi* page se trouve; il est clair que cette nouvelle ration doit être d'autant plus petite , par rapport à la première , que le nombre de jours pendant lequel le vaisseau restera en mer , sera plus considérable. Ainsi, les deux rations sont en raison inverse des deux nombres de jours.
Donc , si l'on pose le rapport i : x,
le nombre 35 dont x est le correspondant , doit former le premier extrême , puisque x est le second, et l'on écrira
îio :: i : x
d'où oc-=z =^ = ~, C'est-à-dire que la ration de chaque indi- 35 7
yidu doit être réduite aux - de la ration ordinaire.
Autre solution. On peut parvenir à ce mên^e résultat , sans
le secours des proportions, et d'une manière plus simple.
Admettons pour le moment qu'il n'y ait plus qu'une seule
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ratîoik ordinaire , par chaque iadivido;- povtr teiûr>iani^ p^'^
dant 35 jours -, la ration ses trouvera alors réduite à ^^ nar ipur,
de la ration ordinaire;' mais Côinme, d'après renoncé > if y a aérations par chaque individu , il s'ensuit qUe ia fatroh â(dtneTl«
doit être ^ X ao, ou gg , ,p esl-Mjrc^ Içs 5 «^ J^.,r^fipp^f_
dînaire,
aaa. Règl&de trois composée. Jusqu'ici nous n*avonâ résolu que des questions (Jont les énoncés ne renfern^aient qjjç^q^^j^re ;ionibres. En voici maintenant de plus compliquées.
Sixième EXEMPLE«:ao oupfien 'ont erhplcfyé 18 jours à faireSoo mètres d'un certain ouvrage; on demande en combien .de jours 76 4>uyriers feront laSô mètres du même oui/ragè, ''* »
Analyse. Cet énoncé donne lieu à considérer trois rapports savoir: le rapport des deux nomt)r^^ d!ouvriers , celui des dteux nombres de JQurs et le rapport des d^ux oy vragps. . M^\a\ ppur simplifier la question et la ranjenerj^u;^ qiî^stions prép^dente?' nous supposerons d abord (^ue î puv;rag.e à faire pa^ , Iç^ ç^eux troupes d'ouvriers, soit le même et égal au premier V5oQ,niàtrea. Alor^la question reviendra à celle-^i : ao ouvriers, ontemployé i& jours à fairi^ 5oo mètres tfun ceràain,ouyxag(ç;,,comfii€9> 76 ouvriers emploierontrils de jours^àjaire cejp4n\eçij^yfffgf>g!
Ici, il y a é^vijde Jument rc/aÉJçjri i^Arccte eù^rçilç^r^^^ux nombres d'ouvriers et les nombres de jours. Ains^^,jdéfignant par X , non pas le nombre de jours qui correspond au premier énoncé, mais celui quron dl^ërcfae 'd*kprè8 le ridu'vfel énoncé
on aura la pToportion* . : . . : . .t^S'T ao :: i:S'ïaH'. (i).
On pourrait^^rer de cette: propottioh' fa dateur de ir^'inaîs nous allons voir tliie cela est inutile. Il ^ûlfit 'seulémènV'de raisonner flur X , comme étant déjà Sconau â'apr'èà^ cette^ prô'feH'tion.
Observons maintemaritqile, x-étàht le nombrêdejokrs nécessaire aux 76 oyvrier?^ ppur faire les boo wi^^W^^Ue/s'^iî,p|na,qiie de savoir combien il leur faut de jours pour faire les i^^S mètres.
Or , le nombre d^s ouvriers étahtdenàéaie j^^tjy ilv ^ dJo». vrage, plus il faut de jours;, ainsi", il y âréiaiihn directe; et si
ag|Q AUTREa appucatioms
Top 4^S>I® p«r «^ ( op ^iine ) lo nombre çb .)oiin ckendié {c'est alors le nombre incpnnu du premier énoncé ) , on aura la nouvelle proportion 5oo ; ifl65 :: x l j/... (a); (5oo et a; formeat tm eiHréme et un moyen» puisque ta relation ett directe»)
Multiplions actuellement, terme 2r terme > les douxpi:oportions (i) et (a) I il en résultera (n** ai6)
76 x5oo : aox iaG5 ;; i8Xx:xXa/; on, supprimant le facteur x, commun aux deux derniers terme s,
76 X 5oo : ao X in65 :: 18 : x',
_ , aoXia65xi8 .187 . .
Dono y af =x ' ^k^t^ ' ^" "* * * ***'^» ^** ^^ )oot!p environ.
76XS
Passons à un eâcemple encore plus.compliqcé.
SEmÈME EXEAÏFLÇ. 5oo hommes travaillant 1 a heures par jour , ont employé 67 jours à creuser un canal de 1800 mètres de long sur 7 mètres de large et 3 de profondeur; on demande en combien de jours 860 hommes travaillant 10 heures par jtur, creuseront iin autre canal de aqoo mètres de long sur 1% mètres de large et 5 de prcfondeur^ dans un terrain Z fois ptti$ difficile que h premier ?
Voici le tableau des calculs , dont nons donneront ensuite l'MtpUcatioh.
• 5oo*»"' :t bji' :
yf^nt. 1
: la»^':: x
iSoo'*»»*
• sgoo»**' :: af'
: »»"'«• :: oT ;
8Dox'tex^ii>ox7xSl(i : Sooxiaxagoox 19x5x3 :: 57 : X; •
■ -^ 5o<!>x«aXfl9*>o><i2X5x3x57_p . 5i
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An^sie. Qm dstingae dans Vénaxicé ci-4efl9^^ ^ux parties prîaoîpales^, la première comppeQd les nombres
et U seconde, 860 ,10 , X , agoo , la ,5 ,3.
(Puisque le tenraia est trois fois plps difficile à fouiller que lo pr^miçr, on peut représenter la dureté du premier terraii^ par I ^ et celle du second par 3 , comme ou le voit ici.)
On a désigné d'ailteui» par X le nombre de jours cherché.
Cela posé y admettons d*abord que l'ouvrage à faire par les deux troupes d'ouvriers soit le même, et de plus que Tune et Tautre troupes travaillent le même nombre d'heures par jour.
Commue, dans ce cas, plus il 7 a d'ouvriers pour faire cet ouvrage , moins il faut de jours y on a une relation indirecte entre les deux nombres d'ouvriers et les deux nombres do jours. Ainsi, désignant par x le nombre de jours nécessaire aux 8Gâ ouvriers pour creuser \b premier fo3sé > le temps de leur travail par jour étant d'ailleurs de la heures coQipia pour les 5oo ouvriers , on a la proportion (i), dans laquelle 860 et son correspondant x forment les deux extrêmes.
Actuellement , si ces 8G0 hommes ^ au lien de .travailler la heures , ne travaillent que .10 heures, ils devront nécessaire^ ment employer plus de jours à faire le même ouvrage. Ainsi , ayapt égard aux deux npmbres d'heures de travail par jour > comme moins il 7 a d'heures de travail , plus il faut de jours j. on a encore une relation indirecte entre les deux nombres ' la*', lo*', et les deux nombres de jours x y a/ ; ce qui donne la proportion (2) , dont 10 et son correspondant a/ forment les extrêmes.
On pourrait, fn multipliant les deux proportions (1) et (a^ Tune par l'autre, et observant que le terme x disparaîtrait comme facteur des deux derniers termes de la nouvelle proportion , on pourrait , dis-je , obtenir la valeur de a/ ,. qui exprimerait le nombre de jours nécessaire aux SGo ouvriers travaillant 10 lieures par Jour, pour creuser le premier fossé ; mais cela est inutile , et il suffit de regarder a/ comme déterminé. /
•aga autres applications *
Faisons maintenant varier la longueur du fossé , en lui éonsenrant la même largeur, la même profondeur et .la. même dureté de terrain.
Or, si le fosâé a plus de longueur, tontes choses égales d'ailleurs, il faut nécessairement plus de jours pour le creuser ; ainsi i il y a relation directe entre les deux nombres 1800 , 12900 et x\ x"; a;'' ( on x seconde ) désignant le nombre de jours correspondant à la longueur 22900 ; d*où résulte la proportion (3) , dont 22900 et x" forment un moyen et un extrême:
Répétant les mêmes raisonnemens , par rapport à la largeur et à la profondeur, on obtient les deux pi^oportions (4) et (5) , dans lesquelles x^ et x'^ (ou x tierce et x quarte ) expriment les nombres de jours qui correspondent aux variations de la largeur et de la profondeur.
- Enfin, si Ton a égard à la différence des duretés des deux terrains, il y aura évidemment relation directe, et Ton obtiendra la proportion (6) , dont le dernier terme x^ ou X ^ exprime le nombre de jours cherché.
Multipliant alors, terme à term^, les six proportions établies successivement, et observant que tous les termes x,x',x^, x", x*% disparaissent comme facteurs communs dans le second antécédent et le second conséquent de la nouvelle proportion, on obtient la proportion (7), d*oà Ton déduit la valeur deX, qui ,
toute simplification faite , se réduit à 549^* ^ — «
Ainsi, le nombre de jours demanda est de 549 jours environ. N. B. Rappelons-nous toutefois que , lorsqu'on est parvenu
al expression -^- 860X10X1800x7 X 3 ^i \ '* faut, avant d'effectuer toutes, les multiplications "indiquées ^ avoir soin de supprimer tous les facteurs coihmuns qui' sont en évidence , au numérateur et au dénominateur.
Ici, par exemple , après avoir opéré toutes ces suppressions, on
, . , Y 5x4XQqx5x57 '-' ' ^ \ . '_ • obtient X = ' v^ ' v. ' — — ^i ou, etrectuant alors les
, , -^ i653oo « , 5i
calculs , X = —5 = ûAQ 5 — .
' 3oi ^^3oi
DE LA^ RÈGLE DE tROIS. 2^3
Cet exemple ; qui est l'iHides p\m cpmpliqaéâ qu'on ^puisse se proposée y. avlfit pour mettre tes oommençans ai| fait de la marche .qu il faut suivre dans tout autrç.
aaS. Remarque générale sur la règle de trois. L'opératic^ d'après laquelle on parvient à déternfîner le nombre inconnu , dans les deux questions précédentes , s'appelle règle de troh composée , parce qu*en effet , on parvient à une proportion dont le premier ]fap{)ort est formé par la multi|»licatio9 de tous les rapports compris dans renoncé, à l'exception de celui dont l'inconnue fait partie , et qui forme d'ailleurs le second rapporj: de là proportiom i
Autrefois , on -distinguait encore. les règles de trois , en r^gle de- trois simple et directe ^ règle de trois simple et inverse, règle de trois composée, directe et inverse tout d la fois ^ etc. ; mais on est généralement d'accord «pour rejeter toutes ces déy nominations, comme vicieuses , ou au moins, comme inutile^ pour la résolution de la question.
La seule attention qu'il faut avoir , en plaçant les,. unes au-» dessous des autres , les différentes proportions dont le produit doit donner lieu à la proportion qui a pour seul terme incoqnu le nombre demandé > c'est de s'assurer si les quatre nombre^ que l'on comparé,, pour chaque proportion, soi^t /dir^eptejmfent ou réciproquement proportionnels^ et d' écrite .celtfi pivoportio)^ en conséquence et d'après larèmanfue du n® âig. ^
Nous proposerons pour exercice les problèmes suivai^iy.
Huitième exemvle. \b ouvriers travaiilanti it^-hei^^par jour ^ ont etnploy,é 18 jours à faire J^ho mètres d'un certain ouvrage j, on demande combien ii faut d^ ouvriers, travaillant lA heures par jour, pour faire en 8 jours^, ^4^0 mètres dujnqmè ouvrage? .
f/l^p. Xî=3o hommes.]] * i^
ÎNeuvième exemple, lia fallu laoo mètres de drapa\'àe large ,. poi^r habiller 5oo hommes; on demande combien il faut
de mètres à l pour en habiller qGo .^
sg4 RàGLfi d^intArêt.
DfXiéMB nxtUfUE. Uh cowfwt nutrcktmi xi hmrêë pat jour, a faH une rouie de S^h àeaêÈ dant âo feurs de \tmps ; on demande combien il d&H iiiX^cker d'heures pur jour , pour fbire 4ob lieues dans iS jours?
DE LA aiCLE P'I«TÉRÊT.
2ia4* On appelle intérêt 4'ane aominè , U hèoiSçe résultut du p^êt que l'on fait da catte aomme pendant un certain temps; la aomitfe placée se nomme d'ailleUfs le cttpital.
L'intérêt d'une somme dépend de la quotité de ce capital » du tefftps pendant lâqnel il est placée et du taux dlntéiét^On appelle têtux , Fintérét ou te bénéfice de ibo francs pour un mL Ce *Uiux eït de pure convantion entre la personne qni prête et celle qui i^eçôit la sotuine. Cependant, il y a dans le coMmeroe ou dans la banque , des Kniites an^^delà desquelles le taux ne peut monter , sans être appelé u^ure. L'usurier est 'celui ^ ptéte sdn argent beancou]^ att-desbus du taux géttéraiement àdmié.
La réglée d*iiltélrêt n'est qu*un tan particoliier de la règle de trots , Comme nous aUons le voir dans les questions «oiraote».
FRÉMrEU EXEMPLE. On demande l'intérêt d'une ^somme dé 4^00 francs y pour a ans h mois y à raison de ^ /roftcspour | par an (pour S ^st'la manMra usitée dans le .cdmmerce , d'écrire pour 100).
Cet éndneé est re]ipt«ssi<^n abrégée -de tAùînA i
1 00 frànts tàpportatct 7 francs étintérêt par an , combiéh produira ,àpropoftion , Une somitie de 4^oc/, placée ou prêtée pendant n ans^ moisrT^
Analyse et solution. Appliquant à cette question les piii!i<cipes établis précédemment , nous Cirons : Les intérêts. de deux capitaux placés pendant le même temps , sont directement proportionnels à ces capitaux ; ainâî ^ en appelant oc l'intérêt du bapital J^ocf^ placé pendant un an , on aura cette première proportion 100 : 45ôo :: 7 : x../(i)\
ensuite , les intérêts d^un même capital sont difeelemeat pro-
portipBtt^ aoxf temps pencUiit Iciiçach il cet (ila^ $ domi», «i l'on déjUgoe par X l'intérêt A^ jfioc/ ponr o an3 5 mois., ou Tintérêt âemàndé , on aura oetté nouvelle proportion :
i«« ; :j«w5«oii .. ^ ; X...(a);
d'où, multipliant terme à terme lés proportions (i) et (a), '
. ^oq : 4500 X A*~ 5'î««^ :: 7 s x-,
Efiactimit l'opéfaU^ iiiasqoé» p^v... » 3)^ . , . .1
3i5 X a*»' 5"*, d'après les règles connues ' f)^*" 5?f ^^ . .*
et coaqpie ^ je ftoiti cl à côté ^ on trouve 63o . , . :
poifr résultat^ 761 francs a5 centimes. 4'"***^^^ Aiâsî, FmAfrét demandé montte 47^1 fr. 1 ... aG^aS"^ ' •'': ' sS centimes. 76^ ^a5 .
Sôity en général » ûtî capital à placd penâmf un le)/hps exprimé paft^àt€»ison.4»\jf^%oi^pfi^4mé , ;^. r
Eii^raisonnant comme* ci-de^sQ3 9 on sera conduit aux deux
proportioiu.., { ^ . ^ .. ,,. x }..î
d'où l'on èmsx .......'.;:.;.■ 1 68 : "a ><f « icî F; x,i
et par conséquent , X=; ' = — . '
Cette ji^rmule X= , comprend' sous une* fortûe^iPaHlfiâ^
retsenk^ httoamèi^ de déteipn^fr ri»léi;4t4fut»e.5f]^|^ opscpirspiso&eiptodMli un «oevtaiAteoipsy-Tfl^/dîfipi^SiW o^^stain. taux» , i > ■ \., -Il,:- c •. '
En langage ordinaire ^ elle signifie qu'il faut multiplier la somme proposée parle taux d'intérêt pour un^ an ^ piSs pat le temps pewSkini letjuèl la somrAe est placée , etài^isert^ résultat par loo. Cfis^t da^s cette opération^ que consiste la règfe d'Jjh' térêlsimplç, «;,'.. ,,,'" _. /•,-)".-.,•
• aaB.^ ^utdlailleuEBiparTjeiiùri eéttelbiMnle^ avis le.ACi^jpuf^ éië ^«^pmtioiie, %t par m BK^en qu'il e^fam de {éatftommfiO^u Puisque 108 francs rapportent un nombre de firaaa» inMi^é
agS RiÔbfi R'kNTBRÊT.
par i^ éàn9 l'ttithé:de:tQibp8^ ou'dAiia un an:» ît est dairqu'as
séiil 'franc dqit rapporter . Donc iine somme duelîcronàue a.
rapportera )<«, ôû — =•, dans un an ; et Cett^ même somme,
au bout de t aniiéès ; dhvrâ rapporter -2L >< ^ on — .
^^ 100 * lOO
•''^l^jS;iàïi'âctîbn-::î:::7quié^^^ rîntérêt'ffùh frâûC pom:*
loo
un an > se p^ééente , dan^ certains caÉf'pàrticuliëri^VMftii ^\\4
tormç.tr^jimpie. ^ ^ '
Soit, par'esiémple, ^t^S'i'ce qtnreùt «té'^n^né-^
est placée à § p. loo paran.: ilen.risultç -717-^== -^ ^c= -r 1
^fiî^.r^.^F^rr^^'^'^ J'on voit que Tintérêt d'un capital placé à 5 p. joo par an > estégal'yiâ ^û^tiybié'diB ee^capîtol. > - '^'^
pojt encore e =; 1 o ; il en résulte — == = — . Donc
T-3^ï=4-TTic*çs^-à^ire que l'intérêt d'un capital. p]acé, à. 10
p. 100, est éealau diècième de cèidàpîtal. ^ ,
On dit, dans le prttoiier ca», que le capital est placé 'aii
4^»Wn?Q »rj8t»4^ps le 9«cpnd , au dénier 10. . , . ^
Enfin , dire qu une personne a placeuses tonds au denier 40 ,
ifkf M]^pb'é^i<'<|u^ëlk']^ètiVe'pat an', en* iniktè^^fXe^cfl^ de '^s:
e^tWP^'l;»! ;miil^àilfres'r«rriié^f que le ttaas dJi|itkôti|8l<^'fl«i>
p^ 100 par an; car on a ••;>
"'tw'diîommati^^^^^ da^ns le aoniirfe/cé.^ • ;'^ •^;\
asG. Quelquefois, le taux d'intérêt est donné, nôh.^'ôûi^'un
ail J^ais po^tfr />«mmi> ouiSa )oiu».vDi|n0tce ' oaà» i*jon ^teod- le
utôO^ tiour^uwiiti deiMb^ i'ingis •kiM«iaAi«rf td'opérrr<fafe'.^oiifj'
RÈGLE d'intérêt. Û^J
SsaoUD EXEMPLE. On demande t intérêt de Booo francs pour 3i5 jours, ou xomois i5 jours , à raison de ^ p. loo pat mois? ' . i
Fanant dan/^ la formule . X = - — , <i = 5ôoo , < = lo"» ^
X^ 5ooo>Ooi><| ^5^^'«i ^î^ 3^
Ainsi « l'ii^térôt dexx^andé. est SjS francs 76 ceptime».
^[EOtSîÈMB 'EXiMPhEi. Une somme ddjBo/faancs:^ a /apporté. 7 1 9 fiancs s5 centimes j en intérêt^ au bout de a ans 6 moif ; on demande le taux d intérêt auquel la somme U été placée?
En raisonnant comme dans le premier exen^Ie , pa par-
. j j ^. f375o : loo :: 719,25 : x\
viendra aux ;dew proportions {^;„^ ^ . ^ ,. ^'l; X' j * d^'ôûron déduit 375ôXa i : io6-::7igia5 : X. ^
Donc X=2^^^-:r'=-^5-= 7.67» ï c«t-a-d.re
que le taux d'intérêt est J^fil^ p» ioo par:ani, a* t centime près. . , . r"^ *
On peut facilement vérifier ce résultat , en déterminant Tintérêf du capital 3760 francs, au bout de a ans 6 mois , à raison de 7'G7C p. loQ par an. Toutefois, il est nécessaire,, pour plus d'exactitude^ de pi^èndre pour le taux , 7,'673, tel qu^bn l*à^ obtenu ci-dessus.
La formule X= , est également propre à faire connaître
ce taux. En eifet, elle donne évidemment iooX = a X i-X t »
ay.t
Or, on'a ' a = 3760, ^t^ a ans 6 n^ois , X = 719,05: " '
Uonc i= ç-c-TT — r = ^-^c" > comme on i a qeia trouve,
fl07* En %éàiràl , cette fcraMile édntieat qnifere ^^wuitilés a^ ii t et X| dont chacune peut être supposée inconnue , les trois autres étant données ; et il sera toujours facile d*en déduire la quantité inconnue.
On peut ainsi se proposer quatre questions essentiellement différentes^ dont voici les énoncés ^aveô les résultats qui y sont relatifs.
1®. Déterminer Vintérêt d'un capital au bout d'un cettain
temps, à mison d'un certain taux d'intérêt ?
ait Soit X Vintérêt demandé, on a X= — .
lOO
(Les deux ptefniers exemples se rapporteiït à cette question).
Ji^^ Déterminer le iaux d'intérêt ahquel une' sonMedoit tire placée ^ pour rkpporter qu bout. d'un certain temps ^ une' aMre somme cennuel
La fornsule ést/danë ce cas . i= '—'.
^ at
{ Le )ronième exemple se Ta[]|)orte à cette question. )
S®. Déterminer le temps pendant lequel une ceptaine spmme
doit être placée , pour rapporter , à raison d'un certain taux
conmijUne autre somme aussi connue P
Lft fermuie estaiocs 4=±: -«-rr^. '
aXi
Cette valeur de t doit être d'ailleurs calculée en unités de même espèce que celle pour laquelle onad*abordfixé létaux^ c*est-à-dire. en années ou en mois.
4°' péterminfii te capital qu il faudrait placer pendant un temps connu , pourrapporter , à raison d'un certain taux (fonné^ une somme aussi connue ?
On a pour là formule , a== t-tt-t»
iX t
Voici de nouveaux exemples sur' lesquels on peut 8*éxefcer. Quatrième exemple. Un certain capital plhcé:pendtttlP
37 moiSi à raison de- p. 100 par mois, a rapporté iSia^QB* en intérêt ;on demande la valeur du capitail>
Cinquième exemple. Une somme de ^J^ocf arapporté pen* dant 27 mx>is 83af5oc; on demande combien une autre somme de ibocf doit rapporter^ au même taux d^ intérêt, pendant 4B mois^ et quel est le taux d'intérêt ?
[ Rép> 1 Sgî^Bc , €t 5 p. 1 00 par an. ]
DE LA EÈGL£ D'ESCOMPTE
ftftS. Cestotmpie est une reteane fotte sur b Taiesr d'un billet qui nVst payable qehàU boatd*im certain tenps , et dont on voTidrâit se faife fia^er annant «on lécJiéanoe. 1
Pour fixer les idées, anp^oeonB^^unepersonnepassédant un biUet de Sqoo firhncs i payable dans 1 on, septésent^^hn-un iénguierpour le Itdfsâtè ESCôMPTsa. On demande kt mù^nwe que doit faire le banquier, 00 bi« n^ ia somme qufil doit compter MUteUânetU à ia personne? On sait d'aiUews que le tanK> d'in^^ térêt est À 6 pour i^o.
Analyse. Il est clair que la personne doit recetoir actueUsr iMàt'un» sonntie quî^ réanie à soi» i&téFèt'pvndant 1 an, produise 3ooo fr.» montant du billet.
Or, puisque 100 fr. rapportent 6 &. d'intérêt par an , il s*en^ suit que 100 £r. vaudront dans tm an, 108 fr., y compris le capital ; ou, ce qui revient au oéme , quun billet de iq6 francs, payable dans 1 an, équivaut à toc fr. payables actuellement. Donc, pour trouver la vaîeùr actuelle an billet de Sooo francs, il suffit d'établir la proportion
ido t: 3ôoo : x
" et le quatrième terme représentera la somme que le baâquiei^ doit donner.
'On peut dire encore : si pour iô6 fr., payables dans ï an . le banquier doit retenir $ fr. , combien , pour 3ooc fr. , doit-l' retenir? cVst-à-dîre,
10616 ::3ooo ta?';
et le quatrième terme expiflitf e¥à la retienuè^tf é' i^biiiiqiiiér écM fÎAlVe, KinVèstotnpteèM èillet.
SOO &BGLE b'ElKOttPTE.
La première proportion donne x == g— == a83o', rgc ;
^t la seconde •. a/=r c~== '%> 81.
La valeur actuelle du hiïlet est Sooof. 00
donc, a83o^ 19c; ou- bien, le banquier doit retenir 163^ 8 1^.
En effet , le capital 983o^ 19c, réuni à son intérêt 169^810, reproduit 3ooo^/ montant du Billet. On voit d'ailleurs ici^ que les deux opérations se servent mutuellement de yésification.
Désignons 9. en général ^ par a le. montant dlun. billet^ par t le temps qui doit s! écouler jusqu'à son échéance/ et pai ile taux de l'intérêt pour l'unité dé tempsé . /
Gomm& 100^ rapportenti^ dans l'nnité de temps>. ils doivent rapporter unesem'aie ixt, ou i^, au bout du temps t; et>paff conséquent, ioa-f> rt exprimer ce que .devient Je capital ipo' au bout du* temps t , jt compris le capital; ce qui revient à dite que 100+^'^ payable au bout d'un temps t, équivaut à loo^payable actuellement.
. Donc, pour tnouver la, valeur actuelle dm biHefr a, il'fa«t établir la proportion
100+z^ : 100 IZ al x\Qon x=i --r- ;
et pour obtenir l'escompte du billet , on écrira
... i. V aXit
f z^ : u :: a : x ; d où x
; loo-H'*
* En langage ordinaire» la valeur actuelle ^Un billet s'obtient en multipliant le montant du billet par tfoo , et divisant le pro-duit par loo^^ augmenté de [intérêt de xocf calculé pour le temps qui doit s'écouler Jusqu* à l'échéance-.
On trouve [escompte luinnême^ on la retenue» en multipliant le m>ontant du billet part intérêt de loo francs , calculé pour le temps t f et divisant le produit par ico^ augmenté de son intérêt pour ce même temps.
Si l'opération est exacte » les deux résultats ajoutés entre eux» doivent reproduii^e le montant du billet.
Premier exemple. On demande la.valeur actuejle dun
AiôLfi d'escompte. Sot
billet de 4^0^ payable dans iS"^ i, en supposant te taux d^inlérêt à J pour cent par mois}
On a a=485o,^=i3'"i,i=-;
d'où ix*=:7Xi3-=-5-=io,iâ5.
Ponc. la formule x= -— r , devient
' lOO + U
485ooo 485oooooo yy y*
iio^ia5 iioiaS -i^ -r» :?
On a de même pour la deuxième formule ,
, 485o X 10 , laS _ 49io6a 5o _ -
X = c ^^^ Il — - • • • 44*'>9*
2299. Cette nlanîère d'escompter n*est pas celle qu'emploient les banquiers et les commerçam. Ordinairement^ ils escomptent à tant pour | par an ou par mois ; c'est-à-dire , qu'ils établissent un taux ^escompte , comme ils ont établi des taux^'in-^ térêt.
Reprenons l'exemple ci-dessus , traité d'après cette autre mé^ thode.
On demande ^escompter un billet de 4860^, payable dans 1 S"*^ i , à raison de ^ pour f par mois?
Analyse, Gomme, d'après l'énoncé, on doit retenir pour
lOQ^ , -y par mois » il s*ensutt que pour iS""''' i, on rejtiendra
-;Xi3-oa-s-^ c'e8t-à*dire, en réduisant en décimales,
16^, tâS. Ainsi, pour savoir ce qu'il faut retenir sur A^ho^, il suffît d'établir la proportion
/ 100 : 10» ia5 :: 485o :x; .
d ou 1 on tire je= ^ ■ ■ ■■ — i- :=s49t900y à uncentimeprès.
Sôà RÈGLS D'ESCOVPtt.
0#, «i de 49$o, on Ote 491,06/ il rtstt 4ZS8'$A*i qw représente alors la valeur actuelle an billet.
En comparant ce résultat 4358^, ^4^» ^ ^^^^î qu'on a obtenu suivant la première métbode , on reconnaît que la 44^4*^9 personne reçoit 4^^ > iB<: de moins , par la seconde , 4^58 , 94
que par la première métbod» .' 4^ ^ i5
1^ Pour expliquer cette différence, il faut observer que les banquiers, en prélevant 491 ^,0? sut 4S^Qf>P>^élèY9nt l'intérêt que cette somme rappprterait au bout À» iS"'^'' i\ tandis qu'ils ne devraient rigoureusement retenir qiiç Fintérét delà somme qui revient actuellement au possesseur du billet; et cette condition est remplie par la première méthode.
Ce nombre 491» 06 que le banquier retient, d'après la seconde méthode , se compose réellement de l'intérêt de la valeur actuelle du billet, c'est-à-dire, de 44^ > 91 f plus de tinUrêt de cet intérêt \ comme il est aisé de le vérifier.
Eu effet, la proportion loo ; |o, ipB :: 445*. 91 \ x\ donne
c*e8t<^b-dire , 4^ , 1 5 à un centime près*
n résulte de là que ces éfii^^ih^ sont en pure perte pour le poseeesenr du billet; c'est un bénéfioe que fiiit le banquier « indépendamment de celui qui lui appartient de droit > à rabou de Panticipation du paiement.
Quoi qu'il en soit, la seconde méthode est généralement reçue d^ns le commerce, parce qu'elle est plus expéditive et plus commode sous le rapport des calculs.
En effet, désignons toujours par a le montant dn billet, par t le temps qui doit s'écouler jusqu'à son échéance , et par i le taux d'intérêt par unité de temps, ou plutôt le tquJ^d escompte; oe quidonnç iX^pourla somme à retenir sur 100 francs , pour le temps t.
Maintenant, afin d'obtenir l'escompte du billet a, il ne 8*agit que d'établir la proportion
aX.it
f'xi :: a : x: d*où«=s
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formule sfnblable à celle de k règle d'iatérét ; elle n9 renferme que des multiplications et une simple division à effectuer; tandis que les deux formules relatives à la première méthode donnent lieu à di^'i divisions même assez compliqué^.
Il y aurait bien un lAoyen de concilier tes deux méthodes^ ce serait d'ëtablir un taux d'escompte un peu moîiiv fort que le taux d'intérêt. Mais la difficulté serait de les prdportionoer Puii A Kaûtre diras toutes les circonstances habituelles. Aussi s'en tient-on à la méthode U plus simple (pii, d'ailleurs, u'ipst qu'une chose de convention entre le possesseur du billet et le banquier qui veut bien le lui escompter.
N. B. Pour distinguer les deux manières di'escom^ter, on désigne la première sous le nom ^'escompte en dedans, et la seconde , sous belvÂ 4Ïeicampte en dehors.
Ces dénominations sont vicieuses, car il y aUraît peat*<êtr8 plus de raison d'appeler la fremière ^ escompte en dehors , et la seconde I escompte en dedans. C*est I*opiniôQ de plusieurs ^tivméticiens ; mais nous nous conformerons à l'usage établi.
a3o. Voici quelques éxeittples traités p^r t^uue et T^utre mé« thodes.
Second exemple» On demande la vakwr ccfuetie d!uà
billet de a85of 4^^> payable dans ^^' 8"^'', en supposant le tçMcp d'intérêt à 8f 76^ pour 1 00 par an ?
Escompte en dedans. D'abord, puisque 16b ir. rapportent 8f75c dans. i«", l'intérêt , au bout de a"" 8"»**', doit être égal à
8,75 X a''"' 8"'*'^ oû 8,75 X g, ou Ç. Ainsi la valeur actuelle
du billet est exprimée par
fl85o,45 X ioo _ fl85o45x5 _ 855i35 ,
la .«omiiie i .reftaïuv eel d*aillean exprimée par
fl85o,45 X -5^^850.45 X 70 _ 199531.5 , 70 37Q 570
3o4 RiGLE d'escompte.
EiFectuant lei deux diTiiions indiquées , on troov*
Donc la valeur actuelle du billet, est a3i 1^18* ; et la retenue i faire est SS^^ 37*.
Escompte en dehors, La somme à retenir sur loo^ pour
û«»- S*'*» étant S-, l'escompte de aSSo' 4^^ sera
fl85o,45 X -^ c K v^
Z l=S5£iî5><70^ee5 5^
La valear actuelle du billet est donc égale à a&5o,jf^h^6S5,\o, ou bien , à siSB^SS.
Ainsi > le possesseur du billet reçoit 1 a5^83c de a3i 1 , 1 8
moins y pair la seconde méthode .que par )a pre- fli85»5 5
mière. laSybS
Cette perte qull éprouve est d'ailleurs, comme nous rayons
déjà observé, l'intérêt de 539,27.
£n effet, on a pour cet intérêt , à raison de -^ p. 1 00 , pour
100 3oo ' ^
Troisième exemple. Un jbaiujuier a payé pour un billet de 56oo^ payable dans 1 4 mois, une somme de 5 1 agf 45^. On demande daprès quel taux d^ intérêt par mois , le billet a été es-compté?
Escompte en dedans. Puisque hxfk^iJI^hc eacpriment la va* leur actuelle de 56oo' , on obtiendra d'abord la somme dont 100' représente la valeur actuelle, par la proportion '
6139,45 *• 56oo :: 100 ix\
,, , 5fioOOÔ # 5rr
^însî, l'intérêt de 100^ pendant i4 mois estg^, 1735.
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Divisant cette expression par 14, on a o^, G552 pour le taux d'intérêt par mois; résultat qu'on peut aisément vérifier, en escomptant le billet de 56oo^, d'après ce taux d'intérêt.
(Nous atvons poussé jusqu'aux 10000^*""^ yaleiU' de ce taux d'intérêt 4 afin que la vérification soit plus exacte.)
Escompte en dehors. Si l'on retranche 61^9,4^ de 5Soo, on obtient 47o>B5 pour la somme que le banquier retient sur 5Soo.
Maintenant, poursavoir ce qu'il retient par 100^ pour 1 4 mois, on établit la proportion
5Soo : 47"^>55 :: loo : x;
dou x==-=7: = 0,40.
oboo
Divisant ce résultat par i4> on a of,6o pour la somme qu'il retient par moîa sur 100^; c'est, à proprement parler, létaux d'escompte par mois.
Ce taux est^ comme on le voit, ()Ius faible que le taux déterminé par l'autre moyen , et cela doit être.
a3i. L'exemple suivant tient à la fois de Ja règle d'intérêt et de la règle d'escompte en dedans.
Quatrième "EXEMVLU.Unmarchand a acheté àun fabricant pour 385gf, a5 d* une certaine étoffe; mais , ne pouvant le payer sur-'lerchamp f il lui fait un billet payable dans x8 mois. On demande la somme qui doit être portée sur le billet ^ ^intérêt étant à | pour cent par mois?
Analyse, On conçoit d'abord que 1^ billet doit se composer de la somme due au moment de l'achat « augmentée de son intérêt , pendant les 1 8 mois.
Cela posé^ puisque- exprime l'intérêt de 1 00^ pour un mois
il s'ensuit que - X 18, ou i3,5o, représentera l'intérêt pour 18
mois.
Donc, pdiir obtenir l'intérêt de 3869, a5, il suffit d'établir la proportion
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,. V 3859,25 Xi3,5o ^ o c c r d où X = — ^ ' — = 520^99875 ou 021 '.
Ajoutant cet intérêt à 3859,25; on obtient 438o,25 pour le montant du billet.
La vérification de cette opération s'effectuerait d*après Pescompte en dedans.
On établirait la proportion
ii3>5o : 100 :: 4^80^25 : x;
et le quatrième terme de cette proportion , exprimant la valeur actuelle du billet àe 438o^ 25% devrait être égal à SSSg^ 25^
Nous renvoyons à la fin du huitième chapitre, les règles d'intérêt et d'escompte composés.
DÉ LA REGLE DB SOCIÉTÉ
232. Cette nouvelle règle a pour objet de partager entre plu^ sieurs personnes associées dans un même anmmerce , le béné^ fice ou la perte qui résulte de leur association*
Il est généralement convenu entre les négocians , et cela est d'ailleurs conforme à la raison comme à la justioe, que la part de chaque associé est proportionnelle à sa mise, quand lee temps sont égaux , ou au produit de la mise par le temps pendant le^ quel cette mise reste dans le commerce , quand les temps sont inégaux.
Donc , la question considérée sous la point de vue le plus général, revient à partager un nombre donné ( qui est un j^éné&ce ou une perte) en parties directement proportionnelles à d'autres nombres donnés. Soient donc A le nombre k pertager, m, n^p^q... les nombres proportionnellement auxquels A doit être partagé, et x, af, x^, af/ • . les dilTérentes parts.
On aura , en vertu de Ténoccé, la suite de rapports égaux ,
7n • «c «• n • jc ••|7 m X •• q • x» • • * ^
d'où, faisant (n^ 2x4) la somme des antécédens^ celle des conséquens ,
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OU bien , comma ae + a/ + aj" + a;* -+'. . . , ou la aomme des parts , est égaie à A ,
Ce qui prouve que^^ pour obtenir chacune des parts , ilsvffii de multiplier le nombre à partager^ A > respectivement par chacun des nombres m, n, p, q... et de diviser le produit par la sornm^ nl^- n-f"p -|- q... de ces mêmes nombres.
Faisons quelques applications. *
»33. Premier exemple. Trois personnes se sont réunies dans un commerce; la première a placé i5ooo', la seconde 2ta54o^ et la troisième a56oo^ Au bout dun an, elles ont fait un bénéfice de 12000^; on demande ce qui revient à chacun des associés?
Analyse. H résulte des considérations précédentes (ce qui d'ailleurs est évident en soi-même )y que la mise totale, ou la somme des trois mises, est au gain total, comme une mise par^ ticulière est au gain qui lui correspond. «
Donc chaque gain particulier est égal au produit du gain total et de la mise particulière^ divisé par la mise totale.
Cela posé , faisant d*abord la somme des trois mises , on obtient pomr cette somme , 63i4o'.
Ainsi^ l'on a successivement pour les expressions des trois gain0|
.. . 12000 X i5ooo op o
. , 12000 X 22540 ^ ft- n
ig2g^;!gg g
Cette opération se vérifie d'ailleurs , en faisant la somme des
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trois gains ; et si l'opération est efxacte , cette somme doit être égale au gain total i aooo.
Second exemple. Un particulier commence une entreptise avec un fonds de âBooo^ Cinq mois plus tard, voulant étendre son entreprise , il y intéresse un capitaliste qui lui offre un ' fonds de 4oooo^. Six mois après ce premier emprunt, un second capitaliste lui prête une somme de 60000^. Au bout de deux ans l'entreprise a rapporté un bénéfice de 80000'; il est d'ailleurs convenu que le particulier qui seul, reste chargé de Ventreprise, aura UNE PRIME deb p.% sur le bénéfice total j outre la part qui lui revient proportionnellement aux fonds quil a placés.
On demande la part de chacun des trois co-associés.
Analyse. Puisque le particulier doit , pour prix de son travail , commencer par prélever 5 pour | du bénéfice total , il re-
tirera les — — ou le — de 80000',- savoir : 4ooo'. 100 20
Il ne reste donc plus que 7G000' à partager entre les trois personnes , proportionnellement à leurs mises , ou plutôt aux produits de leurs mic»es par les temps pendant lesquels ces mises ont été placées dans l'entreprise , puisque les temps sont différens.
En eiFet 1^. les âSooo' du particulier^ placés pendant 24 t^o\^ , reviennent à âSooo X 24> ^^ 600000' placés pendant 1 mois.
â°. Les 40000' du premier capitaliste, ayant été a4 "^ ^«'^" ^.9 mois dans la société , reviennent à 40000' X 19» ou 760000' placés pendant 1 mois.
3®. Enfin ^ les 60000' du second capitaliste , placés pendant a4 — 5— -6, ou pendant i3 mois, équivalent à 60000' Xi 3, ou 780000' placés pendant 1 mois.
Donc, la question revient à partager 76000' proportionnellement aux trois nombres 600000 , 760000 et 780000 , ou , ce qui revient évidemment au même , proportionnellement aux trois nombres 60 , 76 et 78. Cela posé , Ton trouve d*abord pour. la somme de ces trois derniers nombres ,214.
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Ainsi , Ton obtiendra, successiyeineiit pgur les trois parts ,
re * 76000 X 60 „^Q .
1 " part... ' = ai3oo,4» *>
ou bien> ajoutant la prime de 4000^ qui revient à celui qui est ^argé dé l'entreprise. ï^ a53o8,4i
ai4 ai4 ^^ *
-. 76000 X 78 ôqaSooo
VériEcation. . é Scooo'^oo
a34. La' règle de société est une des opérations les plus usuelles chez rhomme civilisé.
Les contributions que les individus d*an même royaume paient au gouvernemcfùt se perçoivent par de véritables réglés cle société. *
On appelle contribution, la somme que doit payer annuelle^
nient chaque individu, à raison de son revenu présumé; c'est une
véritable perte pour lui, mais une perte à laquelle il se soumet ,
pour aider le gouvernement dans sa marche et dans ses elFort's
^our l'intérêt ef le 'bonheiir de tous. ' '
La question qui a pour objet de percevoir des contributions sur -un nombre d'individus aussi grand que celui d'an royaume , de la .France, par exemple , peut sembler, au premier abord , très compliquée ; mais les considérations suivantes ' suffiront pour faire concevoir combien la solution en est simple.
Supposons, pour fixer les idées, qu'il ne s'agisse que des contributions foncières , c'est-^-dire , des contributions que l'on perçoit sur les revenus territoriaux.
Les besoins d'un gouvernement pendant une année , exigent une contribution foncière dont la valeur est A. De quelle manière en obtiêndra^t-il le montant?
Solution, On commence par répartir, au ministère des finances, la somme A , entre tous les départemens qui composent le royaume, proportionnellement aux revenus présumés de ces dif fCrens départemens.
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Soit B la somme que l'un quelconque des départemens doit payer pour sa quote-part.
Ce département étant divisé en trois ou quatre arrondissemens dont les reyenuK territoriaux sont connus, on partage^ à la préfecture de ce département , la s^be B entre kb arrondis* mens , proportionnellement à leurs revenus.
Soit G ia somme que Tun des arrondîssemens doit payer pour sa quote-part.
Cet arrondissement se subdivisant en plusieurs communes , tm fait à la sous-préfecture de cet arrondissement , la répartition de la somme € , entre toutes les communes (|tii le composent , proportionnellement à leim revenus présumésb
Soit D la quote-part de Tune des comnnnies.
Enfin, cette commune se compose d'un certain nombre de propriétés , soit en maisons , soit en terres 'on en praires ^ eoit en bois , dont les revenus sont évalués ) et Ton partage la coih txibution D entre les propriétaires , proportionnellement à leurs revenus présumés.
Les rôles dé contribution de tous les propriétaires , étant une fois établis ^ chaque contribuable verse le montant de sa contribution dans les mains du receveur de la coiiihune. Celui *ci verse «es fonds dans la caisse dn receveur d'acrondissement ; ce dernier verse les siens dans la caisse du receveur général de département ; enfin , tous les receveurs de département envoient leurs fonds à la Trésorerie ; et le gouvernement se trouve ainsi avoir perçu le montant générai de la contribution.
îiZS. Voici de nouvelles questions qui se rattachent â la règle de société.
Troisième exemple. Partager une somme deZBooàf entre quatre personnes , de manière que ta seconde ait deux fois au" tant que la première ;' que ht troisième ait autant, à elle seule, que les deux premières ensemble ; et que ta quatrième dit trois fois plue Ique la troisième?
Pour peu qu'on réfléchisse sur la nature de cette question^ on verra que la part de la première personne étant prise pour unité, ou désignée par i, celle de la seconde esta^k part de la
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lroiaièiu«4 a^i ou 3; efifio». celle de la quatrième^ 3X3 ou 9 ; donc la question est ramenée à partager Sfiooo enT[iiatre parties qui soient entre elles comme les nombres 1 , a , 3 ^ 9 ^ elle rentre par coiiséçuent, dans la question générale du n** a3a.
Faisant d'abord la somme des quatre nombres 1 ^ â ^ 3 et g , on trouve i5 pour cette somme.
Ainsi , l'oA obtiendra successivement pour les quatre parts ,
I X 56oco !'• part ^ ■- = 0400
a X 36ooo .Q
9 X 56ôoo ^
4* c^^*^ = filDOO
36ooo«
Quelquefois , lea nombres p^oportipnnellemeat auxquek on doit partager une somme donnée, sont des fractions ou des nombres fractionnaires.
Mais on peut aisément ramener c€ cas à «eli^i où lee iu>mi;>res sont entiers, en réduisant ces fractions au œêmç dénominateur.
Aînsi^ pour diviser une somme donnée^ o, en parties prf>portion-
a 3 6 # nelles aux fractions ^9 -y , > déduisez d*abord ces fractions
au même dénominateur; elles deviennent -^, -^, — . Or ,
la la la '
comme des fractions qui ont mênie dénominateur , sont entre elles (p? aao) comme leurs numérateurs , tout se réduit à partager la somme a proportionnellement aux nombres donnés 8 ,
. . 8a qa 10a g et 10 j ce qm donne successivement , — , • — , , pour les
trois parts demandées.
Quatrième exemple. Une personne laisse en mourani quatre héritiers, et elle a fait ce singulier testaments lepremier héritier doit avoir le 6% le second les | ^ le troisième les ^, et le quatrième le tiers du bien total.
.3»! a JIÀGLE DE SOCIÉTÉ.
On demande ce qui retient à chacun d'eux, Vhérïtage mon" tant d'ailleurs à 40000 .francs?
Solution: Si la somme des quatre fractions 1 ^ , ? , - et =,
était égale à i , les conditions du testament seraient facilement
remplies ; il n*y aurait qu'à prendre successivement le 6* de
40090 1 les 1 de 40000 etc.; et Ton aurait les quatre parts..
Mais y en réduisant ces fractions au même dénominateur , on
trouve — , — , — , — , dont la somme est eeale a , ou
1 — , résultat plus grand que l'unité; d'où l'on voit que le bien
se trouverait plus qu'absorbé par les trois premières parts , établies suivant les propres termes du testament.
Cependant^ si Ton réfléchit sur l'énoncé, on voit que les inteo ^ tions du testateur ont été de distribuer son bien entre les quatre héritiers y ée ' manière que leurs parts soient entre elles comme
les nombres 75, ê'> -> 5-
' 'lAinsi ) 1^6 riiTemplîra ces intentions» en partageant les4booo^ en jiârt'îéa pi*oportionnelles à ces quatre fractions , et par conséquent , aùac quatre nombres j^ , 36 , 40 et 3o.
,, La somme de ces nombres^tant 121^ on obtiendra successiv^r nient pour ces parts
...part... '5X40000 ^ ^g5g,gg^
_. . . 40X40000 ■• rr 5r / i '
. 3ox 40000
Cinquième exemple. O/î fait une remonte de iaoo chevaux, qtLO'rt doit distribuer à trais fégimens de dragons^ en raison de leur force; celle du premier régiment est à celle du seond comme \i est à S'y la force du premier régiment est à celle
RJÇGLE CONJOINTE. 3l5
du troisième comme ^ esta 'j.On demande combien chaque re-
ffiment aura de chevaux ?
* n résulte évidemment de l'énoncé , que le nombre de chc-
vaux du second régiment, doit être les — de celui du premier.
^Pareillement, le nombre de chevaux du troisième doit être les - de celui du premier. Donc les trois nombres demandés
sont entre eux comme les nombres 1, ' — , -j ou bien , rédui-
sant l'entier et les fractions au même dénominateur , comme les trois nombres 99 , 7a , 77.
Ainsi, Ton obtiendra,
- - . <>QX 1300 , 1
pour le i" régiment. ... ^'^ . g — = 479 ^ ,
, 73 X 1200 -^^ la
pour
fl48 ^ ^ 3i' le3«. 77Xiaoo _ 18
1 aoo 0.
iV. B. L'addition dés fractions donne 1 ; c'est-à-dire qu'en négligeant ces^ fractions , i! faudra donner 1 cheval de plus an second régiment, comme ayant la part la moins forte.
Il «xiste encore deux autres règles qui , sans dépeildre précisément de la règle de trois , n'en sont pas moins importaates à connaître, comme étant d'un usage fréquent dans la banque et âans diverses branches de commerce. Ce sont la règle conjointe et la règle d! alliage.
DE LA RÈGLE CONJOINTE
a36.. Cette règle a pour objet' de déterminer le rapport des monnaies de deux pays\ connaissant déjà les rapports de ces monnaies avec celles d*autres pays. On l'appelle d'ailleurs règle conjointe , parce qu'elle consiste à réunir plusieurs rapports donnés en un seul , par voie de multiplication ; ce qui donne lieu (n^ ai 5) à un rapport composé.
Les deux exemples suivans suiEront pour donner une idée à^ cette règle et de la manière de l'exécuter.
3l4 RàGLE CONJOINTE.
PREMIER EXEMPLE
48 francs valent 5â schellings d'Angleterre;
i5 schelL dAngl 6 florins d'Allemagne ;
bojlor, d'Ailem • . . . . 7 ducats de Hambourg;
14 duc. de Hamb 4^ roubles de Russie.
On demande combien fiSoofrancs valent de roubles de Russie ? N* £. Nous prévenons les lec^eu1^ qae ces nombres , qui expriment les rapports des diverses monnaies , ont été pris à peu près au hasard^ parce que nous n'avons pas sous les yeux le tableau de ces rapports , qui sont d'ailleurs sujets à des variations^ suivant le change d'une place sur une autre*
Solution. Désignons par a^ b, c , d,B ^ les valeurs intrinsèques (^) des cinq monnaies qui foat partie de l'énoncé ^ et par x* le nombre de roubles qu'il faut^ pour former aSoo francs ; on aura évidemment , d'après l'énoncé^ les égalités suivantes :
48a as 5a& , i56 = 6c, 5oe fis jd, 144 = 40e , xXe =3 ftSooa; d'où, multipliant ces égalités membre à. membre, et omettant les facteurs communs a^b^Cid^e^ . 48xi5x5oXi4Xa:==5aX6X7X4«>Xa5oo,
r\ *,^ 5ax6X7X 4oX_a5oo _ ^ i
Doùc,x= — -s-— — 2 — ? 7— = 433* 5.
' 48Xa5x5oXi4 3
Il est inutile d'observer qu'on ne doit eSeotuer les cakob indiqués tant au numérateur qu'au dénominateur, qu'après avoir supprimé les facteurs communs aux deux termes. Danslapratique» voici cpmme|itp3n exécuteces*simplifications : i..«A...ia...4Sa ss 5ni^...«5 3.. ibb -SSL 6c. ...i 1 • • • 5oc sâs 7i2 « • • . 1 1 . . • • a , • . xJ^ s= ^oe . . • . 1
a; X.0 =» ^Qoa. . .100
(♦) Oa appelle yàlbors xirTRiirskQUB» les valears dci différcntef unitet de monnaie , rapportas à une même aniU, par exemple. A v paAVC.
REGLE CONJOINTE
Donc 3x = i3 X loo ; d*où x = 4^3 =.
Après avoir disposé les ânes au-dessous des autres ^ les cinq égalités , comme on l'avait fait plus haut , on commence par supprimer les facteurs communs a^b ^ c^d ,e. i
On supprime encore le facteur 6, commun à la et6» qu'on remplace d'ailleurs par a et i •
On continue ainsi , jusqu'à ce qu'on ait supprimé tous les facteurs communs aux premiers et aux seconds membres des égalités , et toute simpliEcation faite ^ on parvient au résultat
fc=ri3ôo ; d'où it4= 1^2=433 g
Ces opérations demandent un peu d'habitude, mais ne sont pas difficiles. Il faut seulement avoir le soin de barrer le nombre qu'on djfvise par un &cteur « et de le remplacer par le quotieiit.
8£C6^î> EXEMPLE.
l/n nëgaeiant ftwn^ais veut fcàre pa!^s9r à Londres vne somme de lâoo livres sterling. Il prie un banquier de Paris de se 'charger de cette commission,^ mayennànt une remise de i p. ipo sur la somme totale. On demande en francs i la somme <fuil doit payer au banquier ?
Oa sait td'aiUemrs'qiie
â6 livres sterling valent. . i5o roubles;
75 toubles 3o ducats de bamb. ;
ao ducats de Hambourg. . 4^ fMAstres d'Ëaptagne;
la piastres d'Espagne.... 65' francs.
Désignons par€E, 6, c-, d, e ^ les valâuili 'intriusàquàs éeê monnaies, et par x la valeur de 1200 livres sterling en francs ; on aura les égalités suivantes :
lod 'sBci 65e
X X ^ =* laooa. . . 100
3l6 RÈGLB D'aLUAGE.
d'où Ton tire, en efFectuant les réductions, d*aprè« )a marche
indiquée ci-dessus ,
x = 3i5oor
Le 1 p. loo = 3i5
Donc le négociant doit déposer entre les mains du banquier une sommq de 3i8i5 francs, pour que celui-ci se charge de faire payer les laoo. livres sterling à Londres.
337. La règle conjointe peut encore être regardée comme un cas particulier de la règle des fractions de fractions , exposée n^ 6â.
Reprenons en effet le premier des deux exemples traité* dans le n^ précédent.
Dire que 48 francs valent 5a schellings d* Angleterre , revient
^ 5a à dire que 1 franc vaut 7^ du^schellingd' Angleterre. De mémf»,
puisque i5 schellings valent 6 florin» d'Allemagne ^ ils'ensuh
que .1 schelling vaut -? du florin d'Allemagne ; et par consé-
Sa 6
quenty 1 franc vaut les -rx des -^ du florin d'Allemagne. Pa»-
reillement, puisque 5o florins valent 7 ducats de Hambourg ,
il s'ensuit que 1 fl. vaut ^ de ducat de Hamb. , et par consé-
quent , 1 fl. vaut les -r^- des -7- des Z^ de ducat de Hamb.
En continuant ces raisonnemens^ on parviendra enfin à prouver que Ton a
flSoo* = a5oo foià les -73- des -?- des 2^ des ^ du rouble.
n r o c N -.c r 5aX6 X7X4oXa5oo' ," ,
Donc (n* 6a) a5oof= — 75 g^^g ^. , — ™ '^
^ ' 48xi5x5oXi4
résultat trouvé ci-dessus.
DE LA RÈGLE D'ALLIAÇE
a38. Les questions qui appartiennent • à^ cette règle sont de deux espèces :
RÈGLE D'ALUAGK. 3i7
X)u l'on a pour but de trouver la valeur moyenne de plusieurs svrtesde choses, connaissant le nombre et lu valeur particulière de chaque sorte*
Ou bien , il s* agit de déterminer les quantités de chaque sorte tie choses, qui doivent entrer dans un mélange ou ALtlAGE^ connaissant déjà le prix ou la valeur de chaque espèce,' et le prix ou la valeur totale du mélange.
Nous ne nous occuperons que de la première' partie , la seconde étant tout-à-fait du ressort de l'Algèbre.
Premier exemple. Un marchand de vin a mêlé ensemble des vins de différentes qualités ; savoir: aSo litres à 12' le litre , i8o litres à i5*^ et 1200 à iG*^j on demande le prix du litre de
MÉLANGE
Observons d*abord que 260 litres à i2'^ donnent
pour le prix de ces abo litres , a5oX 12 .ou 3ooo*^
De même, 180 litres à iB*'' font 180X i5 ou 2700
Enfin, 2200 litres à 16*^ font 200 X 16 ou%^^ 52oo
ce qui donne pour le prix total des trois quantités de 8360 vins mêlés-, 8900*^.
Si maintenant, on fait la somme des ttoïs nombre» aSo 2i5o, 180 et 200 } ce qui donne 63o, la question sera 180 évidemment ramenée à celle-ci : 200
63o litres de vin coûtent 8goo sous , à combien revient le litre? Pour obtenir ce prix, il suffit de diviser 0900 par 63o; et le quotient 14^ 1^ exprime le prix demandé.
RÈGLE GÉNÉRALE. Pour avoir le prix de Tunité de mélange, il faut, 1°. multiplier le prix de t unité de chaque sorte de choses que l'on veut mêler j par le nombre dunités de cette sorte, et ajouter tous ces produits; 2°. faire la somme des nombres d'unités des différentes sortes de choses; 3^. diviser la somme des produits^ ou le prix total, par la somme des nombres d^unités.
Second exemple. On veut fondre ensemble 23 /ci/o^ramma^ d'argent à 826 millièmes dejin; 14 kilogrammes à 910; ig à 845; et l'on demande le titre de /'ALLIAGE de ces trois lingots.
3i8 RÈGLE D'ALLIAGE.
JV* B, Pour comprendre cet énoncé , il faut savoir ^ue dans l'ovféyrerje, Tor ou l'argent est toD)o«rs combiné avec d'autres métaux , tels que le cuivre.
Cela posé, on dit qu'un liogotd^>r ou d'argent, esta tel titre ou à teidegré de fin, lorsque^ sur un poids déterminé^ par exemple, suruii kilogramme, il Contient tel poids d'or ou d'argent pur.
Ainsi, un lingot est à -^ de fin, ou bien , est au titre de — , ^ lO to
lorsque sur i kilogramme de ce lingot , il se trouve— de kilo.
d'or ou d'argent pur. (Ce titre est celui des monnaies actuelles.)
De même, un Magot est kS^S millièmes Je/în, lorsque^ sur un
kilogramme, il contient Jor ou d'argent pur.
Maintenant, il résulte de l'énoncé, que
1*. a3* à 8a5"^"- font sl5 X 8a5 ou 1 8975""*-
a^i4à||o 14X910 on ia74o
5«. 1948!^ 19X845 où i6o55
Donc» les 56 kilogrammes alliés ensemble, contiennent 47**770 d'argent pur.
Ainsi, le titre de ce nouveau lingot sera exprimé par ^I
on o,853 ; c'est-à-dire que le lingot résultant de l'alliage des trois premiers, est à 853 millièmes dejin.
Troisième exemple. On a employé Soo ouvriers dont i6o<i raison de af par jour, aoo à if ';Bcet i4o â if 5oe. On de^ mande à combien, tun dans Fautre, chaque ouvrier revient par jour.
160'"^* à af , produisent 3ao
aoo i if75c 35o
i4o i if 5oo sio
Ko 880
QUELQUES AUTRES QUESTIONS
Donc 9 puisque 5oo ouyriers ont coûté 880^, un seul ouvrier
coûte r — OU 1^76".
Chaque ouvrier revient donc à i' 76* par. jour.
^39. La détermination des valeurs moyennes de plusieurs choses de valeurs différentes, est un cas particulier de la règle d*^Uiage de la première espèce. '
On appelle valeur moyenne Ae plusieurs choses dont les va** leurs particulières sont déjà connues, la somme des Valeurs de ces choses , avisée par leur nombre»
Ainsi, dans le cas où Ton n*a que deux choses, la valeur nvoyenne est la demi'-somme des valeurs de ces choses; en d'autres termes, c'est (n®ac6) la moyenne différentielle entre les valeurs de ces deux choses.
Quatrième exemple. On a mesuré à quatre reprises différentes la longueur d'un parc. On a trouvé I9 première foi^, pour cette longueur, aBo"*'""", 4^9; la seconde , aSo" , 696 ; la troisième, 349"* j 75, enfin la quatrième, aSi*", i58. On demande la Iongueur du parc.
Puisque, dans les quatre opérations , les mesures obtenues ne s'accordent pas , il est clair que le seul moyen de répondre à la question , est d'établir la mesure moyenne entre toutes ces me« sures.
On trouve d'abord pour la somme des quatre ^50,4^9 mesures, le résultat iooa,o4a; divisant ce résul- aSo^GgB tat par 4> o^ obtient a5o,5io5 pour la mesure d49>7^<^ moyenne. aS 1 , 1 58
Je quelques autres questions qui peuvent se résoudre par le
secours seul du raisonnement.
s4o« Dens toutes les questions précédentes, les moyens de parvenir à leur résolution étaient fixes et généraux^ c'est-à-dire| susceptibles d'être appliqués à toutes les qcestions de même es* pèce. Mab on peut en proposer une infinité d'autres qui ne se rattachent à celles-là qu'en partie , ou qui n'en dépendent en aucune manière. Dans ce cas, l'Algèbre fournit seule des mé-«
3ao DE QUELQUES AUTRES QUESTIONS.
thodes sûres et directes de résolution. Cependant, comme on ne saurait trop exercer Tintelligence des comm encans , nous allons en traiter quelques-unes par le secours seul du raisonnement ; c'est ce qu*OD appelle résoudre un problème arithmëtiquement. Rappelons-nous (n^ aoo) que résoudre ou analyser un problème, c est , en réfléchissant sur son énoncé, tâcher de découiffir dans les relations établies entre les nombres qui en font partie, la suite d opérations à effectuer sur les nombres connus, pour en tirer les valeurs des nombres inconnus.
Premier problème. On demande un nombre dont la
moitié y le tiers y le quart et les - réunis, formentensommefijS.
Pour résoudre cette question , commençons par observer que
prendre successivement la moi^fVy le tier^, le çuar^ et les - dun
nombre y puis ajouter toutes ced parties ; revient à multiplier ce
1 1 1 s nombre par la somme des fractions , - + 5 + 7 + - , c'est - à-
fl d 4 7
dire , par -^j- (en réduisant toutes ces fractions au mémedéno-
minateur). Or , puisque le produit du nombre cherché, par -7-7- ,
doit être égal à 675, il s'ensuit , d'après la définition de la division, que ce nombre est égal au quofîent de 676 divisé par
-^ ; et par conséquent (p? Bg), à 676 X — ^.
EiFectuant ce calcul indiqué, on trouve enfin 4^0 pour le
nombre demandé.
4ao Vérification —
la moitié z= aïo
le tiers =r i^o
le quart = io5
le 7« = 60
le 7« = 60
Total.... 575.
DE QUELQUES AUTRES QUESTIONS. Sal
Second problème. On demande trois nombres dont la somme soit égale à 96, et tels que le second surpasse le pre-mier de a, que le troisième surpasse la somme des deux autres de 4?
II est d*abord évident que si Ton diminuait le second nombre de a , il deviendrait égal au premier, et que si Ion diminuait le troisième de a +4 ^^ ^^ ^ unités , il deviendrait égal au double du premier; ainsi, la somme des trois nombres serait, aprèd ces deux soustractions , quadruple du premier nombre.
D'ailleurs , aï Ton retranche de 96 , la somme 2 + G , il reste 88 ; d'oùron voit que le quadruple du premier nombre est égal à 88.
Donc, ce premier nombre a pour valeur — ou aa
Par conséquent,- le second est égal à aa <4-a ou a4
et le troisième , à ^^^^4 ^^ ^^
Vérification 96.
Troisième problème. Trouver deux nombres tels que, si l'on ajoute ai au premier, la somme résultante soit quintuple du second j et que, si ton ajoute 21 au second, la somme résuU tante soit triple du premier.
Il résulte d'abord de cet énoncé, que la différence entre le quintuple du secQud et le premier, est égale à 1^ différence entre le triple du premier et le second. Il y a donc équi-^différence entre le quintuple du second nombre, le premier nombre, le triple du premier et le second. Comme , dans toute équi-^Jférence , la somme des extrêmes est égale à celle des moyens (n° ao4)> il 3*ensuit que le sextuple du second. nombre est égal au quadruple du premier; donc déjà, lé second nombre est
égal aux ^ ou aux = du premier* Or, ce second nombre aug* b
mente de ai , donne le triple du premier ; ou, ce qui revient au
même, ai est égal au triple du premier , diminué du second , ou
des = du premier, c'est-à-dire, est égal à 3 — =, ou aux ^ du
premier.
Sa2 DE QUELQUES AUTRES QUESTIONS.
Donc, enfin , le premier a pour valeur ai X -> ou g.. Quant au
second , qui est les = du prqmier , il est égal «9X^1 ^^ ^ ^'
En effet, i°, g-f-ai donne So, qui est bien le quintuple de 6. â^. 6 -)- 521 donne 97 , qni est le triple de 9. Donc les deux nombres 9 et 6 sont les nombres cherchés.
Quatrième problème. On emploie trois ouvriers pour faire un ouvrage. Le premier le ferait seul en 12 jours , traifaillant 10 heures par jour; le second dans i5 jours, travaillant 6 heures par jour; le troisième dans g jours, travaillant 8 heures par jour. On demande j i*. dans combien de temps ces trais ouvriers, troi^aUlanê en^^mble , feront cet ouvtage ; &**. ce que chacun en fera; 3**. ce quil gfkgnera, l'ouvrage total étant payé \cS^ francs.
Solution. Observons d*abordque, d'après l'énoncé, le premier ouvrier ferait seul la besogne dans isXio, on lao heures;
i * donc I en 1 hemrd» il forait — de l'oavràge.
Le second le ferait dans 1 6x6, ou 90 heures ; ainsi; en 1 heure,
il en ferait — .
Le ttoîsième le ferait ijianâ gi X 89 ou 7a heures j donc, en
1 heure, il en ferait — .
fa
des trois ouvriers , tt^Yaillânt ensemble , feraient donc , en
a heure, ^ + ±^±, ou g^, c'est-à-dire,^ de F^^uvrage.
î Or, s'il leur fatrt 1 heure pour faire ^ de Pouvr^ger , il est
clfiirqn'ils empidietbnt Soheures pour faire l'ouvrage tout entier^
Maintenant « puisqu'en 1 heure, le premier ouvrier fait — ,
en 3o heurefi, il fera X 3o , ou - = — . De même, le second
' lao ' 4 la '
THÉORIE DES 'tROCRÉS^IOîCS ET DES LOGARITHMES, SûS
fera en 3p heures. — X3o, ou 5 = — . Enfin, le troisième
"^ go 3 la
fera en 3o heures , — X 3o , ou — ,
'7a ift
Il De reate çlm ibQtoelkment qu^à savoir ce qui revient à
chaque ouvrier, à raison de la besogne qu'il a faite. Or, pour
cela , il suffit de diviser 108 ^o parties proportionnelles aux trois
fractions — ^ —, — , ou plutôt, aux trois nombres 3, 4 et 5; ce qui
donne (n° a35) , 27, 36 et 45 pour les trois gains deinandés.
Les diverses questions qne nous venons de résoudre , sont du genre de celles que plusieurs auteurs traitent par la règle dite de fausse position simple ou double. Nous avons cfu devoir passer cette règle sous silence, parce qu'en général , elle laisse beaucoup de vague dans l'esprit, et que la démonstration rigou " reuse de ses procédés est fondée sur certains principes da l'Algèbre ; principes gui , d'ailleurs , s'appliquent avec bien plus de facilité à la résolution immédiate de ces mêmes questions.
CHAPITRE Vm
Théorie des Progressions et des Logarithmes.
\JB traité d'Arithmétique serait incomplet, s'il ne renfei<|nait au moins les premières notions de la théorie des logarithmes. Cette belle découverte , due à Néper , baron écoss^i^ , est une des plus importantes qui aient ji^mais été faites dans l<e^ Mathématiques j puisqu'aveç le secours d'une table de logarit^^m^s , on parvient à effectuer , en très peu de^emps^, les calculs numériques les plus compliqués.
Mais , avant de développer les principes de cette théorie , il est indispensable de faire connaître les propriétés principales de
3g4 PROGRESSIONS PAR DIPFÊRElfCE.
deux suites de nombres , qu'on peut regarder comme une extension des équi-difFérences et des proportions. Ce sont les progressions par différence et les progressions par quotient.
§ V. Des Progressions.
g4i« Progressions par différence ( autrefois progressions arithmétiques ). On appelle ainsi , une suite de nombres tels que chacun surpasse celui qui le précède , ou en est surpassé , d*un nombre constant, qu'on nomme la raison ou la différence de la progression.
Ainsi , soient les deux suites
7 a.5.8.ii.i4-i7-âo.d5.a6.29 ,
T 60.55. 5o. 45. 4o.35.3o.â5.ao ;
dans la première^ chaque terme surpasse celui qui le précède^
du nombre constant 3 j en effet ,5— a = 3; 8—5 = 3 j
3 est dit la raison ou la différence de la progression.
Dans la seconde, chaque terme est surpassé par celui qui le précède '^ du nombre constant 5; ainsi 60 — 55 = 5; 55 — 5ô=5; 5o — 45 = 5. ... ; 5 est donc la raison de la progression. V La première s'appelle une progression croissante, parce que leç termes y vont en augmentant ; et Ta seconde , une progression décroissante, parce que les termes y vont en diminuant.
Pour exprimer que les nombres sont en progression par différence , on place en tête le signe 7, et un point entre les différens termes.
Cette notation vient de ce qu'une progression par différence nest autre chose > d'après sa définition , qu'une suite d'équi' différences continues {voyez la? 206). ^
La progression s'énonce, d'ailleurs, ainsi (en considérant la première des deux progressions ci-dessus ) :
Q est db comme 5 est à B, comme 8 est à n, comme 1 1 est à 14 ; ou plus simplement, âe^td 5, est à 8, est à 11, esta 14...
IV. B. Il est aisé de voir que, dans la suite d'équi-différences ,
'chaque terme de la progression proposée est à la fois conséquent et antécédent , à l'exception du premier terme qui n est
ïhocressiOns par différence. 3a5
qu'antécédent» et du dernier des termes que Ton considère , lequel n*est que eoneéquent.
343. Première froi^rîété. Evaluation éCun terme de rang quelconque au -moyen du premier terme.
Il résulte de la définition d'une progression par différence ^ que /dans une progression croissante,
Le second terme est égal ^m premier y plus la raison;
Le troisième est égal au second , plus la raison , on bien ^ est égal au premier , plus deux fois la raison ;
Le quatrième est égal au troisième, plus la raison , ou au premier, plus trois fois la raison.
£n général , un terme de rang quelconque est égal au pre^ mier, plus autant de fois la raison, qu'il y a de termes avant celui que' l'on considère.
Pour fixer les idées sur cette propriété , et en présenter ua énoncé plus concis , considérons la suite des nombres . >
7 a.b*Cmd*e.f*g*m,..i,k.lf
que nous supposons former une progression croissante ; et dé« «ignons par r la raison de la progression.
On a évidemment , d'après la nature de la progresaioa ^
c:=:b'{'r:=za-^ r + rssa-f- ar, d = c-f-r=;a + ar + r=a + 3r, e^=:d+r = a + 3f + r=a + 4^,
Donc , si n désigne le rang d'an terme quelconque l, auquel car n — 1 exprime le nombre des termes qui précèdent , on a
évidemment / = a + (/»— i)r (1) j
expression qui , traduite en langage ordinaire , revient à Téiioncé ci-dessus.
Si la progression était décroissante , on aurait au contraire»
c = b — r = a --^ r — r =z a -^ sr ,
d z=z c — r = a — ar — r=a — 3r,
et par censéquent, /■ = a — (a — i)r. • . (a)»
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Lçs deux formules (i) et (a) servent à déterminer un terme quelconque de la série , sans qu'on soit oMigé de calculer tous ceux qui précèdent» puisqp*il suSIt de oonuoitre, le premier terme , la raison et le nombre des termes compris depuis le premier jusqu'à celui que l'on veut former.
Soit y par exemple, la progression f â.5.8.ii.. « , dont on demande le ao'*"' terme.
Ou a ici^ 0s=:fi, rss=3 et n^^sao; donc la formule (i) devient
On trouverait de même pour le 60^"*' terme ,
Sok esoQfe la progression f 80. 74*68. 6a« • . . , do&t on demande le la'"' terme.
On a dans ce cas , osa 80; rsxtS; nsn: la ; done lA fotmnle . (a) , donne / c=x 80 *^ 1 1 X 6 =s 14.
a43. Conséquence de la propriété précédente. Ces mêmes foifmsles conduisent à la résolution d*fUfe questiôii très Impor^ tante , qui a pour objet éPinsérer entre deux nombres donnés tant de MOYENS DiFFiREinriEils qu6 l'on veut ; e^est-à^dire , d'autres nombres formant avec les deux iiombres donnés , une progreâsion par différence.
Proposons^nousy pouir premier exemple ^ d'insérer entre 3
et 57 , HUIT MOYENS DIFFÉRENTIISLS.
Puisque la progression que l'on veut former , doit^ y comfiÔA, U^ dfiUTii nombres donnés , être composée de 8 --if- a ou de 10 termes > il s'eiouit (n^ fl4d) que le dernier t6rm« 67 est égal au premier 3 , pliua 9 fois la raison ; donc^ si de 67 on retranphç 3» la diffâi^noe 54 aéra égale à 9 fois la raieoii ; et , par conséquent j le 9*^"*' de 54 > ou 6 ^ sera l'expression de la raison. qui doit régner dans la progression.
Connaissant la raison , il est facile d'en déduire la progression , qui est alors
V S.9.i5.ûi,a7.33.39.45.3i.57.
Soient, en général j a et / les deux nombres entre lesqueb on
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veut insérer un nombre m de moyens différentiels; $i l*oa désigne d'ailleurs par n le nombre total des termes, oivaura 11:=; m^^^fl ; d*oû n — }=si»4^ I ; et le», dei^ai formulas du n^ ^4^ , de<yiennent /=i:a + ('»+ i)r , /=45a-^(ïn+ i)n
Retranchant des deux membres la quanjtité .a , et divisant ensuite par m + i , il en résulte
r = ■■ ■ , ou bien , r = — ; — .
(Pour la dernière , il faudrait retrancher / des deux membres, et ajouter (m + i)r , puis diviser par m-J- 1).
D*où l'on voit que , pour insérer entre deux nombres donnés tant de moyens différentiels que Von veut, il faut retrancher le plus petit nombre du plus grand , et diviser la différence par le nombre total des termes à insérer , pUis UN.
Le résultat ainsi obtenu , exprime la raison de la progression qui peut , d'ailleuiB , être croissante ou décroissante.
Soit proposé y pour second exemple, d'inséré entrer et ag > 35 moyens différentiels.
Ici, lt)na a=fl, /=n9, m=35; donc r = -2^^=-,
et la progression demandée est
Le ao'"" terme de cette progression, ou le 19'"*' moyendiffé-
rentiel , a pour valeur (n® 342) , /=a + i9X-2 = i6-.
Le 37'^"*' terme I ou le dernier terme de la progression , est /isa + ^fi Xy^ag; ce qui doit être.
a44* Remarque. iSi, entre tous les termes d^une progression par différence , considérés deux à deux , on insère le même nombre de moyens différentiels , toutes les progressions partielles ainsi formées , composent une seule et inâme progression.
En effet , soit la progression Ta.b»c.d.e,f, » ,, et soit m le
338 PAOGRESSION8 PAR i>IFPÉElENCË«
nombre des moyens qu'on veut insérer entre a et b , put»
entre b et c , puis entre c et d. . . ; la rai^ion de chaque pro^
gression partielle sera, d'après ce qui yient d'être dit ^ exprimée
i — tt c — b d-^c ^ ^
par — ; — , — ; — , — ; — ... ; or , toutes ces quantités sont
égales , puisque a , 6 , c. . . étant en progression , on a, . . •> 6.^a=sc— -& = <2 — c... ; ainsi , la raison est la même dans toutes ces progressions partielles. Comme d'ailleurs , le dénier terme de la première forme le premier terme de la se^ conde^ et ainsi de suite , on peut conclure que toutes ces progressions partielles constituent uue progression unique.
Application. Soit proposé ai insérer lo moyens dijféren-^ tiels entre tous les termes de la progression
La raison est ici, , , ... ou bien , — .
Il 11 11 11
On a donc
II
progression évidente.
Nous ferons bientôt usage de cette remarque , qui est très importante.
1245. Seconde propriété. Dans toute progression par différence , la somme de deux termes quelconques pris à égale distance des deux termes extrêmes , c'est-à-dire , du premier et du dernier , est égale à la somfne des deux extrêmes.
Ainsi^ dans la progression
T 1 . 4- 7 • 10. i3. 16.1 9.22.25.28.31.34. 37, on a i-f-37 = 4 + 34 = 7-|-3i = 10 + 28....
Pour nous rendre compte de cette proposition d*une manière générale , appelons a et / les deux termes extrêmes , x un terme qui occupe le p^"*' rang, c'est-à-dire, qui en a p — 1 avant lui , et jr un terme qui en a p — - 1 après lui.
Cela^posé , l'on a d'abord; en vertu de la formule du n** 24^1
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Actaellement , si Ton ne considère que la partie de la pro« gression , comprise depuis le terme y inclusivement jusqu'au terme / aussi inclusivement, le nombre total des termes de cette progression partielle est p, et Ton a encore /=rj'-|-(p— ï)r.
D'où l'on voit que / surpasse y de la même quantité que x surpasse a. Donc les quatre nombres a, x^yy l, forment entre eux une équi^difference. Or , dans toute équi-difFérence , la somme des deux moyens est égale à la somme des deux extrêmes (ao4) • Ainsi , Ton a x + J' ■== a + ^ > ce qu'il fallait démontrer.
N. B, Lorsque la progression est composée d'un nombre impair de termes , celui du milieu forme , avec les deux extrêmes , une équi - différence continue , et par conséquent (n® flo6), est égal à la demi-somme de^ deux extrêmes.
Ainsi ^ dans la progression ci-dessus 7 i.4*7*-«> qui ren-
ferme i3 termes , le 7^"*' terme, on 19, est égal à , ce
qui est évident.
246. Conséquence. Cette propriété fournit un moyen très simple Sobtenir l'expression de la somme de tous les termes d^une progression par différence.
Soit en effet la progression f a,b,c,d .... i.k.l , et désignons par s la somme inconnue de tous ses termes, n étant d'ailleurs le nombre des termes.
Concevons que l'on ait écrit cette progression au-dessous d'ellemême y dans un ordre inverse ;
ce qui donne i Lk,i c.b.a;
il est d'abord évident que la somme de tous les termes de ces deux progressions y est égale à a^.
D'un autre côté , comparant deux à deux les termes compris dans une même colonne verticale, on a, d'après la propriété
précédente^ a-}-/c=^-!-ft=c-}-f *, donc 25 est égal à
la somme partielle, a+l, prise autant de fois qu'il y a de termes dans la première progression ; et par conséquent ,
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d*où, en divisant par a, . . , 5 = ^ ^ ; c*est-à-dire , que la
somme des termes dune progression par différence est égale au produit de la somme des extrêmes ^ multipliée par la moitié du nombre des termes. <»
Applications. i°. On demande'ia somme des fk^ premiers termes de la progression 72,7. la. 17,».
Il faut d'abord rechercher Texpression du û5"^ terme. Or^ la raison étant ici 5 j on a (n^ a4â) / r= a -|- a4 X 5 = 1 aa.
Donc . = (-i±I^-25i=if!i2<i5^,55„.
a*. On demande la somme des 100 premiers termes de la
progression f 1 . 3. 5. 7. 9. . . .
On trouve d'abord pour le 100"*' terme ,
T^ (1 + IQû) lOÔ , , j
Donc^ = -^ — • — ^^ =10000, ou le carre de 100.
Généralement y le n'^"* terme de cette progression étant
lz=zi'^(^n — i)a = aii — i ,
on trouve pour la somme des n premiers termes ,
s =.i — ' ^ = n*. ou le carre de n.
Ainsi ^ la somme des i5 premiers termes est égale à
i5x i5 ou aa5.
347. Des progressions par quotient ou géométriques. Ou nomme ainsi , une suite de termes dont chacun est égal à celui qui le précède y multiplié par un nombre constant, qui est encore appelé LA raison de la progression.
La progression est dite croissante ou décroissante ^ suivant que 2a raison^ ou le nombre constant qui exprime le rapport d*un terme à celui qui le précède , est plus grand ou plus petit que l'unité.
Une progression par quotient s'écrit, en plaçant deux points entieles dîfférens termes , et le signe H en tête, parce que, d'après la définition, Ton peut regarder les nombres comme formant une série de proportions continues.
Par exemple^ soient les deux suites de nombres
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Dans la première 9 chaque terme est égal à celui ^i le pré- <cède> multiplié par 3; aLasi, c'est une progression pas quotient dont la raison est 3.
Dans la seconde > chaque terme est la moitié de celui qui le précèdej oa bien j est égal à celui qui le précède « multiplié par
la fraction -. Donc^ c*est une progression par quotient^ dont la
raison est -.
On énonce d'ailleurs ces progressio;i8 de la même manière que les progressions par différence; savoir :
fi est à 6 , est d i8> est â 54 y est à i6d....
et la e^^ d 6 . 65^ d ^y est à - . est d -r
Si on les envisage commodes suites de proportions continues^ il en résulte que chaque terme de la {)rogré8Sion est à la fois conséquent et antécédent, à l'exception du premier, qui n*est qu'antécédent , et du dernier , qui n'est que conséquent.
Les progressions par quotient jouissent de propriétés analogues à celles des progressions par différence,
a48. Première propriété. Évaluation d'un terme de rang quelconque dans une progression par quotient. Soit la progression, par quotient, générale^
Ti a : b : c : d : e :f: g : h. .\ . . ',
et désignons par q la raison , qui peut d'ailleurs être^tou^^i* On aura évidemment les égalités suivantes
c=:bq = aq X,q=zaq^, rf=: cq =a^* ><^'=a<?^ ;j
d'où Ton voit qu'en général , un terme de rang quelconque est
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égal au premier terme multiplié par une puissance de la raison, d*un degré marqué parle nombre des termes qui précèdent celui que l'on considère.
Ainsi , désignant par n le nombre des termes compris depuis le premier jusqu'au terme /, on obtient la formule
au moyen delaijuelte il est aisé de trouver la valeur d'un terme, sans qu'on soit obligé de former tous ceux qui précèdent.
Applications, i**. On defmandè^la valeur du la" terme de la progression fr^lGliSl
La formule devient /= a X 3".
D'abord la 4* puissance de 3 est 3x3x3x3> ou8i ; multipliant 8i par 8i , on obtient 656 1 pour la 8' puissance. Multipliant 656 1 para7,ou, parla 3* puissance de 3, on trouve 177147 pour la 1 1" puissance.
Donc enSn , 2r:iaX I77i47=354âd4'
a®. On demande le 10* terme de la progression
On trouve dans ce cas , / = ta X ( -) •
Or, le cube de a est 8; le cube de 8, qui n'est évidemment autre chose que la 9* puissance de a , est égal à 5 1 a ', .donc
/=iax^— =-75.
5ia lao
N, B, Si le rang du terme était un peu éloigné, le calcul deviendrait assez laborieux ; mais on n'en parviendrait pas moins à l'expression de ce terme par des multiplications successives. Toutefois, on peut juger, par le premier exemple , avec quelle rapidité les puissances d'un nombre augmentent de valeur, lorsque le degré de la puissance est un peu considérable ; puisque dans la progression H a î 6 : i8 : ...., on obtient 354394 pour le la** terme seulement.
349. Conséquence de la propriété précédente. Insérer entre deux nombres donnés, a et 1, un nombre quelconque m de MOYENS PROPORTIONNELS. (On appelle ainsi, d'autres nombres formant
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avec les deux nombres donnés , une progression par quotient.
Solution. Il est évident que pour former la progression, il suffit d'obtenir la raison, •
Or, de la formule lz=zaq'^~'\ on déduit, en divisant les deux membres par a ,
i-= o— ' ; d'où a = \/-^.
D'ailleurs, n exprimant le nombre total des termes, on a nécessairement n= m +2; et par conséquent, n— i;=m-f-i*
Donc enfin
D'où Ton voit que, pour obtenir la raison , il faut d'abord di" viser le second nombre donné par le premier , puis extraire du quotient^ une racine d^un degré marqué par le nombre des termes à insérer plus UN.
Connai.osant la raison de la progression , il est facile d'en obtenir les différeos termes; il suffit de multiplier successivement le premier terme, a , par la i'^ , â^, 3^* . • puisaance de q ou de
Ainsi, par exemple, le 4* luoyen proportionnel, qui n'est autre chose que le 5* terme de la progression / aurait pour va-
■+' leur, ^xf % /^J i et ainsi des antres.
N. B, Nous ne connaissons encore aucun procédé pour ex« traire une racine d'un degré supérieur au 3*. Mais notre objet principal est d'obtenir pour les progressions par quotient, des formules analogues à celles qui ont été établies pour les progressions par différence. Nous donnerons d'ailleurs bientôt un moyen très expéditif d'effectuer ces sortes d'opérations.
a5o. On démontre , comme pour les progressions par différence , que si , entre tous les termes dune progression par quotient , considérés deux à deux^ on insère un même nombre de
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moyens proportionnels , les progressions partielles ainsi for-mées constituent une progression unique.
Soit ria\b\ cldl ,...yla progression proposée.
La raison, pour la première progression partielle, serait
t/-; pour la seconde, t/| ;
Or, on a, par hypothèse ,— r=^ =- 7
donc, les nombres t /- , i /t. . • sont égaux, etc.
aSi. Seconde PROPRiÉTi. Dans touteprogression par quotient^ le produit de deux termes quelconques^ à égale distance des deux extrêmes ^ est égal au produit des extrêmes.
Soient en effet xety deux termes dont l'un en ait p-— 1 ayant lui, et l'autre p—i après lui.
Le terme x est égal au premier a multiplié par q^^^i et l'on
ax=aXqP'''.
Le dernier terme /, est égal au terme j^, multiplié par ^'^^ ; et l'on a Izrzy'^qP^^ ; d'où Ton voit que les termes a, x, y et / forment une proportion a\xM y\L Donc (n° ao8) x^y =aX/. C.Q.F.D.
â^a. Désignons enfin par P, le produit de tous les termes de la prpgressiop t^ a l b l c \ d . . . . , \ i l h \ l, multipliés entre eux , en sorte que l'on ait
P ^zabcd ikl,
ou P = Iki cba ;
il en résulte '9^s=:abod iklXlki. . . .Xcba,
ou bien encore, interfertissant Tordre des facteurs, P»=i:fl/X W XciX . . . . ic Xkb X /a; mais on vient de voir que al^=ibk=2ci. ... ; et le nombre de ces produits partiels est égal à n , nombre des termes de la progression proiposée.
Ainsi, P« =(«/)»,
et par censément, P?=;i/(a/)" ;
RAPPROCHEMENT DES DEUX PROGRESSIONS
ce qui démontre que /e produit de tous les termes d^une progression par quotient, est égal à la racine carrée de la n^ puissance du produit des deux extrêmes»
Cette formule correspond à celle qui donne la somme des termes rfune progression par différence, savoir ,
Nous n'exposerons point ici le moyen d'obtenir Fexpression de la somme -des termes d^une progression par quotient , parce que cette question est tout^à^ait inutile au but que nous nous sommes proposé, et que d'ailleurs eHe suppose quelques principes d'Algèbre dont nous n'avons point encore parlé.
253. Correspondance entre les propriétés des deux espèces de progressions. Rapprochons actuellement les résultats obtenus pour l'une et pour l'autre,
Prog. par dijf. .Prog. par quotient,
''=^ (n-a43).... fl=v/^- (n»249)
S=Cf±.3jî (n« «46) P=y/(a/)» <n« aSa)
Ces formules nous montrent que les opérations qui s'exécutent sur les élémens d'une progression par quotient, correspondent à des opérations, d'un degré moindre^ exécutées sur les élémens analogues d'une progression par différence.
Ainsi, la multiplication correspond à une addition)
!a ^vision à une soustraction;
\z formation des puissances aune simple multiplication;
V extraction des racines â une division,
Cnidé sans doute par ces considérations , le célèbre inventeur des logarithmes est parvenu à simplifier les calcuTs arithmétî^ies, â partir de la multiplication , en faisant dépendre les opérations à effectuer sur les termes d'une progression par quotient, d'opérations snr ceux d'une progression par dîff(érenoe. Comme dans un t)utrage élémentaire, il est, impossible d'entrer
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danè tous les détails de cette importante découverte « noas allons du moins en faire connaître les résultats principaux.
§ IL Des Logarithmes.
a54. Considérons une progression quelconque par quotient , dont le premier terme soit , toutefois , égal à i , et une progres!)ion par différence dont le premier terme soit égal à o. Par exemple ,
fi 1 : fl : 4 : 8 : iS : 3a : 64 : ia8 : a56 : 5ia : ioa4 : ao48
^ o . 3 . 6 . 9 . la • i5 . 18 , si . a4 . a7 . 3o » 33
: 4096 : 819a : iG384 : 3a7G8 : , (a)
Les termes de la progression par différence sont dits les /ogarithmes des termes qui occupent le même rang , dans la pro« gression par quotient.
En général , on entend par logarithmes , des nombres en pro^ gression par différence , qui correspondent, terme pour terme, à des nombres en progression par quotient ; et le logarithme d'un nombre en particulier, est le terme de la progression par différence, qui'y tient le même rang que celui qu'occupe, dans la progression par quotient, le nombre que l'on considère.
Nous verrons tout à l'heure , pour quelle raison l'on suppose que les deux progressions commencent par 1 et par o.
a55. Première propriété. Soient a, b deux termes pris au hasard dans la progression (A) ; et proposons-nous d'en obtenir le produit.
A cet effet, considérons \e premier ternie i de la progression (A) , les deux termes a , 6 , et un quatrième terme c , tel qu'il 7 ait autant de termes entre b et c, qu'entre 1 et a. Supposons d'ailleurs la progression (A) arrêtée au terme c.
Considérons de même dans la progression (B), les qiiatrb fer* mes qui correspondent aux nombres 1, a, &, c, c'est-à-dire, leurs logarithmes, que nous désignerons , pour abréger , par o, log« a^ log. b , log. c (la notation log. désignant logarithme de). '
Cela posé, il résulte d'abord de la propriété du n^ a5i , que les quatre nombres i^a, b,c, forment une proportion , puisque
DES .1.06 AR1THMB6. ^
a, 6 8ont deux termes pris à égale ^atancé des esttréme&jrâans une progression arrêtée au ternie c; ^
Ainsi, Tona iXCyOucssaX^*
D*un antre côté» les quatre termes o, log. «, l<)g, b , log. c, forment aussi une équi-différence (n^â45).
Ainsi, l'on a o+ log. c, on log. csslog. a «4* log. b.
Donc , en mettant à la place de c, sa yateur^ii',
log. (a X i) =ç log. a -f- log. i.
D*où l'on voit qae le logarithme duprùduit de deux: nombres de la progression (A) , est égal à la somme des logarithmes de ces deux nombres.
D*après..cela » pour obtenir le produit de deux nombres quelconques de la progression (A) ^ il jsuffit de. prendre leurfi iQgarrithmes dans la progression (B) ^ de le^ ajouter, puis, de chercher à quel nomJ^re correspond cette somme; le nombre* correspondant est le produit demandé.
Ainsi, soient les deux nombres 64 ^ »56> dont il faut obtenir le produit. y *
Je pçends leurs logarithmes 18 et ^4 dans la prpgress^n (B); je les «ijoute^ ce qui donne 4^; puis. Je. (Perche à quel nombjce correspond 4a « ^tje ti:oiive ]63|B4 pour le produit demandé..
On.ti:puve de même ^ qiie 124-27, .911 S9 , somme des loga^rithmes de 16 et 5i2| correspond à 8i^d » produit df$ deux nombres i6et5id. . '
a56. Conséquence. ^ient a^ h, ci^dm^ «« plusieurs opmbrf^do la progressipfi.(A) ; ilTésultied^çe Wjient d*étv^e^<lit ,qi^,. ,« log. oAc = log.a6 4- log.c = Iog.a+ log.é + log.c, . .,;
log.aM=lQg5aiç4-Ipê.fj|f=]os,/i.+ '^6-*+:loÇ'!^'+ '°6-^ » et ainsi de si^ite. .»;...
Donc, en général, l^ logçt^it^m^ du produit d'un, nonilfre quelconque de fadeurs est égal à la somme des logarithmes de tous cesfùètmrs. • '.. ••■/i ^^ »> •'.• a /:o^. .••''. .,'^.^c.
AttiÀî iPipéttT' obtenir .le produit udepliifieunitidodir^. défila progrê<sâidn (A); il sulBt d'ajouter leurs logarithmes' pnpdiihs la progression (te); et de déterminer 'à queLnohtbfétsMte'spoM ia sfmmef lentitivbi^e correspondafnt' eêttfe pmdit^t^d^n^undé. '
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aSj. Bemarque. Lbs deux égalités etmaX b et. ... « . log. c = log. a + log. b, desquelles od adédvit la propriété précédente , supposent évidemment que le premier terme de la pifegresaion (A) «st ég^l à i , et que le premier terme de la progression (B) est égal à o;
Voyons ce qu) •aurait lieu, si le premier terme était un nombre quelconque k pour la première^ et log. k pour Ut seconde^
On aurait >, en .vertu d^oe. qui a éité dit (n* a55),
i?u fiour-Ja progreaatçn (A), ft X c>t»a x ^,
d où c = — T—f .
»•. -Four la progression (®),.. . ki^.k+l^'C=cAo^.a+los.b ,
dfoà. • : '. log.<:=log.û+log.&— log.ft ;
c*est*à-dire que la somme des Jogarithmès de deux nombres a et h de la progression {ik) i* diminuée du pteniier terme de la progression (B) , serait égale au logarithme du (fuotient de la disnsion du produit des éeiia: nombres a el b» par te premier terme de la progression (A).
Ainsi , pour faire usagé iie cette propriété, il faudrait, ï*. faire la somme des bgarlthmes, iî*. rétranther *àe ''celte somme le prémîertettne de la progression (B), et chefcïiet à quel nombre de la prôgrèâsion (Ay correspondrait la différence , 3^. multipYier lé nombre cbrrespoiidant, par le premier terme de la progression (A) ; et Ton obtiendrait le produit demandé J^ ' ' Ou serait dnWic Conduit àf aire une addition \ une sotisùrattittn , et une mntHpKctttièn'^pifi» ^ibîiter le rëstdliif d'une multi(>)ication» • * .
' ty^ns rbypotKésê des premiers termes iégaux à I et à o , la soustraction et la multiplication disparaissent. Cette bypotlièse est dotic Indispensable (vo^èz rfi a5^.
d58. Seconde ^ROPaiÉXE. Puisque, daA^li|dîv^»k^> le di«tddibida pànl être legardé cotomer w iproduit' dop^.le diviaeur et le qiiotientiQUt l«s d»ui( fa<^uf Ai il $*^Qv4l ff^ l^logarithme 4ir disidmidA.M égal 4 b tommA.^s logaritb^3«a d«4, diviseur et au quoti^l:; aû^si, F^t^iidbaot U Jog^itblM! 4u diviseur
*J ■ > , . » \ i ti , i ^ ' * .»l»
de celui du diifUenûe , on* obtiendra lef logarî^i^e du
Donc, lehgantkmé dà quotiené de ta divisifoii^de'deux nom^ hres de la: progression (A) , ésf égal â la étiff^ente etitre le fogarithme du dividende et celui du diviseur, ^
D*après Q«1a ,' pour ^Sis^tuer une divUlon de «Jeux nombres ►qui appartiennent à la progression (A)i il suffit de prendre dans la progression (B) les logarithme du dividende et du di~, vis/sur f d^ retrancher le second du premier , ft de déterminer à quel nombre de la progression (A) , correspond cet^e, diffé-: rence; on obtiendra ainsi le quotient demandé, . ,
Soit proposé de diviser 1 6384 par 266.
Je preikds dans la progression (B)^ les Ibg^rîtbnrës^ 4^ et a^' de ce^, deux non^bres ; je retranche 224 de 4^ * ce q,uî.n>e donna, 18.. Je çbeçcbe le nombre correspondant à 18^ et jç trouve 64^ pour le quotient demandé.
La propriété relative à la dîviÀoh 6'ex;^rime ainsi d'une
manière abrégée,.... log. -r-rs log. a — log..&.
aBg. . Troisième «propriété. Unp puiss^nçe^^^e/dtîiriê.jipielconqme d!mi,nQpbre^ét^î^t.jju**^ iJ|iJIe pxod^it^'autjaut ^e facteurs égaux à ce nombre ^ quil y a d'unités dan^iej^os^t dfi la puissanco ^ il f ensuit évid^pij^ent (n** 25S).cgfe^Je logariihme d\un^ puiAS^ançe de degré (jjuelçonqfie^ dm riorjxbre de la jaifpgressiou (A), ,est éf;al au Iqgarftfimf^flu nomkre rjny.ltiptié pqr l'exposant de la puissc^nç^r . ^ . . .,,.^;. . ^
Ainsi , .- .\p%, '9\ m^Vf&\^:>^> fî >< <ïX ^'^^ %^ $JQft.;û •/
' Bmib, pourjobt^rn^r ]eTéiHitlta^^*HfadfiofmaliaDide:|NiÎ9Sflsio«) d'un certain nombre de la progression (A) » il suffit dm. ftemAr^ dans la progression (B), le logarithme de ce nombre j de le multiplier par F indice dé la puissance , et aé déterminera quel namhre. de la pr9gf$ssi(M {Xy a^f^sp^nd ce produit / ië lumdur^
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Par «xemple , soit à élever 3a à la S'"^' puissance. Je prends \5, logarithme de 3a; je le multiplie parS, expoiiaut de la puissance, ce qui me donne 45 ; Recherche à que] nomb're correspond 4^, et je trouve 3^768 pour la S'^^f pniasaoce
de Sa. * '.'
^aSo. Quatrième et dernière propriété. On sait que
deux nombres exprimés Fun par a et Tautre par a^, sont li^
entre eux de telle manière que, le second étant la m'"' puis*
sance du premier , réciproquement ^ le premier est la racine
m'*' du second.
Or, on vient de prouver que. . . log. a^ = m log. a;
los. a*"
donc , en diyisant par m log. a = -^ — j
c'est-à-dire que le logarithme de la racine m'"*' d^un nombre, est
égal du logarithme du nombre , divisé par t indice de la racine
à extraire.
Ou bien, log. l/i= — 2!--.
Ainsi /pdur extraire la racine m^'"' d* un nombre de la progression (Â.), il suffit de prendre son logarithme dans la pro^ grèssion (B)i de h diviser pat m, puis de chercher a quel nom" bre correspond te' ijUfftientj le nombre correspondant est là fdàinèdeMtndëe. ' ■ ''—'''' '-'"'
Sùii proposé' W extraire la racine '3'"** de 3a';^88,' '
Je prendis 45'; lôgàritliihé de 3à^68, et j^ le divise par 6, iàdicë âe-l^l'i^acibè; je tirbùVé i^, qui a pour nàmi}re rorres* pondant 3a *, donc 3a est la racine demandée, ' '
' -S'ùit encàri^ phposé d'ext^aprelwiiuihe 5'*^' de SaySS.
Je prends 4^ , logarithme dè^a768;'|e le divise par 5, indice de la racine i extraire ,'W ^f hié àdai^'^'. 4Q'e ÀÔitibrî^ ODnretpondaiit^àijQLdaiift la pil0^retkioii.(A<) , est 8; doàSS eitlc.i^cmei'S.^'T^'dQ SA;^68v tj.!-^ •.::.;.
Construction des tables de Logarithmes.
iiAi. Le« VcxMi4«»adon!r. jyré^ faire
concevoir l'utilité d'i^n^tabfe de hgmPtimés , V*it-à-d«re
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d'un»ta|>ltt renfermattt^jd'unte patr» une série de nombres en progression par quotient , et de Tautre » lean logarithmes , ou des nombres en progression par différence.
Gomme on a vn d'ailleurs que toutes les opëratîons sur des nombres d'une nature quelconque , se ramènent toujours à des opérations sur des nombres entiers, il s'ensuit que, pour la simpliBcation des calculs/ il suffirait que là table ne contint que les logarithmes des nombres entiers. Or , voici comment on est parvenu à fermer une pareille table :
Entre tous les systèmes, en nombre infini , de deux progrensions , Tune par quotient , et Tautre par difFérencé , qne l'on pouvait prendre, 09 a â*abord choidi la pr<)gre«Moi) décuple
H i z 10 ; 100 ;.iooo : loooo ; loooco : 1000000 ,
etl^ fl[uitn natui:elle des nombres
7 G. ip a^ 3. 4' 5* ^*
Cela posé, concevons qu'entre les nombres 1 et 10, 10 et 100,
lOQ et 1000 , on insère ( n® sBo) un m^Tne nombre de
moyens proportionnels, mais un nombre assez .graùd pour qu'on soit assuré que a, 3 ,4«"*9 I ^'9 ^^> i3**«*d9 I ^01, ioa«...999, soient compris parmi ces. moyens ptoportioqnels,.ou> du moinsi ne diffèrent de quelques-uns d'entre eux que d'une quantité si petite qu^on puisse les substituer; sans erreur sensible, à ces moyens proportionnels. c .
Concevpns ensuite qiî'éntre les termes o eti , 1 et a «• a et 3 , 3 et 4*.** de là progression par différence, on inaère autant de moyens différentiels qu'on aura Inséré de moyens proportionnels; il est clair , d'après ce qui a été dit .précédemment, que lesr termes de la nouvelle progression, par différenee seront les logarithmes dés termesde lanouveUeprogvèssiooptiir qiiotieiit.
ActuelleinéntV Supposons quéi^àns le nombre îrahî'ehse des termes des deux progressions, on ne tienne compte iqu^1:]'ei{ nombres entiers 1 , a, 3, 4— «S 1 10, 11, la. . • • appartenaYit a la progression par quotient., ainsi que des logarithmes qui leur correspondent , on obtiendra une table qui renfermera : • D*une parti tous les nombres entiers consécutif^ qui , à la^
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vérité/M ievùnt plus «oitre eux imeipr^eBaioii par ^noiîent » ipais a*en'deroQt p^ inoin^:coiiaîdévés eomme d^iterniet â*aM progression de cette espsèoe ; ./..-!.
D^ l'autre pqrtyUurs logaritbme9fpûne «oront pas non pJas en progression par diSférence , ,mais n'en .«eront pas moine des termes d'une ^progre^siom de ciette pifèc^t qui y occuperont les mêmes rangs que .ceux qu pccopçqt dans la progression par quo* tient^ les nombres d^nt ces termes repriésieptent les logarithmes.
Ainsi , les propriétés relative auat direiBes. opésations arithmétiques sont applicables^ À tous les non:ibres de cette ta}>le* et à leurs logarithmes.
iV. B. Au premier a^bord , il peut paraître dîfficîte de eom<^ prendre comment en est parvenu à insérer entre deux nombres donnes , i et lo, par exemple, un très grand nombre de moyens proportionnels , puisque , pour en insérer deux seiiiement , il
faudrait(n*»î»49), d'après laformi^lè (7î=\/- <iui donhé l'ex-
pression de la raison, extraire av.ec un très^^rand.deg^é d'ap-
proximatioti, laraoineS^'de — , ou de lO , opération que l'on
sait être déjà assez laborieuse. Que serait-oe donc s*il. fallait en insérer io,ooo,oqo, comme Pindiquent Us Traités d^Anthmétique? Mais notre objet était seulement de faire concevoir la possibilité de Texistence d*une table de logarithmes. Cest dam les parties plus éleyéés des. Mathématiques , qu'on trouve des méthodes de confection beaucoup plus .èxpéditives. .
aSst. Voici néaimioins une métftode élémentavre , qui'est pent-^tne plus aisée àcompreodre, en lœ qu'elle -ne sappose que des extractions successjlyie^ dç racines carrée»
. Suppo^OT)s qWwx yeuil]B dét^midn^ ieJog^rUhfti^ 4e it ^ particulier.
CoittBse.5 est compris entre, *i et ic, insérons wt setU mvfmproportionnel lentre i et lo (on a, n* aio , i t « :: x ; lo ; à*tni X =3 l/to ac 5, 16^37766.. . .) , puis un moyen dijfé'
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tenùel entra o et i ( on « ^ b<* aoj» > o.^r l y*\\ d*iOÀ» • . Cela posé , - ou o,5 «era évidemment le logarithme de V^ lo ;
résultat qui s'accorde d'ailleurs avec la propriété du n^ 060 ^
• 1» I ./ — log. 10 1
puisque 1 on a log. V^ 10 =; -^ — ^ =»:« -
Actuellement, comme 5 est plus grand que S^iGs. . ., et plus petit que 10, insérons un nouveau inoyen proportionnel entre
3,i6aa. . . et 10 , puis un moyen différeniliel entre ^ et i ;
il vient
5^1623. . : a: :: a: : 10; d'où a: = 1^31,623776. . = 5, 6a3.,.; 1 3
Ce moyen différentiel est d'ailleurs le logarithme dn nouveau ipoyen proportionnel. v
Le nombre 5 se trouvant encore compris entre 3, 16a, «» et 5,6 a3..., nous sommes encore conduit à prendre un mo3ren proportionnel entre 3,i6a. . . et5,6a3. . ., puis un moyen diffé^ rentiel entre o,5 et 0,75.
Or, il est évident qu'en continuant cette série d 'insertion^ àm moyens propor^onnels » on parviei^iiar.à e^ déterminer deux , qui ne difTéreronl Funnle l'autre que d'une quantité aussi petite que l'on voudra, et qui comprendront le nombre 5. On pourra donc , sans erreur sensible , substituer S à l'un de ces xuoyeni proportionnels I et 1^ moyen différentiel correspondant au moyen proportionnel sera le logarithme, demandé. On obtiendrait par des opérations analogues, les logarithmes de a, 3, 7.,*
Remarquons d'ailleurs ^vk\\ suffit, en calculant ainsi le loga* rithme de chaque non^bre entier, de déterminer directement les logarithmes des nombres premier^} quant aux logarithmes de« nombres multiples , on le4 obtiendrait mx inoyen des loga*rithmesdes nombres premiers, en faisant u^ge^dos propriétés des n"» a56 et 269.
344 DUMfiITtaM
Par €xeûiplc, on aurait logi 1 5 =sIog.5 X 5œ log.5 -f- log. 3 ; log. 36 ==log. a' X 3*= a log. a + a log. 3; et ainsi de auite.
Disposition et usage des Tables vulgaires.
a63. On appelle logarithmes vulgaires , ceux dont la for-^ mation est fondée sur le système des deux progressions...
{H 1 : 10 : 100 : looo...) . _ , „ ^ > , parc© que c est de cette
table qu*on se sert le plus communément.
On les nomme encore logarithmes de Briggs, premier auteur d'une table de cette espèce.
La raison delà progression panquotient^ ou lo, est ce qu'on appelle la base^dn système yulgaire.
U résulte de Tinspection des deux progressions «
1^. Que le logaritfime de la base ou de lo ^ est égal à i ;
a?. Que le logarithme de Punité est égal à o.
Cette dernière propriété est vraie dans tout système de loga* rlthmes , puisqu'on a vu précédemment que les deux progrèss ions doivent commencer par i et par o.
Mais la première suppose que la progression par différence n*eât autre chose que la suite naturelle des nombres; ce qui n*est pas indispensable pour l'existence des propriétés d'un système de logarithmes.
Lorsque la progression par différence est quelconque ^ on peut dire seulement que la raison de la (progression par quotieht^ ou la base du système, a pour logarithme la raison de là progression par différence»
a64. On reconnaît encore > d'après les deux progressions cidessus , que les logarithmtss^ de tous les nombres entiers ou fractionnaires, compris entre i et lo, aùnt plus petits que l'unité ; que ceux des nombres compris entre loet loo, se composent d*une unité et d'une certaine fraction ; que ceux des nombres compris entre loo et looo, se composent de deux unités et d'une certaine fraction ; et ainsi de suite.
Dans lès tables de Briggs, ces fractions ont été évaluées en décimales.
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Ainsi, les logarithmes des nonces â*un seutchïttre sont représentés par une fraction décimale proprement dite ; les logarithmes des nombres de deux chifFres ont i pour partie entière, laquelle est d'ailleurs suivie d'une fraction décimale.
Les logarithmes des nombres de trois chiffres ont 21 pour partie entière
En général , la partie entière du logarithme d'un nombre , renferme autant d'unités moins UNE , qu'il y a de chiffres dans le nombre , si ce nombre est entier, ou dans la partie entière de ce nombre, s*il est fractionnaire. ,
Cette partie entière d'un logarithme se nomme caractérisa tique f parce qu'on peut juger, d'après son inspection seule, entre quels ordres d'unités se trouve compris le nombre qui correspond au logarithme proposé.
Ainsi, a,74o56. . . correspond à un nombre de trois chiffres, c'est-à^îre , à un nombre compris entre 100 et 1000; de même 4,05678. . • est le logarithme d'un nombre compris entre 10000 et 100000.
i265. Connaissant le logarithme d'un nombre quelconque , on peut obtenir facilement celui d'un nombre 10, 100, 1000. • • fois, plus grand. Il suffit , pour cela , d'ajouter 1 , a , 3 . • . unités à la caractéristique.
Soit en effet, a un nombre dont on oonnait déjà le logarithme ; on a ( n® â55 )
log. ûX io=:log. û+log. io=log. a+i log. a X 100= log. a-f-log. ioo=log. a + a,
log. aXio" = log. a+log. io"=log. a + n.
Réciproquement 9 le logarithme d'un nombre étant connu , pourobtenir celui d'un nombre 10, 100, 1000. . . fois plus petit, il suffit de retrancher de la caractéristique f 1, a, 3, 4* • > unités.
En effet , on a (n® a58 >
log. zzlog, a — log. looonslog. a — 3; et ainsi des autres.
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On peut oonolnre de là qfoe les logarithmes des nombre* 4567 |4S6»7 \4^x^7 I 4i5^7> P^f exemple, ne diffèrent pas les uDs des autres par la partie décimale, mais seulement par la caractéristique^ qui est 3 pour le premier nombre^ a penr le second f % pour le troisième , et o pour le quatrième.
En général^ ^e logarithme (Tune fraction déùbnûh est U même, A LA CARACTÉRISTIQUE PRÈSj que le lofçarithme du nombre proposé , abstraction faitie de la vii'gulQ. Il flt*j a poiot de difFérence dans la partie décimale*
Il est bon d'observer que cette propriété est tonte particulière au système des logarithoiies de Brîg^v ^ c*^^^ ^^ m^^ ^^^^ ^^û^e préférer ce système à tout autre, puisque les fractious décimales sont les fractions sur lesquelles on a à opérer le plus souvent.
2266. Il était impossible de placer dans les tables ^ d'autres logarithmes que ceux des nombres entiers ; car ^ deux nombres entiers consécutifs comprenant noe in&nitë de nombres fractionnaires, il n'y aurait pas de raison pour y placer les uns plutôt que les autres. En outre , les calculs que nécessitait la confection d^une table , étaient trop laborieux pour qu*6n pût l'étendre au-delà d*une certaine limite^ même assez faible.
Ainsi , il y a des tables qui ne vont que jusqu'à 10000, d autres jusqu'à 20000; une des plus étendues ^ celle de Gallet^ va jusqu'à 108000.
Cependant^ les applications logarithmiques exigent souvent la recherche du logarithme, soit d'un nombre qui excède les limites des tables, soit d'un nombre fractionnaire. Comment alors obtenir ce logarithme? C'est ce que nous allons développer sur les exemples suivans. (Nous supposerons dans tout ce qui va suivre, que l'on n'ait entre les mains que les pertes tables de Jieynaud ou de Lalande.)
267. Un nombre quelconque étant donné, déterminer son logarithijiê,
1^ Soit à déterminer le logarithme de ^S^^ag.
Ce nombre ayant six chiffres , la caractéristique de son loga^
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ritbme est 5 (n^ ^64); ainsi, U quBstîon se rëdcnt à en teotiver la partie décimale.
Or, il résulte de ce qui a été dit n** aG5 , que cette partie décimale est la même que celle de log. 2545, 29.
Par cette préparation , qui ooiwiste à séparerwrs la droite dû nombre , assez de chiffres -pour qiie la partie à gauche se trouve dans la table , on obtient un nombre • compris entre s543 et S(544'> ainsi y son logarithme est égal à celui de s543 9 p/us nne partie de la âiiFéreoce qui existe entte log, sô44 et/og^. â&43<a
On trouve dans la table... log. ^543=; 3,4^535; on y trouve également 17 pour différeoce entre log. a544 ^ !<)§• 9543; cette différence 17 exprime des unités dp Tordre du 6"' chiffre décimal^ ou des 100000''"".
Cela posé , afin d'obtenir la partie de cette différence quUI faut ajouter à log. .2543; pour en déduire celui de aS^^Q^, on établit cette proportion : Si y pour une unité tie différence entre les nombres â544 ^^ â543^ on a 17 CENT-MILLIÈJitES de diffé-^ rence entre leurs logarithmes, combien pour 0,29 de dïffi^ rence entre 2643^29, et Q5/^,aiira-t'0n de différence entre leurs logarithmes; ou bien , x : 17 II 0,29 ! x; d*où
et ce 4"" terme* 4)9^ est ce qu'il faut ajouter au logarithme 3,4o^SS , pour avoir le logarithme demandé.
Comme on ne doit tenir compte que de la partie à gauche de la virgule, dans ce 4"*' terme, on ajoute 4 on plutôt 5 (parce* que le i®"^ chiffre à droite de la virgule est plus grand que 5) , au dernier chiffre de 3,4o535, et l'on obtient
log. 2545,29 = 5,40540 j donc log. 264329 =5^40540. Dans la pratique^ on dispose ainsi le calcul :
log. 254^29 r= log. 2543 ,09 4- 2 log. 2543 =3,4o535 ""
Diff^' tab'\.. 17
Donc log. 2843,^ = 3,4o54o ; •
et par conséquent; log. ^4^29 =5,40540.
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Soit encore â déterminer le logarithme de ijS^S^?^
On a d abord log. 1 784967 = log« 1 784^967 +3
log. 1784 = 3^35139 Diff" tàb" , . . flS
Donc log. 1784,967 = 3,25163;
et par concéquent, . » . . log. 1784967 = 6,35 1 63.
iV. ^. Pour résoudre les deux questions précédentes, on a établi une proportion entre les différences des nombres et les différences de leurs logarithmes, Ondémontre> en Algèbre^ que cette proportion n'est jamais exacte; mais elle approche d'autant plus de l'exactitude, que les nombres pour lesquels on rétablit sont plus grands ; et l'on fait voir d'ailleurs qu'en faisant usage des petites tables. Terreur commise n'influe pas sur le 5"' chiffre décimal du logarithme, tant que le nombre est au-dessus de 1000. Voilà pourquoi , lorsqu'un nombre excède les limites des tables, on ne doit séparer vers sa droite, que le moins déchiffres possible.
â*. On demande le logarithme deZj^.
3ââo *
Ce nombre revient à -^ — ; donc (n® a58)
log. 37 ^ =log. aaa6 — log. 69.
Or, on trouve dans la table , log. aa36 r=3|347S3
log. 59 = 1,77085;
d*oà, effectuant la soustraction, log. 37^= 1,57668.
Quant au logarithme d'un nombre fractionnaire décimal ,
tel que 479«a564, on a déjà vu (n® a65) que toutse réduit à
déterminer le logarithme de 479 a564, d'après ce qui vient d'iétre
dit, puis à retrancher 4 unités de la caractéristique^ ou bien,
on peut dire : . l og. 479>a564 = log* 4793,664 — t '
log. 479 a = 3,68o5a DifP'tab".,. 9
1 ig :: o, 564 2 a; = 5,076 =s ^
d'où , log. 4793,554 = 3,68057.
Donc . 479,2564 = 3,68067.
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Woyez la fin da ce chapitre (n* 2274) 1 P^^'' ^ hgarUhmes des fractions proprement, dites.
£268. Un logarithme quelconque étant donnée trouver U nombre qui lui correspond.
Lorsqae, pour effectuer certaixies opérations arithmétiques, on emploie le secours de^ logarithmes ^ on parvient ordinairement à un résultat qui exprime le logarithme du^ nombre cher" ché; et il faut . au moyen de. la table > déterminer à quel nombre correspond ce logarithme^
1®. Considérons le cas où la caractéristique est 3, c'est-à-dire , la plus forte de C£|lles qui se trouvent dans les petites tables.
Soit à trouver le nombre correspondant au logartthmeS^^^QZÇl
On conimence par chercher ce logarithme parmi ceux des iiombres de quatre chiffres, et l'on trouve qu'il est compris entre 3,45924 ^^ ^À^9^9 » k^^ ^^°^ ^^^ logarithmes de 3879 et 22880 ; donc le nombre cherché est égal à 2879 P^^^ ^^^ certaine fraction. '' " * * '
Pour obtenir cette fraction, on prend la diffé^elice tabulaire i5, et la différence la entre le logarithme dodné et cdui de 2879 9 V^^ on'établit la pxoj/oftion : ^ •
5i, pour iS CEUT^mLiàkts de différence cnt^cifeg-, 'aSSo et log. 2879 , cfn a uflé uniié de' différence entre tes nombres^ Combien f pour itk CENT-MILLIÈMES de différence entre le logarithme donné et celui de 3879, doit-on avoir de dij^rènce entre les nombres correspondons? ..■.,>. ^ .,/
Ou bien, i5 : 1, tCia : Qo]'éQÙx=h^~o,S. ^ '
. Ajontant,ce 4"' tçnne 4 2870 . qn obtient 3870,8 pour It nombre demandé.
Yx>ici le tableau des calculs :
Appelons N le nombre cherché , on a log. N = 3,45936.
On trouve dans la taÔIe. . ...'...•... log. 2879 = 3i45924
. . Dijff^* , "' Tâl
Diff^' ialtf^ . . ,5
ï5 : i :: la : xï=o,8i
donc N = 2879,8.
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N. B: Il est d^uvage <le réduire en fradicm dA^îmale , r«cpression-du 4*"' terme de cette propoition. Mai» alors , en m jieryctiiA des petites t^bléa> on ne doit ponsier l'opôratioa que jusqu'aux lo"", parce que c'est le «eul ekiffra décioial dont on apit târ. Gela tient à deax cames s premièfBmeni', te proportion n'est jamais exacte- (n« 067) y seconAment , ke deux diffévences^a'on divise Tone par fantre, ne soat exactes qne )ii9q«i.'aax looooof*" indusiYehieDt. Locsqu'oa fait «sage des tables de Callet, on peut pousser jusqu'aux iôd"**'; mais on n'est pas sâr des cfaifTre» somns.
2^ Soit à déterminer le nombre corfespondant' au logarithme 1 ,5CT34. ^ '• ^
, On co'mriieace par recirercher ce logarithme parmi ceux des noipbres de deux chiffres. S'il s'y trouve p^r hasard , on obtient à côté> le nombre correspondant.
Mais comme il ne s'y trouve pas , on ajoute, a à la caractéristique^, xe qui donne 3,56834* Cherchant >., d'après, la rè^le ci-dessus , le nombre correspoi;idant ^ pe.uouveau logarithme, oa trouve 3,56834= log. 379i,a..Or, puiaqu'en ajoutant.2 unités à la caractéfistique , on a (n° aG5), ïmiltiplié., J,e nombre par 100, il faut,^ pour obtenir le véritable nombre^ ai viser 3701,2 par lOQ '^ce qui donne enfin 37,01a pour le nombre demandé , a o,oo4> près.
Soit encore à trousser le nomf>te'CO/:rjsspiOndig;n,P à 0^86784,
On a d'abord., 3^,86784= log. 737.Q,5^ .
donc " 0,867^4 == 'og. 7,3763, a 0,0001 près.
^oit enjftn proposé de déterminer le nombre correspondant à 5,47659. ^ , .
Retranchant d'a^)ord cleu:( ijnîtés, on a' ■' '/ '" " ,' '
.3i47653==lpg. 29gp,3; ...
et fcomme en ôtàiit alunîtes de la caractéristique , on a rendu le nombre 100 fois trop petit,- if ÏWtniuWplier 2996,3 par 100, ce qui donne 299630 pour le nombre: demandé, à une dixaine près, , ' <
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Les petites tables, ne penaiettent pas d'obtenir «n plus grand degré d'approximation. Si 1^ oairaetéristiqtie ^tait plus grande que 5, le degré d'approximation serait encore moindre. Aussi doit-on empkxyer les plus grandes tables possibles , pour exécuter un calcul qui demande de l'exactitude.
jipplications de la théorie des hgtirithmes.
Passons aux diverses applications des tables de logiarithipes aux opérations de 1* Arithmétique.
^69. RÈGLE DE TROIS, liéûettniner ^ par loganûmieê , le 4"*' terme de la proportion alb llcl x.
On a d'abord (n® aog) je =:; • j d'où , en prenant les
logarithmes et appliquant les propriétés des n*»û55 et 268 ,
log. X = log. b 4- log. c — log. a.
Après avoir fait la somme des logarithmes des deux moyens, retranchex^en le logarithme de f extrême connu; puis cherchez à quel nombre correspond la différence; vous ^obtiaoetrez ainsi le nombf e demandé. *
Soit y par exempte y la, proportion Sy : 269 ••497 t^i ®° *
Iog:> == lQg-.a5.q4-lps-"i4»y^W57t log. a59 =3,4i33o „ ^„,
log. 37 . ^1.56830- ^ j, ,. ,„, ;^ .
Donc log. X :c:3;54i46 •■ '■ -4 -■ '
et par conséquent, x , = 3/g^yi àjÇ}^^ .gr^ ; . . < . •. ;:
Second exemple. On demande , /:7ar/og'àrf(/ime5*/ïa valeur
de ^^57.X49X 17X175. ,.,
cette expression pouvant ^tr^ regardée CQtulx^èilç teime m* connu^ dans une règle de tfois composée.. . , '-
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Prenant les logarithmes des deux membres , on a l.x = 1.37 + I- 49 + 1* 17+1- 175— 1.39— 1.69— l, i54« Or, L 37 = 1,56820 L 99 zsi i|46a4o K 49 = 1,69020 L 69 = 1,83885 1. 17 =3 i,a3o45 L i54 = a, 18760 L 175 = fl,a43o4 5,48877
6,73189 — 5,48877 Bonclog. a;= i,q43i2; d'où 05= i7,5o3, à 0,001 près.
270. Des complémens arithmétiques. Dans l'exemj^le précé- 'dent , on a été conduit à retrancher la somme de plusieurs logarithmes, de la somme de plusieurs autres. Or, on peut remplacer les deux additions et \sl soustraction , que comporte la détermination du résultat , par une seule addition , en employant les complémens arithmétiques.
On appelle complément arithmétique d*nn logarithme , ce qui manque à ce logarithme pour valoir 10 unités entières; en d'autres termes , c'est le résultat qu'on obtient en soustrayant ce logarithme f dé lo.
Ainsi, compL arith» 4>^o^^4=^0'~~4>6^64; et, pour l'obtenir, il suffit évidemment, d'après la règle de la soustraction , de tetrancher le dernier chiffre à droite, de 10, et tous lés autres chiffres dé 9 ; ce qui donne
compL arith\[^,5o564 == 5,49636.
De même , compL afith. 7^2508 :== a,6743a.
Les complémens arithiùètî^es des logarithmes s'obtiennent, pour ainsi dire , d'après l'inspection de ces logarithmes.
N. B. Si le dernier chiffre à droite du logarithme était un o^ il faudrait rfetranèhér le premier chiffre significatif à la gauche de ce zéro, de ^^o« et les autres chiffres à gauche, de 9. Ainsi, cqmpl. arith. 5,3fl570 = 4»6743o.
De même , tompL arith . i^fi^ao =±: 1 ,37600*
Cela posé, soit à soustraire de la somme des quatre loga- «thmea Lv-L^ L^, L^, la sommé de trois autres logarithmes l, t, r \ et^ désignons par D la différence. On a éyidîemment D
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ou L+ L'-H L"+ L*— (Z + r+r)=:L+ L'+L*+L*+7o— /
^.lo — /+10 — r — 3o; ou, ce.qui revient au même ,
D = L + L'+ L"+ L* + comp. 1 + çomp. 1'+ comp. l"— 3o ;
d*où Ton déduit cette règle générale :
Prenez les complémens arithmétiques des logarithmes à soustraire ; faites une somme totale de ces complément' -et des logarithmes dont il faut soustraire; puis supprimez^ à la carac^ téristique du résultat^ autant de fois lo» ou autant dedixaines que vous avez pris de complémens ; le résultat ainsi obtenu est la différence demandée,
" Reprenons le dernier exemple du n* précédent. On a /.x=r/,37+/ 49+'-i74"^i75 — ('«29+^. 69+/.154) ;
L Zj =: 1,568220
/. .49 = i>69oao
Comp. L 5èQ zxi 8,53760
Comp, L 69 = 8,i6ii5
Comp. L i54 = 7,8ia48
3i,a43ia.
Le résultat de cette addition étant 3i ,a43i a , on en retranche 3 dixaines y et il vient i,a43ia pour la différence demandée; c'est en effet le résultat obtenu n^ a69.
L'usage des complémens arithmétiques abrège beaucoup les calculs par logarithmes.
aj\. Progressions par quotient. On propose d insérer entre deux nombres donnés a e^ b, tin nombre m de moyens proportionnels.
La formule q^=z\/ -- trouvée n^a49i devient, par l'appli-i
cation des logarithmes, log. q = — — ■ °' .
Supposons , par exemple, qu'on veuille insérer entre 3 el 4 > a5 moyens proportionnels.
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On a. dans ce cas , a^szZ, bzsi4^, m^ss.!&\ * d'où ron déduit log.9 = i2lli=i2S:^.
On trouve dans les tables. . . log. 4 = o^GoaoG
log. 5 =s 0,477'fl d'où log. 4— log. 3 = o,ia494
donc., en divisant par n6> log. q s= 0^00480,
Cherchant le nombre qui correspond à ce logarithme, on obtient qsszi,oiii,k 0,0001 prè^.
Veut- on maintenant former U 10* moyen proportionnel on le 1 !• ferme Je cette progression ?
Appelons x ca mojçn proportioniiel; on a ( n^ a48 )
d'où , appUquant 1«> logarith. , lo&.a:==lo6.3+ *°C'°8'4- log;^
Or , on a déjà obtepa .... log. 4 -— Iog> 3 = o, ia494 d'où io(bg.4— log. 3)= 1,94940
€t. ^Co5-4,-' lP6-3)= o,o48o5;
d'ailleurs log.3 = o 14771 a
donc enfin. • log..:c =^ o^SaSi/.
Cherchant 4 quel nombre correspond ce logarithme., on, trouve 3,35 10 pour le moyen proportionnel demandé.
Les règles d* intérêt et^^çompie. composés , se réduisant à. la détermination d'un terme de rang quelconque dansune prpgrea? flion pax; quotient,
373. Intérêt COMPOSÉ. Une.sqmme.a, étai^ placée pendan^im, nombre n abonnées ou de mois, à raison de i pour 100 pc^^i^ ou par mois ,, on demande la valeur de cette somme au bout du temps T^.9 en y comprenant npn'-seuler^enil^ capital à efses^ifi" térêis accumulés , mais encore les intérêts des intérêts pendant ce même temps.
Analyse. Puisquf loo fr. rapportent une somme i dans un an,
il est clair (n*» aa4 et aa5) que a rapporte,r^ — -^ ; ^y^ U
KÈ<^LZ 0*mTÉRÊr COMPOSÉ. 3S5
capital a plaeé; pendant i|n an, produit, y comprisse capital ,
a + , ou bien, al i + |.
loo \ 100/
Cette nonrelfe somme , qui se compose du capital primitif et de son intérêt pendant la première année , peut être regardée comme on nouveau capital plaxsé pemlant la seconde aouée-, et en la désignant par a' , on trouvera qu'elle devient , au bout dela seconde année, y compris le capital ,
a*ft+ \ ou bien, remplaçant a' par sa valeur,
Désignant ce nouveau capital par a' , on obtiendra pour la somnie de ce cantal et de son intérêt pendant l^ troisi^m^q^
année ,
«•^i-f-, — )• ou bien, remplàjiant a* par sa valeur.
Donc , enlgénéral , n désignant le nombre d'années peàdout lequel le. capital a est placé , et A représeiitaiM: Ui ^leurder ce capital i^éani à aea intérêts et aux intérêt», des Intârêts;» il vieot^
\ lOp/ \ 100 /
Premier exemple. On demande, en intérêt composé, la valeur de laoocf placés pendant 6 ans, à raison de S' pour ^pof an.
On a , dans ce cas , a= laooo, i= 5 , n=^G ; donc la formule devient'
CMeropérationserait très laborieuse àeffectuer direetambitt^ Biftis> si l'-on applique les logarithmes, il. vient
log. A z= log. lâooo 4" Slog* i>^9'
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Or, on a d'après les tables log. i ^o5 = o^ea i iq
â*où £Iog. i>q5 = 0^112714;
d'un autre côté • • log. iflooo := 4>079^8
donc log. A = 49do63â j
et par conséquent I A =: i6o8i|^*
Les petites tables ne peuvent donner un {ilus grand degré d'approximation.
2V. B. Dans cet exemple, la somme des intérêts accumulés , du capital et des intérêts des intérêts, monte à 4^Si(i d'un autre côté, si l'on cherche (n® ^^4) ^intérêt simple de laooo', pour 6 ans> à raison de 5 pour f ,
on trouve * • • '• . 56co
Différence 481 •
D'où l'on voit (fae 481 francs expriment la valeur des intérêts des intérêts.
Second exemple. On demande, en intérêt composé , la valeur de SSai^ placés pendant 9 mois i, à raison de l, ou de o^,j5 pour 100 par mois,
CommençonB par déterminer la valeur du capital au bout de
9 mois. \ -/.' . *
Gdmtae/danb ce bas > le m^is est pris pour unité de temps , on fait dans la formule générale, a=î56a8, 2=0,75, 11=9; ce qui donne
d'où, appliquant les logarithmes;
log. A=:log. 56a8 + 9 log. 1,0075.
On trouve dans la table log. 1,0075 = o,oo5a4
d'où 9 log. 1 ,0075 = 0,03916
d'ailleurs log. 56â8 = 3,75o35
donc 1 ... . log. A = S, 77961
et par conséquent , AsnSoigfr.
RÈGLE d'escompte COMPOSÉ. SSy
Pour obtenir ensuite l'intérêt de 6019 fr. pendant quinze fours ^ ou i mois , on aura recours à la forïnule — (h** afl4)>
dans laquelle on fera à = 6019 , « = 0,75 , f = - ; ce qui donnera
= ' ■ ■ — = — ^ ^^=:a5. a une unité près.
Donc enfin, 6o4a fr. expriment la valeur du capital 56a8 fr.,
en intérêt composé.
â73. Escompte composé. Les deux quantités A et a qui
('100 "4" i\* I , ont entre elles une 100 y
relation telle que , si a est un capital placé actuellebient , A est sa valeur au bout d'un certain temps ; donc réciproquement , A désignant une somme payable dans n unités de temps, a exprime sa valeur actuelle; on suppose toutefois, qu'on ait égard aux intérêts accumulés et aux intérêts des intérêts, du capital a.
D'ailleurs , on déduit de cette formule,
On peut donc regarder celle^ comme donnant la valeur ac" iueUe d'un billet dont le montant est A , et qui est payable dans n années , en admettant qu'on ait égard à Tintât composé de cette valeur actuelle*
Exemple. On demande la valeur actuelle d^une somme de SooGo', qui nest payable que dans 7 ans, en supposant , 1^. que t escompte soit composé; a®, que le taux d*intérêt soit à 6 pour 100 par cm.
Faisons , dans ce cas , A =3oooo, . n =7 , î ss 6 ;
et la formule devient a = 7 7^ :
d'où , appliquant les logarithmes ,
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iog, a zss log. Soooo -^ 7 log. i p6.
On a * log. 3oooo =s 4)477 1-^9
d'ailleurs , log. i ,o6 = o^oaSS i
d'où....7log.i,o6= 0,17717 — 0,17717
donc log. 0=4,39995
et par conséquent , a = 19960 fr. ^
En recherchant la valeur actuelle ae 3oooo » d'après la règle d'escompte simple ( escompte en dedans, voyez n° fis8 ) , on
trouverait , 211526,76^
résultat qui diffère du précédent, de 1 176,76.
Nous ne nous étendrons pas davantage sur les applications des tables ^de logarithmes. Ce* qui précède suifit pour donner «me idée ^e toute leur importance.
Logarithmes des Fractions.
274. Dans les questions précédentes , nous n'avons eu à con* sidérer que des logarithmes de nombres entiers ou de nombres 'fractionnaires et plus grands que l'unité. Ces logarithmes font partie de la table dont nous avons indiqué la formation (n*^' 961 et 962), ou bien peuvent s'obtenir facilement à l'aide de ceuxci, lorsque les nombres côrrespondaus sont entiers et excèdent les limites des tables, ou lorsqu'ils sont fractionnaires.
On sait d'ailleurs que , dans le système de Briggs , les logarithmes de tous les nombres dont nous venons de parler , sont
compris entre o«t i, l 'et fi , a et 3 , 3 et 4 ; c'est-à-dire
que les logarithmes des nombres compris depuis l'unité jusqu'à th^ni y s&nt euxo-mêmes compris depuis o jusqu'à l'infini ; «n sorte qu'il n'existe pas de nombre , si petit ou si grand q,u'iI«oit par ra^iM^rt à fiinité , qui ne puisse être regardé comme le logariAme d*«B nombre .pkie gmod que l'uniké.
21 edt alors naturel de den^nder si les fractâous ont des logarithmes, et comment on les exprime.
Pour^épox^dre « ces queatioas , reprenons <hi progresiion décuple 7T i 1 10 : 100 : 1000 : loooo : looooo. ... ;
et remarquons que , chaque terme étant égal i celui qui le précède, multiplié par 10, récipmtfuemenJt , cimqtm temie mit
<gal i œln! qm fe suit, divisé pàr'io. Pârcoi£iéqttèiit,^!rôit prolonge cette progreMlôn âti-deHous 'êa pn^iâièr {erme i ^ éà divisant successivement i , par les diverses ptiissafices dé lo ^ c'est-à-dire^ par lo, loo , looo. . .» ce qai donne ies 'fractions — , — , .... on en déduit la nouvelle progression
lO 100 lOÛO
- . —1 2 — : -^ : 1 : lo : loo : tooo : it>ôoo.«.^
lOOOO lÛÛÔ lOO lO
qu'on peut supposer commençant à une fraction — ^ , aussi
petite qt%ron veut.
D*un autre côté , reprenons la progression pisu: ditfê<sslK;e
et observons que chaque terme étant égal à celui qui \e pré« cède , augmenté de i , réciproquement , chaque terme est égal à celui qui le suit, diminué de i« Cela posé, continuons cette progression à la gauche du premier terme o ( ou au-^dessous de o)^ en fett&achant 'successivement i ^ s^ 3 ^ 4* • • * * "^^ ^ premier terme ; ce qui donne les résultats — -i , —a, — 3> -— 4*« • • '> il en résulte la nouvelle progression par différence
gu*on peut supposer coihmençant à un terme quelconqoB^ — n, n étant un nombre entie^ aussi grand que Ton veut. On obtîenft prar ce moyen , fe système des deux prbigi'è'ssîot^s
f?... — r- : -^ : — : — : i : lo : loo: 1000:10000...,. 40000 1006 100 10
dontûhaôunese divisera daBxptuftm&^àcota^erdegtennes 1 <lftb.
La première partie , en allant de gauche à droite ^ dans lèÉ deux progressions , est composée de termes qui comprennent tous les nombres phts grands ^ue Tuàité et hurs logarithmes ( ces logarithmes sont , cônime nous l'avons déjà fait observer, tmè léè ttbinbrèâ fmàgthdïles èônipris depuis 6 jusqà*à TiiilirA}.
La seconde partie, en allant de droite à gauche^ est composée de termes qui comprennent t&às les nombres plus petits que lurdté, ainsi que leurs logarithmes; ceux-ci n'étant autre diose que les logarithmes de la première pafrti», précédés du signe — ,
SBo LOGARITHMES DES FRACTIONS.
lequel signe sert alors à distinguer les logarithmes des nombres plus grands que Tunité, des logarithmes correspondant aux nombres plus petits que Tunité.
2275. N. B, Pour bien concevoir comment les logarithmes de
tous les nombres compris entre 1 et — , entre — et . ....
ne différent que par le signe -— , des logarithmes des nombres
compris entre 1 et lOy entre loet 100.... ^considérons^ par exem-<
pie, une fraction T, comprise entre 1 et — ; en sorte^ue l'on
ait < a^b , mais 6 ^ 1 oa.
Comme -t peut se mettre sous la forme -rr» U s'ensuit que 7
est la fraction, comprise entre 1 et — , qui correspond au nombre fractionnaire • , compris entre 1 et lo \ et il s'agit de démontrer que log. T = — log. -.
En effet, on peut toujours regarder - comme un des moyens
proportionnels qu'on a dû insérer Qi® a6i) entre 1 et 10, pour former les logarithmes de tous les nombres qui s'y trouvent compris. Ainsi, appelant m le nombre total des moyens pro-* portiopnels insérés entre 1 et 10, nie nombre des termes compris depuis le premier terme 1 inclusivement , jusqu'au terme
- exclusivement, on a (n® â^S)
dViilleurs, le moyen différentiel inséré entre o et 1 , qui corre»* pond an moyen proportionnel -, a pour expression (n* a43)
CZ
o -f- — 1^ — X yi = — r--.
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Ainsi, Ion alog.-, ou log. [^y/-^) =;;7Ifr['
résultat qui s'accorde avec les propriétés des n^' fi5g et â6o. Obseryo&s maintenant que, pour continuer la progression
a la gauche du premier terme i , il suffit de diviser i par la i^'
a*"', 3'"*'. . • puissance de V^io; et Ton a pour le {n + i)'"*'
terme de cette nouvelle progression ,
, ou -zrr , et par conséquent , t-
' D'ailleurs, pour continuer la progression par différence, ^ 1 fl n
TO-+-1 ni+i m4- 1
à la gauche de o, il faut retrancher successivement
Tii -4- 1 '
, , — -p- .... 5 ce qui donne pour le (n+i^"** terme de
la progression par différence , c'est-à-dire, pour log. r, — -jp" ou bien,— log. -.
Cm
Donc enfin , log. ^ = — log. -. C. Q. F. D.
D'oà Ton voit que le logarithme éCune fraction est égal au logarithme de la fraction renversée , pris avec le signe — ••
Ainsi , log. - = — log. g = — (log. 4— l^S- 3) ;
log. ^ = — log. g =— (log. 47 — log. fl3) ;
ce qui fournit cette règle : Soustrayez le plus petit logarithme du plus grand, et prenez le résultat avec le signe '^,
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3^. Ce» notions établies , faisons quelques applications. 1». On demande, par logarithmes, la valeur du produit
On a ( n" 56) ^ X -^ X "= ^^iiJlii •
d'où (n» a75) log. C?X -X^^j =-log. 7 X la Xi5
\7 >a iZj ^ 3x 5 Xii
=— (log. 7 + log. la + log. i3 — log. 3 — log. 5 — log. 1 1), ou employant les complémens arithmétiques,
=— (log-7+log. 13 + log. i3+c.log.3+c.log.5 +
+ c. log. 11 — 3o).
Effectuant l'opération indiquée entre parenthèses, «n reconnaîtque log. (^X :^x li) =-0,83074.
Or, en appelant a? le nombre correspondant à 0,8*074, oa « (n* 275). — 0,83074 = log. -.
OC
Tout se réduit donc à déterminer x.
Mais on trouve , d après la règle établie n» fl68, 0,82074=105. 6,6181 ; d'où a:=6,6i8i.
I^ar Conséquent, — , ou le nombre cherché, '9.^0^x1 vahftr
■=o,i5ii.
RÈGLE GÉNÉRALE. Pour trouver à quel notobre correspond un logarithme affecté du signe—, cherchez d'abord à quel nombre appartient le logarithme , abstraction faite de son signe; puis, divisez f unité par le nombre ainsi obtenu; le quotient , évalué en déciiâales , est le nombre demandé.
On petit e&Goîre avoir recours à l'artifice suivant : ni!etSB% — o,8ao74 sous la forme 4— ©183074—4, ce qui revient d ajouter au hgarithme propùsé, ^t à enretfahcher 4 vimiés • il vient — 0,83074=3,17926 — 4*
Or, on a, d'a^wrès les tables, 3,iJ^9a6=3log. iBii ; d'où 3,17936— 4=log. i5ii — log. 10000 (n«a^5);
tt par conséquent,— o,8a074=log.——=lo€. o,!5ii.
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Ce dernier moyen eet, en géaéral^ plus simple et surtout
plus rigoureux que le premier; parce qile , dans Texpression — ,
obtenue par celui-ci^ x étant un diviseur inexact , on ne peut se former une idée nette du degré d'approximation; tandis que par la nature du second moyen, on est certain d*ayoir la valeur à o^oooi près. ^
Soit encore à déterminer le nombre correspondant au loga^ rithme — a,35478.
D'abord; ce logarithme étant compris entre—- a et-~3; le
nombre correspondant est compris entre — et -i-. Mais,
^ '^ lOO lOOO
potnr en obtenir la yalenr d'après le second moyen, on met le logarithme sous la forme 6— a,35478— 6=3,64522 — 6. Or , on a 3,64522 =s log.4417,9 ;
donc, 6—2,35478—6, ou— 2,35478 =Iog. J^^'l.;
on bien , — 2,35478=log. 0,00441 79*
Ces «xemptes suffisent pour faire voir que les nombres qui correspondent à des logarithmes affectés du signe— , peuvent être obtenus avec un très grand degré d'approximation.
Le second moyen consiste évidemment à retrancher le loga^ rithme proposé d^ autant d^ unités , plus 4 > (jue la caractéristique en renferme; à déterminer le nombre correspondant au résultat ainsi obtenu; puisa di\^iser ce nombre par [unité suivie dfau* tant de zéros qu*on a été obligé de prendre dunités pour effectuer la eoustretctàon,
2®. On demande la 1 \^^ puissance de la fraction -^. On a
^^- (1!)"= '^s- jh^ = ~'^6- (îl)"= -{'' ^^e- tI)-
Or, log. ^ = 0,06215 ; d'où , u X log. -= = q,68365 ;
(i3V* -^\ = — 0,68365 = log* 0,^072.
Ainsi, 0,^07^ est le nombre demandé.
AUTRE MANIÈRE
3^. On demande la racine 7* de -. On a log. y/| =l06. yg = -.l06. y/l=-Qioè.ly
Or, log. -=0,17609; d'où - log. - = o,oa5i5;
donc log. «/5= — o,035i5=Iog. 0,94374,
et par conséquent , i / = = 0,94374.
277. SCHOLIE. La recherche des logarithmes des fractions nous a conduits à une espèce particulière de nombres appelés , en Algèbre, nombres négatifs , paropppsition aux nombres ordinaires qu'on appelle nombres positifs ou nombres absolus. L'existence des nombres iz^ga^/^, dans la théorie des logarith^ mes, est aussi indispensable que celle des nombres positifs, puisque c'est par eux seuls qu'on peut exprimer les logarithmes des fractions. Cela est si vrai que , dans l'hypothèse (très admissible) o& l'on aurait d'abord établi le système des deux progressions
TT
auquel cas , toutes les fractions auraient eu des logarithmes positifs, et d'autant plus grands que les fractions eussent été plus petites, dans cette hypothèse, dis^je, les logarithmes des
nombres de plus en plus grands que l'unité, savoir
1, 10, 100, 1000. . . et tous les nombres compris, auraient été nécessairement représentés par la série des nombres négatifs 0,-1, — 2,-3... et de tous les nombres compris.
Autre manière ^en^isager les Logarithmes.
378. Euler, dans ses Ëlémens d'Algèbre, a établi entre les diverses opérations de l'Arithmétique , un rapprochement fort ingénieux , que nous allons d'abord faire connaître , parce qu'il donne lien à une nouvelle manière d'envisager les logarithmes..
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Désignons par a, 6, c, trois nombres quelconques , et proposons-nous cette question générale : Deux quelconques de ces trois quantités étant données, déterminer la troisième, au moyen de tune des opérations arithmétiques effectuées sur les deux quantités données.
L'opération la plus simple /sans contredit, éelle gui se présente la première à l'esprit, est l'addition.
Soit donc proposé de trouver c par l^ addition des deux norof bres a et b.
Cette relation entre les trois nombres a, b, c, sera exprimée
par régalité
qui donne en même temps a=c — 6, ou è=:c — a.
D'où Ton voit que si, au lieu de rechercher c , on demandait la valeur de a ou de &, la même égalité (i) donnerait la quantité inconnue par une soustraction.
Ainsi, r addition et la soustraction sont liées entre elles par la même équation a-f-&==c. ^
N. B. Si, dans l'égalité a=c — i, on suppose c < J, la valeur de a se réduit évidemment à un nombre négatif. Ces sortes de nom-*bres doivent donc leur naissance à des soustractions impossibles.
L'addition d*un nombre plusieurs fois à lui-même, conduit à la multiplication.
Proposons-nous alors de trouver c par la multiplication des nombres a et b.
Cette relation sera indiquée par régalité... a6 = c.,. . (a);
d*où Ton déduit • • a =ti ou 6= -.
Donc si , au lieu de chercher c, d'après Tégalité (a) , on demande la valeur de a ou de b, la division de c par 6, ou de c par a, donnera la valeur du nombre inconnu.
Ainsi, la multiplication etla division sont liées entre elles par la même égalité..». a&=c. *
N. B. Dans lliypothèse de c <fr, oude c non divisible exactement pai; b , Texpression 7 est wne fraction ou un nombre
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fractionnaire» Donc les fractiona tirent lenr origine de divisions qui 08 peuvent s*efFectuer exactement.
EnSui la multiplication d'un nombre plusieurs fois par lui* même 9 conduit à la formation des puissances.
Supposons donc qu'on veuille obtenir c, en multipliant stpar
hd-'méme, autant de fois moins une, <iuily a dunités dans b.
Cette relation s'exprimera par l'égalité a^zsc. . • . (3) ;
h d\)ù Ton déduit d'abord • • • . a = v/c;
ce qui prouve que 9 pour obtenir c^ connaissant a et 6, il faut effectuer une élévation aux puissances } et que , pour obtenir a, connaissant c et 6 , il faut effectuer une extraction de racines.
Mais actuellement ^ connaissant Aetc, comment trouverons" nous b ?
Avant de répondre à cette question y récapitulons oequi vient d'être dit.
L'égalité a -|-&= c > réunit les deux opérations connues aous le nom d'addition et de soustraction^ la seconde de ces deux opérations pouvant d'ailleurs donner lieu aux nombres négatifs.
L'égalité â&=c, réunît la multiplication et la division,' d'où naît l'idée d* une fraction ou d'uji nombre fractionnaire.
Remarquons en outre que dans chacune de cçs deux égalités û+6=c , ab=c,le nombre a, ou le nombre 6,.s'obtient par le moyen de la même opération effectuée sur les deux quantités connues.
De même, l'égalité a^=c , réunit laformation des puissances et r extraction des racines; d'où naissent les nombres incomnmensurables.
Mais il 7 9 cette diff'érence entre cette égaKté etles deuxprécédente^, que» pour trouver a, une extraction daradne Sfîfît; tandis* qpej pour trouver b , il faut une opésation toatt particulière, qui sera en quelque sorte une septième opération d^ lUaritti^étiqiw.
Or, si Ton applique à l'égalité ts^TSLCf
la pippriété du n^ 9^^« il vient bi logi «mlog) c ;
4'oA i:on dédflit. • *»f^-T
log. a.
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c'eat-JiHiire que la valeur de b s'obtient par le moyen des logarithmes.
Faisons quelques applications
Supposons dans Tégalité a^=;C| a=3 et c=8if elle devient 3» =8 1 ; d'où 6 =: j^^.
Or , log. 81 = 1 ,90849 ; log. 3 =: 0,477 * » ?
Donc 6 = Iiâ28i9 = 4+^.
Négligeant la fraction, -r qui est très petite et qui provient de ce que les logarithmes ne sont jamais exacts , on trouve i=4; et en effet, on a 3*=8i.
Proposons-nous encore la question suivante : La population
dunpcy s s* accroît chaque année deir- de ce qu^elle était au
commencement de^cette année; on demande au bout d^cam'* bien d'années elle sera doublée.
Désignons par a l'état de la population ^ au commençemei^jt de la première année , et par a^, à^, o^. . . . ce qu'elle es^ devenue, au commencement des autres années.
Puisque par hypothèse, la population a se trouve augmentée, à la fin de la première année, de — de ce qu'elle
était au commencement, elle sera devenue, à la fin de cette année, ou au commencement de la seconde,
ou bien 2^ a'^ d'après les notations dont nous sommes convenus. Comme , à la fin de la seconde année, la population af aug^
meidte^ encore de t- de ce qu!eUe était ^ au commenceme^l^de cttleannee^, elle deviendra
ou bien , mettant à la place de «', sa talent , =» a (—\ =«*.
AUTRE MANiéRE D'ENVISAGER LES tOOARITHMES
On trouvera de mêoie, pour l'état de la population à la Bn de la troisième année^ a* f t-) = a ( F*) y ®* ^^^ ^® suite.
Donc^ si X désigne le nombre inconnu d'années , af — j
exprime Tétat de la population à la fin de la dernière année. D'ailleurs I d'après l'énoncé, te même état est représenté par
sa* Ainsi , l'on a l'égalité. . . • a Tt-) = aa ;
si l'on supprime le facteur a , commun aux deux membres , il vient
C^y=a; d'oùx^ J2?l±-=. »£il£
\5o/ j^ /5i\ log. 5i— log.5o.
Cherchant dans les tables, les Logarithmes de a, ôi et 5o, on
trouve, tout calcul fait, x=35+ g^.
Donc, c'est au bout de 35 ans , à peu près , que la population se trouvera doublée.
Les logarithmes forment donc un genre particulier dopera-* tion, indispensable pour la résolution de certaines questions.
a8o. Des logarithmes considérés comme exposons. Si dans
lofiT* C
l'égalité a^=c^ qui donne b = , °' , on suppose que a soit la
base d'un système de logarithmes , il en résolte log. a= i ;
d'où b = log. c, ... et par conséquent. • . a^' * = c. On obtiendrait de même pour d'autres nombres , c', c', c*.. .
V =5 log. c' ... et par conséquent. . ai^' = c' ,
f= log. c' a'^'^=:c\
i^=log. c* a^'^=c'.
D'où l'on voit que les logarithmes des nombres peuvent être regardés comme les exposons des puissances auxquelles ilfœU élever un nombre invariable a, pourproduire tous ces nombres»
Tel est» en effet, le point de vue sous lequel on les envisage
en Akèbre.
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