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calcul différenti
De la différentiation des quantités
I. O * dit qu’une variable est fonction d’une autre va" rial.lt! , lorsque la première est e'gale à une certaine ex-pression analytique de la seconde ; par exemple , y est Une fonction de x dans les équations suivantes :
a' — *• >J — * 3 — 3 bx* , y = -~,y = b - f ex 3 .
2 . Considérons une fonction dans son état d’nccroissement , eA vertu de celui de la variable qu’elle renferme : toute fonction d’une variable x pouvant être représentée par l’ordonnée d’une courbe AMM ' , fig. t , soient donc Fiô. t. AP ~ x et PM —ÿ , les coordonnées d’un point M de Cette courbe, et supposons que l’abscissc AP reçoive un accroissement PP’xx. h‘ } l’ordonnée /LFI de viendra PM'z=y' .
Pour obtenir la Valeur de cette nouvelle ordonnée, ou voit donc qu’il faut changer .tenr -f- h dans l’équation delà courbe , et la valeur que cette équation déterminera alors pour y sera celle dey'.
Par exemple , si l’on avait l’équation y = mx* , on obtiendrait y en changeant x en x -f- h et y en y , et l’on aurait
y t= mx* + 2mxh -f- A*.
Prenons maintenant l’équation y = — x 3 ,.. (i
et supposons que y devienne y lorsque x devient x -f- h - r nous aurons donc
y={x+hf i
et en développant ,
si de cette équation nous retranchons l’équation (i) il restera
- y'-— y = 3x*A-f- 3xA*-J-A 3 j
et en divisant par h ,
•— ~^=3x a 4~ 3xh-f-k*... (a).
Voyons ce que ce résultat nous apprend : y' — y représente l’accroissement de la fonction y en vertu de l’accroissement Adonné à x , puisque cette différence y' — y est celle du nouvel état de grandeur dey à son état primitif. D’une autre part l’accroissement de x étant h , il suit
de là que l’expression est le rapport de l’accroissement de la fonction y à celui de la variable x. En considérant le second membre de l’équation (a), on voit que ce rapport diminue d’autant plus que h diminue, et que lorsque A devient nul , ce rapport se réduit à 3.r’.
. Ce terme 3a a est donc la limite du rapport — — ; c’est
vers ce terme qu’il tend lorsqu’on fait diminuer A.
DIFFÉRENTIATION DES QUANTITÉS ALGÉBRIQUES
nantaussinul,*— ^p- se réduit à ^ et par conséquent l’équation ( 2 ) devient
Cette équation n’a rien d’absurde , parce qup l’algèbre nous apprend que - peut représenter toutes sortes de quan-
tités. D’ailleurs on conço^ que puisqu’en divisant les deux termes d’une fraction par un même nombre cette fraction ne change pas de valeur, il en résulte que la petitesse des termes d’une fraction n’influe en rien sur sa valeur, et que par conséquent elle peut rester la même lorsque ses termes sont parvenus au dernier degré de petitesse , c’est-à-dire , " «ont devenus nuis.
La fraction ^ qui se trouve dans l’équation (3) est un
symbole qui a remplacé le rapport de l'accroissement de la fonction à celui de la variable : comme cç symbole ne laisse aucune trace de cette variable , représentons-le par
jp j alors p nous rappellera que la fonction étaitjr et que
la variable était .r.Mais djr et d.r n’en seront pas moiqs
des quantités nulles et nous aurons
3** v ~tt>*
p ou plutôt sa valeur 3a:® est le coefficient différentiel de la fonction^-.
Remarquons que ~ étant le signe qui représente la
limite 3ar* [comme le montre l’équation ( 4 ) ] , dr doit toujours être placé sous dy. Cependant, pour faciliter les opérations de l’algèbre, oü peut momentanément faire
évanouir le dénominateur de l’cquation (4), et l’on a dy == 3 x* dx. Cette expression 3 x a dr est la différentielle de la fonction/.
6. Cherchons encore la différentielle delà fonction a 3 x“. Pour cet effet il faut donc dans l’équation/= a 3 x* faire x za x -J- b , et , en changeant/ en/', cette équation deviendra
donc — -j~— 6 x -J- 3 h) égalant h à zéro , il nous vient dy*
— = 6x : donc la différentielle cherchée est d/ sa 6 x dr.
7. Pour troisième exemple, cherchons la différentielle dey sa ax 3 — b 3 : faisons xz=x h, et substituant nous
avons
y'saax 3 -^- 3 ax* /i~f-3 axh* 4 - ah 3 — b 3 )
donc
• r '~ r =3 ax * -f- 3 axA 4 - aÆ*j
passant à la limite on a
i=3ox*.
dx
Tel est le coefficient différentiel de la fonction proposée^ la différentielle sera dy sa 3 ax*dr.
Prenons encore pour exemple
jr = ( x* — 2 a* ) ( x* — 3 a*); développant on a
substituant x -f- A à x et jr'ky, et ordonnant ensuite par rapport à h , il vient
=4x 3 — ioa*Æ 4-(6x* — 5 a*) A -f^xA’-f-A*:
passant à la limite on a
35=4^— toa»x;
eten multipliant par dx, on trouve que la différentielle est d y ■=. (4 x 3 — ïo a*a :) dx.
lo. L’expression dx est elle - même la différentielle de x; car soit^'=x,ona > 7'=:x-f-A;doncjr' — = A, et passant à la limite après avoir divisé par A , on trouve
1 ;donc dy=dx.
On trouverait de même que la différentielle de ax , ■ est adx.
H. H est à observer que quelquefois l’accroissement de la variable est négatif , dans ce cas il suffit de substituer x — A à x et d’opérer comme précédemment.
Ainsi pour trouver la différentielle de ax 3 lorsque l’accroissement est négatif, on remplacera x par x — A et l’on aura
y — ax 3 — 3 ax*h -f- îaxh* — cA’ ;
donc
= — 3 ax * y 3 axh — ah % i
fl
dy* ,
passant à la limite on aura — 3 ca; 3 , et par consé-
quent dy = — 3ax a dx.
On voit que cela revient à supposer dx négatif dans la différentielle de y calculée dans l’hypothèse d’un accroissement positif.
12 . Avant que d’aller plus loin , faisons une remarque essentielle , c’est que dans une équation dont le second membre est une fonction de x , et que pour cette raison nous représenterons généralement pary'==/x,si l’on change x en x -f- h et qu’après avoir ordonné pr rapport aüx puissances de h on trouve le développement suivant
y—A+ Bh+ Ch .» y Dh 3 y etc. , on doit toujours avoir j"= A . En effet, si l’on fàit h~o , le second Membre se réduit h A;à l’égard du premier membre , comme nous n’avons accentué j que pour marquer que y éprouvait un certain changement lorsque x devenait x y h , il faudra lorsque h sera nul que nous supprimions l’accentde y, et l’équation ( 2 ) se réduira alors» j~A.
1 3. Ceci va nous donner les moyens de généraliser le procédé de la différentiation. En effet , si dans l’équation y =fx , dans laquelle on est censé connaître l’expression représentée par fx, on a mis x y h à la place de x , et qu’après avoir ordonné par rapport aux puissances de h on ait obtenu le développement suivant
y = A+Bk + CA 1 + DP,
ou plutôt, d’après l’article précédent , .
y —j y ph -j- cp y , etc. ,
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Oiïaura, en retranchant l’équation primitive de celle-ci : y — y — fifi + Ch? + , etc. j donc /
= fi + Ch + etc. j
et en passant à la limite = fi. Ce qui nous apprend que
le coefficient différentiel est égal au coefficient du terme qui contient la première puissance de h dans le développement de f { x + h ) ordonné par rapport aux puissances ascendantes de fi. s
14. Si au lieu d’une fonction qui s’accroît en vertu d’un accroissement donné à la variable x , nous avons deux fonctions différentes que nous représenterons par jr et par z, en substituant dans ces fonctions x -J- fi à x, elles deviendront jr et z j ordonnant ensuite par rapport à fi , nous pourrons supposer
J —y + Ah-\-Bh % -fête. . . . (5) , z — z -f- Ah-\-Bh?-\- etc. . . . (6);
passant à la limite on trouve
dy
multipliant ensuite les équations (5) et (6) l’une par l’autre, nous obtiendrons
zj == zjr -J- Azh -f- fiz.fi* -f- , etc.
-j- Ajh -\-AAh? -j-, etc.
-f- fi/fi* -)- , etc.
donc
* r h zr z=Az-\-Ajr-\-(Bz-\-AA-\-ÏÏy)h-\- etc.}
passant à la limite
à.zy
dx
~Az+Ay, •
mettant au lieu de A et de À leurs valeurs données par les équations (7) , il nous viendra
dT = df + dT’
et en supprimant le diviseur commun dx ,
A.zy — zAy+yAz ,
Ainsi pour trouver la différentielle d'un produit de deux variables , il faut multiplier chacune par la différentielle de l'autre , et ajouter les produits.
i 5 . Au moyen de cette règle on trouvera facilement Ja différentielle d’un produit de trois variables. ,
Soit, par exemple , yzu : faisons,?'? = t , nous aurons donc A. yzu = A. lu.
Or , d’après ce qui précède ,
d du = idu -f- udt. ... (8) et puisque t = yz , on a d/ 3 ydz -f- ?dy; mettaut donc ces valeurs de t et de dt dans l'équation (8), elle se changera en A. yzu z=yzAu -(- uj'dz -}- uzAy.
On voit que la même règle subsiste encore pour un produit de trois variables , c’est-à-dire , qu’il faut écrire le produit yzu , et remplacer successivement charpie variable par sa différentielle , et ajouter ces produits.
xCi. La même règle a lieu pour un plus grand nombre de variables. ■
17. Nous avons vu art. 10, que la différentielle de ax était nd.r ; concluons que lorsqu’il y a une constante dans un produit , il suffit de différencier comme si la constante n’y était pas, et de multiplier ensuite par la constaute.
Par exemple, on trouverait que la différentielle de axy est arAy -j- ayAx.
1 8. • La différentielle d’une constante est o ; car soit y = ax -f- b , en opérant comme dans l’art. 7, on trouva
SL
DIFTÉRENTIATION DES QUANTITÉS ALGÉBRIQUES. 9 ày — aôx , résultat qui est le même que si l’on n’ayait point eu la constante b.
iq. La différentielle d’une fraction - est ; car
supposons^- = z, nous avons x =yz; donc, art 14 , dx
—ydz -f- zdjr ; d’où nous tirons J'dz=dr — zd y. mettant dans le second membre la valeur de z , il vient ydz = dx
— ^ dj' • réduisant au même dénominateur ,
1 rdx — xdr
\Tl I f - .«J . -J
et enfin
dz=Æ=fi: ou d. -
20 . Si dans l'équation d.yzu =yzdu -\-yudz -f-zi/d ?" , art. i5 , on divise tous les termes par jrzu , on obtiendra
d.yzu du dz . dy ,
yzu u ‘ z "* r ’
En général , en divisant la différentielle d’un produit d’un nombre quelconque de variables par ce produit , on trouvera
d.jryztu , etc.
djr . dy , di . dl , du . , .
_ r -4- - — 4- — 4* — -4- — , etc. . ■ • (û\
xyztu , etc, * 1 y * z 1 t 1 u •*'
Si x, y , z,t, u, etc. , sont égaux à x et en nombres/, on aura dans le second membre de cette équation un
nombre m de termes égaux à ~ ; ce second membre se
changera donc en et l’équation (g) deviendra
et en multipliant par x" , on aura ,
d.x m — mx m dx.
2 i. D’où l’on peut conclure cette règle : lorsqu’une variable est élevée à une puissance m , pour avoir la différentielle , il faut, t°. changer l’exposant en coefficient -,
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2°. affecter la variable dun exposant moindre dune unité ; 3 ° . multiplier ensuite ce produit par dx.
22. Si l’exposant était fractionnaire ou négatif, la même règle aurait lieu. Pour démontrer ce premier cas , Z
soit y = xi) en élevant les deux membres à la puissance q , on aura jP> = x? ) donc , art. ai , d y
= pxP~ l dx ; d’où l’on tire
ôjr:
: eîl_ldLr;
<tf-' ’
et comme xP~' peut se mettre sous la forme — , et que de même jP>~ 1 — y, en mettant ces valeurs, on a
dr= e ~
J q jpl x ’
et à cause de x? l’équation précédente se réduit à d?-=:--dx:
mettant enfin pourj- sa valeur, on obtient
ùy =- — dx,
et en faisant passer le diviseur x en exposant , on a àjr = 2 x 1 ■ dx ,
ce qui est la même chose que la différentielle de jr = x F qu’on aurait obtenue en faisant usage de la règle du n°. 21 . Pour démontrer le cas où l’exposant est négatif , soit
y=.x~v, ce qui revient kjr=~,) différenciantparlarègle des fractions, art. 21 , nous aurons
xP Ai — 1 . ixP xP x xP
DIFFÉRENTIATION DES QUANTITÉS ALGÉBRIQUES. II Observant que 1’unitë étant une constante , sa différentielle est bulle , cette expression se réduit à . . . . dy
cl xP
~ — ; effectuant la différentiation indiquée, art. 1 1 ,
on aurady = — > et. en fetranchant l’exposant 2 p de l’exposant p — i , il vient enfin Ay — — px~f~' dx , comme on l’aurait trouvé en faisant usage de la règle du n°. 21.
23. Si l’on remplace les radicaux par des exposans fractionnaires, la règle du n®. 21 pourra donc servir à différencier ce s sortes de quantités. Par exemple, pour trouver
la différentielle de \/x , on écrira z 3 dont la différentielle sera t ï — * Az = — —r , ce qui nous apprend que
pour avoir la différentielle de la racine carrée d’une quantité variable , il faut diviser la différentielle de celle quantité par le double du radical.
24. Quelquefois la fonction y et la variable x ne sont pas données par une même équation. Par exemple , si l’on avait les équations y = fu et u = çx , le premier moyen qui se présenterait pour obtenir le
coefficient différentiel serait d’éliminer u entre ces deux ax
équations , pour pouvoir y appliquer le procédé de la différentiation j mais sans avoir recours à cette opération préliminaire , on peut obteni? immédiatement le coefficient différentiel ~ : c’est ce qui va être l’objflt de la démonstration suivante. *
Supposons donc que dans l’équation u = yx , on mette x -f- h à la place de x et qu’alors u devienne u = u k, et qu’en substituant ensuite « -j- k à la place de u dans
CALCUL DimÉnENTIEL.
l’équation y ~fu , la fonction y devienne^' , si l’on développe ces fonctions de u et de x par rapport aux puissances de leurs accroissemens , la substitution de a: + h à la place de x dans la /onction u , nous donnera u — u -j-'qh + q’h 1 -f- q"h 3 -j- etc. ;
Et la substitution de u-\-k à la place de u dans la fonction^ , nous donnera
y==r+pk+pk"*+pk' 3 + «te- )
donc
" h “ ~q-\~ qh -|- qh* -f- etc.
^~~î^ ~p ~i~pk + p"k* + etc.
Multipliant ces équations terme à terme , on aura
— (p 4 p'*+p"** + etc.) (q+qh +q'h % + etc.)
Le premier membre de cette équation peut se réduire j car l’accroissement de u étant'représenté par k, est
donc égal kit — u- } par conséquent au lieu de ■ ~~j~
nous pouvons écrire , et en mettant x' — x à la
place de x , l’équation précédente devient
+ ?'* + q' h% + e tc-) (p+pk+p"k* -f etc.) . .( 1 1)
Lorsque h est nul , k s’évanouit aussi ( puisque u n’a pris, l’accroissement k que parce que x est devenu x +*>i par conséquent dans le ca^ou h = o, qui est celui de la limite , l’équation ( 1 i ) se change en
Pour déterminer p et q , il faut supposer h et k nuis dans les équations ro , et ces équations donnent
àr du
~4tt d*
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Substituant ces valeurs <le p et de q dans l’équation ( 12), on obtiendra
Ce résultat nous apprend que si l’on a deux équations y=fu et u = yx , et qu’on en tire les valeurs des coeffi-
ciens différentiels et , il suffira de multiplier ces
valeurs entre elles pour avoir celle de
25 . Si J’on a, par exemple , les équations y = 3 u* etu = x? -f- ax % j ou trouvera
* &= 6 u ’È = 3x2 + 2ax >
donc en multipliant ces équations terme à terme on obtiendra
= 6« ( 3x*-|-2 ax) = ô^-f-aar 1 ) f 3 x“ -f- lax ).
26. La formule ( i 3 ) est d’un grand usage pour différencier des quantités compliquées ) donnons-en quelques exemples.
1°. Cherchons la différentielle de y =2 \/ a ' — *') cela
se réduit à trouver le coefficient différentiel . Pour
cet effet , faisons a* — x* — u, alors y = \/ u = u» ; et les équations yx=fu et u — yx , art. 24 , sont donc re-
présentées ici par_/ = uT et par ux=za % - f-x*.
En différenciant ce* e'quations, art . 2 1 , on trouve d Y _ .
multipliant ces coefficiens différentiels entre eux, on obtient
donc
CALCUL différentiel.
àj=
{/a 9 - 4-or*
Soit encore jr = ( a -|- bx m y • pour trouver la différentielle , faisons ( a ~f~ bx m ) = u , nous aurons les équar tions y z= u", u = a + &r m , donc
j~ = n"" - * = n ( a + bx m ) = bmx’ n ~ l •
multipliant entre eux ces coefficiens différentiels , on obtiendra
= bmnx m ~ ' ( a -f- bx m )■ — *.
Pour troisième exemple soit
supposons
donc
jr = (a + y'û)*. . . .(16).
Différenciant l’équation (i 5 ) nous avons
u zzz ; *
donc
l’équation (16) donne dj=z 4 («+VA) 3 d( = £ ( a -f j / w )3 — ,
et en mettant pour u sa valeur ,
dj-
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multipliant ces coefficiens différentiels cntr’eux enfin
on a
On pourrait prendre encore pour exemple y —(a -f- V/T) 3 et l’on trouverait ^ ^ ^ .
y v ' dx jYj
28. On a smivent à différencier la somme de plusieurs fonctions d’une variable ; quoique d’après ce qui précède il soit évident que cette différentielle est égale à la somme des différentielles de ces fonctions, nous ne laisserons pas que de démontrer ce théorème.
Soit donc
jr=fx + F x +fx;
mettant x-f- 7 ià la place de x dans ces fonctions , on aura y—fx-j-Ah -\-Ah' -j-etc.-f-F.r-f- Bh-\- B' h * -f-etc. -j-ox-j-CA-j- A 4 -j- etc. ;
donc
y -y- {A + B+ Qh+tA' +B’+ C) h 4 -j-etc. ;
passant à la limite
< -£ c — A-^-B-^-C et ày=s=Adx~i~Bdx-\- Cdx.
Or, A, B , C étant les termes multipliés par la première puissance de h dans les développemens dcf{ x + h ), de F (x-f- h) et de <p (x + h), il en résulte que Adx -f- Bdx -f- Cdx représentent la somme des différentielles des fonctions proposées.
29. Nous terminerons ce qui précède par une observation , c’est que des exposions qui ne diffèrent que par des termes constans, ont la même différentielle.
Ainsi rn x -f- n x* -f- a % et mif ni’f a c — bd
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ont la même différentielle; cela est évident, puisque la différentielle de tout terme constant est égale à zéro.
Des différentielles successives .
3o. Soit y une fonction de x , nous trouverons, en la différenciant, un résultat delà forme p d x (p étant une quantité qui peut renfermer x). Si p renferme X , nous pourrons encore différencier p , et nous aurons un résultat représenté par qdx; opérant de inêm^ par rapport à q , nous trouverons un résultat de la forme r d x , ainsi de suite pdx , qdx, r d .r , etc. , sont les différentielles successives dejr. Par exemple , si y- = a x s , on’ trouvera dj = 3 a x*d x ; donc p = 3 a x 1 . Différenciant de nouveau , on a d p = 6 a x d x ; donc q — 6 ax. Différenciant encore , d q — 6 «dx; donc r— 6 a. Ici la différentiation ne peut plus avoir lieu, puisque 6 a est une constante. '
Les équations
d =p d x donnent, en divisant par dar, =p,
dq ■■
•dx
pétant obtenu par deux différentiations successives, et
en divisant chaque fois par dr, nous représenterons cette
operation par ; , cÇ nous aurons j - ~p; de morne
en différenciant de nouveau et en divisant par d x t nous
aurons -= — Ç- ; ainsi de suite.
d y est la différentielle p^tniére de y J
à*y en est la différentielle seconde;
d 3 j en est la différentielle troisième ; ainsi de suite.
THÉORÈME DE MACLAL'Rftf. I7
Théorème de Maclaurin •
3 ! . Soit une fonction de x -, ordonnons-la par rapport à x et supposons
jr = A + Bx -J- C x* + Dx 3 + Ex* + , etc. . . .(17), nous trouverons eu différenciant et en divisant par dx B + t.Gx + 3 Dx 1 + 4 Ex 3 + etc. ,
■g^ = . . . 2 C +2.3 Ùx + 3 . 4 Ex % . + etc.,
i 2.3 D + 2.3.4 Ex + etc.,
ux J ' ,
etc.
Représentons par (ÿ) ce que devient^ - quand x = o, par ce q ue devient^ quand x=o,
par (][^r ) ce q ue oie vient quand x = o ,
ainsi de suite ; les équations précédentes nous donneront
W = O = 2 c - ÊP )= 2 ■ 3 c >
d’où nous tirerons
^).s=(Ê), c+é),i)fe ,+(£) ,
substituant ces valeurs dans l’équation (1 7), elledeviendra
ï = (jr) + (g) *+£(&) + ^(Ë) xS - '•
telle est la formule de Maclaurin.
32 . Pour première application , prenons^ = — 1 ^— , nous trouverons en différenciant
, t ( <1 -t- or ) d 1 — 1 . 'd ( a -► a: ) dx
d’où nous occlurons ,
dr t
différenciant de nouveau ,tious tsouverons successivement
dx a ( a -t- x )* (a 4- x )* ’
«IV a . 3 ( a -+- x) 1 a . 3
dx 3 (a 4- x) 5 ~ ” (a -t- x )*’
Faisant donc x = o dans les valeurs de y , de , de nous trouverons
dx a
m—L (*T\ — L i APy\_ *• 3
a’ \ilxy a* 1 \x a y a 3 ’ \dx*y «■* 3
substituant ces valeurs dans la formule( 1 8), nous obtiendrons — ~+ :r - 1 r— X ^-+ etc.
33. Pour seconde application , prenons y = \/ aï-^-bx, nous avons donc •
1/ ( a* 4- bx ) 3
fia £3
< ÜL— l.i.i fa 1 4- kr V» 6 3 =
dJt • c * Y ( a a 4- 4x.)‘
si nous faisons x = o , ces valeurs deviendront
, . , .4 (àr\ , b rà'r\ h & r&'r\ 4 ?? & * .
substituant dans la formule (i 8) ces valeurs de [y) , de
b 9 ar a
■jlj , etc. ^ on trouvera
l/a* + 5s: = a -f- — — ^ -f- — etc.
Pour troisième exemple, prenons J" = ( a -f- x) m ‘ t
nous trouverons en différenciant
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dV
ïï*
£pr= »» (fm — i H m — 2 J ( à + x )
'faisant x = o, la valeur de j' se réduit à a m , donc (y )
= a m , et celles nous donnent
= a m , et celles des coefficiens différentiels , etc.,
(Ii di”
(g) = fm*»- , (g) = fm (fm-i) a— , (g) =* m (m — 1) (im— 2) û m ~ 3 .
Substituant ces valeurs de ( y), de^gj,de ,etc. , dans l’équation (18) , on trouve
(a+^)' n — /î ’ n + m fl m— 1 x -f- fm ^ ^ 1 ^ « m— a x“
-j- m- — j — - a m ~ 3 x 3 + e tc.
De la différentiation des quantités transcen dan tes.
35 . On appelle quantités transcendantes celles qui sont affectées d]exposans variables de logarithmes,de siaus , de cosinus , etc.
30 . Proposons-nous de différencier d’abord a*. Soit donc y = a x , changeons x eu x -f- ^ etj' en y, celte équation deviendra y — a x **" h ou plutôt y = n T aS.
11 faut doue développer celte expression paf rapport aux- puissances de h; en - , pour que a h puisse se développer par la formule du "binôme, je ferai a = 1 -j- b et par conséquent m* deviendra
C h 2 ) 77 s + elCl
On ordonnera par rapporta A ; mais sans effectuer cette opération , comme nous n’avons besoin que des termes multipliés par la première puissance de A , nous remarquerons que si dans un produit tel que h(h-i)(h- a> (A — 3 ), etc., la partie (A — i ) (A — 2 ) (A — 3), etc. , est composée de n facteur , son développement d’après la théorie des équations sera de la forme A" + Ah"~ l + Bh n ~ *.... -f- Mh -)- N, et que le terme 2V.se composera du produit des secondes parties — i, — 2 , — 3 , etc. , •des binômes A — i, A — 2 , A — 3, etc. ; or puisque A (A — i)(A — 2 ) (A — 3), etc. =h(h n -\^Ah n ~ , ...-\- MA-f-iV) , il est bien évident que le terme qui contient la première puissance de A dans ce produit sera 2VA ou d’après ce qui précède sera (— 1 X — 2 X — 3, etc.) A, d’où l’on peut conclure que pour trouver dans le développement îg, les termes affectésde la première puissanœde A,dansles termes compliqués de ce développement , cest-à-dire , à partir du troisième , on formera ainsi les différens coefficiens de A: le coefficient de A se composera du produit des nombres
soustraits de A par ^ dans le troisième terme , ou par ■ * ^ ■ dans le quatrième , et ainsi de suite.
Il suit de là que •
a 4 := 1 + ( A — ~ + y~“ etc * ) A -f- termes en A* , en A 3 , etc.
Représentons (A — -f- y > etc. ) par A, nous aurons
a, h = 1 -f- Ah -J- tenues en A* , en h 3 , etc. ; substituant cette valeur dans l’équationj-' = a x a A } cette équation deviendra
jr' = a x -j- Aa*h -|- termes en A 1 , en A 3 , etc.
diîtéhentiajkJn des quantités thasscendastes. s , Si nous retranchons l’équation primitive r = a* il r estera j' —y — Aa x h -f termes 'en h* , en h 3 , etc. ,
passant a la J »“»ite ^=^û^etparconséquenteninetUnt la valeur Aa 1 . . . ( 20 ).
La constante A dépend de a -, car si dans l’équation
on met pour b sa valeur a — ion trouvera
+ 3 etc &»)•
3 7- Pour déterminer la valeur de la constante A cherchons, par le théorème de Maclaurin , le développement de a x , nous avons donc
dr
dx
__ Ad.a x
dx*
dx
-Aa*ix
Faisons t — o, nous trouverons y) =a°= i, ~ A ,
dT* ~ ’ (iï£) ~ ^ J > etc - Substituant ces valeurs dans
l’équation (i8j, nous trouverons
a + +rsr + etc '>
faisons x — ~ , cette équation deviendra
a A~iJ t . l + + _1_ + etc . .
nommons e le second membre de cette équation, elle s«
change an a = e } d’oü l’on tire a —
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prenant les logarithmes, on a log a = log e-J — A Iog e ; donc
log e '
Le nombre e dont la valeur est donnée par l’équation
+ etc. , est la base que
r . a ' i . a . 3 r Néper choisit jx>ur calculer ses tables de logarithmes.
Comme la série i -f- 1 + -f- etc. , est assez couver-
gente, on peut se borner à prendre les dix premiers termes do cette suite , et alors on trouve que e vaut environ 2,7 182818. Si nous représentons par La le logarithme de a dans le système népérien , nous aurons donc « = (2,718^818)^ ou pliissimpleruenta=:e ia ; donc log a = log e et log a = La log ej d’où nous tirerons -J' * j — La, ce qui réduit l’équation (20) à A=, La, et par conséquent l’équation (20) donne du* — a* La ( 23 )
Des différentielles logarithmiques.
3 S. Soit .r, le log de y , -dans le système dont' la base est a , onay=:«* donc (art. 37) dyz=.Aa x dx, d’où l’on tire
dr
dr
'top 17
]..ge
dy )np ‘e a x iog a 9
et comme a * —y, et que x = log y, l’équation , prête-dente devient
j 1 <lr e
d. log jr = — . .
Dans le cas oii l’on prend les logarithmes dans le système népérien ==.^f = ‘ , donc alors d. log^= y-
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Des différentielles des sinus-, cosinus et autres lignes trigonométriques , ou des différentielles des fonctions circulaires.
Y •• ••.il v
3 g. Lare est glus grand que le sinus , et glus getit que la tangerîte.
.Pour le démontrer, soit AD , fig. 2 , un arc qui a B E FIG pour sinus et D A pour tangente , et prenons l’arc A.Df égal à l’arc A B. En considérant la corde £ B' comme une ligne droite , B B! est plus courte que Tare n A B'. Donc la droite BE , qui est la moitié de la corde B B' , est plus courte que Tare B A, moitié de l’arc BAB‘-, d’où il résulte que le sinus est moindre que Tare.
Pour démontrer que la tangente est plus grande que l’arc, nous avons
Aire du triangle D D'C^> aire du secteur B A II' C; ou en mettant les expressions géométriques de ces aires, DD'X, i AC> arc BAL X 7 AC; supprimant ^ AC de part et d’autre, il reste • ’ DD[^> arc DAB 1 ,
et en prenant la moitié , on a
V DA arc B A.
40. Il résulte, de ce qui précède , que la limite du rapport du sinus à l’arc est l’unité } car lorsque l’arc h représenté par AB devient nul , le sinus se confondant avec la tangente , à plus forte raison le sinus se confond avec l’arc qui est compris entre la tangente et le sinus,
par conséquent on a dans le cas [de la limite y , o u
, . sinA ‘ . ■ ' -,
plutôt — ■ £ — — i.
4 ■ • Pour trouver la différentielle du sinus dont l’are est x, supposons donc que cet arc reçoive un accroissement h , nous savons jfer la trigonométrie que
sin (x -f- h) = sin x cos h -(- sin h cos x . . . (23).‘
Retranchant de celte fonction son état primitif et divisant par l’accroissement h de la variable , nous aurons
sin ( * -+■ h ) — sin x sin a cos h sin A cos r — sinx
Rassemblant entre des parenthèses les termes multipliés par sin x dans le deuxième membre, on trouvera
sin ( x - 4 - h ) — &in x
sin x (cos h — * i) smhcosx . ,,
Quand h devient o , ços h — i devient aussi nul et
FüSIt — ’j se re ’duit à - ; il convient donc de mettre ce h o
terme sous une autre forme : pour cela l’équation cos* h- fsin*/ir= i me donne ’cos* h — i = — si n*h , qu cos h — i ) ( cos h i ) = — sin*A ; d’où je tire cos (h — i ) =;
— ! substituant cette valeur dans l’équation (*4) ,
cette équation devient
sin ( x -+- A ) — sin x . sin fi sin fi . æl _ sin A
-r tr == — Sin X TT ; r-fwsi-r-
fi ■ ' J- COS (fi -+- I) fi 1 fi
sinfi
JT :
ri et
l'équation ( 25 ) se réduit donc à — — cosx jd’ou
l’on déduit d. siu. x = cos x dx.
42. Dans celle démonstration le rayon des tables a été pris pour unité; mais si l’on voulait la différentielle d’un
différentiation des fonctions circulaires.
sinus dont le rayon serait a , au lieu d'employer l’éqüation (23) , on se servirait de celle-ci *
*- sin x cos h -+- si* h cos X
sm(x 4- h ) -) i .
Dans le résultat précédent il faudrait donc restituer la constante a , cè qui donnerait d. sin x = — ^ cos pour la différentielle du sinus d’un arc dont le rayon esta. •
43. On pcnt parvenir à la différentielle de sin x par des considérations géométriques; car, soit Ali , fig. 3, Tare a:., BM , l'arc h, 3. la perpendicnlaire BP sera donc sin x , et la perpendiculaire MQ sera sin (x -t- /«); cela posé, plus l’arc B JM — A diminue , plus l'angle MBC tend A devenir droit; par conséquent, dans Je cas de la limite, on . pent considère* l'angle MBC comme droit; alors la triangle MBD devient semblable an triangle BCP , puisque dans cette circonstance ces triangles ont leurs cotés perpendiculaires; d’où il suit qu’ou a la proportion '
BC; CP ;; BM: MD
OU
r ; cos x : ; BM : sin ( x -+- A) — sinx, d’où ' ■
sin ( x -+• h ) — sin x cos x
BM
passant à la limite et observant que dans ce cas la cordc BM peut être remplacée par l’arc BM = h, l’équation précédente deviendra
dx
, et en prenant le rayon égal à l’unité , d. sin x = dx cos x.
44- Pour trouver la différentielle de cos x , l’équation sin* a:-)- cos* x.= 1 ou plutôt ( sin x )* -j- (cos x )* = 1 étant différenciée , article 21 , donne 2 sin x d. sût ar-f» 2 cos x d. cos ar = o, d'où l’on tire '
k t sin x d sin x
d. cos oç sss -r-* : *
COI I
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mettant pour d. sin x sa valeur dr cos x, art. 41, et réduillnt , on a d. cos x=—~àx sin x. • . • j
45 . On obtient la différentielle de tang x en considérant que tang * = • différenciant cette équa-
tibn par l’art. (19), on trouve
d. tans f=z COS x ^- s ' ,n x — sin J- (t, cos x , ’ cos*a: - : *
•mettant les valeurs de d. sin x et de d. cos x, ôn aura
d. tang t = jij- puisque cos 1 x -f- sin 1 x= i." •
46. On sait par la trigonométrie que le rayon est moyenne proportionnelle entre 1» tangente et la cotangente , et entre lé cosinus et la secante , ce qui donne
COtX ~ "ung * ’ secx — ^77 i en différenciant la première de ces équations (art. 19), on trouve d. cotz =
dx
d. lang x
lang’ x cos* x tang’ x
— — -^r-: cardel’é-
sin’i ’
— tang , on tire cos tang = sin.
quation •
A l’égard du sinus verse, en différenciant l’équation
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sin ^erse x cos x — i -, on trouve d. sin verse X = d ( 1 — cos x ) et. en effectuant la différentiation d, sin verse x — sin x dr.
De la différentiation de quelques fonctions
transcendantes compliquées.
5o. Les principes précédons suffiraient, pour pouvoir différencier t(* te expression affectée de quantités transcodantes.
Soit^r^û faisons bf := u , nous' .aurons —■
différencions par l’art. (3?), nous trouverons
.h’.Lbi ■ .
<|v , T . b l T du = ; La, rx -.
v dr *
= a^b* L a Lb,
donc (art. £4) X 7— ou ~ = 0 n . «. **• . ff. d f ; :
5i. Soit encore J' = a 1 '; prenant les logarithmes, on a
]ogy “ i. logw , donc (f. log j- •= ed. log z + log z dv } mettant pour léfc différentielles logarithmiques leurs Va», leurs (art. 38), nous trouverons dr -di
— = v — + log zdr, et par conséqnent
dj-=j-^v— 4-logz df),ouplutôtdy=:X 1 '(t'' 1 — log z Jo.
^lu moyen de cette différentielle on trouvera facilemral celle de jr = z l ; .çar. soit <“ zz= v> , l'équation se rédui| à jr—z v ; or, les équation? J' .== z 1 ' et v—t" qui sont\ de meme forme que l’équation dont nous vcpons.de .trou-, ver, la différentielle, donneront
. . dj-sam^vii -|~ log^ dv) , -r A-
■ fi
r dr ==*“ (u ^ -f- log i du. .
Substituant dans la valeur de ày donnée par cette avantdernière équation celles de d v et de, v , nous aurons
dyz=z‘* [*“ V + log z t u (u ~ + log t d u ) ] =z* Y -f u log z -f log z log tda ].
Théorème de Taylor- #
52. Avant que d’aller plus loin, nous remarquerons que dans le calcul différentiel une expression telle que
, signifie qu’une fonction^ d’une ou de plusieurs variables a été différenciée par rapport à la variable x et divisée par d a:; par exemple , si l’on avoit y — ai* u 3 z<,
l’expression ^ se trouverait en regardant u et z comme
constans, et en différenciant par rapport à a: et divisant en*
. ' ' ■ àr
suite par dr : ainsi on aurait — a a x u? z*. On trouverait de même ^ = 4 a ** z 3 n 3 et = 3 a x* z* u*.
<1 * ^ du
Si l’on avait J" =s x* -f- z*, — serait 2 z.
St dans une fonction y de x , /a variable x
change en x \i , on a le même coefficient différentiel lorsque x est variable et h constant , que lorsque h est variable et x constant. ,
Pour le démontrer, si dans l’équation jy— f x i nous mettons x -f- h = x' à la place de x, nous aurons y = f * , la différentielle de f x sera égale à une autre fonction de x' représentée par <p x' et multipliée par d x' , par
THÉORÈME DE TAYLOR
conséquent djr = 9 x <1 x ou en mettant pour x sa valeur x + h on aura
djr'=='<f (a/-f- h) d (x-f- h).
Or, le seul changementqu’apporte dans celte différentielle l’hypothôse 3e x variable et de h constant, n’est que dans le facteur d (x-\-h), qui se réduit à dx-, l’on a donc alors * - ' . ,
<*/ = ?(* + h)dx.
d’où l’on tire
Si , au contraire , on fait x constant et h variable , le facteur d ( x -f- h ) se réduit à d h , et l’on a
ày — ? C* -f- h) d h, 1 ■-
et par conséquent
jâ — f (*+*)>
égalant ces deux valeurs de 9 Çx -f- ft) , il nous vieut
d.r'_dÿ' dx ~ d h '
Par exemple , si l’on avait y = a x 3 , en mettant x -f- h à la place de x , on trouverait
54- En différenciant de nouveau *(.r -f- /;), on concbira par le même raisonnement que ~ , e t mis
t r. ^ UX * (1 /l 1 ’ *
~ ~ f et ainsi de suite.
Cela posé, soit^-' une fonction de x -f- h, cette
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fonction étant développée par rapport aux puissance* de h , supposons tju’on ait ,
J —y + Ah + B h* + C h 3 -j- etc. . . '(25) ,
A , B , C, etc. étant des fonctions inconnues de x, qu’il s’agit de déterminer. Pour cet effet en différenciant par rapport à h , et en divisant par d h , on aura
d T5 = ^+ 2/?A + 3 C + etc - ;
différenciant ensuite par rapport à x et divisant par dx, nous aurons
ir'_ d r . dA üb ,
« dï ~ d7+dT 7l +dï A + elc -
Les premiers inexnbres de ces équations étant égaux en vertu de l'art. 53, les seconds membres seront identiques j égalant donc entr’eux les coefliciens de# mêmes püissan- M ces de h , on trouvera.
A ~ lr n d A r— d n n d c ,
~ ïi’^ZSp^T ÜT’^pT.’ etc -
Substituant la valeur de A , donnée par la première de
ces équations dans la seconde , on aura B~= — -’-^-subs-
tituant cette valeur, dans celle de de C, on aura C > . d 3 r • ■ -,
77773 dP - ' a,nsi de su,le -
Au moyen de ces valeurs de A, de B, de C, etc . , l’équation (25) deviendra
j =j-+±r h + pL *l + £r il , elc
dx * dx* i.a • dx* x.a.3 ‘ elc ‘
ou en mettant pour.y' sa valeur,
/(x-f h.)=j + H ^ ^ + etc. , ce qui est la formule de Taylor. -
Soit/ = ÿ x + h,- on a d«hc y = y/* ~ x7. Donc
ir"_
dr 1
4 y JC*’
dTî*= 7 - T ■
substituant dans la formule de Taylor , on a
fc*
/rf > etc.
5y. Soity' == sin(x -|- h), d’oùil suit quej-=sin x ; on. peut donc former ainsi les coefficiens différentiels successifs '
dy d’r . d 3 r d*y
E* cosx^p:— smi^s- cosx, ^- = anj,
gyr = cos x, etc. ; ^
substituant dans la formule de Taylor , on trouve
sin (x -j-« ) = sin x -f* cos x — — sm x — — cos x yy
+ sm * 714 + cos * ^sT’ etc >
faisant x = o, alors sin x = o , et cos x= i , et ce développement se réduit à
un fc = n H elc -
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Si l’on jjrenait^-' = cos (x -f- h), on trouverait en ope-
l rànt comme dans l’exemple precedent, que
cos h — i i — 7 — etc.
58. Cherchons encore le développement de log {x + A;, • nous avons
. J = log (x +,/i ), donc jr r = log x,
d r = d. log x = — , donc^=i ; - .
on obtiendra ensuite par des différentiations successives ,
<ly
l t iy
- > etc.j
substituant ces valeurs dans la formule de Taylor nous trouvons
log (-x -f \ ) = log x + j etc.
5g. On pourrait facilement, au moyen de cette formule, trouver la différentielle d’un logarithme , si cette formule n’eût pas été trouvée par la différentiation , mais par un procédé algébrique ) en effet, celte fbrmule donne * log (*•»•*). — log* __ I A , etc .
h x xx % ' ' J
passant
limite , on a . -
<t log * i
ou
<1 log X — — x .
Connaissant la différentielle d’un logarithme il serait aisé de trouver celle de et* ; car en faisant y = a* et en prenant les logarithmes dans le système népérien , ou a '
Ly — La* ou Ly = x La , 1
APPLICATION DE LA FORMULE DE TAYLOR
et en différenciant ,
iïa=d xLa;
d’où l’on tire
dj =J dx La=a z dx L a.
60. On peut déduire le théorème de Maclaurin de celui de Taylor , de la manière suivante : on a par le theoreme de Taylor
fr-r-L. 7 a — A- i i Ai , h » , d’.ftji .
/C + } ~ JX +~dT /i + T^7^ + dïr- o+ etc ‘C 26 ) Appelons {fx) ce que devient fx quand on y fait x = o , (df) ce 9 ue devient ^ q«and on y fait x = o , ainsi de suite pour les autres coefficiens différentiels; la formule (26), quand on fera x=o deviendra donc
Dans cette équation , h entre dans Jh comme x entrait dans/x, de sorte que si on change h en x , fh deviendra /x; et comme il ne reste plus de traces de x, ce changement est permis puisqu il importe peu de substituer une lettre ou une autre à h : en faisant donc ce changement on trouve
/*=t/*, + (£>+(^) ij+ etc. (17),
ce qui est le théorème de Maclaurin.
De la différentiation des équations à deux variables.
6i. Soit
une équation entre deux variables. En résolvant cette
équation par rapport à y , on trouvera^ - = çx; imaginons que l’on ait substitué cette valeur dans l’équation (28), celle-ci deviendra F (x,fX)=:o, ou pour plus de simplicité
fx=o . . . (29),
équation identique et dans laquelle tous les termes doivent se détruire , quelque valeur que l’on donne â x. Par exemple , si cette équation ne monte qu’au troisième degré , on pourra la représenter par
Ax? 4- Bx a Cx 4 - D = o ,
et en mettant une valeur quelconque pour x , elle sera toujours satisfaite; donc, en mettant x-f-/i à la place de x , on aura encore
A (x + h) 3 +B ix + h)* + C (x + h) + D=o, c’est-à-dire, que si Ton a fx~ o, quelque soitx, on aura encore f( x -f- /» ) = o ; retranchant de cette équatiop celle-ci fx — o , il restera f(x-\-h )—fx — o ; donc aussi
Or
f ( x -J- A ) —fx -+* Ah + Sh* 4- etc. ,
d’ou l’on tire
^î^i=£ =A + Bh+e U .,
le premier membre de cette équation étant nul , on a donc
A 4 - Bh -)- etc. =0, et passant à la limite -~^= j<=o, et par conséquent d .fx = Aàx = o , ou plutôt , en restituant j-, d. F (x,jr)-=Aàx^=o.
Ceci nous apprend qu’en regardant^ comme une fonc-
DIFFÉRENTIATION DES ÉQUATIONS A DEUX VARIABLES. 35 tion de x , si l’on différencie l'équation F ( x ,j) ~ o ,
on pourra égaler le résultat à zéro ; ce qui servira à dé- . < , .
terminer la valeur du coefficieht différentiel r- , comme
dx 7
nous allons le voir dans l’exemple suivant.
Soit donc
F ( x,j'l== x » + 3 ay = o, ( 3o ) ;
dluérenciant par les procédés ordinaires , et observant que par la démonstration précédente on doit égaler ce résultat à zéro , on a
2 X dx 3 a dy- — ■ a j dy :
de cette équation on tire
62. Si l’on compare le procédé qui nous a fait obtenîf cette valeur avec celui que nous avons employé jusqu’à présent , on verra qu’en opérant d’après cette première méthode, il aurait fallu d’abord mettre l’équation (28) sous la forme j- =fr , et par conséquent , résoudre l’équation par rapport à j- pour en déduire ensuite par la différen-
tiation la valeur de ^ j|. En suivant cette marche nous trouverions d’abord
et ensuite par la différentiation ,
dr
Cette valeur de ‘{^ se présente sous une forme différente
3 G calcul différentiel.
de celle qui nous est offerte par 1 équation (3a); mais eu mettant dans l’équation (3a) la valeur de j' cette équation deviendra
comme nous venons de le trouver. L’équation (3 1 ) est la différentielle première de l’équation (3o).
Pour obtenir l’équation qui donne le coefficient dif-
férentiel du second ordre , c’est-à-dire en divisant
l’équation (3i) par dx et faisant = p , cette .équation
deviendra * »
• ax-(-3 ap — ljp=zo •
regardant.?- et p comftie des fonctions de x, nous aurons en différenciant
adx -f- 3aàp — 9j-dp — 2 pcj?-=o;
divisant par dx et mettant p à la place de ^ , il viendra
2 + 3 û ÎI— V *P*=*o,
d’où nous tirerons
dx 3 a — a y '
Or, puisque p— ^ .
d p . dV
nous ai^pns ~ sss mettant ces
valeurs dans l’équation (33) , et faisant évanouir les dénominateurs , nous obtiendrons
Hy (3a — 2?-)=2d?-* — 2dx’ . . . (34):
telle sera la différentielle seconde de l’équation (3o). Pour avoir la différentielle troisième, on fera
et l’équation (33) deviendra , après avoir fait évanouir le dénominateur ,
3 aq — 2 yq — ip* — 2 ;
on différenciera en regardant^, p, q, comme des fonctions de x , et l’on trouvera la différentielle troisième , ainsi de suite.
t 63. Au lieu d’employer les lettres j 0 , q , r etc. pour effectuer les opérations, on parviendrait au même résultat en différenciant l’équation (3i) et en mettant d y pour la différentielle de jr , dy pour celle de dp , dy pour celle de dy , etc. , et en regardant dx comme constant ; on trouverait de cette manière
2 da:* -+■ 3«dy — 2 dy* — :ydy = o ,
équation qui est la même que l’équation (34).
64 . Donnons maintenant l’expression générale de la différentielle de l’équation f {x,y) = o. Pour cela représentons f(x,y) par u, nous aurons en différenciant
cette fonction par rapporta u, le terme ‘j-^dx, et en la différenciant par rapport à y , nous aurons ce second terme dy, en sorte, que d.f (x ,y)o\idu — ~ d.r -f-
dr
dy. Mais si y est considéré comme une fonction de x
nous aurons en la différenciant dy
Ax ax >
substituant cette valeur , nous trouverons d« = ^dx+^ A /-ix.
d x 1 dy d x
Si J’on se rappelle le théorème dèmoutré ar
ticle ( a4 ) , on verra que u étant considéré comme une fonction de J et J comme une fonction de x , le
produit 42. dx n’est autre chose que la différentielle de u prise par rapport à a: renfermé dans^y.
66. La différentielle totale d’une fonction de x et de y étant donnée par l’équation du dx -j- ^ dj - , on a
nommé les expressions ^ dx , ^ d y les différentielles partielles de u.
De même, si u est une fonction de trois variables , X,J', z, indépendantes, nous aurons, •
du
dM =Ê d *+ % <lr +
du ds '
et les termes |j^dx, ^d?', dz , seront les différentielles partielles de u.
Çyj. Nous avons vu (art. 52 ), qu’une expression telle que , indiquait que la fonction^ avait été différenciée par rapport à la variable x, et divisée ensuite par dx; il suit de là que si l’on a l’equation / —A> et qu’on en tire
dx
on ne peut sans démonstration en conclure que
dx
car dans cette nouvelle équation , la différèntiation n’est plus faite par rapport à Xj mais par rapport à y, et l’on ne sait pas si dans cette nouvelle hypothèse de différentiation , le résultat est le même.
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Pour lever cette difficulté, on a démontré (art. 24 ) que
d r dy d x'
Si dans cette, équation on fait v = x , elle devient
1 ày ’
d’où l’on tire
dy <jr’
ce qui fajt voir que le changement d’bypothèse de différentiation s’accorde avec l’algébje. *
De la méthode des tangentes.
68. On appelle ainsi la méthode qui donne les expressions différentielles des tangentes, sous- tangentes* normales et sous-normales. Soient x ety’ les coordonnées d’un point M, fig. 4 , pris sur une courbe, augmentons l’abscisse AP — x d’une quantité P P = h , menons l’ordonnée P f M' , et par les points Met M' faisons passer une sécante M'S. 11 est certain que plus PP' diminuera , plus PS tendra à se confondre avec la sous-tangente PT, jusqu’à ce qu’enfin PP — h devienne nul j PT sera donc la limite vers laquelle tendra PS.
Cherchons maintenant l’expression analytique de PS, pour en prendre la limite : les triangles semblables M'MQ, MSP donnent la proportion ,
MQ -..MQ: : MP .PS, ou M'Q : h ; ; y : PS ;
donc
PS — hjr — M'Q ■
Pour déterminer M'Q , nous aurons M’Q = M'P' — MP;
or ,
donc
U^i.a + etc ‘
M'P'^j + A / x h + à '^^ D'une, autre part
« MP =j.
Si nous retranchons ces équations l’une de l’autre , il nous viendra . 1 .
MP— MP ou M'Q^Jf h + p^-- + etc.
Substituant cette valeur dans celle de PS, nous trouverons • ' " '
hr
pç : -L , \
et en divisant les deux termes par h ,
PS
A la limite h = o , et PS se change en PT, ce qui nous donne PT ou (art. 67) PT —jr — , ou plutôt
P T —j' = sous-tangcnte ,
en représentant par x et par y les coordonnée* du point M. 1 a . ..
fig. 5 . 69. Si à ce point M, %. 5 , nous menons «me perpen-
Googl
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diculaire MN sur MT, la sous-normale sera P N. Pour la déterminer , nous aurons
PT : PM : : PM : PN
,dx‘
OU
donc
PN=j = sous-normale.
A l’égard de la tangente et de la normale, nous avons
MT==\ZtP^PM> ,
ou tangente — y/ ' y> + /* =/ ^ >
A/iV = x/TN^TpM' ,
ou nomrnfe = y/ +/»=/ y/i £ + »•
70. Pour trouver l’équation de la tangente , soient x et j, les coordonnées du point de tangence Mj l’équa- fig. 5. tion de la droite MT, qui passe par le point M, pourra donc être représentée par
Dans cette équation , A étant la tangente trigonométrique de l’angle MTP , cette tangente trigonométrique
PM
aura pour expression j car on a
PM
PT: PM:: 1 : tang. MTP = /Jy , , Donc tang. MTP
= pm y jL^ -,
PT sous-tang.~
substituant cette valeur de A dans l’équation de la tangente, cette équation devient
4 a CALCUL DITF^RKNTTKL.
y— y — (x — x ) , équation de la tangente.
Celle de lanormale sera don cy—y = — —, (x — x').
Application des Formules précédentes à des exemples.
7 1 . i°. Trouver la sous-tangente de la parabole.
L’équation de la parabole étant/'* = px, on en tirera en la différenciant
ayây=pàx,
et par conséquent
dy _ \P
dx sy‘
Or x' et y étant les coordonnées du point de tangence , il faudra donc , pour avoir le coefficient différentiel qui correspond à ce point , accentuer x et/; ainsi nous aurons
dy' _P_ .
dx' xjr 1 *
substituant cette valeur dans celte de PT , nous obtiendrons
et en mettant px' à la place dey'* , cette équation deviendra ' , . .
PT ou sous-tangente — ix .
a 0 . Trouver la sous-normale de P ellipse.
L’équation b*x* + a*y* — a*b* de l’ellipse rapportée au centre étânt différenciée , donne
ai’xdx -j- ia*ydy = o ,
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asymptotes des courbes.
a’ou 1 on tire
mettant cette valeur dans celle de la sous-normale PN on obtient
PN ou sous-normalè — — • — - x.
3°. Trouver l'expression de la tangente au cercle.
L’équation x 3 -j-y 3 — r 3 , qui est celle du cercle , e'tant différenciée , on trouve , pour le point de tangence
Au moyen de cette valeur , on réduira l’expression de MT k
tangente —y + 1 =j\/ ~~p~ =/ ï*
Des Asymptotes des Courbes.
72 . L’expression AT, fig. 6 , de la distance dn sommet de la FIG. 6 . courbe , au point de tangence , sefdc'duit facilement de 1 équation de la tangente ; car si le sommet A de la courbe est pris pour origine , la droite AT sera la distance de ce sommet , au point où l’ordonnée MP sera nulle.
dy*
L’équation de la tangente M T étant y — -g-, ( x — je'), ü
suffira donc de faire y = o dans cette équatiog, pour que la valeur de x qu'on en déduira soit celle de AT : nous obtiendrons de celte manière ' . •
.... , ,dx'
Telle sera U distance de l’origine , an point où la tangente coupe l’axe des x. Pour connaître la distance de l'origine , au point où
tangente conpe l’aie des y , il faudra calculer AB, Or AB étant l’ordonnée y qui correspond k x,= o dans l’équation de la tangente , nons aurons dans cette hypothèse
AB=y‘
te' X '
Supposons maintenant que x' devenant infini , les valeurs de AT et de AB , fig. 7 , conservent des valeurs finies , on en conclura que la droite TB ne rencontrera la courbe qu i uni distance infinie, donc TB sera une .asymptote h la conrbe.
73 . Prenons pour exemple l’équation^’ = mx -+- nx ' , on tirera de cette équation
djr' m -+- a nx' te'
donc
AT = x'
AB = /
a y h mx’ -t- am 1 *— ay'*
: -+- a nx' ni -t- a/ix' m -
’-t- atir’’ ay'* — mx ’ — a nx 1 '
mettant pour_y' sa valeur , et révisant, on trouve mx' mx'
AT — — — , AB
— , AB =- _
an aj/ n
donc la courbe sera susceptible d’asymptotes, pourvu , cependant, que n ne soit ni négatif , ni nnl ; car si n était négatif, la valeur de AB donnée par la seconde des équations (35) , deviendrait imaginaire; or dans le cas où n est négatif , l’équation appartient à une ellipse. Cette même équation serait celle d’une parabole si n avait pour valeur zéro ; mais dans cette hypothèse , les équations (35) nous montrent que AT et AB deviennent infinis, ce qui prottve que la parabole ne peut pas avoir d’asymptotes.
"cr,t ■
ÉQUATION DU PLAN TANGENT
De î équation du plan tangent à une surface courbe, et de celle de la normale à cette surface . f
74. Soient/ (œ, y‘, z) z= o l’éq nation d’une surface courbe, et Ax 4- By 4- Cz 4- D = o celle d’un plan. Si le point de tangence 8 - M a pour coordonnée x' , y', z', ces coordonnées devront satisfaire 11 l’équation du plan , et l’on aura par conséquent
A x' 4- B y' 4- Cz' 4- D = o.
Eliminant D entre cette équation et la précédente , on trouvera pour l’équation dn plan assnjéti à passer par le point x' , y , z',
Menons par le point de tangence A , y', z' nn plan parallèle an plan des x , 2 ; ce plan conpera la surface suivant une courbe MC, fig. 8 , et le plan tangent suivant une droite ML j celte droite FIG. 8. ML devra être tangente à la conrbe MC, autrement le plan tangent couperait la surface courbe.
L’éqnation de la droite M L pent se déduire de l’éqnation (36) ; car cette droite ML étant l’intersection dn plan tangent par un plan parallèle au plan des x, z , a dans tous set points des’valcurs égales pour y $ et comme le point M est sur cette droite, on a donc y — y 1 ou y— y — o. Ce qui réduit l’équation (36) à A (x x'j 4* C (z— z*) — o.
Cette équation exprimera donc la relation qui existe entre les coordonnées z et x d’un point quelconque pris sur la droite ML , et par conséquent sera l’éqnation de cette droite. On peut l'écrire ainsi :
D’une antre part l’équation de la courbe MC s’obtiendra de même en regardant^ comme constant dans l’équation de la surface conrbe f(z,y,x) — o.
Si 1’ on veut exprimer maintenant la condition que la droite ML soit tangente à la courbe MC, il faut doue (art. 70) que le coefficient
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de'
de (*—*') de l’équation (37) eoil égal à la valear de g-, tirée de de l'équation de la courbé MC.
Or , l’équation de cette courbe étant celle de la surface dans laquelle on ferait^ constant, il suffit de différencier l’équation de cette
surface, et d’en tirerai car, d’après (l’art. 5a ), la notation
suppose qu'on a regardé^ - comme constant dans la différentiation.
Il suit de Ut qu'en accentuant *' et x’ après avoir opéré, on a pour la condition que ML soit tangente i MC
~ V ~ Ê' ou plu,ôt A = ~ c tp- • ■ (38J -
Si l'on mène ensuite par le point M un plan parallèle au plan des z, y , ce plan coupera la surface suivant une courbe MD et le plan tangent suivant une droite MJV.
On démontrerait comme précédemment qne celte droite MN doit être tangente à la courbe d'intersection MD , et que pour tous les points de cette droite MN les abscisses étant égales, on doit avoir x — x' — o , ce qui réduit l’équation (36) k
D’où l’on tirera * *
Celte équation étant celle de la droite M1V , on exprimer» la condition que cette droite est tangente k la conrhe MD , en égalant le coefficient de jr —r y' au coefficient différentiel
— tiré de l’équation de la surface , et l’on aura
et par conséquent
Si l’on su bâti tac dans l’équation (36) les valeurs de A et de B données par les équations (38) et (3g) , on trouvera
ÉQUATION DU PLAN TASSENT
d’où l’on tire pour l'équation du plan tangent , an point*', j', z ,
*-*' jp(r- r 1 ) • • • ( 4 °)-
75. Cherchons, par exemple, l'équation d’un plan tangent à la
•phère. Les coordonnées du centre e'tant a , 6 , c, la sphère aura pour équation - .
(*— ay - 4 - (j—by (z—cY =zr % ;
on trouve en différenciant
(x — a) dx -+- (y — b) dy ■+■ (z — c) dz — o ,
d’où l’on déduit d’après la notation convenue ( art. 5 a)
ds a — * de b — y
dx z — -c ' dy* z — o '
Donc l’éqnation du plan tangent à la sphère au point dont les coordonnées sont x', y', z', sera
* — * = 7=7 (T_;c) + S tr-aO-
76. Si ce plan passait à l’extrémité du diamètre vertical, on aurait
Ces valeurs réduiraient les équations’du plan tangent à* = c + r, ce qni est l'équation d’un plan parallèle au £tan des x , y.
77. Les équations de la unrmalc au point x', y’, z' peuvent se déduire facilement de l’éqnation du plan tangent. En effet , par la géométrie analytique ( voyez ma Théorie des Courbes du second ordre , pag. 378) , on sait que si l’on a les équations
x = az- 1- « 1 ,
y = bz -+- S I" ^ 0 •
la première étant celle d’un plan , et les deux autres celles d’nne ligne droite , les conditions nécessaires pour que cette droite soit perpendiculaire au plan sont, qu’on ait
A = aC , B — bC.
Si l’on compare l’équation (4o) du plan tangent à l’équation (4t) , on tronvera , en égalant entr’enxlcscoclBcicns de x , dc_y et de z , a dz» dz'
A ~ dxY ,B ~~dy ,,C — X '
dooc
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cU' , dx’
a =-æ b = -ty'’
substituant ces valeurs dans les équations (4a) , on obtient dx' dx'
Le point *',y, *' devant satisfaire à ces équations puisqu’elles appartiennent à un point de la droite, on a encore
* dx-
>»r =— âp* -+-«>
éliminant « et C entre ces qaatre dernières équations , on trouvera pour les équations de la normale , au point x * »
dz' . i Q 2 f.
dx'
Des Fonctions qui , pour une valeur de la variable , deviennent ° o .
;8. Lorsqu’une fraction telle que devient 2 en y substituant
une valenr dex que je représenterai par a , c'est nn indice qne les deux termes de cette fraction ont x-^a , ou , en général, (x a)™ pour facteur commun ; si l’on pouvait faire évanouir ce facteur commun , on aurait la vraie valeur de la fraction.
Supposons donc que x — a soit m fois facteur dans Fx , et n fois facteur dans (sauf, si le cas l’exige, à supposer que m et n soient égaux h l’unité ou à zéro ) nous pourrons écrire
Fx=p[x.—dr, fx=Ç(x— a)".
Par la différentiation , noos trouverons
• d .Fx dx
mP (x — a)™ -
Remarquons que cette valeur
de
A.Fx
dx
je compose de deux te-i-
DE LA TRACTION
mes, dont l'un contient une paissance de x—a, moindre d’une unité' que celle qui entre dans la fonction. Par la même raison, en
d.Fx
prenant le coefficient différentiel de — , on trouvera un terme
affecte de un' antre de ( x — *, et un troisième
de ( x — a ) m a j ce dernier terme sera m ( m — i ) JP (x -*• a)' n ~**. En continuant ainsi , on verra que chaque nouvelle différentiation reproduit des lermS affectés des mêmes puissances de (x — a ) , que celles qui étaient renfermées dans la fonction différenciée , pins un terme dans lequel la puissance de x — a est diminuée d’une unitéainsi , en prenant les coefKciens différentiels successifs , le terme qui contient la moins haute puissance de x — a sera
& la première différentiation. . . mP (x — a ) ,
à la seconde- . ... i, ....-* m ( wt — i ) P ( x — a )«— » , à la troisième . m (m — i)(m— a) P(x - —
à la /i e . . -, . m (m — i) \ . P (x — *)»*—»,
De sorte que le coefficient différentiel de l’ordre r de Fx , sera de cette forme , ' •* ' -,
d r Fx ♦
— == X (ar— a) m X ( x — a ) X* ( x — a) m ~*
rh X n ( x — a y* -3 ...?... -4-m(m — i) (m — 5). ; . P (x — — r . Ce que nous disons de Fx pouvant s'appliquer à , nous trouverons pour la différentielle de l’ordre r de la fraction proposée, un résultat dé celte forme , N x '
d r .Fx . -*• ,< *
da: # ~_X{x — a ) m -+- X'(x — a) m *ï.
* rK.^jr —
a -rn\m — *)-*-{* — //^N
'g. Cela pose , considérons trois cas ,
Si m ■=, n , et que le nombre r de différentiations effectuées soit égal à m , les binômes (x — n)" - r et (x.— a)"—’ se réduisent chacun à — a)°, c’est-h-dire, h l'unité; h l’égard des outres binômes
(x— <i) m , (x— a)™— 1 , cw.,'(x— a) n *(x — a)*— ' , etc., ils sont nuis dans l'hypothèse de x = a : ainsi, tous les termes, hl>rs
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le dernier, du rtunuTftlcur et le dernier du dcnnruiuatcu» , sc>a- Jouissent, cl l’cquaiion (43) se réduit h <V U . Fx
Dans Je seeond cas qui est celui où l'on a m>n , si le nombre r de différentiations effectuées est égal in, le iflhome (a- — a." se réduit Wuuiléparcc tfheson exposant n—r est nul. Les exposons n — i , n— a, etc., m—l, m — a, etc., des antres binômes, étant plu* grands que n — r surpassent l'unité; par cortséqnent , ces binômes se réduisent chacun h zéro lorsqu'on fait r _ a . t0 „ s {es termes s’évanouissent donc, dans cette liypotlieae, b ors celui où entre (x — a'/—' , eU’cquation (43) s? réduit à
&"Xx
"tl.r"~ d".y.»
' n (n — IJ... Q (x — a)"
dx"
Enfin , dans le cas où l'on a m<n , le nombre r de différentiations exécutées étimt pris égal à ni, tous les termes s’évanouissent , bots le terme m( m — 3) • * - l* (x-— a t ° , et il reste
th”' _ d"‘.^x"
8o. De ce qui . précède , il résulté cette règle: lorsqu on veut
I Fx O
déterminer It vraie valeur dune fraction qui devient -
une valeur donnée h la variable , on différenciera , séparément , les dpux termes de cette fraction , et ensuite on examinera li les i
résultats - et se réduisent aussi à zéro par la valeur hyjiodx dx , ■'
thétique de la variable ; si cela est , on prendra les coefficicns diffe-
rentiels des expressions --j — et , et r on verra si dans la meme
hypothèse de la variable , tfcs coejficiens différentiels se réduisent èhiicun à zéro ; en continuant ainsi cette vérification , si l’on trouve
jby Googl
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après un certain nombre de différentiations que les deux termes de la
fraction ne s'évanouissent pas par la valeur donnée a la variable ,
J Fx
cette dernière fraction sera la vraie valeur de — : mais si te
ox 7
numérateur seulement devient o par la valeur de x , l'expression
Fx _
— sera nulle ; enfin , si ce n’est que le dénominateur qui s'éva-
, . ' Fx
nOttil pur la valeur de x , C expression — sera infinie.
fil. Prenons pour exemple la fraction >
Fx x 3 — & 3
cette fraction devenant - , lorsque x = l , si noos voulons en
avoir la vraie valeur , nous différencierons scs deux termes et nous
obtiendrons — j et comme les deux termes d^cette fraction ne deviennent pas nnls dans l'hypothèse de x = b , la vraie valeur de lu fraction propose'c lorsque x = b , est donc
Nous prendrons encore pour exemple la fraction
ar 1 ,-» 3r -f- 2 * lï^Gx' + Sx—Vu'
cette fraction se réduisant à , lorsque x = i , nous différent eicronsses deux termes pour eu obtenir la valeur, et nous trouverons ... 3 x« — 3 • v
4x 3 — :ax-+-8’
les deux termes de cette fraction étant encore nuis dans llf^pothèsc de x = 1 , nous différencierons encore et nous obtiendrons
lq dénominateur seul se réduit h zéro lorsque Ton fait x =: t ; donc la fonction proposée , dans l'hypothèse de x — i , est infinie.
S 3 . Si l’ou appliquait la ibéme règle à la fraction (X e — l*
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gni devient - dans l’hypothèse de i= o, on trouverait en diffé-
rendant les deux termes de cette fraction ,
a* log a — h x log b
expression dont le numérateur ne détient pas nnl lorsque x=:o, et qui , par conséquent , donne log a — log b pour la valeur que prend la fonction proposée, lorsque x = o.
Il est bien évident que le facteur commun aux deux termes de la fraction proposée est a: — o , c’cst-à-dirc x j mais comment reconnaître ce facteur dans a x — b* ? Pour y parvenir, noos remarquerons <}ue , d’après l’art: (37),
a* = I -f* A - b h etc. ,
ixÊL » x B* x % '
+ B— -f- 4- etc. j »
donc en prenant la différence
et l’oh voit qne x est facteur commun de a x ~—b x .
84* U ne faut pas, cependant , croire que la règle que nous venons de donner suffise pour tous les cas : la démonstration précédente est fondée sur ce que les exposans m et n sont des nombres entiers ÿ mats s’ils étaient fractionnaires, on ne pourrait obtenir par des différentiations successives un terme ou x — «se trouvât élevé h la puissance o$ par conséquent , on ne pourrait, par le procédé que nouj avons employé, dégager la fructiou du facteur commun.
Soit donc, pour plas de généralité , l'expression
. -P (x **— tj) * + ()(x — «)^ -4- B(x a)^ - f- etc.*’
P'(x—a)*' -b Q'ix — af -+- Â\x — a'f + etc.
dans laquelle x,t , y , etc. , sont de. fractions croissantes ainsi qne *■', t' i y't ctc - Cette expression se réduisant à 2 lorsque x — a , nous pourrons , au lieu de changer x en a , changer x eu a -+- h ,
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en nous réservante faire /irrro, après avoir réduit; alors l'hypothèse sera la même que si nous eussions fait immédiatement x == a, et nous aurons
Fx _ Ph a 4- Qh C -r- Rh y 4- etc.»
P'h* -+• Q'h’’ -t- K'h 7 ,4- etc. ,
En considérant « et a’, qni sont les [vins petits exposant dans chacune- de ces suites , il peut arriver trois cas ,
Dans le premier cas , en divisant par h a les deux termes de la fraction (44) , on a i *
Fx _ Ph*—*' çh i ~ a '+ nh y — al
<fX ~~
P'+ ()'/i C " 4- R'h' 4- etc.
ptjr hypothèse, « surpassée', par conséquent le nombre a — -a' sera positif; h plus forte raison i — «', etc., y — - a le sont aussi, puisque «, C , y, etc. , vont en augmentant; C — etc”,
seront aussi des quantités positives , par la raison que les expressions «', C 1 , y’ , etc. , allant eu croissant, «'est moindre que {' , que y' , etc. Cela posé , si l’on fait h = o , tous les termes du second membre de l’équation (45) s’évanouissent , hors P 1 ; donc celte équation se réduit alors &
♦ Fx o i
Dans le second cas où « ==«', le terme Pli se réduit
k Ph° = P , donc d’après* l’inspection de l'équation (4 5) , on voit
r* * Fx \ . P
que, lorsque x = a, se redoit à yp.
Enfin , dans le troisième cas où l’on a « <«', en divisant par /t", on écrira aindflkuation (-J }) :
Fx __ P + Hh y ~ a ■+. ctc ,
? X P'h*'—* -+- Ç'/i e ’-* 4- ctc. ’
et Ion voit que l’bypothèsc de h — o réduit celte équation A Fx P
iz -/mr
(h — a)î hi
(3a’ ■+■ 3 ah -+- h?) t /»>
Prenons pour exemple la fraction
(r* , — 3ax -t- aa’)T
(ad — a’)â j
qui, lorsque ar = a, se réduit à 2. Si dans ccuc fraction ou met a -f- /i à U place de x , elle devient (h* — ah)~î
„ (3a J ft •+• 3afc a &) »
(fc — a)i In «’
^ (3a’ ■+■ 3 uh •+■ h *) »
faisant /* = o , on obtient
Ce procède peut s’appliquer à tous les cas.
86. Si une valeur de a rendait infinis les deux termes de la frao t i on ÎjL , on diviserait ces deux termes par Fx X »* , et 1 on aurasi
(h — a)r fcs
(3a* 3ah -b h*)%
Fr fT
»*“ jl"
Fx
8,. Enfin , si l’on avait «n produit W dans lequel n.ypotldsc de a: = o tendit l’un des facteurs nnl et l’autre infini , soit M, le facteur qui devient nul par la valeur de * , qui rend N infini i ou écrirait ainsi ce produit :
mn =
~iï
1YI v»
Et comme alors -'r serait o , l’expression — se réduirait à
*T*MW*5*r- 'T
DES MAXIMA ET MfXIMA. -
Des maxima et minima , dans les fondions d’une seule variable.
88. On peut, dans la série dé Taylor, donner une va. leur à l’accroissement h, telle que l’un dès termes de la série devienne’plus grand que la sbrntnede tous ceux qui le suivent. En effet, cette série étant représentée par
^•+l A +E'T+^S+ etc ’
si l’on veut que j- h, par exemple , devienne plus grand
que la somme de tous les autres termes , écrivons ainsi la partie de la séria comprise depuis ce terme :
( dr ■ d’ri , <1V h' , \ _
i&+ d? Z + fcï ïT 3. + elc> ) L • ■ • (46).
Dr, quand on fait h = 0 , la partie ( £t- q + etc.
s’anéantissant , on conçoit qu’elle peut être rendue aussi petite qu’on Voudra , lorsqu’on prendra h très-près de
xéro ; et être alors surpassée par ^ , qui est indépendant de /1. Soit donc -Z , ceque devient! dans ce cas j— -, -f- etc. La série (46) se réduit à -j- Z ^ h ; et comme alors on a > Z , ou h Z , en multipliant par h , il t
en résulte que le terme ~ h est plus grand que la somme
de tous les suivans. On démontrerait la même chose pour tout autre terme à l’égard de ceux qui le suivent.
Soit j- = jx , une équatioii entre deux variables
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On peut toujours considérer cette «quation comme celle d’une courbe dont les différentes valeurs de la fonction jr seraient les ordonnées ; on dit que cette fonction jr est à son maximum, lorsqu 'après avoir diminué successivement, eljc est sur le point de recommencer à croître.
rie. g. Soit, par exemple , la courbe 3 IDN, fifj. g, qui a pour éqi:atioujF= b -f - c.r*; on voit que les Ordonnées mp, ni'ji', etc. vont en diminuant jusqu’au point D ; mais que depuis ce point, les ordonnées qn , q'n , etc. vont toujours en croissant : ainsi l’ordonnée AD est le minimum de la
r tf,
, fonction j-.
go. On dit de même qu’une fonction^ - eSt parvenue à son maximum , lorsqu après s’être accrue successivement , elle est arrivée au point passé lequel elle commence à décroître.
Fro. 10. La courbe CDE, fig. lo,donj|P’équationest7'=i — c.r a ,
nous présente un exemple de ce cas , an point D , puisque les ordonnées qui suivent et précèdent immédiatement AD , sont plus petites que AD : cette Ordonnée AD est ’ donc un maximum.
gi . Il 3" a des courbes qui n’ont qu'un maximum , d’autres qu’un minimum; quelques-unes ont 1 un et 1 autre; d’autres n’en sont pas susceptibles.
fig. g. On voit , par exemple , que la courbe 3 / 5 JV,fig. 9, dont l'équation eStjr = b -f- car* , ne peut avoir un maximum, puisque, d’après la nature de son équation , les ordonnées yont toujours eu croissant.
FIG. h. Le cercle CDD , lig. 11 , dont J’équa lion esta* = O — p )* -f ( x — « )•* , a un piRximùm et un minimum , qui correspondent à !a
DES MAXIM* ET MISIMA
même abscisse AP-. le maximum est PP, et le minimum est DP.
C)'z. Lorsqu’une fonction y d’une variable r, a un maximum ou un minimum, ce maximum ou ce minimum serait déterminé , si l’on connaissait l’abscisse qui y correspond : par exemple, si dans une courbe dont l'équation est y=yx, on connaissait la valeur a de l’abscisse .r, qui correspond au maximum ou au minimum, il suffirait de faire X = a, dans l’équationj^ = <p.r , pour déterminer la valeur de y , qui est le maximum ou le minimum demandé-
g3. Soit donc y —fx, une ordonnée PM, fig. I2 ,fig. qui est parvenue à son maximum ; si l’abscisse AP reçoit un accroissement h représenté par PP , et qu’on porte aussi h de P en P" , on aura pour les conditions, que PM soit un maximum , >
P M < PM, P"M“ < PM
ou f(f + h)<fx, /(.r — &)</*.
Si au contraire PM, fig. 1 3, est un minimum, en repré- FIG sentant la valeur de x, qui correspond au minimum par AP, et en prenant PP‘ = P p" — h , nous aurons pour les conditions du minimum ,
P M’f> PM, " P M" > PM.
ou * f{x+ h)>fx, f(x — h)f>fx.
Ainsi, lorsque/ - ( x -}- h) et f(x — A) , seront en même temps plus petits qu efx , il y aura un maximum, et si ces deux fonctions sont en même temps plus grandes que fx , il y aura un minimum j^enfin , si l’une de ces fdnelions est plus grande et l’autre moindre que fx, il n’y aura ni maximum ni minimum. i
q 4- Cherchons donc dans quel cas ces conditions peu-
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•vent être remplies : pour cet effet, nous avons par le théorème de Taylor ,
D’une autre part, si dans cette formule on change h en — h , on trouve ,
f{x—hy=j — A £h + — ~ +etc. (48).
Pour que_y= fx soit un maximum ou un minimum, il faut donc que ces deux développemens soient tous deux plus grands ou tous deux moindresque y ; or, cela ne peut > . " dv •
être qu’à moins que ^ ne soit nul. En effet, t>si l’on donne une valeur très-petite ah, on pourra toujours faire en sorte que h surpasse la somme algébrique de tous les termes qui le suivent - } dans ce cas , le signe qui affectera h , sera le même que celui de — h , joint aux termes qui le suivent : ainsi , dans cette hypothèse , si ^ h est positif dans l’un des développemens (47) et (48), ce développement sera plus grand quejr, et sera moindre
que j , si jjh h est négatif. Le signe qui affecte ^ h «tant
contraire dans ces développemens , il faut que si i h
est positif dans l’un , il soit négatif dans l’autre ; d’où il suit que l’une des quantités f ( x + h ) et f ( x — h), sert plus grande que fx , et. que l’autre sera moindre que fx.
Si j - h n’est pas nul , il ne pourra donc y avoir de maxi-
Oigitized by Cîbogle
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muin ni de minimum ; mais si == o , alors les dëveloppemens (47) et (48) se réduisent à
f(x + h) = j + + g £ + etc. ,
/(^)=/+Èt -£^+ etc -
Dans ce cas, le signe des termes qui suivent^ dépendra de — - , si l’on prend h assez petit pour que ce terme surpasse la somme de tous ceux qui le suivent ; et comme gn— a le meme signe dans les deux développemens , il en
résultera que si g — est positif , les deux fonctioris de
) et de (x — h) seront plus grandes que fx ; dans ce cas ,
Jx sera un minimum. De me me, si g— est negalit , on
voit que fx sëra un maximum.
g 5 . Pour compléter cette théorie , nous remarquerons
que outre ^ — o , on peut avoir encore ~-r= ojdans ce cas , il ne peut y avoir maximum ou minimum , que lorsque = o. Alors le signe des quantités qui suivent dV
y dépendra de , quand on prendra h très-petit ) et d*y » , ,
l’on prouvera que si est positif ,fx est un minimum, .d*y f
et que si est négatif, fx est un maximum; ainsi de suite.
-En général, lorsque le premier coefficient qui ne s’évanouit pas, est d’ordre pair , il y a un minimum s’il est positif, et un maximum s’il est négatif.
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gf>. Pour premier exemple prehons la fonction a <— bx -|-x a ; nous aurons donc
jsa-ix + i*;
différenciant et divisant par dx , nous obtiendrons
dr i . d’y
Cette valeur positive de nous apprend que la fonction a un minimum. Pour déterminer l’abscisse qui correspond à ce minimum , nous égalerons à zéro la valeur de
jj~ , ce qui nous donnera x = ^ ; si l’on substitue cette va-
leur de x dans celle de on trouvera^- = a T pour le
minimum cherché.
97. Soit encore la fonction «4 -f- 'b 3 x — c*x* $ différenciant l’équation y = a* -f- b 3 x — c*x* , et divisant par dx , nous trouverons ,
Par la valeur négative de jjp- , on voit qu’il y a un maximum dans la fonction; l’équation b 3 — ac*x = o nous donne x — ~— t pour l’abscisse qui correspond à ce
maximum , et en substituant celte valeur de x dans celle de j-, on trouvera
^ = a4 + 4lTgS. Soit encore l’équation
nous trouverons , en opérant comme ci-dessus ,
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égalant à zéro la valeur "de ~ , nous avons
9 a a x* — M = o , d'où x = zti j ces deux valeurs de a: étant mises successivement dans celle de pi » nous apprennent qu’il y a dans la fonction un minimum et un maximum. Le minimum corres-
fc’ i
pond à l’abscisse x — -f- ^ , et le maximum à l’abscisse b>
x — — ç-J en mettant ces valeurs dans celle d ey, nous
trouverons y = c 5 — , pour le minimum , et
î i ai 1 ,
y ■= c 3 — — , pour le maximum.
Application de la théorie des maxima et mi ni ma d la solution des divers problèmes.
phohlème i.
99. Partager un nombre en deux partie» , telles que le produit de l’une par l’autre soit le plus grand possible.
Soit a ce nombre, et x l’une des parties ; l’autre sera a — x. Donc x ( a x ) est la quantité , dont on veut chercher le maximum : différenciant et divisant v par dx , l’équation y — x {a — x) = ax — x*, nous trouverons
dr # d 3 y
dx ’ dx’
La valeur de nous montre que la fonction renferme
effectivement un maximum. Si ce coefficient se fût trouvé
d’un signe contraire , le problème aurait été impossible.
CALCUL DIFFERENTIEL.
FIG. i4.
vurtMi-:' liCiU.
En égalant à zéro la valeur de ^ , nous trouverons x
rt
= i a , ce qui nous annonce qu’il faut que le nombre a soit partagé en deux parties égales , pour que le produit soit un maximum.
< problème il
ioo. Entre tous les cylindres inscrits dans un cône droit , déterminer celui qui a le plus grand volume.
Soit a, fig. x 4 > la hauteur SC du cône , b le rayon de sa base, et x, la distance SD du sommet, au centre du cercle supérieur du cylindre.
Les triangles semblables SAC, S ED, nous donneront SC : AC :: SD i ED ,
ou
a : b : : x : ED ,
donc
ED
Soit i : n le rapport du diamètre à la circonférence ; on sait que le cercle , dont le rayon est r a pour surface
bx •*” 1
nr *. Donc le cercle EG F, qui a — pour rayon, a pour»
surface x a ; multipliant celte surface par la hauteur
DC du cylindre , c’est-à-dire , par a — x , nous auroni a:* ( a — x ) pour le volume du cylindre j ains^ 1 cquation à différencier est # ,
jr = —r(fl.r* — x 3 )}
on déduit de cette équation
Ï7 = IF (2 3fr a ) et^±=-~ (an — 6x ) ;
APPLICATIONS DE LA THEORIE DES MAXIMA ET MIMMA. 63 égalant à zéro la valeur de ^,ona
— - ( 2 ax — Sx* ) = o , ou plutôt 2 ax — Sx* == o , équation qui est le produit des facteurs x et 2a — 3x, et donne par conséquent x=o,ou x = la valeur x=o, ne peut correspondre à un maximum , puisque dans cçtte hypothèse -j— se réduit à , nombre positif. Cette va- <X*Y
leur de jr^r > indique un minimum ; et en effet, quand
, x — o » le .cylindre se réduit à la^e du cône , ( car plus le cylindre est haut plus il est mince).
La valeur x = -j , est donc la seule qui paisse répondre à la question ; et dans cette hypothèse , se réduit
. ÜTTi’ , ' X
a — j nombre négatif. Il résulte de ce qui précède ,
que le plus grand cylindre circonscrit au cône , a pour hauteur les ~ de celle du cône.
PROBLÈME III
.01. Partager une droite AB ( f.g. . 5 ) , en deux parties FIG. ,5.; AC et CB , de manière que le produit AC 3 x CB , soit un maximum . '
Représentons par a cette droite AB, et par a- la partie CB àe cette droite, l’équation du problème sera donc J'=^(.a—x),
il ou 1 on tire ,
'îroïf- 3 ^
■ 4**, 6ax— I2x;
en égalant à zéro la valeur de Ar
E i on trouve x=o, ou
^ oa .
* “ T‘ t et t e seconde valeur est la seule qui puisse ré-
soudre le problème , puisqu’elle réduit celle de à — 21. , résultât négatif. .
102 . Observons que , lorsque dans la valeur du coefficient différentiel — il y a un facteur constant positif , •
on peut le supprimer. En effet , si nous avons dr
di
dr a -r- = A <fx,
on en tire
(LF “
Cette seconde équation ne servant qu’à nous faire connaître le signe de la valeur de , ce signe ne dépend
que de celui qui affectera parce que A est un fac-
teur constant positif : donc A peut être supprimé dans cette équation. Il peut letre aussi dans l’équation
-£ = Aya rj car puisque nous devons égaler à zéro le
second membre de cette équation , "pour déterminer x , ] 'équation A f x — o nous donnera y x — o j.d’où if suit qu’on a le droit d’omettre la constante.
PROBLÈME I V
io3. On veut faire entrer dans un vase cylindrique une certaine quantité d’eau dont le volume est connu ; on demande quelles dimensions il faut donner à ce vase pour que sa surface interne soit aussi petite qu’il est possible.
Soit V le volume d’eau donné , et x le rayon de la base du cylindre ; nx* sera l’aire de la base du cylindre .Et puisque la hauteur de ce cylindre, multipliée pàr sa base, est «‘gale en son volume , on aura
hauteur du cylindre + tt x* — V *
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hauteur du cylindres — - :
en multipliant cette hauteur par la circonférence de la hase qui est 2 ir x , on aura
r -xv
■xx 2 x
pour la surface convexe du cylindre. Si , à cette surface * ofl ajoute 7 r x* , qui est celle de la base du cylindre , l’éqbation à différencier sera
et l’on en déduira (
dy n y , dv 4 y 1
• ux x 2 1 1 ux x 3 1
La valeur de ^ étant égalée à zéro donne
On voit que cette valeur répond à un minimum , puis-
quelle rend positive celle de j— - : le rayon de la base du
cylindre cherché sera donc V^' Si on met cette valeur
dans l’expression de la hauteur , 011 trouvera pour la hauteur du cylindre ,
ce •
Ce problème est applicable à l’artillerie j car , une charge de poudre étant donnée , on peut se proposer de trouver quelles dimensions devrait avoir un mortier à chambre cylindrique pour que la poudre exerçât le plus petit effort contre les parois de la chambre.
On voit que cette question se réduit à trouver quelle est la plus petite surface qu’on puisse donner à la chambre du mortier^ et il suit de ce qui précède que le diamètre de la chambre doit être égal à sa hauteur. •
PROBLEME V
104. Entre tous les cônes inscrits dans une sphère, déterminer celui qui a une plus grande surface convexe.
Supposons que le demi-cercle AMD , fig. <6, fasse une révolution autour de l’axe AB , la corde AfI engendrera un cône , dont AP sera la hauteur, et PM le rayon de la base.
La surface convexe de ce cône aura pour expressif], circonférence PM x | AM— 27 r PM . i AM—n PM. AM. Il ne s’agit donc que de déterminer PM et AM.
Pour cet effet, soient AB — ia, AP = x-, MP éta^jt moyenne proportionnelle entre AP et PB , on a
x : PM : : PM : 2 a — x ,
PM— V / 'lax — x 2 }
AM étant moyenne proportionnelle entre AP et AB, on a * x : AM : : AM : %a ,
donc
AM = \/ iax ;
substituant ces valeurs dans l’expression de la surface du
Applications de la théorie des maxima et minima. 67 cône , on obtiendra , t *. . ^
surface convexe du cône = n\/ 2ax — x * \/ 2 ax = n y/ 4 a^x 2 — 20a' 3 ‘1
l’équation à différencier est donc (art. 102)
J" — 4^“^“ — 2æc 3 ,
d’où l’on déduit '•
dy 4°’* — f/ ^
dx — aa* 3 " ’ " ’
En égalant à zéro cette valeur de nous obtiendrons
l\a*x — 3ax* = o, •• -,
ou plutôt ax (4 a — 3x) = o ,
équation satisfaite en faisant x = o , ou en faisant
La première de ces. valeurs* ne peut appartenir qu’à un minimum. Il n’y a donc que la valeur x — qui puisse répondre à la question; c’est ce qui va nous être confirmé par le signe de
10 5 . Avant que de déterminer la valeur de ce coefficient différentiel , je vais expliquer un procédé qui abrégera les calculs dans de certains cas.
J’observerai préliminairement que, lorsqu’une fonction ^de x est nulle par une valeur qu’on donne à x , ' il ne s ensuit pas qu’en général son coefficient différentiel
6oit aussi nul : par exemple , si; l’on a la fonction x*
5 x + 6 , qui devient nulle, lorsque x=2, ou lorsque
== 3 , le coefficient différentiel de cette fonction , qui est 2x 5 , ne devient pas nul dans ces hypothèses.
On peut quelquefois abréger beaucoup les opé
rations qu’on emploie pour reconnaître si une fonction est susceptible d’un maximum ou d’un minimum. En effet , supposons que l’on veuille déterminer le coefficient différentiel de l’équation^ — XX , dans, laquelle X et X' sont des fonctions de x , dont la première seule devient nulle par une valeur donnée à x -, en différenciant celte équation, arj 14 , et en divisant par dx nous obtiendrons
<lr *dA-'
dx Ar 1 dx X , par hypothèse, étant nul, en vertu de la valeur
donnée à x, cette équation se réduit à <I>- _ X’âX dx
dx
ce qui nous indique que , pour obtenir ^ , il faut multiplier le coefficient différentiel du facteur nul par l’autre facteur *. •
107. Par exemple , si l’on veut obtenir le coefficient différentiel de y — ^ ans l’hypothèse de a. - =* a ; en
écrivant ainsi celte équation ,
. *=ïhx (x-a),
on trouvera que
dr L_ d ( x — a ) ]_
dx y/ x ^ dx \/ a
. Cl-'l
* Cette règle n est pas sans exception , car pent être aussi nul : par exemple, lorsque liquation A = o a des racines égales , on sait
dX . . f âX\,
qu on a — — = o j flans ce cas , on observera q — - — étant le coeffiuir , ni» fhr
cient différentiel du second ordre de l'équation qui donne le maximum ou le minimum, comme ce coefficient est nul , il faut , art. f)5 f recourir au coefficient différentiel du troisième ordre,
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108. Reprenons maintenant l’équation (49), «le laquelle on veut tirer la valeur de^^j-, dans l'hypothèse de x= j- : en décomposant le numérateur en ses facteurs , nous
aurons
ax ( 4« — 3r )
\/ 4a’x J — a ax 3 ’
le second membre peut s’écrire ainsi :
i/rr-;-— X (4 a ~ 3*)î
y 4a a — aar s
dans l’hypothèse actucll», le facteur tyi — 3 x étant nul , nous aurons donc , art. 106 ,
«iy flJ - . 3 æt
dx a -aa? ^ ^ ^ Ça'x’— lax*
et par conséquent, en divisant les deux termes de la fraction par x ,
dV d-r» '
\/ 4"’ — aa r ’
mettant dans cette expression la valeur de x , qui est ^ , on obtiendra
dy 3a
cLc 1
Cette valeur étant négative, celle de x correspond à un minimum.
PROBLÈME VI
109. Un pointC ,fig. 1 7 , étant donné dans V angle YAX , F1G - «tmener par ce point une droite DE , qui rencontre les axes AX , AY , fe/fc manière que la longueur DE, de cette droite , soit un minimum.
Soient AIy=sa, IC=.b, IE = x ) les triangles rectan-
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gles ICE , A DE , nous donnent
IE : IC : : AE : AD
ou _
x : b t : a -}- x : AD
donc
AD = - (a +x)j
par conséquent
AD> = ï-(a + x)K
D’une autre part ,
AE “ = ( a -f- x Y ; substituant ces valeurs dans la formule DE = \/Aü' -+- AE r ,
nous trouverons
nE=y/^(a+x)' +(fl+x)‘=y / g- + 1) («+*)'-,
et, en réduisant au même dénominateur le premier facteur qui est sous le radical ,
C£= v /*^£ ( «+x)-=liiV / 1
b’ 1 + =jr-
En regardant celte expression comme le produit du facteur — , par le facteur Vè a -f- x* , nous différencierons par l’art. 1 4 , et nous trouverons
. a-+-x, , , .a-t-ar
yb* + x * + V b * + ** i ~ir ;
effectuant les différentiations , nous aurons
(a A- x) xd.r
& X ÿb' + x
aâx
U- 4 , / - . MU
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réduisant au même dénominateur, ^ multipliant les deux termes de la première fraction par x, et les deux termes
• de la seconde par \ , nous obtiendrons
( a •+■ x ) x’dx t b* ■+• r* *,
réunissant et réduisant les termes du numérateur , et divisant par dx , il nous viendra enfin
dy — ab*
dx iyi>+x- 7
égalant le numérateur à zéro , nous trouverons
X = y/aô*.
Pour prouver que cette valeur répond à un minimum dans cettg hypothèse , nous mettrons seulement , art. 1 06 , à la place du numérateur qui est le facteur nul , son coefficient différentiel , et nous aurons ainsi
valeur essentiellement positive. On ne fait pas la substitution de la valeur de x , car on voit qu’un carré x* est toujours positif.
problème vil.
no. Trouver le plus grand triangle ■ rectangle quort puisse construire sur une droite donnée.
Soient a cette droite , AB , fig. 18 , x l’un des côtés du fjq, i 8. triangle, l’autre sera \/ «»— *» ÿ donc lasurfacedu triangle a pour expression
ainsi l’équation du p^blême sera , art. 102 ,
j~x y/n 1 — z’ ou plutôt y — ÿ a >x' —x* t
d’où l’on déduira
• dy o’r— * ît 3
dx y à 1 !* ~ x 4 ’
Cette valeur , étant égalée à zéro , donne
a 2 je — 2.x 3 = o , ou x ( a 2 — 2 x 4 ) = O ,
équation de laquelle on tire
x — 0, ou zx 2 = a 2 .
x ne pouvant être nul, il n’y a que cette seconde équation qui puisse convenir : elle nous apprend que les deux côtés AC , D C sont égaux.
En différenciant le facteur a 2 — xx 2 , on trouve, art. 106, •
d \y * x d (à* — ax’) 4 1 ’
(Lr 1 yVi 1 —x* ^ dx ' s/a'x' —x* ’
Ce résultat étant négatif, l’hypothèse de a 2 — xx 2 = o détermine, pour x , une valeur qui correspond à un
maximum.
De la signification géométrique des coefficient différentiels.
ni. On a vu , art. 70 , que — représentait la tangente trigonoinélrique de l’angle que fait , avec l’axe des abscisses, une tangente menée au point dont les coordonnées sont x et y, comme c’est le fondement de ce qui va suivre, on peut démontrer à priori cette pro-
SIGNIFICATION DES COEFFICIENS DIFFÉRENTIELS. ?3 •position de la manière suivante ; soient, fig. 4 , PM— y, FIG. 4. PP' — h ; en menant la parallèle MQ à l’axe des abscisses, on a donc
MP'=f{x + h),
M 'Q =/(* + h ) — /*=£ A + % rz + etc -*
or
MQ : M'Q,.: Is tang S =
et en mettant pour les expressions M'Q, MQ, leurs valeurs , on aura
tang. 5 =
& h 4 . ïr _ÎL 4. etc
dx + dx> 1 . a + etC ’
dy , d’y h
U dar _r dx’ i.à"^ elC ‘
Passant à la limite , h est nul , et tangente S se change en tangente T. *
Donc , alors ,
tang r = £. ;
Cela posé, si PM devient un maximum , la tangente MT , fig. 1 C ) , étant alors parallèle à l’axe des abscisses , FIG. 19. elle fait un angle nul avec cet axe, et comme on a vu <]ue la tangente trigonométrique de l’angle formé par la tangente avec l’axe des x était représentée par
jj , on a donc , dans ce cas , *jb = o.
On démontrerait de même que, si PM était un minimum , la tangente trigonométrique devenant aussi mille dans ce cas , on devrait avoir — = o
dx
Ainsi , cette expression jj n’expriqje autre chose que
la condition du parallélisme de la tangente en M à l’axe des abscisses.
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1 12. Examinons, maintenant, dans quelle circonstance est positif ou négatif.
Pour cet effet , considérons d’abord le cas où la FIG. ao courbe , fig. 20 , tourne sa convexité vers l’axe des ,, abscisses.
Soient AP, x; PM, y, PP — P' P" — h\ et par les points M et M ' , menons la sécante MM' S , et les droites MN , M IV', parallèles à l’axe des abscisses, nous aurons *
MO — MP— MP —f(x + h) —fx ,
c’est-à-dire ,
Or , la similitude des triangles MM’ O , MSN , nous donne
MO : MN : : M O : SN , ou
h : 2h : s M O : SN }
donc,
SN = zM'O ;
et , en substituant pour M ' O sa valeur , on a
D’une autre part ,
M"P'=f(x + ih)) si on en retranche
NP" = PM
on aura
31" N =/(* + ai) -J- = £ ^ + SrS + etc ’ }
SrCNTFÏCATÏOV DES OOEFFIf.lEJfS DIFFERENTIELS. 7» ôtant de cette valeur de M" N, celle de SN, il restera , fig. 20, n °' *°»
M"S r=:-g b » + etc. . . . (5o).
Dans le cas où la courbe , fig. ' 21 , tourne sa concavité fig. ai. vers l’axe des abscisses, pour avoir M" S , il faudra, au contraire , retrancher de la valeur de SN celle de M" N , ce qui donnera
M"S=—~ h* + etc (5i).
En comparant ces deux valeurs (5o) et (5i) de M'S , on voit que , dans l’une , est précédé du signe -j- , et dans l’autrç du signe — .
Cela posé , on peut faire en sorte que le signe du premier ternie du développement de M" S décide de celui de tout ce développement , et comme le carré h * , qui est essentiellement positif, ne peut influer sur le signe
de -j— h 1 , le coeflicient diflférentiel décidera seul
du signe de la $Qmme ffe tous les termes de la valeur de M" S. * ®
En ne considérant donc les équation# (5o) et (5 1 ) , que relativement aux signes qui affectent chaque membre, on pourra supprimer h 1 , et les termes qui suivent
, et ces équations deviendront
d’où nous tirerons
g= + ars. .
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Si l’on regardey comme une quantité positive , AI" S, FIG. ao. fig. 20 , tombant du même côté que y , sera positif : l’équation ( 52 ) nous apprend donc que, lorsque la courbe tourne , lîg. 20, sa convexité vers l’axe des abscisses , dv . •
-gjj est positif. . »
Si l’on considère ensuite l’équation ( 53 ) et la fig. 21 qui s’y rapporte, on verra que — M" S représente une droite qui est d’un signe contraire à celui de y , et que , » dV ,
FIG. n. par conséquent , jp-est négatif dans le cas de la fig. 21 ,
c’est-à-dire lorsque la courbe tourne sa concavité vers l’axe des abscisses.
En général , est du même signe que y lorsque la
courbe tourne sa convexité vers l’axe des abscisses, et
prend un signe contraire lorsque la epurbe tourne sa
concavité vers le même axe.
La courbe tournant sa convexité ou sa concavité vers
l’axe des abscisses , suivant que l’ordonnée est parvenue
à son minimum , ou à son maximum , on voit pourquoi
est positif dans le premier cas , et négatif dans le
second.
1 13 . On ditcncore qu’il peuty avoir un maximum ou un minimum lorsque ^ = co . Pour expliquer ce que
cette condition signifie , soit y = fx l’équation d’une FIG. aa. courbe AIN, fig. 22; il est certain que si l’on donne à x une valeur AP , cette équation déterminera l’ordonnée P AI.
Si l’on résout ensuite l’équation, par rapport à y, et qu’on en tire x — ^’ 5 lorsqu’on fera y — AP' (yalenr
signification des coefficients différentiels. 77 précédente dey ) , l’équation donnera x — PjJrI Dans ce dernier cas , y sera considéré comme l’abscisse , et x comme l’ordonnée, et l’on construira la même courbe, pourvu qu’on porte les abscisses y sur l’axe AY , et que l’autre axe *t regardé comme celui des ordonnées.
Dans cette hypothèse, on peut donc chercher le maximum ou le 'iuinimum de la fonction x dey. *Pour cet
effet, de l’équation proposée , on tirera ^ = M , et l’on
supposera lf=o; cela posé , l’équation ^ = M, 1101É
donnant on voit que lorsque M = o ,
dy*
^ = c© : ainsi, la condition necessaire pour qu’il y ait
un maximum ou un minimum dans le sens des abscisses,
est qu on puisse avoir = 00 .
1 14. Par exemple, si l’on prenait l'équation
y*z=px — b ,
on en tirerait |j~ = Cette valeur égalée à zéro donnerait^ - = 00 ; donc la courbe ne peut avoir un maximum dans le sens des ordonnées qu’à une distance infinie de l’origine. Examinons , maintenant , si elle a une limite dans le sens des abscisses ( par limite on dénomme , en général , le maximum et le minimum);
pour cela , il faut supposer infinie la valeur de jj^ , ce
qui nous donne ^ = 00 , condition remplie lorsqu’on faity = o; dans cette hypothèse, la valeur de se
réduit à ■— , résultat positif. On voit donc que la valeur de y =0 correspond à un minimum de x. Nous déterminerons ce minimum en faisant y = o dans i’éqnalion proposée, ce qui la réduir^^i.r — b—o, d'où
nous tirerons x =— pour le minimum cherché : ce mi- TlO.aS. niinum est représenté par AM dans la fig. 23.
1 1 5. En terminant cette matière , nous remarquerons
que l’équation ^ = oo , nous indique que la tangente
4 JT , fig. ?.3 , est celle d’un angle droit , et , par conséquent, est perpendiculaire à l’axe des x.-
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u6. Soient y — ç.r , et y = Fx , les équations de FIG. a4. deux courbes qui se rencontrent , fig. 24 , au point M dont les coordonnées sont AP = x ’ , PM —y , on aura donc , pour ce point ,
yx — Fx ;
supposons que x' devienne ensuite x' -f- h , les équations précédentes donneront
MP'== ? <x'+/0 = ? x'+ -’ÿ h + -^+elc..(54),
M"P’=F(x'+h)=Fx'+ï£ l 'h + +etc..(55)
Si tous les termes correspondans de ces développemens sont identiquement les mêmes, les courbes se confondront; si l’on a , seulement, Fx — ®x’, les courbes , comme nous l’avons vq,, n’auront de commun que le point l/ 1 ;
ri 1 - / àm.r' ,
si , outre rx = <px , on a = --^y , ces courbes se rapprocheront davantage; et encore plus, si, outre ces
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équations, on a encore d ^ ~ = d ( - , et ainsi de suite;
car, il est évident que la différence de 31" P' a MP', sera d’autant moindre qu’il y aura un plus grand nombre de termes égaux dans leurs développemens.
Cela posé , soient a , b , c, etc. , les constantes de l’équation jr = Fx-, on peut, sans changer, la nature de la courbe , donner des valeurs arbitraires à ces constantes : par exemple, si l’on a l’équation y* = rax ~j- nx*, qui est celle d’une ellipse, quelque valeur que l’on donne aux constantes m et n , cette équation ne cesse pas d’appartenir à une ellipse , puisque l’équation conserve toujours la même forme , ( bien entendu que l’on ne fait varier m et n que de grandeur et non de signes , et, qu’ou ne les suppose pas nuis). D’après cette observation, on peut regarder comme arbitraires, les constantes a, b, c , etc. , qui entrent dans les équations
dx 1 ’
dx‘‘
dx ' 1 ’
et en prenant autant de ces équations qu’il y a de constantes , on déterminera ces constantes par la condition que ces équations soient satisfaites.
Par exemple, si l'équation y =zFx ne contient que trois constantes a , b , <*, on posera
n , , dFx' _ <w d’/v _ d’ t y
tX — fX , — dx , , jy, — jy, •
On tirera, de ces équations, les valeurs de a , de b et de c en fonction de x , dej-' , de d — , , etc. ; on les substituera dans l’équation y m Fx. Alors elle jouira de cette' propriété que, lorsqu’on y. mettra x -f- ha la place' de x , l’équation (55) qu’on obtiendra , à l’aide de la formule
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de Taylor, aura les trois premiers termes de son second membre respectivement égaux aux trois premiers du second membre de l’équation (54).
Ce que nous disons d’une équation qui ne renferme que trois constantes , peut s’appliquer à une qui en contiendrait utj plus grand nombre.
117 . Prenons, pour exemple, le cas où l’équation y — Fx représente celle d’une ligne droite; cette équation^ = Fx sera donc remplacée par celle-ci
y — ax + b . . . (56).
Les équations de condition nécessaires pour l’élimination des constantes a et b , seront
<p x txz ax -j- b , ou plutôt y = ax -(- b.
d'fr' a d/
dj.' ~ a ’ dx'~ a >
en éliminant a , on obtiendra
Substituant la valeur de b donnée par cette équation , et celle de a dans l’équation (56) de la ligne droite, celleci deviendra
dy> . ,
dy'
équation qu’on peut mettre sous la forme y—y'=^,(x — x). . .(58).
On reconnaît, dans cette équation, celle d’une tangente MT,, fig. 5 , au point M , dont les coordonnées sont x et y. Nous verrons bientôt pourquoi cette droite MT est tangente en M.
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u 8. Reprenons la théorie précédente, et pour éviter les. périphrases , convenons de dénommer les courbes par leurs équations. Nous avons vu, art. i i6,quesi les courbes y — yx et j- = Fx avaient seulement un point commun , en représentant par x ety , les coordonnées de ce point , on aurait l’équation de condition Fx' = yx' ; mais qu’en déterminant deux constantes de l’équation
y ±= Fx , par les conditions Fx = yx' et ~~ — ,
les courbes commenceraient à se rapprocher.
Représentons par y = fx ce que devienty = Fx , après qu’on y a substitué les valeurs de ces deux constantes , la courbe = fx sera une osculatrice du premier ordre à la courbe y = yx j si toujours , en vertu des valeurs arbitraires qu’on peut donner aux constantes, on élimine trois des constantes de l’équation y — Fx , au moyen des équations suivantes ,
_ , , AFx‘ tl ‘Fx’ d’yc
Fx — • yx , , jÿT —
ss
et qu’on représente par $x ce que devient Fx après cette substitution , cette courbe y = ÿx sera une osculatrice , du deuxième ordre , à la courbcy = yx dont elle approchera encore plus; et ainsi de suite jusqu’à ce qu’on ait autant d’équations de condition que fie constantes.
■ 1 g. Nous allons démontrer que , de deux osculatrices qu’on a obtenues ainsi , en faisant varier les constantes d’une même équation , celle de ces osculatrices qui est d’un ordre inférieur, ne peut passer entre l’autre et la courbe à laquelle on a mené ces osculatrices. ' ,
Par exemple soit MB , fig. 24, la courbe y = yx
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et MC son osculatrice,/ = 4 X du second o r dre j il s’agit de démontrer *que l’osculatrice / =/x do premier ordre ne put psser entre les ‘courbes MB et MC.
Pour cet effet, en mettant x ■+- h à la place de x dans ces équations, nous trouverons
, d*x'. d’fj' A* d’jx' h*
P’M'oap (x' = »*.-+- -jp apr — + dx' 7 a . 3
dJ.x' . d’4x' A* .dUx' h’ *
P'M"on 4 (x'+ fc) = 4x'-t- -gr h ■+■ dT^T^da"' ri*'*- , , , , f , , àfx' A »/x*A» ‘ d £'M. + etc
f(x + h ) =fx + dÿ +. 5 PÜ "7 + dx" a . 3 +
la courbe j- = tyx étant une osculatrice du second ordre k j- -=(fX, il faut qu’on ait
. T x — t x > — dx' ’ dx'» 'dx* ’
D’une autre part ,y—fx étant une osculatrice du premier ordre b y = <px , on a encore
- ? X > dx 7 — dx' >
f n vertu de ces équations , on a donc <px' = 4r —fx.
et seulement
dx 3
dF '
dx ' >
faisons pur simplifier
d»fj/ d^4^ .
dx 57- dx” 1
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les trois développemens précédens pourront s’e'crire ainsi : «ou, (■ x+h)=K+ Fh* + 'ÿ^+ etc.,
P’M" ou * ( *' ■ + h ) = K + Vh*- + + etc. ,
^‘^L+etc.-
dx' 3 a .3^ '
et en observant que tous les termes, à partir de celui qui est affecté de h 3 , ont h. 3 pour facteur commun , nous pourrons supposer
et , en faisant des réductions analogues dans les autres équations, on aura
? (x + h) — K + Fh* + Mh 3 , '
-J- 7i) = K -f- Fil* -f- Nh 3 ,
J[x + h) = K + Ph 3 .
Les courbes y — fx et y — ■'fx étant des osculatrices, l’une du premier ordre, et l’autre du second ordre,
/'"diffère nécessairement de — "On ne peut donc faire que deux hypothèses sur F, savoir :
V <^ ou r >-àr\.
S\F est moindre que , soit Z l’excès de sur F, on aura
cPfj . 1
d*fx' . »
si au contraire V surpasse - , la quantité Z sera négative.
En substituant cette valeur de -/*— , dans celle de
J[x -f- h), et en observant que /i* est facteur commun , nos trois développemens deviendront
?(*' + h) = K + (P + Mh)h' ,
■ty(x -f- h) = K -f- {V -f- Nh)h* ,
J[x' + 70 = K + {V + Z + Ph)hK
Or , en faisant h très-petit, il est possible que la quantité Z indépendante de h soit plus grande que les expressions Mh et JSh qui tendent vers zéro. Alors , si Z est positif , f[x -f- h) surpasse <f(x -f- h) et y y x -J- h) j dans ce cas, on a donc f{x -f- h ; ou P'M'" , fig. 24, plus grand que P' M' et que P M" , ce qui montre que la courbe,/ = fx , représentée par MM , ne peut passer entre les deux autres.
Si, au contraire , Z est négatif, on » f ( x -f- h ) ou P M' r , moindre que P M' et que P M". La courbe MM r , étant alors celle qui s’approche le plus de l’axe des x , ne peut être comprise entre les deux autres.
120. On peut maintenant expliquer pourquoi la droite, fig. 5 , qui, art. 117 , est uneosculatrice du premier ordre, est tangente à la courbe ; car il résulte de notre théorie, qu’entre cette droite et la courbe, on ne peut faire passer aucune autre droite , ce qui est la propriété de la tangente. . “ •
On dit que «la tangente a un contact du premier ordre avec la courbe. En général , une osculatricad’un ordre n a un contact du même ordre avec la courbe à laquelle elle .... /f-
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est osculatrice : ainsi , lorsqu’on a entre deux courbes les équations ,
, r , <V' AFx' dy A'Fx'
<ix _ i'x , dr . — dx , . du'‘ »
ces courbes ont entr’elles un contact du second ordre; ce contact sera du troisième ordre, si outre ces équations on a encore celle-ci
dy'_ VF*'
. dx‘> ~ dx" »
et ainsi de suite.
I 2 t. L’équation du cercle qui est
renfermant trois constantes, nous pouvons déterminer le cercle qui a un contact du second ordre, avec une courbé MN, fi g. 2.5, dont on a l’équation. Pour cet effet, soient fig. ü5. x et y , les coordonnées du cercle au point M ; la valeur de y sera donné! par l’équation
et dfVra remplacer Fx dans les équations du contact qui sont
AFx' dv_’ __ d’/V _ dx' » tü" — "dx'» >
si nous adoptons en même temps a: et j pour les coordonnées de la courbe/ =:^x , au point de contact , les équations précédentes deviendront
r dv ___ dv' d’y*
^ ^ * 3x dx* * ilx 2
il faudra donc mettre pour les quantités^' , ^ ,
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leurs valeurs tirées de l’équation (60) et de ses différentielles successives , qui sont
Or, substituer dansles équations(6i)îes valeurs dej - ', jp ,
^*,7 , données par les équatJIbis (60), (62) et ( 63 ), n’est autre
chose qu’éliminer ccs quantités entre les équations (60), (61), (6>) et ( 63 ), ce qui revient à effacer les accens dans les équations (60), (62) et ( 63 ), en observant d’ailleurs que quand
J' =/, on a x = X)
supprimant donc les accens on trouvera
Cr — P) ^ +(*—«) = o (65),
De celte dernière équation on tire
j — 8 = fj - (67);
dr*
Mettant cette valeufdans IVquation ( 65 ) , on obtient
«t 1 / ci.r
* i- «im;.'
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Si dans l’équation (64) on substitue ces valeurs de x — « et de j' — p , on aura
dy'
ou , en ajoutant les numérateurs qui ont un facteur commun ,
/d*ry Vd X')
cette équation se réduit à
( dyy I 1 >
et , en tirant la racine carrée ,
dy
dr*
12*. Le double signe est relatif à la position de y : si la courbe tourne sa concavité vers l’axe de x , alors ÏL
7 di*
sera négatif, et poyr (juniors y se détermine positivement , nous prendrons y avec le signe négatif, et nous écrirons ?
dr*
cLi*
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caria courbe tournant sa concavité vers l’axe des abscisses, -j- tient -la place d’une quantité négative, qui, lorsqu’elle sera substituée dans la valeur de 7 , la rendra # . « positive.
19.3- On a donné au cercle que nous venons de considérer , le nom de cercle oscillateur , et à son rayon , celui de rayon de courbure ) il ne s’agira donc, pour obtenir le rayon de courbure, que d’avoir l’équation de la courbe , pour en déduire les coefïiciens différentiels qu’on substituera dans la formule 69.
124- Si la courbe devait tourner sa convexité vers l’axe des x , nous ferions précéder la valeur de 7 du signe positif.
Par exemple, pour avoir le rayon de courbure de la “6- parabole, NAM , fig. 26 dont l’équation est x* = nry , nous trouverons
donc
, , dy ar d’y a
2xdx = nu \y , y- == — , ~r~z = — ,
J ' dx m di* 111 ’
et en élevant les deux facteurs à la puissance ],ona
or , la normale à la parabole ayant pour expression
-jr J", on voit que le rajon de courbure de la
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parabole est égal au cube de la normale , diyisê par le carré du demi-paramètre.
125. Le cercle oscillateur peut servira mesurer la courbure de la courbe en un point M, fig. a5 ; car si fig. »5. en ce point M on décrit avec le rayon de courbure un
arc ML. , très-petit , cet arc pourra être considéré comme l’arc même de la courbe, dont il s’écarte très-peu j or , plus l’arc ML a de courbure , plus son rayon est petit ; d’où il résulte que le rayon de. courbure est en raison inverse de la courbure de la courbe. •
Par exemple , en considérant l’équation (70), qui donne le rayon de courbure de la parabole , on voit qu’au
sommet de la courbe tfù x— o , y — ~ mais que lors-
quex s’accroîtsuccessîvement, y augmente, ce qui annonce que la courbure de la parabole va en diminuant lorsqu’on s’écarte du sommet.
exprimant la tangente trigonomctrique de
• l’angle que , 1 a tangente en M, lig. 27, fait avec l’axe des .r, FIG. »j. l’équation de la normale assujétie à passer par un point dont les coordonnées sont a et p , sera
. nx, " " .
Cette équation étant la meme que l’équation ( 65 ) dans , laquelle a et jS sont les coordonnées clu centre du cercle ©sculaleur, on voit que le rayon de ce cercle est une normale à la courbe.
1 97. Si maintenant par tous les points de la courbe MM M"M‘" . fig. 28 , on mène des rayons de courbure MO ,
M O’, 31 'O ', etc. , les centres 0 , 0 ', O", détermineront
une courbe à laquelle on a donné le nom de développée.
128. Celte courbe qui est le’ lieu de tous les centre*, ne. >9. est ainsi appelée , parce que si AZ , fig. 29 , est la développée d’une courbe quelconque BC , et.que sur AZ on applique un fil qui, se terminant tangentiellément, soit fisc au point J? de la courbe BCj lorsqu’on développera c.e fil en le tenant constamment tendu , l’extrémité C de ce fil décrira dans ce mouvement la courbe BC.
, Cette courbe BC, considérée relativement à la dévelop- * pce AZ , est appelée la développante.
129. Pour démontrer cette propriété, soit M , fig. 28, un point donné sur une courbe , et MO le rayon de courbure qui aboutit à ce point ; décrivons un petit arc MM' , et supposons qu’en M', le rayon de courbure s’accroisse de OO et devienne M'O'j si avec le rayon M O', on décritun second arc M’M",e t qu’au poiut M" le rayon de courbure s’accroisse encore de OO" , ainsi de suite; il est évident que, si un fil enveloppe le polygone OO’ Cf Cf" , etc., et se confondant avec MO, se termine en M , lorsqu’on fera • mouvoir l’extrémité M du fil , en le tenant constamment tendu , cette extrémité M décrira successivement la figure curviligne MM' M M " , entliêrne temps que le fil qui enveloppe le polygone, se déroulera.
Si les arcs deviennent de plus en plus petits , lâ figure curviligne et le polygone auront respectivement pour limites la développante et la développée; d’où il suit que . la développée, en se rectifiant successivement, engendrera la développante.
Fig. 3 o. 1 3o. Lorsque le rayon de courbure MO , fig. 3o , est
devenu M'U' , le rayon de courbure s’étant accrtfde toute. •
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la longueur Je l’arc OC/ , qui s’est rectifié, il en résulte que
M'O ' — MO = arc OC/.
i3i. Si l’on passe J’uu point à un autre de la courbe , non-seulement x ely varient , mais encore a , (3 et y varient en même temps , car a p et 7 , sont lés coordonnées et le rayon du centre du cercle oscillateur , qui diffèrent pour chaque point de la courbé : ainsi en différenciant l’équation (65) par rapport à toutes les lettres et en divisant par dx , nous obtiendron|
Ir-P)
<\*y . d’y dr 3 "* tLi 3
dy dC , dee
ilr dr ' 1 cLr ° 7
retraucliant l’équation (66) de celle-ci', il reste
d'ou Ton tire
dy dC da
“ dî dï — E ~ p 1
dy (Lr da
di ~ d£ dï X dC i
or , art. 67 ,
djr
da:
de - dC , dx
* On ne peut pas différencier autrement l’equation (y — C )" -f- (jc — «) a = y 9 , et scs dérives 5 cependant il semble que nous ayons agi autrement , lorsque de l’équation (60) nous avons’déduit les équations (6a) et ( 63 ). Je répondrai que, comme nous avions deux constantes arbitraires dans l’équation (60), nonslcs avons déterminées par la condition que les fonctions représentées par les premiers membres*des équations (6a) et ( 63 ), fussent milles; mais, sans cela, nous n'aurions pas eu le droit de conclure de ce que l’équation (60) a lieu, que les équations ( 6 a)et( 63 ) doivent aussi avoir lieu.
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donc
dr _ d« dx
dx dx dC ’
et par conséquent , art. 24 ,
. dr" d«
dx üï '
si l’on substitue cette vale’ur de ^ dans l’équation ( 65 ), on
obtiendra
y — ? ~nz ( x — *)
FIG. 3i.
1 32 . Nous avons vu, art. 1 26, que l’equation y — (3 =
dx
( x — a) , était celle du rayon dé courbure qui passait par le point dont les coordonnées sont x et y. En rempla-
çant
dpP ar «ü»
ce sera toujours l’équation du même
rayon j mais l’équation (71' étant aussi celle d’une tangente menée au point de la développée, dont les coordonnées sont a et p ¥ , le rayon de courbure est donc tangente à la développée.
1 33 . Comme dans la démonstration suivante nous emploierons la différentielle d’un arc de courbe , nous allons déterminer cette différcntiejlc.
Supposons qu’une abscisse AP ~x, fig. 3 i , s’accroisse
* Oliservons qu'en general « cl C étant les coordonnées d'un point quelconque de la développée , l'équation de la développée sera
£==/«; donc j représente , art. 70 , l’angle que la tangente au
point a , C, fait avec l'axe des abscisses.-
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iéPP'= h ; si nous menons la parallèle MO à l’axedes x, nous aurons évidemment
corde MM' = S/MO’ + MO* — s/h’ -f MO * ,
or,
MO =/(* + ») - A* J* + J ££ + etc
substituant cette valeur dans l’expression de MM' , et en représentant par A , par B,. etc. , les coefliciens de h 3 , de A4 , etc. , on aura
MM' = yA a -f h 1 + Ah 3 -f Ml + etc. * ou irar = V / ^(,+g) + ^3 + /î , i 4 + etc. J
donc
MM’ _
h V 1 + d? + Ah -f- Bh* -f- etc.
Dans le cas de la limite, la corde se confond avec l’arc que je représenterai par s -, de sorte que nous aurons
Am • /
Ax— y
1 + dT> »
d’où nous tirons , eu multipliant par d.r , ds '= \/ dx* -f- dy % .
i34- Pour la développée, dont les coordonnées sont «et p , nous aurons donc également
ds = )/ da 1 -f- dp”.
i 3 $. Différencions maintenant l’équation (64) par rap-
port à toutes les lettres , nous trouverons
tr— P) (4r — <¥) f (*— *) (dx— d«)= 7 d 7; .
l’équation (65, nous donne
(j — P ) ‘ÎT + ( * — a ) dx = o ;
retranchant ce résultat de l’équation précédente , il nous reste
% — {j — P) dp — (x — a) doc = 7 d 7 . . . . (72).
Si dans cette équatidn(72.)etdans l’équation (64) , nous substituons la valeur dey — fi , donnée par l’équation (71) , nous trouverons ces deux équations
<ie* ,
a) — (x — a ) da = 7 d 7 ,
mettant ( x — a ; en facteur commun , et tirant la racine carrée de la seconde , ces équations deviennent
( rie* -4- ri* 1 )
= 7<ty »
>ie*
divisant la première de ces équations par la seconde , on obtient
d 7 — 4/d -f- da* :
Or , nous avons vu , art. 1 34 > qu’en appelant s un arc de la développée , on avait
ds= v/dp* +da“;
en comparant cette équation à la précédente, nous en déduirons
d 7 = — . ds , ou d ( 7 -j- s ) = o , •
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et comme toute fonction dont la différentielle est nulle , est constante , nous avons donc y -f- s = constante j donc si le rayon de courbure s’augmente , il faut que s diminue d’autant, ce qui s’accorde avecce que nous avons vu.
On énonce cette proposition en disant que le rayon de courbure varie par les mêmes différences que la développée.
i 36 . Soient, fïg. 3 o , MO — y y OB = s; MO' =y y OB—s' y nous avons donc pour le r^yon de courbure MO
ou
y -(-.s r= constante y
MO + arc OB = constante. . . . (73).
Pareillement , le rayon de courbure M' O' donne lieu à l’équation
ou
y -J- s' = constante ,
M O’ -f- arc O B — constante. . . . (74);
les seconds membres des équations (73) et (74), représentant une mêmq constante , nous tirerons de ces équa- 1 tions
MO 4. arc O B— MO + arc OB, et par conséquent ,
MO — MO — arc OB — • arc O'B — arc OO ,
ce qui nous apprend que la différence de deux rayons de courbure est égale à l’arc qu’ils comprennent entre eux , résultat conforme à celui auquel nous étions déjà parvenus par la synthèse, art. i3i. *
Voici de-quelîe manière on peut trouver l’équa
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tion de la développée: t°. on tirera de l’équation de la
courbe les valeurs dey , et des coefliciens différentiels
— , y—, etc. .suivant l’ordre du contact: 2°. on substituera
dx dx* . '
ces valeurs dans les équations (65) et (66), ce qui donnera deux nouvelles équations , qui ne seront plus que des fonctions de x; 3 °. éliminant x entre ces équations , on parviendra à une équation entre a. et p. Cette équation sera celle de la développée.
i 38 . Déterminons par ce procédé la développée de la parabole , dont l’équation est x* = my * , en différenciant on trouve
2Xtlr = mdy , et par conséquent
dy ar d’>- a
(17 ni ’ (U 4 ni >
substituant dans les équations ( 65 ) et (66), ces valeurs dey, de — et de ces équations deviennent
retranchant l’équation (75) de l’équation (76), multipliée par x , on obtiendra
'•‘Dans ma Théorie des courbes, du second ordre , ainsi que dans les antres traites de géométrie analytique , i équation de la parabole est y 3 = px : je n’ai mis relie équation sous une autre forme que ponr faciliter la différentiation. Lorsqu on voudra cmpldyer les formules usitées dans ces traites , il faudra changer réciproquement les coordo unées.
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D'une autre part , l’équation (76; multipliée par m‘, et réduite , nous donne
fax* — 2 m fi -{- m* = 0)
d’où l’on tire
En éliminant x entre les équations (77) et (78), on- aura
l’équation de la développée.
Mais avant défaire celle opération, remarquons que pour l’origine où x = 0, les équations (77; et ijïi) se réduisent à
« = 6 , p = — -, en prenant donc AB = , fig 3 a , fig.5*.
on a le point B de la développée j on voit ensuite par l’équation (78), qu’en donnant des valent s positives ou négatives à x , p augmente à mesure que ces valeurs s’accroissent’, d’où il résulte que la développée se compose de deux branches BL et BD.
Pour éliminer x entre les équations (77) et (78;, la première , élevée au carré , donne
d’une autre part, on tire de l’équation 78,
en élevant au cube les deux membres de cette équation, on trouve
égalant ces deux valeurs dex®, et divisant par m® , on obtient
FIG. 35, FIG
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appelions p' la quantité p — y , et multiplions par 27 , cette équation devient
en faisant 22 ms=ji. L’origine est alors transportée en B,
puisque p' = 8 —
13g. Une osculatrice peut être située de deux manières différentes , h l’égard de la courbe avec laquelle elle est eu contact ; i°. elle peut avoir ses'deux branches , toutes deux au-dessus de la courbe , comme dans la ffg. 33 , ou toutes deux au-dessous comme dans la fig. 34 ; alors l’osculatrice ne fera que toucher la courbe; a 0 .- l’osculatrice peut avoir une branche au-dessus de la courbe, et l’autre, au-dessous, comme dans la fig. 35, dans ce cas , l’osculatrice coupera la coüÆè au point M'. '•i.'"' - •
140 . On va démontrer , fig 36, que le cercle oscillateur cou’pe la courbe.
Soient pour une même abscisse x -f- h ,
Y l’ordonnée de la courbe ,
Y' l’ordonnée de l’osculatrtce.
* Il e«t facile de prouver que les branches BC , S T) se tournent leurs convexités ; car en différenciant l’équation C ' 1 ex ria’ ,
■^jj, valeur négative pour
• positif , comme polir a. négatif : ce qui prouve que chaque brancha tourne sa concavité vers l'axe des x.
On trouve -p— = -
-m c rssioKjr' •’
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On a donc , <• •
Y — <f ( x' - h) — ç.r' -j- Ah -{- Ch 3 4 - etc. ,
r = F(x + h) — Fx + Ah -f B’h* 4- Ch 3 + etc.
Or , puisque le cercle est une osculalrice du second ordre , les trois premiers termes de ces développemens seront les mêmes j donc la différence des ordonnées qui correspondent à x 4 * h , sera
(Ç— C)h* + etc (79).
Supposons maintenant que l’abscisse devienne x — h, il faudra changer h en — h, dans la différence des ordonnées, qui deviendra ,
: — (C— C)h s + etc (80).
Or, comme le premier terme des suites (79) et (80) peut surpasser la somme de tous les autres termes , en prenant . h assez petit , il en résulte que la différence des ordonnées changera de signe , lorsque l’abscisse, an lieu d’être x 4" Æ , seraa: — A; ainsi, en prenant, fig. 36 , PP" = PP'— h, si la différence des ordonnées correspondantes k x h , est une quantité positive . c’est-à-dire , si l’ordonnée P'M' de la courbe surpasse P’N ' , l’ordonnée P N de l’osculatrice surpassera l’ordonnée P 'M 'de la courbe: d’où l’on conclura que l’osculalrice est d’un côté au-dessus de la courbe et de l’autre au-dessous , et par conséquent la coupe.
Ce que nous disons du.cercle qui est une osculalrice du deuxième ordre , peut s’appliquer à toute osculalrice d’ordre pair.
14 1. Si l’osculatrice était d’un ordre impair , elle toucherait seulement la courbe , au lieu de la couper. Cela est évident d’aprèsJkdémonstration précédente.
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Des courbes transcendantes.
142. On appelle ainsi les courbes qui contiennent de* quantités transcendantes ou des coefEciens différentiels , et en général , les courbes dont les équations ne peuvent, être exprimées par un nombre fini de termes algébriques. Nous ferons connaître quelques-unes des plus remarquables de ces courbes.
• De la spirale et Archimède ou de Conon.
1 43 . Voici la génération de cette courbe : tandis que le .37. rayon AB , fig. 37 , décrit une révolution , un point A
se transporte du centre A à l’extrémité B de ce rayon , et se meut d’un mouvement uniforme , de telle manière que le point mobile qui était en A au commencement de la rotation de AB , se trouve en B lorsque AB a décrit une révolution entière autour du centre A. Le point mobile décrit dans ce mouvement la spirale d’Archimède.
Soient AB-=z a , arc BN — t , AM=z u : on a donc , d’après la définition précédente ,
AM : AN : : arc NB : B CD B,
d’où l’on tire
Cette courbe , comme on le voit , n’a pas ses coordonnées rectangulaires. Lorsque AB a décrit une révolution eutière , l’arc NB équivaut à la c jtaférence; donc alors
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t z= i-a , ce qui change l’équation précédente en
Si le point A continue à sc mouvoir toujours uniformément, le raÿon AB décrira une seconde révolution autour du centre A ; et si l’on prend Blï = B A , le point mobile arrivera en B', au bout de cette seconde révolution : alors t sera égal à l^a , ce qui donnera u = ia j ainsi de suite.
De la logarithmique.
t 44* La logarithmique est une courbe dans laquelle l’abscisse est le logarithme de l’ordonnée j l’équation de cette courbe est donc
d’où l’on tire
x — logjr ,
et par conséquent
J = a x , %= a* log a.
1 45 . Pour discuter cette équation , faisons x = o , nous trouverons^ = 1 5 si l’on donne ensuite des valeurs croissantes et positives à Sc ,j‘ ira toujours en croissant j mais si l’on donne à x une valeur négative — 11, on trouvera y = ar ~ “ = ~-j et l’on voit que l’ordonnée diminuera d’autant plus qu’on s’écartera de l’origine , dans le sens des abscisses négatives , et qu’enfin la courbe 11e pourrait atteindre le prolongement de l’axe des x , qu’à
l’infini, cas ou l’équatîon y = deviendrait y = -L.
= o : d’où l’on peut conclure que le prolongement de l’axe des x est une asymptote à la courbe.
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146- Si, h partir 1 fie l’origine , on prend des abscisse* fig. 38. égalés , fig. 38 , AP =u , AP" = — u , on trouver*
PM = a“, P M' = ~ , donc PM X P'J/ = 1 .
147. La propriété la plus remarquable de cette courbe , est que la sous-tangente a une valeur constante. En effet , l’équation de la logarithmique, étant différenciée , noua
donne ^ = a * log a , d’où nous tirons ’= , ou
O f I e premier membre de cette équation
exprime la sous-tangente de la courbe, art. 68, donc cette sous-tangente est constante.
De la Cÿcloide .
148. La cyçloïde est une courbe qui est décrite par le FIG. 89. mouvement d’un point M , fig. 3 g , situé sur la circonférence d’un cercle qui roule sur une droite RC. Il est certain que dans ce mouvèment de R en C, tous les pointsde l’arc RM viendront successivement s’appliquer sur la droite RA , jusqu’à ce que M , à son tour, s’y applique en A j par conséquent , l’arc RM se ra égal à la droite RA.
1 /jg. Tous les points par lesquels passe le point M, dans ce mouvement , étant par hypothèse sur la cycloïde , le point A sera aussi sur cette courbe. Prenons-le pour^originedes abscisses, et abaissons la perpendiculaire ME sut le diamètre BR, 'et faisons AP = x,PM=j r ,BR—za t arc MR— z , ME — u, nous aurons
1 * ap = ar — PR } ■' *;
ou x = aye MR — ME , -
■ou x = a«— u (81).
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Nous chercherons d’abord à éliminer l’arc z de la ina* nière suivante : nous différencierons l’équation- précédente , ce qui nous donnera
dx = dz — dn (82).
Pour avoir la valeur de dz en fonction de u , nous observerons qu’entre u et z nous avons la relation
u ;= sin z. i
Cette équation étant différenciée , art. 42 , on trouve
d’où l’on tire
du = dz-
, nt\u
dz =x — - ; cos a 7
il faut remplacer dans cette équation la valeur de cos z, par celle que nous donne l’équation
sin* z -j- cos*z*= a*,.
ou plutôt
u* -j- cos* z = a* ,
et l’on obtient
< 7 <lu
• dz — - > _ ■
\/ rt’ — u>
Substituant cette valeur dans l’équation (82) il vient
mlu
— du-.. ( 83 ) :
il ne s’agit plus que d'exprimer u en fonction àey. Pour cet effet, soit O le centre du cercle générateur BMR , fig. 3y , nous avons
' Ol f= \/ MO' — ME ' ,
ou N ' >
a—jr~\/a' — «*....(84)-
Fia. 39.
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Élevant cette équation au carré , et réduisant , on en tire
u= y ?.aj- — y» (85; ,
et en différenciant ,
V an r — y *
Les équations '8^ ) et (h6) transforment l’équation (83) en
"<i r ( « —y ) «lr
dx-
Viuy — y' ' \/->ay — y> ’
réduisant , on trouve
V a ny — y * telle est l’équation de la cycloïde.
i5o. On peut encore obtenir l’équation de la cycloïde en fonction de l’arc , ainsi qu’il suit : l’équation u — sin z donne
z — arc ( sin = u ) ;
mettant pour n sa valeur tirée de l’équation (85), on a z = arc ( sin -= [/ a, y — ) j
cette valeur et celle de u étant substituées dans l'équation ( 8 i), on a
X — arc sin = ) — \/ _y» . ( 87 ).
1 5 1 Pour discuter cette équation , on va prouver d’abord que y ne peut être négatif, ni plus grand que
* Le sinus ici correspond ati rayon a ; celui des tables serait
Si l’on voulait introduire ce sinus , il faudrait écrire
r= a arc (siu= Vjfr — — V *°Y —y'-
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a a. En effet, si l’on fait y = — l’expression arc ( sin — V iay — y* ) , devient arc (sin = V — 2 nj' — ÿv» valeur imaginaire En second lieu , si l’on faitj‘= la S, . l’expression arc ( sin — J % ) 1 devient arc
(sin = 4 / 20S — S* , valeur imaginaire : donc, si à une
dislance EF = 2a de l’axe des or, on mène , fig. ,o , AB FIG. 4 o. parallèle à CD , la courbe sera comprise entre les parallèles CD et AB.
La plus grande valeur que puisse avoir y est 2/7, car si l’on fait rouler le cercle générateur de A en C , fig. 4 1 > le point M, qui était d’abord en A , s’élèvera successivement jusqu’à ce qu’il arrive en B , à l’extrémité du dia- . mètre BD. Alors , l’abscisse AD sera égale à DEB , c’est-à-dire , à la demi-circonférence du cercle générateur.
Ce résultat est conforme à celui qui nous est donné par l’équation (8e) , puisque si l’on fait y =2 a, on trouve x= arc (sin = o); or, l’arc dont le sinus est nul, doit être l’un des suivans o, DEB , 2.DEB , ’ôDEB , etc. , et l’on voit que dans le cas présent , cet arc est DEB.
Le point M parvenu en B , ayant donc décrit l’arc AB de cyrloide , si ce point continu^ à se mouvoir ^(décrira un second arc BC , semblable au premier ; enfin, si le cercle générateur continue toujours à rouler sur l’ajte des abscisses , le point M engendrera une suite indéfinie d’arcs de cycloïde Ch' C" , fig. 42 , C" B' C" , elc. Le FIG- Aïcercle générateur pouvant aussi se mouvoir dans le sens de A , vers A '' , le point jJ/ décrira encore une suite indéfinie d'arcs Ali' Â , AB' A ' , etc.
C’est l’assemblage de tous ces arcs , qui , dîfts le sens le plus général, constitue la cycloïde.
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1 5a. La normale au point M dont les coordonnées FIC. 43. sont X et J y , fig. 43 , est déterminée , art. 69 , par cette formule :
normale —y
si dans cette formule nous mettons la valeur de — tirée
ax
de l’équation de la cycloïde , nous trouverons
normale —y */ -V~ r -}- i = zay ■
WG. 43. Pour construire cette valeur , menons la corde MD, fig. 43, nous aurons
DE : MD s s MD : DB,
ou
y : MD : : MD : za , donc la corde MD = yzay,
et comme , par la propriété du cercle , l’angle BMD est droit , la corde MB sera perpendiculaire à l’extrémité de la normale MD : donc la corde MB prolongée est tangent^ au point M Je la cvcloide • car on sait que lu tangente et la normale forment cntr’ellés un angle . fi roi h
On pourrait donc construire la tangente au point M, en décrivant le demi-cercle générateur BMD , et en prolongeant la corde BMÿ mais pour n avoir pas à construire ce cercle générateur à chaque point de la courbe, il suffira de construire le demi-cercle générateur sur FIG. 44- la plus gi%nde ordonnée BD, fig. 44, 1® cycloïde j
et ayant mené par le point donne M la perpendicu-
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laire ME sur BD , on tracera la corde BC-, alors la parallèle MT à cette corde , sera la tangente demandée : c’est unesuitc de ce qui précède.
1 53 . Pour avoir l’expression du rayon de courbure de la cycloïde , il faut , de l’équation de cette courbe , déduire
les valeurs de — et de ^ , que nous substituerons dan» dx dx*
l'expression du rayon de courbure , art. 1 22 ,
L’équation de la cycloïde nous donne d’abord-
dr _ V'aqr — r* .... (88). - >
dx y
Pour obtenir — faisons ^ = p .nous aurons donc aussi
dx* dx A
dx
aa r ...- r .
et_en différenciant , art. 23 , nous trouverons
mly
- f îr
X V/aay— y*>
donc .
dp
dy
multipliantcette équation par l’équation ( 88 ) nons obtiendrons , art. 24 >
dx
dx'
io8 "* calcul mrrÉEEfîTret;
au moyen de ces valeurs , on a enfin
(“)LML ju
et en faisant passer .y au numérateur ,
i i i iii y —
7 = 2* a* jr* ±=z 2.2* a* y* = 2 .y 2qy :
ne. 45. donc le rayon de courbure, MM , fig, 45 , de la cycloïde , est double de la normale MR.
i 54 . On obtiendra l’équation de la développée en subs- 9 dy d’y*
tituant les valeurs de et de — — dans les formules ,
ax d.r* '
art. 121 ,
jr -p = .
Lîi
fi +¥.)*■
\ 1 «lxVdx
di* >. •• . . **
et l’on trouvera
donc
p — —jr, « = x + 2V/a a y-y* , ou, fig. 46,, ;
QM—MP ; a — AP -{- sÆffi,
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et en observant que AP + ME = AK , la dernière équation peut s’écrire ainsi :
a = AR -f- ME (89).
Prolongeons BR, et prenons RL = BR = la , et sur RL décrivons la demi-circonférence RM'L ; cette demi- ' circonférence passera par le point M', à cause des cordes égales M'R et MR , et l’on aura ; „
arc MR = arc M’R et ME = ME' ;
substituant ces valeurs dans l’équation (89) , on trouvera
a= arc MR + M E ;
. a = arc M'R -{- y ' àap — ..... (90).
Telle est l’équation qui existe entre les coordonnées „AQ^z a et QM =: p d’un point M ’ de la développée. Prolongeons maintenant , fig. /fi, l’ordonnée CD = ia , FIG 46 . d’une quantité DA , encore égale à ia , et par He point A' menons la parallèle A’D à AD , et transportons l’origine A au point A . Pour cet effet, soient A'Q'= a, Çf M— p 1 , nous avons pour l’abscisse
Aff AD — AQ ,
ou : tz .. . .
r 1 a — \ circonférence génératrice — A Q , •
ou
a = Tta — a ;
'à l’égard de l’ordonnée 3', nous avons
MQ =; AD — QM', .
OU
on tire de ces équations
a. — va — a , P — au — PV au moyen de ces valeurs , l’équation (90) devient
va — «' = arc M'R -f- V — f 5 * t
ou
va
— a' = arc RML — arc ML + V'aap'—f*
= ira — arc MX + \Aap-p' 1 ,
et par conséquent „
« — arc MX • — \/ 2a — p*.
Cette équation est celle d’une cycloïde : donc la développée d’une cycloïde est une autre cycloïde.
, 55. On peut démontrer de la manière suivante, par la synthèse, que la développée AÀ , fig. 4 ® » es * une c 7 “ gloïde : nous avons , •
arc LM' + arc RM' = ira , . •' ; ..
donc . , • '■ ■
arc LM = ira — arc RM ;
d’une autre part,
arc XM'= arc MRs=JR , art. 148 ; substituant cette valeur dans l’equation precedente, on aura
’ arc LM = va — A R — MZ? * ,
ou
arc LM’ = LA ,
ce qui est la propriété de la cydoide.
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De la méthode des infiniment petits.
l56. Les notions que nous avons de l’infini , se réduisent à cette proposition : une quantité n’est pas infinie lorsqu’elle est susceptible d’augmentation. Par conséquent', si l’on a x -f- a , et que x devienne infini , il faut supprimer a, autrement ce serait supposer que x peut encore s’augmenter de a , ce qui est contre notre définition. Cette quantité a , qui ne peut être comparée a x, est ce qu’on appelle un infiniment petit , par rapport àx.
Si l’on imagine que dans une fraction , le dénominateur augmente successivement , la fraction diminuera «ns cesse jusqu’à ce que le dénominateur devienne infini } et en représentant le signe de l’infini par ce caractère co ,
la fraction — • sera infiniment petite, par rapport à la quan- .
tité finie a.
i5j. Quoique deux quantités soient infiniment petites, il ne s’ensuit pas que leur rapport soit nul ; car, — :
— : : a : b. On sent d’ailleurs que deux quantités infiniment petites peuvent se contenir comme deux quantités très-grandes : ainsi , dx et éy représentant deux quantités infiniment petites , il suit de ce qui précède , que le rapdv t
port ^ n’est pas nul , résultat conforme à celui que nous
avons obtenu par la considération des limites.
i58. Lorsqu’une quantité x est infiniment petite par rapport à une. grandeur finie a , le carré x* est infiniment petit par rapport à x. En effet , la proportion,» a x x ; : x : x* , nous prouye que x est à a ce que x* est
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il x On démontrerait de même , à l’aide de la proportion x : r“ : : x* : x 3 , que x* étant infiniment polit par rapport a x, le lermo x 1 doit êlre infiniment- petit par rapport à x* ; c'est pour cette raison qu’on a divise les infiniment petits en différons ordres : ainsi dans les exemples précédens , x est un infiniment petit du premier ordre, x* est un infiniment petit du second ordre , x 3 est un infiniment petit du troisième ordre, ainsi de suite.
l5y. Observons que si .r est infiniment petit par rapport il n il en sera de même de x multiplie par une quantité finie h. hn cfTet x pouvant être considéré comme une fraction dont le dénominateur serait infini , on peut
, e „ e hc
représenter x par — : or , que I on ait — ou — , ces quantités n’en sont pas moins milles par rapport à a.
ifio. De même qu’un infiniment petit .m premier ordre doit être .supprimé lorsqu’il est à côté d’une quantité .finie, qu'il ne peut augmenter , on do t effacer un infiniment petit du deuxième ordre, qui serait à côté il’un infiniment petit du premier ordre , ainsi de suite.
Par exemple, si l’on a cette expression
a + >'JT 4- y* 4- dj- 3 ,
etquy soit un infiniment petit du premier ordre, y* en sera un du second , et ify 3 en sera un du troisième : il faut donc effacer , parce qu» rtj~ > ne peuf augmenter y*; et comme y* ne peut augmenter /y, on l’effacera à son tour; enfin on effacera aussi hy , puisque cet infiniment petit du premier ordre ne peut augmenter la quantité finie a , et il restera a.
y :: x f xy
ce qui m’apprend que puisque y est infiniment petit par rapport à i , xy sera infiniment petit par rapport à x , c’est-à-dire , sera un infiniment petit du second ordre.
162. On prouverait de même que le produit de trois infiniment petits du premier ordre , donne un infiniment petit du troisième ordre.
163. Nous pouvons maintenant expliquer la théorie de la différentiation , d’après la méthocft dfljfcfinimcnt petits. Pour cet effet , si on suppose que dans une fonction de x la variable x prenne un accroissement infiniment petit, représenté par dx , ensorte que x devienne x -f- dx , la différence du nouvel état au premier , sera la différentielle de cette fonction.
. 164. Par exemple , pour trouver la différentielle de ax, celte fonction devenant <i(x-|-dx)=tfx-f- <nlx , si on en retranche ax , il restera aàx pour la différentielle.
165. Cherchons encoi#la différentielle de ax' 1 ; il faut donc , de a«(x -f- dx ) 3 , retrancher ax? : développant et réduisant, on trouve d’abord 3ax a dx-f- 3rtxdx*-f- «dx 3 ; cela posé , adr 3 étant un infiniment petit du troisième ordre , ne peut augmenter 3«rdx a , par conséquent , on effacera adr 3 ; de même 3«xdx\ qui est un infiniment petit du deuxième ordre , doit être supprimé parce que 3«r a dx est un infiniment petit du premier ordre ; et il restera 3ax“dx , pour la différentielle-.
166. On différenciera d’après le même principe toute autre fonction de x , en ayant le soin de supprimer les in-
Il 4 CÀtCttl. différentiel.
Animent petits des ordres supérieurs , ce qui se véduit à ne .conserver que le premier terme du développement, ainsi qu’on le fait par la méthode des limites.
Par exemple, pour trouver la différentielle de fx , au lieu d’écrire
A + Bh+Ch*+ etc. ,
dfx
qui dans le cas de la limite donne — dx = Aàx pour la différentielle , on aurait
f( x -f- dx ) — fx + ^dr -f- Bàx* -f- Cdx 1 -(- etc. j retranchant. l«i|frictfc>n primitive , il resterait Aàx -f- bàx* + Cd r 3 j
et comme on devrait supprimer les infiniment petits de* ordres supérieurs , on ne conserverait que le terme Aàx , qui serait la différentielle cherchée.
ifi-7. Pour trouver la différentielle du produit de deux variables ,y, 2, on supposera que quand x devient x-j-dx, y devienne y -}- ày , et que z devienne 2 -f- dz. Le produit. yz se convertira donc alors en ( y -f- ày) ( 2 -(- dz ) j développant et retrahchant^'z* il restera yàz -f- zàjr d^'dz. Le dernier terme de ce résultat, étant un infiniment petit du second ordre , devra s’effacer, et l’on aura pour la différentielle de yz, l’expression jdz -f- zày.
168. On déduira ensuite de cette dernière différentielle, celle du produit d’un plus grand nombre de variables, et ensuite celle de x m , par les procédés que nous avons suivis, lorsque nous avons employé la méthode des limites.
j’ g. La différentielle de a z s’obtiendra aussi très-facilement , lorsque l’ori aura le développement de ef ce développement se trouvera- comme celui de a x h ,
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art. 36 ; on cherchera ensuite la valeur de a x + ix — a*, et, ne conservant que le premier terme, on rejettera les autres comme des infiniment petits d’ordres infe’rieurs à celui du terme que l’on conserve. De la différentielle de a x , On déduira ensuite , comme nous l’avons fait , celle de log. x.
A l’égard de la différentielle de sin x , on a
sin(x-j-d.r) — sin x — sin x cos dx-f- sin drcosx — sinx L’arc x étant infiniment petit,
cos dx = 1 et sin dx := dx ; au moyen de ces valfeurs , on trouve
d. sin x = dx cos x.
1 7 1 . Le problème des tangente^ a donné en quelque sorte naissance au calcul différentiel : voici de quelle manière on résout ce problème , par la méthode des infiniment petits.
Soient PM et PM' , fig. 47 , deux ordonnée^ infini- fig. * 7 . ment proches, et MO une parallèle à l’axe des x;la tangente MT pourra être considérée comme le prolongement de l’élément MM ' de la courbe , parce que cat élément étant très-petit, est censé être en ligne droite. Nommons AP , x ; PM, y ; l’accroissement de x sera PP' — dx, et celui dey sera MO = dy. Le triangle infiniment petit MM O étant semblableau triahgle MPT, on a *
MO: MO : s MP: PT, ou • „
.dy- ! dx :: y ■ : PT,
On trouvera ensuite la normale , la tangente , et les équations de ces lignes , comme dans les art. 69 et 70.
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172 Pour avoir la différentielle d un arc, on regardera l’arc compris entre les ordonnées PMe t P' If , infiniment proches, comme une ligne droite; et alors , en nommant s l’arc total , MM' sera ds , et le triangle rectangle MM' O, donnera
MM' 1 = MO -f M O ,
Ou
da 9 = dx 9 + dj- 9 ;
tirant la racine carrée ,
ds = \/ dx 1 -f- dy*.
173. La méthode des infiniment petits, moins satisfai- «ante pour le raisonnement que celle des limites, compense ce désavantage par la brièveté des opérations, qu’elle peint en quelque sorte à laavue. Comme ces méthodes ont entr’elles une grande analogie, il était utile d'en faire le rapprochement. ,
De^ cas où la fçrmule de Taylor esc en défaut.
I^.En general, lorsque dans «ne fonction dex on met x -4- h à la place de x, In forme do la fonction reste la Yudme, puisque x -4- h entre partout où était x; ainsi* lorsque Jx renfi-rme un radical, f(x -+■ h ) doit aussi le renfermer : par exemple^ si l’on a
fx - Ai’
le même radical te trouve™ dans pression /(x-+- h) =l>+ x +h)' -t-
1^5. Il nen serait pas toujours de même , si ion donnait nne valeur particulière à x ( je veux dire déterminée ) : par exemple , si
\/ x a entrait dans Jx , il faudrait qucf(x -H h) contînt le terme 1 '
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or, l'hypothèse de x = a ferait évanouir y x — a qui se trouve dyis
fx , tandis que la même hypothèse réduirait le terme \/ x — a h
qui entre dansy*( x + h)h f t — ^7 : l e développement de fix+h)
contiendrait donc alors, un radical qui n’existerait pas dans fx , et ne pourrait se développer suivant les puissances entières de h.
Cette impossibilité se manifesterait par les valeurs infinies que prendraient les coeificicns différentiels : par exemple, si l’on avait l'équation
on trouverait, en la différenciant,
dx Î ' J ' — 3 =
et l’on voit que la valeur de ce coefficient différentiel devient infinie , lorsqu’on fait x = a.
Soit en general
j (a+h) — A -+- Bh*-Ch*+ Dh 1 4-... il ih* -4- 2yh n *-~ -4- etc... fqi)
le développement qu’on serait censé obtenir en faisant x = a, et dans
lequel n -4-“, représente une quantité qui tombe entre n et n -4- i * on va démontrer que le coefficient différentiel de l’ordre n -4- i est infin». Pour cela, en regardant a comme une variable, nous savons art. 53 et 5 } , que l’on a
d/(«4-A)_d/(a + /i) d’/(rt -4- h )_ à>*J (tt+ h) t x da “* dh » dû* d/i» ,C • 92;#
Différencions successivement par rapport h h l’équation ( 91 ) , et représentons pour abréger par M' t 2Y # , ZY*, etc., ce que devien-
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Tient alors les coefficiens M et iV; nous aurons
»CA4-3,DA* ...+ M'h n —‘ -4- 2 V î 'A"*j-- , +etc. ,
— A ? =îC + a.30A .. 4- j»/»A— > 4- iVA»* 7-* + etc. ,
etc. etc. etc. etc.:
remplaçant les premiers membres de ces dernières équations par leurs valeurs données par les équations (9a), nous obtiendrons
U=S 4 - aCA4-a.3Z)A> . . 4 - ÆPA— 4 - iy>A»+;-* 4 - etc....{ 9 3 )
= 3C4- a. 3 OA... 4 - jM“h n — 1 4 - 2 V'A»*j— » 4 -etc..(ç) 4 ) etc. etc. etc. etc.
faisant h — a clans les équations {91), (93} et (94) , etc. , on a d/n „ d'/j’
f a = A > d^ =B> d^ = îC>etC -
Cela suffit pour déterminer les coefficiens A, B , C , etc. de l’équation (91).
Cela pose?, d'après l’inspection des éqnations (93; et ( 9 4 ) , on roi t que chaque différentiation diminuant n d'une unité , lorsque nous serODS arrivés à la n e différentiation , nous aurons
=.../ > A n— " 4 - 4- etc. =P+Qh 2 4 -etc. ,
et , h la différentiation suivante , nous trouverons d»+’/(a-*-A) i_,
Or, - étant moindre qne l’unité, 1 est un nombre négatif : on
pourra donc écrire ainsi 1'cquntion precedente,
d n *'J\a 4- A) R 4 - etc.
da"4-*
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par conséquent , lorsque noua ferons h = o , pour déterminer lo coefficient de i’un des termes de l'équation (91) , nous trouverons
h ) R =T =co:
du"* 1 o
il en sera de même lorsqu’on voudra déterminer les coefficiens différentiels d’un ordre supérieur.
Il resuite de ce théorème , que lorsqu! on Juil x = a dans le développement </ef(x+h), s’il existe une puissance fractionnaire de h (Luis ce* développement , et ' quelle soit comprise entre les termes affectés de h" et de h" 4 " , on ne pourra déterminer les termes de la série de Taylor que jusqu'il l'ordre n inclusivement : tous les autres termes deviendront infinis.
177. Une fonction de x représentée par fx étant donnée , si Ion veut déterminer le développement de J ( x -f- h ) , dans 1 ’liypollièsc de x = a , il faudra > comme on le sait, calculer les termes de la suite ,
' dx i
mais si en faisant ce calcul on trouve que l’un des <*>efljciens différentiels devienne infini dans l'hypothèse dex=sa,on ne cherchera plus h obtenir le développement de J{ x -¥• h) par la série de Taylor ; mais voici le procédé qu’il faudra employer. On mettra x ■+• h h la place de x dans fx , alors le terme qui contient x — a au dénominateur , contiendra x — a -t- li , et ne deviendra plus infini lorsqu on fera x = a , mais donnera lieu à un terme affecté d'une puissance fractionnaire de h.
Soit , par ex mple
fx = aojr — r’+a^-a 1 , en différentiant on trouve
dy ax
JL = 3 {a — x\ -t- jl-j : 5
dx V x * — <**
substituant ces valeurs et celles de , de -7— r-etc. , dans la formula
<Lr* tir 3
dV
de Taylor, art. 55 , on obtient
f[a -t- h) =. aox —
(*<"-*•> + Î7fe?)'
etc.
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Or , quand x = a, le terme multiplie par h devient infini , donc ce développement n’est plus possible.
Dans ce cas , d’après la règle précédente , on mettra x A- h à la place de x dans l’éqaation
fx — lax — x* -f- a\/ x* — à* ,
et l’on trouvera
f(x+ h) = lax - 4 - 2 ah — x* — - zxh — h %
A- a \/ x 2 -+- 2xh A- h 2 — a 2 > équation qui dans l’hypothèse de x = a , devient
on
J ( a A- h) = a 1 — h 2 -A-a\/h \SïaA- hj
développant par la formule du binôme , et représentant , ponr abréger , par les lettres A, B,C 0 etc. , les cocificiens donnés par cette formule, on a • • ,
\/ ?a A- h z= (aa A- h)* = A 1 A- Bh A - Ch 2 A- Dh 3 , etç.,
substituant , on trouve
f ( a -+- h) = a* — h 2 -f* a A \/ h A- aBh\ / , h A- aCh 2 \/ h a- etc.
i ^9. On voit , par cet exemple, qu’en mettant x A- h , dans la fonction, et faisant x = a : on peut introduire une ou plusieurs puissances fractionnaires de h j on développe ensuite séparément les termes qui sont susceptibles de l’étre , soit par la formule du binôme, soit autrement; et on substitue ces termes dans la valeur de J (a A- h ) , ce qui eu donne le développement.
180. Lorsque x reste indéterminé, le développement dcf(x A- h) ne peut contenir des termes affectés d’une puissance fractionnaire de h. En effet , supposons que l’on ait
f( xA~ h) x=fx A- ph a- qh 2 M \/ h ,
comme \/ h est susceptible de trois valeurs, ü/, N, P , nous aurons
CAS Eff DEFAUT DE IA FORMULE dE TAYLOR, ces trois développement dof{x 4- /* ) ,
f[x ■+■ h) =fx + ph + qh'
f(x 4- h) = fx 4- ph+ qh'.. ....
f{ x 4- h ) —Jx + ph 4- qh'
Or , Jx devant renfermer les memes radicaux que f ( x A- h) , art i 7 f , il faut qn cjx ait aussi trois valeurs différentes Q , R, .S ; en substituant successivement ces valeurs à la place de Jx, on aura
donc
J(i+À)=Ç4*p^4* qh * . .
J' ( x -h h ) = (J -t- ph + qh ' . .
f ( x 4- h ) = Q 4-' ph 4- qh * . .
J(x-t-h) = R-+-ph-+- qh * . .
f ( x -4- h ) ■== R ■¥ ph -¥■ qh * . .
/( x 4 h ) z=z R 4- ph 4- qh' . .
jf ( x 4 - h ) — S -4- ph 4 - q/»’ . .
f ( x + h ) =x S -¥■ ph 4- qh 1 . .
-t- iV,
f ( x 4- h ) = S 4- ph 4- qh * . . .
de sorte qne l’expression f( x 4- h) étant développée, aurait neuf
valeurs différentes , tandis que non développée
, elle n’en pourrait
avoir qu’auiant que Jx en comporte , et par conséquent liois dans l’hypothèse actuelle ; ainsi on ne peut supposer que le développement de f ( x h ) contienne une puissance fi actionnaire de h , sans tomber dans une contradiction.
1 8 1 . II est facile aussi de démontrer qu«*y ( x 4- h ) ne peut contenir dans son développement un ternie affecté d’une puissance négative de h , car s’il contenait un terme tel que , on aurait
J (x + h)=fx 4- ph 4- qh’ h ;
or en faisant h = o, le premier membre se change cnÿx, et le second, au lieu de se réduire à Jx , devient infini, à cause du terme
qu’il renferme.
i8a. Il en serait de meme si le développement contenait un terme
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affecte d’un logaiitlrme de A; car si l'jn avait par, exemple , nn ternie tel que A lng h, ce terme , lorsqu'on ferait h es O , deviendrait A iogojor, le' logarithme de o étant l’infini négatif , le terme A log h sciait donc alors infini:
i83. M. Lagrange, qui le premier a démontré les propositions precedentes , a trouve de la manière suivante le développement île J ( x li) , sans employer Je calcul différentiel.
Soit y ■+■ A)î parla nature de celle fonction, il faut que,
lorsqu’on fait h = o ,/( x -t- h ) se réduise A fx, et par conséquent que la partie qui contient h dans celte expression, soit un multiple de h. Kepresenlous-la par Ph , nous aurous donc
f (x h) — fx •¥■ Ph.
P pouvant être aussi une fonction de h, si notis appelons p ce que devient P lorsque h — o, et Qh la partie qui dépend de h, nous aurons encore P — p- 1 - Qh. En continuant ce raisonnement, on aura cette suite d’equations •
y = f* Ph >
P = P -t- Qh »
Q = q ■+■ Ph , etc. , etc. , etc. }
mettant la valeur de P donnée par la deuxième équation dans la premièrc, il viendra
y = fx ■+■ ph •+■ Qh' ,
mettant la valeur de Q donnée par la troisième équation dans * résultat , on aura •
y = jx -s- ph -4- qh' -4- Jîh J ,
et en continuant ainsi , on aura en général
y = fx -J- ph -f- qh* -f- rh 3 -J- etc. , ,
ce qui esl la formule de Taylor.
ÉLÉMENS
ET
De l’intégration de » différentielles monomes.
184. Le calcul intégral a pour objet de trouver la fonction qui étant différenciée a dû produire une différentielle donnée. Pour commencer par le cas le plus simple , nous allons chercher à intégrer l’expression x m dx , qui est la formule générale des différentielles monomes : dans cette vue , nous différencierons l’expression x’"' + - , ,et nous trouverons
d.x m -+- * == ( m -j- 1 ) x m dx ,
d’où nous tirerons
— = x* dx :
et commb une constante n’influe» pas dans la différentiation , nous pourrons écrire ainsi l'équation précédente :
- = x m dxj
par conséquent, la quantité qui par la différentiation a
donné x m dx , est — ^ Pour indiquer cette opération ,
nous mettions, avant la différentielle, la caractéristique
J ' qui signifie somme ou intégrale *, de sorte que nous
écrirons
x m dx =
1 85 . Concluons cette règle générale : pour intégrer x m dx , il faut augmenter V exposant d'une unité çt d,ivier par cet erposant ainsi augmenté et par la différentielle.
Soit par exemple —y-, nous aurons donc
/ nt\x f , ax ’ ■+• " ax — * a
on trouvera de même que
r«w^ = r xî dx = = A = il!
187. Observons qye lArsque nous différencions a -f-x m , nous trouvons mr m-, dx, comme si nous n’eussions différencié que x m ; par conséquent il faudra , en
* Ce mot somme |wmr desipner l'iniepSé a elc iitlrodiiit parles anciensgcomclres, parer que, I:i méthode <l*-s infiniment petits,
ils mmirlcraient pnc fonction y comme une somme cl accroisscmcns infiniment petits. ^ v ^
Par exemple, on voit que l'or 'donnée étant 3/P, fig ^8, on a
MP — ah -4- aV+ «Y + â v M ,
c'est à- ire que >* est égal h la somme des accroisscmens infiniment petits, repicsen les chacun pardj\
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intégrant , ajouter une constante h l’intégrale. Ainsi dans les exemples précédens , nous écrirons :
,8*. Cette constante C qui doit s’évanouir par la différentiation est en général arbitraire , à moins que par la nature du problème elle ne soit déterminée.
Par exemple , si l’on a l’équation jr = a. r* — b , qui est celle d’une parabole CDD , fig. 49 > dont l’origine est FIG. en A , et qu’on en tire ày = 2 axdx , on trouvera en ' intégrant >
jrz=ax*+ C. . . . . (i).
Cette équatio*i peut convenir à une infinité de paraboles. Or , si l’on veut que parmi toutes ces paraboles , CBD , CED ' , C" B D ' , etc. , la courbe qui a pour équation^ C, soit celle d’une parabole qui passe par
le point £ dont les coordonnées sont
jr — o , x = z + ^/t,
il faudra qu’en faisant x = y/- , on ait = o , ce qui réduira Péquation (i ) à >•
d’où l’on tirera C — — b. Substituant cette valeur dans l’équation (i) , on obtiendra
V == ar» — b ,
comme on l’avait avant la différentiation.
189. Lorsque la nature du problème ne déterminé pas la constante, on peut disposer de cette constante comme
dans l’exemple suivant : ayant trouvé que l’intégrale de x m dx est
: 'Je
rr + C.
nous donnerons à x une valeur déterminée b, et le ^cond membre de cette équation deviendra
ST7 + C
C étant arbitraire , nous pouvons déterminer cette constante par la condition que l’expression ( 3 ) soit nulle , ou ce qui revient au même par la condition qu’on ait y — <s lorsque x = b, alors l’équation (2) deviendra
d’ou l’on tirera la valeur de C, qui étant substituée dans l’équation (2; nous donnera
iqo. II n’y a qu’un seul cas qui échappe à la règle de l’article ( 1 85 ) pour in tégrer x m dx ; c’est celui ou m = — 1 , car alors la formule (4) devient
il faudrait donc , dans ce cas , faire usage de la règle de l’art. 80 , pour déterminer la vraie valeur de l’intégrale ; mais on peut éviter cet inconvénient, en observant que
x~' d.r = — ,et que cette expression — est la différen-
tielle de log x :
INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES COMPLEXES. 127 par conséquent , nous aurons
J '7= log * + C.
Des différentielles complexes dont V intégration peut s’ejfecluer par la rè Q /e de l’art . 1 85 .
101. Nous avons vu, art. 28 , que la différentielle d’un polynôme se formait de la somme des différentielles de ses termes ; réciproquement l’intégrale d’un polynôme sera égale à la somme des intégrales des termes qui le composent.
Par exemple , • .
f (ûdx—Ç+xdx \/") = J* aàx—
+ J* x* dx + C,
L ' ou , en effectuant les opérations ,
(*/ , Mx , ,_\ * 3 i _
J (adx — —+xixÿ r )=ax---+-x*+C.
Nous n’avons mis ici qu’une constante , parce que chaque terme donnant une constante à l’intégration , nous pouvons représenter la somme de ces constantes par une seule lettre.
102. Tout polynôme tel que (a-j-&.r-|-cx a -4- etc. )"dr, peut s’intégrer par la même règle , Idhsque n est un nombre entier positif. Pour cela , il suffit d’élever le polynôme à la puissance indiquée, et d’intégrer séparément chaque terme.
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Par exemple , pour intégrer (a -) - bx y dx , nous aurons
j (a + bxf d x =z j ( à 1 dx + 2 abx dx + b*x % dx)
= + abx* -j — 3- -f- C.
193. Lorsqu’on a une expression telle que (Fx)"dFx, composée de deux facteurs dont l’un est la différentielle de la partie Fx qui est sons la parenthèse , pour intégrer celte expression, on fera Fx =z, par conséquent, d Fx = dz ; substituant , on trouvera
( Fx )" dFx = z"dz ,
et en intégrant ,
/ Z n -h ' ( Fx j* 4 ’ 1
(Fx)" dFr — — + C = ( T1 f r + C.
Pour en donner un exemple , soit
( a -f- bx + ex* ) 7 (&dx-f- 2cxdx) ; comme bdx -{- 2cxdx est la différentielle de la quantité renfermée entre les parenthèses , on fera a + bx -f cx“ = z ,
et l’on aura , en différenciant ,
bdx -f- 2 ex dx = dz j
donc ' *
( a .p. bx -}- ex 3 )» (bdx -j- 2cxdx)=z» dz.
L’intégrale de cette expression sera
-z~= ^ ( a bx - f- ex 1 ) T C.
194. Si l’un des faqfcurs était la différentielle de l’autre à une constante près , l’on pourrait encore intégrer par le même procédé. Soit , par exemple ,
, ( a -j- 6x“ )* mxdx. . . . (5).
ti
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Comme je vois que la différcntiélle de a -(- bx * , cjéd est xbxdx , ne diffère de mxdx que par la constante , je fais a -f- bx* = z , et par conséquent ibxix — dz ,
• . ds
d’où je tire xix = — : substituant ces valeurs dans l’ex*a b
pression (5) , j’obtiendrai
( a -j- bx* )* wxdr == — z3dz ,
et, en intégrant, il viendra
(a bx*) a mxdx ss — z» ■+■ C= bx * )T C.
Zb Sb
a , eu faisant a bx
dz
La même transformation peut s’appliquer aussi
pour rapporter certaines différentielles à des logarithmes:
... aà*
si 1 on avait , par exemple , —
= z , j’en déduirais dx = substituant , j’aurais
J = J ïl=ij 7 = ï h Z z+ C ’
et , en mettant pour z sa valeur ,
lo S ( + ** ) + c.
En opérant de même pour on trouvera que l’in-
tégrale de cette expression est
f T^Tx~~ | log C « — bx) + C.
Des différentielles qui s’ intègrent par arcs de cercle .
• ig6. Soit , fig. 5 o, x= CE , le sinus dont Parc CB est z ; nous avons x == sin z; différenciant , il viendra
dr
f ]r — cos zdz , d’où nous tirerons dz = — — - : d’une autre part , l’équation eos’z + sin a z =. I nous donne
cos z = \A — sin a z == i — x* ;
substituant cette valeur dans celle de dz, on obtiendra
dz
djc
par conséquent, en intégrant,
Pour déterminer la constante, supposons donc que lorsque o, on ait
comme, d’après la fig. 5 o, l’arc z représenté par CB est nul , en même temps que le sinus x, l’equation (6) se réduira donc dans cette hypothèse à o = Cj par conséquent
f = *rc (sin = x).
197. On peut, de l’intégrale précédente, faire dépendre celle de -
dx
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en effet, en divisant les deux termes de la fraction par a, on aura
• , . . , x r Ax
cette intégrale étant composée en - > comme J çp-x==
l’est en x , il en résulte que
fv^- = " c ("“=:>
198. En second lieu , soit z l’arc CD , fig. 5 o, dont le cosinus AG est x , nous aurons • x — cos 2 ,
et en différenciant , ->
dx = — dz sin z ,
d’où l’on tirera
dz
•ius ’
et , en mettant pour sin z sa valeur tirée de l’équation
on obtiendra
cos 2 z -f-, sin* z — i ,
1 — cos* r 5
«* ou , parce que cos z = x ,
~dz = — -
et èn intégrant , on aura
/_^ =ûre( cos = , )+ C,
OU
* /-T= = arc-Z>C+C .....( 7
Pour déterminer la constante , supposons que lorsque x __ o ^ J' ^ ,U -— s®* 1 nul > l’équation (7) se réduit
dans ce cas , à . j
o = arc ( cos = 0} -+- C. .. . . (8j; or , pour que le cosinus A. G de lare UC soit nul , H faut que cet arc devienne
DB = j cire. = \ ir ;
mettant donc \ r. , au lieu de arc ( cos — o ) dans 1 équation (8) , on a
o = î tt + C,
ce qui nous donne
substituant cette valeur dans l’équation (7) , on obtient dr ~z — (\K-*-arcDC) = — arc CM.
iqq. Nous avons vu, art. 4 5 , que
dx
d.tangx= z ^r;;
si nous faisons x = tang s , noift trouverons
IÎZ
dx :
d’où nous tirerons
ds = dx X c°s‘ s i
or , la proportion _ r
cos s : 1 : : l‘ î sécante z ,
donnant
cos Z = * 3
on aura
wc‘ A 1 •+■ laug’ * j +** ’
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substituant cette valeur, nous trouverons
dz = dr
et en intégrant , on aura
prenant l’intégrale dans l’hypothèse que cette intégrale s’évanouisse lorsque x = o , z dévient nul , et l’on a o = C,
donc
J' arc dontlatang. est x.
On peut rapporter à cette formule , celle-ci
en divisant par a a les deux teririfes de la fraction, on pourra l’écrire ainsi
/ dx ~ /l Ar
et comme cette intégrale est composée en - , comme
■ r di „ .
-/ vt - I est en .r, nous aurons
a J l-bx »
Soit encore .rie sinus vcrseDG.Lecosinusetlc sinus verse •valant ensemble l’upité, nous aurons r -f- cos z — i , et en différenciant,
dr = dz sin z ,
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ds=-£-.
d’où l'on lire or,
sin z = \/ \ — cos“ z = ( i — cos z ) ( i -|- cos s )"
substituant on a
, dx ,
cl Z — ■ — ,
et en intégrant
» dx
77=== = arc ( sinus verse = x ).
Nous n’ajoutons point de constante, parce qu’en supposant que l’integrale s’évanouisse quand x est nul , z est v aussi nul. ,
aoi. Lorsqu’on veut avoir la valeur.de l’intégrale pour une valeur déterminée de x , on opère comme dans l’exemple suivant.
t dx ^ ^
Supposons qu’on demande l’intégrale de — , lorsque
x = 7 : le rayon étant i , la tangente sera donc 7 ; et comme les tables des sinus sont construites avec un rayon de 10 milliards de parties , la tangente relative à ce rayon sera 10 milliards de fois plus grande : par conséquent celte tangente vaudra 7X10 milliards. •
Le logarithme de îa tangente tabulaire aura donc pour expression ,
log 10 milliards -4- jog 7 =10 -j- fog 7 ,
Cherchant ce logarithme dans les tables des sinus , on
verra qu’il répond à un arc de
; go’ 4 ’; 96, division décimale ,
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i de
8l° , 52 , division sexagésimale.
Pour trouver la valeur numérique de cet arc , dans 1 hypothèse du rayoacr i , nous remarquerons que dans cette hypothèse la circonférence = 6,283 ; par conséquent nous aurons
4 00 ° : go®, 96' : : 6,283 : arc cherché , = 1.42 ou
36o° : 81 0 y S2 :: 6,283 : arc cherché , = 1,42.
De l’intégration par parties.
202. En prenant la différentielle d’untproduit de deux variables , par le procédé indiqué art. 14, on trouve
d fv = udv 4. vdu ; intégrant et transposant , il vient
J ’ udv = uv — J* vdu.
C’est à cette formule que lira rapporte les différentielles que l’on veut intégrer par parties. *
2o3. Par exemple , si l’on ignorait quelle est* l’intégrale de x#x , on ferait x m = u , dx = dv; et l’on aurait
f x m dx=x m +'— J' x.rnx m ~'dx=x m + '—m J ' x m dx-,
réunissant les termes affectés de x m dx , on a eJIransposant
( m -f 1 ) Ç x m dx == x m "*■ 1 ,
donc
x m dx = — — — 4- C.
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Soit encore
J ' dx log. x ;
je fai*
log x = u , dx =#dv,
et j’ai v ' i
J " dx Iogx = xlog x — J * dx = x log x — x + C — ('log x — i ) x -f- C.
ao 5 . Pour dernier exemple, cherchons à intégrer dx V a 1 — x“:
en faisant .
V/a“ — x x — u etdx = dv, nous trouverons d’abord
f dx y/~ a * —x*=X \/a' — x» + /*ÿ%==M 8 î ; Nous chercherons ensuite une autre valeur de
J ' dx Va ' — x*-.
pour cet effet , en multipliant cette dernière expression >-ar fp !
Va' — x* ’
nous aurons l’équation identique ,
fi* = f ~
et en effectuant la première des intégrations indiquées dans le second membre , nous obtiendrons
Jax V *^ — * arc (■ 1ùl = ; ) ~f ÿfcp J
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ajoutant cette équation à l’équation 8), nous trouverons : J * dr l/ a’ — jr» 33i\Za’-i’ -j- a* arc ^tm=-
donc
une
dxj/ m 7 — x»— - l/ a' — .r* + - u* arc ^.îtVï =- ^ -f- C.
On voit par ces exemples que lorsqu’en général on a expression telle que J'^u , l’intégration par parties
fait dépendre cette intégrale de celle J' «de, et que par
conséquent cette méthode d’intégration n’est pas toujours applicable.
De l'intégration par les* séries.
?.o6. Soit Adx une différentielle dans laquelle A' représente une fonctionde x, si l’on développe X en une suite ,
Ax'^Bx -f- Car -f" D* + &X -f* etc.
ordonnée par rapport aux exposans a, *>, y, etc. , on aura
J'xiv— J' (ax* -f Bx e + Cx*+ Dx S + ExVetc.) d r
Ax m
Br*' C?" Dr*' Ex*"
- etc. -+• C.
Ax
207. Prenons pour exemple .qui est la différentielle de log (a -f- x ): on écrira ainsi cqtte fraction — — xtlr.
* Si l’nn «les exposans », Z , y, etc., était égal .H — { , on intégrerait par logarithmes le terme qni en serait affecté.
et il s’agira d’abord de trouver le développement de »
ce que l’on fera au moyen de la division j mais sans effectuer cette operation , on peut déduire le développement cherché d’une formule facile à retenir: c’est celle-ci,
77^ = i -f z-f-z* -f-z 3 -f z*, etc. . .* ! (9) *.
En effet, on peut écrire la fraction — ? — de cette manière
alors , pour obtenir le développement de
il suffira de changer» en — - dans la formule (9), et l’on
aura
= 1 >— - + -* — —y 4- etc. ;
donc
par conséquent ,
f -J- = f (-— - + 5 — t + etc ) 4c»
* Cette formule ayant rfte trouvée par la division , ou pourrait croire qu’il Vaudrait mieux diviser de suite « par a x j mais j observe que lorsque la formule proposée est gravée dans la mémoire , il est moin$ long d’en déduire divers dévcloppemcns que de recommencer chaque fois le calcul.
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■ et, en intégrant chaque tenue en particulier , on obtiendra
dx
= " — — ctc - + € > ( 10 ) 5
*t , en observant que le premier membre de cette équation est une différentielle logarithmique , art. i g5 , on aura
log (a + x ) = ? — + ^5 — etc - + C. . . .(.1 1).
Pour déterminer la constante , nous remarquerons que lorsque x — o , cette équation se réduit à log a = o -f- C -, substituant cette valeur de C, l’équation (i i) deviendra
log(a + x)=log a + ^ — -~r + etc.(i«)*
Pour second exemple, cherchons à intégrer par les
* Observons qu’en déterminant ainsi la constautc , on ne la regard» pins comme arbitraire , puisqu'on faisant x = o dans liquation (il), la constante est nécessairement égale au logarithme de a. LA où cette constante a pris une valeur déterminée, c'est lorsqu'au lieu
X nous avons mis log. ( a -4- x) : en effet , l’equa-
tion (io) nons montre qnc - — — est en general la différentielle de a -+■ x
xx . x x a
C -S- -+• etc. ; or , la suite log a -I -t- etc
■ a au* ’ ° a a«*
qni est le développement de log. ( a -t- x ) , est un cas particulier de la suite precedente ! c’est celui où C = log a. Ainsi
/ dx
— — — — . , c est
donc comme si on eût choisi parmi toutes les suites qui sont l'intc'dx
gralc de ■
- celle où la constante est égalé à log. a.
Cette remarque peut s'appliquer aux autres expressions que nous allons intégrer par les séries.
séries — ~ — : en écrivant ainsi cette différentielle, — - —
i X' ’ I -t- JC»
X dx , il s’agira de, trouver le développement de Pour cela, en comparant çette expression à nous aurons z — — x a •, substituant cette valeur dans l’équation (9) , nous trouverons
= 1 — a:* + x* — x* + etc. . . . (i 3 ) j
f = - r— T+ï' — 7+ ctc - • * + c »
ou plutôt , art. 199 ,
arc (tang — *) = x— Ç -f y — y -f-etc.-f C..(i4%
Çjuand .r = o , l’arc devenant nul , on a C = 0.
209. Si la tangente est plus grande que l’unité , les termes de cette série allant en augmentant, on ne pourra donner une valeur approchée de l’arc; dans ce cas, on obtiendra une série descendante , en opérant ainsi : on fera
x = ~ dans l’équation (i 3 ) , ce qui la changera en
_ — — - 6 + etc. ,
multipliant les deux termes du premier membre par ar’ ,
on aura * .
— = 1 - 4 - — j — — g -j- etc. ;
divisant para:*, on obtiendra
— ’ + -L _ -1 + etc. *;
* On parviendrait directement au même résultat en divisant 1 par
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donc
fl^Ti ~f '(j. ““ à + 3 etc )<^+ C,
et, en effectuant l’intégration indiquée ,
arc(tang=x)= — ~ + 3^ — + etc. + C... (i 5 j.
Pour trouver la valeur de la constante , nous ne ferons pas x —o, car alors les termes du second membre de l’équation ( 1 5 )deviendraient infinis ; mais en faisant x= co , l’expression arc ( tang r= x ) sera égale au quart de la circonférence, et l’équation ( 1 5 ) deviendra -j circonférence = o -j- Cj et en représentant par \ x le quart de la circonférence, l’équation (i 5 ) nous donnera
arc ( tang =x) = {n d-4.'
Pour intégrer par les séries dx
3x‘ II*
l )-ri dx,
-J- etc.
on développera ( I — x a )~ * par la formule du binôme de la manière suivante : on calculera d’abord les coefliciens du développement de ( 1 — x“ ) m , dans l’hypothèse de m = — | , en écrivant pour former ces coefficiens ,
etc. ,
et , en changeant m en — \ , ces expressions deviendront
“î» ~V ~ ê’ ~8’ etC,;
multipliant successivement — ^ par — |, par — ^ , etc. ,
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on formera les coefficiens qu’on mettra à la place de A, de B , de C, etc. , dans cette équation
C , — x *)— * = i — Ax* +B&— Cx e + etc, ce qui donnera
■^r=~=, i + s^ + ^l'aÿ-f + etc.,
et en intégrant l’équation
yfe=(’ + ';** + ïl ** + ;ji ^+otc.)d*
on trouvera
arr fân — r\— r j. 1 x * j. 1 3 x s t ^ 5 ^ , _
arc (sia r) x - T g-- + etc, ( r® r
nous ne mettons pas de constante , parce que lorsque Æ = o , l’arc dont le sinus est x s’évanouit.
ai i . y y a des cas où pour déterminer la râleur de la constante , on rte peut faire ni x r= o , ni x s= oo . Soit , par exemple ,
en posant et faisant > on troare
3 i etc..
à ’ T 4’ “ë* * tCi :
d’on l’on conclut, comme dans Fart, ai#, ' t
^ <\x / ii i3i t 35 i n
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et en intégrant , on trouvera àx
fv
- W x — • — — — — • — . — " — •— CtC«
d'une autre part ,
/ dx dx
j/ar» — 1 y 4/x’ — I
donc
Pour déterrniner la constante on ne fera pas 1 = to , puisqu’aiog x deviendrait =0 ; d’une autre part-, on n’e'galera pas x à zéro ,
car les termes log x , — • — etc. , deviendraient infinis: mais s» D a nx* ’
Ton suppose x = i , ]'equalion ( 17 ) deviendra
xi i3i 1 3 5
ce qui donne %
9 ' 4’!“và ' 4 6 ' 6 etc - + ^ = ®>
+ etc.
212. La formule (16) peut servir à trouver une valeur approchée de la circonférence j car en faisant x— ^ , elle se réduit à .
+ h etc. :
or , le sinus qui a pour expression - , étant égal à la moitié
du côté de l’hexagone régulier, comme ce sinus répond à la douzième partie de la circouférence , nous aurons donc
circonf. i i I I
ia a a 3 a 1
et par conséquent
/i iii i3ti t 3 5 i i N
circonf. ss ia ( - -t- -—-t- -f ) -A- clc.;
* va a 3 a 5 a(5 a 1 a 4 6 7 Jv
si l’on prend les /o premiers termes de la suite
i , i i i - + ' • 3 • + elc ' »
on trouvera
donc
’ circonférences 6 '0,52359877 ) = 3,14159262 ,
valeur dans laquelle l’erreur 11e porte que sur le dernier chiffre décimal.
2 « 3 . Nous avons trouvé , art. 207 , logC-n + x) =loga +5 — — + ^ — etc.
Cette série étant peu convergente , faisons x = — x ,
nous aurons
log (fl— x) = loga — 5 — ^ — ^etc. }
retranchant cette équation de la précédente , cela nous donnera , . .
log(n-fx)— log(a— x)±= 2 (^ + £7 + ^ + etc.)
ou
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a 14. Pour déterminer , pfr exemple , par cette formule , le logarithme de 2 , on supposera
et par conséquent
donc
substituant , on aura
l0S2 = 2^; + ;.- f- p 4- etc - Y
En se bornant aux dix premiers termes de cette série, réduite en décimales , on déterminera la valeur du logarithme de 2 j triplant ce logarithme , on aura celui de 2 3 ou de & Si d’une autre part on calcule par la
formule (18) , le logarithme de et qu’on ajoute ce logarithme à celui de 8, on aura le logarithme de ~ X 8 =
log 10. On voit que par des procédés analogues la formule (18) donnerait tout autre logarithme j mais il est â observer que ces logarithmes sont des logarithmes népériens. Pour en déduire les logarithmes tabulaires , si nous représentons par La le logarithme tabulaire d’un nombre
a , nous aurons a — io*'°j prenant les logarithmes népériens , cette équation nous donnera
log a — log io 1 ‘ a = La log 10 j et par conséquent
La:
>og a
log 10 '
to
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c’est-à-dire , qu’un logarithîne tabulaire il’un nombre est égal au logarithme népérien de ce nombre , divisé par le
logarithme népérien de 10.
ai 5 . On a trouvé une série encore plus convergente que celle qui nous est donnée par la formule ( 1 8) pour déterminer un logarithme. Voici tic quelle manière on peut In déduire de celte formule t en divisant a -+■ x par a — ■ jr , on trouve
a -t- -r ^ ar
représentons par la fraction — , on a l’équation
ut , en mnilipliam par a — x > il -vient
av vx
a +x=za — x + — — — ;
ions les x étant transposés dans le premier membre , on obtient
vx au
multipliant para , on trouve
2ZX + VX = av y
et par conséquent,
a az -*• u'
a-*- x . x et de - i
substituant les valeurs de et de - dans la formule (18) , on
a ce résultat
) = 2 (db + STaTbjT + sb^^ 610 ') »
«t enfin ,
log ( * + O ) = log S + 2 (bb + 3(i b)ï
5 (ai -t- v J
ï 4 - etc.^-
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Par exemple , pour avoir le logarithme de a , on fera v = i, t = 1 1 et par conséquent log z as o ; substituant ces valeurs dans la formule precedente , on obtiendra , •
log 2 = 2 Q + 3-(37 + 5117 + etC ’)
Il fandra diviser ce logarithme par le logarithme népérien de lo , art. ai | , pour avoir le logarilhme tabulaire de 2.
De la méthode des fractions rationnelles.
2i 6. Proposons-nous d’intégrer l’expression
Px m -t- Qx m P'x n Q'x n
Px m •+- Çx m — '. ... -i- Rx -v- S j_
, . .. -rR'FÏS 7 dx ’
dans laquelle le multiplicateur de dr est une fraction ration* nelle ; nous allons démontrer que dans l’expression donnée on peut toujours supposer que n surpasse m; car , si cela n’était pas, l’intégration pourrait être ramenée à celle d’une différentielle de même forme , dans laquelle la plus haute puissance de x du déuoininateur surpasserait la plus haute puissance de x du numérateur ; pour cela il suffirait d’effectuer la division comme daps l’exemple suivant.
Soit
Px l + Qx* + Rx S Q'x' -+• Kx S' J
en divisant d’abord tous les termes par Q’, on aura
foisons
CALCUL LNTtGRAL.
P Tÿ' 0 R D*
^ jy/' çj't
nous aurons
P'V -t- Ç" je* R'x -t- S" x - h. 7 r* -h 6'"
On effectuera la division de la manière suivante :
PV -t- Ç"x* -t- R "x -t- S"
représentons par M et par N les coefficiena de x* et de x,
le i“. reste devient Mx* -t- Nx -+- S".
i Suite de la division — M: r’ — M R''x — MS
second reste (ÎV — MR'") xs-S" — MS /r ;
on peut représenter ce dernier reste par Kx + L , et alors
P^ + Ç^ + Jîr+J M ,+ lEZ+lÙÈ?. .
Q'x' + Rx-ÏS’ . ( ; ** -4- R"x + «S'" »
et en intégrant on obtient
Px 3 -I- Çjc* Rx S „.r*
Vx\rx-^ s ' - dx =P 7 + Mx.
ainsi la question est ramenée à intégrer
( AV A) <lr x* -t- A'" x + «y”'
Il résulte de ce qui précède que quelle que soit la
Diqiti;
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fraction rationnelle que l’on considère , son intégration peut toujours être ramenée, dans le cas le plus général , à celle de
Par»— -+- Qx n ~’ -t- Bx -l- S ,
P'x" ■+■ ÇKr'— , ...... ûx -
En regardant le dénominateur de cette fraction comme le produit d’un nombre n de facteurs , tels que x — a , x — b , x — c, etc. ; ces facteurs peuvent être réels ou imaginaires , égaux ou inégaux.
Pour commencer par le cas le plus simple , nous les supposerons réels et inégaux , et # alors nous opérerons comme dans les exemples suivans.
2 1 8. Proposons-nous d’abord d’intégrer^——; : décoimposan t le dénominateur en ses facteurs , on écrira
âdx adx
* et l’on supposera
(x—a) (x + a) y rirr + 7TTj Ar f*9)-
A et B sont deux constantes qu’il s’agifr de déterminer. Pour cet effet , réduisant le second membre au mfcnc dénominateur, oa obtiendra
xdx ( sfx -+- Aa + Bx—Ba ) dx
Supprimant le diviseur commun (x — à
facteur dx il restera
a = Ax -f- Aa -f - Bx — Ba. . .
)(x -f- a ) > et le , • ( 20 ) ,
et , en ordonnant par rapport à x, on aura
( A -f- B ! x + ( A — B-— i js=a.
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x ayant une valeur indéterminée , ainsi que le suppose * la différentielle proposée, cette équation a lieu , quel que soi t x ; par cgnséquen t, d’après la méthode des coefliciens indéterminés , on égalera séparément à xéro les coefliciens des différentes puissances de xj ou , ce qui revient au même , on égalera entr’eux les termes qui dans l’équation (20) contiennent les mêmes puissances de x, et l’on aura = ' o, ( A — B — 1 ) a — o j ces équations donnent
A = -, Bç=- l.
En substituant ces valeurs dans l’équation (19) , on aura donc
aàr !- ,1^ 1 i dx
/ adx
et en intégrant, on trouvera
f = i log ( — a) — | log (x + a) -f C,
et par conséquent, , .
C adx , . x — a , _ /x — «\ï
J x 3 — a* ~ * °S x-t-n — °5 ( x -4- a ) + C. Pour Second exemple, prenons la fraction a -r~~î <kr ;
les facWurs du dénominateur sont x et« a — x*, etcomme a* — x* se décompose en (a — x ) X ( « + x ), les facteurs simples du dénominateur sontx, a — x, et fl xj donc l’expression à intégrer est bx 3
dx :
r Eu effet , la caractéristique d , qui précédé x , annonce que x est considère' entame variable.
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je fais
. a 3 4- b x ' yf B , C ^
x (a — x) { a 4- jr) x *1 ( « — x ) ‘ a 4- X V“'J>
réduisant ccs fractions au même dénominateur, il vient
a* -f- bx' Aa' — Ax' -t* Bax 4- j9x’4- Cax — Cx'
x£a — x) ( a 4- xjs! x (a — ») (j + i) 7
égalant entr’eux lescoefficiens desmêmes puissances de x, on aura
B — l A — C—b, Ba Caxxo x 4 a*=za?.
La dernière de ces équations nous donne A— a , ce qui réduit la première à B — C — a -f- b.
Cette équation étant .combinée avec la seconde , on obtient . ,
3 3 ' * mettant les valeurs de A , de B et de C, dans l’équation (21), on trouve
a 3 4- bx' , adx , 11 + J . a + 1 ,
, dx — fr — ; r Ax ; : tlX J
donc, en intégrant,
f a'x -À dx = a log x — log ( a — x ) *
» — — ■ -- ■ >og ( a -f- x) -f C
* Pour prendre i’inteerale de — a *** ■ ^ — a (a — x)
lielle de a — x est — dx , il faut derire
(« ■+• b) _ dx
dx , comme la difleren-
ct l’on voit que l’intcgrale sera — S a ' h Jog ( a — x ) 4- C.
r= a log x • =- a log x -
- [ 1 °g ( a — x ) + 1 og ( a -f x ) ] + C,
log ( a — X) ( a + x ) -f C ,
= a log x — ( « -f- b ) log ^/ a > — a* -|- C. 219. Pour troisième exemple, soit -r~ — ^
dx.
Comme il s’agit d’abord de décomposer le dénomina-. teur en facteurs du premier degré, nous remarquerons que si l’on a une équation de même forme, et représentée par z * — 6z -f- 8 = o , et qui soit satisfaite par les valeurs z = 2 et z = 4 > on sera en droit de conclure qu’elte équivaut au produit (z — 2) (z — 4) == °-^ r i en effectuant la multiplication, on voit que quelque valeur que l’on àttribueâz, le produit sera toujours z* — 6z-J-8; donc , lorsqu’au lieu de z nous mettrons x , nous aurons encore (x — 2) (x — 4 ) == x< “ — 6x+ 8.
Par conséquent , quelle que soit la valeur du polynôme x* — 6x + 8 , il peut se décomposer en facteurs comme s’il était égal à zéro.
Ayant donc trouvé que les racines de l’équation x" — 6 x -J- 8 = o , sont 2 et 4 , nous écrirons ■* ^
3 x — 5 , j 4 < 1 x , Bdx
s dx = 1
et en supprimant le facteur commun dx , ce que nous aurons toujours le soin de faire à l’avenir , nous trouve-i rons, après avoir réduit au même dénominateur , *
3 x — 5 j 4 t — 4 /f ■+■ Bx — il)
x' — (ix-+- 8
x’ — Gx -k- 8
MÉTHODE DES EBACTIONS RATIONNELLES. l53 égalant eatr’eux les coelficiensdes mêmes puissances de x, on obtiendra ces çqnations de condition ,
— 5= — \A — iD, Z=A-\-B,
d’où nous tirerons
mettant ces valeurs dans l’équation ( 22 ), on trouvera
/ 3*~ — 5 I r Hr ,7 r dr
= ^ Iog(x — 4) — ^log(x — 2 ) 4- C * 20 . Prenons encore pour exemple
ardjc
égalant le dénominateur à zéro et résolvant l’équation , on trouve *
jr“+4 ax — b*=z(x+?.a-)- \/ fa’-t-b’) (x+2 a — \/^a'-<rb'}- Pour simplifier , représentons ce dernier produit par
nous supposerons donc
x ' rf 4ax — b* x -+■ K * x *+• L *
réduisant le second membre au meme dénominateur , pous trouverons
x Ax -4- AI-»r Bx 4- UK
x* -f- 4 ax — x 1 -f- 4 ax — 9
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d’où l’on tire
jiL -f" B K — o , A B — i , par conséquent
Az=
r<lr ZZfr = K—L log + K )~j ïZx Io B ' x ' t ' L )+ c -
i\ax
En général, soit Px m — -h Qx m
+ /ti + i S
x m + Ç'xm-, Rx + &
dx
une fraction rationnelle dans laquelle les facteurs du premier degré du dénominateur sont supposés inégaux , on résoudra d’abord l’équation
ar m + Ça
-f- Rx 4- $'== o j
et ayant trouvé qu’elle est le produit des facteurs x — a , x— b , x— c, etc. , on écrira ,
Px m —< ■+ Qjr*— ‘ -4- Ar -h S
etc
En réduisant au même dénominateur le second membre 4e cette équation , chaque terme du numérateur de l’une des fractions devra être multiplié par le produit des dénominateurs des autres , c’est-à-dire , par un polynôme en x de l’ordre m — i ; donc le second membre de cette équation sera un polynôme composé de m termes.
MÉTHODE DES FRACTIONS RATIONNELLES. »55 Il en résulte que si on égale cntr’èux les coelliciens des mêmes puissances de x , on aura m équations de condition pour déterminer les coefliciens A, B , C, etc. Ces
coefliciens étant connus , on n’aura plus qu’à intégrer une suite de termes tels qne
Ai Ix
Ht\r
etc. ;
l’intégrale cherchée sera donc
A log ( x — a) -f- filog( x — b ) -f- etc. -f- C.
222. La méthode qug nous avons suivie lorsque les racines du dénominateur sont inégales, ne peut servir si parmi ces racines , que nous supposerons toujours réelles, il y en a d’égales. En effet, nous avons vu que, daus l’hypothèse des racines inégales, on pouvait écrire
Pt* -+■ Qx' -I- Ær’ -h <5* 4- T . (ar — aj {-x — b) (x — c) (x — J) (x — e)
' x — c ' cr — d ' a — e
si plusieurs de ces racines étaient égales-, si , par exemple , on agût a — b ~ c , l’cquation précédente deviendrait
, * J Px* -H etc.
Alors, en réduisant le second membre au même dénominateur , A -f- B -f- C pouvant être considérés comme une seule constante^’, on voit que les trois - constitues Àt , DetE ne pourraient suffire pour établir les
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cinq équations 3e 'condition qu’on doit obtenir en égalant
entr’eux les coefficiens des mêmes puissances de x.
223. Pour éviter cet inconvénient , cherchons à décomposer la fraction
Px*-t- Qx 3 -h etc.
en uft autre assemblage de fractions , qui réduites au même dénominateur, puissent la reproduire.
Supposons donc
Px* - 4 - Qx 1
etc.
Cx' D . E
Bx
De cette manière, en réduisant le second membre de cette équation au mêmcdénominateur,nousauronsun polynôme en x, du 4 e - degré, qui renfermera cinq constantes arbitraires ; ce qui suffira pour établir l’identité des termes affectés, des mêmes puissances de x. Maintenant je vais ^démontrer que le terme
A -4- Bx ■+■ Çr*
peut se mettre sous la forme
A , El , C , étant des constantes indéterminées. Pour' le démontrer , j’observe qu’on ne change point la valeur de la fraction
J5j.+ Ci
si on ajoute au terme Cx* la quantité — 2 Cax -f» Ca* , et
’ ’ ‘ ' fl
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si on retranche en même temps cette même quantité des autres termes : en opérant ainsi on trouvera
A •+• Bx ■+■ Ci’ A +■ i Sx ■+■ 1 Car — Ca .* -h C (x — a )*
et si, pour simplifier, nous représentons^— Ca 3 par A.' et B -f- iCa par E> , l’équation précédente deviendra
A ■+• Bx Cx* A' -+- B'x -+■ C( x — a)’ _
(x — a) 3 ( x — aÿ * 3
ajoutant D'à — B' a, dans le numérateur, on aura
A ■+■ Bx -t- Cx* A' h4|b -i- B' ( x — a)-*-C(x — a)*
et en faisant A - Ha=z jf , on obtiendra
A -h Bx -i- Cx* A" ■+• B' ( x — a) -+■ C( x — a )* *
et , en supprimant les facteurs communs , on aura enfin
A ■¥ B x -¥ Cx 3 __ A 1 ' B' C
résultat de la forme prescrite , puisque A* , B' , C sont des constantes.
Cette démonstration pouvant s’appliquer à une équation d’un degré plus élevé , concluons qu’en général , on peut supposer .
Px m — 1 H- fo”— *■ ... -4* Bx j- S (x — a)“
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11 résulte de ce qui précède *que pour intégrer l’expression Px* 4- etc.
on supposera
Px* -f- etc.
réduisant ensuite lÿs fractions au même dénominateur , on déterminera'Ies constantes A , A'-.-A”, D, E, etc. , par le procédé que nous avons déjà einj^wé , et l’on aura ensuite à trouver les intégrales des expressions suivantes :
-=—Ax, — -,dx, dx, — — dx, — ^-jdx.
Les trois premières s’intégrent par logarithmes j à l’égard des deux autres, comme dxestla différentielle de l’expression x — a, renfermée entre les parenthèses , nous supposerons , art. i g3 , x — 4 ms z , et nous aurons
f A " dx /’x/'ds r • xf" x/"
J {x^âj'— J ~v =J ^~ 3dl =- a -?=-^-ÿ •’ 1 •
donc enfin
Px< -t- ()r ! + etc.
(* — a)' (x-w-djix r— e)
dx
xT'
jr — <z a ( x — ) a
-j- xîf 1 log ( # — a ) -f- D Jog ( a: — r d) -f* £ log ( x — e) -fs constante.
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Prenons pour exemple la fraction
nous aurons
aaxdr (*-*-<*/ ’
réduisant le deuxième membre au même dénominateur , et supprimant ce dénominateur commun , il reste
lax = A -f- A'x -j- A’ a , d’où l’on.déduira tes équations de condition
elles donnent
par conséquent
T.OX dx ' {*-*-«)» ~~
2 a* Hx , aadx ,
Pour obtenir l’intégrale , remarquons que dr étant la différentielle d ex-fa, nous pouvons supposer x a — z- } donc
iax dr (x + a)’
= — 1 or —
<Iz
intégrant la première fraction du second membre par la règle dé l’art. i 85 , ét l’autre par logarithmes, nous obtiendrons
fi
laxdx aa’ . , ,
r - = -~+2nlogs + 6,
et , en remettant la valeur de z ,
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Pour second exemple , cherchons l'intégrale de
x» Az
ï 1 — ax’ — a’x -ha ' 1
en égalant à zéro le dénominateur , on voit que tous les termes se détruisent dans l’hypothèse dex = a; donc l’équation x 3 — ar“ — a“x -J- a 3 , est divisible par x — a. En effectuant cette division , on trouve pour quotient x* — a 1 ; ainsi la quantité à intégrer est
x 1 dx x* dx
x’ dx
( x — a)* (i-ha)'
Nous supposerons donc
réduisant le second membre au même dénominateur , on obtient
x’ A (x -h a) -h A' (x 1 — a 1 ) -h B (r — aj*
(x — a)’(x-+-aj (x-»-a)(x — a)* >
développant et égalant entr’eux les coefficiens des mêmes puissances de x , on obtient ces équations de condition
A B = i , A — 2 Ba=o, Aa — Aa*-\- Baïzzx o.. (25).
Si on multiplie lajpremière par a * , et qu’on l’ajoute à la troisième , on aura
Aa -f- 2 Ba* = a® j
celle-ci , à son tour , étant ajoutée à la seconde des équa-
tions (25) multipliée par a , on trouve
a® = 2 Aa et A = 5 a ,
DigitiZfed Gioogle
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mettant cette valeur dans la seconde des équations ^5), on obtient
et par conséquent la première donne
au moyen des valeurs de ces constantes l’équation (24) multipliée par dx, devient
- T ’ <1 ' r __ . *, 3 Jt d.r
(jc— a)' (x+a) »(x — a ;> ' t_ 4( a --a) +4ÎTT7J’
Pour intégrer , nous ferons x — a = z , et
cette expression deviendra $=^-dz, et aura pour tégrale , art i 85 ,
- = JL «
az~~
donc
+ î Io g(* + *) + constante.
226. On opérera de la même manière , si dans le dénominateur il y a plusieurs groupes de racines égales. Soit , par exemple,
adx
adx
nous poserons
2 ^ , A' B ff
(x - ( X + .)* (, _ »j. + JZTT + +J^T7- i*fc
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et , en réduisant au même dénominateur, nous trouverons
supprimant les dénominateurs et développant les numérateurs , nous trouverons ces équations de condition
2 A — Â — 2 B — li — o ,
A — A 1 + B If = a.
La première de ces équations réduit la troisième à 2 A % — 7.B = o , donc Az=B) la seconde réduit la quatrième
à iA -j- iB
ces équations , on conclut A =
~B, par conséquent la quatrième devient /?' — Â a ;
cette équation étant combinée avec la première , on trouve
Au moyen des valeurs de ces constantes , la différentielle proposée devient
i r <l.i , dx d.r , dx "J
4 a L ( X — Ty . ( x - 4 - I )* x — l “r" x -+- I J '
On intégrera les deux premières de ces expressions par les règles 4ps art. i<)3 et i85, et les autres par logarithmes , et l’on trouvera
-J-. _ log (x-l) -4- log [x-4- l)J -4- C.
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227. Avant que d’examiner le cas ou le dénominateur contient des racines imaginaires , faisons quelques observations sur ces sortes d# quantités : considérons d’abord l’équation t
X 2 -\-px + q = O. . . v (27) ,
et cherchons les conditions nécessaires pour que les racines de celte équation soient imaginaires: en résolvant cette équation on trouve
La première condition nécessaire pour que cette valeur de a: soit imaginaire, est que le dernier terme de l’équation (27) soit positif j car , s’il était négatif, l’expression - — q , qui est soûs le radical , changerait de signe , et le radical n’affectant alors que des quantités positives , x ne pourrait être imaginaire. Celte condition étant remplie ,
x sera imaginaire , si q surpasse \ p*. L’excès de q snr
p* étant alorsune quantité essentiellement positive,
re-
présentons-le par p*, puisqu’un carré est toujours positif : nous aurons
y~ïP* +
faisons ~ = a pour éviter les fractions, celte équation
deviendra
substituons ces valeurs de p c t de q dans la proposée , nous trouverons
X* -f- 2a X -}- a a -f- j5 a CT: O. . . . (28).
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Cette équation étant résolue donne
ses deux racines sont donc *
— a + |3 y/î et — a — P v/— "■ >
ce qui montre que ces racines sont disposées par couples , de telle sorte que l’une étant connue fait connaître l’autre en changeant le signe de la partie imaginaire.
228. En général , une équation peut avoir plusieurs couples de racines imaginaires, et chaque couple donnera lieu à un facteur du second degré de la forme
x 4 -f- I'jJC -f- a 4 -f- p a . . . , (3o).
22g. Quelquefois les racines imaginaires sont égales au signe près , c’est ce qui arrive lorsque a =s o ; alors , l’une des racines est p y/ — 1 , et l’autre — p y / — 1 , et le facteur ( 3 o) du second degré se réduit à x 4 -f- p*.
23 o. Pour donner un exemple d’une équation dont les racines sont imaginaires , je prends l’équation x 4 — G ax -{- 10a 4 = o j en la résolvant , je trouve
x — 3 a ± \/ — a‘ —3a±.a \/—~ï -, comparant cette valeur de x avec l’équation (ag) , j’ai
donc, dans le cas présent, l’équation ( 3 o) devient x 4 — 6 ax -j- 9 a 4 -^fe 4 .
a 3 i. Au reste, quand on a une équation telle que . ' ■ * x 4 -f 4 x + 12 = 0,
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dont les racines sont imaginaires * , on peut la comparer immédiatement à la formule (3o), et l’on a 2a = 4 , donc a* = 4 i si l’ on retranche 4 de 12 , il reste 8 pour “î 4 , et l’équation proposée peut se mettre sous la forme
Le terme 8 , à la vérité , n’est pas un carré parfait ; mais , alors , on le regarde comme celui de {/s.
232. Occupons-nous maintenant de l’intégration des fractions rationnelles dont les dénominateurs renferment des facteurs imaginaires^ et , pour commencer par le cas le plus simple , considérons celui où il n’y a qu’une couple de racines imaginaires dans le dénominateur: supposons , par exemple, qu’après avoir décomposé le dénominateur en ses facteurs, on ait trouvé
P + Ç)x + Rx* 4- iSx J etc. ^
on égalera , comme nous l’avons déjà fait , art. 223 , çette fraction à cette suite de termes ,
sfil.r Dix , BAx . Mx -+• N ,
et ayant déterminé les constantes^ , B.... H, M , N, par le procédé que nous avons employé , tous ces termes , hors le dernier, s’intégreront par logarithmes • à l’égard de ce dernier, il s’intégrera de la manière suivante :
On remarquera que .r 4 -f- 2 a .r -f- a 4 étant un carre parfait, le terme à intégrer peut s’écrire ainsi :
Mx.+ N
* O U* le reconnaît lorsque les conditions de l'art. 017 sont remplies. ,
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Et , en faisant x -f- a = s , il devient
Mz -4- N— Ma.
da :
et , en nommant P la partie constante N
duit à
Mz H- P z 1 -+- V
Ma , il se re-
cette expression se décompose en celles-ci :
M:<\z Pàz
Pour intégrer la première nous observerons que sda étant la différentielle de s a -f- p“ , à un facteur constant près , on peut, art. iç)4 , supposer z l -f- p*=J~ , ce qui nous donnera , en différenciant ,
substituant ces valeurs, nous obtiendrons — ~ , dont l’intégrale sera
— ___ |,,g / x* -4- -+-a 3 -4" S 7 ) zaï Al tüg ( X 1 ■+• 2-t * *4- a 7 -4* C * ) a
il/ log l/.T* -f- 1-jX -•)- a 2 -p C*.
À l’égard de l’expression ^ - ^ , en divisant ses deux termes par 6*, elle peut se mettre sous cette forme
Prenons pour exemple la fraction J^rle
dénominateur ayant x — 1 pour facteur , nous trouverons l’autre facteur par la division , et la fraction proposée pourra se mettre sous la forme
** + * + I étant le produit de deux facteurs imaginaires , ainsi qu’on peut le reconnaître en résolvant l’équation *+x + 1=0, nous écrirons
( n~\~ hx ) A . A/x -4- 2V
réduisant au même dénominateur et opérant comme nous l’avons indiqué , nous trouverons
J a + b l/_ («+*) AT h ~ a “.
. A — 3 ’ lU 3 ’ iV — 3 7
nous décomposerons ensuite le facteur x* -f- x -J- 1 en facteurs simples, en le comparant à l’expression (3o) , ce qui nous donnera
2x = 1 , a* -J- S a = 1 , et par conséquent
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substituant ces valeurs et celles de Me t de N , dans l’équation ( 3 i) , qui nous donneia seconde partie de l’intégrale , et observant que la première est
nous trouverons
234. Lorsque la fraction aura dans son dénominateur des facteurs imaginaires égaux , elle contiendra un ou plusieurs facteursdu second degré de la forme ( x 5 -f- _i_ 6 * y , suivant qu’elle renfermera un ou plusieurs
groupes de facteurs imaginaires égaux. Le facteur
( -f- 2xr + “* + y
correspondra à celte suite de termes :
Il a- ICr . H' K'x
' (jt 1 -4- aa.c-t- a‘ -t- 6 ’ ar*-t- 2 » x -f- a’-*- i‘ ' ’
et ayant opéré de même pour les autres groupes de facteurs égaux , on déterminera les constantes
II, K, H', K', H ", A", . . A,, etc.,
comme précédemment. .
On multipliera ensuite par d.r , et il ne s’agira plus que d’intégrer chaque terme séparément , ce que 1 ou pourra toujours faire lorsqu’on saura intégrer le premier
MÉTITODE DES FU ACTION' S RATION'NELLES. 169 terme de la suite (3a) multiplie par d:r , puisque tous les autres sont de même forme. Pour cet effet, nous écrirons ainsi ce terme :
H + Kx ,
faisant x -f- a = z , il deviendra
// — Ka -+- Kz ,
- \e + z>)p- Ja >
et , en nommant d/Ia partie constante II — • K a, on aura à intégrer
dz.
Celle fraction peut se décomposer en ces deux-ci:
À’cdl
tt ■-+- «’> -+- s> y
Pour, intégrer la première , comme sdz est la différentielle de z 2 -f- 6 2 , à un facteur constant près , nous supposerons s 2 -f- 6 2 — y , et nous aurons zdz = ' dj- ; substituant on obtiendra
C KzHz /*! ,.dr , r , * Ky-P"
J iF^nr-J ; A p=; - ; "T-F
i — p a (« — p) lî' ~' 7 —
Il nous reste à intégrer
il/d*
( c’ + .*> ’ 011 r Iulüt ’
ü/(S 2 +s 2 )-rdz (33).
Four parvenir à celle intégrale , nous la déduirons de celle de I ( 6 2 -j- s 2 y dz , de la manière suivante :
en mminuanl l'exposant^ d’une unité , c’est diviser par
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e a -f- r % P ar conséquent , en multipliant en même temps par la même quantité , nous aurons l’équation identique
(s a + z s ydz—(& + z 2 j p ~' (e a +3 s )dz,
Çt , en exécutant la multiplication indiquée dans le second membre , il viendra
(e î + ^ i ‘)!’d^ = e l (C 1 + 3 , y- , ds + (6 a +z s /- , z*dzj intégrant , on aura
J ' ( Z'+z'/dz=zt'J' {:'+z'f—dz+ J' (Z'+t')P— î*d=..(34).
Des deux intégrales qui sont dans le second membre de celte équation , nous laisserons la première sous le signe qui l’indique ; à l’égard de la seconde , nous y appliquerons l’intégration par partie. Pour cela , en multipliant et en divisant par 2 l’expression ( 6 a -f- z*/ - ‘z“dz , nous l’écrirons ainsi :
’ 5 (6« + z*/- azdz.... (35); alors (g’+z 1 )? - ‘ 2 zdz s.era la différentielle de - — - ? de sorte que l’expression (35) deviendra
en la comparant à la formule
• J ' «de = i iv — J * edu ,
nous ferons
u = -, pz a
et nous trouverons
i(S a +z a )'’- 1 2zdz=r ■— -/
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Substituant cette valeur à la place du dernier terme de l’équation (3/ ( ) , et mettant les constantes en dehors du signe d’intégration , cette équation (34) deviendra
J' (V+z')Pdz=t'J' (t' + z'y—dz (V + z')Pàz;
transposant le dernier terme dans le premier membre , et réduisant, on trouvera
ap
/ ' (e '+z’)Pdz~ i -~^ + i' J' (V+z')P-'dz-, on tire de cette équation
/ ({•+s , )f— <k=— _l.(e*+**)P - h C ;c’-4-2’)eiU ;
api' api’ J
faisant p — i = — p, et par conséquent p = l — p , on a enfin
j (i' + z’)-Pdz
Au moyen de cette formule , on fera dépendre l’intégrale de ( 6“ + z 2 y~P d z, d’une autre , dans laquelle la valeur numérique de l’exposant , au lieu d’être p , sera moindre d’une unité ; par la même formule on fera dépendre ensuite l’intégrale de (6* z 2 ) — <4“’) , de celle
de ( 6 2 + z a } — (p — 7 ainsi de suite j de sorte qu’aprfcs chaque substitution l’exposant de la partie intégrale diminuant d’une unité , il ne restera plus en dernier lieu • qu’à intégrer l’expression
<ls
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or , nous avons vu , art. 200 , que l’intégrale de cette expression était
* arc ( tang ==
On s'arrête à l’intégrale J' ( 6 a -J- 2 ' )~ l dz, et non à celle
où l’exposant est o ■ car si dans la formule (36) on faisait p — 1 , le terme *
— —771 ( S* + z *) ~ P+1 j deviendrait infini.'
235. Il résulte de cette théorie que l’intégration de toute fraction rationnelle ne dépend que de ces trois sortes de formules
c’est pourquoi on dit que toute fraction rationnelle peut toujours s’intégrer ou algébriquement ou par logarithmes ou par arcs de cercle , ou par le concours de ces moyens.
236. Noqp terminerons cette théorie par un exemple qui renferme tous les cas : soit donc la fraction rationnelle
P.r m P’r m 1 -4- P"x m ~' ■+■ etc. ,
"hR'MfrrrsS 1 . . . rr. . . utr. . . djl ' >
dans laquelle on a
R = x b , f facteurs réels inégaux; K= x — c, f
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^ = x ~~ d)">\ facteurs réels égaux ;
T = or* -}— 1 % x -f- a a -}■ 6*
T=a? + ix X -J»- a ,a -f- 6' 1 ,V acteurs imaginaires inégaux;
1/ (l* + 2«/+a, / fadeurs imaginaires égaux;
on supposera
Px m +P , x m —'+P"x m —’-i-e te A , B , C
KH K'... SS'... J1\.. VU'... + x — 6 + x— c"*
+ (x-e'F-* + ctc *
+ (T^Tr + (V-/)— + (7Z7r=-. + etc -
, G + iïx , AT -I- Lx
-4- —J™ * " 1 -A- etc*
* AI -h Nx M'+lTx
7* -t- Qx P' -+• Q'x
etc.
et ayant réduit au même dénominateur , on opérera * comme nous l’avons expliqué.
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De V intégration des fonctions irrationnelles.
237 . Lorsque danyune expression différentielle qui contient des radicaux, on peut à l’aide d’une transformation , faire c’vanouir les radicaux , l’intégration sera ramenée à celle des fractions rationnelles.
On peut toujours faire évanouir les radicaux qui n’affectent que des quantités monomes : le procédé que l’on emploiera , pour y parvenir , sera le même que celui dont nous allons faire usage dans l’exemple suivant :
soit — ' dr , ou plutôt — ; — dx ,
on réduira les exposans fractionnaires au même dénominateur , et ayant trouvé que le dénominateur commun est 6, on supposera x ~ z 6 , alors on aura
[/x = z\ \/x = z 2 , dx = 6z 5 dz; substituant ces valeurs on trouvera
dr
on intégrera cette expression par la méthode des fractions rationnelles, et on substituera ensuite dans l’intégrale , la valeur de z en x.
238. Il n' en est pas de même lorsque le radical affecte un polynôme; cependant on peut intégrer toute expression en x , qui renferme \/ A -+- ltx Cx> , c’est-à-dire
toute expression de la forme
F (x, \/ A -+- Hx h- Ct* )d r.
Il peut arriver deux cas j le terme Cx 2 sera positif ou né-
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gatifj s’il est positif, on écrira ainsi le radical
si ce terme est négatif , nous le regarderons comme le produit de -f- C par — x 1 , et alors le radical pourra se mettre sous cette forme
pour simplifier , faisons
nous aurons donc à intégrer ces deux expressions
F(x, V a -f- bx -f- x * ) dx, F(x, [/a -j-bx -J- x a ) dx.
Occupons-nous d’abord de la première.
Notre but étant d’obtenir par une transformation les valeurs de x , de dx et de \/ a l>x+ x’, en fonction rationnelle d’une nouvelle variable 2 , nous supposerons
\/ à bx -J- x a = z -j- x * . . . . ( 3 j) ,
parce qu’en clcvant au carré, les termes en x 1 se détruisant il nous restera entre 2 et x , une équation du premier degré de laquelle on pourra t : rer les valeurs de x et de dx , en fonction rationnelle de z. Lissant donc l’équation (37) au carré , et supprimant les termes en x*, on obtient
a -f- bx — 2x2 4 - 2*. ’. . . . ( 38 ) ;
* O11 pourrait aussi égaler le radical h z — x , pais qu’eu devant le» deux membres au cane , les termes en ;t a s’évanouiraient egalement.
d’où l’on tire
au moyen de cette valeur, l’équation (37) devient \/a + bx+ x“ = - ç£~“ £ + z ; ou , en réduisant au même dénominateur , '
V« + bx + 2 1 = — - — •••• ( 4 °)-
fl nous reste à déterminer dx en ; : pour cela nous différencierons l’équation ( 38 ), et nous obtiendrons bdx — zxdz -J- zzdx -f- 2zdz , d’où nous tirerons
( b — 2z)dr = 2(a:-f-z)dz,
et si l’on élimine le radical entre l’équation (37) et l’équation (40) , on aura
(2’ — bz -h a) ' b — 32 i
substituant cette valeur dans l’équation précédente, on trouvera
(b-2Z)âx=-
et
dx——-l z '~ iz ~ ha)
23 g. Prenons pour exemple dx
b — 32 dz (4,).
x \/ A- J- lix -f- Cx a ’ nous écrirons ainsi cette expression dx
|/CXx \/ a bx -f- x* ’
en faisant ^ = a et -g =b. L’équation (4 *) divisée par
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l’équation (40) , néus donnera -, après avoir réduit ,
dx ads
\/ a -4- bx ■+■ x’ b -f- 2 z *
et , en divisant par l’équation ( 3 g) , on aura dr ad*
x[/ a ■+■ bx x 1 z% a '
multipliant les dénominateurs par \/ C , cette équation deviendra
dx ^ df 2lJ z
x C\/a-*-bx-*-x* ’ x^ A Bx + Ci’ (*’ — a )y' C*
fraction qui s’intégre par la méthode des fractions rationnelles , puisqu'on peut regarder y/ C comme une constante ordinaire.
240. Pour second exemple, prenons d.r \/m* + x» : en comparant le radical à celui de la formule (40) ,nous avons a = m’, b — o , et en mettant ces valeurs dans les équations (40) et (40 , nous trouverons
x* •+■ m’ , (z'iX-m.'y .
\/m* + x* = —5— . ** ~ Az,
donc
Lorsqu’on aura intégré cette expression rationnelle . on y substituera la valeur de z en x.
241'. La méthode précédente ne peut être employée lorsque Cr* est négatif , car en opérant comme cidessus , on aurait
\/a+bx— cx* — y/c — x'
= \/ C V' a -j- bx —
Or, si nous supposions a -}- bx — x 3 = x -j- s , en élevant au carré les deux membres de cette équation , le terme en x a jic s’éélnouirait pas , et alors la valeur de x en 2 serait irrationnelle. Pour traiter ee cas , nous remarquerons préliminairement que le polynôme a -f- bx — x 3 , est toujours décomposable en facteurs réels du premier degré *.
Soient a et a', les racines de l’équation x* — bx — a xx o , nous aurons , d’apres la propriété des équations
x 3 — b K — *z == ( x — «) (x — a), et par conséquent, en changeant les signes , a-j-bx — x 3 = — (x — a)(x — a)= (x — sc) (a — x); substituant celte valeur dans le radical , nous supposerons * [/(X— a)(a— x)=(x — a) 2... (4»-);
* Pour le démontrer , nous écrirons ainsi ce polynôme :
— (x 3 — bx — a) ,
et nous trouverons les facteurs de x 3 — bx — a , en égalant à^zéro cette «pression , ce qui nous donnera
donc , par la propriété des équations
et puisque, par hypothèse, a représente une quantité positive, les facteurs qui composent Ce produit ne peuvent être imaginaires. Au reste, sans résoudre l’équation x 3 — bx — a = o, on peut conclure, d’après le signe de sou dernier terme, art. 227 , qu’ede a ses racines réelles.
» ; ' . Digrtized biLGopgle
intécratiox des roxcnoNS irrationnelles. 179 celle équation élevée au carré nous donne
et , en supprimant le fadeur commun , on a
a — x = (x — a)z“. . . . . ( 43 ), d’où l’on tire
donc
*' 4- al *
et, en réduisant au même dénominateur , .
cette valeur étant mise dans le second membre de l’équation (42) , on obtient •
A l’égard de dx , il suffit de différencier l’équation (44) pour en obtenir la valeur en z , et nous trouverons
(*• 4-T / ~ zàz - ■ • M«)-
Appliquons ce procédé à l’exemple ,• dx
y a tj- bx — x*
nous diviserons l’équation (4G) par l’équation ( 45 ) , et nous aurons
dx a ( a' — a ) * , ad z
y/a 4- bx — x’
dj:
dx
fv*
— 2 arcs (tang = 2 ) -f- C
a bx — x 1
ou , en remettant la valeur de z , donnée par l’équation (42) ,
/ dx _ / l/ (x* — a.) (a'f—x) \
ÿa-*-bx — x’ V x a *
= C — 2 arcs ( tang = y/ ^ ~
243. Prenons encore pour exemple dx ax — x’ : en comparant ce radical à celui de l’équation (42) nous aurons a = o," a = 2a, et les équations ( 45 ) et (46; deviennent
iaz
dr :
f\az
■(PTTT)
— d zi O’ 7
1 équations multipliées l’une par l’autre , nous donnent
. 8a’z’dz
dr y 2 ax — r* = —
expression qui s’intégre par la méthode des fractions rationnelles.
De l’intégration des différentielles binômes.
244. Nous avons vu qu’un moyen très-fécond pour intégrer des fonctions qui contiennent des radicaux , était de transformer ces fonctions en d autres rationnelles, pour pouvoir y appliquer la méthode des fractions rationnelles.
La difficulté est de trouver la transformation qui peut être employée pour chaque cas j nous avons indiqué celle qui convient lorsque les radicaux ne sont que des trinômes; ces sortes d’expressions étant trés-fréquentes dans
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l’analyse , il était utile de faire connaître la transformation propre à les rendre rationnelles. Nous avons aussi donné un procédé général pour rendre rationnelles les fonctions qui ne contiennent que des mongmes élevés à des puissances fractionnaires j il convient donc d’examiner maintenant si, à l’aide d’une transformation, on peut rendre rationnelles les expressions binômes qui sont affectées d’exposans fractionnaires.
245, La formule générale des expressions binômes est x m ~ l (a- f- bx n y dx *. #
Si p est un nombre entier , cette formule s’intégrera par l’art. 19?. ) ainsi nous supposerons p égal à la fraction
- , et nous aurons
Pour rendre cette expression rationnelle, noift ferons a+ bx n z='zi. . . . (48), ou, ce qui revient au meme,
( * - f“ b 3? ) q rrr Z , l '
L expression binôme j4x r -+- Bx * , e'tant un cas particulier fie celle-ci : ( Ax r -4- Bx * )P , c est & cette dernière formule que nous rapporterons les différentielles binômes ; nous pourrons, l'écrire ainsi :
, + Bx’-')]? =zxrp (A+Bx’~ r y,
* * et > en faisant s — r s=z n , rp ~ m t — î, clic deviendra
On a préféré remplacer rp par m - 1 , plutôt qu'c par m, parce que
les conditions d’imégrabilité seront plus faciles J exprimer , comme nous le verrons.
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et par conséquent *
( a -j- bx M ) q — zP* • • • (49)'
L’équation (4$) étant différenciée nous donne
bnx"~ l dar = qzi~ l d z ( 5 o) J
la même équation (48; étant résolue par rapport à x ,
on a
(zi— «v •
x = {rr~ ) ’
donc , en élevant les deux membres de cette équation à la puissance m , on obtient
différenciant les- deux membres , mettant les constantes en dehors , et divisant par m , on trouve
, , 4 (if —a\n z,T- ’dz ;
*" Ax ^ib\r-b~x
substituant dans l’équation (47) cette valeur ainsi que celle
J e [a-{-b. r") g, donnée par l’équation (49), on a enfin
nb
S î-+-p-'dz (5i).
Celte expression est rationnelle lorsque est un nombre
entier positif; car alors - — —■ est élevé à une puissance
entière, et l’on peut réduire l'expression (5i)a un nombre limité de monomcs , qui peuvent s’intégrer chacun par
l’art. i 85 ou par l’art. >90. Si ^ est un nombre entier
INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES BINOMES. lS 3 négatif, l'expression ( 5 i) devenant aussi rationnelle , on peut l’intégrer par la méthode des fractions rationnelles. 246. Prenons pour exemple l’expression
x 5 ( à -f- bx 1 Jï d.r. .
Dans ce cas, nous* aurons
p— 2 , <7 — 3 , m — i — 5 , ou m —G , n— 2 5 par conséquent la condition d’intégrabilité est satisfaite. Substituait ces valeurs dans l’expression( 5 i),nous aurons à intégrer
=«* = J £ cfe _ * *»d* + ÿ- ,
donc
on substituera ensuite dans ce résultat la valeur de zen .r.
2.47. Pour obtenir une autre condition d’intégrabilité, écrivons l'expression (47) de la manière suivante :
x m ~' [ (~ + b x" J <7 dx ,
et, en élevant les facteurs du produit -f- b ^ .r" , à la.
puissance £ , nous aurons
- 'HL, a \E np f \P
x m ~~' X q (jïï +p jq = x m ~*~ q cix n + b Jq de,
Or, d’après la démonstration précédente , il faut, pour que cette quantité soit intégrable, qu’on ait
— = nombre entier ,
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ou , en exécutant la division indiquée ,
— -f- - — nombre entier.
248 . Prenons pour exemple l’expression x^dxÿ a +-bx'. En écrivant ainsi cette expression
x* 1 ( a -J- àx 3 y dr ,
on a
m = 5 , n r= 3 , p = 1 , q— 3 , par conséquent , •
donc cette quantité est intégrable. Dans ce cas , on aura
a: 5- " ( a + bx 3 )» dr = ar 5- 1 -f- b idr ,
et en réunissant les exposans [de x , cette expression deviendra
x 5 ( ax~ s -f- b y dr (5a) j
faisant ax~ 3 -}- b == z 3 , nous trouverons
( ax~ 3 -f - b y = z , x~ 3 =
fa , , ï *’*-*
(pr+ t> J — * , p — — — }
la dernière de ces équations nous donne'
d’où l’on tire, par la différentiation ,
iB'dî
x*dr = —
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x 5 cLr = —
aVd*
cette valeur dê a^cLr , et celle de ( ax ~ 3 b J» étant substituées dans l’expression ( 52 ) , on trouve enfin
a? ( ax- 3 + £)? dr = — - f _^ 7 ,
expression qui est intégrable par la méthode des fractions rationnelles.
Des formules de réduction des différentielles binômes.
2^9* Lorsque l'équation x M 'dx ( a -+- bx n )P ne satisfait pas aux , conditions d intégrabilité que nous venons de prescrire, on peut y appliquer l'intégration par parues , de la manière suivante :
En comparant la formule / *"* 1 dx ( a bx n )P , iju premier
membre de l'équation
J^udy=zuo — J' vdu,
nous supposerons
( a ~h bx" y — u , x m ~'dx = ds<, donc v —
et nous aurons , en mettant les constantes en dehors du signe d’intc* gration ,
i™ — 'tir (a + bx n ) P i= (a+bx n f
v nh r .
* m J X m (a+bx n )p— «x»— l 'dx,
ou , en réunissant les exposa ns de x ,
. x m pnb f*
X m — 'dx(a+bx") p = (a+bx"f— — J x m **—(a+bx*)P-<dx..{53) ;
d une autre part , on a l’cqnation identique
(a+i^/= («+ bx" f* l (a + bx*).
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et , eu exécutant la multiplication indiquée , cette équation donna
(a-\- bjc*y=a(a-\- bx ns /~ l kr" ( a -f- bj^y~
multipliant les deux membres para"* — 'dr , on trouve J* x m ~ , àx(a-¥bx n )P=a J' x m — , dx(a-*-bx H )P~ , +b J“ aj”»*"— ‘d x[a+lx H / P
Au moyen de cette équation on peut éliminer le dernier terme de l’équation (53) : car si on multiplie l’éqnation (54) par ‘ — et qn’ou
l’ajoute à l’cquation (53), on trouvera
^ I ■+• — ^ J' x™— l Ax(a-¥bx n )P=x(a+bx n )P— x. m ~'<lx(a+lx")P~' ;
multipliant par m, et divisant ensuite par le facteur constant du presser membre , on obtiendra
”—‘ilx(a+bx*)P= J' x" l ‘~'dx(a+bx H )P 1 * . ( 55 ).
Far celte formule on pourra donc faire dépendre l'intégrale de
& m — ( a lx n )P , d‘une autre dans laquelle l’exposant qui # affecte la parenthèse sera moindre d’une unité.
Si dans cette formule on met ensuite’/? — i à la place de p , l’in-
tégrale de ar m —'dx ( a -4- bx n )P“" dépendra de celle de jr m “ , dx (a H- bx*)P — a j par un même procédé, celle-ci, à «on tour, dépeudra de celle de x m — *dx ( a -+-bx n )P * , et ainsi de suite f de sorte que l’exposant de la parenthèse sera successivement p , p — 1 , p — 2j p — 3 } p — u. ( Par n , nous représentons le plus grand nombre contenu dans p que nous supposons fractionnaire.) Si J on peut obtenir l’intégrâle de x 491 — 1 dx ( a -4- bx n )P~ n , on aora celle où l’exposant de a -4- bx n est plus fort d'une unité, et ainsi de suite, jusqu’à l’intégrale de x^—'dx ( « -4- bx n f , % qu’on obtiendra do cette manière , cil un nombre limité de termes algébriques. a5o. Si p était négatif, l’équation (55) donnerait
Ai).
x m —<àx f a-±-bx n P —
— •r™ ( a+bx”)P+- (m+prt)
~'dx(a+bx n )P ,
)tna
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/ — 1 » ( a 4- bx" )P+‘ -h[m+ (p-t-i) ]n J Jc m *“ , dr (a+bx n P*'
x m ~'àx{a+lx"\r— — (56),
' (p+Ona
formule dans laquelle si l’on fait p négatif, l’intégrais proposée dé- #
pendra d’une autre dans laquelle l’exposant de la parenthèse sera plus près de zéro d’une unité. *
a5t. On peut aussi diminuer l’exposant de x, hors de la parenthèse.
Pour cet efTet, on égalera eutr’eux les seconds membres des équa- • tions (53) et (54) , ce qui donnera t
x”* vnb C
(a+bx n )P — — — f x m * n —'{a-¥bx n )P—'ix
— a J* x m ~' 'dx\a+bx n )P~'+l> J * x m * n — , dx\a-y-bx n )P~ , l d’oit l’on tirera
J' x m +” — , (a-‘rbx'' f — '<Lr— {a-*-bx u )P~ — -a J' ar*' — ‘d x(a-ybx"' / P ~ l , et par conséquent,
(a J rbx")Px m — nia I x m 'dz(a -y-bx n )P *
. / aM. J . , .
^ jffl+n — 1
'{a+bx'y-'àx = bn^-Jnb
faisons m -+• n = m , p — *i = p y celte êqualion deviendra
x àx{a-±-bx n )Pz
{a^rbx n y*‘ , x m n — (m — n)a
àx{a-ybx n )P,,. (S”).
b {m -y- pn )
Au moyen de cette formule , l’intégrale dépendra d une autre dans laquelle U partie x m 1 , hors de<la parenthèse, deviendra x m ;
cette seconde intégrale dépendra h sou tour d une troisième , dans laquelle la partie hors de la parenthèse sera m — an— 1 : en continuant ainsi , les exposons de x hors de la parenthèse seront successivement m — r , m — n — 1 , m — an — t, m -3n— 1 ..., m — rn — I. (Par rn, on enteud le plus grand multiple renfermé dans m. )• .
A la dernière de ces opérations , l’exposant de x' hors de la parenthèse, dans le second membre de l'équation de réduction , sera
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donc m-f m — i ; par conséquent * , dans le premier membre de celte équation , aura pour exposant m — (r — I ) n — i : ainsi en faisant m = m — (r — I ) n , dans la formule ( 5 j) , et en représentant par X la partie intégrée, cette formule nous donnera *
A' — ( m—rn)a I a"* — r " — ■dx(a-+-èx' 1 )P
* b [m — (r — i) rt+pn ]
Si rn est égal h m , Je coefficient m — m est zéro , ce qui fait évanouir dans le second membre de l'équation précédente la partie affectée du signe d'intégration , et il reste *
x m—{, — i)u— ijj. ( a bx-)P— .
bn ( i -t- p )
Cette intégrale étant déterminée exactement , tontes les antres le sont à leur tour , par conséquent, la formule proposée est alors intégrable.
a 5 a. Nous avons supposé que m était positif dans la formule (57) qui diminue l’exposant hors de la parenthèse; pour avoir celle qui convient «u cas où m serait négatif , nous tirerons de la formule (57),
(a+bx n )P* 'x m " — A(m-t- np)
— 'dx(a+bx n )P=: ;
x™— dar(a-t-i.T»ÿ>
faisant m — n — m , on aura
(a-t-ix"}P*'x m — b(ni+n-*-np) I x m *“ *d x(a-+-bx n )P 'dx(a-*-bx n ' l P=x , t •p ( 5 g).
Au moyen de cette formule l'exposant hors de la parenthèse, étant négatif , l'intégrale dépendra d’une autre dans laquelle la valeur de cet exposant sera moindre de rf unités ; car , l’exposant de x hors de la parenthèse , dans le secodd membre de l’équation ( 5 g) , étant m -t- n — t , si l’on remplace m par sa Valeur négative , que nous représenterons par m', cet exposant deviendra — ( m' — n) — I , tandis que celui de x , hors de la parenthèse , dans le premier membre, sera — m' — 1 ; et en ne considérant que les valeurs numériques de ces exposaus , il est certain que — ( m' — n ) 1 , surpas-
sera— rn' — t , de n unités.
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a53. Pour donner nne application “de ces formules , soit a m dr
J’écris ainsi celte expression : x m dx (i — x *) a j et en la comparant à celle-ci : x'* -1 d x (a bx n )P , j’aurai
m — i = m, ou m = m -4- i , rz = i , 6 = — i, n = a, p = — — .
L'exposant de la parenthèse ayant une valeur numérique moindre
ejae l’unité , nous chercherons à diminues» l’exposant qui est hors de
la parenthèse , et en conséquence* nous substituerons les valeurs
précédentes dans la formule (5^) , ce qui la changera en celle-ci :
/ x w dx( 1 — a* ) » = — x m ~‘il — ™ L j x m ~ , dx(t — x a ) ^ >
ou
r x”dx _ m-i r x"-'Ax_
Si l’on fait successivement
/ x 7 "—* dx , t/, x * m 3 f* x hl — M.r
y/ 1 X a TO — 2 m 2J 1 — xa
m — m — 4 rx^Èï _ _ ^ m-s
' ainsi desaitc.
La première de ces équations nous donnera la râleur -de
, qu’on mettra dans l'équation (60), et l’on trouvera
J y 1 — x a r L m m m — 2J m m — ij y i — x*
on substituera ensuite successivement dans ce résultat , les valeurs de
t z ■ — - de / y , etc. :
si mest un poinbie entier pair , la dernière intégrale que l’on obtiendra sera
dx
p==arc(sin=:*);
fi
igo
si m est un nombre entier impair , cette dernière morale sert
xdx
et comme alors xdx est ladilïei'cniielic de x a , à un facteur constant près, noos ferons i — x* = z , ce qui nous donnera
*i-= f- ii'= r_ i ,-i j.=— s = _ »/; = - 1/.~ >-*' J y * J
La dernière intégrale étant trouvée , il en résulte <|ue lorsque m
sera un nombre entier , la formule pourra ion joui* s intégrer.
dx . .
r: en écrivant ainsi
a54* Prenons encore pour exemple cette expression
x— m (i — x a )*— * dx ,
on la comparera à la formule (59) pour diminuer 1 exposant hors de la parenthèse -, et l’on aura
m — • 1 = — w m a =, T , 6 = — 1 , nssf) P ^ — â ; au moyen de ces valeurs , la formule ^9) deviendra
/ /t_x a )a (a— mï P
x "• <lx{ 1 — x ’) — ~i— ~7HmT x—" -*- J ,
ou plutôt '
r <l r s + ïiz? r — —
Si mest un nombre pair , par exemple, 8 , l’intcgralade -j
<lr
dépendra de celle de — . ; cene-ci , en vertn de la môme for-
mule , dépendra h son tour de celle de =. , jnstju'h «cJj
dans ce dernier cas la formnlc (Ci) donnera *
de sorte qüe par des substitutions successives on obtient l’intégrale lorsque m est pair.
FORMULES DE RÉDUCTION DES DIFFÉRENT. BINOMES. igt
Dans le cas ou m est impair, par exemple 7, en mettant succès-
si rement dans la fonnnle (61), à la place de ni, les valeurs 7,5,3,
on ne pourra s’arrêter à ni = 1 ; car, dans cette hypothèse , le coeifi-
. ni — 1 . . l
cient — — — - de la seconde intégrale deviendrait - — ■ - — — ce . ainsi , m 1 o
la plus petite valeur que l’on pourra douner k x, sera x = 3. Dan» celte hypoüièse , la formule (61) deviendra
r ,lr _ _ , r dx
J a** 3 J aj/ î—x*'
Pour intégrer l'expression , noos ferons * = l , ce qui
nous donnera
dx = -~, et v/“
et par conséquent
YsEl
nous ayons trouvé, art. ail , pag. 143 , tir
y/^TZÏ = Iog(ar-f. V/i*-.),
donc , en changeant ipdî, nous aurons dz
/“ pfc = ~ ( Io s s + V* - .) ;
remettant pour z sa valeur - , on aura dx
= - - a» [■ s/i. - . ] ci- -fc» + Ct
•_•««. « dx
ainsi la formule --^r== peut s'intégrer, soit qu’on prenne m
” pair ou impair. '
De la quadrature des courbes.
fig. Si. 255. Soit , fig. 5i , l’aire ABMP d’une courbe plane } si l’abscisse AP = x , devient AP' = x -j- h , l’aire s deviendra *
dj , d’j A* .
*+d7 A +d?'T + etc ‘ ’
on aura donc
aire mixtiligne P MM P" = ~ h -f- — {- etc. >
° , dx 1 dac’ a 1
cette aire est comprise entre les deux rectangles PM et P'M, dont il est facile d’avoir les expressions analytiques :
le rectangle PM' xx.f(x-\- h) . li, le rectangle PM — fx . h ;
le rapport de ces rectangles est * f( x -4- A ).A /(xw- A)
dans le cas de la limite , ce rapport se réduit à
Or , la surface mixtiligne P MM' P , étant comprise entre
les deux rectangles , différé moins du rectangle P'M que
le rectangle PM ; donc ; si dans le cas de la limite on a
DE LA QUADRATURE DES COURBES
pressions analytiques , on aura
, , * dV A’
ri -4-
dx ' rl-r»
-W etc.
fx . h
dj . d’j h
— ■-! h etc.
tir ’ H i * a •
on passera à la limite en faisant h — o, et .l’on trouvera = i * d’où ds = fx . clr ; et en mettant pour fx
sa valeur , on aura • .
ds =jix (6a).
256. On peut aussi de'terniiner la différentielle de l’aire d’une courbe par la méthode des infiniment petits de la 1 manière*suivante , fig 59 : * FIG. 59 .
PM+PM pp.^r+br+â*) x dr= r dx-*- *Ü.
a af ' a »
trapèze PMM‘P '= ? -
rejetant d.r % comme infiniment petit du second ordre il reste pour la différentielle.
257 . Pour première application, cherchons, fig. 52 , FIG 5 l’aire d’une portion JiMP de parabole. Soit y % ~ mx l’équation de cette parabole dont l’origine est /?} on
trouve, en différenciant, yrày = màx ; donc d r = — <]y ,
et par conséquent jdx = - — <\y: intégrant n on a
Pour détermiuer la constante, j’observe que lorsque y— o, l’intégrale , qui exprime la surface.cherchée , est nulle en même temps. Cette hypothèse réduit l’équation (63) à o = o-j- C) donc
Adx = ^r' S ' • a y
l A JL
J- — j^Xmx=- xy.
CALCUL INTLGRAL.
258. Nous avons maintenant des observations importantes à faire sur la détermination de la constante : pour cela résolvons le même problème eiv prenant la parabole dont l’équation est
y*=m+nx ( 64 ).
L’origine des abscisses ici n’est plus au sommet de la courbe; car, en faisant^= o, l’équation ( 64 ) donne x ~ — — y et FIG. 5S, comme cette abscisse doit se terminer aupoint/?, fig. 53, où y — o , on portera ” de B en A , et le point A sera l’origine. Cela posé , en opérant comme précédemment, on • trouvera
ïydyszzndx , donc /tir = d/ et I /'dr = -—■+• C. . . (65).
Pour déterminer la constante j’observe, que la surface ADPM , fig. 53 , qui représente ici l’intégrale , doit être nulle lorsque l’ordonnée MP coïncide avec Aü ; or , A Û étant l'ordonnée qui passe par l’origine A où l’abscisse ^ x=o , l’équation ( 64 ) nous donnera dan» cette hypothèse,
y ou DA — y ni ; faisant donc J'yàx= o et y z=Y m i ces valeurs réduiront l’équation (65) ào = j^’ + C ;
« ai
dloù l’on déduit C — — - — ’ , et par conséquent l’intégrale cherchée est .
y>=l? -\i = <U"ADMP.
abt) Dans ce qui précède nous avons t iré de l’équation de la courbe la valeur de dr , pour la substituer dans
*' DE LA QUADRATURE DES COURBES. lt)5
ia formule dejdv , et inlégrer ensuite, tfious aurions pu opérer autrement , en mettant dans cette expression la valeur dey plutôt que celle de d#; car , pour obtenir l’intégrale , il suffit que là différentielle proposée ne contienne qu’une variable ; ainsi on choisira la substitution qui exigera le moins de calculs.
Une intégrale telle que j 'fx . cLr, peut toujours
représenter l’aire d’une courbe dont l’équation serait j- —fx : en effet , cette équation étant donnée , si l’on
substitue la valeur dej- dans la formule J'jdx, on aura
J'/x.d, pour la surface de celte courbe. C’est pourquoi lorsqu’un problème nous a conduits à intégrer une fonction d’une seule variable , on dit que ce problème est ramène aux quadratures.
261. Soit X une fonction de# , et supposons qu’en intégrant Xdx , on ait obtenu
fxdx = Fx - f- C.... { 66 ), m ‘
cette intégrale dans laquelle la constance C\ p,’tst pas encore déterminée, porte le noin «intégrale indéfinie générale ou plus simplement d’intégrale indéfinie , et cllè est complète lorsqu’elle renferme la constante arbitraire C.
262. Si par une hypothèse on détermine cette constante Ç, si l’on suppose , par exemple, que J' Xdx doive
s'évanouir lorsque x — a, l’équation (66) donne dans ce cas o = Fa -J- Cj donc Qjxz — Fa , et l’équation (66)
devient*
-YcLr = Fx — Fa ,
cette intégrale Foi — Fa est alors une intégrale particulière, et l’on voit que le nombre des intégrales particulières d’une expression différentielle est illimité, puisqu’on peut établir une infinité d’hypothèses différentes sur la constante.
*63. Lorsqu’on fait l’hypothèse de l’intégrale nulle et FIG. 54 . de x — a c’est admettre qu’en prenant , fig. 54 > une abscisse AD = a , la surface soit comprise entre la limite> DD et la limite indéfinie MP qui correspond à AP =; X’ r donc l’opération par laquelle nous déterminons une inté^ grale particulière , est la même que celle qui fixerait la position de la limite DD , depuis laquelle on compte l’intégrale. La seconde limite PM sera fixée à son tour invariablement , si nous donnons à x une valeur déterminée b ; alors l’intégrale particulière J' j~âx '= Fx — Fa , deviendra
fi**
— Fb — Fa. . . . (67) ,
et la surface BD^fP ne sera plus arbitraire. Dans ce cas l’intégrale porte le nom d’intégrale définie , et l’on dit qu’elle est prise depuis X = a jusqu’à x = b.
264. Cherchons maintenant l’intégrale définie de ar m djr; nous sommes donc censés connaître deux valeurs a et b , qui satisfont à l’intégralcindéfinic ,
Supposons que la première corresponde à filx = o y on
aura
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•t l’intégrale particulière sera
"r-dx = — —
Nohs ferons ensuite x = b , et nous aurons pour l'intégrale définie
x"'dx =
a 65 . On parvient aussi à cette intégrale en Élisant successivement x = a et x =zt> dans l'intégrale indéfinie , et l’on a
on retranchera ensuite le premier résultat du second j mais, en prenant cette différence, il faut toujours avoir soin que la partie soustraite soit la valeur de la fonction, de ià l’origine de l’inlégrale.
266. Pour troisième application, déterminons l’aire d’un triangle rectangle ABC y fig. 55 : l'équation de la droite AC étant,/ = ax , en mettant cette valei^' de,/ dans la formule de j'dx , 00 obtient axâx , donc
J ' > dr = J* ax âx = — f- Cy
la surface étant mdle quand x = o, la constante est égale à zéro , donc
• jr, s 1 ®r* r xy
aire ABC =z — = - X ax — .
267. Si dans la formule ,/cLr 011 met la valeur de/ tirée de l’équation du cercle , on trouvera^* dx [/ a ^— x i pour l’expression de l’aire du cercle. Nous avons vu t
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art. ?.o 5 , que cette intégrale avait pour valeur ^ V 7 æ —x* \ a? arc ^ sin = ^ ^ + C.
La partie |a a arc ^ sin ^ ne pouvant se déterminer qu’en supposant coup u le rapport du diamètre à la circonférence*, on voit que l'intégration de d.r \/ «» _ .*• ne peut conduire à la solution du problème de la quadrature du cercle. Il en est de même delà quadrature l’ellipse , qui dépend de
- J ' dr [/ a' — x >.
268. Si l’on Compare ces deux expressions, on en tirera la proportion
aire ellipse : aire cercle :: - J' d.r à " — : J' àx\/ a ' — ** ,
ou
aire ellipse : aire ceMè : : * : 1 , d’oii l’on tire
aire ellipse — - X aire cercle = - ra a = -ai.
De la rectification des courbes '
269. Rectifier une courbe , c’est obtenir une droite égale à un arc de courbe. Nous avons trouvé, art. 1 33 ,
que la différentielle d’un arc de courbe avait pour ex-
pression ,
df = l/dr a -f - dj-*.. . . (68);
une équation entre deux variables x eljr étant donnée ,
31 par exemple x = g a , j ai - = g, et j opéré comme dans
l’art, ao5 , pour déterminer l'arc correspondant.
RECTITICATtON DES COURBES.
si l’on veut rectifier la courbe à laq^llc elle appartient, on différenciera cette équation , et on en tirera la valeur de dx ou dé dy , qu’on substituera dans l’expression 68 ; alors le radical ne contiendra plus qu’une variable , et si l’on peut obtenir l’intégrale, la courbe sera rectifiable.
270. Prenons pour exemple la courbe * dont l’équation est y 3 — rue*, trouvée art. i 38 ; cette équation étant différenciée nous donnera
, 3 y a dy =± 2/txdx ,
d’oü mais tirerons
dx= ?r!^ ctdxî=; 9^ dj . = §2l fy'-ou *
irix ^ 3 ** a nv J fin-' '
substituant on a
t/dx» + dj-= y / (f ^h- * ) 4r* = â s l + 1 y
dy étant la différentielle de l’expression qui est sous le
radical à une constante priy , nous ferons 7 ^ + 1 = z ,
d'où dy = — dz ; substituant nous aurons
V^dx 1 -f- dy* ss ~ z* d z ;
y j/dx» -f dy* — 3 = -** +
♦ Elle porte le nom de seconde parabole cubique. Celle équation , ainsi que celle de la parabole ordinaire» ne sont qnc des cas particuliers de iVqtfation générale/"* = ax n ; c’est pourquoi celle équation est appelée l’équation de la parabole de tons les ordres.
On a aussi regardé l’équation ory = a de l'hyperbole entre ses asymptotes, comme un cas particulier de l'équation x m j' m = a , tpi est appelée pour cette raison l’équation de l'hyperbole de tous les ordres.
ou , en remettant la pâleur de js,
Pour déterminer 'a constante, on voit, (j'après la nature de ] équation de la courbe -, qu’à l’origine des abscisses y est o • ainsi , en supposant que l’intégrale soit nulle en ce point, on a
o = — 4- O . donc C = — - — . g
et par conséquent •
Si x = a , l’arc s compris ciHre les limites x = o et
x = a sera
• = ^ V Uii’ +•■ ] -r,-
sti. LVqoaiion de lacycloïde, art. ifo, donne djr’ = -J- — Z
a §r — Zf*
•nhsliluanl celle valeur dans la formule ,68) , nous trouverons
= (aa)s' > ^"
Comme dr* exprime la différentielle de l’expression qui est sous la parenthèse, multipliée par -—I ,nous ferons , art. 19}*, aa— y=zx t et nous aurons * •
<îr = — (2 aÿ.z 3 d z.
V in — .y
Cette équation , étant» intégrée , don Oc
f <kr \J j~^=== — 2(ar»p a 3 -fC=— 2[/ïTz+C,
DÉTERMÎN. DE l’àIRE DES SOLIDES DE RÉVOLUTION, ou, en restituant là valeur dey,
fty \/ ïïZZj = ~ 2 V / 2 a( i 2 a^-j) + C....(6g).
Pour déterminer la constante nons prendrons l’integrale de manière quVIle s’évanouisse quand y = na ; dans celle hypothèse , d’équation (69) se réduira à o = o - 4 - C f ce qu? montre qn’il n’y a point de constante à ajouter ; alors l’arc de cycloïdc s’étendra depuis le point R j fig. 57, où y = aa, jusqu’au point M dont les coordonnées soni x et y. La valeur absolue de l’arc MB étant 2^ nn(na — y), nous remarquerons que BE = aa —y , donc z\/ ia ( 7 ,a — y )
= i[/BDxBE = iBG ; d où il suit que l’arc de cycloïde MB est égal au double de la corde Gfl; par conséquent , arc AB'—iBD.
De Ici détermination de l'aire des solides de , révolution.
2721. Si une courbe /?C,fig. 5 i , trace’esur £1 plan, fait Fie. S»< une révolution autour de l’axe AX, elle engendrera un solide de révolution. Cherchons la différentielle de l’aire engendrée par cette courbe. Pour cet effet , soient AP ~x, PM —y , PP' —h,et par conséquent ,
PM = fx —y ,
P'M’= /(* + h) + *£h + g t + e tc.
Dans ce mouvement de rotation les ordonnées MP et M'P décrivant des cercles inégaux , ces cercles seron t les bases d’un cône tronque* dont la corde MM sera' le côté. L’aire de ce cône tronqué aurapour expression
cire. PM -P cire. P'M' ,
— X corde MM'.
En, représentant par i : n le fappoft du diamètre à T» circonférence , l’expression précédente deviendra
™ P . A, . fr . ™ P ' V ' . x corJe MM'=ir{PM+ P'M’) x cor Je MM',
et en mettant, pour les ordonnées PM et P'M ' , leurs valeurs atialjtuples , on aura
airecénctronq. MM'=m (ay -4- h •+■ |j— - — Hetc.^ carie MM' , d'où l’on tirera , en divisant
aire cône tronqué MM' corde MM'
iy
dx
dx*
etc. j.
‘ Si nous représentons maintenant par u l’aire engendréepar le mouvement (fe rotation de l'ârc MM', et par s cet arc de courbe, le premier membre de l’équation précédente devra
être rempilé dans le cas de la limite par ~ , et comme le second se réduit alors à 2-y, nous obtiendrons
du
et par conséqtient du — 27 çyd $ , et en mettant pour &» sa valeur trouvée , art 1 33 , on aura enfin a
• du = 27^ l/da 2 + dj-'C.... (70).
' aj3. On peut donner une démonstration encore plus rigoureuse de la différentielle de l’aire d’un solide de révolution ; la voici : si l’on FIC . 58. imagine que la fig. 58 fasse une révolution autour de l’aie AX, il est certain que la surface engendrée par l’arc MM' sera comprise entre la surface engendrée par la ligne brisée MTM' et la surface décrite par lacordc MM' ; cherchons donc les expresions analytiques de ces surfaces. La surface engendrée par MTM' renferme ces deux parties :
DÉTERMEf. DE L’àIRE DES SOLIDES DE RÉVOLD^KMT. 2o3 1°. Celle qui est engendrée par MT ^
3°. Celle qni est engendree par TM'.
Or, il est évident que la surface engendree par MT, est celle d'un cône tronque dont MT serait le côté et dont PM et P* T seraient. les rayons des bases ; par conséquent l’aire de ce cAfie tronque est égalé à la j somme des'circonfércncç, dontdes rayons sont PM et P'T , multipliée par le côte MT', et, puisque le» circonférences décrites par PM et par P'T sont a xPM et 'ixP T ^nous aurons
aire cine tronqué MT= a» PM+P’T) MT=z-(PM+P’T)MT.
D’une antre part, dans ce mouvement de rotation , P’T et P* AV décrivant des cercles dont les aires sont ttP'T 1 et vrP'AV 1 • ladiflcrcncc de ces aires ou l’aire engendree par T AV sera « ( P* T* — P' AV 1 ) $ donc i#
la surface décrite par MTAT-^PM^- P'T) MT+ P'T* — P'AV*]]
Par le même procédé qui nous a servi à trouver l’expression de la surface dn cône tronqué, engendré par AIT , nous trouverions que le cône tronque* engendré par AI AV , a jiour expression * ( P AI -f- P AV) AI AT j donc
aire dé crite par A1TAV _ P' T) AH^ F 1 T— P' AP] ' j
aire décrite par AI Al' ir ( PM ■+• P > M > ) AI Al 1 *
Cela pose, soient AP = x , P AI —y , PP' — h, on trouvera
PM'=f(x -t- h) =y etc., #
P'T= PM -+- QT-y+ QT, OC , QT= h tang TMQ = /» — ,
donc P'T =r y h- /* ;
substituant les vaîcurs^de PM , de P* AV et de P T , dans 1 équation (71), le rapport des deux aires deviendra'
* [Q y - % h ) MT +{y+ iSp 8 - (r ■ + £ h + ctc -)] 1
r (1 y -*• h etc.) MM 1
Dans fe cas de la limite, MT= MM', h = o, et le premier mçmBre de l’équalioft (71) se réduit à l’unité. Représentons • par s l’arc de cercle MM' , et par z la surface cngendre'e par cet arc de cercle : il est certain qnc la surfaces étant comprise entre celles dont nous Tenons de prtydre la limite , le rapport de cette surface h l'une d’entre elles aura à plus foijp ratsqp pour limite l'unité; or nous avons aire décrite par l’arc M M' a
aire décrite païUa corde MM 7 t lr . \ }
• * yry ■*- -j~ h -t- etc. j MM' ,
égalant donc cette en pression h l’uuitc in y faisant h = o , z — ds et MM'^zz ds , nous auroni
ds
2ir/dj " 1 »
d’où Ion tire ,
ùz = tt?y < 3 j = 2ir y [/dx 1 -f- d^* , en mettant pour ds sa valeur trouvée, art. t33.
274. Par les infiniment petits on aurait considéré l’élément de la surface de révolution , comme celle d'un cône ’ tronqué , engendré par le trapèze élémentaire
HG. 5 g. MPM' P , fig. 5 g ; ce trapèze aurait donc pour expression
r. ( ~h dy ) dî tas 2TtJ-ds -f- r. dy'ds ;
supprimant le terme 7ttly;df , comme infiniment petit ftt second ordre , il restérait
x-zj às—nrj ^/ <U’-4-dy> clément de la surface de révolution.
275. Pour première application, prenons l’aire du para-, boloïde de révolution , qui est le solide engendré par la
FJG. 60. révolution d’un arc AM de parabole ,’fig. 60 , autour de son axe : l’équation de la parabole j* — pardonne
DETÉRMIN. DE L’AIRE DES SOLIDES DE RÉVOLUTION. 2o5
Celte valeur étant substituée dans la formule 2 -z y \Sdx’-hdy'‘ , la réduit à #
étant la différentielle de la quantité qui est sous le radical, à une constante près, je fais, art. 194 , Ly x
~hp* = z , e| • en différenciant je trouve y<ly — ^ ■ substituant et intégrant , j’obtiens
fjy^y VtrW =/l â« = : r + c
Je détermine la constante en supposant que l’intégrale soit nulle lorsque^ = o , ce qui réduit l’équation précédente à
. ^ -(- C , ce qui donne C = — *—■ ■
et en supposant que l’intégrale soit prise depuis y = o , jusqu’ij- 2= b , l’intégrale définie sera
276. Pour seconde application , évaluons l’aire de la •splière. Cette surface courbe étant engendrée par la révolution de la demi-circonférence autour du diamètre , soit X ' A , f équation du cercle ; en différenciant nous
trouverons xdx yây = o ; donc
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substituant cette valeur dans la formule (70) , nous obtiendrons •
J* 2l & \J [~r + I*) dr**= J" 2 nix \/ X* -f-j*
= J* 2»rad.r = 27 xax -f (72).
Pour déterminer la constance nous prenions l’intégrale FIG. 61. à partir du point A , fig. 61 , et puisque l'origine des abscisses est au centre, nous supposerons l’inte'graie nulle lorsque x — — a ; cette hypothèse réduira i’équation (72) à
o == — ara* -f* C , donc C = 277 a 1 j substituant celte valeur dans l’équation (72) , nous aurons
J' 2~aâx—2ir (ar -f- a 1 ).
Prenons maintenant l’intégrale définie entre les limites i = -t-ae tr =(i, il faudra cliangpr x en mvlans là formule précédente , et nous obtiendrons pour la surface
de la sphère *
27 radar = 277 ( 2rt a ) = 477a 2
277. On peut aussi trouver l’aire dû cylindre droit, car cette surfaceétant engendrée par larévolution du rectangle fig. 6a. AD, fig. 62, autour de l’axe AD, «aient AD = a, CA=b , l’équation de la droite. CD sera_y= b , donc dy = o. En substituant ces valeurs dans la formule (70) , on la réduit à 277 Ôd.r; et en intégrant on a
Ç article = 27: bx -f- C.
CUBÀTURE DES SOUDES DE J1ÉVOLDTIOX. 207
Si l’on prend l’intégrale définie entre les limites x = o . etx—a, on trouve pour l'aire du cylindre
ir.ba = ntb X a — circonférence de la base X hauteur.
A l’égard de l’aire du cône, ce solide étant engendré par ,• la rotation du triangle rectangle ABC , fig. 55 , autour FIGi de l’axe AB ; soient AB — a , CB = b , l’équatiôn de
AC sera y == - x ; cette équation donne par la diffé-
rentiation
dy== - <\x et dj- 1 djr 3 .
Les valeurs de J' et de étant substituées dans la formule (70) , on a
J' lxf\/ àx'+dy' — J" 2 * — ilx\Zâ'~^-b' — K^S/a'+Û'+C,
etenpYenànt l’intégrale définie entre les limites x = o et x = a , on obtient
aire du cône — irb \/ a* -f- b % — 5.-Z1 X —
• stC.
= circonférence /fÇ X — -.
De la cubature des solides de révolution.
278. Soit vie volume engendré par la révolution défaire multiligne autour de l’axe AX. fig. 5i ; si l'abscisse fig AP = x devient AP " — x -f- h , le solide de révolution s’accroîtra du corps engendré par la rotation du trapèze mixtiligiic PMMP autour du même axe. ' Le volume engendré par ABMP étant une fonction dex, puisqu’il augmente ou diminue en même temps que x, le volume engendré par ABM' P' sera une fonction de x -j- h , et
aura pour expression
. de , . d'v h' ,
• ‘'+âT A +â?7 + etc -ï
par conséquent , si on en retranche le volume engendré par ABMP , on aura
de , , dv li> ,
’ T " + xi h etc.
« dx dx* a 1
pour le volume engendré par P Mil P'. Or , ce volume , étant compris entre les cylindres engendrés par les rectangles MPe t MP , différera moins de l’un de ces cylindres que ces cyliiylres ne diffèrent entr’eux ) donc, si l’on peut [prouver que , dans le cas de la limite , le rapport de ces cylindres est l’unité, il en sera à plus forte raison de même du rapport du corps décrit par P MM' P , à l’un de ces cylindres. Cela posé , on a évidemment ,
le cylindre décrit par PM' — ri [ f ( x -f- ê )]* Æ , '
le cylindre décrit par PM = jr ( fit )* h ; *
donc le rapport de ces cylindres est exprimé pr
(Jr )■* ’
En faisant h =0, on voit que ce rapport se réduit à l’unité j il en sera donc de même du rapprt du volume engendré par PMM'P à celui du cylindre décrit par MP' . Or , ce rapport étant représenté par
dw
dï "f - dx*
t h + ±^. +e te.
dr d;r*
+ ^ + etc -
' * {fxfh
on a , dans le cas de la limite ,
Su
Sx
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'd’où l’on tire
= ir(/x) 3 = ity*,
et enfin ,
de = TT^dx. . . . ( 73 ).<
279. On parviendrait au même résultat par la considération des infiniment petits : car on peut concevoir le volume MON , fig. 64 , comme partagé en tranches infiniment fig 6*. minces par des plans perpendiculaires à l’axe de révolution j l’une de ces tranches , qui est l’élément du corps ,
peut être considérée comme un cylindre, dont la base est le cercle décrit par y, et dont la hauteur est égale à l’épaisseur ab\ représentée par d.rj par conséquent cet élément a pour expression ny*dx.
280. Appliquons cette formule à la détermination du volume de l’ellipsoïde allongé, qui est le volume engendré par la révolution, de l’ellipse autour de son grand axe :
l’équation de l’ellipse rapportée au centre étant je 3 = —
(a* — a:*), on substituera cette valeur de./ 3 dans la formule îr?' 4 dx , et l’on aura , é*
7r/ 4 dx = n — ( a 3 — x 4 ) dx , et , en intégrant , on trouvera *
Supposons que l’intégrale soit nulle au point A, fig. 56 > ou x = — a, nous aurons
et en substituant cette valeur de C, l’équation (74) devient
f V° dx = * ? ( a ' X .~ J + l "')■
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Faisons ensuite x — a , pour avoir l’intégrale définie comprise entre les limites x = — a et /= -f- a, nous obtiendrons
fy'àx = r.t.\a\
tel sera le volume de l'e)lip60Ïde allongé. Si b = a , ce volume deviendra celui de la sphère et aura pour expression
| rra 3 . = ^ ra 3 X aa = - «/a cylindre circonscrit.
Déterminons encore le volume du paraboloïde de révolution. Pour cet effet , prenons la parabole de tous les ordres pour génératrice , l’éijuation de cette parabole nous donnera .
y =ax J " -, substituant cette valeur dans la formule (? 3 ) , nous obtiendrons
mitarx >n
dx = : C.
Pour déterminer la constante , nous supposerons que le volume soit nul à liorigiue ou x =3 o ; alors nous aurons C= o. Dans lè cas de la parabole ordinaire , w = i, n — 1, donc *
\ v= izd A — as rr*.
Or ,^ 3 étant Faire du cercle dout PM , fig. G 5 , est le rayon , l’expression | 7 -y*, x représente la moitié du cylindre décrit par AP MB autour de l’axe des abscisses : donc ]e volume de la parabole ordinaire est la moitié de celui du cylindre circonscrit.
OJBATÜRE DES SOLIDES DE RéVOLtJTlOîT. ài I
x8i . La cuhature dos solides de révolution peut s’appliquer h l'excavation des mines : on entend par mine nne cavité souterraine h l’exti é- 1 mité de laquelle on place une charge de poudre qui par son explosion fait sauter le terrain situé au-dessus. Comme la poudre dirige son effort du côté qui lui oppose le moins de résistance, on remplit la mine *d' objets arc-boutés , tels que des pierres , des pièces de bois , de la maçonnerie , etc. , et l’on met le feu h la charge an moyen d’un boyau de cuir rempli de poudre et aboutissant à la charge. Ordinairement ou place là charge dans un cube qu’on appelle le fourneau ou la chambre de la mine- le solide enlevé par la mine est son excavation , et le creux qui sc forme après l’explodon , est l'entonnoir de la mine.
On a observé que dans les terrains homogènes, l'entonnoir de la mine était un paraboloïdc renversé t GAE , lig ; (53 , dans lequel le FIG. 63. centre du foqrneau se trouvait au foyer ; et que la distance FD du centre du fourneau à la stipcificic du terrain, qu’on suppose horizontale , était égale au rayon d a cercle GLEK qui termine l'excavation. La droite FD s’appelle la ligne de moindre résistance; In partie BAC située sur son prolongement est une cavité qui provient de l’effort de la poudre contre le terrain. Cette cavité jointe h celle qui est formée par l’excavation , composent ensemble l'entonnoir.
Pour calculer l’excavation , il faut évaluer le solide GEBCi soient y donc AF~ a , FD b , et y a = px , ou plutôt , jr* = 4 ax * , l’équation de la parabole GAE ; si l’on met cette valeur dey a dans la formule (ÿ3) , on trouvera
J* 7ry fl dr = 4 ttyz J ' xdx — ‘iizax* -f- C' }
prenant l'intégrale définie entre les limites x =zaetx=;a-*-b, on
f V'àx =
2 rra ( 6* -f- lab ). . . (75);
telle sera l’expression du volume de l’excavation GBCE. On peut
* En effet , les coordonnées AF = fl , c t BF = \p , devant satisfaire à l'équation y' = px , si l’on substitue ces valeurs , on trouvera '-p'—pa, donc p 4 a.
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simplifier cette expression par la relation qui existe entre a et b. En eilel , puisque d’après l’observation on a GD = DF, il faut que les coordonnées x = a + É, ely — b, satisfassent à l’équation de la parabole , ce qui nous donnera
doù l’on tirera
a devant être positif, nous prendrons le signe supérieur et nous aurons
cette valeur réduit l’équation (j5) à
J' Tj ’àx = nb ( \/ 2 — t ) A 3 y'2 = xb 3 ( 2 — y'a ) = b 3 ( i,S4o3 etc. ) ,
cl en ne prenant que les deux premières décimales ,
J * IOO
^ ‘ donc J’excavalion de la mine est environ la _ - partie du cube déla
ligne de moindre résistance.
Ainsi , en supposant que y hectogrammes de poudre enlèvent na mètre cube dj terrain , il faudra multiplier par y les mètres cubes de l’excavation , pour avoir la quantité de poudre que l’on doit employer pour faire jouer la miuc.
u8a. Lorsque les solides ne sont pas de révolution , on peut aussi déterminer leurs volumes par le calcul intégral. Pour en donner nn FIG. 66. exemple , fe vais chercher celui de la pyramide ABCD , fig. 66. Pour cet effet , concevons une section GFE , parallèle^ la base DBC , et du sommet A abaissons nne perpendiculaire AH sur la base DCB } nommons x et h les parties AI et 1H de cette perpendiculaire , comprises entre le point A et les plans DCB , GFE ; l’aire du triangle GFE , diminuant , ou augmentant selon la valeur que l’on donne à x , est nne fonction de x ; on a donc
CEF=zjx, DBC=zf(x + h).
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Le volume de la pyramide AGFE liant aussi une fonction de x , nous pourrons supposer
vol. AGFE ~ çr , vol, ADBC (x -+■ h ).
Or , il est évident que la pyramide tronquée GB qui est la différence de ces volumes, sera moindre que le volume du prisme , qui a BCD pour base, et h pour hauteur, et surpassera le volume du prisme qui a EFG pour base et h pour hauteur. Le rapport de ccs prismes est
Jx .h ~ Jx »
dans le cas de la limite, ce rapport devenant égal à l’unité', h plus forte raison , le rapport qui existe entre le tronc de pyramide GB , et l’un de ces prismes, sera alors égal à l’unité. Le volume du tronc de pyramide étant représenté par f(a- 4 -A)-i— çr, le rapport de ce volume h celui du prisme dont GFE est la base cl, h la hauteur, sera
t ( x -4- hf— f y
Jx . h
d^r d*fT h
-f- etc.
passant à la limite, nous aurons
jTTte — 1 > ou d ?- r ~f x • ^
283. par la méthode des infiniment petits , on serait parvenu au même résultat, car en concevant la pyramide comme composée d'une infinité de* tranches parallèles à sa base , chaque tranche pourrait être considérée comme un prisme dont Jx serait la base et dx la hauteur ; doue fx . dx est l’élément de la pyramide.
384* Pour déterminer maintenant le volume delà pyramide, soient B l’aire de sa base DBC et A sa hauteur , nous aurous
B : fx : : A’ : or* ,
donc
, Bx* /x=n — , J
substituant cette valeur dans l’équation (^6) , on trouvera
1 tta% à
d'fX z^= — t : dr ,
et en intégrant ' •
TSx * /
le volume A GEF représente' pur fi, s’évanouissant lorsque x = o f il n’y a point de constante )t ajonler. Si l’on fait ensuije x — A , on
aura pour l'intégrale définie , l'expression , qui est celle du volume de la pyramide ACfiD.
En général , si la section GFE , an lieu d’élre un triangle , est une surface quelconque, pourvu que cette sdtface soit une fonction de x , on démontrera, comme nous I avons fait pour la pyramide, que (dément du solide a pour expression fx . dar.
De V intégration des fondions de deux variables.
?85. Nous avons vu que toute différentielle , pour être intégrable , devait être de la forme yrix ; ainsi on serait arrêté dans l’intégration d’une équation , si elle renfer-
niait des termes tels quej ’dx, rydr , — , etc. Cependant il ne faudrait pas conclure qu’elle n’est pas susceptible d’intégration; car, si par des opérations algébriques on pouvait faire en sorte que chaque terme ne cpntint plus qu’une seule variable , l’intégration pourrait s’effectuer ensuite. L’équation xdy -f- jd.r = o<, est dans ce cas. En effet , si on divise cette équation par xjr , elle devient
et en intégrant, elle donne Iogj--f- log x — C; et en représentant par A le nombre dont C est le logarithme, on peut écrire log y -f- log x = log A , et par conséquent log r y =p log A ; passant aux nombres , on a
xj— A.
TT
et en intégrant celte équation , on obtiendra ■ .
2 \/ y — arc lang x -f- C. . \
288. On séparerait encore les variables par la division dans la*formûle' •
vx.Fy.Ax <t'x.F’y.Ay — o-,
pour cela , il suffirait de diviser par Fy.ax , et l’on aurais
4* • Fy ...
Ce procédé est applicable fi l’cquation , ?;■ 1
xydz + ( 3y -f 1 V x ' = 0 ' î : ‘ '
car si on ila divise par on obtient
■ a ■" i l’ , . ( Sfl+.-i .)• ,
— ; — dx -f- — dv = o.
\/jl‘ — .y J
28q. La séparation des variables peut toujours .s’rft-etuer très-facilement dans les équations à deux variable*)
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lorsqu’elles sont homogènes. Une équation homogène esl celle dans laquelle tous les termes considérés par rapport aux variables sont de mêmes dimensions: ainsi l’équation
ax^j- 3 -{- ùjcjri -f- cy 3 x* — o
est une équation homogène , puisque la somme des ex posa ns de x et de y étant égale à 5 dans chaque terme , tous les produits ,r s y 3 r xj* , etc., sont chacun de cinq 'dimensions. .
L’équation • ' ...
ax?y* — bxr’y 3 -j- cy 3 — o
es't aussi homogène , puisque la somme des exposans des variables dans chaque terme est 8 . La variable x neutre pas dans l<*drrnier terme de l’équation , luais cette variable peut être considérée comme élevée à la puissance zéro.
ago. Soit en général
MAx NAy — o. .. . ( 77 ) , -»
une équation dans laquelle" les coefliciens M et N sont composés de termes homogènes, tels que AxP’y, Bx p 'y<\ , CxPy 3 ' , etc. Si nous représentons par n la somme des exposans de x et de y , dans un de ces termes ^nous aurons, en vertu de l’homogéncité , .,
p + <7 —*»>' + 4 — n > P + 4 .— n » etc - ’
Cela posé , si nous divisons tous les termes par x n , l’égalité subsistera encore , et le terme AxPj* deviendra
*4xPf!
et comme la première équation de condition nous donne
n — p~q, l’expression précédente deviendra
Ce que nous disons de ce termfc , étant applicable à tous les autres, l’équation (77) pourra s’écrire ainsi :
•? (;) dx + F (x) Ajr = O*
et si nous faisons -= z r ce qui revient à supposer que dans la proposée on mette zx à la place dey , cette équation deviendra
d xyz -(- dyFz ~ o ,
ou plutôt
Pour achever d’éliminer y au moyen de l’équation = zx , nous différencierons cette équation , et nous obtiendrons '*•
dr . nh
E = z + dT*
cette valeur réduit l'équation (78) à
d'oii Ton tire *
jrd z -- 1 f f 2 zFz )
et, en séparant les variables ,
<1j d zFs x!
X fZ -f- zFi ’
et par conséquent -
r <\?.Fz
log X =— J r^-pï + C, .
Lorscpi’on aura intégré il ne s'agira plus que de mettre dans
le résultat la valeur de z.
Sl8
291. Prenons pour exemple l’équation x 2 d)' — ji ’J.r ’ -J- xjAx : en faisant j** = zx , nous trouverons
Aj = zàx -J- xdz ,
et, en substituant ces valeurs, l’équation deviendra x“zdx -f- x 3 dz = z“x s dx -f~ zx*dx ; réduisant et divisant par x“ , facteur commun , on ob-
tiendra
xdz = z a dx j cette équation , étant divisée par z a et par x , donne
dx dz —
et en intégrant , on aura
logx = — -+ Cs= — r + C — — - -f C.
Prenons pour second exemple l’équation
<?T =jrd-r •
en faisant disparaître le dénominateur on voit que tous les termes de cette équation sont de deux dimensions , ainsi nous supposerons^* zx , et en réduisant , cette équation nous donnera
dx — z ( 1 + s ) ?
dv i , .
mettant pour ^ sa valeur tirée de l’equatîon =• Zx ,*
on aura
xdz r * ( I — * )
2 + dT — ~T-+- - ’
transposant z dans le second membre et réduisant au même dénominateur , on trouvera . - j
dx
— dz ,
INTÉGRATION DES f ONCTION S DE ■ DEUX VARIABLES. 2 ( '9 et enfin
fri - r,-; 10 * !+ c
if a x
ag3. Lorsque l’éqoalion proposée, outre les termes AxPf, BxPf! H- etc., contient de* polynômes tels que ( Mx r y‘ -+- Nx’ , f‘‘ ■+■ etc. )A dx , (»V +<?**>"' + etc -) t les variables seront encore séparables si i on a p-vq— r'+q'= (r+s) A = (i'+sO *= (I-4 -u)i = (l'-4-u')/...(;9)- Pour le démontrer, faisons
et divisons par x n tous les termes du polynôme • J Mx‘f‘ -v Nx' 1 / 1 ' -4- etc. )* ,
ce polynôme deviendra
Mx‘y‘ -t- Nx r 'y?' -4- ete.\ A / -^7"
Xt
or , les équations (8o) nous donnent
substituant ccs valeurs dans Impression picccdente , nous trou-
verons
^jlig + ivÿ ( + etc.)*=[itf0 , + A0 + «te.] ,
ce qui prouve que lorsque les cqnations ( 79 ) ont lieu , les polynômes «loves h des puissances se réduisent comme les autres termes h des
fonctions de-.
Par conséquent , en faisant ^ = * on plutôt f == ex, 1 équation peut se réduire A une fonction de s. Pour en donner un exemple, Aoit - c \
xi\)' — jdx = dx y x 1 — f 1 • - • • Coi).
aïo
Cette équation écrite ainsi :
x'j n dj' — y'x°àx = djr ( — X°J % )* ,
on voit que les éqnations (79) sont satisfaites $ ainsi nous Jcron* jr = zx , et par conséquent
dr :
substituant ces valeurs dans IVquation (8i), réduisant et divisant par le facteur commun , on obtiendra d*
dr
tt par conséquent ,
dx =z — ■
* dr f
fl * ,
— -= ÿi-z>, àz
intégrant , on trouvera , art. 198 ,
x = arc ( cos = z ) -f~ Cf ou, en remettant la valeur de x.
294- En général , lorsqu’on a une fonction homogbue des variables x , y , s , on peut toujours séparer l’une des variables , par exemple x, en faisant^' = Ix , z ~ ux *. ag 5 . On emploie quelquefois des exposais indéternti-
* Voici ce calcul : soit JHdx ■+- iVdv’ -+• Pdz — o , une équation homogène dans laquelle JH, JV , P , sont des fonclions'des trois variables x,^, s; ces fonctions JH, JV, P, contiendront des ternies tels <p\e AxPy'tz’’ , BxP'yt'z' 1 , CxP n jA n z ,u , et l’on an ta p q r
= p‘ ■+■ q' -b r' =s p" -+■ q" ■+■ r" = n. Si dans l’un de ces termes , par exemple , dans AxPjr 1 z r , on substitue les valeurs y — tx , z = ux , ce tel me deviendra
AxPlIxIu'l' =Z xP*1* r x At1u r = x n Avhi r -, la même chose ayant lieu pour les autres termes , si l’on y substitue
t.NTÉCRATIOV DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES. 221 nés pour rendre une équation homogène : soit par exemple L’équation
q}- m x”d.r _j_ bxPÙx _j_ Ctfdj' = O ;
on supposera jr — z* , et comme l’exposant h n’est pas une variable , mais une constante inconnue , on différencmra pâr l’art, zt , et l’on aura
àjr — kz l ~ l àz et j rm =z lm }
en substituant, obtiendra
az lm x'‘Ax -|- bx p dx -{- C l x z l 'dz = oj
cette équation sera homogène si l’on a
km -\-n=p, q-\- k — i = p •
éliminant l’indéterminée k , on trouvera •
équation de condition qui doit avoir lieu pour que la pro-
posée puisse être homogène par la substitution de j~ — z* __ ,
296. Lorsqu’on a une écjuation difTérentielle Màx -}- iVdy = o , on ne peut pas affirmer qu’il existe toujours une équation qui étant différenciée donnera la pro-
les valeurs dejr et de s , inéquation Mdx -+■ IVày -+* Pdz = o aura at* pour facteur $ supprimant ce facteur commun, elle prendra la forme
f(£,ix)dx-+-/ ï ’(t,u) d.tx -+- f(t,u) d .ux = o ,
et en exécutant les différentiations indiquées , on aura
? ( tyü) dx -H (idr *+• xdt) -+- f(t,u) (udx -+- xdu) = o ,
d'où l'on tirera
[» (*»«) -*• tF J> u ) -+- «/(<.«) ] <1jt = — * [ F[t,u)it +J{t,u) du ] , et par conséquent dx
F { t , u ) df -+- / ( t 9 u ) du
posée, car si l'on différenciait , par exemple , l’équation ff{x ,j-) — o , et qu’ou en tirât màx + w lr = <>j on pourrait multiplier celte équation par une«fonction de x et obtenir une équation Màx -f- Ndÿr = o, dont les coefficiens M et N seraient différens de m et de n j par conséquent l’équation Màx Nfy —o, ne résisterait plus du seul procédé de la différentiation de
11 en serait de même si l’on combinait arbitrairement màx -f- ndj~ = o, avec l’équation primitive,/ - ( x ,j~) = o : par exemple , en éliminant un ou plusieurs termes entre md.r -f- ndj- = o et f ( x ,jr J '= o , on pourrait obtenir une équation
Afdx+iV'dj-=:o,
dans laquelle les coefficiens différentiels M ’ et AT seraient différens de m et de n.
297. Une équation qui telle quemdx-f-/;f}7"=o , a été obtenue par le seul procédé de la différentiation , se nomme une différentielle exacte ; il en est de même de toute fonction différentielle qui ne serait pas égale à zéro mais qu’on aurait trouvée pur le seul moyen de la différentiation. Lorsqu’une équation différentielle Màx -J- A <îr = o, n’est pas une différentielle exacte , on ne peut songer à l’intégrer que lorsqu’on l’a rendue une différentielle exacte par quelque opération préparatoire.
Euler résolut le premier ce problème important
i°. Une équation différentielle étant donnée , déterminer comment on peut reconnaître lorsqu’elle est exacte;
2°. Quel est le moyen d intégrer cette équation ?
Avant que de donner une solution de ce problème, je rappellerai que d’après notre convention , art. 52 , l’expression jjî nous indique que la fonction z de x et de_y, a été différenciée par rapport à x , et divisée par dx ; si ensuite cette fonction ^ est différenciée par rapport à une autre variable et divisée par <lj - , nous écrirons ainsi le résultat de cette opération : Si contraire on eût
pris d’abord le coefficient différentiel de z par rapport à
j, et ensuite par rapport à z, on aurait écrit ainsi le
résultat de cette operation :
Lorsque z est une fonction de trois variables x,jy, u ■ une «I*!
expression telle que ( j a indique qu’on a pris d’abord le coefficient différentiel de z par rapport à x , et ensuite le coefficient différentiel de ~ par rapport à y , et enfin , le
coefficient différentiel de ^ * - par rapport à u. Pareil-
lement l’expression » indique qu’on a effectué cinq
différentiations successives sur z , les deux premières par rapport à x , et les trois autres par rapport àj-,
29g. Cela posé , le théorème d’Euler repose sur le lemme suivant :
Si l’on a une fonction z de deux variables x et y , et qu’on prenne le coefficient différentiel de z , d'abord par rapport à x , et qu’on prenne ensuite le coefficient différentiel de — , par rapport à y, on aura le même résul-
tat que si l’on eût d'abord pris le coefficient différentiel de z par rapport à y et ensuite le coefficient différentiel
de ~ par rapport à x : c'est ce qu’on exprime en disant que
drdf djrdx'
3 oo. Voici une démonstration de ce lemme : soit f {x ,y) = z'; si x devient x -J- h = x , on a
/ ( x,jr )~z^-Ph+ Qh 1 -f- Rh 3 4 etc.... (82) ;
retranchant l’équation primitive , il reste f(x, i y)—J(x,j) = Ph 4 Qfc» 4- /M 3 4 etc.. ( 83 );
si j- devient ensuite jr 4 k —7 *i le premier membre de l’équation ( 83 ) se change en
À l’égard du second membre , pour en obtenir la valeur dans cette nouvelle hypothèse , nous remarquerons que P , Q , Ix étant des fonctions dej- , il faut changer
P en P-f P'Âr+ P'k * 4 etc (84),
Q en Q 4 0*4 0"* 4 + elc- »
R en R 4 Pk -f- R" ’â* 4 etc. j
en substituant ces valeurs , l’équation ( 83 ) devient
f ( x >/ ) = P h + P ’ k!l + P"k'h + etc. ,
4 Qh* 4 Q'kh* 4 etc. ,
4 Rh 3 4 etc.,
4 etc 4 etc.;
retranchant l’éqiiation ( 83 ) de celle-ci , il en résultera f y c\/)—f x x,'y)—J{x,r J +f,xj-)=P'kh+P'k t h+elc.'85),
+ çfkh* + etc. , + etc. ;
D’après Jes déveïoppemens (82) et (84) , on voit que
^etque/>'=^ = JÜl
1 <\y (lsil \y
’ rf
fj
Si l’on fait le même calcul , en substituant d’abordy àr, et ensuite xkx,f{x, y ) deviendra par la première substitution, /(x ,y); retranchant la fonction primitive, on aura
changeant .r en x, dans ce résultat, on aura un nouveau résultat duquel retranchant celui-ci , il restera
Par un calcul analogue à celui qui précède , 011 trouvera que celte -expression est égale à un développement qu’on peut représenter par
-P hk -f- P h*k -f- etc. ,
-f Q hk* + etc. ,
+ etc . }
de sorte que nous aurons
/^y;—A^',r)—/M+/C.r, r )==P hk+P h* + etc.
+£>*’+ etc.
En comparant cette équation à 1 équation ( 85 ), on voit que les termes de leurs premiers membres , quoique disposés dans un ordre différent , sont égaux, d’où l’On peut con- . dure que
P'kh -[- P"Ph -f etc. =,Pltk y Ph‘k y etc.
-f- Q'kh* -j- etc. -f -f. etc.
+ etc. ’ -fetc.
Cette équation ayant lieu quels que soient h et k , il faut que Pkh = Phk, ou que P' = P . Or nous avons vu que
P ~ d.r di i C0,,im C il serait facile de reconnaître de
mu
y » Æâ- . ^ ..
même que P = -^- . suit de là ( I ue
d Il_ — ,£l
<b d/ dyilx'
3oi . Si l’on a, par exemple , z— x* + xjr , on trouve
et par conséquent , d
dxdy.
302. Cela posé, soitr la fonction dont la différentielle est Mdx + Adj- , on a
M — di ’ ^ d/*
La première de ces équations différenciée par rapport kjr . , donnera
AM A'z^
d y cb d y *
la seconde différenciée par rapport à x, donnera diV d’s
dx dfdx ’
les seconds termes de ces équations étant identiques , il en résulte que AJ f ! _AN,
djr A* *
Toutes les fois que cette équation de condition aura lieu, la différentielle proposée sera exacte.
3o3. Je recouuais , par exemple , que l’expression ( ix
j ) dx xàj , est une différentielle exacte , parce que
AM _ , _ d-/V~
Ay • dx*
est aussi une différentielle exacte , car AM d^V
Ay 1 ^ dx ,
HP
*304. L’équation jdx — xdj = o , n’est pas une dif*
e . . „ . AM dzV
lerentielle exacte , puisque ~ — = 1 et que^- = — 1.
En effet , cette équation dérive de celle-ci :
ydx — xdy
trouvée immédiatement par la différentiation et dans laquelle on a supprimé le diviseur commun jf" ; en le restituant on aura M~ - , N— x - , et la condition ~~
r *’ Af AN
= sera remplie.
3 o 5 . Proposons-nous maintenant d’intégrer une différentielle à deux variables lorsqu’il a été reconnu qu’elle est exacte. Pour cet effet , nous remarquerons d’abord que lorsqu’une fonction z de .r et dey, par la différentiation , a donné Mdx -j- Ndj , le terme Mdx a été obtenu, en regardant,/ - comme constant. Par conséquent , lorsque nous intégrerons la partie Mdx, la constante que nous ajouterons pourra renfermer y , et en la représentant par Y, sauf, si le cas l’exige , à regarder Y comme une constante ordinaire , nous écrirons
u = J' Mdx -f- Y = o.
Cette équation étant celle qui, par la différentiation , a dît nous donner Mdx -|- Ndj- = o, il suit de là que N
n’est autre chose que le coefficient différentiel de J' Mdx -f- Y, par rapport à jr.
En effectuant cette différentiation nous aurons
d CmAx dy
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on tire de cette équation
AT
‘ir
et en intégrant
celte valeur de K étant mise dans l’équation (86), nous obtiendrons
r r ( A f Mdx\
= / MdX + J àjr -
yWctr
Il est à observer que
ne renferme pas x,
puisqu 'autrement Y- ne pourrait être une fonction de la seule variable^.
» à J Mdx
3o6. Pour dc'montrer que l'expression Pf —
, n'est
pas une fonction de x, nous en prendrons le coefficient différentiel par rapport à x , et nous anrons
àjv _
dx dydx
et en changeant l'ordre des différentiations , la seconde partie de celte expression deviendra
dadjr
df
or , l'inttgrale / Mdx ayant c’te' prise par rapport à r , la difleren-
r J • tiellede / Mdx , relativement à la même variable x, sera Mdx ^
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donc d M
- — M , ce qui réduit l'expression
/<] ^ A/dx\ \ dx /
dr
à -J- i ‘oWloaii! celle valeur dans l'expression ;88) , nous aurons dif AM -
i or » ctMe qnaaülé est nulle d’après l'équation de condition d’iniégrahilité , doit il suit qne la différemieUe de if — d j' MA*
— — par rapport à x , est nulle , ce qui prouve que celle expression ne renferme pas x.
307. Au moyen de la formule (87) , on peut intégrer toute fonction de deux variables , qui satisfait à la condition d’intégrabilité. Prenons pour exemple ,
( 6xy — J 9 ; dx + ( 3.r 3 _ axy) dy. ... . (89).
En comprant cette expression à la forinule MAx -{- A’dy nous avons
6 jrr—j % = M , 3 .r* — ixj — N. . . . (90).
Par conséquent , la condition d’intégrabilité est remplie , puisque l’on trouve
AM ? * AIV *
-r— = bx — or = •
Ay J dx ’
intégrant l'expression (6.ry)— y *;dx dans l’hypo thèse «§jconslant, nous aurons *
J * MAx = J' (6xy — j*) dx = 3 x*j —j*x-,
substituant cette valeur et celle de JV dans l’équation (87 X nous obtiendrons
La partie affectée du signe d’intégration , en exécutant la différentiation indiquée, se réduit à
C 3 x® — a xy — 3 x* -J- oy x ) dy »
a 3 o csixtrc- istÈgrai..
et en ôtant le signe d’intégration , on a une différentielle dont les termes se détruisent : il résulte de là que l’expression représentée par
‘ f ( 3 ** ~ 2 *T — - - j - — ) djr,
est constante, vu que toute quantité dont la différentielle est nulle est constante; d’où il suit que l’intégrale cherchée est 3 xy — y*x -f- constante. A
3 o 8 . Si l’on n’eût pas voulu employer la formule trouvée par l’article précédent , on aurait pu faire directement le calcul de la manière suivante :
On intégrera l’expression (8g) en regardant^' comme constant , et l’on aura
J' Mdx=J , (6xf—y*)àx+ Y ,
OU
u = 3 xy — y'x + Y.... (91);
différenciant cette équation par rapport à y , on ob-
tiendra
= 3 ** — 2 xj + (92) :
étant autre chose que le coefficient de dy dans l’ex-
pression (89) , nous avons ^issi
7 ÿ = 3 x'-vey,
AT
comparant ces valeurs , nous trouverons — o, et par
conséquent Y — constante ; mettant cette valeur dans l'équation (91), nous trouverons
= 3 xy — y*x -j- constante.
3 og.. Soit encore la fonction ( oy'x -f 3 y 3 ) d.r -f ( ?.xy -f 9 rjr* + 8y’) dy;
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si on la compare à l’expression Màx + A'4>' » 0(1 trouvera
M'— ?y'x -j- ty 3 , iV= 2X 3 / + g*r a + 8 J 3 i
et comme l’on a »
-p = 4/x g/ — dr ’
la fonction proposée est une différentielle exacte. Intégrant par rapport à x , nous aurons
'J Màx =j‘x x + àj^x + Y ,
différenciant cette expression par rapport iy , il viendra du d ( r**’ 3r’x ) j_ àT #
d’une autre part ^ représentant le coefficient de df dans l’équation proposée, nous aurons encore g:= 2 *y + 9*r a + V; de ces deux valeurs de ^ on tire cette équation d ° f ‘ , ’ !r + -' r - + ^ = a^jr + <nr a + Sjr 3 ,
et en effectuant la différentiation indiquée par rapport à y , on a
ixy + or*r + d -^f = 2V ’J' + 9*r* +' 8rî ’
équation qui se réduit à -^r = Sf 3 ; donc
Y —j Br 3 ^ = V ' 4 c *
et par conséquent l’integrale cherchée est u =y*x a + 3j 3 x -f- ij* + C.
3 io. On a vu , art. 3o4 , que l’équation yàx — xèf
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= o , n’était pas une différentielle exacte, parce que cette équation avait perdu le facteur commun on sent
donc qu’il peut exister des équations qui, telles que cellesci, ne sont pas immédiatement intégrables, mais qui le deviendraient si on pouvait restituer ce facteur.
3 il. Soit en général l’équation Air -{- Qdy = o , qui est une différentielle exacte , et z le facteur commun , que pour plus de généralité nous supposerons une fonction de x et de j-, nous aurons
P = Mz, Ç=Nz.
Si l’on substitue ces valeurs dans l’équation précédente , le facteur commun z disparaîtra , et l’on aura Màx -f- Ndy — o. . . . (g3).
L’équation Ai r -f- Qdy o étant une différentielle exacte par hypothèse , on aura
► dy dx ’
mettant pour P et pour Q leurs valeurs, cette équation deviendra
d Ms _ diVi ’ •
d y dx ’
et en développant on trouvera
Mit zâM _ *3, uhV
d f dy dx ' dx
Lorsque le facteur commun z est constant ,
étant nuis , l’équation (g4) devient dM _ < 1 N djr ’ "dx J
et par conséquent la condition nécessaire pour que l'équation (g3) soit une différentielle exacte , est remplie
Mais lorsque z est une fonction <le x et dej' , la détermination de z dépend de l’équation (94)» Or, celte équation est plus difficile à intégrer que la proposée qui ne renferme
que le seul coefficient différentiel ^ , tandis qiie l’équa-
dz d z
tion (94I renferme les deux coefficiens différentiels c t jj:
et oontient trois variables x,j~ , z.
3i2. Si le facteur commun n’est fonction que de x , on
a = o , ce qui réduit l’équation (94) à
zd A d/
zdM 7V(U . d/V — dF + z d T»
d'où l’on tire
SVdz __ / dM diV 'i
dx “ \ dy dx / *
et par conséquent
f* (dM dM
fr=J
en intégrant on a
logs
/ (dM d y\
) dx,
multipliant JW loge , changeant le coefficient de log e en exposant , et passant aux nombres , on t rouve
11 ne s’agira donc plus que de multiplier .l’équation proposée par ce facteur z , pour quelle devienne une différentielle exacte.
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3 1 3 . Soit , par exemple , j-àx — xdjr = o , on obtient AM H2V_
d y itx 2 ’ •
ce qui réduit la formule (g 5 ) à
/ ilt Ç adr #
d’où l’on tire , en intégrant,
loge=_2logx+log C=— logx*+log C= log et en passant aux nombres , on trouve z = — : par conséquent l’expression T — sera une différentielle
exacte.
3 14. On peut trouver une infinité de facteurs qui jouissent de la même propriété. En effet , soit z un facteur qui rendra exacte l’équation *l/zd r -f- jVzd/ = o; en représentant par u l’intégrale de cette équation , nous aurons
Mzàx -{- Nzàjy.= du } •
multipliant les deux membres par yu , nous obtiendrons „ fil ( Mzàx -j- Nzdjr ) z= tpudu.
La forme de yii étant arbitraire , nous pourrons faire, par exemple , fU = 2u* , et alors 2u“du étant une différentielle exacte *
2K* ( Mzàx -f- Nzdj- ) = an*d« , en sera aussi une; donc le facteur 2 zu 3 auras la propriété de rendre intégrable l’expression
Mdx -f- Ndy = o.
On voit qu’on peut faire une infinité d’autres hypothèses sur fu.
3 1 5 . Cherchons maintenant les conditions d’intégrabilité d’une équation différentielle à trois variables. Nous avons du = Mdx -f- Ndy -j- Pdz,
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Ax ’ d y ’ dï
On peut combiner deux à deux, ces équations de trois manières différentes :
i°. «j“ = Met p = N-, 2 °. ~r~ — Met p = P;
dr dy 1 dx d *
3°.p =Net p = P.
'Par une démonstration analogue à la précédente, on déduira de ces équations , celles-ci :
AM_A1V AM __AP AN_AP Ay Ax ’ d z dx * Az dy' ’ " * '9®''
En général, s’il y a n variables, on aura autant d’équations de condition que ces variables peuvent donner de
produits distincts deux à deux , et par conséquent équations de condition.
3i6. Une différentielle exacte de trois variables étant donnée , voici la méthode qne je crois que l’on pourrait suivre pour obtenir la fonction dont elle dérive. Soit
jzdx 4 -(xz + ir) <lr-f (xy + az)dz (97) ,
une différentielle qui satisfait aux équations (97) de condition. Noos intégrerons d’abord l’expression (97) par rapport à la seule variable x p et nous aurons
U —, j'jrzAx 4 - F(jr,z), on
u =jrzx + F(J,Z) (98);
et comme on a aussi
— — -x I àF ■ + d ~’
— xz + ->y ,
nous obtiendrons, en égalant ces valeurs ,
dFfy,*)
et par conséquent
= ir.
dF (j, *) = yty)
intégrant par rapport hy 9 il viendra '
F (J', z)=S* + fz;
substituant cette valeur dan» i équation (g 8 ) , on aura
U ~JZX - f J * + ?* (99).
Cette équation différenciée par rapport à z donne
du . rlmz
la valeur de ce coefficient différentiel étant comparée à celle-ci du , •
multipliant par d z et intégrant, on trouvera
yZ :
mettant cette valeur dans l'équation (99) , on obtiendra
u —J ZX + z* -f C.
Du développement des puissances des cosinus et des sinus en fonction des arcs multiples.
317. La théorie qne nous allons développer reposant snr une formule imaginaire trta-remarqiiablc, non» commencerons pardemontrer celle foimitle. Soit l’expression COa ? y -V sin*y qui est le produit des deux facteurs co» f -t- sin y \/ — i et cos y — sin y — i j si nous
faisons eus y -+- sin y \/ — i = /'y, nous aurons , en différenciant , d/'y . , ,
— — sm tp -f- cos f y — 1;
5 = J* ï.idi -(- C = -f- C -,
DÉVELOPPES!. DES PUISS. DES COSfV. ET DES Sï.V. 237 celte (Sqostion étant multipliée par — \/ — 1 , devient
— pp \/ — ! = sin <f [/— i +
et puisque par hypothèse son second membre est égal à f'f , nous avons
d'où Ton tire
et en intégrant , on trouve ,
fêr xfe=W~,
logF<f^= <?[/— ,=(< f y'_ ,) loge = loge 7 ^ ’j
passant aux nombres , on a
et en mettant pour Ff sa valeur, on obtient
• cos <p -f- sin <J> y/ — i =± e* ^ 1 .... (100).
Cette équation ayant lieu, quel que soit f , on pourra changer f en tf/f , etl'ou aura encore
cos mf + s > n m ? V'—î = e W ^ y'~ r ~ t '
Il existe une autre expression de cette puissance imaginaire de e , car IVquption (ioo) étant élevée à la puissance m , nous donne
(cosf *-f- sin f l/ZT 7 ) m =e= 1 ' W *
Les seconds membres de ces dernières èrjnations e'tant les mêmes, on a en égalant les premiers 9
(cos f + sin y^/ZT) 1 " = cos mf -}-sin mf (loi) ;
si l’on fait f = — f dans les équations (100) et (101), ces équations deviendront
cos — y -f- sin — <f\Z^ 7 =e ? V 1
(cos — o-f-siu — ? t/^/"==ico«— j/HT.
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FIG. 61. Or , si f est représente par l'arc AD ,ù g. 6 1 , — » le sera par AD' , et comme ces arcs ont les mêmes cosinus et des sinus de signes contraires , on aura *
cos — <p = cos ip , sin — <f = — stn <f ;
on prouverait de même que
- cos — ni? = cos m? , et que sin — m? = — sin m? ;
substituant ces valeurs dans les deux dernières éqnalions de la page a i- , on obtiendta
cos<p — sin ? [/ — i = e ^ *....(102),
( cos ? — sin <f\/--i) m — cos m? — sin mt j.^/HT....(io 3 ).
3 t 8 . Cherchons maintenant le développement de cos m aren fonction des arcs multiples dex , et sans employer les puissances des sinus et des cosinus. Pour cet effet , soient
cosx -j- sin x [/ — 1 =u. . .. (104I , cos x — sin x y/— T = s’. • • • ( 1 o 5 ) ; ces e’quations étant ajoutées donnent
COS X== ^ ( ï£ — {— t' ) ,
et par conséquent
cos”x =±(u + v)”, cos m x— +«)"; développant ces binômes par la formule usitée , on obtient cos” xz= K m—
cos” x = ( f” + mv m ~' u-f-m ^ m ^ -{- etc. j ;
ajoutant ces équations , on trouve
2 m+l cos” x r= u m -j- v m -f- muv ( u m ~ % -j- v m ~ % ) -j- m u»o» ( u m ~l -j- v m ~ ♦ ) -f- etc.... ( 1 06).
On tire des formules (to 4 ) et (to 5 ) ,
iF—(cosx + sin x V/^T)"‘, f” = (cos x — sinx l/Hïj" )
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mettant dans les sec onds membres de ees équations leurs valeurs données par les formules '.lot) et (io 3 ) , on a
1/*= cosmx -4- sin nu \/ ■ — i 1 — cos mx — sin mx y/ — t.(l 07),
donc
u m -f- v m = 2 cos mx , et u m v m = 1 ,
et par conséquent *
UV = I ,
u m ~ % -(- v n ~ * — 2 cos ( m — 2.) x, n m— V* - * — 1 ,
tr m— 4 -J-p m— 4 — 2 cos ( ni — 4 )t, n m— 4s' m— 4= 1 (
etc. etc. etc.
En substituant ces valeurs dans l’équation (106) , on trouvera
cos m z= ’ m £ i * cos mx im cos ( m — a ) x
«f- 2m — — — cos ( - 4 - clc..J ...(108;.
Ce développement provenant de celui de ( u y) m , contient m - 4 - 1 termes ; si l'on fuit successivement m — 2 , m = 3 , m = 4 > etc * * et que l'on change les rosi nus d'arcs négatifs en positifs , en vertu de l’équa lion cos — <p = co$f , on formera le tableau suivant:
COS a X \ COS
« cos 3x . 3«:os 3x
cos J x = — >
COS^X I
cos 4-r . . . ,
— 8 - + ï cos 2 r +
3 [9. On peut abréger ces calcula, car les termes également distans des extrémités de la sérié , sont égaux. Pour le démontrer , nous remarquerons que les cosinus qui entrent dans l'équation (108) étant cos mx , cos ( m — a ) x , cos ( m — 4) x > cos ( m — a X 3 ) x, etc. , ou plutôt
cas mx, cos (m — a x i)x, cos;m — axa)x,cos(m — a x 3} x, etc.
en considérant les nombres qui snivent le signe X dans cbaqnc terme de la sérié , on voit que l’un de ces nombres indique celui des termes précédens. Ainsi le terme qui eu a n avant lui, sera affecté de
cos { m — an ) x. A l’égard du terme qui en a n après luî, comme le nombre total des termes de la série est m -+- i , celui qui en a n après lui , tiendra le rang ni - 1 - i — n, et par conséquent aura m — n termes avant lui , donc il renfermera l’expression
cos [m — 2 ( m — n) ]x= cos( — m - 1 - ird ) x , et comme nous avons vn qu’on avait le droit dg changer le signe de l'are dont on a le cosinus, on aura’
cos ( — m -f- 2n ) ,r = cos (tjj — 2 n)x' } donc les termes également distans des extrémités de la série, ont les mêmes cosinus, et comme ils ont aussi les mêmes coefficiens * puisque ces coefEciens sont ceux de la formule du Ignomc , il en résulte que ces termes sont égaux. Ainsi lorsque m est impair le nombre ni ■+■ 1 de*
termes Je la série sera pair , et il suffira de doubler les — i— - pré-
miers termes pour avoir la totalité des termes de la série ; si m est pair, m ■+■ 1 sera impair , alors on ajoutera au terme du milieu le
double de ceux qui le précéderont. Ce terme tiendra le rang — ■+■ 1
daus la série, et par conséquent il sera affecté de cos ( m — 1») = cos 0=1, donc il ne contiendra pas de cosinus.
3 ao. Par un procédé analogue , on peut trouver le développement sin nu. Pour cet effet , eu retranchant l’équation (to 5 ) de l’équation (io 4 ) , on trouve
2 sin x 1/ — 1 = u — 0, donc sin x = —7= ;
élevant les deux membres de cette équation à la puissance ui , on aura
si m est égal à un nombre pair ip , on a
donc
On développera les équations
sin™* =
( 2 v/~ r et siQ '" r Uv-i T ( " “ u5 ' %
♦ On peut le reconnaître en comparant le développement de ( o -+■ b ) m k celui de ( 0 -f- a )™ écrit à rebours.
PUISS. DES COS. ET DES SIX. EX FONCT. DES ARCS MU LT. 2^1 et opérant comme noos l’avons fait ci-dessus, on trouvera
sia"*.* = (cos mx — m cos(/n— a) x+m cos (m— 4)r-+-etc.^
la quantité' imaginaire (a^/ — »)”* disparaîtra du résultat, puisqu’elle est élevée à une puissance paire.
3 a r. Si m est égal à un nombre impair a p ~\r i ,ou aura
( u — v)'P*'=. ( u — t>yp x ( ? — y) = — u)*P x — ( v — u )
par conséquent
tm rn x = ; — - — : ” , sin m x :
développant ( u — ^ et (m — u )**, par formule du binôme, et substituant ces dévcloppemcns dans les équations (109), qu’on ajoutera , on aura
asm m x=j-^r=j^ [n m — u m — ■ — nv{ix m 3 — u m — ’)-4-cteJ '1 io)j
retranchant les équations (*07) 1 nnc .de l’antre , multipliant ensuite entr’elles ccs mêmes équations , et observant que la seconde opération nous donne la somme des cariés de sin mx et décos mx 9 qui équivaut à l’uhrté, on trouvera
u m — k* = 2 sin mx \/ — I > u m ^ m = 1.
En opérant de la même manière que ci-dessus, on changera donc l’équation (110) en
Siu m x = * m mx ~ — sin(m— a)xH »m(m— 4)ar +etc. y
* . -fr
Comme dans cette hypothèse m est impair , la puissance m — 1 à laquelle la quantité 2 — l est élevée est paire, ce qui fait évanouir l’imaginaire \/ — t-
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De l’intégration des quantités qui renferment des sinus et des cosinus.
322 . On vient de démontrer que l’on pouvait obtenir les développemensdecos*r, de cos’r, de cos*x,etC . , en fonction des expressions cos x, cos ix , cos 3 x , cos \x , etc. On parviendrait au même résultat par la trigonométrie, de la manière suivante: si dans la formule
cos ( a b ) = cos a cos b — sin a sin b. . . (i 1 1), on fait a — b , on aura
cos 2 a = co$*a — ■ sin'a = cos *a — ( i — cos*a )
= 2 cos s « — IJ
on tire de là
cos’a = \ -4— \ cos 2 a ;
multipliant cette équation par cos a , elle devient cos 3 a = 3 cos a -j- \ cos a . cos 2a. ... (112).
Or, si à l’équation (1 1 1), on ajoute celle-ci :
' cos (b — a ) == cos a cos b -J- sin a sin b , on obtiendra
cos a cos b = | cos ( a -}- b ) -J- 3 cos ( b — a );
faisant b =s 2a , on aura cos a cos 2a = 3 cos 3 a -f- 3 cos a ; éliminant cos a cos 2a , entre cette équation et l’équation (112), on trouvera
cos 3 a = 3 cos a -f- 3 cos 3 a.
On calculerait par le même procédé les puissances supérieures de cos a.
323 . Cela posé, lorsqu’on aura à intégrer l’expression cos m xd.r , dans laquelle m est un nombre entier , on mettra pour cos m x, son développement qui y d’a-
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près ce qui précède , ne contiendra tjue des termes pris dans cette suite :
constante , cos x , cos 2x, cos 3x, cos 4x, etc. , de sorte que tout se réduit k savoir intégrer un terme de la forme cos mxAx.
Pour cet effet , nous remarquerons que à dans l’équation
d sin z es cos zdz , on fait z =3 mx , on aura
d sin mx = cos mx.mAx ,
donc / •
/ , sinmj
COS mx dx srs .
On trouverait de même que
/ • , cosrax
sin mxdx = .
Prenons pour exemple cos“xdx : mettent pour cos a x, sa valeur \ -f- i cos 2x , nous aurons
J'cos'xAx = f (î+ï cosax) dx=î 4. 1 sinax-f -C.
324. Si l’on voulait intégrer sin m xdx , on procéderait d’une manière analogue ; ou bien , en représentant par z l’arc complément de x , on aurait
x = | jt — z et dx = — dz , sin x =2 cos * j *
on changerait donc la formule sm"‘xdx , en celle-ci :
— cos m zdz, et l’on intégrerait comme ci-dessus.
325. Prenons le cas plus général sin m xcos"xdx; si m est pair on fera m = 2 m , et l’on aura à intégrer
sin ,m 'x cos"xdx sas ( 1 , — cos a x cos"xdx.
On développera ( 1 — cos s x)»', et en multipliant par
CALCUL IXTÏGBAL.
cos"xdx, on obtiendra une suite de termes, chacun de la forme cos^rdx; et l’on intégrera comme ci-dessus. Si m est impair on fera m = 2 m -f- 1 , et l’on aura
sin m xcos"xdx =sin** 1 xcos n x sinxdx— ( 1 — cos*x;' n 'cos' , x X — d cos x ;
faisant cos x = z , on changera celte expression en — ( « — z a ) m 'z n dz ;
m et n étant par hypothèse des entiers , on développera
et on intégrera.
Pour appliquer ce procédé aux expressions
cos" xdx »in"xdx »in'‘x * coa"*x ’
comme la seconde rentre dans l’autre, en faisant x =
^ — z, nous ne considérerons que la première. Si m est 1 pair- nous supposerons m = 2 m' , et nous aurons cos’ , xdx (1 — sin’x )”*'
1 — m sm’x m «nu 1
■ etc. ,
dx ,
expression dont l’intégrale dépendra de celles de sin'xdx et de #dÆ
t»ia£x
Nous savons intégrer la première , et nous verrons bientôt comment s’intégre la seconde. Si m est impair , en faisant m — 2 m -(- 1 , on aura
co«™xdx (1 — sin , x) m 'coso'(tr , ... cos xdx
= r— = (t — m sm’x -t-etc.) — — — ,
hin"x »m"x hin' , x
expression dont l’intégrale dépendra de celles de sin^x
INTÉGRATION DES TONCTICWS DR S S 1 N. ET DES COS
cosxdx et de ; nous avons traité de la première ,
art. 124 , occupons-nous de la seconde. Pour intégrer
dx cos x - , , ,
~» in*x ’’ nous * er ®ns sin x = z ; donc dx cos x = az , et par conséquent
/ dx cos x f'd s /* . , t — t * ■ _
A l’égard de l’intégrale de r- , la même transforma- 0 sm‘ï
dz
tion changera cette expression en t ^ — r , formule que nous savons intégrer.
Enfin si l’on a à intégrer
dx
~ — jj — , on multi-
cos"x «n*x 1
pliera cette expression par cos'x -f- sin*x , quantité qui équivaut à l’unité, et l’on aura
dx dx , dx
cos™x sin”x cos" — *x sm"x ' cos'*x sin* — ’x *
par là on diminuera de deux unités la somme des exposans du dénominateur ; et, en répétant un certain nombre de fois cette opération et en mettant à part toutes les fractions qui dans leurs dénominateurs ne renferment qu’une puissance d’un sinus ou d’un cosinus , on arrivera enfin à des fractions dans lesquelles la somme des exposons du dénominateur sera 2 ou 1 , suivant que m -f- n est un nombre pair ou impair j dans le premier cas l’intégrale dépendra d’une expression de cette forme -r — —
or r smxcoix
et dans l’autre d’une de celles-ci :
dr dr
cos x ' sia x
Pour intégrer -
dr
sm x cos x
y on multipliera le numérateur
TSB~
par cos’j: -f- sin*.r , et l’on aura
dx
•tn x cos x
= <Lv ^ tin x
-{-.•dx
sin x d (in x d co* x co» x sin x cos x 1
expression dont l’integrale est
log sin x — log cos x -f- log C= log C tang x.
Pour intégrer , on fera cos x = z , et l’on aura
dx —
d* • dx •in x *111 x
de
&in a x
dz
formule intégrable par la méthode des fractions rationnelles. A l’égard de » on supposera sin x — 1 , et l’on trouvera
/ dx r d»
COS X /' I
328. En général on peut toujours transformer les expressions qui contiennent des sinus et des cosinus en d’autres qui n’en renferment pas: pour cela , il suffit d’égaler sin x ou cos x à une nouvelle variable z. Par exemple , si dans l'expression sin m xcos’ 1 xdx , on suppose sin x—z , on aura
cos x — \/ 1 — s* et dx = substituant , on trouvera
sirj m .r cos n xd c = g m ( 1 — z\ ÿï ( 1 - — z’ )”
= z m ( 1 — z?r~r dz,
expression qui se rapporte aux différentielles binômes.
On peut aussi appliquer immédiatement l’intégration par parties à ces sortes d’expressions.
329. Enfin les formules trigonométriques peuvent être aussi employées avec avantage dans de certains cas. Pour
Digiti^od by Çloogle
MTECRAT. DES QUANT. EXPONENT. ET LOCARITH. 247 intégrer , par exemple , sin mx cos nxAx , comme la trigonométrie, nous donne
sin a cos A = ^ sin ( a -f- A ) -J- | sin ( a — A ) ;
en comparant l’expression sinmx cos nx , à cette formule» on trouvera
sin ma: cos nxAx~\ sin (m+n) x dx-{- ^sin( m — n)xd.r > et l’intégrale sera , art. 323 ,
„ , cos (m ■+■ n) x , cos ( m — n ) x
De V intégration des quantités exponentielles . et logarithmiques.
33 o. U a été démontré , art. 37 , qu’en prenant les logarithmes dans le système népérien, on avait da* = a x dx log a , donc , réciproquement
J'a x Ax=z~- a .
Ceci peut nous servir pour intégrer l’expression générale a x Xàx, dans laquelle X est une fonction de x. Pour cet effet , nous écrirons ainsi cette expression : X . a x Ax ; et en intégrant par parties , nous aurons
dX... (n 3).
„ log a J log «
Cela posé, en différenciantsucccssivement la fonction X , nous en tirerons dX = X'dx, dX = X"dx , etc. ; donc
°’ ix= v£^“’ ~ /n£ô
substituant cette valeur à la place du dernier terme de l équation (1 13) , nous obtiendrons
■dX
calcul intj'gràl;
En continuant d’opérer de la sorte , nous parviendrons à ce développement
Çxa x àx—a x ( JL _ . + _*L_ ^1-
J \loga ( logfl)’ ~ (logo ) J (loga;<
± x™ ^ — Ç " J «i rw
(log J (log a )***"
Si , en prenai *Ja suite des coefliciens différentiels X, X" , X"... X ( n '> , le dernier de ces coefliciens est constant , on aura dA'M — o , et alors la partie intégrale s’évanouira. 33 1 . Prenons pour exemple X = x 3 , d’où l’on déduit X = 3x*, X' = 2.3x , X' ou XX> — 3.2 ;
donc
/ x > ‘n x àx—a I ( — — ■ \l«g a
(log a)
î.3t ( log « )*
( log « )V
Si l’on fait a égal au nombre e qui est la base du système népérien, log a devient loge, or, log e = i , en vérité de l’équation e = e lu s f j par conséquent
j "* x 3 c*dx = e* ( x 3 — 3x J ■+■ 2.3x — 2.3 ).
332. On peut encore parvenir à un autre développement de y a r . À'dar. Pour cela faisons J* Adx = P , f P^ = Q, f Qdx = /Î , etc. , et intégrons par parties , nous aurons
J' a* . A'dx == ,a x P — J* a * ^°§ a P^x... (i 14 ) , »
Ç a x log a . Pix = a x log a . Q — J" a * ( *°S a )* Çdx i et en substituant , l’équation (i «4) deviendra fé-Xàx — o.* P-~ a z logo . Q -f- Ç a x (\oga'f Qdx.
y (Jbôgle
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En continuait d’intégrer par parties , on aura en général J' a 1 A'dr = a* [ P — Q log a -f- R ( log a )* — etc.]
. . . rh J ' Za* ( log a )"dx.
333. Si l’on applique cette formule au cas ouX= , on trouvera
donc
/ a x àx x r j log a log a* 1 log a* /"* a* dx
L’intégrale de est une fonction transcendante qu’on n’a pu déterminer jusqu’à ce jour.
334- En général , on voit que quelque puissance négative et entière que l’on prenne pour exposant de x, on doit
toujours tomber sur celte transcendante J' —y ; car dans
les fonctions successives P , Q, R, etc. } les exposans de x diminuant toujours «L’une unité, la dernière de ces fonctions doit être de la forme — , et par conséquent la dernière intégrale sera
parce que A est constant.
Pour avoir une valeur approchée de l’intégrale de
on n’a d’autres moyens que de substituer dans
cette expression le développement de a 1 qui est , comme on l’a vu ,
ïlog«+- (log a)* -f- j (log a) 3 - f etc-, et d’intégrer ensuite chaque terme.
■*a r (îx
du *
335. Si dans l’équation — =. d log u , ou plutôt du = u d iog u , ou fait u = x r , on aura
dx? = x> d Iog x? )
ainsi toutes les fois qu’on pourra décomposer une différentielle en deux valeurs dont l’une puisse être représentée par x y et l’autre par d Iog x y , l’intégrale sera x y -f- C.
336. L’intégration par parties peut aussi s’appliquer à celle de l’expression À'dx ( Iog x f ) car si l’on représente par X f , l’intégrale de Xdx , on aura
J ' -Ydx ( log xf — X / ( log xf — n J ' ^ dx ( log x f~'.
On fera dépendre à $on tour cette dernière intégrale d’une antre , de la forme J' Xdx ( log x )"“* , et ainsi de suite.
Théorie des constantes arbitraires.
337 . Soit «ne équation différentielle j[ n F{ x f jr ) o entre deux variables et leurs cocfEcieos successifs , jusqu'à l’ordre n , on aura
d"F(x, y)d n —F (x,y) = o.. . dF (x, y) = o, F{x, y) = o. ..( 1 1 5).“
d"~ ’ F[x,y) étant l'intégrale de d n F (x, y ) , contient nne constante arbitraire qui ne se trouve pas dans la première expression, et ainsi de suite jusqtt'& F[x, y) = o, qui Contient n consumes arbitraires.
Ces n constantes arbitraires étant éliminées entre les équations ( 1 1 5) , on obtiendra u inéquation V—o, qui est l'éqnation différentielle de la fonction primitive F ( x , y ) = o ; mais si entre les équations F(x,y) — o , d F (x,y) = o...d" 'F(x,y) — o, l’on élimine toutes les constantes , hors une seule qne je représenterai par a , on aura nne équation différentielle de l’ordre n — I . En opérant de mérite b l'égard des autres constantes arbitraires, on trouvera en totalité nn nombre n d’équations différentielles de l’ordre n — t , et renfermant cliacnne une constante arbitraire différente. Ces équations sont les intégrales premières de l'équation F {x , y) — Oj d’où il résulte ce théorème : une équation différentielle de V ordre n a un nombre n <T intégrales premières, chacune de l'ordre u — 1 .
THÉORIE DES CONSTANTES ARBITRAIRES
Soien t fa,Jb,fc, etc . , ces intégrales premières ; si l’on élimine la constante a cnUcfa—O, et Afa—o, on trouvera l'équation que nous avons
(jy (J , y
désignée par f'" — o ; car entre les quantités x , y , jj— , etc. ,
renfermées dans cette équation, il ne peut pas y avoir d. ux relations différentes. Par la même raison on tombera sur la même équation f = o , en éliminant la constante b entre Jb — o et AJb — o j ainsi de suite.
Si entre les intégrales premières^! = o , Jb = o , fc = o , etc. , qui , comme nous l’avons vu , ne renferment de variables que x , y ,
et les coefiïciens différentiels • • • • -, — ;r > on *K*
dx dr* dx J d x" — 1
mine ces cocfficiens différentiels , on trouvera , entre x et y et les n constantes arbitraires , une équation qui sera l'intégrale finie complète de la proposée. Cette équation est nAiquesons quelque forme qu'elle se présente; par conséquent, si par un moyen quelconque , on peut trouver entre x , y et n constantes arbitraires, une équation qui satisfasse b la proposée, on pourra en conclure que cette équation en est l’intégrale finie complète.
Des équations linéaires.
338. Une équation différentielle entre denx variables x et y , est
dy d*y d 3 y d "y*
dr ’ ’ÔP’ d P’ ’ “*
sont élevées dans ccitc équation qu’au premier degré: ainsi, en supposant que A , B , C , Z);..,. N , X , soient des fonctions de x , l'équation linéaire du n°. ordre sera
linéaire lorsque les expressions y ,
dr+sÊ+cg+og.
. + irg=r..K
3^9» Il est facile d 'intégrer cette équation lorsqu’elle est du premier degré , car elle se réduit à
-fr + «£ = *;
chassant le dénominateur et divisant par B , on peut la mettre sous cette forme
<Jr + Pjàx = Qdx (i 17)-
Pou»riutégrer on égalera y au produit de deux indéterminées X
*t *, ce qui donnera
JT = zX , dy = xd,Y + Xdz; ,
iub.'tmiant ces valeur;» dan» l'équation (117) , on la transformera en
zâX + X(dz + Pzdx ) = Qdx.
X étant arbitraire, on de'termiacra cette fonction en égalant entr'enx le» termes qui ne sont pas sous la parenthèse , ce qui décomposera IVquation précédente en res deux-ci :
X ( dz 4- Pzdx ) — o , zdX = Çdx ;
la première nous donne
— Pdx, el log z = — J' Atari og er= Iog e J Pâjc f
passant aux nombres , on a
-fPdx
©n tire de la seconde
d.Y = Qef Plir dx, donc X— J' Qt/ Pix àx -f- C}
par conséquent
fPix
zX, ou yz=e '* £ J* Qe ^ P ^ x djr -{- C , J
3 }°. Lorsque le terme en X est nul dans l’éqaation (i 16) , si an nombre n de valeurs particulières, p , q , r, etc. , mises successive* ment h la place dey, ont chacune la propriété d'y satisfaire, il suffira de multiplier p , q, r, etc., par des constantes arbitraires a ,b, c, etc. , pour conclure que l'intégrale fioie complète de cette équation est
y = np 4 - bq cr 9 etc.
La démonstration de cette proposition étant la même ponr tons 1 rs degrés, nous ne considérerons que l'équation
d** , />d a y | jy d V
ib: « dr* 1 ~ dr 3 En mettant successivement à la place demies valeurs hypothétiques P * 7 i r , nous aurons
ÎF X. l n
Xp + B'jï+CiZ+D
do.*'
Jr + BU+cg + D^oi
DES ÉQUATIONS LINÉAIRES
multi pliant ccs trois équations , la première par a, ]a seconde par b et la troisième par c , et ajoutant le& résultats , on trouve
J(a P + b q + cr) + B(a£+b g + c^)
* T rj* ,T T iw
, n / d V av \
t £, C a d? +i d? +c ârJ =0 -
Or, il est c'vident que cette expression qui est identiquement nulle, est la même que celle qu’on obtiendrait en faisant = ap -+- bq -4- cr , dans l’équation (118); donc celte valeur de y satisfait h l’équation (i 18} ; et comme clic renferme trois constantes arbitraires, elle est l’intégrale finie complète de l’équation (118).
34i* Lorsque X n’est pas nul dans l’équation ,
^ + fl È+ c ë + c S=*- •
Si l’on peut trouver trois valeurs particulières p , q , r , qui , mises successivement h la place de jr satisfassent chacune & l'équation
l’intégrale finie complète de l éqnation (1 19) sera
J = ap + bq -f- cr. . . . (121) ;
mais alors a, b, c, au lieu d'étre constantes, seront des frnetious de x , que noos apprendrons bientôt à déterminer.
Pour démontrer ce théorème , différencions l’équation {12 1) , et divisons-la par dx , nous aurons
d y dp . àq „ dr , d<r , d b de
dx dx dx dx ^ tir dx dx
Disposons des indéterminées a, b, c, par trois conditions : parla première , faisons
il restera
da
dx
à b de '
dx
ïr=a ê / + b¥ + c~.
•dx dx dx dx
Une nouvelle différentiation nous donnera
d’y i\‘p . . d’fl . d*r f du dp
, db dq
, <1 r <1 r ' da dx
Pour remplir la seconde condition , posons
tin dp . dA do , de dr - .It T du dx dx
dx dx
il restera
^ =a pLj rb Ï5.J rC
<1*3 r | r l 1 lll * 1
dx* dx* 1 «la* 1 ~ dx* %
différenciant encore et divisant par dx , il viendra
dV d 3 p , d*<7 . dV . d<i d*p . di d 3 q
dP=°d^ + 6 d^ + c dP' + didï î + dïï^
de d*r
+ dJ TF
Pour remplir la troisième condition nous pouvons supposer dn d*p . dA d*« . de dV v
C dF + d7 d? + Ê 3? = X - • • • * (,25) ’
et l'équation precedente deviendra
dV d 3 p
dïf = « —
dV
Je dis maîntenaot que la valeur y = ap -4- bq -4- cr , satisfait à l'équation (l 19), car mettant dans ccitc équation la valeur de y , et par conséquent celles de scs coefficiens différentiels , et effaçant les termes en JT, qui se détruisent, on trouve
A { ap + bq + cr) +-®^ a ^£+^5^+ c dbc)
Il s’agit maintenant de démontrer qae cette équation est identiquement nulle. Pour cet effet p , <7 , r satisfaisant à F équation C 120 ) » 00 a
■Jp + B^+C^+D^ o,
r 1 d-r ' dx* fbr*
dx*
•* 1 dx Hr* ' d 3 x
dx*
cpl
dx*
DES ÉQUATIONS LINÉAIRES
multipliant la première de ces équations par a , la deuxième par b et la troisième par c, et ajoutant les résultats, on trouvera une équation identiquement nulle , qui sera la même que l'équation (ia6).
Pour déterminer a, b, c, les cocfficieas différentiels — , ^ , —
dx ’ dx ’ dx
n’eotrant qu’au premier degré' dans 1 les équations de condition (tua), (i» 4 ) el (ta 5 ) , nous pouvons éliminer deux de ces cociliciens ci i fl ê renliels , et nous trouverons 1 autre eu fonction des expressions dp dq
j ^ > etc. , qui sont des fonctions de x , déterminées , puisqu’on
connaît p ,q , r , etc. j nous aurons donc des équations de la forme
dn y di y. de v
dx — ' dx — >'di — //.»
i ou tla == X t àx ,àb = X M dx , de = X n dx , et en intégrant , on déterminera a, b etc.
Ce théorème est applicable aa cas où l’équation linéaire serait d’un ordre quelconque , par conséquent l’intégration de ces équations se réduit il celle de l’éqnatioa
• 4 r + ,B E + c ïï^--’ + ^ r ^ = o....(,2 7 ).
34 s. Lorsque l’équation linéaire de l’ordre n a des coefficient constaus , il est facile d'en déterminer l'intégrale. En effet , si daus l’équation (137) on fait^ - = e mx , on trouvera en différenciant
dx e » dx* — e m ’ jp=e ! etc.; substituant ces valeurs dans l'éqnation (laj) , on obtiendra
e mx {A + Bm-\- Cm* + Nm”) =0.... (128);
soient m' , m" , m!" , etc. ,les racines de l’équation
A -J- Dm -f- Cm“ -j- Am" = 0. . . . ( 1 ag) ,
l'équation (137) sera satisfaite par ces valeurs
J — e m ' x , J = ^" x , J = e m "'* , e(c . , ct comme on a n valeurs de y, l’intégrale finie complète de l’équalion (137) sera
J — ae m ' x + bc m " x -f- ,
-f- clc.
Lorsque m! = m" les termes ae"' x c t bc m " x , se réduisent i ( a + b) c" 1 ' , et alors la somme a -t- b devant être considérée comme une seule constante, on ne trouve plus uu nombre n de cons-
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Unies arbilcairet dans l’expression do y. Dans ce cas, il a été démontré que si y = e'" '* satisfait & la proposée, la valeur^ = .7 c m ’ x doit anssi y satisfaire. En eiTct, en différenciant celte dernière équation or trouve
~ —xe m ’ x m -\-e m ' x , = xe m ' x rri 4 -f- 2 e m ' x rri\
~~ = xe m x nP -f- 3 e m ' x m'“ etc. ;
ces valetns réduisent l'équation (117) à
xc m ' z ( A -f- Bm -f- Cm* -f- Dm 3 -f- etc.)
-f- e m ' x ( B -)- iCm SDm ' 1 -f" etc. ) .... (i 3 o).
Or, l’équation (129) ayant par hypothèse deux racines égales, on sait par la théorie des équations que l’expression B 4 - aCns 4 - 3 Dm* 4- etc. , en renfermera une de moins que la proposée ,et s’anéantira lorsqu’on fera m = m', d'où il suit que l’expression (t 3 o) est identiquement nulle. Par conséquent l’équation (127) sera satisfaite par la valeur y = xe m,x , et aura pour intégrale complète y = ae m x -J- hxA"' z -f- ce m ' x -f- etc.
S’il y avait trois racines égales k m , on prouverait de mémo que l'éqnation (127) serait satisfaite en faisant
y = e mx -J- xc m x -f- x*e"' x ,
ainsi dcsnitc.
Lorsque l’équation (129) a des racines imaginaires , si l'une de ces
racines est k 4- / v»'— 1 , l’autre sera k — L V— >i (l i ° !1 aura
dans la valeur de y ces deux tenues
kx 4- Ixÿ' — 1 , Lr — Ix V — 1
ac -( - be ,
ou kxr lxV , —~i , — Ix y — i~|
e Leie + be J.
Mettant pour les exponentielles imaginaires leurs valeurs données par l’article (317), il viendra
O -f- £-)cos Ix + ( a — b) sin lx\/~i\.(i 3 «).
Dans le cas où X est nul dans l’équation (t 16) , a, b , e , étant des constantes arbitraires , nous pouvons supposer a 4 - b = c , a b — J v / ^~T . alors , la partie imaginaire qui est dans l’expres-
sion (rîi) , s’évanouira.
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		Pour intégrer par les séries dx

		INTÉGRATIO» PAR LES SERIES

		MÉTHODE DES TRACTIONS RATIONNELLES

		Il résulte de ce qui précède que quelle que soit la

		MÉTIIODE DES FRACTIONS RATIONNELLES

		En général, soit Px m — -h Qx m

		etc

		J5j.+ Ci

		Prenons pour exemple la fraction

		Pour second exemple , cherchons l'intégrale de

		MÉTHODE DES FRACTIONS RATIONNELLES

		MÉTIIODE DES TRACTIONS RATIONNELLES

		Prenons pour exemple la fraction J^rle

		INTÉGRATION' DES FONCTIONS IRRATIONNELLES

		Appliquons ce procédé à l’exemple ,• dx

		DE LA QUADRATURE DES COURBES

		Une intégrale telle que j 'fx . cLr, peut toujours

		DE LA QUADRATURE DES’ COURBES

		TT

		Prenons pour second exemple l’équation

		Euler résolut le premier ce problème important

		HP

		DÉVELOPPES!. DES PDISS. DES COSIX. ET DES SIX

		COS^X I

		INTÉGRATION DES FONCTIONS DES SIN. ET DES COS. 2.-J

		Pour appliquer ce procédé aux expressions

		INTÉGRATION DES TONCTICWS DR S S 1 N. ET DES COS

		Enfin si l’on a à intégrer

		COS X /' I
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