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TROISIÈME ÉDITION
PRÉFACE
Dans cet Ouvrage, qui fait suite à mes jj^émens de Calcul diffei'entiel et de Calcul intégral, je me suis proposé de rassembler, sous un cadre peu étendu, toutes les théories essentielles de la Mécanique des modernes, c’est-à-dire de celle qui s’élève à ce degré de généralité introduit dans cette science par Lagrange et Laplace, et dont s’écarte entièrement la manière restreinte avec laquelle l’envisageaient La Caille , Bezout , Bossut et quelques autres géomètres.
On s’est long-temps borné, dans les traités de Mécanique, à n’employer les équations du mouvement que dans l’hypothèse où il s’effectue dans un plan. C’était voir la nature en profil, et non sous son aspect le plus ordinaire. Il était donc im- <!
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portant de considérer les corps comme se mouvant d’une manière quelconque dans l’espace; et, pour parvenir à ce but , la Géométrie analytique à trois dimensions devenait indispensable. En appliquant ce puissant ressort à la Mécanique, cette science a dû changer de face , mais en changer pour la dernière fois.
Jj.a généralité quelle a acquise „ et qui permet d’embrasser beaucoup d’objets à la fois, épargne un temps qu’on doit d’autant plus ménager, que le domaine de nos connaissances s’accroît tous les jours. Néanmoins, je ne pense pas que ce soit là une raison d’être trop laconique, et de laisser désirer ces développemens qui facilitent l’intelligence d’un-f^pvrage de ce genre. Quelqu’un a prétendu que les difficultés dont il peut être hérissé étaient avantageuses à l’esprit, et qu’en cherchant à les vaincre on le fortifiait par cet exercice. Cette assertion ne doit pas déplaire aux écrivains qui s’inquiètent peu d’être intelligibles : ce qu’il y a de certain , c’est que ces transitions brusques, qui déroutent le lecteur, nuisent rarement à l’auteur; car le lecteur attribue presque toujours l’embarras qu’il éprouve à la difficulté inhérente à la matière qu’il étudie. C’est une des causes qui ont détourné des Mathématiques beaucoup d’hommes qui auraient pu enrichir cette science de leurs découvertes , et que de pénibles efforts ont découragés. Il en est d’autres qui , avec plus de persévérance , se faussent
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l’esprit, parce que, manquant des données nécessaires , ils ne peuvent que s’égarer ; tandis que celui qui s’accoutume de bonne heure à suivre une marche méthodique, augmente ses facultés intellectuelles à mesure qu’un ouvrage le fait penser davantage , et qu’il contracte l’ habitude de se rendre raison de tout.
On peut^lonner pour hase à la Statique le théorème du parallélogramme des forces, ou celui des forces parallèles; car l’une de ces propositions étant établie, l’autre s’en déduit aisément. Cette dernière offrant une démonstration plus simple , j’ai cru devoir commencer par là cette partie <ie mon ouvrage. Cependant ceux qui préféreraient commencer la Statique par la proposition du parallélogramme des forces , pourront se satisfaire, et trouveront dans ma Note première ce théorème démontré de deux manières différentes ; et à l’aide d’un léger changement d’ordre que j’indique pour quelques articles, ils passeront facilement de la proposition du parallélogramme à celle de forces parallèles.
Quant aux deux démonstrations du parallélogramme des forces, l’une appartient à M. Poisson et l’autre à M. Duchayla; mais je les ai beaucoup modifiées pour en faciliter l’intelligence et les compléter.
La Statique est la partie de la Mécanique qui .comporte le moins de connaissances mathémati-
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ques, et dont, par cette raison, l’étude est le plus répandues Les anciens mêmes la cultivaient , et n’avaient aucune notion de la Dynamique. Ce n’est point que 4â Statique n’attendît encore de grands progrès : elle s’est perfectionnée dans les temps modernes , mais ce n’est que de nos jours qu’elle est sortie de la carrière étroite des cas particuliers , et que l’on est parvenu à renfermer dans dçs équations générales toutes les questions qu’on peut se proposer sur l’équilibre. .
Je démontre facilement ces équations à l’aide de quelques expressions trigonométriques d’un fréquent usage , «et de la notation qui a tant contribué'à opérer cette heureuse révolution dans la science. >
La théorie des forces situées d’une manière quelconque dans l’espace met en pratique ce principe, que la projection d’une droite sur un plan est égale au produit de cette droite par le cosinus de son inclinaison ; mais il est des questions de haute Mécanique qui exigent que cette proposition prenne plus d’extension. C’est ce qui m’a déterminé à dér montrer les propriétés remarquables du Plap principal, qui complète la théorie des projections et celle des momens.
Traitant ensuite du centre de gravité , j’en donne les formules générales , exprimées à l’aide du Calcul différentiel et disposées dans un meilleur ordre. Je me sers du même moyen pour démontrer, eq
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peu de mots , le théorème si ingénieux et si fécond de Guldin. . •
Je passe en revue les machines simples, et, quand je traite des cordes , je parviens d’une manière très facile à l’équation de la chaînette , courbe que l’architecture et la navigation rendent célèbre.
La théorie des machines est suivie de celle du frottement qui, dans l’état où est la science, laisse encore bien des choses à desirer. Enfin je termine cette première partie de la Mécanique par l’exposition du fameux principe des vitesses virtuelles. Ce principe , que Lagrange a pris pour base de sa Mécanique , était susceptible de recevoir quelques améliorations dans sa démonstration générale , c’est le but que je me suis proposé d’atteindre : j’ai tâché surtout de donner plus de rigueur aux raisonnemens qui s’appuient sur la considération des infiniment petits.
Le Calcul différentiel n’entre , en quelque sorte , que d’une manière accessoire dans la Statique ; il joue un plus grand rôle d«ns la Dynamique : c’est là qu’il devient tOut-à-fait indispensable. En effet, comment, si l’on ne l’employait, pourrait-on résoudre la plupart des problèmes qui concernent le mouvement des corps , lorsque les données premières de ces problèmes, qui sont la vitesse, et la force accélératrice , ont pour expressions des coefficiens différentiels? Je m’attache particulièrement à bien faire saisir le setis qu’on doit attribuer à ces
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quantités, et je les détermine sans recourir aux infiniment petits.
Le mouvement qui s’effectue en ligne droite présente diverses circonstances qui donnent lieu à autant de problèmes. C’est là que l’on commence à voir comment les équations du mouvement en font connaître toutes les propriétés, lorsqu’on parvient à les intégrer.
M’appuyant ensuite sur la proposition du parallélépipède des vitesses , je donne les équations générales du mouvement curviligne; j’examine en particulier le cas où le mobile est assujéti à se mouvoir sur une courbe ou sur une surface dont on a les équations; je fais connaître le principe des aires et la belle propriété des centres fixes.
Le mouvement en ligne courbe m’amène à traiter du mouvement sur la cycloïde, du mouvement d’oscillation, du tautochronisme, et des propriétés curieuses du pendule simple.
Le pendule, à son tour, me fournit l’occasion de déterminer l’expression *le la gravité, et d’examiner quelle est la nature de la force centrifuge qui en atténue l’effet.
Comparant entre elles ces deux forces, je détermine l’intensité de la'pesanteur dans l’hypothèse où le globe terrestre serait immobile; c’est ainsi que j’obtiens la première donnée qui va me servir à la vérification de la loi de Newton. Le problème du Système du monde me fournit ensuite la plus
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brillante application de l’intégration des équations (Ju mouvement curviligne , et en complète la théorie: , '
Newton employant les mesures fautives de Ricard , pour évaluer la chiite d’un corps à la région de la Lune en une minute de temps , n’avait trouvé qu’une différence d’un pouce et demi entre le résultat fourni par la théorie et celui que donne l’observation. Je ne pouvais rien conclure de ce calcul, car on sent qu’une erreur peut s’atténuer par des compensations. Partant de données moins inexactes , je suis parvenu à un résultat encore plus ap-
Néanmoins , comme on pourrait ne pas trouver assez rigoureuse l’hypothèse où , dans la secdnde édition de cet ouvéage , eu égard au peu de différence qui en résulte dans la mesure de l’attraction/ j’avais substitué une forme sphérique à celle de notre globe, j’ai cru devoir abandonner cette hypothèse dans cette troisième édition , et prendre pour base de ines calculs le rayon de^la Terre à l’équateur, d’après les mesures les plus récentes, et la parallaxe horizontale de la Lune lorsque cet astre y est dans sa moyenne distance à la Terre.
Ayant ainsi démontré que la loi de l’attraction se réalisait, à très peu de chose près,, relativement à la Lune , je déduis ensuite cette loi de la démonstration, à priori , de celles de Képler.
C’est là que me dispensant d’employer cette mul-
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titude de propositions et de corollaires dont la marche est si lente dans le géomètre anglais , je parviens à trouver l’équation de la trajectoire, sans même supposer que la loi de la raison inverse du carré de la distance existe; de sorte qu’en modifiant convenablement un des élémens de la courbe, on peut établir toutes sortes d’hypothèses sur la loi de l’attraction. Enfin, je montre que lorsqu’on suppose que cette * loi est celle de la raison inverse du carré de la distance, on tombe sur une section conique. La manière dont je déduis l’expression des axes principaux , et tous f les autres élémens de la courbe, présente un degré
de simplicité auquel, à ma connaissance, on n’était pas encore parvenu jusqu’à ce’ jour. Cela me dortne lieu de démontrer, avec une extrême facilité, que les carrés des révolutions sont comme les cubes des distances, et que l’ellipse donnée par 1 observation nécessite que la loi de l’attraction soit • celle de la raison inverse du carré de la distance.
Le mouvement des projectiles est encore une dépendance^de la gravitation; c’est He cas où cette force est combinée avec une force d’impulsion. Je considère d’abord ce mouvement dans le vide; je le démontre ensuite dans un milieu résistant.
On n’a pli, jusqu’à présent, intégrer sous forme finie les équations différentielles de la Courbe dév crite par les projectiles dans un milieu résistant , mais on a le moyen de la construire par points. Cette opération graphique était un objet assez peu
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éclairci, dans les ouvrages qui ont précédé le mien : je crois l’avoir expliqué d’une manière d’autant plus satisfaisante , que je n’ai pas même employé les infiniment petits. •
Dans ce qui précède , le mouvement n’agissait que sur un corps; on peut demander maintenant quels en sont les effets lorsque plusieurs mobiles se rencontrent. Cela nous porte à considérer le choc des corps; on voit ensuite se manifester les principes de la conservation du centre de gravité et des forces vives: ce dernier nous conduit, par analogie, au beau théorème de Carnot.
Il y eut autrefois une controverse célèbre sur les forces vives : j’en parle, non pour rappeler une dispute sur le fond de laquelle on est d’accord, mais pour donner une idée précise de la notion des forces vives.
Jusqu’ici les corps sont supposés agir librement : il était utile de considérer encore les mouvemens qui leur sont communiqués, lorsque ces mouvements sont altérés par la liaison mutuelle de ces corps. Les procédés que nous avons indiqués deviendraient inapplicables dans cette circonstance, si nous ne surmontions cet obstacle à l’aide du fameux principe de d’Alembert. Ce principe, par sa grande simplicité, était difficile à démontrer, et je crois l’avoir fait d’une manière cpii ne laisse rien à desirer. • - . * ' -
Après avoir donné quelques applications simples,
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je iu’eil sers pour déterminer successivement le mouvement de rotation d’un corps , les propriétés du pendule composé, et le double mouvement que prend un corps libre qui , par l’action d’une force quelconque, est entraîné dans l’espace.
Le principe de d’Alembert, rendu familier par l’usage qu’on en fait dans la solution de tous ces problèmes , reçoit ensuite la plus belle application lorsqu’on détermine le mouvement d’un système quelconque de corps , ce qui complète la Dynamique : aussi déduit-on avec une extrême facilité, des équations de ce mouvement , les principes des aires , et ceux de la conservation du centre de gravité et des forces vives, dans toute leur généralité. Ce dernier principe ne se démontre ordinairement qu’à l’aide du calcul des variations, mais j’y suis parvenu par un autre moyen , pour ne point sortir du genre de connaissances qui peuvent suffire à l’étude de cet Ouvrage. •
La troisième partie comprend l’Hydrostatique. Me fondant sur le principe de l’égalité de pression, je démontre les équations générales de l’équilibre des fluides , et j’en donne l’application aux cas des fluides élastiques et des fluides pesans. J’explique la théorie des pompes, celle de l’aréomètre, etc. , et je termine l’Hydrostatique par une démonstration fort siinpl» de la formule générale avec laquelle on détermine par le baromètre la hauteur des difïérens lieux de la Terre. J’ai compris dans
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cette troftième partie la théorie des corps flottans , eu adoptant, comme Bougiier, une marche en quelque sorte géométrique , qui fait parfaitement sentir la manière dont toutes les choses se passent , je détermine la position du métacentre, et je déduis ensuite les conditions d’équilibre des corps flottans de la formule qui donne la vitesse dans le mouvement de rotation.
La quatrième partie de cet Ouvrage comprend l’Hydrodynamique. Je m’y suis beaucoup* étendu sur l’écoulement des eaux , dans l’hypothèse du parallélisme des tranches, parce que, dans cette partie de la Mécanique, c’est ce qui est le plu* utile et le plus d’accord avec l’expérience. Je termine cet Ouvrage par la théorie des équations générales du mouvement des fluides. Cette matière, depuis Euler, ne me paraît pas s’être beaucoup éclaircie , et soit par de nouvelles notations, soit par des considérations géométriques qUi nous dirigent dans là marche de l’analyse, je crois être parvenu à la rendre tout-à-fait intelligible.
En général , j’ai toujours cherché , dans cet ouvrage, à coordonner mes démonstrations à une idée principale, afin de ne pas sortir de cette unité qui est la première règle à suivre dans toutes les productions de l’esprit humain,
Ainsi que dans mes Élémens de Calcul différentiel et de Calcul intégral, j’ai désigné par de fins caractères lesobjets qui sont le moins élémentaires,
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et qu’on pourra supprimer à une premier^ lecture. L,’ étude en deviendra plus fructueuse lorsque, par ce travail préparatoire, on aura acquis de l’hab* tude à se servir des équations fondamentales de la Mécanique.
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PREMIERE PARTIE
Notions préliminaires.
i . La Mécanique est la science qui traite des lois de l’équilibre et de celles du mouvement. Appliquée aux solides elle se divise en Statique et en Dynamique, suivant que ces solides sont en équilibre ou en mouvement.
Appliquée aux fluides, elle contient aussi deux parties, rilydnmatique qui est la statique des fluides , et l’Uydrodynamique qui nous fait connaître les propriétés auxquelles l^eur mouvement donne lieu.
i. La Statique ayant pour but de déterminer les lois de l’équilibre des corps , éfet équilibre peut toujours être censé produit par la destruction mutuelle de plusieurs forces.
3. On appelle force ou puissqjfcc toute cause qui imprime à un corps ou a un point matériel le mouvement ou une tendance au mouvement.
l\. Lorsqu’une force agit sur un point matériel, elle peut le faire de deux-manières : ou enventraînant le point vers elle, ou en le poussant d’un côté opposé. Nous adopterons la première fidém. de Mécanique , 1
hypothèse toutes les fois que nous ne préviendrons pas du contraire.
5. Un point matériel étant sollicite par une force unique, doit naturellement se mouvoir en ligne droite ; car il n’y a aucune raison pour qu’il aille plutôt à droite qu’à gauche.
6. Cette droite suivant laquelle une force agit, est la ligne de direction.
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7 . L’effet d’une foire dépend , i° de son intensité ; a“ de son point d’application; 3" de sa direction; 4° du sens dans lequel elle agit suivant cette direction.
8. L’intensité d’une force est sa faculté plus ou moins grande à imprimer le mouvefnent.
9. Il est certain que si deux forces directement opposées tiennent un point matériel ou une droite inflexible en équilibre, l’intensité de l’une de res forces peut être arbitraire, pourvu qu’on donne à l’autre la même intensité. Ce que nous disons de deux forces pouvant s’appliquer à plusieurs, on voit qu’il suffit de connaître les rapports des forces et non leurs valeurs absolues pour établir les conditions de l’équilibre.
10. Ayant pris une force pour unité, on dit qu’une autre force lui est égale, lorsque, lui étant directement opposée, elle la tient en équilibre. ,
Deux forces égales appliquées à un même point matériel et agissant dans la même direction et dans le même sens, constituent une force double : cette forc^deviendra triple, si elle résulte de la réunion de trois forces égales, et ainsi de suite; de sorte que ces forces Croissent comine leurs intensités. Par conséquent, si plusieurs forces appliquées au point M (fig. i), tendent toutes à entraîner ce point dans le sens de M en B, on devra ajouter ensemble ces forces , parce que leur effet sera Ip même que celyi d’une seule force qui agirait avec la somme de leurs intensités. Par la même raison, on
NOTIONS •PKKI.IMIN/IHLF-S. 3
devra retrancher de la soninie de ces forces, c’est-à-dire regarder comme négatives, gelles <|ni tendent à entraîner oe point M vers le point A.
xi. L’unité de force étant arbitraire, on petit la. représenter par une partie quelconque de sa direction, „ in
la. Il est îi observer que lorsqu’une force est appliqua à un corps, tous les points' de ce corps étant lies. entre eus, l’un ne peut se mouvoir sans entraîner fés autres; par conséquent, urte force appliquée à un point A (lig. i ) aura le même effet Fie- i. que si elle était appliquée à to.ut autre point M , pris sur la direction AB de cette force.
Lors même que l’on ne considérerait qias un corps, on peut concevoir les points de l’espace pris sur la ligne de direction comme des points mathématiques, et l’on sent que l'un ne petit se mouvoir sans entraîner les autres.
Il suit de l’art. 12, qu’en plaçant sur la ligne île direction , un obstacle invincible, la force n’aura aucun effet .
14. Deiix forces égales P et Q (fig. 2 et 3 ), qui , appliquées Fig. 2, aux points A et B d’iuie droite inflexible AB , ét dans sa direc- ,‘t tion, agissent- en sens contraires, se font équilibre j cai'si' P tcni^ii transporter A de A en a, le péiltt B, lié à A par les points intermédiaires, devra parcourir Bi = A a; mais, par hypothèse, la force Qj» tend à entraîner B d’une quantité
B// =A a, donc B ne pouvant obçir à l’une des forces'plulôt qu’à l’autre, restera immobile, et le repos s’introduira dans le système, art. i3. Il en serçrde même si les forces P et Q, au lieu de tendre chacune à entraîner les points A et B, agissent sur ces points par pulsion.
Quand la droite AB se réduit à un point, deux forces
égalés et directdipent opposées se font ^ncore , équilibre; mais si rés forces sont inégales , la plus grande , animée par la différence de leurs intensités, entraînera le point M.
De la composition et de la décomposition des forces qui sont appliquées à un point.
16. Lorsque deux forces agissent sur un mobile, et qu’elles forment entre elles un angle dont le sommet est le point d’application de ees forces, l’équilibre ne peut subsister. En
Fig. 4. effet, supposons que les forces P. et Q (fig. 4 ) fussent en équilibre , on pourrait introduire dans le système une force P’ égale èt directement opposée à P. Cette force-, en vertu de l’équilibre de P et de Q , aurait tout son effet et entraînerait le point M dans le sens de M en P'; mais P et P' devant se détruire, puisque ces forces sont égales et directement opposées, il en résulterait que la force Q agirait comme si elle était seule, et entraînerait le point M dans le sens de M vers Q; et comftie il est impossible que le point M puisse suivre deux chemins à la fois, on ne peut sans absurdité admettre l’équilibre de P et de Q. * - , * -
17. L’équilibre ne pouvant subsister entre deux forces P et Q qui ne sont , pas en ligne droite , le point M se mouvra suivant une certaine direction MR , comme s’il était sollicité par une force unique R. Cette force est appelée la résultante des deux autres, et celles-ci en sont les composantes [ ~notr première (*)].
Observons que deux forces qui ont mie résultante ne concourent pas toujours çh un point. Par exemple , si deux forces parallèles P et Q agissent sur un corps et qu’une force R produise le même effet , celle-ci sera la résultante des deux autres.
18. Le cas le plus simple', après celui de l’équilibre de deux forces égales qui agissent sur un même point, est celui de l’équilibre de Jtrois forces égales appliquées à ce point :
(*) Voyez tes Notes à la fin de l'ouvrage.
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soient P, Q et R ces trois forces, pour qu’elles se mettent en équilibre , il (Sut qu’elles divisent en trois parties égales (fi'g. 5 ) la circonférence dont leur point commun d’applica- Fig. 5. tion I\l est le centre; car alors tontes les raisons que l’on pourrait donner pour prouver que ce point doit se mouvoir sur la direction de l’une de ces forces , pouvant s’appliquer à l’une des deux autres , il en résulte que le point M ne cédera de préférence à aucune, et par conséquent restera immobile.
19. Les angles égaux PMQ, PMR et QMR (fig. 5) étant Fie- 5. mesurés par le tiers de la circonférence , sont chacun de * angle droit, ou de 120° ( divis . sexagésim. ). Par conséquent, si l’une des trois droites PM, QM , RM (fig. 6) est Fig. 5. prolongée en M , dans l’angle formé par les deux autres , elle partagera cet angle en deux parties égales. En effet , MS étant , par exemple, le prolongement de RM, on voit que les angles PMS et QMS sont égaux comme supplemens des angles égaux PMR, QMR, d’où il suit que MS partage l’angle PMQ en deux parties égales.
ao. Soient maintenant deux forces égales P et Q (fig. 6) Fig. 6. appliquées perpendiculairement aux extrémités A et B d’une droite AB ; nous allons prouver que la résultante de ces forces passe par le milieu O de la droite AB , et égale tn intensité la somme des intensités des forces P et Q. Pour cet effet , menons par les points A et B les quatre droites AC, AD, BC, BD, qui fassent chacune avec AB un angle de j angle droit ; les triangles ACB, ADB, seront isoscèles, et auront des côtés égaux AC, CB, AD et DB.
Cela suffira pour prouver, d’une part, que les droites AB et CD se coupent au point O à angles droits, et de l’autre que la figure ACBD est une losange ; les côtés de cette losange et leurs prolongemens détermineront, en se rencontrant, quatre angles obtus ACB, ADB, P'AC, Q'BC , qui seront égaux
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chacun à * u agit- droit; car Faillie CAD riant par construction égal à -j angle droit, l’angle P' AC <[iii cft est le supplément doit être de \ angU' droit, autrement la somme de CAD et de CAP' ne vaudrait pas deux angles droits ; et comme les côtés opposés déjà losange, sont parallèles, l’angle ACBcquivaut à CAP', efr par conséquent est aussi égal à | angle droit. Il en est de ménfo des autrês angles CBQ' et ADB. Cela posé ,• la direction de CD coupant en deux parties égalés l’angle ACB qui est de ~ angle droit, il s’ensuit, art. ly, que les trois angles ACB, ACS , BCS seront égaux. On prouverait pareillement qu’il existe trois angles égaux aux points À, B et D. ai.. Maintenant nous pouvons appliquer aux points A, B,
, C, D, «lue nous considérerons comme lies entre eux, douze forces égales , distribuées de la sorte :
au point A les trois foires égaies P, P', P",
au point B les trois forces égales Q, Q', <J",
au point C les trois forces égales S, S', S",
au point D les trois fotees égalés V, V', V";
formant des angles de j angle droit, elles se feront équilibre.
Mais les forces égalés P' et V", Q' et V' qui agissent en sens co u train ‘S, se détruisent deux à deux , art. 14 ; ilen est de même des forces P" et S', Q” et S". Donc , pour que l’équilibre se maintienne dans le système , il faut que les quatre forces P , Q , S et V se contre-balancent. Qps deux dernières étant égalés et agissant dans le même sens , peuvent , s’ajouter, et s’appliquer au point O de leur direction. Ainsi* il y a équipé g libre (fig. 6) entre P, Q et une force R qui,, égale à leur somme, passerait par le milieu O de AB.
Si nous supprimons P et Q, l’équilibre çera rompu, et nous ne pourrons le rétablir qu’en plaçant au point O une force R' égale et directement opposée à R ; cette force aura donc l’effet de P et Q réunis , et par conséquent en sera la résultante. 11 suit de là que la résultante des deux forces parai -
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télés égalés P et (J , équivaut à la, somme de. ces forces , leur est parallèle et divise en deux parties égales lu perpendiculaire A'B à la direction commune de ces forces. Le fond de cette démonstration appartient à M. Fourier. J p
12. Pour trouver les conditions d’équilibre de deux forces parallèles inégalés P et Q appliquées aux extrémités A et B d’une droite AB (fig. 7), soit p l’unité de force, et suppo- *•[,,. ? sons P — mp et Q = np, c’est-à-dire exprimons par m \ ri le rapport des forces P et Q ; partageons ensuite AB en deux parties qui soient dans cc rapport, nous aurons
P: Q :: ad : db. . . . (1).
Portons AD de A en A', et DB de B en B', nous aurons encore, parce que A'D et DB' sont doubles de AD et de DB,
p : q :: a'D: db' :: m : n.
Par conséquent, si l’on partage A'D en m parties égalés , DB' le sera en n , et A'B' contiendra autant de parties égales que p -j- Q contient p ; et comme deux des points de division a', a ", a'", etc., séparent trois parties, que trois en séparent quatre, et ainsi de suite, A'B' renfermera un point de division de moins que de parties. Appliquant une force p à chaque point de division, il en restera une dont nous porterons une moitié en A' et l’autre en B', et toutes nos forces partielles seront distribuées sur A'B'. Or, les points A' et D étant également éloignés dé A, la force ~p, appliquée en A', fera équilibre à la moitié de la force p appliquée en D, et leur résultante, sera égale à leur somme, et passera par le point A. Il en sera de même des forces p et p appliquées en a' et en «, , des forces p et p appliquées en a" et en au , ainsi de suite ; de sorte que la résultante de toutes les forces partielles distribuées sur A'D passera par le point A , et sera égalé à leur somme , c est-àdire à P. On prouverait qu’il éh est de même de DB' à l’egard de Q. Ainsi , le système .de toutes les forces partielles dislri-
buces sur A'B' pept être remplacé par deux forco6 P et Q, appliquées aux points A et B.
Mais on peut autrement combiner ces forces parallèles , car en les prenant deux à deux à égale distance du milieu 0 de A'B', on prouvera facilement que la résultante de’1 toutes passe par ce point O, et est égale à leur somme P -f-Q.
Il ne reste plus qu’à déterminer la position du point O. Pour Fig. 7. cela, nous remarquerons que A'0(fig. 7), moitié de A'B', équivaut à AB; remplaçant cette valeur dans l’équation suivante, donnée par l’inspection de la figure, •£'
AO == A'O — A' A
on aura AO = AB — AA', ou plutôt AO = AB — = DÉ ; on reconnaîtra de même que OB = AD. Mettafrt Jws valeurs de DB et de AD dans la proportion (1), il viendra Q ; P :: AO ; OB. . . (a).
Quand P et Q sont incommensurables, cette proportion, fondée Fig. 7. sur le partage de A'B' (fig. 7) en m — (— /* * parties égales, n’est plus démontrée ; mais elle le devient en prenant pour points de division ceux de la droite A'B' qui , parce qu’alors A a', a' a", etc. , sont infiniment petits (*), est continue.
a3. Cette proportion subsiste encore pour des forces paral- Fig. 8. lèles P et Q appliquées ( fig. 8) aux points C et D d’une oblique CD; car en menant AB à angles droits, et en transportant les points d’application aux points A et B des directions de P et de Q , la proportion (a) a lieu ; et si l’on y remplace le rapport de AO à OB par celui de OC à OD fourni par la similitude des triangles ACO, BOD, on aura
q : p :: oc : od.
(*) Si l’on voulait éviter la considération des infiniment petits, dans le cas de l’incobimensurabilité, on pourrait démontrer par l’absurde la justesse de la proportion précédente,- ou, ce qui revient au même, de celle-ci : '
Qi P4-0 - AO; AB,
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Concluons que , lorsque deux forces parallèles et inégales P et Q sont appliquées aux extrémités C et D d’une droite CD, leur résultante partage cette droite en deux parties qui sont en raison inverse des intensités de ces forces. pjg g
a 4. Ce théorème nous offre. up moyen facile de démontrer celui du parallélogramme des forces dont voici l’énoncé : Si deux forces P et Q qui concourent en un. point A (fig. 9)pjg. g. sont représentées par les parties AB et AC prises sur leurs directions et proportionnelles à leurs intensités , la résultante de • ces forces sera également représentée en intensité par la diagonale du parallélogramme construit sur AB et AC, et en suivra la direction.
Il est d’abord évident que catte résultante passe par le point de concours; car l’action mutuelle des deux forces se
qu'on obtient en ajoutant les antécédens aux conséquens. En effet, si cette proportion était inexacte, ce serait parce que son quatrième terme1 devrait être plus grand on plus petit que AB.Supposons-le plus grand et égal & A4 (fig. 8), cette hypothèse nous donnerait j-jg g.
Q C P -+- Q : : AO : A
alors, en partageant A4 en parties égales moindres que B4, un des points de division tomberait entre B et 4, et en appliquant à ce point n la force Q, ou aurait, par ce qui précède,
Q:P + Q ::AO/: An.
La droite AO', qui entre dans celte proportion, est plus grande que AO; car, que P et Q soient incommensurables ou non, lo point O' sera le milieu de aAn tout aussi bien que O était celui de aAB ; et comme An surpasse AB, il faut aussi que AO* surpasse AO. Cela posé, on lire des seconds rapports des proportions précédentes,
AO:A4:: AO': An; *> et en changeant les moyens de place,
AO J AO7 :: A4 : An;
proportion absurde, puisque AO est plus petit que AO”, comme on vient de le démontrer, tandis que A4 surfasse An.' On prouverait de la même manière que le quatrième terme de la proportion no pourrait être plus petit que AB; ce qui montre qu'il ne diffère pas de cette droite AB.
Fig. 9.
Fig. i< 1 1 et 1
Fig. 1
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réunissant pour entraîner ce point, il ne peut qu’appartenir à la direction de la force unique qui est la résultante- des deux autres. > - ■'
2 5. Les forces P et Q, en concourant en un point A (fig. 9), déterminent un plan PAQ dans lequel la direction de la résultante doit être compris^ En effet, si cette résultante était située au-dessus dç ce plan, toutes les raisons qu’on pourrait donner pour prouver qu’elle doit suivre cette direction pourraient s’appliquetlÉpMr prouver qu’elle doit suivre une direction située symétriquement au-dessous; donc la résultante ne suivra ni l’une ni l'autre
26. Il ne sera pas plus difficile de démontrer que cette re- J’ sultan te suivra la droite AP (fig. 10, 11 et 12) qui partage
l’angle de deux forces égales en deux parties égales.
En effet , 1* droite AD partageant l’arigle PAQ en deux parties égales, si la droite A m était la Résultante, il existerait une autre* droite A n absolument située , à l’égard de AD , de AQ et de AP, comratfjAjM , l’est à l’égard dë AD, de AP et de AQ ; de sojte que toutes les raisons qu’on pourrait donner pour 'proufjr que Am est la résultante , pourraient s’appliquer pour prouver que An est aussi ta résultante, d'où l’on conclurait qu’il y aurait deux résultantes; ce qui est impossible : donc la résultante ne peut être dirigée que suivant'AD.
27. Supposons maintenant rjite deux forces inégales P et 3. Q concourent en A (fig. 1 3), ét qüede parallélogramme ABC!)
ait pour côtés les droites AfiÆP proportionnelles aux forces • P et Q, et situées dans leurs -élections. Il s’agit de démontrer que la résultante de P et de Q , qui , d’après cte qtiî précède , passe par ïe poifu A , ''passera aussi par l’extrémité D de la diagonale AD. Pour cela, ayant pris DE = AB = P, menons la parallèle EF à la droite AB , et appliquons en E et en F deux forets Q' et Q" égales à Q , et dirigéès en sens contraires dans la direction de EF ; ces forces se détruiront ; et , par cela même, nous serons en droit’de substituer aux forces P et Q les
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quatre forces P, Q, Q' et Q". En considérant P et Q' comme deux forces appliquée», aux points B et.E de la droite in- . •
flexible, BE , comme on a par construction
p : q' de : bd,
il suit du dernier théorème qu’on a démontre, que la résultante R des forces P et Q' passera par le point D. D’un autre côté, si l’on transporte la force Q au point F de sa direction, les forces égales Q et Q" auront une résultante S qui , divisant l’angle Q"FQ en deux parties égales, art. 26, passera par l’extrémité D de la losange CDEF ; nous aurons donc deux résultantes R et S qui, concourant au point D, passeront par ce point. 11 en sera de même de la résultante de P et de Q, * qui ne diffère pas de celle de R et de S.
28. Il nous reste à démontrer que les composantes P et Q étant représentées en intensités par les droites AB et AC (fig. 14), la résultante doit l'être par la diagonale AD.
En effet, si au point A (fig. 14 ), et dans la direction de la diagonale AD du parallélogramme BAC des forces P = AB et Q= AC, on applique une force inconnue X égale et directement opposée à leur résultante, l’équilibre subsistera entre ces trois forces. On pourra donc regarder à son tour Q comme directement opposé à la résultante des forces X et P ; d’où il suit que si , par l’extrémité B de cette dernière, on mène BE parallèle à X, cette parallèle rencontrant en E la direction de la diagonale Q, déterminera BE pour le côté qui , dans le parallélogramme BAFE , sera opposé , et égal au côté X ; mais BE comme côté du parallélogramme ED, est égal à la diagonale AD du parallélogramme des forces P et Q ; donc X '= AD ce qui prouve que l’intensité de la résultante se mesure par la longueur de la diagonale. '■ . .
291 Un des premiers corollaires que l’on peut tirer de la proposition , du parallélogramme des forces, est la relation irigonométvique qui existe entre deux forces P et Q qui con-
fit:
courent en un point A et leur résultante R. Pour l’obtenir, Fig. i5. prenons sur les directions de. ces forces (fig. i5) des parties AB et AC proportionnelles à ces- forces , et construisons le parallélogramme ABDC , nous aurons
p : q : r :: ab : ac : ad.
Le côté BD étant égal à AC, on peut ne considérer que les côtés du triangle ABD , et la proportion précédente devient.
P î Q : R :: ar : bd : ad.
D’une autre part , les côtés d’un triangle étant proportionnels
aux sinus des angles qui leur sont opposés , on a encore > ^
AB : BD : AD :: sin BDA : sin BAD *. sin ABD- % / ' .
On tire -de ces proportions, t
P : Q : R ; : sin BDA : sin BAD : sin ABD.
Le triangle des forces est ainsi ramené à la Trigonométrie.
30. Par exemple, si l’on donnait les deux composantes AC et AB, et l’angle BAC qu’elles forment entre elles, et qu’on* voulût déterminer la résultante , comme l’angle BAC est supplément de l’angle ABD , on connaîtrait dans le triangle ABD l’angle B et les deux côtés compris ; il serait donc facile de déterminer par la Trigonométrie le côté opposé AD = R. Au.
reste , on calculerait aisément R par la formule (*)
fe *•
R» = P* -f- Q1 — aPQ cos B.
31. Si l’on veut que l’angle qui entre dans cette formule * soit l’angle BAD des forces, cet angle étant supplément de
l’angle B , on doit avoir cos B = — cos A ; par conséquent on
Fig. 16.
(*) Pour la démontrer, le triangle AED, rectangle en D, nous donne- AD* = (BD — BE )* -f- AE* ;
mettant dans cette équation AB cos B et AB sin B à la plaoe de BE et de. AE, et remplaçant sin* B -+■ cos* B par l’unité, on réduira.
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a la relation suivante entre la résultante, les deux composantes et l’angle qui est compris entre ces dernières,
R» = P* -f Q* + aPQ cos A. . . (3).
3a. Lorsqu’on a plusieurs forces qui, quoique situées dans des plans différens, concourent en un point A, on en peut toujours déterminer la résultante ; car il suffît de composer ces forces deux à deux et de leur substituer leur résultante, pour diminuer successivement le nombre des forces du système et les réduire enfin à une seule.
33. U existe, sur la composition de plusieurs forces qui concourent en un point, une construction graphique très remarquable.
La voici: soient (fig. 17) P, P', P", P*, etc. , .plusieurs Fig. forces qui concourent en un point A , et que nous représenterons par les parties A p, A//, A p", A p”r, etc., de leurs directions : on mènera à kp' la parallèle pr égale à A p\ et l’on formera le parallélogramme A prp' ; la diagonale Àr= R sera la résultante de P et de P' : menant ensuite rri parallèle et égale à kp", et formant le parallélogramme krr'p”, la diagonale Ari sera la résultante de R et de P" ou des forces P, P', P". On voit que par çe procédé on construira un polygone kprr'r", etc., dont les côtés seront parallèles aux directions des forces P', P"r.P*, etc., et dont les longueurs respectives représenteront les intensités des forces P, P', P", etc. Les distances de A aux angles de ce polygone seront
Ar résultante de P et de P',
Ari résultante de P, de P' et de P",
A/' résultante de P, de P', de P" et de P1'’.
En continuant ainsi, l’on voit que la distance de A à l’extrémité ri") du dernier côté du polygone Arrir". . . ri"), sera égale à la résultante de toutes les forces. ' •
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Fig. i
Fig. i<
Des Jorces appliquées à un même pçint et qui sont situées dans un même plan.
g 3/| . Soient P, P', P", P'", etc. (fig. 18), différentes forces situées dans un plan, et qui aboutissent à un point A : nous mènerons par ce point les axes rectangulaires A.r et A y, et en représentant ces forces P, P', P", etc. , par les parties AP, AP', AP", etc., de leurs directions, nous les décomposerons chacune en deux autres dirigées suivant les axes A.r et Aj. Pour cet effet, soient «, et", etc., les angles que les forces P, P', -P", etc., font avec l’axe des x , et £, G', 8", etc'., les angles qu’elles font avec l’axe des r- Comme on sait qu’en général lorsque l’hypoténuse AB ( fig. 1 9 ) d’un triangle .rectangle, fait un angle A avec l’un des côtes, le côté adjacent a
pour expression AB cos A, tandis que le côté oppôsé à l’angle A est égal à AB sin À (*), on pourra facilement calculer lès composantes des forces P , P', P", P'", etc. , suivant les axes ; car la force P, représentée par AB, faisant un angle a suivant Paxe des x, et un angle G avec celui des y, on aura pour ses composantes, V 1 ’ ; ‘ ‘
AC — P cos a, BC — P cos 8.
On trouverait de même que les forces P', P", P"', etc., ont pour composantes dans le sens des x,
f,t P' cas et\ P cos a!\, P" cos etc,, •
et dans le sens desy^, -• • 1 ■ - -, • > n
P' cos 8', P" cos C'f, V" cos etc.
Si l’on ajoute toutes les composantes dirigées suivant l’axe
(*) Pour le démontrer, il su (Ht de. remarquer qu’on a les proportions
* AB : AC :: 1 : cos Aj AB; BC*” 1 .; sin A ;
d’où l’on tire
AC = AB cos A, BC == AB sin A.
FORCKS DANS UN PI. AN , , AH'I IOIi FUS A UN POINT. l5
des x, et qu’on fasse la niâme chose A l’égard des composantes dirigées suivant l’axe des y, en représentant ces sortîmes par X et par Y% nous aurons
P cos * -f'P' cos a' -f- P" cos ce" 4- etc. =r X ,
P cos C + P' cos®' + P" cosS" +tftc. = Y;
et alors toutes les forces seront réduites à deux, l’une X qui agira suivant l’axe des x, et l’autre Y qui agira suivant l’axe des y. Nommant R la résultante de ces deux forces , elle notis sera donnée par l’équation
35. Dans ce qui précède, nous avons attribué le signe positif,^ tous les cosinus , parce que nous les avons considérés en général; mais, dans la pratique,^ il faudra avoir égard aux signes qui doivent les affecter. C’est ce qui va s’éclaircir par les Considérations suivantes. Soit donc un point M (fig. 20), que sollicite une force représentée en intensité par la droite MP. En décomposant cette force en deux autres dirigées suivant les axes rectangulaires Mx , Mjr, si l’on donne l’anglè a que cette force fait avec l’axe Mx, ses composantes^seront évidemment
. MC = MP sin « , MD= MP cos «.
En admettant que les forces dirigées suivant Mx soient positives lorsqu’elles agissent de M en x, la composante MD sera positive. Si la force MP prend ensuite la position MP', l’angle a , mesuré par l’arc AP, augmentera , et le cosinus diminuera ; de sorte que si la force MP tombe dans l’angle droit rMB, et. devient MP", son cosinus changera de signe; et l’on voit^ qu’en effet la composante de MP", représentée par MD", est . alors négative , et tend à entraîner le point M dans un. sens, opposé à celui où elle le sollicitait quand la force, avait la. position MP, et qoe la composante était MD. Voilà donc deux forces, MD et MD", qui sont de signes con-
Fig. an.
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traires; et l’on voit que pour déterminer ces signes, il suffit d’attribuer cos * la valeur qui lui convient , eu égard à l’angle auquel il correspond. De cette manié», nous pourrons admettre que toutes les forces MP, MP',^C. , qui sollicitent un point M , soient positives , pourvu qu’on choisisse convenablement le signe qui appartient au cosinus.
36. Si la force que nous considérons tombait, comme MP"', au-dessous de AB , il faudrait donc , en mesurant l’angle * par un arc ALBP", considérer un angle plus grand que Ja demi-circonférence. Pour éviter cet inconvénient , nous conviendrons de mesurer les angles « et Z indistinctement de chaque côté de leurs axes respectifs. Ainsi , lorsque notre force tombera au-dessous de AB, l’angle a sera mesuré, non par l’arc ALBP", mais par l’arc AP'", qui a le même cosinus. De eette manière, nous n 'emploierons plus que defc arcs qui n’excéderont pas aoo°. Il est vrai que quand on donnera l’angle a, comme il pourra être porté de A en P, ou de A en P", il semble qu’on ne pourra plus distinguer entre elles les directions des forces MP et MP"'; mais tout doute cessera à cet égard si l’op fait attention que l’angle C déterminera ce choix , puisque cet angle est aigu pour la force MP, et obtus pour la force MP'".
37. En général , de quelque manière que sqit située notre force, comme elle doit tomber dans l’un des quatre angles droits formés autour du point M , elle ne peut prendre à l’égard de ces angles que l’une des quatre positions indiquées dans les fig. ai, aa, a 3 et i\.
Dans la ire, « et f aigus . ._. . donnent cos et et cos C positifs,
Dans la am®, « obtus et f aigu donnent cos x négatif et cos C positif, Dans la 3mc, « et C obtus. , . . . donnent cos et et cos C négatifs,
Dans la 4me> <* aigu et C obtus donnent cos x positif et cos et négatif.
On voit que tous ces angles sont mesurés chacun par un arc qui ne surpasse pas aoô°(divis. centésimale).
II est à remarquer que les signes ‘ de ces cosinus sont
FORCES DANS UN PLAN, APPLIQUÉES A UN POINT. In
ceux des coordonnées x et y du point B. Par exemple , lorsque le point B est situé dans l’angle x'ky (fig. 2a ) , x est négatif et y positif, et l’on a aussi cos a. négatif et cosC positif.
3g. Pour donner un exemple de la détermination des signes des cosinus , cherchons la résultante des forces P, P', P", P'",
P‘T, disposées comme dans la fig. a5, et qui toutes tendent pi(; ag à entraîner le point A ; en attribuant le signe positif ou le signe qgg^jif aux forces qui correspondent à des angles aigus composantes
WF
P' cos — P* cos
seront l 4- P" cos*", . — P" cos S", — P" cos *", — P" chs £*,
— P,ycos*‘T, 4- P,T cos£,T.
On ajoutera les composantes qui agissent dans un sens, et l’on retranchera de cette somme celles qui agissent en sens contraire , et l’on obtiendra r _
P cdff* 4“ P' cos *'4“ P" cos*"- — Pw cos a.” — P1^ cos a,T ==X,*
P co£ £ 4- P1 ’ cos’C1’ — P' cos £' — P" cos £" — P* cos i" z= Y Fi<?- a5-
45. Si l’on se réserve de déterminer les signes des cosidus • lorsque l’on passera à la prcftiqpe , on peut donner & toys les cosinus le signe positif, et l’on aura en général ^
P cos « 4- P' cos «' 4“ P" cos*" 4“ etc. =s X . . . (4) , . • p cos £ 4- P' cos £' 4- P" cos C" 4- etc. = Y . . . (5).
4 1 . La résultante étant la diagonale d’pn parallélogramme dont les côtés, rectangulaires sont X jet Y, sera donnée par l’équation ... .* ’ * .
Il ne s’agit plus-que d’en, de terminer la positipn. |>our cçt effet , si nous.nommons a et $ les angles que cette résidante
ËUnt. de Mécanique.
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fait avec les axes coordonnés , nous aurons
X = R co s a , Y — R cos b , d’où nous tirerons
<*»* = -, cos b = - (7).
Les seules données du problème étant P, P', V', etc., cosa, cosrt', cos etc., cos?, cos?', cos?", etc., ees données feront connaître X et Y, au moyen des équations (4) et (5). Ce» valeurs étant substituées dans la fo mufle (6), on aura la résultante R, et la position en sera déterminée par les équations (7)- * *
/,a. La ligne de direction passant îpar le point A, aura pour équation celle d’une droite menée par l’origine. Cette équation sera donc i
sin a *5^*
y = x tanga, “
OU Y — X
cosa
changeant sin a en cos b , parce que les angles a et b formés Fig. a(fc pal" la résultante R avec les axes Ax et A y (fig. 26)* sont complémens l’un de l’autre, nous obtiendrons
cos b
cosa
et en mettant dans cette équation les valeurs de cosa et de cosô données par les équations (7), on aura
iJA> • • 1»* •' * ,
43. Dans le cas de l’éqtiilibre , l’intensité de la résultante R étant nulle , la foriftble (6) devient
l/X’ -f- Y’ == o , ou plutôt X’ -f- Y’ = o.
Comme toyt carre est essentiellement positif, et qu’une somme de quantités positives ne peut être égale à zéro , à
Si X seul était nul, les équations 6 et 7 donneraient
* ■ * ~3bhl. ,*
R = ±Y, cosa = o, cosé ^ rfc 1.'
Ce qui montre que la résultante serait dirigée suivant l’axe des y. . ' . • Jt ' -
On prouverait de même qUe si Y seul était nul , la résultante serait dirigée suivant l’axe des x.
Observations générale S sur les forces situées (fuÿe f « manière quelcpnque dans V espace.,
it Kfa * V «*“ . W
45. Lorsque trois forces' agissent d’une 'mpnière'quelconque dans l’espace, et concourent en!un point , elles donnent lieu à un théorème aùalogué au parallélogramme des forces , c’est celui de leur parallélipipède. La démonstration en est, -très facile. En effet , soient AP, 4P' et ÀPft trrtfe forces appliquée^ à un point A 3* si l’on prend les lignes AB , AC et AD
(fig. 57), proportionnelles à ces forces j, et que l’ota. çons- Fig. vj. truise le parallélipipèdi^. DE , on voit d’abord que la diagonale AE de la base -de ce .parallélipÿède est la résultant^ des forces AC et' AB. Remplaçant ces deux forces pas AE, la résultante cherchée seça celle de AE et de AD , et. »e terminera à l’extrémité F* de la droite FC parallèle et égale au côté AD :éljè sertir donc la diagonale AP** du. .parallélépipède DE. 4- ' ' . .• *.
46. Si léS trois forces sont Vectangulaires V l'angle AEÏhiest droit, et nous'1 avons
Vu
AF1 = AB1 4- BE> 4- FE
Substituant les droites AG et AD à leurs parallèles BE et FE, et passant à la racine, nous obtiendrons enfin
AF — y/ AB* 4- AC* 4- AD* (*), -
OH
R = y/ P* 4- P'* 4- F* , en désignant par R la résultante de nos trois forces.
t47- De même que nous avons rapporté à deux axes rectangulaires les forces qui agissent dans un plan ^ de même nous rapporterons .à trois axes rectangulaires les forces qui agissent dans j’espace. Ainsi ayant fixé trois axes rectangu- Fi|J 2g 1 aires en un point quelconque O, nous mènerons (fig. ag),
. par le point d’ application d’une force P, trois axes rectangulaires Ax, A| et A z, parallèles aux axes coordonnés; et nommant a, C, y, les angles que cette , force P, représentée par AD, fait respectivement avec ces axes, la direction de " - cette force sera doterminée lorsque ces angles seront connus.
*) Cette formule revient à celle qui exprime la distance des points
FiC. 28. A et F (fig. 28) ; car soient V, y', z'Àc s coordonnées du point A, et x,
y, x celles du point F, on a vp v j 1
AB = l'Q — IL OL = Oli-jjpi =x - x' ,
* * '« Ati = BÉ=QH±3HL — QL— iiL — l‘l=r— y, .
« AD=JE=FH — Etft=FH — APrS* — P;
substituant, il vient,
af =;\/ + (r -f Y +(*'- *')’ •
ai
OBSERVATIONS SUR LES FORCES DAKS L ESPACE
y Efa A1 '
48. Ces angles serviront également à faire connaître les Fig- ag. composantes de P suivant leS axes Ajt , Ay et As. En effet , DCctant perpendiculaire au plan gAx, l’angle DCA sera droit; donc le triangle rectangle ADC, dans lequel l’angle
D adjacent an cote DC , est par hypothèse y, nous donnera ( note de l’art. 84) ' ‘
DC= AD cos y... (8j.®T '
En considérant ensuite tour à tour les composantes AB et CB, on prouverait de même qu’on a
AB =*Xl) cos u, BC = AD cos Z. . . (9); 1
mettant P à la place de -AD , les trois composantes rectangulaires de P seront donc P cAs a , P côs ? et P ros y.
Urte propriété importante des axes rectangulaires est
que, lorsque deux1. des trois angles a , G, y, sont donnés, le troisième en résulte nécessairement. Pour le démontrer, nous remarquerons d’aljorcfrque le carrée la diagonale AD étant égal à la somme des carrés des trois composantes ( art. 46) , nofis aurons ^pW>'Sif> *
AB1 BC’-f-DC1 = AD*.
Substituant dans cette équation les valeurs des termes du premier membre , données par les équations 9 et 8 , et supprimant ensuite le facteur commun AD*, 'il restera *
cos’ * sf- Cos’ C -|- cos’ y = 1 . . . (10) ( note seconde J. ^
Cettç équation nous donne
cos y = tty/ 1 — cos’ a — cos’s. . , (ri); •
et comme on tirerait des valeurs analogues pour les deux autres cosinus , il eq .résulte que l’un des trois angles que fait la direction de la force P, avec les axes A.r, Ar et A V est déterminé lorsque les deux autres le sont:
r.o. Le double signe qui- affecte le radical de l’équation 1 1,
ai
STATIQUR.
nous indique que le cosinus de tyin des angles, peut être po- 'sitif ou négatif. Le premier cas arrive lorsque cet angle est aigu, et le second lorsqu’il est obtus.
Or, on verra facilement que l’angle y sera aigu ou obtus, selon que la force P tombera au-dessus ou au-dessous du 'plan xA y, «’«**•** du côté des 2 positifs ou du côté des r négatifs.
La même observation s’applique aux cosinus des angles « et G , considérés relativement aux axes des x et des y. En général, les signes des cosinus seront les mêmes que ceux des coordonnées x, y, z comptées du point A.
5i. On emploie encore pour déterminer les signes des çosinus, une règle qui est fondée sur l’art, io. En effet, si Ax Figj 3n. (fig- 3o), indique la direction de l’une des composantes, cette ' composante sera positive ou négative , selon qu’elle agira de A vers £, ou de A vers x/. Dans le premiqr cas son effet est d’écarter le point A de l’origine O des coordonnées, et dans le second de l’en rapproche^C’est sur cette considération qu’on a établi cette régies Une composante est positive lorsqu’elle tend à augmenter la coordonnée du point d’application A; elle est au contraire négative lorsqu'elle tend à diminuer cette coordonnée.
Des forces appliquées à un même point , et qui sont , situées dans T espace. v.
5a. Soient P, P', P'V«tc., diverses forces qui sollicitent un point A ; menons par ce point les trois axes coordonnés Ax, Aj, As, et nommons . '
u, 6, y les angles que P fait avec les axes coordonnés, *f, C', y' les angles que P' fait avec ces axes, a.". G", y'vles angles que P" fait avec ces axes,, etc. etc.
En décomposant ces forces suivant les axes coordonnés, nous
FORCES DAMS l’eSPACK, APPLIQUEES A UK POINT. j3
trouverons (art. 48)
P cQ^d , P cos S, P cos y pour les composantes de P, cos S', P' cos •/ pour celles de P', cos S", P" cos y" pour celles de P",
■■ etc. etc. etc.
nous réservons, comme dans l’article (40), de déterminer les signes des cosinus lorsque nous passerons à la pratique, et que nous représentions par X, Y, Z les coru- . posantes de la résultante cherchée R suivant chacun des axes coordonnes, nous aurons _ ,
P cos *4- P' cos*' -t-P" cos ?" -t-e te. =X... . (1*),
P Cos C 4- P' cos C' + P" cos S" -f- etc. = Y . . . (i3),
P cos y -I- P' cos y' -f- P" cos y" -f- etc. = Z . . . (»4)-
53. X, Y, Z étant les trois projections AB, BC, CD de la droite AD (fig. 29) qui représente la résultante R, nous Fig. 39. aurons (art. 46)
AB* -f- BC1 H- CD* = AD1, et par conséquent
Ainsi l’on déterminera l’intensité dé la résultante au moyen de l’équation - '%*
D’une autre part, si nous appelons a, b, c les ângj^' que la résultante fait avec les axes coordonnés, tes composantes A R
suivant chacun des axes, seront
R cos a, R, tps b, R «ose;
et comme nous avons représenté par X, Y, Z ces composantes , nous aurons
X = R cos a, Y = R cos b , Z = Rco»c,
Fig. 39, d’où nous tirerons
COS<, = R’ COS * ~ R ’ cos c = â’-’ (,6)-
Lorsque les forces P, P', P", etc., et les angles *,£, y, *'> e'» y', etc., seront donnés, les formules (xa), (i3) et (xi,) nous mettront en état de calculer X, Y et Z. Ces valeurs étant substituées dans l’équation (i5), nous feront connaître » R. On pourra donc ensuite , au moyen des équations (16)', déterminer les angles a, b, v qui fixent la position de la résultante.
54. Dans le cas de l’cquilibre, la résultante étant nulle, l’équation (i5) nous donne
Cette équation est la somme de trois carrés qui sont tous essentiellement positifs; par conséquent elle n’est possible que d’autant que chaque terme soit égal à zéro. Ainsi l’on a
ces valeurs réduisent les équations (ia), (i3) et (14) à
P cos «4- P 'cos -J- P "cos «"-J-P"' cos *'"■+■ etc. = 01 P cosf-f- P' cos £' 4- P" cos £" 4- P'" cos o'"4-etc. = o (...(17). P cos y 4- P' cqs y ' 4- P" cos y" 4- P"' cos y" 4- etc. = o j
Telles sont les équations d’équilibre d’un système de forces situées d’une manière quelconque dans l’espace et appliquées à un meme point.
55. Ces conditions étant remplies, on va prouver que l’une» des forces est égale et directement opposée à la résultante des autres. En effet , soient R' la résultante de toutes les forces hors P cos a , X', Y', Z' ses composantes, et a*, h'j, c' les angles qu’elle fait avec les trois axes , on a
FORCES DANS L* ESPACE , APPLIQUÉES A UN POINT
X' = P' cos »' 4- P" cos «" -+- P" cos a'" 4- etc. ,
Y' = P' cos £' -+• P" cos Q" 4- P'" cos S" 4- etc. ,
Z' = P' cos y' 4- P" cos y" 4- P* cos y"’ 4- etc. :
au moyen de ces valeurs, on réduira les équations (17) à •
P COS a
P cos £-4-Y'=o, * * *
P cos y -4- TJ = o ; >
éliminant X', Y', U au moyen des équations
X*=R'cosfl', Y' = R' cos b', Z';=R'cosc', il viendra , ■ 4
j P cos * = — R' cos a' j
Pcos£ = — R' cos b' (18).
P cos y = — R' cos c' ) 4
Élevant ces équations au carré et les ajoutant, on trouvera P1 (cos5* 4- cos’S 4- cos1y) = R'1 (cos V 4- cos’i' 4. cos’c') ;
et comme la somme des carrés dej cosinus des angles qu’une force fait a^c les trois axes est égale à l’imité , cette équation ae réduit .
et donne
on ne prend ici P qu’avec le signe positif, parce que les sign„ qui affectent les forces dépendant do leurs positions respectives, doivent être déterminés par la règle des cosinus que nous avons expliquée ai t. 35 et suivons.
Substituant la valeur de P dans les équations (18), et supprimant ensuite le facteur R', ces équations deviennent
.. , cosm_ = — cos a', . .. (19),
cos S — COS b' . . . (20L , ■
• . • COS y ^^COS c' . . , (21).
Fig. 32.
Si l’on fait cos a,' = m, l’équation (19) nous donne
'3 Wi-i •
cos x = — m.
Ces valeurs de cos a' et de cos x nous apprennent que les angles a' et « sont supplémens l’un de l’autre. En effet, si cos a' Fig. 3i. est représenté par AC (fig. 3l), cos a le sera par AC' = AC, et alors a' =. DAC, <* = D'AC.
Or ces angles sont supplémens l’un de l’autre; car, à cause de AC := AC', l’égalité des triangles ADC, D'AC' nous prouvant celle des angles DAC , D'AC', on peut changer D'AC' en DAC dans l’équation
D'A(Î -+- D'AC' = a angles droits ;
et l’on voit que les angles D'AC et DAC ou a' et x sont supplémens l’un de l’autre.
On prouverait de même, au moyen des équations (»o) et (aij, que £ et b' sont supplémens l’un de l’autre, et qu’il en • est de même des angles y et c'.
Il resuite de ce qui précède , que R' et P sont directement opposés; car si, par exemple, R' était situé <m-dessus du plan des x , y dans la région des x et des y pos^Hs , P serait situé au-dessous , et dans la région des x et des y négatifs.
56. Après avoir réduit toutes les forces à trois forces rec- I tangulaires X, Y, Z, nous avons vq (art. 45) que la résultante
R était la diagonale d’un parallelipipède dont les côtés contigus AB, AC, AD (fig. a7) seraient X, Y, Z : par conséquent pour déterminer l’équation de la résultante R représentée par AF, il s'agit de trouver celle d’une droite AF qui passerait par 1 origine A dont les coordonnées sont nulles , et par le point F qui a
pour coordonnées X , Y , Z.
On peut donner plus de généralité à ce problème , en
supposant que le point d’application A ait pour coordon- Fig. 3a. nées x*, /', alors les coordonnées du point F (fig- 3»)
>oglc
FORCES DANS l’eSPAOB, APPUQL'KKS A UH POINT. ~ «7
seront
Cela posé, les équations de la résnltffcp^&nt celles d'un? droite dans l’espace, sofit.de la' forme (TluêortèÇidcs Courbes, art. 4i3J
* : ■ s — ax ■+■ b, {2 =: «'j* -J- b' .. . (22) ; '
mettant dans ces équations les coordonnées do point F à la place de x, y, z, nous trouverons
z'+Z= ax'- j- aX -f- b, z t +Z x=a’y' +aT + 6'... (»3) ;
les coordonnées x", y', if du point A'devant aussi Sittisfitife aux équations (aa) , nous ani?ns , . f
*' = ax' -f- b , * = a'y’ 4. b’ . . . (14).
Retranchant œs équations des équations (q3), nous obtiendrons . . •
ij'
D une autre part , éliminant b et ^ entre les équations (11] et (24) , nous aurons
mettant dans ces équations les valeurs de a et de a', il viendra enfin pour les équations de la résultante ( note troisième \
Des conditions d'équilibre lorsque le point auquel diverses forces sont appliquées , est assujéti à rester constamment sur une surface dont l’équation est donnée.
SL ' •.Iimol’ •!. -.tnt -e , rUSl
58. Jusqu'à présent nous avons supposé quelle point matériel , auquel sont appliquées les forces P, P', P", etc. , était libre lorsqu'on le soumettait à l'action de ces forces; si, au contraire, il était assujéti à rester constamment sur une mémo surface, il suffirait que la résultante au lieu d’être nulle, comme l’indiquent les équations (17), fût normale à la surface donnée. Mais si elle avait une autre direction, en la décomposant en deux forces , l’une tangente à là surface , et l'autre normale; la première tendrait à faire glisser le point matériel, et la seconde serait détruite |>ar la résistance de la surface.
Il suit 3e ce qui précède, qu’en regarAnt la résistance de la surface comme une for ce^ -qui agirait sur le point matériel suivant la normale à cette surface, si l’on représente cette force par N et que l’on en connaisse l’intensité ainsi que les angles 6, V, 0", qu’elle forme avec les axes coordonnés, il ne faudra qu’ajouter aux équations d’équilibre (17), les composantes N cos 0, N cos 0', N cos 0”, pour passer à l’hypothèse où le point matériel serait assujéti à rester constamment sur une surface courbe, ce qui fournira les équations,
N cos 0 -i-Pcos* -f-P'cosa' -J- P" cos *" +etc. = 0,
N cos 0' -f- P cos C -f- P' cos C' -f- P" cos C" -f- etc. = o ,
N cos 0“ P cos y + P' cos y' P* cos y“ -f- etc. = O.
5g. Nous simplifierons cos équations en représentant , commo dans l’art. 5a , par X, par Y et par Z les sommes des composantes parallèles chaque axe, et cés équations deviendront
N cosO + X = 0, N cos0' 4- Y = o, N cos0“ + Z = o. . . (a5).
6o.31 s’agit maintenant de déterminer les inconnues cos 0, cosS', cos 6" et N. Pour cet effet, soit L = o l’équation de la surface,' et x> y, s', les coordonnées du point matériel auquel sont appliquées ces forces, et qui est retenu sur cette surface ; la normale étant une ligne droite qui passe par le point x1, y, P, ses équations (voyez ma Théorie des courbes du ae ordre, page a6a) seront
Les différences, x — x/, j — y', z — s', qui entrent dans ces équations.
POINT ASSUJÉTI A «ESTER SUR UNE SURFACE
n’étant autre chose quo les projections de notre droite 6ur les axes coor- ' donnés , cherchons les relations qui existent entre ces projetions et les angles 6, (f, 8". Pour cela, soit MN (fig. 33) notre dro™ donnée Fig. 33. dans l’espace, et rapportée aux trois axes ‘ rectangulaires réunis à un point O pris pour origine, et nommons x', ÿ , s', x , y, z , les coordonnées des points M et N j si , par les coordonnées
MD-»', BD=yetlNE = A, EC=r,
on fait passer les plans DF et'EG , ces plans seront parallèles à celui des r, * ; et comme la distance qui lés sépare est mesurée par la partie interceptée BC = jr — x' de l’axe des x, et qoo tonte parallèle à cet axo doit être perpendiculaire aux deux plans, il s’ensuit qu’on menant do l’extrémité M de la coordonnée ï, la parallèle MP à l’axe des x , cette parallèle sera perpendiculaire au plan EG, et le rencontrera à une distance MP = x — x'.
Or, si l’on unit le point Pau point N, où la droite MN rencontre le plan EG, on formera le triangle MNP, rectangle en P, puisque MI» est perpendiculaire au plan EG. Or, dans un trianglo rectangle, le côté adjaccntè un angle étant égal à l’hypoténuse multipliée par le cosinus de cet angle, nous aurons
MP = MNcosM,
ou
x — ±' = MN cos B;
mais MN étant une droite qui passe par les points x, y, t et x', y , on sait (voyez la note de la page 20) qu’elle a pour expression
■+■ cr -~yy ■+■(* — •*'»>
Mettant cette valeur dans l’équation précédente, nous en tirerons
coke7 =
ème
menant ensuite par les coordonnées x, z, x', tf et r,y, y ty dos plans parallèles aux plans XOZ et XOŸ, on trouvera de même
Cos 6" = —
V( V — xQ* + ( y — y y -b (Z — zT)' ’
éliminant les valeurs'de x — x7 et dey— y, à l’aido des équations (aG , et snppriroant'ensuito z—z', qui devient facteur commun , on obtiendra
cos
STATIQUE* eus '/ —
cos 6* =
6i. Ces valeurs , qui déterminent la position de la normale, ne sont pas encore connues , puisque les quantités a et 4, qui entrent dans leurs expressions , ne sont que des signes généraux. Cherchons donc à déterminer ces quantités a et l d’une manière plus particulière. Pour cela, soit L = 6 l’équation de la surface qui passe par le point V, /, t' ■ si l'on mène par ce point un plan tangent à cette surface, l’équation de ce plan sera en général (Théorie des Courbes, page a;5)
Ax ■+■ Br •+■ Cr •+■ D = o ; • ;
et devant être satisfaite par les coordonnées a7, y, sf, elle nous donnera
£ a*7 + vy + Cz' + d = o.
4>Lft f '**: u .
Éliminant D, l’éqWion du plan tangent à notre point xf, /, t?, sora
•t en divisant par C, nous mettrons cette équation sous cette forme
Par la condition de tangence à la surface L = o ( voyez mes Elémens de Calcul diffère AAI, pages 54, 4® «d*1- et 56, 5* édit. ), il faudra qu’en
tiraqt les valeurs de ^ et de ~ de l’équation de cette surface , on ait
A dx' B Ay —c _3P’ (’9)'
Or, od siît par la Géométrie analytique (Théorie des Courbes, pago 379) que lorsqu’un plan dont l’équation est Ax -+-Bf-f-C«-#-D=o, doit être perpendiculaire à la droite qui a pour équations x = ar-H«,
yxzbz + C, il faut que l’on ait - = a, - = 4; donc les équations (39)
se réduisent à
— “ — dx"
Ga II ne s’agit plus que de déterminer les valeurs de ces cocIBcions
POINT ASSUJFTl A RESTER SUR UNE SURFACE.
dillérentiels , au moyen de l'équation de la surface. Pour cela, on obtient, en diOurcntiant cette équation,
dL , dL. . dL , cdx-f-ÿdr + j d*=o;
par conséquent on eu tire
dL
dL
dL
ds
VmP3b.
accentuant x, y, t, pour marquer que l’on considère le point de tangence, on trouve
dL dL
de' dP ds' _ #4/
dP~ dL’ 47-“dL: ^ .
ds' *ds' 4 ,
substituant ces expressions dans les équations (3o), on obtient **
dL dL
dP . d/
a~dL’ * dL’
dp
Mettant ces valeurs dans les équations (27), ot réduisant, on a enfin
dL
dp
cos û =
■ If?-' -
ip
dL
co s 6" = .
dL
ds'
■ V,(è)VQ'+G4)'
Ces équations étant sous des formes peu commodes pour le calcul , on les simplifiera en faisant
vU-)-+G?)Xë)-
jC'
éP\
ce qui les réduira à
„ dL dL ... _r dL
cos 8= Y gp, cos e'=V^>, cos«'=Vjp;
substituant cos valeurs des cosinus dans les équations (a5) , on aura
NVÆ? + X=°- *g + T— . Mvg + Zfeo.'.:'.
63. Il nous reste maintenant à déterminais valeur de N. Or, c’est ce qui est très facile, car, en faisant passer X, "S, Z dans les seconds membres des équations (3a) et élevant ensuite ces équations au carré, on obtiendra, en réunissant leur lomae,
et, en réduisant au moyen de l’équation (3i) il restera N’ =• X’ -+• Y* + Z’,
d’où l’on tirera
N = :fcl/\* 4- *•-+-*>• . (33).
Cette valeur de N est précisément la même que celle de la résultante de toutes les forces du système, mais elle doit être d’un signe différent, puisqu’il faut qu’ello lui soit opposée. Ainsi , lorsque nous aurons déterminé la résultante dq toutes les forces P, P', P", cto., nous prendrons le radical de l’équation (33) arec un signo contraire, et nous nurons pour N la pression normale qu’éprouve la surface.
64- Si la force normale est dans la direction de l’axo des z, on a 0=ioo°, O' = ioo°, 8" = o ou 6' = 000°, (div. centésim.) et par conséquent
cos 0 = o, cos0' = o, cos8“ = ±i, et les équatÿins (i5) se réduisent ù
ce qui nous montre que les composantes, dans le sens du plan tangent, se détruisent, et tjuc ln force normale doit contrebalancer l’effort de toutes les forces dirigées suivant l’axe des r.
65. Enfin, la nature du problème peut être telle, qu’on no nous donne que les forces P, P', P“, etc., et l’équation de la surface, et qu’on demande où doit être situé le point d’application y, s’, do toutes ces forces, dans le cas de l’équilibre.
Pour résoudre cette question, on éliminera d’abord N au moyen des équations (3a), le facteur V disparaîtra en même temps, et l’on aura
POINT ASSUJÉTI \ RF.STKF SUR DF-UX SURFACES. VI
„ dL „ dli „ dL . 'dL
' ds'
ëLv dL z dp ~ Y ds'
ces équations, jointes à l’équation L =■ o , suffiront pour déterminer les coordonnées, ■x', y', s', du point d'application cherché.
Des conditions d’équilibre lorsque le point auquel sont appliquées diverses forces est assujéti h rester constamment sur {{eux surfaces courbes, ou sur une courbe à double ‘Courbure.
66. Un point matériel retenu sur deux surfaces, Tie peut rester en repos à moins que la force qui lo sollicite ne puisse se décomposer en deux autres qjui soient respectivement normales à chacune des surfaces données'; car si l'une de ces composantes avait une différente direction , on pourrait la décomposer en deux forces, la première normale à l’une des surfaces , et la seconde tangente à la mémo surface ; et l’on sent que cette dernière ferait glisser le point matériel.
Cela posé , soient doûc N et M les deux forces normales , et 6, V, lé, », », les angles que leurs directions font avec les trois axes rectangulaires menés au pdint d’application ; en opérânbide la même manière que dans l’artfqe 5g, nous aurons ' .
Ncos 0 4- M cos » -f- X = • 1 -s,
'NcosS' + Mcee»' + Y == o l.. . ,34).. t.*,
M cos fr“ M cos s" 4- Z m o I
Les équations L —6 et K = o étant différentiées, nous feront connaître, comme dans l’article 6a, les valeursjdes quantités cos 8, cos 8', cos 8", cos », cos»', co^»" ; et, en nous servant d’abrèviations analogues à «elles que nous avons employées art. 63, nous supposerons
iV-- . . :■* - = v„
dL\> L,dr7 •
et
.saurons , * ^ ^
et nous
CM lé - V
d gr*.
dat ' ' dk
cos fl” — X — -
Élém. de Mécanique.
•dSt
dL :
SF’
_ dK *: :
COS': - . d?- * <¥‘- tb*
iL » • i-. .€/■-• - :
co&* =. u yy. * - ■ ■
dS
Ces valeurs étant substituées dans les équations (S4) nous trouverons
NV
dy'
NV
cU7
Am moyen de ccs trois équations, nous pourrons éliminer les incpnnue» N et M; et si Von fait attendu que V et U y entrent de la même manière qne ccs quantités, Us dSçarattront avec elles. Four plut de simplicité, nous pouvons recarder ftV et' *MU comme deux inconnues qu’on éliminera entre ccs trois équïtions, ce qui nous condu.ra a une équation de condition qui renfermera une ou plusieurs de nos yarfables. Celte équation combinée avec celles-ci L = o, K =0, suffira pour déterminer les coordonnées x, y, z du point eberebé. #
Il n’est pas inutile de faire observer que les radieau^œnpouvamnt compliquer nos opérations, et qui étaient susceptibles d’double signe, auront disparu du calcul avec les quantités V et U .
- C-. Lorsque- lo. point dbnné est assujéti à rester éüi^lffio^cojfrbe a
double courbure, cette coorbe sera donnée par l’intftsection de deux surfaces • alors L = o et I?=o étant les équations de ces surfaces, les coordonnées de* points où elles se rencontrent appartiendront egalement ■aux deux surfaces. Donc il faudra regarder i, y, zj&* nous accentuerons, comme les mêmes dans ceséquations. Nouions encore entre ces coordonnées l’équation do codffition dont nous avons parlé (art. bb); par Conséquent, si, de c& trois éqUaltons, nous éliminons successivement deux des coordonnées, la troisième sera exprimée en une coruine fonctfoMe quantités, coLmcs ; ét, en appelant A, 11, C les valeur? de cette fonction, Correspondantes h chacune des coordonnées, nou^uron. * y = A> y = B, F = C.
68 Ibpeut arriver que l’équation qlfàrésulte de l’élimination de N et dCM ne Antienne aucune' variable.- Cfe cas a, lieu, lorsque les equa-
• tionâ-'L^o at K=o étant cellés d’un plan, sont de la forme
Ax -h R? -h Ç* + P= P y #*r a'ors ne donnent Que des constantes pour les coefficiena différentiels. Dans colle circonstance, les valeurs des intensités de 1§J et de M, déterminées par les équatidfis (35), deviennent ' indépendantes des coordonnées x', y, r' ; et comme ces coordonnées subsistent néanmoins entre lés équations <Jes deux plans, on voit qu eu quelque endroit, de leur commune section que soit placé le point de concours des forces, les conditions d’équriibre pourront être remplies. Une observation analogue peut être faite à l’art. 65.
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Des forces parallèles ,
SS
Les forces dont nous venons de déterminer les eondi
lions d'équilibre dans les paragraphes précédons , étaient supposées n’agir que sur un seul point ; mais si ('lies sont appliquées à différens points d’un corps ou système de corps, ces points seront maintenus à des distances fixes par les autres points ^pii occupent les vides di^ corps, de sorte que si l’on fait abstraction de ces points intermediaires, on pourra concevoir les^points d’application comme liés entre eux par des droites inflexibles. .« ♦
• .70. Çonsidéron^maifttenant deux forées parallèle» P et Q •(■%. 3>5) appliquées aux extrémités d’une droite AB qui coupe Fie- 35. letijç* diüeetionsii^^î^droit. Souj avons vu ^.Article 22 , que potff que' ces- forcés^* ftlibre, il que la re$ul- f
tante qifoégale à feu^Jomme, et épie son point d’appliratiouX) divisât la ligne AB en deux parties réciproquement proportionnelles aux intensités'de eè^foreési 'C'est une proposition qui peut encore*^ démontrer, de la xua qwrc suivante , lorsqu’on admet «elle du parallélogramme <fà*Fore& ; Pour cela, représentons (’fgP&iÿ ces forces pâr les droites AP et BQ’qui Fig. Z\. leur soient proportidbnelles ; on peut ajouter au 'système les forces ÀM et BN égales et directement opposées , et suhstitaer aux quatrç forces AP, AM, BQ et BW, les diagonales Al^îeit fil.
Ces diagonales corîcouranLÎUi ppîntC, il estpernfiÿ de transporter AB et B| cn ce pofmt, Méprenant CE == Àf> et . CF = BI. Décomposant ces foliés CE et Cf eu denx autres rectangulaires , on construira les rectangle^ GL'et HK qui seront égaux aux rectangles MP et QN ; et' au lieu des forces CE et ”CF, on aura les quatre forcés CL, €K, CG et CIL Çte deux dernières sont égales comme équivalentes autî forces AM et BN qui sont égales par hypothèse ; et, parce qu’elles agissent en sens co»-
pis traires, elle* se détruiront; U ne restera donc au point € que les deux forces CL et CK. égales a P et a Q , et qui , agissàn t dans la même direction êt dans le même sens , s’ajouteront. Représentons leur somme par R , nous aurons donc
la résultante R pouvant être appliquée à tout point de sa direction, appliquons-la au poin.t Ofrdont nous allons chercher J» distance en A. Ppur cela , les triangles CAO, CF.t . donnent
• ■ i j- ' CO: AO «CL TEL;» •
OB : CO S KF : CK
multipliant ces proportions par ordre* et supprimant te facteur £om ipun CO, nous aurons v - , •
■ OR : ao : cl ^ KF : él >c ck»
* Lfs droite» KF et ELétâ’nt égales aux fbrdes BR et AM qui sont ajoutées au système , cette proportion se réduit Ü,
. . or • ao- ter cl : gk-, V ; '■ . •
et comme CL et CK équivalent aux droites AP et BQ qui représentent les intensités des forces , notre proportion revient à
,.ob : ao :: P : Q.. . (36).
- pi^f conséquent le point d’application O de-'la résultante de P et de Q divise AB’en deux parties OB et AO, réciproquement proportitmneUes.aux intensités dec£s forces. - ■ -
Fie 35 7'i.' La proportion précédentcxlonne^fig. 35)’
> * obVap : ao i.: P + QV.Q, .
ou
ab : ao :: R (3?)
On déduit des proportions, (36) et (37)
Q : P :lR :: ao : OB : a b-,]
nv.s ébnc.ES paiui i n.i.s.
■ft
■ce qui nous louniit celle règle : les parties 'AO, Oll, AB, comprimes chacun r c./i(n: rlcn.r tics • forces P , Q et R , sa'nt proportionnelles aux troisièmes.
Par .exemple , le terme corres pondant A AJ) est R , parce qtft AB est compris ftntré les deux autr> 2S forces P et Q.
72. Si l’on donnait P, Q et AO, et qu’oit 'voulut connaître BO, on verrait cpic les termes cùtrespondans AO et à BO sont Q et P, parce que AO est compris' entre B et P, et que BO l’est entre R et Q; on établirait donc ainsi la proportion
d'où l’on tirerait
q : p : : ao : bo,
„o _ p X A0 BQ -~q“‘
73. Réciproquement si "l’on n’avait qu’une force R, et qu’on voulût la partager en deux autres qui dussent passer j>ar les points -A et B, en nommaolP et Q ces forces inconnues ( les termes correspondans à R et à P seraient AB et BO : on déterminerait donc P par la proportion
AB ’ AB
Dans la démonstration précédente, on a suppose <pte les ■ directions AP et BQ (fig. 35) des forces P et étaient perpendiculaires à la droite AB; mais si elles étaient obliques' à cette droite, on pourrait-, par le point d’application O de la résultante '(fig. 36), mener Ct> perpendiculaire à la direction Fie 'Xi.
de «es forpce^ aloi? la force P appliquée en A,aurait le même èfiet cfae ai elle était appliquée en C: 11 en serait de même de la force Q à l’égard dû pofrk D ; et, comme on «> lÿ
proportion - > lM’‘-
Q :: od : oc,
1# rapport de OD à ÔC le même que celui de OB à OA à cause des triangles semblables OBD, COA, on aurait donc
. P : d :: ob : oa.
Fig. 3 j. 74- Lorsque deux forces P et Q (fig. 3*7 ) agissent en sens qppfcé?, la. résultante est égale à la dUféreurt%de ces forces. Pour le démontrer, soit S (fig. 37) la résultante de deux forces P et & qui agissent dans le même sens , nous auron^ *
remplaçant S pîir unè force Q qni lui soit égale et qut agisse en sens contraire, l’équilibre subsistera entre fotKfois forcés P, R et (J ; ‘ pari conséquent on pourrk considéré?' R compte la ré^ sultànte de Q et dg P , et l’é^Bation (38) nous donnera, pour obtenir l’inten^é'doR, »
et comme S et Q ont la ipeme intensité , en substituant Q à S, od -trouvera , ,
D’après ce gtij précède ,ie point O où la force R doit être appliquée , se déterminera par la proportion
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Ce résultat nous apprenti que plus la différence Q — P est petite, plus O est éloigné de B; donc dans le cas où Q et P sont égaux , BO est infini et R nul ; d’où nous conclurons qu’avec deux forces parallèles, égales et non directement opposées, on ne peut établir l’équilibre qu’au moyen d’une force infiniment petite transportée ù une distance infinie : donc, dans ce cas, il est impossible de trouver une force qui fasse équilibre à P et à Q; ou , en d’autres termes , P et Q ne peuvent avoir une résultante unique : ces forces n’auront d’autre
effet que de, faire tourner AB autour de son milieu.
75. Des forces parallèles égales, et non appliquées à un même point , sont ce que M. Poinsot appelle couple.
76. On peut appliquer à un nombre quelconque de forces parallèles, Jta théorie que nous venons d’exposer. Soient donc
P, P7, P", P"*, P,v, etc. (fig. 38) des forces parallèles appli- j.f.g jg quées à différons points A , B , C , D , E liés entre eux par des droites inflexibles; il sera facile de trouver résultante de ces forces ét son point d’application. En effet, on cherchera * d’abord le point d’application M de la résultante des forces P et P7 par la proportion
ab : AM p + p7
et Von en déduira
AM
MC X P - P 4- P7 4- P
4® - ' STAT loi) K. jfc,
fil menant ensuite- Ri), et cherchant par le même procède le point d’application de la résultante des forces P-f-P'4-P" appliquées en N , et de la force P'" appliquée en D, on trouvera le point O par lequel doit passer cette résultante ; enfin on tirera la ligne OE , et par une semblable opération, on connaîtra le point d’application K de la résultante de toutes ees-forces.
* 77. Si quelques-unes des forces sont dirigées en sens contraires, soient P, P', P", etc. , les forces qui agissent dans un sens, et Q, Q', Q", etc. , celles qui agissent en.sehs opposé; nous chercherons par le procédé de l’article précédent, le
Fig. 3y. point d’application K (fig. 3g) de la résultante des forces P, P', P", etc.*, et le point d’application L de la résultante des forces Q, Q', Q", etc.; alors le système se trouvera réduit à dehx forces parallèles , l’tine appliquée en K et égale à P + P' + P" , etc. , et l’autre appliquée" en L et égale à Q + Q' + Q", ptc. , et l’on chercliera . la résultante de oes forces et son point d’application, comme dans l’article 74.
Fig. 40. 78. Si les forces P, P', P", P"', etc. (fig. 40) restant toujours
parallèles et appliquées aux mêmes points, prennent les positions AQ, BQ', CQ", DQ", etc., la résultante ne changera pas de point d’application ni d’intensité, mais deviendra seulement parallèle à la nouvelle direction des forces ; car l’opération qui a fait trouver le poiht d’application de la résultante, ne dépendant que des intensités des forces et des distances respectives des différens points d’application, les données restent les mêmes lorsqu’on change la direction commune des
forces. . ■
79. Par exemple, si les forces P et P' prennent les directions parallèles AQ' , BQ', on a P, P' et AB pour déterminer le poipt M, et l’on voit que les données sont les mêmes que lorsque les -forces avaient lès directions AP et BPy, ainsi de suite,.
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Le point par lequel passe la résultante de toutes les forces parallèles , quelle que soit leur inclinaison commune , est appelé le centre des forces parallèles.
80. Cherchons maintenant les coordonnées du centre des forces parallèles. Pour cet effet soient M, M', M", etc., les points d’application des forces P, P', P", etc.
x , y , z les coordonnées du point M ,
x' , y, z' celles du point M',
x" , y", z" celles du point M",
x?, Ti , z, celles du centre des forces parallèles ;
et représentons par N (fig. 41) 1? point d’application de la ré- L'tî- -i‘sultante des forces parallèles P et P', nous aurons
mm' : M'N :: p+.p' : P; -r
d’une autre part les triangles semblables ML'M', KLM' nous donnent r,y
MM' : M'N :: ml' : inl. v
On tire de oes deux proportions -. £>V.
miAj^l :: p + p' : p;
♦ (P+l*hft^PXMLV ‘
ajoutons dans les deux membres (PiWP') LK, on ama *
(P + P') (NL 4- LK?) = PfMjJJl- LK) 4- P'.LK ;
et , observant qu’on a
'* •; -NL+XRsfcNK, f r ML' -4- LK. = MH,
LK. == M'H
{'équation précédente sc réduit à
(P 4- P’ ) NK = P. MH 4- P'. M'H',
4* STATIQUE. i
Fig. 4a. ** l’on désigne par Q la résultante des forces P, P' (fig. 4 a),
et par Z l’ordonnée de son point d’application , cette équation deviendra , .
QZ = Pz-f-P'z';
nommant ensuite Q' la résultante des forces parallèles Q et P", et Z' l’ordonnée du point d’application- de Q', on aura encore'
Q'Z' = QZ -f PY,
et en mettant la valeur de QZ, on obtiendra Q'Z' = Pz -4- P'z' + PV.
En continuant la même opération, on voit que si l’on représente par R la ré-sultan te de toutes les forces parallèles P, P', P", etc., et par z, l’ordonnée de son point d’application, dans le sens des z , on aura en général
✓ ’ Rz, = Pz + .P Y '4- P"z" + etc... (3g).
8i. Le moment d’une force par rapport à un plan, est le produit de l’intensité de cette force par la distance de son point d’application à ce plan. L’équation précédente nous indique donc que le moment de la résultante des forces P, P', P", etc., par rapport au plan des x, y, est égale à la somme des momens de ces forces par rapport au mèrqp plan.
f.n prenant les momens par raflport aux deux autres plans coordonnés, on aura encore
' * Rj, z? Pj + 4. P >y -H etc. . (40) ,
Rr, = Par -f- P'x' P"x" + etc ... (4 r).
8a. Lorsque l’on connaîtra les coordonnées x, y, z; x', y’, z', etc., des points d’application, et les intensités P, P', P", etc., des ffrees, on connaîtra aussi la résultante R qui est égale à la somme de ces intensités; et l’oq pourra calculer les valeurs des coordonnées x, , v, , z, du centre des forces parallèles. * * i
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85. A l’égard des signes, nous, affecterons du signe positif les forces qui agissent dans un sens,. et du signe négatif celles qui agissent dans un autre ; et, comme.les coordonnées sont positives ou négatives selon qu’elles tombent d’un pôté ou de l'autre de l’origine, nous donnerons le signe positif à un moment dans lequel la force et celle des coordonnées qui la multiplie, sont de mêmes signes, et le signe négatif à-un moment dans lequel ces quantités seraient de signes contraires. *
84. Si les points d’application M, M', M", M", etc., sont dans un même plan MM" (fig. 4*’), on peut disposer les plans Fig. 4'»coordonnés de manière que le plan des x, y soit parallèle à ce plan; alors toates les <}oordonnéçs z, a', a", etc., étant comprises entre le plan MM", et le' plan des x, y, on aura
— z' — z" = a", etc. ;.
et si nous représentons par a, l’ordonnée du centre des forces parallèles, l’ordonnée a, Vaudra aussi a; car l’extrémité de a, sera dans le plan MM", ainsi qu’on peut s’en assurer par une construction semblable à celle de l’article (74)» constrtiction qui n’exige que des lignes tirées dans le plan MM". Alors a devenant facteur commun , ré^uatiofT^J’se réduit à
• R = P^-P' + P" + etc. j
85. Si les ppints d’application des forces étaient sur une même droite AB (6g. 43) qu’on pourrait supposer parallèle à Fig. 43l’un des axes , à celui des x , par exemple , on aurait à la fois
z = a' z= a" a" etc. et y — y' — y" — y'" = etc. ,
et les équations Çig) et (40) se réduiraient à '
R=P+Ç' + P" + P'" + etc. . . (4a)', et il nfc resterait plus que celle-ci,
Rx, = Px + PV + P"x" -f PV* -|- etc. . . (-43,).
Dans ce cas, on pourrait se ' dispenser de prendre trois axes, rectangulaires; il suffirait de compter les x sur la ligne AB.
Digitize
44 ST.vrigvt.
Fie- 43- Far exemple, si l’on avait
P'=-'P, P" = — | P,i P* = aP;
en mettant ces ..valeurs dans les équations (4a) et (43), on trouverait . ‘ ( * , . . ; v- .
, R = P — $P— |P-^ aP = aP, •
* . Rx, := 9P — P + aP — #8P = aP; . ;
d’où l’on déduirait ’ ' -
86. Cherchons maintenant les conditions d’équilibre des forccSpfejcaHèles. Comme 0Î1 peut toujours disposer des plans coordonnés de la manière la plus convenable au problème, nous supposeronsTaxe des z parallèle à la direction des forces. Cela posé , ayant réduit toutes les. forces qui agissent dans un Fiÿ. 44- sens, à une seule- résultante R, (fig. 44) 1 et toutes celles qui agissent en -sens contraires, à Une autre résultante R*, il y aura équilibre dans le système, si ces deux résultantes soïit directement opposées et égales en intensité , quoique de signes différens. * * ’ ' • < ■
Pour que la première de ces conditions soit remplie, il faut que la distance C'C" soit nulle,, ce qui exige que les coordon- Flc- 44. nées x, et yt du centre C’ soient les mêmes que les coordonnées et ya dp centre C".
On aura par conséquent
La seconde condition sera remplie si l’on a
En multipliant les deux premières équations par la troisième ,
on trouvera
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par la propriété des momeng, nous afirone , tn nommant P, P', P", etc. , les composantes de R,, et P'", P'’, etc,, celles
de R
R^r, = Pj H- -y P'V" -y etc. ,
R/ == P.’">! -+- P-V 4 + PV' -t- etc. ; \ U
substituant ces valeurs dans l’équation (45) , on la réduira à
PA+ P V+ P"*"-t- P'V'H- R,V*,Y+ Pva;*+ etc. — o (fok
Par le même procédé , l’cqnatio'n (46j nous donnera
Vf + PV+ P'>"+P"'rw+ P'V’-f PVJV4- etc. =.e., .'(48).
Enfin si dans l’équation (44) on substitue les valeurs dç R, et
de R , on obtiendra . <■ x ■ . * \ ‘C
P y P' -I- P" + P"' + p-'^p^-H etc. =fo.
87. Lorsque les équations (4 7), (48) et (4 g^sont satisfaites,
les forces parallèles sont en équilibre. Ces équations' expriment* donc les conditions suivantes : Tl y aura équilibre dans le sy stème , si la 'Somme des momens des ' farces , pris pay rapport aux deux plans rectangulaires parallèles à la direction Commune, est égale à zéro, et si en même temps la somme (tes^ forces est égaUt/ient nulle. , •-
88. Il y aurait encore équilibré, si la résultante des forces
parallèles passait par un point fixe ; ciar elle serait détruite pty la résistance de ce point. V f
Des forces situées dans un plan, *et appliquées ' à différais points liés entre euoc dune manière
invariable. ...
89. Soient P, P', P", P", été. (fig. 45) plusieurs forces qui pj(; ^ agissent dans un plap que nous supposerons être Celui des x, y, et qui sont appliquées aux points A, B, C, I), situés dans ce
plan, et invariablement lies entre eux. Nous allons d'abord
indiquer la construction qui est en usage j>our obtenir leur résultante, lorsque ces forces peuvent se réduire à une seule. Pour cela, ayant pris les parties A a, Bl>, Ce, D d, proportionnelles aux intensités de ces forcés, on prolongera les droites Art et B4 jusqu’à leur .point de concours G, ét ayant transporté en ce point les forces A a et B4 , on construira le parallélogramme GG' ; alors la diagonale G G' ‘de ce parallélogramme représentera en- intensité la résultante. des forces A« ,étÔ4; on prolongera ensuite GG' et Ce jusqu'à leur point de concours U, et ayant transporté en ce point les forces GG' et Ce, on construira lé parallélogramme H1J' dont tla diagonale H1I' représentera la résultante des forces GG' et Ce, et par conséquent celle' des forces An, B/> et Ce. On prolongera ensuite Hlf jusqu’à sa rencontre en I avec la direction dp Drf, et ayant construit le paralléldgramraè II,', la «diagonale II' sera la résultante de "tout le. système.
90. Si dans cette suite d’operations il se trouvait des forces 'parallèles, en les combinant deux à deux, on déterminerait leur résultante par les articles (7 1), (7a) et .(74), et cette résultante serait égale à leur somme ou à leur différence.
* Si ces forces parallèles étaient égales et non directement opposées , on en composerait une avec les autres forces du. système , et l’on continuerait les opérations comme nous venons de le voir: mais si ces deux résultantes étaient celles de tout le Système, on conclurait d’après l’art. 7*4, qu’il ne peut se réduire’ à une seule résultante. ^ '
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En effet, en prenant seulement trflis forces P, Q et S (fig. 46), Fie- 40. la résultante DC des forces P et Q ayant été transportée en D'C', on peut décomposer D'C' en D'P' et en D'Q', et l’on voit que D'P' et D'Q' sont parallèles à DP et à DQ, en vertu de l’égalité des parallélogrammes:
g3. Cherchons maintenant les conditions analytiques de l’équilibre de ces forces. Pour cela, considérons d’abord trois forces P, P', P", appliquées toujours à différons points fixes d'un système ; une des conditions nécessaires pour que ces forces soient en équilibre, est qu’elles concourent en* un point.
En effet, si les forces P et P' (fig. 47) devaient être mises en Fig. 47. équilibre par une troisième, il faudrait.quc cette force fût dans la direction de la résultante de P et de P', pour pouvoir détruire cette résultante. Or P et P' concourent en D ; donc ce point D est sur leur résultante , et par conséquent sur celle de la troisième force,; donc cette troisième force peut s'appliquer en D. ■
Si au contraire Ta troisième force he pouvait pas s’appliquer au point de concours D des deux autres, celte force P" (fig. 48) Fig. 48. couperait la direction de la résultante DR de P et de P' en un point E, et alors les droites R et P" feraient nécessairement entre elles un angle P"ER ; donc ces forces P" et R auraient, une résultante; d’où il suit qu’elles ne pourraient être en equijibre.
94. Lorsque les forces P, P', P" concourent en un point A, on le pourra prendre pour point d’application de ces forces , en les transportant en ce point parallèlement à leurs directions, art. 9 1 ; alors les conditions d’oquilibro seront les mêmes que celles des forces appliquées à un point.
Ces conditions seront qu’on art
P cos * P' cos a' + P" cos a" =. o,
. P cos S + P' cos ô' -f- P" cos S" =0. •
A ces équations , il faut joindre celle que nous allons déterminer pour la condition du concours des forces.
. - sr "ÿ # . - '
95. Soient donc P, P' et R trois forces qui concourent en A (fig. If 9). Si par un point C, pris arbitrairement, on mène en A une droite CA, et que de ce point C on abaisse des perpendiculaires CI , CI', CI", les triangles rectangles CAI , CAI', CAI" auront une même hypothénuse ; c’est celte hypothénuse commune à ces triangles , qui constitue la condition du concours ; car elle n’appartient à la fois aux trois triangles, que parce qu’ils ont lé même sommet A.
Par ce point A menons une perpendiculaire AB à la droite CA ; et des extrémités des droites AP, AP', AR qui représentent les intensités des forces, abaissons les perpendiculaires PD, P'D', RD" sur AB ; les triangles rectangles ACI , APD seront semblables, parce que les angles formés par AP avec les parallèles AC et PD, sont égaux, comme alternes, internes; nous aurons donc la proportion
AC : ci : : ap : ad ;
et si nous faisons AC — r , CI:=/>, cette proportion deviendra ,
* c;>::P;AD:
d’où nous tirerons •
en nommant de même p' et r les perpendiculaires CI' et CI", nous trouverons
Cela posé, si R est la résultante de P et de P', la composante de R suivant la droite AB , sera égale à la somme des
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composantes de AP et de AP", suivant cette droite (*) ; par conséquent on aura : • ,
Si le pôint G était situé dans '^^gle des forces Pï
ou dans soft&intôséau sommet, le moment de la résultante SS4** serait à là différence des momens des composante*^ ; àe
; kr==p^^py..:vaii)H. y’ 7; '
(*) C’est ce qu’i^gtfacile de démontrer en construisant le parallçljgramq^APKP' (flg. 5o), et en men^^ PE parallèlement & AJJ; Tes Fig. 5q. in$|ÿtP'F~ '
triani
'ER, ADP sont
ent
Mettait do* D'D» àIaPWcedeAD,dans reqn.tfofciWjM fc . . ^
^ -AD^ADf+inr,
AD*.= ^*-AD
Élém. de Mécanique. '
Fig. 5a
gb STATIQUE1.
97. Nous avons vu (art. 79), que le moment d’une force par rapport à un plan* était le produit de l’intensité de cette force par la perpendiculaire abaissée de son point d’application sur ce plan. Par analogie, nous appellerons moment d’une force par rapport à un point , la perpendiculaire abaissée de ce point sur la direction de cette forcé. Les équations (5o) et (5i) nous apprennent donc que le moment de la résultante de deux forces, est égal à la somme ou à la différence des momens des composantes, suivant que le point C qu’on nomme le centre des momens, est situé hors des angles opposés au sommet P AP', LAL' (fig. 5i), formés par les directions des composantes, ou se trouve dans l’un ces angles opposés au sommet. ? .
Fig. 53
On peut comprendre ces deux cas dans un seul, en
disant que le moment de la résultante de deux forces est égal à la somme des momens de leurs composantes : alors le met somme est pris dans un sens plus général, et comprend l’assemblage de plusieurs termes, sans avoir égard aux signes qui les affectent. s
99. La condition du concours des forces vient de> nous conduire à la théorie des momens ; il ne nous reste plus que d’en déduire la troisième équation d’équilibre.
Pour cet effet, nous remarquerons préliminairement que lorsque deux, forces égales P et P' (fig- 53) sont tenues en équilibre par une troisième P", cette force P doit être égalé à la résultante R des deux autres forces, et d’un signe côntraire. Cela pose, si nous abaissons une perpendiculaire p" sitr la direction de P" qui est aussi celle de R , nous aurons par le principe des momens ,
Ry/'i= P p + P '/A
et én remplaçant R par - P", cette équation dtvietylra
p p +' py vf py" = o. . , ♦
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Ainsi les équations d'équilibre de trois forces situées dans un plan, et appliquées à différens points A, B, D, sont
P cos « r^PifcOs <*' -|- P'' oos ^'Tc: o . . .
P cos Z + P' cos Z' + P" cos Z" = o . ... (53),
i oo. Pour passer au cas où plus de trois forces sont en équilibre, regardons P comme la résultante de deux forces P'" et P1’, nous aurons
' Pp = py* + P'7>,r. •
Substituant cette valeur dans l’équation (54) nous la changerons en * -
Py + P "p" 4- P>'" -h P->IT = o.
Par une semblable opération , tes équations (5a ) et ( 53 ) deviendront
- - t . ** ' ' jfcVAMP
P' COS <*' 4- P" cos a." + P" cos a."' 4- P.,v COS *,T = .O,
P' cos Z' + P" cos Z" 4- F" cos S" 4- P1' cos Z" — o.
roi. Ce procédé pouvant s’étendre à un plus grand nombre de forces, nous aurons pouTles équations générales de l’équilibre dé» forces appliquées^ à différens points et situées dans un plan
P cos * 4 P' cos »' 4-'P" cos a" etc. = o . . . (55),
P cos Z 4P' cos Z' 4 P" cos C" 4 etc. == o. (56),
P P 4- Py 4 P "P" 4 etc. = o. . . (57).
ioa. On emploie quelquefois une notation commode pour exprimer ces équations, en les écrivant de la manière sui-
'•Vc/ v • . jtk ' .a. m* # » '♦ . jp Ty ^ w*4
\ ante ; + &Vf:
2l(Pcos») = o, Z ( P cos Z) ~ o, S (Pp) — p.
Par" le caractère grec Z , on entend une somme de quantités de la' formq de celle -qui est comprise entre les parenthèses (Note quatrUbnr). • ■ • ’
fta ST/friyuE.
io3. Le procédé qui nous a servi à trouver l’équation f5o), nous fournit les moyens de démontrer line règle facile pour reconnaître les signes qui doivent affecter les différens mov mens des forces. En effet, si l’on suppose que le centre Fig. ij. fixe C des momens (fig. 54), soit situe hors de l’angle des forces extrêmes ou de son opposé au sommet ,’ et que ccs' forcos P, P', P", etc., agissent par pulsions, et restent invariablement lices aux perpendiculaires p, p' , p", )>", etc., ces forces feront tourner p,p',p", etc., datis le même sens autour Fig. 55. du point C; si au contraire le centre C (fig.*55) 'est dans l’angle des forces extrêmes on dans: son déposé au sommet , lés forces P, P', P", etc., situées du même côté de '-C, fe-> ront mouvoir p, p' , p", etc., dans le même sens autour du point C, tandis que les forces P"’, P”, etc., feront tourner pn , etc., en sens contraire autour du même point. Or P/> p7,/ ■
les expressions — » — ,etc., représentées par AD, AD', etc.,
étant de signes différens que AD", AD”, etc., il en resuite
que les forces qui ont des' momens de memes signes, tendront à faire tourner le système dans un sens; tandis que les forces qui ont des momens de signes contraires, tendront à le faite
tourner en sens contraire. * *; •
10/,. Dans le cas Où les forces ne sont pas en équilibre , le moment de la résultante sera égal à la somme des momens des forces qni tendent à faire tourner le système dans le meme sens que cette résultante, moins la somme des momens qui tendent à faire tourner le système en sens contraire.
105. D’après ce qui précède, l’équation 2(l» = o nous dit que la somme des momens des forces qui tendent à faire tourner le système dans un sens, est égale à celle des momens des forces qui tendent à le faire tourner dans un sens contraire.
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1-une des forces ( par exemple P), les autres forces auront une résultante ; cette résultante devant agir en sens opposé de P qui tenait les autres forces en équilibre, au lieu des équations (55), (56) et (57), nous aurons celles-ci : r
op
R cos a = £ ( P cos a ) ü X ,
. R cos b = £ ( P cos-C ) = Y , ‘fr
* Rr=s(P/>). * »
107. Ulu moyen de ces équations, on pourra obtenir ton* ce qui est relatif à la résultante. ,> . t '
Car pour déterminer soit intensif les deu.t premières donneront t .; * ■ ' . >
Rl'Çeos ** -+• cos £*) = XJ -(- Y»,
et parce que la somme des carrés des cosinus est égale à' M’uni té, nous aurons
Les mêmes équations feront' connaître l’inclinaison de là. résultante à l’égard des axes; car ces équations nous donneront
cos b — - ;
108.' Poùr placer la résultante dans le système, on commencera par déterminer la position d’une droite AB qui passerait par l’origine et serait parallèle à la résultante. Pour cet effet , le signe de cos b fera d’abord connaître si AB doit éCte situé au-dessus ou au-dessous de l’axe des x ; car lorsquo^OS b est positif, la droite AB deéant faire un apgle aigu avec f’aje des j, ne 'peut prendre que l’une des positions indiquées daDs la figure 56. Au lieu .que lorsque cos b est négatif, la droite A4 Flj.
Fig. 55 »
Fig. 58.
Fig. 5g.
Fig. 59.
doit se trouver dans l’une des positions marquées dans la figure 57 . Ainsi quel que soit le signe de cos b , la droite AB est susceptible de prendre deu* positions différentes à l’égard de l’axe des y : dans l’une elle fera un angle aigu avec l’axe des x, et dans l’autre elle fera avec cet axe un angle obtus. Le signe de cos a déterminera ensuite celle.de ces deux positions qui convient au problème; c*r si cos a est positif, l’angle formé par la droite AB avec l’axe des x , sera aigu, tandis que cet angle se trouvera obtus si cos a est négatif.
Ayant ainsi fixe la position de la droite AB, on lui mènera
par l’origine A une perpendiculaire égale à rê= . Cette
perpendiculaire sera représentée (fig. 58) par AÔ ou f>ar AO', suivant le signe de é, et la parallèle OR ou O'R', à la droite AB, indiquera la direction de la résultante.
109. Pour obtenir l’équation de la résultante, nous obscryerpns que dans le cas le plus général , la résultante coupait l’axe des / en un certain poipt B ( fig. 5g ), son équation doit être de cetfe forme ' . /• ■ - •
y = x tang D + AB. . . (58).
Comme l’angle que fait la direction de la résultante avec l’axe des x. est représenté par a , nous -avons D = a , et par conséquent , ♦ , f.
t ^ ^ sin a cos b 'R. cos b ^ Y Ü
an^ cos « c^s a R cos a X '
A l’égard de AB, sa valeur est donnée par l’équation • .
OA = AB cos OAB.
L’angle OAB qui entre dans cette équation est égal à D, puisque ces angles sont l’un et l’autre complémens de OAD. Nous pourrons donc remplacer OAB par D , ou plutôt par. a ; et comme OA n’est autre chose que 1a perpendiculaire qui a été abaissée du centre des moinens sur la direction de la ré-
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sultante et que nous avons représentée par r, en substituait ces valeurs dans l’équation précédente, nous trouverons
et par conséquent ,
rsÂB cos a,
cos a
Mettant cette valeur, de AB et celle de tang D dans l’ëquar tion (58), nous obtiendrons • '« 7'
X*7 COS a- X
gr y ' R,
+ Rçosa~X r X*
Faisant évanouir le diviseur commun X, et réunissant les termes en x et en y dans le premier membre, on trouvera
/X — xY=?R r,
ou en remplaçant Rr par sa valeur 2Pp, on a^ra pour IV
quation de la résultante , *
, jX — xY = 2 Pp.
1 10. Dans le cas de l’équilibre, X et Y sont nuis, et cette équation sc réduit à iVp = o , résultat qui s’accorde avec ce qui précède. "•
ni. Les données qui suffisent pour pouvoir déterminer la direction de la résultante étant, i° les intensités des forces ; tj° les angles desquels dépendent leurs directions; 3° les coordonnées de leurs points d’application , il conviendrait de pouyoir substituer à l’équation (57), une autre dans laquelle, au lieu des expressions p>p', p", etc. , on fit entrer les coordonnées des points d’application des forces. Pour parvenir à ce but, plaçons l’origine en A (fig. 6o); et soient x et y les Fig. 6a. coordonnées du point d’application M d’une force représentée en intensité par la droite MP, les composantes dé M parallèle-
ment aux axes Ax et Ay, seront
' MN = P cos a*/ ‘
. , ■ MQ = P cos b.
Abaissons de l’origine A les perpendiculaires AO , AF et AE sur les directions prolongées de MP et de ses composantes , nous trouverons
OA X MP = moment de la résultante P,
AF X MN = momenf de la composante P cos «t ,
AE X MQ = moment de la composante P cos S ;
or, en regardant les forces comme agissant par pulsion, la résultante R et la composante P cos <t tiendront à faire tourner AO et AF autour du point A dans le méjne sens. Nous affecterons donc du signe positif les momens de ces forces, et nous donnerons le signe négatif au moment de la force P cos C, qui fend à faire tourner AE en sens contraire autour du point A. Ainsi nous aurons l’équation
Pp = yP cos a • — xP cos S (*).
Par la même raison ,
(*) Voici de quelle manière on pourrait démontre^ directement cette
équation.
Lea angles k et C étant ceux que la droite MD (fig. 5g) forme avec lc$ directions des axes coordonnés, ces angles sont complément -ïun de l’autre; et comme nous avons vu que l’angle CEM était égal à », il faudra que son complément CED soit égal à C. Cela posé , nous
avons
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P 'p' —y' P' cos a' — »x'P' cosf',
P "p" — r"P" cos à" — ,r"P" cos C*.
P>w = /"P" cos •" — a/V cos' Zm, etc. etc. etc.;
en substituant ces valeurs dans l’équation des momens , elle deviendra 1
P (y co9H' — x cosS) J?' (y' cos a' — x'cosG') etc. = o. ..(59.);
par |^séquént nous aurons pour celle de la résultant? ,
/X — xY =: 2 [ P ( y cos *■— - x cos 6-) ].
lu. Nous avons vu que pour déterminer les signes des momens P p, P'//, etc,, qui entrent dans l’équation (5y), il fallait faire usage de la règle de l’article 107 , qui est un peu étrangère aux considérations analytiques; mais lorsque par une transformation cette équation sera devenue celle que nous avons indiquée par (5g) , il suffira pour déterminer les signe* des momens, de faire usage de la règle des signes (art. 37 et 38), en. ayant seulement le soin de changer aussi les signes des coordonnées , lorsque de positives elles deviennent négatives. , . • * . • • .
Par exemple, soit une force P située à l’égard des axes coordonnés Aæ et Ay, comme nous l’avons placée ( fig. 6 tX Le momentde cette force étant en général P (y cos <* — x cos S], pour le modifier convenablement ce cas particulier , nous avons tenégatif, y positif, rds n négatif, cos Z négdtif ; donc le moment de cette force, en ayant égard aux signes, deviendra
P(- — y cos «t — jrcosCj. ^ * : *
tid. Remarquons qu’il ÿ a toujours un# hypothèse primitive Çûte tacitement sur lé* signes. Cette hypothèse est ici , qu’une force dont la directlbn CD (fig* 60) coupe l’axe des/, a son, moment Vp positif. , v ’ '
Fi?. G>.
114. Les équations d’équilibre (5a), (53) et (54) expriment la condition que toutes les forces du système se réduisent à deux forces égales et directement opposées. En effet, si nous appelons P cos <*, P' cos «*', etc., les composantes parallèles à l’axe des x qui agissent dans un sens, et P" cos a", P'" cos *m, etc. , celles qui agissent dans un sens opposé, l’équation (5a)^ reviendra à celle-ci :
P cos a + P' cos <*' -+- etc. = P" cos * P* cos etc.
Les forces P cos a, P' cos etc., étant parallèles, noHttpou~ vons, par la çomposition des forces, les réduire à une seule X' égale à leur somme et parallèle à leur direction. Opérant de même à l’égard des forces P" cos P” cos <*", etc. , et appelant X" leur résultante , le système de toutes les forces parallèles à l’axe des x se réduira à celui de deux forces X' et X" égales et dirigées en sens contraires.
Par une même construction , nous convertirons toutes les forces parallèles à l’axe des y, à deux résultantes Y' et Y" égales et dirigées en sens contraires.
Transportons les forces X7 et Y' à leur point de rencontre Fig. 62 M (fig- 62), et les forces X" et Y" à leur point de rencontre N , nous pourrons construire les rectangles MA et NB , dans lesquels les côtés MC, MD, NE, NF représenteront les forces X7, Y', X", Y"; et comme les côtés homologues de cef rectangles sont égaux, il en sera de même des diagonales MA et NB dont les directions se trouveront parallèles, en vertu dè l’égalité des triangles AMD, BNE.
Les équations X = o, Y = o expriment donc cette condition, que les forces situées dans un plan peuvent se réduire à deux forces MA et NB , égales , parallèles et dirigées en sens contraires; mais ces équations ne disent pas que les forces MA et NB agissent dans la même direction. Pour que cela ait lieu, il faut que l'équation S P/j = o soit satisfaite : en effet, nommons R' et R" les forces MA et NB, et r7 et r" les perpendicu-
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laires OP et OQ abaissées d’un point 0 pris hors des directions prolongées de ces forces; comme R' et R" agissent en sens contraires , les momens de ces forces seront de differens signes, et l'équation 2P/> = o sera remplacée par celle-ci ,
‘ ï / V RV — RV' = o.
Par hypothèse, R' et R'' ont les mêmes intensités; ainsi en supprimant R' et R" comme des facteurs égaux dans l’équation préeédente , nous la réduirons à
par conséquent , la différence des droites, OP = r' et OQ — r" étant nulle, il s’ensuit que les points fP et Q coïncident, et que les forces MA et NB sont dirigées suivant une même droite.
Une conséquence de ce qui précède, est que lorsque l’équation XP/> = o n’est pas satisfaite , et qu’on a seulement X = o et Y =0, le système se réduit à deux forces parallèles MA et NB, du genre de celles que nous avons considérées (art. 74).
11 5. Si au contraire l’équation SP p — o était la seule qui Fig. 6a. fût satisfaite , il n’y aurait pas équilibre dans le système ; car
alors les quantités X et Y n’étant pas milles, il en serait de même de R , qui est dorn^pp par l’équation
Dans ce cas, l’équation XP/i =0, ou plutôt Rr=o, ne pourrait être satisfaite qu’en faisant r = o, puisque nous venons de voir que R ne pourrait être nulle; or r étant unçqierpendiculaire abaisséfe du centre des momens sur la résultante , il suit
de là que le centre des momens serait sur la résultante.
Ainsi lorsque, des trois équations SP cos « = p
SP cos ±s o, SP 'p = o, la dernière seule sera satisfaite, il faudra, pour établir l’équilibre dans le système, qu'il y ait un point fixe sur la résultante; par exemple, si les forces
P, P', P", P", elfe, , çont appliquées à diffère»* points d’un levier, et qne le<point^ par lequel passe la résultante soit un obstacle invintd^è qui détruise l’effetj de cçtte résultante, la seule condition 2P p = o suffira pour mettre le système en équilibre. Nous verrons par la suite que l'intensité de cette résultante serait la pression exercée sur le point G.
-, He • - ' v • 1 £ \ '
1 17. Lorsque le système se réduit à deux forœs parallèles
égales et non directement opposées, il suffit d’ajouter une force arbitraire S, pour qu’il soit susceptible d’avoir une résultante. En effet , il peut arriver les deux cas suivans : ou l’ic- 63. la nouvelle force S sera^ parallèle à P et à Q ( fig. 63), ou elle ûe'le fera pas; dans lespremier cas, on décomposera S en deux forçai P' et Q', qui passeront par lèg points A et B ('art. $3); alors lé sfstèmedes trois forces P, Q et S sera remplacé par celui des dfÿé forces inégales P + P' et <) — ►Ûp'et. par conséquent aura une résultante. ,t'1 ■
Fig. 6}. j|d5i la nouvelle force S (fig. .64) n’était pas parallèle^ aux deux, autres, on la prolongerait jusqu’à sa rencontre A' avec la direction de l’une de ces forces. Transportant les points d’application de ces (flux folies en A', on construirait leur parallélogramme et l’on déterminerait la résultante R qui rencontrerait la direction de la troisième force, et par conséquent pourrait se composer avec elfe
Des forces qui agissent d’une manière quelconque . . dans l’espace ..
^ !.. jk I ■*»" • .
118. Soiefl; P', P", P", etc., etc. , diveipes farces situées dans l’espace,
x' , y' , 1' les coordonnées du point d’application de P’,
x", y", z" les coordonnées du point d’application dé P",
x'", y les coordonnées du point d’application de P", etc. • etc. . . etc.
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, /8', y' , les angles formés par P' 5vec les axes,
<*", /3", y", les angles formés par P" avec les axes,
/î'", les angles formes par P'" avec les axes, ' >
etc. -.etc. • «» - etc.
Nous allons cliercher les conditions d’équilibre de ces forces, et tâcher de faire dépendre ces conditions de celles que nous avons exposées dans les théories précédentes. En conséquence, examinons si nous ne pouvons pas décomposer toutes les forces en deux groupes, les unes parallèles , 'et les autres situées dans un même plan. Comme nous pouvons disposer des axes coordonnés de la manière la plus convenable au problème, nous tâcherons de décomposer une partie des forces dans le plan des x, y, et de faire en sorte que toutes les composantes qui ne peuvent pas être comprises dans ce plan , soient .parallèles à l’axe des z.
t 19. Si parmi les forces du système il ne s’en trouvait aucune qui fût parallèle au plan des x, y , il serait bien, facile a d’obtenir la décomposition proposée; car soit P' l’une de ces forces, que nous supposerons appliquée au point M' £fig. 65'; pig. 65. on prolongera Sa direction jusqu’à ce qu’elle rèncontre le plan des x, yen un point C', et transportant en C' le^oint d’application de cette force, on la décomposera en deux autres, l’une C'L parallèle à l«axe des s , et l’autre C'N située dans li plan des x , y.
iao. Mais lorsque la force P' est parallèle ad plan des x, y, , une pareille décomposition ne petit s’effectner.^Ainsi nous anons chercher *un autre mode de décomposition qui fie' présente pas cet inconvénient.
Pour cet effet, méfions par le point M' (fig. 66) une, parai- çg. lèle à l’axe des z , et prenons sur cette parallèle des parties égales • M'O,' M'O' ; ces droites Itf'O et M'O' pourront représenter deüx forces et.— g:' égales et directement opposées. L’introduction de ces deux forces -f- g' et — g-' ne troublera
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pas l'equilibre , puisqu'elles se détruisent mutuellement; et alors, au lieu de la force P', on aura les trois forces P', g' et — g'. On peut compose* P7 avec — g', et en nommant R' la résultante de ces deux forces , la force P' sera remplacée par le système des deux forces R' et g', l’une et l’autre appliquées en M' ; la force g', représentée par M'O , restera parallèle à l’axe des 2 , et la force R' anrà la faculté de pouvoir, dans tous les cas, rencontrer le plan des x} y , parce que la composante — g' qu’elle renferme, et qu’on peut prendre arbitrairement, est parallèle à l’axe des 2.
ni. Nous entrevoyons déjà que puisque des deux forces g1 et R', l’une est parallèle à l’axe 2, il ne s’agirait plus, pour parvenir à notre but, que de transporter le point d’application de la force R' au point C', -oit elle perce le plan des x, y, car alors on pourrait encore, comme dans l’article 119, décomposer R' à ce point , en deujs forces , l’i/ne située dans le 4 plari des x, y, et l’autre parallèle à l’axe des 2. De sorte qu’au lieu de la force P', nous aurions trois forces : la première >■ appliquée en C', et située dans le plan <je s x ,. y , et les deux antres parallèles à l’axe des zY- I’une appliquée en C', et
l’autre en M7. „ •
iaa. Les coordonnées des poujts d’application des -forces devenant nécessaires lorsqu’on veut exprimer les conditions analytiques de leur équilibre, cherchons maintenant à déterminer les coordonnées dû pojpt G*.
-C’est à guoi l’op parviendra facilement au moyen des équations de la: résultante R' qui passe par le? point X? , y',$- Pour les obtenir , nous remarquerons que les équations d’une droite quelconqué R' assujétie à passer par un point a', y', 2',
sont (art. 5 .tf.
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Dans ces équations, X, Y et Z représentent les projections de la droite R' sur les axes cordonnés. Ces projections étant égales aux composantes de R' parallèlement aux axes , il ne' s’agira plus que de remplacer X, Y et Z par ces composantes. «Or R' étant la résultante de-P' et de — g on peut substituer à P' ses trois composantes P' cos P' cos S', P' cos y'; et R' sera la résultante des quatre forces
P' cos a', P' cos £', P' cos y', — g’.
Ces forces agissant parallèlement aux axes coordonnés , nous aurons . ‘
X = jKcos«', Y=*P'cosC', Z = P' COS y ' — g' ■(*’) ,
et en mettant dfe valeurs dans les équations (60), on obtiendra pour les équations de R',
P' cos «' 1
P' Cds y' — g’ P' cos £'
ia3. Pour avoir les coordonnées du point C' (%. 66) où Fig. 66. la droite R '.perce le plan des x , y, nous remarquerons qu’en ce point z = o ; et si nous appelons a , et b, les deux autres
coordonnées, il faudra supposer dans les équations (6i),
x = an y = bi , 'f ■ 8 =,»-»
{*) On ne peut dans aucun cas supposer que Z soit nul , parce que g ’ étant arbitraire, on le supposera toujours différent de' P' cos y'.
«t elles se réduiront à. •
, , P' cos y7 — g' , * . ‘
- I = - > coT.--" (-'-*')■
- y- ^ CO^- V (b n
p' cos
d’où l’on tirera
z' P7 cos a.'
P' COS y' — g7 ’
b -v'_ -Z'Fc0sg' (*)■- ' . ■»
' y P7 cos y7<— ’
telles sont les coordonnées a, et b , du point C', Où la résultante R7 coupe le plan des x , y.
(*) Voici comment onf pourrait démontrer géométriquement cetpéqua- Fig. 67. tiens : soit MN (fig. 67) la résultante R' appliquée en M ; les composantes rectangulaires de cette force seront
MF F cos «, ME =a F cos C, MO =c Bltcos y — g'.
Par le point C où R7 rencontre le plan des x, y, menons la parallèle CB i l’axe des x, les coordonnées dit point C seront évidemment
AQ = AP — PQ, QC = PD — BD/ ou
AQscx7 — CB, QC=y_ BD.
Il ne s'agit plus que de déterminer CB et BD. Pour cela , nommons 9 l’angle que la diagonale ON fait avec la direction OL ; les droites ON' et CD sont parallèles, puisqu'elles se trouvent situées dans des plans horizontaux qui sont parallèles; d’où il suit que les angles NOL, DCB sont égaux cdmme fondés par des côtés parallèles; ainsi nous aurons
s DCB =: 9 ; -n
par conséquent
CB = CD cos 9, DB = CD sin 9. . . (6a)
Cela posé , les triangles CMD, OMN rectangles, l’nn en D et Uautre . en O, nous donnent la proportion ,
MO; ON" MD; CD
’srfrW'"
^vV "’: •
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124. La force R' (fig.68) étant représentée par la partie M'R' Fitj. 68. de sa direction, on peut’la transporter au point C' en prenant •
C'D' == M'R'. Décomposant alors C'ÏŸ en trois forces rectanjgulaires appliquées en G', ces forces seront les mêmes que les composantes de M'R' ; par conséquent nous pourrons consi- » dérer le point C' comme sollicité par trois forces P' cos a',
P'coso' et P' cos y' — g'., Les deux premières seront situées dans le plan des x , y , et la troisième sortira de ce plan et Fin- f8, agira parallèlement à l’axe des z : ainsi, au lieu de la force P' appliquée en M', nous aurons », _
* •*; v ^ * y tTî ^
<* M' la force g*, . parallèle à l’axe des z,
en C' la force Pt cos y' — g' parallèle à l’axe des z,
en C' la force P' cos *' . * . située dans le plan des x, y,
en G' la force P' cos*'. . . située dans le plan des c, v.
ra^. En opérant de même à l’égard des forces P", -
P,v, etc., au moyen des forces g" — g", gm — ,g"f g"1 g?v et0(>
qu’on ajoutera à leurs points d’application M", M"', M*v, etc., on décomposera le système en deux groupes de forces, les
ou
donc
% •*!&/ — S' : 09 il* î CD;
en
mettant cette valeur flans les équations (6a}, on obtient
rn_ *.ONc0s6 z . ON sin fi
“l-'cosy-jf» m~Vr-cosy'--g>ï
remplaçant ONctisS et ON sin 9 par leurs valeurs 6b et NL et observant que QL ot NL ne sont autre chose que les composantes P' cos «' et P cos C' de MN, nous aurons
• V PC0S>— g P CO» y — g’
valeurs «u'on substituera dans colles de AQ et ^
Wcm. de MJènnique. • * •
[fit#
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unes parallèles à l’axe des = , et les autres situées dans le plan
des*,/.
Les forces parallèles à l’axe des s seront t.%
‘ etc- ’ ?
appliquées aux points M', M", 51"', etc. ;
P' cos -/ — g', P" cos V" — g"\ éfc. , '
appliquées aux points C', C , C , etc.
Et les forces situées dans le plan des *, r, seront
*- ’ f •>. |V T a ’* wv .
P' COS P'' cos « , P " COS i PIV COS V.1 » —mMÊfa . appliquées en C', C", C ", etc. ,
. . P' TOstV'^" cos P " cos T, etc. ,
appliquées en C, C", C’", etc. ^c
ia6. On va démontrer que pour qu’il y ait équilibre êjdre ces forces, il faut, i° quelles forces situées dans le plan ' des *, / se fassent équilibre fa° qu'il en soit de même à l’égard des forces parallèles. ”"r 1
Pour cela, les points C', C", C", etc., considérés comme les points d’application d’une partie des forces du systèinfc, sont invariablement liés entre eux. On' peut donc imaginer * que par deux de bçs points , on ait mène une droite C'Ç „ tqu’on prolongera.indetiniment de chaque coté; si 1 équilibre général subsiste^ cette droite sera immobile; par conséquent* aucun des points qui la composent ne pourra se mouvoir : or cela su/lit pour expliquer la destruction mutuelle des forces
situées dans te plan des * , y • ■ ,
En effet; tonte force située dans le plan des xt, y rencùn- ’ trera la droite fixe ou .lui sera parallèle. Dans le premier ça*,» 60, nous représenterons cette force par AB (fig. Cg)7k ndtjrla. prolongerons jusqu’à sa rencontre O de la droite fixe; .et-
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comme il siiffit qu’une force ait un point fixe dans sa direction pour qu’elle soit détruite, ce point O rendra nul l’effet de F rofce AB.
D’une autre part, si une force DE était parallèle à C'C", elle ne pourrait se mouvoir sans entraîner C'C" dans le même sens, ce qui est impossible, puisque la ‘droite C'C" est fixe; par conséquent la force DE sera aussi sans cff?t (*).
Les forces qui sont dans le plan des x, y étant en équilibre, il faut que les forces verticales le soient aussi ; car autrement ^équilibre général n’aurait pas IteJfc jr..^
127. Le problème est ainsi réduit à trouver les conditions d’equihbre , i° des forçes parallèles à Taxe des 2; V> des forces situées dans le plan des x , y. j
• • Jf* <. MWk, v
Conditions d’équilibre des foreét parallèles à l’axe des y. è.
'• ,fl\v ' gET&t • vvfr
w8. Çes conditions étant les mêmes que «elles que nous avons prescrites , article 87 , elles exigent qu’on égale a téro,
| t°. La somme des forces parallèles à l’axe des s; j£. La souune des momens par rapport au plan des y, - ■
3°. La somme des mcJmens par rapport au plan des r, 3.
première de ces conditions nous, donne
f" ros y' ; !
* *■ . “ + P’" c'os y'" — g” g” -f- etc-p: O ;
RB-t
On pourrait le démontrer pins rigoureusement de la manière ' suivante. Soit MP ( fig. 70) un* force parallèle à la droite fixe ÀB\ point d’application M de cotte force, deux droites Mrfet
MN' égalés et directement opposées. NoRs ne ohangerons rien à l’état
point L; donc le système des forces MN , MJV et MP nav effet, il 011 l*r» de npjme-do MT1. !" * v$>1
ia yjnt.aucu
ou, en réduisant,
ST VTlyii,'..
r>vt »
JL.. J: K
P' cos -/ -f- P" cos y" -}- P" cos V* -f- etc. = o . . . (63).
• c< . T ’ la . - a, *.
Pour remplir la seconde condition, nous avons deux sortes • de rnomens à prendre:
i°. ceux des forces g ', g", etc., appliquées aux points M', M", etc. ;
a®, ceux des forces P' cos y' — g*, P" cos y" — g", etc., appliquées au points C', C", etc.
>.* En considérant d’abord la première force g1 qui agit au Fi(j. 71. P0*111 (%• 71)) Ie moment de cette force par rapport au
’ ' ’ plan des y, 2, est g'xM'ÎN'; or M'N' = B'D' = AG' = x'; donc le moment cherché est g'x'.
A l’égard du moment de la force P' cos y' — g' qui agit ' •• en C', ce moment pris par rapport au même plan des-.j , z} est évidemment^égal à (P' cos y' — gîj X Î'C', ou plutôt à ( P' cos y' — g1) a, ; donc la somme des rnomens des forces g' - - /• et P' cos y' — g' par rapport au plan des y, z, est repré-
sentée par
V> <• ; ' ' g'x' + ( P' cos y' — g’) a
Mettant dans cette expression la valtmr de a, trouvée article ia3 , on aura -> )
effectuant la multi]>lication indiquée et réduisant, on trouve x'P' cos y'’*— z' P/cos V.
Prenant, par le même procédé, les rnomens des forces parallèles appliquées aux points M", M”, etc., C", C", etc., et réunissant tous ces rnomens , leur somme sera exprimée par l’équation
r"« * * J P' (x' coSy' — z' cos *') .y. • *
, -jy. p"'(x" cos -/' -Li; z" cos'/") -f- «te. (64)-.
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Pour obtenir U troisième équation d’équilibre des forces j parallèles, le moment de la force g' appliquée en M', par rapport au plan des x, z, sera g' x M'L' = g,X B'G' = g/yi celui de la force P' cos y' — g' appliquée en C', sera
(P'cOSy'-g')*, : ainsi l’on aura pour la somme de ces deux ., moment
s'y + (■P' cos y' — g') b,.
Mettant pour b, sa valeur, art. ia3, et réduisant, on trouvera
yP' cos </ — z'P' cos e.
Déterminant de même les momens des autres forces parallèles par rapport au plan des x, z, on aura pour la troisième équation de condition ,
P' (y cos y' — z'cosC') ’ *
-h P* (y cos y" — z" cos O1) 4- etc. = o. (65). ’ff-T '
Conditions d’équilibre des forces situées dans le plan des x, y.
Ia 9* ^es conditions étant les mêmes que celles des forces qui agissent dans un plan, il fout,
i°. Que la somme des forces parallèles à l’axe des x, soit égale à zéro; «j d.
a”. Que la somme des forces parallèles à l’axe des y soit égale à zéro ;
3°. Que la somme des momens des forces par rapport à l’origine soit égale à zéro.
Les deux premières de ces conditions donnent lieu aux équations
P' cos -J 4- P" cos t" 4- P" cos am -f- etc. = O . . . (66), **
P' cos 7 -)- P" cos ?" 4- P* cos Ç" 4- etc. == o. . . (67). < ‘
A Uégard de la troisième condition, en considérant d’abord le point C' (fig. 71*), n0Us avons les deux forces. P' cos J Fi(J 1 et P'cos<' appliquée» à ce poiht. Prenant les momens de '
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[■ . ï t'ig. 71*. ces forces par rapport à l’origine A, le moment de la force f • e.P' cos *' sera
Bt *
foi v .
P' cos a' X AE' = P' cos a.' X C'F' = P' cos a’ X b, ;
.V- , ij .» . r * Vf
de même le moment de la force P7 cos £' par rapport à l’origine A sera \ A ' .
P' cos C' $< C'E' = P' cos £' X AF' = P' cos C X a,.
KyV.'l Ces momens doivent être de signes contraires, parce que les
forces P' cos a' et P' cos £' tendent à faire tourner le sÿs-* tème en sens opposé autour de l’origine A. Ainsi en regardant . • Et . . comme positif le moment où entre la force P cos et qui tend à
. 4 . pousser l’axe des y, nous écrirons
. • • ■•'« zA»
jr* y. . 7. „ ’ P cos a' x^, — P' cosS'Xt*,;
BiP' . «mettant dans cette expression les valeurs de a, et de bt trouf ■L* • vées article ia3 , nous aurons
ML
n/ J J z'P' COS S' \ / s'P' COS a' \
Y P' cos y’ — g J \ P'cosy' — g ’)
fi" . « T - • - .
. effectuant les multiplications indiquées et réduisant, on trou- '
• . vera
KÀ' î • * * ■
-> Al- 1
ir r* i
mjrm
y' P' cos a' — x' P' cos C .
Opérant de la même maniéré à l’égard des forces qui sont ap- .. pliquées aux points C'\ C'% etc. , nous trouverons cette dernière équation d’équilibre
, . v>, *. P7 (y' 005 A' — x> cos f' ) ’
-+• p" (y' cos __ x" cos J" j _j_ etc. — o. , , (68).
a3o. On peut écrire ainsi les équations (63), (6/,), (65) ,
L . ZP cos a xz o \ . r
2P cos ff = O J . . (69).
•, 2P ens y * o
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' SP ( y COS a X COS o) = O
ZP ( x cos y — s cos a) = o SP (j cos y — s cos C ) = o
i"ii. Lorsqu’il, y a un point fixe dans le système, toutes ces équations ne sont pas nécessaires. En effet, si l’on place 1* origine en ce point, on voit d’abord qu’il y aura équilibre entre les forces situées dans le plan des x, y , si le système de ces forces ne peut tourner autour du point fixe. Cette condition sera remplie si l’on a jjjà • . _ ,
ZP ( y cos * — * cos C) = o. , v
U ne s’agit donc plus que de trouver les conditions d’équilibre des forces parallèles à l’axe des z. Pour cet effet, soient xt , y, et o les coordonnées du point où la résultante des forcés parallèles rencontre le plan des x , y; en quelque part qu’elle soit située, il suit de la propriété des forces parallèlçs qué le moment de cette résultante , par report à l’un des plans des x, z, et des y, z, est égal à la somme des moraens des forces parallèles par rapport à ce plan ; par conséquent noùs avons
l * R a, = ZP ( x cos y — z COS «), .
R bt = ZP (y cos y — z cos ?].
Pour qu’il y ait équilibre entre les forces parallèles, il faut que leur résultante passe par le point fixe qui est à l’origine, ce qui exige qu’on ait at — o, bt = o. Cette hypothèse réduit les équations précédentes à
ZP (xCOSy — SCOS*) = O,
XP (y cos y — z cos ff) = o. > -
Ainsi lorsqu’il y a un point fixe dans le système, il y aura equilibl% entre toutes 1rs forces, quand les équations (7°) seront satisfaites.
iüa. S’il y a deux points fixes, et qu’on place l’nn des Axes coordonnés daDS la direction de ces points , cet axe deviendra
i*’ 'pe'% +
T\ • sxxxjuue. ... . . •:.'
r. fixe, le système ne pourra que tourner autour, et nous tomberons dans le cas suivant.
i33. Si le système est assujéti à tourner autour d’un axe fixe, en prenant cet axe pour celui des z, toutes les forces qui lui seront parallèles se détruiront, et il ne restera plus que les forces dirigées dans le plan des x, y. Or, pour que ces forces soient en équilibre y il suffit que leur résultante passe par le point A qui est fixe, comme appartenant à l’axe A z. La condition nécessaire pour que la résultante passe par ce point est, comme nous l’avons Vu , qu’on ait
ZP [y cos a. — x cos C) = o!
Cette seule équation suffit pour qu’il y ait équilibre dans le système, lorsque l’axe des z est fixe. * •"
; f ~\'ti A ’ yv M 4,4
i34- Si l’on rendait fixe l’axe des / ou celui des x, on démontrerait de même que pour que le système fût en équilibre, il faudrait qu’on eût. dans le premier cas
;• ZP ( X COS y ZC0S«) = 0, . - .*»' '
et dans le second , * ' <««« **»■<*-■ rm-.-.*-*
ZP(/COSy — S COS o).
135. On a besoin d’une condition d’équilibre dé plus, lorsque le corps peut glisser sur l’axe fixe; cette condition est que l’on ait
SP cos y = o.
136. En comparant la condition d’équilibre d’un système qui se meut autour d’un axe fixe, à celles qui ont lieu lorsque ce système est mobile autour d’un point fixe, on peut énoncer ainsi ces dernières conditions : Il y aura équilibre autour d’un point fixe , si en rendant successivement chaque axe' comme ’fiie , l’équilibre a lieu dans chacun dç cas cas.
137. A Regard des forces qui agissent sur un plan fixe, il ust évident que celles qui lui sont perpendiculaires sont dé-
Vr
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truites par la résistance de ce plan ; donc les conditions d’équi- Fig. 71 libre se réduisent alors à celles des forces situées dans un plan, et l’on a par conséquent _ , '
r* 2P cos « — o , , « •
cos o = o ,
£P [y cos a — x cos S) = o.
i38. Si un corps repose sur un plan et peut être renversé, il faut ajouter à ces trois conditions, celle que la résultante des forces perpendiculaires au plan passe par un point commun à ce plan et au corps, ou rencontre le polygone formé avec les points de contact.
t3g. Nous terminerons cette matière par la solution de ce problème : Trouver l’équation de condition qui doit avoir lieu pour que plusieurs forces situées dans l’espace aient une insultante unique. Il y aura une résultante unique dans le système, si la résultante des forces parallèles à l’axe des z perce » le plan des x, y en un point qui soit sur la résultante des * forces situées dans le plan des x , y . Pour exprimer cette condition, il faut remarquer d’abord que lorsque l’equilibre a * lieu , il existe aussi entre les forces parallèles à l’axe des z. Les conditions d’équilibre de ces forces sont, art. 128 ,
P cos y -f- P' cos y' -f- P" cos y" etc. = o ,
P ( X cos y — Z eps *) -r{-P' (x/ COS y' — z' cos *') -f- etc.=x o,
P (y cos y — z cos C) -|- P' (y' eus y' — z' cos C) -J- etc.=z o.
En regardant la première de ces forces comme égale et directement opposée à la résultante P cos y de toutes les autres, • nous aurons pour déterminer la résultante des forces parallèles,
P cos y = P' cos y' -f- P" cos y" -+- etc. , ' ' 0
P ( x cos y — ‘Z cos a ) = J?' ( x* cos y' — 1 z' cos g.') -J- etc. ,
P (y cos y — z cos C ) — P' (y1 cos y'r— - cos C) -f- etc.
Si le poiut d’application de cette résultante est sur le plan
statique.
îles x, y , soient x,, y t et o, les coordonnées de ce point ; en
mettant ces valeurs à la place de x, de y et de z dans les
premiers membres des équations précédentes, on aura
P cos y = P' cos y' etc. , „
P cos yx, er P' (x' cos y' — 'z' cos «') + etc. ,
P cos yy, 3S P< (7 ■' cos y' — z' cos £') -+- etc.
Représentons par Z le facteur Pcpsy, et par M et 1S les seconds membres de deux de ces équations, elles deviendront t * "• f»4
Z = P' cos y' -f- etc. , ,
Zj/ = N;
d’où l’on tirera
JM
Avant ainsi déterminé les coordonnées x/ét ft du point où la résultante des forces parallèles rencontre le plan des x, y , il faut maintenant exprimer la condition nécessaire pour que ce point se trouve sur la résultante des forces situées dans le plan des x, y : l’équation de cette résultante est, art. i if, •
X > — xY = SP (7 cos « — x cos Q) ; et en faisant, pour abréger , • . /, ,
2P (7 cos * — x cos C) = L ,
elle devient : , r «. J
, . - , X7 — xY=sL;
remplaçant dans cette équation x et 7 par les valeurs de x ; et de y, que nous venons de déterminer, nous exprimerons la condition demandée , et nous trouverons
XN
MY
chassant lés dénominateurs et transposant , nous aurons enfin
DES FORCES QUI AG1SSEMT DANS I.’ï.SP ACF. *5
-f . XN MY . . i* (7 i ■ - ' ; ; ;
Lorsque cette équation sera satisfaite , les forces se rc ch liront à une seule résultante, hors cependant le cas où l’on a
140. Dans le cas où toutes les forces agissent dans un même plan, et que ce plan est mobile autour d’un point fixe, l’é- liquation (71) est nécessairement satisfaite, car les quantités N>
et M qui représentent la somme des momens par rapport aux plans des x, 2 et des y, s, étant milles, ainsi que la quantité Z qui exprime les composantes Pcosy, P' cos y7, P" cos y", etc., • il en résulte que la condition exigée par l’équation (7 1) , pour qu’il y ait une résultante unique, est remplie.
14 1. D’après ce que nous avons vu, art. 114, les équations X — o et Y==o expriment la condition que les forces situées dans le plan des x, y, peuvent se réduire à deux composantes -R/ et R" égales et agissant en sens contraires.
Par un procédé analogue , on pourrait aussi réduire les forces parallèles à l’axe des 2, à deux forces Z' et Z" égales et agis- t sant en sens contraires. Ainsi dans le cas où l’on a seule-
mentX=:o, Y=o, Z = ô', le système de toutes nos forces . reviendra à celui de quatre forces R', R", Z7 et Z" qu’on pourra réduire à deux forces égales et dirigées en sens contraires. (Note cinquième.) * f 1 \
Thcorfc dit p/a f principal , et analogie qui existe entre les projections et les momc/ni
1 4a. La théorie du plan principal , qui présente des analogies si frappantes avec celle des momens, est trop utile daus les hautes questions de Mécanique, pour que nous la passions sous silence; olle repose sur un thearème'-qui est démontre dans mes Klémon» de Calcul intégral la note dont voici l’énoncé : La projection d'une surface plane sur un plan est égale à l’aire tic cette surface multipliée par le cosinus de son inclinaison. ’ ( Note sixième. )
fiïï-
Fig. 73
■ Il suit de ce théorème que si l’on nomme y l'angle formé par deux , plans, et x 1 aire d’une snrface renfermée dans le premier plan, la projection de cette aire sur le second plan aura ponr expression x cos y, Or on sait (note srptième ) que l’angle y formé par deux plans MF et EN • (fie- 72)> 6(; mesure par deux perpendiculaires qui, partant d’un même point C, sont abaissées sur chacun des plans. Lorsque l’un de ces plalis EN, par exemple, est celui des x, y , la perpendiculaire AH qui lui est relative devient parallèle à l’axe des /. Donc l’angle formé par le plan' MF avec le plan des x, y, a pour mesure l’angle compris entre la perpendiculaire BK qui lui est menée, et la parallèle AH' à l’axe des t.
En général , si l’on nomme a, S, y , les angles qu’une perpendiculaire au plan donné forme respectivement avec les directions des axes deyx, des .r et des s, ces angles mesureront toujours les inclinaisons de ce plan avec les plans des y, z, dosa-, z, et dosx,^-.
" >43. Soient maintenant »,î, >, et ,, les angles formés res-
pectivement par deux plans quelconques avec les plans coordonnés, et que, d après 1 article précédent, on connaîtra en mesurant les angles que chacune des perpendiculaires aux plans donnés fait avec les axes coordonnés. Les cosinus de ces angles, introduits dans une formule qne nous allons bientôt employer, nous mettront en état de conclure immédiatement la valeur du cosinus do, l’angle y qui est formé par ces deux plans; c’est celle formule que je vais démoutrer de lu manière suivante par un procédé nouveau. ‘•T < 1 rJPW
Menons par le point C (fig. 73) les droites CA, CB, perpendiculaires & nos doux plans, ces droites comprendront entre elles, comme nous l’avons vu, un angle égal à l’anglo y qui existe entre nos doux plans; prenons ensuilo les parties CA et CB égales ; représcntons-les l’une et l’atrtre par r; menons par les extrémités de ces droites la ligne AB; et, abaissant sur CB la perpendiculaire AE, nous aurons
CA cos a =CE = CB — EB.
pu T '
re$)S y r EB. . . (53). »'
Pbur déterminer EB, abaissons la^erpcndîcirlaire CD sur’ lé milieu du AB, les triangles rcctanglrs CDB, ÈÀB qui ont un angle commun B, sout semblables et donnenEla proportion
ou
donc
CB : BD “ AB ; EB, rî^;:AB:EB;.
•t • ‘Mr
T Hf*
EB= - AB; J
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Substituant cetto valeur dans l’équation (72), nous aurons
r cos f = r — • ~ : AB* . . . (73).
fl ne 8’a0il P,us que de trouver l’expression analytique de AB*. Pour cela, nous remarquerons que les droites CA et CB faisant avec les axes rectangulaires des angles «, C, y, et ,, », les projections de ces Adroites seront respectivement (art. 47) r cos «, r cos C, r cos y, et r cos «, r cos s', rcos»"; d’un autre côté, si nous appelons X, Y et Z les coordonnées du point C, celles du point A seront : *
'.?J X 4 r cos « , Y + rcosf, Z + rcosy,
et celles du point B seront
TW »' ,X4/cos», Y -f. reos»', Z + rcost";
substituant ces valeurs des coordonnées des points A et B dans l'expres-' aion du carré de la distance de deux points x’, /} r', ét x", y*, z", qui , comme on sait, est ’ ’
nous trouverons ’ - r- . v -
AB* = (r cos a — r cos »; » 4. (r cos C — r cos «')• 4 (»• cos y — r cos ,*).■ ;
mettant le l’acteur commun r en dehors, et développant, nous aurons
AB* = r* (c«u* a -f- cos* f cos» f )
-1- r* (cos* 1 -f- cos’ .'4. cos* »“)
* 2r 3 (eus ■ cos a -f- COS ir COS C 4- cos » * cos y). .
La somme des carres des cosinus étant égale à l’unité (art. do), cette équation se réduit 4
AB* = 2r* - ar* (cos » cos * + cos »' cos 6 4 00s »* cos y)j
mettant cette valeur dans l’équation (73), réduisant et supprimant le facteur commun r, on trouvera -.A. *
j» .* ^ T Sik » ^ i^.’ 3», A'mfi
. cos p-s cos I cos * 4 cos »' cos C 4 cos i* cos y... (7.}).
144* Si l’OD0le f est droit, cos f = o, et l’équation devient ' c0* tasos x 4 cos »'cos C 4 cos •" cos y ~ o.
i45. La formule (74) va nous conduire Üun théorème fort remarquable suçles projections. En effet, soient deux plans dônt'le premier fait avec le» plans coordonnés des angles a, b, c, et dont le second fait avec les mêmes aXiv. dos angles a, C, y ; nous mirons, d’après la forrmile(~ i '
' fl : , - '
7 8 Statique.
pour le cosinus y de l’angle formé par ces plans , l’équation suivante,
•» eos o — cos a cos x -f- cos b cos C 4- cos c cos y.
Or , si l’on représente par x une surface plane renfermée dans le premier plan, et qu’on multiplie l'équation précédente par x, on aura
x cos ç = x cos a cos x 4- X cos b cos C 4- A cos e cos y. (?5).
Le produit x cos est, d’après l'art, i+i, la projection de l’aire x sur % le second plan, et les produits x cos n, x cos b, x cos c, sont de meme les projections de l’aire x sur les trois plans coordonnés.
146. On peut déduire do l’équation (j5) l’énoncé de çc théorème j •
La projection d’une surface plane' x sur un plan est égale à la somme des projections sur chacun des plans coordonnés, multipliées respectivement par les cosinus des angles x, C, y, qui mesurent les inclinaisons du plan de projection sur les plans coordonnés- Go théorème prend un nouveau degré de généralité, lorsqu’au lieu d’une aire x projetée sur un plan , on considère les aires x, x', x", etc., placées dans différens plans, et projetées sur un plan dont lés inclinaisons sur les plans coordonnés sont et, C, y; appelons ce plan de projectiot*, C, y, pour’ éviter les circonlocutions , et nommons
‘ J fc, inclinaisons de faire x i / "J"" *» *’ ?’ / ‘ ""
a, b, c; J T l tes plans coordonnes;
_< . . f sur le plan a, C, y, et sur
f lCS inC,"miSOnS ‘ ‘î les plans coordonnés;
«i 1 , ,, f sur le plan a, C , y, et sut
a",h",c"; ] "‘el, nuisons de latrex | Us plans coordonnés.
etc.. etc. °t0 .
Opérant comme nous l’avons fait pour l'équation nous aurons^
en écrivant celle équation la première,
'i cos? =xcosacosa + i tesl T»s C 4- x eos c fbs y , ^
> x' COS y' = X eos a cos * -f x' cos b’ cos C H- x' cos < ' cos 3 ,
x' «oSl" = x" cos «" cos a -*■ x" cos J“ cos C !+gRN c* cos J-, \ f. V
Si
x' eos »T = x"
-etc. L' etc.
etc.
etc.
Ajoutant ces équatious pat ordre de colonne, notis trouverons
(x cos y + x' cos -/ 4- X" eus y 4- 0tf$. « y wPffljB
-= (k cos a 4- x' cos ci 4t x" cos a" 4- etc.) cos a Ç •
4s (x ros A 4- x'cos !/ 4- x" cos A" 4* etc.) cos i 1 ‘ ’ 1 ‘
-4- \x cos o 4-x^co$ c'4-x" cosfc"4- etc.) cosy
«Br
I,,. premier membre de cette equ «lion’ est la somme des proj'V! om> d,
¥ ■ de*
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aires x , A, etc. , sur le plan a , C, y ; elles termes renfermés ontre les parenthèses désignent les sommes des projoctions des mêmes aires sur les plans coordonnés.
Par conséquent l'énoncé du théorènié de l’art. tj6 ne subit d’autre modification , pour le cas présent, si ce n’est que la surface qui doit être projetée sur le plan a, C, y , au lieu d’être l’aire x, se compose de plusieurs aires x, x', x", etc., placées dans divers plans, ce qui est bien
plus général.
’ 4 7 Pour simplifier la dernière équation , représentons par P la somme dos projections des aires x, x', x", etc. , sur le plan <* , C, y, et par A, B, G, la somme dos projections des aires x, x', x", etc.\, sur les trois plans' coordonnés, l’équation précédente se réduira 4
P = A cos a 4- B cos C ■+■ C coiy. . . (77). - .
148. II est à observer que quand on prendra la somme deR aires, comme les cosinus qui entrent dans leurs expressions sont positifs ou négatifs , suivant que les angles a, J, e; , b’ , c' , a" , b“ , c" , etc., sont moindres' ou plus grands qu’au angle droit, ces sommes se changent quelquefois en différences. C’est pourquoi, dans l’énqhco du théorème precedent , nous ne devons entendre, par le nuit de somme, que la somme algébrique des projections.* *;*
vuA * _• . ••
1 -Î9- Supposons donc qu’on projette ensuite les aires x, x', x", ytcS, sur deux antres plans qui forment avec les plans coordonnés des angles u'i £ ; / ) ct C*, et que l’on nomme •P' et P" les projections de x-fx' + x",otc. , sur Jes plans^'.É', y', et a", C,y", on aura, en y comprenant j équation (77) que nous^crirons'la première, et en désignant toujours par A, B, C, plans coordonnés, •-
» projections d cx + x' + x", etc. , sur les
P — A cos x -f- B cos S -h C ros y, P' = A cos a.' 4- B cos f'q-C cos y‘ P"! — A cos a" -j- B cos C" -+- C Cos 7
t5o. Si les plans de projection P,l", P" sont rectangulaires, il en sera du même de leurgjntersecUons, qu’on pourra regarder comme trois axés rectangulaires qui se rencontrent en un point 0. Par conséquent, en ..représentant par OP, par Gy/ et par Os’ ces trois nouveaux axes, ils seront respectivement perpendiculaires aux nouveaux plàns coordoupésj mais les 'axes des x, des y et des c l’étaiont aux_anciena, Jonc les. angles formés par ces anciens axes avec Tes nouveaux mesureront les inclinaisons lies anciens plans coordonnés sur les nom eaux. Ces ii clinaisons sopt, par 'i.ypqlhésc , a. f, 7 , a.'., C', c .
Digitit«fi
comme chacun dea anciens axes correspond aux mêmes lettres grecque», quoique différemment accentuées , cela suffira pour nous faire reconnaître que
L’axe des X fait avec les nouveaux des angles sl, a', a", J jj(-
L’axe des y fait avec les nouveaux des angles C, £' , C,
L'axe des z fait avec les nouveaux des angles y, y , y“ J
par conséquent il y aura entre cos nouveaux axes rectangulaires (art. 4fi) les relations suivantes,
cos* oc -I- o^* x 4- cos* x — cos* C -I- cos* f' cos» C— cos» y -f- cos» y' 4- cos
D’un autre côté, en considérant 4 part ces nouveaux axes rectangulaires, on verra que l’angle formé par deux d’èntre eux sera droit, et que le premier membre de l'équation (;4) se réduisant à zéro, nous
aurons - 4.V PA»-. .
cos x cos è 4- co.s a.' cos C’ 4- cos a” cos C" cos a coa y
> a. COS y 4- COS x COS y -+- cos a" cos y t= O , i C cos y -4- cos C cos y' 4- cos f" cos y" = o .
i5i. Si l'on ajoute ensemble les carrés des équations (78), qu’on fasse 4* la réduction au moyen des équations (79) et(8o), et tju’on rassemble las termes affectés des mêmes produits des quantités A, B, C, on trouvera
P* -f- l** -tj:P"’ = A* 4- B- -f- C».. 81);
ce qui noos annonce que la somme des carrés des projections des aires x, x', x*, etc. , sur trois plans rectangulaires, est toujours la même.
i5a. Nous allons tirer des conséquences importantes de ce théorème: • résolvant l’équation (81) par rapport à P , fin trouve
La plus grando valeur que puisse comporter ce radical est évidemment lorsque 1" et P" sont nuis. Dans ce cas , la somme P des projections de - x4-x' 4-x", etc. , sur le plan dont les inclinaisons sont *, f, y, parvenue 4 sou maximum , sera donnée par l’équation
P x: \/ A» -4- B* -pCv . . (8i).
Or, les angles étant ceux qui sont formés par Han rien
axe des x avec les trois nouveaux axes qui sont rectangulaires , on doit
•voir f *
THÉORIE DU P LA If PRINCIPAL.
A = P cos a + P cos «' + PtîOB #**; -
«•n considérant les autres angles, on obtiendrait de même ‘
B = P cosf -f- F cosf' P" cosf", c — P COS y -K P' cos y + P'' cOs y" (*).
Par conséquent, dans l’iiypothôse actnelle de F = o, et de P*=o, les équations précédentes se réduisent k
A = P cos « , B = P cosf, C = I^>s y. . . (83) ; ce qui donne
cos« = p,
cos f ‘ :*=
COS y = p-
Et en mettant pour P sa valeur donnée par l’équation (8a), on aura
cos a —
cos y =
VF+F+c’
cogf
Telles seront les inclinaisons du plan et la plus grande projection, ou plan princifÿh
On voit que la détermination de cé plan ne dépendant que des angles dont nous venons de donner la valeur, tout plan parallèle à celui-ci jouit de la même propriété.
, ,5f ' °n démontre encore que la somme des projections des aires x , x , etc. , est la même pour tous les plans également inclinés sur lé p an principal. En effet, soit Q la somme des projections sur un plan quelconque qui ait », b, c pour inclinaisons avec les plans coordonnes; si nous représentons toujours par A, B, C, les projections des memes aires sur ces plans coordonnés, nous aurons
Q = A cos a -p B cosi + C cose;
mais si «, C, y désignent les inclinaison» du plan principal, les équations (83) qui sont
A = f cos», B ^ P cosf, C = P cosy,
(*) On peut déduire immédiatement ces équations des équations (j8), en multipliant la par cos a, la a» par cos»', la 3« par cos a", et en réduisant la somme à l'aide de l'équation cos ■ * 4- cos* »' -f- cos* t et dffs <1 “•Otites multipliées par B et par C, qui sont iiulles.
Éli-m . dp peannj ut g
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réduiront l’équalion précédentes ‘ '
Q = P ( COB a cos St -+■ cos b cosC -f- cos c cosy,).
La quantité renfermée entre les parenthèses équivalant au cosinus île l'angle formé par le plan principal *, C, y, et le plan quelconque u, b, c, si nous nommons 0 cette inclinaison, nous aurons
Q = P cos fl ,
et comme P représentât somme des projections sur le plan principal, qui , art. t5a , est P = ÿ A.* -+■ B’ -f- C* , nous obtiendrons, en restituant celte valour,
Q= l/A* H-B*-*-C*.cosfl... (85).
Or, les projections A, B, C restant les mêmea-.'pour tous les plans également inclinés, il suit de l'équation (85) que la valêfir de Q, c’estai-ilire la somme des projections sur un pfan , sera la même pour tous les plans qui formeront le même angle avec le plan principal.
On voit, en outre, que cette somme croit ou diminue proportionnellement à cos 0.
i5$. Enfin, on peut remarquer que, pour tout plan' perpendiculaire an plan principal, la somme des projections est égale à zéro; car l’hypothèse de 0= too° annulant le second terme de l'équation (85), donne Q = o. ,
i55. Tous les théorèmes qui viennent d'être démontrés sur les projections et sur le plan principal peuvent s'appliquer aux momens. En elfet, plaçons le centre des momens à l’origine âes coordonnées, et supposons que le plan oc, C, y passe par cette origine; si par les points d’application des forcesèt dans leurs directions , nous prenons des droites proportionnelles à leurs intensités, nous pourrons représenter ces droites par les lettres P, P', P", etc. Cela posé, la centre C des momens peut être regardé comme le sommet des triangles dont P, P', P", etc. , seraienHes bases ; les projections de ces triangles sur le plan a, C, y, et sur les plans coordonnés , seront d’autres triangles qui auront pour bases les projections p, /, p", etc. , dos côtés P, P'fP" , etc. ,et pour hauteurs les perpendiculaires h, h', h", etc., abaissées du centre C sur les droites p, p', p", etc. ; de sorte qu’en substituant ces valeurs dans, inéquation (76), qoi revient à ™
_ : , / projections sur les plans \
S ( projections sur Ir plan n, C, y ) = 2 ( coord, mullip. respectif. J ,
\ par les eosin. des inclin. J
elle m changera en
AV
THLORIE 1KJ PLA# PRINCIPAL.
-, / projections sur les plans
^ T P h ■+• \p h" + etc. = x I coord, multip. par lit
\ cosin. dés inc lin.
Le second membre contenant des produits analogues, on voit qup i sera facteur commun ; donc, en le supprimant, le premier membre de celle équation se réduira à *t»
ph -f- p'h! -f- p"h" etc.
®r> P y Pt ’p’y etc., étant les projections des droites P. P', T", etc., les produits ph, p'h', )pi" , etc., seront les momens des -droites p P, /P, etc. , pris par rapport à l’originOi Ce qne nous disons du prêtmier membre de l'équaKon (86) pouvant s’appliquer au seeond , on voit que la somme des momens des projections des forces sur le plan a, C, y , qui, passe par ^origine, est égale aux trois sommes des momens des projections des mêmes forces sur les plans coordonnés , multipliés respectivement par les cosinus des inclinaisons
t56. En faisant des substitutions semblables dans l’équation (8l) , on trouvera de même que les sommes des carrés des momer.s de différentes forces, par rapport à trois plans rectangulaire^, est constante.
Les équations (83), à leur tour, nous feront connaître la position du plan pour lequel la somme des momens est le plus grand. Enfin, l’é-r quation (8a), modifiée dans le même sens, nous formera la voleur de Ig^omme dq» momens sur le plan prûicipal. * a
l)u centre de gravité.
1 J7* foutes les parties de la uiatiere s<>^ soumises une force qui les entraîne vers la terre perpendiculairement à sa surface. Cette force est la gravité ou pesanteur.
La terre étant presque sphérique, les directions des différens points matériels qui la composent concourent à peu près à son centre; et comme ce centre est très éloigné de la surface de la terre , on peut , sans erreur sensible , supposer ces directions parallèles. , ' î" . A
i58. ,On a observé que lorsqu’on s'écartait du centre de la terre ? la pesanteur diminuait en raison inverse du carré de la distance qui se trouve comprise entre ce centre et le lieu où
l’on est» Par exemple , si un corps est placé àfilne «èstanee du centre de la terre, prise pour unité, *t qti’il soit ensriitè' transporté à des distances représentées par les nombres a.
3, 4, etc-, la 'pesanteur deviendra sacpes&iyemeot. p»
— , etc., oie - , été. , <tÿ ce Qu’elle était, lorsque le
corps se trouvait à l’unit? de distance. v
1Ü9. La terre étant aplatie vers les pôles, et renflée à l’équateur, il. suit de là (ju’en' allant vers les pôles , on fc’approçJÿe du centre de la terre, et que pAr eènséqucnt la pesanteur doit augmenter d’intensité. Nous verrons, lorsque nous parlerons de la force centrifuge, qu’il est une antre cause qui fijit que l’intensité de la pesanteur est plus grande au pôle qir’en tout antre lieiÇ ■.
160. pesanteur transmettant son action à toutes les molécules d.’un corps, les soumet donc à des forces dont on peut regarder les directions comme parallèles; la résultante de toutes ces forces 9 qui est égale à leur somme , constitue lepoîds du corps.
11 suit de.cette définition que dans les corps homogènes , Ite poid^Sortt propoctionrtelsA Jeitrs volumei. «j
161, La densité d’un tariras^ est la plus ou moins grande quantité de nuitée qu’il renferme sous un volume donné. On a pris pou^pnité tic densité te gramme, qui est la quantité de matière .que- contient te centimètre cube d’eau distillée au maximum de la condensation. Si l’on compare te gramme aa centimètre cube d’une «fttre- substance que l'eau distillée , ce jCentimèJtre cube renfermera le gramme «un nombrrnde fflis qup jg représenterai par a et -qui, suivant le. cas v sera aïK dessus ou au-dessous de 1’unité. @3 coefficient^ est ce qu’on appelle la densité, de la substance à laquelle il le rapporte. Par
exemple, si ç est la densité de for, nous aurons' l'éqn^ti.oii ,
ion Centimètre cube <Tor^=z ç ">< tn gramme ;
DU OEM TRIS DK GRAVITÉ.
d’où nous tirerons . - - ' ' . • ; * * . '
: ’ ♦ un centimètre cube d’or
»-• un gramme • <. . ».
16a. Jusqu’à présent nous n’avons considéré que la matière comprise dans le centimètre cube que nous avons pris pour unité de mesure ; mais si nous voulons évaluer la quantité de matière comprise dans un corps homogène.dont le volume V est donné , il faudra répéter le nombre ; de grammes renfermés dans l’unké de mesure, autant de fois que le volume V contient d’unités, ce qui nous donnera l’équation
M est ce qu’on appelle la masse y on voit que c’est la quantité de matière renfermée dans un corps..
i63. Si la pesanteur ne variait pas d’un lieu à l’autre, le poids d’un corp# pourrait en représenter la masse; dans ce cas, il serait permis de poser l’équation
mais si en transportant la masse M à une autre distance du centre de la terre, le poids P change d’interfsité, il faudra, ]K)'ur maintenir l’égalité dans l’équation précédente, multiplier M par un certain coefficient que j’appelerai g ; de sorte que nous aurons l'équation
P~M ff... (%);
et alors g sera un coefficient dont la- valeur se modifiera suivant le lieu où le corps sera transporté , tandis (pie M sera toujours constant et représentera le poids du corps dansde lieu qui se rapporte à l’équation (88) ; 911 , ce qui est la même chose, dans le lieu où ce coefficient g est égal à l’unité.
Ce coefficient g est la mesure de la pesanteur. ifi/4. Des deux équations (87 J et (88) ou tire celle-ci ,
STATlgUC. .
ce qui nous indique que le poids varie proportionnellement à la pesanteur g, à la densité ç et au volume V du corps.
i6fr. Par exemple, ' la peflpnteur et le volume étant les mêmes dans deux corps, celui dont la densité serait n fois plus grande, aurait un poids n fois plus grandi
Dans un même lieu, la pesanteur étanf constante, g aura la même valeur pouichaqtie poids.
166. Si à différens points liés entre eux d’une manière invariable, et dont les coordonnées sont respectivement x, y, z ; x7, y', z'; x", y", z" ; etc.’, on applique les poids P', P", P", etc., en considérant ces poids comme des forces parallèles, nous pourrons, art. 80 et 81, déterminer les coordonnées x,,yt, z, du centre des forces parallèles, et nous auron»
_ Px + PV -f- P"x" + etc.
X/— P + P' + P" + etc. *
. St ■ . •• v 1
P + P' 4- P" + etc.
Pz 4- PV 4- P"z" 4- etc.
P 4- P' 4 P" 4 etc. ’
167. Lorsque les forces, comme dans le cas présent, agissent par l’effet de la pesanteur, le centre des forces parallèles porte le nom de centre de gravité. Soient m, m', m", etc., les masses qui correspondent aux poidt^P, P', P", etc., on aura
'P = mg, P' = m'g,'p*v±m"g:
en substituant ces yaleurs dans les équations préçédentes , et en divisant les deux termes de chaque fraction par g , on ob-
t^eqdra
rhx 4- m'x' 4- tn" x" 4- etc.
m 4- >» 4-rw»" 4- etc.
,ny 4- m'y' 4- m'y” 4- etc.
m4"i'4 tn" 4- etc.
mz 4 \tn'z' 4- m"z" 4- etc.
■ etc.
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ce qui nous apprend que la position du centre de gravité est indépendante de la pesanteur. ,v
168. Si les corps sont d’une substance homogène, en appelant ç leur densité, et », v', v" , etc., leurs volumes, on aura, art. 16a , • . t ‘ .
» m — vç ,, . m’ = »’( , m" == »"( , etc. ;
et en opérant comme précédemment , on trouvera
• 1 vx -f- vx' -jr v"x" -f- etc. ■
X‘ » -f- »’ -f- «/' -f- etc. ’ vj-h»'/ +v"jr" -j-etc.
• v -f- 1/ -1- »" -f- etc. ’
• vz -f- v'z' -f- v"zà -f- etc.
* Z ' v -f- »' -f- v" 4- etc. ’
et en nommant V le volume de tout le système , ces équation* deviendront ,
vx + v'x' -f- etc.
v.y 4- c'y' -f-’etc.
vz 4- v'z' -f- etc.
169. On peut déterminer, par une expérience, le centre de gravité d’ün corps, de la manière suivante. On suspend (fig. 74) ce corps à un fil CA, et le prolongement AB de la Fig. 74. direction du fil passera par le centre de gravité. Pour connaître ensuite sur quel point de la droite AB est situé le centre de gravité, on suspendra le corps par un autre point, et la verticale EF dirigée suivant le prolongement du fil , devant contenir le centre de gravée , il sera au point d’intersection G de ces deux lignes.
Dans cette expérience , le corps n’étant retenu
celui de ses points auquel est attaché le fil , il faut que la résultante passe par ce point; et comme elle est verticale, sa direction est celle du fil.
Fig. 56. I7°- Le centre de gravité d’une droite AB (fig. 7 S) est à
son milieu C; car en la considérant comme chargée de points matériels pesans, chaque molécule m située d’un côté du a point C, correspondra à une' autre molécule m', également
distante de C; par conséquent les momens m X Cm et m' X Cm' seront égaux. Ce que nous disons des molécules m et m' pouvant s’appliquer à toutes œlles de la droite AB , prises deux à deux, il en résulte què la somme des momens de toutes les molécules , par rapport au point Ç,, est égale à zéro ; donc le moment de la résultante sera nul , et par conséquent la résultante passera par le point C qui se trouve au ■_ milieu de la droite AB.
Fig. 76. 1 7 1 • Le centre de gravité d’un parallélogramme AD (fig. 76)
est à Intersection G des droites EF et HK qui partagent les côtés parallèles en deux parties égales.
En effet, si l’on conçoit que toutes les molécules du parallélogramme soient disposées sur des parallèles à AB, les centres de gravité de toutes ces parallèles se trouveront Sur la droite EF qui passe par les milieux E et F des côtés opposés CD et AB; car EF coupe toutes ces parallèles en deux parties égales. Il suit de là que le centre de gravité du parallélogramme doit se trouver sur EF. On prouverait de même que HK , qui divise CAfct DB en deux parties égales , contient ,iussi le centre de gravité du parallélogramme; donc ce centre de gravité est au point d’intersection G des droites EF et HK.
rça. Le centre de gravité de l’aire d’un , triangle ABC Fio. ('fig- 7-7 ) se trouve en menant une ligne CD sur le milieu deia base AB, et en prenant la parÿe DG égale au tiers de CD. Pour le démontrer, on va d’abord faire voir qu’il est sur cette droite CD. En effet, CD passant par les milieux de toutes les
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parallèles à Ali , contient le centre de gravité de l’aire du triangle : il en est de même d’une droite AE qui passerait par" le milieu de CB ; donc le centre de gravité de l’aire dn triangle est au point d’intersection G de ces droites. Il reste à prouver que G est au tiers de CD, à partir de la base. Pour cela, ayant mené la droite DE, les triangles ACB, DEB sont semblables ; car les côtés BD et EB étant lés moitiés de AB et de CB , ces triangles qui ont un angle compris entre deux pôtés proportionnels, sont semblables; d’où il suit qne DE est parallèle à AC ; donc les triangles ACG et DEG sont aussi tâÿ. blablcs et donnent
•jf-
donc
CG s; GD
et par conséquent , CD
d’où l’on tire
AC : de : : AB : bd
CG = aGD;
ou CG -f- GD ;= 3GD ;
GD = t CD.
173. Trouver le centre de gravité d’un polygone. On le décomposera (fig. 78) en- triangles; et nommant a, a', à", etc., les aires ABC, ACD, ADE, etc., de ces triangles, on .regardera «, a’, a", etc., comme des poids appliques aux centres de gravité G, G', G", etc., des triangles ABC, ACD, etc. Le centre de. gravité de l’aire ABCDA se trouvera par la proportion
«-+-<*' : GG' : G'o. ’ . *
TT
On cherchera ensuite le centre de gravité K de l’aire ABCDEA, en déterminant la résultante de a -4- a' agissant en O , çt de a" agissant en G". Pour cela on établira la proportion ‘ . *V
n + n'+a" \ a" ::‘OG" : OK,
et ainsi de suite.
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174. Le même problème pourrait aussi se résoudre par la considération des forces parallèles. En effet, soient x, et /, les Fig- 79- coordonnées du centre de gravité du polygone (fig. 79) : la théorie des forces parallèles nous fournit ces équations,
* Rx, = Px 4- P'x' -f- P"x" -f- P'V',
R_r, = py+ py 4- ?y+ vy°:
Nommons toujours a, a', a ", etc., les aires des triangles ABC, Ad), ADR, XEF, etc., nous aurons- '
. V P xrn, P' = fl', P" = a", P- —
et les équations précédentes nous donneront
R ~ a 4" n" -f- *riw,
. ax + a’x’ + a"x" +
Ayant donc pris ensuite OP r= xt, on mènera la parallèle PGrr yt à l'axe des .y, et le point G sera le centre de gravité.
#751 Trouver le centre de gravité du contour d’un polygone. 'On opérera comme précédemment , en remarquant que le centre de gravité de chaque côté étant à son milieu, on peut regarder les milieux des côtés du polygone comme chargés dé poids proportionnels à ces côtés.
Ï76. Trouver le Rentre de gravité d’un arc de courbe plane.
Fig. 80. L’élément mm' d’un arc de courbe plane (fig. 80 ) étant {/ de r» + dy2, on peut, à cause que cet kre est infiniment petit, regarder son centre de gravité comme placé en son milieu o, et mettre les coordonnées x et y dn point m à la place de celle du point o ; par conséquent , le moment de mm', par rapport à l’axe des x, est
OU CENTRE UE OBAV1TE
., » op X mm' =syÿ dx* + dy1, - • v.'
et par rapport^ à l’axe des y , -
r oyX mm
: x\/ dx* -+- dy *.
Nommant xyet y, les coordonnées du centre de gravité , et s la longueur dej’arc MM', les momens de cet arc, -par rapport à chacun, des axesj seront respectivement si, et sy, ; ces momens devant étte égaux à la somme des momens des élémens, nous aidons
. sï , =fy\/ ~{xl + dy1, X
sx, ~ fx l/ dx1 ■+- dy1, , .
e*t la longueur de l’arc Ml^J' sera donnée par l’équation
0 s — f y/ dx2 + dy2 . f
177, Cherchons, par exemple, le centre de gravité d’un arc de cercle RO (fig. 8 m). Pour cet effet, on disposera 1<% Fig. 81. axes coordonnés de manière que cet arc soit partagé en deux parties égales par l’axe des abscisses; alors le centre de gravite de l’arc BO sera sur cet axe, et l’on aura y,— o. Pour le démontrér, remarquons que les centres de gravité g et g' des arcs égaux BD et DO devant être^disposés symétriquement à l’égard de l’axe des ar v il faut que le centre de gravité G de l’arc toftl BO soit sur l’axe des x, au milieu G de gg' . Il ne s’agit donc plus que de connaître l’abscisse \G—x, du centre de gravité de l’arc BD, puisque cette abscisse doit être la même que celle du centre de gravité de l’arc BO. Or x, est donné, art. 176, par l’équation
sx, r=?/x|/ dx%r\- dy1. . . (90).
Pour intégrer le second membre de cette équation , nous allons chercher à le réduire à une seule variable au moyen de l’é-
Fig. Si.
9* ' . statique. vfc
quation du cercle qui est W . ■
.wpr*- i / * ■*
• fol); '
diflférentiant cette équation , nous trouverons, en supprimant le facteur Commun.,* ;
/ *•' • ./» -v ' J*(r— — xdjc* s ; *
d’où nous tirerons • • # ; •
et en substituant cette valeu| d«hs la formule \/ dx* dy1 1 nous obtiendrons *\ 4 ' , -
l/^1 + <r’ .rfr*î " 4
réduisant au moyen de l’équation foi) et extrayant la racine carrée, aura ' * , ) À •' ,
• - 4 /.d^+<fy*= .* a =' ^
substituant cetté valeur dans l’équation (90), intégrant et représentant par B la constante arbitraire, nous trouverons
yi \/dx? -\-dy* ~ ay -f- B .. foa). *
Nommons c la' corde BO , ét cherchons l’arc soutenu par cette cbrde. Pour cela, il faudra prendre l’intégrale entre les limites ï = t*c et y = — ^ c. L’arc s’étendant de O en B, cette intégrale^ doit di|re - nulle au point'©, déqt l’ordonnée est y — — | c.^Cette hypothèse réduit l’éqyation (9a) *à ,
. , o = — | ac + B :
éliminant B au moyen de l’équation (9a), on obtiendra
fx 1/ dx* + dy1 = ay + j ac ;
faisant y = \c pouf -prendre l’intégrale définie depuis le
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poipt O jusqu’au point B, on obtient
1 • • "W* V ,lx* + <ty' — ne ;
substituant ce^te valetpr dans l’équation (90) , on trouvera
r ■ ■ s*, = rtc,
d'oii l’on tirera *
r/ivn» confL.
^ .rrtj on X corde
qt't hons apprend qaeVabsérs*: thi Centre dç gravité est une qaâtHème^rdportionmke Ij^arc, au ram,/ et à h, corde.
178- Pour trouver le centre de gravité d’une pyçqriiàé triangulaire, on#nènera par le sommet et par le centre de gravité de ,1a hase, une droite AG(fig. 8a et en prenant pi(; GO = A AG, lë point 0 sera le centre de gravité de la pyra-
. • •*', - irl,
, %#ur'- 4£*>ntrer , Wjgiûons que oatte pyramide*®?1 *
partagée en tranches parallèlejà la base BCD ; la drV>it« AG passant par les centres de gravité de toutes les tranches, contiendra le rentre de gravité de lu pyramide; De même par le sont- 'met D de l’angle D, et par le centre de gravité G' de la face opposée ABC, menons la droite DG' ; cette droite contiendra le centre de gravité de lu pyramide; par conséquent lorsqu’on aura prouvé que ces droites se rencontrent en un point O, on pourra conclure que le centre de gravite cherché est en ce point. \ -m-, ’ 5 *y* !'.*%• ,
Or pour démontrer que lès droites AG et DG' se crmpent en. un mime point, il suffit de remarquer que ces droite»., ayant chacune leurs points extrêmes situes dans le plan AED, elles y sont comprises V une et l’autre, et par conséquent elle» doivent se rencontrer en un point O. _ ^ ' ^
Ponr déterminer ce point, menons la droite GG' ; les triangles G'fcG et AMJ sont semblables ; car ils ont nn angle commis outre deux, côtés proportionnels , vu que EG == A'Ep ,
et que EG' { EA; donc GG' est parallèle à AD. Cela pose ,
a- cause des triangles semblables OGG' et OAD, on a
GG' : ad :: GO :.oa;
les triangles semblables EGG' et EAD nous donnent aussi
• w : ad : : eg T ed. :* "
* fc* ‘ -*U *. . •.
En comparant les seconds Tapports de.ces proportions, «b en conclut cette troisième, .* -J ' * . i *
v vv • .• .. »V **fr.*±X -
v go.: oa :: eg : El) : îj* -
donc ■ • \
’\ : v 300 = OA;
, bn à > •. >V
' ajoutant GO de part, et d’aütre ,
GO => OA ’+■ GO ^ AG
% wVtfc- -j»
179. En général, le centre de gravité d'une pyramide po- 8J lygonale ABCD (fig. 83) est au quart de la droite SF, qui, du centre de gravité de la base, est menée au sommet de la pyramide. Pour le démontrer, ayant pris FO= j-SF, et mené par le point 0 un plan parallèle à la base de la pyramide*, ce plan contiendra le centre de gravité. En elTet , si par le ceikre de gravité F de la base, on mène les droites FA, FB, FC, FD , etc. , au sommet des angles du polygone , on formera autant de triangles qu’il a de côtés; ces triangles pourront , servir de bases à un égal nombre de pyramides triangulaires (pii, auront le mémo sommet S. Toutes les lignes menées du sommet S aux centres de gravité Je ces triangles seront coupées proportionnellement par le plan qu on a mené parallè- ; Icment ü la base; doit il suit que ces lignes seront toutes coupées par ce plan au quart d,e leurs longueurs,' à partir de la base*. Cds points d’intersection seront donc les centres de gra-v
Diqiti
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vite des pyramides partielles. Ces centrés de gravité étant ren fermés dans le plan que nous avons mené parallèlement a la hase, il en résulte que le centre de gravité de la pyramide polygonale sera dans ce plan. D’une autre part, la droite SF contient aussi le centre de gravité de la pyramide polygonale, puisque cette droite passe par les centres de gravité de toutes les sections parallèles à la hase. Ainsi le centre de gravité de la pyramide polygonale est au point O , où la section que nous avons menée parallèlement à la base, rencontre la droite SF ; c’est-à-dire est au quart de la droite SF, à partir de la base.
180. Trouver le centre de gravité d’un aràr de courbe à double courbure , ou en général celui d’une ligbe quelconque située dans l'espace. On sait que l’élément d’une courbe à double courburç a pour expression
V dx1 + rfr* + d*\ (*)... {94).
Prenons les momens de cet élément par rapport aux plans *
dans
abra
(*) Pour le démontrer, soiènt M et M' (fig. 84) deux points situés ns l’espace , et dont les coordonnées sont x, y, 1 et x', y, s', on t:„
ra . . - -a \ •
. corde MM' s \/(ix — x‘)‘ -h Cf — Jr')* ■+■ («îfr— *')*..< (95).
Si lu différence des abscisses x et x* est représentée par A, là formule de Taylor nous donnera 4 J . ?....» 0* y
y^(x+^=> + ^A + ^)^i-f.etc.,
dz d*B h *
Substituant ces valeurs, ainsi que celle dex-âé* qWest h, dans i’é-
quation (95), nous trouverons
rde MM' = y/*» + (JïZ + etp + etc.'^ A>
coordonnés. Comme x, z représentent ies distantes de «et élément aux plans des y-f 2, des x , 2 et des x, y, ces roomens seront ...
x \/ dx 1 -f- dy’ + <fe*,
* -h tfr?'+5v,
2 \/ c/x1 dy * dz * ;
par conséquent en nommant x,, y,, 2, les coordonnées du centre de gravité , et «.lare de courbe, on déterminera ces quantités par les équations.
■ s f 1/ dx* -4- dy 1 + dz1 , j
^ %ct — fx )/ dx1 4- dy\ -H dz', f
T sy, = fj V dx' -f- dy* -#*&, f
szf f z v dx* rh dy 1 -f- dz\ !
iHi . Appliquons ces formules à la détermination du centre ' de gravité d’une droite située dans l’espace. Pour cet effet, plaçons l’origine à l’une des extrémités de cette droite, ses équations seront
d'i iu l'on tirera -, X.
-- '■■■» ■’"'%tr’SiîÇbjî • dy =£dz.
Cette équation divisée par k-pOus donné'
passant- à la.lÜatle, bit obtient
'* . . » * .la*' a
et par conséÇneA , > . •'
^ J - „* V^Ur* -r <*»•". '
, dr* , d*» *
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Substituant ces valeurs de dx et de dy dans l’expression (9/1), nous trouverons
l/ dx 1 -J- dy 1 -f- dz 1 — dz l/ a1 + C1 + x ;
et en représentant, pour simplifier, le radical par A, nous pourrons écrire
V/ dx1 -f- dy 2 -f- dz 1 = A dz.
Substituant dans les équations (96) cette valeur, ainsi que celles de x et de y données par les équations (97), nous obtiendrons
s = f Ad z , , sx j =. f A nzdz ,
*y, — f AQzdz , szt — f A zdz.
Soit h l’ordonnée z du point M (fig. 85). Si nous voulons {,5, déterminer le centre de gravité de la droite AM, il faudra intégrer entre les limites z = o et z = h , et de cette manière nous trouverons
s = A/t , sx t — y A «//*,
*y, = y aG/i* ,
szi = jA/i2.
Eliminant s et réduisant, nous obtiendrons
xJt±±aA, y'—'^Ch, z, = \h.
Ces valeurs sont précisément les coordonnées du point O qui est le milieu de la droite AM ; car si AO est la moitié de AM , les triangles semblables AOQ , AMP , nous donneront
OQ = iMP = 4i*.
Substituant cette valeur dans les équations (97), nous obricn-
Elém. tic Ulccaniifue. -
tirons
•r = T“/‘» y = \Zh-
182. Trouver Taire d’une surface plane comprise entre un arc de courbe et l’axe des abscisses. Soient x, et y les coor- Fig. 86. données du centre de gravité, et AN (fig. 86), GN celles d’un élément MPM'P' ; l’aire de cet élément étant ydx ( Élémens de Calcul intégral, art. 348), le moment de ydx par rapport à l’axe des x sera GN>^/<ir, et son moment par rapport à l’axe des y sera AN yCydx. On peut, dans le cas de la
PM , v>
limite, substituer AP à AN, et — à GN ; par conséquent — dx
et xydx seront les mornens de l’élément par rapport aux axes des x et des /. Représentons par A l’aire DBMP ; cette surface ainsi que les coordonnées du centre de gravité, seront déterminées par les équations
A = j'ydX'’
ix, = J'xydx, . .
iXj=fÇdx.
i83. Pour application de ces formules , cherchons le centre Fig. 87. de gravité de Taire d'un segment circulaire CDE (fig. 87). Si l’on prend pour origine le centre du cercle, et pour axe des abscisses une droite AD qui partage le segment en deux parties égales , le centre de grAvité de ce segment sera sur cette droite : il ne s’agit donc plus que de calculer AG=rx,. Pour cet effet, je remarque que g et g ' sont les centres de gravité des segmens CBD, BDE; ces segmens étant semblablement situés à l’égard de l’axe des x, g et g1 seront à égale distance de cet axe, et se trouveront aux extrémités d’une ligne gg> coupée à angles droits et en deux parties égales, par l’axe Ax, et en ce point d’intersection se trouvera le centre de gravité G du segment.
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La question se réduisant à trouver l’abscisse xt du centre de Fig. 87. gravité du segment CDB, la valeur de xt nous sera donnée par l’équation (98) , dont nous pourrons déterminer l’intégrale du second membre, lorsque nous aurons éliminé l’une des variables. Pour parvenir à ce but , l'équation du cercle étant dif— férentiée , nous donne
ydy = — xdx :
tirant de cette équation la valeur de xdx , et la substituant dans la formule (98), nous trouverons
intégrant et nommant A la constante arbitraire, nous aurons
Pour déterminer la constante , nous prendrons l’intégrale depuis le point C jusqu’au point D; or le point C ayant pour ordonnée CB qui est la moitié de la corde CE , si nous nommons c cette corde , nous devrons prendre l’intégrale depuis
y — - jusqu’à y — o. Ainsi en supposant que l’intégrale s’é-
vanouisse lorsque y = - , la constante A sera déterminée par l’équation
et l’équation (100) deviendra
/ — y'dy = — ir5 + 77*
Faisant y — a pour que l’intégrale s’étende depuis C jus-
ioo
ST\TK»UK
qu’en D , on aura
/ — y'dy =
Mettant cette valeur dans l'équation (99) et divisant par A, on obtiendra
A représentant l’aire CBD, nous avons A = | aire CDEB.
Substituant cette valeur de A dans l’équation précédente , nous trouverons
X‘~ 1 a aires CDEB ’
ce qui nous apprend que la distance du centre de gravité du segment CDEB à l’axe des jr, est égale au cube de la corde, divisé par 12 fois l’aire du segment.
184. Trouver le centre de gravité G du secteur CJE (fig. 88). Il est d’abord évident que ce centre de gravité est sur la droite AB qui divise le secteur en deux parties égales ; il ne s’agit donc que de connaître AG. Pour cela, en regardant le secteur comme composé d’un nombre infini de secteurs élémentaires, le centre de gravité de chacun sera aux deux tiers du rayon, parce qu’on peut les considérer comme autant de triangles. D’où il suit que si avec un rayon AH égal aux deux tiers de AC, on décrit l’arc HK , cet arc contiendra les centres de gravité de tous les secteurs élémentaires ; par conséquent le centre de gravité de l’arc HK sera celui du secteur CAE. Cela posé, si l’on nomme x, l’abscisse AG du point G, nous aurons, art. 179,
AH X corde HK X‘ ~ arc 11K ’
I)U CENTRE DE GRAVITE
IOI
or, par la similitude des secteurs AH K. et ACE, nous avons
AH = \ AC, cortlc HK = -j corde CE , arc HK = \ arc CE.
Substituant ces valeurs dans l’équation précédente et réduisant, nous trouverons
| AC X corde CE X‘ arc CE
i85. Trouver le centre de gravité de l'aire OBU' (fig. 89) Fig. 89. comprise entre deux branches de courbe.
Soient PM —y et PM' =/' deux ordonnées qui correspondent à la même abscisse AP = x. L’élément MM'N'N de la surface aura pour expression
aire PN — aire PN' — ydx — y'dx — ( y — y' ) dx :
et si nous représentons par A une portion de la surlace comprise entre deux cordes MM', 00', nous aurons
* =f{y—/)dx.
Pour trouver le centre de gravité de cette portion de surface, cherchons d’abord les coordonnées du centre de gravité de l’élément M'N. Les droites MM' et NN' étant infiniment proches, nous regarderons le centre de gravité de l’élément comme situé au milieu de MM' ; par conséquent l’ordonnée du centre de gravité de l’élément M'N sera
PM' + AMM' =/ + {(y — /) = \{y +/),
et nous aurons pour le moment de l’élément par rapport à l’axe des x ,
et pour le moment de l’élément par rapport à l’axe des y,
x(,y — r')dx-.
par conséquent si nous nommons x, et y les coordonnées du centre de gravité, ces coordonnées seront déterminées par les équations
— fx{y ■•■/)*?,
ÿ*)dx.
186. Trouver le centre de gravité de la surface d’un solide de révolution.
Soit une surface' engendrée par la rotation de BM (fig. 90) autour de l’axe des x : l’élément de cette surface ou la zone élémentaire décrite par M/« , aura pour expression 2 *yds (Élément de Calcul intégral, art. 364); donc en appelant X la surface entière , nous aurons , pour l’expression de cette surface,
X — fxryds.
A l’égard des coordonnées x t et y , du centre de gravité , nous observerons d’abord que y , est nul, parce qne le centre de gravité est sur l’axe des x; il ne s’agit donc plus que de déterminer la valeur de xr Pour cet effet, en prenant les momens par rapport à l’axe des .y, celui du centre de gravité sera exprimé par Xx, , et en l’égalant à la somme des momens des clémcns , nous aurons
Xx, = fx X iseyds ;
d’où nous tirerons
f ixyxds
mettant au lieu de ds et de X leurs valeurs, et supprimant le facteur commun itt , nous aurons pour déterminer l’abscisse du centre de gravité,
_ fxy \/dx' + dy1
fyÿdx1 -}- dy 1
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187. Pour donner une application de cette formule, cherchons le centre de gravité de l’aire de la calotte sphérique.
Cette surface étant engendrée par la révolution de l’arc BC (fig. 91) autour de l’axe des x, il faudra éliminer l’une des F‘C- Invariables de la formule, au moyen de l’équation du cercle, qui est
différentiant cette équation et élevant au carré le résultat, on obtient
A'sé-’*
xïdx'
donc
— dxV/x* + rl rdx
ydx » -+- dy* = — — - = .
Cette valeur étant mise dans les intégrales de l’équation (101), on a
fxy V/ dx1 + dy* = frxdx = ÿ rx * + C , fyV' dx* + dy 1 = frdx = rx C'.
Prenant les intégrales définies entre les limites x — AD = a et x = AB = r, on obtient
fxy\/dx 1 + dy* = j /•(/•* — a’), fy\/ dx* + dy' = r(r— «).
Ces valeurs transforment l’équation (101) en
donc le centre de gravité de la calotte sphérique est au milieu de la flèche DB.
1 88. Trouver le centre de gravité d’un solide de révolution p.
compris entre deux plans pcrpcndiculdircs à l’axe des x.
Le centre de gravité de ce solide (fig. 93) étant nécessaire- Fie. 0a-
Jt
ment sur l’axe des x , le problème se réduit à trouver l’abscisse xt du centre de gravité du volume^. L’élément de ce volume ( Élémens de Calcul intégral, art. 369) étant -îry'dx , nous aurons
ft ■= firy*dx. . . (102).
Prenant ensuite les momens par rapport à l’axe des y, nous obtiendrons
px, = firxy7dx. . . (io3) ;
divisant ces équations l’une par l’autre , et supprimant le facteur commun ft, il viendra
fxy'dx ~ fr'dx -'
Si au moyen de l’équation de la courbe on élimine y, ces intégrales devront être prises entre les limites x — AP et x — AQ.
189. Appliquons cette formule à la détermination du centre de gravité du cône : nous avons deux intégrales à obtenir, savoir ,
(y1dx et Jxy*dx ;
éliminant y1 au moyen de l’équation de la génératrice du cône qui est y — ax, nous obtiendrons en intégrant ,
fy*dx — fa2x*dx — — - , a*x^
fxy*dx — fa*x*dx ~ — — .
Nous n’ajoutons point de constantes parce qu’à l’origine Fig. g3. A (fig. g3) le volume est nul. Substituant ces valeurs dans la formule (104), on trouve
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ce qui nous apprend que le centre de gravité du cône est aux trois quarts de son axe s/x.
igo. Cherchons encore le volume du paraboloïde de révolution qui est le solide engendré par la révolution de l’arc de parabole AM (fig. 90) autour de l’ave Ax. L’équation de la courbe étant y* =px, nous avons
fjr2dx ~ fpxdx = | px *, fxy2dx — Jpx2dx — y px3.
Substituant ces valeurs dans la formule (102), on a */ = !*•
On n’ajoute point de constante par la raison expliquée cidessus.
191. Prenons encore pour exemple l’ellipsoïde allongé de révolution : l’équation de la génératrice est
mettant cette valeur de y 2 dans les intégrales de la formule (104), et observant que les constantes sont nulles, on a
/) 2 . /j* ✓ rH
fy2dx = - f(a2dx — x2dx) ~ -- [a'x — — j,
A2 A* / rJ j4\
fxy2dx ~ - f(a2xdx — x3dx) = -- (a2 Y
gfe
<îe -si *
Au moyen de ces valeurs, l’équation (104) devient
lit ! : il O . 'UiV'BTÿ bb •Ültl'tT nb ■
>-3 Ga2x — 3.r3
•iti'jl
y a2x j XJ
et en prenant l’intégrale entre les limites x = o et x — a, il suffît de faire x — a dans la formule ci-derrière, et l’équation (104) donne pour l’abscisse du centre de gravité du demi-ellipsoïde allongé de révolution,
192. Trouver le centre de gravité du volume engendré par Fig. q4- 1° révolution de Taire d'une courbe plane BMCM' ( fig. 94 )
autour de Taxe des x situé hors de cette coulée.
Soient MP = y et M'P =./ ; le volume engendré par l’élément Mfflm'M' sera censé égal à la différence des volumes engendrés par les rectangles M p et M ’p ; les expressions de ces volumes étant respectivement vry'dx et % y'*dx , le volume engendré par MMV« sera t( — y2) dx; par conséquent en nommant f* le volume total , nous aurons
!* = *f{y* — y1 ) dx :
prenant les momens par rapport à l’axe des jr, il viendra t**, = */(r* — /* ) *dx.
On ne détermine pas yn parce que, ainsi que nous l’avons fait observer, le centre de gravité étant sur l’axe des x , il faut que y, soit nul.
De la méthode centrobarique , ou théorème de Guldin.
193. Soient xt et yt les coordonnées du centre de gravité Fic ^ d’une surface plane MPP'M' (fig. g5) dont l’aire est représentée par A. Nous avons vu, art. 182, que le moment de l’élément de cette surface plane , par rapport à l’axe des x, était ±y Xydx , et qu’en égalant la somme des momens des élémens à celle du centre de gravité , on avait
• fîy'fo =//*•
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Si l’on multiplie les deux membres de cette équation par 2* , elle deviendra
fxy'dx = lxyl X A;
l’expression firy,dx est celle du volume engendré par la révolution de PP'M'M autour de l’axe des x, et 2xy/X A est le produit du chemin décrit par le centre de gravité autour de l’axe des x par la surface génératrice PP'M'M; d’où l’on conclut ce théorème : Un volume de révolution est égal à son aire génératrice multipliée par le chemin que décrit le centre de gravité.
194* Pour première application, cherchons le centre de gravité du corps engendré par la révolution du triangle isocèle ABC (fig. 96) autour de l’axe des x. Soient CD = h et p. ^ AB = a, l’aire génératrice sera exprimée par j ah. D’une autre part, le centre de gravité étant aux deux tiers de la droite DC , il aura pour ordonnée | h ; par conséquent la circonférence décrite par j- h ou le chemin parcouru par le centre de gravité, sera iir. y h. Ce chemin étant multiplié par l’aire génératrice, nous trouverons que \%h*a est l’expression du volume cherché.
Pour seconde application , déterminons le volume du cône.
La génératrice de ce solide de révolution étant le triangle rectangle ABC ( fig. 97 ) qui fait une révolution autour de l’axe fîc.
AB ; cette génératrice aura pour expression ÿ AB X CB. Menons la droite CE sur le milieu du côté AB ; le centre de gravité G de la génératrice sera au tiers de EC, article 172 , et il aura pour ordonnée la perpendiculaire GD abaissée sur AB : la valeur de GD s’obtiendra par la proportion
ou
d’où l’on tirera
EC : eg :: cb : GD, 3 ; r : : CB : GD , GD = £CB.
STATIQUK.
Le chemin décrit par le centre de gravite sera }*■ CB; en multipliant cette expression par l’aire de la génératrice qui est, comme nous l’avons trouvée, y AB X CB, on aura 7 AB X srCB* pour le volume du cône engendré par la révolution du triangle CAB autour de l’axe des x.
ig5. Pour troisième application, nous allons déterminer le Fig. 98. volume du cylindre. L’ordonnée GE ( fig. 98 ) du centre de gravité G étant égale à j AC , le chemin décrit par le centre de gravité sera wAC. Multipliant cette expression par la génératrice qui équivaut à AB X AC, on aura a-AC1 X AB pour le volume du cylindre.
196. Une règle analogue à la précédente peut nous servir à déterminer l’expression d’une surface de révolution. En effet, considérons une surface engendrée par la révolution de l’arc Fic. 9;. MN (fig. 99) autour de l’axe des abscisses, et appelons y, l’ordonnée du centre de gravité G de l’arc générateur , en prenant par rapport à l’axe des x la somme des momens des arcs élémentaires , et l’égalant à celui du centre de gravité , nous aurons, art. 178,
fy \/ dx1 -f- dy* = y, X arc MN . . . (io5);
multipliant les deux membres de cette équation par a»-, on la changera en celle-ci,
fixyÿ dx* + dy* = i*y, X arc MN ;
l’expression /a» y\/ dx' + dy' étant celle qui est connue dans le Calcul intégral pour représenter une surface de révolution , nous pouvons en conclure ce théorème : Une surface rie révolution est égale au produit de l’arc générateur par la rirconférence que dans son mouvement décrit le centre de gravité.
AC -J- CB
2 ir X est le chemin décrit par le centre de gra-
vité. Cette expression multipliée par la génératrice CD , donne AC + CB
2ir
du
X CD — 2* GE X CD pour la surface convexe
198. Les deux théorèmes précédens peuvent être compris dans ce seul énoncé : Le volume ou In surface de révolution que l’on cherche , équivaut au produit de la génératrice par le chemin que décrit le centre de gravité.
Des Machines.
199. Les machines servent à transmettre l’action des forces , en les faisant agir dans un sens qui n’est pas celui de leur direction. La puissance est la force qui est appliquée à la machine, et la résistance est le corps que cette puissance doit mettre en équilibre.
Les machines les plus simples sont au nombre de sept , savoir : les cordes, le levier, la poulie, le tour, le plan incliné, la vis et le coin.
Des cordes.
200. Nous commencerons par adopter l’hypothèse que les cordes réduites à leurs axes , aient une flexibilité parfaite , et soient inextensibles et dénuées de pesanteur. Une corde sollicitée
par deux forces P et Q (fig. ioi) qui la tendent, ne peut être Fjg. ,olt considérée comme une machine, puisqu’elle ne change ni la direction de P ni celle Q. Il est facile de démontrer que lorsque
IIO STATIQUE.
ces forces sont égales, la tension de la corde est mesurée par l’une d’elles; car l’équilibre subsistant, on peut regarder A, milieu de PQ , comme un point fixe , et effacer la ligne qui s’étend de A vers Q; alors la force P agissant seule sur A, mesurera la tension de la corde.
201. Lorsque Q surpasse P, une partie de Q égale à P est donc employée à tendre la corde , et l’excès de Q sur P l’entraînera dans le sens de P vers Q; donc la tension sera mesurée par la plus petite des forces.
202. Les conditions d’équilibre qui existent entre trois cordes assujéties par un nœud , sont les mêmes que celles qui existent entre trois forces qui sollicitent un point matériel. Il faut que l’une de ces forces soit égale et directement opposée à la résultante des deux autres, ce qui entraîne la condition qu’elles soient dans un même plan ; alors il y aura équilibre si
Fie- 102. l’on a ( fig. xo2 )
P : Q : R : : sin^> ; sin q : sin r.
203. Cette proportion ne suffit pas si les cordes sont réunies Fig. io3. par un nœud coulant. En effet , en regardant P et R (fig. io3 )
comme des points fixes, si la force Q , au moyen d’un nœud coulant, tire k corde PCR, le point C décrira une ellipse; et comme le plan de cette ellipse n’est assujéti qu’à passer par les points P et R , il doit décrire en tournant autour de PR , un ellipsoïde qui aura pour grand axe PC -f- CR. Le point C sera toujours situé sur cet ellipsoïde , ou , ce qui revient au même , sur l’arc d’une ellipse mobile autour de PR : or ce point ne pouvant se mouvoir que lorsque la force Q a une composante suivant l’élément de l’arc elliptique , il en résulte que si la direction de Q est normale à l’ellipse , cette force sera détruite par la résistance de la courbe , et le point C sera en équilibre. Cherchons donc la condition nécessaire pour que la force Q soit normale à l’ellipse. Pour cela , menons à la courbe la tan-
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gente Tf , nous aurtîns par la propriété de l’ellipse ( Théorie des Courbes du second ordre , page 1 66),
TCP = RCf j
si l’on retranche ces angles des angles droits TCN, fCN, il restera
PCN = NCR ;
donc l’angle PCR doit être partagé en deux parties égales par la direction de Q , et la proportion
P : R :: sin NCR : sinPCN
devient alors
P ; R : : sin NCR : sin NCR , ce qui montre que les forces P et R sont égales.
204. Une machine funiculaire est un système de cordes qui se font équilibre à l’aide de plusieurs nœuds.
205. Lorsque les forces P, Rj S, T, etc. (fig. 104) sont Fig. 104. réunies par un même nœud , si l’on substitue aux forces P
et R leur résultante R', le système contiendra une force de moins. En répétant un certain nombre de fois cette opération, on parviendra toujours à réduire le système à celui de trois forces réunies par un seul nœud.
Considérons maintenant plusieurs forces P, P', P
P1", P1V, etc. (fig. io5) réunies trois à trois par des nœuds fixes Fig. io5, A, B, C, etc., on peut ramener l’équilibre de ces forces à celui d’un système assujéti autour d’un seul point ; car soit R la résultante des forces P et P' ; comme elle doit être détruite par la troisième force qui agit suivant AB , il faudra que cette résultante se trouve sur le prolongement de AB : or une force pouvant être appliquée à tout point pris sur sa direction , on aura la faculté de transporter R au point B ; alors on pourra décomposer R en deux forces égales et parallèles à P et à F, et
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l’effet sera le même que si les forces P et P' eussent reculé parallèlement à elles-mêmes pour s’appliquer au point B. Transportant de la même manière les forces P , P', P" qui sont censées appliquées en B au point C, toutes les forces pourront être considérées comme appliquées à ce point. Les conditions de leur équilibre seront donc
2P cos ce — o et ZP cos £ = o.
Pour avoir le rapport des tensions extrêmes P et P,T, soient t et t* les tensions exercées suivant AB et BC , et nommons
a l’angle PAP', a' l’angle ABP" , a" l’angle BCP”, b l’angle P'AB , b' l’angle P''BC , b'' l’angle P”CP'T,
nous aurons, art. 71,
P ; t : : sin 6 : sin a , t : t' : : sin b' ; sin a' , t' : P,y :: sin b" ; sin
multipliant ces proportions par ordre , et supprimant les termes communs , on obtiendra
P : P'” :: sin b sin b' sin b " ; sin a sin a' sin «" ;
on pourrait de même trouver le rapport de deux autres forces.
207. Si les forces P', P", P'", etc. , sont parallèles, on a dans ce cas ,
et comme les angles supplémens l’un de l’autre ont les mêmes sinus , il faut que l’on ait
sin b = sin a', sin b' = sin fl", et la proportion précédente se réduit à
P : P1» t". sin b" : sin fl.
nr.s M\r.mnp*.
nT
Lorsque P', P" et P'" sont des poids (fîgp 06) les foreuse trouŸcfit Fig. 106. dans un même plan vertical; çaflla droite AP' étant verticale, le plan des fonces P, P' et t est vertical. De même le plan . des forces t, P" et f7 sera vertical : or t ne peut être à la fois dan £ ' deux plans verticaux sans que ces plans ne se confondent.
ao”. Les fonces extrêmes. P et P"' devant contre-balaneer •
la résultante de toutes les autres,' if faudra que cette insultante • » • 4 ■« . >
soit directement opjiosée p. celle de P et de P‘v, .et par tçirvse-
quont ^asse par le point.de concours G de ces, deux faites.
Ayant ainsi déterminé un point de la' résultante 'de toutes lés
forces du systeîffe , comme oette résitltante doit être vCrticSc,
puisqu’elle est parallèle aux forces P\ P'', P'", il suftiSa, pour .
en déterminer la direction , de mener par le point G la vorti*
cale GH. « * . - •
a 09. Une corde pesante pouvant être considérée comme un polygone funiculaire chargé d’irrte infinité de petits poids, il résulte de efe «Pi ]»réfcéde que $i l’on veut avoir égard au poids de la corde, il faut mener r ftg. ro ^ ) les den\ fan- Fig . i0gentes PG et QG , eC appliquer en G un poids égal'à celui de la corde; alors eri représentant par fl lé poids dé ' oette ’cort^,
n A ■ I C (viinnno ' * JL . ,
nous aurons
P \ Q I G t; sin LGQ : siu LGP : $iô PGQ.
De la Chafuetlr
u 1 0. La chaînette est lit cqurbe formée par une cordc parfaitement flexible qui, suspendue à dcifx points fixes A et B ( lig. 108), est aban- I0g donnée entièrement à ractinu.de lu .pesanteur. Nous supposerons oette cordé* imtfqrfiK^ÿiil pysaple, surchargée d urte iulWué de poids, et nojf . recormatlrqiA , <<*irtme i\»rfS l’art, aoj, qu’elle dbrt êtrg comprise défis uA. pliqi vertical» Ce ta pdaé; plaçons Torigirf^dSs coordonnées en A, et prenons pour axe de» x kiUgiiohorizorflole ACj renfcrinéc dans le plan do la coitrliic. Alor^mi Aÿx=.»csl l’abscisse d’un point (j'ftAconqfioTW , l’ordoiuiéo .1 de c« point Sera la rorlicalo PM. Par le même point M, i pat l’origine A ,-meijqi^'énsmfc les «Teux tangentes ÂH, HM, qui 1 ÉMm, de Hâttènii]ui-. $
1 et so
ii 4
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rencontrent en Hj et enfin, par lepéint H, élevons la verticale HL- Nous avons déjà vu , art. 109, queisi nous, supposons que |e poids.de la corde soit appliqué au point H, 'on doit avoir Ja proportion ' . <
imsuihcn A ; poids de la portion de càr de A!VT :;«in LHM{ sin AHM ... (toGU
nommons s l’arc AM rfA la tension en A, laquollo agit suivant la lanqjéitite AH, et désignons par « Yanple que cette tangente fait avec l’fto- * Tïitontalo AÇ. Cfcs deux quantité? A et 4 sont des constantes qup nous-apprqndroas bientôt ît déterminer.
♦ Von J le moment , h nous suffit de remarquer que la tension A étant
de vriôme nature que le second, terme de notre proportion, do*it être exjiriiqce par un poids, autrement il n’y aprait pas ho’mogcnéftê entre les deux derniers termes de .notre proportion. Or, si bons ^représentons prfr j> l'unité de poids, la tension A sera de la forme ap, et je poids de la cqrdo AM aura pour expression sp \ par c^séquent , les deux premiers termes < 00 noire proportion seront. rçqiplacés par ce rapport ap'.tp, pltrtSt - par fi. s, en supprimant le facteur commun ; alors aile
^‘viendra
• a ; 1 X sin LHM ; sin AHM.
ail. Déterminons maintenant lés cxpressiotis analytiques des sinus qui entrent dans cetto proportion. Poué cela , remarquons d'abord que le triangleAIémentaire mMn fqtrné paj une parallèle à l’axe desçr, pou-* vant être regardé comme rectiligne, on a
. mM sin mMn = mn, mM cos mMn — Mn ,
ou /ton ‘divisant' par mM,
, s,nmMn = ,3M’
► * t« , ij. 11
» « K» >lt'
Vf
cotmMn = — — : rf
remplaçant les lignes élémentaires par leurs valeur; analytiques, ces équations deviennent
sin mMs — cos •vP^V2
»in LHR a — , cas LH* = . ^(tbg).
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La première de ces équations' revient à . • t ' ' ' ■ .
sinLIIM = . . {^10%
car les angles LHK et LHM étant supplémens l'un de l’rfutre, on* a ■ sin LHM = sin LHK.
D’un autre côté, les angles AHM et AHK étant aussi suppl&nens l’un de l’autre, on a encore
sin AHM = sin AHK = sin (LHK — LHA), t. ‘ ; .
ou plutôt, d’après la- formule connue de Trigonométrie , •
sin AHM = sin LHK cos LHA — sin LHA oo* LHK ;
éliminant Sin LHK et cos LHK & l’aide des équatidbs (100), on aura
%. sin AHM = ^cos LHA — ^ sin LHA... (ni).
ds ds ' '
A l’égard du sinus et du cosinus de l'aqgle LHA, le triéhgle' ALH , <)«i est rectangle en L, nous montre que l’angle LHA est complément de l’angle HAL, et que par conséquent le sinus de l'un de cdS angles est le cosinus de l’autre. Ayant désigné HAL par « , nous aurons donc
cos LHA = sin *, et sin LHA = cosV . * Ijf •aia. Substituant cafe valeurs daûs l’équation (n t), elle deviendra
<fn AIlM r*È sin * — eos a. . Jffts).
Enfin les é^bations (no) et (tu), convertiront la proportion (ro?L en
1 ds * ds ;
On tire de Cette proportion
- . . • dy
5 = <iBin« — a — eos a... {n3);
et comme nous avant trois variablej, bous en éliminerons unej’crr substituant cette valeur de s dans la iormutp
ds =,| T^dx* + dy*. •
Pour cela, nous diKrenticrons l’équation. (y 3), ce qui nous donnera » ocos ajj-lj
lit STATIQliï.
comparant cea valeurs Êeds et divisant par dx, on obtiendra
— a cos a.
dx* + dx*
divisant ensuite par le radical, il viendra
• - . ' ' ’ dv
dx *
V ,+ss=r—
i = — - a cos «t ■
^i'f’bn multiplie les deux membres de cette équation par dy , pour que le' numérateur de la fraction puisse devenir la différentielle de la quantité qui est sous le radical, nous obtiendrons *
, r ir* — a cos et (
dy=-a cos*. ou — ^ — V ! T^*’
par conséquent , en intégrant (Élément de Calcul intégral, art. 070),
nous trouverons \
\ i */’■ dy*
y — — a cos x y 1 -+- 4- r.
Çett» équation étant multipliée par dx, nous.donne
(e — y)dx = acos x Ÿ ** 'yr!>
devant les deux membres au cprré, rassemblant les termes en dx' , et
tirant de nié; eau la. racine cartsie, on obtiènt
dy l/ (r —ï)' — a‘ C°8* * dx
a co s a
(ai4).
*»i3 Pour déterminer la constante, remarquons qu’au point A,
dy
y = o, 'et» tanga;
ces dprwàres valeurs réduisent l’équation (114)
y'c' a» Costa
tang ot :
<fovl l’on tire
Biais.
t if cos a
a Lang x cos x =s^/c» — <j’ cos» t ;
tang k cos « =s sin « ;
np.s machiNks
donc en élevant au carré, on a
a» sin* k = c» — a* eos» « ,w et par conséquent • ' j. • ' . •
^ es o» (sin* a'4-tos* *>: •*
et, comme la quantité renfermée entra les parenthèses est égal e à Vu h i té, 1 équation précédente ée réduit à c* = ûl.éiTsyant aucun égqrd aux signes parce que nous n'avons employé a, dans la proportion ioy, que d'une manière absolue, pous substituerons a, ‘à la placeidec, dans Vé* quation (il 4), et nous auroas enfin, -pour l’équation différentielle de la chaînette.
dpr l/(a — .y.)» — a* cos» a
dr a cos *
ai4- Cette équation différentielle nous conduit facilement à reconnaître que la chaînette est une courbe rectifiable j .car si, par son moyen, dy
on élimine la valeur de^- de l’équation (n3), on trouve
i = a sin a — V/(a — y y — «» Cos» . (u6),
équation qui, pour une valeur donnée d© > , féra connaître celle de l’arc s, lorsque nous aurons déterminé~a et U.
ai5. Occupons-nous maintenant de l'intégration de l’équafion de la chaînette. Pour parvenir à ce but, commençons d’abord à la simplifier en faisant »
on aura donc
û cos x — b,.. (117)- 4) * «» — de ;
substituant ces valeurs dans l’équation (u5) de la chaînette, on obtiendra
, bdz
dr = --— (,,8).
Vz* — b*
On parviendra ù intégrer cotte équation en employant le protédé suivant ( Elemens de Calcul intégral, art. 3iG) : 011 fera
élevant au carré et réduisant, on obtiendra
izt = &» ■+■ <».
Celle équation étanl dilféreuliéo et divisée ensuite par i, nous.domi zdl ■+■ fer s tdt ;
STATIQUK.
d’où l’on Àe '
dz
dt ' t '
Or, eu vertu de l’équation*( M§) , z — t n’étfml autre chose que le radical, ce derhier résultat convcMit l’équation (118) en
dx = h±
et donne, en intégrant, *
. * = à Io? < -f- «*
mettant, au moyen de l’équation (119), la valeur de t en z, ou obtient
1 = 4 log (è — [/z1 — *4») -f- e;
remplaçant ensuite i et z par leurs valeurs tirées des équations (117),
on a enfin
x z= a cos a. log f(n — y) — v (a — y)' — a* cos’ *] +«... (iao).
216. Pour déterminer la constante e, remarquons qu’au point A l’hypothèse de x =. o et de y = o, nous fait déduire de l’équation(iao)
x = a cos <t
log £
e = — aebs « log (t — V/i — cos* x) ] -, au moyen de cette valeur de e, l’équation (120) devient
Æ = acoSst{ log [(a — y)— \/(a—y)* — a* cos1 a] — loga(f — V'i— cos»a)} ;
ou, par la propriété du logarithme qui permet de remplacer une différence par un quotient,
(a— y) — V'(‘— y y — «»cos’Vi Uiii]
a(i — yr^~ cos* « ; J
Telle est l’équation de la chaînette.
217. Mous venons de reconnaître dans les constantes c et e des fonctions des quantités a et 01 ; mais jusqu’à présent ces quantités ne sont encore représentées quepar des signes généraux. Pour les déterminer, il faut que l’on nous donne les coordonnées du second point de suspension : soient donc AD = *', et DB =y ces coordonnées, et l la longueur de la corde AMB; en substituant ces valeurs dans les équations (116) et (121) , nous obtiendrons
l = a sin a — — y )• — a*cos*«,
-(q— y)— y/(7 — y)» — a» COS1 *1
fl — cosT^ J
v' = « cos « log^J
IIF.S MACHINES.
Ces équation» cl celle-ci
• * 00s* * -f-sin* a = 1
détermineront les quantités a, sim x et cos », en fonction de a? et de.r'. Mais il se présente encore une difli celte : c’est de savoir cqmmcnt on dpit être dirigé dans le choix des. signes qui conviennent aux cosinus, et même danfe celùi des radicaux quenOus n’avons jamais affectés du double signe. Pour cela, en déterminant les coordonnées du point auquel appartient la. plus grande ordonnée , par la méthode qui est prescrite dqns le paragraphe des maxlnui et minima de tpes Élémcns de Calcul d'if/ëreij^ nie/, on doit ‘égaler. & zéro la valeur de , ce qui réduira l’équatfin
(ti5) à
a COS x
et par conséqueqt donnera
«— y — a cos*'.
Pour s'assurer maintenant que cette ordonnée appartieht à un maximum plutôt qu’à un mininàûm, nous chercherons, suivant lu réglé usitéd, si
Jiy . « v dy , *
— ; est négatif ou positif; et, comme ln valeur de — que nous douée
rt » T **
l’aquation (1 15) est affectée d’un radical, nous nous en débarrasserons en élevant cette équation au carré, ce qui nous donnera >
, <tr' (a— r)» — U» cos» »
, rfxt = fl* cos* » ^ .
différcu tient, et divisant ensuite par adr, on trouve . . ■{. ’
■*’ • dy _ (a —y) . ' • , •
dx* fl* cos’ » ’ • ' _
incitant dans cette équation la valeur de a — y, que l'équation (vaa). détermine pour gotre hypothèse, nous obtiendrons •
dx* • % COB u
2x9. Cette équation prescrit pour condition du maximum, que a et cos» soient de mêmes signes; or‘, cés sigues doivent être positifey qpr, s’ils étaient négatifs, la valeur de y déterminée par 'l'équation (taâ) serait négative, cë qui est inadmissible dans l'hypothèse actuelle à&y po- p sitifs, situés ap-dessous de l'axe horizontal AC. L'équatLoié(iÆ) nous montre encore que la valeur de.r, qui appartient' à un fnaxintum, «fcit être moindre que a, et qg’\plus forte raison, H un gsl dAnôniq do Jniile autre valeur de /. jleprcsegtons par EF (lig.‘io8) l’ordrAiéê du ffjaxf- Fig. 10S
Il *•*
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• mum> u" V«'t que depuis 1=0 jusqu'à x«sAK,/ auçnienUul.Varo
augmente aussi. Or, I équation (tiffl nous prouve que cet accroissement de'r ne peut nécessiter celui de l'arc, à moins que le radical, côqirae cala a Heu dans la formule, (ttfi), no sott’aflecté <ln Signe négatif. Eu effet, ch jetant les veux sur cette formule, on voit que plus r augmente plus« -rr est petit, et que plus par fconséquent le radical exprime une poriteqùantité; mais plus le radical es! petit, moins il diminue la partie positive usiu *, et plus alors l’arc devient grand : l’équation (116) s’accorde donc parfaitement avec l’hypothèse d’un arc s dans lequel V h’a Pas encore atteint à son maetmum. Mais, depuis T = AE jusqu’à l acc 4.Joit augmenter quand -y- diminue, ce qui- ne. peut être, que lorsque cette valeur décroissante de y fait augmenter le radical; donc lo radical doit être positif depuis x = AE jusqu'i l- = AD, et par conséquent changer de signe dans la formule (i 16).
i f .#fr * ■ ê *
. » Du Levier.
*.io. I,o levier est une pièce, oblongùe de bois ou de métal qui se ment autour d’un point fixe qu’on appelle le point ‘i’appui. Pour plus ÿc simplicité, nous regarderons le levier comme sans épaisseur; alors il pourra être représenté par une Fie-tog. ligne droite ou courbe. Soit donc un levier AB,(fig. 109)^ ./ est sollicité par deux forces P et P'; ces forces ne .peuvent être détruites par un point fixe C, à moins qu’elles ne soient dans le meme plan àvéjg lc point C. Lorsque cela aura lieu , il •suffira, pour qu’il y ait équilibre, que la somme des momens par rapport à C , soit égale k zéro.
ni. Si le levier était dans le cas de glisser sur son point d *ppuf, pour que l équilibre fut possible, il faudrait en outre que la résultante de la charge du point d’appui fut perpendiculaire à la surface du’ levier yi,C.
Eig. in. 222. Lorsque le îëvier est en ligne droite ( fig. 1 1 1 ) et que les forces sont parallèles, en nommant p et p' les parties AC’
et BÇ, la théorie des forces parallèles nous donne, art. 7$ ,
ce qui flouq iWntre qup pour qu’il y aif équilibre, les forces doivent être Jfa, raison inverse des bras de levier.
tlVS MACHINES.
jt4j. .il le (pviér est courbe et que l’on mène une droite ED (fig. no) par le point C*, on peut concevoir ces forces appli- pjg. , quées aux points E et D qui sont sur leurs directions; alors on a *
p : P' :: CD : ce.
224. On distingue des leviers de trois genres. Dans le levier du premier genre, le point d’appui C (fig. 111) est pic , entre la puissance P et la résistance R ; dans le levier du second genre , la résistance R ( 6g. 1 1 2 ) est entre la puissance P et le p;R , point d’appui C.; dans le levier du y-oisième genre, la puissance (fig. 1 13 ) Cslentre la résistance et le point d’appui. p;c ,
Les balances , les romaines sont des leviers du premier genre; les barres de fer employées à soulever les fardeaux, sont des leviers du second «genre ; les marches de certains rouets , celles des métiers de tisserand sont des leviers du troisième genre. . r ■ *'
225. On peut avoir égard au poids du levier t'irle considérant comme une force S appliquée au centre de gravité. Par exemple, soient P et P' (fig. 114) deux poids suspendus p;c , aux extrémités du levier AB, et G son centre, de gravité;
on aura , en vertu de l’équation des momens ,
P' X CB + S X CG = P X AC
Cette équation détermine P ou P' ; et la charge du point d’appui sera
Si la puissance P' était dirigée en sens contraire de la résistance , i) faudrait avoir égard aux sens dans lesquels les forces tendent à faire tourner le levier , et l’équation des momens serait (fig. u5.) Fig.i
CA X P + CG X S = CB X P'. • • (i23), et l’on aurait pour la charge du point d’appui ( note huitième), P+S — P'.
Fig. il
5. 226. Supposons que le levier CB (fig. 1 if> ) soit homogène
et partout lie même épaisseur ; représentons par ni Je {miels d’une portion de ce levier dont la longueur Soit d’un centimètre., celle du levier étant x, son poids S sera. mx , et devra être considéré comme concentré au milieu G du levier; .de sorte qu’en nommant CA , a, l’équation (i23) deviendra • '
aP -+- -j x X mx — P'x.
Gn tire de cette équation
P ' = ^- + 1 /wx. . . (taift.
Ainsi ayant pris arbitrairement x, cette formule donnera la valeur de P' ; mais si l’on demande quelle est parmi toutes Cjçs valeurs de x, celle qui doit «voir lieu pour que la puissance P' soit aussi petite qu’il, est possible , ■ il faudra regarder P' comme One fonction de x, et, suivant la çné- * . ■ Jgy
tliode des maxima et minima , égaler à zéro la valeur de — , J' dx
ce qui donnera
— = — - + >=0; . dx x*
d’où l’on tire
x2 — et x — t / -
Kn substituant cette valeur dans l’équation (i23), on obtient
!nnV ’ V m
réduisant le second membre au meme dénominateur, il vient 2«P
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De la Poulie et des Moufles.
117. Une poulie est, une roue dont la circonférence, qui est creuse, se trouve eèvbartie enveloppée d’une corde; cette corde, par son mouvement , farit tourner la poulie autour d’un axe qui passe par son centre -,et qui est supporté par une barre de fer recourbée OB (fig*. 116), à laquelle on a donné Fig. l ‘file nom de chppe. "*■ ■ -
On distingue deux sortes de poulies: la poulie fixe et la poulie mobile. La poulie fixe est celle dans laquelle la chape OB (fig. y 6) est retenue par un point fixe, et la poulie tno- Fig. 116. bile est celle dans laquelle la résistance R (fig. 117) est atta-pig. n7. chéè à la chape. ,
aa8. Dans la poulie fixe (fig.. r 16), la puissance P et la ré- Fig. 1 16. sistance Q ne peuvent se faire équilibre que lorsqu’elles sont égales; c!ar si ces forces différaient d’intensité, la plus grande entraînerait l’autre.
Pour le démontrer analytiquement, prolongeons jusqu’en E les directions de P et de Q qui agissent tangentiellement, ce point E. appartiendra à la résultante des forces Pet Q; mais cette résultante devant être détruite par le centre O de la poulie, doit passer par ce point : or, à cause des triangles égaux EPO , EQO , l’angle PEQ est partagé en deux parties égales par la résultante; d’où il suit que l’inteUsité de P est la même que celle de Q.
aag. Prenons maintenant les partiés égales Eg et EA, et construisons le parallélogramme E gfh ; les forces P et Q seront représentées par les droites E g et EA, et la résultante de ces forera le sera par la diagonale E f ; de sorte que nous aurons
E g : EA : e/;: P : Q : R; *
et comme les triangles Eg/, POQ sont semblables , parce qu’ils
i?4 statique. * .
ont leurs côtés perpendiculaires, on peut établir la proportion
: Eh : E/:': PO : OQ : PQ;
donc
PO : oq : pq :: P : Q : R;
d'où l’on peut conclure que dans la poulie fixe, l’une des forces est à la résultante comme le rayon de la poulie est à la soutendante de l’arc embrassé par la corde.
On a démontré que lés forces P et Q étaient égales ; il suit de là que la poulie fiite n’a d’autre effet que de changer la direction d’une force sans augmenter ni diminuer son intensité.
a3o. Considérons maintenant la poulie mobile." Soit une corde QABP (fig. 117) qui étant attachée au point fixe Q, embrasse l'arc AB de la poulie, et qni , lorsqu'elle est sollicitée par la puissance P , fait monter la résistance R.
». C tendant à entraîner Q, ■éciproquement Q agit sur C. Si l’on considère donc Q comme une force qui sollicite le point C, on cherchera les conditions d’équilibre entre P , Q et R ; ces conditions sont les mêmes que celles que nous avons établies pour la poulie fixe, si ce n’est que la résistance, an lieu d’être Q, est ici R. Ainsi le rapport de la puissance à la résistance nous sera donné par la proportion
P : R rayon ; soutendante de l'drc AB.
La puissance étant moindre que la résistance, la poulie mobile est avantageuse à la puissance.
Si les cordons deviennent parallèles, la proportion precedente devient
‘P : R : : rayon \ diamètre. " I : 2;
dans ce cas, la puissance est la moitié de la résistance.
Si la soutendante est égale au rayon , la puissance est égale à la résistance; par conséquent lorsque la soutendante est plus . petite que Je rayon, la poulie mobile devient désavantageuse.
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*3i. Par la combinaison de plusieurs poulies, on peut soulever des poids énormes avec une très petite puissance, comme on peut le voir, en disposant les poulies de la manière suivante.
Le poids R (fig. 118) étant suspendu à la chape de la " poulie ABD, cette poulie sera embrassée par une crtrde d’une part attachée au point fixe K , et de l’autre à la chape de la poulie Jt'B'D'. Cette seconde poulie sera également supportée par uflë corde, d’une part attachée en R', et de l’autre à la chape de la poulie A"B"D"; ainsi de suite jusqu’à la dernière poujie qui sera emhrassee par une corde attachée d’un côté à un point fixe, et de l’autre à la puissance P.
Si l'équilibre subsiste entre ces poulies, et qu’on appelle T, T', T", etc., les tensions des cordons AE, A'E', etc. , on aura , en ne supposant que trois poulies ,
r : T ab : ac, t : t' :: a'b' : a'C', t' : P :: a"B" : A"C".
Ces proportions multipliées par ordre donnent
R : P : : AB x A'b' x A' B" ; AC x A'C' x A"C" ;
ce qui nou^ apprend que la puissance est à la résistance R comme le produit des rayons des poulies est à celui de leurs sodtendantes. Si les cordons sont parallèles , les soutendantes deviennent des diamètres , et l’on a
et en général pour n poulies,
a3a. Cette disposition est peu employée, parce qu’elle demande un trop granc^efnplacenient. En effet , lorsque le centre de la poulie BOC (fig. 1 19) s’élève d’un nombre h de pieds, Fig. 1 16.
1» : ,J .ai t
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BC vient en bc , et la corde DCBX s'accourcit de Ce -}- Wt , c’est-à-dire de a A de pieds ; par conséquent la poulie E doit s’élever d'autant au-dessus de X : or par un même raisonnement , on démontrera que quand la poulie E s’élève de a h de pieds, la troisième poulie doit s’élever de 4//; et ainsi de suite. De sorte qu’avec un nombre n de poulies, la puissance doit s’élever de in~'h ; car la puissance tient la place, d’une poulie : on perd donc en espace ce qu’on gagne en puissance.
« A l’égard des pressions que supportent les points' D, D', D ", etc. , appelons-les Q, Q', Q", etc. , et nommons S et X les tensions des cordons SA et XB , et supposons quç les rayons des poulies soient égaux , nous aurons
substituant ces valeurs dans les proportions p : S :: 1 : a, '
on obtient
Q' = ap, Q" — 4P;
la pression totale sera donc exprimée par *
* , ■ P + aP + 4P
a33. Le moufle est une machine composée de plusieurs
poulies disposées sur une mciq^ chape. t . ,t , _ v Pour trdbver le rapport de la puissance P à la résistance R Fig. 130. dans le moufle de la -figure 120, nous observerons que les cordons sont tous egalement tendus; la somme de ces tensions fait équilibre à la résistance R , qui peut être considérée comme entraînée par six-' forcés parallèles égales ; la tepsion de Q est donc mesurée par l’une de ces forces^ et par conséquent est la sixième partie de la, résistance.
n'F.S MACHLNF.S.
'Du Tour ou Treuil.
i 3^. Le tour est un cylindre qui sert d’essieu à une roue. A la circonférence dé nette roue fst attachée une corde qui, en se déroulant, lui imprime un môrtvemcnt de rotation dont l’efl# se communique au cyttuMce ; alors une seconde-' corde * s'enveloppe autour de ce. cylindre , et fait monter la résistance dont elle esfc chargée. DeiVx'pivots cvlifkjriques A et B
, ^g. ijii) se trouvent aux extrémités A et fi.du cylindre; ces Fig. m.
, rqts se nomment tourillons. Comme ils sont de moindres »]iymétres que le ceindre, ils servant à le faire tonrner .avec plus de facilité sur ses appuis. ' " '
a35. Nous allons d’abord chercher le rapport de la puissance à la résistancè dans cette machine. Pour cela, pliions l’axe AB du cylindre 'dans une position horizontale ; nous pourrons supputer qu’un plan horizontal mené par cet axe couple cylindre , et, en se prolongeant jndéfinimen/, vienne rencontrer au point' F la di région de la'puiSsanée. 1
Représentons cette ‘puissance P par la partie, FP. de sa direction ,et décon^posons P .én deux forces FL = P' et FR =i P^, Vhqe horizontale ék'l’iiutre verticale.
Cèlp poéé , lorsque P^lt mduvoir la rtoue, la cHnaposaoTé P" qui, est y^rtifàle, desfcend, àt le poids R monte, tandùt que te ppi»t fl^re^te jjpt»oÉilé , paYcp qu’il est fur l*axc du* cylindre. On peut' donc regarder M comme le point d’appm^’un levier 1IF, auquel seraient appliquées les lin i |>" ;
par conséquent on aura, en vertu de M’équilibre (du levier,
p" : R MH : Sîii- ’
i ^ ^ ' jjil^ .
D nnc autre parti te plan de la roue et ,1a section OEH étant perpendiculaires à Taxe du cylindre, les triangles fflM, MCF sont’rectangles, l’un en’ l ét l’autre en Cf ét donnent
J»-..,,. ...Jl
MH : MF : h hi : cf.
JLr
On tii*e de ces proportions , ^
■' ixl . s
l’i'Uwwriji ni a.
. . P" : R :: Ht : CF
Fig. iai Soit ç> l’angle FPK, on a (fig. 121 et tai )
et 122. . ’ \ ▼- *, * *•'. •
FPK^PFÇ.^, par conséquent • .
v ' -«iirFPsini, *DC=CFsm?, * '
M i* yM : ; <• 7.*'
üV D * 'tu, DC ‘ » *
.. P = P sin <j> , GF = - — : •
*V Aw *
substituant ces valeurs dans la .proportion, procédante , on obtient
DC
V ; P sin 9 R :: m — *; . -
• . • • . 1 . s)nf i •
d’où l’ori tire '
. PxDC=!RXin;
. \ . SJ.;. • • » ■
ce qui nous donne cette proportion .
p : R :ï hi i dc. . :\t&. ' • * ■
On voit donc quer dans le.totiry l<> jiuissaqcc est à la résistante
/n *•« ata *% >/.. ^ ^ ^ ^ * * *
ftânrâJOK ';iirt. >«i; i iTJfîii^/pyi
4ggÊÊgM^^ .. J
sance^a résistance et le poids de la machine. Si rtonsmcfhimons T ce poids , et O le centre de gravité de là machine , nous peiîrrqns regarder T comme suspendu en G : or, à cause de la syitij-frie' de la machine, G se trouvera Sur l’axe ménie diucylindre. Cela posé, remplaçons la puissance P par ses 'composantes P' et P" ; il ne s'agira plus que de décomposer les. quatre forces R , P', 1’" et T en deux autres qui agissent spe, les points d’appui A et Ifc
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Les forces 11 et T ayant été .déterminées par expérience , cherchons d’abord à exprimer I1' et P" eu fonction de R. Pour cela nous avons ( fig. 1 2 1 et 1 2a
P' = FL = P cos FPK , P^= Fk = P sin FPK ,
P'ipPcosip, P" = P sin*? . . . (126).
Mais l’angle ç> étant égal à l’angle CFD, ori a
CF ’ ~ . — CF
Mettant dans cés équations la valeiïf de P donnée par la proportion (Sa5), on obtient
p, _ R.HI.DF
p" ~ rj:h1 DCLCF ’ — CF ‘
ab : bm :: r 4- p" : z, ab : am :: R + p" : z';
■aft
Fig. I2i
Ct 122. |
■ •. • >at*
de même en nommant U et U' les composantes de T sur les
K uni. de Hrraïuyuc.
Regardons maintenant les forces verticales R et P" comme appliquées aux extrémités d’un levier HF, dont le point d’appui serait en M ; la résultante de ces forces passera par M, et aura pour valeur R + P".
Soient Z et Z les efforts que cette résultante verticale exerce sur les points d’appui A et B ; on déterminera Z et Z' par ces proportions
Fig. ia3
points d’appui, on aura
ab : B& :: T : u, ab : ag :: t : U'.
Ces forces V et U' étant verticales, s’ajouteront l’une à T et l’autre à T'. A l’égard de la force horizontale P', comme cette force agit sur le centre C de la roue , si nous appelons Y et Y' les composantes de P' aux points A et B , nous aurons
AB: CB:: P': Y
AB : ac :: P' : Y'.
Ayant construit deux rectangles dont l’un aura pour hauteur Z 4- TJ , et pour base Y, et dont l’autre aura pour hauteur %' + Vr et pour base Y', les hypoténuses de ces rectangles exprimeront le4‘-p cessions exercées sur les points d’appui; les angles de ces hypoténuses, avec les côtés des rectangles, détermineront les positions des pressions.
Si l’on égard à l’épaisseur des cordes, on considé
rera la puissanoe comme appliquée au diamètre de la corde ; alors le rayon du cylindre et celui de la roue devront, être augmentés du demi-diamètre de la corde; et l’on aurâ : la puissance est à la résistance comme le rayon du cylindre, plus celui de la corde, est à celui de la roue, plus celui de la corde. • <•
238. On rapporte au tour le cabestan’, qui n’est autre chose qu’un tour dont l’axe du cylindre est vertical.
239. Soit un système de tours arrangés dans l’ordre suivant : la puissance P appliquée à la roue AD (fig. 123), fait mouvoir le cylindre BC qui communique à une seconde roue A'D' par une corde BA' ; cette roue A'D' fait mouvoir le cylindre O'B', auquel une corde B' A" est attachée *et* ainsi de suite jusqu’au dernier cylindre qui est chargé de la résistance B .
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Si tout le système est en équilibre et que nous nommions T, T', T", etc.', les tensions des cordés BA', B'A", etc.,
nous aurons,
Pour le premier tour ... P : T : : OB : OA ;
Pour le second T : T' " O'B' ; Q'A7;
Pour le troisième T' : R ;; O'B" : O" A".
Ces proportions étant multipliées par ordre , nous donnent cdle-ci ,
p : R :♦ OB X O'B' X 0"B" : oa x o'a' x 0"à' , d’où l’on tire
R OA X S'A' X O' A
ce qui nous apprend que la puissance est à la résistance comme le produit des rayons des cylindres est à celui des rayons des roues. t
Ainsi dans le cas où le rayon de cjiaque' cylindre serait la n’ partie de celui de la roue qui le met en mouvement, on aura
n _ OA ‘O'A' 0"A"
proportion qui revient à celle-ci ,
a4». Les roues dentées ne diffèrent de la disposition precedente, que par les dents également distantes dont leurs circonférences sont garnies. Ces dents ont le même emploi que les cordes de la figure ia3; chaque roue est traversée par l'axe Fi , Il3 de son pignon qui est une roue dentée plus petite, garnie de ^ dents qu'on nomme ailes. La première roue fait tourner son pignon qui engrène dans la seconde roue; celle-ci à son tour,
STATKJCK.
ayant son pignon engrene dans la roue attirante , la fait mou voir; ainsi de suite. . ■ ‘ • •
Les pignons représentant les cylindres de la combinaison précédente , il s’ensuit que , dans les roues dentees , on a la proportion : La puissance est à la résistance comme le produit des rayons des pignons est à celui des rayons des roues.
i9.\. a4i. Soient (%. i*4) D> D', D", etc., les nombres de dents des roues A,. A', A"» etc., et d, d', d", etc-, les nombres d’ailes de leurs pignons a, a', a", etc., et supposons que tandis que la roue A fait N tours, les roues A',^", A'", etc., en fassent, la première N', là seconde K", etc. A chaque révolution de A , le pignon a engrènera successivement toutes ses ailes avec la roue A' ; de sorte que dans N révolutions , il engrènera , avec A', un nombre d’ailes exprimé par N d : de même la roue A' faisant N' tours, engrènera un nombre N'D' de dents avëc le pignon « ; et coftime les nombre de dents et d’ailes engrenées par la roue A' , , et par le pignon a doivent être égaux, il faudra que l’on^hit
3 N'D' = Nd ;
par la même raison, les autres roues nous fourniront les équations
N"D" = N'd', N"D'" ê= N"! T, etc.
Multipliant ces équations par ordre, nous aurons, en suppo sant seulement quatre roues,
NwD't>"D'" = Ndd'd* ;
d’où l’on tirera
, dd'd"
Par exemple, si l’on demande le nombre de dents qu’il faut employer pour que la roue A'" fasse une révolution dans le même temps que la roue A en fait 60 , nous aurons
UF.S MACD1MS.
& = Cu, i = Go. ryD-/D» • (,27)
Prenant arbitrairement les nombres d, d', d" , nous pourrons supposer d ^ 4 , d' = 5, d" =. 7 ; cette .hypothèse réduit, la dernière des équations (127) 1t
8/|00 partagé en trois facteurs, nous donne les nombres 11, a!> et .28. Ainsi en’ faisant D', D", D" respectivement égaux à ces nombres, nous avons une solution du problème qui, comme on le voit , est indéterminé.
Observons qu’on 'doit prendre N"'.<^N parce que supposant d D', d' D", d" < D'", Aw va plus lentement que A.
a4a. C’est encore par le principe de l’équilibre du tour, que l’on explique' le mécanisme du cric. On distingue -deux sortes de crics, le simple.et le composé. Le cric simple est une caisse de bois CD (fig. ia5), dans laquelle se meut une Fij>.ia5 barre de fer, garnie de dents d’un côté; ces dents engrènent avec un pignon EF qu’on met en mouvement à l’aide d’une manivelle : alors la barre de fer , prêtée par l’effort du pignon, sort de la caisse DC, monte et soulève la. résistance.
Dans cette machine, le pignon et le bras de la manivelle (*) agissant comme le cylindre et la roue du tour , il en résulte que la puissance est à la résistance comme le rayon du pignon est au bras de la manivelle.
a/( 3. Dans le cric composé, la manivelle met en mouve ment un pignon qui engrène avec une roue; celte roue en grène à son tour avec un second pignon qu’au dernier
(*) P»' pat- la puissance.
le rayon un cercle décrit
D’après ce qui précède , on voit que dans cette machine la puissance est à la résistance comme le produit des rayons des pignons est à celui des roues par le bras de la manivelle ,
, Du riaa, incliné.
144- Le plan incliné est ainsi appelé, parce qu’il fait uto angle avec l’horizon; son usage est de servir à soutenir un corps , en le mettant en équilibre avec d’autres forces. ,
Fig. 12G. Soit un corps M (fig. 126) , dont noifs considérerons le poids P comme attaché à son centre de gravité par un fil vertical Ü1P. Pour que ce corps puisse être en équilibre sur un plan incliné avec une force Q , la première condition est que les forces P et Q aient-une résultante unique , ce qui exige que leurs directions se rencontrent en un point M : or, MP étant une verticale qui passe par le centre de gravité, le plan PMQ sera aussi vertical et contiendra le centre de gravité. Ainsi la prertpière condition d’équilibre est que ia direction MQ de la force Q doit être dirigée dans un plan vertical qui passe parle centre de gravité du corps.
La seconde condition est que la résultante MN des forces P et Q soit détruite par la résistance du plan incliné, ce qui ne peut être , à moins que cette droite ne soit normale au plan incliné , et ne le rencontre en un de ses points.
Cette seconde condition se modifie un peu , lorsque le corps ne touche le plan incliné que par plusieurs points; car en . ’ unissant ces points par des lignes droites, il suffit que la ré-
sultante normale passe par un des points du polygone ren-
- fermé dans ces droites, pour qu’il puisse y avoir équilibre.
q45. Les conditions que nous venons d’énoncer étant rem- Fig.ia'u pljes, soit KL ( fig. 126 ) un corps retenu en équilibre sur un plan incliné par une force Q. Prenons des parties ME, MF proportionnelles au poids P et à la force Q, et construisons le parallélogramme FM ER : la diagonale MR représentera la
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pression que le corps exerce sur le plan incline : nommons R cette pression , nous aurons .
Q ; P ; R : ; sin PMR : sin QMR : sin PMQ. . . (128).
Les angles PMR, CAB étant égaux en vertu de la similitude des triangles AOP, OMN, nous avons
sin PMR =r sin A = ■
substituant eette valeur dans la proportion (128), et multipliant les seconds rapports par AC, cette proportion se changera en celle-ci ,
Q : P : R :: CB : AC X sin QMR : AC X sin PMQ.
246. Si la puissance prend la direction, MQ (fig. Î26) pa- Fig.is6> rallèle à la longueur du plan incliné , les triangles MER , ACB deviennent semblables, parce que les angles C et E sont égaux,, l’étant chacun à l’angle MOC ; d’où il suit que l’on a la proportion
er : me : : cB : Ac te qui nous apprend que lorsque la puissance est parallèle à la longueur du plan incliné, la puissance est à la résistance comme la hauteur du. plan incliné est à sa longueur.
247. Si l£ puissance MF devient parallèle à la base du plan incliné, les triangles perpendiculaires MER, CAB (fig. 127) pis. Ia? donnent la proportion
er : me :: cb : ab,
ou
Q : p :: CB : AB;
donc, dans ce cas, la puissance est à la résistance comme la hauteur du plan incliné est à sa base.
248. Lorsque l’angle A est la moitié d’un angle droit, la puissance est égale à la résistance ; mais si A est moindre que la
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moitié d’un angle droit , la base du plan incline en surpasse la hauteur; alors la machine devient avantageuse à la puissance. .
De (a- Fis. .
E'tf- i iS. 249. Partageons les côtés d’un rectangle AM' (fig. ia8)en parties égales par des parallèles BB', CC', etc. , et menons les diagonales AB', BC', etc.; si en courbant ce rectangle, nous en formons un cylindre à base circulaire, la .droite MA se confondra avec la droite M'A'; et alors les points B et B', C et C', etc., qui sont les extrémités des diagonales AB', BC', etc. , se confondant , ces diagonales se lieront les unes Fig* 119. aux aurifes, et traceront sur le cylindre FQMN (fig. 129) une courbe régulière PRSTUV, etc. , à laquelle on a donné le nom .d ''hélice. V
a5o. La propriété caractéristique de cette courbe est que tous ses clémens forment des angles égaux avec les droites menées par ces clény>ns sur la surface du cylindre, parallèlement à son axe ; car cette propriété subsistant dans le parallélogramme ^VM' à l’égard des élémens m , m', m", etc. , qui forment des angles égaux avec les parallèles EF, E'F', etc. , il en sera de même lorsque le parallélogramme deviendra la surface convexe d’un cylindre. 0
D’après cette génération de l’hélice , on voit que les dis- Fig. 128. tances mm, m'n', m"n", etc. (fig. 128), étant égales, la même chose aura lieu encore sur le cylindre; par conséquent si Fig. 129 l’on pi-end mit (fig. 129) pour base d’un triangle isocèle mno dont l«plan soit normal à la surface du cylindre, et que l’on fasse mouvoir ce triangle parallèlement à lui-mème , de manière que tes extrémités m et « de sa base restent toujours sur deult arcs d’hélice, ce triangle, en montant ainsi sur la surface cylindrique, la recouvrira d’un filet saillant qui, conjointe-
des machines. i 3^
ment avec le cylindre , composera la vis ; ce filet saillant est appelé le filet de la vis.
On voit que le filet de la vis n’est autre chose ici qu’un prisme triangulaire qui serait applique et recourbé sur le cylindre, en forme d’hclice.
Quelquefois le filet de la vis , au lieu d’être engendré par un triangle isocèle, l’est par un rectangle : dans ce cas, la vis est à filet carré.
a5i. L’écrou #st une pièce creusée en helice, et d’tthe longueur moindre que celle de la vis. On peut considérer l’écrou comme le moule d’une partie du filet de la vis.
La vis tourne dans l’écrou, et, à chaque révolution, parcourt un chemin égal au pas de la vis.
Les circonstances du problème étant les mêmes, soit que la vas tourne dans l’écrou, soit que f écrou tourne dans la vis, nous adopterons cette seconde hypothèse.
a 5a. Cherchons maintenant le rapport de la puissance à la résistance dans cette machine. Pour cela, plaçons la vis verticalement dans son écrou r de manière que l’écrou entoure la partie supérieure du filet de la vis; supposons que l’écrou soit partagé en différentes molécules m, m ', m", etc., qui reposent .chacune sur le filet de la vis ; et cherchons la force qui mettrait en équilibre la seule molécule m ( fig. i3o). Fig. i3». Il est certain que si cette molécule abandonnée à elle-même n’était sollicitée que par l’action de la pesanteur, elle glisserait le long du filet , et décrirait une hélice sur un cylindre qui aurait pour rayon la distance mC de la molécule"?» l’axe de rotation. Ainsi en considérant l’hélice comme un plan incliné, ce plan aura pour hauteur le pas de la vis, et pour base la circonférence décrite par mC.
Supposons maintenant que la force horizontale P (fig. 1 3ij, ; ,3,. appliquée immédiatement à la molécule m , tienne son poids m en équilibré. On construira un triangle rectangle «>HK
i'ig. i3i. qui ait pour hauteur mH le pas de la vis , et pour base la circonférence décrite par mC, et l’on aura , en verfu de la théorie du plan incliné,
P : m :: hauteur : KH, ou
P : m ; : mil : circonférence Cm ... ( 1 29).
Mais si la puissance , au lieu d’être appliquée, immédiatement au point m, est appliquée à l’extrémité P du levier CD, et que l’on veuille que cette puissance Q produise le même effet que P, il faudra que P et Q soient en raison inverse des braSi de levier ; c’est-à-dire que l’on ait
Q : p : : Cm : cd,
Q : P circ.Cm : cire. CD.
Multipliant terme à terme cette proportion par la proportion (129), on aura
Q ; m " mH : cire. CD.
Donc pour la molécule m , la puissance est à la résistance comme le pas de la vis est à la circonférence dont le rayon est la distance du point d’application du levier à l’axe du cylindre.
Cette proportion ayant lieu quelle que soit la distance C/q de la molécule à l’axe , concluons que pour les autres molécules chargées des poids m', m", m", etc., et retenues par des forces Q', Q", Q'", etc. , on aura ençore
* Q' : m' : : mH : cire. CD,
Q" : m" : : mH : cire. CD,
Q" : m'" :: mH : cire. CD.
On tirera de ces proportions et de la précédente.
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J.es distances des molécules m" , etc., à l’axe, ainsi
que leurs hauteurs, n’entrant pas dans ces expressions , concluons que les points d’application des puissances horizontales Q , Q', Q", etc. , en sont indépendans.
Supposons donc que ces points soiept également éloignés de l’axe du cylindre ; alors le^ forces Q , Q', Q", etc. , en quelque part qu’elles soient situées , communiqueront au système le même mouvement de rotation que si elles agissaient suivant DQ. Par conséquent nous aurons le droit de réunir les valeurs de ce* forces. Ainsi en ajoutant lès équations (i3o), nous trouverons
m 4- m' 4- »i* -f etc. = (Q -+• Q' + Q" i
et comme la somme m m'-|- m" + etc*-, représente le poids M de l’écrou, et que les forces horizontales Q, Q', Q", etc., peuvent être remplacées par une force unique Q appliquée au point D , nous aurons
d’où l’on tire
cire . CD
Q : M :: mH : cire. CD;
ce qui nous apprend que , dans la vis , la puissance est à la résistance comme le pas de la vis est à la circonférence de l'arc décrit par la puissance autour de l’axe.
Il est évident que cette machine est d’autant plus avantageuse à la puissance , que le pas de la vis a moins de hauteur, et que le point d’application de la puissance est plus éloigné de l’axe. * ,
1 ’ ' .■ - \ \ • ‘’ifaat'iJ * j.'
STATIQEK.
Du Coin i
On a donne le nom de coin à un prisme triangulaire
que l’on fait entrer par Fune de ses arêtes dans la fente d’un corps pour en augmenter l’ouvertnre; cette arête qui pénètre le corps , est appelée le tranchant d&eoin, la face opposée en est la tête , et les deux autres^faces quadrangulairés en sont les cotés, " .
Tous les instrument tranchansf tels que la hache, le ciseau, les rasoirs, etc., se rapportent au coin.
Le coin étant frappé sur sa tète, recevra une impul
sion qui représentera la puissance; nous supposerons que cette impulsion soit perpendiculaire à la tête du coin ; car si elle ne l’était pas , elle pourrait se décomposer en deux forces l’une perpendiculaire à la tète du coin, et l’autre dirigée dans son plan. Cette dernière force ne tendant qu a faire glisser la puissance sur la tète du coin , nous ne la considérerons pas. - *
•i;. iàu. Cela posé, soit ABC (fig. i3a) le coin vu de profil , AC et BC' en représenteront les côtés ; alors la tête du coin sera la droite AB, sur laquelle la fôrcc P agira perpendiculairement.
Cette force tendant à écarter les côtes AC et BC , ne peut être contrebalancée que par l’adhérence mutuelle des particules du corps : or, cette adhérence n’etant pas la même dans toutes les substances, nous 11e pouvons évaluer le rapport île la puissance à la résistance dans cette machine. Ainsi nous chercherons seulement le rapport de la puissance aux pressions exercées sur les côtés AC et JBC. • >
Pour cet effet, ayant représenté la force F par la droite arbitraire DE, on mènera sifr les côtés AC et BC, les perpendiculaires DM et DN ; et ayant construit le parallélogramme DI F, K , les composantes DI et DK seront les pressions exercées
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sur les côtés AC et BC. Nommons X et Y ces pressions, les triangles perpendiculaires >ABC , IDE nous donneront
DE : DI : IE :: AB : ac : BC,
ou , à^cause que IE peut être remplacé par DK , cette proportion deviendra i •
F : x : Y :: ab : ac :BC,
ou (fig. 1 33 ) Fig. i33,
F : x : Y :: ab x GH : ACx oh : BC x gh.
Les produits AB X GH , AC X GH et BC = GH représentant la tête et les côtés du coin, concluons que, dans cette machine ,’ la puissance F et les efforts X et Y qui-agissent sur les côtés du coin, sont proportionnels à sa tête et à scs côtés.
Le coin sera d’autant plus avantageux, que sa tête aura moins de surface, du que ses côtés en auront plus-; car alors les pressions latérales deviendront plus grandes à l’égard de la puissance- ' f . ’*
Du Frottement.
' al n'H '»r<4î'AJ>l* 9**'» .7. ’t>i 1 i?. 1
^'55. Lorsqu’un -corps' Tepose sur un plan horizontal', la résistance de ce plan détruisant l’effet de la pesanteur, la moindre impulsion lui donnerait du mouvement, s’il n’était retenu par des causes physiques qui s’oppo&nt ,à ce mouvement. La plus influente de ces causes est le frottement; on appelle ainsi cette force qui empêche un corps de glisser sur un plan , ét qui est due aux petites aspérités des particules matérielles qui engrènent les unes dans les autres, et qui occasionent une force passive qui augmente ou diminue la résistance, suivant que la puissance tend à pousser le corps ou A le retenir.
On a reconnu que le 'frottement était sensiblement propor-
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tionnel à la pression, mais que cette loi cessait d’avoir lieu lorsque la pression devenait trop grande. Ainsi en représentant par / le frottement exercé par un corps homogène AB Fig. i34- (%• ï34), animé de l’unité de poids, si AB' est double de AB , le frottement sera a f ; si AB" est triple de AB , le frottement sera 3/; ainsi de suite : de sorte qu’en .représentant par F le frottement exercé par le corps AM qui renferme un nombre N d’unités de poids, nous aurons
a56. Voici comment on peutmesurer le frottement.
Fig «35 Soit AB (fig. i35)-le corps qui exerce l’unrité de pression Sur le plan horizontal LK. Ce corps étant sollicité par un fil CDE qui , passant par une poulie de renvoi, soutient le poids M; si l’on augmente successivement ce poids , l’intensité qu’il aura lorsqu’il sera prêt à vaincre la résistance, mesurera le frottement f exercé par l’unité de pression.
a57. Il existe une autre manière de mesurer le frottement, et cpii nous est donnée par le théorème suivant : Si l’on place Fig. i3G. un corps MN sur un plan incliné AC (fig. i36), et que l’on augmente l’angle A que le plan incliné fait avec l’horizon^ jusqu’à ce que le corps soit sur le point de glisser, l’unité de frottement / sera égale à tang A.
Pour le démontrer , menons pâr le centre de gravité G du corps les perpendiculaires GD et CK , l’une au plan horizontal , et l’autre au plan incliné. Représentons par GD le poids du corps, et décomposons GD en deux forces GH et GK, la première parallèle au plan incliné, et la seconde perpendiculaire à > ce plan , nous aurons *
GH = DK rp: GD sin DGK,
, GK = GDcosDGK;
or, les angles DGK et CAB sont égaux comme complémens
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des angles aigus dont le sommet est en 1. Mous pourrons donc, Fig- i3Tk dans les équations précédentes, remplacer DGK par A, ce qui nous donnera
GH = GD sin A,
. , GK ~ GD cos A, 1
ou plutôt . ,
GH — N sin A,
GK. = N cos A.
La pression que supporte le plan incline étant exprimée par GK = MTcosA, l’intensité du frottement sera mesurée par NcosA.jf; mais le frottement étant la force qui empêche le corps de glisser, devra faire équilibre à la composante GH = N sin A qui agit dans le sens de la longueur du plan incliné , d’où il suit qu’on aura
N cos A .f N sin A.
On tire de cette équation
/=tangA... (i3a);
a58. Cet angle est ce qu’on appelle l’angle du frottement.
Il n’est constant, que dans l'hypothèse, où la loi qu’il suit est d’être proportionnel à la pression. En effet, nous n’avons obtenu l’équation (1 3a) qu’en employant celle du n" (i3i) qui renferme cette loi; mais, comme nous l’avons déjà fait rc-. marquer , on a reconnu qu’elle cessait d’exister lorsque la pression est fort grande. j Y-
a5<). Les différentes substances ayant les pores plus ou moins resserres , le frottement n’est pas le même pour toutes les matières; c’est pourquoi on a cherché à constater par des .expériences celui qui est propre à chacune.
Par exemple, voici quelques résultats que Coulomb a ob-
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Fig. i36, tenus en cherchant le rapport du frottement à la pression: .
Fér contre fer /=o,a8.
Fer contre cuivre jaune.. . . /— 0,26,
Chêne contre chêne... /= o , 4^,
Chêne contre sapin f—o ,65.
Ces dernières valeurs ont été trouvées en mesurant le frottement suivant le fil du bois ; mais on sent qu’elles seraient bien différentes si ce fil était dirigé dans un autre sens que celui selon lequel agit le frottement ; car les aspérités du corps présentant moins de prise à l’engrenage , le frottement devrait être plus faible.
259- Le poli des surfaces et les substances onctueuses qtvon répand sur les corps , contribuent aussi à diminuer le frottement. •
C’est en ayant égard à toutes ces circonstance» qu’on pourra en perfectionner les tables. En attendant, , on peut consulter avec avantage celles de Brisson.
a6o. L’adhérence des corps eÿ encore üne des causés physiques qui s’opposent à leur mouvement. On ne peut l’évaluer d’une manière fort exacte, parce qu’elle est susceptible de s’accroître beaucoup avec le temps, dans les machines qui ne sont point en action, et, au contraire, de s’altérer quelquefois dans cellès qui sont en m<fU veulent.
La loi qu’elle suit est d’èfre sensiblement proportionnelle aux surfaces adhérentes. Ainsi , en représentant par d l’adherenée relative à l’unité de surface, celle qui a lieu sur la surface a aSra pour expression ad-
Théorie, du frottement dans quelques machines.
Fig. i3j. 261. Soient (fig. 1 $7 ) P le moteur et S la résistance appliqués à un point m d’un corps, et qui, le tenant en équilibre
DU FROTTEMENT DANS LES MACHINES. I/jÜ
sur un plan incliné, forment des angles a et a', avec la Ion- Fig. 137. gueur de ce plan. S’il n’y avait ni frottement ni adhérence , les conditions de cet équilibre se réduiraient à
Pcosa = Scos a'. . . (i33);
mais si l’on a égard au frottement et à l’adhérence , comme ces deux forces Sont contraires au moteur lorsque celui-ci tend à pousser m vers B , il faut qu’elles soient ajoutées à la résistance S cos et'. Pour les déterminer, nous remarquerons d’abord que la pression exercée sur le plan incliné provient nonseulement de la composante de P , perpendiculaire en m , mais encore de la composante de S, perpendiculaire au même point. La première a pour expression Psinet, et la seconde Ssin et'. La totalité de ces deux pressions sera donc la quantité que nous avons représentée par N dans l’équation, (1 3 1) , de sorte que la force due au frottement sera exprimée par ( P sin et -f- S si si1)/. Quant à celle qui est due à l’adhérence , nous avons vu qu’en supposant que a soit la surface sur laquelle elle agit, cette adhérence avait pour valeur a\ J». Ajoutant donc ces deux forces au second membre de l’équation (i33), nous aurons pour condition d’équilibre ,
P cos et ~ S côs a' + S sin et' ./ + P sin a ./ + a ;
on tire de cette équation
S cos a' -f- S/sin et' -+- fl ,,,,
cos ce — 1 sin ce
162. Si, au contraire, la puissance ne fait que retenir le point m , et que la résistance tende à l’entraîher vers B , ce sera cette dernière qui aura à vaincre le frottement et l’adhérence ; par conséquent ces deux "forces agiront en faveur du moteur, et devront changer de signe. 'Représentons donc par P' le moteur qui convient à cette hypothèse , nous
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aurons .
cos et -f- / sin a ' 7
263. Occupons-nous maintenant de l’équilibre du levier et de celui de la poulie , en ayant égard au frottement.
Supposons donc qu’un cylindre droit et vertical traverse tin levier : comme les circonstances sont les mêmes, soit que le cylindre tourne autour du levier, soit que le levier tourne autour du cylindre , nous adopterons cette dernière hypothèse , et nous considérerons un point m du levier qui ,38 (fig. i38), étant en contact avec le cylindre, est soumis à l’action du frottement. Si ce cylindre fixe est coupé au point m par un plan horizontal , nous pourrons prendre ce plan pour celui des x, y, et y ramener toutes les forces; car en les décomposant en deux groupes, les unes horizontales et les autres verticales , ces dernières seront détruites par le cylindre qu’on suppose fixe. Les sections du cylindre et du levier, pour le plan des x , y, seront respectivement représentées par le cercle »;BK' et par la courbe plane GIL. Cela posé , il résulte de l’immobilité du cylindre, que lepoint m ne pourra éprouver qu’un mouvement circulaire autour du point C où l’axe de ce cylindre est coupé par le plan des x, y. Le point m serait effectivement emporté suivant la circonférence de ce cercle, s’il n’était mis en équilibre par le frottement combiné avec la résultante R des forces du système , et avec la résistance qu’oppose l’axe fixe. Cette résistance étant une force normale qui agit suivant la droite mC, nous pouvons substituer cette force au cylindre fixe, et regarder le point m comme un point libre qui serait mis en équilibre par les trois forces suivantes : i° la force normale dirigée de m en C ; i° le frottement qui agit suivant la tangente mD; 3° la résultante R de toutes les forces du système. . .
26/,. Remarquons que quoique deux de ces trois forces
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soient appliquées en m, il ne s’ensuit pas que la force R Fie i38. i
aboutisse aussi au même point m ; car bien qu’en général l’équilibre ne puisse subsister entre trois forces que lorsqu’elles concourent en un même point , les deux forces dirigées suivant les droites mJ) et m C peuvent être seules appliquées au point m , parce que la troisième force , en se rattachant 4 un autre point A, peut tendre également à entraîner m à l’aide des points du corps qui sont tous liés entre eux. î
D’après cette observation, il suffit qu’on ignore en quel endroit est situé le point d'application A de la force R , pour qu’on puisse le supposer différent de m. ‘
Ainsi les conditions d’équilibre de nos trois forces rentrent dans celles que nous avons prescrites art. ioi. ■ V
a65. Pour satisfaire à ces conditions , nous placeroiîs l’origine des coordonnées au point C , et nous représenterons par N la force normale qui forme des angles a. et C avec les axes ; par F le frottement qui forme des angles a! et C avec les mêmes axes, et enfin par h le rayon du cylindre, qui est censé être à peu près le même que celui du trou dans lequel on adapte le levier. A l’égard de R, qui est la troisième force , nous désignerons par X et par Y ses composantes dans le sens des x et dans celui des y , et par r la perpendiculaire abaissée du point C«6ur la direction de cette force.
Cela posé, la condition de l’art, ioi , qui exige que la somme des composantes dans le sens des x soit égale à zéro , revient à dire que l’une des composantes de ces forces est égale JHa somme algébrique- des autres; par conséquent, en prenant N cos x pour cette composante, nous devrons avoir
N cos « = X + F cos a'. . . (x 36).
Par la même raison , les composantes dans le sens des y nous fourniront l’équation
N cos C = Y -+- F cos C' . '. . '■ (i 37) ;
enfin la troisième équation d'équilibre, qui est celle qui dérive du principe des momens , rious donnera
fy- = FA... (i38), .
et dépendra , en mettant pour F sa valeur donnée par l’équa- •tién (i3i),
Rr=zHfh... (i3g).
266. Avant que de faire usage des équations (1 36) et (1 37), remarquons qu’une seule des quatre quantités angulaires sin a, cos a, sin a', cos a', qui entrent dans ces équations, suffit pour déterminer toutes les autres. En effet , l’aDgle rO Fig. i38. (fig. i38) des coordonnées étant droit, nous avons
cosC = sina;
Fig. 139. d’un autre côté, si l’on mène une parallèle FK à CB (fig. 13g), nous aurons
ou
pat conséquent
BFH = BFK + KFH ,
a! = 1 oo° a ;
cos a.'.— cos 100 cosV. — sin 100. sin a. = — sin a, cos C ou sin a / = sin 100 cos a -f- sin a cos 100 = cos a.
Au moyen de, ces valeurs de cosC, de cos et! et de cosC', les équations (i36) et (137) deviennent
N cos H3X — F sin a N sin a. — Y + F cos a
267 . Ces équations subissent encore une autre modification si l’on fait attention que le frottement exercé sur le point m est proportionnel à la force normale N , qui presse ce point contre le cylindire, ce que nous avons exprimé par l’équa-
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tion (i3i); par conséquent, nous pourrons remplacer F par N / dans les équations (140), qui nous donneront pour les valeurs de X et de Y ,
X rrr'NcOS* + N/shl a. \
Y = N sin a. — N/ cos st T"
mais X et Y étant les .composantes d’une force R , on a entre ces forces la relation
Mettant, dans cette équation, les valeurs de X et de Y, que nous venons de trouver, nous obtiendrons
R* r= N* ( sin* <* -f- cos* u} + N1/1 ( sin* st + cos* a),
équation qui , parce que la somme des carrés des sinus et des cosinus est égale à l’unité , se réduit à
Substituant dans l’équatibn (i3g) la valeur de R tirée de cette dernière, nous obtiendrons
_Jh_
Cette valeur de r est toujours moindre que h , parce que le „ dénominateur de la fraction — — — surpasse évidemment
son numérateur ; mais h étant le rayon du cylindre , il suit de là que l’équilibre n’est possible que lorsque la distance r du point C à la résultante , est au-dessous de ce rayon. Dans ce cas , on voit que la direction de cette résultante coupe nécessairement le cylindre. Cette condition, sans laquelle L’équilibre du levier , par le frottement , est impraticable , ne suffit pas encore ; car il faut en outre que R n’ait point d’autre valeur que celle qui est déterminée par l’équation (142) ; autrement
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l’ équation des momens, sur laquelle cette dernière repose, n’aurait pas lieu. ,
a68. Nous ferons remarquer ici que cette équation des momens exprime implicitement la condition que le frottement doit faire équilibre à la résultante de toutes les forces. En Fig. 140. effet, décomposons la force R représentée par AB (fig. 140) en deux autres, l’une AC dirigée au point C, et l’autre .dans le sens de la tangente AF. Il est évident que la première serait détruite par le point fixe C , et qu’il ne resterait que la composante AD , qui devrait par conséquent faire équilibre à la force F, qui agit suivant la même tangente, ce qui exigerait que AD fût égal à la force F, et agît en sens contraire. Or, c’est ce que nous dit notre équation des momens ; car en menant les perpendiculaires CI — r et AL = h , les triangles rectangles ABL, BCI, qui ont un angle commun, sont semblables , et donnent la proportion
donc
al : AB : : Cl : BC , h : R I : r ; AD ; Rr — AD. h.
Substituant cette valeur dans l'équation (i38), et divisant par h , ori trouve
AD = F
- 269. On peut aussi déterminer le rapport qui existe entre la puissance et la résistance. Four cela , nous modifierons de Ta manière suivante les résultats que nous avons obtenus. '
Fig. 14*.
Soient F et S la puissance et la résistance qui (fig. 141) forment entre elles un angle 0, la résultante de ces deux forces sera donuée par l'équation ( art. 3i)
P-1 aPS cos 0 -f- S*.
by*G<
DU FROTTEMENT DANS I.ES MACHINES
Au moyen do celle valeur de R, l'équation (14») devient
Ps-f-aPScosfl-fS* =Pi* (1 +/*). .. (144).
Fig. 141.
370. Introduisons maintenant dans cette équation la valeur de N eu fonction de P et de S. Pour cet effet, abaissons du centre C les perpendiculaires p et t sur les directions des forces P et S ; le moment Rr, qui entre dans l’équation (139), se changera en Vp — Ss, qp en Si — Pp, selon que l’un de ces momens l’emportera sur l’autre, et l’équation (139) deviendra
±(Pp — Sr) = N/A;
tirant de cette équation la valeur de N*, le double signe disparaît, et l’on obtient
(Pf>-S«)».
par conséquent, en substituant cette valeur dans l’équation (144), on a enfin
du *!
P* + aPS cos 0 + S* SS
Nous simplifierons ce résultat en faisant
P=Ss, et 5=**... (.45>î .-
alors S* disparaîtra comme facteur commun , et l'équation se réduira à s: + tuco.O + .=^(^-0..
Ou tire de lh ‘
s*A* •+• afcvscosfl -f-A* = *• (p»s» — ipu - l-s*)j faisant passer tous les termes dans le second membre, on trouve
(i»p* — h') r* — a ( psk * -f- A* cos 6)* -t- A*j* — A* := o;
et, en divisant par le coefficient de s*, on obtient
(01*’ -1- A* cos 8) A*i> — A* • k'p' — H • ~ *•/»• — A*
La valeur de s déterminée par cette équation , est le rapport de la pais sance A la résistance; c’est ce que nous indique la première des équations (i45); et comme z a deux valeurs, il est évident que la première se rapporte au cas où la puissance est sut le point de t'emporter sur la résistance, cas où. ayant à vaincre le frotteront, elle doit avoir la plue
D iqitizc
ogle
tr
Fig. i4r. grande intensité. Si l’on résout l'équation , on trouvera
Psk' -i- fc» COS 9 ifc y/ {psk’ — A» CO» Q> — — A <1 f*«j» — fut
développant ot réduisant la quantité qui est sous le radical , faisant passer A« qui devient facteur commun, en dehors du signe, et rassemblant lés termes qui, sous le radical, sont multipliés par *>, on obtiendra
M’-f-A<cos6±A lA» (^-f-apseosO-t-,.) — A- (i — c0s6»~j.
bp’ — A» ~ ’
observant que i — cos 0« — sin 0>, et mettant la valeur de a, on aura enfin
P _ psk* 4- A» cos fl ± A l/*« ■+■ a,, cog 9 — A» sin ft»
ayi. Si le rayon du cylindre est très petit, on peut négliger son carré A*, et notre équation se réduit à
V ( p * -t- tps cos 9 -4- j* )
Si les perpendiculaires ;> et s abaissées du centre C sur les directions de la puissance et de la résistance, sont égales, on tombera dans le cas de la poulie ; et si l’on néglige toujours A*, on trouvent
. A y/a (i -H cos 0)
kp
aya. Enfin , si la puissance P et la résistance S ont des directions parallèles, on a 9 = o, d’où l’on déduit
sin 0=o, et cos0=i;
cette dernière valeur change l’équation (146) en
. aA ' ~ ip'
Du principe des vitesses virtuelles.
a?3. Le principe des vitesses ^virtuelles, découvert par Galilée et dont Jean Bernouilli et Lagrange ont fait sentir toute la fécondité, peut être, dans de certains cas , d’une très grande utilité pour mettre un problème de Statique en équation. Lagrange, qui l’a pris pour base de sa Mécanique analytique, l| regarde comme si essentiel, qu’il pense que
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loua les moyens généraux que l’on peut employer pour la solution des problèmes qui concernent. l’équilibré, ne sont que des applications plus ou moins directes de ce principe.
074. On entend par vitesse virtuelle le chemin que décrirait le point d'application m d'une force, si l’équilibre était infiniment peu troublé.
Ainsi, en supposant que le point d’application m (Bq. i^a) d’une force fjg, , 4^. P, par un dérangement instantané , vienne un 11, la petite ligne mn qu'il décrira sera la vitesse virtuelle de la force P. .
375. Le moment de cette vitesse virtuelle n'est pas le produit de P par la petite ligne mn, mais, suivant l'acception que lui donne Galilée, est le produit de P par la vitesse virtuelle évaluée dans le sens de P, c'est-àdire est le produit de P par la projection ma de mn sur la direction de P.
Nommons p cette projection, le produit P p sera donc ce que Galilée appelle le moment de la force P; on voit que le mot de moment est pris ici dans une acception toute différente de celle qu'ou lui donne ordinairement.
Le principe des vitesses virtuelles, comme on va bientôt le démontrer , consiste dans l’égalité à zéro de la somme de ces momens d’un nouveau genre , de sorte que si P, P*, P", etc. , sont différentes forces appliquées à un système, et p , p', p", pm, etc. , les projections de leurs vitesses virtuelles , sur les directions de ces forces , on doit avoir
Vp +P y -f- P y + P -h etc. = o. . . (147),
Mais il est à observer que si quelqu'une des projections p •, p' , p ", etc., tombait sur le prolongement mh (fig. ij3) de la force P appliquée en m, Fig. 14L celte projection serait négative; et, comme les forces P, P', P", etc., sont toutes censées positives, art. 35, le moment qui appartiendrait à cette projection négative serait donc aussi négatif ; c’est ce que nous exprimerons en sous-entendant que l'équation (147) se compose de la somme algébrique des produits P p, P 'p', P "p", etc.
376. Nous allons d’abord démontrer le principe des vitesses virtuelles, dans le cas où plusieurs forces sont appliquées à un même point. Poiir cela, soit P la résultante d’un certain nombre de forces P', P", P®, etc., appliquées au point m (fig. i44)> et dont les distances respectives sont Fig. i44invariables; si, par l’effet d’un dérangement instantané, le point m est transporté en n, la ligne mn étant infiniment petite, pourra être regardée comme droite. Plaçons dans sa direction l’axo des x, et nommons
«, <t®, étc. , les angles que les forces P, P', P", P®, etc. , font
avec cet axe, nous aurons, puisqu’il y a équilibre, *
P cos a -f- P' ros * -4- P" cos «" -j. P* cos «® -f- etc. = o ; ■
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Fig. 144. multiplions tous les termes de cette équation par la droite mn, que nous représenterons par z, cette équation deviendra
P z cos x 4- P ’z cos x -f P"* cos x + P *z cos x" 4- etc. = o. . . (148).
Or, il est, évident que z cos x ou mn cos nml n’est autre chose que la petite ligne ml, projection de mn sur la direction de P. Donc z cos * est la quantité que nous sommes convenus de designer par p, lorsque , nous avons défini les vitesses virtuelles. Ce que nous disons de P pouvant s’appliquer aux autres forces, il nous est permis de remplacer les produits zcos a', zcos a", zcos x", par les projections p', p", pm, etc. , des vitesses virtuelles sur les directions de ces forces, et de changer l’équation (148) en celle-ci,
Pp 4- P Y 4- P "p" 4- P "p” 4- etc. = o ;
ce qui montre que le principe des vitesses virtuelles est vrai dans le cas de plusieurs forces appliquées à un point.
377. Le cas le plus général du principe des vitesses virtuelles est celui de plusieurs forces P, P', P", P*, etc. , appliquées à différons points d’un corps ou système de corps ; ces points conservant toujours entre eux les mêmes distances, peuvent être regardés comme liés les uns aux autres par des droites inflexibles. Avant que de nous occuper de l’état général du système, lorsque son équilibre a été infiniment peu troublé, considérons seulement l’une de ces droites inflexibles mm' au moment où, par une légère impulsion donnée au système, le point m vient en it. Dans cette circonstance, l’autre extrémité m' de cette droite changera de position, el se transportera au point ri, qui pourra être au-dessus _ * ’ de la droite mm' (fig. l45), ou au-dèssous (fig. 146)» supposons-le
F|g. 146. d’abord au-dessus , la droite mm', dans sa nouvelle position, sera donc Fig. i47- représentée par nn (fig. 147), et alors les droites mn et niri seront des quantités infiniment petites à l’égard de mm' et de nn', puisque, par hypothèse , le dérangement du système est imperceptible. Cela posé, si par les points m et n' on mène une droite mn', comme le côté ni n' est infiniment J>e}it , il en sera de même de l’angle n'mm' qui lui est opposé dans le triangle mm'n' ; donc l’arc n'a qui en est la mesure sera censé rectiligne. Or, cet arc ayant été décrit avec le rayon Fig. 148. ma, si l’on prend (fig. ij8) mi = ma, l’angle Ma sera droit, comme appuyé sur le diamètre, et pourra être remplacé. par l’angle mn’ a. En effet, puisque l’angle n'ma est infiniment petit, il en sera de même de la somme des angles i et bnim qui est équivalente à rima ; donc l’anglo nui a, qui ne diffère de l’angle drdit que de l’angle infiniment petit in'm, Fig. 147. peut être regarde comme droit. Cela posé, le triangle mria (fig. 147) ayant un angle commun avec le petit triangle rectangle n'ia, lui sera
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semblable, et l’on aura la proportiou . Fig. îfc-
ma l n'a II Wa ; la.
Or, n'a étant infiniment petit & l’égard de ma, il en est de même de
la à l’égard de n’a ; et comme n'a est un infiniment petit du premier ordre, la en sera un du second. Or d’après la théorie des inÇniment petits, que nous avons exposée, on devra négliger la et regarder mn' comme étant égal à ml, et l’on aura de la sorte ,
- mn' mm' -+■ ml.
Par un même raisonnement, on prouverait que si du point n' pris pour centre on décrit avec le rayon n'm l’arc ma , on doit avoir
mn' = nn' -f- nh ‘
les premiers membres de ces équations étant les mêmes, on obtient mm' -f- m l = nn' •+■ nh ;
mais la droite mm' étant inextensible, doit conserver la même longueur dans sa nouvelle position : les droites mm' et nn' sont donc égales, et en les supprimant de l’équation précédente , il restera
m'1 — nh.
D’un autre côté, les droites nn’ et mm' doivent être regardées comme parallèles, puisque si elles se rencontraient en un point O (fig. 149), on Fig. 1 4i>aurait un triangle nt'On' composé de deux côtés finis et d’un côté m'n' infiniment petit ; d’où il suit que l’angle O serait aussi infiniment petit, c’est-à-dire nul. U résulte de ce qui précède, que si l’on abaisse la perpendiculaire nk sur le côté mm' (fig. 147), on aura Fig. 147.
nh = mkj
substituant cette valeur de nh dans l'équation précédente, on obtiendra ml = mk,
ce qui prouve que les projections mk et m'Z des vitesses virtuelles mn et m'n' des points m et ml sont égales.
378. Supposons maintenant que lorsque le point m (fig. iôo) est trans- Fig. i5o porté en n, l’extrémité m' tombe en un point n' qui soit au-dessous de la première position de mm'. On prouverait, comme dans le cas précédent, que l’angle o est infiniment petit, et que par conséquent, les projections ol et oh. ne diffèrent pas de on' et de on, ce qui donnerait les moyéns d’établir ces équations,
on' = om! -f- m’I, on = cm — -, mh ;
on trouve en les ajoutant ,
on -f- on — om' -f- om -f- m'I — mhj Fig- i5o. ou, comme la figure i5o nous le montre,
nn' = mm’ ■+■ n/l — mh , et en trtfosposant, on obtient
nn' + mh — mm' -4- m'I ; supprimant les parties égales nn' et mm', il reste
mh — m'I,
ce qui prouve encore que les projections sont égales.
379. 11 est à observer que , dans le premier comme dans le second cas , les deux projections tombent, l’une sur la direction de mm', et l’nutre sur. son prolongement, et doivent par conséquent être de signes contraires. F'6- >4? Cela résulte immédiatement de l’inspection des figures 147 et i5o, et et i5o. l’on sait que cela devait être; car si les deux projections tombaient sur mm', il faudrait que nn' fût plus court que mm, ce qui est impossible, d’après notre supposition que mm' est une droite inextensible.
Fig. i45.
280. Il résulte de ce qui précède, que si l’on considère mm' (fig. 1^5), comme une forço qui agit sur les points m et m' , et qu’on représente par {mm') cette force, par e et par v' les projections des vitesses virtuelles mn et n/n des points m et m', suivant la direction de mn/ , on devra avoir
et par conséquent
(mm') v -+- (mm') i o ;
ce qui montre qu’en considérant une droite inflexible comme une force qui, par ses extrémités, fait équilibre it d’autres forces, la somme des momens des vitesses virtuelles de ses points extrêmes, pris dans le sens que lui donne Galilée, est égale à zéro.
281. Au moyen de cette proposition , il est facile maintenant de démontrer le principe des vitesses virtuelles, pour le cas d’un système quelconque de forces appliquées à diiférens points.
Fig. i5i. En effet, soient P, P', P", P*, etc. (fig. i5i), différentes forces appliquées aux points m, m', m", m1*, etc. ; si l’on imagine que ces points soient liés enlre eux par des droites inflexibles, ces droites pourront être regardées comme des forces qui agiront sur les points m, m', m", m ", etc. ; alors, en désignant ces forces par (mm'), par ( n/m "), par (m"m*), etc., l’équilibre sera maintenu
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au point m par les forces (mm'), (mm"), (mm®) et P,
au point m' par les forces (m'm), (m'm"), (m'm®) et F,
au point m" par les forces (m'm , (m''m'), (m"m®J et F',
au point m® par les forces (m®m), (m®m'), (m*m") et I1®.
Nous pourrons donc établir pour chacun de ces équilibres l'équation des moment galiUeiu qu'on a démontrée art. J7G; mais, avant de procéder à cette opération , convenons de désigner par v la projection de l’une quelconque des vitesses virtuelles des points m, m', m", etc., et de placer toujours ce signe à cAté de celui du point dont il représente la vitesse. Par là, on ne pourra jamais errer sur la valeur de v. Par exemple , dans le moment v (m'm"), v se rapportera au point m', tandis que v se serait rapporté au point m" si nous eussions écrit ainsi ce moment, v ( m"m‘ ). De cette manière, v représentera, sans qu’on s’y méprenne, des quantités qui pourront être égales ou différentes, selon quo les projections des vitesses virtuelles tomberont sur la direction d'une même droite, ou appartiendront à des droites différentes.
u8a. Au moyen de cette convention, et d’après ce qui précède, nous pouvons maintenant établir les équations des vitesses virtuelles qui appartiennent à ces différons points ; nous avons donc, art. 376,
pour le point m, P p + v (mm) -+- v (mm") -f- „ (mm"’) =0,
pour le point m', F/>' -4- v 'm'm")-f- c (m'm*) v (m'm) =0,
pour le point m", Vp" -h v (m"m') -f- v ( m'm ) -1- v (m"m*) = o ,
pour le point m®, Vpm v (mPm) -f- e (m®m') -t- v (m'*m") = o ;
ajoutant ensemble ces équations, nous en réduirons la somme, en observant que les momens qui appartiennent à une même droite se détruisent. Nous effacerons donc v (mm') de la première ligne, en même temps que v (m'm ) de la seconde; en continuant cette operation , nous trouverons quo tous les termes affectes dee se détruisent, et il ne restera que
vP + p y -t- F>" -f. P V = o-
Si l’on avait un plus grand nombre de forces, la démonstration serait absolument la même.
a83. Pour donner un exemple de la manière dont le principe des vitesses virtuelles peut nous faire découvrir les conditions de l’équilibre d’une machine , supposons qu’on ignore le rapport de la puissance à la résistance dans le levier, et qu’on en veuille déterminer la valeur; on observera d’abord que puisque noue n’avons que deux forces P et Q, l’équation des vitesses virtuelles se réduit dans ce cas à
Fig. l5f .
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Cette équation n’a de sens que lorsque Vp' est négatif, et que l’on a par conséquent
Pp=py... (149).
Cela posé, cherchons ce qu’expriment, dans le levier, les quantités p et p'*
Fig. i5a. Soient donc C le point d’appui (fig. >5a) et mm' le bras du levier qui , étant sorti de son état d’équilibre, a pris la position nn', les angles opposés, au sommet en C étantégaux, les arcs mn et m'n' qui les mesurent seront proportionnels aux rayons, et l’on aura
mn : mV“ Cm ; Cm'... (i5o).
Or, si par les points n et n' on mine des perpendiculaires nr et n'r' sur les directions des forces P et P', nous aurons
mr — p , m V = p' ;
mais en regardant les arcs infiniment petits mn'et’m'n' comme des lignes droites, les triangles mm, mYn' rectangles, par construction en r et en r', seront ^semblables ; car les triangles isocèles mCn , m‘Cnr , donnent
angle nmC = angle n'm'C :
si l’on retranche ces angles égaux des angles droits rmC, r'm'C, il restera
angle rmn — angle rm V.
Donc les triangles rectangles rmn, / m'n ' étant alors semblables, donnent la proportion
ou
mn ; mV : : nu- : m’r', mn : m'n' : : p ; p' j
donc , en vertu de la proportion (1 5ol , on a Cm : : /.
Mais on tire de l’équation (149) dos momens
donc, en comparant cos deux proportions, il vient Cm : Cm' :: P' : p,
c’est-à-dire que les bras de levier doivent être en raison inverse des forces.
Di
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Propriété du centre de gravité d'étre en général le plus haut ou le plus bas possible , lorsqu’un système de corps est en équilibre.
a84- Soient m, né, m ", les centres de grarité do différons corps liés entre eux d’une manière invariable ; abaissons de ces points des perpendiculaires s, d, s", etc., sur le plan des x , y, que nous supposerons horizontal , ee sera suivant les directions de ces perpendiculaires qu’agiront les poids P, P', P", etc., de ces corps, qu'on regardera comme suspendus aux points m, né, m", m®, etc. Si z est l’ordonnée du centre de gravité de la totalité du Système, on aura, art. tOG,
Pz'4- PV -4- P *z" -f- etc.
p + k + p- + ow! ‘
Quand le système de corps change de position , et que 2 devient s 4- h ou 2 — h, l’accroissement de t influe sur tes autres ordonnées z', 2", t'“, etc., parce que les points m, m', m", mm, etc., étant invariablement liés entre eux, 2 ne peut subir un changement sans que 2', z", 2®, etc., n’en épfouvent aussi un. Cette dépendance mutuelle de ces ordonnées est ce qu’on exprime en disant que 2', r", 2", etc. , sont des fonctions de 2. Quoiqu'on général nous en ignorions la loi , qui dépend du système de corps que l’on considère, nous pouvons représenter l’équation précédente par
Ps -I- Py -4- P*Fr -4- etc.
F+P + P- + etc.
Or, si l’on demande quelle valeur doit avoir l’ordonnée t, du centre de gravité du système , pour qu’elle soit la plus grande ou la plus petite possible, on soit par la méthode des maxim* et minimu f que si cette valeur existe , elle doit correspondre à celle de 2, qui devrait être déterminée par l’égalité à zéro de la différentielle du second membre de l’équation précédente.
11 faudrait donc que l’on eût
Pdz ■+- -f- P* dFz -4- etc. = o,
ou plutAt
Pdr + P'dz' ~s- P “dd‘ -4- etc. = o.
Kous allons voir que cette équation est nécessairement satisfaite d’ellcmème, lorsque l’état d’équilibre du système est infiniment peu troublé. En effet, quand les centres de gravité m, m', m", etc., changeant de
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place , viennent en des points n, n' , n* , etc., les chemins parcourus sont mn, mn, m“n", etc. Par conséquent, si l’on projette ces chemins sur les directions primitives s, z’, z“, etc., des forces P, P', F', etc., on aura les vitesses virtuelles évaluées suivant les directions de ces forces.
Fig. i53. Or, en considérant la première, on voit que mh (fig. i53), projection de mn sur s, est égal à nk qui est l’accroissement que z a reçu en vertu du dérangement survenu dans le système, accroissement qui, suivant je cas, sera positif ou négatif. Par conséquent on aura donc , abstraction faite des signes , p =z dz-, en appliquant la même considération aux autres ordonnées, il suit de là que la’ différentielle Vdz -f-Frfs'-f- P’dz", etc., est la même chose que Vp -h P'p' + F>" -+- etc. ; et commo cètte quantité est égale à zéro , d’après le principe des vitesses virtuelles, on doit donc avoir également
P dz + Fdz' 4- P “dz" + etc. = o,
et par conséquent dz: = o, ce qrti montre qu’en général le centre de gravité est le plus haut ou le plus bas possible, dans un système en équilibre. Je dis en général , parce que l’on sait que la condition dzt/ — o ne suflit pas toujours pour déterminer une limite.
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SECOMDE PARTIE.
De la loi d Inertie.
a» 5. La Dynamique , comme nous l'avons vu, est la partie de la Mécanique où l’on traite du mouvement des corps. Nous établirons d’abord en principe Aette loi de la naturé , que tout corps doit rester dans son état de repos ou de mouvement , à moins qu’une force étrangère ne l’en fasse sortir. Cette indifférence de la matière au mouvement comme au repos , est ce . qu’oq appelle 'son inertie. C’fest cette force d’inertie qui fait qu’un corps frappé par un autre résiste- d’abord à son impulsion avant que d’absqrber une partie ou la totalité de son mouvement. -C’est encore en vertu de cette forcé d’inertie qu’un corps qui a reçu une impulsion primitive doit se mouvoir en ligne droite d’une manière uniforme , si aucun obstacle ne s’oppose à son mouvement j car il n’y a'pas de raison pour qu’il se meuve <Tun côté plutôt que de l’/iutre , ni qu’il accélère son mouvement,. ni qu’il le ralentisse. A la vérité, ne connaissant pas la nature de la forc,e d’impulsion, nous ignorons si elle ne tendra pas à s’altérer dans lé mobile; aussi ne donnons-nous cette Joi de l’inertie que comme un résultat qui nous est offert par l’expérie'nce et l’analogie.’
Si nous ne voyons pas le mouvement se perpétuer ainsi dans les corps, c’est qu’il est continuellement altéré, soit par la résistance des milieux, soit par la gravitation, soit par d’au-
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très causes Le mouvement le plus simple que l’on puisse concevoir, est donc celui qui se fait en ligne droite, et qui agit d’une manière uniforme; c’est pourquoi on a donné à ce mouvement le nom de mouvement uniforme : tout autre. mouvement porte en général le nom de mouvement varié.
Du Mouvement rectiligne uniforme.
286. 11 résulte de la définition précédente, qu’un mobile animé d’un mouvement uniforme doit parcourir des espaces égaux dans des temps égaux; d’où il suit que si V est l’espace qu’il a parcouru dans une unité de temps, il décrira 2 V au bout de deux unités de temps, 3V au bout de trois unités de temps, ainsi de suite. ï*ar conséquent, si nous appelons t le nombre d’unités de temps écoulées pendant que le mobile a parcouru l’espace e, cet espace sera égal à t X V ; déporté que nous aurons
Telle est l’équation du mouvement uniforme. Le coefficient V est ce que l’on appelle la vitesse; on l’a ainsi nommé , part e que c’est de ce coefficient que dépend la rapidité du mouvement qui anime le mobile.
En effet, si un mobile M se meut n fois plus rapidement qu’un autre M', il est certain que l’espace V que parcourra le premier dans l’unité de temps , sefa n fois plu* grand que l’espace V' que parcourra le second dans |a même unité.
287. On peut comparer les circonstances du mouvement dans deux mobiles partis au même instant d’un point A, avec des vitesses V' et V". Pour cela, soient e' et e" les espaces parcourus par ces mobiles, au bout des temps t' et t" ; nous aurons
«' = VY, e" = V"f" ;
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d’où hous tirerons
Au moyen de cette équation, on résoudra facilement
tous les problèmes qui concernent le mouvement rectiligne et uniforme des corps. •
Par exemple , si l’on sait qu’un mobile a parcouru au bout du temps t', un espace e', et que cet espace soit devenu e" au bout d’un autre temps t", on peut trouver l’espace initial et la vitesse du mobile. En effet nous avons alors les équations
c' = E + VY, r=E+ \t"-,
d’où l’on déduit v
V - ~ F - gr~eV
390. Nous résoudrons encore ce problème . Déterminer en quel temps se rencontrent deux mobilçs/AÏ et M' ( fîg. iî>4 } Eig. i5j. partis au même instant des points A et B, et animes des vitesses V et V' Soit C le point de rencontre; les espaces par-
ix. ,
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courus par ces mobiles seront
BC ;= Vf, AC = V'<.
Appelons b la distance AB de ces mobiles; nous pourrons les considérer comme parus du même point A, en écrivant les équations
c = ô + Vf,
Alors les espaces e et e' seront représentés chacun par AC : ainsi nous pourrons égaler entre eux les seconds membres des équations précédentes ; d’où 1 on tirera
-vèv-
491* Nous terminerons ce qui concerne le mouvement uniforme en -donnant l’expression différentielle de la vitesse. Çour cela, nous remarquerons que 1 espace e variant en meme temps que t, nous pouvons différentier l’équâtion e=E + \t par rapport à ces deux variables, ce qui nous donnera
La vitesse dans le mouvement uniforme n’est donc autre chose que le coefficient différentiel de l’espace , pris par rapport au temps; nous verrons bientôt qu’il en est de même dans le mouvement varié. •
Du Mouvement varié.
29a. Lorsqu’un mobile se meut en ligne droite d une manière quelconque, on *àil qu’il est animé d’un mouvement v?rié. Ce mouvement comprend donc, comme cas particuliers , tous les autres mouvemens rectilignes. Ainsi , pour en développer la théorie, nous considérerons en général un
DU MOCVEMFVT VARIE,
corps qui serait anime d'un mouvement irrégulier dans toute sa durée. Ce corps n’a pu passer du repos à cet état de mouvement, que par l’actiod d’une forte qn’on appelle la force accélératrice. Cet ;e force n’a point communiqué ce mouvement irrégulier au corps par une seule impulsion; car la vitesse transmise par une seule impulsion devant, en vertu de la loi d’inertie, se perpétuer dans le corps, il s’ensuivrait que le mouvement serait uniforme, tandis qu’on le suppose irrégulier. Il faut donc qu’après la première impulsion , la force accélératrice en ait communiqué au corps une seconde, une troisième, etc., qui en altérant continuellement la vitesse, lui aient donné le mouvement irrégulier qu’il a. Ainsi nous regarderons la force accélératrice comme une force qui agirait continuellement sur le mobile , et qui varierait à chaque instant d’intensité.
293. La vitesse variant à mesure que le mobile est transporté d’un lieu à un autre, on ne peut évaluer celle qu’il a acquise en l’un des points de l’espace qu’il parcourt , que par l’effet que pourrait produire cette vitesse considérée comme devenue constante à partir de ce point. Ainsi, pour mesurer la vitesse lorsque le mobile est parvenu en B (fig. i55), au Fig. i55 • bout du temps t, on supposera que la force accélératrice cessant tout-à-coup d’agir, le mobile se meuve d’un mouvement uniforme avec la vitesse qu’il a acquise en B. L’espace BC qu’il parcourra dans l’unité de temps avec ce mouvement uniforme, sera ce qu’on appelle la vitesse. .
On prend ordinairement la seconde pour unité de temps.
D’après cette convention, la vitesse du mobile, au bout du temps f, sera donc l’gspace qu’il décrirait dans la seconde de temps qui1- succéderait à t, si à l’expiration de t, la force accélératrice cèssait de donner de nouilles • impulsions au mobile.
Cherchons maintenant à déterminer l’expression ana
lytique de la vitesse. Pour cet effet, considérons le mobile, lorsqu'à l’expiration de t il est arrive au point B ; il est certain que l’espace parcouru AI>, représenté par e , devant être déterminé lorsque t est donné , la variable e est.fonction de t. On peut donc regarder e comme l’ordonnée d’une courbe dont t est l’abscisse; par conséquent lorsque t devient r-f- dt, e devient e de ; d’où il suit que l’espace parcouru dans le temps dt, doit être de. Cela posé, imaginons que lorsque le mobile est arrivé en B, la force accélératrice cesse tout-à-coup d’agir; le mobile continuera à se mouvoir avec la vitesse qu’il a acquise en B, et parcourra dans l’instant dt qui succédera à-f, l’espàce infiniment petit de ; dans .un instant suivant et égal à dt, il parcourra encore un espace de, et ainsi de suite • jusqu’à ce qu’il ait parcouru un espace BC qui correspondra à l’unité de temps. Il faudra donc que cet espace BC se compose de de répété autant de fois que l’unité contient dt : or
■j- exprime, ce nombre de fois que l’unité renferme dt-, par
„ . i , , de
conséquent 1 espace BC a pour expression — rfe,ou plutôt
parce que la différentielle est prise par rapport à t ; et comme nous avons»r<;présegté l’espace BC par p , nous aurons , pour déterminer la vitesse dans le mouvement varié,
de
V~dt
295. On peut encore observer que l'espace parcouru de- Fig. 154. puis l’expiration de t étant ( fig. r 54 )
jfe*
B b =s‘ de au bout du t^mps dt, B b' sas -ide au bout- du temps -idt, Bé,/= $dc au bout du temps idt,
BC = nde au bout du temps ndt ;
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comme le temps qui s’est écoulé depuis que le mobile était en B, se trouve, par hypothèse, égal à l’unité de temps, nous
pouvons supposer ndt = i , ce qui nous donne n — ~ . Cette
valeur étant mise dans l’expression rnlc de l’espace v parcouru dans l’unité de temps, nous-aurons, comme précédemment,
296. Avant que de chercher l’équation qui donne la force accélératrice, faisons une remarque sur les forces. En général, une force F imprimant la vitesse v à un mobile, si cette force devient n fois plus grande, elle communiquera au mobile une vitesse qui sera aussi n fois plus grande. Cette proposition n’est pas incontestable , parce que la nature des forces ne nous étant pas connue, nous ne pouvons affirmer que lorsqu’une force devient double , par exemple , la vitesse qu’elle communiquera au mobile sera aussi double; mais c'est un fait qui nous est confirmé par l’expérience et duquel nous partirons. Ainsi , en adoptant cette hypothèse , que les forces appliquées à un même mobile soient proportionnelles à leurs vitesses, comme nous ne considérons que les rapports des forces , il nous suffira de prendre celui de leurs vitesses.
Nous chercherons donc à mesurer la force accélératrice par la vitesse qu’elle pourrait imprimer au mobile; mais cette vitesse variant à chaque instant , nous supposerons qu’après un temps t , la force accélératrice devienne tout-à-coup constante; alors nous prendrons pour mesurer cette force, la vitesse qu’elle engendrera dans l’.unité de temps qui succédera à t. .
A la vérité, cette force accélératrice constante imprimera au mobile une vitesse différente de celle que la véritable force accélératrice lui eût communiquée dans cette seconde de temps; mais c’«est précisément ce qui résulte de notre hypo-
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thèse, de ne considérer dans la force accélératrice que ce qu’elle est à l’expiration de t. Si dès ce moment nous la supposions variable, l’effet ne serait plus produit par la force accélératrice qui a‘ lieu à l’expiratiog de t (*).
La définition précédente nous donne le moyen convenable .de mesurer la force accélératrice; car il nous fait connaître dans quel rapport varie l’énergie de cette force dans des temps donnés. Par exemple , si au bout des temps t et t' la force accélératrice, devenue constante, communique au mobile, dans une seconde de temps, des vitesses représentées par les nombres 60 et 20; on conclura qu’au bout du temps t son intensité est triple de ce qu’elle était en t'.
297. Pour déduire de notre définition l’expression analytique de la force accélératrice , soit v là vitesse acquise par le mobile à l’expiration du temps t; alors au bout du temps r-f- dt, la vitesse deviendra v -f- dv ; par conséquent dv sera la vitesse communiquée au mobilé pendant le temps de : or, si à la fin du temps t la force accélératrice devient tout-à-coup •constante, elle communiquera au mobile, dans l’instant dt qui succédera à r, une vitesse encore égale à dv, et ainsi de suite; de sorte que depuis l’expiration de t, les vitesses communiquées au mobile dans les instans dt, idt, 3 dt, etc., seront respectivement dv , idv , 3 dv ; par conséquent la vitesse acquise au bout de l’unité de temps qui succédera à t, sera d<> répété autant de fois que cette unité contient dt. Ce nombre
de fois étant exprimé par il s'ensuit que -J- dv, ou plutôt
(*) On pourrait rendre cela sensible par une comparaison en-regardant la force accélératrice comme un aimant qui varierait continuellement de masse , si nous voulons juger de l'intensitc de cet aimant, au bout d’un tbmps donné, il. faudra supposer que sa masse cesse de varier, et mesurer la vitesse qidii pourrait communiquer au mobile" dans une seconde de temps. •
On tire de cette équation
©r It = dv,
ce qui nous apprend que lorsque la force accélératrice © est donnée, on peut obtenir l'accroissement dv de la vitesse v , dans l'instant dt, en multipliant cette force accélératrice par l’élément de temps dt; ét si en regardant la différentielle du temps comme constante, nous remplaçons dv par sa valeur tirée de l’équation ( 1 5 ►), nous aurons cette seconde expression de la force accélératrice
299. Enfin, si l'on élimine dt entre les équations ( ■ 5 1 ) et (i5a), on aura cette autre équation du mouvement varie,
Du Mouvement uniformément varié.
3qo La force accélératrice, par sa nature, imprimant à ^chaque instant une nouvelle impulsion au mobile, si ces impulsions sont" constantes , le mobile, après' le temps t , acquerra dans une seconde de temps, la même vitetse qu’après tout autre temps t'. Représentons cette vitesse par g , nous aurons
Substituant cette valeur dans l’équation ( 1 52) , on obtiendra
dv = ’gdt -,
intégrant et désignant par a la constante à ajouter à l’intégrale., on aura
v = a + gt... (i 54) (*).
Nous avons vu que la vitesse était aussi donnée par l’é-
quation
do
si l’on élimine i> entre ces deux équations, on trouvera
de (a gt) dt :
intégrant, on aura .
e = b + at \ gt' . . (1 55).
Suivant que g sera positif ou négatif, le mouvement serai uniformément accéléré, ou uniformément retardé. ;
3oi. Si t est nul, on trouve b—e\ donc b est l’espace parcouru par le mobile avant l’origine du temps.
(*) Voici comment on parvient encore à cette équation : Soit un corps qui, étant en mouvement, a acquis. une vitesse a\ s'il est tout-à-coup sollicité par une force accélératrice constante qui lui communique par seconde une vitesse g, la vitesse de ce corps sera
a -b g au bout d’une seconde, a -b ig au bout de deux secondes , .
a -b 3g au bout de trois- secondes ,
• -, a 4- tg au bout de i secondes;’ #
de sorte que si nous appelons v la vitesse que doit avoir le mobile au bout du temps t , nous aurons
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A l’égard de a , nous avops vu que cette constante était la vitesse initiale ; on le prouverait encore au moyen de l’équation (i54), dans laquelle on ferait t = o.
3oa. î,orstjue l’espace initial b et la vitesse initiale a sont nuls? les équations (i54) et (i55) deviennent
» = gt... (i56), c = jgt\ .. (t5 q)t
et le corps a dû se trouver en repos lorsqu’il a été mis en mouvement p;y la force accélératrice.
3o3. Soient e et c' les espaces parcourus dans les temps t et r', l’équation (157) nous donnera
’ ~ T g*1 et (1 58);
• e : c1 il t1 : f'*. . . (tSg).
Par conséquent les espaces qu’une force accélératrice constante fait parcourir, en différons temps, à un mobile qui part du repos, sont comme les carrés de ces temps.
On peut aussi comparer entre elles les vitesses e et t/ acquises au bout des temps c et f'; car d’après l’équation (1 56) on a dans ce cas,
--Ji/aptn .S».
.turj sîNiots --Ji/aptn .S».
e P.^gKi- : /iHoét tûriolrt-ifi
doit 1 on tire j .iiSfrjpeu , «rf-'uStb ■*!);:,- ci 'iv.nna inné
<1 «o iMfjùàr'^îin , .JP aSsussc ia ( ïdid
et en mettant à la place du rapport t ; t' sa valeur donnée
la proportion ( i Sy 1 , on a
LT
Ces deux dernières proportions nous apprennent que les temps sont comme les vitesses ou comme les racine» carrées des espaces parcourus pendant ces temps.
3o4* Si nous faisons /= i, l’tquation*(i 07) nous donne
Dans ce cas, e est l’espace parcouru dans l’unité de tèînps par le mobile; donc le double de cet espace est l'expression g de la force accélératrice. On a trouvé, par exemple, que dans une seconde de temps un mobile , livré à l’action de la pesanteur, parcourait à la latitude de î*aris, et à la température de la glace fondante,
1 5 pieds , 097 = 4", 9044 ; *
mettant cette valeur à la place de e dans l’equation précédente , on trouve
3o5. On parviendrait au même résultat par les considérations suivantes : soient i, et i(/ deux secondes successives de temps, et supposons que le mobile, pendant la durée de la seconde 1 1 qui représente f, ait parcouru i5 pieds; la force accélératrice se mesurera par l'espace que parcourrait le mobile dans la secondé 1 u , en vertu de la force accélératrice, devenue tout-à-coup constante à l’expiration de 1 ( : or , dans cet instant 1 n le mobile ayant parcouru i5 pieds, devrait, s’il n’était sollicité que par la vitesse qu’il a acquise, parcourir encore 1 5 pieds dans le temps 1 u ; maif la force accélératrice étant supposée constante, doit produire sur le mobile , dans la seconde fi (/ , le même effet qu’elle a produit dans la seconde i,; elle fera donc parcourir encore au mobile i5 pieds dans le temps i„; d’où il suit que le mobile aura décrit 3o pieds dans la seconde i/;; c’est cet esjiace qui mesurera la force accélératrice g.
■ 3o6. L’equatioq ( 1 57)'nous fait connaître l’espace.parcouru dans un temps donné. Par exemple, si t = 6", on a
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e = |(3op, i95) X 36 = -(g", 809) X 36, et en exécutant les operations indiquées, on trouve e = 543^, 5i = 176", 56a;
ainsi un corps élevé de 176 mètres emploierait environ six secondes à tomber.
Si l’on cherchait la vitesse qui devrait animer ce corps au bout de ce temps, elle nous serait donnée par l’équation ( 1 54), dans laquelle on ferait
et l’on trouverait
307. On pourrait aussi demander de quelle hauteur un corps devrait tomber pour avoir une vitesse donnée. Dans ce cas, on éliminerait t entre les équations
e = “ = gt,
et l’on trouverait
erzt/a eg... (160).
Par exemple , si l’on vêtit savoir quelle est la vitesse que doit avoir à l’instant de sn chute ime balle de plomb qui tombe d’une hauteur de 20 mfetres, on aura
Çn énonce ce dernier p^PlIine en disant que l’on cherche la vitesse due à une hauteur donnée.
308. Epfin on pourrait chercher le temps qu’un mobile demeurerait à tomber d’une hauteur e. Dans ce cas, en éliminant 0 entre les équations
ruh fwfr. m&W-
v — g* et 0=^/2 eg.
on trouverait
3og. Il nous reste à appliquer les équations du mouvement
de
de
p et
à la recherche du mouvement direct d'un corps , dans diverses hypothèses. Cette recherche se réduit à déterminer les rela- * lions qui existent entre le teiqps , l’espace et la vitesse ; car , par exemple , si l'on peut parvenir à connaître l’espace et la vitesse en fonctions du temps , on sera en état de savoir en quel lien se trouvera le corps au bout d’un temps donné, et la vitesse qu’aura ce mobile. Ainsi tout ce qui est relatif au mouvement de ce corps sera connu; c’est ce qui va faire la matière des chapitres suivans.
Du Mouvement que suit un corps lancé verticalement en sens contraire à celui de la pesanteur.
3io. Si la pesanteur agissait seule sur un corps qui partirait du repos , -nous avons vu que dans ce cas on aurait l’équation
dv •
dt
Cette équation nous donnerait v at gt pour la vitesse que le mobile aurait acquise an bout dfr temps t : or, si l’on suppose qu’au lieu de partir du repos* il soit lancé verticalement en sens contraire à celui de la pesanteur avec une vitesse a , cette vitesse, au bout du temps t, devra être diminué! de toute celle que la pesanteur aura imprimée au mobile; par conséquent la vitesse du mobile, au bout du temps t , devra être représentée par a — gt; de sorte qu’en appelant e cette vi-
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(esse, nous aurons
v = a — gt. . . (162)} de
mettant pour v sa valeur — , chassant le dénominateur et intégrant, nous trouverons
c — at — \gt\
Nous n’ajoutons point de constante, parce que nous supposons que l’espace initial est nul.
Cette seconde équation étant mise sous la forme suivante,
si l’on y substitue la valeur de t tirée de l’équation (16a) , on trouvera
ou plutôt
3ti. Les équations (162) et (iG3) nous fefont connaître toutes les propriétés du mouvement que nous considérons. En effet, l’équation (i6i) nous prouve que plus’lc temps t augmente , plus la vitesse v diminue-; mais en considérant l’équation (i63), on voit que plus la vitesse diminue, plus l’espace parcouru augmente ; d oh il suit que le mobile diminue de vitesse en s’élevant verticalement; enfin la même équation ( < 63) nous montre aussi que lorsque la vitesse devient nulle, le mobile atteint il sa plus grande hauteur; si nous appelons h cette hauteur, l’équation (i63) nous donnera , en faisant <>= o,
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Pour déterminer le temps qui correspond à cette -pi us grande hauteur, nous ferons aussi i» = o dans l’équatidn (16a), et nous aurons
Si l’on veut avoir la vitesse due à la hauteur h , c'est-à-dire la vitesse qu’aura le mobile .à l’instant de sa chute en descendant de cette hauteur, on mettra la Valeur que nous venons de déterminer pour h , dans la formule , .
et l'on trouvera
v = \é V£g = l/ ihg -,
<> =: l/fl’ — a ;
par conséquent le corps a la même vitesse en descendant qu’en montant.
3(2. Si l’on demandait, par exemple, la plus grande hauteur'à laquelle doit s’élever un corps lancé avec une vitesse de 81 mètres par secpnde , on trouverait, au moyen des équations (164) et ( i65) , que cette hauteur est de *334", 43»
et que le temps de l’ascension du mobile est de 8", 2.
3i3. Toute cette analyse peut s’appliquer au cas où le corps, au lieu démonter, descendrait ;. alors g serait de même signe que a , et l’on emploierait l’équation
v = a + gt.
Du mouvement vertical d’un corps, en ayant égard à la.v aviation de la pesanteur. .
3i4- La pesanteur est une force qui nvagit pas de la même manière dans tous les lieux. On a reconnu qu’elle diminuait lorsqu'on s’éloignait du centre de' la terre, et qu’elle agissait
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en raison inverse du carré de la distance , c’est-à-diîe qu’à des distances du centre de la terre, représentées par les nombres
2 , 3 , 4 ) etc. > ede devenait — , — , -y de ce qu’elle était à la
distance I ; ainsi , quoique Ta pesanteur fasse parcourir 4'",9o4 en une seconde à Un mobile qui est à la surface de la terre , si l’on s’éloigne de cette surface, ce mobile ne parcourra plus 4”, 904 par seconde.
3t5. Considérons donc un mobile qui, partant du repos du point A (fig. 1 55), est parvenu en un point B, et cherchons Fig. 1 55. d’abord la vitesse de ce mobile en ce point. Dans cette vue, nommons g la pesanteuç à la surface M de la terre, <p la pesanteur au point B , rie rayon CM de la terre, x la distance de B en C ; et pour simplifier les calculs , faisons AC = t : la pesanteur agissant en raison inverse du carré de la distance, nous aurons
d’où nous tirerons
* xJ ‘ •
La force accélératrice est aussi exprimée (art. 297) par
dv
ainsi on conclut des oes équations.
D’une autre part , la vitesse étant égale à la différentielle de l’espace parcouru, divisée par celle du temps (art. 295), nous aurons pour la vitesse
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ou plutôt
v=-dï " <,b^
Multipliant cette équation terme à terme par l’équation (166), et supprimant le diviseur commun dt , nous trouverons
et , en intégrant ,
dx
vdv = — gri — ,
Nous déterminerons la constante en observant que quand x = AC = 1 , v — o, et nous trouverons
C = ^gr>.
Substituant cette valeur dans l’équation précédente, nous obtiendrons
Tas.^*(î'” *)*•• (,68)’
Cette équation détermine la vitesse qui a lieu en un point quelconque de la verticale.
3 16. Pour avoir le temps que le mobile a employé à parcourir l’espace AB , nous éliminerons v entre cette équation et l’équation (167), ce qui nous donnera
dx
dx1 / 1 \
, ' 1 y dx
dt* = — - X
igr* 1
et par conséquent ,
Diyitized
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dx
"'^VP'
et en intégrant , t
=-Wk
Pour effectuer l’intégration qui n’est qu’indiquée, nous trouverons , en réduisant les fractions au meme dénominateur,
Jv/i-
Nous ferons évanouir le radical du dénominateur en supposant
On tire de cette équation
dx = — izdz , l/ 1 — x = a, l/x = j/ 1 — ?
Substituant ces valeurs dans la formule précédente , nous obtiendrons
j/'dxy/x r
jÿr~^=~v(iz ^ 1 • (#70-
Intégrant par parties, nous aurons
fdz 1 — z‘ = 2 |/ 1 — z1 + — —Z~
D’une autre part, multipliant et divisant /c& v/i zJ par
1 — a1 , on a cette équation identique
f iz
ia. ,
lfcio UÏNAMIQUr..
Ajoutant ces équations et divisant par 2 , on trouve
Çdz t/i — z* = jzV/| — z'4-t J' T^==l = jzy' 1 — z* -f- | arc ( sin = z) ;
donc
— a fdz\/ 1 — z1 = — z\/ 1 — z1 — arc ( sin = z ).
Substituant cette valeur dans l’équation (171), on obtiendra l’intégrale de l’équation (170), et par conséquent l’équation (169) deviendra
z l/ 1 — z* -J- arc (sin = z)]
II n’y a point de constante à ajouter, parce que lorsque f = 0, on a x = 1 ; alors l’équation 1 — x = z’ nous donne z = o , hypothèse qui fait évanouir le second membre de l’équation (172); «t comme le temps est essentiellement positif, nous ne prendrons que le signe inférieur des deux signes qui affectent la valeur de f, observant ensuite que z* n’est antre chose que l’expression analytique 1 — x de l’espace parcouru AB que nous réprésenterons par e, l’équation précédente nous donnera, pour déterminer le temps en fonction de l'espace,
f=.-\J —\y e\/ \ — e -J- arc (sin = \/ e)\
317. Cette dernière équation se simplifie beaucoup dans l’hypothèse où les distances AB et AM seraient très petites à l’égard de AC -et de MC; car alors on peut, sans erreur sensible, remplacer 1 — e par l’onité, et l’arc par le sinus; c’est-à-dire mettre ^ e à la place de arc sin \/ e, et en changeant r en 1 , on obtiendra
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devant cette équation au carré , on obtient
réduisant et tirant les valeurs de e, on trouve **=T g‘2i
ce qui nous apprend que, dans cette hypothèse, le mouvement. s’effectue comme si la pesanteur n’était pas variable.
Du Mouvement vertical dans les milieux résistans.
3i8. On a trouvé que la résistance qu’éprouve un corps qui se meut dans un fluide, était proportionnelle au carré de la vitesse qui anime ce corps. Ainsi en appelant m cette résistance lorsque le mobile est animé de l’unité de Vitesse, cette résistance deviendra mv * quand il aura acquis la vitesse v. Cette force mie étant contraire à celle de la pesanteur que nous supposerons constante , nous aurons
<P = g — mv* -,
i dv
mettant pour tp sa valeur — , nous aurons
àv
— — e — mv * dt 6
dt —
dv
g — mv*
Pour intégrer cette équation, nous remarqueront qu’en dé*
composant le dénominateur en facteurs, nous avons
g — mv* =(\/g -h v [/m) (\/g — v\ /m).
Nous supposerons, d’après la méthode des fractions rationnelles (Élément de Calcul intégral , art. 2g5),
dv /
— : = dv( — —
— mv' \ y/ .
y/ g ~hv ' tn V g — v y m>
réduisant le second membre au même dénominateur, supprimant les dénominateurs et égalant entre eux les coefHciens des memes puissances de v , nous trouverons
zV g
substituant ces valeurs dans l’équation (rj4)j nous aurons
dv i {
g—mv* ~w;Vi/;
dv
g — ™' 'Wg^Vg + i>Vm ' Vg-Wm- Multiplions et divisons le second membre de cette équation par l/ m, l’équation (173) devient, au moyen de cette valeur,
^ i s dv j/ m • dv y' m \
2 ÿgKV'g-î- o y/™ \/g — v\/m /
et en intégrant , on obtient
t— [log( g-\-v\/ g — v \/ /n)]-f-C,
1 V mg
ou
synig V g — vV m
Nous supprimons la constante , parce que r=o quand e=o.
3ig. Si l’on multiplie les deux membres de l’équation(i75) par 2 )/ mg, et le premier seulement par le logarithme de la base «du système népérien , logarithme qui, comme on le sait, équivaut à l’unité, on trouve
V g+° Vm
2 1 mg log«5=rJog
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ou
log,^=l ^W”
V s — *> V rn
passant aux nombres, on a
«IV mg ——
et en écrivant ainsi cette équation ,
on voit que plus /augmente, plus le terme s’approche
de l’infmi ; par conséquent plus cette équation tend à se ré-
duire à
o= V g—vV
C’est ce qui arriverait effectivement si t devenait infini; car alors le premier membre de l’équation ( 1 76) étant nul, on aurait le droit de supprimer le diviseur commun \/ g -h? m. L’équation (177) nous donne
: constante.
Cette valeur de v qui a lieu lorsque /= 00, nous apprend que plus t s’augmente, plus la vitesse tend à devenir constante.
320. Pour avoir l’espace en fonction de la vitesse, nous multiplierons terme à terme les équations
efv
de
— me’,
dt s 7 dt'
et nous trouverons
vdv~(g—~ •me1) de?
d’où nous tirerons
de :
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Le numérateur de cette f/action étant la différentielle du dér nominateur à une constante près, nous parviendrons à l’intégrer en faisant ( Êlém. de Calcul intégr . , art. 271)
g — rm>2 = z.
Différentiant cette équation , nous trouverons
cdi>--±.
un
Mettant ces valeurs, dans l’équation (1.78), nous la changerons, en . ‘
de— — .
L’intégrale de cette équation est
! — — log 3 4- C ,
un 0
ou, en mettant la valeur de z ,
e = log (§• — mv')+ C.
Je détermine C en faisant e = o et v — o , ce qui me donne C=~ - log g;
'im
substituant cette valeur de Çt je trouve
~ n°g (i? — "**)— log?], , •
et en observant que la différence des logarithmes de deux nombres est égale au logarithme de leur quotient , j’obtiens, enfin
' =— — log f 1 — —Y
im \ g J
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Du Mouvement des corps assujetti à glisser le long des plans inclinés.
321. Proposons-nous de déterminer le mouvement d’un corps qui glisserait sur un plan incliné. Il est d’abord évident que le centre de gravité de ce corps se meut sur un plan parallèle au plan incliné. Ainsi la question peut se ramener à celle du mouvement d’un point matériel sur un plan incliné.
Soient donc (fig. 1 56) m ce point matériel, et g la vitesse Fig. 1 56 due à l’action de la pesanteur. Cette vitesse sera représentée par la droite mB que décrirait le point m dans une seconde de temps s’il agissait librement; mB aura pour composantes, suivant une direction perpendiculaire au plan incliné * et suivant ce plan , les droites m C , mD ; la première de ces composantes sera détruite par la résistance du plan incliné , et la seconde fera glisser le point m sur ce plan.
Cela posé, les farces étant proportionnelles aux vitesses qu’elles communiquent à un mobile dans le même temps, si nous appelons g1 la vitesse qui sollicite le mobile dans une seconde de temps, suivant le plan incliné, nous aurons la proportion
mB : mD :: g : g'.
Or, nous avons vu, art. a46, que le rapport de roB à mD était le même que celui de la longueur du plan incliné à la hauteur. Ainsi, en appelant h la hauteur du plan incliné, et h' sa longueur, nous aurons encore
d’où l’on tirera
322. Cette équation nous fait voir que la vitesse g1 n’est autre chose que la vitesse g qui anime le mobile lorsqu’il est.
libre, multipliée par le rapport constant Concluons que le
mobile est entraîné le long du plan incliné par une force accélératrice g1 qui ne diffère de celle de la pesanteur que par l’intensité. Donc, si nous appelons t' le temps 'que le mobile emploiera à descendre de m en A le long du plan incliné, comme l’espace parcouru sera h', il y aura entre g', h' et t* la même relation que nous avions entre g, h et t dans la théorie du mouvement uniformément accéléré; par conséquent nous aurons
A' = !gV... (« 80),
et {a vitesse v' qui animera le mobile au point A qui correspond à t', sera
en éliminant le temps, nous trouverons
Substituant* dans cette équation la valeur g' (équation 179), nous trouverons, en réduisant,
v' ~ 9gh.
L’expression de cette vitesse étant indépendante de- l’angle mAE que fait le plan incliné avec l’horizon, il en résulte que Fig.iôj. si différens mobiles partis du point m (fig. i5-j), glissent sur les plans inclinés mh , mA', mA", etc. , ils auront la même vitesse lorsqu’ils seront parvenus aux points A, A', A", etc., situés sur le plan horizontal.
• 3a3. Observons que, quoique les vitesses d’un mobile soient
égales aux points A et E, il n’en est pas de même des temps; car soient t et r' les temps qu’il emploie à parcourir les droites mE et mA, ces temps sont donnés par les équations
or, on a
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on déduit de ces inégalités celle-ci ,
ce qui nous apprend que la valeur de r' surpasse celle de t.
324. Le mouvement d’un corps sur le plan incliné, nous offre encore cette propriété remarquable du cercle : c’est qu’un mobile demeure autant de temps à glisser le long d’une corde AC (fig. i58) qu’à parcourir le diamètre vertical AB. En effet, Fig. i58. l’éqüation (180) nous donne ,
ou
par conséquent
A'* = hd.
Substituant cette valeur dans l’équation (181), nous trouverons, en réduisant,
Or, si nous appelons d le diamètre AB du demi-cercle ACB , la corde AC étant moyenne proportionnelle entre ce diamètre AB et le segment AD , nous aurons ,
or, c’est précisément la valeur qu’on trouverait pour t, au moment où le corps tombant du point À, arriverait en B; car la hauteur AB étant exprimée par d, il suffirait de changer e en d dans l’équation e=\gC pour que cette équation donnât la valeur du temps t de la chute.
Du Mouvement curviligne en général; équations de la trajectoire que décrit un point matériel libre , et détermination de la vitesse ; du cas où le mobile est soumis à une force d'attraction dirigée vêts un point fixe; du principe des aires; et du cas où les forces étant dirigées vers des cen- 1 très fixes, sont des fonctions des distances du centre d’attraction du mpbile aux centres fixes.
325. Jusqu’à présent nous avons supposé que le mouvement s’effectuait en ligne droite; mais s’il était curviligne, il ne suffirait pas de pouvoir dire qu’au bout d’un temps donné , le mobile serait susceptible d’avoir parcouru tel espace, ou d’étre animé de telle vitesse ; il faudrait, pour connaître entièrement* son mouvement, que l’on fût en état d’assigner la courbe suivant laquelle il a dû se mouvoir, et de savoir en quel point de cette cqurbe il est au bout du temps donné.
326. Pour résoudre ce problème, nous avons d’abord besoin d’employer un nouveau principe; c’est celui du parallélogramme des vitesses que nous allons démontrer. Voici en quoi il consiste : Si, dans l’unité de temps, deux forces P et
fig.159. q (fig. ,5g) communiquent à un point matériel m des vitesses /nB et mC, la résultante R de P et de Q lui communiquera, dans la même unité de temps, une vitesse mD qui sera la diagonale du parallélogramme construit sur les vitesses
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mB et raC. En effet, comme il est permis de représenter toute force donnée par une partie quelconque de sa direction, la force Q pourra être représentée par mÇ; alors la force P le sera par /«B ; car les vitesses sont proportionnelles aux forces. Or, en considérant mBDC comme le parallélogramme des forces P et Q, la diagonale mD de ce parallélogramme représentera en intensité la résultante R de P et de Q. Il s’agit dofic de déterminer la vitesse que R est capable de communiquer au mobile, et de prouver que cette vitesse est égale à la résultante du parallélogramme dont les côtés seraient les vitesses produites par les forces P et Q. Pour cet effet , soit x la vitesse que R est en état de communiquer au point m ; les vitesses étant proportionnelles aux forces, nous aurons
p : r : : mB : x.
Mais le parallélogramme des forces nous donne 1,
P : R ; I mB : mD ; - .
on tire de ces proportions ,
donc
mB : mD mB : x;
x = mD :
par conséquent on peut regarder la diagonale du parallélogramme construit sur les vitesses, comme égale à la vitesse que R peut communiquer au mobile.
327. Le parallélépipède des vitesses est Hne conséquence immédiate du parallélogramme des vitesses; car soient (fig. 160) Fi(j. 1G0. P, Q et R trois forces qui communiqilent les vitesses mp , mq et mr à un point, matériel m ; composons lés vitesses mp et mq en une seule mp'-; il résulte de l’article précédent que cette vitesse sera la même que celle qui serait communiquée à m par la résultante P' des forces P et Q; de même la résultante ms des vitesses mpf et mr représentera en intensité la
vitesse imprimée par S, résultante des deux forces P' et R, ou des trois forces P, Q et R; donc la diagonale ms du parallélépipède des vitesses sera la vitesse communiquée à m par la résultante des forces P, Q et R.
328. Considérons maintenant de quelle manière un point matériel , animé d’une vitesse variable , peut décrire une courbe. Pour cela, supposons d’abord que le point matériel Fie. m (fig. 161 ) étant en repos, cède à une impulsion instantanée qui lui fasse décrire la droite mK. dans le temps 0, et qu’au bout de ce temps il reçoive une seconde impulsion capable de lui faire décrire dans un second temps 0 la droite AB , le mobile n’obéira pas uniquement à la force qui l’entraîne dans cette direction AB, parce qu’en vertu de la loi d’inertie, il doit durant 0 parcourir AC=Am ; mais il suivra la diagonale AD du parallélogramme ABCD. S’il reçoit en D une nouvelle impulsion capable de lui faire parcourir l’espace DG dans un troisième temps 0 , il décrira de même la diagonale DF du •parallélogramme construit sur DG et sur le prolongement DE de AD , et ainsi de suite ; de sorte qu’au bout d’un temps composé de n fois 0 , le mobile aura décrit un polygone d’un nombre n de côtés.
D’après ce qui précède, la vitesse étant la même tant que le mobile est sur le même côté, il suit de là que si, lorsqu’il est arrivé à l’extrémité du dernier côté , il ne reçoit pas une nouvelle impulsion, il s’échappera suivant la direction de ce côté.
Si l’on suppose que le temps 0 soit infiniment petit , les impulsions se succéderont immédiatement, et le polygone se changera en courbe; alors si la force accélératrice cesse d’agir , le point matériel s’échappera suivant la tangente à la courbe.
Dans la même hypothèse de 0 infiniment petit, G se change en dt en même temps qhe le côté du polygone devient l’élé—
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ment de 1* courbe; par conséquent, pour avoir la vitesse qui (art. 2g3) est l’espace parcouru dans l’unité de temps, suivant la tangente^ dans l’hypothèse où la force accélératrice cesserait tout à coup d’agir, il faudra répéter ds autant de fois que dt est contenu dans l’unité de temps; c’est-à-dire multiplier ds par
~ , ce qui donnera pour l’expression de la vitesse
ds >
V ~dt'
32g. Revenons au mobile qui , par des accroissemens de vitesse aux points m' , m", rnm , etc. (fig. 162), parcourt lé Fig. rGa. polygone etc. Soient v, v', v" , •>*, etc., les vitesses
qu’il reçoit aux points m , m', m", rnm, etc., et 0, 0', 0", 0m, etc., les temps qu’il emploiera à parcourir' les côtés mm', m'm" , m"mJ", etc. Comme , par hypothèse , la vitesse est constante tant que le mobile ne change pas de côté, nous aurons, par la nature du mouvement uniforme,
mm' = vO , m'm" /fi', rn"rnm — v"Q” ;
par conséquent le contour du polygone mm! m" , etc. , sert exprimé par
uO + v'ù' + v"Q" -[- etc.
Si l’on projette les eptéS de ce polygone sur les axes coordonnés , et qu’on nomrtie * , G , y ; a! , S' , y' ; m" , Q" , y" , etc., les angles formés jjar le* vitesses v, v' , v" , etc., avec les axes coordonnés, ces vitesses auront pour projections {note neuvième ),
■ v eos « , / cos *' , v" cos a." , etc. , sur l’axe des x,
v cos C, v' cos C , v" cos C"“, etc. ; sur l’axe des y, v cos y, v' cos y' , ’ v" cos y" , etc. , sur l’axe des s.
Par conséquent la projection nnn"n“’ , etc., du polygone mm'm!'m!" , etc. , sur l’axe des x , sera exprimé par
v cos etO -f- v' cos»'ô' -f- v" cosm'6" -h- etc ... (182).
On voit donc qu’en même temps que le point m parcourt le polygone mm' m" tri" , etc. , sa projection n parcourt nécessairement l’espace nn'n"n’" , etc. Or, si cette projection était seulement sollicitée par une force X dirigée suivant l’axe desx, et qui fût telle que le point n décrivît dans les temps 0, G', G", etc., les droites nri , ri ri', ri'ri", etc., avec les vitesses v cos « , v' cos«', v" cos a" , etc., le chemin que cette projection parcourrait sur l’axe des x serait représenté par
ecosae+/cos«'0,4V,cos*"ô"-{-etc. . . (i83).
L’identité de l’expression (182) à cette dernière nous apprend quelorsque'le point m est transporté dans l’espace, sa projection se meut sur Taxe des x connue si les deux autres composantes de la vitesse n’existaient pas; car dans le calcul qui nous a conduit à l’expression (t 83), nous n’avons fait entier en considération rien de ce qui est relatif à ces deux composantes.
Ce que nous disons de l’axe des x pouvant s’appliquer aux deux autres, et le polygone se changeant en courbe lorsque le nombre de ses côtés est infini , concluons que lorsqu’un point matériel, sollicité par une force accélératrice, décrit une courbe dans l’espace, une de ses projections se meut comme si les deux autres n’existaient pas. Ainsi en nommant X, Y, Z les composantes de la force accélératrice ç , suivant les axes des coordonnées, nous pouvons regarder X, Y, Z comme des forces accélératrices qui imprimeraient aux projections du mobile des mouvemens indépendans de l’ensemble des deux autres.
33o Pour déterminer les expressions analytiques de ces forces accélératrices , il faut remarquer que lorsque le point matériel parcourt 1 espace ds , ses projections décrivent les espaces dx , dy , dz; par., conséquent les vitesses des projections suivant les axes coordonnes seront respectivement dx dy dz
dt’~dt’7ti Ct comme ces forces accélératrices sont les coef-
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iiciens différentiels des vitesses , pris par rapport au temps , on
aura
dO
dO
i Oz
dô
Telles sont les équations qui serviront à déterminer le mouvement en ligne courbe d’un point matériel, ou celui d’un mobile, puisqu’on peut regarder la masse du mobile comme concentrée à son centre de gravité.
33 1 . Lorsque les fonctions X , Y , Z seront données par la
nature jju problème, si l’on peut obtenir les intégrales des équations (184), ces intégrales ne devant Contenir d’autres variables que a:, jr, z et t, on aura trois équations qui, pjy l’élimination de t, en donneront deux autres entre les variables x, y, z; ces équations seront celles delà trajectoire, ou courbe engendrée par lès forcés accélératrices.
Si .toutes les forces sont dans un plan qu’on prendra pour celui des x, y, la variable z n’existera pas, et il suffira -d’employer les équations
do
Lorsque, par la nature du problème, on aura déterminé Xet Y, si l’on peut obtenir les intégrales de ces équations , elles ne pourront contenir d’autres variables que x, y et /; alors en éliminant le temps, on trouvera une équation que nous représenteront par
y = fx: .
cette équation ne renfermant que deux variables, la trajectoire sera une courbe plane. •
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■ '332. Nous avons vu que la vitesse du mobile était donnée • par l’équation
ds
V — Jt[
or , l’élément ds d’un arc de courbe dans l’espace pouvant être considéré cômme une droite infiniment petite qui aurait dx, dy et dz pour projections sur les axes coordonnés, cette droite aura pour expression (art. 46)
i " \/ dx* -\-dy'-\- dz1:
Substituant cette valeur dans l’équation précédente, on a
• • v =3 -j- 1/ dx 1 -J- dy1 -f- dz ' , *
ut — ’
ou plutôt', en remarquant que toutes les différençièlles se prennent par rapport au temps,
V dp ^ dp
A l’égard des angles que la vitesse fgit'avec les axes, soient
* , C; y' ces angles, ils seront déterminés par les équations
v cos* = -T-, dt
> cos C
dt’
dz
v cos y = — .
\aP ’ /
333. Il existe une méthode plus élégante poiir déterminer la vitesse. En effet, si l’on multiplie les équations (1 84), la première par idx, la seconde par idy, et la troisième par idz, et qu’on ajoute les résultats, on obtiendra
ïdz . d'z idy . d'y -|- idx . d'xc
r= 2 (• Zdz + Y dy + Xdx) ;
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observant que le premier membre dé cette équation b’est autre chose que la différentielle de dzi -f- dy* -f- djf1 -, divisée par de, on aura • •
yyfr)=i|a,+w+M)i
remplaçant dz> -f- dy 1 -f~ dx* par ds', et* regardant dt comme
constant , on trouvera en intégrant ,
-JZ = a/;Zrfs+ Y<//-f-X<ir)-t-C, •
de
fis
ou , en mettant la valeur v de — ,
dt
J? = 2/(Zrfs-f-Y^H-X4r)+C... (186). .
334. L’expression de la vitesse dépend donc de l’intégration de la formule
f(Zdz + Y dy + XrfxJ. . ..<187).
Lorsque cette intégration est possible, en l’effectuant , on parviendra à mettre l’équation ( 1 86) sous la formé
v* = aF (x,y,z) -f-C. . . (188).
Pour déterminer la constante, il faudra connaîtra la vitesse du mobile^ à l’un des points de la trajectoire. Ainsi, lorsqu’on sait que V est la vitesse qui correspond aux coordonnées x — a , y — b, z — c, on a
Vj = 2F(«, 6,.c)+C.
Tirant de cette équation la valeur de C et la substituant dans l'équation ( 188) , on obtiendra
V* — V» = 2F (•*,>, *) — aF(/», b , c).
335. On peut parvenir à 'intégrer la formule ( 189) dans le cas où le mobile est sopmis à. une force «^attraction dirigée vers un point fixe. Pour le démontrer, les forces qùi agissent sur le mo-
lyü “ , UTNAMKiüE.
bile se réduisant, dans ce cas, a «ne résultante unique R qui passeqjar. le centre fixe, -et qui, agissant suivant CM, pourra être représentée jaar une partie quelconque CD de cette ligne Fig. i63. (fig. i63); prenons ce centre pour origine , et nommons A sa distance au point M, et *, C, y les angles que CM=A fait avec les axes coordonnés, la résultante R formant les mêmes angles, nous aurons
X — R cos a, Y = R cos£, Z = R cosy,
et par cofcséqueiH,
X cos« Y _ cos£ Z cos y . „ .
Y ,cos 6 ’ Z cos y ' -X cos a. ‘ ’ ' ' • '
Or, si «pus appelons x’, y, z les coordonnées du point M où
le mobile est situé, nous aurons
x — Acos* , y — A cos?, z = A cos y.
On tire de ces équations les proportions
’x ".'y ; z ; t cos * î cos » ; cosy; d’où l’on déduit
cos • x cos ? y cos. y
cas ? y* cos y ■ z * cos «
substituant ces valeurs dans les équations (189), on aura
yX—x Y=o, z Y — yZ = o , xZ— zX=o.
Si dans ces équations on met pour X, Y, Z leurs valeurs données parles équations (1 84), on trouvera
xtL
dp
, dt'
dlr
~^ydT>''
dP
_ " ~dp
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Multipliant par dt la première de ces équations, intégrant par parties et réduisant, on trouvera ■, .
ydx — xdy
dt
Opérant de la meme manière pour les autres équations multipliées par dt, on obtiendra ces résultats
ydx — xdy =c: Cdt , zdy — - y d»zx} Cfdt, xdz — zdx— Cl' dt.
Multipliant chacune de cë? «piations par la variable qu’elle ne renferme pas , èt les ajoutant , il viendra •
jo = {Cz-\*Cfx. .y •.
ou plutôt »
Celte équation étant celle d’un plan qui passe par l’origine , c’est-à-dife par te centre d’attraction , on voit mie le mobile se mçut dans une courbe plane. C’est pourquoi , si. l’on résout de nouveau leproblèihe en plaçant la trajectoire dam le plan des
x , y , nous ne ferons pas usage de l’équation Z — > ni des
quantités Z et z .qui sont milles ; nous aurons seulement à intégrer l’équation ( it)o) que nous écrirons aihsi '
ydx — xdy — Cdt, . _
et l’on en déduira .
/ (ydx — xdy) = Ct '+ C > . . (191). -
Pour déterminer cette intégrale , nous remarquerons que ydx ctant-foléinniu d’une surface comité, ijOuj pourrons supposer que cette surface est ^comprise entre Jes 'abrtsses x — o et x — CP (lig. 164); alors l'expression f ydx sera représentée Fic -iOf par LCPM. Si nous retranchons de cette surfeçe le triangle
CPM, il nous restera • • . ; ,
sècteur LCM x=aire LCPM - — triahgle CPM ,
secteur, LCM = f ydx -- — — ; •'
difïérentjant et réduisant , 6n trouvera*
d; secteur LCM îfzi ■
infégrant de nouveau et faisant disparaître le divisieur 2, onaura
U secteursLÇM =c f (ydx — xdy ) ; . •
par conséquent l’éqtfation (191) fevient à celle-ci ,
■2 secteurs LCM = Cr. . . (192).
Nous supprimons la constante C-, parce que nous pouvons supposer que le temps commence lorsque le mobile est en L, cas oùle sgctetir ^ nul. * . * • , "
Faisons C c=> 24, l’équation {194} deviendra .• * .
• • . secteur LCM = A/;
ce qui nous apprend que lorsque le mobile , sollicité par une force qui l’attire vers un centre C , décrit la çourbè MW , la surface du secteur LCM est proportionnelle au temps que le mobile emploie à parcourir la coui*bc. Cette propriété est connue sous le nom-de principe des aires.
336. La formule ( 187) est toujours intégrable lorsque les forces étant dirigées vers des centres fîtes, sont des' fonctions des distance» du centre d’attraction du mobilç li ces centres.
Fig. i65. Pour le démontrer,, soit M(fig. t65) le centre dlattraction ' > d’un mobile (foi serait attiré par des forces P, P', P", etc., vers les centres fixes C , C' , C" , etc. ; nommons
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x , y j z les coordonnées du point M ,
«, b, c les coordonnées du centre C, a', b', J les coordonnées dn centre C', a" , bw, c" les coordonnées du centre C", , •
etcv etc. *
p,p',p" , etc. , les distances CM , C'M , etc;’, a, G, y les angles formés par/z avec les axes çoordonnés, G', y' les angles formés par p' avec les axes coordonnés,' y" 'es angles formés par p" avec les axes coordonnés, etc. etc. ( * ' fc.
La résultante de toutes les forces attractives aura pour compo-
santés, suivant les âxes coordorines,.
i = P cos a. -f- P' cos a' -f- P" cos *" -1-etc. , \
■ = P cosff+P' cos S' +P" cosr+etc., j • . C*9^)*’
' —P pn«w— l-P' rrwv,4.P,/ COSv*’ — t-fetc.
La projection de la droite CÇf sur Taxe des x étant représentée dans la figure ï65 par BD , nous avons „ Fie- i65.
BJ) = AB— AD;
et en observant que AB et AD ne sont autre chose que les coordonnées*, et a des points M et C sur l’axe des x, et qu,e BD étant la projection de MC sur ce même axe’, a pour expression analytique p cos a; qn trouvera,, en substituant ces valeurs dans l’équation précédente, *
p œs*=zx — «;
ce que nous disons de la projection de MC sur l’un des axes pouvant s’appliquer aux autres, flous aurons, pour déterminer les angles a, G, y, les équations
p cos <t—r — a, pca$Gz=y—b, /zcosy = * c.
De même les angles C', y', etc., « > *•> v » *tc » seront
200 dyhamiqujb.
donnés par les équations
P'™?=y—b', p’c<HV' = z—c', p cosec *~x—a!'t p" cos Z" =y — b" , p"cMV"= z—c"
étc # etc- . etc. '
deli3^tent’ CD éU“inant ^ aDgleS’ 165 Ôquatiotis (*93)
• . - P. • . “ * p' - +etc-,
+p. <r=p.+T -U^jn+M.
*’ jp
Substituant cés valeurs dans la formule (;87)4 ou obtiendra f (Xdx -\-Ydy -\^Ldz ) . ' '
+fr(^y^ ) -Htt. . . (>9«).
Or, les distances du point M ^ux' centres Cf G', C", etc., étant données par lies équation?
' (*—a7-i-(y—b'Y-i- (2_c')>==p'>, etc. ,
nous trouverons, uprèsbvoir diflérehtié,.
' • rfx+ ~^-.dz~ dp, ,
~J7~ <& + ___ dr + —-r.dz=dp' , etc.
Substituant ces valeurs dans 1 équation (194), nous obtieu-
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drons •
/( Xdx+Ydy+Zdz )=f(rVdp+V'dp'-\-P,'dp"+etc.). ..(195);
et comme, par hypothèse , P, P', P"; etc., sont des fonctions de p , de p', de p" , etc., l'expression X>dp -f, V'dp' -f-eto. , ne contiendra qu’une variaijlç dans chacun de ses termes, et son intégration sera ramenée aux quadratures. „
Qbservons que les facteurs dp , dp' ye te., pourraient être négatifs si quelques-unes des expressions x — a, y—b, z — c; x' — aiï' — b, etc., devenaient» — ôr, b — y, c — z; a — xf , b— y', etc.
337. Pour donner une application de èe théorème, cherchons à ^éteriniper la vitesse dans le mouvement d’un corps qui serait attiré vers tin seul centre fixe par uqe force P qui agirait en raison inverse du carré de la distance du centre d’attraction du mobile au point fixe. Plaçons l’axe des s sur la direction de cette force; et, pqur qu’elle augmente en même temps que z, -disposons les axes coordonnés comme dans la figure 166, nods aurons 4» * Fig. 166.
p— AC — — »; donc dp~-r-<lz.
Nomrhor» g l’effet déjà' forceP à la distance r du point C, et P son effet à la distance p , nous aurons la proportion
d’où nous tirerons
la valeur de dp étan^ négative, P dp devra être remplacé par — — dp-, intégrant, nous réduirons l’équation (195) à
fiXdx±YHy+Y.dzj-
Diqiti2
Jby Gc
ogle
Substituant cette valeur dans la .formule (186), nous obtiendrons • . • •
r’=iC+2 y . .. ('9e)- *
Poür déterminer la constante, nous Supposerons que le mobile
M commence à se mouvoir en un point dont la distance /> au centre C soit a : alors la vitesse sera nulle eh cè points et nous
aurons ■
par conséquent l'équation (196) deviendra ■ .. , •
Si l’on prend a pour unité de distance, la valeur de p* ne différera pas de celle que nous avons déterminée , art. 3i5.
338. -Pour première application des formules (t 84), cherchons la trajectoire d’un point matériel qui se meut dans l’espace en vertu d’une impulsion unique. Dans.ce cas , les forces accélératrices Sont nullcs;-ainsi nous avons •
■î^Wy/
X=o, Y=t », Zc=o,
et les équations (18^) se réduisent à
dp—0’ dp —°’ lip ~ OÎ multipliant par dt, elles deviennent
~di
d, dt
Læs intégrales de ces équations seront
dz dy dx
ml *tu>n tr >
VW t ,,
dt
MOÜV. d'un point matébiee ses une coubbe donnée. ao3 Substituant ces valeurs dans l'équation ( i85) , nous trou-
verons
* v — <z* + è’ -f- c” = constante;
donc en appelant A cette constante,
' dt^ A"’ , ' .’ • *
et conséquent, -V \ ** " •; ’•
d’où il suit que le mouvement est uniforme. '
Ce mouvement s’effectue en ligne droite ; car les équations (197) multipliées par dt étant intégrées, donnent
z = et -f- c', y ~ bf-\- b', x = at + a! ;
éliminant t, on trouve
bz . b'c — bc'
az . a c — ac
On reconnaît dans ces équations celles d’une ligne droite dans l’espace. . ‘ - * *
Du mouvement d’un point matériel assUjêti w se
‘ mouvoir sur une courbe donnée. ‘ v
33g. Lorsqu’un point matériel m (fig. 167) sans pesanteur Fig. 167. est assujéti à se mouVoir sur uneeourbe en vertu d'une force
d’impulsion K, .si l’on décompose JK. en deux forces, l’une /nN = K', normale à la courbe, etl’autre /wT = K.", tangente à la courbe , la force, normale sergt détruite jiar la résistance de crtte courbe,-, et la ‘force dirigée suivant la tangente aura seule son effet. ’ v *
En coitsi derapt la courbe comme un polygone mm'm" mw , etc. (fig. 16Ô) d'un nombre infini de côtés, l'angle tm'mu Fig. 168. formé par le prolongement du côté mm'' avec le côté sui -
. nTWAMIQÜF.
vant m'm", est appelé X angle de contingence ; nous le représenterons par et : le plan tpi'm" est le plan oscillateur au point tri-, ce plan, dans les courbes planes, est eelui de la courbe.
Le mobile m, sollicité pat la force K, reçoit une vitesse primitive v qui lui fera décrire le côte mm' ; mais lorsqu’il sera arrivé en m', il se détournera pour parcourir m'm". Dans ce passage j il perdra une vitesse qtie nous allons évaluer.
Pour cet effet, représentons la vitesse v par la droite m'q. Si nous décomposons m'q en deux vitesses, l’une ni' n dirigée suivant le côté m'm" , et l’autre m'I perpendiculaire à ce côté,
nous aurons ’ .
m' l =; m'q sin tm'm", m’n = m'q cos tm'm" , ou ' '
m' l z=i v sin et , m'n—v cos au
La composante « sin et étant détruite par la résistance du polygone, la vitesse i> sera réduite à r.cos a; par conséquent la vitesse perdue qui est égale îi la Vitesse primitive moins la vitesse actuelle , sera exprimée par e — e u cos»; ou, ce qui est la même chose, par t> ( i — cos ai).
Quand au lieu d’un polygone on a une courbe, l’angle tm'm" devient infiniment petit. Dans ce cas, la vitesse c(i — cos et) est un infiniment petit du second ordre. -
Pour s’en convaincre , il suffit de remarquer que i — cos a FiC- 169. représentant le sinus verse DB (fig. 1C9) de l’angle et mesure par l’arc CB, nous avons
AD : CD :: CD : db. •
Or, quand un arc CB est infiniment petit, il en est de même de CD; et puisque CD est infiniment petit à l’égard -de ADj.il faut, en vertu de la proportion précédente, que DB soit aussi infiniment petit à l’égard de. ÇD, c’est-à-dire Soit un infiniment petit du second ordre. Ainsi la vitesse qui est perdue
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par chaque côt£. infiniment petit du polygone, étant un infiniment petit d’un ordre inférieur, doit être négligée devant la vitesse v cos « qui est un infiniment petit du premier ordre. D’où l’on peut conclure que le mobile qui parcourt la courbe conserve toujours toute la vitesse qui lui a été imprimée lorsqu’il s’est mis en mouvement.
34o. Quant à la force e&in* qui presse la courbe et qui est. détruite par sa résistance, cette foi-ce varie à chaque élément, puisque sin a change continuellement; par conséquent on peut la considérer" comme une foree accélératrice qui agirait sur ïe mobile.
Si, outre cette force, il y avait plusieurs forces accélératrices appliquées au point ni , en les décomposant de la mcine manière, on devrait ajouter à c sin « toutes IeS composantes normales dé ces forces accélératrices. .
34 1 . Imaginons au 1101111 ni ( fig. 1 67 ) une force normale N, directement opposée* et égale à la résultante de toutes ces forces;, la résistance que la courbe leur oppose sera mesurée par N. Nommons et, G, ys les angles que cette force accélératrice normale fait avec les trois axes; les composantes de N suivant ces axes, seront respectivement
N cos et , N cos G , N cos y,
et devront s’ajouter aux forces accélératrices X , Y , Z dans les équations (184) du nrnuvement; de -sorte que nous aurons
WF = X + Ncos*
• -7— = Z -1- N cos y
dt' „
A ces équations nous en réunirons 8eux autres qui résultent
Fig. 167.
ao6 dynamique.
des relations nécessaires qui existent entre les angles « , G- et y ; la. première de ce^ équations est
r cos1 u -J- cos1? -f- cos*y — i . t . (tgg).
A l’égard de la seconde, nous observerons qtte lorsque deux droites qui sont à angles droits dans l’espace forment avec les axes coordonnés des angles et, G, y et G', -/, on a, d’après les principes de la Géométrie analytique, ,i
cos «e cos a! -f. cos G côs G' -|- coS y cos yf î:o (*y
Dans le cas présent , cette équation, subsiste entre Ja tangentë et la normale; car a, G, y étant les angles formés par la Normale N avec les axes coordonnés , cette normale est perpendiculaire à la tangénte en m „ qui fait avec, les axes coordonnés des angles que nous pourrons représenter par a', G', y' ; ces angles a', G', y' étant aussi ceux que l’élémedt dé la courbe formé avec les axes » on a ' * ,
co? *' = ^ cos co*v' = xï .
ds’
di‘
ds'
substituânt ces valeurs dans l’équation précédente, il viendra
dx dy dz
. cos « -f- — . cos ?-f- — . cos y —o.-.. (200).
ds
ds
ds
342., Pour déterminer la vitesse , on multipliera les équations (198) , là première par 2 d)x, la seconde par idf , et la troisième par iclz, et en le» ajoutant on obtiendrâ
= 2(Xrfr + Y dy + Z dz)
•+» 2 Jfrldje cos a. -f- dy cos G •+■ dz cos •/).
Le dernier terme de, bette équation doit .être supprimé à cause
(*) C’estl’équatfbn de l’a ri? 144, <pii a été démontrée art. 143.
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de la relation suivante,
dx dy „ dz
— cos a. -4- — cos p H — t cos y — o; ds ds ds
il nous restera
idx -£■ *+- 2^z^â = 2(X-dx + Yc/r -+- U>),
ou plutôt * • .. ,
'l[,7x' + dz'l = ?{Xdx + Yflÿtf. z dz).
ij, ,
Remplaçant la somme des carrés des différentielles des variables par ds? et intégrant, nous obtiendrons >
^ = 2fÇX.dx ■+■ Y dy + ’Ldz) C,
OU
0*^=2 J[\dx + Y dy + Z dz) -f- C . . . (20J ).
343. Appliquons ces formules au cas où les forces accélératrices sont nulles; on a alors
X = o, Y = o, Zt=o,
et par copsequent,
e’ ~i constante.
Ainsi, un corps sans pesanteur qin se mouvrait sur une courbe, conserverait toujours la même vitesse. C’est ce que nous avon# déjà pronvé dans l’hypothèse où le point qui est
mis en mouvement serait libre , art. S34 .
Supposons maintenant que le^ mobile qui glisse sur la
courbe soit un corps pesant, nous aurons dans ce cas
2o8 DYNAMIQUE. i
et alors l’équation (201) se réduit à
v1 — 2/ gdz ç= 2.gz 4- C.
Si v devient V quand z est nul, nous aurons
VJ == c. . -
Substituant cet;te Valeur dans^’équation précédente , nous'obtiendrons ' .*
*»’ = igz -f- V1 ;
d’où nous tirerons
v = y igz 4- VJ. . . (202).
Cette équation donne la vitesse, indépendamment' des relations qui peuvent- exister entre- les coordonnées y, z; par conséquent cette vitesse à lieu quelle que soit la forme de la courbe. • • ■
L’équation que nous venons d’obtenir. pour déterminer la vitesse ne suffit pas lorsqu’on veut connaître le t^ps et l’espace ; car en y mettant la valeur de v, on a
ds
' dt ~ V
on tire de cette équation
dt =
ds
^2gZ.~b V^.
et en mettant la valeur de ds ( note de l’art 180), nous aurons
- ^ _ [/dx* -f- dy* -f- dz*
|/ igz "*f- V’ *
Or, pôur intégrer, il faut qu’au moyen des équations de Iâ courbe r on puisse réduit cette dernière ti n’avo^r que deux variables ; car supposons que les équations dé la courbe soient
f(x, t) ztz b, * q>(y, z)= o. . . (zo5).
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Si , à l’aide de ces équations et de la precedente, on parvient à éliminer deux des variables x, y, z, il ne s’agira plus que d’intégrer une équation entre dt et l’une des coordonnées du point matériel.
345. Par exemple, si la courbe, et ce mot est pris dans toute son acception , est ane' droite située dans l’espace, les équations (ao5) sont alors de la forme
on en tirera _ ..>£(►-«•. . '«
... .. .. ly ^bdiï * . s* a <
et en substituant ces valeurs dans la formtrle (*o4) , on ta convertira eh " ' -î -V45** 14 .'• 'V-
dt =? ^ — -i .
V ?.gz + .V»
Si le-corps part du repop, la vitesse initiale est nulle', et l’on a, en divisant par le radical du numérateur , w -* '■
dt
. dz
V a 1 ri-rij2 ri- t . Igz ’
intégrant, on trouvera
» ,* <* * O4 • V ar * / »• .#V ■ - '<*
346. Pour obtenir l’espace parcouru, nous remplacerons le radical supérieur de l'équation (204) par ds , et supprimant V qui est nul dans notre hypothèse , nous réduirons cette équation 4 , j . ' # -,ï»f V : '1. • * 4 .• v- .• ' '* ;^JV.
* / —, W‘ ; •' - -<fi i f “ » •' ’■ '"’<>■
lr*’ % *ry % • * ^ - **. -* v\y
éliminant z de cette équation à l’aide de l'équation (207),
Elém. de Mécanique, I ^
-IvniAMIQCT. ,
nous trouverons
ds — — JL^_
ÿa'+b?+\
-+- Cg-d' ,
et en intégrant ,
* | /«* -fr- ô* + i
ce qui montre que ce mouvement est le même que celui d’un corps qui descendrait lé long d’un plan incliné , comme on devait s’y attendre.
347. Enfin, si Ton demandait quelles sont les valeufs de chacune des trois coordonnées x, y et, s, en fonction du temps, k dernière est déjà donnée par l’équation (307); et à l’aide de cette équation et des équations (306) , on déterminerait x et y en fonction de t.
348'- Lorsque , comme dans le cas présent , la courbe sur laquelle se meut le point matériel est plane, et renferme les forces accélératrices , en plaçant dans le plan de cette courbe les axes coordonnés. que nous supposerons être ceux des x et des y, la troisième des équations (198) cessera d’exister, les équations (199) et (300) se réduiront à
dx
cos* a -f- cos* C = i1, — cos <t -f- — cos £ 3= o ;
et au lieu des deux équations de la courbe , nous n’en aurons plus qu’une seule , qui sera dé la forme
349- La vitesse donnée par l’équation (303) étant déterminée sans qu’il soit besoin de faire usage des équations (ao5) , concluons que la vitesse ne dépend point de la forme de la courbe, mais de son ordonnée verticale. Par conséquent, si, à Fi* tjs. partir dtfpoint 0 (fig. 1 70) où z = o et v = V, oh mène divers
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arcs de pourbe OM , OM', OM" , etc., qui se terminent au plan horizontal KL j toutes les ordonnées z de ces points étant égales, il s’ensuit qu’en faisant partir dirpointO differens mobiles avec la meme vitesse V, ils auront acquis des vitesses égales lorsqu’ils seront arrivés aux points M , M', M", etc., situés sur le plan horizontal.
35o. En général, quel que soit le nombre des forces accéléritrices , lorsque l’équation est intégrable , on peut déterminer v sans qu’il soit nécessaire d’assigner la courbe. En effet, si, d’après la nature des forces accélératrices, on met dans l'équation (20 1) les valeurs de X, de Y et de Z, en fonction des coordonnées x, y, z, et que l’expression
* /(Xrfr.-f- Ydy + Zdz)
soit intégrable, nous pourrons la î-epréSenter par .
et alors l'équation- (20 1 ) deviendra
pI = */(*» r» *) 4-C.
Appelant f{a, b,c) ce que devient/ {sa, /, s) lorsque •> = o , on aura»
v"=lf(x, y,z) — zf(a, b,ç).
expression qui ne dépend que des coordonnées des points x,y, z et a, b, c. .
35 1. Nous avons vu que la force normale N dérivait des composantes des forces accélératrices , prises dans le sens de la normale à la courbe, et de la force normale produite par la vitesse. Pour évaluer cette dernière force, abaissôns lés perpendiculaires on , on' (fig. 1 7 1) sur léS milieux des côtés égaux Fig. 171. consécutifs mm', m' m" d’un polygone d’un très grand nombre de côtés, l’angle tm' m" formé pai l’un de cés côtés et le pro-
longement de l'autre , sera .celui que nous avons représenté par». Or, les angles n et n' du quadrilatère non' ni' étant droits, -on aura
non' -j- ntfi’n' — 2 angles droits == tm'm" -f- iim'n ' ;
donc
rfh'm" , ou a = won' — 2nomr
ha petitesse de l’angle nom1 qui est mesure par l’are qui lui correspond , permet de prendre le sinus k la place de l’arc , et
comme re sinus est exprime par —j- pu plutôt par — , puisque les droites m'o et no sont censees égalés, nous trouverons
no
mm
no
en passant du polygone à la courbe qui en est la limites le côte m'm deviendra l’élément de la courbe , et no son rayon de courbure; par conséquent f’ expression précédente se changera en .
ds
Nommons <p la force accélératrice qui d^ive des composantes normales de la vitesse : comme toute force accélératrice est représentée par l’elcment de la vitesse, divisé par celui du temps (art. 297), et que dans notre cas l'cléineut de la vitesse est v sin a , nous aurons
v sin ài *
*-~dT'
eut » parce que tout arc infiniment petit peut être substitué à son sinus , cette expression deviendra
dt'
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remplaçant a par sa valeur que bous venons de trouver, nous
aurons
v ds * = ÿdl
ou
A l’égard de la pression normale qui résulte des autres forces, on la déterminera par ie parallélogramme des forces.
35a. Supposons, par exemple, que la courbe soit plane^ et
que les forces qui sont appliquées au mobile agissent dans le plan de la courbe, oW réduira tontes les forces à' une seule R dirigje dans ce plan ; et en nommant 6 l’angle que cette force fait avec la normale, on anra R cos 5 pour la composante de R suivant cette normale. Si' cette force agît contre la courbe,
elle sera en sens contraire de la force — qui presse le point
matériel sur la courbe, ou, ce qui est la même chose, qui tend à l’éloigner du centre; nous aurons dône , dans ce cas.
N = — — R cas 6.
Du mouvement d'un point matériel- astufili à .\e mouvoir. sur
une surface courbe.
353. Lorsqu'un point matériel qui •> ne peut se mouvoir que sur une surface courKe est soumis à lYction de plusieurs forces accélératrices, ces forces variables, et celles qui proviennent do la vitesse initiale, auront iine résultante qui devra être détruite parla résistance qu’ppposc ia surface; si nous désignons doue par N celte résistance, on pourra regarder le point matériel comme libre, pourvu que, dans -le* équations (i8q), on fasse entrer les composantes de N. Pour cela , nommons «, C, y les angles que' cette force fait avec les axes coordonnés, iés composâmes, suivant cerf axes, auront pour Expressions Neos», N cosC, et N cos y ; par conséquent les équations du mouvement dcinahdé seront
Ht*
^ =• X +F «os Ç . ) . . . (aog).
On connaîtra les angles et, C, yt, lorsque l’équation L = o de la surface courbe sera donnée; en effet, nous avons vu, art. 6rf, qu’on déduisait dfe cette éq dation (*),
■SCWWWW’
cos y :
dL
dor
dz
V(êy<fy+(èy
Pour simplifier, faisons, comme dans l’art. Ou,
Les équations precedentes deviendront
cos « v= y
dx‘
y dL dL
:V3r.\ C0SV = V57;
et comme le radical comporte le double signe, il ne faudra pas oublier qu’il en sera de même de V. Substituant ces valeurs ‘dans les équations
(*) Nous ^opprimons les accents qui affectaient x, x, **,. dans les équations dè Pirt. Ou, parce que nous sommes libres d’admettr^ue le point d’application de la forée N, au lieu d’être représenté par ^,x', le soit par x, x, z.
MOU v . d’un point «atkmkl su* ON* SURPAC* COU*»*. 21 5 (ao8), ou aura
d*x _ V dt» — ■
Y + NV
Éliminant "N entre ce* équations, V disparaîtra en même temps , et l •» obtiendra deux équations qui, jointes à L =>o, détermineront le* coordonnées du mobile en fonction du temps.
354. Prenons pour exemple le mouvement d’un point matériel sur un# sphère; plaçons l'origine des coordonnées an centra, mettons le plan des dans une position horizontale , et enfla menons l’axe des s positifs dans la partie située au-dessous du plan des x, y, par catte disposition dé l’ale des t , les. ordonnées positives z auront le même signe que la pesanteur. Gela’ posé, l’équation de la sphère étant
*» +ï' + *' «a*.-, (aïo),
nous en dpduirons , par la différentiation ,
xdx + ydy -+• zdz == o. . . (ail); . .
par conséquent, nous aurons
dL dL dL , „ ‘ _£
x’ dr~r’ <£ * °f ÿx*+y* -+■'*» *
D’un autre côté, la seuls forée accélératrice qui axiate ici étant g, noua avons • ,
' X = o, Y = o, Z=gi
ces valeurs réduisent les équation* (aog) à
dt' a
iV ... y i*z „ * . ,
=N-, — =#4r N -(un).
dt* *'dt*s a ' '
Pour éliminer N entre ces équhtions , il suffira des deux premières , et de moltiplièr l’une et l’aqtre par la variable qu’elle ne renferme pas ; opérant ainsi, prenant la différence des résultats, et supprimant un d«s facteurs de <&*, on trouvera
yd*x — xd*y _
Il ■**
d (ydx ■— x4r) °U dt
intégrant, en traitant dt comme constant, on trptttara ydx — xt(y = Cdt . . . (ariy/
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Pour avoir une seconde équation,' parce que celle-ci contient trois variables, on multipliera chacune destrgis équations (ata) par la diflëren tielle de la variable qu’elle ijontient ,-et les ajoutant, on obtiendra
dxd'x -f- dyd'djr àzd'z \ - N
~ 5J7 — + ~(xd* -f- sdt) = o;
et comme la quantité qui est renfermée entre les parenthèses est nulle, en veftu, <je J’éqqation (an), 1c résultat que nous venons d’obtenir se réduit i ’’ -• ■
drd’-r'-f- dyd^ Y -4- tkd't lit»
MU» -A ^ f i à %
j»Ml(ipliapt par f et intègrent, on a
•• r ir».»4- dr» + de» - . - ...
< v - . : dt, ... ~ ' *s* + C'... (ai^
C'est entré cette- équation et les cijùations-(aio) et (ai3) qu’il faut éliminer deux des variables r,/etj pour que l’intégration eû s’effectuant puisse nous donner l’antre variable en fonction du temps ; mais avant que de procéder à cette élimination, on entrevoit déjà que Je résultat qu’oq obtiendra sera indépendant de la force normale N qui a disparu de ces équations. •
355. En considérant l’équation (ai4), il ést facile de voir que puisqu'elle ne contient dans son second membre d’autre variable que e , la sépapition des variables x, y, ’* s’effectuerait si l’on pouvait , à ]'aj£ des équations (210) et (ai3), déterminer la valeur- de dr* +4r» en fonction de podr la substituer dans le premier membre de l’équation (214). Or, l’équation (211) qui dérive de (210), et l’équation ;(at3) ^élevées au carré, nous donjpenj ' ,
*»dr» ■xrydiedy Hrytifr* =* e»da», ■: -, , .
■Jt’dr» — ixydxdy -p r»df» = C»dt* ;
et l’on voit que le terme en chrij disparaîtra alu résultat en ajoutant ou semble* équations. Effectuant donc cette opération, ont trouve
• ■; '' 4* ■*-(*•»,*-#•») dp» C» *»4.<s»«fs», : . .-
ou pKitOt " .
(■*’ -f- dr*) = Odi» -il ;><&•; i
mettant dans cette équation la valeur de je -f*» » tirée de l’pquat. (210) on obtient enfin ' . ,
MOIIV. ll’im POINT MATÉRIEL' SCR UNE SUBFACE COURBE. 2 I "] substituant" cette valeur dans l’équation (214), et suppriment les termes en **dx» qui se détruisent r il viendra
it _ — ..t (ai9).
V'!'*’ — r*) (2gs -f. C) — C*
L'intégrale de cette équation , qui ne pourra se déterminer que par approximation, donnera la valeur de 1 en fonction du temps.
356. Pour trouver les autres variables en fonction du temps, soit fl la valeur approximative de s, fournie par l'équation précédente ; on pourrait bien la substituer dans l'équation (214), et, en combinant ensuite cette nouvelle équation avec celle qui est désignée par (ai3), obtenir deux équations; l’une en x et en t, et l’autre en y et en 1 ; mais alors les variables x et t dans la première, et/ et t dans la seconde , ne seraient pas séparée». C’est à cause de cet inconvénient qu’on emploie cet autre moyen pour parvenir aux valeqrf de x et der en fonction de t.
Soient AG = x (fig. 17a ), DC =/, mD =z, les trois coordonnées p;g_ du point m de la spbèi* où ee trouve le mobile; si, pour une valeur de *, on donnait Paifgle CAD que faif la projection AD de la droite Am avec Paie des x, il serait facile dé déterminer x et y en z. En effet , nommons 6 l’angle CAT) , comme Am est égal au rayon a de la sphèrfe, nous arons évidemment AD=: I/o* — s» ; et le triangle ACD rectangle en C, nous donne ,
AC = AD cos CAD, CD = AC sin CAD,
xr= y'a* — j*. cos 6 , y ^/a* — x’.sinS... (216};
ces deux équations établissant une relation entre les variables x, y, t, tiennent la place de celle de la sphère , qu'on obtiendra eu ajoutant la somme de leurs carrée.- A la vérité , .nous «vous la nouvelle variable g ; mais aussi nous introduisons dans le calcul une équation de plus.
En diflèrefttiant les équations (216), nous trouverons
d* — — ain — *> — cos 6
dy — cos MS 1/ a* — .r* afh 9"
multipliant les équations (217) l’une par la seconde des équations (216), et l'autre par la première de ces équations , et prenaut la différence des résultats, on trouve
ydx — xdy — («* — a*) (sih’ 0 cos* 8) dfi , *
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ou plutôt, parue que sin* 8 + cos» i équivaut à l’ unité, ïdx — xdf = (i»' — a>) dd.
Substituant eettu valeur dans l’équation (»ï3), on obtient (a* — a') dê = C dt ,
et par conséquent
Cdt
remplaçant dt par sa valeur, tirée de l’équation (ai5), on obtient enfin
aCdz
de = .
Cette équation , intégrée par approximation , fera connaître la valeur do 6 J on en déduira ensuite celles de cos 0 e( de sin 6, qui , étant substituées dans les éqtialioné (4i6), détermineront les valeurs de’jr et de y en
fonctions de a, et' par conséquent du temps dont s est une fonction.
357. L’équation (aijJ) détermine la vitesse indépendamment de la force normale K ; car la somme des carrés des différentielles étant égale ap carré de ds , cette équation nous donne *
, ’ ds*
~=ags+C',
V* = 3gt + C; •
et par conséquent
* v = V igz (!' .
Mais si Fon demalnde la valeur de cette force N, il faut recourir aux équations (a t») j on les multipliera respectivement par x, par y et par z , et en réunissant les produits , on obtiendra 1
xd'x + yd*r-\-zd*z N , . . . . , j,,
Or, la différentielle de l'équation (au), c’est-à-dire l équatiuu
d (xdx -1- ydx 4- zdz) = o , nous donne
xd'j -i-j’d’x -4- zd’z 4. dx.* 4 -djr* ■+■ ds*
dt*
ou
xd’y •J-j'd’x 4- zd's (dx* 4. 4r» 4- dz>)
dt* ^ dt *
ou , parce que le second membre est le carré de la vitesse ,
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. . _ .xthr-i -.rdy'-d-aP*.
dr
Substituant cette valeur dans .l'équation {ai8), et en vertu de l’équ. ato , remplaçant x*+jr* -+-*> par a», l'équation ai 8 deviendra
et par conséquent
— p» =gs ■+■ No,
N = -vL±H.
358. Ici nous trouvons N négatif, parce que des deuv valedls dont V était susceptible, ayant adopté arbitrairement la positive dans les équations (aog), cela est en Contradiction avec la supposition que la force nprmale N porte le même signe que les- z positifs. Pour lever cette difficulté, nous disposerons donc de la faculté que nous avons de choisir Je signe de V, èn lui donnant le signe négatif dans les éqnat. (aoÿ , ce qui nous conduira, à ce. résultat : ,
. Du moulinent cTun point matériel sur la Cycloide.
35g. Supposons qu’un point matériel M qui se meut sur la cycloide parte du repos ; la vitesse initiale de ce point étant alors nulle , nous ferons V = o dans l’équation (202) de l’article 344 > qui > étant élevée au carré , nous donnera
ou plutôt à
d’où l’on tirera
dsx
dt =
ds
i/ngt
Prenons, comme précédemment, l’originé des abscisses au point F, (fig. 173), et nommons u l’abscisse ED d’uii point pjg. quelconque M' , pour ne point confondre cette abscisse avec la variable x qui entre dans l’équation de la cycloide; et appe-
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Ions h l’abscisse EC du point M de départ, nous aurons CD = EC — ED,
ou
Substituant cette valeur dans l’équation précédente-, il. vien.dra
dt —
ds
y Hih—u)
Cette équation contenant trois variables, nous allons chercher à en éliminer une au moyen de l’équation de la cycîoïde. Pour cela, nommons 2 a le -diamètre BE du cerele géncrateur , et x, y les coordonnées AP, PM' d’«n point M' de la cycloïde : l’équation de cette courbe étant ( Élém . de Càlc. différentiel)
dx — . . (220),
IE
dx ,
Mettant dans cette équation la valeur de — tirée de l’équation (220), on obtiendra
ds = dy
iay — /*’
réduisant au même dénominateur les quantités qui sont sous le radical, effaçant les termes qui se détruisent, et supprimant le facteur commun/, il restera
/ iû
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Léxpression %a — ?y- qui entre dans cette formule, n’est chose que l’abscisse ED que nous avons appelée u ; par conséquent on a
ao — y — u, ày — — du.
' » ■ uyV I
Substituant ces valeurs dans l’équaâôn (xaj ) , on trouve
•.* * ds±t4-'4ùtf;—: r •"
. .■* f -;«V te? -V -
La valeur de <6 est négative parce que lorsque L'abscisse ED = u augmente, l’arc AM' diminue.
Mettant cette valeur de ds tjans l’équation (21g), on obtient
»va tt+i.a/f’.*
at = —
et
£ ÿ hu—u?
du.
• ■ •-•y y j-i/hit-zv
■ 4 4* Wfi IJÿV îf •»' •*.*< tïîfc ».,•*
36o. Pour déterminelr l’intcgrale qui entre dans cette valeur de t rappelons- nous qu’on a, en géheralf( Èlém, de Çqicui intégrai, art. 277) . • ; *... . ’ •
— 'a;:. — arc (sin verse a= x):
et'qu’eh faisant xzrr - , cette foVrriufe se réSuîlS “
■. ci v
w . * , sapa
■ : Jyss=»r ‘K*’**" ■» ^ - •
•if * *?r ,
par conséquent, en rapportant l’intégrale de l’équation (222) à cette formule, nous trouverons
.Jr • * .* ' * ■
f — — y -.arefsin verse s= — J -+- C. . . (224).
. «• eAtîiiw •••.» ' J * 4 . >
Pour déterminer- la
.observons que le
Fin. 174.
commençant lorsque le mobile est en H, nous avons atoit t = io et u = ËC = h -, cette hypothèse réduit l’équation (224) à
o =r — « /.".arc (sip verse = a)-J-C.
Or, l’arc dont le sinus verse est 2 étant la demi-circonférence décrite avec le rayon 1 , si nous représentons par x cette demicirconférence , l’équation précédente deviendra
Cette valeur étant mise dans l'équation (223), nous aurons t = ^ X (tt — arc sin verse =
Ce temps est celui qui a lieu lorsque le mobile étant parti du point M, est arrivé au point Mr dont l’abscisse est ED = k. Par conséquent, pour obtenir le temps que le mobile aura employé à parcourir l’arc ME , il faudra faire u — o , hypothèse qui réduira l’équation précédente à
On voit que cette expression est indépendante de la hauteur h qui est l’abscisse EC du point de départ M ; d’où l’on peut conclure qu’en quelque endroit que soit situé le point de départ M, ce mobile emploiera toujours le même temps pour arriver en E. Une courbe qui jouit de cette propriété est appelée courbe tnutochro’ne'.
Du Mouvement d’oscillation.
36 1 . Soit OBC (fig. 174) une courbe continue coupée aux points O et C par une droite horizontale; supposons que dans
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cette courbe il n’y ait point d’angle qui puisse occasioner une perte de vitesse, et que la tangente BT à la plus grande ordonnée BP, soit horizontale et perpendiculaire à cette ordonnée ; alors la direction de BP sera verticâle, et le plan des r, y devra être horizontal , parce que nous employons' des! axes rectangulaires. Cela posé, cherchons l’expression de la vitesse d’un mobile qui , sollicité par la pesanteur, glisserait sur la courbe ; pour cet effet, nous observerons d'abord que si l’on regarde comme positives les ordonnées z qui se trouveront audessous du plan des x , y, la pesanteur g s’accroissant en même temps que ces ordonnées, devra être aussi considérée comme positive. Ainsi , faisant g positif dans les équations qui déterminent lemouvement du mobile, nous aurons
HF
dF~e' '
Pour déterminer la vitesse, opérant comme dans l'art. 333, nous multiplierons la première de ces équations par a dx , la seconde par ïdy, et la troisième par idz, et en les ajoutant, on trouvera • . .
idxd'.r -f- a djrtPy -f- a dzt&z " dt*
= 2 gdzi
intégrant, on aura
dx * -f- dy* -f- dz*
= Igz -1- G;
dt*
ou, en observait que la somme des carrés des différentielles des coordonnées est égale au carré de l’élément ds, l’équation précédente pourra se convertir en
ds* • ’
Mettant v à la placé de — , il viendra . ■ r r dt ' /
■>> = 2gz -f- C.
224 • PTHAMIQUK»,- . -•
Fig. 174. Soit V la vitesse initiale vpii a lieu au. point O, lorsque z — o , 1 équation précédente nous donnera -
par conséquent, 4^1 y substituant cette râleur de C, on obtiendra • , • - . o
«<> = V» 4- 2 gi J . V (2ü5). ' -
362. Les ordonnées croissant depuis O jusqu’en B, l’équation (22,5) nous montre qüe lawitesse v doit aller en s'accélérant lorsque le mobile parcourt l’arc OB , et qu’elle parvient en B à son maximum: Les ordonnées devant ensuite décroître, la^ vitesse diminuera à mesure que le- mobile parcourra l’arc BC. Dans cette diminution, elle passera par les mêmes degrés de vitesse qu’elle s’était augmentée; car, si par un point quelconque m on mène un plan horizontal qtfi coupe la courbe suivahtune droitè mm' , lès ordonnées mp et rrf p' seront égales ; par conséquent, en substituant leurs "valeurs dans l’équation (226), où verra que Tes vitesses du mobile atfx points m et m' seront égales. ' '
La vitesse du mofede diminuant d’autant plus que l’arc parcouru O m est moindre, on trouvera, sur le prolongement de cet arc, un point A où cette vitesse aura été nulle; par conséquent, le point A sera celui où le mobile est censé avoir reçu le mouvement. Si, par ce point, on mène une droite horizontale AA', la vitesse en A' sera donc également -nulle. Ainsi lé nipbile, dans son mouvemeht, s'arrêtera en cte pttini À.' où la vitesse est nulle. Alors l’action de la pesanteur le ramènera de A' en B ; et comme les ordonnées vont en croissant de Àf en B , il sera facile de conclure , au moyen de l’équation (225), que la vitesse ira aussi en croissant. Le mobile parvenu au point B, où il a le maximum de vitesse, continuera donc à se mouvoir en^ertu de cette vitesse, et remontera sur la branche BA jusqu'au point A, où Ja vitesse sera nulle. Mais l’action de
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la pesanteur le faisant descendre , il parcourra encore l’arc
AB pour remonter jusqu’en A', et ainsi de suite; de sorte <jue le mobile fera un 110ml fre ipdefini d’oscillations.
11 est<évidèqVr]ue les vitesses successives, qu’acquiert Je uiobile lorsqu’il se meut sur l’arc AB, étant les mêmes «pic lorsqu'il se meut sur l'arc BA\ le mobile emploie le même temps , a parcourir ces arcs. Cf s oscillations faites en temps egattx sont appelées isochrones-, . ■ ' ' v » V-
rjafl |â
ïidrsque la courbe centre sur cll(S-mêmc, tomme dans
la figure 175, et qUe les tangentes aux points R coB' sont pa- ,. rallies à l'horizon , si le mobile parti d’un jpoint mfelconcjiie O avec une vitesse initiale , .'descend de O un B, et peut J-emoptèr dé B eh B' sans que sa virés* soit épuisée, il descendra de nouveau le long «le- l'arc B.'OB, et la. pesanteur dur rehdrà successivement la vitesse qu'il avait lorsque pour la première Cois il a .parcouru B'OB. Perdant ensuite de sa viles»* lorsqu’il remontera suivant l’arf BO;B', d lui restera eu If' lè même excès 4e vitt-ssc que lorsque , avant «t’avoir fait une révolution de la courbe, il était en ce point. Il suit de là que le mobile, au lieu d'osciller, fera un nombre indéfini de révolutions autour de la courbe.
‘ Du Ptntfitle siptple.
364- 1^ peudufe simple «ftf'un poùtt htalérièl jB 4%* 1 76^ -f>. .
qni , anime paé la pesanteur ’«t snspendu* à ut)c\dr«iitc «n- • ‘
flexible IMC , lait des oscillations auton’r du centre <j. Il est certain que dans (Xi monvemehf le. peint M est assnjéti •& décrire. un ale deccrcle ; ainsi la vitesse de ce point sera dénuée ,
a«*t- 34f,'p«vréquatkîn ' * ! ' ’ . « ’i •
P'zky*- -jf-rag1*'. . . {28164 . ’ v "• ^
• ;.v .-■> yw*T** v-v .. *V*v!*IV.
■ • • v ; ‘ \ds o-.* ; -v •»* ’ . r
Changeant « en -f-.riauo-ccM» équation , et- tirant fa valeur de
l.lcni. de Mécanique . L j ^
dt, o n trouvera ' * •' dt
ptRAMIQUE.
ds
■vl
. - - l/va-f-2gz'
Le point de départ étant pris pour Origine, i sera l'ordonnée p;e I?7 M'F (fig. -177) du point M' où, se trouve Le nlobile^lans un instant quelconque, et V1 représentera Je Carré, de la vitesse initiale, c’est-à-dire de celle .qui avait lienlorscgiele mobile était à son point de départ M. Nommons h la hauteur due à cette vitesse initiale, nous. aurons •' ... . ■ - . J
£7t>* '• v> 2gh, ;
et les équations (226) et'(22^),' en y substituant cette valeur, deviendront . ' ' ‘V - .ri. ’ÿ ' „ '
*= 1/ ag (a -4-z) ,' * ^ j < (a?®)- .
1 365, On peut exprimçr s en* fonction, des coordonnées du cercle décrit par: CM. (ftg. "ï y <]).'■ Pour cet' effet * abusons des t73’ points M et M,', les perpendiculaires MB y M'D sur la verticale Cïr, et nommons « le rayon <ÏE , b, la distancé verticale EB, et x t’absoisse ED du point M' .rapportée à la nouvelle origine E- , nous aurpaé , A .
Fig
Btf‘= T>
An moyen de cetle valeur , îm convertira les équation» (jti8)
eh celles-ci ,• » ■ * _ y:' : • v .
*’* ' ■ ■ ' ’ 'V* « f. 1 ds'. - ' | '
v s=V/H( /l 4' b dtr *7', / ‘ '
La première de ces' éqnatioris nous donne la vitesse du mobile au point M' qui correspond à l’abscisse seconde, lorsque nous l’aurons intégrée, nous iera connaïtré fe 'tefnps qtje le qiofc^è.aur» employé â venir ejâ M', Pour cela, nous ferons en sorte que le second membre de cette équation ne renferme
, DU PEKDÜÎt SIMPlt.
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plus tfntine seule variable; c’ést à quoi nous parviendrons facilement en combinant cette équatiàn avec les suivantes,
différentiant eette dernière, nons obtiendrons * . y \ :
‘ • ydr^.\a — i)Jx,
et par conséquent , * -
* ”* , '• '{Wf-val*. . . •.»•
• drt=-~rrJ-^t- ■
Substituant cette valeur djns l’éqbation (?t3o), nous trouverons
Mettant dans le numérateur de la fraction qui est sousie radical, la valeur de /’ donnée par l’éqnalipn (a 3i), développant et réduisant, nous obtiendrons V 1 : î -, .
¥ ^ Vtmx.t- x* ■
adx .
dope
1/(20— x).Jf*
Des deux signes qui devraient affecter la valeur de j/i, nôus avons choisi le négatif, parce que lorsque t augmente, * diminue (*).
(*} On peut remarquer quo, dans ce cas, l’origine des x doit être placée en un point plus bas que celui d’où l’on compte le temps , et par conséquent l’arc j ; et qu’alors ies accrotssemeus dë x dtantsnégatifs, il en doit être de même de dx.
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366. Supposons que la vitesse initialcsoit nulle , nous aurons
sien même temps l’arc suivant leqüel se fotit les oscillations est très petit, nous pourrons négliger x devant -xa , et la valeur de d» se réduira à * \ - : , • ••■ >
' afe. . ■ ,
dt— ‘j-w ‘ I ‘
• •. yiaiC’Ÿ ^ëv* — x)
Remplaçant le facteur a du numérateur par \/ a? , on pourra mettre l’équation précédente sous la_ fartée
Ainsi pour aVoir t, it„ne s’agit plu» q;ue ti’.obteniria valeur de Fintég«de suivante, : • '«>•" ' *’•••*
/«.£» -.V1 ■ . dx ’-v. ; * ’v •
; .. Jybx — x' ^ (
Pour y parvenir. , nous comparerons cette intégrale à 1 équatiôir(?.â3 , art. 36o)’, et nous aurons
et en substituât ces valeurs dans l’équation (ai 3) , c’est-à-dire
dans l’équation ^ -
■rdz" / z\
■ . /_ — - - — arc I sin verse ~ - h . . .
y .1 J W vaz — - z? - \ . 5
nous trouverons ‘ * ••
f = arc (^sin verse =
JŸTx — x' ' • T*/
et en observant que (< si l’on réduit les deux termes de la frac- V ’ t «r *• ; ^ ^ * tjÿ' « * . » ’
bon au mème’dcnominateur , ^ changeant en , l’équation
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précédente deviendra .
? /pSr5="0(*ta:vme= t)‘‘ .
et puisqu'on général , lorsque lé rayon est l’unité, l’arc qui
'correspond 'au sinus verse c & pour cosinus 1 - — c, ü s’ensuit que apüs devons avoir • '
arc ( sin verse — -r- J
| = arc L
cos ==f
t=z arc(
cos = -•
Substituant cette valeur de l’expression (*3^kns l’intégrale de l’équation (23a) , nous trouverons flp .
. t = — l^/.-.arc ^cos = C* • • ('*^4)* —
Pour déterminer la eonstantc, le temps cortimençant
lorsque le rriobileest èn M , oit a t = o quand x-=zè>. (les -valeurs réduisent l'équation (a34) à \ ■ < * •
o te —*•5- ^/^.arc («os =*-*■■ 1) tf- C. * '
Soit 1% 4 efreonférepoe du. cercle dont le rayon est l’unité, nçus avons (6g. 169) ( Fig. 169.
k aj-c (eos te-r- 1 ) =r: arc BCA te *■; donc 1 ' ‘ * ‘1 J .
Substituant cette valeur dans' l’équation (a34) , on trouve
v/iC' ^arc(- = - •
23o ' »Vj»AMI4}BE.« V. * s<
Fig. 177. De celle minière, l'intégrale sera prise (%.' 1 ^depuis l’abscisse x = b , qui correspond à t = o, jusqu’à l'abscisse indéfinie x ; par conséquent t exprimera lé temps de là chute du mobile, depuis l’origine du temps où il" était en M,
jusqu'à un point quelconque M' dont l’abscisse est x.
3G8. Si l’on veut avoir l’intégrale comprise depuis M jusqu’au point Je plus ‘J>as K» il faut faire -x = o dans la valeur de t-, , et en observant que l’arç dont le cosinus est i est égal à zéro, on à • '•
Le niflUe arrivé en JE n’a fias perdu sa vitesse;. au contraire, cll^B-vient en eè point à. son maximum „ Comme nous l’ayons vu; car on doit se rappeler qfie la vitesse * étant donnée par l’équatjén ,
• y J V — V*ëZ> •
plus grande valeur dé a-est celle qui a lieu lorsque le’ mobile est arrivé en E. Ainsi, en vertu de cette vitesse, . le mobile' passe sur l’arc’ EN ; et comiqe cet arc change de signe , on trouvera pont le tenqis que le mobile a employé à parvenir
en N',
Si de cette équation hous retranchons l’équàtiôn (a36) qui nous-donne le temps qui s’est écoulé lorsque le mobile est arrivé de M en E , il nous reste l’expression
pour le temps que Je mobile a mis. à venir de £ en N' c’est justdneût le même téhips qù’il emploierait à- descendre sui-
iSi
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Tant l’arc M'Ej car ce temps s’obtiendrait eu retranchant l’équation (o35) de l’équation (236). Enfin, lorsque le mobile s’est élevé jusqu’au point Ji situé .sur le plan horizontal qui passe par le point M où la vitesse est nulle, alors x — b ,
et l’expression arc ^cos — devient arc (cos = —-t) = *,
ce qui change l’équation (237) en
tel sera le temps qtte le' mobile emploiera à parcourir l’arc total ME N. Représentons ce temps par nous aurons
k\ \ JC
Le mobile parvenu -éh N a perdu toute sa vitesse; carence point la vitesse initiale étant nulle ton a * '
cette valeur et ceUe de x fi réduisent l’équation ^ t=> y/lgih + b — *) A .
ds
di
— = 0 . ou à »io,
La vitesse du mobile étant donc épuisée lorsqu’il arrivé en N, la pesanteur doit le faire descendre ; et comme les circonstances initiales au point N sont les mêmes qu’elles.l’étaiont en M, le mobile décrira une seconde oscillation NESI , et ainsi de suite.
370, L’équation (a38) étant indépendante de la constante b qui détermine la distance verticale MK. , qn voit que si le point de dépàrt, au Heu d’être eq M., était en SI', la durée de F oscillation serait la meme ; par conséquent dans l'hypothèse de l’article 366 où les oscillations se font. sur un très petit arc, des mobiles q**i par tentées points diîlêreqs SI, M', SI"; etc.,
(I*î ce petit arc, demeureront sensiblement (*) le même temps a faire leurs oscillations.
B7J . l orsqu on prend des pendules de longueurs différentes, les temps de$ oscillations ne sont pas ies mêmes ; câé nomlnons " et " ,es lo,l»l,eurs Je deux pendules dont les oscillations sont décrites dans les temps T' et T', nous aurons .
ddric ; • • ' 9 .Ç ' 0
. r .• T- : r i 's ÿ-a i ÿaH: ; . ($39).- , ■ r.
Ainsi, connaissant je tenfps T dè l’oscillation d’un pendule, la proportion précédente déterminera la’ longueur dû pendule qui répondrait à un temps arbitraire T', on fera connaître le temps, relatif a un pendule dont la longueur serait a.
37a. Popr déterminer avep' plus de précision le tenips d’une oscillation, voici le procédé que l’on etnploife. Représentons par JV . le jjoinbre d’oscillations que fait le pendule a dans le temps -i y et par N< le nombre d’oscillations que fait le pen- <Uilé a' dans le même tefnps 0 , on a . K • .* ,
dont:
1 St* »’ t
Au moyen de ces valeurs , ^.proportion (a4q) donne
’V' aN* . * ' ' ' V v • • ■ ■*.
. ^0rsv»« P°Vr un pendule. simple (l’une longueur donnée, op connaît donc le nombre d’oscillatiorfs en tmiénips donné,
(t) Pions ’dfeoirii sy,sibti*eM- parcp-qucjc’ort ’en i»'CI (géant une poule quantite (art 366), k,ue l’«quaiion*i68). a élé obtenue. ' ’
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ortpeuè en conclure la -longueur du pendulo simple qui ferai! se* oscillations dans une . seconde de temps,
3y3. C’est en se fondant sur ce qui précède qu’on a trouvé qtie dans le vide , et à la température de la glace fondante , la longueur du. pendule à secondes (division sexagésimale) qui fait 86,4oo vibrations' dans le jour moyçp, est de .
; ' ' 44o',55q3 = o", ga38,
et que la longueur du pendule décimal , qui (fait 1 00,000 vibrations dans )e jour moyen , à la même latitude, est de .
374* Pour déterminer g', l’équatioit(238) nous dopnera
par conséquent, en faisant dans çette équation ;
T = 1", a 44o/>55g3 , et *■ — 3, 1 4 1 5g26,
c’est-à-dire .• ‘ v . ■ .
on trouvera . • • j.t ■ , t * . - -i
g = 4348' = 3œ*,i95 environ oü g“*>8o85.. *
575. La longueur du pendule à l’équateur, d’après un grand nombre d’observations, a été fixée à o,n, 99 102657. Si dans
l’équation (24 r) on met cette valeur de « et celles de ** et de T
(**) I Vaprès un terme moyen entre plusieurs éprouvés faites' sur le penduledécimal en platine, par M M. lliot, Mathieu et Bouÿaédydans la salle du la- méridienne dp 1 Observatoire, élevée de 70 ™,a5 au-dessus du nivuau de la mer, cos savans ont fixé à om,74'Üoia U longueur de ce péudule, et à o™ ,7419*156 celle qu’il a quand il es) transporté eu niveaqde la mer, à la même latitude. Ces expériences eut toutes ét6 faites dans le vide cl à la température de la glace fondante. ( Voyez lr recueil d’oistiv , géodes., astronom , et plo Su/u., de Mil. Biol et Arago.) '
Fig. 178.
* ft>
2^4 A OÏKAMIQllE,
données par l’art. 3^4 » on trouvera, par la gravité (à l’équateur
376. Si g et g7 sont les- gravités Natives aux pendules a et V, qui font l&rs oscillations dans les temps T- et T', comme eèlaarrive lorapte les pendule^ sont iitHés I differentes latitudes, on aura ‘ •' * ■ ’* J
d’où l’on tirera - . . .
Soient N et N' les nombres d’oscillations que font ces pehdules dans un même temps 0 ^ .T et T' seront donnés en fonor tion de 6 par les équations (2^0}; substituant leurs valeurs dans cette proportion, et supprimant lé facteur commun 0, on
aura * „ : ' r' ' •*
SI le pendule est le même dans les deux lieux / on a a' = a , et la proportion précédente nous donné ' • - •
De la force centrifuge.
^ 877. Lorsqu’un mobile se meut autour d’ua, centre frteC, et décrit la courbe LMK (fig. 178), s’il était libre, il s'échapperait en vertu déjà loi d’inertie, suivant la tangente LT à la courbé; /nais si l’ofr guppose maintenant qu’au Keü d’ètre libre , . il soit retenu par le centre .C , le mobile abandonnera la direction delà tangente LT et arrivera en M. Or, ri l’arc LM est infiniment petit, l’angle LCM.le sera aussi; pOr conséquent
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on devra regarder les droites LG et MC comme parallèles. Dans
ce cas, on pourra donc remplacer CM par la parallèle à LC menée par le j>oint M , c’est-à-dire par MC'; alqrs le centre fixe sera considéré comme si, au. lien d’être situé en C, il était en C'. Cela posé, puisque le mobile livré à lui-même devrait être à FextrémitéÜ du parallélogramme infiniment petitjLNMD, tandis que lorsqu’il est retenu par le centre fixe, il est arrivé en M, Fefletde la force qui l’attire vers C' sera donc mesuré par MD. D’une autre part, la droite inflexible menée par le centre fixe au mobile, Réprouvant une tension qjje parce que le mobile résiste à la force qui l’attire vers ce centre , cette tension sera aussi mesurée par MD. C’est cette force qui écarterait le mobile du centre fixe, si l’action de ce centre cessait d’agir.
Cette tension est. la forcé centrifuge; elle est égale et direêtement opposée à la force qui sollicite le mobile vers le centée, et qu’on appelle la force centripète.
D’après ce qui précède, on voit que la force centrifuge n’est
autre chose qne celle que nous avons représentée par —
(art. 35 1 et 352).
378. Pour déterminer directdhient l’expression de fa force Fip. 179. centrifuge, nous pouvons remplacer l’arc infiniment petit LM par la corde du cei*cle osculateur ait pojnt L' ( fi g. 1 79) , et représenter l’effet de la force centrifugé par lé sinus verse LPJ.
Cela posé, d’après la propriété du cercle, noos avons
LN:M£::ML:ï,rë,. .
ou, en substituant l’arc à 4 corde, •
dune
LN : ds : : ds :,2y;
LN="; ‘ 2v
et, en mettant ‘‘dt à ta place de ds, on .trouvera
Examinons si noms ne pouvons pas trouver une autre expression de LN. Pour cela, remarquons que le temps employé par ig. 178. le mobile à venir de L en Mi (fig. 178), est le même que celui ' que la force* centrifuge met à produire l’eflet LN. Or, quand l’espace; parcouru par le mobile est l'arc LM le temps
correspondant à ds sera dt. D’où il suit que LN est Ueflet de la force centrifuge dans l’instant dt. Pour évaluer cet effet, il faut observer que la force centrifuge agit- continuellement et conserve toujours la même intensité à chaque impulsion qu’elle donne au mobile, parce qu’elle est directement Opposée à la force Centripète qui le retient et qui lui oppose à chaque instant la mèmè résistance.
La force centrifuge doit donc être considérée comme une force accélératrice constante. Ainsi , en représentant par /l’effetde cette force dans l’unité de temps, nous regarderons/ comme constante dans les équations . ' ,
dv . de * ’ , ■ •' ' .
-3t=f: dt=v’
. en intégrant œs équations, nous trouverons .
• v-t-Jf e = ±t' .'/.
Or, l’espace LN étant celui qui correspond autetqps dt qui a commencé à s’écouler depuis que le mobile était en L, il faudra, lorsque e deviendra LN, qye / se changé en dt dans l’équation précédente, et alors on trouver^ '• '
. IN xr jrft' ./.
Mettant cette valeur de LN dafts l’équation (?.42) el réduisant, nous obtiendrons . ’ ■
Si le mobile se mouvait circulairement,' comme une
df. la forcF crmtrifitbf. 2^7
fronde qu’on fait circuler, y deviendrait le rayon 11 du cercle décrit par le mobile, et au lieu de l'équation précédente, nous aurions
Soit h la hauteur due à la vitesse e ; il y aura , art. 307 , entre ces variables, la relation * *
1 < : . , c> = 2 gh -, 1
éliminant p» entre cette équation et la précédente, nous obtiendrons ‘ * ‘
ce qui nous apprend que la force ccntri&ige est à la gravite, comme le double de la hauteur due à la vitesse est au rayon du Cprçle décrit par le mobile.
38o. Si un demi-cercle HAR (fig. i8cr) fait une révdlurion FiC- ,8° autour du diamètre liK = 2R, le point A, milieu de 1IAK, décrira une circonférence égale à 2irR; et, en supposant que ce mouvement du point A se fasse uniformément dans un temps T , si nous désignons pat p la vitesse , nous aurons
v X T = 2srR ; •
élinlinant'V entre cettç équation et l’équation (243), on trou-
verft * •
Pareillement, soit/' la force centrifuge qui dérive de la rotation d’un mobile sur une circonférence 2wR/ , et nommons T' le temps écoulé dans ce mouvement, nous aurons encore
' fa'R’ . .
dohe
D’où il suit que lorsque les rayons R et R' sont les mêmes, les forces centrifugés sont en raison inverse des carrés des temps; et que lorsque les temps sont Jes mêmes, les forces centrifuges sont dans le rapport direct des rayons.
38 1. Il est facile maintenant d’obtenir l'effet de la force centrifuge / qui a lieu à l’équateur; car suivant M« Puissant ( Mé/n. rie l'AcatL des Sciences-, 1816), de rayon de fa Terre à l’équateur étant de 6377859 mètres (*), il suffira de remplacer R par cette valeur dans l’équation (244), . et d’y mettre en même temps celles de sr et de T. Or, nous avons approximativement *• = 3, i’4t5926, et 3» = 9,8696046.
A l’égard de T, nous le remplacerons par la résolution entière d’un mobile qui Serait à l'cquateur. Or" on sait qnè la Terre fait sa révolution diurne en oi, 997269, et qu’un jour est composé de 86400 secondes. Ainsi, en multipliant ces deux nombres l’un par l’antre , pn aura
T = o/»9972Ü9 X 86400" = 86164 secondes.
Substituant dans l’équation (244), cette valeur et celle de R, donnée au commencement de cet article, on obtiendra . • /= Qm,o33g. . . (2.46).
382. Connaissant/, on peut déterminer l’expression G' de la gravité qui aurait lien à l’équateur si la Terre était immobile. En effet, / agissant en sens contraire de la pesanteur, doit diminuer l’intensité de celle qui est donnée par l’observation , et que nous appelons G ; de sorte qu’on aura
g-gw>. v.
ou , ce qui revient au même ,
(*) CetUj valeur diffère peu de celle de 6377432“» déterminée par M. Hcrsciiel. **
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mettant dans, cette dernière équation la valeur de / donnée par l'équation {*4®)» et ceHe-de la. gravité G qui, à l’équateur (art. 375-), est de 9”, 77811 f nous trouverons
ou .
G' th 2. . . (247). '• j
Pour déterminer lu rapport delà force centrifuge fk la pesanteur G, il suffit de diviser l’équation (246) par la valeur de^G (artw 375), ce qui noift donnera , à peu de chose prè$,
- /_°*,o339 _ 1 . . /ft. •’
383. La proportion (a45) fournit la solution de ce problème : Trouver (jitcl devrait être le temps de la révolution diurne de la Terre pour que la force centrifuge fût égale à la pesdnteur.
Dans ce cas, soit T' le temps d’une révolution du globe terrestre, et /'la force centrifuge qui l’animerait alors ; nous aurions par la nature du problème
• fr- t1. G, et ,R ^R; ■ * ... •
en substituant ces valeurs dans la proportion (245)1 on la réduirait à
et l’on obtiendrait
Mettant dans cette équation la valeur dé ^ donnée par l'équation (248) t et brant la racine carrée , on trouverait
V = r— environ
’>-4° DTHAMIQUK.
par conséquent, si la Terre avait uo mouvement i 7 fois aussi rapide que celui qui la fait tourner sur son axe, la force centrifuge serait égale à la pesanteur. î 1 ' •*
384- Pour savoir de combien la force centrifuge diminue celle de la gravité en ün point qui né serait pas à l’équateur , il faut trouver l’effet de la forée centrifuge suivant la vertic;Jo Fig. 180. BZ (fig. 180), menée par lë point B que l'on considère. Pour cet effet, regardons la Terre coin me sphériqne, parce que cétfe hypothèse n’influe pas sur le calcul ; alors la latitude du lieu B étant représentée par Tare AB, sera mesurée par l'angle
BGA = ZBE == 4/.
Nommons R le rayon AC de la Terre, et R' le rayon BU du parallèle qui passe par B , nous aurons ,
. R' =.R cos.CBD, . ’ ' j
ou _ . a . ....
' R' = R eos 4 • ’ -n •
La force centrifuge EB qui agirait en B suivant DB, sera
égale, art. 38o, à ; et la composante / = B6 dirigée suivant BZ, sera donnée par l’équation
/ = “t- X cos d'- -
Mettant dans cette expression la valepr de R', oriaura donc
m :co*4»; ■ s . .
ce qui nous apprend, que les forces centrifuges, en dos lieux différons de la Terre, sont entre elles comme les carrés des cosinus des latitudes. »
385. La latitiuk? de Paris, mesurée à l’Observatoire, étant de 480 5o' 49" » a pour cosinus .
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multipliant la valeur de/ (voyez l'équation 246) par le carré de ce nombre, c’est-à-dire par
on trouvera
/* = om, 01468 = oP‘, 04519.
Nommons g1 éè que deviendrait à cette latitude la gravité g si la Terre était immobile; comme la force centrifuge agit en sens contraire de la gravité, elle diminue donc g1 de f , de sorte que l’on doit avoir, comme dans l’art. 38a ,
. * .* . • * ri’
La pesanteur g_} à la latitude de Paris, et en adoptant le système sexagésimal pour la seconde de temps , étant de
g”1, 80867 UPUV- mes., ou de 3o/",ig544 anc. mes.,
nous trouverons, en substituant ces valeurs et celles de/' dans l’équatiort précédente, (*■) ,
g' = g”1, 86867 ■+■ o*",oi 468 = g1", 82335
ou
g' =3oF‘,rg544+o',')o45ig = 3oF,a4o63
(*) Newton en supposant 48°5o' 10" pour la latitude de Paris, ci en regardant la Terre comme une sphère dont le rayon, d'après les mesures de Picard, serait de Iÿ6i53oo pieds, avajt trouvé que la force cénlrifùgo qyi a lieu à l'équatcnr était.à celle qui, à la latitude do'Paris, écarte les corps du centre de' la T'erre, dans le rapport des nombres 7 , 5.J et 3,267 i èl Pou voit que ce rapport diffère peu de celui de o,o33i)ào , o i JG , ou plulAt de 339 ® 1-J6, qUi résulte de nos calculs.
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Du Système, du, monde, tous les corps sont, soumis à la force de l’attraction , qui agit en raison inverse du carré de la, distance. J perçu de la manière dojitla pesanteur de la Lune peut servir à vérifier la loi de la gravité ; démonstration de celles de Kepler;, détermination de ta- trajectoire dans l’hypothèse d’une force quelconque , et modification que le cas de la nature fait éprouver à l’équation de l'orbite; solution du problème inverse, par lequel oh se prqpose de déduite la loi de la raison inverse du carré de la distance dételles de Kepler. ‘ v •> ;•
386. En exposant là théorio.du centre de parité, nous avons déjà eu occasion de considérer cetto force occulte qui réside au céntre delà Terre, et qui entraîne les corps perpendiculairement à sa surface. Celte force est l’attraction , qui n’était pas inconnue aux anciens : Anaxagore et ses disciples, Démocrite, Pythogore, Épicure, etc. , en admettaient l’ciis- ' tence , et ce sont les idées de ces philosophes que Kepler, Gajilée, Huyghens, Fermât, Roberval, etc., renouvelèrent dans les temps modernes, en prétendant que les corps s’attirent comme l’aimant attire le fer. Kepler, si fécopd en grands aperçus, dit expressément, dans son livre De Stella Mar lis , que l’attraction n’est point circonscrite aux êtres situés sur la Terre, mais s’étend jusqu’aux astres les plus reculés. Cette idée hardie resta long-temps infructueuse par la' difficulté d’en prouver la justesse. Galilée avait seulement.mesuré les effets de la pesanteur à la surface de notre globe. ’ "
Le chancelier Bacon, dont le vaste génie donna une nouvelle impulsion à la philosophie des sciences , soupçonna que cetto force, singulière devait s’augmenter ou diminuer à mesure que les corps sa rapprochent ou s’éloignent du centre de la Terre ; c’est la reelwehe qu’il propose aux savans dans son fameux Ouvrage sur l'ItitcrpréÉ^Hb des phénomènes de la nature, où il leur conseille de vérifier, au mo^ri des’horloges à poids, si les corps ne deviennent pas plus pesans au fond d’une mine que sur le sommct d’une montagne. Loi-même il s’était occupé long-temps de cette recherche, en faisant descendre des mobiles de différenles.élévations, et en cherchant à reconnaître si leur chute, qui est de i5 pieds dans la première seconde, ne subirait pas d’altération dans les secondes suivantes. Rien n’éclaircit se9 doutes; quelque gtande que fût la distancé des lieux où il se transportait, elle était toujours trop peti étendue pour que la pesanteur variât sensiblement d’intensité.
DU SYSTÈME DU MOS DF.. a^3
Newton porta eos regard» plus-loin : uou content de soupçonner, comme Bacon, lfaflalblissement do la pesanlenr à mesure qu’on s'éloigne du centre de la Terre, il cheneha quelle pouvait être la loi que suit cette force attractive. Celle de la raison inverse du carré de la distance lui parut la pl^s conforme à l'analogie rjui nous Cmt reconnaître cette loi dans là propagation de la lumière, et dans la plupart des émanations des qualités sensibles des êtres. Polir vériller ses conjectures, dédaignant de recourir aux faibles moyen» qui avaient si mal réussi à Bacon, c'est en mesurant lapesantenr même de la Lune, que son genii audacicuk osa interroger la nature sur.ee grand phénomène. TJo seul obstacle l'arrêta cependant, c’est qu’il n'eut d’abord qne des données fautives sur la vraie distance de cet astre, et sur lés dimensions du globe terrestre ; mais enfin les nouvelles observations des astronomes , et la mesure du méridien par Picard, lui fournirent les renseignement désirés, et lui permirent de fonder ses opérations sur des bases moins inexactes (*).
387. La première chose que nécessite cette recherche, c'est de connaître l'effet de la pesanteur à la surface de la Terre. Nous avons vu que la théorie du pendule nous j -conduisait , et que l'on avait (art. 38a), â l'équateur , et dans l'hypothèse où la l^rre serait fixe,
G' = 9", 81a, ou 3or*,ab5.
Pour savoir de combien cette quantitédevrait être diminuée à la région de la Lune, en vertu de la loi de Newton, il faut préalablement déterminer la distance du disque lunaire au centre de la Terre. Cette distance dépend de la parallaxe horizontale de la Lune.
Par parallaxe horizontale, on entend l’angle HLC ( fig. 181) formé J'jg 181 par deux dictes qui, partant de l’astro observé, aboutissent, l’une au centre de laTerre, et Pautre à. l'extrémité du rayon CH, auquel elle est perpendiculaire. Cot angle L , lorjflue la Lune est dans sa moyenne distance, est, suivant M. de Lapl«cé ( Mécanique céleste, tom. III, p. aj8) , de 57' 4", 17 Si l’on prend donc le rayon do la Terre pour unité, on anqi .
CL sin I. = CH ne 1 ,
et par conséquent
CL
sin 5tY, 17
= 60, aj.
■(*) Newton d'après Picard évaluait, cet/asc. du méridien & 5i354oo toises, tandis que la commission des poids et mesures a reconnu qu’il était de 5i3o74o toises, valeur que des'mcsures subséquentes n’élèvent
guère plus haut.
' , t*\î*AM<QÜE.
Celle valeur est peu differente de celle qu’emploie Newton, qui Suppose que cette moyenne distance est de6o J. (Lie. 3e des Principes, prop. 3y.J
388-^Maintcnant , si l’on appelle y coque devient la gravité O' à la région de la Lune, et tf l’espace qu’elle ferait parcourir à un corps, dans l’hypothèse où elle décroitnrtt suivant la loi de la raison inverse du carré de la, distance, on aura
d’où Von tirera
Tel sera reflet do. la gravité dans une seconde de temps, sur un corps qui serait à la région de la Lvpie-
389. Mettant oette valeur à la place de g, dans la formule générale
èt changeant e én e', on aura l’espace tf parcouru dans lé temps i.
Ainsi, en Supposant qne le temps t soit d’une minute,' c’est-à-dire de 60", on aura, pour J’espace c qyi devrait être parcouru dans uné minute de temps,
390. Si l’on néglige la fraction décimale, cette équation se réduit à
e',= iG'; • . ' .
ce qui nous montre que l’espace, parcouru e' dans une minai te de tempsj à la région de la Lune, la Terre étant fixe, devrait être, dans l’hypothèse do la loi de Newton, égal au cheminqu’un corps décrirait à la surface de la Terre, non en une minute, mim en une seconde de temps. _ Mais sr. l’on a égard à la fraction décimale, et qu’à l’aide des logarithmes on veuille déterminer la valeur de e', on aura ,
log(6o)» ou alog6o. = 3,5563oa5 log G' ou log 9m,8i3 = 0,9917575
, 4,548o6oo,
d>un autre côté nous avons
log a = o,ioio3oo
1 log (60, 34)... = 3,5597700
3,86o8opa,
prenant la dilfércitce de ces deux sommes de logarithmes , il restera
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u ,68ya6oo pour la valeur du logarithme île e* et en passant aux nombres
e'= 4nl>8Q7<> 0,1 e' — i4r,>983... (a5i) ;
tel sera le chemin que, dans l'hypothèse de la loi de Newton,' devrait décrire eh un^minute un corps qui serait à la région de la Lune- 3gt. Examinons maintenant si l'expérience s'accorde avec ce résultat.
Pour cct effet, supposons que la Lune, dans sa moyenne distance eu L ffig. 18a) décrive, durant une minute, l'arc LM; si l’on mène les parai- Fig. 1 8a. lèles LQ et QM, l'uné au sinus et l’autre au sinus vçrse, on pourra regarder LM comme la diagonale d’un parallélogramme dont LQ et LP seraient les composantes. La preraièro entraînera la Lune tangcnliellcment à l’arc LM, et la seconde tendra à la rapprocher du centre C ; c’est donc Cette seconde force qofi mesurera l’effet de la force attractive placée en C.
Cette composante LP sera évidemment le sinus verse de l'angle LCM, qu’il s’agit de déterminer. Pour cet effet, nous remarquerons que lorsque laLunc est dans sa moyenne distance , le rayon r do son orbitovaric pen pour l’are très petit qui est décrit dans une minute de temps.
On peut donc admettre que la Luhe se meuve comme si elle devait rester dans le cercle décrit par r ; or, d’après la loi des aires , les arcs déorits en temps égaux étant égaux dans le cercle, ces arcs ou les angles qui leur correspondent, seront proportionnels aux temps. Appelant donc T le temps de la révolution sidérale de là Lune, c'cSt-à-dire de la révolution qui la ramène au mémo point du ciel ; nous aurons
T i une minute ] \ 36o° J angle LCM,
donc , ' .
» anSle LCM = -qi-# _
la révolution sidérale étant reconnue, même du temps de Newton, être do i"j< y4 c’est-à-dire de 39343*, si nous remplaçons T par ce nombre, et que nous réduisions les degrés en secondes pohr que 1a division puisse s’effectuer, nous trouverons, on négligeant les décimales à partir du troisième rang sur la droite ,
u^LCM = iW: = 3a''>9Î'
Hgj.'La question étant maintenant reduiteà prouver le sinus verse d’un angle de 3a", 94 , dans un cercle qui serait décrit avec U? rayon moyen de l’orbite lunaire; voici une manière facile d’y parvenir. Pour cela, menons (frg. f8a) la perpendiculaire CI sur le milieu de la cordé LM, les Fig. t8a triangles LMP, LCI rectangles, l’an en P et l’autre en 1, ayant l’angle
' i OVNi-MU^tT*. »
L commun, seronl'sertblables , ,çt donneront la proportion .
IL
LP = 2^... (a5a).
Nommons 0 l’angle LCI, moitié de l’angle LCM,- et r lé rayon moyen LC, non? aurons '• t • ' ■<-
IL — r sin B, ~
et l'équation (a5a) deviendra , . - ■ - . ,
k _ | LP ^ ar sip’ 6 ; •
et en mettant la Valeur de l’angle 0 , . ~
, LPrsnrsin’ lS"-^... (253)
3<j3. Nous avons vu que la distance moyenne de la Lune à la Terre évaluée'en.rayons de l’équatçur-nv&it pour expression (art, 387) 60,24; et comme le rayon de la Terre b l’équateur (art. 38i) est de 037^j5g mètres, nous aurons -donc <•’ *
substituant celte valeur dans l’équation (2 53) nous trouverons * •
LP= 2 (60,24) (637785g) sîn» 16*-^.. .'>(254),
le sinus qui entre dans cotte formule appartient à un cercle qui a le rayon pour unité. Si l’on la proportion
veut que ce sinus soit celui des tables, on a
tin tabulaire ; dix milliards 1 J sin dont lé rayon es f l’unité î I ,
d’où l’on tire
sin 'dont le rayon est l'unité sin tabulaire
'1 — dix milliards’
introduisant cette quantité dans i’équation (254) no1*s obtiendrons
. p 2(60,24) (637785g) (sin tabulaire de 16" ,-fft)»
. — . ij- (re milliards )»
Pour exécuter les opérations indiquées dans cdtte formule, employai» les logarithmes, nous avons • ' .
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Joe M O,3oio3oü
log 6o,u4. : . . = t ,779885° log 637785g. . = G,Mfi7Î9
•log siq* |G",47 = 1 v ,8°45a8o
v v v ao,r»90ii79, *
retranchant do ce résultat le logarithme du carré do 10 milliard b qui est vingt, caractéristique, il restera >
1 og LP = o, 0901179, ^ 4 .
passant aux nombres on a ' , ■ • . -
LP=4m,899r,
Si J’on veut, que le logarithme de LP se rapporte à des pieds, il suflira d’y ajouter 0,48833 (*), et l’on aurh 1 ,178449a, logarithme qui répond à
LP = i5r*,o8t {**)■ j
3q4- L’expérience prouve donc que la Lune tombe vers la Terra en une minute de 4“, 899= 1 flr,o8t, valeurs très approchantes de celles que nous avertis trouvées art. 3go, équations(q5t), dons l’hypothèse où la loi de 1 attraction subsisterait. La différence n’est pas d’ùn dixième de pied, pour lodemps de la chute Oh une minute d’un corps éitilé à la distance de la Lune, et par conséquent elle est inscusiblepour la chute un uiio secoude- Si les deux résultats 11e sont pas absolument les mêmes, -dans toutes les décimales, 011 sent que cela ne provient que de certaines quantités dont nous u’avons pas tenu compte , mais y eût-ou égard, comme nous n opéroris que d’après des mesures qui , par la difficulté des opérations quo leur détermination exigeait, ne .sauraient être regardées comme étant
(*) Pour le démontrer soit M un nombre de mètres , et P sa valeur on pieds, le mètre valant3r*, 07844 {> on a *a proportion
1"*: 3ri,078i44 ;:M: P, >' . '
donfe
log P = log M logSr', 078444 * logM ■+■ o, 48833 1 3 ;
veut-on au. contraire convertir des pieds en mètres, cette équation rious donnant
log M = log P — o ,48833i3 ;
on voit qu’il faudrait retrancher 0,48833i3 du logarithme des pieds. * (**) Si l’ov eût employé 4c rayon do M. llorsche) (page a 38), on aurait trouvé 1 5f',o8o, valeur bien peu différente.
Fig
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'Finie exactitude extrême, on sent qu'on ne peut espérer de parvenir à une identité parfaite entre les nombres qui expriment ia chute hypothétique et la chute réelle.
3g5. Co qui précédé suffit cependant pour nous faire entrevoir que la force de la gravité s’étend jusque sur le globe lunaire, et va en diminuant selon la raison inverse du carré de la distance. Cette loi a été ensuite confirmée par une foule de théories et de tables astronomiques qui renferment implicitement In loi de Newton , et n’ont jamais été démenties par l’observation. 11 n’est donc point do phénomène qui soit plus appuyé sur l’cxpérionce ; mais ee qui met l'hypothèse du philosophe anglais tout-à-fait on évidence, c’est qu'elle s’accorde entièrement avec les lois de Képler qui ont été si souvent vérifiées par l’expérience , et dont voici l’énoncé ;
. t°- Les planètes décrivent des ellipses dont Ir foyer est au centre d’at-
traction autour duquel s’opèrent leurs mouvement;
3°. Les aires des secteurs elliptiques des planètes sont proportionnelles du temps qu elles emploient à décrire les arcs -de ces secteurs ;
3®. Les carrés ■ des temps des révolutions des planètes sont proportionnels aux cubes de leurs distances au centre conmusn de leurs mouvement , c’està-dire au centre du Soleil autour duquel elles, circulent.
• 3j6. La première de ces lois, comme nous allons le démontrer, n’est qu'un cas particulier de celui de la.nalurc, qui exige que tout corps soumis 4 Uno force qui agit en raison inverse du carVé de la distance, se raenve dans uno section conique. ,
La seconde de ce6 lois a déjà été reconnue. (art. 335), et appartient en général à tout corps attiré vers un centre fixe, quelle que soit d'ailleurs la nature de la force motrice qu i le sollicite. Ainsi tout se réduit à prouver l’existence de la première et de la troisième loi de Képler.
3gq. Pour y parvenir, plaçons l’origine des coordonnées au centre . d’attraction, qui sera celui du Soleil pour notre système planétaire, >83. ot appelons R la force accélératrice qn’exerce cet astre sur Sahe planète, ot r le rayon vecteur de -son orbite. Ce rayon veclenr Am (fig. >83) faisant un angle roAP ~ y avec l’axe des x, scs composantes AP et Pm,
. suivant les axes coordonnés, auront pour expression Am cos y , Am sin y.
Or, dans le triangle rcetangle AmP, on a évidemment
AP x mP y
cosy = s,n^-=-i
ainsi , les composantes X et Y de la force accélératrice y , seront
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et comme la courbe' tourne sa concavité vers le point lixe, la i'otee accolérattice qui agit' suivant mA, tend à diminuer les coordonnées AP=x et PM=.r du poiut m; par conséquent, art. 5i, nous affecterons du signe négatif les composantes de la force accélératrice représentées par ces coordonnées, et nos deux équations deviendront
ou, en remplaçant X et Y par leurs valeurs tirées dos équations de
l’art. 33t, nous aurons
dtx _ x d’y _ y ....
dt * rj di’ r ' r
3q8. Peur intégrer ces équations, nous multiplierons la première par y et la seconde par x ; retranchant l’un des produits de l’autre, et divisant par dt , il restera-
r dï-xTi=0' •
équation dont l’intégrale sera
• fdx — •r£fr' / -r\ .
et par a nous désignerons la constante arbitraire ajoutée à l'intégration .
399. Pour avoir une autre intégrale première, nous multiplierons les équations (255), Tune par 2<ir et l’autre par 2 et ajoutant les pro** diiits, nous trouverons
■xdxd’x 4- idyd’y. „T) {*<lr+ydr) ,„c_x
dt’ r . "
Le second membre de cette équation contenant les' trois variables x, j et r, nous la transformerons en une fonction de celte dernière au moyen do la relation x» +,rJ = r», qui dçnuc par la différentiaiion
xdjc -+-ydy = rdr ; ^
mettant cette valeur de xdx -bydy dans 1<J second membre de l’éqUation 257, on obtiendra
# dl*
«ini
ou plulét, parce que dt est constant, , .
; -'.'/JS
DTlb-MIQURT
Intégrant et nommant & la constante arbitraire, nous obtiendrons
(ir* 4* (/y1 v ’v-^ *
. ' = (aS8).v ' • '
400. Nous avons affecté Rdr du signe d’intégration, parce quo, si l’on, veut que la distance influe sur la force accélératrice , c’est supposer que l’une dépende de l’autre en vertu d’une certaine foi qui restera arbitraire tant que nous n’aarons pas adopté une hypothèse particulière.
401. Comme il nous reste encore trois variables dans cette équation, nous la réduisons à deux ( savoir x et ® ) en y introduisant les valeurs de x et de y en fonction du rayon vecteur r, et de l’angle y qn’il forme avec l’axe des x j ee» valeurs seront données par les formules
x = rcos®, y t= rsin y>. ^59). j
Ces formules nous donnent en diffcrcnUant ces fonctions x et y, par rapport aux variables r et 8 ,
dx = — r sin tfdtf -f- cos ydr 1
dy=. r cos ydy -+. sin ydr j“‘ . ” “
les valeurs de x et dey, de dx et de dy, données par les équations (a5 9) et (260), étant misos dans l'équation (a5(i), on obtient, après la réduction,
(sin*«>-+. cos’ol . ^ ’f
et comme la somme des carrés du sinus et du cosinus est égale à l’unité, l’équation précédente, devient
’ _ —r*^=za...Çi &l): ' ‘ •
Opérant de même relativement il l’équation (a58J* on trouve d’aberd, en ajoutant les carrés des équations (a6o), et eh réduisant,
»V • dx% -\m^y*‘z= ■+• dr*. . . (a6a ).
Par conséquent, en mettant çette valeur do dx* -) -rfr» dans l’équation (a58) , on la transformera en ■' ' ,
4oa. Pour avoir l’équation do la courbe , éliminons de efctre les équations (qGi j et (a63) que noua venons d’obtenir par Pintégration : la première nous donnera •. ’
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cette valeur introduite dans la aeeonde, la changera en a'r'dm* -+* a»dr> , „ .
= i-2/Rdr,
dtp s •
adr
r y/bt* — a* — 2r*y"R<ir
Cette équation fera connaître le rayon vecteur pour un angle donné, lorsque ayant déterminé Ica constantes qu’elle renferme, on l’aur& intégrée: « ' • .
4o3. Pour savoir ce que ces constantes signifient, reprenons nos deux intégrales
Jt '*<■ r'd?'j^dr' = i, — a/Rdr. . ■ (265) : .. -
nous avons déjà vu, art. 335, qu'en prenant l’intégrale de la première équation, on était conduit à ' ■
2 secteun LCM = as . (266) j
par conséquent, si l’on fait t=r, 00 roeonnaltra que la constante a n’est autre chose que le double du secteur décrit dàns l’unité do temps. Oit peut ' tirér la -môme conclusion de l’cuuation
’ , 'r* df~ “
car dp étant l’arc infiniment petit décrit par le rayon f , rdp sera l’arc infiniment petit Récrit par le rayon vècteûr r; donc 'rr.rdrfr ou U??,
représentera Je secteur infiniment pet,it, décrit par le rayon vecteur dans 1 instant dt ; mais , comme les aires sopt proportionnelles aux temps art. 335 , on trouvera l’aire décrite dans le temps 1 par cette proportion ,
i~*da .
, —J- ! 4t 1 1 aire décrite dans l’unité de temps ; 1 ; donc ,
aire décrite dans l'unité de temps r= j
(*) Nous supprimons le signe de à, parce que nous ne considérons que la valeur absolue de celte constante.
par conséquent , rJ — vaudra le double, et en vertu de'l'équat. (267)
aéra la valeur do a. „
On tire de cette même équation (267)
do a 9
et comme exprime la vitesse populaire du mobile (*), on voit quelle
est en raisori inverse du carré dü rayon vecteur, et parvient à sa plus grande valeur au point où le rayon vecteur a la plus petite.
404* La première des équations (a65) nous montre encore que la constante a est indépendante de l’hypothèse qu’on péut former sur la force accélératrice; nous verrons qu’il n’en est pas de môme de la constante l, ,qui dépend de la force accélératrice renfermée dans la seconde de ces équations, ^ous ne pouvons donc différer davantage d’établir çetttf hypothèse dont nous avons parlé , art. ^06, nécessaire pour détermin^fctette force accélératrice; et nous admettrons avec Wewtori que les corps s’attirent proportionnellement à leiir masse1; et en raison inverse du carré de leur distance. Cela posé, représentons par i la force exercée à une distance k par 1 unité de masse; la force du Soleil" qui agira suç un corps placé à celte distance k sera donc exprimée par la masse entière M de cet pstre ; .mais la masse de la planète que lo Soleil attire étant m% cêtte planète réagira sur le Soleil, et produira un .effet exprimé par m;-et comme les deux forces M ut m tendent à rapprocher les deux astres l’un de l’autre, leur effet sera le même que si ta force M -f-m était concentrée dans le Soleil^ et agissait sur la planète, à une distance Ar. Lorsque cette distance change et devient, r, la force M-f-i» n’a plus, comme on la vu, la même intensité. Représentons donc par R ce qu’elle est alors; et comme les forces M-f-m et r agiront en raison inveifcç des carrés des distances A: et r, nous aurons
d’où l’on tirera • ' * * . . •/
(*) On l’appelle ainsi parce que l’angle <;> étant mesuré par l’arc correspondant décrit avec le rayon i , cet arc est l’espace parcouru dpnt Ja différentielle divisée par celle* du temps, exprimé, -art. 394 > la vitesse. • * - • ‘ _
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Telle est U valeur de la forte accélératrice totale qui , agissant à le distance r , tendra à rapprocher les deux corps l'un de l'autre.
4o5. La valeur que nous venons de déterminer étant celle de la' force accélératrice que nous avons représentée par R, nous avons
bisons pour abréger
l1 (M -4- ra) = jtt..-.
nous changerons l’équation précédente en
/Rdr =/*> 4r-
fRdr=j^... (371;;
mais comme les masses M et m, ainsi que la distance * , sont des quantités constantes, il en sera de' même de /i ; par conséquent, On trouvera immédiatement pour l’intégrale de l’équation (071),
/Rdr =
remplaçant /Rdr par cette valeur, et ensuite b — ac par 4', les équations (»63) et (aC4) deviendront 1 -
dp
adr
r \/Vr > — o* -t- a yY
4o'j. Il ne nous reste plus qtç’à déterminer la constante b' qui , comme on l’a vu, est égale h i-J-ac. Four cela, recourant à l’équation faça) , examinons d’abord co que représente le premier membro : nous avons vu, art. 401, que fa valeur noua en était donnée pqr l’équation (a6a), c’est-à-dire qu’on avait
Jt . . • • .
r'dy» -f. drWiVjdj.’ -4- dr’
. dt»
et comme l/ dr* -f. est l’éléif^'à de la courbe , on voit que
dt>
• dr*
n’est autre chose que
que (§)\ c'-
est-à-dire est le caçré do
la vitesse estimée suivant la courbe; ainsi, en nommant v cette vitesse, l’équation (37a) deviendra
*54 » DTW4M1QÜE.
Cela posé j, si nous représentons par V cettfe vitesse à l’origine da mouvement, et par a ce que devient alors le rayon vecteur, tout sera
déterminé dans l’équation (^74],, et nous en tirerons , <■
407. On pourrait aussi déterminer la constante a en fonction do la vitesse initiale. Pour cela, il faut partir d’une équation entre v et a; ce
qui sera facile en mettant, d’après l’équation (aG8), à la place de
da ♦ . » - • „ ' r’
dans la formule
et qui lé changera en
dr» -f- r*da*
/ \ "* • dr\ « *
Fig. 18 j. La valeur de dr, qui entre dans cette équation, est représentée (fig. i8ji par la différence infiniment petite ml, qui existe entre les deux rayons vecteurs A/n et Anj en regardant le triangle mnl comme rectangle en /, et rectiligne parce qu’il est infiniment petit, on aura
ml = nui cos nml, ou
dr dr cos nml ;
substituant cette valeur de di- dans l’équation (a ^5), et changeant ensuite - en v, nous obtiendrons
= p» (cos nml)' -f. — .
Or, si nous appelons <t ce <jue devient l’angle nml quand v et r se transforment en Y et en a à l’origine du mouvement-, nous aurons, dans cetté hypothèse,
- V» =5 Ÿ.» cosa * 4. îl;
donc ' ,r
a’ssx'V’fi — cos'pe) = a*V*sin*«, et par conséquent , ’
« — aV sin f .
408. Ayant déterminé les constantes qui entrent dans Féquet. cherchons maintenant à l’intégrer^ pour poqvoir connaître ensuite quelle est la nature de la trajectoire ou courbe- décrite par le mobile.
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Nous essaierons d’abord de la simplifier en supposant i — -, parce
que la différentiation des tractions de ce genre accroissant la puissance de la Variable, on conçoit qu’il peut y avoir des réductions qai rendent la formule moins compliquée : .c’est en effet ce qui arrive , car nous troQvons . ..
, adz . • • •
• ; tV/6' — («’** — i Iflz)
Regardant les termes qui sont entre les parenthèses comme le* deft* premiers d’un carré parfait, nous voyons que, pour le compléter, il
faudrait y ajouter CL ; mais, pour ne pas troubler l'égalité, nous intro-
tf t m1 {'
duirons sous le radical la quantité - — , et alors nous pourrons
écrire ainsi notre équation
adz
faisant
az — - s= u.
t, et *' + — = A*, «*
l’équation précédente deviendra
du
prenant l’intégrale ( Élém . de Calcul intégral', art. et îç!ï), on a
. “ . arc ^cés = 2^ — j 4- constante.
Remettant les valeurs de u et de A, supprimant le facteur commun a, et nommant 4 la constante arbitraire, on obtient
cos — — ■ — ■ ) =a-4-J.;
Va'V+p'J
on tire de cette équation ‘ » .
. '• .r;’*;"- r ■ = cos'(<? % 4) i r a*b -+• ’/jl* * ^
et, eo restituant la valeur de s en r, nous trouverons enfin a* ur 3= r V/rt’i' -f- ft*,.co s (y + 4)- • • (^C). .
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■ 4°9- La constante arbitraire 4 no sert qu’à changer la direction de l’axe
Fig. l85. qui, avec le rayon vecteur, forme l’angle variable ; par exemple (fig. i85;, si l'angle CA m ou y, formé par le rayon vecteur avec l’axe primitif AC, est successivement de i°, de a°, de 3®, etc. , et que l’on compte l’angle variable à partir de l’axe AB qui fait avec l’axe AC un angle CAB = 4, l'angle formé par le rayon vecteur Am avec cet axe AB , sera succès, sivement de . • ‘ •
,0 •+■ +> de a° 4- 4, de 3° + 4, etc., et’, err général, de ,
4io. L’angle f + 4 disparaîtra de l’équatloh (176) si nous transformons les coordonnées polaires on coordonnées rectangulaires, à l’aido de ces formules , '
„ r* = x> +.r>, * = rcos(? + 4), ^ = #. sin (? + 4)... (^77);
car les deux' premières réduisent cette équation (376) à
a* — ,u\/x* = x\/fl’&' -f- fi*.
On tire do là ,
pV'1’ =a‘ — x\/a’b' + p*... (378);
clevant au carré et réduisant , on obtiendra
— Îéa'x* = af^- 2 a*x V/a*i' ■+. /i». . . (379).
Cette équation est celle d’une section cdiiique ou courbe du second ordre; elle appartiendra à une ellipse ou à upe hyperbole, selon -que i', d’où dépend le signe du terme ep x*; sera négatif ou positif; car, dans le premier cas, les deux carrés des coordonnées seront dé mômes signes, et, dans le second, ils seront de signes contraires. Mais, si b’ est. nul, le terme x* s’évanouissant^ l’équation appartiendra à la parabole. ■ ’ 1 '*
4n. Lorsque dans l’équation (378) on introduit le rayon vecteur à , l’aide de la première des équations (377), on la transformé en
/ir = a* — xÿa*b' 4- p*»
ce qui montre qu’en regardant \/ a' b' -f- pomme une constante, ce rayon vecteur est toujourAonné en fonction. rationnelle de l'abscisse x; d’où l’on peut Conclure que l’origine est ap foyer.
412. Ainsi voilà la secondo loi de Képler démontrée avec une généralité qui était inconnue à ce grand homme; car il gjclail borné, et
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encore par induction, à assigner aux planètes une orbe elliptique, tandis que, d’après notreJénionstratioo , on Tbit que des corps planétaires pourraient, é^ro dirjj^s suivant des paraboles ou des hyperboles.
si, comètes observées jusqu’à ce jour , nous n’avons pas
d’excrapi«> tie inouvsmen^ hyperboliques, c'est que, d’après le calcul des probabilité*, la. chance .gui donne une hyperbole sensible est très rare : « J'ai trouve, dit M. doLaplace, qu’il y a six mille au moins à pa- » rier contré l’un hé, qu’une nébuleuse qui pénètre dans la sphère » d’activité du Soleil , de manière à pouvoir être observée, décrira ou » une èWipae t'ré allongée -j 'oû uDe hyperbole qui , par la grandeur de » son axej se confondra sensiblement avec une parabole, dans la partie « que l’on oBserve ; il n’est donc pas surprenant, que jusqu’ici l’on » n’ait point reconnu de mouvemens hyperboliques. »
4t3. Si, dans l’équation (279), on fait x = o, et y =» -p , on aura,
pour l’ordonnée qui passe par le foyer, c’est-à-dire pour le demi-paramètre,
la même équation (a'g), résolue par rapport à j , donne
y = zt - 1/ a* -h-i'x» — 2x 1/ a»4' -4 -u* , b
ce qui montre que toutes les ordonnées rectangulaires sont partagées en deux parties égales par l’axe des x, et que, par couséquent, cet axe ne peut être que le grand ou le petit axe ; et , comme on a vu qu’il renfermait le foyer, il est donc nécessairement le grand axe.
L’équation (279) se simplifiera si l’on fait
et si, transportant l’origine au centre, en supposant x = 3/ -1- a, on dispose de l’indéterminée « , par la condition que le coefficient de la première puissance de x/ s’évanouisse. Faisant donc cette substitution dans l’équation (279), nous trouverons, après avoir divisé par a*,
a* ; x -f- 1 mx : — 1
Égalant à zéro le coefficient de x/, on a
« = rv>
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cetto valeur, étant introduite dans le dernier terme de l'équation (a8i>> le chango on L , ,
Or l'équation (280) nous donne
Mettant cotte valeur à la place du dernier termo de l’équation (281), et supprimant le second terme qui, d’après notre équation de condition, est nul, cette équation deviendra
et, en faisant évanouir les dénominateurs, on obtiendra . b' p*y* — a*b’*x'' •+■ o*/a* =0.. . (282).
Dans cette équation l’origine des coordonnées est transportée au centre ; par conséquent, si l’on "égale y à zéro, et qu’on tire la racine carrée de la valeur de x'1, on aura
demi grand axe = j->. . . (283).
Opérant de même à l’égard de a/, on trouvera encore
demi petit axe =
Cette valeur est imaginaire quand b ' est positif dans notre équation, aussi avons-nous vu, art. 4*°> Tuc la courbe était alors une hyperbole; mais cette valeur devient réelle quand V est négatif, et lorsque, par conséquent, la courbe est une ellipse. Dans 00 cas , V étant négatif, si l’on remplace b' par ■*— b', on aura
demi petit axe = — — .
4i5. Ce résultat est conforme à celui que l’on aurait trouvé par la considération que le petit axe est une moyenne proportionnelle entre le demi grand axe et le paramètre dont on a donné les valeurs.
416. Ayant ainsi déterminé les élémens principaux do notre courbe, il nous sera facile maintenant do démontrer la 3e loi de Képler' En effet, on sait qu’en désignant par 1 ; «r le rapport du diamètre & la circonférence, l’aire d’une ellipse dont A et B sont le demi-grand et
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le demi petit axe, a pour expression rAB. Par conséquent, si nous mettons, au lieu de A et de B, les valeurs déterminées par lea équations (»83) et (a84)j nous trouverons ,
aire de l'ellipse décrite par la planète = ■ . . (a85).
Remplaçant p par p — — , et observant qu'alors le second membre de ^ P
l'équation (a85) peut s'écrire ainsi :
nous aurons
aire de l'ellipse décrite par la planète
— jhl (^Y
Or, noos avons vu qu’en désignant par i le temps qu’une planète met à parcourir Parc du secteur LCM ( fig. i8a), l’équation (266) donnait Fig.t8a.
2 secteurs LCM
Lorsque t sera le temps d’une révolution entière, que nous désignerons par T, le secteur LCM deviendra la surface de l’ellipse; par conséquent, nous aurons pour ce cas, *■
et comme l’équation (a83) nous montre que £ est le grand axe de
l’ellipse, en nommant D ce grand axe, nous aurons remettant pour p sa valeur donnée par l’équation (070), on aura
De mémo, pour une autre planète m’ qui fait une révolution entière dans un temps T' qui correspond à D' et à 1', on aura encore, fin observant que la masse M du Soleil est la même,
lé l/M + n?
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mais, d’après la loi de Newton , les carrés des distances devant être en raison inverse des niasses, nous devons avoir
d’où nous tirerons
W l/M + m' = * l/itt H- m ;
substituant celte valeur dans lYqualibn (287) , nous aurons
A -Tl
comparant celte équation à l’équation (286), on en conclut
T * T' :: dj ;d,j , ou t*:T'»::d»:D'>;
les carrés des révolutions sont donc comme les cubos des distances.
Si - • ^ ' £
417. On peut aussi résoudrele problème inverse , et déduire , du cours elliptique des planètes, la loîdela raison Invertie du carré de la distance. Pour cela, il faut établir que, par hypdt^èse , l’équation (264) se rapporte à l’ellipse j or l’équation polaire èa l’ellipse étant de la forme — Cr cos a =s B* — Ar , a pour fliffcrqfcÜalfcfr '
La condition d’identité de cette équation h l’équation (364) exige qu’on ait
-• . .. „ , constante
rjRdr = AB1 = constante, ou plutôt Jttdr = t ;
djfierentiant, supprimant dr et comprenant dans la constante le signe
„ _ constante
négatif qui l’affoctc après la différentiation, U reste K = — , ce
qui prouve la loi de- la raison inverse du carré de la distance.
Du mouvement des projectiles dans le vide.
4j8. Un corps étant sollicite par une force accélératrice constante qui l’entraîne vers le centre de la Terre, la combinaison de cette force avec une force quelconque d’impulsion produit le mouvement des projectiles. Pour déterminer ce
DU MOUVEMENT IMS PROJECTILES. a6l
(Mouvement , soient Ax ,.A_r et Aa les axes coordonnés , le mobile n’étant soumis à aueune autre force accélératrice que celle de la pesanteur ; si nous plaçons Taxe des z dans la direction de cette force , comme elle teqdra à diminuer les coordonnées verticales , elle sera négative ; ainsi , en la représentant par — g , nous aurons > ‘ '
Ces valeurs étant mises dans les équations ( 1 84) du mouve-
ment , page 193 , les changent en
*’ dë~°' d?=~~gi
dF
les deux premières étant multipliées par dt et intégrées , donnent
dx dy
Tt=a ’ dl = bi
et l’on voit que les constantes a et b représentent les vitesses du mobile dans le sens des x et dans celui des y. Ce sont ces vitesses qui différencient ce mouvement du mouvement vertical, où elles sont nulles.
Multipliant ensuite par dt et intégrant, il vient x = at -f- a’, y z= bt -(- b’ :
éliminant t entre ces équations , on trouve
ab' — a' b a-
Cette équation est celle d’une droite EC (fig. 186) tracée sur le fig. 186. plan des x , y ; par conséquent , tous les pieds des ordonnées parallèles à l’axa des z, se trouvent sur cette ligne EC ; ce qui montre que la trajectoire ELC est une courbe plane.
419. En résolvant de nouveau le problème dans cette dernière hypothèse, nous n’aurons besoin que de considérer deux
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coordonnas , l’une y verticale , et l’antre x horizontale ; et alors nous ne ferons usage que des équations
dïx tPy
dp
dp
Si on les multiplie par dt, on trouvera en intégrant , dx \dr ,
di=a’ I=-gt+h’-- (a88K
Multipliant de nouveau par dt et intégrant , il viendra X=at + a', y=z — ±gp-{-bt + b' . . . (289).
Pour déterminer les constantes, nous supposerons que le temps soit compté à partir de l’origine ; alors nous aurons à la fois
x = o , y — o , et t = o :
cette hypothèse donne
a' = o , et b' — o, ce qui réduit les équations (289) à
x=at, y= — ±gt‘+bt..
Mettant dans la seconde équation la valeur de / tirée de la première, nous obtiendrons
y = tx—±g£... (290).
Pour déterminer a et b , les équations (288) nous montrent que ces constantes sont ce que deviennent la vitesse horizontale et la vitesse verticale du mobile, lorsque t =0. Nommons donc V la Altesse initiale , et a l’angle qu’elle fait avec l’axe des x, ses composantes seront
doue
V cos et parallèlement à l’axe des x,
V sin a parallèlement àd’axe des y ;
n — V cos a.,' ’b =2 V sin a.
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Substituant res valeurs dans l'équation (ayo) , nous aurons
* y-^artang^^^ — ... (29 0-
4ao. 11 est facile de reconnaître dans cette courbe une |»arabolequi, partant de l’origine A (fig. 187), s’élève d’abord au- Fin. 187. dessus de l’axe des x , et se prolonge ensuite au-dessous de cet axe ; car l’équation (291) étant de la forme
y = mx — nx
si nous faisons y — o pour avoir les points où la courbe ren contre l’axe des x , nous trouverons
x — o , et x — — .
Or je dis que pour toute valeur de x moindre que — , l’ordonnée
fl
sera positive, tandis qu’elle sera négative pour toute valeur
qui surpassera — . En effet , multipliant par nx les deux termes
de l’inégalité
on trouvera nx * mx , ce qui est la condition nécessaire pour
que y soit positif. On démontrerait de la même manière que
lorsqu’on ai>-, la valeur de/ doit être négative.
4*i. Désignons par h la hauteur de laquelle le mobile devrait tomber pour acquérir la vitesse V, nous aurons , art. 307,
V — [/zgh. . , (292);
au moyen de cette valeur, l’équation (291) devient
JC^ 1
y = x tang « — y- . . . (293).
4 h cos*a
4^2. On appelle amplitude la distance de l’origine A au point B, où la courbe coupe l’axe des x. Pour la. déterminer, on fera donc y — o ; et la valeur de x qui n’est pas nulle Sera l’amplitude. Ainsi, en égalant la valeur de,j ù zéro , l’équation (29,3) nous donnera
x — o, ou x — 4A tang a éos’ Se ; '
et en observant que le produit de la tangente par le cpsinqs est la même chose que le sinus , l’équation précédente reviendra à celle-ci
x = 4/1 sin a cos a ;
par conséquent nous aurons
amplitude sous l’angle a = 4/1 sin « cos a . . . (294).
Si , dans cette équation, on remplace 2 sin a. cos « par sin 2a (*), l’équation précédente devient
amplitude sous t angle a = 2 h sin 2a. .. (295).
C'est d’après cette équation que Galilée, Blondel, Bélidor et d’autres auteurs , ont construit des tables de Balistique.
423. La hauteur du jet est la plus grande ordonnée. Pour déterminer 1 abscisse qui correspond à la hauteur du jet, il faut, d, après la méthode des maxima et minima , égaler la V4-
leur de à zéro , ce qui donnera
dy
-j- — tang a ■
2 h cos1 a
on tirera de cette équation
x = 2 h cos’ tang « ;
( ) Gn peut remorquer que si l’on fait h = a dans la formule sin (o -f. &) =r sin n cos b -f- sin b cos a t sin la 2 .sin a cos a.
il vient
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et , en observant qûe cos * feng « équivaut à sin « , elle deviendra
jc — 2 h cos a. sin st ;
par conséquent l’abscisse de la hauteur du jet est la moitié de l’amplitude.
Si l’on remplace x par 2/1 cos <* sin « dans l’équation (293) , on trouvera pour la hauteur du jet,
y — h sin’ <*.
424. Il existe toujours deux angles sous lesquels le projectile lance dans le vide donne la même amplitude. En effet, soit l’angle complément de * , cette hypothèse donnera
sin a! = cos * , cos *' = sin * .
Mais si le projectile est lancé sous l’angle a! au lieu de l’ètre sous l’angle et, on aura >
amplitude sous l'angle a! — /,/t sin*' cos a' ;*
mettant dans le second membre de cette équation les valeurs de sin <*' et de cos a!, on la changera en
amplitude sous l’angle a! xsz 4 A cos « sin a.
L'identité de cçtte expression avec celle que nous venons de trouver (équ. 29.4) pour d'amplitude sous , l’angle a, nous montre que, dans le vide, les angles complemens l’un de l’autre ont la même amplitude.
4a5. On peut résoudre aussi ce problème : Déterminer entre tous les angles sous lesquels op peut tirer un canon , quel «st celui auquel correspond la plus grande antpl itude. Pour cela ; il suffit de remarquer que l’amplitude ôtant représentée par 2 h sin 2a , le maximum de cette expression aura lien pour le sinus de l’angle droit; alors 2 1— 1 00 ; d'où il silit que , dans le vide, l’inclinaison de 5o" (division décimale) est celle qui répond à la plus grande amplitude.
Cetle hypothèse de ix — îooanous donne sin la = i ; par conséquent l’expression de l’amplitude se réduit alors à ih ; ce qui nous apprend que pour i’angle de 5o°, l’amplitude est égale au double de la hauteur due à la vitesse initiale.
Soit P cette amplitude , nous aurons
Pour déterminer le coefficient h , on tirera le canon sous un angle de 5o° ; et ayant mesuré l’amplitude , nous la nommerons P; alors, d’après ce qui précède, h sera donné par l’équation (296). C’est ce coefficient h qui mesurera la force delà poudre, puisque de l’intensité de cette force dépendra l’étendue de P.
4^6. Lorsque h sera déterminé par cette expérience , ou plus exactement par un résultat moyen entre plusieurs expériences, on mettra la valeur de h dans l’équation (293), ce qui la changera en
y —x tang «
P COS1 OL
Si nous appelons P' l’amplitude qui correspond à l’angle . l’équation (295) deviendra
P' =: 2 h sin 2*' . . . (297) ,
ou plutôt , en mettant la valeur de h , donnée par 1 équation (296) ,
P' = P sin 2 <*'.
Cette équation nous fera connaître l’amplitude V qui a lieu pour un angle donné a', lorsque la plus grande amplitude P sera connue. v ■'i*
En général, on peut déterminer l'amplitude P' qui se rapporte à un angle en mesurant l’amplitude P** qui a lieu sous un angle <*" ; car puisqu’on a
P' = P sin 2«', P" = P siu 2*" ;
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en divisant ces valeurs l’une par l’autre, on trouvera
P' sin 2a'
sin 24
par conséquent, si l’on a mesuré l’amplitude P" sous un angle on connaîtra, au moyen de l’équation précédente, l’amplitude P' qui se rapporte à un angle donné a'.
427. La valeur de h (équation 296) étant substituée dans l’équation ( 292 ) , nous trouverons pour la vitesse initiale /
V = l/Pg = y' PX 9™, 809.
Par exemple, si l’amplitude sous l’angle de 5o° était de 108 mètres , on trouverait
V = \/ 10Ô X g”, 809 = V io5gM,3’j*= 32", 55 environ.
428. Si , au contraire , on donnait la vitesse initiale ainsi que l’angle de projection , on pourrait trouver l’amplitude ; par exemple , si la vitesse initiale était de 200 mètres par seconde , et l’angle de 3o°, on déterminerait d'abord h par la formule suivante, tirée de l’équation (292), •"
- *g- 2(9-, 809) - ao3B>94’
Appelons P' l’amplitude cherchée , l’équation (297) donnerait P' = 2 X 2o38t, 94 X sin 6o°.
429. Le problème du jet des bombes peut s’énoncer ainsi : Connaissant la force de la poudre , ainsi que les coordonnées •r' = AB (fig. 188) et y1 ~ BC d’un point C sur lequel on veut Fig. 188. lancer le projectile , déterminer l’angle de projection qu’il faut donner au projectile pour qu’il atteigne le but. La force de la poudre étant donnée par la vitesse initiale du projectile, en une seconde de temps, supposons que cette vitesse soit de 600 mètres par seconde, en faisant donc V = 600 dans l’équat. (292)»
nous avons
600™ = v/ Ïgh — [/ah X 9, 809.
Cette équation nous fera connaître h. Cela posé, x' et y' devant satisfaire à lcqrlation (291)', nous aurons , en mettant ces valeurs à la place de x et de/,
r1 — x1 tang a. — . . .
l\h COS1 a.
Tout étant connu dans cette équation, hors l’angle «t, nous ferons tang * = z , et nous aurons
cos a. ■=. — — — ; — — r= — rj:: •
sec. et y i + tang1 * y 1 + z1
Substituant ces valeurs dans l’équation (298) , on trouvera
Cette équation étant résolue par rapport à z , nous donnera pour z les valeurs qui doivent déterminer les deux angles de projection sous lesquels le projectile doit être lancé pour atteindre le point C : on choisira le plus grand de ces angles lorsqu’il s’agira d’écraser un qbjet.
Au lieu de CB , on peut donner l’angle CAB , sous lequel est vu CB. Soit 0 cet angle , on a
CB = x' tang <p = / ;
cette valeur de yf étant substituée dans l’équation (299) , xr devient facteur commun , et l’on a, en le supprimant,
sf
tangi p = z — p(t +Z1), équation qui donne
2/t , / 4Â1 4 h tang ç
Ï)F.S PROJFOTILKS DANS UN MILIEU RÉSISTANT
Des Projectiles clans un milieu résistant
43o. Là théorie des projectiles qui sont lancés dans le vide est loin de s’accorder avec l’expérience, surtout lorsque la vitesse est très grande ; car la résistance de l’air ralentit continuellement le mouvement du projectile. Nommons R cette résistance; si, comme dans l’art. 3i8, nous supposons qu’elle soit proportionnelle au carré de la vitesse, nous aurons
R = mv*.
R devant être contraire au mouvement du projectile, agira suivant l’élément de la trajectoire, mais dans un sens oppose à celui de la vitesse; par conséquent R fera, avec les axes coor- Fi.r donnés, les mêmes angles que l’élément ds forme avec ces axes. Ainsi, en supposant que a, C, y, soient les angles que ds forme avec les axes coordonnés , les composantes de R seront
R cos a , R cos Q , R cos y.
Pour déterminer ces angles, représentons par mm' (fig. 189) l’élément ds delà trajectoire; la projection de cet élément sur l’axe des z sera égale à m'n. Or le triangle m'mn nous donne la proportion
cos y :: ds : dz
donc
dz
cosy =-;
par conséquent la composante de R suivant l’axe des z aura pour valeur absolue
dz
Nous affecterons celte composante du signe négatif, parce' que lorsque le projectile vient de m en m' , la force R agit de ni' en m , et tend à diminuer les coordonnées du mobile, ce qui rend chaque composante de R négative.
43 1. Une même démonstration pouvant s’appliquer aux autres composantes de R , nous aurons dx
— R — pour la composante de R suivant l’axe des x ,
dy
— R — pour la composante de R suivant l’axe des y.
Ainsi les équations du problème seront
d2x dx
d2Z — _n dp ~ ds’
d‘z dz
dp ~ ^ — R x-
ds*
En divisant les deux premières équations l’une par l’autre , on éliminera dp, ce qui donnera
d’où l’on tirera
d2r _ dy d?x dx ’
dy d*x
Tr=~di-- M*
et en intégrant par logarithmes,
log dy = log dx + log a — log ad r.
Passant aux nombres ,
dy = adx (*) ;
(*) Voici une manière plus régulière rie parvenir au même résultat :
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intégratû de nouveau, on trouve
y — ax b ;
donc la projection de la trajectoire sur le plan des xy étant une ligne droite, cette trajectoire est dans un plan vertical.
432. Si nous mettons de nouveau le problème en équation avec cette condition de plus , que la courbe soit plane , nous n’aurons besoin que d’employer les équations suivantes ,
d'x dx d*y __
dt 1 ds ’ dt *
l'équation (3oo) réduite au même dénominateur, nous donne
dxd'y — dyd*x
dxdy
dxd‘y — dyd'x
dx>*
dx
Cette équation peut se mettre sous la forme
Intégrant, on trouve
dr
tir
log^ = loBa;
passant aux nombres, on a
= donc dy — adx.
dx
(*) Nous avons dit que la résistanco de l’air diminuait les coordonnées de la courbe, parce que nous supposions que le mobile M était dans la branche ascendante. S’il était dans la branche descendante, la résistance de l’air agissant dans le sens do M" on M' (fig. 189), tendrait à diminuer
{for
x et à augmenter j'. 11 semble donc que R devrait changer de signe; mais comme dy devient négatif dans cette branche, la composante ver-
{for
ticale sera encore représentée par — H
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ou , en mettant la valeur de R ,
rf’x dx d*y . . . .,_dy
—z — — — me1 — , — = — s — nw 2
dt1 A<- ’ /*» *> ' A.
ds ’ <*
Nous pourrons éüqainer l’une des variables en rèni^la^ànt v' par sa valeur donnée par l’équation
. '• ds *
' ' P’ ~ dF’
et nous aurons
d'x ds * dx
d}y ‘ ds 1 dy
(do*).
433. La première de ces équations étant multipliée par dt, donne
dix dx ds
dt ds dt ’
d*x dx
~r — — mds — :
dt dt
on tire de cette équation ,
dt
dt
et, en intégrant , on obtient
. dx
Soient A le nombre don Cest le logarithme, et e la
’ 436. Cette équation contenant trois variables , nous ne chercherons pas à l'intégrer ; mais nous la conserverons pour éli-
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hase du système népérien , nous avons
u résistant.'.' ,*a3 ’
C — log A , et log e ~ i ;
par conséquent, nous pourrons changer l’équation precedente ' en celle-ci , fc '
djc ■ # • y *
logrfr=l“ «M log C 4- lug A J -, . V
cette équation revient a • '
.• V- .* \ si”. #1
* dx * \ ■ * '
, log -{- = log «7" + log A == log As-'" . y
passant aux nombres, on a
' dx
~- = \e~ dt
435. Pour déterminer la constante A, soit V la vitesse ini- , •* là tiale, et et l’angle qu’elle fait avec l’axé desx. La composante
dx.
de V, suivant cet axe, sera V cos u. Or, quand s — o , ~ ex- .
prime la composante de la vitesse initiale dans le sens des x.
Ainsi , dans ce cas , l’équation précédente se réduit àjji y ’"
V cos a = A c* = A. . \
Mettant cette valeur dans l’équation (3o3), on a .
dx ■ . , • 'Inht-
— V COS <* . . . (3o4).
dt • .• •. /
miner le temps , lorsque nous aurons trouvé une autre relation entre ces variables. Pour y parvenir, nous observerons que nous n’avpus encore fait usage que, de-f équation (3o i) ; aiusi il
nous- reste la facultéjd’emplovei l’eyuation (3o?,) , et de la coinié^bincr avec Véquation‘(3oi):’Pour .cet -effet, 011 peut mettre ces . .
: .... : vw:-..Vi>.;V ’• t»*.' • .0 i
, * i-SS". V
* équations sous la forme "6v
dx . - dO dy V dO )
dy_
ds
fmdo
ds * m — dt*
et l’on voit que pour éliminer ds , il suffit de les diviser l’une par l’autre. En opérant ainsi , l’on obtiendra
Uf; 4. dj ë r*2 • ; ’
**- , dx d7x
‘ - \ •- - , > •' . V> dt* ■ ' . ■ ■
T . v tfçtte etpiation nous donne ' ' .
». r dj rf’jc rfy
• - ;'•* ; ^ dx dt 1 dt* ’
*. ^ •! réduisant au même dénominateur et multipliant par on
' qbpendra
r~ ' dyd'x — dxd*y ...
. . tW.
gdo
i cherché à parvenir au mèmè résultat de la manière suivante, tons l’équat. (3o8) par ds—dxV, et mettons cette valeur de ds
dy
équations (3oi) et (3oa), et remplaçant -j- par /•> , nous obtien-
V-. Le second membre de cette équation étant divisé par — dx,
!*#; 1 . / devient la différentielle de -f ; par conséquent , on peut écrire
*% . t *s d dx
"'^^^Téquation (3o5)
,v . . jt.j t
,dO=-dxd^l) (*).
*. . . •• • 3-UvT » . .
Cette équation contient encore trois variables; mais
l’élément de la courbe nous fournit entre les mêmes variables, v . ,
. / se. i** ’• ;
la relation = y dx* dy* , ou, en mettant pour dy sa valeur pdx , ’ •.*’ É
d!i = dx ^ 1 -|- p1 . . . (3o8) ;
nt , en éliminant tion (307) , nous obtiendrons
par conséquent , en éliminant dx entre cette équation et l’-cqua- . ' • *
.. fry \ _!_*?_ 1 ^ *4
gcymsds '*/ ** tB
^yi +^=_isÆ.... (309). s I
Intégrant cette équation (/iote dixième) , on trouve *
'-pV i+z^+liogO-M/ '+^*)=c-
Pour éliminer les derniers termes de ccs équations , nous multiplier la première par p , et la retranchant de l’autre, nous trouverons ’ J~ • 1
d*T — pd*x
’ •vÿ'.-.
rf’T— ^d>T=- A.,/r ;
réduisant au même dénominateur} on a
é -V* 7% JT?* -1
dxdi-jPd*, _ ' ■>#:
BR
r V* Jrd irr) **■
' >f ■ • 15®fl
> ’ « * j , Tifr. *
i -Æ-é* -Il
iivhaMiquf.. .
t-vj-Jl 'j*7®
.■' v « Faisant G =r -j A , et supprimant W diviseur commun a , on a
en^n
P y ,+P’ -k logO’H- V/ > 4-/»*) = A~ — • - (3« i).
pour déterminer la
constante A, nous remarquerons que la
w/«V r fV ” .
' -, valeur - de p est la tangente trigonométrique de l’angle que
t . H al
t l’element de la courbe fait avec l’axe des x. Si nous appelons a. cet angle à l’origine qu’on suppose placée au point A (fig. 189), où se trouve le projectile lorsque t est nul , nous aurons en -■> ”* ' j.v même temps
• j;io, y -=z a , s — o, et p— tanga.
Substituant ces valeurs de s et de p dans l’éqnation précédente,
on trouvera
A = tang cl y 1 + tang' cl
iz
• . .. ^ -4- log ( tang a + \/r+ tang1 a) -f- wV, ^ gV
KL*. . ^ " f
' v on regardera donc la constante de l’équation (3i i) comme une
£.• ' m 'V , quantité connue.
4» •' • ’ 4^®- l’on ^'mine f’,m‘ entre l’équation (3i 1) et celle que
nous avons marquée par le n° 3o3, on obtiendra
dP
dx
w[p V 1 -+-P1 -+- log [p + V 1 +/>’) — A ]
éàl M' r
Multipliant cette équation terme à terme par celle-ci ,
dL —
• " ‘«t on trouvera
& tàfc : jj ,
ï * À|*'sjE K '"f r ^ 1 +/'1 4- log (/' -+- « +/»*) — a]
pdp
lits pbojbctu.es dans un milieu résistant .y 277 rifjdc
dt1
• • NU 1 • 4,7 t . \z-, ' . UJ'®, n
Mettant dans cette équation la valeur de djt, on a * — dp1
dP =
mg[P [/ 1 -i— p1 + bg (p + v/ r+^J— a] :./•'>.*;/ $K
ou, en changeant les signes du numérateur et du dériomiuateur,
rff*
s »«r[— zV » + p’ — log(/»+v/ 1 -f-z>\)-M]'-> ^
Passant à la racine carrée , le second membre de cette équation devra en général être affecté du double signe ; mais, dans . V* $ . ' * notre cas, nous choisirons le signe négatif, parce qu’on sait cpte . *
toute équation entre deux variables t et p pouvant être consi dérée comme celle d’une courbe dont t serait l’abscisse et p l’ordonnée , si en même temps que t augmente , p diminue , on A- ^
doit avoir dt et dp de signes contraires (*). Or, dans le cas pré-
CDnf il OcK Ilir l/ïont rf II \\ •VIAI'imn rm • . «V 1 . • ‘ t- *
sent, il est évident qu’à mesure que le temps t augmente, p &XÏ..W
On pourrait le démontrer decetle manière : soit t —fp, si p diminuo de h, t devient P =/(/> — A); développant par la formule de Tajrlor, on trouve . \j '.“"nWK.
d’fi A> d'pt'i AJ ' 1
dt "^ dïï 77i ~ dï* *.im + ütC
Par hypothèse, t s’accroissant qiNind p diminue, t' — 1 est une quantité T positive; il en est de même de — £.h 4-otc. Or, on prenant A assez.
. -jt** V-.»* * r * '•»* « » ,
jr_
tit pour que Je premier terme du développement de f-rt décide du signe de ce développement, il faut que — soit un nombre positif, et) qui
ne peut être à moins que ~ 11e représente une quantité négative, car le
facteur A est essentiel lemcn! positif. Donc dp et dt sont de signes con-
traires.
lu.
, Gooale
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qui est la tangente tfigonometrique de l’angle formé par l’élément de la courbe avec M. parallèle à l’axe des x , diminue dans là tranche ascendante, qui est celle que nous considérons ; donc
tr leurs valeurs , on trouvera
log (-P+ V »
1er Tare s en fonction de
l’exposant de e en té , on obtiendra
44*. Pour llëquatioi^xle la' trajectoire , Hl>.fi>ûdràh
tégfjgy Jes^equaUoits (S ta) etf!(3 >3) : on n’y--*
ÿju’À ^sans recourir aux séries. Cela
UES l'ROJECTlLES HANS UN MILIEU RÉSISTANT.
Pour parvenir à ce but, uous les mettrons sous lu (jurmc V'r dx=Çp.dp... (3|6),
<ly = A'P.<l]>- • •’ (3 1 7)-
Kn 11e considérant d’abord que la première, cl|e donne
dx
T = dp
dx
fl
et uous voyons que — u’eôt autre chose que la tangente frigo- * tlP !-
liomé trique d’une courbe dont y/Vruit l'abscisse» x l’ordonnée. ^
C’est cette courbe que nous allons d’abord chercher à colis A truire, parce «pic nous nous en servirons ensuite pour detiÿ- 1 miner les différons points de la trajectoire. i\ous la distingue- * i rons de celle-ci en la nommant courbe aux Hi dire.
<î ' Ayantdoncmenédeuxàxes rectangulaires AyietAjrJig. 196), pjg.njo. 4|p
îjçon portera de A en B une droite AB — tang ï , et le point B
appartiendra à la courbe auxiliaire, puisque (ai t. 4®j), lVrdbu*
V *~jtd
-u * Tii
-, nee x — o correspond à l’abscisse p ’±r tang a. Si Ion partage ^'ensuite AB en parties égalés BB', B'B", B'B, etc., ef.tju'on re- , présente l’une de ces parties par dp , il sera facile de construire approximativement les points M', Al", M’", etc. , de la courbe auxiliaire qui correspondent aux points B’, B”, B"', etc. En effet, si l’on suppose que lcx points B,t$ , li , etc., soient très rapproches, on pourra regarder les arcs de courbe M B . \l M', etc., comme se confondant avec les tangentes M'B, M*M', M”’M" <pii seraient menées aux points M',
Cela subit pour pouvoir calcule) les ordonnées M'B . M B , M'B"', etc. Eti effet, la tangente irigouomélrique de l’angle formé par l’élement de lac bô a vin la par. ili.it à l’axe
tles p , ctatil en générai - , sa valeur nuits sera toVijo o clou
nee par l'équation (3 iti) , dès que nous aurous lixé la valeur de Ainsi , lorsqu ou vept avoir la tangente IrigoftoiUBr louiufr |>ar la tangente eu M' aveol’axr
' l’abscisse p. Ainsi , loi
. trique de I angle M Bu, Ion
AÏCv «
Cela posé , l’ordonnée M'B' avant pour expression 1' X tant- M'BB', nous aurons
moyen des coordonnées
ABV — tang u — y dp-, et par le même raisonnement , on prouvera que la tangente trigono®étrique de l’angle M'M'O a poui expression
dp'} , et que par conséquent M"0 == dp x — (p (tang -t — ?dj>) -,
.mettant cette valeur et celle de M'B' dans l’cqualion M"B* = M'B' -J- M"0,
Oit trouvera
< . + ’Slr
M"B" — — dp . $ (tang a — dp) — dp <p (tang a — 2 dp).
*4r'* e ■ jéu' ~
Pour calculer l’ordonnée M'"B'" qui correspond à l'abscisse AB'' — tang a — 3 dp, il suffira d’ajouter à la valeur de M'B" celle de M' O' qui , d'apres re oui précède,' équivaut
des abscisses, comme l’abscisse du point M' est AB' = AB — BB'
'*♦ •' — tang 1 — dp, il faudra changer p en tanga — dp dans la
• r* & dx 1 - dx &
A * * tjyI m »é*^n lin /l/svinoA tvn •• Pinmintinn /”î • Ct\ . — a .1 *tf - J
Weui* '<tp de — donnée par l’équation (3 1 6) ; et deviéndra
tang M'B/» — Ç (tang a — dp)-,
. * &Î&Ê: M'B' -rf/X—p: tang
et — r
Ainsi l’on construira le point M' de la courbe auxiliaire BC au
Pour déterminer un troisième point M", on prendra
DE LA MESURE DES FORCES
à — dp.ç { tang a — 3 dp), et l'on aura
B'"M" := — dp . ç (tang a — dp) — dp.tp (tang a. — 2 dp)
— dp ,<p (tang a — 3 dp).
C’est ainsi qu’on déterminera une suite de points qui appartiendront à la courbe auxiliaire dont les coordonnées sont p et x. Conduisant par ces points des lignes droites , on formera un polygone BM'M 'M'", etc., qui s’approchera d’autant plus de la courbe , que dp aura moins d’étendue.
En opérant de la même manière à l’egard de l’équation dp — -^p .dp, on construira une seconde courbe auxiliaire BD , dans laquelle les coordonnées seront p et p. Les ordonnées , telles que mb et Ib qui , dans ces deux courbes auxiliaires, - •
appartiennent à une même abscisse p , seront les ordonnées £ ' . & ' de la trajectoire. De sorte qu’en prenant pour abscisses de la \ \ trajectoire les ordonnées B'M', B"M",fB*M", etc., de la pre- . À v. mière courbe , les ordonnées de là trajectoire seront B'I/, B"L", * . •• ^
B'"L'",etc': ' + ' * ;•
, v ' s» - y . yf.. ■ • ; ! j a &
Des différentes manières de mesurer les forces , et
de ce qu’on entend par force vive.
•'Tji
443. Nous-avons vu , art. 296 , que deux forces F et F' appli- J), tjuées à un même mobile , étaient entre elles comme les vitesses qu’elles communiquent à ce mobile.* Considérons maintenant ces forces lorsqu’elles sont appliquées à des masses differentes , et supposons d’abord que deux forces égales et directement opposées agissent sur deux masses M et M', égales et sphériques ; elles communiqueront à ces masses deux vitesses V et Y"
V1* seront égalés. M Jet M', en se rencontrant, se presseront mutuellement, et se mettront en équilibre, parce que tout est égal dé part et d’autre. Mais si l’on avait M fc «M' et que .'Surpassai Y ,^011 regarderait M comme compose des niasses m' ,
/«' . . . /«(*) égales chacune à AI'. 11 est certain
::une à AI . Il est certain qu’en-; vertu jp
TT
-Vu
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île la liaison mutuelle des parties qui composent les solides-, l’une de ces masses ne pourrait se mouvoir sans entraîner les autres; de sorte que si le mobile M devait parcourir par exemple trois mètres par seconde, chacune des masses m', m", m”, etc., parcourrait aussi trois mètres par seconde , ce qui revient à dire que si V est la vitesse de M , les masses ni', etc. , auront
chacune la même vitesse V. Or si ni', animé de la vitesse V, vient choquer la masse M' qui, par hypothèse,, lui est égale, elle détruira dans V' une vitesse égale à V ; et si dans le même temps m", agissant par l’intermédiaire des autres masses, choque aussi M', elle détruira encore une partie V de V', et ainsi de suite pour les autres masses. De sorte que toutes ces masses réunies détruiront spontanément dans V' une vitesse égale à «V ;
- *■ et en supposant que la vitesse V' soit alors épuisée, il y aura
équilibre; il faudra donc que, dans ce cas, on aitV'=r/»V. Éliminant n entre cette équation et l'équation M = «M', on ol>tiendra la proportion *■ . ^
mot
qui nous apprend que lorsqu’une niasse M contient n fois la matière d’une autre, ces masses doivent être en raison inverse de leurs vitesses, pour qu’elles puissent se faire équilibre.
444- .Cette proposition a encore lieu lorsque M ne renferme pas M' un nombre juste de fois :■ c’est ce qu’il serait fa»
deux corps sont en raison iniersc des nombres de particules materielles qu’ils contiennent, il faut, lorsque ces corps sonf le mêmes volumes et de densités différentes, que leurs vitesses
) Vr»-.< * [*. , t
ion t en raison inverse de leurs densités
FORCES
447* L’unité de force étant arbitraire, nous pouvons la représenter par la quantité de mouvement qn’clle communique au mobile. Ainsi , en supposant que F' soit cette unité de, force, nous remplacerons F' par M'V' dans la proportion précédente, et nous en conclurons
44oéSi nous considérons la force <p qui agit instantanément, nous avons vu j art. 296, que cette force était représentée par la vitesse qu’elle communiquerait au mobile dans l’unité de temps, si le mouvement devenait tont-à-coup uniformément accéléré; nous aurons donc, en mettant pour \ sa valeur 9,
Cette équation nous app agit sur l’unité de masse;
UK LA VM KSI RK OKS
plus petite, et qui |>ar conséquent pourra être représentée
par — = 1, cette torce communiquera a la masse 1 une vitesse .
qui vaudra M fois celle que F'comihuniquerait à M ; cette vitesse sera donc exprimée par MVk.*
Par la même raison, la force F' qui communique à M'
la vitesse V', communiquera à la masse ép = 1 , 'une vi-
tesse M'V'. (V ué
Les vitesses MV et M'V^étant celles qui sont communiquées par les forces F et F' à une même masse 1, il suit du principe des vitesses proportionnelles aux forces, article 296, que l’on a
F : F' :: mv : M'V'.
Les expressions MV et M'V' sont ce qu’on appelle les quantités de mouvement communiquées par les forces F et F' aux mobiles M et M'.
a84 uvNAMiyui. ,
<p étant la force accélératrice, F est celle qu'on appelle la force motrice. «Jtj;
44g. Nous avons vu, art. i63, qu’en nommant g la force de la pesanteur, P le poids du corps, et M sa masse, on avait
si, entre, cette équation et la precedente , on élimine M, on trouvera • « . ~
•=rV
de sorte que lorsque la force accélératrice ç est celle de la pesanteur, <p = g, et l’équation précédente se réduit à
Dans ce cas, la force accélératrice est donc évaluée par le poids du corps sur lequel elle agit.
45o. Il y eut autrefois entre lçs géomètres une dispute célèbre sur la mesure des forces. Cette dispute, comme beaucoup d’autres, provenait de ce qu’ou ne s'entendait pas sur la définition des mots.
Une force ne nous étant connue que par ses effets, peut être mesurée de différentes manières, suivant l’usage auquel on veut l’approprier. Par exemple, si l’on se propose de déterminer le fardeau qu’un homme peut soutenir instantanément, il est évident que la force de cet homme sera proportionnelle au poids qu’il sera capable de soutenir, et par conséquent pourra être représentée par ce poids : mais si l’on veut mesurer la force de cet homme par le travail qu'il peut exécuter dans un temps donné, on aura une antre manière d’évaluer sa force , et qui sera entièrement differente de l'autre; car on sent qu’un homme plus faiblé pourrait , avec plus d’aptitude à soutenir une longue fatigue , donner dans son travail un plus grand résultat, et, sous ce point de vue,
OBfilP'J» ' ! '
■Kr' -
V . , UF. LA MESURE UES FORCES. î
être censé animé «l’une plus grande force «pie l’autre. Dans cette seconde manière de considérer la force d’un homme, nous la regarderons comme proportionnelle au poids qu’il soulève, et à la hauteur à laquelle il l’aura élevé dans un temps donné; bien entendu qu’on ne suppose pas que l’effort varie à raison de la hauteur, parce que, dans le fond, cette hauteur ne représente ici que le nombre de fois qu’un certain travail est répété. Ainsi, en supposant que deux hommes élèvent dans une journé'e de travail le même poids, l’un à 600 mètres de haut, et l’autre à 200 mètres, dans cette manière d’estimer la force , nous regarderons l’un de ces hommes comme ayant trois fois autant de force que l’autre. Il suit encore de là «pie si , dans la même journée de travail , deux hommes élevaient, le premier 20 kilogrammes à 200 mètres, et le second 10 kilogrammes à 4<>o mètres, on les regarderait, dans la présente hypothèse, comme ayant des forces égales, quoique réellement les forces intrinsèques de ces hommes puissent être très différentes; mais nous ne les considérerons ici que sous le rapport du travail produit.
C’est de cette manière que Descartes estime la force d’un homme ou de tout autre moteur. La dispute qui le divisait d’opinion avec d’autres géomètres, ne roulait que sur la définition du mot force. Il prétendait qu’une force devait s’évaluer par le produit de la masse, par le carré de la vitesse. Nous allons voir comment, lorsque l’on considère les corps en mouvement, la définition de Descartes, du mot force, peut conduire à cette 'conséquence.
Soit P le poids soulevé, et h la hauteur à laquelle il doit être élevé dans un temps donné ; la force, dans l’hypo thèse de Descartes, sera donc mesurée par le produit
pxV
On peut, dans cette expression, remplacer P par sa valeur Mg, art. i63, et l’on aura . IP* •
P/i-Mgé; '
* • f'.-éi
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multipliant par 2 , il viendra . t
observant que le carré fie la vitesse v due à la hauteur h, a pour expression i gh, art. 3oj, on peut remplacer 2 gh par <*’, ce qui donne
2P/i = Me1.
Ayant défini le mot force autrement que Descartes, noua ne dirons pas comme lui, que Mc*1 est la mesure d’une force, parce que nous avons vu, art. 447’ fIu ,|ne force devait être représentée par la quantité de mouvement Mc* qu’elle produit. Ainsi , pour éviter toute équivoque , nous emploierons une nouvelle dénomination en donnant, suivant l’usage, leaaoni de force vive , au produit Mc*1 de la masse par le carré de la vitesse.
45 1 . Les forces vives peuvent être d’une grande utilité lorsqu’il s’agit de mesurer l’effet ou la dépense d’une machine. S’agit-il , par exemple , de disposer d’une chute d’eau , de faire mouvoir un chariot sur un terrain donné , de comprimer une masse d’air, de faire sortir d’une mine une certaine quantité de combustibles, etc., dans tous ces cas, on peut ramener l’effet de la force motrice au produit d’un certain poids par une longueur donnée; par conséquent, à une expression de la forme P//, dont le double, comme nous venons de le démontrer, revient au produit Mc**.
Du choc direct des corps.
482. Nous diviserons les corps en corps durs et en corps élastiques : un corps dur est celui qui , après le choc, ne change (*• pas de figure; un corps élastique est celui qui, étant compres- * sible, reprend après le choc sa figure primitive en vertu d’une . force qui réside dans ce corps. .* c v ~ *
Tous les corps participent plus ou moins dg ces deux états,
Dlï cûtn: UKS CORPS U.tJRS. aS*:,
que nous regardons comme des limite* entre lesquelles ces
corps sont placés.
Du choc des corps durs.
453. Soient M et M' (fig. 191) deux corps durs sphériques Fig. 191. qui se meuvent dans le sens de A: vers C. Si M va plus vite que M', il l’atteindra, et alors les mobiles se comprimeront réciproquement, jusqu’à ce qu’ils soient animés d’une vitesse commune.
Nommons F et F' les forces qui ont communiqué aux mobiles M et M', les vitesses V et V'. Comme ces forces peuvent *■ * être représentées par les quantités de mouvement qu’elles impriment aux mobiles, art. 447» nous aurons
F + F' = MV M'V
Nous avons une autre expression de F -J- F'; car soit v la vitesse commune de ces corps après le choc; on peut regarder M M' comme un seul corps qui , en vertu de la force F F', a acquis la vitesse v. Nous aurons donc encore
De ces équations nous tirerons *
(M-f-M')e = MV + M'V'; *
d’où nous conclurons
_ MV
> MHh M'*
Du choc des corps élastiques.
455. Examinons d’abord les circonstances du phénomène de l’élasticité dans un corps sphérique , qui , sollicité par une E*S 191 f°rce perpendiculaire au plan inébranlable AB (fig. 192), serait lancé sur ce plan. Dès l’instant que le corps atteindra le plan AB , le diamètre ED , par la force de la compression , se raccourcira et le point D se rapprochera du centre C, tandis que les sections perpendiculaires à ED s’enfleront. Le point D s’arrêtera dans ce mouvement, lorsque la vitessse du corps sera totalement épuisée; alors, en vertu de l’élasticité, cette vitesse renaîtra successivement en sens contraire , jusqu’à ce que le corps ait repris sa forme primitive. Il suit de là que lorsque le mobile sera revenu à son point de départ, il aura acquis une vitesse égale à sa vitesse primitive, mais qui agira en sens contraire.
Fie
456. Considérons maintenant le choc de deux corps elas- ,91. tiques M et M' (fig. 191) ,Jque nous supposerons aller dans le même sens. Ces corps devant s’atteindre, il faudra que la
• ils aient actjtiis une vitesse commune; 'de sorte qu’un point _ j ': „l .1.. Àr.Vfi.,
V XL
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nu choc ncs corps élastiques. ?.8q
nient par l’effet de la compression , a» lieu d’être arrive en E à l’instant du maximum de la compression , • ne sera parvenu qu’en F; alors la force élastique commençant à agir sur le point matériel, lui communiquera dans le sens de F en G, une vitesse égalé à celle qu’il a perdue par la compression, et qui le ramènera à l’extrémité G d’une ligne FG égale à FE. La vitesse du mobile étant la même pour tous les points materiels qui. le composent, art. 443 , si nous représentons cette vitesse avant le choc par DE , nous pourrons conclure qu’aprés ce choc, elle sera réduite à
E — GE = DE — 2FE
457. Pour exprimer analytiquement les circonstances que nous venons d’examiner, nommons u la vitesse commune qui j au moment du maximum de la compression , anime tous les points des deux mobiles. Nous pourrons en cet instant regarder ces mobiles comme durs , et nous aurons pour déterminer u , l’éqnation
mm***'
La vitesse perdue par le corps M en vertu de cette compression , étant égale à la vitesse V qu’avait le corps moins celle qui lui reste , sera exprimée par V — u.
Telle serait la vitesse qu’aurait perdue le corps au maximum dé la compression , si la force élastique n’existait pas ; mais cette force commençant dès-lors à agir, fait perdre encore au mobile V — • H ; de sorte que Fa perte totale de vitesse du corps M sera a(V — «). Appelons <• la vitesse après le choc; nous aurons donc pour déterminer *>, l’équation
ou, en réduisant, y ■■ 'V-
i'—ia — V.,. (3»9),’ ' '
,-Jr.
V l’egard de H', re mobile parvenu au ma.rimum de la com-»-
filent , dr Mrcanif/ur .
WÈ
•'Tl»'
r’Tjïww' \ *
rJËË
Wf
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pression , devra être considère comme corpsdur, et par conséquent aura gagné une vitesse «présenté* par u — V'-, car il est évident que cette vitesse gagnée est égale à la vitesse acquise , moins celle que le cocq# avait. C’est alors que l’élasticité commençant à agir, l’entraînera de manière à l'écarter du point de contact , et lui fera gagner encore u — V'; d’où il suit que la vitesse de M' après le choc, sera , > ; V
Appelant / cette vitesse , nous aurons . . *>
v'j= un — V' . . . (3s«).
Mettant dans les équations (3 19) Çt (3aoj> valeur de a donnée par l’équation (3 18), nous obtiendrons enfin
«(Mv+.ny) v |> =
a(MV 4- M'V')
, -M + lit' ' 1
et en réduisant, on trouvera
• Si M = M', on a ■*}?****
■+- Rv=V,) et 0' = V...”(3aaJ;
- f if*
La première de ces équations nous apprend que la vitesse de M , après le choc , est la même que celle de M' avant le choc; la seconde nous conduisant à des conséquences analogues, concluons que, dans le 'cas où M = M', les mobiles changent de vitesses après le choc.
458. Lorsque le mobile M' va à la rencontre de My il fiiul faire V' négatif dans les formules précédentes , et l’on a
V(M-M')-aM'V' V'(M-M')+»MV. ..^3,
Un peut supposer que les mobiles qui vont a la ren
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contre l’un de l’autre soient égaux ; alors dans les équations précédentes op liera M ~ M', ce qpi les réduira à
e = — V', S=V. . iWfii'
d’où l’on conclura que les mobiles changeront de vitesses et s’écarteront ensuite.
.ffid. Si les mobiles qui vont à la rencontre l’un de l’autre ont des vitesses égales , il suffira de faire V' = V dans les équations (3a3) , et Fort trouvera
* * Le corps M s’arrêtera lorsque sa vitesse v , après le choc, de- v
viendra nulle ; ce cas arrive lorsque M =x 3M' , c’est-à-dire lorsque la masse du mobile M est triple de celle de M'. Dans cette hypothèse de M — 3M', on trouve v' — ?.V.
46i. Enfin, si le mobile AI' était en repos, et qu’il fût atteint par M qui lui serait égal , en faisant dans les équations (3a 1 ) V" = o et M = M', on aurait pour ce cas ,
pr: o et i>' — V ;
par conséquent le mobile Al perdrait 6a vitesse et la donnerait à M'.
Principe de In conservation du mouvement du € entre de gravité dans le choc des corps.
.J&oient deu* mobiles M et M' (fig. ig4) qui, iumicdia- Fig. igf tement avant le choc , sont parvenus, aux points B et C; nommons E et E' leurs distances au point A , et représentons par X la distance du rentre de gravité de leur système au même point. Si nous regardons les masses comme proportionnelles aux forces, nous aurons, paria propriété des tnomens,
ï . - yf j’
agu ( dwamique.
difïerentiant par rapport au temps/, il viendra -
rfX* „ k' d¥J (M + M)~rfF — M dt +M dt'
Les coefficiens différentiels — et^- qui entrent daus ces équations , représentent les vitesses des mobiles M et M' lorsqu ils sont parvenus aux points B et G , dont les distances en A sont respectivement E et E'. Nommons V et V' ces vitesses , et désignons par W la vitesse ~ du centre de gravité du système -,
nous aurons , en substituant ces valeurs dans l’équation précédente ,
W = -M + lî-'' (3l5)'
Telle est la vitesse du centre de gravite du système , lorsque les mobiles sont arrivés avant le choc aux points B et C ; mais lorsque immédiatement après le choc les mobiles se trouveront aux points B' et G' , le centre de gravité du système changera de position. On peut demander ce que devient alors la vitesse. Pour le savoir, soient w cette vitesse , et x la distance du centre de gravité en A : les mobiles dans cette .nouvelle hypothèse étant parvenus aux points B' et C', représentons par c et e' les distances AB' et AC' de ces mobiles au point Af et par II et U' leurs vitesses , nous aurons , comme précédemment ,
et en différentiant les variables <■ , r' et x par rapport à t , nous trouverons
de dd
MV
Remplaçons ^-p»> les vitesses U et ■»
trouverons
donc
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MU -h M'U'
" = n«Târ----W .
463. Il se présente ici deux hypothèses : ou les corps sont durs , ou ils sont élastiques ; dans le premier cas, «
‘ Uréwrsiü'-,
- 1H_M< ■ tfSt V 1
Or, nous avons vu , art. 45ç, que la vitesse u , qui a lieu au maximum de la compression , était égale à
mv + M'v' 1 * v •
M + Ht- ’
cette vitesse ayant précisément la même valeur que W , il suit de là que tv = W ; ce qui nous apprend que dans le choc des corps durs , la vitesse du centre de gravité du système , est la même après le choc qu’ejUe l’était avant.
464’ ^ l’égard des corps élastiques , nous avons, art. 45*7, a" — V et zu — V' pour les vitesses après le choc des corps M et M' situés aux points B' et C'.
Substituant ces valeurs de U et de U' dans l’équat. (3x6), nous trouverons
•- v ^ = lyau *—■ V) — V') .
ou , en réduisant ,
• ■ • V --V.-l’W+MV').
remplaçant par « la fraction qui entre dans c«t* équation, il
restera
ou plutôt
r ;of
ÉV
■ >fv 5 1 :
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éliminant le second membre de cette équation , au moyen de l’équation (3a5), on obtiendra ' . • •*
par conséquent , dans les corps élastiques comme dafts les^orps durs, la vitesse du centre de gravité est la meme irnmédiate’ment avant et après le choc. *
Principe de la conservation des forces vives dans le choc des corps élastiques; égalité de leurs vitesses relatives, et détermination de la différence des forces vives dans, le choc des corps durs.
465. Le principe de la conservation «tes forces vives dans le choc des corps élastiques , revient à cette proposition Lorsque deux corps élastiques se rencontrent , la somme des forces vivesest la même avant et après le choc. * -
Sôieht V, V' les vitesses des cOrps M et MT avant le choc, ét v, 'les vitesses qu’ils ont après : la somme des forces vives avant le choc est donc représentée par MV’ -+■ M'V'* , et il s’agit de prouvée qn’élle est égale à Me* -f MV*, somme des forces vives après le choc. '
Pour cet effet , nous avôfts vu , art. 4^, que les blesses v et v' des corps M et M', après le choc, étaient données par les équation®
v = iu — V, d = 2 u — V';
. , -n v • te v * €<*•
nous avons donc ' '
et, en développant les carrés indiqués dans le second membre, on trouvera ‘ , . . . » . .
Me* ==«V J + M' V' *
/j(M»*4-M'«v*-MV» — M'ÿ't/). .*. (3?.7); •
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les termes compris entre les pareuthèses se détruisent mutuellement h cause de la relation (équation 3t8), ..- .. ,■
•' * "•^'MV + M'V'
- . ' . - • -, • r ... ’v» .,» » ^ tf
car en chassant les dénominateurs et en faisant passer tous Jes termes dans le premier membre, et en multipliant L’équation par rt'ÿ on obtient "
MVtt — M'V'nrzo;- '
par conséquent l’équation (32^) se réduit à . ^
Me ' -+- MV* = MV1 -f- M' V' V *
- t ~ * ;> ■ « 1 • ■'*>> t.| r..g (rt. .
Cette équation peut s’écrire ainsi :
Me»4-MV»-H!MV*+M'V'*)=o;
ce qui nous apprend que , dans le choc des corps élastiques , la différence des forces vives qui ont lieu avant et après le choc, est égale à zéro. ' ’
466. On démontre aussi une autre propriété des corps élastiques; c’est que les vitesses, relatives de ces corps, sont les mêmes avant et après le choc. Potrr s’en convaincre, il suffit de retrancher l’une de l’autre les équations
* 1 ‘ f Ji - V
et l’on trouve. 1 * - ■ .
différences 'égalés et de signes contraires; déne après lé choc, <’ sera autant au-dessus de r1 que V' surpassait V avant lè choc.
Dans le choc des corps durs, la différence des forces
vives qui ont lieu avant et après le choc, n’est pas égale à zéro , comme lorsque les. corps étaient élastiques , mais elle se trouve égale à lâ somme des forces vives des masses animées des vitesses perdues ou gagnées. »--■•••
3 JP * hïkaai Htiiy.
O; théorème est du « Carnoi. Voici une manière très simple de le démontrer.
Les vitesses perdues par les corps M et M' étant V — «et V' — «, si les masses M et M' se trouvaient animées de ces vitesses, leurs forces vives seraient respectivement,
M (V — «)a et «)’(*);
égalant cette expression à son développement , nous aurons l’équation identique
= + 2«(MV+M'V'). . . (338
éliminant MV-f-M'V' nu moyen del’équation
_ MV-f-M'V'
“ IVL+M7-’
le second membre de l’équation (33.8) se réduit à MV1-|-M'V'2 — (M-j-M') «* ;
par conséquent l’équation (3a8), en changeant réciproquement de membres , peut se mettre sous la forme
WV’-f-M'V'1 — (M-f-M') «J =M (V— «)*-f-M' (V' — «)•;
ce qui vérifie le théorème que nous avons énoncé.
Principe de d J lemhert.
;68. Lorsque l’on considère un système de corps liés entre eux d une manière invariable, la liaison mutuelle de ces corps devra les empêcher d’obéir aux motivemens qui les anime- 1 aient chacun en particulier, s ils n étaient point dependans
'*) Comme le carré de V — n ost également colni de u — V, on voit que le» expression» M(V — «)» et M(V'— «)> sont aussi celles des force» rives dues aux vitesses gagnée» u — fV ut u — V'. .
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les uns «les autres : les vitesses de res rorps seront altérée* et se troubleront mutuellement. Par exemple, si plusieurs points matériels M , M', M" (fig. ig5) sont fixés à une droite inflexible Fig. 195. AL, mobile autour du point A, il est certain que dans le temps 0 la pesanteur qu’on suppose constante , vu le peu de longueur de AL , agissant de la même manière sur chacun de ces points, ils devraient , s’ils étaient libres, parcourir dans le temps 0 des verticales égales; mais les points M, M', M", etc. , ne pouvant se mouvoir qu’avec la droite AL , sont forcés de parcourir les arcs MK , M'K' , M"K" , etc. , dans cet instant 0 ; par conséquent les droites IK, I'K', I"K", etc. exprimeront les effets «le la pesanteur sur les points M , M', M", etc. , dans le temps 0. Ces droites IK , I'K', 1"K", cto», étant proportionnelles aux arcs MK , M'K', M"K", etc., et par conséquent aux rayons AM, AM', AM", etc., il suit delà que les vitesses effectives des différens points du système sont d’autant moindres que ces points sont plus rapprochés du centre A; tandis que si les points M, M', M", etc. , étaient libres, ces vitesses seraient égales.
469. Les vitesses effectives étant donc differentes de celles qui ont été communiquées au système , on ne pourra déterminer les divers mouvemens qui l’affectent, que lorsqu’on sera parvenu à exprimer les vitesses effectives en fonction des vitesses qui ont été transmises primitivement aux mobiles, et qui sont censées connues. C’est à quoi l’on parviendra facilement à l’aide d'un principe de dynamique que nous allons deinontrer, et qui est dû à d’Alembert.
470. Soient v , v1 , ef, v'“ , etc. , les vitesses -qui animeraient,
les corps M , M' , M* , M*, etc. , s’ils agissaient indépendammént les uns des autres, et «, «' , etc., les vitesses
que prennent an lieu de « , e', e" , e" , etc. , ces corps lorsqu’ils sent lies entre eux d’une manière invariable. L’une «les com- ( {Misantes d’une vitesse éta#t arbitraire , nous prendrons pohr
WfflM
^^8 wmtMtqfi*. ■-•
composante de Ha vitesse effective « ; l’autre composante sera déterminée, et nous la représenterons par U. En opérant ainsi à l’égard des autres forces^ on peut , à la place de e, .< , v" , , etc. , substituer les vitesses
• * « et U composantes de v ,
u' et U' composantes dè e', ,
V u" et U" composantes-de e",
*» u”’ et U'" composantes dç vm,
etc.
etc.
etc..
et alors les quantités de mouvement qui entrent dans le système , considéré comme libre, et gui sont M», M v , M «» , M'V'*, etc., deviendront
M«» MV, MV', M>", etc.,
MU, M'U,\ M"U"> MU', etc. ; .
mais si les corps ne sont plus libres , ces quantités de mouvement doivent se réduire ù
Mm, MV, M"m", M'V", etc.
U faut donc queles quantités de mouvement MU , M'U', M'U , M'"U", etc., se fassent équilibre.
On observera que MU, M'U', M"U", M'U', etc., sont les quantités de mouvement dues aux vitesses gagni < s <>u pu < n s En effet , Me étant la diagonale d’un parallélogramme < opt Mm et MU seraient les côtés , on voit <|ue si la composante A devient nulle', M«se réduira à Mc; d’où il suit que MU est une quantité de mouvement introduite dans le s^me par^e changement qui s’y est opère; il en est de ta** deMlK.de
etc*
On peut donc énoncer ce principe en disant, qu il faut
les quantités de mouvement dues aux vitesses gagnées ou per-
dites se fassent équilibre ; car si cela n avait pas heu , J y aurait de l'altération daus le système, et u, u', u", u , etc.,
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ne pourraient être les vitesses effectives qui animent M , M' ,
M" , M", etc.
Nous avons vu que la vitesse c avait pour compo
santés U et «; et comme en général il y a toujours équilibre entre trois./orçes dont l’une serait égale et directement opposée à la résultante des deux autres, il suit de laïque les trois forces Mm, MU et — Mc doivent être en équilibré. Or en regardant à son tour MU comme égale et d’uu signe contraire à la résultante des deux autres forces , il faudra que — - MU soit la .résultante de Mm et de — Me; par conséquent MU sera la résultante de — Mm et de -{-Mc.
Ce que nons disons de MU pouvant s’appliquer aux forces M'U', M"U"^ etc., à l’égard de leurs composantes , on peut, en substituant les composantes aux forces, donner cet autre énoncé an principe de d’Alembert : Il y aura équilibre • entre les quantités de mouvement Mv, MV, etc. imprimées à chacun des mobiles, et les quantités de mouvement effectives Mu , M'u', M"u", éïc. qui seraient prises cri sens contraires de leurs directions.
47 ?.. Pour première application de ce principe, considérons le choc de deux corps durs M et M' qui vont dans le mèruc sens.
Soient cet d leurs vitesses avant le choc , et u leur vitesse commune après le choc. La vitesse perdue par M étant, égalé à celle qu’avait le mobile moins celle qui lui reste , sera exprimée par c — u , et la vitesse gagnée par M' étant égale à la vitesse u diminuée de c', sera représentée par u — d . Les quantités de mouvement dues à ces vitesses perdues et gagnées devant se faire équilibre par le principe de (J’Alembert , cet équilibre subsistera si l’on a
M (c— m) =± M' ( M— /) ; ; > V ' r ' •• d’où l’on tirera pour la vitesse après le choc ,
Mc + MV
- > -«> • - • •» - - 'K yd l~*
Si les corps allaient à la rencontre l’un de l’autre , v' serait négatif.
473. Pour seconde application , cherchons les vitesses qu’aui'ig. 196. raient deux corps M et M' (fig. 196) , qui liés par un fil MEM qui passe par une poulie de renvoi (E) glisseraient sur deux plans incliné» AB , AC adossés l’un contre l’autre.
Soit Mg une droite qui , passant par le centre de gravité de M, représente la pesanteur g; la composante de g suivant le plan incliné , est MR ; c’est la seule force qui agira sur M ; cette composante MR est égale à
AD
f X cos RMg := g X cos B AD = g X
AB
Pareillement la composante de la pesanteur qui fait glisser M'
. . • ad
sur le plan AC , sera g X ^ .
Nommons AD, h-, AB , /; AC, l' : les forces accélératrices qui agiront sur les mobiles M et M' , seront donc
* gh
gh
et
Pour obtenir les vitesses qu’auraient ces mobiles s’ils n’étaient pas liés l’un à l’autre , observons que l’équation qui détermine l’intensité d’une force accélératrice quelconque étant en général ,
dv
ou tire de cette équation ,
dv ~ <pdt.
Dans notre cas , les forces accélératrices étant
nous aurons pour les vitesses qui seraient imprimées aux rno-
PRINCIPE DE n'ELKMBKRT.
biles , s’ils étaient libres ,
3or
eh
et
dt.
Or les vitesses perdues par ces mobiles étant égales à celles qu’ils avaient primitivement , moins celles qui leur restent , ces vitesses perdues seront
sh
— «f — dv pour M,
, eh
ydt — dd pour M'.
Par le principe de d’Alembert , les quantités de mouvement qui correspondent à ces vitesses doivent se faire équilibre ; et comme ces vitesses agissent en sens contraire , il suffira d’égaler entre elles ces quantités de mouvement ; ce qui nous donnera '
Cr*-*) = M' (r*-‘ *')••• <**»•
Par la nature du problème , il existe une relation entre les vitesses inconnues'^ et /; car le mobile M ne peut se mouvoir dans l’unité de temps d’une quantité «sans que M' ne se meuve de puisque ces mobiles étant liés J’un à l’autre , il faut , lorsque M monte , que M' descende. H suit de là que d ce qui donne
• t dd = —~dv ; ,
substituant ces valeurs dans l'équation (3juj), on obtient
hgdt.
et en intégrant , on trouve
3oa '• ' DYNAMIQUE. *' *
ou, en représentant par G le coefficient de t, cette équation
peut être mise sous la forme
* ^ — Gt-|“C> • . [33o]»
Soit x l’espàéçOK parcouru dans le temps t , on aura
dx
V=~dt'
donc
dx
et en intégrant ,
ar = iGr’ + C/-j-C'. . . (33 1). ‘
D’après les.éqnatiops(33o)et (33i), on peut conclure que les circonstances do ce mouvement sont, les mêmes que celles du
mouvement des corps graves, avec cette différence, que la force accélératrice , au lieu d’être g , est G.
4^4. Pour troisième application, proposons-nous de déterminer le mouvement de deux corps M et M', qui , étant attachés l’un à la roue et Fautrc au cylindre d’un tour, se tiennent éfi équilibre. ' v-' •' • ‘ ••
Ces deux corps étant sollicités dans l’instant dt pàr une force accélératrice qui n’est autre chose que la pesanteur , devraient , s’ils étaient libres , avoir chacun dans .l’instant de .la quantité de mouvement gdt. Soient dv et dv' les vitesses effectives de ces mobiles ; elles leur communiqueront les quantités de mouvement Sidc et M ’dd ; par conséquent les quantités de mouvement perdues seront 7
M ( gdt — dv) ■ et HI' ( gdt — dv').
Ces quantités de mouvemént devant se faire équilibre à l’aidé du tour ; et l’une étant appliquée à la roue comme puissance et l’autre au cylindre comme résistance, il faudra que si l’on nomme r le rayon du cylindre, R celui de la roue, on ait
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(ai*. a35) la proportion ,
M (gdt — eh) : M' (gdt — eh') : : r ; R ; -
d’où nous tirerons _
MR (gdt — dv) = Wr(gelt-dv'). . . (33a);
comme il entre dans cette équation deux quantités inconnues p’ et «/, nous allons chercher une antre équation qui exprime entre elles une relation. Pour cela nous remarquerons que les vitesses étant dans le rapport des circonférences qu’elles décrivent et par conséquent dans celui des rayons de ces circonférences, nous aurons
dv ; eh'\\ R : r,
ce qui nous donnera
, r * ’ rdv * *• *
substituant cette valeur dans l’équation 332 , nous trouverons
reh\
MR
(gdt — eh) M V (gdt — ~ ) î
multipliant tous les termes par R pour nous débarrasser du diviseur R qui est entre les parenthèses , nous aurons
MR’ (gdt — dv'f= M'r(R^r — rv/é);
effectuant les multiplications indiquées et faisant passer tous les termes affectes de dv dans le premier membre, nous trouverons s
(— MR» — MV) eh = (MVR — MR1) gdt,
changeant les signes et tirant la valeur de eh, nous obtiendrons __(MR — M r)
M* = MV V ■ W
Cette valeur étant mise dans l'équation 333, nous aurons
r. • ■■ • A' (MR..— Wr).. :■>. ••
Si dans l’équation 33 { , nous représentons par K la constante ; — * le coefficient c(e gdt, cettç équation deviendra
* ' dv = Kgdf,
intégrant, on obtiendra
v = lLgt + C.
dx
Si dans cette équation, on met la valeur de v, qui est —,
et qu’après avoir multiplié par df, on intègre de nouveau, on trouvera
* = !Kgr’ + C/-t-C'.
Ces résultats nous apprennent que ce mouvement est du même genre que celui qui est imprimé aux corps par la pesanteur, et n’en diffère que par l’intensité de la force accélératrice. L’équation 335 nous conduiraifraux mêmes conséquences.
Du mouvement d’un corps assujéti à tourner uniformément autour d’un axe Jixe.
4^5, Lorsqu'un corps ou un système de points matériels liés les uns aux autres, d’une manière invariable, est assujéti à tourner uniformément autour jl’un axe fixe qu’on suppo- Fig.197. jera passer par le point A (fig. 197 ) perpendiculairement au phut de la figure, si l’on coupe le corps par une infinité de plam omn, o'mtn', o"m"n", etc. , parallèles entre eux etpeépendiculaires à l’axe fixe, les molécules m, jri , m", etc., daqs une révolution totale , décriront autour de l’axe fixe les circonférences mon , m"o"n\ etc. , et parcourront dans
le même instant des arcs d’un méroç nombre de degrés. Ces arcs étant proportionnels à leurs rsgroqs* il eé sera de même des vitesses qui animent les mqJeculeS m , m'T m , etc. ; de sorte. que si la distance eA delà molécule c à l’àxe est prise popr unité , et .que * h vkèÉsdc cette midécidc, le®
vitesses des ' molécules m,, m', *n\ sto*» placées à des dis-
mouv. rwiroBsiE u’im cobps (oitoub n’tot axe. 3o5 tances r, r, r",>etc.i, dé l’awe fixe, seront respectivement rm , r' d , r"a, qtc. Ainsi l’on aura pour les quantités de mouvement effective* de ces différentes molécules, • •
ni ru , m'r'a, ni" ^'a , e{c.
Désignons par v1, v", etc. , les vitesses imprimées ; les quantités de mouvement, reçues seront /ne, mV , ,m"r" , etc. Il faudr?don(f, d’après le second, énoncé du principe ded’Aleml>ert, qu’il y ait équilibre entre mv , mV, rti"v" , etc. , et — /«/•»,
— m'r'a, -r-nJ’r"*, etc. .
Potir obtenir l’équilibre entre ces quantités de mouvement,
considérons d’abord la première , et. représentons mv par une partie mf ( fig. i çjj ) prise dans la direction de cette force, et Fig. 197. proportionnelle à son intensité; abaissons du point / la perpendiculaire fit sur. le plan de la section omn , et nommons 0 l’angle fmh , formé par mf avec ce plan , nous pourrons décomposer mf en deux forces* ’
hf = mv s in 0 parallèle à l’axe fixe , lif/i = mv cos <p située dans le plan omit.
1a première sera détruite par la résistance de cet axe , et la seconde aura son effet. En appelant de meme 0' , 0" , 0’” , etc., les angles que les forces mv', jrfv'1, etc., font avec les plans o'm'n' , o“m"n" , etc. /les quantités de mouvement imprimées au-' mobile 'seront *•>•*;■ • •
/•* -*•" inv cos 0 , «V cos 0!, ' m"v" cos 0H , etc.
Ces quantités de mouvement , ainsi que les quantités de mouvement < né<'rives<//ïé», m'r'a', .m"r"a", etc. , se trouveront situées dans les plans W///?*,- o'm'n', o'lm" n" , etc.
Pour établir l'équilibre entre ces quantités de mouvement , nous remarquerons que puisqu’elles sont toutes situées dans des plans perpendioülaires à l’axe fixe , elles doivent produire sur cet axe lé nîéme effet que si tous les plans omn , o'm'n' , o"m"n", etc. , n’en formaient qu’un seul ; par conséquent , en
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considérant ces forces comme situées dans, le plan de la figure, il faudra , poiir que l’équilibre puisse subsister entr#elle$ ; que la somme des momens qui tendent à faire tourner «n même sens le système autour du point fixe A , soit égale à la somme des momens qui tendent à le faire tourner en sens contraire.
Or les forces mm, m'r'a , m"r/'n,- etc. , qui dérivent' toutes du mouvement commun imprimé au système , le font t^nrqer dans le même sens ; et comme ces forces entraînent les pêints m , m', m", etc. , suivant les circonférences ni no, m'n'o', m"n"o", etc. , les rayons r, r' , r", etc. sont des perpendiculaires abaissées sur leurs directions ; par conséquent la somme des momens des forces effectives est exprimée par A ♦ *
mr’ai-j- etc. = /n"r"j-f-etc.).
Représentons par 2/«r* la quantité qui, est entre les paréothèses , nous aurons oXmr1 pour la somme des momens des forces effectives. C’est cette quantité qui doit faire équilibre à la somme ou à la différence des momens des forces
mv cos <p , m'v' cos ç>', m"v" cosp", etc.
Pour déterminer cette seconde quantité, soient As l’axe fbte Fig. 198. (fig. 1 98), et ml, m’t , muP , etc., les forces mv cos ?, m'v’ cos ç', m"v" c osip", etc., situées dans les plans mno, m'n'o’, m"n"o", etc., perpendiculaires à l’axe fixe; abaissons des points A , A', A", etc. , pris dans ces plans , sur l’axe fixe , les perpendiculaires Al = p, A 'l' — p' , A"/" = p" , etc. , sur les directions des forces mv cos <p , m'v' cosp', m"v" cos <p" , etc. ; les momens de ces forces seront . , .
flp mvp cos Ç , m’v’p' cosp', m"v"p cos tp' , etc.
Représentons par ’Ümvp cos <p la somme algébrique de ces momens , c’est-à-dire celle qui a lieu , abstraction faite des signes qui les affectent; alors, comme nous l’avons expliqué, cette somme des momens devant faire équilibre à »ïmr* , nous aurons • 4
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d’où nous tirerons pour déterminer la vitesse angulaire
476. Lorsque les forces nw, mV, «i'V% etc. , agissent dans les plans omn , o'm'n', o"m"n" , etc. , les àngles <p , tp' , ç", etc., sont nuis, et nous avons alors
sin <p =jo , cpsp ^ . .** “•
„ sin <p' ■= o, cqs -Ç)' = i , sin <p* — o , cos 1 ,
par conséquent l’équation (336) deviendra dans ce cas ,
2/nr*
477. Si toutes les vitesses imprimées aux molécules du système sont égales et parallèles , comme cela arrive dans le cas où le système recevrait une impulsion unique qui le transporterait en ligne droite dans l’espace , s’il n’était pas retenu par l’axe fixe , nous aurons , dans cette hypothèse ,
et les momens des vitesses imprimées devenant
mvp , m'<p', m"vp", etc. = v ( mp -(- m'p' -f- m"p" -f- etc.),
la somme de ces momens pourra être représentée par vXmp, et l’équation (336) se changera en
„ _ '’ÏWP v
Menons maintenant par l’axe fixe As un plan AK que nousfe rons tourner jusqu’à ce qu’il devienne parallèle aux forces rm>
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m'v', m"v", etc., dont les directions sont représentées dans (a Fig. 199. figure 199 par les droites/»/, m'l\, m"t\ etc. On voit que les perpendiculaires p , p' , p" , etc. , abaissées des centres de section A, A', A", etc. , sur les directions de ces forces, sont égales aux perpendiculaires »iy , rn'q', m"q" , etc. , abaissées des points/» , m', m", et*. , sur le plan AK. Nommons y, y', y", etc. , Ces perpendiculaires, et Q Celle qui serait abaissee du centre de gravité du système sur le plan AK, et représentons par M la somme de toutes les molécules qui le composent, nous aurons , «l’après la propriété des centres de gravité,
MQ = mq + rn'q' -f- m"q" -f- etc. •
et parce qu on a
pz=q, p' = q', p" = y", etc. ,
l’équation précédente deviendra
MQ — vip 4- m'p' -+- m"p" -f- etc. — Xmp.
Substituant cettfe valeur dans l’équation (337), bous obtiendrons ’ ’ ' ■ .
478. Il pourrait arriver qu’une partie seulement des molécules ni, /»',*»?", etc., eussent reçu la vitesse v-, alors M ne serait plus la sorftme des molécules -du* système , mais celle des molécules auxquelles les vitesses auraient été imprimées , et Q représenterait la perpendiculaire abaissée du centre de gravité de cette partie du système sur le plan AK. . •> *
H nous reste à indiquer le^, moyens de déterminer l’expression tmr1 qu’on appelle le. moment d'inertie ; c’est l’objet dont nous allons nous'' occuper.
UES MOMKNS D INERTIE.
Dos momens <t inertie.
Le moment d’irtertie d’un corps étant la somme des produits de Juins les points matériels qui le composent par les carrés de leurs distances respectives à l’axe de rotation , nous l’avons représenté par £«tr*. ün peut , dans oette expression , remplacer la molécule m pâr l’élément dm de la masse , et alors le moment d inèrtic sera donné par l’intégrale de l'expression f r*dm.
480. Pour premier exemple , cherchons le moment d’inertie d’une droite CB (figt^oo)par rapport à l’axe AZ , auquel lcFig.aoo. plan CAB est perpendiculaire.
Soit .IB = // une perpendiculaire abaissée du point A sur la direction de la droite, et BP ~x la distance du poiat B à un point quelconque de cette droite, nous aurons
PA1 = (A* -f- x*).
C’est cette expression qu’il fatït multiplier par l’élément dm du corps. La masse , dans ce cas-ci , étant une ligne droite , n’a d’étendue que dans le seul sens de B en C ; par conséquent dm sera la différence infiniment petite dx qui existe entre les abscisses consécutives x — BP et j|~f- dx == BP\ Ainsi , en multipliant dx par h* on aura pour le moment d’inertie de la
ligne droite CB , »
+ x’} dx zr A’x -f- ^ C.
On déüerminera cette intégrale de manière que la droite soit comprise depuis le point B ou x= o, jusqu’au point C ou x .= a ; et le moment d’inertie de la droite BC sera 1
Déterminons encore le moment d’inertie de l’aire d’un
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Fig.aoi. cercle CBD (fig. 201) par rapport à un axe AZ qui passe- rait par son centre et qui serait perpendiculaire à sa surface.
Soit m un point quelconque dont nous représenterons la distance ruA à l'axe par x ; les surfaces des cercles décrits avec les rayons x et x-\-dx auront respectivement, pour expressions " ' ■ - . » . •
xx* et 3r(x -f- dx)2. ' . *
La ' différence de ces surfaces, en négligeant les infiniment petits du second ordre , sera ixxdx. Cette expression représentera une zone élémentaire dont tous les points seront distans de Taxe fixe, d’une quantité égale à x; par conséquent, en ! multipliant par x1 cette zone élémentaire , nous aurons inx^dx pour la différentielle du moment d’inertie cherché. Prenant l’intégrale depuis x — q jusqu’à x — a, noustrouverons xa^ pour le moment d’inertie du cercle décrit avec le rayon q autour de l’axe des x.
Ces exemples suffiront pour faire concevoir comment la détermination des momens d’inertie peut toujours se ramener à de simples problèmes de calcul intégral ( note douzième).
482. Lorsque l’on, connaît le moment d’inertie d’un corps à l’égard d’un axe qui passe par son centre de gravité , on peut déterminer le moment d’inertie de ce corps par rapport à on autre axe parallèle au premier.
Fi(j.2M. Pour cet effet, soient GF et CK (fig. 20a) deux axes parallèles dont le premier passe par le centre de gravité G du corps ; plaçons au point G l’origine; prenons l’axe GF pour celui des z, et menons par un point quelconque m du corps , un plan wKF parallèle à celui des x , y ; Ce plan rencontrera les axes GF et CK en deux points F et K, et les distances du point m à ces axes seront mesurées par les droites /nK et mV, que nous appellerons r et r. Abaissons du point m la perpendiculaire mE sur le plan des x , y. Il est évident que les triangles ECG, /wKF seront égaux, comme formés par des côtés paraHèlq6. Ainsi, nous
GC' = GD' + DC*, GE1**— GP1 -+- PE
D’uue autre part, considérant la droite CE qui passe par deux |w>ints dont les coordonnées sont respectivement x, y et » , G ; la valeur r de CE nous sera donnée par l’équation
ou en développant,
r* = x1 + j* — •}. x — 2 Gy -f- a* -p- ;
réduisant au moyen des équations (33g) , celle-ci deviendra r* = r'1 — 2tfX — 2 Gy -f- r/J ; multipliant par dm et intégrant, on trouvera f r*dm — f Y*dm — 2 -jfxdm — 2 Gfydm -J- a* J dm . . . (3/Jo) :
les expressions fxdm et /y dm qui entrent dans cette équation sont milles : c’est ce qu’il est facile de démontrer par les considérations suivantes. Soient x et y les coordonnées d’un élément dm de la niasse M : les rooinens de cet élément par rap(>ort aux axes des x et des y seront respectivement y dm et xdm ; par conséquent les coordonnées xt et yt du centre de gravité de M se trouveront déterminées par les équations
Mx( = fxdm , M y, — fydm.
Or, dans notre cas, les coordonnées xl et v( sont milles, puisque
VY
le centre île gravité est à l’origine ; nous avons dont;
[xdm — o , fydm — «y./-* '
Réduisant l’équation (34o) au moyen de ces valeurs, et observant que fdm représentant la somme des èlomens de M, cette expression n’cst autre chose que M ; l’équation (34o) deviendra
fr'dm = fÇdm + Ma* ... (34 1);
fr'dm étant le moment d’inertie du corps M par rapport à l’axe UF qui passe par le centre de gravité, concluons que lorsque 1 on connaît ce moment d’inertie , on peut toujours déterminer le moment d'inertie fr'dm pris par rapport ù un autre axe CK dont la distance à l’axe GF serait connue.
En mettant l’équation (34 1) sous la forme
fr>dm = M + a1).
on est convenu, pour abréger, de représenter — —— par X*.
Ainsi, en adoptant cette notation, nous dirons à l’avenir que le moment d’inertie, pris par rapport à un axe quelconque, sera donné par la formule
fr*dm — M (X* -f- a*).
Du mouvement d’un corps qui se meut dune manière quelconque autour d’un axe fixe.
483. Supposons maintenant que différentes forces accélératrices agissant sur les points du système , le fassent tour- Fig. ao3. ner avec un mouvement varié autour de l’axe fixe A z (fig. ao3J; chaque point m décrira autour de l’axe fixe, un cercle mno qui sera perpendiculaire à cet axe, et le coupera en un point C. Soit <p la force accélératrice qui agira sur m , et £ l’angle TwP qu elle formera au point m avec l’élément du cercle mno. Nous pouvons décomposer ç en trois- forces : la première pa-
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r allèle à l'axe fixe, et qui, par conséquent, sera sans effet ; la seconde dirigée suivant le rayon mC, et qui sera détruit* *? par la résistance du point C ; la troisième dirigée suivant l’élément de la courbe , et qui aura pour expression ç> cos Cette dernière sera la seule composante de <p qui tendra à faire mouvoir le point m autour de l’axe Az.
Nommons a la vitesse angulaire qui a lieu au bout du temps f, et r la distance Cm de la molécule dm à l’axe de rotation ; la vitesse de dm, au bout de ce temps, sera exprimée par ru, art. 475, et dans l'instant dt , cette vitesse s’accroîtra de celle qui lui sera imprimée par la force accélératrice. Or si ce mobile était libre , la force accélératrice p cos S lui communiquerait, dans l’instant dt, une vitesse représentée par ^cos^.c/r (*); par conséquent l’élément dm , à l’expiration du temps t -f- dt, s’échapperait suivant la tangente à la courbe avec une vitesse égale à cos $ . dt ; mais comme dm est lié au système , sa
vitesse effective, au bout du temps t-\-dt, n’est exprimée que par ru -j- rdu. Ainsi , dans le temps t -f- dt, la quantité de mouvement effective de dm est (ru rdu) dm. Ce que nous disons de dm pouvant s’appliquer aux autres molécules , il faudra que les quantités de mouvement
2(r*-|- <p cos dt) dm ,
d’après le second énoncé du principe de d’Alembert, soient mises en équilibre ]>ar les quantités de mouvement
2 ( r» -f- rdù ) dm ,
(*) II faut sa rappulor que , quelles que soiont la vitesse dv et la forte accélératrice y, on a en général , art. 09;,.
dv
> ^ d’où l’on tire dv = $dt :
Ainsi, lorsque In force accélératrice est y cos/, nous avous donc ûusm f cos / . dt f*>ur l’accroissement infiniment petit de la vitesse.
prises en changeant leurs directions , c’est-à-dire en les regardant en général comme si elles agissaient dans un sens contraire à celui du mouvement du corps; sauf, si le cas l’exige, à changer ensuite le signe des forces qui n’agiraient pas dans le même sens que les autres.
Or, pour que ces deux sortes de quantités de mouvement, dirigées en sens contraires, Se fassent équilibre autour d’un axe fixe , il faut que leurs momens , pris par rapport à cet axe, donnent des produits égaux; et comme les forces agissent suivant les élémens des cercles décrits par les points matériels , ces forces sont censées perpendiculaires aux rayons des circonférences décrites par les élémens : il suit de là qu’il suffit de multiplier les expressions précédentes par ces rayons, pour avoir les momens cherchés. Formant les équations des momens, on aura
2 (r3* -f- rp cos i .dt) dm — 2 (r1* -f- r'd») dm , équation qui se réduit à
Irp cos i'. dxdm — Y.r3dndm . ; . (342).
Le temps dt et la vitesse angulaire dt> étant les mêmes dans tous les termes, on peut les mettre en dehors; et comme on a à sommer une suite de quantités infiniment petites , on pourra changer 2 en /, et l’on obtiendra
defrp cos S', dm = d*fr*dm :
on tire de cette équation
dv frp cos i~.dm
fr-dm (343)'
Pour effectuer les intégrations indiquées, il faudra que , outre la position des différens élémens du corps , on connaisse par la nature du problème , la force accélératrice qui agit sur chaque molécule , ainsi que la direction i' de celte force : c’est ce que nous allons examiner maintenant.
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Du Pendule composé.
484- Le pendule composé est un corps ou système de points matériels qui , étant soutenu par une droite inflexible AS (fig. 2o4), fait des oscillations autour d’un point fixe A. Dans ce Fig. suj mouvement, les points matériels m, m' , m", etc., décrivent des arcs de cercle mn , m'n' , m"n", etc. , situés dans des plans parallèles, et dont les centres sont sur un même axe horizontal KL perpendiculaire à ces plans.
Ainsi , lorsque le mobile CED ne serait soutenu que par le point A , nous pouvons toujours imaginer qu’il se meut autour d’un axe fixe KL.
485. Rapportons maintenant le mouvement du pendule composé à trois axes rectangulaires Cr , Cy, Cz (fig. 2o5). Fig. a»'> Supposons que ces deux derniers soient dans un plan horizontal ; alors l’axe des x sera vertical , et par conséquent le plan des x, y le sera aussi.
La force accélératrice , pour tous les points du système, étant la pesanteur, nous aurons
i p — q>'-=q>" — p'“ etc. = g.
La force qui sollicite la molécule m se trouvant donc parallèle à l’axe Cx, nous pouvons représenter l’intensité de cette force par la partie mg de sa direction ; alors l’angle J* sera égaf à T mg , et si l’on mène la perpendiculaire /«D sur l’axe Cx , comme les angles C/nD et T ni g sont l’un et l’autre complémens de TVnD , ces angles seront égaux , et l’on conclura que CmDr=J'; par conséquent l’équation
D m= Cm cos C/nD
deviendra
Dm z= Cm cos i ,
ou plutôt
, ■ ’ y =3 z r cos<L
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La valeur de cos ï donnée par cette équation , et celle de <p étant mises dans l’équation (343) , nous obtiendrons
d» __fsrdm
dt fr'dm ’ ou , parce que g est constant , on aura
^ _ ëfïdm
Jr-dm K h
dt
Observons queyr/w étant le moment de l’élément dm par rapport à l’axe des x , si nous appelons y, l’ordonnée du centre de gravité par rapport à cet axe , et M la masse de tout le système , nous pourrons remplacer fydm par M y, , et notre équation deviendra
de _ gMj,
i;-j?dm"- (344)-
Enfin , fr*dm étant le moment d’inertie par rapport à l’axe A 2, ce moment, art. 48a, peut être représenté par M (41 Substituant cette valeur dans l'équation ( 343), nous aurons
_ gr,
dt k'-+-ax
486. Nous avons vu, art. 48a, que dans l’expression M ( k1 -f- a1) du moment d’inertie, a représentait la distance CG Fig.aoa. (.%• aoa ) de l’axe CK. à l’axe GF qui passerait par le centre de
(* Pour mieux concevoir comment on a le droit de mettre g en dehors, si nous remontons à l’équation (34a), nous verrons que 9 qui représente g dans cette équation, devient un facteur commun il tous'lrs termes renfermés dans son premier membre, et qu’alors il est permis d’écrire ainsi cette éq’uation ,
tpXr COS idldm — Sr'dadm.
f peut donc aussi se mettre en dehors dans l’équation (SCfl)-
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gravité. Or, dans le mouvement du corps, le centre de gravité, comme tout point du système , étant assujéd à décrire un arc de cercle situé dans un plan perpendiculaire à l'axe fixe , si l’on représente ce plan par .rCL ( fig. ao6), le rayon du Fig.ao6. cercle décrit sera CG = a , et l’ordonnée DG deviendra celle que nous avons désignée par y, ; par conséquent , d’après la propriété du cercle , nous aurons
X,= V 2axt — x*.
D’une autre part, si nous appelons s l’arc décrit parle point
G, la vitesse de ce point sera Or , nous avons vu , art. 475,
que la molécule située à une distance r de l’axe fixe , avait pour vitesse r* ; d’où il suit que la vitesse du centre de gravité sera exprimée par au. Ainsi nous aurons
ds
a* = dt'
et par conséquent ,
ds
adt *
substituant dans l’équation ( 345 ) ces valeurs de u et de y, , nous la convertirons en
_ gV ?.aæ ~
adt *
487. Pour intégrer cette équation, nous multiplierons ses deux membres par ttads , et nous trouverons
ds1
dt*
ou
*z= — ds y 1 ax — x*' ■ • {346), -
J k2 + <ïj * ‘ ‘ >\
On ne peut déterminer l’intégrale' renfermée dans le second membre de cette équation , que lorsqu’on a exprimé s en fonction de xf; c’est à quoi l’on pàrvient au moyen des équations
ds — }/ dx2 + dy 2 , y;= \/ iax/ — .r/,
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Ct Cil opérant comme dans l’art. 365 , on trouvera
adx.
ds — —
2 ax, — x }
substituant cette valeur dans l’équation (346), nous obtiendrons
_ P ia'g ,
’,=-/îq£i*..
et en effectuant l’intégration indiquée , nous trouverons
Pour détertainer la constante, soit EB = b ce que devient xJt lorsque la vitesse v est nulle ; l’hypothèse de r — o et de x, ~ h nous donnera
-xa'gb
et par conséquent l’équation (347) deviendra ds 1 2axg
v‘, ou — =• - — (b — j.) ;
dt '
d’où l’on tirera
dt—
ds
r ffe
Cette équation s’intégre facilement dans le cas où les oscillations sont très petites , ainsi que cçla a lieu ordinairement ; car, en
mettant pour ds sa valeur qu’on obtient en effaçant
xt comme très petit devant 2 a , dans la valeur
Jfi- V
.Oiaifee^ov^gOflic
jf ■un V9
ta
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l'équation (348) deviendra
r dx,
et l’on pourra la mettre sous la forme
«fcc.
En comparant cette équation à l’équation (a32) , page
228 , on voit qu’elles ne diffèrent que par la partie ^de l’une, , , k* n2 T,
qui dans l’autre est remplacée par — . Il en sera donc de
même des intégrales de ces équations dans lesquelles le^constantcs se déterminent par la même condition de t =: o quand
x = b. Par conséquent, si nous appelons / la longueur d’un
pendule simple, c’est-à-dire si la constante^ de l’équat. (23a) «:st ici remplacée par — , et que l'on détermine l par la condition
le pendule simple et le pendule composé feront leurs oscillations dans le même temps. L’équation précédente nous donne alors
Ainsi , par cette formtde , on peut toujours trouver la longueur du pendule simple, qui ferait ses oscillations dans le même temps que le pendule composé.
489. Si , à une distance / de l’axe de suspension , on mène à vt axe AB(fig. 207) une parallèle EF, cette parallèle aura la Fitf. 107.
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propriété que tous les points qu’elle renfermera feront lents oscillations comme s’ils étaient libres; car, d’après ce qui précède, on voit que ces points sont autant de peudules simples qui agissent simultanément. On les appelle centres d'oscillation , et la droite EF est Y axe d'oscillation.
4qo. Les axes de suspension et d’oscillation sont réciproques; c’est-à-dire que si l’on prend l’axe d’oscillation EF (fig. 10’]) pour axe de suspension, l’axe d’oscillation se trouvera à une distance MX égale à CD.
l’ourle démontrer, nous avons vu, art. 4^8, que la distance CD de l’axe d’oscillation à l’axe de suspension était donnée par l’équation
Mais si l’on prend l’axe EF pour axe de suspension , le corps changera de position ; car EF est une droite déterminée dans ce corps; et comme nous ignorons si le nouvel ;>xe d’oscillation passera encore à une distance MX = CD de EF, représentons cette distance inconnue MX par l', et par a' la distance du centre de gravité à EF ; nous aurons , d’après la nature du centre d’oscillation ,
Cela posé, l’équation (35o)nous montrant que / surpasse a , il s’ensuit que le centre de gravité, doit être comprjs enlre les axes de suspension et d'oscillation ; paç conséquent , il existera entre a et a' la relation
nous tirer*
•ons Mit
e cette équation
'as
•’rf xtt j*
Au ntoyen de cette Valeur, l'équation (5Si) deviendra’
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D’une autre part, l’équation ( 35o) nous donne
on peut donc changer la valeur de l' en
et en divisant tous les termes par — , on obtient
par conséquent , lorsque EF est pris pour axe de suspension , l’axe d’oscillation KH passe à Une distance MX de EF, quiest précisément la même qui séparait les deux axes AB et EF.
Du Mouvement d’un corps libre dans l’espace.
491- Lorsqu un ct)rps ou système de corps se meut librement dans 1 espace , et que le point m du système s’est transporte de m en m' (fig. 208), si les autres points du système ont changé de position , comme ils sont tous liés invariablement au point m , ils n’auront pu prendre cette nouvelle position que par un mouvement de rotation autour du point m , mouvement qui se sera effectué dans le trajet que m aura employé à parvenir de m en ni'. Si ce mouvement de rotation n’avait pas eu lieu, le corps se serait transporté parallèlement à lui-même. On peut donc concevoir le mouvement d’un corps comme composé de deux autres, l’un qui transporterait toutes les molécules du système parallèlement à elles-mêmes, et I autre qui leur imprimerait un mouvement de rotation autour
fil™, de Mècaniij ue.
du point, m. Dans ce mouvement de translation, le point m n’étant pas affecté du mouvement de rotation , conservera sa vitesse primitive. C’est en vertu de cette vitesse que si le mouvement de rotation, introduit par cette hypothèse, n’eût pas eu lieu , tous les autres points du système se seraient mus en ligne droite dans l’espace.
Le point m , autour duquel on suppose que tourne le système , étant donc arbitraire , nous prendrons pour ce point le centre de gravité , parce qu’en général il jouit de plus de propriétés que les autres points du système.
492. Le problème se réduisant à déterminer ces deux sortes de mouvement, le principe de d’Alembert nous servira d’abord à trouver les équations du mouvement du centre de gravité. Pour parvenir à ce but , décomposons toutes les forces accélératrices qui agissent sur une molécule dm en trois forces X, Y, Z, parallèles aux axes coordonnés; les vitesses imprimées à dm , dans l’instant dt, seront Xdt, Y dt , Z dt-, par conséquent nous aurons pour les vitesses imprimées au bout du temps t-\-dt.
+ Xdt,
A f’ egard des vitesses effectives, au bout du même temps elles seront
dx ,dx
dï + ddï’
dt
dy
dt’
par conséquent nous aurons pour les quantités de mouvement perdues par dm au bout du temps t-\-dt ,
f\dt — d — ^ dm ,
Çidt — d^dm, (7d<-dÿ^dm.
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Ce que nous disons de la particule dm pouvant s’appliquer à toutes les autres , si nous rassemblons les composantes du système qui agissent suivant Taxe des x, la somme des quantités de mçuvement perdues dans le sens de l’axe des x , sera exprimée par
J" (%dt — d — ^ dm. . . (353).
De même , les sommes des quantités de mouvement perdues parallèlement aux d#ix autres axes , seront respectivement
f (y* — d^l)dm • ’ • (354)>
f(lA — d—^dm... (355).
Or , dans le mouvement du centre de gravité en ligne droite, il suffit, pour établir l’équilibre, que les trois sommes de toutes les composantes^ es forces ou quantités de mouvement parallèles aux axes, soient nulles séparément; car alors l’un des points du système ne pourra se mouvoir en aucun sens , et l’équilibre s’introduira nécessairement dans le système. Ainsi , en égalant à zéro les expressions (353) , (354) et (355) , nous établirons la condition que le système ne peut se mouvoir en vertu des quantités de mouvement que nous ayons déterminées ; ce qui nous fournira les équations •
f(^dt ~ d dm — «»
^Oïdt — d dm = o,
/O - d %) dm = oj ( 1
on en déduit
dynamique.
fÿ'dm .=/*"-) fÿ dm = f Mm.)
Pour exprimer ces équations en fonctions des coordonnées xA y t et z/ du centre de gravité) nous avons, par les propriétés de ce Centre ^ , m
Mx, = fxdm, Uy, = fydm, Mz/ ~fzdm ;
différentiant deux fois de suite ces équations par rapport au temps , nous regarderons M et dm comme des constantes , puisque, lorsque le temps et l’espace varient, le corps en se mouvant est toujours censé conserver la même forme; ce qui fait que M et dm restent dans le même état. En opérant ainsi , nous obtiendrons
tPx, fd'x
u*r = .l W- dm'
dt* J dp
ePt. P d'z M —— = / — dm-,
dP J dP
combinant ces équations avec les équations (356) , nous trou-
dP J
dt' ■ J
Ces équations déterminent le mouvement du centre de gra-
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vite du oorps M ; car , étant intégrées, elles nous font connaître les vitesses , ~ du centre de gravité parallèlement
à chacun des axes. • -
4g3. Les équations (357) nous donnent les moyens de démontrer une propriété remarquable du centre de gravité. Pour cet effet, soient X,, Y,, Z, , les composantes de la résultante de toutes les forces accélératrices, nous avons
MX, = /Xdm , MY, = fYdm , MZ, = fZd/H ;
éliminant la partie intégrale entre ces équations et les équations (357), on obtiendra
tL — Y -Z !
<Ù‘ ~ dP
= Zr
Or, si toutes les forces motrices étaient immédiatement appliquées au centre de gravité parallèlement à leurs directions , elles auraient pour composantes X,, Y,, Z,, et leséquations du centre de gravité, qui se trouveraient celles d’un point matériel, se détermineraient par leséquations ( 1 8q), art. 33o, et seraient précisément les mêmes que les équations (358) ; d’où il suit que le centre de gravité se meut comme si toutes les forces du système lui étaient immédiatement appliquées.
/[(){• Pour déterminer les équations du mouvement de rotation, nous considérerons le cas le plus fréquent du problème général : c’est celui où le corps est uni par une force accélératrice qui ne passe pas par te centre de gravite ; alors en menant par le centre de gravité G ( fig. 209) une perpendiculaire GL jq(, JOg.' sur la direction de la force accélératrice, la force MN tendra à faire'tourner LG autour du centre de gravité G, et fera décrire «• au point L le cercle LKH; ce point L, en tournant, imprimera donc au mobile un. mouvement de rotation autour d’un axe qui serait perpendiculaire au plan du cercle L11K, et qui passerait par le point G. Cet axe étant fixe, nuits pouvons déterminer le
mouvement de rotation autour du point G ; car soient v la vitesse
imprimée an centre de gravité par la force accélératrice, Q la perpendiculaire GL , M la masse du corps , et f r*dm son moment d’inertie, la vitesse angulaire sera donnée parla formule
. ••■•... - _ vMQ
. ' • . •. ‘ “.T fridm ’
te moment d’inertie étant pris par rapport à un axe qui passe par le centre de grayité, se réduira à MA*, et l'équation précédente deviendra
’• pQ 'J
telle est l'équation qui déterminera la vitesse angulaire , lorsqu’on aura calculé la vitesse v du centre de gravité au moyen des équations (35q), modifiées convenablement pour ce cas.
Equations générales du mouvement d’un système quelconque de corps) principe général des aires , et application de ces théories h la position du plan principal.
4g5. Soient p, p',p", etc. , les vitesses qui animent différens points matériels d'un système, les quantités de mouvement gagnées ou perdues seront mp, m'p' , m"p", etc. ; par conséquent, elles devront se faire équilibre en vertu du principe de d’Alcmbert : ces quantités, de mouvement pouvant être considérées comme des forces appliquées aux points m, né, m*, etc. , seront donc assujéties à remplir les conditions générales de l'équilibre des corps. Or, ces oonditions, lorsqu'il n’y a aueun point 'fixe dan« lé système, donnent lieu à six équations, comme nous l'avons vu dans la Statique.
Ainsi, en menant par chacun des points du système, trois axes parallèles atix axes rectangulaires coordonnés, les eomposantes
de mp seront mp cos *. , mp cos C , de m'f>' seront m’p' cos x' , m'p' cos C , de m"p" seront m"p" 00s tn"p“ ros f* , etc. ' etc. eto.
mp cos y , m'p' cos yr.
m"p" coS y etc. > ' ’•
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Par conséquent, nous aurons pour équations d’équilibre
lmp cos* = o, lmp cosC =a o, , ïmp cos y = o. . . (35g) ,
lmp (x cosC Xmp (« co s * lmp ( y cos y
-a- y cos*) sa o,
— x cos y) s o, .... (36o)-
— c cosC) as o. ’ t
4g6. S’il y a un point fixe dans le système , les équations (33g) cessent d’exister, art. i3i , et les équaiions (36o) seront suffisantes , pourvu qu’on place l’origine à ce point.
497. S’il 7 a deux points fixes, on mènera une droite par ces deux pointa , et , la prenant pour axe des 1 , il suffira de la première des équations (36o) pour établir l’équilibre, art. i3» et i33. »
498. Nous n’avons indiqué les Vitesses perdues que par les signes généraux p,p p", etc.; il s’agit maintenant de les exprimer en fonction des forces accélératrices qui sollicitent les différons points dp système.
Pour cet effet , ne considérons d'abord que le point m , et supposons qu’on ait réduit toutes lès forces qui agissent sur ce point & trois forces accélératrices X , "Y , Z , respectivement parallèles aux axe»Coordonnés , la vitesse du mobile suivant l’axe des x, au bout du temps t, sera,
’ dx ,
art 294 et 293, — } par conséquent, cette vitesse, au bout du temps
\ , dx dx * i
t + dt, deviendra - — h «f.— : telle sera la vitesse effective du point m.
dt dt ^ •
Mais si, à l'expiration du temps t , le mobile m était entraîné par la force accélératrice X , cette force imprimerait, dans l’instant dt, au point matériel m, une vitesse exprimée par Xdt, article 098, donc dx'
- - -f- Xdt exprimerait la vitesse du mobile, dans l'hypothèse où il serait libre à l'expiration du temps dt qui succéderait à t; par conséquent la vitesse;perdue ou gagnée étant égale à cettedernièro vitesse , moins la vitesse effective, aura pdur expression ^ ", 1
dx
dt
„ . (dx , itx\
dx
Ainsi , en réduisant , on aura Xdt — d. — pour la vilesso perdue ou
tu
gagnée par le point m, dans la sens des x, au bout du temps t-f- dt En multipliant cette vitesse par la massn m ; on voH donc qu«-, . u . .
- («-•'£) exprimera la quantité de mouvement perdue on gagnée
dynamique
par le point m dans Je sens des x ; par couséquen t on aura . <yf mp cos * ' =? m (x* — Î5V ; . . (36i*.
En considérant ensuite Je mouvement du point m, suivant les deux autres axes, on trouvera de même
■c "V» cosC *+(y* - ÏQ... (36a) f ' ;
"V coS> — m ^Z* — . . . (363).
J3ti formera des quantités analogues pour les autres points m' , m“, "i , etc.; et en comprenant toutes ces quantités sous le signe 2 les l35^ et (36°) deviendront,, au moyen dca équations (36i), (36a)
2mfe:=:SmX, Zm^=-ZmY, = - (364),
T rn f -r/1\ v ^
= lin (xY — rX)
= 2m (rX — xZ) > . . . (365).
= 2m (>Z — xY)
dt *
fad?x • —
dt*
Çjd’s —
Zd'jr)
dt *
Tejl^s seront, dans toute leur généralité, les six conditions nécessaires pour le mouvement d’un système quelconque de corps.
499. Les expressions xY — j^-X, sX — xZ , ,rZ — xY , qui entrent dans les seconds membres des équations (365) , sont nulles lorsqu'il n entre aucune lorce accélératrice dans le système , ou lorsque ces forces tendent vers l’origine, ou enfin lorsque les points matériels des corps m, m ,m , etc. , ne sent soumis qu’à leur action mutuelle. Dans le premier cas, le» forces accélératrices n’existantpoint, lo mouvement du système ne peut provenir que d’une impulsion unique , 'otles forces accélératrices étant nulles, il en est de même de leurs composantes , ce qui nOHsdônne
et les soconds membres des équations (365) s’évanouissent.
500. Les seconds membres sont également nuis lorsque les forces accélératrices tendent vers le point que nous avons pris pour origine des cordonnées. En effet , nous avons vu , art 336, que lorsque le centre
Fig-|65. *65) necoïneidait pas avec l’origine A, si l’on représentait par a,
b, c les coordonnées dù centre d’attraction , et par p, p', p", etc., se*
«. Qiqüze
>gle
EQUATIONS GENERALES DU MOUV. d’lN SYSTEME. 3tLQ ■listanccs au point M , les composantes des’ forces accélératrices P, P7, P", etc. , dans le sens des axes coordonnés, étaient
_ p Cr - »)
Cr'- *)
(r*— IV
.rü-z-ù
etc..
PY
etc. ,
Px pr p* px‘ py
à la place de X, de Y , de Z, de X', de Y', de Z', etc., dans les tupressions * '
xY — yX, *X — xZ, — xY, x'Y' - y'X', etc. . . (366),
on verra que toutes ces quantités se détruisent. Par conséquent, lorsque les. forces accélératrices sont dirigées vers un centre attractif pris pour
origine, les quantités (366) devenant nulles , las seconds membres des trois équations (365) s’évanouiront.
5oi. Il en est de même lorsque les points matériels ne sont soumis à aucune autre force accélératrice f|ue leur attraction mutuelle. En effet, écrivant ainsi les seconds membres des équations (365), »
m (xY — rX) 4- m' (x'Y'— y'X') 4- etc,,
m (sX — xZ) + m' (s'X' — x'Z') 4- etc.
m (yZ — zY) 4- ni' (y'Z' — s'Y') 4- etc
en considérant deux h deux les points matériels du système, il est évident que la force raotriie exércée par le fioint m sur le point m', est égale & la force motrice exercée par le. point m' sur le pointm. Par conséquent , en nommant X , Y , Z; X‘ , Y' , Z', etc, , les composantes des forces accélératrices P, P', F', etc., nous aurons
nt'X' = — mX , m'Y' = — «Y, m'Z'= — mZ;
- Yï
«ttiikr. t.-i'
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éliminant X' et Y' uu moyen de ces valeurs , la première dus expressions (.I67) deviendra
mY (j — *') — mX(r —S)-- ■ (368)';
mais la force motrice dont X, Y et Z, sont les projections , étant rcpre-* senlée par P, et la distaocedes deux points m et m' par p, dn aura pour les cosinus de l’angle formé par cette force avee les axés des x , des y et des z,
Le qui donnera
Substituant ces valeurs dans l’expression (368j,fon obtiendra
• mP (r ~ - r *\y -y’y
quantité évidemment nulle, par son identité.
On prouverait , par le même moyen , que toutes les autres quantités qui composent les expressions (36?) se détruisent également; d’où il résulte que, dans le cas où les points ni, m' , m" qui composent le système, ne sont soumis qu’à leur action mutuelle j les seconds termes des équations (365) se détruisent; et comme cela a lieu indépendamment du choix de l’origine, il en résulte que cette origine peut, dans ce cas, être placée en quelque endroit que ce soit.
5oa. Lorsqu’un des trois cas qu’on vient de considérer aura lieu, les seconds membres des équat. (365) s’évanouissant, elles seréduisent h
1m (xd'jr — yd'x)
1m (zd'x — xd'z) -,
. ~dT' “ Q’
• 1m (yd'z — zd'y)
rf<» . — ° ’ ’
les quantités qui sont entre parenthèses étantdesdifférentielles exactes, ces équations peuvent se néettre sous celte forme
Imd (trdy — ydx)
Imd'lzdx- — xdz) '
^md {jdz — 2,'dr)
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Par conséquent , en nommant à, a.’ , a“ les constantes arbitraires, tes équations auront pour intégrales , "
- , . ■ 2m (jr«ir — ydx)*=t adt, \
2 m {fdx — xdz) m; a'di, J. ; (369).
2 m { ydt >— $4?) = a."dt. I
5o3. Pour savoir ce#que signifient ees intégrales, menons les trois axes coordonnés Ax, Ay et Ai (ftg.'aio) ; nommons AP = x, l'Q — y , et Fig. 210. représentons par AQ = r la projection du rayon vecteur Am sijir le plan desx,.y, eppar 6 t’angle formé par AQ avec l’axe des r; Parc infiniment petit QQ' décrit avec le rayon r étant dans le rapport do r à l’unité avec l’arc 8 qui est décrit par le rayon 1 , aura pour valeur rdB , et le triangle APQ, rectangle en P, nous donnera .> <, ■
x = r cos 0 et y = r sin 8 ; difiërentiant , on obtiendra
dx •= — tr sin Bd6 ■+■ cos 8 dr, dy = r cos OdB -+■ sin Ode.
Substituant ces valeurs dans l’expression .r dy — ydx , nous trouverons {xdy — ydx) = r’ dB = 3 (•J r.rdB) = 3 air a QAQ' ; par conséquent
m {xdT —-ydx) = om {aire QAQ').
En formant des produits analogues pour toutes les masses m' , m", m", etc. , nous trouverons que la quantité 2m (xdy — ydx) se compose rie la somme des produits des masses m, m' , m1', etc., par le double des surfaces élémentaires qui , telles que QAQ' , sont engendeées par le mouvement des projections des rayons vecteurs Am* Am', Am", etc., pendant lé temps dt.
5oj. Si l’on intègre dp nouveau les équations (36g), on trouvera ,
. /2m {xdy — ydx) = al -f. b ,
1 f"Sm {idx — xds) — t/l -f- b' ,
/2m {idy — ydi) =3 ç"t / i";
mais , comme le temps commence avec la surfaçe , les constantes If, b' , b", sont nuHcs , et cas équations sp réduisent ij
/2m {xdy — ydx) =•= *«; ‘ J
/2m ( idx — xdz) — a' t, \... (dyo).
t .■ . /2m ( idr — yJi)xn <É't. j. •
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Ces équations noua disent <fue les produits des masser par les projections des aires qu’engendrent dans leurs mouvement les rayons vecteurs , sont proportion uels au temps employé à parcourir ces projections.
Cet énoncé renferme le principe1 Üe la conservation des aires dans sa pluï grande généralisé. . r ' v * * ' * •
505. Le système que nous Tapons de considérer est supposé libre; mais s’il renfermait uo point fite, les équations (365} ne pourraient
» "Subsister qu’en plaçant l’origine à ce pbint; il en sera de même des équations ($70) qui proviennent de cellcs-ci. Ainsi , lu principe des aires perd dans ce caçde ça généralité, et ne laisse plusj’oçi^ine à notre • disposition. " . . • , .
506. Au reste , il est facile de’ Rassurer que lorsqu’il y a "un point fixe pris pour origine , les seconds membres des équaliouè (365) s’évanouis-
ig. a ■ 1. sent. En effet, si Ton représente par A r (fig. an) la force qui, du point A, agit sur m, les composantes de A r seront
A/J=X, pqz= Y, ÿr= Z;
et le point m ayant pour coordonnées
AP = ±, PQ=.r, Qm = *,
si l’on compare les triangles rectangle» APQ et AmQ aux triangles rectangles A pq et A rq , on aura les proportions
ou
A,. : AP :: rq : pq A? : aq ::
d’où 1
on tirera
V ■ mQ>
xY — yX o , çX — x'/j m O, .rZ — zY = o.
De' pareilles équations devant avoir lieu pour’les autres points ni , ni' , m” , etc. , 0% aura
■y-n> (xy —y X) =i o ,* Sot (zX -, xZ)f= o , t Xnt ( yZ — *ï) r— d ; /
Ce qui montre que, dan, ce cas , lé principe des aijes a encore lieu.
« .'107. S’il y a deux points fixes , nous avons vu, art. i3a et 133, qu’une Seule des équations (ÿo), page 71 , était satisfaite ;il cri sera donc de môme des équations (365)f : alors une seule des trois équations (36g) aura lieu , ce qui réduira le principe dés aires it n’exister que pour un des plans coordonnés. . -
$08. Si Pon a égard aux modifications que' nous avons indiquées,
PRINCIPE GÉNÉRAL ,DE LA CON9ERV. DU CENTRE I*K GRAV. 333 art. i55, les quantités que nous avons dépommées, art. i53, A, BetC, uefepresenteront plus la somme <les projections, mais bie^rla somme des momens-pris paT rapport au plan principal ; ces quantités ne seront donc autre cliose que celles qui ont été désignées par a , par v' et par a", dans les équations (370). ïap conséquent, la somme des projections sur le plan principal, donnée parles équations (82), page 80, sera ici
■ /\im{ydz—zdj)y [2m jzdx — xdrT]» f 2m (xcjy — ydz)] '
V 'A\. 4t* . ’+‘ dn
Pour simplifier, représentons l'expression précédente par
et remplaçons de même les fonctions A, B- et C des équations (84), page 81 , par par a' et par a, on aura pour déterminer les cosinus du plan principal arec les plans coordonnés,
V a* -f- a'» -p a'»’ # COS> = '
cos C 5= — ±7
y a’ ■+ a'* -fi a"» ’
Principe général de la conservation du centre de gravité ;
5og. La théorie du centre de gravité nous a appris, art 1 67 , qu’en nommant xjtyn t,, les coordonnées do ce centre , dans un système de corps mm, etc., on avait ■ - W
(m + m' -h m" -+- clc.jx, = 1111 + mV+ m"x“-f- etc;, t . •
(m -b m‘ + m"-t- etc.jr, == mr + nér'-p etc., !. . . (372 .
(m + m' -P m'4- etc.)s, =. nu -+■ m'z’-i- ,mY+ etc* J
Or, si l’on représente parvM la somme des masses , et que par 21 placé
devant le premier .terme. 4“ second membre fies équations (3^2) y on indique ce second membre , les équations (37a) pourront s’écriVc, ainsi :
Mx, = ïrai , ÎHjr, — ^rnr, Mx, — 2ntx. . . (îyâ).’
Cela pôsé, regardons les coordonnées x,, jrn x,j x, y j x', y> z \ xf ,y“ , etei, comme des fonctions du temps; et difléfentions Jeux fois de sinte l’équation Mx, = 2 mx , que nous mettrons sous cette forme f
Mr, rsz nu -f- niV -f- m*x" -f. etc. ,
les masses m,m' , m", etc., étant des constantes, nous obtiendrons
d%x d*x d * xn
■+• etc. j
ceuc équation peut, au moyen de notre notation" , être indiquée de la
sorte1: ' • • -*
df*
dt*
S io. En opérant de même pour les autres coordonnées, on voit qu’en général les trois équations (3^3), après avoir subi nos deux différentiations par rapport Üf, nous donneront
d’*, _ - d'x M d*r. __ d'r », d»a, . d*i dt% dl* ’ _ dla d<» ’ dl> dt»
Si Fon met à la place des*seconds membres de ces équations, leurs valeurs données par les équations (364) > nous obtiendrons (
M *r = 2'mX»
= mSl=2”>z;
nommant X/; Y,, Z,, les composantes de la résultante do toutes les forces accélératrices, on aura • *
MX, = 2mX , MY, = XmY , MZ, = ZmZ.
Au moyen de ces équations, .lès précédentes deviendront ' •
dix
dsy,
dt*
équation de même forme que les équations (184), page ig3, qui supposent les forces accélératrices appliquées à un point; par conséquent, de même que dans l’art. 4g3, on conclura que le centre de gravité doit se mouvoir conAie si toutes les forces accélératrices lui étaient immédiatement, appliquées. ’
•5i,i. Si les forces qui composent le système ne sont- soumises à d’autres forces accélératrices qu’i lçur attraction mutuelle, les équations
(.374) se t-éduisent à v
rf’x' — *o d'J‘ ' •' »
et > en le» intégrant deux fois dfe suite , ou trouvera d’abord » - {
dt
dt
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x^it+a', jT'^zbt + b't r,= cf-+-e';
et, en éliminant t , on obtiendra {
Ces équations étant celles d’une droite dans l’espace, on voitg(ue le mouvement du centre de gravité Sera rectiligne.
5ia, Si, de plus, les points matériels sont soumis h une force accélératrice constante qui agisse toujours suivant la même direction, on placera dans cette direction un des axes, celui des z , par exemple, et les équations du centre de gravité deviendront alors
dt‘
on pourra donc , compte dans les articles 4>8 et 4*9 > prouver que la trajectoire est une parabole.
5i3. Enfin , il est faeile de démontrer que si deux ou plusieurs corps du système se choquent pendant le mouvement du centre de gravité, la vitesse n’en sera pas altérée. En effet, l’expression générale dé cette vitesse, suivant les axés coordonnés, étant d’abord la première chose à obtenir avant que de voir ce qu’elle devient dans les deux hypothèses du problème , on déterminera cette vitesse en diffiérentiant les équations (3^3) par rapport au temps , ce qui nous donnera.
dy
Cela posé, si l’on nomme a, a', a!', etc. ,et A, A', A", etc., les vitesses des point? m, ni' r m", etc., avant et après le choc 5 et qu’on substilûe successivement çes valeurs dans la prcpiière des équatiohs (375), on aura •»
Xma = ce que devient M -j-' avant le -choc,
, • - 1 • dx - ' ’
2mA =. ce que devient M' — après le choc ;
ainsi, la somme des ' quantités de mouvement perdues à rin$lant du choc dans le sens des x , sèra Tma — 2mA- On trouvera de même que les sommes des quantités de mouvement perdues dans le sens des autres axes, sont respectivement - ' ' «
S mi — 2mB et 2 me — SmC j ’
Fig. ai a.
Fig.at3.
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etcdmmc, en vertu des équations (3 (>9), ces quantités de mouvement doivent so détruire, on a donc *
ïma — 2m A , ’Smb = XmB, 2mr = 2mC ; T
; ti '
♦ * v< , dx . r , (if
ce qui|>roiive que lçs valeurs de , de ét de — , c'est-à-dire les
vitesses du centre de gravité^ n’éprouvent aucune altération par l’effet
du cAc. “
5i4- Cette indépendance de l’action mutuelle des corps du sjstèmc, est ce qui constitue le Principe gén&al de la conservation du centre de granité. • '
Principe général' de la conservation des forcer Vices.
5^5- L’équation des vitesses virtuelles est , d’après ce qu’on a vu article a8a,
Vp -f- P * p -f- P "p" -f- oie. — ô j
mais Comme dans les derniers paragraphes, nous avons désigné les vitesses ordinaires par les lettres’ p, p' , p", etc., pour ne pas confondre avec ces vitesses les projection* dçs vitesses- virtuelles , nous indiquerons. cos projections de cette manière, Sp, Sp' , Sp”, etc., çt alors l’équation précédente deviendra ,.i
P dp ■+■ F Sp"-b P "dp" ■+■ etc. —o... (3j6). c
Nous nous rappellerons seulement qu'en représentant les vitesses virtuelles des points m, m , m" , etc., par les chemins infiniment petits mn, n/n', nf n", etc., que décrivent ces points, les quantités lp , îp’, Sp", eiçj, ne seront autre chose que les projections ml, m'V, m“l", etc. (fig. aia)7 des vitesses virtuelles mit, nf tf, m“n“, etc., décomposées suivant les directions des forces P, P’, '"'P", etc. N
5 1(>. Cherchons maintenant à exprimer les quantités Sp, Sp', Sp", etc., en fonction de leurs projections sur les aies coordonnés rectangulaires. Pour cela, soient Sx, ty et Sp lés projections de la droite mn sur ces trois axes; ces projections seront données par les arêtes ma, mb, me, d,’un parallélépipède- cba (fig. at3), qui aurait mn pour diagonale. Or, la projection ml Aê la vitesse virtuelle, étant représentée par Sfr, nous
avons évidemment < . t
* - . ' ip = mn cos Imn . , . (3, j) j " > ,
et comme ce cosinus dépend de ceux que forment avec les axes coor-
* Il «y
VT
<uir^
PRINCIPE GÉNÉRAI. DE LA CONSERV. DES FORCES VIVES. 337 donnés les droites mn et ml entre lesquelles l’angle Imn est compris , nous allons chercher les expressions analytiques de ces cosinus. Pour cet effet, en considérant d’abord ( fig. ai3) le cosinus de l'angle que .la Fig.aiî. droite mn forme avec l’axe des x , on verra qu’il est égal à
ma
mn
on trouverait de même que les cosinus des angles formés par mn avec les deux autres axes sont respectivement
mn
et
Si
D’un autre côté, les cosinus des angles que la droite mP fait avec les axes coordonnés étant, par hypothèse, cos « , cos f et cos y , on aura par la formule (74), page 77,
, Sx , Sy -, te
cos Imn — — cos x -f- — cos C -f cos y ;
mn mn mn 9 1
au moyen de cette valeur l’équation (377) deviendra
Sp — cos a. Sx -+• cos C. J'y -f- cos y .te. . . (378).
De même, en nommant <fx', S/ , Sz\ Sx", Sy ", te", etc. , les projections de mn , de mV, de m“n", etc. ( fig. ata), sur les axes coordonnés, Fig. ata. nous aurons encore
Sp’ — cos x’ .Sx' -+- cos C ’.sy -h cos y’. Si’,
Sp’ — cos x". Sx" cos C " . Sy" ■+■ cos y.".*",
etc. etc. etc. etc.
Outre ces valeurs, qu’il faudra substituer dans l’équation (37G), nous y remplacerons les forces P, P', P", etc., par les quantités de mouvement perdues mp , m'p', ni"p", etc., et en indiquant les expressions analogues par la caractéristique 2, nous aurons
2 (mp cos a.. Sx + mp cos C. Sy -f- mp cos y.Sz) = o. . . P79).
517. En ne considérant qu’une des quantités analogues' que comprend cette équation, celle qui se rapporte à m, par exemple, et qui est
mp coS x.Sx -f- mp cos C. Sy -f- mp cos y. te,
on reconnaîtra facilemcu^ue cette expression n’est autre chose que le produit de mp par l'accroissement de la vitesse p lorsque x, y et * deviennent x -f- Sx , y + Jp, s d-’tf*. En effet, si nous représentons la vitesse p par la droite mo (fig.’au),‘et par a, h, c, les coordonnées de son Fig.au. Êlém. de Mécanique . 22
MV
extrémité o, comme celles du point m sont, par hypothèse, x, y, *, la formulo de la distance de denx points dans l'espace (note de- l’art. 46, page -jo ), nous donnera ' ...
Pour tirer de cette équation la râleur de ip , il faudra changer x en r + /j, / en y + f/ cl < ens + ft, et supposer que p devienne alors P 4- ip; et, en élevant au carré, on trouvera
{p 4- ip )* — (x — a -f- iftr)* 4- {y*— b 4- iy'p -h (t — c -f- iz)1.
On déduit da cette équation la valeur de ip , après avoir effacé les infiniment petits du second ordre; mais cette opération revient à celle de la différentiation de l’équation (38o) , d’oïl l’on tire immédiatement, après avoir changé d en i,
ip =
iy
is.
Les fractions , , ,
qui entrent dans cette expres-
sion étant les cosinus des angles que la vitesse p, représentée par no, fait avec les axes coordonnés, comme cette vitesse fait partie de la droite mP, elle a done la même inclinaison ; par conséquent les cosinus sont les mêmes que ceux que nous avons désignés par cos g , par cos C et par cos y. Au moyen de cette dernière observation, on peut changer l’équation précédente en
ip = cosa.cfx cos C.iy 4- cosy-./r,
valeur qui nous fait retomber sur l'cquation (3y8).
5i8. Malgré cette identité de la valeur de ip, considérée comme projection de la vitesse virtuelle, et do celle de ip qui nous est donnée immédiatement par la différentiation, ne concluons point cependant qu'il n’y a aucune distinction à faire entre les accroissemens rfx, iy,is, tp et les différentielles dx, dy, de et dp.
Nous allons voir, nu contraire, que ces quantités ne sont égales qu’en certain cas. Pour cela, soit F (x, y , s, 1)= 0 l’une des équations du problème, si lo système reçoit un dérangement infiniment petit, et que t ne varie pas, il suffira de modifier les variables qui se rapportent à l’espace, c’est-à-dire de supposer quex, y, z deviennent x-f-ix, y 4- iy, z -j-iz; et si l’on retranche du nouvel état de la fonction son état primitif, en rejetant les infiniment petits des ordres inférieurs, on aura
f [(x 4- ix), + iy), (s 4- i*)] - F (x,y, s),
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pour l'accroissement do la fouction, c'est-à-dire une quantité de la forme suivante :
Mcfr ISJy Vtz,
niais si l'on différence la même fonction, et que le temps soit compris entre les variables, on parviendra & un résultat de cette forme
M<£r -f- N<fr -4- P dz -+■ Qdt,
et l'on voit qu'il ne peut y avoir identité entre les deux expressions, qu’autant que ( est constant ; car alors le terme Qde disparaît.
519- Le cas où le temps entre comme variable dans les équalions.d’un système, se rencontro, par exemple, lorsqu'un des corps est assujéti à se mouvoir sur une courbe ou sur une surface courbe, ou lorsqu'il est placé sur une courbe on sur une surface en mouvement , ou lorsque la vitesse est introduite dans l'une des équations par la considération du frottement ou d’un milieu résistant ; car cette vitesse, en vertu de l’équation (i5i), page 167, introduit l’élément de temps dt dans lo calcul.
5ao. Il suit de ce qui précède, lorsque t entre comme variable dans une équation, on ne peut admettre qu’on ail
tx — dx, Jy = dr , tz — dz.
Dans ce cas, le dérangement introduit dans le système n'est point celui qui lui succède immédiatement, cl qui est dans le chemin que lui fait prendre son mouvement; car ce nouvel état aurait lieu lorsque les coordonnées deviendraient x+dx, y + dy, z-hdz. En un mot, les coordonnées x -+- dx, y + dx, z -4- dz, se rapportent à l'ctat effectif du système au bout du temps' dt ; tandis que les coordonnées x -f- fx, y -f. Sy , z + fz, se rapportent à un des états très rapprochés de la position primitive que le système est susceptible de prendre au bout du temps dt , mais pourvu que la disposition mutuelle des corps ne s’y oppose pas.
Lorsque le temps est constant et que, par conséquent, le terme Qdl n’existe pas dans la différentielle, on a donc le droit de supposer
tx = dx, Sy = dy. Je — dz-,
et alors c’est admettre que l’état réel du système, au bout de l’instant dt, est celui qu'on lui donne en vertu du petit changement qu’il subit.
5at. Ainsi, lorsque les équations du problème ne renferment pas lo temps, on peut supposer que les projections ix, Jy , Jz de la vitesse virtuelle sont les différentielles dx, 4y, dz. Cetto hypothèse convertit l'équation (fyj) en
Z (mp cos tz.dx -f- m/i cos C dr •+• mp cos y -dz) = o;
3^0 dynamique.
remplaçant my cos « , mp co» C, mp cos y, par leur» valeurs que donnent les équations (36t), (36a) et (363), et divisant par dl, l’équation prccédenle deviendra
(dïd'x -4- dyd'r -+- dzd'z) _ 2m(X(£r + + Zd:)i
dl *
ou plutôt
m HéfL = 2m (Xdr + Xdy 4- Zds
et, en observant que la somme dx’ + <(r» -+• <&*, divisée par le carré du temps, donne lo carré de la vitesse, nous aurons, parce que v est facteur commun de tous les termes dn premier membre ,
2 md.v* = a2 m(Xdx -f- Y dy -4- Zds) ;
et comme 2 mde* revient à
md.v* -f- jrid*\f'1 -f- fnl,d,v^,% -f- otc. ,
quantité qui , à cause que les masses m, m', m", etc-, sont des constantes, peut s’écrire ainsi,
d (me* -f mV* -+■ mV* •+■ etc.) = d2mva, on u donc enfin
<£2mv* = '»2m (\dx 4* VdX -f- Y.ds)... (38t); intégrant, on a
2 m» =; C -f- a/2m (Xdx •+■ Xdy ■+• Zdr). .. (38a).
C’est dans cette équation que consiste le principe général de la conservation des forces vives : elle nous apprend que la somme de ces sortes de forces ne dépend pas des courbes décrites par les mobiles m, m', m'', etc., mais bien des coordonnées J, J, *i t i x j / j etc. , et des
forces accélératrices X, Y, Z ; X', Y', Z' ; X", Y", Z", etc., appliquées aux divers points du système; et que la somme des forces vives redeviendra la mémo pour toutes les positions du système qui seront déterminées par les mêmes coordonnées.
5ai. Ce principe , comme nous l’avons fait observer, n’a lieu que lorsque le temps n’entre point en considération dans la liaison mutuelle des corps. Heureusement que ce cas est celui de In nature , qui ne nous présente que des forces qui tendent vers des points fixes, et dont les intensités , pour pouvoir dépendre de l’attraction de ces points , doivent être, comme on l’a vu art. 4°o, des fonctions de leurs distances respec-
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tires. Nous avons déjà démontré, article 336, que, dans cette circonstance, le second membre de l’équation (38i) était intégrable; ce qui précède va nous fournir encore les moyens de prouver que cette équation (38i) est également intégrable lorsque différons corps soumis à une attraction mutuelle sont sollicités par des forces accélératrices proportionnelles à leurs masses et fonctions de leurs distances respectives.
523, Pour le démontrer, soient P et P' les forces attractives qui sollicitent les niasses m et m' concentrées à leurs centres de gravité m et m ( fig^ ai4), et qui agissent dans la direction de la droite mm', représentée 214par p. Les coordonnées des points m et m' étant x, y, z ; x', y", z , la droite mm' = /» fera avec les axes coordonnés des angles dont les cosinus seront respectivement
par conséquent la C.rce P, qui est située dans la direction de p, aura pour composantes suivant les axes coordonnés
Z = ptf-T P
Or, la force P' agissant en sens contraire de P, fera avec les axes coordonnés des angles qui seront siipplcmens de ceux que P formait avec les mêmes axes, et qui auront par conséquent des cosinus de signes contraires. Il suit de là que les composantes do P' parallèles aux axes coordonnés , seront
Cela posé , l’expression 2m ( Xdx -f- Y<6 -(- Z dz) étant sortie de sa forme d’abréviation , revient à
mXdr -(- mYdf -f- mZdz -+■ m'XVx' -f- m'Y'djr' -f- m'Z'ds' -f. etc. ;
si nous y substituons les valeurs des forces que nous venons de déterminer, nous aurons, en'rassemblant les quantités qui se rapportent aux mêmes coordonnées ,
(mPdx — m'P'dr') + (mVfr — m'P'dy')
-h (mPdz - m'I'Wl + ctc.
Mais la for<& accélératrice P, qui agit sur m, et qui provient de Pattrac-
tion qui réside dans Iiv masse m', est proportionnelle à cette masse, d’après notre hypothèse^ et comme il en est de même de P' & l’égard de m, on doit avoir
d’où l’on tire
P 'm' =;Pm ;
substituant cotte valeur dans l’expression précédente , et réduisant , on obtiendra
Pm (dx-dS) -f. (dr—d/) + (383).
Mais la quantité renfermée entre les crochets est une différentielle exacte. En effet, si l’on différcntie par rapport à toutes les lettres, la formule
(x — *9’ + (r —yy + (* — »')* = p% ,
on trouvera
(r — 3/)(dx — dr") + (y — y) (dj — df) + (t — z‘ ) (dt — dl' ) — pdp-, d’où l’on tirera
fr— - — 1 ( dx — dx ') -b (dy — df) -b ~ (s — *') =
Cette valeur réduit la formule (383) à mVdp, et nous donne une différentielle complète , puisque , par hypothèse , P est fonction de p.
Cette démonstration pourrait s’appliquer à un plus grand nombre de "forces accélératrices.
5a4- Nous ne terminerons pas cette matière sans faire remarquer que, parmi les forces dont les intensités sont des fonctions de leurs distances aux points sur lesquels elles agissent, on doit comprendre les ressorts et particulièrement les héliçofdes. On appelle ainsi ceux que forme un fil de métal disposé en spirale , et composant une espèce de cylindre creux ; ces ressorts étant interposés entre les corps , se contractent ou s'allongent d’une quantité qui est une fonction de leurs longueurs, ce qui les fait rentrer dans la classe des forces qui rendent les équations (365 intégrables. C’est par cette cause que le principale la conservation des forces vives s’observe dans le choc des corps élastiques.
Du maximum et minimum de la somme des forces vives, et de la stabilité des corps.
5a5. Nous avons vu , art. 5ao, que l’équation générale des forces vives ne pouvait s’intégrer que lorsque le second membre ne comprenait pas
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le temps parmi les variables; supposons donc qu'en paroi! cas ou put déterminer l’intégrale de l'équation .
dZrrni = (Xdr ■+• Ydr 4- Z*)... (384);
comme le second membre ne renferme de différentielle que dx , dy, de ; dx', dy, dz', etc., son intégrale sera une fonction des coordonnées x, y, a; y, y, a', etc. Soit ^ cette fonction, nous anrons
Smc» = C 4- if (x, y, a ; x', y a', etc.)... (385).
La valeur de 2me> est susceptible de devenir un maximum ou un minimum lorsque la différentielle de if (x,y, a; x', y', a', etc.) est égale à zéro; or, cette différentielle n’étant autre chose que le second membre de l’équation (384), dont l’intégration donne l'équation (385), on voit que, dans le cas du maximum ou du minimum , on a
a2m (Xdx ■+■ Y dy H- Zds) = o.
5 iti. Cherchons maintenant dans quelle circonstance l'égalité à zéro, prescrite par cette équation, peut avoir lieu. Pour cet effet, il faut se rappeler que lorsque le système , dans son mouvement , arrive à l'une de ses positions d'équilibre, et qu’on le dérange infiniment peu, sans lui communiquer de nouvelles vitesses, l’équation des vitesses virtuelles doit se réaliser. Or, X, Y, Z représentant les composantes des forces accélératrices parallèles aux axes coordonnés, les forces motrices deviennent dans ce cas mX, mY, rnZ; et puisque Jx, iy, tç, art. 5i5, sont Fig.ai5. les projections des vitesses virtuelles des points d’application de ces forces sur leurs directions , on a par le principe des vitesses virtuelles
2m (X<fx -f- Y ’ty -h Z Je) = o ; et comme nous avons vu qu’on avait le droit de supposer ici tx — dx, ty = dy, te — de, notre équation deviendra
2m (Xdx -f- Y dy + Z dz) — o, ,
et sera satisfaite lorsque le système passera par une position qui soit telle, qu’elle resterait en équilibre s’il n’avait d'autre vitesse que celle qui provient des forces accélératrices X, Y , Z.
5a;. Pour appliquer l'équation (384) au cas où l’on n'aurait d’autres fqrces accélératrices que celle de la pesanteur, plaçons l'axe des z dans un sens vertical, nous aurons
et, en nommant M la niasse du corps et 2, l’ordonnée du centre de gravité, l’équation (384) étant intégrée, nous donnera
2me* = 3 f7.m (Xdx -f- Y <fr -1- Z dz).
Mais on a vu, art. 5a 1, que cette intégrale était aussi exprimée par 2me* = C + i2mf(Xdx + Y dy -f- Z dz). . . (887);
remplaçant X, Y, Z, par les valeurs que les équations (386) donnent pour l’hypothèse actuelle, l’équation précédente se réduira à
2me* = C — a 2m f gdz , t
et mettant dans le second membre, M à la place de 2m , on aura Sme» = C — uMgz,.
Le premier membre de cette équation représentant une quantité essentiellement positive , il faut qu'il en soit de même du second, et que par conséquent C soit positif. Cela posé, ce second membre étant d’autant plus grand que la partie négative îMi»s, est moindre, on voit que la plus grande et que la plus petite valeur de s, correspondent au minimum et au maximum de 2mt>» ; d’où il faut conclure que la somme des forces vives parvient à son maximum lorsque le centre de gravité est le plus bas , et à sou minimum lorsqu’il est le plus haut.
5a&. Lo système est dans une position d'équilibre stable, lorsqu’eu l’écartant fort pou de cotte position , il tend à y revenir en faisant de petites oscillations; il est dans un état d’équilibre instantané, lorsque après l’avoîr écarté de sa position d’équilibre, il tend à s’en éloigner de plus en plus.
Fig. ai5 et 316.
Fig.3t5.
Fig.3i6.
Fig. ai 5.
Fig.316.
539. Un cylindre elliptique A'B (fig. 3i5 et 316) qui, n’étant animé d’aucune vitesse, serait placé sur un plan horizontal MN, peut nous en fournir un exemple. On voit d’abord que scs positions d’équilibre doivent se rencontrer sur les droites AA', BB', CC', DD' qui renferment les sommets des axes de toutes les ellipses formées par les sections parallèles au plan ACBD ; car en menant un plan vertical par la ligne du contact DD' (fig. ai5), ou AA' (fig. 316), la somme des momens par rapport à ce plan doit, à cause de la symétrie de la figure, être égale à zéro; et comme le centre de gravité occupe le milieu, on voit qu’il est placé le plus bas (fig. 3i5), et le plus haut (fig. 316). Donc, art. 527, la somme des forces vives est dans le premier cas à son maximum , et dans lo second à son minimum. Il resterait à prouver que le maximum répond h l’équilibre stable, et le minimum ît l’équilibre instantané ; mais cela nous mènerait trop loin , et nous renvoyons cette démonstration à
MAXIMUM KT MINIMUM DF. Là SOMME DES FORCES VIVES. 345
Ta Mécanique de Lagrange. Nous nous bornerons à faire remarquer que lorsque le corps tend à se maintenir dans sa position comme dans la figure ai5, ou à se renverser sur le plan MN comme dans la figure 2 :6, cela nous indique, dans le premier cas, que l’équilibre est stable, et dans le second, que l’équilibre est instantané.
Fig. ai5.
Fig. ai6.
53o. En plaçant le cylindre de manière que les droites DEF, AA', CC',
BIV (fig. ai5) reposent successivement sur le plan horizontal, ce cy- Fig. ai 5. lindre passera donc par quatre positions qui seront alternativement dans un état d’équilibre stable, et dans un état d’équilibre instantané.
On ne doit pas être surpris de voir un corps alterner ainsi ses positions d’équilibre stable et d’équilibre instantané; car DD' étant par hypothèse à une de ses positions d’équilibre stable, si l’on donne une légère impulsion au corps, il tendra à revenir à la même place; mais si l’on écarte de plus en plus DD' de sa position primitive, sa tendance à y retourner s’aflaibl ira , et le mouvement du corps finira par tendre vers CC', qui est sa seconde position d’équilibre stable. Il y aura donc entre DD' et CC' une droite AA', suivant laquelle le mobile n’aura ni tendance vers DD', ni tendance vers CC' ; celte droite détermimra une position d’équilibre instantané. En effet, de AA' en DD' le mobile tend à revenir vers DD', et st s’écarter de AA'; il tend également à s’en écarter depuis AA' jusqu’en CC', puisque alors la disposition nouvelle du corps est de le ramoner vers CC'; donc le mobile tend de chaque côté de AA' i s’écarter de cotte droite, et par conséquent se trouve en AA' dans une position d'équilibre instautané.
TROISIÈME PARTIE
De la pression qu'exercent les fluides.
53 1 . On appelle fluide un assemblage de particules matérielles qui cèdent à la moindre pression , et qui sont mobiles en tous sens.
Lorsque ces molécules matérielles ont de l’adhérence entre elles , les fluides ne sont pas dans un état de fluidité parfaite ; c’est pourquoi nous ferons abstraction de cette adhérence.
53a. On divise les fluides en fluides incompressibles et en fluides élastiques. Les fluides incompressibles sont ceux qui occupent toujours le même volume , lorsque la température est constante; parmi ces fluides,' on range le mercure, l’eau, le vin, l’huile, etc.
Les fluides élastiques sont ceux qui peuvent changer de figure et de volume ; on met au nombre de ces fluides l’eau réduite en vapeurs , l’air et les différens gaz.
Fig.aiÇ. 533. Soit un vase ABCD (fig. a. 1 7 ) entièrement fermé et rempli d’un fluide que nous supposerons être sans pesanteur : si l’on fait deux ouvertures EF et HI d’égales superficies , et qu’on y applique les pistons K et L pressés par des puissances égales RK, SL dirigées perpendiculairement aux superficies HI, EF, ces puissances resteront en équilibre. Il faut donc que la pression exercée sur la surface EF se communique à la surface HI par l’intermédiaire du fluide ; ce qui ne peut être , à moins que les particules des fluides n’éprouvent partout la
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même pression. On peut donc, d’après cette expérience, établir la proposition suivante : La propriété qui caractérise les fluides est que , lorsqu’une puissance est appliquée à un fluide, elle y exerce une pression qui se transmet dans tous les sens.
534. Examinons maintenant comment cette propriété, qui est connue sous le nom de principe d’égalité de pression, peut être exprimée par une équation. Pour cela, considérons un fluide qui reposerait dans un vase AL (fig. 218) construit en Fig iiflforme de parallélépipède , et dont la base ABCD serait horizontale. Supposons qu’à la partie supérieure EH du fluide , on ait appliqué un piston qui presse cette base sur tous ses points ; nommons P un poids qui agirait sur ce piston perpendiculaire^ ment à la surface de sa base; cette base sera pressée comme si le poids P lui était immédiatement appliqué , et chacun de ses points supportera une pression proportionnelle à son étendue; de sorte que si nous appelons A Itfj^iTacc ABCD, et a une partie A bed de cette surface , et qi W p soit la pression que supporte a , on déterminera p par la proportion suivante :
Prenant a pour unité de surface , nous aurons
par conséquent , si a représente le rapport de la surface A b'c'd' à la surface A bed prise pour unité , la pression P' que supporte la surface A b’c'd’ sera donnée par l’équation
et comme toutes les parties de la masse fluide doivent être également pressées, il en résulte que si la surface « , au lieu de se trouver sur la base du vase , était située sur ses parois latérales , on aurait encore pu pour la pression qui agirait contre cette surface latérale.
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535. Dans le cas où la surface 0 est infiniment petite , elle peut être représentée par le rectangle élémentaire tlxdy ; d’où il suit que pdxtly est la pression exercée par le piston contre un élément du vase, en quelque part que cet élétnent soit
situé , et lors même que la surface de ce vase serait composée de surfaces courbes.
536. Dans ce qui précède, nous n’avons eu égard qu’à une pression P appliquée à la surface du fluide ; mais si le fluide était sollicité par différentes forces accélératrices il cesserait d’être également pressé dans tous les sens. Dans ce cas, il éprouverait deux sortes de pressions : 1 0 celle qui dérive de la pression P; 2" celle qui est produite par les forces accélératrices. Cette seconde pression est en général variable d’une molécule à l’autre ; ce qui revient à dire que chaque molécule peut être soumise à une force accélératrice quelconque.
537. Pour donner ^^■xemplc de cette seconde espèce de pression, supposons que le fluide contenu dans le vase ABCD (fig. 217) devienne pesant; alors on devra considérer chaque molécule comme animée par une force accélératrice due à l’action de la pesanteur.
Nous verrons par la suite , lorsque nous parlerons des fluides pesans, que le principe d’égalité de pression est bien modifié par cette circonstance. Il suit de ce qui précède, que, dans le ras où l’on considère des forces accélératrices, p doit être, en général , regardé comme variable ; ce qui n’empêche pas que p ne représente toujours la pression sur l’unité de surface de la molécule dm qui se rapporte aux coordonnées x , y, z, correspondantes à p.
Des équations générales de l'équilibre des jluides.
538. Considérons maintenant une molécule fluide qui , étant sollicitée par plusieurs forces accélératrices , serait mise en
ÉQUATIONS DK l'ÉQUILIBEE DKS FLUIDES.
équilibre dans une niasse fluide , et cherchons les équations de condition qui, dans ce cas, doivent avoir lieu.
Pour cet effet, supposons que le plan des x, y soit horizontal et situé au-dessus du fluide que nous concevrons comme partagé en petits parallélépipèdes élémentaires, par des plans parallèles aux trois plans coordonnés. Soient dm la masse de l’un de ces élémens, et x,y, z ses coordonnés; le volume de cet élément sera exprimé par dxdydz ; en le multipliant par la densité ç, supposée constante dans cet élément, nous aurons, art. 162 , ( dxdydz pour l’expression de la masse élémentaire du fluide ; ce qui nous donnera cette équation
dm ■==. { dxdydz . . . (389).
Cela posé , soient X , Y, Z les forces accélératrices qui agissent sur l’élément dm et qui sont supposées constantes dans toute l’étendue de cet élément. En multipliant ces forces par la masse dm, nous aurons, art. 44^ > Xrfw , Y dm et Z dm pour les forces motrices qui doivent contre-balancer les pressions que le fluide exerce sur les six faces de l’élément. La surface sujiérieure dxdy (fig. 219) étant prolongée jusqu'à ce qu’elle Fi devienne égale à l’unité de surface représentée par BC , imaginons que la pression que supporte (Jxdy soit la même dans toute l'étendue de BC, et nommons p cette pression que supporte BC. Lorsque l’ordonnée BD = : se changera en DE ~z-\-dz, la pression p qui varie avec z deviendra
et exprimera la pression de l’unité de surface sur la base EF du parallélépipède.
Par conséquent, pour avoir les pressions sur la surface supérieure BG et sur la surface inférieure EF de l’élément , il
faudra multiplier ces surfaces BG et EF , égales chacune à
dp
dxdy, par les pressions p et p- f--- dz qui agissent l une sur
le plan de BG et l’autre sur le plan de EF , et l’on aura pour ces pressions que supportent BG et EF ,
et comme elle doit faire équilibre à la force motrice verticale , on aura
et en mettant pour dm sa valeur donnée par l'équation (38q), et en réduisant , on trouvera
Pareillement , en nommant q et r les pressions latérales exercées sur l’unité de surface , et qui agissent contre les faces dxdz et dydz , on obtiendra
Nous avons vu, art. 537, que la pression sur l’une des faces se composait , non-seulement de la pression qui se distribue également sur tout le fluide , mais encore de la pression exercée par l’action des forces accélératrices. Ainsi pour évaluer la pression qdxdz qui agit sur la face dxdz , on voit que cette pression se compose, i° d’une pression égale à la pression pdxdy qui se distribue également sur tout le fluide-, a" de la pression sur la face dxdz , due aux forces accélératrices. Or , les forces accélératrices étant respectivement Xdm , Y dm , Z dm, J 'expression due à l’action de ces forces accélératrices sera une
pdxdy et
la différence de ces pressions verticales sera donc
dp
- dzdxdy :
dz
dp
-j- dzdxdy -- Z dm ;
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fonction de leurs intensités que nous représenterons par F {Xdm, Ydm, Zdm ),
et nous aurons
qdxdz = pdxdy + F ( Xdm , Y dm , Zdm ) . . . (3go). La propriété de la fonction désignée par
F (Xdm, Ydm, Zdm)
étant que cette quantité s’évanouisse lorsque les forces accélératrices sont nulles , il faut que cette fonction puisse se ramener à ne contenir que des termes qui aient pour facteurs Xdm , Ydm, Zdm. En ordonnant ces termes, à partir de ceux qui renferment les moindres puissances de dm , nous pourrons supposer
F ( Xdm , Ydm , Zdm) = M Xdm NŸ<f//i + PZ dm -f- etc.
Substituant cette valeur dans l’équation ( 390 ), nous aurons
qdxdz — pdxdy -f- M Xdm NY dm -f- PZdm -f- etc. ,
et en mettant ^dxdydz à la place de dm ; cette équation deviendra
qdxdz = pdxdy çMXf Ixdydz -f- {NY dxdydz
-f- {PZ dxdydz + etc.
Divisant par dxdy , on a
q —p -f- {MX<fc -f- {NY dz -f- {PZ dz -(- etc. . . (3g 1).
Les termes {MXrfs, {NY dz, {PZ dz étant infiniment petits à l’égard de/>, il en résulte que l’équation (3gi) se réduit à
On démontrerait de même que r—p\ par conséquent les équations d’équilibre deviennent
dP dP _ .y dP — Y
rfz“{Z’ dy-( '» ,lx-(X‘-
en multipliant ces équations , la première par dz , la seconde par dy, et la troisième par tlx , et les ajoutant , on trouvera
dp =( Zdz -f- Ydy -f- Xdx) j . . . (3g3);
telle est l’équation qui , par son intégration , doit donner la valeur de la pression sur l’unité de surface dans un fluide quelconque.
Application des équations générales de l’équilibre des fluides au cas des fluides incompressibles.
53q. Considérons un fluide incompressible homogène qui repose dans un vase capable d’opposer à la pression une résistance indéfinie : la pression p exercée sur l’unité de surface, en un point qui a pdur coordonnées x — a, y=:b, z=zc , sera donnée par l’intégrale de l’equation ( 3g3 ) , dans laquelle on substituera ces valeurs. Or, la densité ç étant constante , la valeur de p dépendra de la possibilité de pouvoir intégrer la formule
h -f- Y dy + Xdx . . . (3g
c’est à quoi l’on parviendra toujours lorsque cette formule sera une différentielle exacte des variables x , y, z.
Supposons donc que cette condition soit remplie , et qu’on ait déterminé la pression p ; cette pression sera détruite par la résistance du vase; mais si la pression devait être appliquée sur une partie de la surface supérieure du fluide , dans ce cas le fluide ne pouvant opposer de la résistance à la force qui le presse, il faudrait que p fût nul par lui-même; alors l’équation (3g 3) se réduirait à
Xdx -f- -|- Zdz o . . . (3g5).
Enfin , il pourrait arriver que la pression p fût constante ; et comme la différentielle d’une constante est égale à zéro , l’équation (3g5) aurait encore lieu dans ce cas.
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H0i Loi^iuf 1 expression (394) e*t une dilferentielle exacte , « t que l'i'ij nation (395' a lieu,, il en résulte <//i— :p; donc la pression , si elle existe, ne peut être que constante. Or dans ce ‘•as, pour (jue le fluide puisse garder l’équilibre, il faut que la résultante des forces acreleratri.vs qui agit de4ebo,*en dedans, soit en nieniç temps normale à la. surface du fluide, car si cela 11 était pas, on pourrait la décomposer en deux forces, l’une normale et l’autre tangente à la Surface du fluide ; il est évident que cette dernière ferait gbsseï; la ipolecule dut.
54i. Cette circonstance est aussi indiquée pai loq nation (395); carsoieqt a/, y', J , les coordonnées d’un point eotnmnn a la surface et à kl résultante îles forces X , Y, 2, les équations de la normale au point x', /, a', d’une surface epurbe « tant ( Elément de Cn(cul, différentiel)
' — ‘ r -i dP )
. dt'* ; i
on voit qo’il ne.s’agit que de substituer les valeurs des coeffl
creus différentiels et ^ , dpterminées.par- l’équation (395),
popr que les éqnatidns (396) deviennent celles de 1» normale à la surfaçe , qui se rapporte à l’àquatiftn (395). Or, en ayant égard à la notation de Fontaine, et èn regardant X, Y, Z comme des fonctions dés coor fumées xv, jf-'„ z' ' ’
(395)taons donne '
l’équation
: ',/dx'- X’. > tfy' ~ Y’ . •; .
Substituant oes valeurs dans-J eqimttpn' précédente , pn .obtient pour les. équations de la normale au point x', y', z\
V fi?
xlf* *•’ * t ■ . a \ •
Blcm. dt‘ M&taniytée. »
Ces équations sont précisément les meptes quoeeUcs que nous avons trouvées, art. 5-j, pour la résultante des forces X, Y, Z.
L’équation (3g5) étant totrjonrs supposée intégrable
.. r U <1ac «nncomiorioitc *ilWatVni»KW • ■ ^îït* fil
. . . , F'u, .1-, sï = A. ... V.
Si. J'ori donne sHccessivemeét à A différentes 'valeurs croissantes o, a, fl"., fl”, etç. , en aura les «quations
/ JL> ij- .. ' «a». ^ v • . -'•**
. O • F-i x, r, zj =±-o, ■ * • .
*•./. ’■ v- ’t (je, jr,‘ s) =s'«, .
etc.
toutes ces éqttations aurtorit pour différentielle l'éuuation (395), et dans leur nothbre se trouvera celle de laiurflrcc du fluide, c’est-à-dire «elle qui est censée-, par là différdntiàtion ; avoir
donné rétp»tion'(395)/v i - -■ s . •
Supposons donc que F (*, y, z ) =î= fl<*> soit dette équation ; alors les autres' seront eéltes d’autant de surfaces qui jouiront toutes de cette propriété eofnmune, que la résultante If des forces X , Y devra être non-séulemertt -normale à ta surface F [x , z) = qui est celle dtr fluide, niais encore l’être à toutes. les autres surfaces. "Y 4
En effet, si nous nommons *' les coordonnées du
point où la résultante R rencontre i’upe des surface*, par exemple , cdlé dont l’équation est .
• ' , ^ *' ‘ l-*J(fiÿV *>.***»
l’équation de la normale au point x , y‘T s’;.**? déduira de 1 éqsation (3g^T , par Je procédé que nou* avons suivi art. 54 1 i
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«l’oA nous conclurons, «mime dans cet article, que la normale an |*omt a v', r' de la surface courbe coïncide avec la direction de R qu’on suppose passer par ce point. On a donné aux surfaces dont nous venons de parler, le nom de-surfnces de niveau. Si l’on suppose que les constantes o, a, a', a", a’\ etc. , aillent en s'augmentant par degres insensibles, la masse, du fluide sera partagée par les surfaces de niveau en une suite de tranches infiniment minces que I on e«t convenu, de nommée rnurluyU niveau.
543. Il suit de ce qui précède, que lorsque le fluide n'est anime que par des forces accélératrices dirige^vers un centre fixe, sa surface extérieure doit être sphérique. On. peut parvenir au même résultat par l’analyse. Pour cet effet, fixons l’origine au centre d'attraction, et soient *, yf 3 les coordonnées de l’élément dm ; la distance du point .x, r, z à l'origine aura pour expression l/rM-V'+J*. Npmmonir cette distance ,^t a la force d’attraction qui agit sur <bn -, çette force * fera avec les axes coordonnés des angles qui auront pour co-
sinus -, -, pàr conséquent, si Ion nomme X, Y, Z
lés composantes de A parallèlement aux axes , nous mirons -
mettant ces valeurs dans l'équation (3g5), il Rendra pour l'équation de la surface du fluide , . , '
- (ydx. -+- ydy ,t|- tdz) — o ,
Supprimant le facteur commun - et intégrant , on trouvera
équation' d’urié %phéré : doiic fa surface dû fluide devrrf être* sphérique." '’ w.; — • •' ■■ ’ ’• . » .
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544. Si le centre de cette sphère est très éloigné de sa surface , comme cela a lieu lorsque l’on considère le centre de la Terre relativement à la surface d’une eau stagnante; dans ce cas , la courbure de la surface étant insensible, on peut la considérer comme plane dans une petite étendue.
545. L’équation (397) s'est trouvée immédiatement intégrable, parce que l’équation (3g5) devient, dans ce problème , un cas particulier du théorème que nous avons démontré, art. 336., sur les forces dirigées vêts des centres fixes; c’est en vertu de ce théorème que l’équation (396) sera toujours intégrable dan^toutes les questions que l’on peut résoudre sur dès fluides qui reposeront sur des surfaces fixes.
Si dans l’équation (3931 on remplace la quantité qui
est entre les parenthèses, par rl.V Çr , y,.z) , on aura
dp — e X d. l' i.c. r, i c^tie équation nous donne
#*V/ Vt JL- . \
dp
• , d. F (jt, y, z) — - 4898),
Or, d..F(x, y,, z) étant , par hypothèse, une diflërçnàetls-
exacte. Il faut qu’il. en Soit de- même desa valeur \ - , et que
par conséquent ( ne contienne d’ahtre variablé -que p , condirion expriniièè p«r Véquatioiv ' ' •• • "
Si la pression p est constante, il ten est dotre de même de {-
Dans qe cas, l’équation (3:g£) se réduit à
parce 'qu’urte constante n’a pi^t de différentielle. L’intégratûm de cette -éqpatibn noua conduit, à, celje qûe pou* avons, trouvée, art. -54 a , et dont nous avons exprimé les propriétés.
des FttnDfcs i1coj»ph>$mhlf.s. 35 ■;
- 547. Mais si p est variable, alors en faisant varier p par degrés insensible», nous pourrons, durant un instant très court , regarder p connue constant. Dans cette hypothèse , l’équation (3g8) nous donnera pour intégrales un suite d’equations, représentées par •'
•• •••■'■ tîx.y, z) - «, • • V' * '
, . « * V1- fr */ t~. a .■> ...
Cu6 équations seront celles des surfaces’ de -niveau qui correspondent aux valeurs successives de p dans des instans égaux à dt. Pour chacune de oés surfaces , la densité ( sera constante ; par conséquent', en considérant la niasse fluide comprise entre les deytx surfaces extrêmes èlA! et BB' ( fig. 7*20), cétte masse de Pig.aao. fluide devra être homogène. La pression p prenant ensuitè un accroissement et devenant epnstante , lorsque l’on' passera de’ la surface BB' à la surface CÇ', lë fluide compris entre -ces deux surfaces devra être homogène dans toute cette étendue. Il en'’ sera de même pour une troisième- couche ^le fluide, comprise entre les deux surfaces CÇ et DD' qui correspondent à «ne même valeur de p , et ainsi de suite. De sorte que dans les fluides hétérogènes, il ne peut y avoir équilibre, à moins que ces fluides ne soient composés de couches dont ehacune ait te même densité dans toiites scs parties. . ..
Application des équations générales 'des Jluides où cas des Jluides élastique i. •
648. Cë qui caractérise un fluide élastique , est de pouvoir se comprimer pour repreiulre ensuite la même densité et le même ressort , lorsque la force qui occasione la compression cesse d’agir. ••
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Ainsi, lorsqu'un fluide est élastique, outre la pression qu'il exerce en vertu des fondes auxquelles il est soumis, il en produit une autre qui dérivé de son élasticité. Un A reconnu que, pour la même température, cette pression vqu’on appelle la force élastique du fluide , était proportionnelle à sa densité. En supposant donc la température constante ( si l’on nomme n la pression exercée sur l’unité de densité ; lorsque la pression est an, la densité devient double; lorsque la pression est 3n, la densité devient triple, et. ainsi de suite. De sorte que si la densité est exprimée par j , la pression doit l’être par riç; eji appelant p cette pression , nous aurons
p.— ïie.-.'. (vfoo). . ,*v
La densité étant mesurée par la matière renfermée dans tin cube dont l’une des laces serait égale à l’unité de surface , p représentera , comme précédemment , la pression exercée sur limite de surface.
JBn combinant ! équation (4<Jo) avec l’cquation ■ V'
* • ’ ' - dp ±'i(XJx +TMr 4 IA},' ■' ■■■*■
v .y* | ' ** ft» 9 ’vi • •*.
on obtiendra ... . . '
. " dp X«ir,*4-.Y4jr>f*Z<iÉ* .. ... ’
• p ' ' ’ >, <*<. Ir _ • - '
intégrant, il viendra’ ■" - , - ? ’ ‘
55p. L equation (393) subsistant èonuqq, dans 4e cas des fluides incompressibles , nous en conclurons, de mètne 'que dans l’art. "348, que lorsque p est constant , ç doit l’être aussi; par conséquent l’équation (4oo) nous donnera, dans cette
hvpothcse, •• ■ ■* • ; -y ‘ ï.;;v .*:XCv
Ainsi, en considérant p et. la densité comme constats. pour
. DES rt.HFBHf, ti-Aip^UFi. d5ç)
«me partie déterminée <lu fluide , nous pourrons meure h en dehors du signe d’integratiod , et en représentant par log C la constante , nous aurons N
- tt ».
multipliant la fraction qui entre dans cette équation par log c qùi'éqmvant ù l’unité , et changeant le coefficient en exposant, on aura. • • . • ,
J [Xdx ■+■ yjdf -t- Z dz)
h»g> — h>g-* <• ’n ^ logC;
observant que. la somme, des logarithmes est égale au logarithme de Wdr produit, nous trouverons , en simplifiant la formule d’après cette considération , et en passant aux nombres,- ■ ' ». ’
' 1. jijitCe <• *' * s'- *
Si Tou substitue cette viileur dans l'équation (/[oo]^ on obtiendra
. ‘ ' H%dz + \dy + 7,dt) , r _ •
Ce A . . . -, , .
La température du fluide étant supposée constante , art, 5^8, cette équation donnera la valeur de la, densité d’une couche de niveau du fluide; car if faut. observer que ce que nous avons dit, art. 5^6 et des couches de niveau des fluides wneonipressibles hétérogènes , peut se rapporter aussi bien au* fluides élastiques , puisque cette théorie des couches de niveau, est déduite de PéqaattQii générale des fluides, modifiée d’après l’hypothèse de p consjant , dans ime certaine étendue de la masse -fluide. •
55 1. Ohsefvonr fpt’oa ne pourrait déduire également l’é-
30» . iry.bB08TAT.iQf!*
quation V a, •.* ;/*-
, . . ’ •/ (X</jc -4- Y dy -p. 7Az) 3c o •
de l'hypothèse de p hul ; car lorsqu’on a p z=j o, Inéquation (\oo) nous montre que, dans te cas, la densité du fluide élastique doit être aussi nulle, hypothèse qui détruirait l’existence du fluide. ,
Ainsi-, dans qu fluide élastique, la pression ne peut être nulle à la surface, comme dans les fluides incompressibles.
De la pression des fluides pesàtis.
552. Proposons-nous d’examiner maintenant le cas où ‘la force accélératrice qui agit sur tin fluide, est la pesanteur. Pour cet effet , considérons un vase ouvert à sa partie supérieure j «S qni repose sur un plan horizontal : ce, vase étant rempli d’ean jusqu’à une certaine hauteu» , fa surface du fluide sera horizontale , ainsi que nous l’avons démontré. Prenônsda pour plan des x} y) et comme la pesanteur -est ici la seule force aécèléraWice, nous aurons ’•
i X~0,« ■Y.==dft- 2 = g,
et l’equatio/) (393) deviendra ’ ; . ,
. dp.= (gdz.
\ fî , - • '**,-* r * •., •• f •
Regardant la densité comme cohstante , aipsi que la gravite , on tirera dé cette équation , en l’integrânt ,
ï t ^ ■ J = {fJ+C... ' ■*
Lorsque t = o, la pression devant être nulle à la siiiface du ■fluide incompressible, on aura C = oî ce qui rétlutrà l’équa tion (46 z) à • • •" * ■
Soit h la distance comprise entre le nivèaU del’eau et
1e plan horizontal "sur lequel repose le fluide, la pression que supportera l’unité de surface de là base , sera déterminée par l’équation (4°3), dans laquelle on changera : en A; ce qui donnera • ’
. Notnmons P la pression que supporte fa base totale composée d’uu nombre b d’unités de surface; il faudra qt# P cmvtienne A1 de fois/» ; on aura donc . • • . 1- .
P A bp '. . ■ \a '
et en, mettant pour p sa valeur, (cquaii»ü'4o4)> '* viendra
' P =r ghb A :■ '(4o6)..; V * * '
Or, bf 1 représenté le. volunle. d’un prisme qui a b. pour ' base et
h pour hauteur; en multipliant ce volume’ par fa dqnsité on a la masse de çe' prisme, art. 1 62 ; par conséquent , art. i63’, çghb en est le poids ; d’où il suit que fa base b 'supporte une pression égaie au poids’ du volume . du prisme du fluide qui repose sur cette base. • ' - ,
La pression P ne dépendant , pour leenéme fluide , que
de 1a base b et de la hauteur h du fluide , il en résulte que des ,
vases (6g. 221) remplis du même fluide, mais de bases et de pig M1> hauteurs égales , supportent la même pression sur leurs bases , qùbique les aires latérales de ces vases soient de formes différentes. - ■
556. A l’egard dé: la pression que le vase éprôuve sur -ses faces latérales , nommons dtt l’élément nbfc de cette surface
(. fcg. 222 ) , et 1 1a distance au 'niveau de l’eau , la pression p Fj(i aM que supporte l’unité de surîare de' l’élément U#, sera donnée
jfjî * HVDBOSTATKiVt;
par l'équation (4°3/i mettant cflte valeur dans la formule (4H^)> et observant que b doit être remplacé par la surface élémentaire a b/e, nous aurons g^zdm pour une des fprces élémentaires parallèles qni coin [Misent P, donc ■ C
P s? fggzdu.
Cette.expression contenant deux variables z et « , d ne s'alit a plus que de les réduire à une seule, {tour que ' I intégration puisse s’effectuer. C’est à quoi l’on parviendra lorsque la surface ' u sera dbnnéé. Cherchons , par exerrqde , la pression Fig.îaa. exercise sur le rectangle A BBC (,fig. î?.a) incliné à. l’horizon. Il est certain que si le vase [‘tait plein, la droite horizontale CD serait au niveau de l’eau; mais, pour plus de généralité , qpus. supposerons que-' CD soit au-dessous dii niveau de l’eau. Nommons b la hase AB du rectangle ABDC , et l sa longueur PD ; si l’on partage le rectangle en .une infinité de tranches horizontales, la pression sera la même stir tops les points de l’une de ces trapches ( équation 4.o3). Représentons par.e la distance D/" d’une tranche quelconque af à la hase supérieure CD , dv sera la hauteur’ ne de cette tranche;
par conséquent l’éiénlent de la snrface ABDÇ sera ’
. •*<' _ ••• - td _ ■■ •* S
, . = bdv ; ' : »
substituant cette" valeur à la place de dm dans l'cxpressuth fggidm, <>ji àur% ; -• •. ' ‘ '•■i.'-
t fggvlm = fggzbilr ; ••• f
èe sera la pression exercée sur Faire Alt CD. On prendra l’intégrale depuis v == o jusqu’à i' tas /, .lorsqu'on l’aura réduite a ne Contenir qu’une seule variable. Pour v pârvé'nîf ,•■ soient
<p J’ angle que fait le plan ABDC avec la verticale sNL et a la distance DJN dé la bitse supérieure Cl) au niveau (le lVau,
ni ms ; aurons • •■A - ■ »*' *•
'Use
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^ * .2 r=V _cos^ '+ //; •
par conséquent la lôVmnle à intégrer sera , ■
P = /<£ (v cos ? + rt) brh ;
effectuant l’integ ration, indiquée , on trouvera • P 'js. (j** cos p -f- 01») -+- Ç î prenant l’intégraJa entre les limites <• — o et e rr /, ou aura
55ej. Cherchons maintenant le point où cette pression doit être appliquée : on voit d’abord que ce point d’application doit être situé sur lay«|r®ite EH qui partie les côté» Ail et CD en «leux parties égales. Il nous reste donc à déterminer sur la droite EH, le pointG ôù cette pression toit être appliquée.
Pour cet effet , nous regarderons les pressions exercées sur tous les points de la surface ABDC comme des forces parallèle». Eli prenant les momens des élêmens «le cette surface , par rapport à la droite horizontale ED, la pression que supporte pelé-* ment a b fi: étant çgz&dv , son-moment sera çgzbdv X *’ sip p ; et en dominant <>/ la distance EG de CD aù„ centtp de pression , nous aurons par la théorie «lés momens , .fi ‘. . a, *. ,
Pi^sin ip = sin pf çgzbiffiu fi, -ou * -P*»( s= ) çglh»<fo ;
mettant dans cette intégrale la valeur de s , on trouvera
• Pv;= (glf(eo&pv*di> (iv, Jv); . *•. ’É '
dbnc - * - ,*• ’ '
et en intégrant entre les limités «» = o et «>•=• 1, jm anra '
Mettant pmnr P sa valeur et «Mvisant par / fartentcehimnn, oh
trouvera
* BYKHOSTATIQl'r, j-
eos p . g -|
cos <f f - • -f- b '
Ayant trouve par un procédé analogue, les pressions exercées sur les autres faces latérales, et sur' Celle de la hase, et leurs centres d’application , on. prendra la résultante de toutes ces forces pouf avoir la pression totale.
559. Considérons maintenant un corps plongé dans un fluide pesant homogène: la pression que ce fluide exerce rentre une portion quelconque de la Surface de Ce corps, se déterminera de la même manière que celle qui agit contre les parois du Vase; niais lorsqu'on voudra trouver la -pression totale, on fera usage des propositions suivantes que nous allons démontrer :
ia, Les diverses pressions qui' agissent sur /ç corps ont une 'résultante unique qui agit verticalement, et tend a te presser dans un sens opposé à celui de la pesanteur ; , •
■2a. Les pressions horizontales Se détruisent',
3°. L’intensité de la résultante de toutes les pressions est égale au poids du volume du fluide déplacé ;
4°. Cette résultante de toutes les pressions passe par le centre de gravité du volume dit fluide déplacé', et comme cité agit verticalement, sa direction est déterminée. i'ig.aaî. -Pour démontrer ces propositions , considérons (fig. 25.3) un fluide pesant renfermé dans le vase ADE , où il est en équilibré; et imaginons que tout-à-coup une partie KL’ de ce fluide J >asse de l’état fluide à' l’étal solide , l’ équilibre ne sera pas troublé. Or œ solide est entraîné de haut eu blrs par une force verticale égale à son poids, et appliquée à son centre de grjtvhé; cette force, ne peut être détruite que par la résultante de toutes les pressions' normales que le fluide exerce contre le
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solide ; d’où il suit que la résultante de toutes les pressions normales est verticale et doit être une force unique , puisqu’elle fait équilibre ù une force unique ) et comme la résultante de toutes les pressions est verticale , il faut que les forces horizontales (note treizième) sé détruisent mutuellement.
If ne |>ent donc y avoir équilibre entre un corps et le fluide dans lequel il est plongé , que lorsque les centres de gravité du corps et du fluide déplacé sont sur la même verticale, condition remplie lorsque le. corps est entièrement plongé dans le fluide, parce que les Volumes dq corps et du fluide déplacé sont les mêmes : mais si le corps n’est plongé quren partie , son centre de gravi»! n’est plus le même que celui du fluide déplacé; alors il faut que ces centres de gravité soient sur la même verticalé.
559. Nommons 1- le volume du fluide déplacé, et / celui du corps qui y est .plongé; ( la densité du fluide, et celle du corps : les' expressions tër et fa' exprimeront les poids du volume du fluide déplacé et du corps; par conséquent, dans notre hypothèse où le corps est entièrement plongé dans le fluide, nous aurons . . , .
et comme » v' , il faudra que Les densités ( et { soient égales ;
moissi le poids djkcorps est plus léger que celui du fluide déplacé v nous aurons
le corps remontera , ét la force qùi le fera mouvoir sera égale
à tfV — (ff/. > . • . *’■ • *
Si au contraire on a • ' ‘ 1 s '• .
î V > tev i
le corps descendra , et la force qui- le pressera équivaudra à
I*ar conséquent Jè corps descendra conune s’il était
Fie-
HYD»C»STAJI©tIF
<l’un poids *tj** **.V diPfer6»ce-du poids du corps
sur cdnj du flpide. ',\
Des corps flnttans; théorie élu métâcêritrc'; des affiliations des ' . horps flottons , et de leur stabilité.
5Go. Les propositions que nous avons démontrées art. 5.1g et 5do établissent ces deux principes, qui serrent de fondement à toute la théorie
des corps flôttans : ' ) '
1°. Lorsqu'un corps est plongé dans l'eau. Une peut rester pu équilibre
à moins Ifue son centre de gravité et celui du fluide déplacé ne soient sur uné mt^ne verticale ; , *• 1 '.v ^ * *
aP. La masse d'eau qài remplit la partie submergée est de sAdrne' poids que celui du corps eh fier J. „ : . ; .. _ . .
(ÿest par cô second principe qu’on évalué lé poids d’on navire. Pour cela, on mesure la capacité de la partie submergée, et l’on compte autant de kilogrammes' qu'elle Contient de décimètres cubes , on ant*at de fois
90 livres qu’elle contient de pieds eubes,. ; * ; • 4
56i Quoique le mot carène ne s’applique guère qu’à un Vaisseau , nous lu) donnerons un sens beaucoup plus gênerai en désignant ainsi la partie du corps flottant qui est plongée' dans un fluide , et qu’on nomme quelquefois le creux. La carèpe est -terminée par le plan de flottaison , qui la sépare du. reste du corps : le plan de flottaison n’est donc autre chose que la section du corps flottant par-ie plan du niveau de Peau.
- 56a. Nous avons Vu, art. .-Spft, qti’en nommant e le volume du fluide déplacé, f sa densité;, et g la pesanteur, le pojds*p d’un corps AjÇBD (fig. aa<J) qui. surnage sut- un fluide, était contrebalancé. par force verticale égale à fgv,el que, pour que cos deux forces se missent en équilibre, il fallait qu’une partie ABT) de ce corps restât dan* l’eau ; c’est donc cette partie ABU qui est la oarène. _ , t
563: . Sile corps flottant est bombgène, et qu’il en soit de même dsi fluide, le centre dé gravité de la carène coïncidera avec celui do la partie déplacée du fluide; car en supposant que la densité du fluide soit la partie dé celle du' corps , ehaque molécule déplacée' vaudra la h'»"'partie de celle qui -ht remplacera , et la résultante des deux molécules égale» m et ns' du. fluide n’en passera pas motus par le millet» de U ligne qui k-s. sépare , lorsqu’au lieu d’être mot né, elfes deviendront mx n et ra'x»i et nomme en général toutes les distancés respectives des points m, m', m*, et».' seront lés mêmes dans teàifenx hypothèses . tt s’ensuit
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que le pui u( d'applicotiundc la résultante Je toutes ce» molécule* , c’est-ji-diro (pie lesoentres de gravi U; coïncideront. ' v 1
564- A l'égard du corps entier, s’il est .homogène , son centrodc gravité G {fig. »a4') sera situé au-dessus dp centre dç gravité Ode la cur^ne. En effet , soit g 14 centre de-gravité de la partie qui sort de l'çau , le centre de grrvité G du corps entier se trouvera sur la ligne gO qui unit les centres de gtavilé g et O; donc il sera situé. dans l'intervalle de g à O, et par conséquent fce trouvera au-dessus de O.
565. Mais si le corps flottant est hétérogène, il peut bien arriver que
le centre de gravité G du corps flottant soit au-dessous de celui de la cariae. Pour le concevoir, il faut remarquer que ai t’équilibre «e main* tient, ou a, art. 56t,, - ’ ,
- - • Poids d'une' nuuse d'eau de Y. », ... - - «’
Vçids du corps flottant.
même vol,, que la carène J ' ' • '
Or cette équation ne nécessite pas que le jx>fd& du cqrps soit noiformement distribué dam toute l’éten'duc du volume; donc, en supposant le corps hétérbgèuo , il est possible que la majeure partie du poids soit concentrée dans une partie.très peu étendue, et qui fasse que 1 e centre de gravité G' de tout-* le, corps flottant se trouve au-de&sou» du centre de gravité Q dé la carène^'
566. Il résulte de ce qui précède, que le centre de gravité du corps
l'eut se troaver matât au-dessus, tentât au-dessous de celai de la carère. .* 1 ' . ' *
56c. Lorsque I» carène est plus légère que le volume d’eau qu’elle dépkoe, elle ne se maintient doùc en équilibre ljub parce que le poids du reste dp corps fait compenaatièn à la différence du poids du voHfme de Peau déplacée, et de celui de la carène. Si l’on augmente ensuite la charge que supporte le corps flottant,» il s’enfoncera encore plus, art. 560; jusqu’à ce que l’eau déplacée ait rétabli l'équilibre , et qae
la masse d’eau que remplace la carène soit. égale au poids. du corps flottant.-. — s *'-’**: •*.
Pjoramous M ce poids ; noua le considérerons comme mie farce appliquée au centre de gravité O de la carène, et agissant dans une direction verticale. Supposons maintenant que le corps flottant plongé eh partie dans un fluide soit un peu incliné., et’ que Ta ligue de nivenft AB (fig. aa 5), qui indique le profll de b coupe à fleur d’eau du corps flottant, se trouve remplacée par al ;.la fbrcc M appliquée en, O, perpendiculairement ù al/, représentera la poussée du lipide, et agira dé bps eu haut, comme nous l'avons vu art. 55g. Par conséquent , cette fearn étant multipliée par 4a perpendiculaire GL menée du centré' de ftravMé
Fig aa4
Fig.aa5
Di
sur sa direction, donnera M x GE. pour sou moment, pur rapport aji point' G.; remplaçant UL par GOsinLOG, ce moment devinndri
' ] ■ M.GOsinLOG.
Or l’angle LOG formé par deux perpendiculaires aux droites AB et «fi. étant le même qde, l’angle BC4 formé par ce* droites , ai noüq désignons cet qngle par 8, et si nous appelons A la distance OG du centré d<‘ gravité de la carène ù celui du corps flottant, notre moment deviendra
M. A ain fl
Ce moment calculé en regardant 1a poussée de l’eau comme une force positivé) agirait en sens contraire si le point O tombait au-dessous de O.
Si l’on augmente le facteur s in fl, il est évident que le moment augmentera aussi', et qu’il fen sera de même de l’angle fi d'inclinaison ; mais plus cet angle d'inolinaison est grand, plus le corps flottant tendra fi être submergé. Si, au contraire, l’angle 6 reste. le même, s’est du faotcur MA que dépend l’intensité du moment M.Asinfi. Lu 1er donne le nom dfi stabilité à ce facteur, parce qu’il peut sçpvir fi. évaluer le degré de stabilité d’un corps flottant , comme nous allons le voix,
568. En effet, soit F une fdrec dont le, moment pris par rapport au point G serait capable de détruire l'effet de M . A sin 0, le moment de cette force se trouvera en abaissant la perpendiculaire GK sur sa direction KB ; et en nommant A cette perpendiculaire, le produit AF sera donc le moment cherché. Or, ce mpment étant égal fi' relui que nous avons précédemment déterminé, puisque par hypothèse toutes les forces sont réduites fi M et n Fj nous auroos . \ ■ *
’*• • . AF tb M.A sin 6^’ •’* , ^
d’oùd’on tirera ' V ' - i , ‘ •'ÎV i
069. Pour uppliquer cette formule fi un navire , supposons qut l’oit veuille que Bangled’incUnaisen nC'surpasse pat ib° (divis. sexag. ), oit prendra AF pour unité, et remplaçant sin 6 par le sinus de; 10* qui est d’enriapn T$i»\ fraction fi laquelle nous substituerons h* qui en diffère fort peu ,. et nous aurons
, • ’ y .'l- 1* , < ' : iV j •>. : *• ’ ’ v • • - »
Si fon prend un Aolnld-e de degrés moindre que, 10, le sinus diminuant, S en sera de*jaê.n>è de ht, frç«tk>n,qu* eh est la, valeur - {MT exemple, s*
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l'angle est Je y0, la fraction sera ,
rMv} ~ i
* Kiooo 6-4“ une fraction
11 suit de là què, pour un angle d’inclinaison au-dessous de io° (on ne compte pas les minutes]1, la stabilité M. A doit surpasser six Ms le plus grand effort que supporte le navire.
Examinons maintenant de quelle manière le poids de Peau se met en équilibre avec la poussée du fluide.
370. Pour cela , supposons qu’un norps dont une partie surnage sur un fluide sorte de son état d'équilibre par une légère impulsipn; la carène (fig. aa6) , qui était ^UB, deviendra «DA, et le centre de gravité G ,J?g n’aura pas changé , car c’est en ce point que se réunissent l’action de la poussée de l’eau et du poids du corps : ces forces, si elles ne se détruisent pas, ne pourront qu’établir un mouvement circulaire autour du point G. A l'égard dti centre de gravité O, on voit qu’il se rapprochera de la partie BA du oorps ; car, puisqu’il était en O lorsque la carèue était ADB, il faudra, lorsque cette carène sera diminuée de «CA et augmentée de KR, qne son centre de gravité o se trouvé plus près do la partie qui a été ajoutée à la carène. Menons par le point o et le point G les perpendiculaires o> et G< sur le nouveau plan de nivoau ab. Comme ces deux forces appartiennent à un même système, elles doivent, dans le cas de l'équilibre, .être égales et directement opposées. Cette dernière condition est remplie lorsque les points A et i coïncident; mais lorsque ces points ne se confondent pas, il pourra arriver deux cas, selon (juo le point A tombera entre C et i , ou que i tombera entre C et A. Pans le premier cas , le poids du corps qui agit do G vers A, et la poussée de l’eau qui agit de o ch i , étant considérés comme deux forces égales appliquées aux points A et i de là droite CA , on voit que la première tendra à rapprocher CA de CB , et la seconde à écarter ces lignes l’une de l’autre , mais que cette dernière force l’emportera, parce qu’elle agit sur un plus grand bras de levier. Donc , dans ce cas, le corps tendra à s’élever du cêté de B, et par conséquent à reprendre sa position primitive, et sera dans un état d’équilibre stable. . . *
Au contraire, si ie point i tombe entre Ç et A, CA étant plus grand que Ci , le poicjs du corps l’emportera sur la poussée de l’eau , et alors la partie qui était plongée dans l'eau tendra à s’y enfoncer davantage , ce qui constituera un état d’équilibre instantané.
5; 1 . Si l'on compare maintenant la poussée du fluide à ce qu’elle était dans sa position primitive, 011 verra que les lignes OG et oi sont perpendiculaires à AB et. à «A; elles forment donc entre elles un angle égal à ACB. Par conséquent ces lignes se rencontrent nécessairement eu un Ê Irm . de Mécanique. p/
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certain point ni, qu’on appelle le même entre. Il suit de l’art. 570 que, Fig 227- lorsque G est au-dessous' de m (fig. 227), l’extrémité k de la perpendiculaire G k abaissée sur ai , tombant entre C et 1 , l’équilibre dans cè cas est stable; mais il est instantané quand G se trouve au-dessus dont; car alors la distance de C on k surpasse celle de C en l.
572. Cherchons maintenant à déterminer le mctaccntrc. Nous avons vu que ce point se trouvait sur la verticale menée par les centres de gravité du corps et de la carène. La question se réduit donc à trouver la dista'fice du métaeentreàl’un des points G et O qui sont censés connus de position. Pour cela, remarquons d’abord que, lorsque le plan dont AB indique Fig. 2j8. le profil (fig. 228) prend la position ai très peu inclinée ? la partie ACa de la carène sort de Veau, tandis que la partie ACB se trouve submergée. Les carènes qui appartiennent A ces deux positions pnt donc une partie ' commune dans le corps intermédiaire aCBD; par conséquent on a (*)
ancienne carène = corps intermédiaire aCBL) ri- ACa, nouvelle caréné — corps intermédiaire aCBD -f- ACB.
Or, si nous nommons y, g et g' les centres de gravité du corps intermédiaire, du corps enlevé aCA et du corps ACB ajouté h la carène, et que nous appliquions à ces centres de gravité des forces proportionnelles aux poids de ces solides, le centre de gravité O de l’ancienne carène divisera la ligne gy en raison inverse des forces appliquées A ces points ; il en sera de même delà ligne g'}. A l’égard du point o; de sorte que nous aurons
vol. du corps intermédiaire aCBD ; vol. uCA ” O g ; 0> ... (.407) , vol. du corps intermédiaire aCBD J vol. ACB 1 T og" * oy . . . (408);
mais les seconds termes de ces proportions sont identiques; car si le corps flottant est en équilibre dans sa nouvelle position, il faudra, puis-
Fig 229 (*) H e8t ^ observer que lorsquoCB vient en CA (fig. 229), 1a ligne BR ,
menée des extrémités B et R de l’ancienne carène , vient en Ar; il reste donc<}ans le secteur BCA, l’espace vide bbq\ mais nous n’en tenons pas compte , parce que cet espace est très petit. En effet , les triangles qbs, Cbq étant semblables A cause des angles opposés au sommet , et des angles égaux CBR , CA r, donnent qsb = C = 6 ; donc le côté qb opposé A l’angle qsb est très petit; et comme AB l’est aussi, il en est de même du 3e côté bq du triangle bqb, et par suite de sa hauteur et de son aire. Si 6 est un infiniment petit, cette aire en devient donc un du 2* ordre, qui , A l’égard du secteur CBA, est nul , et l’estégalement lorsqu'on substitue A la corde Ar l’arc de courbe Ar, puisque l’espace vide est encore Fig. 228. plus petit. Une remarque analogue s’applique au secteur AC a (fig. aaS).
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qu’il n’a pas change Je poids, qu’il déplace la même quantité il Vau : donc Fig.aaB. les deux carènes seront égales en volume} et, à cause de la partie côm- » r mime «CBD, il en sera de meme des solides «CA ci èCB, qui, eussent-ils des formes différentes, seraient encore égaux. Par conséquent on déduira des proportions (407) et (408) .
: •w' vî °> : °>i ,
co qui nous montre que les droites gy et g'y sont coupées proportionnellement per la droite Oo, qui, par conséquent, est parallèle à gg'.
Or le nouveau plan de flottaison ayant une inclinaison très petite, on peut regarder l’épaisse^f des volumes J>CB, ACo comme nulle, et par conséquent admettre que la droite gg' se trouve dans le premier plan de flottaison ; et puisque Oo est parallèle à g»', il s’ensuit que cette droilo sera aussi parallèle au plan de flottaison.
5^3. Pour déterminer Oo, on tirera de la proportion (407) vol. intermédiaire «CB® -f- i*o/. «CA ; vol. «CA ! Og -f- ()y «a
vol. de l’ancienne carène * vol. «CA ’.l gy ’. Oy j mais les triangles semblables gtfy et Ooy, nous donnent py : oy :: gg' : Oo. ■
tën comparant cette proportion à la précédente , on en déduit
la carène : vol. «CA ” gg' J Oo . . . (409);
donc
vol. «CA x gg'
Oo =
vol. carène
5^4- Connaissant Oo, il est facile d’obtenir On» (fig. alo); car les p-jg ,3^ droites Omet om étant perpendiculaires h CA et à C« , si , parce que les angles C et m sont très petits, nous regardons les triangles AoC et O <>m comme isoscèlcs, ces triangles seront semblables, et donneront
arc A « : Oo " C« : mO:
d’où l’on tirera
niO =
Oo v C4 arc A a
^rr.-
r»75. Déterminons maintenant les valeurs analytiques de OoetdemO.
Pour cot effet , remarquons que la surface supérieure AB («g. aîi) de la Fig.a3f. carène primitive qui était au niveau de l’eau , a été remplacée par la surface supérieure de la nouvelle carène, de telle manière, que l’extrémité A s’élèvèliurs de l’eau, tandis que l’autre extrémité B y est plongée: ces dent plansxle niveau, coupés par un plan vertical, donnent la section AC«de la
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Fig.2j8. figure u-j8; et si nous continuons à mener des plans parallèles verticaux , Fig.a3i. noua partagerons le solide compris entre les plans K. AL ot KaL(fig. a3i) en une infinité de tranches parallèles au plan ACa.
Or il est évident que lorsque le plan KAL , qui était il la surface do l’eau , s’est élevé hors de cette surface, et a tourné autour de KL comme autour d’une charnière , chaque droite, tellé que CA, a décrit un petit Fig.u3t. arc de cercle; de sorte que les sections des plans ALB, nLh (fig. j3i), ' par nos plans parallèles, seront les secteurs ACa, A'C'a', A"C"a", etc. Fig. 23 a. (fig. a3a). Or, si nous prenons la commune section KL'pour axe desx, et que nous placions l’axe des y perpendieukirement à celui desx dans le plan KAL, les ordonnées y seront les ^rpendiculaires AC, AC', AC", etc. Cela pesé , l’angle infiniment petit formé par les plans KAL, KaL étant partout le même , nommons « l’arc qui le mesure et qui est décrit avec le rayon i , nous trouverons l’arc de secteur par la proportion
d’où l’on tirera
ou y ; arc ^a;
arc ka — ny . . . (4ia)-
En multipliant cet arc par la moitié du rayon y, nous aurons i«tr* pour l’aire de ce secteur. Ce secteur à son tour' étant multiplié' par la petite épaisseur CC' = dx, comprise entre deux secteurs consécutifs, nous aurons le petit solide
Aaa'A' ss j tty'dx
Fig. aa6. pour l’élément du solide que nous cherchons, et nmis trouverons (fig. -jî6) vol. AC a = t ttfy'dx . . .
* ‘ * r •«•*""/* '* ~ 'Tla.T -
Toi sera le second terme de la proportion 'f»i’ : ;i l’égard du troisième, ®’ 1 l’élément ÿ ny'dic va nous le faire trouyer. En ellèt, la droite Gg (fig. aa8)
■■ ’ étant la distance de l’axe KL (fig. ail); ftu contre de gravité de l’onglet
KaLA, nous déterminerons cette distante en prenant la.sommc des momens des secteurs élémentaires par rapport à cet axer Fig.a3a. Or, en considérant le secteur AC« (fig. , le centre de gravité g de Fig. a33. ce secteur se trouve sur le rayon CR C A (fig. Vil’, n nhedislance de C qui , art. 184 , a pour expression
mais l’angle C -étant très petit, nous remplacerons l’art par la corde; et
Fig.a3i. comme CB est égal àCA, c’est-à-dire àj- (fig. a3t),' l’expression précédente nous donne \y pour la distance du centre de gravité à Taxe KL. Multipliant le solide élémentaire y otr’dx par oette distance , le moment de ce solide, par rapport à l’axe KL, sera donc ÿ «tr ’rfr ; il Suit de ce qui
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précède que l'on aura
J\ eey'dx — somme des solides élémentaires, f -J esjr,dx =c somme des moment des solides élémentaires;
donc, par la propriété des montons, la distance Cg du centre de gravite pj g
du
petit corps C Aa (fig. 228, , ou KALu ;fig. a3i), aura pour eipri
** “ MW&
Fig. 23t.
et comme es est une constante, on peut l'ure passer en (lehorsdu signe d'intégration, ainsi que les fractions nnmfHqties ; et alors l'équation
précédente se réduit il
Cg ^ *f?l t.
^ Ifr’dx
576. Quand, par le moyen de l’intégration, on aura déterminé C£, la même formule fera connaître la valeur de Cg (lig. 128); mais, si le corps Fig. 228. flottant a une figure symétrique, comme cela n lieu dans les navires, on prendra
Ainsi, en doublant la valeur de Cg, nous aurons
, 4fs’dx .. ’ ' . . . !■'*
• ’ . * ~ :■» j r*dx ‘ '• 4
A l’égard du vqlume de la carène, dont l’expression entre aussi dans l’cquatioii (4 10 ) , on le déterminera par les formules connues dq Calcul différentiel lorsque le corps sera régulier. Nommant V ce volume, nous en substituerons la valeur dans l’équation (éj 1 o), ainsi que celles dn volume ACu (fig. 228) et de gp', données par les équations (4 1 3) et (4*4). Fig. 228. et nous trouverons 1 • / ‘
oo = r
Enfin, en substituant dans l’équation (411) cette valeur ainsi que celle de l’arc A a, exprimée par l’équation (4,a)> et mettent j à la place de CA, nous trouverons
Telle est la formule qui donne la distance du métacentre au centre de gravité O de lu carène.
577. Lorsque le corps flottant est homogène., et que les sections faites par des plans parallèles verticaux sont des figures, semblables , on pout déterminer le métacentre par une formule très simple, et qui dispense
même de recourir à l'intégration. Pour la démontrer, soit n* la supcr- Fig. 234. de 1® section AEB (fig, a34) qu’on e6t censé avoir mesurée par des moyens géométriques, et b la demi-largeur CA de cette section; les autres sections A'E'B', A"E"B'', etc. , auront pour demi-largeurs C'A', C" A", etc., qui sont les ordonnées y de la courbe KAL. Ces sections étant par hypothèse des ligures semblables , seront proportionnelles aux carrés des lignes homologues , et par conséquent aux carrés des ordonnées; on aura donc
section AEB ; section A'E'B' JJ AC* J A'C'*, ou • ‘ '
a* ; section A'E'B' J J 6* J y' ; . .1-
011 tire de cette proportion
section A'E'B' = *~r—-
L'épaisseur CC' ou la distance d’une section à la section conséculive, étant infiniment mince, si nous la représentons par dx , nous aurons
.ny. '
dx
pour l’élément de notre tranche.
S '8. Soit g le centre de gravité de la coupe AEB qui, parce qu’elle est symétrique , se trouve sur lA verticale CE. Ce centre de gravité étant déterminé, nous sommes censés en connaître la distance an niveau du flu.ide. Nommons n cette distance, nous aurons encore , eu vertu de la similitude des ligures.
, t <t . f la distance n' du centre de gravité de . T • • ■ • \ k, coupe A' E' B' au niveau de Veau ; • '
donc
Multipliant cette distance par la coupe élémentaire , on aura pour le moment de cette coupe, par rapport au niveau de l’eau ,
nr «»>* ,
d’où il suit que frldx sera la somme do tous les momeos prise par
rapport au niveau. Cette somme devant être égale au moment du centre de gra'vitéde tout le corps par rapport au même plan du niveau de l’eau, si nous nommons G celte distance HQ,- et V le voluide du corps , nous
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d’où nous tirerons
M/jl
V.G = — fr'd
c=w^rWr-
Mais nous avons vu, art. 576, que la distance mO du méiacentre au centre de gravité O de la carène était dnnnce par ia formule
"“âv-’
si l’on compare entre elles ces expressions , on aura
G : rrtO ÎJ 3na’ ' li’ j
ou
d’où 'l’on tirera
v ai»G
579. Pour donner une application do cette formule, proposons- nous de trouver le métacentre d'un Darallélépipède rectangle ML. Soit donc AF (fig.^a35) la section ae cç corps par le niveau de l’eau, qui sera p«- .,35
rallèlc au plan NL , le corps 's’enfoncera dans l’eau d’une ccrtaibequantité AN dépendante de la charge qu’il supporte , de sorte que ce ne sera que l’expérience, art 56o, qui pourra déterminer ia hauteur AN de là carène; mais dès que l’on connaîtra cette hauteur, on trouvera facilement la coupe que nous avons représentée par a' ; car toutes les coupes parallèles à BN étant égales à ce parallélogramme, nous aurons
a» = AB X CE.
D’un autre côté , la demi -largeur de la coupe étant égale à ÿ AB, on a b = { AB » AC; '
et comme tous les centres de gravité des coupes delà carène, sont dislâns du niveau AF de l’eau d’une quantité égale à y CE, il en sera de même du centre de gravité G de la carène ; de sorte que nous aurons
8 — G ~~ y CS. t .
Substituant ces valeurs dans la formule (4>5/, nous obtiendrons pour la distance du métaceùtrfb m au centre de gravité O de- la carène ,
' aAC>
m° ~ 3iB x CE’
ou, en remplaçant AB par aAC et en réduisant,
CE
1 ar exemple, si la demi-largeur dn parallélépipède est do () mètres et la hauteur de la carène de 4 mètres, on trouvera que la hauteur du mélaeentre au-dessus dn centre de gravité de la carène est de 6“ J , et si l’on en retranche la hauteur de la carène, il restera a» } pour la distance du métacentre au niveau do l’eau 5 ce qui montre qu’il faudrait que le centre de gravité du parallélépipède s’élevât au-dessus de a™ f.
jSo. Pour seconde application do la formule (|i5), considérons une carène dont la coupe verticale ABE (fig. a36) est un triangle AEB, rectangle en C ; ce triangle étant, par hypothèse, une figure symétrique, doit être isoscèle. Donc, Si l’on abaisse la perpendiculaire CE sur lecfttéAB, la similitude des triangles AEB, AEC prouve que AEC est aussi isoscèle , et que la hauteur EC est égale à la moitié de la base AB ; dono les quantités qui entrent dans les formules (4i5) sont dans ce casj
a* = aire triangle — AC' , n = G = i CE, b = ÂC = CE;
par conséquent, en mettant ces valeurs dans cette formule, elle se réduit h
et si l’on retranche de cette valeur la distance de O au niveau AB de I eau, comme O est an tiers de CE, à partir de la base du triangle, il restera jCE, pour la distance mC du métacentre au niveau de l’eau. Donc , dans une carène symétrique dont la base est un triangle rectangle, le métacentre de chaque coupe verticale est autant au-dessus du nivequ de l eau que le centre de gravité de /a coupe est au-dessous.
58i. Si nous appliquons la formule (4>5) au corps régulier dont la coupe est ABE, nous verrons que la quantité b est ici égale i AC, et que «*, qui exprime la surface de la coupe, équivaut à AC X CE = CE’, et qu’enfin le centre de gravité de la coupe étant distant du niveau do l’eau d’une quantité égale à t CE’, comme tous les centres de gravité des autres coupes en sont tous distans de la. même quantité, il doit en être de même du centre de gravité G de tout le corps ;d’«ù il suit que G 5= fCE. Substituant ces valeurs dans l’équation (4t5), on aura encore
«O == j CE;
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d'ou l’on conclura que la même propriété, qui est énoncée art. 58o, a également lieu pour le métacenlre de toute ta carène.
58a. Si l'on imagine maintenant que le poids du corps soit concentre à son centre de gravité, on peut déterminer, par la théorie du pendule composé, les oscillations’de ce oorps autour du métâcentro. t’our cela, changeons la position des axes des coordonnées, en plaçant l'origine au ceplrodo gravité; il sutlira ensuite de mettre la valeur convenable de y) dans la formule (337), fl UÎ > comme on l'a vu à la lin de l'article <J85, revient à celle-ci :
dt *• -f- a* n
car, à l'aide de cette équation, on pourra parvenir à connaître la vitesse angulaire a, et ensuite k trouver le temps t de l'oscillation. Mais il est q remarquer que l’axe des y, employé dans cette formule, ayant été placé perpendiculairement à la direction de la pesanteur, notre axe des x devient l’axe éesy de la formule (4<6); par conséquent, l'ordonnée^,, qui détermine lé moment du centre de gravité par rapport au plan desx, z, devra être remplacée par l'abscisse x, , qui déterminé le moment du centre do gravité par rapport au plan dos jr, t.
583. Pour obtenir la valeur de cette abscisse , nous avons vu , art. 076, que la distance du metacentre m, au centre de gravité O de la carène, avait pour expresaion ~
appelons A cette quantité , et nommons B la distance de O en G (fig. 237), nous aurons donc •
*Gm = A -+■ B. ......
Mais il faut remarquer que le point G poovant tomber au-dessus de O, art. 566, on peut avoir aussi
— Gm = A — B;
par conséquent nous comprendrons les deux cas en écrivant
Gm 3 A ÿ B. r
Cela posé , l'angle LmG (fig. 237) , formé par la verticale mL avec la nouvelle direction de cet axe , étant représenté par 6 , nous aurons
GL = Gm sin 6 ;
remplaçant le sinus par l’arc , parce que cet arc est très petit , et su|wls tuant la valeur de Gm, celte équation deviendra
Gl. — (A rt B) 6;
Fig. 237.
Fig. 237.
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mettant ccIUj valeur de y t dans la fortyiule (4 nous obtiendrons
d* ç(A dt B) 6
• tfc • ï ^ Ar» -f- a “* v 4
584. D’un autre côté, la vitesse angulaire c$ étant celle qui correspond à l’espace circulaire 0 décrit' avec l’unité pour rayon , cette vitesse sera
db
égale à la différentielle de cet espace , divisée par dt , c’est-à-dire i yj
* * * j • dt
Fig. 237 • et comme, lorsque lo temps s’accroît, l’arc In (fig. 237) diminue, on doit suppoqf df) négatif. {Voyez la note de l’art. 365.) On aura donc
.. dB
eu multipliant ces deux équations par ordre, cela aullira pour élimiuer dt, et l’on obtiendra
faisant, pour abréger*
k* -*-aa . ”
d*fi-
et multipliant par 2 , pour qu’on puisse immédiatement intégrer, en aura
2E ùdO 2 aedu J
'Jra
effectuant l’intégration , il Tiendra
EO
d’où l’on tirera
■ • -. v «Œ\/c — Ea*.
Substituant ceUc valeur dans l’equation (4*7) , on trouvera dt - _ d0
■ ■ ‘ i/C — Efl* ’ k
divisant par E , sous le radical , et multipliant en dehors par \/Ë, cette équation donnera . . / • -, •
dQ t
dt = -
i/ey/e-6*’
et donnera on l’intégrant •
. ' «V/ËN , *
— — = aro( cos = — — I + C;
Dtgiîtzeçtèâj
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d’où l'on tirera
* - cos [(i — C')i\/E]-
11 sera facile de déduire de là
. V/C[co.(<-C')V/Ê]
585. Lorsque E sera négatif, le radical qui affecte le second membre de cette équation devenant une quantité imaginaire , la valeur de l’arc fl décrit par ni (flg. >37) cessera d’ètre réelle, et l’oecillation ne pourra Fig. plus avoir lieu; mais, pour queEsoit négatif, il faut que le premier terme do l’équation (4’8) se détermine négativement, et que par conséquent l’on ait
A ± B — rtombrc négatif,
c’est ce qui arrive lorsque B surpasse A, et comporte le signe inférieur.
Mais nous avons vu, art. 583, -que B étant la valeur de la droite G m, cette valeur, art. 58a, n'était négative que quand le centre de gravité O de la carène était au-dessous du «entre de gravité G. Il suit dé 14 que le corps ne peut être dans une position d’équilibre instantané que dans ce cas; car c’est le seul où les oscillations peuvent devenir impossibles.
Au contraire, lorsque le centre dé gravité O de la carène sera au-dessus du centre de gravité G du corps , la valeur de B sè déterminera positivement, et celles de 9 et de a seront réelles ; d’où il suit que les oscillations pourrontjavoir lieu : et comme la détermination de leur durée s’effectue absolument par le même moyen que nous avons employé lorsque nous avons traité du pendule composé , nous pourrons en conclure qu’elles sont d’égale durée. Cela suffit pour nous faire reconnaître que lorsque le oentre de gravité de la carène est au-dessus du centre de gravité du corps plongé dans un fluide , ce corps est dans une position d’équilibre stable. 1
De la Balance hydrostatique , de V Aréomètre, de la Pesanteur de l'air , du Siphon, et de l' Élasticité de fair.
586. Soit M un corps dont le poids est P ; si ce corps est plongé dans un iiuide, il perdra de son poids une quantité égale au volume du fluide qu’il déplace; par conséquent , il faudra
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ôter une partie P' du poids P pour rétablir t’équilibre : ce poids enlevé P' sera donc égal à celui dq volume du fluide déplacé.
Par exemple, si M est une sphère de plomb du poids de u hectogrammes , et qu’on trouvé , lorsqu’elle est plongée dari» un fluide, qu’elle ne pèse plus que^o hectogrammes , on en conclura que la gravité du plomb est à celle de ce fluide, comme il est à i.
Si l’on voulait déterminer la pesanteur spécifique ou densité d’un fluide, celle de l’huile d’olive, par exemple, on plongerait la même; sphère dans ce fluide, et ayant trouvé que son poids est réduit à 1 o*,o85, on conclurait qüe le volume du fltdde dé-< placé est égal à o*,gi5 ; et comme en plongeant cette sphère de plomb dans l’eau, on a déjà trouvé que le volume d’eau déplacée était dè i*, eh comparai^ les volumes déplacés des deux fluides, on trouverait qjoe leurs densités sont entre elles comme i est
ao,gi5. ijj v ;-Vv « •
'Il Suit de oe cpii -précède que dedx corpsde volumes inégaux étant mis q^ljlijiHlire dans le vide, cesseront de l’èïfe lorsqu’ils seçopt plongés ^dans l’air; carie plus volumineux de ces corps perdra une plus forte partie dé son poids que l’autre.
587. L-’âréomètre , où pèse-liqneûr, est un instruisent qui fait connaître les. pesanteurs spécifiques des- fluides: il est composé 4’ un cylindre de- verre qui , datUcSS| partie inférieure r est soudé à un petit globe de verre rempli de mercure; l’autre extrémité fle ce cylindre est terminée pâr un tube gradué. Lorsqu’on plonge l’aréomètre dans un fluide, le mercure qui sert à le lester lui fait prendre une position verticale , et il s’enfonce d’autant plus dans le fluide, que ce fluide a moins de densité. Alors la division du tqbe gradué fait connaître la pesanteur spécifique du fluide. Par exemple, la température étant à ro degrés du thermomètre de Réaumur, si l’on plonge l’aréomètre dans de l’eau distillée, le niveau du fluide effleurera le 1 o* degré de l’aréomètre; pkmgc-ensuite dans le vin, il indiquera le 1 1*, le la' ou le i3c degré; dans l’cau-de-vie , il descendra encore
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ét s’arrêtera entre t5 et 20, ou entre 2 i et 35, selon que cette eau-de-vie sera simple ou rectifiée.
D’après ce qui précède, on voit que la construction de l’aréomètre est fondée sur ce principe, qu’un corps plongé dans un • fluide, perd une partie de son poids égale à celui du fluide déplacé ; donc, plus le fluid^uira de densité, plus l’aréomètre diminuant de-poids surnagera.
588. Galilée, le premier, r^ponnut là pesanteur de l’air; Toricelli, son disciple, la démontra par l’experiençe suivante. Soit AB (fig. 238) un tube dé verre situé verticalement et rempli Fig.a38. de mercure ; si l’on renverse ce tube de manière qu’en gardant toujours une position verticale, la partie inférieure A prenne la place de la partie supérieure, etquc l’on plongecetube(fig. 23g) pi(, ^ dans un vase plein de mercure, il se fera, à la partie BE du tube, un vide qui sera occasionné par la descente du mercure qui s’arrêtera en E lorsque la colonne de mercure comprise depuis E jusqu’à la base horizontale CD du mercure sera.d’environ 28 pouces, ou de j
Cette colonne de mercure ne se soutient que par la pression de l’air extérieur qui, pressant la surfact^D , fait équilibre au mercure renfermé dans le tube.
Les fluides qui ont des densités différentes doivent donc s’élever à des hauteurs différt4fces; c’est ce qu’on a vérifié sur l’eau . En effet, l’eau étant d’une densité qui esta peu près 1 3 ) fois moindre que celle du mercure, devra s’élever à une hauteur qui sera en raison inverse des densités de ces fluides. Ainsi l’eau s’élèvera à une hauteur exprimée par 28^ X 1 3 }, nombre qui diffère peu de 32*"*, ou de iq",4> hauteur à laquelle ori- a reconnu qu’une pompe aspirante' pouvait élever l’eau. - ’
Dans cette pompe , le piston qui était à la surface de l’eau
• • . . # s’étant élevé jusqu’à une certaine hauteur, il se fait un vide dans
le corps de pompe; alors l’eau pressée par l’air environnant,
monte dans ce vide de la même manière que s’élève le mercure
dans le tube de Toricelli.
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58f). • Le mécanisme du siphon s’explique aussi par la pression de l’air. On appelle siphon un tube recourbé, darts lequel l’une des branches est plus longue que l’autre. La branché KF Fig. a4o. (fig, 240) qui est la plus courte, est plongée dans un vase ABCD plein de liqueur; alors si en aspirât l’air par l’ouverture G, on fait le vide, la pression de l’air agissant sur la surface BC du fluide, fera monter l’eau dans le siphon, et le fluide se videra par la branche FG.
590. L’air est nn fluide élastique qfti se comprime sensiblement en raison directe du poids qui le presse.
Fig.u^i. Voici une expérience qui' va le prouver. Soit ABCE(fig. 241) un tube recoufbé et fermé hermétiquement au point Ê : si par l’ouverture A', on fait entrer du mercure quy-empjisse la partie du tube comprise depuis A jusqu’en D , lorsque AB Sera de 76"""" • (*), le mercure DC occupera la moitié de la branche CE ; et si l’on verse encore du mercure dans le tube jusqu’à ce que A 'b soit de deux fois 76e'""*'*, l’espàce E d rempli par l’air sera réduit au tiers de CE ; et ainsi de suite.
Cette expérience prouve la compression de l’air; car lorsqu’il n’y avait point de iWrcure dans lé tube, l’air CE faisait équilibre à une colonne d’air de même poids que celui d'une colonne de mercure de «fl**»*»»- de haut; lorsqu’on verse ensuite du mercure, et qtie AB est de l’air renfermé dans ED
fait donc équilibre à un poids de deux fois n6rm,im‘, et cet air
, (*) On suppose que l'expérience soit faite à I’ari», où la Uautour moyonrie du mercure, dans le baromètre, est de om,7(~>; et l’on sent que, dans ui» antre lien, te mercure pourrait n’ètre pas à la môme hauteur. > •
Sous le Pont-Royal, et au niveau des moyennes eaux de la 9eine, lorsque le thermomètre indique ia°, la hauteur moyenne du baromètre esf, d’après M. Biol, de 0™,7G. M. Shuckburg, qui a mesuré avec beaucoup de précision la hauteur moyenne du baromètre à 1» latitude de 4ri° (division nonu jj.t, Pa trouvée de om ,7(129. Le thermomètre était à ia°,8.
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n'occupe plus que la moitié de CE. On voit de même que l’espace E d, occupé par l’air, sera réduit au tiers de EC lorsque BA' sera de deux fois ■jô""'’; ainsi de suite.
Si l’on ôte successivement le mercure du tube, l’air se rétablit dans son état primitif ; çe qui prouve qu’il a encore la propriété d’étre fluide parfaitement élastiqire.
Des Pompes.
5qt Une pompe est une machine composée d’un tuyau qui, à l’aide du ressort de l’air, fait monter l’eau.
Il y a trois sortes principales de pompes: i° la pompe aspirrante; 2° la pompe foulante ; 3° là pompe aspirante et foulante.
La pompe aspirante (fig. est formée de l’assemblage de Pjg deux tuyaux AjBCD, CDHL unis ensemble, et dont le premier est le tuyau d’aspiration, et le second le corps de pompe. Ue jeu du piston est l’espace MNHL, dans lequel il peut se mouvoir. Voici l’effet de la pqmpe aspirante.
Çètte pompe étant placée de manière que sa partie inférieure AB soit au niveau de l’eau , si l’on élève le piston dé MN en HL, il se fait un vide dans l’espace ML; l’air que renferme CN s’y précipite , et, devenu moins dense que l’air atmosphérique renfermé dans le tuyau d’aspiration AD, cet air atmosphérique soulève la soupape k, et diminue aussi de densité; alors, ne pouvant plus faire équilibre à l’air atmosphérique qui repôse sur la surface extérieure du fluide, celui-ci presse cette surface, et fait monter l’eau jusqu’en A'B'; et l’équilibre se rétablira, parce que l’air extérieur sera contrebalancé parla colonne d’oau AB', jointe à l’air renfermé dans A' L. En ce moment , la sou pape k ne se trouvant plus entre deux airs dè densités differentes, retombera par son propre poids, et se fermera.. Abaissant de nouveau le piston de HL en MN , l’air renfermé dans MD se condensera de plus en plus, et rte tendra qn’à presser encore davantage la soupape k. Ainsi l’air renfermé dansA'D
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Fig.
ne pouvant communiquer avec celui qui est au-dessus de la soupape k, conservera le ressort qu'il avait lorsque le piston était en HL; par conséquentla colonne d’eau AB' se maintiendra 'toujours à la même hauteur. Nous venons de voir qu’à mesure qu’on faisait descendre le piston , l’air qu’il presse contre CD se condensait. Lorsque ce piston sera ramené en MN, il aura repoussé dans MD, non-seulement Pair atmosphérique qui y était primitivement contenu , mais encore il y aura fait entrer une partie de Pair dont la colonne d’eau AB' tient la place. Ainsi Pair contenu dans MD devrait être plus dense que Pair atmosphérique; il ne l’est pas cependant, parce qu'on a pratiqué dans le piston une soupape I qui s’ouvre dès que Pair contenu dans MD a plus de ressort que Pair atmosphérique situé au-dessus du piston. Élevant po.ur la seconde fois le piston, une partie de Pair contenu dans A'D montera dans le corps de pompe, comme nous Pavons expliqué, et l’équilibre sera rompu de nouveau. Pour le rétablir, il faudra que Peau monte de A' B' en A" B"; de sorte qu’après un certain nombre de coupsde piston. Peau parviendra jusqu’à la soupape kf la soulèvera et entrera dans le corps de pompe , s’y élèvera successivement , et sortira par l’ouverture QR.
592. Examinons maintenant le mécanisme de la poihpe fou- 143. lante. Dans cette pompe , le piston MNP ( fig. ) descendant de MN en HL, s’enfonce dans le fluide, et il se fait un vide dans l’espace ML; alors l’eau qui est au-dessous du piston, chargée d’ailleurs de la colonne d’eau qui presse la surface du fluide, se précipite dans ce vide au moyen d’une ouverture faite au piston, et recouverte d’une soupape qui se ferme.
Si l’on fait ensuite remonter le piston , lorsqu’il sera revenu en MN , l’eau qui repose sur la base de ce piston tiendra la place d’une partie de Pair que renfermait l’espace MNCD ; par conséquent, cet air Se comprimera, et devenant plus dense que Pair atmosphérique , il soulèvera la soupape k , et sortira par cette ouverture jusqu’à ce qu’il ait repris la densité de Pair
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atmosphérique. Ainsi , à part l’eau qui repose sur le piston , tout reviendra dans le meme état qu’avant le premier coup de piston ; pdr conséquent , si l’on fait descendre de nouveau le piston-, l’equ du vase montera encore dans la pompe; et ainsi de suite, jusqu’à ce que l’eau s’introduise dans le corps de pompe en soulevant la soupape
593. En combinant les effets de ces deux pompes, on a imaginé la pompe aspirante ét foulante. Dans cette pompe , si l’oii élève le piston MNP (fig. 244)» 1 ’Sàu, en pressant la soupape F;e.
L , montera par le tuyau ABCD , et (pénétrera dans la partie MCDEF. Ainsi , au bout de plusieurs coups de piston , l’eau s’accumulera dans l’espace MCDEF ; le piston , en descendant ensuite, comprimera l’eau , et la faisant sortir par la soupape
I , l’introduira dans le tuyau FGHK.
594. Il est possible que la pompe aspirante ait des dimensions telles, que l’eau ne puisse s’élever au-delà d’une certaine hauteur. Pour connaître dans qiiel cas cela peut arriver, simplifions le problème., et considérons une pOmpe dans laquelle le tuyau aurait partout le même diamètre , et supposons que l’eau
*se soit élevée jusqu’au plan horizontal dont ZX (fig. a45) est pjg ,^5 le profil , et que le piston ne se meuve que dans 1’espâce compris entre HL et MN ; nommons
u le jeu LN du piston , b la longueur LB , -u
x la distance de L en X.
Lorsque le piston s’est élevé de MN en ÜL, il a parcouru toute sa course; alors l’air qui était d’abord contenu dans ZN, occupe l’espace ZL , et par conséquent diminue de ressort dans le rapport de NX à LX ; de sorte que si R était le ressort de l’air atmosphérique contenu dans NZ , le ressort R' de l’air raréfié contenu dans ZL , sera donné par la proportion
lx : NX :: r : R', ou x : x — « : r r : R' ;
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Gela posé , l’air contenu dans NZ étant de même densité que celui de l’air extérieur, son ressort R doit être mesuré par une colonne d’air dont la base c équivaudrait au cerele-qui aurait WN pour diamètre, et(dont la hauteur serait de 3a pieds, c’est-à-dire de iom,^. Soit h cëtte hauteur , donc .
I t = ch.
Si l’on met cette valeur dans l’équation précédente, on trouvera
_ , x —Ut
R.' ==.': - X-cè. ; .
Or il est évident que le ressort R' de l’air renfermé dansZL,
joint à l’eau qui occupe le cylindre ABZX , doit contrebalancer
la pression de l’air atmosphérique. La colonne’ d'eau renfermée
dans le cylindre ABZX .a pour volume le produit de la base c
par la hauteur BX ou c X ( A — ; x). A l'égard de la pression
de l’air atmosphérique, elle sera représentée par cA; paf con- .
séquent, nous aurons
X ch -f- ( b — x) c — ch ;
supprimant le facteur commun c, il restera
Dans ce cas, il y aura équilibre entre l’air extérieur et la colorftic d’eau ; mais si l’eau doit monter, il faudra que la pression dé l’air extérieur l’emporte sur celle de l’eau renfermée dàns le cylindre ABZX et de l’air compris dans ZL , et que l’on ait , par conséquent ,
en représentant par z l’excès du second membre de cette inégalité sur le premier, on aura •*.'.*
Chassant le dénominateur x et réduisant, on obtiendra
— ah -1- bx — ■ jr1 + xz — o ,
d’où l’on tirera
Si l’on fait z — o , l’eau s’arrêtera en ZX , et Ton aura
ah.
Ces deux valeurs de a? seront toujours réelles , si -r snr-
passe ah : lorsque cette condition sera remplie , l’eau pourra s’arrêter en deux points ; mais il n’en sera pas de même si ah
surpasse ; car alors les deux racines de x étant imaginaires,
l’eau ne pourra s’arrêter, et la pompe aura tout son effet.
5q5. A l’égard de la pompe foulante , on élèvera toujours l’eau , avec cette pompe , à la hauteur que l’on voudra , pourvu que la force motrice soit proportionnelle. l’effort que supporte le piston. .Supposons que l’eau. soq montée dans la pompe jusqu’en EF (6g. 243), le biveau du fluide environnant se trouvera fi(, ^ au-dessous. Or il peut arriver deux cas : ou le piston, est audessous du niveau de l’eau environnante, ou il est aH-dessus.
Dans le premier, soit ab le niveau de l’eau environnante; le piston MNP n’est point chargé de l’eau comprise entre JMN et ab , parce que cette eau est contrebalancée par le fluide extérieur ; donc le piston ne soutient que l’eau renfermée entre ab et EF. Or le poids de cette colonné d’e'ad s’évalue par celui
d*urt cylindre d’eau dont la base serait la surface M'Ndu piston, et dont la hauteur serait égale à la distance des deux plans EF et ab.
596. Mais si le niveau est 'en a' b' et le piston au-dessus Fie. *43. (fig. 243), soit P le poids de la colonne d’eau comprise entre MN et a'or-, cette colonne d’eau n’étant soutenue que par l’air extérieur qui presse l’eau environnante, diminuera de son poids P le ressort de l’air extérieur. Ainsi le ressort de l’air atmosphérique qui est au-dessus du piston surpassera de P le ressort de l’air extérieur. Cet excès de pression agira sur la base MIS du piston. L’effet sera donc le même que si le piston supportait le poids P de la- colonne d’eau comprise entre a' b' et MN ; et comme d’une autre part le piston est surchargé d’une colonne d’eau qui s’étend depuis Mît jusqu’en EF , il en résulte que la base MN supportera une pression mesurée par le cylindre dont MN serait la base , et qui aurait pour hauteur la distance comprise entre lçs plans a' b' et EF. 1 <
Ainsi, pourvu qu’on emploie un effort suffisant, on-élèyé’ra toujours l’eau à la hauteur que l’on voudra , au moyen de la pompe foulante. , . ,
Du Baromètre. '
Fig 24c ^97. Le baromètre est un tube recourbé ABC (fig. 246),
rempli de mercure dans la partie NMBEF de sa capacité ; l’extrémité supérieure AMN de ce tube est vide d’air et entièrement close en A , tandis que l’antfe extrémité C est ouverte. Si par . ’ la surface FE on mène nu plan qui coupe le tube eu un point D , la colonne de mercure comprise depuis D jusqu’en M sera , comme on l’a vu, d’cnvirôn a8',°“c" on iom,4 de hauteur, et mesurera le poids d’ime colonne atmosphérique de mérpe base.
5 98. Le baromètre fait connaître la plus ou moins grande densité de l’atmosphère ; car lorsque l’air augmente de den- Fig. 246- sité , la surface FE ( fig. 246 ) du mercure éprouvant une plus
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grande pression ,. il faut ufte plus grande colonne de mercure pour foire équilibre à cette pression : ainsi le, merciire 's’élève davantage dans le tube. Par la même raison , - la colonne de mercure doit s’abaisser lorsque l’air atmosphérique devient plus léger. •
599.. D’après ces observations^ taferomètre peut être employé à mesufer la hauteur d’une montagne, ou en général la hauteur verticale d’un pays au-dessus dp la surface de la terre. Pour cet effet , soient
h la hauteur du mercure à la surface de la terre,
* h' la hauteur du mercure au haut de la montagne,
g et {' les densités de l’atmosphère correspondantes à h et à h'. Nous avons vu, art.
pesans était
supposons que le plan des x , y soit horizontal , et plaçons-le à la surface de la terre. Lorsqu’on s’élèvera dans l'atmosphère, la densité deviendra ç', et z croîtra, tandis que p diminuer* ; il faut donc, d’après la note de l’article 43g, prendre dp et dz de signes contraires ; ce qui nous donnera
àp— — t'gdz. . . (419).
(*) Pour parvenir directement à ce résultat, considérons une colonne atmosphérique (fig. 247) dont la base AB est l’unité de surface: là pression que cette base supportera sera mesurée par la poids de la colonne ' atmosphérique CABD; par conséquent, la pression élémentaire dp peut être représentée par le poids d’une tranche dont de serait la hauteur infiniment petite. Or, la base de cette tranche étant égale à l’unité de surface, son volume sera exprimé par de, et sa masse par /de; donc en multipliant cette expression par g, on aura gfde pour te poids qui mesurera lapression dp. Observons que cette démonstration a lieu, quelle que soit la forme de la base plane AB, que nous avons prise pour unité de surface.
552 , que l’équation générale des fluides
dP — igd* (*);
Fig. 247.
v,' <ro;'9P<' .A 'fjfpu 1
Si les lieux des observations sont peu distans, on pourra regarder la pesanteur # comme constant?, et en intégrant dans cette hypothèse, on aura • • : r
'dp
Or la température étant supposée constante, n<jus avons vu , art. 548, que la pression p était proportionnelle à sa densité , condition exprimée par l’équation
en faisant donc varier/? et ( dans cétte équation, nous en tirerons dp='nd(':
substituant cette valeur de dp dans l’équation (420), nous trouverons
effectuant l’intégration indiquée, il viendra * - .
a — logÇ +C. •
Pour déterminer la constante, observons que lorsque z=zo,
la densité est celle qui a lieu à la surface de la terre, où nous
avons placé le plan des y, x. Cette densité sera donc celle que nous avons désignée par ç. Ainsi l’équation précédente nous donnera ■ : .
■ • ' . • .°=— ~ Ipg^+C;
éliminant C entre -cette équation et la précédente, nou,s aurons • . a = ~ ( log{ — log '
Digta
du baromètre.
oti
z = - log
Or les densités étant proportionnelles aux pressions, elles le sont aussi aux hauteurs observées h et A'; donc
lillÛï
tirant de cette proportion la valeur de *, et la substituant dans celle de z, on obtient
Z~.g bV .
Le logarithme indiqué appartenant au système népérien, si nous représentons par Log A le logarithme tabulaire de - , et par M le module 2,3o-z585og, nous savons que l’on a
M • Log -jp ~ log •jû >
substifiiant il viendra
• MH T A
. = — Log-,. • • (42')-
600. Pour déterminer la constante fl qui est la pression sur b unité de densité du fluide, nous remarquerons qu’à l’origine la densité étant (, cette densité n’est autre chose qu’un cube «Pair dopt l ime des faces serait égale à l’unité de surface ; la pression qugagit sur ce cube doit être mesurée par la colonne d’air qui, a la surface de la terre, reposerait sur l’unité de surface : or cette colonne d’air est égale à une colonne de mercure qui s’élèveraitàuue hauteur /1. Si nous appelons*" la densité du mercure, la masse de cette colonne sera représentée par /«* . Multipliant ce produit par la pesanteur g, le poids de la colonne de mercure, au bas de la montagne, sera donc Représenté par gh( : telle sera la pression sur la densité *. Pour en déduire Ta près
sion fl sur l’unité de densité , il suffira d’établir la proportion
d’où l’on tirera
substituant cette valeur dans la formule {l\it ),'il viendra
prenant pour unité la densité du mercure , cette formule se réduira à - . >
^ z- r= — Log ’ • (422). ,
60 1 . Si , dans deux pays , la hauteur h du mercure est la même, et que la pesanteur dans l’un étant prise pour unité, devienne dans l’autre h — S', le mercure que renferme le baromètre dans le second pays deviendra plus léger ou plus lourd., selon que J'ser^ positif-ou négatif. Pour fixer les idées, supposons i positif; alors 1 — S sera une quantité plps petite que l’unité, parce que la variation de la pesanteur étant peu sensible, on e.sten droit de supposerai ne la variation de pesanteur ï est aij-dcssous de l’intensité de la pesanteur qui alieu à la latitude de 5o°. Cela po^é, la colonne de mercure, dans le patys où la pesanteur est i — J", devenant plus légère, fera supporter une moindre pression h la colonne d’air qu’elle contrebalancer» et qui diminuera aussi de densité. Or, en supposant que l’élasticité de l’air soit proportionnelle à la pression qu’il supporte, cetté pression sera thés urée par le poids de la colonne h de mercure; et comme le rapport des gravitas des deux pays est exprimé par i ; i — J~'? ce rapport sera aussi colui des poids des colonnes de îtfemire, dont la hauteur commune est h. Ainsi, en appelant d la densité de l’air dans le pays où la pesanteur est i —
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nous aurons » * « '
; . i rf;
Cette valeur devra remplacer la densité de l’air dans la formule (4n) , pour qu’elle se rapporte au pays où la pesanteur
est i — - et Cette formule deviendra
MA h :
».?tTT=5 «î3*- • ...
En comparant les résultats des observations faites en différons lieux à l’aide du pendule; on a trouvé que si l’on supposait fa pesanteur égale à l’unité, à la latitude de 5o° (div. décim.), fa différence ^deviendrait 0,001837 1 cos 2^, lorsqu’on passerait dans un pays, dont la latitude serait Mettant cette valeur de i dans la formule (4*3), on obtient
' . ' MALog t
f (l — » 0,0028371 COS nj')'
D’après cette valeur, on voit que $ est une très petite fraction ;
par conséquent, si dans l’équation (4*3) oh remplace ■ par
son développement <f3-|- etc., donné par la division,
et qu’on néglige les termes «F1, i‘i, etc., comme très petits de-
vant S', od pourra mettre 1 -j- ^>ai» lieu dè — — . ; alors la va
leur de z deviendra
z = — ^(1 -f- 0,002837 1 cos 2^) Log~. . . (424):
va-
602. Pour modifier cette formule convenablement au cas où l’on a égard à la variation de la température, nous remarquerons que, d’après diverses expériences, M. Gay-Lussac a trouvé que dans Fintervalle de o à 100“ du thermomètre centi-
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grade, un ajr parfaitement sec se dilatait de 0,00375 par degré du thermomètre; mais en ayant égard à l’humidité qu'il “peut
contenir, on a fixé la dilatation de ce fluide à environ -4- pat'
degré. Il a été aussi reconnu que, dans les mêmes circonstances,
le mercure se condensait de
par degré. Ainsi (in volume
d’air représenté par 1 à la température o, deviendra 1 -f- —
lorsque le thermomètre montera au degré «; et connue la densité d’un fluide est en raison inverse du volume qu’il occupe, il suit de là que la densité de l’air à la température n, sera exprimée par
par conséquent, si nous prenous pour n un ternie moyen entre les températures f et r' à la surface de la terre et au sommet de
la montagne, nous remplacerons n par — , et la densité de
l’air deviendra
5oo
Le mercure se condensant à mesure qu’on s’élève sur la montagne, et que le thermomètre s’abaisse par le refroidissement de l’air, la colonne de mercure observée au sommet de la montagne est moins haute que celle qui aurait eu lieu si -la température fut demeurée constante : ainsi, d’après l’observation précédente , il faudra , pour avoir la hauteur du baromètre dans l’hypothèse de la température constante, augmenh' ~ •
ter //' de 57 — répété autant de fois qu’il v a d’unités dans la
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différence des températures du mercurè à la surface de la terre et au sommet de la montagne. Or si nous appelons T et T' eès températures, elles seront indiquées par un thermomètre en contact avec un baromètre (*), çt nous devrons, au lieu de A', mettre dans la formule (4^4)> la quantité
; 54 ta ’
substituant donc dans l’équation (4^4) cette valeur, et rem-
plaçant { par
, nous obtiendrons
MA/ r+f'N. ... h
a = ( i -f- -= — )( i — f- 0,002007 1 cos 24) Log —
6o3. Supposons que l’observation qui détermine la hauteur A du mercure, soit faite à la latitude de 5o° au bord de la mer, c’est-à-dire à la surface de la terre,, oq aura
cos 24— o,
et la formule précédente nous donnera MA " a «
* G +'î^r)Lo8~
Si l’on mesure trigonométriquement z, et que, par un résultat moyen entre plusieurs observations, on détermine A, A7, t, t1, T, T, le second terme de l’équation (4^6) sera en-
(*) 11 est à observer qu’en se transportant dans un lieu , le mercure du baromètre ne s’y met pas de suite à la température de l’air environnant ; c’est pourquoi nous faisons une différence entre t' ot T', et entre t et T
3g6 hydrostatique.
tièrement déterminé, et fera connaître la valeur de la constante
— . On a trouvé que cette constante est égkle -au nombre
MA
i83g3 mètres. Mettant cette valeur à la place de — dans la valeur de z, on aura la formule suivante :
8393”-(j )( >+0,003.837 1 cos 24 ) Log— TfZTjr. •
Ceux qui s’occupent d’observations météorologiques, l’emploient ordinairement pour mesuref les hauteurs verticales, à l’aide du baromètre.* ' "
QUATRIÈME PARTIE
HYDRODYNAMIQUE.
De l’écoulement d’un Jluide par un orifice hom zontal dans l'hypothèse du parallélisme des tranches. •
6o4- Lorsqu'un fluide contenu dans un vase sort par une
ouverture "pratiquée au fond de ce vase , il a été constaté par l’expériencë que la surface extérieure du fluide se maintenait sensiblement dans une situation horizontale* tout comme si lè vase n’était pas percé. Par conséquent, si l’on imagine que la masse du fluide soit divisée en tranches horizontales , ces tranches conserveront sensiblement leur parallélisme à mesure qu’elles s’abaisseront et que le vase se videra ; et les molécules qui les composent seront censées descendre vérticalement. Ce n’est pas qu’en examinant la chosé-à la rigueur, ces molécules ne soient soumises à des moUvemens horizontaux qui s’opposent à cette direction verticale. En, effet, si le vase n’a pas la forme d’un cylindre, une tranche ne peut prendre la place de celle sur laquelle elle repose, sans augmenter ou diminuer sa largeur aux dépens de son épaisseur, et, par conséquent, sans que les molécules qûi la composent n’éprouvent. des mouvemens dans le sens horizontal. D’ailleurs, outre ces mouvemens dus à la forme du vase, les molécules qui sont situées proche de l’ouverture manquant d’appui, y forment unç espèce d’entonnoir qui tend à écarter de la direction verticale les molécules environnantes ; mais nous ferons abstraction de toutes ces cir-
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constances qui compliqueraient trop lé problème, et qui d’ailleurs ne sont que d’une faible influence lorsque le vase, comme cela se reflèontre souvent, est d’une forme qui diffère pèu de celle d’un cylipdre. " •
Fig. 248. 6o5. Supposons donc que l’ordonnée z (flg. 248) mesure la
distance mO de l’une des tranches du fluide à un plan horizbntal AB , suivant lequel nous placerons celui du niveau j la surface interne du vase étant donnée par l’équation f(x, y , z) = o, nous en déduiron# l’aire s de la tranche qui répond 'ordonnée z. Par conséquent, en multipliant cette aire par l’épaisseur dz, nous aurons sdz pour le volume de cette tranche. Cela posé , il est facile de voir que toutes les molécules qui la composent ont la même vitesse; car, dans notre hypothèse, elles arrivent en même temps, par un chemin vertical, au plan horizontal qui sert de base à cette tranche. Au contraire, la vitesse Cessera d’être constante lorsque nous la considérerons dans deux tranches différentes ; en effet , le fluide étant incompressible, un<p tranche quelconque ne peut descendre de la hauteur dz dans l’instant dt, sans qu’il ne sorte par l’orifice une quantité de fluide égale au volume de la tranche qui est disparue. Ôr, si nous, appelons u la vitesse qui a lieu à l’ori- Fig. 248- fice EF (fig. 248) et X- l’aire de cet orifice : comme la vitesse est en général exprinjée par , l’espace divisé par le temps, l’espace vertical parcouru dans l’instant dt sera égal à udt\ donc , dh multipliant l’aire X par la hauteur verticale udt, nous aurons kudt pour le fluide écoulé par l’orifice dans l’instant dt. Égalant à. cette quantité la valeur de la tranche disparue, il viendra . _ . .
sdz kudt. . . (437);
cette équation nous donne ,
tio6. Au Itout du temps t, la vitesse de la tranche dont a
UK l.’ÉCOULEMKtlT u'vN Pl.l'IUE. 3yt)
est la superficie, étant v, a |>our expression la différentielle de
t ’’ f * m , t . * * tlz
l’espace vertical divisée par celle du temps, c’est-à-dire — .
' " dt
Remplaçant donc cette fraction par v, dans l’équation (4^8),
on aura
. . kujpsv (429).
Cette équation nous dit que les vitesses « et v doivent être en raison inverse des aires h et s ; ce qui est d'ailleurs manifeste, car plus Taire est étendue, moins la vitesse nécessaire pour que la tranche s’écoule doit être grande.
• a*’ 1 . dv
Au bout du temps dt la vitesse e deviendra — 'dt j
mais si les molécules n’agissaient pas les unes sur les autres, la force accélératrice qui les sollicite étant g , on aurait
— = g ; ce qui donnerait gdt jfcur la vitesse dv ; et , comme
chaque tranche perd toute la vitesse quelle aurait si les particules du fluide étaient libres , moins celle qui lui reste , la vitesse perdue par une molécule de la tranche dont s est la
dv
superficie, sera donc gdt — — de, et par conséquent la force accélératrice due à cette Vitesse aura pour expression
’ ‘ dv
s Ht ■*>
Or, par le principe de d’Alembert , le système se mettrait en équilibre si chaque tranche du fluide était sollicitée , non par la vitesse gdt dqe à la pesanteur, mais par la vitesse perdue
Çg — ~ ^ dt qui lui correspond ; cette hypothèse convertit
l’équation dp = çgdz , art. 552, en
(e~7t)dzr- (4>)-
HYBBODTKAMIQUE.
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La différentielle dv qui entre dans cette équation, n’étant qu’un signe d’opération, il faut la remplacer par sa valeur donnée pari’ équation (429)-, de laquelle on tire
608. Le second membre dç cette équation contient deux variables de nature différente, savoir la vitesse a qui a lieu à l’orifice , et qui est une fonction du temps ; et la superficie s qui dépend non-seulement de l’ordonnée z, mais encore du temps , puisque l’ordonnée z décroît elle-même avec le temps.
Nous diffcrentierons donc le second membre de l’équation (4-3 1) en traitant « comme une fonction de t, et s comme une fonction de la fonction z de t. Modifiant convenablement à cette hypothèse la différentielle de l’équation (43i), différentielle qui en général est .
dv — - du *-f- kud. - ,
ou plutôt
kdu
nous l’écrirons ainsi :
. k du 1 ku ds dz
dv= - — dt — dt.
s dt s1 dz dt
Tirant de cette équation la valeur de , et la substituant
dans l’équation (43o) , nous obtiendrons 1 •
, f , k du ku ds dz , \
* = 'r-;ï:4+-7ïï*),
* dz *
éliminant — au moyen de l’équation (427), H restera
du dz
dP=t(gdz-k-“d-ï+k>u>*y
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609. Noua intégrerons cette équation par rapport à z, et nous remarquerons préliminairement qne s n’a pu varier sans que s. ne variât aussi, mais qu’il n’eu est pas de même de u
du . • k ,
et °e dt <IU1 80111 ^ va,eMrs particulières que prennent les
• • il • & ,
quantités v et — qui correspondent à l’orifice. Ces quantités in-
* du - . %
connues a et — peuvent donc être regardées comme constantes, tout. aussi bien que les valeurs de a et de b qu’admettent dans uqe courbe les variables x et y en un lieu déterminé.
En regardant ainsi, dans cette intégration, « et
dt
comme des constantes, on voit que toutes les intégrales qu’on doit prendre se réduisent à des fonctions de a, et par conséquent sè rapportent aux dimensions du vase. Mais quand nous aurons trouvé toutes ces intégrales', nous pourrons ensuite du. '
traiter u et comme des variables; ce sera comme si les fonctions de z, déterminées f>ar l’intégration , nous eussent été données immédiatement, et que nous eussions établi l’équatioh entre ces fonctions et les quantités inconnues
n et j
ar *
611. En effectuant ces intégrations, nous trouverons Y * du rdt .•
Comme la vitesse « entre dans cette équation , et qu’ejle est
égale à ce que devient dJ- à l’orifice, on voit qu'ellç est en
général une fonction du temps. Par conséquent , en regardant u comme constant , c’estadmettre tacitement que le temps télém. de Mécanique .
Fig.a4g.
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.est constant dàns notre intégrale1; d’où il suit qu’on, doit en général supposer qite Ç fest une fonction du temps.
6 1 2 1 - Pour/ déterminer cette constante, soit n la' pression qu’éprouve la surface supérieure CD du fluide (fig. 249) > surface que nous désignerons par s, et que, pour plus de. généralité , bous ne supposerons pas passer par le plan AB ; si
nous prenons l’intégrale J'-j dé manière qu’elle s’évanouisse
en J, cette surface s' correspondra à une ordonnée z' représentée parOL. L’équation (43*) donnera, dàns cêtté hypothèse,
Substituant ces valeurs dans l’équation (432), on obtiendra'
6i3. Cétte pression est exercée sur le point quelconque du vase dont la djstance au plan AB es.t z. Si l’ou veut avoir celle qui a lievr à ljorificé , désignons-la par O; et comme dàns ce cas z reçoit une valeur, déterminée O/l , que nous représenterons par z" et pour laquelle s devient k , il faudra prendre l’intégrale entre les limites z — z et z — z' ; appelant N cette intégrale y et substituant ces valeurs dans l’équation (433), nous obtiendrons .. - .y, . ..
ci — n
z') — XN
du
di
614. Cette équation donnera la. vakur.de la . pression a à l’orifice; le premier membre exprime la différence des pressions à l’orifice çt au niveau de l’eau- Supposons que ces pressions soient égales, cpmme cela a lieu lorsqu elles sont exercées seulement par le poids de l’atmosphère, a — fl se
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réduit à zéro, le facteur commun ç s’évanouit, et fl reste. , t dn
'{z — z')~rkX
dt
et comme la surface supérieure / est plus grande que la sur-
face k de l’orifice , la fraction sera moindre que l’unité;
par conséquent, pour que la quantité quf est multipliée par jh*
représente une quantité positive, nous écrirons ainsi .l'équation précédente, • • , ■
g(z"-^ yj — kx £ — i — i) — o . . : (434), -
615. On peut introduire, dans cette équation, la distance verticale de l’orifice au niveau MN j èn faisant' / - •- •
jl'—.t' — h. .. (435)
et alors elle devient ' ’ < •*' >' . ' • : *
gh _ an ^ (i — ^ra) = o. - • (436).
La quantité A, qui entre dans cette équation, représen
tant la distance EP (fig. ?.5o)de l’orifice aü niveau de l’eau MN, h Eig.aüo. est constant lorsque le fluide, réparant ses pertes, se maintient toujours à la même hauteur ; , mais A est variablç lorsque le niveau de l’eau /abaissant par degrés, le vase se vide entièrement. -,
617. Dans ce dernier cas, on voit que le niveau MN se rapprochant deE, les abscisses EP=rA se comptent du point E, tandis que le temps se compte du point O. Pour éviter cet inconvénient d’avoir deux, origines, et afin que.le. temps ne.se détermine pas négativement, nous prendrons pour abscisse, non EP = A , mais ÔP = z; dans ce cas , il suffira d’employer l’équat. (434) , en regardant z' comme variable et z" comme constant, car alors z", qui exprime la distance du niveau pri-
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Fig a50. mitif au point E, sera constant, tandis que la distance OP, représentée par a', variera continuellement. Faisons EO = a, PO = a , et EP t= h , nous aurons Ja relation
et l’équation (436) deviendra
618. Lorsque le niveau du fluide reste toujours à la même hauteur, h est constant. U eü est de même de l’intégrale If, qui devient alors une fonction dfe constantes, puisqu’on y remplace les variables par des valeurs déterminées; l’équation (436) peut alors s’employer sans que l’on ait à craindre l’inconvénient dont on a parlé art. 617, et comme, à part t et u, elle ne renferme, dans notre hypothèse , que des constantes, on peut la mettre sous cette forme
du
a — b — eu*
ai
on, en tire
bdu
• eu*
Cette équation s’intégre facilement par la méthode des fractions rationnelles. En effet, en supposant 6= Ve et «= V’c, c devient facteur commun , et en le supprimant il reste
b' du
dt^-^- :* , •
équation qjtr se décompose ainsi (. Élémens de Codent dtfferen tief, art. 2q5) : . ' " ~
-, du — , du
, *a dt — -
+ ir
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et qui , intégrée par logarithmes , donne
* = JJ? log («' + «) ~ “> '°g («' — “)>
OU
'=5<rîv)+c- ' ' \
La constante se détermine en supposant que la vitesse dn fluide soit nulle à l’origine du temps, ou, ce qui revient au même, que le fluide parte du repos ; car alors u = o et t = o rédui sent l’équation précédente à
ia
log i 4- C = o,
c’est-à-dire à
Supprimant donc la constante , il restera
aa' ° a’ — u
cette équation déterminera la vitesse u lorsque le temps sera donné. ■
Quand on aura ainsi trouvé la vitesse , on en mettra la valeur dans l’équatiôn (43aJ, pottr avoir la pression sûr l’unité de surface. * *
619. Dans le cas où le vase se vidie successivement, le niveau de l’eau s’abaisse à mesure que l’eau s’écoule , et il faut regarder la quantité h, qtti entre dans l’équation comme variable; mais nous avons vu que, dans ce cas, art.- 6t?, il valait mieux employer l’équation (438), qui, par 2 employé au lieu de h, évite l’inconvénient que t soit négatif.
Nous avons donc. trois variables, t, u et 2; par conséquent, cette-viquation ne suffit pas pour la solution .du problème ; nous nous On procurerons une seconde en ayant recouts à l’équation (4a-j), dans laquelle nous changerons s en s', puisque.
4o€ nvuRpaySAJiiQO®.
s est la surface du niveau', et nous aurons
ku =.$'
620. Cette équation renfeririant encore trois variaBles, nous ne pourrons immédiatement l’intégrer , mais elle nous servira à éliminer z. Pour cet effet, nous remarquerons que puis-
qu’elle né contient que le coefficient différentiel -- , nous pourrons obtenir une équation qui sera du même ordre ep zf si nous
différentions l’équation (438), ce qui nous donnera
. dz d2u du / Æ* \
, ' — g -, XIS — « — ( 1 j- } = o:
dt dt2 dt \ S/l / •
a dz '
par conséquent , en éliminant — , nous aurons
dt ■ - . ’ • • ,
ku d2u du / k2 \
s dt 1 dt V. s1 2 J
Cette équation du second ordre donne la relation qui existe entre le temps et la vitesse , et n’est intégrable que .par des moyens approximatifs. . .
(?2i. Lorsque l’orifice est très petit, on peut regarder les termes affectés de k comme nuis; cette hypothèse réduit l'équation à . ' ■' '' ' • „
Fig.îjt). et comme 1 — z ' est- représenté (fig. ï4g) par On -e- «L, c’està-dire par «L , on voit qtîe z — z' n’est autre chose que la distance dont le' point n, qui a z pour ordonnée, est éloigné du niveau de l’eau. Donc la pressio» />, qui a liêu sur l’unité de surface d’nn point n , est égale à la pression n qui est exercée au niveau de l’eau , phis à la pression d’une colonne d’eau mesurée par la distance de ce point au niveau du fluide.
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62a. Il est à remarquer que cette pression ne diffère pas de celfe que supporterait le point « si le fluide était en repos.
Si l’on supprime de même lés termes affectés de K dans l’équation (436) , on la réduira a .<
gh— js'xo;
et l’on en déduira
u— l /ygh. . . (44o).
Ce qui nous apprend que lorsque l’eau s’échappe par un petit orifice , la vitesse qu’elle acquiert est celle qui est due au niveau de l’eau; et comme on a vu, art. 3 1 6 , qu’un mobile qui est lancé de bas en haut doit en tombant (abstraction faite de la résistance des milieux ) remonter à la hauteur de laquelle il est parti , il s’ensuit que si , à l’aide d’un tuyau , on change le sens de la direction du fluide , il remontera , à l’instant de sa chute, à la hauteur qit’il avait avant d’avoir été mis éii mouvement.. • ' ■ v / ’
6a3. La vitesse, au lieu d’être verticale, deviendra horizontale lorsque l’orifice, que npus supposons toujours très petit, sera vertical. Si l’on 'veut connaître la courbe qu’en ce cas le fluide décrit dans le vide, l’angle qu'on a' désigné par « , art. 420, étant nul , on aura tang <* = 0, cos n — 1 , «t la formule.293 se- réduira à *■' '•
( 4 hy ~ x’, • ' •
ce qui est l’équation d’une parabole dont l’axe sq trouve dans une.position verticale."
624. La vitesse u peut servir à trouver la masse d:eau qui s’est écoulée dans le temps t, et qu’on appelle la dépense du réservoir. Pour cela , il faut remarquer qu’il n’a jpu sortir de l’eau de ce réservoir que parce que la tranche du fluide qui était en CD (fig. 25q) vient eu urt Heu plus bas MN. Or, pour Fig.xïo. que cela soit possible , il faut qu’il soit sorti du, vase une quantité. d’eau égale à la somme des tranches comprises entré CD et
4o8 hydrodynamique.
MIï: Cet. espace formera un volume qu’iL est facile «F évaluer. En effet , en représentant par s la tranche élémentaire , et par r/z sa hauteur, l'intégrale fsth prise entre les limites CD et MN, sera donc égale à la somme de toutes ces tranches, et par conséquent équivaudra au volume du fluide qui s’est écoulé. Désignons par Q la dépense d’eau ; on aura donc
Q=Jsdz. . . 444i);
mais l’équation (427) nous donne . ,
' • s/(z — kurlt. *
Substituant cette valeur dans celle de Q, nous obtiendrons Q =fkudt. ‘
Cette valeur de la dépense d’eau .peut se déduire immédiate- ment de celle de la vitesse , car cette vitesse nous fournit le moyen de trouver l’espace parcouru dans l’instant dt. En effet, en nommant de cet espace , nous avons
, udt^=de-,
il ne s agit donc plus que de multiplier udt par k pour avoir le volume du petit filet qui s’est écoulé. dans l’instant dt, et qui par conséquent aura pour expression kudt. Prenant l’intégrale, nous aurons donc f kudt pour l’eau qui s’est écoulée dans le temps t.
Nous effectuerons l’intégration après avoir remplacé u par sa valeur l/ tgh tirée de l’equat. 44° > et nous trouverons
Q = X- V'^fV'h.dt. . . (44a).
G25. Il se présente/ici deux cas, savoir : h constant et A valiable; le premier a lieu lorsque l’eau est constamment maintenue à la meme hauteur. L’équation précédente sfintègre alors laidement, çar la' hauteur h du niveau au-dessus de l’orifice
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étant remplacée par une oonstante a , nous aurons en intégrant
Q = X-f l/ ïgâ -f- C.
Nous déterminerons la constante par l’hypothèse qu’à l’origine du temps la quantité Q d’eau écoulée soit nulle , ce qui nous donnera
et l’équation précédente se réduira à
626. Si le petit orifice h est un cercle, dont le rayon soit r, et qu’on désigne par 1 : sr le rapport du diamètre à la circonférence, on aura
k = irr*,
et par conséquent la formule (443) deviendra
Q = *[/2g.tr'y/a... (444>.
Nous écrivons en premier lieu la quantité *■ V/ 2g, qui est la même pour tous les problèmes , et que l’on déduira facilement des valeurs suivantes , art. 384 :
w=:3,i4>59, g z= 9m, 80867, ou 3o*,‘,*9546ÿ
on mettra ensuite dans la formule (444) 'cs valeurs de r, de t et de a , qui conviennent au cas particulier que l'on examine. Le diamètre de l’orifice peut être exprimé en décimètres, et la hauteur du fluide en mètres; et l’on sent qu’il faut alors tout réduire en mètres ou en décimètres , pour n’employer que la meme unité linéaire.
627. Nç^is ferons une observation analogue sur l'unité de temps, qui, étant tacitement adoptée, exige que nous réduisions le temps en secondes. En effet, lorsque nous avons traite du mouvement varié , nous avons déterminé £ en prenant la seconde de temps pour unité ; c’est un facteur qui entre
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dans la valeur de g , et que nous avons fait disparaître , art. 3o4 , lorsque nous avons supposé t = i dans l’équation ( 1 57) ; rétablissant ce facteur, nous aurons
• ' S ^ " ja ’
par conséquent la valeur de t qui entre dans notre- formule revient à
une seconde de temps ’
quantité qui n’est qu’un nombre abstrait. Voilà pourquoi h seul détermine la nature des unités de, notre formule.
628. Lorsque l’on aura trouvé la valeur deQ en décimètres cubes, comme le décimètre cube pèse un kilogramme , on aura donc le poids du volume d’eau exprimé en kilogrammes; mais si l’on opérait à l’aide des anciennes mesures , il faudrait , pour évaluer le poids du volume d’eau , réduire en livres le nombre de pieds'cubes qu’il exprime, et pour cela, il suffirait de multiplier lé nombre de pieds cubes obtenus par 70» valeur des livres d’ un-pied cube d’eau. f
629. La formule 444 nou® fournit 'le moyen de résoudre le problème inverse , c’est-à-dirp de trouver le temps de l’écoulement d’un fluide qui se’ maintient toujours à la même hauteur; car cette formule nous donne . >
63o. Pour en donner une application , supposons que le vase, maintenu toujours plein, soit un cylindre dr$U qui ait b pour rayon de sa base, et qu’on demande eq quel temps l’eau écoulée sera de même volume que celle qui est renfermée dans le vase,- ,* ‘
Dans ce cas., toutes les sections horizontales étant égales à
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rtb1, l’équation (44 1) dopnera i
Q =f*b'dz,
et par conséquent
Q =xAîa + C; '
et en prenant l’intégrale depuis l’orifice jusqu’au niveau, il faudra, remplacer z par a , et l’oti trouvera ,
Q — %aby.
Mettant ce^te valeur dans l’équation (445), on obtiendra ou , en réduisant ,
r ab2
63 ri Si l’on suppose \in second vase qui, ainsi que le premier, se maintienne toujours plein, et qu’on nomme Q' sa dépense d’eau, k' son orifice et a' la hauteur de son niveoti au-dessus de l’orifice, l’équation (443) nous donnera pour ce cas
Si l’on compare ensuite la même équation (443) à cette dernière, on établira "ht proportion
Q : Q' : : a i/*.r V *g< KV «' ]/zg -, ■ <
et ep supprimant le facteur commun , cette proportion deviendra , ' . • - , •
; Q: Q' v.kx/a-.k'yf?. ‘
Ce qui nous montre que lorsque les orifices k et -k’ ont la même ouverture, les dépenses d’ean sont comme les racines
carrées des Hauteurs. - "
632.' L’équation (448) va nous conduire à un antre théorème. Pour;cela, nommons h la hauteur dé* laquelle tombe ntt
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mobile dans le temps t , nous aurons
h = ±st\ „ ^
mettait cette valeur dans l’équation (443) , nous obtiendrons Q^=: ik \/ ah.
Or , \/ ah étant une moyenne proportionnelle entée a et h, cela nous apprend que la dépense d’eau est égale au double du volume d’un cylindre dont la hauteur serait une moyenne proportionnelle entre la hauteur du niveau et la hauteur de laquelle un corps grive descend dans le temps t.
633. Considérons maintenant h comme variable. Dans ce cas , ayant égard à l’observation de l’article 617, on remplacera h par a — z dans l’équation (44°)> œ <lu' donnera
et en substituant cette valeur de u dans l’équation (43$), on en tirera
s'dz
dt —
ou, en décomposant le radical en deux facteurs,
dt = =
s'dz
W ïgV a — z
La quantité s' qui entre dans cette équation représente la surface de niveau qui s’abaisse à mesure que la variable s augmente. C’est une fonction de a, qu’où doit éliminer au moyen de l’équation ■ de là surface interne du vase ; autrement nous aurions trois variables dans nôtre équation , et l’intégration deviendrait impraticable. Quand on aura donc substitué
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la .valeur de s ' et intégré, on connaîtra ; en' fonction de t ; et si l’on retranche de a cette valeur de z, on aura celle de h qu’on substituera dans la formule (44^) » et en effectuant une nouvelle intégration , on obtiendra la dépense Q du réservoir.
634. Prenons pour exemple un vase dont la surface interne serait celle d’un paraboloïde de révolution. Cette surface étant engendrée par la rotation de l’arc de parabole AD (fig. i$i) Fig.a5i. autour de l’axe AB , si l’on nomme a la distance AB de l’orifice au niveau primitif, il y aura entre l’abscisse PB = z et l’ordonnée PM = y la relation
y* = p(a — z), éqnat. de la para b. rapportée à l'origine B.
Donc, en représentant par 1 : ir le rapport du diamètre à la circonférence , le cercle décrit par PM ayant pour expression ■rj1, équivaudra à "dp (a — z); par conséquent nous aurons
Mettant cette valeur dans l’équation (44 6), il nous faudra intégrer celle-ci
dt ±z
*V ?g Va 2
ou , en réduisant ,
dt ~ — (a — z)1 dz.
kV?g
635. Pour parvenir à intégrer cette équation , comme dz est, au signe près, la différentielle de la quantité qui est comprise entre les parenthèses, nous supposerons(2;/<w. de Calcul intégral, art.’ 27 1) a — z -=.x , ce qui nous donnera
f [a — z)2 dzési—fx2 dx — — j-.zJ Cj
remettant pour x sa valeur, on aura donc
' /(«— «)’ dz ■= — \ (a— zf + C,
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et par conséquent'
on détermine la constante C en supposant que t soit nul à l’origine des z, car alors en faisant z — o et f=o, dans lcquation (448)» on obtient f ,
r _ , *Pa . ‘
kV ig
mettant cette valeur dans l’équation ( 448) , nous aurons enfin
■TTp
k V Ig
Pour connaître maintenant la dépense d’eau , nous tirerons d’abord de cette équation
rp J
cette valeur étant introduite à la place de h dans liquation (442)j la convertira en '
Q — k V ig f(*
Cette équation s’intégrant par le meme procédé que nous avons employé dans cet article, nous ne nous y arrêterons pas.
636. Cherchons encore le temps de l’écoulement d\in vase dont la surface interne serait celle d’un cylindre droit, et qui se viderait sans réparer ses pertes. Soit b le rayon de la section du cylindre par un plan perpendiculaire à. son axe, nous aurons s' —vb*, et l’équat. (446) nous donnera
- trb1 r dz
•kÿ-vçJ \/'a-^—z~
TTp
dt.
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Faisant encore a — 2 = 4, intégrant l'équation transformée, et remettant ensuite la valeur de 4 , nous trouverons
k V/ ig
déterminant la constante par la supposition que a et t soient nuis en même temps, on a enfin
Prenant l’intégrale depuis le point où i = o jusqu’à celui où ? = a , on a pour l’écoulement total »
ax4*
Si l’on suppose, comme dans l’art. 6a6, que l’orifice soit un cercle qui ait r pour rayon, on aura / = jrr1 ; cette valeur réduit l’équation (45o) à * •- „ \
ibx \/ a i
En comparant cette valeur à celle que l’on a obtenue, article 67.9, on voit que, dans l'hypothèse actuelle , le vase demeure le double de temps à s’écouler.
63*7 . I-es formules (449) el(45o) peuvent servir à construire une clepsydre ou horloge d’eau. Pour cet effet, lorsque l’on aura déterminé la longueur du temps, par exemple, ta heures , on réduira ce temps en secondes; ce qui donnera îafào)1 ou ia3 6oo secondes ; et , en substituant cette valeur de t dans la formule (45o), nous pourrons disposer arhitr.iil-ement de trois des quantités k, b et w. Supposons donc que les deux premières Soient données , la fohnule ( 45o) déterminera alors la hauteur a de la clepsydre; il ne s’agira plus que de diviser convenablement cette hauteur. Pour cela, on tirera de la for-
Digitizec
mule (4^9)
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et en donnant à z les valeurs successives 1,2, 3, etc. , un aura les valeurs qui correspondront à 11 , à 1 o , à 9 heures , etc. , et qui devront être comptées depuis l’orifice. II n’est pas besoin d’avertir qu’il peut y avoir des clepsydres de toutes les formes.
638. Il est utile d’observer que lorsqu’on sera arrivé à la dernière division, à partir de haut en bas, l’entonnoir dont nous’ avons parlé , art. 604, pourra influer sur les résultats!; c’est pourquoi il est convenable de ne faire usage que des onze premières divisions. ' ’
63g. En général , les conditions du parallélisme des tranches et dè l’égalité de vitesse des molécules d’une même tranche, cessent d’être observées lorsqu’on s’approche d’environ quatre oti cinq pouces d’un orifice horizontal. C’est alors que les molécules du fluide prennent des directions plus ou moins inclinées , et que l’espècé d’entonnoir' dont nous avons parlé, art. 6o4, se forme. Lorsque le niveau du fluide est à une grande distance de l’orifice, ce niveau paraît sensiblement horizontal ; et si l’entonnoir ne paraît pas, c’est que la vitesse étant d’autant plus grande que la colonne d’eau est élevée, cette vitesse est cause que les molécules du fluide , qui d’ailleurs se succèdent immédiatement, remplissent de suite le vide qui a lieu. <
Cet entonnoir est beaucoup moins apparent , ou plutôt ne se forme qu’à demi dans les orifices latéraux^ encore faut-il que le niveau de l’eau soit parvenu à peu? près à fleur de l’orifice. C’est alors que ce niveau -perd un peu sa direction horizontale , pour s’enfoncer légèrement du côté de l’orifice.
Cette tendance des particules aqueuses vçire l’orifice, du côté duquel elles? éprouvent une moindre pression , est cause que le jet se rétrécit par degrés en sortant de lubrifiée,- et prend la
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forme il'une pyramide ou cône tronqué , dont la plus grande base se trouve à l’orifice. C’est ce qu’on appelle la contraction de la veine fluide.
Dans un orifice circulaire , la section de la plus grande contraction , c'est-à-dire la plus petite section de la veine fluide, est distante de l’orifice d’environ un deipi-diamètre de cet orifice.
640. La contraction de la veine fluide existe aussi bien lorsque l’orifice est latéral que lorsqu’il est horizontal ; mais il y a cette différence , que , dans ce dernier cas , la veine fluide conserve la même grosseur dans toute sa longueur, tandis que , lorsque l’ouverture est latérale , cela n’a lieu que dans un orifice très petit. Il résulte de cette observation que si l’on pouvait mesurer parfaitement la section perpendiculaire à la veine contractée, on pourrait regarder cette section comme le véritable orifice. S’il est difficile de l’évaluer avec exactitude, du moins est-il constant que la formule donnée par Pexpériênce he diffère de celle que la théorie a trouvée que par la valeur de k. Ainsi} en représentant par MÆ l’orifice déterminé par l’expérience , on doit avoir pour la dépense effective d’nn petit orifice,
Q r= Mk\/^g.t{/a, ■ ' '
au lieu de .
641. L’expérience a aussi prouvé que ce nombre M était le même pour deux petits orifices percés dans de minces parois. En effet, en désignant par Q', par k' et par a' la dépense, l’orifice et la hauteur d’un second orifice de ce genre, on aurait , daps cette hypothèse ,
Q : Q' :: mÿîïg.ty/a : m k'y/TgitV'a’,
proportion de laquelle on conclurait que les dépenses effectives des deux orifices sont entre elles comme les produits 1s y/ a et k' a' des aires des orifices par les racines carrées des
Êlém. de Mécanique. 3-t
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hauteurs : c’est atisSi ce qûe confirme l’observation, qui , en ce point, s’accorde avec la théorie. .
64a. L’abbé Bossut a trouvé que ce nombre M était à peu
près dn|, ou, plus exactement , de C’est par cette fraction
qu’il faut multiplier la constante k , pour que le résultat donné par le calcul soit celui qu’avoue l’expérience. Ainsi la dépense trouvée par le calcul pour, un vase toujours plein étant, d’après l’eqnation qui est à la fin de l'article 6a3, > . ,
Q = kv' Ig'tV
la dépense corrigée, ou celle que donne l’expérience , sera Q = (o,6a) ky* 2g.t\/ a >
on plutôt •
Q = (4,8i8)/ri/<i,
en remplaçant )/ 2 g par sa valeur.
Cette.formule estencore applicable aux petits orifices latéraux. A l’égard d’un vase qui se vide graduellement, on aie peut rien statuer aux approches de l’orifice ; mais si l’on ne mesure la dépense d’eau que jusqu’à une certaine hauteur au-dessus de l’orifice, la même correction pourra s’appliquer à la formule (446) , qui deviendra
s'dz
dt ■=■ -■ s* — — . — v 1 •
et à l’aide, de laquelle on déterminera , comme on l’a vu, le temps et ensuite la dépense d’eau.
643. Jusqu’à présent, dans ce qui concerne ces corrections, nous avons supposé que les orifices ne pénétraient que de minces parois , parce c’est encore un fait appuyé sur 1 expérience, que de deux orifices qui répondent à des hauteurs égales, celui qui a le moins d’épaisseur fournit la dépense la plus grande.
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Voilà pourquoi lorsque l’eau sort par îles tuyaux additionnels, la correction que nous avons fait connaître pour de minces orifices n’est plus applicable ici. Un tuyau de ce genre est ordinairement très court , comme de deux à trois pouces ; mais il faut que l’eau coule sur ses parois avant que de sortir, autrement on tomberait dans le cas des orifices ordinaires. Or, pour que l’eau puisse couler de la sorte, il faut, suivant l’abbé Bossut, que le tuyau ait au moins une longueur double de celle de son diamètre. Le même géomètre a reconnu que lorsque ÿeau sort à plein tuyau, pu, suivant l’expression technique, à gueule bée, la contraction de la veine fluide avait fonjoufs lieu à l’entrée du tuyau, et non à sa sortie où l’eau prend une forme cyliridrique.
Cette contraction est assez forte pour augmenter beaucoup la dépense d’eau , malgré les effets du frottement.
Au resté , on a encore observé, dans les tuyaux de ce genre , que les dépenses d’eau 'étaient encore proportionnelles aux produits des orifices par les hauteurs correspondantes mais , d’après ce que nous venons de dire que la dépense d’eau de ce tuyau est plus forte, on conçoit que le fiombre M ne peut plus être le même. Labbé Bossut a encore reconnu que pour
ces tuyaux additionnels le nombre M était égal à ou, plus
exactement, à environ Ainsi la formule (443) qui a lieu
pour évaluer la dépense d’eau d’un réservoir toujours plein, étant corrigée pour des tuyaux additionnels, deviendra
Q = (o,8l) \/ig.kt\/a-,
et comme ces tuyaux sont ordinairement cylindriques, ils ont un cercle poui section. Nommant r le rayon de ce cercle, k pourra être, remplacé par srr*, et si l’on calculera valeur de«la constante (0,81 )»• ^/ 2g , on trouvera '
HYDRODYNAMIQUE.
A l’égard d’un vase qui se vide , on agira-coimne noas l’avons (ait pour les orifices pratiqués dans de minces parois.
Équations générales du mouvement des fluides.
644. Soient x, y, *> trois coordonnées rectangulaire» qui , en prenant des valeurs particulières , déterminent tous les pointa d’une masse de fluide. Si cette masse est en mouvement , les valeurs qui se rapportent à un mémo point doivent changer continuellement ; de sorte que la position de xc point doit dépendre des quatre variables x, r, s et t. Si l’on<-Bavail quelle est dette position à l'expiration du temps t, et qu’on eût le moyen de déterminer la vitesse V- du point donné en fonction des quatre variables x, ÿ, s et t , cette vitesse serait connue. Il en serait de même de la densité p du fluide en ce lieu , et de la pression p qui pourrait être communiquée au point x, r\ s par diverses forces accélératrices. ,
645. Les quantités y, pet p seront donc les inconnues du problème ,
et devront se déterminer en fonction des coordonnées s et du
temps t ; niais à l’égard de V, il est à observer que l’intensité V de la vitesse ne suffit pas ^ et qu’il est nécessaire d’en avoir la direction, ce qOi 'exige encore que l’on connaisse les angles 6 et Ô' que cette direction fait avec . des parallèles L deux des axes coordonnés. Il iaudra donc ajouter ces deux nouvelles inconnues flu problème ; mais au lieu des trois variables V, 0 et fl', nous pourrons prendre les composantes u, v, w de ta vitesse parallèlement aux trois axes coordonnés. Ainsi , le problème général dont nous cherchons la solution comporte 'ces cinq inconnues, p, p, ur v, iv, et par conséquent nécessite cinq équations pour les déterminer. Il nous sera donc permis de traiter p, p, u, v, w comme des quantités^ ealièremeht connues, pourvu que nous parvenions à établir ces cinq équations. Nous allons d’abord voir comment les composantes u, v, w de la vitesae peuvent déterminer l’expression de cette Vitesse ainsi que sa direction. Pour cela , soit M un point flnide considéré à l’expiration du temps t, et x, j*, z lèse coordonnées de ce peint à cette même époque, les composantes u, v et w de la vitesse de ce point étant multipliées par le temps infiniment petit dt qui suçcèdera à (, donneront les produits udt) vdt , wdt pour les espaoes parcourus dans le temps dt ; car on doit se rappeler que l’espace est égSl au produit du temps per la vitesse. Au moyen de ces ‘composantes, on trouvera pour l’espace MM' (fîg. a5a) patcopru par le point M dans l’ins-
Fig.aüa. lant *> art' 46 et 327, ■
MM'= \/u><tr + vit' +w'dt%
ÉQUATIONS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT UES FLUIDES. 421 ou , eu mettant le facteur commun dl en dehors du radical ,
M'Hait l/u» -f- v* + w*... (451);
et comme l’espace parcouru MM' divisé par dt est égal à la vitesse, on voit que le radical de l’équation ($5r) n’est autre chose que cette vitesse, que nous avons désignée' ci-dessus par V, ce qui ost d’ailleurs évident puisque u, v, w eu sont les trois projections. *
Pour en déterminer la position, soient 8, 8' et 8" les angles que MM' fait avec les axes coordonnés ; si nous divisons les espaces parcourus udt,vdt, wdt , par MM', nous obtiendrons, après avoir supprimé le facteur commun dt , aux deux termes de chaque fraction ,
cos 6 = • ; , cos Û = — >
y/u* ■+■ <•’ -t- tv» < l/u* -f- v* -f- tv*
, cos 8" ■■ W- .
y ua -f- e» -t-VV’
646. Mais tandis que le point fluide M ost transporté de. M eu M' dans l’instant dt, voyons ce que devient * dans le même instant, un petit parallélépipède rectangle dont les dimensions seraient dx, dy et ds , et que l’on doit considérer comme l’élément de ta masse fluide.
Pour cela, prenons deux points fluides infiniment proches, et qui correspondent aux coordonnées x, y, z et x-f. dx, y+ dy , z + dz, et désignons ces points par (M) et par (m), en mettant ainsi des parenthèses pour distinguer les points fluides de ceux de l’espace représentés , dans la figure a53 , par les mêmes lettres M et m ; et soient M' et m' les Fig. l53 lieux où (M) et (m) seront transportés au bout du temps dt. Ces points (M) et (m) étant séparés par un certain espace linéaire , cet espace est occupé par des particules fluides; et, comme il y a continuité dans le fluide, ces particules se touchent toutes, mais sont susceptibles de s’étendre plus ou moins dans un sens , selon les dimensions que prendra notre parallélépipède au bout du temps t -f- dt. Cela posé, les points fluides (M) et (m) se trouvant en M et en m avant que le temps dt ait cqmmencé, if suffit pour passer de Pun & l’autre, de supposer que les coordonnées x, y, x deviennent x+dx,y + dy,t+dz\ alors les composante» rectangulaires de la vitesse qui animeront (m) & l’expiration de ( , au lieu d’être le» fonctions u , v et w des cèordonnées x, y , z, deviendront des fouction» des coordonnée» x -1- dx, y -+- dy, z +■ dz. Les composantes u , v et sv recevront donc en m des accroissemens que nous allons déterminer; mais auparavant nous ferons remarquer que ces composantes de la vitesse étant indépendantes les unes des autres, art. 3ug , il en doit être de même des espacés parcourus qui sont les produits de ces vitesses par dt.
(\11 , HYDIIO DYNAMIQUE.
Ü47. On est donc fondé à considérer séparément les trois coordonnées
du point m qui représentent ces espaces parcourus. Ainsi , en commençant par celle quf est dans le sens des x, et en prenant pour origine le Fif’stâî- point M (fig. aSiJ) , on voit que cette coordonnée se compose,, i° de la distance dr qui sépare, sur l'axe des x, les projections des points M et m; 2° du chemin que décrira la projection du point (m} en vertu de la vitesse acquise à l'expiration de t, vitesse qui amènera ce point (nj)de m en »/, et sa projéction (cû'de non n'. Or; la composante de la vitesse du point (M) dans le sens dè».r étant u, elle deviendra
“ +% dx + ï dx -- (45»)
lorsqu'on passera du point (M) au point (ni), dont la coordonnée, dans le sens des x, est plus longue de dx que celle de (M). En considérant d'abord le premier terme u de l’expression (453) , ce terme nous indique dans (m) une vitesse qui, dirigée suivant l'axe des x, est égale à celle qui anime (M) suivant le même axe.
11 suit delà que, dans l'instant dt , la projection (n) parcourt sur l’axe des x, en vertu de cette seulé vitesse, un espace udt égal au chemin NN' décrit par la projection (N) du point (M) sur le même axe ; et en représentant par nP (fig. a54)'ce chemin parcouru par la projection (n), on a donc
. ‘nP = NN'; C
et en retranchant hi partie commune nN', il reste N'P= Nn = dx ; .
mais la projection (n) du point (m) arrivée en P, doit continuer à se
/hi -du dw ,
mouvoir on vertu des vitesses -g dx , — dx , — - dx , ot parcourir les es-
paccs qui mesureront les produits de ces vitesses par l’élément de temps ■/ du
dt. Le premier de ces espaces sera donc — ax. dt , et transportera notre projection. (n) de P et) Q, toujours sur la direction de l'axe des x;
dv • / I
mais la vitesse — dx qui agit parallèlement à Taxe des.r> sortira notre ux
point mobile qui est en Q de la direction de l'axe des x, et lui fera de-
dy
cnrc une petite ligne QR parallèle h l’aie des y, tel égale à — dx.dt.
Enlin , notre point de projection arrivé en R changera encore de direc-
ÉQUATIONS GÉNÉRALES OU MOUVEMENT UES FLUIDES* /J 9. 3 tion, et décrira une ligne Rn' parallèle à l'axe (les t, et égale ù
dw
dx
dx.dt (*).
648. Il suit de ce qui précède que quand (m) sera en m', la projection de ( m ) dans le sens de l’axe %es x Sera parvenue on n' . Par conséquent, dans l’intervalle de temps dt , les projections de (M) et de(m) dans le sens des r, auront pria les positions N' et n'. La distance (Je ces deux points est évidemment la diagonale d’un parallélépipède rectangle (fig. u55) dont N'Q, QRctRn' seraient les trois arêtes; cette distance F‘g-255. aura donc pour expression
V (N'P ■+■ PQ)» -f- QR» + Rn'» . ( . (463);
à l’égard des valeurs des lignes qui entrent sous co radical, nous avons .évidemment , d’après 1% théorie que' nous venons d’étald ir ,
N'P = udt => ^ dt, PQ = d~ dx.dt,
n'p + po
QR = t- dx.dt Rn' «=* ^ dx.dt.
dx dx
Mettant ces Valeurs dans l’expression (453), et faisant passer le facteur commuu dx » en dehors du signe radical , on aura pour la coordonnée de M'm' dans le sens desx,
-VO +Ê*),+ (e)‘-«-+(k)'
On voit que cette coordonnée formant un anglo QN'n' (**) avec cet axe, en quitte un peu la direction.
En cherchant par le même procédé les composantes de M’/n' dans le sens de l’axe des y et de l’axe des *, on trouverait que ces composantes
(*) Nous avons pris les chemins décrits , i partir dp P, par le point do projection dans cet ordro : . .
du de * die
X tLr.dt, — dx.dt, — dx.dt ; dx . dx .1 dx ’
mais si l’on oilt placé ces espaces dans un ordre différent, on serait parvenu, par jine autre construction, au même point n'.
(**) H n’est P»® inutile de faire observer que l’angle n'N'Q«sl inhni-
sont respectivement
hydrodynamique.
et qu’elles s’éoartent un peu de U direction defeaies primitifs. Par conséquent, les trois côtes de notre parallélépipède changent un peu d'incJ.nnison : ce parallélépipède , de rectangle qu’il était avant le temps dt, devient donc obliquangte quand ce temps s’est écoulé.
049. Ma if pour pouvoir affirmer que, malgré l’pbliqulté de ces arêtes, notre prisme élémentaire conserve encore la forme d’un parallélépipède après l’instant dt, il faut prouver que tous ces côtés restent pacallèles. Or, c’est ce qu’il est facile de vérifier en cherchant ce que deviennent les composantes u , v, w de la vitesse lorsqu’on passe du point M de noté» ig.a56. parallélépipède primitif DC (fig. a®6) à l’un de ces points B, C, D, etc., qui'sont aux extrémités des angles. Ot, si le point M dont les coordonnées sont x , y, t a pour vitesses
le point B qui correspond aux coordonnées x, x.+ <tr et », aura pour vitesses
v’ = dP+*)
ûi 9
t d . du du du z/p clv du
et 1 on voit que -j-j, -^.et — ■ devront remplacer et — dans les
formules (454), (455) et (45S). Mais nous allons voir que cette substitution est inutile. En effet, si Ton compare le terme ~ qui doit être subs-
LU
titué au terme de la formule (454) , on reconnaîtra, à l’aide des for-
ment petit, car les quantitps £ dx.dt et — dx.dt, qui sont les valeurs
île RQ et de «'R, étant des Infiniment petits du second, ordre, il en doit être de même de l’hypothénuse n'Q du petit triangle rectangle n'QR formé par ces côtés. Mais le côté NV des triangles n'N'Q étant un infiniment petit du premier ordre, il eu résulte que l’ahgle n'N'Q est infiniment petit.
ÉQUATIONS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT DES FLUIDES. ^l5 mules (457} et (458), que ces termes ne diffèrent que par un Infiniment petit qu-’on a le droit de supprimer. Par, conséquent la formule (45$), qui donne la longueur de côté MA au- bout du temps dt , exprime aussi bien la longueur du côté MB au bout du même temps. s
On prouverait de .même que tous les autres côtés qui» étaient parallèles dans le parallélépipède primitif sont encore égaux dans sa nouvelle position.
65o. Négligeant les infiniment petits du second ordre (*), autres que ceux qui composent le premier carré, et qui donneront lieu par suite à dos-réductions, les formulas (454), (45$) et (456), deviennent
et en extrayant les racines carrées, donnent
pour les trois prcÿections de MW (fig. a53); et comme dans l’instant di Fig.a53. les extrémités M et m do la petite droite dont dx , dj et dt sont les pro jections, arrivent en M' et eu m', la distance MW représente donc ce que devient la droite Mm au bout de l’instant, dt. •
65i. Ayant ainsi déterminé les trois projections de MW, si nous en formons le produit, c'est-à-dire si nous multiplions entre elles les trou quantités comprises sous le n° 460, nous aurons
pour ce que sera devenu le parallélépipède dxdrdt au bout de l’instant dt. A la vérité , le nouveau parallélépipède serait obliquangle dans la rigueur mathématique, comme nous l’avons vu, et par conséquent ne serait pas égal au produit de ses trois arêtes ; mais l’erreur ne porterait
(*) On pourrait croire qu’on devrait aussi supprimer les infiniment petits du premier ordredevaot la quantité finie 1, ce qui réduirait notre radical 1 V/i.Si nous ne le faisons pas , c’çst que l’esprit de ce calcul consiste à ne point faire de suite de réduction, parcé que, comme nous le verrons, les quantités finies se détruisent mutuellement à la fin du calcul. Le mélange de ces sortes do quantités n’est q^e momentané.
[ÿ}£> HVDBOtlYNAMIQUK.
que anr les termes-e» <ft* qua nous avons négligés , parce que ces termes sont leé1 seuls qui écartent les projections dq leurs directions primitives. Ainsi nous pouvons adopter querie nouveau parallélépipède est' exactement représenté par la formule (464). Cela posé, en formant le produit indiqué.par'cette formule , et en eflaçant les termes en dt* et en <fr*, qui se trouveut compris entre les parenthèses, il rèstera
dxdrdz
( du j
dv
dt
dw \
65a. Si nbus représentons maintenant par p la densité du fluide au bout du temps t , et par / cette densité au bout du temps t-f-dt, comme la masse est égale au volume multiplié par la densité , et que , par hypothèse, le volume dxdyde correspond au 'temps t; la masse fluide renfermée, dans ce volume sera donc exprimée par pdxdyde , et, d’après ce qui. précède , cette 'même masse fluide, au bout du temps t 4- dt, deviendra . ^
p’dxdydi ^
dv
dt
, du
et* en représentant par k la quantité —
^ , cette expression djrdt
pourra s’écrire de cette manière abrégée ■
• • p'dx4ydz(i .+ Xdt)." '•
653. Dans le cas où 1®. fluide est incompressible, une masse donnée devant toujours occuper le même espace dans quelque temps que ce soit, la densité sera constante , et les masses que nous venons de considérer seront égales ; d’où il suit qu’on aura
pdxdydt = p [dxdyde (i kdt) jj
réduisant et supprimant les facteurs- communs, il restera k=x oj mettant la valeur que représente k, art. 65a , on aura donc
du
dx
du dv»
dy ~ de. .
Telle est la Condition qni doit être satisfaite’ pour que le fluide soit incompressible. >
654.. Dans Je cas où le fluide, est compressible ou élastique , on doit regarder la densité qui a lieu au point m' comme une fonction des coordonnées x, y, X; et cette fonction se déterminera en ajoutant ù p les accroissemens dus aux variables x, y, e ; on aura donc
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mais comme l'instant qui n’est Écoulé pèndsnt le mouvement de notre petit parallélépipède est dt , on aéra
dx = udt, djr — vdt, dt = wdt remplaçant dx, dx et de par ces valeurs, l’équation (46a) deviendra
ou plutdt
dr
équation qui est de la forme .■ ’
• , f =v= p 4- Ld‘ ■ -,
Or, la 4ensité étant en raison inverso du volnm», on a ' • ,
fW •• dxdÿdz (t -+- Idt) ; dxdrdz ; ou , en menant la valeur d* p’ , et en supprimant le facteur commun ,
• ' >■:, + L*;i,o + wo : i; '/ ’ .
égalant le produit des extrêmes à celui des moyens , on a - ,
f=(t + Ui)(i,+'W();
développant et négligeant le térme en de, qui est un infiniment petit du second ordre, il restera
pldt + IaU — o,
et en supprimant le facteur commun dt, cette équation se réduira :V f pÆ L == o.
S( 1 on met dans ce dernier résultat les valeurs de A* et do \j, on obtiendra enfin
» ü^ .dv , dw\ dp dp, ' dp *■ dp
f \d* + dr + dt) + Ji-+UT*+ uTy t w
(»55. Cetfe équation peut se simplifierjcar en considérant d’abord les deux termes affectés de u, il est aisé de voir qu’fié sont la différentielle exacte de pu , par rapport à x et divisée par dr.
La mémo observation pouvant s’appliquer aux deux termes en e, et aux deux termes en w, il en résulte 4 qu'on peut mettre l’équation précédente sous cette forme . .
4^8 hydrodynamique.
()54. -Cette équation renferme comme cas particulier, celui où la densité est constante. En.effet , la différentielle d’une constante étant nulle,
df = »i
dp
donc le terme on ^ n’oxiste p?s, et dens les. autres p étant constant,
devient un Capteur commun qu’on supprime ; alors l’éqaation précédente se réduit à
du dv
dx~*~ dy
ce qui s’accorde avec ce que nous avons vu, art. 653.
657. L’équation (464), flu* établit uno relation entre la vitesse et la densité, est appelée l’équation de la continuité du fluide, parce que c’est d’après cette hypothèse qu’elle est fondée. En-effet , lorsque nous passons des petites arêtes du parallélépipède au volume de ce parallélépipède, nous admettons qne le fluide qui y est renfermé participe au mouvement que reçoivent ees arêtes. Or, c’est ce qui a. lieu s’il n’y a point de solution de continuité qui empêche les particules fluides de se suivre. Cette hypothèse de la continuité du fluide se trouve en défaut dans quelques cas particuliers. Par exemple , lorsque les molécules fluides qn’un jet d’eau a transportées dans l’atmosphère descendent sur la terre, elles se subdivisent, et, ‘séparées par l’action dé l’air, eHes laissent entre elles des. vides qui les font retomber en petites gouttes d’eau. Dans de semblables cas, la théorie générale que nous avons exposée n’est plus applicable; aussi n’est- elle pas toujours d’accord avec l’expérience.
658. L’équation de la continuité d’un fluide étant loin do suffire pour la détermination de nos trois inconnues, nous allons en obtenir trois autres qui nous seront données par la considération desforces accélératrices. Pour cet effet, supposons qu’on ait réduit tonteB les forcés accélératrices à trois composantes rectangulaires X, Y et Z^parallèles à cliacun des axes , et agissant à l’expiration du temps t sur les molécules fluides dont les coordonnées sont x, x, s; si ces forces agissaient librement,
comme elles impriment an boutdn temps 1 des vitèssea qui sont ^ ,
dr dt
dt’ dt’ °"e* accroîtraient ces vitesses des quantités Xdl, Ytk et Zdt, qui
sont les vitesses que les forces accélératrices X, Y, Z sont capables de produire dans l’instant dt ; mais comme le point fluide que 'nous corderons est lié aux autres, et participe à leur «ommun mouvement , les accroissemens de vitesse, au lieu d’être Xdt, Y dt et Zdt, seront les ac-,
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dx dy i ig ' • ' dx dy dt
croissemens a. — , d. d. — que reçoivent — , et — au bout dty dt ’ dt ^ v dt* dt dt
du temps dt. Ainsi, à l'expiration de dt , nous aurons pour les accrois*
semens de vitesse effectifs,
, dx dy dt
ddï’ dTt’ ddi‘
et pour les accroissemens ditsailx seules forces accélératrices ,
Xdt, Ydt, Zdt;
et comme, d’après le principe de d’Alembert, les vitesses gagnées ou perdues doivent équivaloir aux' vitesses que pourraient communiquer les forces accélératrices, moins celles qui ont réellement lieu, on aura pour les vitesses perdues ou gagnées
,dans le sens des x
Xdr-d.J,
dans le sens des y....
... Xdt-d*,
dans le sens des t. ...
dt
... Zdt — d-f-.
dt
Soient maintenant X', Y', Z' les forces accélératrices qui, dans le cas'de l’équilibre , seraient capables d’imprimer ces vitesses au fluide. Comme on a vu art. (598), qu’une force accélératrice tf étant donnée, l’accroissement qu’elle est capable de communiquer à un mobile dans l’instant dt, était représenté par ç>dt , nous^urons donc
X'dt, Y 'dt et Z'dt,
pour les accroissemens de vitesse que peuvent communiquer à notre molécule fluide les forces hypothétiques X', Y' et Z'. Gr, cbtnme nous supposons que ces accroissemens sont précisément égaux aux Vitesses gagnées ou perdues, nous aurons donc, diaprés le principe de d’Alembert,
Xdt - d.^ = X'dt,
dt * # .
• Y dt -d.% z=,Xdt, ' ,
dt ’
- Zdt - d.% = Z'dt;
et puisque dit, dy, dt, sont les espaces parcourus , on a dx dy dt .
Tt as, Tt = w... (4G5).
yJ3» HYDRODYNAMIQUE. ,
En substituant ces valeurs dans les équations précédentes, nous réduirons ces équations à
’kdt — du z=z \'dt, \
Ydt — de s= Y'd<,( . (466). •
Zdt — dw = Z'éi.l
Iî’uno autre part, les forces X'j Y', Z' étapt celles qpi, sont capables de mettre le fluide en équilibre, satisfont nécessairement aux équations générales (3ga) de l’équilibre des fluides , page 35i ; donc , en y remplaçant X, Y, Z par les composantes X', Y', Z', on a
rn - J V/t dp . . y, dp y,
_ = fX, ^t=fY, ^ = fZ. .
659. Au moyen des valeurs de X', de Y' et de Z' fournies par ces équations,, les formales (4(36) deviennent #
Xdt — du = - dp dt ,) ; p dx 1
Y dt — dv = - dt,
r dr
dw= - ÿ dt.
p dz
Zd(
Les différentielles du, dv et dw, qui entrent dans cOBéquations, devant être prises en regardant les composantes a, v et vu de la vitesse comme fonctions des variable^ t, x, y *et s, on a en général
_ du du s du ■ du
= ST * + £ dx + &ir +
l dv* . ,dv . ù dv dv
dv — dt -f. — * dx -t- — dy -h —, dz , dx dy J di •
dt
dw z
dw ■ dut dw . ' dw
• * ^ dx -t- -jf dr
dt
dy
et, en mettant dans ces équations les valèurs des différentielles dx, dy et dt, tirées des équations (465), on obtient t
du du du du
du xx — dt + — ,udt H- T ■ vdt -t- — .wdt,
dt dx dy dz
, dp . dp dp dp
* =Ttdt + dx •"*•+, & vdt + dt wit'
dwx-^dt + p.udt + p.vdt + % .wdt.
de dx dr az *
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Introduisant ces valeurs dans les équations {467), transposant et supprimant le facteur commun dt , nous aurons ce dernier résultat :
1 dp du du du du
~tdi=zTt+u-di + v'd} + w- 2?
i dp dv . dv dv * ' 1 Iv
p djr dt dx djr de
1 dp dw . dw %w , dw
ÏS = 3F + “• di,+ "•F'*- w-d7'
660. Ces trois équations jointes à celle dé la continuité du fluide et à l’équation p = Ilp, qui établit une rel ation entre la pression et la densité (démontrée art. 548) , suffiront pour déterminer les cinq inconnues P, f, », e et w. '
Telles sont les équations générales du mouvement des fluides, équations dont l'intégration présento des. difficulté» que l’on p’a pu_ vaincre jusqu’j ce jour que dans des cas particuliers. 1
NOTES
NOTE PREMIÈRE, page 4-
Considérations sur deux manières différentes t de commencer Ig, Statique.
Il se présente deux manières différentes de commencer la Statique, selon qu’on démontre à priori le parallélogramme des forces oii le principe fondamental des forces parallèles. Cette seconde marche me paraissant plus naturelle que l’autre, je l’ai adoptée. Cependant ceux qui préféreront suivre la première , le feront aisément en remplaçant les articles compris depuis 18 jusqu’à 27 inclusivement , par l’une des démonstrations du parallélogramme des forces de MM. Duchayla et Poisson , que je vais exposer dans cette Note.
Démonstration du parallélogramme des forces de M. Duchajrla.
Cette démonstration reposant sur les articles 25 et 26 , le lecteur voudra bietf en prendre connaissance lorsqu’il sera arrivé à l’article 1 7, et ajouter ce qui suit :
1*. Considérons maintenant deux forces égales appliquées pie.a57. à un point A (%. 257), et dirigées l’une suivant AC et l’autre suivant AB. Si l’on représente les forces P et Q par les parties égales AB et AC de leurs directions , et que l’on: construise le parallélogramme ACDB , la diagonale AD partagera l’angle CAB en deux parties égales ; donc la résultante des forces P et Q sera dirigée, art. 26, suivant la diagonale.de ce parallélogramme.
2*. Si l’on augmente ensuite la fofee AB (fig. 258) d’une Fi0.*58. partie B b qui lui soit égale, et qu'on forme le second parallélogramme DBiR, comme les droites BD et B b sont égales , leur résultante sera encore dirigée suivant la diagonale BR. Cela posé ,
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on va démontrer que la résultante R des forces AC et A i sera aussi dirigée suivant la diagonale AR de leur parallélogramme. Pour cet effet , on remarquera que le point A tiré par les forces égales AB et AC, doit se mouvoir de la même manière, art. 26, que si une force unique l’entraînait suivant AD ; or cette force ne peut agir sur A qu’à l’aide d’une suite de points contigus liés immédiatement entre eux , et dont l’un , en s’avançant vers S, contraindrait tous les autres à marcher dans le même sens. Le point D faisant partie de ces points , puisqu’il est dans leur direction, on sent qu’au lieu de considérer A comme tiré par les forces égales AC et AB , c’est la même chose que de supposer que D, qui lui est lié par les points mobiles intermédiaires, soit poussé par les forces égales CD et BD dans la direction DS. On peut donc , au système des trois forces AC , AB et B i, substituer celui des forces CD, BD et B i. La force BD qui pousse le point D , agit comme si elle entraînait B ; par conséquent on a le droit, art. 1*, de remplacer les forces BD et B i qui sont appliquées en B , par BR ; nos trois forces se réduisent donc à deux , l’une dirigée suivant CD, et l’autre suivant BR : or une force pouvant toujours être transportée en tout point pris sur sa direction, art. 12, on peut transporter les deux forces qui agissent suivant CD et BR à leur point de concours R , et ce point R sera mû comme s’il était sollicité par l'action simultanée de ces deux forces, par conséquent il sera un point de leur résultante. D’une autre part, cette résultante, étant celle de tout le système, passe aussi par le point A. Ainsi voilà deux points A et R par lesquels elle passe, ce qui suffit pour en déterminer la direction et pour qu’on puisse affirmer qu’elle agit suivant AR.
3*. Par cette démonstration on prouve donc que lorsqu’on a deux parallélogrammes CB et Di dans lesquels les résultantes suivent les directions des diagouales AD et BR , le parallélogramme Ci jouira de la même propriété d’indiquer par sa Êlt’m. de Mécanique. 23
note première. .
diagonale AR la direction de la résultante des forces AC et Ab.
4*. Construisons les deux parallélogrammes AD et BF Fie î5g (%• 2^9)) dont les côtés AC et AB, BD et BE soient égaux; la résultante dans chacun sera dirigée, art. i*, suivant la diagonale; par conséquent le parallélogramme AF, qui résulte de leur assemblage , et dont les côtés AC et AE sont dans le rapport de i à a , aura sa résultante , art. 3*, dirigée suivant la diagonale AF. Prenons ensuite EG = EF, le parallélogramme AH aura encore , art. 3*, sa résultante dirigée suivant la diagonale ; et l’on voit que les côtés AC et AG seront entre eux dans le rapport de i à 3. En continuant à augmenter ainsi l’un des côtés du parallélogramme de parties égales à AB, on obtiendra une suite de parallélogrammes dont les côtés seront successivement dans les rapports de i à 4 j de 1 à 5 , etc. , et qui jouiront tous de la meme propriété. Donc en général , dans un parallélogramme formé par deux forces dont les intensités sont entre elles dans le rapport de l’unité à un nombre entier n , la diagonale indique la direction de la résultante.
5*. Si les côtés AK et AI (fig. 260) d’un parallélogramme 1Î0. 2tio. son|. oomn»ensurables , c’est-à-dire s’ils sont entre eux dans le rapport de deux nombres entiers ra et «, la résultante sera encore dirigée suivant la diagonale AM. En effet, en partageant AK et AI en parties égales à l’unité de mesure AC , on formera une suite de parallélogrammes AL, CL', C'L", C" L*', etc. , qui tous ayant leurs côtés dans le rapport de AC à AI ou de 1 : n , jouiront chacun , art. /**, de la propriété requise. Donc, art. 3*, les deux premiers prouveront qu’il en est de même du parallélogramme AL' qui résulte de leur réunion , et dont les côtés sont dans le rapport de 2 à n. Le parallélogramme AL' et le 3° B'L", montreront à leur tour que la même propriété appartient au parallélogramme AL", dont les côtés sont dans le rapport de 3 à n, et ainsi de suite
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jusqu’au parallélogramme AM, dont les côtés sont dans le rapport dem à/i (*).
6*. Pour traiter le cas où les côtés du parallélogramme sont incommensurables , on va démontrer préliminairement que la résultante de deux forces inégales P et Q (fig. 261 et 262) qui '
concourent en un point A , est dans l’angle formé par les directions de ces forces : cela se réduit à prouver que cette résultante ne peut agir dans l’espace K (fig. 261), terminé par Fig.aGi. la droite indéfinie mm' , ni dans l’espace L ( fig. 262 ), terminé Fig.aCa. par la droite indéfinie nn' . En effet (fig. 2fii) la force Q ne peut Fig. 261. faire mouvoir le point A dans l’espace K , puisque son action est dirigée dans le sens de A vers m ; la force P ne peut faire mouvoir ce point dans l’espace K, puisqu’elle agit dans un sens opposé , ainsi rien ne peut contribuer à faire mouvoir A dans l’espace K. Un même raisonnement s’appliquerait à la
(*) Si l’on voulait se contenter des considérations de l'infini, on pourrait se dispenser de lire les articles 6'*, 7* et 8*, et conclure de suite de la manière suivante, que la proposition est encore vraie dans le cas où les droites AK et AI (fig. 260) sont incommensurables; en effet, si l’on par- j,.; 2g0
tage AK en parties égales, plus leur nombre sera grand, plus l’une de ** ces parties , que nous représenterons par y , sera petite. Or, si en portant y un certain nombre de fois sur AI on ne recouvre pas entièrement cette droite, il y aura un reste r moindre que y; par conséquent en partageant AI en nn nombre convenable de parties égales, y, et à plus forte raison r qui lui est inférieur, deviendra aussi petit que l’on voudra ; ce qui nous fait voir que ce reste r peut être pris au-dessous de toute quantité donnée, et par conséquent être compté pour nul. Cela deviendra encore plus évident si l’on fait attention que la quantité variable r devenant d'autant plus petite qu'on augmente davantage les . points de division , on a la possibilité de prendre r au-dessous de toute ligue donnée, quelque peu d’étendue qu’elle ait. Or, cela ne revient-il pas à dire que toute quantité linéaire qui existe est au-dessus de r, ou, en d’autres termes , que r doit être regardé comme nul ? Il résulte donc de cette démonstration que la proposition est vraie dans toutes les hypothèses.
SOT K PREMIÈRE
( figure 262 , pour prouver que A ne peut se mouvoir dans l’es-
PllIl résulte de ce qui précède, qu’un point A sollicite par deux forces quelconques, doit se mouvoir dans l’angle lorme par les directions de ces forces.
_* Soient deux forces représentées (fig. 263) par les parties FiB l63’ AB AC qui leur sont proportionnelles : on va prouver que si l’on augmente la composante AB d’une partie B b , la résultante s’approchera de AB. En effet, soit AU la résultante inconnue des forces AB et AC; la nouvelle force BZ» pouvant être transportée à tout point pris sur sa direction, transportons- a au uoint A en prenant A V = Bb : alors la nouvelle résultante sera la même que celle des forces AC, AB et Ab' Ce* trois forces pouvant être remplacées par ce» deux-ci, AR et Aft' il suit de l’article 6* que la nouvelle résultante passera dans l’angle RA b' formé par la direction de ces forces, et par conséquent s’approchera plus de AB que AR ne s’en approchait.
8* Considérons maintenant deux forces incommensurables Fir 264 AB et AC (fig. 264). Si leur résultante n’était pas dingee suivant la diagonale AD, elle ne pourrait qu’etre situee au-dessus ou au-dessous, comme le sont AR' et AR". Dans le premier cas, on partagerait CA en parties égales plus petites que DR , et en portant un certain nombre de ces parties sur CD, 1 un des points de division D' tomberait nécessairement dans 1 intervalle compris entre R' et D ; alors le parallélogramme AD aurait ses côtés commensurables ; donc sa diagonale serait dirigée suivant AD' : mais il s’ensuivrait qu’en augmentant de B'B le côté AB' de ce parallélogramme, la diagonale qui était ' AD' deviendrait AR', et qu’ainsi , au lieu de s’approcher de AB, elle s’en écarterait; ce qui est absurde par l’article precedent Dans le second cas, si la résultante du parallélogramme AD était dirigée suivant AR", on partagerait CA en part.es égales plus petites que DR" ; et en portant un nombre suffisant de
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«■s parties sur la droite CD prolongée, l’un des points de division D" tomberait entre D et R". Alors le parallélogramme AD" ayant scs côtés commensurables, la résultante des forces AC et AB" serait dirigée suivant AD"; mais la résultante du parallélogramme AD étant , par hypothèse, AR", il en résulterait que si l’on augmentait AB de BB", la résultante , qui , dans le premier cas, estAR", deviendrait dans le second AD", et par conséquent s’éloignerait du côté AB ; ce qui est encore absurde d’après ce qui précède : donc la résultante ne peut être que AD.
9*. On démontrerait ensuite, comme dans l’article 28, que lorsque les composantes P et Q sont représentées en intensité par les droites AC et AB ( fig. 264 ) , la résultante doit l’être par ^'G- 26.4 . la diagonale AD.
Démonstration du parallélogramme des forces de M. Poisson , présentée avec quelques modifications.
Soient deux forces égales P et P' (fig. 265) qui sollicitent Fig. 26Ô. un point A, et ix l’angle qu’elles forment entre elles : il y a deux choses à déterminer tlans ce problème : t° l’angle que forme la résultante avec l’une des composantes; 20 l’intensité de cette résultante. Nous avons vu, art. 26, que cette résultante passait par le milieu de l’angle des forces : ainsi il ne s’agit que d’en trouver l’intensité. Or, il est évident que la résultante dépendant de l’angle x qu’elle forme avec l’une des composantes , et de l’intensité P de cette composante , nous avons
Représentons (fig. 265) l’intensité de la force P par AB, et l’u- Flp.î65. nité de force A b par / : si / est renfermé un certain nombre de fois dans AB, quatre fois, par exemple, nous aurons
F,n gênerai si n exprime le facteur entier, fractionnaire ou irra-
NOTE PREMIÈRE
tionnel, qui, multiplié par /, doit reproduire P, nous aurons
P = ni.
La question est de trouver la longueur inconnue AR de la résultante, et par conséquent le nombre de fois que A b -=.1 est renfermé dans AR. Soit z ce nombre , nous aurons
R = zl;
on tire de ces équations ,
P ni
R ~zl'
Si, au beu île l — A b, on prend une droite arbitraire p pour unité de force, et qu’on représente par m le nombre qui, multiplié par p, doit reproduire l, nous aurons l = rnp. Substituant cette valeur dans l’équation précédente, on obtiendra, après avoir supprimé les facteurs communs ,
Ce résultat nous montre que le rapport - <
l’unitc de force représentée par p.
Cela posé, R étant une fonction de P et de x , ordonnons cette fonction par rapport aux puissances de P, nous aurons
R = A + BP -f- CP* -f- DP3 +etc. ; divisant par P, il viendra
| = £-t-B + CP + DP>-f-etc.,
et en mettant dans le second membre de cette équation la valeur de P, on obtiendra
mnp
-J- 1$ -J- Cm/ip -j- Dm’/i'p' -f- etc.
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Or, - devant être indépendant de />, il faut que les ternies affectés de p s’évanouissent ; donc
les puissances de P étant en évidence dans le développement de R, il s’ensuit que B est une quantité qui ne contient pas P : donc B ne peut renfermer que x; ainsi nous supposerons
B = çx,
hypothèse qui n’empêche pas que <px ne soit une constante, si le cas l’exige : cette valeur étant mise dans l’équation précédente , la convertit en
d’où l’on tire
R = P <px (4%).
Occupons-nous maintenant à déterminer la forme de <p x.
Pour cela, regardons P et P' (fig. 266) comme les résultantes Fin- 26(1. de quatre forces égales Q , Q', Q", Q*' qui forment chacune un angle z avec P ou P', nous aurons
QAQ' = 9z, Q"AQw=2s.
Or, par la même raison que la résultante R des forces égalés P et P' qui forment entre elles un angle 2x , est donnée par l’équation (469) , la résultante des forces égales Q et Q', qui forment entre elles un angle iz , nous sera donnée par l’é • quation
P = Qçz . . . (470).
Les forces Q et Q" étant aussi égales à Q, et comprenant entre elles un angle QAQ* = QAP + PAP' -f- P'AQ'"
= z + 2x -f- ; = 2 (x -j- s) , la résultante de ces forces sera
représentée par
NOTE PREMIÈRE
Qp (x ■+■ z).
De même les forces Q' et Q" égales à Q , qui forment entre elles un angle Q'AQ" = P AP' — PAQ' — P'AQ" = ix — iz — i (x — z), auront pour résultante
Nous avons vu , art. 26 , que lorsque les forces étaient égales , leur résultante passait par le milieu de l’angle de ces forces; il suit de là que les résultantes des forces Q et Q", Q' et Q" coïncideront ; par conséquent il suffira de les ajouter pour former la résultante totale R ; nous aurons donc
R = Qf> (x -f- *) + Q<P (x — z) . . . (47 O-
Si maintenant nous éliminons P entre les équations ( 4^9 et (470), nous trouverons cette autre valeur de la résultante R = Qpz.px.
Substituant cette valeur dans l’équation ( 47 » ) » et divisant par Q , facteur commun , nous obtiendrons
çz . <px = p (x z) -4- p {x — z).
Développant le second membre par la formule de Taylor (Elément de Calcul différentiel) , on obtient
ePpx z5 d*px z*
dpx d*px z’
+ <px-
c Ipx . d'pxz2 z_| 1
dx dx2 %
dx3 2.3 d?px z3
*75 xs- a / + etc.
dx * 2.3.4 h
d*px z4
dx3 2.3 dx* a. 3. 4
« te. ,
et en réduisant , on trouve
-SCJ V
cpz • (px
d2px z* d*px z 4 ^ dx 2 2 dx* 2.3.4
etc
Divisant par px , ou tire de cette équation
’ çz
d'px z 2 d*px
pxdx2 2 pxdx* 2.3-4
+ etc
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Or, l’angle z est indépendant de l’angle x des forces P et P' ; car cet angle z peut être donné arbitrairement, et l’on conçoit qu’il peut exister deux forces égales Q et Q', qui formant chacune avec P un angle z, produiront ensemble le même effet que P. A la vérité l’intensité Q , nécessaire pour produire cet effet , ne sera pas connue ; mais nous n’avons pas besoin ici de la connaître : z pouvant donc être pris à volonté, est indépendant de l’angle x qui résulte nécessairement des directions données des forces ; d’où il suit que <pz est une quantité indépendante de x-, car si z était égal à une fonction de x que je représenterai par X , alors çz deviendrait $>X , et par conséquent dépendrait de x.
Cela posé , le développement de çz se trouvant ordonné par rapport aux puissances de z, les coefficiens qui y entrent ne peuvent, par cela même, renfermer que des x et des constantes. Or, nous venons de prouver que dans le développement de çz , il n’entrait aucun terme en x ; donc ces coefficiens sont constans, et nous avons
d1ax . d*<px
j— — b, = c etc.
Çxdx* Çxdx*
La première équation nous donne
d*(px s dx1
^zz bçx j
différentiant deux fois de suite cette équation , et divisant par dx', on en déduit
d*çx f d'Çx
le second membre de cette équation se réduit, au moyen de la précédente, à b 2<p.r ■ donc
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déterminant de même les autres constantes , on en mettra les valeurs dans le développement de tpz , et l’on obtiendra
/ bz% b*z* bize
p = ’(,+T+,-Jî+rMXSH:®'
Si l’on fait h = — a*, on trouvera
cette valeur de çz est précisément le développement de 2 cos az, ainsi qu’on peut le vérifier en réduisant en série 2 cos az par la formule de Maclaurin ( Élément de Calcul différentiel ); donc
tpz= 2 cos az ;
changeant z en x dans cette équation , on a <px~ 2 cos ax ;
substituant cette valeur dans celle de R, on obtient enfin R = ?P cos ax. . . (47 2).
Pour déterminer la constante a , soit 2x = 200° : alors P et P se trouvent directement opposés; et comme ces forces sont égales, elles se font équilibre; la résultante est donc nulle dans ce cas , et l’on a
2P cos (a X 1 00) = o , et en supprimant le facteur 2P , il reste
cos (a X 10°) — °-
Or, le cosinus qui est nul ne peut appartenir qu’à l’un de Fig. 169. ces arcs (fig. 169),
BE, BEAF, BEAFBE , etc.;
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c’est-à-dire à l’un des suivans ,
ioo, 3.ioo, 5.100, etc.;
donc a ne peut être qu’un nombre impair.
Je dis maintenant que a — i ; car aucune autre hypothèse de nombre impair ne peut subsister. Par exemple , si l’on faisait a = 3 , comme x est arbitraire , on pourrait supposer
ioo
et l’angle 2x des forces deviendrait
ces forces formant alors un angle moindre que 200 °, auraient une résultante ; car il faudrait que leurs directions se confondissent pour qu’il n’y en eût pas.
D’une autre part, l’hypothèse de a — 3 et de x —
change l’équation (472) en
R = 2P cos ioo,
et , en observant que le cosinus de ioo° est nul , cette équation se réduit à
résultat qui est en contradiction avec le précédent, car nous avons vu que , dans cette hypothèse , les forces auraient une résultante ; donc puisqu’on ne peut , sans absurdité , prendre pour le nombre impair a une autre valeur que l’unité , concluons que a — 1 , et que l’on a
R = 2P cos x.
Si l’on construit maintenant la losange BAB'D (fig. 267 ) , le Fiç. 167. côté AB étant représenté par P, et l’angle BOA par x , on a
évidemment
donc
WOTE PREMIÈRE.
AO = P cos x ; aAO on AD = 2P cos x.
Il est facile maintenant de démontrer que la proposition est vraie , lorsque les forces P et P' sont inégales et rectangulaires. Fi(;.a68. En effet, ayant achevé le parallélogramme PAP'D (fig, 268), on mènera la parallèle EF à la diagonale PP', et les parallèles PE, P'F à la diagonale AD. Cela posé, les diagonales PP' et AD se coupant en quatre parties égales au point O , on aura
AO = OP
D’une autre part, les droites OP et EA étant égales comme parallèles comprises entre parallèles , il s’ensuit qu’on a
AO r= EA :
le parallélogramme EAOP est donc une losange qui a AP pour diagonale ; par conséquent , en vertu du théorème précédent , on peut substituer à la force AP les deux forces égales AE et AO.
On prouverait de même qu’on peut remplacer AP' par les forces égales AO et AF ; donc au lieu du système des forces AP et AP', on peut mettre celui des forces 2AO , AE et AF ; ces deux dernières forces se détruisent comme directement opposées et égales chacune à la moitié de PP'. Ainsi , il ne reste plus que aAO pour la résultante de AP et de AP'. Or
SOMME DES CABRÉS DF.S SI MUS ET COSINUS
posantes rectangulaires ACet AD; alors le système des forces AP et AP' sera le mente que celui des forces AD-)-AP'-|- AC. Or, AD étant égal à P'F, on peut mettre AF à la place de AD -f- AP', et il ne s’agira plus que de déterminer la résultante des forces AF et AC. Cette résultante , d’après ce qui précède , est évidemment AE ; et comme AE est la diagonale du parallélogramme APEP', il s’ensuit que la proposition est vraie quel que soit l’angle des forces.
NOTE DEUXIÈME, page 21.
Démonstration dojit le but est de prouver que la somme des carrés du sinus et. du cosinus est égale à l'unité.
On parviendrait encore à démontrer de la manière suivante, que la somme des carrés des cosinus des angles formés par les composantes, est égale à l’unité. Soit 9 l’angle DAC formé par la droite AD (fig. 29) avec sa projection AC sur le plan xA. y, et Fig. ag. fl l’angle BAC que cette projection fait avec l’axe Ax; les triangles ABC, ADC, rectangles en C, nous donnent
AB = AC cos fl, BC = AC sin fl,
AC = ADcosp, DC = ADsinp.
r "•} » * , - -tl'-.a «M *• — * r 1) 4.*A4>‘ é&i\
On tire des trois premières de ces quatre équations ,
AB = AD cos 9 cos 6, BC = AD cos 9 sin 0.
Substituant ces valeurs et celles de DC dans les équations (9) et (8)i page 2 1 , et supprimant le facteur commun, il restera
cos 1 = cos 9 cos fl, cos » = cos 9 sin fl, cos y =r sinp.
Ces équations, élevées au carré et réduites, reproduisent l’équation (10).
NOTK TROISIEME.
NOTE TROISIÈME, page 17.
Nouveau procédé pour déterminer les équations de la résultante des forces appliquées à un point.
Voici un moyen très simple de trouver les équations de la résultante. On sait qu’une droite dans l’espace, assujétie à passer par un point dont les coordonnées sont x', y, z', a pour équations
Supposons que les coordonnées des points extrêmes de la droite qui représente en intensité la résultante, soient respectivement x', y', z' et x", y" , z ", les équations (473) nous donneront
z" —z' = k[x" x'), z" z' = B(jr" j');
d’où l’on tirera
Or il est évident que les différences x"— x', y" — y', z" — z' des coordonnées des points extrêmes de la résultante ne sont autre chose que les projections X, Y et Z de cette droite sur les axes des x, des y et des z ; par conséquent les équations (4 74) peuvent s’écrire ainsi ,
substituant ces valeurs dans les équations (473), on aura Z— z' = ^ (x — x'), z — zf = ^(y— y).
RÉFLEXIONS SlIR LES ÉQUATIONS d’ ÉQUILIBRE.
NOTE QUATRIÈME , page 5 1 .
Réflexions sur les équations tf équilibre.
Les équations (55), (56) et (57), page 5i, nous offrent des conséquences remarquables. En considérant d’abord les deux premières , on reconnaît celles que nous avons trouvées être né cessaires, art. 4o et 43, pour que les forces soient en équilibre autour d’un point fixe ; c’est ce qui résulte immédiatement de la théorie que nous avons exposée ; car en supposant que l’équation (57) soit satisfaite, les forces du système concourent nécessairement en un point , et si Ton transporte toutes les forces du système en ce point, on pourra les décomposer en deux groupes de forces, les unes parallèles à Taxe des x, et les autres parallèles à Taxe des y. Ces nouvelles composantes auront les mêmes intensités que lorsque les forces étaient appliquées en différens points, parce que ces forces ayant été transportées parallèlement à elles-mêmes, art. 92, les parallélogrammes n'ont pas changé. Il suit de là que si la somme des composantes parallèles à chacun des axes est nulle, le point de concours qui est sur la résultante ne pourra se mouvoir dans aucun sens ; car s’il avait cette faculté, le système des forces aurait une résultante, et cette résultante serait décomposable en deux forces X et Y, parallèles aux axes coordonnés; or, par la nature des équations (55) et (56), les composantes parallèles aux axes coordonnés étant nulles, nous tomberions dans une contradiction.
Lorsque l’équation (67) n’est pas satisfaite, les équations (55) et (56) ne suffisent pas pour obtenir l’équilibre. En effet, soit R. la résultante de toutes les forces, hors P et P' ; ayant réduit le système aux trois forces P, P* et R , ces forces ne pourront concourir en un point , parce que l’équation (57) n’est pas satisfaite ; par conséquent le point de concours B (fig. 270) des forces P et P' ne sera pas le même que le point pjp. 2-0.
NOTK QUATRIKMF..
«l’application A delà force R. Nommons R' la résultante des forces P et P'; et supposons que R et R' forment respectivement avec les axes coordonnés nies angles a, b, et a', b', nous aurons
R' cos «' ~ P'cos a. P' cos R' cos b' P cos C -f- P' cos £',
R cos a — P"cos *" P'" cos « etc. ,
R cos b = P" cos C" -+- P'" cos £"'+ etc.
Au moyen de ces valeurs les équations (55) et (56) deviend ront
R cos a = — R' cos a’,
R cos b — — R' cos b'.
Ces composantes étant égales et de signes contraires, il suit de là que si R cos « et R cos b sont représentés par les droites AC et AD, les deux autres composantes le seront par les droites BF, et BF, respectivement égales à AC et à AD ; par conséquent les rectangles CD et EF seront égaux. D’où il résulte que les forces R et R' représentées par les diagonales de ces rectangles, seront égales et parallèles. Ainsi, en supposant que les forces R et R' agissent par pulsion, la force R transportera le point A en A', tandis que R' transportera le point B en B' ; et comme, d’après ce qui précède, ces forces ont la même intensité, les points A et B parcourront des chemins égaux; de sorte que l’effet de ces forces sera de faire prendre à la droite AB, la position A'B', et par conséquent lui imprimera un mouvementde rotation autour du point O.
On a donné aux équations
2Pcos«=o et
£ P COSo =o,
le nom A' équations d'équilibre de translation , et à l’équation SP p = o,
celui d'équation d’équilibre de rotation.
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RÉDUCTION X DEUX RÉSULTANTES
NOTE CINQUIÈME, page 75.
Manière de réduire toutes les forces situées dans le plan des x , y, à deux résultantes .
Voici de quelle manière on peut exécuter cette opération. On réduira d’abord, art. 1 14, toutes les forces situées dans le plan des x, y à deux résultantes MA et NB (fig. 271) égales et dirigées en sens contraire ; on en fera autant à l’égard des forces parallèles à l’axe des z , et il ne s’agira plus que de composer, deux à deux , les quatre résultantes qu’on aura ainsi obtenues.
Pour cela, soient P et Q les points où les deux résultantes parallèles à l’axe des 1 rencontrent le plan des x, y; il faudra faire en sorte qu’en changeant les directions de MA et de NB, ces forces passent par les points P et Q. On parviendra à ce but par la construction suivante : Sur le prolongement de PM , on formera le parallélogramme AMDC, et en prenant NE = MD, on formera le second parallélogramme BNEF : alors on pourra substituer au système des forces MA et NB celui des forces MA, NB, MD et NE, parce que ces dernières, directement opposées, se détruisent. Remplaçant ces quatre forces par les diagonales MC et NF, ces diagonales, d’après notre construction , seront égales et dirigées en sens contraires ; et comme alors la direction de MC passera par le point P, on y transportera le point d’application M de cette force. Par le même procédé , on changera la direction de NF, et l’on transportera le point d’application de cette force au point Q. De cette manière, le système des forces situées dans le plan des x, 7, se réduira à deux forces égales dirigées en sens contraires, qui rencontreront aux points P etQ jes forces de même genre PZ' et QZ", parallèles à l’axe des z; par conséquent la résultante des deux forces situées au point P, sera égale à la résultante des forces situées en Q, et agira en sens contraire
Élèm. de Mécanique, 30
M)TK SIXIÈME.
NOTE SIXIÈME, page 75.
Démonstration qui tend à prouver que la projection dune aire sur un plan est égale au produit de cette aire par le cosinus de V inclinaison.
On pourrait démontrer cette proposition par la simple considération des triangles rectangles, en prouvant que toute ordonnée qui, dans la projection, serait perpendiculaire à la commune section du plan de projection et de la surface plane projetée est égale à l’ordonnée correspondante de cette surface, multipliée par le cosinus de l’inclinaison, mais nous ne nous y arrêterons pas : nous préférons démontrer ce théorème en faisant voir que si l’on décompose la surface projetée en triangles, chaque triangle, multiplié par le cosinus de l’inclinaison des plans, sera Fig. 17a. égal au triangle de projection. Pour le prouver, soit ABC(fig. 272) l’un de ces triangles ; sa projection DEF est déterminée par les pieds des perpendiculaires AD, BE, CF qui sont abaissées dessus.
Cette projection DEF peut être regardée comme la base d’un prisme triangulaire tronqué, dont AD, BE et CF seraient les trois arêtes. Or on sait, par la Géométrie, que le volume de ce prisme est égal au produit de Faire de la base par le tiers de la somme des trois perpendiculaires abaissées des sommets A, B et C sur cette base ; ces perpendiculaires n’étant autre chose que les trois arêtes AD, BE et CF, le volume de notre prisme aura pour expression
aire DEF X 7 (AD + BE + CF). . . (475).
Mais en posant le prisme.sur le triangle ABC, ce triangle en deviendra la nouvelle base, et le prisme aura pour mesure le produit de ABC par le tiers de la somme des trois perpendiculaires D d, Ee, F/ menées des extrémités D, E,F sur le plan ABC; de
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PROJECTION d’unf. surface sur un plan, 45 1
sorte que la solidité de notre prisme tronqué aura encore pour expression
aire ABC X { (Bd + Ee + F/). . . (4>j6).
Cela posé, les droites Bd, Ee, F f étant perpendiculaires au plan ACB, sont parallèles, et font les mêmes angles avec les anciennes arêtes. Or, AD et Drf étant deux droites perpendiculaires aux plans DEF et ABC , mesurent l’angle d’inclinaison de ces plans ; nommons p cet angle d’inclinaison, nous aurons donc
angle AD<7 = p ;
par conséquent le triangle AD</ rectangle en d, nous donnera D d ■=. AD cos <p.
On prouverait de même qu’on a
E e — BE cos p , F f— CF cos p ; substituant ces valeurs dans l’expression (476), on obtiendra aire ABC X j (AD -f- BE -f- CF) cos p ;
et comme cette expression du volume du prisme est égale à celle qui est désignée par (475), nous trouverons enfin, en les égalant et en supprimant le facteur commun ,
aire DEF = aire ABC cos p , cequi démontre notre proposition .
NOTE SEPTIÈME, page 76,
Sur la mesure de l’angle formé par deux plans.
Voici de quelle manière on pourrait démontrer que l’angle formé par deux plans se mesure par l’angle compris entre deux perpendiculaires menées d’un même point C (fig. 7a) à chacun Fig’ 7a*
NOTE SEPTIEME
de ces plans : Ayant mené d’un même point C les deux perpendiculaires CK et CH aux plans MF et EN, nous pourrons , d’après les principes de la Géométrie , faire passer un plan KCH par ces deux droites. Ce plan, à cause des perpendiculaires qu’il renferme, sera perpendiculaire à chacun des plans MF, EN ; il le sera donc à leur commune section EF’. Réciproquement, EF doit être perpendiculaire aux intersections KD , DH , formées par le plan KCH ; donc l’angle KDH mesure l’inclinaison des plans MF et EN. Cela posé, la somme des angles du quadrilatère CKDH valant quatre angles droits , si l’on en retranche les angles K et H qui sont droits par hypothèse, il restera
KDH + KCH 3= deux angles droits ;
mais ACK + KCH équivaut aussi à deux angles droits. Retranchant la partie commune KCH, il reste
ACK = KDH;
et comme KDH mesure l’angle des deux plans , il en doit être de même de l’angle ACK formé par les deux perpendiculaires.
NOTE HUITIÈME, page 121.
Observations sur le levier.
Fig. 1 15. Nous avons dit, art. 225, que si la puissanceP (fig. 1 1 5) était dirigée en sens contraire de la résultante, la charge du point d’appui serait P-f-S — P'. Si l’on en avait quelque doute, soit R la résultante de P -|- S ; le système des forces sera rem- FiB.273. placé par celui de la figure 2^3. Le point d’appui étant pressé par CB, fait résistance à ce levier; par conséquent C a l’effet d’une force qui agirait suivant CL. Soit L cette force, nous aurons
L+P' = R; donc L ~ R — P' :
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OBSERVATIONS SUR LE LEVIER
mettant pour R sa valeur P + S, il viendra L= P-f-S— P'.
Or il est évident que la force L, qui tend à entraîner le point C, a la même intensité que la force qui pousse le levier contre le point d’appui : par conséquent l’intensité deL mesure la pression que supporte le point d’appui.
NOTE NEUVIÈME, page 191.
Sur les composantes de la vitesse.
La vitesse étant représentée par la droite mm' (fig. si Fig. 274. l’on abaisse des extrémités m et m' les perpendiculaires mn et m'n' sur l’axe des x, il est possible que ces perpendiculaires ne soient plus parallèles ; mais cette circonstance n’empéche pas que l’on n’ait encore
Voici de quelle manière je le démontre : Je fais passer par les points ri et n' les plans KL et K'L', perpendiculaires à nn' :
* alors toutes les perpendiculaires menées aux points n et n ' de l’axe des x, doivent se trouver dans ces plans ; donc les perpendiculaires mn et m'n' y seront renfermées. Cela posé, si par le point m nous menons jusqu’à la rencontre du plan K'L', une parallèle mo à l’axe des x, les droites mo et nn' seront égales comme parallèles interceptées par des plans parallèles , et le triangle m’ mn sera rectangle en o, parce que mo étant perpendiculaire au plan K' L', devra l’être à toute droite tracée dans ce plan par le point o. Il suit de là qu’on a 1
nn mm ' cos «
mo—mm co&m rno
tr
f HOTE DIXIÈME
or l’angle rn'mo étant égal à a, cette équation devient p
nio — mm' cos « ;
et comme nous avons vu que mo était égal à nn nous avons donc aussi d’
nn' — mm' cos « .
NOTE DIXIÈME, page 275.
Sur l’ intégration d’une Jonction radicale et exponentielle.
Pour obtenir l’intégrale du premier membre de l’équation (3og), j’intègre par parties, ce qui me donne
jdp {/ 1 +/>> —p y/ i-kp’—/1 • • • (477)*
D’une autre part, je multiplie et divise dp \/ i-|-pJ par \/ 1-hp1, et j’obtiens l’équation identique
dP V
dp
V'rJrP1
et en intégrant, je trouve
P*dP
/** /,+p'=fv^?+fJi
P'dP
Ajoutant cette équation à l’équation (477)» et divisant par 2, j’ai ce résultat
f,ieV',+P.=ipV',+P-+if--âL?
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SUR UNE INTEGRATION.
dp
Pour intégrer — - , je fais
d’où je déduis
difFérentiant et réduisant au meme dénominateur, je trouve <p—[/T+p
par conséquent
intégrant, j’ai
dp
/7$P=_|0*‘=-Io«(e/ >+/>■-/■)•
Cette intégrale peut se mettre sous une autre forme ; car l’équation identique 1 -+-/J* — px = 1, décomposée en facteurs, nous donne
on tire de cette équation,
i»u*l «nui;
Au moyen de cette valeur, l’intégrale que nous venons d’obtenir devient
ç dp , (to'iÇ
NOTE DIXIÈME
et l’équation (4?9) peut être changée en
J dp V/l+/>, = T/>l/l+pa+T1°g(VA+/>*+/')-
A l’égard de l’intégrale du second membre de l’équation (3og), j’observe que puisqu’on a en général
deaz — e “ adx,
on trouve
j'ealdx = — :
comparant e2m ds à cette formule , on obtient
glmi
fi
C2mt fls _
im
On parviendrait encore plus promptement à trouver l’intégrale qui entre dans le second membre de l’équation (479), en opé-
... dp
rant de la manière suivante : on multiplierait — par
v'fifi-p* , ce qui donnerait , en réduisant ,
-4È=+dP.
Vi+P'
Mais pour détruire l’effet de cette multipücation, on diviserait ce résultat par p -j- \/ 1 -+■/»*, et l’on obtiendrait une fraction dans laquelle le numérateur serait la différentielle du dénominateur/! l/ 1 -j- p2 ; par conséquent on verrait que l’expression —rz!fifi==. a pour intégrale log (p -f- \/ 1 -+-/>*), valeur V i+P*
qu’on substituerait dans l’équation (274).
RAPPORT INVERSE DES MASSES ET DES VITESSES
NOTE ONZIÈME, page 282.
Démonstration pour prouver que les masses sont en raison inverse des vitesses.
En général , supposons que Ton ait
on représentera par m l’unité de masse , et par V, V' et « les vitesses respectives qui animent les masses M, M' et m, et l’on aura
M ; m : : v : v, M ' : m : : » : v ' ; d’où l’on tirera
Mais si les masses M et M' sont incommensurables, représentons par m une masse très petite qui ne soit pas contenue un nombre juste de fois dans les masses M et M', et appelons p et q les quotiens de M et de M' par m, et J', & les restes, nous trouverons
M ~ pm -f- ê', et
M' = qm +
Nommons V et V' les vitesses qui animent les masses pm et qm, on aura, dans le cas où elles se font équilibre,
v : v' :: qm : pm.
Or, plus m sera petit, plus £ et S' le seront ; de sorte qu’en regardant ï et i' comme au-dessous de toute quantité donnée, on pourra mettre M et M' à la place de pm et de qm ; ce qui donnera
NOTE DOUZIÈME
NOTE DOUZIÈME, page 3io.
Détermination des momens d’inertie des surfaces et des volumes.
La détermination des momens d’inertie devant s’appliquer à des corps plutôt qu’à des lignes et à des surfaces , qui ne sont que des abstractions , proposons-nous de trouver le moment d’inertie d’un corps terminé par une surface dont l’équation serait donnée. Mais avant de résoudre ce problème, nous allons nous occuper du suivant, qui servira à en faciliter la solution.
Trouver le moment d'inertie d’une surface plane BAC (fig. 2^5) comprise entre les axes rectangulaires Ax et Ay, dont le plan serait perpendiculaire à l’axe fixe Az mené par l’origine.
Pour cet effet, soit M p une tranche élémentaire parallèle à l’axe des y; nous pourrons regarder cette tranche comme un assemblage de petits élémens rectangulaires posés les uns sur les autres. Représentons par dm l’un de ces élémens, et par m A sa distance à l’axe fixe ; le moment d’inertie de dm sera évidemment
A m X dm,
et en remplaçant dm par dxdy, et Am par x 1 -f- y1, nous aurons pour le moment d’inertie de dm,
<• (** -+-/*) dxdy. . . (48o).
Soit dm' un second élément qui reposerait sur dm, et qui correspondant à la même abscisse , aurait y' pour ordonnée ; le moment d’inertie de dm' serait
(x> -\-y’')dxdy' .
En généra^ soient y, y', y", y9 , etc., les ordonnées successives
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d’une suite d’élémens qui reposeraient les uns sur les autres , et qui correspondraient à la même abscisse ; la somme des raomens d’inertie de ces élémens sera exprimée par
(x1 -f-j1) dxdy-\-[x2 -\-y'2)dxdy' -{- (x1 -+-y"*)dxdy"
+ (x: *+7"'*) dxdy etc. ;
x et dx étant les mêmes dans cette suite de termes, on peut l’écrire de cette manière,
x*dx ( dy ■+■ dy' -j- dy" -\-dy"’ -f- etc.)
+ dx(y*dy +y,1dy,+y"2dy" -\-y'"2 dy"' +etc.).
Ces expressions reviennent évidemment à
x* dx/ dy dxfy'dy . . . (48 1),
et n’expriment autre chose que l’expression (48o), qu’on intégrerait en y regardant x et dx comme des constantes.
F.n effectuant les intégrations indiquées, on trouve
x'dx.y -\-dx. .
Cette expression, prise entre les limites y =o et y — PM, donnera pour le moment d’inertie de la tranche élémentaire M p,
PM
x*dx X PM -f-dxX — s- . . . (48a).
Considérant maintenant la surface ABC comme composée de tranches élémentaires parallèles à l’ordonnée PM ; lorsqu’on passera de l’une de ces tranches à l’autre, l’ordonnée PM qui entre dans l’expression (482), variera en raison de la valeur qu’on donnera à x ; par conséquent on devra regarder PM comme une fonction de x : cette fonction sera donnée par l’équation de la courbe. Ainsi, en supposant que cette équation soit représentée par
ï—fx.
NOTE DOUZIÈME
il faudra, dans l’expression (48a), changer PM en fx, et nous aurons pour le moment d’inertie de l’élément de la surface plane ABC,
j^dx.fx-^
Cette expression étant intégrée entre les limites a; = o et x — AB , nous donnera le moment d’inertie de la surface plane ABC.
Si la courbe, au lieu d’être renfermée dans l’angle yAx, s’étendait dans les autres angles formés par le prolongement des axes coordonnés, le moment d’inertie de l’aire de cette courbe se déterminerait de la même manière , moyennant que les intégrales fussent prises entre les limites convenables.
La même marche que nous avons employée pour déterminer le moment d’inertie d’une surface courbe donnée par une équation, peut être suivie lorsqu’on veut obtenir le moment d’inertie d’un volume terminé par une surface courbe dont l’équation serait donnée.
Fig. 376. En effet, soit ABCD (fig. 276) un solide compris entre trois plans rectangulaires coordonnés et une surface courbe. Représentons l’équation de cette surface par
on regardera le solide comme composé de parallélépipèdes élémentaires posés les uns sur les autres ; le moment d’inertie de l’un de ces parallélépipèdes par rapport à l’axe AB, sera
( x 1 -f- y*) dxdydz ;
intégrant en ne faisant varier que z, on trouvera (*’ -4 -y1) zdxdy,
et en prenant l’intégrale entre les limites z = o et z = PM, on obtiendra pour l’expression du moment d’inertie du parallélé-
dx(fxf
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pipède élémentaire dont PM sera la hauteur,
(** 4- J1) dxdy x PM.
Si l’on suppose que l’équation (483) de la courbe étant résolue par rapport à z, donne
on remplacera PM par cette valeur de z, et l’on aura (** 4- J1) dxdy X <p ( ’x , y) :
alors, en regardant or et dx comme constans, l’intégrale de cette expression représentera le moment d’inertie d’une portion de tranche élémentaire, disposée parallèlement au plan des zy; l’intégrale obtenue dans cette hypothèse ne pourra être qu’une fonction de la variable y et des constantes x et dx, dont la dernière n’entrera dans la fonction que comme facteur commun ; par conséquent cette fonction aura évidemment la forme
f (*,y)x dx. . . (484),
et pour qu’elle représente toute la tranche élémentaire abc, il faudra prendre cette intégrale depuis le point a ou y = o, jusqu’au point c ou y =s ac. Or, ac n’est autre chose que l’ordonnée y de la courbe CcD, dont Aa — x serait l’abscisse; l’équation de la courbe CcD s’obtient en faisant z = o dans l’équation (483) de la surface courbe, qui donne alors
mettant cette valeur à la place dey dans l’expression (281), on obtient, pour le moment d’inertie delà tranche élémentaire bac,
F (x,/x) X dx,
ou plus simplement dxFx. Regardant maintenant x comme variable , et intégrant entre les limites x = o et x = AD, on aura enfin le moment d’inertie du volume proposé.
NOTE TREIZIÈME
NOTE TREIZIÈME, page 365.
Nouvelle démonstration qui tend à prouver que les forces horizontales des fluides se détrukent.
Voici, je crois, de quelle manière on pourrait démontrer que les forces horizontales se détruisent. Imaginons que le corps qui est plongé dans un fluide , soit partagé en tranches très minces par les plans parallèles horizontaux coupés par des plans parallèles verticaux ; la partie du corps comprise entre quatre de ces plans, c’est-à-dire entre les deux plans parallèles horizontaux Eîfî^VAB' et DC' (fig. 277), et les deux plans parallèles verticaux ■ AD' etBC', sera déterminée par les surfaces ABCD et A'B'C'D'; ces surfaces ont en général des inclinaisons différentes , puisque le corps est quelconque, et peuvent être considérées comme planes, parce que les plans étant très rapprochés, elles sont infiniment petites. Cela posé, la pression qu’exerce le fluide étant la même sur tous les points du corps, les pressions P et P ' que supportent les surfaces ABCD, A'B'C'D', auront pour expressions
P = p X ABCD, P' = p X A'B'C'D'.
Remplaçant les parallélogrammes ABCD, A'B'C'D', par les produits AB X rnn et A'B' X m'ri des bases par les hauteurs, nous aurons
P=/>XABXwn, P' = p X A'B' X m'n'\
et comme les largeurs AB et A'B' sont les mêmes, il y aura égalité entre les produits p X AB et p X A'B'; nommons Q 1 un de ces produits, les équations précédentes deviendront
P = Q/n/i, P' — QmV. . . (484)*
Or, les pressions P et P' étant perpendiculaires à leurs surfa-
SUR I.A nF.STRUOTlOH DF.S FO RC P.S HORIZONTAI.F.S , CtC. 4^3
ces respectives, et par conséquent aux droites mn et ///'«', nous pouvons représenter ces pressions par les droites IH et I'H'
(fig. 278); décomposons chacune de ces forces en deux autres Fig. 278. IR et IL, I'K' et l' L', l’une horizontale et l’autre verticale, et menons les perpendiculaires mr et rn'r entre les plans horizontaux, nous formerons des triangles semblables mnr, mn'/ aux triangles IRH et I'K'H', comme ayant des côtés perpendiculaires. On en déduira donc les proportions suivantes :
IH ou P : IR : IL G inn : mr ; nr, ru' ou P' : i'r' : i'l' :: wV : m'/ : «V;
d’où l’on tirera
IL = P X
ru— p' x
nr
mn'
raV
Mettant les valeurs de P et de P', données par les équations (484), on obtiendra
IR = Q X mr, IL = Q X nr,
I'R' =QX mV, I'I/= Q X «V.
Or les droites mre t m V étant égales comme parallèles comprises entre parallèles, on voit que les pressions horizontales IR et I'R' sont égales et se détruisent, puisqu’elles agissenten sens opposés. Il n’en est pas de même des pressions verticales IL et I'L' qui , à cause du facteur commun Q, sont entre elles dans le rapport des projections nr et n'r’ des longueurs nm et /ni'.
FUT nF.S NOTF.S.
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/bub_gb_dfj6YAcnhmwC. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
OEBPS/nav.xhtml
Table des matières

		Elemens de mecanique

		QUAI DES AUGUSTINS, N

		TROISIÈME ÉDITION

		X PR F. F AGE

		PREMIÈRE PARTIE

		DEUXIEME PARTIE

		NOTES

		PREMIERE PARTIE

		Quand la droite AB se réduit à un point, deux forces

		COMPOSITION DES FORCES

		AO == A'O — A' A

		COMPOSITION DES FORCES

		Q C P -+- Q : : AO : A

		II est à remarquer que les signes ‘ de ces cosinus sont

		P' cos — P* cos

		OU Y — X

		Si X seul était nul, les équations 6 et 7 donneraient

		AF1 = AB1 4- BE> 4- FE

		OBSERVATIONS SUR LES FORCES DAKS L ESPACE

		Urte propriété importante des axes rectangulaires est

		FORCES DANS L* ESPACE , APPLIQUÉES A UN POINT

		On peut donner plus de généralité à ce problème , en

		SL ' •.Iimol’ •!. -.tnt -e , rUSl

		POINT ASSUJÉTI A «ESTER SUR UNE SURFACE

		NV

		Les forces dont nous venons de déterminer les eondi

		OB : CO S KF : CK

		AB ’ AB

		DES FORCES PARALLÈLES.' W

		MC X P - P 4- P7 4- P

		LK. == M'H

		DES FORCES PARALLÈLES

		TIFS FORCES PARALLÈLES

		DES FORCES SITUÉES DANS UN PLAN

		Si le pôint G était situé dans '^^gle des forces Pï

		AD*.= ^*-AD

		On peut comprendre ces deux cas dans un seul, en

		DES FORCES SITUEES DA. N S UN PIAN

		DES FORCES SITUEES DANS UN PLAN

		DES FORCES SITUÉES DAMS UM PL A

		Ainsi lorsque, des trois équations SP cos « = p

		DES FORCES ' QUI AGISSENT DANS I.’ESPACR

		DES FORCES QUI AGISSEJTT DA«S I.’ ESPACE

		MO; ON" MD; CD

		DES FORCES QUI AGISSENT DANS X.' ESPACE

		ML

		L . ZP cos a xz o \ . r

		DES FORCES QUI AGISSENT DANS L’ESPACE

		EB= - AB; J

		PRINCIPAL

		AV

		TT

		OU CENTRE UE OBAV1TE

		V »« CENTRÉ BE GRAVITÉ

		GO => OA ’+■ GO ^ AG

		DU CENTRE DK GRAVITE

		I)U CENTRE DE GRAVITE

		DU CENTRE UE GRAVITE

		DE LA MÉTHODE CENTROBARIQUE. IO

		AC -J- CB

		Considérons maintenant plusieurs forces P, P', P

		Ces équation» cl celle-ci

		I2CM

		P' X CB + S X CG = P X AC

		CF ’ ~ . — CF

		AB: CB:: P': Y

		Si l’on égard à l’épaisseur des cordes, on considé

		R OA X S'A' X O' A

		On a donne le nom de coin à un prisme triangulaire

		Le coin étant frappé sur sa tète, recevra une impul

		AD = F

		DU FROTTEMENT DANS I.ES MACHINES

		DO PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES

		DU PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES

		HJ DE IA STATIQUE

		Au moyen de cette équation, on résoudra facilement

		V - ~ F - gr~eV

		Cherchons maintenant à déterminer l’expression ana

		DU MOUVEMENT VARIÉ

		On tire de cette équation

		DU MOUVEMENT UNIFORMÉMENT VARIÉ

		LT

		DU MOUVEMENT VERTICAL D UN CORPS

		DU MOUVEMENT V*B TICAL D UN COUPS

		DU MOUVEMENT SUR UN VLAN INCLINE

		DU MOUVEMENT SUE UN PLAN INCLINÉ

		DU MOUVEMENT CURVILIGNE. IC

		DU MOUVEMENT CURVILIGNE. ' IÇ)Ç

		Supposons maintenant que le^ mobile qui glisse sur la

		Y + NV

		IE

		ïidrsque la courbe centre sur cll(S-mêmc, tomme dans

		DU PENDULE SIMPLE

		Pour déterminer la eonstantc, le temps cortimençant

		Si le mobile se mouvait circulairement,' comme une

		DE LA FORCE CENTRIFUGE

		CL

		DL SYSTEME DU MONDE

		IL

		DU SYSTEME DU 'MOS DE

		DU SYSTÈME DU MOMDE

		L’équation (279) se simplifiera si l’on fait

		DU MOUVEMENT, DES MOJECTILKS

		P COS1 OL

		I1U MOUVEMENT DES PROJECTILES

		Ï)F.S PROJFOTILKS DANS UN MILIEU RÉSISTANT

		cos y :: ds : dz

		yl nYNASOQUK

		Soient A le nombre don Cest le logarithme, et e la

		Cette équation contient encore trois variables; mais

		BR

		DE LA MESURE DES FORCES

		TT

		FORCES

		V . , UF. LA MESURE UES FORCES. î

		F + F' = MV M'V

		_ MV

		V XL

		E — GE = DE — 2FE

		Un peut supposer que les mobiles qui vont a la ren

		MV

		ÉV

		Dans le choc des corps durs, la différence des forces

		Nous avons vu que la vitesse c avait pour compo

		M* = MV V ■ W

		Déterminons encore le moment d’inertie de l’aire d’un

		GC' = GD' + DC*, GE1**— GP1 -+- PE

		En comparant cette équation à l’équation (a32) , page

		PY

		m HéfL = 2m (Xdr + Xdy 4- Zds

		FRINC1PF GENERAI. DE LA CONSERV. DES FORCES VIVES

		MAXIMUM ET MINIMUM UE LA SOMME 1>ES FORCES VIVES

		TROISIÈME PARTIE

		PRESSION DES FLUIDES

		h -f- Y dy + Xdx . . . (3g

		L’équation (3g5) étant totrjonrs supposée intégrable

		Si dans l’équation (3931 on remplace la quantité qui

		Soit h la distance comprise entre le nivèaU del’eau et

		La pression P ne dépendant , pour leenéme fluide , que

		HYD»C»STAJI©tIF

		V.G = — fr'd

		CE

		EO

		H VI»ROST\TI<IUK

		APPLICATIONS DIVERS

		MS POMPES

		QUATRIÈME PARTIE

		Au bout du temps dt la vitesse e deviendra — 'dt j

		En regardant ainsi, dans cette intégration, « et

		La quantité A, qui entre dans cette équation, représen

		LU

		ÉQUATIONS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT DES FLUIDES

		NOTES

		SOT K PREMIÈRE

		PARALLÉLOGRAMME DES FORCES, 21"' DÉMONSTRATION

		NOTE PREMIÈRE

		NOTE PREMIÈRE

		N NOTE PREMIÈRE

		AO = OP

		SOMME DES CABRÉS DF.S SI MUS ET COSINUS

		RÉDUCTION X DEUX RÉSULTANTES

		NOTE SEPTIEME

		OBSERVATIONS SUR LE LEVIER

		f HOTE DIXIÈME

		NOTE DIXIÈME

		RAPPORT INVERSE DES MASSES ET DES VITESSES

		NOTE DOUZIÈME

		PM

		NOTE DOUZIÈME

		NOTE TREIZIÈME

		IL = P X

		Sources et licence





