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AYI^RTISSEMENT.
On ne trouvera point de çhangemens dans celle sixième édition de la Statique : mais' il y a quelques additions que nous allons indiquer. ...
La première ne consiste que dans une petite extension donnée à l'article de la cfiaùiette;
La seconde, dans une note relative au Mémoire sur Véquateur du système du monde : «
Mais la troisième^ sous le titre de Théorie générale de ^équilibre et du mouvement des Systèmes^ est ime addition considérable. C'est un Mémoire entier qui a été inséré dans le Recueil de l'École polytechnique, peu de temps après la première édition de nos Élémens, et que plusieurs personnes nous ont invité à joindre à cet Ouvrage comme le complémepl naturel de la science des forces. On y a eu pour objet principal d'établir d'une manière directe y je veux dire, sans le secours du principe des vitesses virtuelles y les équations de l'équilibre et du mouvement d'un système variable de figure suivant des conditions quel- * conques données. C'est donc au fond toute la Mécanique affranchie de la considération du principe des vitesses virtuelles. Cependant, comme ce principe peut être utile dans les applications, on a cru devoir en donner (Note II),
une démonstration approfonflie et qui met k Théorème dans un nouveau jour.
Cet écrit demande une l.ecture attentive : il est un peu serré ; mais aucune des idées essentielles n'y manque, et le lecteur n'aura pas de peine à les développer. Je n'ajouterai qu'un mot relatif à l'article III , où l'on démontre que les forces capables de l'équilibre, sur un système défini par plusieurs équations, ne sont que les composées de celles qui se feraient séparément équilibre en vertu de chacune de ces équations. Je ferai remarquer que la chose pourrait se voir encore d'ime autre manière, en ne considérant d'abord que le cas de deux équations pour la liaison des points du système ; puis celui de trois équations , etc. : ou bien encore, qu'onpourrait tout d'un coup réduire le cas général à celui où les points ne sont liés que par une seule équation ^ mais avec des indéterminées A, ^t, p., etc., comme on l'a fait dans la note II relative à la démonstration du principe des vitesses virtuelles.
ÉLÊMENS
PRÉLMINAIRE.
I. L'idée que nous avons des corps est lelle> ^iqne nous ne supposons pas qu'ils aient besoin lie mouvement pour exister. Ainsi, quoiqu'il Ivi'y ait peiit'èlre pas dans l'univers une seule Lïntolécule qui jouls.se d'un repos absolu, même
^ns un temps limité très court , nous n'en conjtoevoos pas moins clairement qu'un corps peut t^ister en repos.
•a. Mais si ce corps est une fois eu repos, il y
idenieurera toujours, à moins qu'une cause I étrangère ne vienne l'en tiver : car, comme le
ttaouvement ne peut avoir lieu que dans une '^certaine direction , il ny aura pas de raison
jpour que le corps se meuve d'un côté plutôt
que de tout autre ; et par conséquent il ne se
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mouvra point. Donc, si un corps en repos vient à se mouvoir, on peut être assuré que ce n'est qu'en vertu d'une cause étrangère qui agît sur lui. Celle cause, quelle qu'elle soit, qui ne nous est connue que par ses eflfets, nous l'appelons yôrce ou puissance.
La force est donc une cause quelconque de mouvement.
2. Sans connaître la force en elle-même , nous concevons encore très clairement qu'elle agit suivant une certaine direction , et avec une certaine intensité.
INous acquérouâ presque en naissant l'idée de la direction de la force et de son intensité. Le sentiment de la pesanteur qui nous sollicite toujours du même côté, la vue d'un corps qui tombe ou qui reste suspendu au bout d'un fil, la différence des poids que la main éprouve, et une foule d'autres phénomènes aussi simples, nous donnent une idée de la direction et de l'intensité de la force , aussi incontestable qiie celle de notre existence
■kioAi , nous Tegarderons comme évident que toute Jorce agit au point où elle est appliquée, mt une' Certaine, direction et avec une cermtensité.
II
3. Maintenant, sî nous représentons les directions des forces par des lignes droites, et leurs intensités par des longueurs proportionnelles prises sur ces lignes, ou par des nombres, 'il est clair que les forces pourront être soumises an calcul comme toutes les autres grandeurs; et de là résulte ce problème général dont la solution est l'objet de la Mécanique :
'I Un corps ou système fjuflconcjue de corps fêtant sollicité par de certaines forces données , vfnatver le mouvement que ce corps prendrez dans fespfice.
Et réciproquenieiil : Quelles doivent être les ^éfelations des forces qui agissent sur un système , ^pour que ce système prenne dans l'espace un \.ifmouvement danné ; ce qui esl au fond la même ijquestionqne la précédente.
r^ 4- Pouri-ésoudre ce problème général, on |
^commence par résoudre ce cas particulier où ' l'on demanderait quelles doivent élre les rela- ' rrions des forces, pour que lu sj-stème auquel ^ «Iles sont appliquées prenne un mouvement
^al à zéro, c'est-à-dire demeure en équilibre. ^Ce problème une fois résolu, il est 1res facile j
.d'y ramener l'autre; et voilà pourquoi l'on J
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commence ordinairement l'élude de la Mecani' que par celle de la Statique, qu'on dcflnit la science de l'équilibre desjorces.
L'autre partie de la Mécanique traite ensuite de toutes les questions qui se rapportent au mouvement des corps; elle s'appelle Dynamique, ou science du mouvement. Mais nous ne nous occuperons ici que de la science de l'équilibre.
5. Rffmarquez d'abord que dans la Statique proprement dite , il n'est pas nécessaire de connaître l'effet actuel des forces sur la matière, c'esl-à-dire les divers mouvemens qu'elles sdnt capables de lui imprimer, eu égard à leurs inj .^nsités et à leurs directions; mais qu'il suffit I Àe considérer les forces comme de simples grandeurs homogènes, et par conséquent comparables, et d'assigner les rapports qui doivent exister entre elles pour qu'elles se détruisent [ 'mutuellement. Lorsque l'on passe de la théorie de l'équilibre -î celle du mouvement, il faut de nouveaux principes sur l'évaluation des forces ; car, ne calculant plus alors que leurs effets, il faut savoir les y rapporter : estimer, par exemple, si une force double produit sur le même corps une vitesse double, ou si la même force, appliquée s un corps de masse double , produit
une vitesse deux fois moindre; etc. Mais ici, <]uelle que soit ractiou des forces sur les corps» que les forces soient proportionnelles ou noo à leurs effets sensibles , les vérités que nous allons exposer n'en subsisteront pas moins , parce que ces vérités résultent de la seule présence actuelle de plusieurs forces qui n'obtient fient aucun effet, mais qui se détruiseul avec ^évidence : de sorte que l'état d'équilibre des I. corps reste comme un moment singulier de ^ J!état de mouvement, où la mesure des forces Dar leurs effets, et leurs effets mêmes ont disj^u.
" 6. Rigoureusement partant , un corps en ^équilibre est dans le même état que s'il était en repos ; car l'effet des forces étant anéanti pour A>ujours, ou s'anéantissant à cbaque instant, si les forces sont sans cesse renaissantes, tout rarps en équilibre est actuellement capable de se mouvoir en vertu d'une certaine force donnée, absolument comme il se serait mu en TCrtu de la même force, s'il eût été en repos. Cependant on peut dîstinfjuer l'équilibre d'avec le repos, en ce que, dans le second cas,lecorps Q'est sollicité par aucune force , au lieu que, dans l'autre , il est sollicité par des forces qui a'entre-délruisent.
ÉLÉMEWS , au lieu de supposer les points a et «',
b et b', c et c', etc. , coïncidens, on les supposait unis d'une manière invincible, de sorte que a ne pût se séparer de a', b de b', c de <f, et ainsi des autres : d'oîi il résulte que les conditions de l'équilibre entre des forces P, Q, R, S, etc., appliquées à un système quelconque de corps, sont les mêmes conditions qui auraient lieu entre les mêmes forces P, Q, R, S, etc., appliquées au simple système des points d'application a, h,c, d, etc., liés entre eux d'une manière invariable.
Ainsi , loi-sque l'on cherchera les relations de certaines forces qui se font équilibre autour d'un système quelconque solide, un pourra faire abstraction de tous les corps du système , et supposer qu'il ne reste plus que les points d'application a, b, c, d, etc., qu'on imaginera liés entre eux de manière à ne pouvoir changer leurs distances mutuelles.
D'après ces considérations , l'on dégage do problème et le poids et le volume des corps , et la question devient plus simple.
Par la suite, nous rendrons aux corps leur
nesanteur, et nous aurons égard à leurs poids
(ifs, comme à de nouvelles forces qu'il
It combiner avec les autres, pour avoir
•e. Nous pourrons , de celte nta-
nière, appliquer les résultats de la Statique à l'équilibre des corpis naturels qui sont tous pesans.
8, Maintenant, puisqu'il ne reste plus à considérer dans l'équilibre des forces que trois choses, savoir: leurs intensités, leurs directions et leurs points d'application, il est visible que les conditions de l'équilibre ne sont autre cbose que les relations mutuelles qui doivent exister entre ces trois choses, pour que l'équilibre ait lieu dans le système. Or, on peut déjà comprendre, et l'on verra bientôt que ces relations peuvent être exprimées par des équations OÙ l'on ferait entrer immédiatement les intensités des forces, leurs directions, au moyen ^es angles qu'elles forment avec des draites i^xes dans l'espace, et leurs points d'application,
I /m moyen des coordonnées qui eu déterminent les positions respectives.
C'est ainsi qu'on peut se faire une idée du
I, iproblème de la Statique , et se mettre au fait de Jlétat de la question.
i^. Mais on pourra observer que, dans tout ce ■^e nous venons de dire, il ne s'agit que d'un
^^»rps libre dans l'espace, tandis que l'on con-
( çoil bien qu'un corps pourrait être assujetti à
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de certaines conditions , comme , par exemple , de tourner autour d'un point ou d'un axe fixe , de s'appuyer constamment sur une surface impénétrable, etc. Mais on verra par la suite que les résistances qu'un corps éprouve à cause des conditions étrangères qui l'assujettissent, peuvent toujours être remplacées par des forces convenables, et qu'après cette substitution de forces à la place des résistances , le corps peut être regardé comme libre dans l'espace; ainsi il était inutile de compliquer au commencement la question.
9. Pour découvrir actuellement la route qui peut nous conduire aux conditions de l'équilibre , représenlons-nous un corps ou système tenu en équilibre par des forces quelconques P, Q, R. S , etc., dirigées comme on voudra dans l'espace.
Puisque toutes ces forces se font équilibre , on voit que l'une quelconque d'eutre elles, la force P, par exemple , s'oppose seule à l'action de toutes les autres Q , R , S , etc. ; d'où il parait que l'effet de ces dernières est de solKciler le système absolument comme une siujple force ég^le et contraire à la force P.
C'est en effet ce f]ui a lieu , et ce qu'on peut porter à la dernière évidence au moyeu de la remarque précédente (6), et de cet axiome, que deux forces égaies el opposées se font nécessairement équilibre {12).
Car, supposons que l'on applique au système une force P' parfaitement égale et contraire à la force P. Les forces P et P' élant en équilibre, leur effet est nul de lui-môme, et l'on peut regarder le corps comme n'étant plus soumis qu'à l'action des forces Q , R , S , etc. Mais , d'un autre côté , la force P faisant équilibre aux forces Q, R, S, etc., leur effet est aussi nul de lui-même , et l'on peut regarder le corps comme n'étant plus soumis qu'à l'action de la simple force P'. L'état du corps est donc identiquement le même, soit qu'on le suppose sollicité par les forces Q , R , S , etc. , soit qu'on le suppose sollicité par la seule force P' égale et contraire à celle qui leur ferait équilibre.
Donc, puisqu'il peut arriver qu'une seule force soit capable de produire sur un corps le même effet que plusieurs, el en tienne parfaitement lieu , notre premier soin duit être de chercher à réduire les forces appliquées au plus petit nombre possible , et d'obsefver surtout ta loi de cette réduction. Alors les condi-
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tïons de l'équilibre entre toutes les forces se ramèneront aux conditions de 1 équilibre entre ces forces finales équivalentes aux premières, el deviendront plus faciles à exprimer.
JO. Cette force, qui est capable de produire sur un corps le même effet que plusieurs autres forces combinées, et qui peut à elle seule en tenir parfaitement lieu, se nomme leur résultante. D'où l'on voit , en rappelant ce qui a été dit plus haut , que si plusieurs forces se font actuellement équilibre sur un corps, l'une quelconque d'entre elles est égale et directement opposée à la résultante de toutes les autres.
Les autres forces, à 1 égard de la résultante , se nomment les composantes. La loi d'après laquelle on trouve la résultante de plusieurs forces se nomme la composition des Jorces. La même loi (mais prise dans l'ordre inverse), d'après laquelle on substitue à une seule plusieurs forces capables du même effet , ou dont la première serait la résultante, se nomme la décomposition des forces.
Nous allons donc commencer par ces deux recherches, qui, au fond, n'en forment qu'une seule, celle de la loi qiiî lie la résultante à. sçs composantes. ; |^,[ ^j ,^,,j
DE STATIQUE. i3
1 1 . Souvent , ponr abréger le discours , aous appelleroDS forces parallèles, des forces dont les directions sont parallèles; forces concourantes, des forces dont les directiouM concourent > etc.
Nous désignerons ordinairement les forces par les lettres P, Q , R , S , etc. , placées sur les ligues qui représentent leurs directions; et si une lettre, telle que A, indique le point d'application d'une force , telle que P, par exemple, nous supposerons toujours que l'action de cette force a lieu de A vers la lettre P, ou que la force lire de A en F.
Si , pour représenter la quantité de cette force , on prend , sur sa direction , et à partir du point A, une certaine ligne terminée AB, on supposera de même que cette ligne est portée du côté où le point d'application A tend à se mouvoir. Ainsi , quand on dira simplemeut d'une force, qu'elle est représentée en grandeur et en direction par une certaine ligne terminée qui part du point d'application, il faudra sous-entendre que la force tire ce point vers l'extrémité de la ligne qui la représente.
On pourrait adopter l'hypothèse contraire, c'est-à-dire supposer que la force représentée par la ligne AB pousse le point d'application A
pour l'éloigner de l'extrémité B de la ligne qui la représente ; car il ne s'agit ici que d'une simple convention dont on est le maître , et l'on peut faire indifféremment l'une ou l'autre. Mais, une fois qu'elle est faite, il faut avoir soin de s'y conformer dans la figure, pour toutes les forces que l'on considère, afin de donner à chacune d'elles le sens qu'elle doit avoir, et à l'énoncé du théorème toute son exactitude.
SECTION PREMIÈRE
CQMPOSiTIOS ET DÉCOMPOSITION DES F0IICS8.
^ociomes, lemmes préliminaires, etc.
13. Il est évident que deux forces égales et contraires appliquées à un même point sont en équilibre.
U est encore évident que deux forces égales et contraires appliquées aux extrémités (Tune droite considétêe comme une verge invariable de longueur, et agissantes dans la direction de cette droite , sont en équilibre; car il ii'y a pas de raison pour que le mouvement naisse d'nn c6té plutôt que de l'autre , comme dans le premier axiome.
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Corollaire.
i5. Il est facile de conclure de là que l'effet d'une force qui sollicite un corps ne peut être changé en quelque point de sa direction qu'on la suppose appliquée , pourvu que ce point soit un des points du corps lui-même , ou , s'il est au dehors, qu'il lui soit invariablement attaché.
Car, soit une foree quelconque P (Hg. i) appliquée au point A d'un corps ou système quelconque : si l'on prend, sur la direction de cette force, un autre point B invariablement lié au système, de manière que la longueur AB reste toujours constante, et si l'on applique au point B deux forces P', — P' égales entre elles et à la force F, et agissantes dans la direction de Afi, le ppiut A sera encore sollicité de la même manière qu'auparavant ; car l'efTet des deux forces P'et — P' est nul de lui-même. Mais en considérant la force F et sou égale et contraire — P' appliquée en B, il est manifeste que leur effet est aussi nul. On peut donc les supprimer, et il ne reste plus que la force P', qui n'est autre chose que la force P, mais appliquée au point B de sa directiQU ; et le point A n'a pas cessé d'être sollicité de la même manière.
.\0n peut donc appliquer une Jorce enimpoinl Icoiujue de sa direction, pourvu que ce point '■ lié au premier point d'application par une Mgne droite rigide et inextensible.
' ' Remarque.
Lorsque nous changerons ainsi les points f^*àppUcatîon des forces , nous ne répéterons ■pas toujours que l'on doit supposer les nouveaux points Invariablement attache's aux prelaiers, mais 11 faudra toujours le sous-en tendre. I (I Lemme.
'■' 14. Lorsque deux forces P et Q (fîg. 2) sont Fig. a.
' itjipliquées à un même point A sous un angle
j quelconque, on conçoit bien qu'une troisiènie
force R, appliquée convenablement au point A,
: pourrait faire équililire aux deux forces P et Q;
I Car, en vertu des efiorts combinés des deux
forces P et Q, le point A tend à quitter le lieu
, ffù il est ; or, il ne peut s'échapper que d'un
I |eul c6té, et par conséquf^nt, rt^i l'on applique
une force convenable en sei^s contraire, ce
I tioint demeurera en équilibre.
Les trois forces P, Q, R, étant en équilibre autour du point A , la foree R est égale et directement oppoiïéé a là résullaale des deux i àtitre^(io) : donc deux forcesP et Q qui «onî ÇOareot (»t WieTésultantc.' >
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En aecood Keu, il est visible que cette r^£* lanfe doit être dans le plan de lears directions AF) AQ (tig. 3); car il n'y a pas de raison poar qu'elle ait an -dessus da plan une certaine position, plutôt que la position parfaitement symétrique au-dessous.
De plus , elle doit être dirigée dans Fangle PAQ des deuï forces; car il est clair que le point A ae peut se mouvoir dans la partie du plan qui est au-dessus de la ligne AQ, versD; de même il ne peut se mouToir au-dessus de la ligne AP, vers B; et par conséquent il ne pourra se mouvoir que dans l'angle PAQ, et la résultante R devra être dirigée daus l'intérieur ^ cçt angle ■
.A iiii-^ii Remarque.
' ^l!î. II n'y a qu'un seul cas où l'on puisse voir à priori quelle sera la direction de la résultante ; c'est celui où les deux forces Pet Q sont égales : alors il est clair que la résultante divise en deux également l'angle qu'elles forment entre elles; car il n'y a pas de raison pour que cette résultante fasse, avec l'une des composantes > un angle plus petit qu'avec l'autre.
axiome fondamental.
16. Lorsque les deux forces P e/ Q agissent dans la même direction et dans le même sens^
DE STATIQUE, t^
il est visible , et l'on doit accorder comme um axiome, que ces forces s'ajoutent et donneitt une résultante égale à leur somme P-f^Q. o?
Renuirque.
Cet axiome est le fondement de toute la science de l'équilibre. On peut le regarder, à l'on veut, comme une espèce de définition , on <Je demande , (ju'il ne faut pas essa^fer de démontrer, car elle est comprise dans l'idée même de la force , considérée comme grandeur, c'està-dire comme susceptible d'être augmentée ou diminuée. Et en effet, quelle idée pourrait-oB se faire , par exemple , d'une force double ou triple d'une autre , si l'on ne regardait cette force comme la réunion actuelle de deux ou de trois forces égales qui tirent à la fois le même point dans le même sens ? C'est ce qui a été naturellement sous-entcndu dans tout ce qui précède. Au reste, ce postulatum e%\.\e seul que la science exige ; après quoi tous les théorèmes de la Statique rationnelle ne sont plus au iioad que des théorèmes de Géométrie.
Corollaire.
I - ^7^ De l'axiome qui précède on peut con-; *lui« (en combinant successivement les forces deux à deux) que la résultante de tant de forceS
ÉLÉMESS [ qiie l'oD voudra, qui agissent daus une même' I cttrection et dans le même sens, est égale àleuc i somme totale, et .-igît dans la niéme direction; Que loisque deux forces inégales P et Q agissent en sens contraires dans une même direction, leur résullante est égale à la différence P — Q des forces , et qu'elle agit dans le sens de là plus grande; car on peut concevoir dans la plus grande , que Je suppose P, par exemple, une force égale et contraire à Q , et qui la détruit. On peut supprimer ces deux Torces-ià, et le point est actuellement tiré par la différence Pi — Q des deux forces P et Q.
" D'où l'on voit qu'en général la résultante de tant de forces que l'on voudra, agissantes dans là même direction , est égale à l'eœcès de la Homme de celles qui tii^nt dans un sens , sur îk somme de celles qui tirent dans le sens con- Kraire , et qu'elle agit dans le sens de la plus I gtande somme.
Remarque.
i8. Telles sont quelques-unes des propositions les plus élémentaires, dont on découvre la vérité à priori , et prcsqu'à la première inspection. Le cas le plus simple de la compositiondes forces , et en même temps celui où l'on* eouD^lt tout d'un coup la résultante, est évi-i
DE STATIQUE. ar
[( boniment le cas des forces qui agissent dans ! même direction. Noos allons donc commencer la composition des forces par relies qui s'y iBmènent immédiatement.
Composition des forces qui agissent suivant des directions parallèles.
Théorème I.
19. Si dcuM forces quelconques F et Q ( fig. 4 ) > parallèles et de méine sens , sont ap- ^ '%■ *plrquées aux extrémités A et B dune divite rigide AB , je dis :
1 '. Que ces deiixfoives ont mie résultante , et que cette résultante doit être applitfuée à la ligne AB entre les deux points \ et \^■,
2". Que cette Jorce est parallèle aux composantes P et {}, et égale à leur somme.
i". Appliquez à volonté aux deux points A et B deux forces M et 1\ , égales et contraires, el qDÎ agissent dans la direction AB. L'effet de ces deux forces sera nul, et par conséquent l'effet des deux forces P et Q ne sera pas changé : mais les deux forces M et P appliquées en A ont une résultantes appliquée au point A, el dirigée dans l'angle MAP (14)- De même les deux forcesN elQ ont une résultante T, appliquée en B et dirigée dans l'angle NBQ. Cooce-
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vez qu'on ait pris ces deux résultantes, et qu'on les ait appliquées toutes deux au point D où leurs directions vont nécessairement se couper^ la résultante des deux forces S et T sera absolument la même que celle des deux forces P et Q : or, étant appliquée en D , et devant être dirigée dans l'angle AUB , elle ira passer entre A et B, en un certain point C, où l'on pourra la supposer appliquée.
a". Maintenant, pour démontrer que cette résultante est parallèle aux forces P et Q, et égale à leur somme, imaginons qu'au point D on redécompose la force S en deux composantes M' et P', parfaitement égales et par-ijlèles aux premières MiCt P; de même, qu'on redécompose la foi'ce T en deux composantes N' et Q', parfaitement égales et parallèles aux premières N et Q. Les deux forces M', N' seront égales : de plus, elles seront directement opposées,, puisque, appliquées à un même point D, elles sont parallèles à une même droite MN, et par, conséquent leur effet sera absolument nul, 11 ne restera donc que les deux forces P' et Q', respectivement égales et parallèles aux forces P et Q. Or, ces deux forces étant évidemment dans une même direction , se composeront en une seule R, égale à leur somme P' + Q' ou P + Q ; ce qu il fallait démontrer.
^^H DE STATIQUE. ai
^^^H| Corollaire I.
\ 20. Si les deux forces P el Q (fig. 5) sont Fi», 5.
égales entre elles, le point C d'application de [ la résultante sera au milieu de la ligne AB. Pre- 1 lions , en effet , les deux forces M et N dont On ' est maître , égales aux forces P et Q. La résultante S des deux forces égales M et P divisera en deux également l'angle MAP(i5); et à cause , de DC parallèle à la ligne AP, le triangle ACD , sera isocèle. Par une raison toute semblable, le triangle BCD sera isocèle ; et l'on aura d'une part, AC=CD, et de l'autre; CD = CBjd'o\i , AC=:CB.
Corollaire II.
\ 3 1 . 11 résul te de là que la résultante de tint ' ie forces parallèles qu'on Tondra , égales deux «deux, et appliquées symétriquement à des distances égales du milieu d'une même droite , est égale à la somme de toutes ces forces , ïeur éfct parallèle , et passe par le niilieu de la droite d'applicalion. Car, en combinant successive- Hient deux à deux les forces égales placées de part et d'autre h des distances égales du milieude la ligne droite, leurs résultantes successive» passeront toutes par ce même point, et s'ajou—
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leront ensuite, comme étant de même sens et
de même direction.
22. Et recipioquement on pourra décomposer toute force P appliquée à une ligiie, en tant d'autres forces parallèles qu'on voudra, appliquées à difiërens points de cette ligne, pourvu que ces forces , deux à deux , soient égales, à égales distances du point d'application de la force P, et que leur somme totale soit égale à cette même force.
Théorème II.
ïig. fi. 25, Le point C (fig. 6) d'applicatiôfi de la résultante de deiix forces parallèles P e( Q qui agissent aux extrémités A ci B dune droite inflexible AB, partage cette droite dans la raison récipmqne de F à Q:de sorte que l'on a, P : Q :: UC : AC.
Supposons d'abord que les forces P et Q soient commeusurables, c'est-à-dire soient eotre elles comme deux nombres entiers m et n.
Divisons AB au point H en deux parties directement proportionnelles aux deux forces P et Q; de manière qu'on ait: AH ; BH :: P : Q, et par conséquent , :: m : n. Sur le prolongement de !a ligne inflexible AB, prenons AG =:AII, etBK=BH. LepointA sera le milieu de GH , et le point B le milieu de HK.
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|i-. Cela posé, puisque les forces P et Q sont entre elles comme les lignes AU et BH, elles I -Seront aussi entre elles comme les mêmes lignes ^doublées, c'est-à-dire comme les ligues GH et HK, Et comme il j a , par h^potlièse , dans la ligne AH , m mesures telles que BH en contient n, il y aura 2m mesures dans GH, et 3r mesures égales dans HK. Or, on peut décomposer la force P en am forces égales et parallèles, appliquées aux 2m points milieux des communes mesures de la ligne GH (43) ; et la force Q en 2« forces parallèles, égales entre elles et aux premières, appliquées aux an points milieux des communes mesures de la ligne HK, Maintenant toutes ces forces égaies , étant équidistautes, se trouveront placées deux à deux à égales distances du milieu C de la ligne entière GK , et par conséquent leur résultante générale , qui est celle des deux forces P et Q, passera nécessairement par le milieu de la ligne GK.
Mais à cause de GC = AB , îl vient , en retranchant la partie commune AC, BC= AG =:AH; et en ajoutant de part et d'autre CH, AC=BH. Donc puisque l'on a P:Q::AH:BH^ on a aussi :
P : Q :: BC : AC
tLÉME5S Supposons en secood lieu, que lesdeuzfoh:es
soient i
PetQ
I pas
cornmeosarables.
; d'abord o
i la résultante de
Je remaixfne d abord qae s
• deux forces qaelcooqaes P et Q (fig. 7) appliquées aux points À et B, tombe enC, la ràultanlede U force P eiduoe force Q-H I > Q tombera entre le point C et le point B ; c'est-à-dire <pie le point d'application de la résaltante s'approchera da point d'application de la compoaanloqui aura augmenté. En effet, pour trouver U résultante des deux composantes Pet Q + I»
on peut prendre d'abord la résultante R de F et Q, qui pa^e au point C, par hypothèse, et ensuite celle de R et de 1 ^ dont le point dapplication sera entre C et B (19).
Maintenant, sila résollante des deux forces
, incommensurables P et Q (fig. 8) ne passe pa» BU point C , qui est tel qu'on a P : Q :: BC : AC^ elle passera en un aulre point situé entre A et C, on entre C et B. Supposons que ce soit en G entre A et C. Partagez la ligue AB en parties égales toutes; plus petites que CC , il y aura au
I inoîns un point de division entre C et G. Soit I ce point ,■ les deux lignes AI et Bl seront com- Diensurahles , et le point i pourra être considéré comme le point d'application de la résultante de deux forces P et Q' qui seraient telles qu'on aurait P : Q' :: BI : Al , ce qui donne
(y < Q ( puisqu'on a , par hypothèse , ■ P : Q :: BC : AC). Mais la résultante des denx forces P et Q' passant en I , celle des deux forces P et Q > Q', passera entre I et B, et ne pourra tomber en G contre l'hypothèse.
On ferait voir absolument de la même manière qu'elle ne peut tomber entre C el B; et par conséquent elle passe nécessairement en C.
Corollaire I.
a4> Lorsque trois forces parallèles P, Q, R (fig. 9) sont eu équilibre sur une ligne AB , l'une F'g- ; d'entre elles est égale et directement opposée à la résultante des deux autres. Ainsi la force Q, par exemple, prise en sens contraire, est la résultante des deux forces P et R. Comme les deux forces P ut Q tirent dons le même sens, la force R est égale à P-|-Q, et par conséquent Q = R — P; d'où il suit que la résultante de deux forces parallèles qui agissent en seus coatraîres est égale à leur diôérence, et tire du même côté que la plus grande.
aS. Les deux forces P et R étant données, ainsi que la distance AC qui sépare leurs points d'application, si l'on demande le point d'application de la résultante Q, on fera cette proportion,P:Q::BC: AC; d'où l'on tire P-f-Q;
iro- M
Q::BC4-AC;AC, c'est-à-dire R:Q:: AB:AC,
1 ^"portion qui fera connaître AB , et par con- JWquent le point B.
. 30. Supposons que les deux forces P et R soient égales, lare'sultanteQsera zéro, etla distance AB de son point d'application sera , par la
proportion ci-dessus, ^ , c'est-à-dire infinie.
Si les deux forces P et R, au lîeu d'être égales, différaient d'une quantité très petite, îa résultante Q, qui est égale à cette différence serait très petite, et la distance Ali = ^-ï^- serait 1res grande, à cause du dénominateur Q très petit : ainsi , plus les deux forces s'approchent de régalité , plus ta résultante dimioue, et plus la distance du point où elle est appliquée augmente. De sorte que , loi-sque les deux forces deviennent parfaitement égales, la^ résultante est nulle , et la distance du point d'application, infinie; ce qui parait annoncer'qu'll n'y a plus alors de résullante , ou , en termes plus clairs , qu'on ne peut pas trouver actuellement une force unique qui fasse équilibre à deux forces égales, parallèles et de sens opposés.
2^. Maïs , pour ne laisser aucun nuage sur cette dernière conséquence , imaginons, s'il est possible, qu'une force unique R fasse équilibre aux deux forces Pet — P, parfaitement égales , parallèles el conlraires.
D'abord, quelle que soit la posilion de celle force unique à l'égard des deux proposées, ou lui trouvera sur-le-champ, dans un sens contraire , une autre positiou toute semblable à regard des mêmes forces ; car tout est égal de part et d'autre. Si donc une force R fait équilibre aux deux forces P et — P, il j a une autre force — R égaie , parallèle et de sens opposé ^ qui leur ferait aussi équilibre. Ajoutez celte a«conde force — R, el pour ne rien changer, détruisez-la immédiatement par une force R' ^ale et contraiie. Il y aura doue équilibre entre les cinq forces R, P, — P, — R et R'. Mais il y a équilibre entre les trois forces P, — P et — R : donc il y aurait équilibre entre les deux forces restantes R et R'; ce qui est impossible, puisque ces deux forces égales et parallèles agissent dans le même sens (19).
Ainsi les deux forces P et — P ne peuvent Mre tenues en équilibre par aucune simple force, et par conséquent elles n'ont point de résultante unique.
Nous reviendrons bientôt sur ces sortes de
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trîème force P", et divisant la droite FD en deux parties réciproquenitint proportioDiiclles aux forces X' et P", on aura le point G d'appliéation de la résultante générale R , qui sera parallèle aux deux forces X' et P", et par conséquent à toutes les composantes; égale ,i leur . somme X'+P", et par conséquent à la somme ' de toutes les composantes.
Le raisonnement que nous venons de faire s'étend manifestementà un nombre quelconque de forces parallèles.
Si parmi les forces P, P', P", etc. , les unes agissaient dans un sens, et les autres, dans le sens contraire, on commencerait par prendra la résultante de toutes celles qui agissent dans le même sens ; on chercherait ensuite la résultante ' de celles qui agissent dans le sens contraire; et toutes les forces étant alors réduites à deu t forces parallèles et de sens contraires, on en trouverait la résultante par ce que nous avons dit plus haut.'
5o. On peut donc , en général , détermînei* la position et la quantité de la résullante âé tant de forces parallèles qu'on voudra; cette rvsuliftnte sera parallèle aiuc forces , et égale à'Pexcèî de la somme de celles qui tirent danf UnaenS', sur lasomme de celles qui tirant dant^ '«afnsicontratre, ' ■ "j i'--- ""l 'n(tK|
J'ai dit en général , parce qu'il peut arriver que la résultante des foires qui tirent dans ud sens soit parfaitement égale à la résultante de celles qni tirent dans le sens contraire, sans lui être directement opposée; et alors il ny a pas de résultante unique, comme nous l'avous vu plus haut.
Corollaire V.
5i. Supposons que les quatre forces F, F', P", F'", sans changer de grandeurs , sans cesser d'être parallèles et de passer aux mêmes points respectifs A , 13 , C , D , viennent à prendre les positions p, p' , p" , p'" , dans l'espace.
Si l'on en cherclie la résultante, en suivant le même ordre que plus haut, on trouvera d'abord que la resultanto jc de p et p', passe au même point I que la résultante X de F et P',,et qu'elle lui est égale. Elle passera parle même point, parce que son point d'application ^loit diviser la même droite AB dans la raison réciproque de p a p', qui est la même que celle de P à F'. Elle lui ser^ égale, parce qu'on aura P-4-P'=p+/>'. On trouvera de même queja résultante x' de a: et p", passera au même point F que la résultante X' Je Xet P", et qu'elle lui sera égale, et ainsi de suite : de sorte que la résultante générale des quatre forces p, p*,
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/!*, p"', passera au même point que la résultante des quatre forces P, F, P", P'"; et cela est général , quel que soit le nombre des foi-ces ; d'où l'on peut conclure ce iheorèrae remarquable i
53. Si l'on considère, un système quelconque de forces parallèles, appliquées à un assem* bîage de points A , B, C j D , etc. , et qu'on incline successivement tout le système de ces forces dans diverses situations, de manière que les mêmes forces passent toujours parles mêmes points et conservent leurs grandeurs et leiOparallélisme, les résultantes générales qu'iyA trouvera successivement dans chacune de ceè positions se croisemnî toutes au même point.
Ce point d'intersection des résultantes successives se nomme le centre des forces parai" lèles. Noua aurons occasion d'en parler plu8 loin , quand il sera question des centres de graTité.
On peut remarquer, au reste, que dans la dénnOnstralion précédente , il n'est pas nécessaire de supposer que les forces conservent loujonTs les mêmes grandeurs : il suffit que, Aam les positions successiv*-'s du groupe, elles dtiineurent proportionnelles.
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} X/ompositîo7i des forces dont les direc~ t> fions concourent en un même point.
Théorème III.
53. La résultante de deux forces quelconques Y et Q (fig. 12) appliquées à un mëmeTi%. point A sous un an^le quelconque , est dirigée fuii>ant la diagonale du parallélogramme ABCD construit sur les deux lignes AB , AC, qui représentent les jorces P ei Q en grandeur et en direction.
D'abord, nous avons vu (i4 ) que celte résnlUnte doit être dans le plan des deux forces P et Q j en second 1 ieu , qu'elle doit être appliquée au point A , pui^ue cette résultante , par hypothèse, doit solliciter le point A absolsment de la même manière que les deux forces PetQ.
Je dis maintenant qu'elle doit passer au point D , extrémité de ia diagonale AD.
Prenons, en effet, sur le prolongement de la ligne BD la partie DG=DC, et achevons le losange CDGH. Appliquons aux points G et H, et dans la direction de GH, deux forces Q' et Q" contraires , égales entre elles et à la force Q Il est facile de voir que la résultante des quatre forces P, Q, Q' et Q" doit passer au point D.
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Car, I*. à cause de Q'=:Q, les deux forces " parallèles Pel Q'sont entre elles comme les côtés AB, AC, ou comme DC etDB, ou bien, à cause de DC=DG, comme les lignes DG etDB, et par conséquent (aS) leur résultante S passe en D; 3°. les deux furces Q et Q'' étant égales, leur résultante T, prolongée, divise en deux également l'angle CHG du losange CDGIT, et Ta passer aussi par le point D, oii l'on peut la supposer appliquée. Donc la résultante générale, qui est celle des deux forces S et T, passe au point D.
Mais les deux forces Q' et Q" appliquées sur GH étant parfaitement égales et contraires, leur effet est absolument nul, et la résultante des quatre forces P, Q , Q' et Q" est identiquement la même que celle des deux forces P et Q. Donc, puisque la première passe en D , celle des deux forces Pet Q passe aussi au même point.
Puisque la résultiinte pas^e à la fois par les deux points A et D, elle est donc nécessairement dirigée suivant la diagonale AD.
Corollaire.
34' Concluons de là que si l'on connaissait seulement les directions des deux forces P et Q. (fîg. i3), et celle de leur résultante R, on pourrait déterminer te rapport de la force P à
la force Q. Car, en prenant sur la direction de la résultaute un point quelconque D, et menant de ce point deux parallèles DC et DBaux directions des composantes P et Q, et qui rencontrent ces directions en C et B , on aurait nécessairement P : Q :: AB : AC. Sans quoi l'on aurait P est à Q comme AB est à une ligne AO plus petite ou plus grande que AC; et alors la résultante des deux forces Pet Q serait dirigée suivant la diagonale i*I d'un parallélogramme AOIB différent du parallélogramme ABDC,cs qui est contre l'hypothèse.
Théorème IV.
55. La résultante de deux forces quelconques P e( Q (fig. i4) appliquées à un même fi( point A , est représentée en grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme ABDC, construit sur les deux lignes AB , AC qui représentent ces forces en grandeur et en direction.
Nous avons déjà vu que celte résultante est dirigée suivant la diagonale ; reste à faire voir qu'elle est représentée en quantité par la diagonale elle-même.
Soit R cette résultante ; supposez qu'elle soit appliquée au point A sur le prolongement de la diagonale BA , en sens contraire de son »'"-
tion. Les trois forces P, Q, R seront en équili-> bre sur le point A. Donc l'une d'elles, la force Q, par exemple, sera égale et directement opposée à la résultante des deux autres P et R. Donc la direction de la forco Q, prolongée, sera celle de la résultante des deux forces P et R. Donc si, du point B, vous menez à la direction AR, la parallèle RG qui rencontre en G le prolonjrement de QA, et du point G, à la direfion AP, la parallèle GH qui rencontre en H la direction de la force R , les deux forces P et R seront entre elles comme les côtés AB, AH du parallélogramme ABGH (34). Mais la ligne AB représente actuellement la force P; donc la ligne AH représente la force R. Or, par les parallèles , on a AH = BG=AD; donc, etc.
Corollaire.
36, Puisque lus Irota forces P, Q, R sont entre elles comme les trois lignes AB , AC , AD , et que dans le parallélogramme ABDC, on a AB=^CD, onpautdireqoe ces trois forces sont eotre elles comme les trois côtés CD, CA et AD du triangle ACD. Mais ces trois côtés sont entre eux commi' Ips sinus des angles opposés CAD, CDA , AGD, et à cause des parallèles, l'angle CDA= l'angle lîAD , l'angle ACD est supplément de l'angle BAC, et par conséquent
: ACD est j onséquent 1
a le même sinns; on a donc
P : Q : R :: sin CAO : sin BAD : si» BAC.
D'où l'on peut conclure que la résullanle de deux forces Pel Q étant représentée par le sinus de l'angle formé par leurs directions, les deux forces P et Qsont représentées réciproquement par les sinus des deux angles adjacens h la direction de la résultante ; ou , si l'on veut , cha~ cune des forces P, Q , R est comme le sinus de Vangle formé par les directions des deux autres.
Remarque.
5j. On peut voir par là , et mieux encore par la considération immédiate du parallélogramme des forces , que lorsque deux forces agissent sur un même point sous un angle qnt n'est pas égal à deux droits, elles ne peuvent jamais donner une résultante nulle , à moins qu'elles ne soient nulles elles-mêmes cliacune en particulier.
Car, si aucune des deux forces n'était nulle, on pourrait construire un parallélogramme sur tes deux lignes qui les représentent en grandeur et en direction , et la diagonale de ce parallélogramme serait la résultante.
Si l'une d'elles seulement était nulle, la seconde serait la résultante, (;t par conséquent la résultante ne peut être nulle, h moins que l«*
qu'on voudra , appliquées .-i un même point A , et dirigées d'une manière arbitraire dans l'espace; car, en considérant d'abord deux quelconques de ces forces, comme les forces P et Q^ par exemple, ces rleux, forces seront dans un même plan, et l'on en déterminera la résultante eomme nous l'avons fait tout à l'heure. Soit X cette résullante ; on prendra semblablement la résultante de la foree X et d'une autre telle que R. Combinant ensuite cette résultante, que je désigne par Y, avec un nouvelle force S, on aura leur résultante Z qui sera celle des quatre forces P, Q, R, S; et continuant ainsi, on arrivera nécessairement à la résultante générale.
Si toutes les forces P, Q, R, S, etc., sont dans un même plan , les résultantes successives X, Y, Z, etc., seront dans ce même plan, et par conséquent la résultante générale y sera aussi.
Si toutes les forces sont en équilibre . la résultante générale sera nulle.
Par cette composition successive de plusieurs forces autour d'un même point, on voit encore que, si l'on décrit dans l'espace un contour polygonal dont les côtés successifs soient parallèles et proportionnels à ces forces, la droite f ferme ce contour et aeht-ve ainsi lepoly-
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gone, est parallèle et proportionnelle à la résultante générale de toutes les forces ; de fiorte que si le polygone se trouve fermé de luimême, la résultante est nulle, et toutes les forces sont en équilibre autour du puiut qu'elles sollicitent.
Le théorème suivant n'est au fond fju'un cas particulier de cette élégante proposition ; mais, comme ÎI est d'un fréquent usage en Mécanique, nous allons l'énoiicei et le démontrer expressément.
TTiéorètne V.
4i. Si trois forces X^ Y, Z appliquées à un même point A (fig. i(ij dans Vespace sont re- Fig. iC. présentées par les trois lignes AB, AC, AD, et qu'on achève le parallélépipède A . . .V,larésul~ tante R de ces trois forces sera représentée par la diagonale AF de ce parallélépipède.
En eil'et , les deux forces X et Y, qui sont représentées par les deux côtés du parallélogramme ABGC, donneront pour résultante une force P représentée par la diagonale AG de ce parallélogi'amme.
Ensuite, à cause de AD égal et parallèle à GF, la figure AGKD sera un parallélogramme, et p;ir conséquent les deux forces P et Z donneroot une résultante R i-epi-ésentée par la dia-
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gonalc AF, latjuelle est en même temps la diagonale du parallélépipède proposé.
Remarque.
43. Observons sur-le-champ, comme au n° 37, que tant que les trois forces XjY, Z ne seront pas daos un même plan, elles ne pourront jamais donner une résultante nulle, à moins qu'elles ne soient nulles elles-mêmes en particulier.
Car, si aucune d'elles n'était nulle , on pourrait construire le parallélépipède sur les lignes qui les représentent en grandeur et en direction, et la diagonale serait la résultante.
Si l'une d'elles seulement était nulle, les deux autres qui, par hypotlièse, ne sont pas en ligne droite, auraient une résultante.
Enfin , si deux d'entre elles seulement étaient nulles, la troisième serait la résultante , et par conséquent les composantes X, Y, Z doivent être nulles toutes trois, pour donner une résultante nulle.
Comllaire I.
45. On voit par le tliéorème précédent (qu'on pourrait nommer \e parallélépipède de^ forces) qu'une force quelconque donnée Pi est toujours décomposable en trois autres X, Y, Z respec-
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tivement parallèles à (rois lignes données dans l'espace, pourvu que deux de celles-ci ne soient pas parallèles.
Car, en prenant la partie AF pour représenter la quanlilé de la force R, et menant par le point A d'application trois lignes parallèles aux droites données chacune à chacune, on conduira par le point A trois plans indéfinis XY, XZ, YZ, et par le point F trois autres plans respectivement parallèles aux premiers; et ces sir plans détermineront le parallélépipède dont les trois arêtes contigues AB, AC, AD , représenteront les trois composantes X, Y.Z.
Corollaire II.
44- Si le parallélépipède est rectangulaire, on aura, dans le rectangle ADFG, AF=: AD -)-AG; mais, dans le rectangle ABGC, on a AG = AC +AB; donc en substituant cette valeur de AG, on aura
ÂF '= ^V ÂC'-f- ÂbJ par consécpient ,
Ce qui donne R=V'(X'+Y*^+Z') pour
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la valeur de lâ résultante en fonction des troÎBl '
composantes.
45. Si l'on veut avoir les trois composantes en fbuctioii de la résultante et des angles qu'elles font avec elle, en nommant d'abord «c l'angle que la résultante R fait avec la composante X , oa aura visiblement AF ; AB :: i ! cos a, et par conséquent,
R : X :: i : cosa; d'où l'on tire X =^ R cos a.
En nommant de même jiety les angles que la résultante fait respectivement avec les composantes Y et Z, on trouvera Y:=R cos j8, Z = R cos 5-; d'où il suit qu'on trouvera les* valeurs des trois composantes respectives, en inultipliant la résultante par les cosinus respec- ,tifs des trois angles que sa direction forme avec les directions de ces composantes.
Bemarque.
46. Puisqu'on a trouvé R" = X»+Y'+Z", en substituant pour X,Y, Z leurs valeurs respectives R cos a, R cos S, R cos y, on aura
R*;^ R' cos* a -i- R" cos' C+ R* cos' y ; OD bien
R»=^R»(ro,s'a-f-cos'e"Hros'>), )kk»li j
d'où, cos'a + c&s'f-^-cos* j. = i, relation connue qui a toujours lieu entre les angles que fait une droite avec trois axes rectangulaire» dans l'espace.
SECTION II
COHPOSITIO» BT OÉCOMPOSITIOII DES COUPLKS.
47. Pour abréger le discours, nous appellerons couple l'ensemble de deux l'orces, telles que P et — P (lîg. 17), égales, parallèles et Fig. rjcontraires , mais non appliquées au même point, La perpendiculaire commune AB, menée entre les directions des deux forces , sera le bras de levier du couple , et le produit P x AB de l'une des forces par le bras du levier, eu sera nommé le moment.
Quelle que soit l'action de deux forces telles que P et — P, sur le corps auquel elles sont appliquées , nous avons vu (27) que cette action ne peut être contre- balancée par celle d'aucune Ûmple force appliquée comme on voudra au même corps, et que par conséquent l'effort d'un couple ne peut être comparé d'aucune manière à une simple force. Four distinguer cette nouvelle cause de mouvement , qui est en quelque sorte d'une nature particulière
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pourrait lui donner un nom particulier: maîr Celui de couple nous suffit , et peut très bien désigner à ia fois l'ensemble des deux forces contraires dont il s'agit, et le genre d'effort auquel ce couple donne naissance.
Au reste , comme on verra tout à l'heure que l'effort d'un couple est mesuré par son moment, on pourra souvent substituer ce second mot au preraitr, ou les prendre quelquefois l'un pour l'autre.
La composition des couples formera la seconde partie essentielle des principes de notre Statique, et se reproduira dans te cours de cet Ouvrage presque aussi souvent que la composition des forces. On en verra bientôt de'river les lois de l'équilibre d'une niain'ère si naturelle et si simple, que l'on nous pardonnera d'avoir paru nous arrêter ici à l'examen d'un cas singulier, lorsque nous tendions peut-être le plus directement possible vers le but principal.
Ce que nous allons dire sur les couples est tout -à-fait indépendant de l'effet qu'ils produisent sur les corps ; mais lorsqu'on voudra se feire une idée des sens respectifs de difiërens couples situés dans le même plan, on pourra se représenter que les milieux de leurs bras de levier sont fixes ; alors l'effet de chaque couple sera visiblement de faire tourner le corps au-
[l^cnir du milieu de son bras de levier, et l'on 'lâistinguera facilement le sens des couples, en distinguant les couples qui tendent à faire tourner dans un sens, d'avec ceux qui tendent à faire tourner dans te sens contraire. Mais ne perdons pas de vue qu'il n'y aura réellement aucun point fixe (à moins que nous n'en avertissions expressément) , et que l'idée de rotatrôn, qui jusqu'ici est purement accessoire, ne servira qu'à faire image au besoin.
Translation des couples,
Nous avons vu plus haut qu'une force
I Jieut être transportée en un point quelconque
1 de sa direction , pourvu que ce point soit lié au
, premier d'une manière invariable : voici une
proposition analogue pour les couples, qui n'est
pas moins remarquable que la première, etdont
nous ferons le plus grand usage par la suite.
Lemme.
4g. Un couple (quelconque peut être transporté partout où Von voudra dans son plan , ou dans tout autre plan parallèle , et tourné . tomme on voudra dans ce plan, sans que son \ 'Bffkt sur le corps auquel il est appliqué en soit \\^hangéj pourvu qu'on suppose le nouveau bras l^ifc levier invariablement attaché au prem»
Pour démontrer pli
facilement décomposerons
cetle proen deux
|K)sitiQn , n< autres.
8 Soit d'abord le couple (P, — F) (fig- i8) appliqué perpeudiculai rement sm- AB ; prenons où l'on voudra , dans le plan de ce couple ou dans tout autre plan parallèle, la droite CD, égale et parallèle à AB : joignons AD et fiC, qui seront dans un même plan et se couperont visiblement au milieu I de leurs longueurs respectives ; et supposons enfin les droites AB et CD liées entre elles d'une manière invariable.
Sii l'on applique sur ta ligne CD , parallèlenaent aux foi-ces P et — P, deux couples contraires (P'j — P'), (P", — P") , égaux entre eux et au couple proposé (P, — P) , il e.st évident ^«« «s deux couples se détruii'ont d'euxmêmes , et que par conséquent l'eftét du couple (P, — P) ne sera pas changé. Mais, d'un autie côté , 11 est facile de voir que les deux couples (P,— P) et(P*,~P') se détruisent aussi d'eux-mêmes; car le point I étant à la fois le milieu des deux lignes AD et BC, les deux forces égales et parallèles V et F", appliquées sur AU , donnent une résultante parfaibement égale et opposée à la résultaute des àeuTf. T<P ei — h", appliquées surBC. On peut
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donc supprimer les deux couples ( P, — P ) , (P", — P"), el il ne reste plus qoe le couple (P', — P') appliqué sur CD, lequel ii'est antr« chose que le couple primitif qu'on aurait, pouiainsi dire, transporte parallèlement à luî-mérne, de manière que son bras de levier AB fût venu dans la position parallèle Cl).
Soit, en second lieu, le couple (P, — P) (fig. 19) appliqué perperidiculaii-ement sur AB. Fi^. 1 Tirons dans le plan de ce couple , sous un angle quelconque avec AC, la droite CD =1:: Ali, et supposons que ces deux droites se coupent au milieu i de leurs longueurs respectives , et soient invariablement fixées entre elles.
Si l'on applique à angle droit sur CD dera couples contraires (P', — P'j , (P", — P") e'gaux entré eux et au conpie proposé (P, — P), ces deux couples se détruiront d'eux-mêmes, et par conséquent Tefièt du couple { P, — P ) ne sera pas changé. Mais, d'un autre côté, les deux couples(P, — P), (P", — P"), se détruisent aussi d'eux-mêmes : car, avec un peu d'atteatioD, on voit que les deux forces égales P et — P"qui se rencontrent en G, donnent une résultante égale et directement opposée à la résultante des deux forces — P et P" qui se reocOTitrent en H. On penf donc sopprimef les deax couples ( P, — P), (F', — P), et il ne
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reste plus que le couple (P', — P') appliqua sur CD, lequel n'est, pour ainsi dire, que le couple primitif qu'on aurait tourné dans sork plan , de manière que son bras de levier AB fût venu dans la position oblique CD.
De ces deux propositions réunies , on peut conclure qn'un couple quelconque , sans que son effet soit changé , peut être transporté dans son plan, ou dans tout autre plan parallèle, eu telle position qu'on voudra : car on peut d'abord le transporter parallèlement à ses forces dans le plan donné , de manière que le miliea de son bras de levier tombe au point donné qu'on voudra, et l'on peut ensuite le tourner autour de ce point, de manière à l'amener dans la position donnée; ou, réciproquement, on peut le tourner d'abord dans son plan , de manière que ses forces deviennent parallèles aui nouvelles directions qu'on veut leur donner, et ensuite le transporter immédiatement dans la position donnée.
Transjbimatinn des couples; leur mesure.
Lemme.
Un couple quelconque (^V, — P)(fig ao) ( sur un hrns de levier AB , peut être.'
changé en un autre ( Q , — Q ) de même sens, applique' sur un bras de levier BC cliffëreni du premier, pourvu qu'on ait P : Q :: BC : AB, ou P X AB = Q X BC, c'est-à-dire pouivu que les momens de ces couples soient égaux.
Prenons, en effet, sur le prolongement de AB une partie quelconque BC, et appliquons sur BC parallèlement aux forces P et — F, deux couples (Q, — Q),(Q', — Q') égaux et contraires ; leur effet sera absolument nul, et par conséquent celui du couple (P, — P) ne sera pas changé. Mais, d'un autre côté , si l'on suppose que les forces PetQ, et par conséquent P et Q', sont en raison inverse des ligues AB et BC , leur résultante , qui est égale à P-f- Q', passe en B, tt détruit évidemment les forces contraires — P, — Q' qui s'y trouvent. On peut donc supprimer les quatre forces P, Q', — F, — Q', et il ne reste plus que le couple (Q, — Q) appliqué sur BC, lequel remplace le couple proposa (P, — P) appliqué sur AB.
t Comllaire.
5i. 11 n'est pas dîflîcile de conclure de là que fes efforts des couples sont proportionnels à Eeurs momens.
'En effet, l'on peut voir d'abord q
; deux I
11. couples (P, — P), (Q, — Q) (fîg. 21), qui agissent sur les bras de le-viers égaux AB , CD , sont entre eux comme les forces P et Q de ces toupies ; car si l'on suppose les forces P et Q entre elles comme deux nombres entiers,
comme 5 et 3 par exemple , en partageant -^
cliaqiie force P et — P en 5 forces égales, et ^z
chaque force Qet — Qen 3 forces égales entre -^
elles et aux premières, on pourra considérer —
le couple (P, — P)comme la somme de 5 cou-
pics égaux et de même sens , appliqués parfai-
temenl l'un sur l'autre, et le couple (Q, — Q) -^ comme la somme de 5 couples égaux entre -^
eux et aux premiers, aussi appliqués l'un sur ~"
l'autre. Les intensités des couples (P, — P), —
(Q, — Q), seront donc entre elles comme 5 -^
à 5 , ou comme P à Q. Si les forces P et Q sont ^^*
incommensurables , on fera le raisonnement ^:* connu , etc.
Maintenant soient deux couples quelconques --^s
(P,— P),(Q, — Q)î soient /j le bras de levier — :■
du premier, et q le bras de levier du second ; -^
le couple (Q, — Q) agissant sur la ligne 9 , est -^
équivalent au couple (" Q, — ^Qj, qui agi- — rait sur la ligneyj; car les momena sont égaux ^ de part et d'autre, le premier étant Qç, etle second, ^Q.p^^Q^^ Ainsi, au lieu des deux
couples proposes, on a ces deux-ci (P, — P)^ f -Q, — - Qj qui ont un même bras de levier/». Mais les intensités M et N de ces deux couples sont entre elles comme leurs forces , et par
M : N :: P/) : Qq.
02. Puisque deux couples sont entre eux dans le rapport de leurs momens , il s'ensuit que le moment d'un couple est la mesure dC son eil'ort ou de son intensité : car si l'on prend pour unité de couple, celui qui est composé de deux forces égales à l'unîté de i'orce, appliquées sur un bras de levier égal à l'unité de ligne, le couple (F, — P) au bras de levier /j, contiendra autant de fois l'unité de couple, que le moment P X /» contiendra le lâornent ixi, c'est-à-dire contiendra l'unité.
Remanjuc,
55. Pour comparer entre elles les grandeurs ou les intensités des couples , on pourrait prendre aussi , au lieu des produits Pp, Qs des forces par leurs bras de levier rertangulaires, les produits de ces mêmes forces par des bras de levier obliques sur leurs directions. Mriis
de levier fissent le même angle avec les fbrcesv Il est clair qu'alors les bras de levier obliques seraient tous proportionnels au bras de levier rectangulaires , et que par conséquent les nonveaux momcDS seraient proportionnels aux premiers.
Nous emploierons quelquefois ces nouveaux momens dans la mesure relative de dïfiërens couples; mais nous regarderons toujours les sulres comme la mesure absolue de leurs iatensités.
Composition des couples situés dans un même plan , ou dans des plans parallèles.
Théorème I.
54. Deux couples situés, comme on voudra, dans le même plan ou dans des plans parallèles, se composent toujours en un seul, qui est égal à leur somme, s'ils tendent à faire tourner dans le même sens, ou égala leur différence s'ils tendent à faire tourner en sens contraires.
En effet , on peut d'abord ramener ces deux couples dans un même plan , ensuite ramener leurs forces au parallélisme , enfin les changer en deux autres équivalens qui auraient un
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même bras de levier, el alors les appliquer l'uu sur l'autre.
Soient P et Q les forces composantes des deux couples ; p et ç , leurs bras de levier respectifs ; et soit D la longueur du bras de levier commua aux deux couples transformés. Au lieu du couple (P, — P) au moment P/ï, on substituera le couple équivalent (P', — P'), dont le moment P'D serait égal à Vp. On substituera de même, a la place du couple (Q, — Q) au moment Qy, le couple {Q', — Q')au moment Q'D=Qoj et ces duux couples transformés étant appliqués l'un sur l'autre , sur le même bras de levier D, on aura un couple unique résultant, [(r-f-Q'),—(P'+Q')], dont le moment sera
(P' + Q')D, ou PT)+Q'D=P/)+Qj.
Ainsi, le moment résultant sera égal à la somme des momens composans, ou bien à leur dîflférence, selon que les forces P 'et Q', qui agiront à la même extrémité du bras de levier D , seront de même sens , ou de sens Contraires.
Corollaire.
On voit donc, en combinant ainsi les couples deux à deux , que tant de couples qu'on "VDudi-a, situés d'une manière quelconque dans
ÉLÉMENS e plan ou dans des plans parallèles, se réduiront toujours u un seul, égal à la somme de ceux qui tendent à faire tourner dans un sens, moins la somme de ceux quï tendent à faire tourner dans le sens contraire.
Et réciproquement , on pourra décomposer un couple donné en autant d aulres qu'on vou- — dra , situés dans le même plan ou dans des — plans parallèles. Ou pourra même prendre à volonté tous ces couples , hors un seul ; car il sulBra que la somme de cens qui agissent -= dans le même sens , moins la somme de ceux ~^ qu agissent en sens contraire, soit égale au couple proposé.
Composition des couples situés dans des^=^ plans quelconques.
Théorème II.
55. Deux couples situés yCOfiune on voudra, -^ tians deujc pfans qui se coupent sous uu angle^^ quelconque , se composent toujours en un setd. — —
Et si Fon représente les momens de ces cou- - — pies par les longueurs respectives de deux ' droites tirées sous un angle égal à celui des ~ deux plans , et qu'on achève le paraUéio- — gramme , (e moment du couple résultant senh- •^
DE STATIQUE. Sg
'•eprésenté par la diagonale de ce paraliélo- ^ramme , et le plan de ce couple partagera l'angle que font entre eiix les plans des couoies composans , comme la diagonale du parallélogramme partage l'angle que font les deux côtés adjacens.
Soient en eflet les deux couples proposés, situés dans les deux plans AGM, AGIV(fig. 22), Fig. a qui se rencontrent suivant AGj et supposons qu'on ait d'abord changé ces deux couples en deux autres respectivement équivalens , qui auraient un même bras de levier.
En quelque lieu que soit sïlué le couple ( P, — P) dans le plan AGM, on pourra le ramener dans ce plan à angle droit sur l'intersection AG , de manière que son bras de levier AB tombe sur l'intersection AG (49). De même , en quelque lieu que soit situé le dbuple (Q, — Q) tlans Je plan AGiV , on pourra le ramener aussi à angle droit sur la même intersection; et de ruanière que son bras de levier, égal au premier, coïncide avec lui en AB.
Alors les deux forces P et Q appliquées en A , se composeront en une seule R appliquée au même point A, et représentée par la diagonale ÂR du parallélogramme construit sur les deux lignes AP, AQ , qui représentent les. forces P et Q. Les deux forces — P, — Q ap-
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pliquees en B , se composeront aussi en une seule — R appliquée en B , paria item eut égale , parallèle et contraire à la première; et l'on aura , au lieu des deux couples (P, — P) , (Q, — Q) le couple unique (R, — R}applïqué sur le même bras de levier AB.
Puisque ces trois couples ont un même bras de levier, leurs nioniens respectifs sont proportionnels aux valeurs des trois forces P,Q,R. Donc, si l'on représente les momens des deux couples composans par les deux lignes AP, AQ qui leur sont proportionnelles, le moment du couple résultant sera représenté par la diagonale AR du parallélogramme APRQ construit sur ces lignes. Or, il est visible que les augles formés par les trois ligues AP, AQ,AR, mesurent les angles que font les trois plans ; donc le plan du couple résultant partage l'angle des deux autres plans , comme la diagonale AR partage l'angle PAQ des deux côtés adjacens AP, AQ. Donc , etc.
CoivlUtire,
56. On pourra donc toujours réduire a un seul tant du couples que l'on voudra , appliqués à un corps d'une manière quelconque dans l'espace : car, en les composant successivement deux à deux , comme nous venons de faire.
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n arrivera ueccssaircmenl a un couple unique ont on connaîlra le plan et la grandeur, et qui era équivalent à lous les autres.
Réciproquement , on peut toujours décom- »oser un couple en deux autres situés dans deux »lans donnés, pourvu que ces plans et celui du oupic proposé se rencontrent suivant une néme droite (ou suivant des droites parallèes; car, en transportant le plau de l'ua de ces :oupIes parallèlement à luî-méme, ce qui est >erinïs (4g), on rassemblerait leurs trois inersections parallèles en une seule).
Remarque l,
57. Pour opérer celte décomposition, ou ^'aura qu'à suivre dans l'ordre inverse le pixjzédé que nous venons de donner pour la composition de deux couples; ou bien l'on emploiera la méthode suivante, qui est très simple, et dont nous nous servirons quelquefois.
Soit AZ (fig. 25) la commune intersection pjg. ^j. des trois plans : menons à volonté un plan YAX qui les coupe suivant les trois lignes respectives AY, AV, AX ; et soit ZAV le plan du couple proposé.
Eu quelque lieu que ce couple (P, — P) soit situé dans le plan ZAV, on peut te placer
ÉI.ÉMENS de manière que ses forces soient parallèles i l'intersection AZ , et que la direction de l'iirit! d'elles, comme de la force — P, coïncide avec cette même intersection. Alors la direction de l'autre force P rencontrera quelque part en B la droite AV, et l'on aura le couple ( P, — P) appliqué d'une manière quelconque sur AB, comme on le voit dans la figure. Maintenant formons, suivant les directions A Y, AX, avec AB comme diagonale , le parallélogramme BCAD ; et à l'un des angles C ou D , en D par exemple , appliquons deux forces contraire»
P', — P*, égales et parallèles aux forces P et — P du couple proposé. L'effet de ce couple ne sera pas changé. Mais actuellement , au lieu du couple (P, — P) appliqué sur la diagonale AB, on peut en considéier deux autres : l'un £P', — P) appliqué sur le côté AD dans l'un ^es plans donnés ZAY ; l'autre (P, — P'J appliqué sur BD parallèlement à l'autre plan ZAX. Or, ce couple peut être transporté pa- Tallèleraenl ii lui-même dans ce plan ZAX, sor le côté AC = BDj et l'on aura alors, aa lieu du couple f P, — P ) appliqué sur la diagonale AB , deux couples (P', — P) , (P, — P') , composés de forces égales et p.ir.illèlesaux preaaières, appliqués dans les deux plans donnés sui- k's cèles AU , AG.
Remarque II.
58. Si l'on supputait que le plan YAX fût ineoé perpendiculairement à la commune intersection AZ des plans des trois couples , les forces de ces couples seraient perpendiculaires aux lignes AY, AV, AX, et comme ces forces sont égales, les raomens des couples seraient proportionnels à leurs bras de levier AD, AB, AC ; et d'après ce que nous venons de dire , on retomberait sur le théorème précédent (55); ce qui fournit, comme on voit, une nouvelle déinonstration de ce théorème.
Remarque III,
59. Cette double démonstration vii;nt de la double manière dont on peut transformer les deux couples avant de les composer. Dans la première , on commence par leur donner un même bras de levier avec des forces différentes; dans taseconde, on leur donne tes mêmes forces avec des bras différons.
Il y aurait nne troisième démonstration qui se ferait sans rien changer aux deux couples proposés. Car soient (P, — F) et (Q, — Q), (fig. aS his), deux couples appliqués perpen- F'K-. a3. dieulaircment au plan du triangle ABC, sur
les bras respectifs AB, AC; et supposons qi les deux forces P et Q qui tirent en B et C soient de même seus. Il est clair que ces deux forces se composent en une seule P -(- Q de même sens , et appliquée au point g qui divisé la base BC dans la raison réciproque de P à Q. Les deux forces — P et — Q qui tirent en A se composent de même en une seule — (P-^-Q) appliquée au point A ; et si l'on fait, pour abréger, P-f-Q = R, on a le couple résultant (R, — R) appliqué sur Ag dans un plan per^ pendiculaire au triangle ABC.
Maintenant , que du point g, on mène deux parallèles aux côtés AB et AC , et qu'on achève ainsi le parallélogramme \lgin; il s'agirait de prouver que les momens de nos trois couples « savoir :
Px AB, QxAC, RxAg,
sont entre eux comme les côtés Al , Am et la diagonale Ag de ce parallélogramme. Or, c'est ce qui est facile ; car en mettant , au lieu des forces 1', Q , R , les trois lignes Cg , Bg , BC , qui leur sont proportionnelles, on voit que ces momens sont entre eux comme les trois produit!
CgXAB, BgxAC, BCxAg. '
Maïs les triangles semblables donnent : .Uni
Cg X AB=:BC X Ai , et Bg X AC=BC X Am.
Substituant ces deux nouveaux produits à la place des deux premiers, et supprimant partout le facteur commun BC , on a les trois momeos dont il s'agit dans la proportion des simples lignes A/ , Am , Ag ; ce qu'il fallait démdntrer.
On peut varier encore ces démonstrations ; mats il y a une manière bien plus simple ds présenter la composition des couples, comme nous alloDS le voir dans l'article suivant.
Expression plus simple des théorèmes qui concernent la composition des couples .
60. Au lieu de déterminer la position d'un couple par celle de son plan , on peut la déterminer par la direction d'une droite quelconque perpendiculaire à ce plan, et que l'on pourra nommer Vaxe du couple. Puisqu'un couple peut être supposé appliqué où l'on voudra dans sou plan ou dans tout autre plan parallèle ( 49 ) ï il ^st visible que l'on connaîtra la position d'un couple daus l'espace , lorsque l'on connaîtra la direction de son axe : car, en élevant où l'on voudra sur cet axe un plan
perpendiculaire , on pourra preadre c« .plai pour celui du fouple proposé.
Ainsi k position de différens couples parallèles peut être donnée par une seule droite perpendiculaire à tous ces couples , et qui en sera f pour ainsi dire, l'axe commun.
Si les couples sont situés dans des plans quelconques , on supposera d'abord , pour plus de clarté , qu'ils soient transportés dans des plans respectivement parallèles, tous conduits par un seul et même point A, pris à volonté dans l'espace , et qui deviendra le commuA centre de tous ces couples : et si l'on prend ce point pour l'origine des perpendiculaires qu'on élève à ces plans respectifs, la position des différens couples se trouvera donnée par celle d'autant de droites partant d'un seul point , et faisant entre elles les mêmes angles que les "plans des couples proposés.
De plus , si , à partir de ce point A , on porte sur ces droites des longueurs AL, AM, AN, etc., proportionnelles aux momens respectifs de ces couples, que je désigne ici parles simples lettres L , M , N , etc. , chacune de ces lignes terminées, telle que AL, suffira pour représenter h la fois l'axe et la grandeur du couple L qui lui correspond '*' Enfin , si l'on vent que la même ligne AL
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puisse encore indiquer le sens dans lequel ce couple agit ( ce qui est nécessaire pour achever la détermination complète du couple) , il n'y aura qa'à faire une convention toute semblable à celle qui regarde les simples forces. Or, pour une simple forée P appliquée en A et qu'on représente par une certaine ligne AP, cette convention consiste , comme on l'a dit ( I ! ) , en ce que l'action de cette force a toujours lieu de A vers P, ou que la force tire de A en P. Ici , pour un couple L appliqué autour du centre A , et dont je représente l'axe et la grandeur par la ligne terminée AL, je supposerai toujours que le sens du couple ou de la rotation qu'il tend à produire est tel que , si l'on se plaçait au point L , considéré comme le uoixl , pour regarder devant soi le point A , considéré comme le mîdi y on verrait la rotation se faire de l'orient à l'occident, ou de la gauche a la droite , comme se fait à nos yeux le mouvement du soleil. C'est d'ailleurs le sens ordinaire dont la main fait tourner la plupart des Instrumens de rotation ; et c'est dans ce sens convenu qu'agira pour nous le couple représenté par la ligne AL.
On peut adopter , si l'on veut , la convention contraire , pourvu qu'on s'y conforme avec le même soin pour tous les couples dont il s'agit
dans une même figure , ou dans l'énoncé d'unç.
même proposition.
Au reste, on voit qu'une des deux conven* tions , comme la première, nous suffit ; cap^ s'il fallait indiquer dans la figure un couple L'i Contraire à L, on le représenterait de même par une ligne AL', mais portée de l'autre côtrf^ du point A sur le prolongement de la première. Il est clair , en effet , que ce second couple qui, vu do point L' , ferait tourner dans le sens convenu , c'est-à-dire de gauche, à droite, étant vu du point L, ferait tourner de droite a gauche , et serait réellement contraire au premier. 1
Par cette manière de déterminer les coupl^^ et d'en indiquer les sens simultanés , ou voit donc que la représentation géométrique de, tant de couples qu'on voudra , appliqués sur un corps dans des plans quelconques, devient parfaitement la même que celle d'autant de, , simples forces appliquées sur un point ; et l'on va prouvfrr tout à l'heure que leur composi-_ tïon pt'ut s'exprimer par des lois toutes semblables. Tout se réduit en effet à la démonptration du théorème suivant , qui remplace le théorème II, et qu'on peut nommer le paral~ '■ des couples.
Théorème.
■ 61. Si deux couples L et M sont représentés, pour leurs axes et pour leurs grandeurs, par les deux côtés AL et AM d'uTi parallélogramme ALGM, ces deux couples se composent en un seul G représenté, pour son axe et pour sa grandeur, par la diagonale AG de ce parallélogramme,
Ea effet, quedu point Aet dans le plan du parallélogramme ALGM (fig. 34), on mène F deux lig'nes //', mm' perpendiculaires etpropoilionnelles aux deux côtés respectifs AL et AM, et qui soieDt toutes deux coupées par leur mi-r lieu au point A. Si l'on achève les parallélogrammes Algm, Pil'g'm' , il est clair que ces parallélogrammes seront égaux entre euxj et semblables au premier ALGM , et que par conséquent la ligne gg' sera aussi perpendiculaire et proportionnelle à la diagonaleAG, et coupée en son milieu au point A.
I Maintenant, que sur ces lignes //' , mm', I comme bras de levier, et dans des plans pcr- I pendiculaircs à la figure , on applique deux couples compose's de forces égales, le premier (P, — P) sur la ligne ;/', et le second (P,—P} *Ur inm' ; et supposons, pour nous conformer ^ Ja coQventioti ci-dcsKus (60), que ces couples
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tendent tous deux à faire toumei' < droite quand on les regarde l'un après l'autre des points L et M. Il est évident que ces deux couples peuvent être pris pour ceux que lea côtés AL etAM représentent ; car i°. ils sont situés dans des plaus perpendiculaires à ces côtés; 2°, ils ont des moraens proportionnels aux mêmes côtés; et 5°. leurs sens simult»nés sont conformes à la convention établie.
Or, il est aisé de voir que ces deux couples se composent en un seul , représenté de même par la diagonale AG. En effet , les deux forces P et P appliquées en f et m se composent en une seule aP parallèle et de même sens, appliquée au point c, qui est le milieu de Im, et par conséquent, le milieu de Ag. Demêmeles deux forces — P et — P en /' et m' , se composent en une seule — aP appliquée en c', milieu do Ag' ; et l'ona le couple résultant( aP, — aP) appliqué sur la ligne ce' , ou simplement, le couple (P, — P) appliqué sur la ligne double gg'. Or ce couple est évidemmeut perpendiculaire et proportionnel à la diagonale AG, et feit aussi tourner de gaucbe à droite quand on le regarde du point G. Donc , etc.
Nous aurions pu tirer ce théorème de l'une I des démonstrations qui précèdent, mais nous I avons préféré d'en faire ici la démoustratioa j
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immédiate,. et sur une nouvelle ligure, où l'an vil très clairement les sens relatifs que doivent avoir ensemble les trois couples que l'on y considère.
Remarque 1.
6a. On voit ici, par un raisonnement tootà-faît semblable à celui du n° Sy , que si deux couples agissent dans des plans qui se coupent, ou qui ne sont point parallèles, ils ne peuvent jamais donner un couple résultant oui , à moins qu'ils ne soient nuls tous les deux, à la fois.
Remarque II.
65. Lorsque les plans des couples composanssODtrectangulaires entre eux, les deux axes AL et AM sont aussi rectangulaires, et dans
le rectangle ALGM, on a AG=AL-|-AM; de plus, si l'on nomme a et /3 les angles que fait la diagonale AG avec les deux côtés adjacens AL, AM, on a
AL = AG. cosa, AM = AG. cos/3.
Donc en désignant simplement les trois moraens respectifii par les lettres L, M, G, on a, pourle moment G, G" = L'4- M», d'oii G= V^L'+'M',
et, pour les angles a. et /3 que son axe fait avec les axes des deux autres , L= G cos a., M := G cos |S , d'où
Remarque III.
En gënéral , si l'on nomme $ l'angle que font entre eux les deux couples composans, ou leurs axes AL et AM, on aura dans ïe parallélogramme ALGM ,
AG=AL +AM 4- aAL x AM. cosip, et par conséquent
G' = L' + M' + 2LM cos ^;
ce qui donne le couple résultant G par les couples composans L et M, et leur îocliaaison mutuelle (p.
Si l'angle ^ est nul , on a cos tp =: i , et il vient
ce qui s'accorde avec ce qu'on a déjà vu : car les deux couples sont alors dans le. même plan et de même sens, et ils se composent en un seul égal à leur somme.
Si l'angle ? est égal à deux droits, on a
= — 1 , et il vient G î= L — M; ce qui 're; car les deux couples sont alors de ti-aires , et ils se composent en un seul ur difTérence.
• -.orsque ^ est un angle droit, ces ip = o, irottaG= vL*+M% comme ci-dessus.
Remarque IV.
De la composition de deux couples, il est bien facile Je s'élever à la compositioa de tant de couples qu'on voudra, et il est évident qu'on aura des théorèmes tout semblables à .
ceux qui regardent les simples forces autour d'un point : cependant je crois devoir énoncer et démontrer comme tliéorème , le corollaire suivant, à cause du grand usage qu'on en peut faire en Mécanique.
Théorème.
64- Troiscouples représentés, pour leurs axes et pour leurs grandeurs, par les trois arêtes continues dwi parallélépipède , se composent toujours en un seul représenté, pour son axe et pour sa grandeur, par la diagonale de ce parallélépipède.
Soit en effet A. ..G (fig. a5) le parallélépî-Fig. i5. ;AL, AM, AN, les côtés qui représen-
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tent a lu fois les axes et les momens des trois jQ
couples. y^
Les deux couples représentes par les deux côte's AL, AM du parallélogramme ALOM, se composeront en un seul, représente, pour son axe et pour sa grandeur, par la diagonale AO de ce parallélogramme. Maintenant ce couple, et le troisième représenté par AN, se composeront en uu seul représenté par la diagonale AG du parallélogramme ANGO. Or, cette diagonale est en même temps celle du parallélépipède; donc, etc.
65. On voit encore ici , par le même raisonnement que celui du n" 43 , que si trois conples agissent dans trois plans qui forment un angle solide ou qui se coupent en un point unique, ils ne peuvent jamais avoir un couple résultant nul, à moins qu'ils ne soient nuls en même temps tous les trois.
Remarque.
66. Lorsque le parallélépipède est rectangulaire , en nommant L , M , N les momeos , coraposans, et G le moment résultant, on a manifestement G' = L' -|- M' + N'.
En désignautpar A, |4, v, les trois angles que
la diagonale , ou plutôt que l'axe du couple ré- ,
sultant fait avec les trois axes des couples composans , on a
L=GcosA, M=Gcos«,N=Gcos v; d'où
cosX =
ÎN
Donc, s'il s'agit de calculer le moment résultant G de trois momens L , M, N , dont les axes sont rectangulaires, on aura pour sa valeur, G = v^L'-f-M'-f-N*, et pour les angles ^ f f^f''» 1^^ son axe fait avec les trois axes des momens composans ,
cos A =
S'il s'agît, au contraire, de décomposer un couple G en trois autres , situés dans trois plans rectangulaires entre eux, ou dont les trois axes soient rectangulaires, on aura, pour les valeurs respectives des momens composans, L ^ G cos À, M := G cos /* , N = G cos ^ ; A , ft, V étant les trois angles que l'axe du couple donné fait avec ceux des couples composans cherchés.
G7. Au reste, uous ne nous arrêterons pas' sur ces délails : nous remarquerons seulement qu'entre les sept quantités L , M , N, G , cos A, ces /A, cos V , OH a quatre équations qui sont: G»=L*-hM'+N* , L=G cos ?, , M=G cos ft',' N = G cos y , au moyen desquelles, coonaissant d'ailleurs trois de ces quantités, on pourra déterminer les quatre autres.
Il faut pourtant excepter le cas où l'on ne connaîtrait que les ti-ois angles K , fi, v; alors on ne pourrait obtenir que les rapports des momeos L , M , N , G.
CONCLUSIOH GÉNÉRALE DE CE CHAPITRE
Composition des forces dirigées comme
on voudra dans l'espace.
68. Soient tant de forces que l'on voudra, P, P^, P,|, etc., appliquées d'une manière quelconque dans l'espace , à un corps ou système libre.
Je considère d'abord l'une d'elles, la force P Fig. aG. ffig. 26), par exemple, qui est appliquée au point B. Ensuite, au point A, arbitrairement pris dans ce corps, ou au dehors (pourvu qu'on l'y suppose invariablement fixé), j'applique àenx forces contraires P', — P', égales et paràU feles à la force P. Il est clair que je n'ai ireiï
changé à l'état du système. Mais; je puis considérer maintenant, au Heu de la force P appliquée en B, la force P* appliquée en A, et le couple (P, — P') agissant sur la droite AB. Si, pour plus de clarté, on transporte ce couple ailleurs, dans on plan quelconque parallèle au sien , il ne restera an | oint A que la force P' égale et parallèle h la force P , et qui n'est en quelque sorte que cette même force P qu'on aurait transportée parallèlement à elle-même de B en A.
Si l'on fait la même transformation pour toutes les forces du système à l'égard du même point A, il est manifeste que toutes ces forces Tiendront s'y réunir parallèlement à ellesmêmes, mais qu'il y aura déplus dans le système autant de couples appliqués provenant de chaque transformation. Or , toutes les forces appliquées au point A se composeront en une seule R, et tous les couples en un seul couple (S, — S) ( Gg. 27) appliqué sur une certaine F-g- "7droite BC.
Ce qui nous apprend que tant de forces que l'on voudra appliquées dune manière quel" conque à un corps , peuvent toujours se réduire à une seule force et à un couple unique, lesquels seront en général situés dans des plans différens.
Corollaire II,
Qui contient les conditions nécessaires pour que toutes les forces appliquées au sjstèmé aient une résultante unique, lorsqu'elles ne s» font pas éqmlibre.
jt. Toutes les forces appliquées au systèmff étant ramenéeR, ainsi que nous venons de Iff voir, à une seule force et à un couple > suppôt sons que cette force R et le couple (S, — S) paissent se réduire à une seule force, ou , li l'on veut, qu'une force unique R' fasse équi-«' libre an couple (S, — S; et à la force R.
Puisqu'il y a écjuilibre entre les deux force>« R, R' et le couple (S, — S), je disque lesdeiu| forces R et R' doivent former un couple coot traire et équivalent au couple (S , — S), et sis tué dans le même plan , ou dans un plan pards lèle ce qui est ici la même chose.
Car il ne peut arriver que trois cas : ou les deux forces R et R' seront susceptibles de se réduire à une seule , et alors cette force ne a faire équilibre au couple (S, ^ S); on elles se réduiront à une seule avec un couple, et alors ce couple et le proposé (S , — S) se reduirout à un seul , qui ne pourra pas être en équilibre avec la fo>'ce; ou bien enSn elles se
réduiront à un seul couple, et c'est le seul cas qui puisse arriver.
Il faut donc au moins que les deux forces R et R' forment ensemble un couple. Mais pour que ce couple fasse équilibre au couple (S, — S), il est nécessaire qu'il soît situé dans le même plan ou dans un plan parallèle ^ s^ins quoi ces deux couples se composeraient toujours en un seul qui ne pourrai! jamais être nul (62), et îl n'y aurait pas équilibre. Donc la direction dé la résultante R doit éhe parallèle au plan du couple résullant (S, — S); et par conséquent, toutes les forces appliquées au sj-stème ne pourront jamais se réduire à une seule, à moins que la résultante de cesjhrces transportées parallèlement à elles-mêmes en un même point , n'ait une direction parallèle au plan du couple résultant; et cela , en quelque lieu de Vespace qu'on ait pris d'abord le point où Von a transporté toutes les forces.
Cette condition est nécessaire, et il est clair qu'elle suffît en général ; car, à moins que la résultante R ne soit nulle, on sera toujours maître d'appliquer au système une force R' qui soît égale, parallèle et opposée à la force R, et qui forme avec elle un couple (R, — R) de sens contraire à l'égard du couple (S, — S^, et d'un moment équivalent. Cette force es-
llrpép en sens contraire sera la résultante gé»
ne raie.
Au reste, un pourra prendre immédiatement ççtte résultante; car si la force R appliquée ea A est parallèle au plan du couple (S, — S), gq poprra amçn^r ce couple daos un même piaf) 9TÇÇ la force R, et alors les trois forces R, S çl — S étant dans le même plan , se compose-^ root toujours en une seule, égale et parallèle à |l , et qui sera la résultante unique de toutes IjÇft forces.
72, Dans le cas où la force R est égale à zéro il n'y a point de résultante unique. Car toutes les forces du système sont réduites au seul COtipIe (S, — S) qui ne peut jamais se réduire à une seule force. Ainsi, à la condition précédente qui exi<ie que la force R soit parallèle au plan du couple (S. ■:— S), il faut joindre encore celle-ci , comme condition particulière : que la L force R ne. soit pas égale à zéro. (A moins qu'il n'v ait équilibre, auquel cis la force résultante et le couple résultant étant tous deux nuls, on pourrait dire qu'il y a une résultante unique qui est zéro , et qui a d'ailleurs telle direction et telle position qu'on veut dans l'pspace : mais nous avons exclu le cas de l'équilibre.)
Remarque 1.
■^5. Lorsque le couple résultant (S, — S) (fig. aSj et la force fi ne sont pas dans des plans ^' parallèles , il n'y a jamais de résultante unique. Seulement eu transportant le couple (S, — S) parallèlement A son plan , on peut amener l'extrémité Bou Cde son bras de levier sur le point A, et alors les deux forces R et S appliquées eiï Ase composent en une seule T; et tontes les forces du système sont réduites à deui autres T et — S non siluces dans le même plan.
Ce qui nous fait voir d'abord que tant de forces que l'on voudra, (Urigées arbitrairement dans V espace, peuvent toujours se réduire à deux au plus , non situées dans le même plan.
Mais il est clairque cette réduction peutavoir lieu d'une infinité de manières, même sans déplacer le point A où l'on rassemble toutes les forces; car le couple (S, — S) pourrait être changé en une infinité d'autres équivalens, et de plus tourné sur .'^on axe dans une posîtîoa quelconque, el l'on arriverait ainsi à une infinité de systèmes différens de deux réduites non situées dans le même plan.
A la vérité, on pourrait choisir, enire ces systèmes, celui où l'une des forces serait pi;r— pendiculaire au plan du couple, et l'autre
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dirigée dans ce même plan; car, résultante R décomposée en deux i
V perpeuiliculaiie, l'autre U parallèle au plaa du couple (S , — S) : la force U et le couple parallèle (S , — S) se réduiront toujours à une seule U' égaie et parallèle à U ; et toutes les forces appliquées seront réduites à deux autres
V et U' de directions rectangulaires dans l'espace. Ainsi , des forces quelconques peuvent se réduire à deux forces de directions perpendiculaires entre elles, et dont l'une passe en un point /i donné à volonté. Mais cette réduction plle-raéme, qui souffre d'ailleurs «ne exception , n'a guère plus d'utilité que la précédente, et nous ne nous y arrêterons pas davantage.
Remarque U.
74. La seule conséquence qu'il soit bon de remarquer est cette autre proposition réciproque : que àetac forces non situées dans le théine plan ne peuvent jamais avoir de résultante unique.
El en effet, on peut toujours supposer que CES deux forces proviennent' d'une autre force; et 'd'un couple qui ne lui était pas parallèle.
Maie si l'on veut voir la chose directement, AB (fig. 39) la commune perpendiculaire directions des deux forces P et Q non si-
tuées dans le même plan , et dont aucune n'est supposée nulle. Je transporte P parallèlement à elle-même de B en A, et j'ai deux forces P' et Q appliquées au même point A, et un couple (P , — P') appliqué sur AB, Or, au point A , les forces P' et Q qui, par hypothèse, font entre elles un certain an^le QAP', se composent en une seule R dirigée dans l'intérieur de cet angle. Mais celte force R ne peut être parai-, ièle au plan du couple (P, — P'), puisqu'elle fait avec ce plan un angle RAP' qui ne peut jamais être nul, à moins queQne soit nulle, ce qui est contre la supposition : donc(7i)lesdeun forces Pet Q non situées dans le même plan ne peuvent jamais avoir de résultante unîquv; proposition qu'on regarde ordinaironicnt comme évidente , mais qui avait besoin d'être démontrée.
Remarque III.
■^5. C'est, au reste, le seul cas général ou l'on puis.se assurer que des forces ne sont pas réductibles à une seule ; car, dès que l'on considère seulement trois forces, il résulte de notre théorie qu'elles peuvent avoir une résultante unique, quand bien mènie il n'y aurait aucune rencontre entre les directions de ces trois forces dans l'espace.
Soient , eu eft'et , trois forces P , Q , R que je
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suppose , deux à deux , non situées dans I^ même plan, ou même telles que, s'il y en avait deux dansle même plan, l'autre ne fiht en même plan ni avec la première , ni avec la seconde.
Je choisis deux de ces forces P et Q qui ne soient pas situées dans un même plan ; et je les imagine transportées en un même point A pris sur la direction de la troisième force R. Ces deux forces P et Q viennent s'y composer en une seule V, et donnent deux couples qui se composent en un seul (S, — • S;; et le plan de ce couple ne passe pointpar la direction AV de la force V (7/4).
Cela posé, si la résultante des deux forces V et R, appliquées en A, se trouvait dans le plan du couple (S, • — S) qui passe au même point, les trois forces proposées P, Q, R seraient réductibles à uoe seule (71)- Or, sans changer la direction de la force R, on peut disposer du sens et de la grandeur de cette force iâe manière que la résultante de V et R tourné I VntourdupointA dans le plan de ces deux forces, t se dirige suivant l'intersection de ce plan c celui du couple (S, — S) , et tombe ainsi s le plan même de ce couple. Donc, en •enanl coiivenablcmontla grandeur et le sens l'une des trois forces P, Q, R, sans rien à leurs positions mutuelles, on peut
en général rendre ces trois forces réductibles ;i une seule,
Je dis en général , parce qu'il y a un cas particulier où la chose ne pourrait avoir \\&3 eu supposant qu'il y eût un certain rapport donné entre P et Q, et qu'on s'astreignit à ne falrt; varier que la quantité de la troisième force R ; car, si, par ce rapport de P àQ, il arrivait que l'intersection du plan VAR avec lu plan dn couple fût la direction même AR de cette ti-dlsième force, on ne pourrait faire prendre à là résultante de V et R la direction AR, sans faïro la composante R infinie, ce qui est impossible. Mais, dans ce cas particulier, que l'on commence par changer le rapport des deux forces P et Q, ou simplement le sens de l'une d'elles, et le couple (S, — S) qui résultera de leiir translation au point A, ne passera plus pai" la direction de la troisième force R ; car , si lé plan de ce couple passait encore par la nième dWiité AR , il s'ensuivrait que AR est la cOmrH'Jnt; section des deux plans où sont situés les tioupICi^ qui composent (S, — S), et qu'ainsi la force 'R esta la fois dans un même plan avecP, é( dans un même plan avec Q: ce qui est colttr»? l'hypothèse. ' '■' Ainsi , quand de trois Jorcçs P , Q , R , d>ï n'en peut trouver tout au plus ijue deu:x> qui
CHAPITRE a
DES COWDITIONS DE 1/ÉQUILlBRE.
77. Nous venons de voir (68) qu'on peut Vig. 36. transformer chaque force P (fig. 26) qui agit sur un système en un certain point B. en une autre force P' égale , parallèle et de niPine sens, appliquée eu un autre point A pris à volonté dans l'espace, et en un couple (P , — F) applique sur AB, et dont l'énergie est mesurée par le moment P X AI, Al étant une perpendiculaire abaissée du point A sur la direction de la force P; que, de cette manière, le système peut être considéré comme sollicité par la ré^ sultante de toutes les forces qui se seraient en quelque sorte transportées parallèlement à elles-mêmes au point A , et par le couple résultant de tous les couples qui naissent de ce» transformations. Nous avons vu que pour recette résultante ef le moment du îSultaut doivent être nuls tous les deuK
couple ré » U fois.
Nous pourrions développer!
-le-cha
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deux conditions dans le cas-général d'un corps ou système sollicité par tant de forces que l'oa voudra dans l'espace , et déduire de là les conditions de l'équilibre dans tous les cas particuliers qui peuvent se présenter : mais, comme notre maiclie doit toujours être uniforme dans le courant de ce chapitre, ou plutôt comme elle n'offrira qu'une même et continuelle application d'un même principe, nous aimons mieux passer en revue plusieurs questions simples , avant que de traiter la question générale. Cela nous fournira d'ailleurs l'occasion de répandre plusieui'S propositions sur lesmoraens, dont on fait beaucoup d'usage dans la Statique. Une fois parvenu au théorème général de l'équilibre, on pourra s'y arrêter, et l'on y trouvera comprises toutes les propositions qui auront élé précédemment expliquées. ,'"0'
De l'équilibre des forces parallèles qui sont situées dans un même plan.
78. Soient P, P', P", P'" (lig. 3o), etc.,les diffé- tig. 30. rentes forces parallèles. D'un point A pris où Poo voudra dans leur plan , abaissons une perpendiculaire commune sur leurs directions et c]ui les coupe aux points respectifs B, C, D, etc.
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Considérant d'abord la force P , j'applique au point A deux forces contraires P, — P, égales et parallèles a la première ; ainsi , j'ai, au lieu de la simple force P appliquée en B , une force égale et parallèle appliquée en A , et un couple (P, — P)agissant sur AB et dont le moment est P X AB. Je substitue de même, au lieu de la force P' appliquée en C , une force égale et parallèle et de même sens appliquée en A , et un couple (P', — P') appliqué sur AC et dont le moment est P x AC : de même pour la force P', etc.
Si, pour plus de clarté, on transporte tous les couples ailleurs dans le même plan, il ue restera au point A que les forces P , P', P", etc., égales et parallèles aux forces primitives appliquées en B , C , D , etc. , et de même sens.
Or, pourqu'il j ait équilibre, il faut, i". que la résultante des forces appliquées en A soit nulle d'elle-même. Mais toutes ces forces agissant dans une même direction, leur résultante est égale à leur somme (*) , et par conséquent, l'on aura
P+P' + P'H-etc. = o, première équation de l'équilibre.
(*) Il faut prendre ce m<it ici et ailleurs dans le sens de la remarque suivante (79).
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2'. Il faut que le momeot résultant de tous les moinens des couples soit aussi nul de luimême; ruais ce moment résultant est égal à la somme des momens composans , puisque tous les couples sont dans un même plan. Donc, en nommant, pour abréger, p, p' , p", etc. , les bras de levier respectifs AB, AC, AD, etc., on aura
p^+py-f-py+etc. =o,
seconde équation de l'équilibre.
Remarque.
jQ. U est clair que dans la première équation, si l'on regarde les forces qui tirent dans un même sens comme positives, il faut regarder celles qui tirent dans le sens contraire comme négatives. Nous regarderons désormais comme positives les fortes telles que P' qui tirent aii-dessusde la droite AD, et par tonséqueat comme négatives les forces telles que P, P",.. qui tirent au-dessous; et de celte manière on pouria dire que la somme des forces doit être nulle pour l'équilibre.
Pour les signes des momens Pp, F' p',....,àe la seconde équation, il faut faire attention à deux choses; i°. au signe de la force; 2". au signe du bras de levier.
Supposons, en effet, qnc la force P, sans
cesser d'agir du même côtti du poin
à changer de signe ; il est clair qu
nouveau qu'elle produira h l'égard du point Al
sera d'un sens contraire à celui du premier* 1
ainsi, le moment Pp change, de signe lorsque ,
la force P en change.
Concevons maintenant que la force P, sans changer de sigue, vienne à agir au point B' de l'autre côté du point A. Il est visible que le couple nouveau qu'elle produira à l'égard du point A sera d'un sens contraire à celui du premier , et par conséquent le moment P^ change de signe lorsque le seul bras de levier p en change.
Donc, en prenant les hras de levier tels que AB qui sont à droite du point A comme positifs, par exemple ^ il faudra prendre les bras de levier tels que AB' qui tomberaient à gauche comme négatifs; et l'on pourra toujours dire que la somme des momens doit être nulle en donnant des signes convenables aux forces et aux bras de levier.
Corollaire.
80. Supposons que les forces P, P', P", etc., ne soient pas en équilibre , mats qu'elles aient une résultante unique R, et que par conséquent — R soit une force capable de leur faire équilibre.
Les tl eux équationsprécédenlesdevront avoir lieu si l'on y fait entrer la force — R. On aura donc d'abord
P+P'H-P"+etc.— R =0, ou bien
R=P+P' + P" + etc.;
ce qui nous apprend que la résultante est égale à la somme des composantes ; ce que nous savions déjà.
En second lieu, si l'on nomme r la dislance de la résultante au point A, on aura
Pp -f. Yp' + V"p" + etc. — Rr = o , ou bien
Krz=Vp -f- V'p' 4- Py + etc.
Ce qui nous fait voir que le produit de larésultante , par sa distance r à un point quelconque A pris dans le plan des forces , est égal à la somme de tous les produits semblables des composantes par leurs distances respectives à ce même point.
En divisant cette équation par R , et mettant a la place de cette quantité sa valeur P -|- P' + P* -f- etc. , on aura
— PP' + P"+etc. ■
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Ce qui donoera la distance de la rranlfanfé au point A, et par conséquent fera connaître sa position, puisque l'on sait d'ailleurs qu'elW doit être parallèle aux composantes.
Remarque.
8i. Les produits ¥p, P'p' , etc., sont ce que l'on nomme ordinairement les momens des forces; mais on n'attache pas au mot de moment d'autre idée que celle d'un simple produit , qm résulte de deuï nombres, dont i'un exprime la force et l'autre sa distance à ini point : au lieiji que le moment est pour nous la mesure d'une force particulière, c'est-à-dire de l'énergie du conple qui provient de la force, lorsqu'on ta transporte parallèlemenl à elle-même au point que l'on considère. Mais comme ici , et dans la plupart des Ouvrages de Statique, le moment exprime une mênjc quantité numérique, à la différence près de l'idée que nous y joignons, nous avons cru devoir conserver ce mot, qui est consacré parl'usage, etqui rend d'ailleurs assez bien notre idée, puisque le mot latin momentum d'ouvient moment j veut dire aussi poids, Jorce; ou plus exactement , ce que vaut une force 4 raison de sa grandeur et du bras de levier par j lequel elle agit.
Au reste, lorsque nous ne voudrons parler
que du simple produit numérique d'uue force par sa distance à un point , à un axe perpendiculaire, ou a un plan parallèle ii sa diroctioo, nous dirons aussi le moment de la force par rapport au point, ou à l'axe, ou au plan parallèle : et cela n'introduira aucune équivoque dans le discours, puisque l'on pourra entendre si l'on veut, par ce produit, le moment du couple qui naîtrait de la force transportée parallèlement à elle-même au point , ou sur l'axe, ou dans le plan que l'on considère.
De cette manière, 1 équation précédenle
Rr= P/> + ¥'p' + r"p" -+- etc. ,
peuts'exprimer ainsi :
La somme des niomais de tant de forces parallèles qu'on voudra , par rapport à un point quelconque de leur plan, est égale au moment de leur résultante par rapport au même point ; ce qui est le théorème connu des moiueus, pour les forces parallèles qui sont situées dans un même plan,
De l'équilibre des forces parallèles qui agissent sur differens points d'un corps dans tespace.
8a. Soient P, P', P", etc. (fig. 3i), les. Jifîë- Fig. 3i. rentes forces parallèles. Je mène à Yolonte deux
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plans ZAY, ZAX parallèles aux directions Aeê forces, et qui se coupeat suivant AZ à angla droit l'un sur l'autre, pour plus de simplicité-. Cela pose , cousidérant d'abord la force P ap* plic|uée en B , j'abaisse une perpendiculaire BH sur ta commune intersection AZ, et appliquant' en H deux forces contraires P, — P égales et parallèles à la première, je considère au lieu de la force P appliquée en B, une force égale et parallèle et de même sens appliquée en H,, et un couple (P, — P) agissant sur BH. Si l'on' fait la même transformation pour les autres forces P', P", etc., et que, pour plus de clarté, on conçoive tous les couples transportés ailleurs, chacun dans son plan, il ne restera dans ^ l'axe AZ que les forces P , P*, P", etc. , respectivement égales et parallèles aux forces primitives, et de même sens.
Or , la première condition de l'équilibre est que la résultante de toutes ces forces soit nulle d'elle-même; et comme elles agissent dans une même droite, leur résultante est égale à leur , somme ; et par conséquent , il faut qu'on ait
P + P' -H P"+etc. = o.
La seconde condition de l'équilibre est que le
' moment résultant de tous les momens des cou-
» soit aussi nul de lui-même. Mais ce mo-
«lent rt'sullaiit ne se trouve pas, comme tout à l'heure , en ajoutant les momens composans, car les couples ne sont pas dans un même plan □i daus des plans parallèles.
Pour l'obtenir, considerantd'abord le couple (P, — P), que je suppose ramené dans sa première position sur BH, j'abaisse du point B deux perpendiculaires BGfBIsurles deux plans ZAY, ZAX ; el achevant le parallélogramme BGHl , je décompose le couple (P , - — P) ap^ pliqué sur la diagonale BH, en deux autres, composés de forces égales , mais appliqués respectivement sur les deux côtés Hf et GH (58) ; ainsi, eu nommant x et^ ces lignes, ou leprs égales BG et BI, le moment proposé P X BH( sera décomposé en deux autres Fjc, Pj sîtué^ dans les plans respectifs ZAX , ZAY. ^
Si l'on nomme de même .r' et^' les deux perpendiculaires abaissées, du point d'à pplîça7 tion de la force P' sur les deux plans, le moment du couple (P', — P'} pourra se décomposer dans ces deux plans en deux momens P'x'jPy'j elainsi de suite pour tous les couples.
Mais les momens qui sont dans le plan ZAX se réduiront à uu seul L, égal à leur somme; Pa;-|-P'x'-f-Px"-hetc. ; tousccux qui seron»
dans le plan ZAY se réduiront de même à un seul M égala leur somme P/"-[-Py-f-P' V-|-ete.,
.»ao ÉLÉMENS
et ces deux moiiiens résultans L et M se conbposeroot enfin en un seul G qui sera le momeiit total ; donc il faudra, pour l'équilibre, qu'oK aitG=o.Maiâ les deux momeusLetM, étant situés dans des plans qui se coupent , ne peuvent jamais donner un moment résultant nal^ âmoîns qu'ils ne soient nuls, chacun en parti* Oulier (63); et, partant, la seconde conditioQ générale de l'équilibre G = o exige ces deux équations : L^o, M=:o, c'est-à-dire, I
Par-f-P'x' + P'j:"+etc. = 0, .]
P/ + P V 4- Py + etc. = o.
Ce qui nous fait voir que pour l'équilibre d'un groupe de forces parallèles , il faut ces trois cojiditions particulières : que la somme de toutes les forces soit nulle , et que la somme de leurs momens par rapport à deux plans parallèles à leurs directions soit nulle d'ellemême pour chacun de ces plans.
Remarque.
85. Dans les équations précédentes, nous regarderons comme positivesles forces qui tirent de bas en haut, et par conséquent comme né-
tives celles qui tirent dans le sens contraire, -les signes des moment, il estclalr qu'ils
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changent en même temps que ceux des forçai.
Mais , d'un autre côté , si une force telle que P, saos changer de signe, vient à agir en B' du l'autre cùlé du plan ZAX, elle produira un couple d'un sens contraire a celui du premier; et par conséquent, le moment change encore de signe lorsque leseulhrasde levier en change. Donc si , par rapport à un plan , on regarde les bras de levier qui tombent d'un côté comme positifs, il faudra regarder ceux qui tombent de l'autre côté comme négatifs ; et l'on pourra toujours dire que la somme des moinens est nulle, en donnant des signes convenables aux forces et aux bras de levier.
Corollaire I.
84- Supposons que les forces P, P', P", etc.j ne soient pas en équilibre, maïs qu'elles aient une résultante unique R, et que par conséquent — R soit une force capable de leur faire équilibre. Les trois équations précédentes de-^ vront avoir lieu en y introduisant la force — R. On aura donc d'abord
R = P + P' + P" + etc. ,
ce qui donne la valeur de la résultante.
Si l'on nomme ensuite p et ^ les distances
rt» ÉLÉMENS
respectives de cette résultante aux deux ptans^
ZAY, ZAX , on aura
Rp = Px + P'x' + PV + etc. , R} = Pj + Py + Py' + etc.;
d'où , en mettant pour R sa valeur , on tire
_ Px + Px' + Vx" + etc - P~^ P + p'-j- p" -f-eic. '
> Pj+vy + py-i
P + P' + P" + etc.
ce qui donnera les distances de la résultante h^ deux plans, et fera connaître sa poïiition dans l'espace; car, si l'on mène au deux distance^ trouvées, deux plans respectivement parallèles aux premiers, la direcLÎoD de la résultante, qui doit se trouver à la fois dans ces deux plans , ne' sera autre chose que leur intersection même.
85. On voit que les équations précédentes nous fournissent ces deux conséquences , qu'on peut énoncer ainsi, conformément à l'usage :
La somme des motnens de tant de forces porrallèles que l'on voudra , par rapport à un plan quelconque parallèle à leurs directions, est égale au moment de leur résultants.
Et la distance de la résultante à ce plan est sa la somme des inomens desjorces , divè- ■ la somme de toutes les forces.
Du centre des Jorces parallèles.
86. Puisque le centre des forces parallèles est situé sur la direction de la résuliante, il est clair que la distance de ce centre à un plan quelconque parallèle aux forces se ti-ouvera comme la distance de la résultante à ce plan, c'est-à-dire en divisant la somme des momens, par rapport au plan , par la somme de toutes les forces.
Si l'on veut avoir ensuite la distance de ce centre à un plan quelconque , on concevra que les forces, sans changer de grandeur, sans cesser d'êtreparallèleset dépasser aux mêmes points, soient tournées toutes parallèlement à ce nouveau plan ; et l'on aura pour cette seconde distance la somme des nouveaux momens divisée par la somme de toutes les forces.
On fera la même opération pour un troisième plan, et si l'on mène alors aux trois distances trouvées, trois plans respectivement p-irallèles aux trois premiers , le centre des forces devant se trouver à la fois dans ces trois plans, Sera déterminé par leur intersection.
87, Si toutes les forces étaient égales et de
qui dooQc la dislaiice du centre à un plan que^ conque , deviendrait , .^
: ^ ■ .Jlf 1,*
, Px + P^ + Vx" + etc. x-^x' + .c" + «tOi 't ..lî
P+P + P+etc. ~ ~k »
71 él^nt le nombre des forces parallèle. >
Ainsi la distance du centre an plan serait égale à la somme des distances de tous les points d'application , divisée par leur nombre , ou , si l'on veut, égale à la moyenne distance de tous les points d'application ; d'où l'on voit que^ daus le cas où les forces sont égales, le centre des forces est un point dont la position ue déù pend plus que de ia figure formée parles points d'application.
De l'équilibre des Jorces ^ui agissent dans un même plan suivant des directions QUd^ conques.
FiB. 33. 88. Soient F, P", P", etc. (fig. 3a) les dîffe*
rentes forces situées d'une manière quelconquf
dans un même plan. D'un point quelconque ^
pris dans ce plan, abaissons sur leurs direc-
18 respectives des perpendiculaires AB , AC,
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AD, etc., qui les reacoatrent eaB, C, D, etc., et nommons p\ p' , p'", etc., ces perpendiculaires.
Il est clair que U force P' pourra se décomposer en une autre égale, parallèle et de même sens appliquée en A , et en un couple dont le moment sera P' X AB, ou Vp'. De même la force P"se décomposera en une autre égale et parallèle et de même sens appliquée en A, cl en un couple dont le moment sera P" x A€, ou P'/>'; et ainsi de suite pour toutes les autres forces P'", etc.
Or, pour qu'il y ait équilibre, il faut que la résultante de toutes les forces appliquées en A soit Duile d'elle-même, et que le moment résultant de tous les inomeiisP'p',P"/ï',P'"/>"',etc., soit aussi nul de lui-même.
Cette dernière condition est très facile à exprimer, car tous les couples étant danit uÀ même plan, le couple résultant est égal a la somme des couples composans, et l'on a surle-champ
Vp' + P'/)'+ P"'/j'" + etc. = o. n.»
Pour exprimer l'autre condition , imaginons qu'on décompose les foi-ces P', P*, P'", etc., appliquées en A , chacune en deux autres suivant deux lignes quelconques AX , AY qui se cou-
io6 ËLÉMËNS
penl en A dans le plan des forces. Noramoi X' et Y' les deux composantes de P' suivant lea axes respectifs AX, AY ; de même , X", Y", X'", Y'", etc. , les composantes analogues des autres forces P", F'", etc. , suivant les mêmes axes. Toutes les forces X', X" , X'", etc. , étant dans une même droite AX , se composeront en une seule X = X' + X" + X'" + etc. ; de même les forces Y', Y", Y'", etc., se composeront en une seule Y = Y' + Y" + ^"' 4-etc. , et ces deux résultantes partielles se composeroot en une seule R qui sera la résultante générale. Il faudra donc pour l'équilibre qu'on aitR = o. Mais les deux forces X et Y agissant suivant deux lignes qui se coupent, ne peuvent donner une résultante nulle, à moins qu'elles ne soient nulles elles-mêmes , chacune en particulier (Sy). Et par conséquent la condition R^o exige ces deux équations: X:=o, Y=mi, c'est-à-dire
X' + X"+X'4-etc.=o,
Les forces P', P", P'", etc., appliquées au point A étant parfaitement égales et parallèles aux forces primitives appliquées dans le plan , il est clair que les composantes X', Y', X", Y", X'", Y'", etc., sont, pour la quantité, parfai-
lemeDt les mêmes que si l'on avait décompose les forces primitives P', P", P'", etc., chacune en son lieu. Et par conséquent les conditions de l'équilibre entre tant de forces que l'on voudra, situées dans un même plan, sont ;
1°. Que la somme des forces décomposées parallèlement à deux axes qui se coupent dans le plan, soit nulle par rapport à chacun de ces axes;
2°. Que la somme des momens des Jorces par rapport à un point quelconque du plan soit nulle d'elle-même.
8g. Si l'on trouvait que la dernière condition a lieu par rapport à uu certain point coimu, et que les deux autres ont aussi lieu par rapport aux directionsde deux axes connus, qu'on peut toujours supposer menés par ce point, il y aurait équilibre dans le sjsièmej et, puisqu'il y aurait équilibre, les mêmes conditions auraient lieu par rapport à tous les points et à tous les axes possibles, pris dans le plan des forces.
Corollaire.
90. Si les forces P', P", P'", ne sont pas en équilibre entre elles, mais qu'elles soient susceptibles de se réduire à une seule R, de sorte
que — R soit une force capable de les lenîr erf équilibre , l 'e'quation des momens aura lieu eil y introduisant la force — R, Donc, en déffl* gnant par rladistance de cette force au point Ai^ on aura l'équation t
— Rr + F/ï' + Py + P'"/." + etc. = G ,
Rr=: P'p' + Py 4- P"'p"' 4- etc. ;
c'est- à-dîre que le moment de la résultantet par rapport à unpoint quelconque du plan des forces , est égal à la somme des momens de* composantes par rapport au même point. Gfqui donne le théorème connu des momens. , Si le point par rapport auquel on prend 1^ momens, et qu'on nomme ordinairement Iç centre des momens, tombait sur la direction même de la résultante R, la perpendiculaires, serait nulle; par conséquent le mome^,;Sr serait nul aussi, et l'on aurait ^ , '
o=p>' + py+py"+€tc. -i
Ce qui nous fait voir que , par rapport à un point quelconque de la direction de la résultante, la somme des momens de tant de forces que ton voudra situées dans un mè'me plan est toujours égale à zéro.
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Remai'que.
Pans l'équation
V'p'-^?"p'+V"'p"'-+-etc. = o ,
qui ex|irime la seconde condition générale de l'équilibre , il faudra distinguer les momens des couples qui agissent dans un sens, d'avec les momens de ceux qui agissent dans le sens contraire, et leur donner des signes difierens.
Mais pour plus de clarté et de précision, nous allons reproduire cette équation sous une autre forme.
Manière plus simple de présenter les conditions précédentes.
92. Soient B', B", B'", etc. (fig. 35), les points Fig. î3ou les forces P', P", F'", etc. , sont immédiatement appliquées dans le plan. Soient x' ety
les deux coordonnées AG' et G'B' du point B', par rapport aux deux axes quelconques AX, AY; x" etj-" les deux coordonnées analogues du point B*, et ainsi de suite. Supposons que l'on décompose d'abord toutes les forces P', P", P*, etc., parallèlement aux deux axes AX, AY; et nommant, comme plus haut, X' et Y' les deux composantes de P'; X" et Y" les deux composantes de P", etc., ne considérons plus,
au lieu des forces données [eux groupes X', X",
s les de u:
que T", elc.
D'abord , les forces parallèles,X',X",X"', etc. ^ étant transportées parallèlement à eltes-iuêmes dans l'axe AX, s'y composeront en une seule égale à leur somme. Les forces parallèles Y'; Y", Y'", etc. , étant transportées de même daitt l'axe AY , s'y composeront aussi en une seulir égale à leur somme. '
Ces deux résultantes partielles se composeûront en une seule appliquée en A, et par Ut première condition générale de l'équilibre , qnî veut que cette résultante soit nulle, on aura, comme ci-dessus , les deux équations
X' +X"+X'"+etc. = o, Y' + Y"+Y"' + etc.=o.
Il faut exprimer ensuite que la somme des momens des couples formés par toutes ces forcée < à l'égard du point A est nulle d'elle-même^ Mais en observant que l'axe AX fait avec les dîr. rectionsdesforces Y', Y", etc.jdesangleségaBt entre eux et à ceux que l'axe AY forme aveti les directions des forces X', X' etc. , on voif sur-le-champ qu'on peut prendre les produits Xy, X'y, etc., Y'x', Y"x", etc.j pour moJ mens, dans la mesure relative des diflerensi
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couples. Donc, puisque leur somme doit être nulle, on aura 1 équation
Xy+Xy'4- etc. + Tx' -H Y'x' + etc. = o.
Cette équation remplace la précédente (91) Py + F/' 4- f'Y' + etc. = o,• maisaulieudesperpe^diculairesp',/ï',p"', elc, qu'il faut abaisser du point A sur les direclions respectives des forces, elle contient les coordonnées des points oîi les forces sont immé' diatement appliquées dans le plan. Elle a de plus cet avantage, que les termes X^', Xy, Y'j:', etc., prendront d'eux-mêmes les signes qui conviennent aux sens respectifs des couples dont ils représentent les momens , si l'on a soin de donner aux forces et aux coordonnées des signes convenables.
On pourra prendre , comme en Géométrie , les abscisses a:', x", etc. , positives à la droite de l'origine, et par conséquent négatives à la gauche, les ordonnées _?■', _?"", etc., positives au-dessus de l'axe des abscisses, et par conséquent négatives au-dessous.
Quant aux forces, il est clair que, dans chaque groupe, il faudra donner des signes contraires à celles qui agissent en sens contraires.
Mais en considérant dans'le premier groupe
une force telle que X" qui tire à droite de l'âif^ AY, et dans le second , une force telle que Y%' qui tire au-dessous de l'axe AX, il est facile df voir que ces deux forces donnent à l'égard dn poinl A des couples de même sens, lorsque leurs coordonnées AH" et AG' ou^ et x' sont de même signe. Donc, il faudra que les forces du premier groupe qui tirent à droite de l'axO des ordonnées , aient le même signe que Icfl forces du second qui tirent au-dessous de l'aica des abscisses; donc, si l'on regarde les pré* mières comme positives, on regardera aussi l(w secondes comme positives; et de cette m»^ iiière, tous les momens écrits sous le même signe dans l'équation précédente prendront dal signes relatifs aux sens des coupïes. ■'
93. Mais si dans le premier groupe X', X,', X'", etc., regardant toujours comme positives les forces qui tirent à droite de l'axe des ordoiH nées, ou qui tendent à augmenter les -"— ~= — ^ de leurs points d'application, on voulait, poa]( la symétrie, regarder aussi comme positives dansle second groupe Y', Y", Y'", etc. , les forces qui tirent au-dessus de l'axe des abscisses, ou qui tendent à augmenter les ordonnées de leurs points d'application, il faudi alors donnerun signe contiaire à toute lap^i
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des raomens relatifs à ce groupe. Etl'équatioD précédente se mettrait sous celle forme:
Xy +Xy + etc. — Y'x' — Y"x' — etc. =o.
Nous retiendrons désormais cette expression, de préférence à la première, parce que dans les deux groupes, les forces positives seront celles qui tendent à augmenter les coordonnées de leurs points d'application, et les forces négatives , celles qui tendent à diminuer les mêmes coordonnées.
Corollaire I.
94. Si les deux axesAX, AY (fig. 34J étaient f'S- 34à angle droit, les abscisses et les ordonnées elles-mêmes deviendraient les bras de levier des couples, etlesmomensX'/',etc.,Y'j:', etc., donneraient la mesure absolue de leurs efforts. De plus, en nommant a' l'angle que fait la direction de la force P' avec l'axe des abscisses, on aurait , pour la composante X' parallèle à cet axe, P' cos a'. On aurait pour l'autre composante Y', P' sin a'.
En nommant de même a" l'angle de la direction de la force P* avec l'axe des abscisses , on aurait X'=J^cosa', Y"=P' sin a.', et ainsi de suite; et les équations précédentes deviendraient
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P' cosa' + P"co3A" + P"'cosa'"+ etc. =^ b , P'sin a'H-P'sin a" -4- P'" sin a'" + elc. =0 , '
B'(y casa' — x'sàa a')-f-P*(j^'cosa" — ;r*sÎQ st*^ -4- P"'(^"'cosa'*' — x"'sin a."')+etc, = o.
Dans ces équations on n'aurait pas besoin tl^ faire attention aux signes des forces, mais seulement à ceux des abscisses et des ordonnées. Gn regarderait toutes les forces P', P*, P'", etc. eonime essentiellement positives : les signes de* sinus et des cosinus donneraient les signes rela- ItfsdcscomposantesP' cos a',etc.,P'sîna', etc.; comme cela est facile à observer, si l'on veut se donner la peine de faire parcourir une circooférence entière à I9 diretïtion d'tine Ëorco telle que P'^ autour de son. point d'applica** tion B'.
Remanjue.
C'est de cette liianière que l'on donne ordi-*- Dairement le8 équations de l'équilibre poûv dW forces quelconques situées dansun rnêrae]pl*tt^ Ces équations renferment, sous l'expiessiOn là plus simple, les premières données de la qûes-^ lion, savoir : les quantités des forces, lètift directions, par les angles qu'elles fortt avec «flé droite fixe de position > et leurs pôinls iminïé*^ dîats d'application, par leurs coordonnées refr
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tangles. Nous aurions donc pu les pfésenter les premières, et même nous abstenir de considérer les autres par rapport à des axes obliques ; mais comme on les démontre quelquefois par cette considération, que . les deux groupes de forces sont rectangulaires entre eux, poita avons été bien aise de faire voir qu'elles ne sont qu'im cas particuïigr deceUes qu'on trouve par rapport à des axes obliques quelconques, et que là, rectaugularité des forces n'y entre pour rien. Nous reviendrons encore sur cette remanjiM. . i ■ . > ; ■
Corollaire II.
g5. Supposom qu'il n'y ail point équilibre entre le& fortes' P*, P*, P"', elc.j et que ces forces soient susceptibles de se réduire à une seule R., qui sera leur résullaute..
Alors les trois équations de l'équilibre auront lieu en y introduisant la force — R.
Soit doue CL l'angle que fait la directioD de cette force avec l'axe des abscisses : x «t^ les deux coordonnées d'un point quelconque de cette direcUoa-
En faisant ,, pour abréger,
P'cosa'+P*cosa'+P"'cosa"'+etc.=:X, P'sina'4-P"sina"-f-P"'sina"'+etc.=Y
Ii6 ÉLÉMENS
et¥'(jr-cosa'—x'sïna')-\-T"(y'cosa'—x^s\nà^
+P"'(y"eosa"'— ^"sina"')+elc. =G , !
on aura d'abord
X — Rcoaa^o, Y — Rsina = o, *' '• d'où l'on tirera , à cause de sîn* et -|~ cos* j3 ^ i j, .
ce qui fera connaître la quantité de la vésul-T tante, et l'angle a que sa direction fait avec l'axe des abscisses.
On iiura ensuite
G — R(_^cos a — xsina)=o; ■',
ou bien , en mettant pour R cos ce et R sin a, leurs valeurs X et Y ,
G — X^H-Yx = o.
Comme on n'a qu'une équation pour déterminer les deux coordonnées x et 7- , on sera' maître de prendre l'une ou l'autre à volonté. Supposant, par exempte, sc=o, auquel casoQ demande le point oii la résultante coupe l'axe des^, on aura
' ^a dis
■upposej=so, auqi
distance x du point sultante coupe l'axe des abscisses
ei cas on cherche
irection de la ré-
ou aura
On aura donc tout ce qu'il faudra pour détermiaer la quantité et la position de la résultante de tant de forces que l'oa voudra , situées dans un même plan.
Si l'on n'a trouvé qu'une seule équation pour les deux coordonnées x etj du point d'application de la résultante, c'est que, cette résultante pouvant être appliquée à l'un quelconque des points de sa direction , il est impossible que le calcul donne l'un de ces points plutôt que l'autre. Une peut donc donner que leur lieu géométrique; et l'équation précédente
est, à proprement parler, l'équation de la direction de la résultante.
Remarque,
g6. Dans les trois questions I, II, III, que nous venons de traiter cî-dessus, toutes les forces étant ramenées à une seule R et à un seul couple (S, — S), il y aura toujours une
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résulUnte unique , si la force R n'est pas ntllle. Car, la force R et le couple (S, ~ S) seront toujours dans un même plan ou dans des platA parallèles, et par conséquent (71) se composeront toujours en une seule force. Ainsi , U seule condition nécessaire pour que des forcM parallèles ou des forces situées dans un mérac plan aient une résultante unique , est que 1^ résultante de ces forces transportées parallèlement à elles-mêmes en un point quelconque ne aoit pas nulle. 1
Sï cette re'sultante est nulle , alors toutes lefl forces du système seront ramenées à un cou{J$'' dont on connaîtra le plan et la grandeur, l'on ne pourra leur faire équilibre qu'au rooyeA d'un couple équivalent et de sens inverse, stlué dans le même plan ou dans tout autre plan parallèle.
Passons maintenant au cas le plus général
Des conditions de l'équilibre entre tant de force»
1 voudra, dirigées d'une manière quel*
conque dans l'espace.
Fig. 35. 97 . Soient P', P", P'", etc. (fig. 35), les diff^ rentes forces. D'un point A pris aibilrairemçst (jans l'espace , menons trois axca quelconque
AX, A¥, AZ qui ne suieat pas dans un même plan, et décomposons chaque force ea trois autres respect! veinent parallèles à ces axes.
Nommons X', Y', Z' les trois composantes de P'; X", \"f Z" les trois composantes de P"; et ainsi de suite. Nous aurons ^lors, au lieu des forces P', P", P'", elc. appliquées au système, trois groupes de forces parallèles : le premier, compose des forces X', X", X'", etc. , parallèles à l'axe AX ; le second , composé des foix^es Y', Y', Y'", etc., parallèles à l'axe AY; et le troisième, composé des fprres Z', Z", Z'", etc., parallèles à Taxe \Z.
Cela posé : si l'on transporte toutes ces forces parntiètement à elles-mêmes au point A , celles du premier groupe iront se réunir dans l'axe AX, et s'y composeroat en une seule X égale à leur somme; celle du second iront de même se réunir dans Taxe AY, et s'y composeront en une seule Y égale à leur somme ; enfin , celles du trois'îème se réuniront dans l'axe AZ , et s'y composeront en une seuleZégale a leursomme.
Maintenant ces trois résultantes partielles X, Y, Z se composeront en une seule R appliquée en A , et représentée par la diagonale du parallélépipède construit sur les trois lignes qui représenteraient ces forces en grandeur et en 4ireotion. '
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Or, par la première condition générale de l'équilibre , il faut que cette résultante soit oulle d'elle-même. Mais les trois forces X, Y, Z^ agissant suivant des lignes qui ne sont pas dans un même plan, ne peuvent jamais donner une résultante nulle, à moins qu'elles ne soient nulles chacune en particulier (42); et par conséquent la condition R=o exige ces trois équations particulières, X:=o, Y=;o, Z=o, c'est-à-dire
X'-|-X"4-X'" + etc. =0, ^
Y' +Y"+Y'"+etc. =0, Z' -{- Z' H- Z'" -f etc = o.
Ce qui nous apprend que pour l'équilibre de tant de fortes que l'on voudra , appliquées d'une manière quelconque à un corps ou système de figure invariable, il faut d'abord ced trois conditions particulières : que la sommt des forces décomposées parallèlement à axes quelconques soit nulle par rapport chacun de ces axes.
Par la seconde condition générale de l'équt^ libre , il faut que le couple résultant de too^ les couples formes par les forces à l'égard do; point A , soit aussi nul de lui-même. Dévelop^ pons maintenant cette seconde condition.
Soit B' le point d'application de la force P'
et par conséquent le point d'application des troîscomposantesX', Y', Z'; nommons a:*,/' s', ses trois coordonnées AC, CH, HB', par rapport aux trois axes AX, AY, AZ. Nommons de même x'^y', a', les trois coordonnées du point d'application B" des trois composantes X*, Y", Z'; et ainsi de suite.
Considérant d'abord le groupe des forces Z', Z', Z'", etc., je remarque que la force Z' appliquée en B', a produit un couple (Z', — Z') appliqué sur AB', ou bien (en concevant la force Z' appliquée au point H où sa direction rencontre le plan YAX) a produit un couple (Z', — Z') appliqué sur la diagonale AH d'un parallélogramme ACHD^ dont les deux côtés AC , AD sont égaux aux coordonnées x' et ^T"'. Or, ce couple peut se décomposer en deux autres composés de forces égales et parallèles aux premières, mais appliqués sur les deux côtés AC, AD ou x', y, dans les plans respectife XAZ, YAZ (67).
Si l'on fait la même décomposition de tous lescoupies provenant du gronpeZ',Z', Z*,elc., dans les deux plans parallèles à ce groupe, et les décompositions semblables de tous ceux qui proviennent des deux autres groupes, par rapport aux deux plans analogues, il est manifeste que tous les couples du système seront réduits
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^ d'autres, situes dans les trois plans coor-
dptiDës.
Or, daiiscliaque plan, les couples se réduiront à un seul, égal à leur somme. Ces trois couples résultans partiels se composeront en tio seul qui sera le couple résultant général, et qui devra être nul pour l'équilibre. M^ûs cee trois couples étant situés dans trois plans qui forment uu augle solide, ne peuvent jamais donner un couple résultant nuU ^ moins qu'ils ne soient nuls chacun en particulier (65); donc, poui' chacun des trois plans, la somme des momens des couples doit être nulle d'elle-même.
Mais dans W plan YAZ , on trouvera d'abord Ifîs couples
(Z', — Z') , (Z% — Z") , Z'", — Z'")» etc. ,
appliqués sur les lignes respectives
ensuite les couples
. (ï' — Y'), <V', — V), <Y"',— Y'"), etc.,
apj^qâés ■sur^es lignes respectives
/, z" z"', etc.
Et iionime l'axe AY&it, avec lesdirectiot»
des i«rc^X'„ Z'j Z'"» «te-, des angles égauf
çfltiTe lim, et i. ceux que forme l'ase AZ »v«c -b^
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directions des forces Y', Y", Y'", etc. , oo pourra prendre les produits Zy, etc., YV,elc., pour momens, dans la mesure relative des couples situes dans le plan YAZ. Donc, puisque leur somme doit être nulle , on aura (g3)
Y'z'H-Y"z"-f-etc.— Zy— Zy— etc.=o.
On trouvera de même, pour les deux autres plans,
ZV + Z'V + etc— X'z'— XV— etc. = o, Xy +X'y+etc. ~ YV — YV —etc. =o ;
ce qui nous fait voir que pour l'équilibre du système, outre les trois équations trouvées cidessus, il nous en faut encore trois autres qui expriment que la somme des produits des composantes parallèles au pla/i de deux axes , par leurs coordonnées relatives au troisième axe, doit être nulle d'elle-même pour chacun des trois plans.
q8. Dans les équations précédentes, on prCDdra les signes des coordonnées, comme en Géométrie, positives dans un même coin XAYZ^ et négatives dans le coin opposé.
Parmi les forces, on regardera, dans chaque groupe, comme positives celles qui tendent à augmenter les coordonnées de leur points d'ap-
plîcation, comme négatives, celles qui tendeat
à les diminuer (qS).
Remarque.
gg. Si l'on trouvait que les six équations précédentes ont lieu par rapport à trois axes particuliers non situés dans le même plan, il y aurait équilibre dans le système, et par conséquent les mêmes équations auraient lieu par rapport à tous les axes possibles.
Corollaire I.
loo. Si les trois axes AX, AY, AZ étaient
rectangulaires entre eux, les coordonnées deviendraient les bras de levier des couples, et les produits Zy, Y'x', X'z', etc. , etc. , les ex-, pressions absolues de leurs momens.
De plus, en nommant «', /3', y' les trois angles que la direction de la force P' fait avec les trois axes respectifs AX, AY, AZ , ou plutôt avec trois parallèles à ces axes , on aurait pour les trois composantes de P' (4^},
Y' =P' cos /S', Z' =P' cos y'.
Ennommanldemcme*', jS", y , etc. , les anS gles analogues des directions des forces P", etc.»"
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avec les mêmes axes , on aurait
X"=P"cosa", Y"=P'cos^", Z'=P"coB>", etc.,
et les équations précédentes deviendraient
P'cosa'+P"cosa"-(~P"'cosa"'+etc. =o, Fcos^'4-P"cos)3"H-P"'cos/3"'+etc.=o, P'cosy + P"cos5'"+ P"'cosy" + etc. = o ,
P'(s' cos jS' — j' cosy')+ P" (s'cos/3" — y coh>") + P"'(z"'cos^"' — /"cosj'")+etc. = o,
P'(x'cos5-' — z'cosa')+F'(j:"cosy — z'cosa.') -{-'P"'(x"'cosy"' — 3"'co8a"')4-etc.=o,
P'(y' cos a' — x'cos /S')-f-P"(y cos «' — a:"cos/3") -(-P"'f/*casa"' — x"'cos/3"'}-f-etc. = o.
Remarque.
I oi . C'est sous cette forme que l'on présente ordinairement les six équations de l'équilibre. Elles renferment d'ute manière très simple les quantilésdes forces P', P", P'", etc., leurs points d'application, au moyen de leur coordonnées rectangles par rapport à trois axes , et leurs directions, parlescosînusdes angles qu'elles font avec ces axes.
Comme on a coutume d'attribuer aux forces recta ngulaiVes une'certaine indépendance d'effists, qui ne leur appartient pas plus qu'à celles
taS
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P' cos /3', P* cos y', par rapport leur plan irait couper l'axe des x, on peut ea' snbstituer un autre qui exprime le moment de' leur résultante par rapport au même point (90) J
Les deux forces P' cos j3', P' cos y', étant reo» tangulaires entre elles, on a pour le carré dé*. leur résultante, P''cos '/S' + P''cos*;,'j ou..;' P''[^cos')S'-f-cos'y); ou bien (à cause dé* cos'of + cos')3-f-cos*/^i), P''^! — cos'o^»^ c'est-à-dire F' sin» a'.
La résultanie est donc P' sin et.'. La distaocel de cette résultante à l'axedes a: étant nommée p'fon aura pour son moment, P'^' sin a', qui' remplace le terme P'( z' cos /3' — j' cos y' );oà aura de même Vp" sin a", etc. , à la place déi tennes suivans de la première équation , en dé^* signant par/)", etc., les distances respectiveti des résultantes analogues à la première, par rapport à l'axe des x.
La première équation sera donc mise sous cette forme : , ,
T'p' sina' -f- Pp'sin a'-(-P"'/>"'sin a"'-f-etc. ^:=ot OVi il est visible que p% p", p'", etc. , ne sont autre chose que les plus courtes dislances des forcesF, P', P*, etc., à l'axe des x ; car la force P'sioa', qui est située dans un plan perpendiculaire à cet axe, étant composée avec la force
P' cos a', perpendiculaire au même plan, devrait donner pour résultante la force P' qnîëst dans l'espace. La force P' sin a.', n'est donc autre cbose que la projection de la force P' sur un plan perpendiculaire à l'axe des x , et par conséquent la plus courte distance p' de cette projection ;) l'axe des x n'est autre chose que la plus courte distance de la force P' au même axe. Si l'on désigne par c/ , q" , q'" , elc. , et par r', r" , }■"' y etc., les plus courtes distances des forces P', P",P'", etc., aux axes respectifs des ?■ el des s, on trouvera de même pour les deux autres équations,
P'ç' sin /3' + V"q" sin ^"-f-P*v"'.sinjl3"'-+.etc.£=ao , P'r'sin>'-Hl*"'''sin>"+F"'r"'sin>"'-4-olo.=:o.
io5. La projection d'une force sur un plan, muttipliée par sa distance à un axe perpendiculaire au plan, est ce que l'on nomme ordinairement le moment de la force par rapport à l'axe; et de cette manière on énonce ainsi les trois équations précédentes de l'équilibre :
La soTnme des motnens des forces doit ëfrf nulle par rapport à cluieun des trois n.TPS, dart.* U cas éiei équilibre >
Çqrollaiiv JJI.
udlfiSi, dàrtslfci'MV éq'nalions de l'équilibre
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on veut supposer que les forces P', P", P'", etc* s,oot toutes parallèles, ou toutes situées dans un même plan, etc., etc., et qu'on mette à la place des coordonnées a:', ^', z', etc., et des angles a', /3', y', etc. , les valeurs qui conviennent à ces suppositions, on retombera sur les équations d'équilibre précédemment trouvées pour ces différens cas, et l'on en tirera les mêmes conséquences.
io5. Si Ton suppose, par exemple, que les directions dés forces P', P", P'", etc. , concourent toutes au même point, et qu'on ait pris ce point pour l'origine des coordonnées , les cosinnsdes angles ce', )S', y', etc., seront proportion-nels aux coordonnées respectives^',^', z*, etc., des points d'application ; de sorte que l'on aura:
jc'r^T'' :-:cosa':cos/3',.r' : z' :: cosa':cos3'', etc.,
ou ^'cosa' — j:'cos/3'=o,
x' cos y' — z ros a' = o , etc.
Les trois dernières équations de l'équilibre disparaîtront donc d'elles-mêmes , et l'on n'aura plus que les trois premières , qui nous font voiir que pour Véquilihre t£un système de forces dont les directioTis concourent toutes vers an même point:, '' eïi nécessaire et il suffit t{ué
DE STATIQUE. i3i
ia somme des forces décomposées suivant trois ^ixes soit égale à zéro par rapport à chacun «fe ces axes ; et c'est ce que l'on savait d'ailleurs inirnédiatenient.
Si l'on suppose que les forces P', P", P'", etc., lie forment ensemble que des couples; comme alors chaque force P', inclinée sur l'axe des ac d'uQ certain angle a! , aura dans le système son égale, mais incliae'e au même axe de l'angle 300° + a.' , il n'y aura pas de terme P* cos a.' qui ne trouve son égal et contraire dans la première équation de l'équilibre : et la même chose aura lieu dans les deux autres. Ainsi les trois premières équations disparaîtront d'elleszuèmes, et l'on n'aura plus que les trois dernières, d'où il résulte que, pour l'équilibre de tant de couples qu'on voudra appliqués sur un corps, il est nécessaire et il suffit que la somme de ces couples décomposés perpendiculairement à trois axes, soit égale à zéro par rapport à chacun de ces axes : ce qui était d'ailleurs aussi clair que la proposition précédente.
Corollaire IF^.
Recherche de la résultante de toutes les forces Y, P'', 3P*, etc. , lorsque ces forces ne sont pas en équilibre, et qu'elles sont susceptibles de se réduire à une seule,
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io6. Supposons qu'il n'y ait point dqQilihre eotreles forces P', f", P'", etc.; et soit, s'il est possible , la force — R capable de leur faire équilibre, et par conséquent R leur résultante.
Les six équations précédentes devront avoir lieu en y faisant entrer la force — R.
Soient donc a, /S, > les trois angles que forme la direction de la résultante avec les trois axes coordonnés. En taisant pour abréger,.
P' cos cl' -J- P" cos a." + P'" cos a" -f- etc. s= X, F cos 0' ■+- P' cos /3" + P' cos /3" + etc. = Y, P' cos y + V" cos y" + P'" cos y'" ~\- etc. =Z^
on aura d'abord ces Irois équations :
X — ficoBa=:o, \ — RcosjS=o, Z- — Rcosi=oj
d'où l'on tire (en observant qu'on a cos*a H- cos' /3 + cos' y=i)
R= vX' + ï'+Z'
pour la quantité de la résullanle. Ou aura ensuite, pour les anglesa, 12^, y, que sa directioD fait avec les trois axes,
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En second Heu, nommant x, j, z les trois coordonnées de l'un quelconque des points de cette direction , et faisant , pour abréger ,
P'(2' COS ^' — y' COS >')"!" ^" (^" ^"^^ ^ — '/"COS^") + P"'( s'" COS /S'" — y'" CQ&-y"'')-{- etc. ^L ,
P'(a:'cOs5.'' — 3'cosa')+P"(x*cosy — r"cosa") -+-P"'(j:r"'cos3-"' — z"'cosa"')+etc. = M,
?*(_/' COS a' — x'cos/8')+P"(ycostt" — a-''cos/3") + P'" {y'" COS a'" — x*cosjS"') +etc. = N ,
on aura
L — R(scos j3— ^cos5-) = o, M — R(xcos5- — s COS a) = 0, N — R(^cosa — 3rcos/S)=io ,
ou bien ,
L _ Yj + Zz = o , M— Zx4-Xs=o,
N — Xr+Vx=o.
Or, si l'on ëliniîae, entre ces trois équations, deux des inconnues x ,j ^z, on arrivera à Celle équation
XL+YMH-Ziy = o,
qui ne contient plus d'inconnue, et qui evprime la relation qui doit avoir lieu entre les résultantes partielles X, Y, Z, et les trois momcns
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résultans partiels L, M, N, pour que les trois équations précédentes puissent subsister h la fois, et par conséquent pourquc toutes les forces du système puissent avoir une résultante.
107. Si cette équation de condition a lieu, les valeurs des trois coordonnées ar, ^^ z se présenteront sous la forme de ^, parce que la résultante pouvant être appliquée à tel point de sa direction qu'on voudra, il est impossible que le calcul détermine l'un de ces points plutôt que tout autre. Il ne peut donc donner que leur lieu géométrique, et les trois équations précédentes ne sont autre chose que les équations des trois projections de la résultante sur les plans coordonnés. Par conséquent, l'une de ces équations est une suite nécessaire dés deux autres, et l'on n'a, à proprement parler, que deux équations entre les trois indéterminées oc,y , z; d'uù il suit qu'elles doivent se présenter sous la forme de \.
io8. On se donnera donc à volonté l'une de ces trois quantités, et l'on déterminera alors les deux autres au moyen des équations précédentes.
Si l'on suppose, par exemple, x^o , auquel cas on demande le point où la direction de la résultante traverse le plan vertical YÂZ, on
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aura pour les deux coordonnées de ce point ,
Si l'on suppose y^Q, on aura — N L
si l'on suppose Ê =o, on aura M —I.
C'est-à-dire qu'en coosidêranl le point où la direction de la résultante coupe le plan de deux axes, les distances respectives de ce point à ces deux axes se trouvent en divisant les sommes respectives des momens des forces par rapport à ces axes, par la somme des forces estimées suivant le troisième.
On aura donc , d'après ce que nous venons de dire, tout ce qu il faudra pour déterminer la quantité de la résultante et sa position dans l'espace, si toutes les forces appliquées au systèoie sont susceptibles de se réduire à une seule ; et cela aura toujours lieu , si l'équation de condition, XL -f- YM + ZN = o, eSt satisfaite, pourvu que les trois résultantes X^ Y, Z, ne soient pas nulles à la fois; car, si ces trois forces sont nulles, il est clair que les
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forces P', P", P'", etc. , seront réduites auï trots couples représentés en grandeur par L , M,N, lesquels ne peuvent jamais se réduire qu'» un autre couple.
C'est ce que le calcul précédent aurait pu aussi nous indiquer, quoique d'une manière un peu obscure : et en effet, dans le cas de Xj Y, Z nulles à la fois, on trouverait, par les équations ci-dessus, que les points de rencontre de la résultante avec les plans coordonnés sont tous trois à une distance infinie de l'origine. Or c'est ce qui ne peut plus s'expliquer en Géométrie ; c«r, pour imaginer une droite qui rencontre à rinfint les trois plans coordonnés, il faudrait imaginer une droite qui fîit à la fois parallèle à trois plans qui ne se coupent qu'en un point , ce qui est absurde : d'où l'on voit que l'hypothèse d'une résultante unique est alors impossible.
Corollaire V.
Réduction générale des forces.
109. Mais dans tous les cas, on peut réduire toutes les forces appliquées au système à une seule passant par l'origine, et à un coupla dont il est facile de déterminer le plan et la quautité : réduction qui ne laisse de nuage dans aucun cas.
Eti ËÛel, on aura pour la résulUnte R des forces transportées à l'origioe
et pour les trais angles et, j8, y, que sa direction forme avec les trois axes ,
cosa=jj, cos^=j^, cos>=g.
En second lieu, L, M, N représentant i"espectivenient les trois couples résultans, situés dans les trois plans perpendiculaires aux axes des Xj^, Zj si l'on nomme G le moment du couple résultant, on aura pour sa quautité,
G= VL'+M'+NS
et pour les angles h, ft,v , qu'une perpendiculaire au plan de ce couple, ou que l'axe du couple forme avec les trois axes respectifs des
Corollaire T^I.
1 to. Si l'on voulait exprimer directement que tontes les forces P', P", P'", etc. , ont une résultante unique ; d'a|jrès ce que nous avons vu dans le premier chapitre (n° 7 1 ), il faudrait
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exprimer que la résultante R et le couple résultant sont dans des plans parallèles, on, ce qui est la même cho^e, que l'axe du couple est perpendiculaire à la direction de la résultante. Or, « , /S, j- étant les trois angles de la direction de la force R , avec les trois axes des X, j-, z, et X, ft, V, les angles analogues que l'axe du couple fait avec les mêmes lignes , on sait par la Géométrie ( *) que ces deux droites seront rectangulaires dans l'espace, si l'on a
ces et ces X H- cos j3 cosfi + ces >■ €»S V = G .
Donc, en luetlantà la place des cosinus leurs valeurs trouvées ci-dessus, et multipliant toute l'équation parRG, on aura
XL + YM+ZN=o,
comme nous t'avons trouvé plus haut.
11 faut toujours sous-enlendre que la force R n'est pas nulle, ou qu'on a
iuQgattte qui exige simplement que les trois t'onTS X F V , Z ne soient pas nulles à la fois.
Aiiuiit l'aile couditiou, que te calcul nous avait utr«rlt! dans la recherche de la résultante
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générale , n'est autre chose que l'expression de celle que nous avions trouvée directement daiis le premier chapitre, pour que des forces qui ne se font pas équilibre puissent toujours se composer en une seule.
Remarque.
III. Pour exprimer que des forces quelcon quessont susceptibles de se réduire à une seule, OD avait donné ces trois équations déterminées,
XfYV + ) — Y(Xy + ) = o,J Y(Z'jr'4-) — Z XV4-J=o,KA)
zcxy+j-x(zv+)=o,i
qui ne sont pas , comme on voit , celles de la direction de larésultante(i 06), mais oùX, Y, Z ont les mêmes valeurs , et où je désigne , pour abréger, la somme des produits Y's', Y"z", etc. par ( YV -|- ) ; et ainsi des autres.
Mais ces trois équations sont à la fois insuffisantes et trop nombreuses; elles peuvent avoir lieu toutes trois, sans qu'il y ait une résultante unique, et 11 peut y avoir une résultante unique, sans qu'elles aient lieu toutes trois, ni même aucune d'elles.
Cela parait assez clairement à l'inspection même de ces équations comparées à l'équation unique que nous venons de donner; mais on
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peut encore s'en rendre compte en suivant w raisonnement d'après lequel on les trouve , el en examinant ce qu'elles signifient. "
En effet, après avoir réduit toutes les força appliquées au système a trois groupes de forctf^ parallèles aux trois axes coordonnés, et ces trois groupes à trois résultantes partielles X, Y, Zj parallèles aux mêmes axes, on suppose que ces trois forces doivent se rencontrer erf an même point, pour qu'elles puissent se composer en une seule ; et pour cela, on exprime que les résultantes partielles prises deux à deux sont à égales distances du plan qui leur est parallèle; ce qui donne les trois équations (A), au moyen desquelles les trois forces doivent eu effet concourir au même point , et par coD>' séquent se composer en une seule.
Mais , d'abord , on omet le cas oii les trcto groupes ne pourraientpas se réduire reapectiT vement à de simples forces, mais se réduiraient à des couples : alors les trois résultante^ partielles étant nulles, les trois équations dc condition seraient satisfaites , et pourtant il n'y aurait pas de résultante unique, mais bien un couple résultant. Ainsi ces trois équation»' sont insutlisantes.
D'nn autre coté, elles exigent trop; car, en supposant que les trois groupes se réduisent k
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trois simples forces , on voit qu'il n'est pas nécessaire, pour qu'elles puissent se composer en une seule, qu'elles se rencontrent toutes trois en un même point : il suffirait simplement que deux d'entre elles se rencontrassent , et que la troisième allât rencontrer quelque part la direction de leur résultante. Mais, ce qui est plus remarquable, cela même n'est pas nécessaire; car les trois foi-ces X , Y , Z peuvent se réduire à une seule, sans qu'il y ait aucune rencontre entre leurs directions dans l'espace : c'est ce qu'on a vu directement au n" 75,
Si l'on veut voir la même chose par notre analyse, soit a la plus courte distance de ¥ à Z , i celle de Z à X , et c celle de X à Y ; et pour simplifier, prenons l'axe des x suivant la droite a, et celui des z, suivant la force Z; on trouvera dans cette hypothèse, L=:o, M=— Xc, et ]\=;Xfr— Ya; et l'équation de condition XL 4- YM+ZI\=odeviendra
XYc— XZA + YZ« = o.
Or, il est évident qu'où peut trouver trois forcesX, Y, Zdansune infinité de proportions différentes, qui satisfossent à cette équation, el qui, par conséquent aient une résultante unique, quelles que soient les distances mutuelles a , 6 , c de leurs directions dans l'espace-
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Et comme oa n'a qu'une seule équation, on voit même qu'où peut se donner à volonté deux de ces forces, et déterminer ensuite la troisième en conséquence de cette équation.
Qu'on suppose , par exemple , les deux forces X el Z représentées par les lignes a et c; OD trouvera que la troisième force Y doit être représentée par la moitié de b. Ainsi , voilà troU forces, entre autres, qui sont situées en troi» arêtes, deux à deux non parallèles et non coti<> tiguës, d'un même rhomboïde rectangle, eJi qui pourtant ont une résultante unique: et U est même aisé de voir que cette résultante passe au milieu de la plus courte distance b qui se* pare les forces X et Z proportionnelles auÂlignes a çt c. :*.
On peut faire une foule d'autres exemplesijf il suffit de ne pas se donner deux forces dans le rapport particulier qui , d'après l'équatîoa pré^ cédente^ reudraitla troisième force infinie. i
Au reste, ce qa'ou vient de dire pour troitf forces rectangulaires dans l'espace, s'appliquerait de même à trois forces parallèles à trois axes obliques quelconques ; car , relativement à) ces axes obliques, si l'on cbercliaîtpar la même» analyse qu'au n" )o6, la condition geDéralïW d'une résultante unique, on trouverait une.
équation toute semblable à la précédente, et;
qui, pour le cas de nos trois forceSj donnerait également XYc — XZi-f-YZa=o; d'où l'on tirerait les mêmes conséquences, en observant que, dans celte équalion , a, b, c ne représentent plus les distances mutuelles des trois forces obliques X, Y, Z, mais trois lignes dont chacune va de l'une à l'autre force parallèlemeut à la troisième.
Si des trois lignes a^ i, c_, il y en avait deux nulles, sans que la troisième le fût, l'équation précédente serait réduite à un seul terme, qu'on ne pourrait rendre nul, sans faire quelqu'une des trois forces égale à zéro : d'où il résulte que, si trois forces finies sont situées de manière que la direction de l'une d'elles rencontre les directions des deux autres qui ne sont point en même plan, ces trois forces ne sont jamais réductibles à une seule; résultat quî s'acorde avec ce qu'on a dit à la fin du n" "5.
On voit doDC, pour revenir à notre objet, que des trois équations (A) qu'on avait données avant notre théorie , il n'y en a aucune qui soit nécessaire pour la condition qu'on avait en vue, et qu'elles sont tout-à-fait étrangères à la question dont il s'agit. Mais il y a encore une autre remarque assez curieuse à faire sur ces équations.
Si on les ajoute ensemble, ce qui est assez
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naturel à cause de Jeur symétrie, et ce que l'auteur même avait fait, il arrive que la somme (le ces trois équations revient précisément à la nôtre XL+ YM -|-ZN= o. Ainsi, l'on avait rencontre par hasard la véritable équation du problème, et il est clairqu'on nes'en était point aperçu; car on aurait vu sans doute que, la somme de trois quantités pouvant être nulle d'une infinité de manières, sans qu'aucune d'ellesle soit en particulier, il pouvait y avoir une résultante unique , sans qu'aucune des tnû; équations l'egardées comme nécessaires, fàt satisfaite; d'où l'on aurait conclu qu'elles n'é* talent pas nécessaires, et qu'il fallait les sup^ primer avec l'analyse défectueuse qui y avait conduit. Mais, avant notre tliéorie, on ne sa^ vait pas précisément en quoi consistait la con^ ditîon générale d'une résullante unique.
Quoiqu'on ait depuis rectifié cette analyse par celle que j'ai donnée au n" io6, je n'ai pas cru cette petite discussion inutile, non-seulef' ment parce qu'elle éclaire ua point important de la composition des forces, et qu'elle fait voir la Ëtusse supposition sur laquelle on s'ap-' puyait , mats parce que ce paralogisme subsiste encore , et s'est reproduit jusqu'ici dans un oU' vrage célèbre où l'auteur des équations [A) parait l'avoir emprunté. "
Corollaire VU.
t la. Lorsqu'on a les trois équatioDS L^o, M=o, N=o, le moment G du couple résultant est nul, et les forces appliquées au système se réduisent à une seule R dont la direction passe par l'origine.
Et comme le moment G ne peut être nul , à moins que les trois moraens résultans partiels L, M, N ne soient nuls à la fois, il s'ensuit que si l'on voulait exprimer que des forces quelconques se réduisent à une seule qui passe en an point donné, il faudrait, en supposant qu'on ait pris ce point pour origine, poser les trois équations L^o, M=o, N = o.
Remai-que.
II 3. Nous terminerons cet article général par un théorème important sur la manière d'es- .timer les forces suivant une direction donnée, et leurs momens, par rapport à un axedonné, lorsque l'on connaît déjà ces forces et leurs momens estimés par rapport à trois axes recf angulaires.
Mais démontrons d'abord la proposition sur
d'ane manière mmt. yoauBOas t, 0, y lit k première avec les A^ ^ », les angles ana- «■c Ib iDèiiies axes : je «Hk gHKT rangjk I que ces deox
ponr coorde xohBe sur la se- «■jfr^aMchBQaeMripdcooqneD, dont WBkpMiroBatdoanees x, t, z. Si ités par une droite dont les trois côtes se- »4kft£ttyiwa|Be 6 est l'angle compris on aura, comme On
IM
^k «Hk*
»• — 3^COsfl:
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et H'==(x— x)'-f (^— t)'+(2— z)';
sobstituaDt dans la première équatioo , réduisant, et dégageant cos 6, il vient
cos8= "+f" + " ,
ou bien
mais on a évidemment
^=cosa, ^^cosjS, ^^cosj-,
et de même
-=:cosA, -=cos/*; -=cosi';
donc
cosâ= cos tt cos \-(-cosjScos/* + cos3' cos V,
Si l'on veut exprimer que les deux droites d etDsontrectangulaireseatre elles, il faut poser cos d = o; et par conséquent
cosacosA.H-cos^coS;iA+cosycos ï^o, ■ ce que nous avions supposé au n" no.""'
ii4- Actuellement changeons les Lettres ^, fi, V en «', jQ', y, et considérons une force fi
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dirigée suivant la première drpite. Cette force' estimée suivantla seconde, ou projetée sur elle , donnera pour sa projection, que je nomme R', R' = R cos 6, et par conséquent
R'=Rcos a cos a' -f-ftcos/3co.=)S'+Rcos y çmy'*
Mais R cos X , R cos /3 , R cos y expriment les trois composantes de la force R suivant les trois axes; donc si l'on nomme X, Y , Z Ces composanteSj on aura plus simplement
R' = X cos a' + Y cos j8' + Z cos y'.
Ce qui nous fait voir que , pour* estimer suivant une direction différente de la sienne , une force dont on connaît déjà les composantes suivant trois'axes rectangulaires, on n'a qu'à prendre la somme de ces composantes multipliées respectivement par les cosinus des angles qu'elles forment avec la direction nouvelle.
■Cest ainsi -qu'en Géométrie, pour projeter une lî^e sur un axe quelconque, on :peut d'abord projeter celte ligne sur trois axes reclan-> gulaires; .prOJ«t«v ensuite ces trois projections sur l'axe donné, et ajouter ensemble ces projections de projections.
f 1 5. PareiiléiricTit, si l'on considèreun couple dont ïe'iriotïient soit représenté par une partie
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G prise sur son axe, et que ce monienl décompose par rapport à trois ai^es rectangulaires donne les momeiis respectifs L, M, N, on voit, comme ci-dessus, que pour estimer le moment G par rapport à un axe nouveau qui forme, avec les trois premiers, des angles A', fi' , /, il n'y aura qu'à prendre la somme des momens composaiis L, M, N mnltipliés par les cosinus respectifs de ces angles, de sorte qu'en nommant G' la valeur relative du moment G, on aura
G'^LcosA'-J-Mcos/a'+Ncosc', d'où il resuite que la somme des momens de tant de forces que l'on voudra , par rapport à
un axe quekv/ique , est égale aux sommes de leurs momens , par rapport à trois asces rectaTv^ gulaires, multipliées respectivement par les cosinus des angles que ces trois axesjont avec le nouvel axe donné; ce qui est un théorème tout semblable au précèdent.
DES CONDITIONS DeVéQUIUBRE Lorsque le corps ou système sur lequel les forces agissent n'est pas entièrement libre dans l'espace, mais se trouve géiié par des obstacles.
Nous allons examiner trois cas principaux
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auxquels il est facile de ramener touslesautres,*
comme on pourra te voir par la suite.
Pe l'équilibre dun corps qui n'a que la liberté de tourner en tous sens autour dun point fixe.
Les six équations de l'équilibre d'un corps ou système libre sont, comme nous l'avon»
trouvé ci-dessus,
II 6. Supposons maintenant qu'il y ait ui) point fixe dans le système , et qu'on l'ait pris pour l'origine des coordonnées. Il est clair qu'il pourrait alors y avoir équilibre sans que ces six équations fussent satisfaites; car, quoique le point fixe soit par lui-même incapable de produire le moindre effort, il peut néanmoins anéantir ceux des puissances dont la résultante irait y aboutir, et par là tenir lieu de nouvelles forces dans le système.
Mais, quelles que soient les forces dont un
point fixe puisse tenir lieu par sa résistance ,
I f\ est bien manifeste qu'elles doivent toutes
' par ce même point; que, par consén
DE STATIQUE. iSi
queot, on peut toujours les y concevoir comme composées en une seule, et imaginer ainsi, à la place du point fixe, une force unique rqut remplace sa résistance, et coi>sidérer alors le système comme parfaitement libre dans l'e»»
pace.
Les six équations précédentes devront doao avoir lieu si l'on y introduit la nouvelle forcer.-
Of, cette force étant immédiatement appliquée à l'origine, fournira trois nouvelles composantes, X, 1 , z, dans les trois axes, et Q.e fournira aucun couple nouveau dans les trois plans. Les six équations de l'équilibre seront donc
X-Hx=o, Y-(-Yï=o, Z-}-z=o, .n^.n L=;o, M=:o, N
Les trois résultantes partielles X , Y , Z pour- TOQl donc avoir telles valeurs qu'on voudra.
Car, en supposant la résistance du point iixe indéfinie dans tous les sens, les trois forces x, Y , z prendront telles valeurs et tels signes qu'on voudra, et, s'égalant foujoui-s, en quelque sorte, aux trois forces contraires X, Y, Z, appliquées au même point, rendront toujours les trois premières équations satisfaites.
Mais il faudra que les trois niomens résultans partiels L, M, N soient toujours nuls
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d'eux-mêmes, ce qui nous
fait voir
que, pour I
'a que la liberté .
tourner autour d'un point fixe , il est nécessaire et il suffît que la somme des momens des forces par rapport à trois axes rectangulaires menés par ce point, soit nulle delle-méme relativement à chacun de ces trois axes.
1 17. Lorsque toutes les Ébrces appliquées au corps sont parallèles, on peut mener par le point fixe deux plans parallèles à leurs directions , et de'composor tous les couples dans ces deux plans. Il suffit donc alors pour l'équilibre du système, que la somme des momeos soit nulle par rapport à deux axes perpendiculaires à ces plans.
Lorsque toutes les forces sont dans un même plan avec le point fixe, tous les couples à l'égard de ce point sont aussi dans ce plan; et il suffît alors que la somme des momens soit nulle parrapport à unseul axe perpendiculaire à ce plan.
Remaïque.
Nous savons que les trois équation* L=o, M = o, N=o, qui assurent, dans le cas général , l'équilibre du système , expriment d'une autre manière (i i o.) que les forces appliquées doivent avoir une résultante unique qttî
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passe par le point fixe. Donc, sil'on avait voulu partir de cette conséquence comme principe, c'est-à-dire regarder d'abord comme évident que les forces appliquées ne peuvent se f équilibre autour du point fixe, à moins qu'elles n'aient une résultante unique dirigée vers ce point, on en aurait conclu réciproquement que Von doit avoir pour l'équilibre les trois équations L^o, M=o, N=o; ce qui nous aurait conduits au même résultat.
Corollaire.
De la pression exercée par les Jorces sur le point fixe.
iiQ. Quoique nous ayons supposé le point fixe susceptible d'une résistance indéfinie en tous sens, cependant, lorsque des forces données se font actuellement équilibre sur cet appui, il n'a besoin que d'une certaine résistance déterminée. Celte résistance actuelle , prise en sens contraire, est ce que l'on nomme la pression qu'il éprouve de la part des forces du Système.
Ainsi, pourcalculer celte pression, onn'aura qu'à déterminer la force — r. Mais l'on a, par les équations cï-dessus , pour ses trois composantes — X, — Y, — z dans les trois axes,
fS5
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Les cinq qnantités X, Y , Z , M, N poarront donc avoirtellesvaleuisqu'oQ voudra; car, eo supposant la résistance des deux points fixes tndéfiaieen tousseos, les quanti lés x, y,2,x', y',»' auront telles valeurs et tels signes qu'on voudra , et les trois premières équatioQS , ainsi que les deux dernières, seront toujours satisfaites. Mais il faudra qu'on ait toujours pour les seules forces appliquées au système , 1 equatîoa L^o; ce qui nous apprend que les conditions de l'équilibre (fiin corps assujetti à tourner au^ tour d'un axejîxe se réduisent à ce y«e là somme des inomens des forces estimés par rap^ port à cet axe soit nulle d'elle-même. '
Remarque.
131. Si les deux points A cl B n'étaient pas arrêtés en tous sens, mais pouvaietit couler en-> semble dans la direction ÂB, comme si ou les supposait unis entre eux , et renfermés dans ua canal infiniment étroit AB , leurs résistances X et x'dans le sens de l'axe des abscisses seraient nulles d'elles-mêmes, et l'on aurait encore l'équation X=o; de manière que, lorsque le corps a la liberié de se mouvoir dans le sens de l'axe de rotation , outre la première condîkliou énoncée ci-dessus , il faut encore que la
somme des foi-t:es décomposées parallèlement à cet axe soit nulle d'elle-même.
Corollaire.
Des pressiotis exercées par les forces sur les lieux points fixes.
1 23. Ces pressions n'étant autre chose qoe les deux résistances actuelles r et / des deux points fixes, estimées en sens contraires, on aura pour détenniner leurs composantes — x, •^Yj — z; — x' — y', — z' parallèles anx trois axes , les cinq ëquatîoos
X+x+jf'^o , Y+y+y' — o, Z4-z+z'=p, M-|-z'a=o,N — Y'a=:o.
Mais (jomnie il y a six inconnues, il parait d'abord que les deux pressions — -r et — ;■' seront indéterminées, Ou du moins que fou pourra disposer à volonté de l'une de leurs six composantes. Cependant, si l'on observe iqde les deux inconnues — x, — x' n'entrent Otte dans' la 'première équation , on voit que les quatre autres seront déterminées par les équations restantes. Eu effet. Ton aura sur-le-champ par les deux demièi-es équations,
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Soit donc z la résistance actuelle du point d'appui dans l'axe des s. Les équations deréqui- Ubre deviendront :
lies trois dernières nous font voir (n° 1 1 2) que les forces appliquées au corps doivent se réduire à une seule qui passe par l'origine, c'està-dire par le point d'appui;
Les deux premières, quecette résultante doit être verticale, c'est-à-dire perpendiculaire au plan fixe ;
Et la troisième , Z-f- z = o , que cette résultante Z peut avoir une valeur quelconque, pourvu qu'elle soit de signe contraire à la résistance z du plan; c'est-à-dire qu'en supposant, comme nous le ferons désormais , que le corps soit placé au-dessus du pian des x, jj', il faut que la force z ne soit pas positive : sans quoi, tendant à soulever le corps au-dessus du plan, elle n'y ferait naître aucune résistance, et le plan ne servirait à rien pour l'équilibre; de manière qu'il faudrait les mêmes conditions que si le système était parfaitement libre.
125. Supposons actuellement que le corps s'appuie par un second point B. Prenons AB
ifi^-
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-pôui-Taxc âtsjd, et fê point A pour rorigine.
Le point A fait naître une résistance z daoA' l'axe même des z. Le point B fera naître uii« lésistaoce z' dans le plan xz, et donnera dan» ce plan un couple dont le moment sera z'a', en faisant AB^n'.
Lesequattoas dË l'équilibre seront donc
X = o, Y=o, Z + z+z'=;o, L=o, M+zV=o, N=o. .
Ces équations nous font voir que réquatîoq de condition XL4-YM + ZN = o est satia-^
faite, ainsi que l'inégalité \/X' + Y'+Z* >■ a (puisque les detix résistances z et z' ne pouvant , être supposées tontes deux nulles, et étant de même signe, la force Z ne peut être nulle). Les forces appliquées au i^^'stème doivent donc avoir une résultante unique.
Les deux premières équations montrent que
celle résultante doit être verticale, c'est-à-dire
[ perpendiculaire au plan Bxe; et la troisièmef
r Z+z-f-z' = o, qu'elle peut avoir telle valeur
1 qu'on voudra, pourvu qu'elle ne soit pas po-L
sitïve.
Enfin, si l'on cherche les valeurs des deux eoordoil née»^ e t q du pointO oùsa direclioa doit rencontrer le plan horizontal, comme ou a ( i o3)
en mettaiit à la place des quantitésL, M, Z, leurs valeurs tirées des équations précédentes, on aura
Donc, puisque l'on &q=o, il iàut qae le point où elle rencoDtre le plan horizontal tombe sur la ligne des abscisses, c'est-à-dire sur la ligne quijointles deux points d'appui; et puisque l'on a. p = a'— L_ à cause de ' - y toujours
-C t,Oï\ ap toujours <d', et par coûsequenl la direction de la résultante doit toujours tomber entre les deux points d'appui A et B.
ia6. Supposons enfin que le corps s'appuie contre le plan par tant de nouveaux points qo'on voudra, C, D, etc., qui soient tousplacés d*uo même côté à l'égard de la droite AB, qui est toujoure regardée comme l'axe des abscisses x. Conservant pour les deux points A et B les dénominations précédentes, nommons a" et b" les deux coordonnées du point C; a'" eib'" celles du point D, et ainsi de suite. La résistance z" du point C, étant transportée à
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Torigine , donnera deux couples dans les plans verticaux XZ, YZ, dont les momens seront z"a" fz'è"; la résistance z'" du poîutD donnera de même deux .couples dans les mêmes pUus^ etdoutles momens seront z'" a'", z'" é"',et aioâ de suite. Les équations de l'équilibre seront donc
X = o, Y=o,Z-f-z-f-z' + v" + z'"-f-etc. =o, •h-rr^"à': — z'" b'" — etc. =0, i
Jtf-+-?i'iM'HrfB'«'+z"'''"'+ etc. = o , N=; o.
Ceséquatious nous font voir d'abord, comme dans l'article précédent, que toutes tes forces appliquées au système doivent se réduire à une seide , perpendiculaire au plan fixe , et dont b valeur ne soit pas positive.
En second Heu , je dis qou sa direction doit rencontrer ce plandaiis l'inlérieur du polygone formé par les points d'appui A, B, C, D, etc.
En effet, si l'on nomme, comme ci-dessuSj, q l'ordonnée du point 0, oî; cette résullaoËç rencontre le plan horizontal; comme on a ç[=-^-^, en mettant pour LetZ leurs valeuâ tirées des équations précédentes, on aura" " [
;' + /-fz'' + etc.
DF, STAtintE. i65
Or, les résistances z , z', z",' 2'"^ 'été; /étant toutes positives, et les ordonnées b'fb"' , etc.i toutes de même signe, puisque lespoîtitsC, D, etc., sont, par liypotltèse, tous placés du même côté de l'axe des abscisses, il s'ensuit que l'oidonoée ç sera de même signe que ces ordonnées, et que par conséquent le point sera, à l'égard de la ligne AC' qui joint les deux points d'appui A et B , du mênie côté que \ék autres C, D, etc. Donc, puisqu'on aurait pu prendre pour l'axe des abscisse; toute autre droite AC, BD , etc., qui, joignant deux points d'appui, laisse fous les autres d'un même côté, on peut conclureque le point doit se trouver,' 3 Végard de chacune dç ces lignes, dn même côté que les autres points d'appui, et par conséquent doit tomber nécessait^ment dans l'intérieur du poljgone formé pWf^tfns les points d'appui. ■' "■ 1" - " ~ '
. }'-rr.iir ■■..i'>n ■ Des pressions exercées par 'là résultante des forces du sjstème sur les différens points d'appui.
127. Ces pressions, estimées en sens con< Iratre, ne sont autre ohose que les résistances z, z.' , z",.z"!, qte., dont lespoinls d'appui A ,
jS^ ëlémeks
B, C, D, etc., ont actuellement besoin ponr l'équilibre. On aura donc, pour les détermi'* Der , les trois équations :
ZH-z+z'-Hz"4-z"'+etc. :=o, L— èV — è'V"— etc. = o, M.-\-a'z' -\-a"z"'j-a'"z"'~{~etc.c=o.
Mais comme on n'a que ces trois équations^ avec cette seule condition que les inconnues z f z', 7,' , z'", etc., doivent èlre toutes positives ,A s'ensuit que les diverses pressions exercées sur le plan demeurent indéterminées lorsqu'il yi plus de trois appuis , et même lorsqu'il n'y eu a que trois ^ s'ils tombent en ligne droite^ Car) en supposant que le troisième point C tombe avec les deux autres A et B sur l'axe des
t abscisses , l'ordonnée b" devient nulle , et l'io» connue z" disparaissant d'elle-même dans ïé*- ^ationL — b'z'=o, il ne reste plus que deux équations pour calculer les trois inconnues 2, z', z", qui sont encore indéterminées.
On pourra donc, dans ce cas, se donnera volonté l'une des pressions ^ et , dans le cas général , se donner les pressions de tous les points d'appui, hors trois. On calculera ensuite ces dernières pressions par les équations précédentes; et pourvu que, dans les différentes iypolfaèses que l'on fera , le calcul ne mène k
aucune pression positive, la p)u))l^)^ie s^n toujoufs bien résolu. ' [
Remarque.
128. Mais si nous trouvons , d'après les principes étahlU ci->dessus, que los prpssioQS sont indé terminées lorsqu'il y a plus de ti'ois points d'appui, d'un autre côlë^ en consîdéranl à priori un corps appuyé contre un p]an , par un nombre quelconque de points , et tenu en équilibre par une force normale h ce plau, il nous parait évident que cliaqge point de copiant doit être actuellement pressé, et que, s'il est pressé, c'est avec une certaine force toul-à-fait délçiy minée , ce qui serait absurde autrement: $f de là résulte uue espèce <W paradoxe qui n« paraît pasfacile à expliquer.
Gardons-oous d'abord d'eu conclure, qv^iç d'Alçinburt, qu* la théorie cojijiue jusqu'ici èfil insulHsante pour résoudre le problèmean question ; car nous allons voir que ce problùip^ «st indéterminé par l'hypotiièse mêoie qua Ijfi^ift f^te, etque la tbéoiie donne tout cm qu'on^peiit demander s;iqs se cojiJrediiqspi-mérae, . Eufffçt , si l'on fait att«,ntioji qu'il Mgit, pau bypothèse, d'un corps ùoat }^ fîgwe est psrfai- IçjjjeiUÙiVflJiiaJWt',, pu peut (:oncBvoirJee poiftts de coiitwQt de çeçorpp, comme unis entre eux
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appuis , on lie peut plus distinguer leurs résiR-^
tances individuelles d'avec celles qu'ils pour-
raieot emprunter mutuellement les uns des
autres.
Et la théorie nous fait voir que , pourvu que ces points aient des résistances individuelles qui satisfassent ensemble aux trois équations dotiiuées ci-dessus, de quelque autre manière permise par les mêmes équations , que l'on veuille répartir les forces de pression sur ces difFéreos points, chacun d'eux trouvera toujours, on dans sa résistance propre, ou dans celle ré* sjstance unie avec celle qu'il empruolera dm autres points d'appui, la résistance actuelle dont il aura besoin pour détruire la pressituf qu'on lui suppose.
Il n'en est pas de même dans le cas de deux points d'appui, cl dans celui de trois non eu ligne droite: les résistances actuelles sont déterminées, et doivent l'être; car chaque poiaf d'appui se trouvant seul à côté de l'autre, ou^ dans le second cas, à côté de la ligne qui joint les deux autres, il est visible qu'il ne peutavow que sa résistance propre, et ne pourrait pas en eaipruDter desappuis voisins , si elle n'était p^i sufEsaote.
i5o. Le paradoxe que nous venons de ré'
SDudre est d'autant pIuH frappant, que dans la natnre , les pressions exercées par les corps aux difTcrens points de contact sont nécessairement déterminées dans tous les cas, ce qui seraitabsurde autrement.
Mais tous les corps sont plus ou moins flexibles et élastiques; et lorsqu'ils sont pressés les uns contre les autres par différens points situés dans le même plan, la pression totale se distribue d'une manière particulière en vertu de ces propriétés physiques, et des trois équations données ci-dessus (137), auxquelles les pressions individuelles doivent toujours satisfaire : or , il faudrait savoir tenir compte de ces propriétés,' pour trouver en tout autant d'équations qu'il y a de points de contact, et connaître par là les diverses pressions ; et c'est une question très délicate de Physique, que nous ne chercherons pas à discuter ici.
i3i. Ce que nous avons dit sur l'équilibre d'un corps qui s'appuie contre un seul plan peut aisément s'appliquera un corps qui s'appuierait contre plusieurs plans à la fois. Chacun de ces plans fera naître aux différens points de contact des résistances normales à sa surface; et en introduisant dans les six équationsde l'équilibre ces nouvelles forces indétermï-
nées, OH parviendra facilement aux conditions que doivent remplir les forces immédiatement appliquées.
iSs. Si le corps s'appuie en différens points contre une ou plusieurs surfaces courbes quelconques, on pourra supposer qu'il s'appuie sur les plans tangens menés aux surfaces en ces points. Ainsi, connaissant les équations de ces surfaces, on cherchera celle des plans tangeas ou des normales aux divers points de contact; on introduira dans les équations de l'équilibre autant de forces indéterminées, dirigées suivant ces normales, et le problème reviendrS au précédent. '
DES CENTRES DE GRAVITÉ
Jusqu'à présent nous avons fait abstractioa de la pesanteur des corps; nous allons voir ici comment on peut avoir égard à celle propriété générale de la matière, afin d'appliquer les principes établis ci-dessus , à l'équilibre des corps, tels qu'ils sont dans la nature.
1 33. On nomme pesanteur ou gravité celte cause inconnue qui (ait descendre les corps Ters la terre, lorsqu'ils sont abandonnés à euxmêmes.
La pesanteur étant une cause de mouvement, on peut la considérer comme une force.
Cette force pénètre les parties les plus inûmes des corps , et agît également sur toutes leurs molécules ; car l'expérience prouve que, idans le vide, des corps quelconques de masses
inégales, une balle de plomb, par exemple, et le duvet le plus léger, tombent de la même hauteur avec la même vitesse; d'où l'on doit conclure que les molécules d'un corps qui tombe descendent toutes do la même manière que si elles étaient simplement contiguës, sans être liées les unes aux autres. Ainsi l'action de la pesanteur s'exerce sur toutes les molécules d'un corps, et se fait sentir également à chacune d'elles.
Cependant l'intensité de la pesanteur n'est pas rigoureusement la même pour une même molécule placée dans des lieux différens par rapport au globe terrestre; elle varie à la surface de la terre, depuis l'équateur où elle est la plus petite, jusqu'au pôle où elle est la plus grande: déplus, elle diminue à la même distance de l'équateur, à mesure que la molécule s'éloigne davantage du centre de la terre; et l'on sait qu'elle décroit toujours dans le même rapport que le carré de cet étoîgnement augmente. Mais pour les molécules des corps que Ton considère ordinairement en Statique, il n'y a pas assez de diÔerence entre leurs distances à l'équateur, ou au centre de la terre, pour que les variations de la pesanteur y soient sensibles. Ainsi l'on est autorise à regarder la pesaoteur comme une force constante.
La direction du la pesanteur est ibrl bien représentée par celle d'un lil-à-plorab en équilibre, ou par la perpeadicidaire à la surface des eau?[ tranquilles.
Cette direction dans le lieu que l'on considère se nomme \a verticale, et tout plan perpendiculaire à la verticale se nomme le plan horizontal.
La surface de la terre, ou plutôt celle des mers, étant à peu près sphérique, les directions de la pesanteur vont à peu près concourir au centre du globe. Ainsi, à mesure que l'on cbemine sur la terre, la verticale change aussi bien que le plan horizontal: mais comme les distances dont il s'agît ordinairement dans la Statique sont très petites àl'égard du rayon de la terre, qui a près de i5oo lieues, les directions de deux verticales peu éloignées, qui vont à peu près concourir à cette distance, peuvent être regardées comme parallèles, sans erreur sensible.
Nous considérons donc toutes les molécules égales d'un corps pesant , comme sollicitées par de petites forces égales, parallèles et de même sens, et nous pourrons appliquer aux forces qui proviennent de la gravité, tout ce que nous avons dit des forces parallèles appliquées à un assemblage de points liés entre eux d'une manière invariable.
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154. Et d'abord, nouscn conclurons que la résultante de toutes les forces parallèles de &(i pesanteur leur est parallèle, c'est-à-dire est' verticale ;
En second lieu, qu'elle est égale à leur
La quantité de cette résultante est ce qaé l'on nomme le poids du corps ; d'où l'on voit que le poids d'un corps est proportionnel au nombre des molécules qui le composent , ou à la quantité de matière qu'il renferme , et que l'on nomme sa masse. Ainsi, l'on distinguera le mot de pesanteur ou granité , d'avec celui do poids. La pesanteur désigne, comme nous l'a- Tonsdit, la cause qui attire les corps vers la terre; mais le poids désigne la force particulière qui en résulte pour chacun d'eux; force qui est proportionnelle à leur masse, et égale à l'eftbrt qu'il faudrait employer pour les sou-' tenir.
i55. En troisième lieu , comme nous avOBB' vu que pour les forces parallèles, appUquéesà' différens points, il y a un centre, c'est-à-diroi un point unique par lequel passent cootînuellw^ ment leurs résultantessuccessives, lorsque I'otiiactiue successivement tout le groupe de ces forces dans diverses positions, il s'ensuit qo «
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' existe toujours , pour un curps pesaut , uo point unique par lequel passe coatinuellemeiitla direction du poids , lorsque 1 on tourne succès— siveraent le corps dans diverses positions k l'égard du plan horizontal. Ea eflet, dans les diverses situations qu'on lui donne, Jes forces de la pesanteur qui animent toutes tes molécules ne cessent pas d'être lea mêmes, d'agîi' aux mêmes points, et d'éti-e parallèles , et par conséquent, leurs résultantes successives ue cessent pas de se couper en un même point.
Ce point unique par lequel passe toujours la direction du poids, quelle que soit la posi'tion du corps à l'égard du plan horizoDtal, se nomme le centre de gravité.
i 56. $t le centre de gravité d'un corps est fixe, il est clair que ce corps sei'a en équilibre autour de lui dans toutes les situations; c'està-dire que si , le faisant tourner autour de ce point , on l'amène dans une situation quelconque , et qu'on l'y laisse , le corps y demeurera: car, dans toutes ces positions, la résul tante des forces de la pesanteur passera toujours par le même point fixe, et son effet sera détruit. C'est pour cela que plusieurs auteurs ont défini le centre de gravité un point tel que, s'rl était Hié , le corps demeurerait
)Oint tel, I
irerait en I
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équilibre dans toutes les positions possibles tourde ce point; mais il estplusconvenable de fairevoiràpnon qu'il y a toujours pour cbaquç. corpsun tel point, et par conséquent de moD'* trer qu'il y a un centre de gravité, avant de définir le centre de gravité lui-même.
iSy. Puisque le centre de gravité d'nn corps n'est autre chose que le centre des forces parallèles de la pesanteur, appliquées à toutes les molécules de ce corps; comme toutes ces forces sont supposées égales , il suit de l'article 87 qoe ia distance du centre de gravite' à un. plan quelconque est égale à la mnjenne distance de toutes les molécules du corps au même plan.
Par conséquent la position de ce centre dans les corps ne dépend nullement de la gravité, mais seulement de la manière dont foutes les "inolécules sont disposées les unes à l'égard des antres.
Aussi quelques géomètres ont-ils cru plus convenable de nommer le centre de gravité, ■le centre de masse, ou \e centre défigure: mais nous conserverons ici l'autre dénomination, comme étant plus usitée , et comme rappelant mieux l'usage que l'on fait de ce point dans la Statique.
i58. Comme on pent toujours concevoir
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qu'à toutes les forces Je la pesanteur qui anïment les molécules d'un corps, ou ait substitué leur résultante générale, qui produit absolument le même effet, ou peut considérer le centre de gravité d'un corps comme un point oii toute la masse de ce corps est réunie et concentrée. Ainsi, dans la solution des problèmes, si l'on veut avoir égard à la pesanteur , on pourra regarder chaque corps comme réduit à son centre de gravité j qu'on supposera sollicité par une force égale et parallèle à son poids; et combinant ensuite ces nouvelles forces avec celles qui sont immédiatement appliquées au système, ou trouvera les conditions de l'équilibre d'après les principes donnés dans les chapitres précédens, comme si tons les corps du système étaient dépourvus de pesanteur.
Il ne s'agit donc plus actuellement que de savoir déterminer les centres de gravité des difiërens corps ou assemblages de corps qui peuvent se présenter.
1S9. Lorsqu'on peut considérer le corps ou le système comme composé départies dont on connaît en particulier lescentresde gravitéetles poids respectifs, il est très facile de déterminer le centrede gravité de ce corpsou système.
iBo ELIMENS
Car ce centre n'ëtantautre chose que le poiûf d'application delà résultante générale des forcei de la pesanteur appliquées à toutes les molécules, on peut concevoir q»c, pour le déterininer , on a d'abord cherché les points respec* tîfs où sont appliquées les résultantes partielle^ des forces qui agissent sur chaque corps , et qu'ensuite on a cherché le point d'applîcatioii de la résultante générale de ces diverses rdsdltanteR.
Donc, .si l'on connaît déjà les centres de gravité respectifs des differens corps, on n'audl qo'à supposer appliquées à ces points des forcés parallèles et respectivement égales aux poids de ces corps, el l'on trouvera le centre dé gravité du système absolument de la même manière que l'on trouverait le centre de a»
forces parallèles. "'
On pourra donc employer dans cette re-' cherche, ou la composition sutKessive del forces , comme an n- 39 , ou la théorie des mOmens, comme au n" 86. *
Et, pnisquela distance du centre des forces
parallèles à un plan se trouve en divisant 1%
i somme des momens des forces, pris par rap-
port au plan , par la somme de toutes les forcesj.
il s'ensuit: ,,
Que la distance du centre de gravité d'un
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tystème quelconque de corps, à un plan, est égale à la somme des momens de leurs poids, par rapport au plan, divisée par la somme de
tous les poids : ou (comme les
sont pro-
portion nt:lks aux poids) , e'gale à la somme des
î des :
, divi
'. par la somme de
toutes les Triasses^ en entendant par le moment d'une niasse, le produit de celte mas^e par la distance de son centre de gravité au plan que l'on considère.
En calculant ainsi les dislances du centre de gravité à trois plans quetconques,qu'on pourra supposer rectangulaires entre eux pour plus de simplicité, on trouvera facilement la position de ce point dans l'espace.
140. Dans le cas où toutes les masses du système sont égales, on trouve sur-le-champ la distance du centre de gravite à un plan quelconque, en prenant la moyenne distance des centres de gravité de tous les corps à ce plan.
141 ■ Lorsque le plan par rapport auquel on estime les momens passe par le centre de gravité du système , la distance de ce centre au plan et>t nulle ; et par conséquent la somme des momens des masses , pris par rapport à un plan qui passe par le centre de gravité du thme , est toujours égale à zéro.
vite du système à ces deux droites, en prenait les sommes respectives des momens de toutet les masses , par rapport à ces droites, et dioiy sant par ta somme de toutes les masses.
(Ayant soin de regarder pour chaque droite; comme positifs , tous les momens des niasses qui sont d'un même côte de cette ligne, et comme negati& les momenx de celles qui sQot de l'autre côté.) . , I
On trouvera de cette manière â quelle distance , et de quel côte , le centre de gravité dn sjstème est pkcé à l'égard de ces deux axes; et menant alors, aux deux distances trouvées, deux parallèles à ces axes, le centre de gravité sera à Jeur intersection même. i
i44- Lorsque les centres de gravité de tous les corps sout en ligue droite, comme le centre de gravité du système se trouve déjà sur uœ ligne connue, il suffit, pour le déterminer, ds chercher sa distanceà un seul plan. Or, si o» le piend, pour plus de simplicité, perpendi-n culaire sur la ligne des centres, les distances des centres de gravité respectifs à ce plan se*t root les mêmes que leurs distances au point où le plan coupe la ligue. ,
Donc, lorsque plusieurs corps ont leurs cea^ très :de gravité respectifs sur une même droite f.
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la distance du centre de gmvUédu système, à un point quelconque pris sur cette droite , est égale à la somme des momens des masses, par rapport à ce point, divisée par la somme de toutes les masses.
(Eu prenant avec un même signe tous les momens de» masses qui sont d'un même côté à 1 egaril du point , et avec le signe contraire , les momens de celles qui se trouvent de l'aulre
GÔlé.)
On saura alors à quelle distance et de quel côte le centre de gravité du système est placé h l'égard du point que l'on a choisi ; et si l'on porte ensuite de ce côté, et à partir du point, une longueur égale à la distance trouvée, l'extrémité de cette longueor marquera sur la ligne le centre de gravité lui-mèrae.
145. On voit donc combien il est facile de trouver le centre de gravité d'un corps ou système, lorsqu'on connaît ceux des différens corps qui le composent; il nous reste à voir comment on obtiendrait les centres de gravité des corps qui ne seraient pas susceptibles d'uiiQ pareille décomposition.
A la vérité , comme on peut toujours l'egai'der un corps comme un assemblage de points matériels qui sont eux-mêmes leurs
de pomts •
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centres de gravité, il s'ensuit qu'on peut leuî> appliquer la méthode précédente , et qu'on aurrfgénéralement la distance du centre de gravité d'un corps quelconque à un plan, en prenaot la somme des momens de toutes les particule^ de ce corps , par rapport au plan , et divisant ' par la somme de ces particules, ou, ce qui est la même chose, en divisant par la masse totale du corps. Mais la solution générale de cette question dépend du calcul intégral; et l'on ed peut voir, dans presque tous les traités de Mécanique, des applications très simples, et qui n'ont d'autres difficultés que celles du calcul' intégral lui-même.
Cependant, comme il existe des considérations élémentaires très élégantes qui conduiseaf' à la détermination des centres de gravité pour la plupart des corps dont il est question dans la' Géométrie, nous nous bornerons à cette recherche, qui remplit l'objet que nous avons en yue, et qui ne nous écarte point des élénaens.'
146. D'après ce que nous avons dit (iS^), la position du centre de gravité dans un corpB' ne dépend que de la manière dont toutes le^ molécules de ce corps sont disposées les unes ■ a l'égard des autres. Elle dépend donc de deiix-elioscs : 1°. de la figure du corps ou de celle..
de l'espace qu'il occupe; 2'. de la densité relative de ses différentes parties. On voit bien, en effet, que si la figure et le volume restant les mêmes, les molécules viennent à s'écarter les unes des autres dans une certaine partie du corps, de manière qu'elles se rapprochent davantage dans une autre , les forces qui agissent sur elles n'étant plus réparties de la même manière, la position de la résultai] te généralcchangera, et par conséquent celle du centre de gravité du corps. Ainsi, dans la détermination de ce point, il faudrait avoirégard, non-seulement H la figure du corps, maïs encore a la loi suivant laquelle la densité varie dans toute son étendue.
Mais si, ponr résoudre plus simplement la question, on suppose d'abord les corps parfaitement liomogènes, ou uniformément denses en tous leurs points, la position du centre de gravité ne dépendra plus que de la figure, et la recherche des centres de gravité deviendra un simple problème de Géométrie.
C'est dans cette hypothèse de corps parfaitement homogènes, que l'on détermine ordinairement les centres de gravité des lignes, des surfaces et des solides qui sont soumis à une description rigoureuse, et que l'on regai-de comme doués d'une pesanteur uoifomie en tous leurs points; et quoique ce problème puisse
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. •iivtt* au premier coup d'œit^ de pure spjj <A»«4iou, il eut facile de voir qu'il est, en Sh 't^uv, câ que la quadrature des aires, ou i| l'ubature des solides est en Géométrie. Comi ItMi-viiultats que ta Gtiomédie uous donoe S04( vl xulaut plus exacts dans l'application , que l«f li^ui-es sont plus semblables à celles que I9 Géométrie suppose , ain.si dans la déterniinar tion des centres de gravité, on troavera cef points d'antant plos près des lieux que la théo* rie leur assigne, que les corps seront d'une substance plus homogène, plus unlformémeat répandue , et terminés par des surfaces plui parfaites.
DES CBHTBES DS GBAVITÉ D£S FICDIES.
Lemme.
i47- Toute figure dans laquelle il se trouve un point tel, qu'un plan quelconque mené par ce point coupe la Jîgure en deux parties parjaiteinent symétriques , a son centre de gravité en ce point , que l'on nomme ordinairement le centre de la iï^ure.
£n effet, si l'on fait passer un plan quelconque par le centre de la figure, comme tx lan la coupe eu deux parties partaitemeatsj-
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métriques, il n'y a patj de raison pour que le centre de gravité, qui est un point unique, et dontla position ne dépend que de la figure , se trouve d'un côté de ce plan plutôt que de l'autre; donc il sera dans ce plan ; le centre de gravité devant donc se trouver à la fois dans tous les plans que l'on pourrait conduire par le centre de figure, sera en ce point même, qui est la commune intersection de tous ces plans.
148. Il résulte de là, i". que le centre de 'gravité cFune ligne droite est au milieu de sa longueur ;
3*. Que le centre de gravité de l'aire d'un parallélogramme quelconque est à l'intersection de ses deux diagonales, ou au milieu de l'une d'elles ;
3°. Que le centre de gravité de la solidité d'un parallélépipède est à l'intersection de ses quatre diagonales, ou au milieu de l'une d'elles.
On pourrait encore en conclure que le centre de gravité du contour ou de l'aire d'un cercle est au centre de ce cercle ; que le centre de gravité de la surface ou de la solidité d'une sphère est au centre de cette sphère ; que celui de la surface ou de U solidité d'un cylindre à basen parallèles est au milieu de son axe ; etc.
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Mais on remarquera surtout les trois premiers corollaires sur les centres de gravité de la ligne droile, du parallélogramme et du parallélépipède, parce que l'on peut regarder ces figures comme les élémens de toutes les autres.
Problème I.
1 49- Trouver le centre, de gravité du contour d'un poljgone quelconque, ec en général dun assemblage de droites disposées comme on voudra dans l'espace.
On regardera chaque droite comme concentrée en son centre de gravité, lequel est au milieu de sa longueur ; et l'on n'aura plus à considérer qu'un assemblage de points représentés, pour leurs poids respectifs , par les longueurs des lignes dont ils sont les centres de gravité.
On trouvera donc le centre de gravité du système par la composition successive de ces poids , ou par la théorie des momens, comme il a été dit plus haut.
i5o. On pourra souvent, par des considérations particulières, déterminer les centres de gravité plus facilement que par la méthode générale.
S'il s'agit, par exetople, de trouver le centre de gravité ilu contour d'un triangle, on n'aura qu'à joindre les milieux des trois côtés par trois lignes, ce qui formera un triangle semblable au triangle proposé; et partageant les angles de ce triangle en deux parties égales par des droites, ces droites se couperont au centre de gravité cherché.
C'est-à-dire que le ceutre de gravité du coutour d'un triangle n'est autre chose que le centre du cercle inscrit au triangle formé parles lignes qui joignent les milieux des trois côtés.
Problème II.
i5i. Trouver le centre de gravité de l'aire d'un polygone quelconque, et en général d'un assemblage de figures planes et rectilignes disposées comme on voudra dans l'espace.
Tous les polygones pouvant se décomposer en triangles , nous allons voir d'abord comment on trouve le ceutre de gravité d'un triangle quelconque. Après quoi, prenant les centres de gravité de tous les triangles qui composent le système proposé , nous n'aurons plus à considérer qu'un assemblage de points donnés de position , et dont les poids respectifs seront représentés par les aires des triangles dont ils
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sont les centres de graTJté ; et le problème sel résoudra comme le précèdent. ■ J
Du centre de gravité du triangle. I
Fig. 38. iSa. Soit ABC (fig. 58) le triangle proposé .considérons sa surface comme composée d'une infinité de tranches parallèles à la base BC. Il est visible que la lij^ne droite AD menée du sommet A au milieu D de la base, divisera toutes ces ti-aoches en deux parties égales.
Leurs centres de gravité respectifs seront donc tous sur la droite AD, et par conséquent celui de leur système, c'est-à-dire celui du triangle, y sera aussi.
Par un raisonnement tout-à-fait semblable, on ferait voir que le centre de i^ravité du triangle doit aassi se trouver sur la ligne BE qui serait menée du sommet de l'angle B au milieu E du côté opposé AC.
Le centre de gravité devant donc se trouver à la fois sur les deux lignes AD, BE, sera néceËsaïrement à leur intersection G.
Mais si l'on joint DE, puisque les points D et E sont les milieux respectifs des eûtes CB, CA , la droite DE sera parallèle à AB et en sera la moitié. Or, si DE est moitié de AB, à cause des triangles semblables DGE, AGB, le c6fé
irsera aussi moitié de son homologue AG-
Donc, DG sera le tiers de AD , et AG en sera les deux tiers.
Donc, le centre de gravité de l'aire d'un triangle quelconque est situe' sur une ligne menée de l'un quelconque des trois angles au milieu de la base opposée , et se trouve au tiers de cette ligne à partir de la base , ou aux deux tiers à partir du sommet de l'angle.
La démonstration précédente est si naturelle et si simple, que nous n'avons pas cru devoir l'ometlrc ici. On pourrait lui donner toute la rigueur possible, au moyen de cette méthode connue, dont les exemples sont si multipliés dans les élémens de Géométrie; mais le lecteur peut y suppléer.
Au reste , voici une démonstration nouvelle.
qui nu laisse rien à désirer du côté de l'exactitude.
1 55. Par le milieu D de la base BC du triangle ABC (fig. 39), menez aux deux autres côtés les i\ parallèles DE, DF, qui les rencontrent en E et F : le triangle proposé sera décomposé en un parallélogramme AEDF, et deux triangles D£C, DFB, parfaitement égaux entre eux, et semblables au premier.
Le moment du triangle ABC, par rapport à une ligne quelconque menée dans son p1ati>
sera donc égal à la somme des momeas du parallélogramme et des deux triangles.
Soita l'aire d'un de ces triangles, 4^ sera celle du triangle proposé. Donc> si l'on nomme x la distance du centre de gravité de ce triangle à la base BC , on aura ^€i3c pom* son moment par rapport à cette ligne.
Soit h la hauteur du triangle; - sera la distance du centre de gravité du parallélogramme k la base; et comme son aire est sa, son moment sera aa x -, c'est-à-dire ah.
Ensuite, les deux triangles BFD, DEC ont visiblement leurs centres de gravité à même distance de la base BC; donc, si l'on nomme jt' cette distance, la somme de leurs momens sera nax' .
Onaura donc /^nx^nh-\-iaa:', ou bien, en divisant par /^a,
Si l'on supposait, avec Archiméde, que, dajos'j les triaugles semblables , les centres de gravite ] sont des points senxblablement placés; alors, comme les dimensinns du triangle BFD ou DEC sont moitiés àfi celles du triangle ABC,
on aurait x';^-; et substituant dans l'éqaa-
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tion précédente, on trouverait sur-le-clianip
Ce qui ferait voir que le centre de gravité d'un triangle se trouve placé au-dessus de chaque c6té , à uoe distance égale au tiers de la hauteur de l'angle opposé, et que pareoii-' sequent il est au point déterminé ci-des3U9.
Mais On peut parvenir a cette conclusion' sans aucune hypothèse : car, puisque l'on a trouvé pour le triangle ABC.
.X étant la distance de son centre de gravité à la base BC, et x' la dislance du centre de gravité du triangle BFD à sa base BD ; en Imaginant que l'on fasse, dans le triangle BFD la même construction que l'on a faite dans le triangle ABC, si l'on nomme x" la distance analogue à celle qu'on a nommée x', et si l'on observe que la hauteur du nouveau triangle, est deux fois |dus petite que celle du premier, on aura
Et continuant la même coriatructioil'
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fl ne reste qu'à trouver sa distance à l'unéoâ k l'autre de ces bases, ou, si l'on veut, le rapf port de ces deux distances.
Nommons x la distaoce inconnue de ce point à la base inférieure, et H et A les hau-leurs des deux triangles semblables. Si l'oa représente par H* l'aire, ou le poids du grand triangle, h* sera le poids du petit, et H' — k\ celui du trapèze. Le moment du premier de ces poids , par rapport à la base inférieure ,
sera donc H*. -^ ; le moment du second sera A'(^-|-H — Aj, et le moment du troisième, (H" — k*)x. Ainsi, en égalant le premier de ces momens à la somme des deux autres, on aura , pour déterminer x, l'équation ;
Si l'oo cherche de même la distance^ du ceotn de gravité à la base supérieure, ou si l'on oIk ^rve simplement ijuc cette distance j- est forf. mée de (H — k) diminuée de x, on trouvera f
Comparant ces denx e'qnalîons , membre i membre , et ôtant, d'une part , te facteur cooimùo 3(H* — h*), et, de l'autre le facteur com-
DE
mun (H-
OU
trouvera ,
pour
\ti
rapport
cherché ,
x:j.: U-i-sh :AH-2H;
ou bien , mettant à la place des hauleni's H et Â des deux triangles, leurs bases B et é qui sont dans le même rapport, on aura la proportion
X :j' :: B+aA : ft-f" 2B
d'où résulte ce théorème :
Le centre de gravité dun trapèze est sur la ligne (jui va dumiUcu de Tune de ses bases au milieu de l'autre, et il coupe cette ligne dans le rapport des deux sommes qu'on trouve , en ■ajoutant d'un côté, à la première base deux Jois la seconde , et cCun autre côté , à Li seconde fiase , deux fois la première.
On peut tirer de là cette construction très simple : prolongez, vers la droite, l'une des deux bases, d'une longueur égale à l'autre; et celle-ci, vers la gauche, d'une longueur égale :à la première; et menez la ligne qui joint les ^extrémités de ces deux prolongemens ; elle -AOupera celle qui joint les milieux des deux -bases au centre de gravité du trapèze,
On peut remai"quer que la proportion pré-eédente ne dépend point de la hauteur du trapèze, mais uniquement du rapport des
les deux S
a|M( ÉLËMËNS
Bases : de sorte qu'utle est la même pour tous les
trapèzes possibles de bases proportionnelles.
Si les bases sont égales, on a x=y, ce qm doit être; car le trapèze est alors un paraUélogramme dont le centre est également éloigas de ces deux bases opposées. i
• Si l'une des bases b devient nulle, on a Y^2jc; et en eiîet le trapèze devient un triangle dont la base est B, et dont le centre est deux fols plus près de la base que du somnieti
Problème III.
j 56. Ti-Quver le centre de gravité de la solidité d'un polykdre quelconque , et en général, dun assemblage de poljédres disposés comme i on voudra dans l'espace.
Tous les polyèdre i pouvant se décomposer en pyramides triangulaires, nous allons voir d'abord comment on trouve le centre de grayilé d'une pyramide triangulaire. Après quoîj prenant les centres de gravité de toutes les pyramides qui composent le système proposé, l'on n'aura plus qu'à chercher le centre de gravite" d'un assemblage de points, représentés pour leurs poids par les volumes des pyramides respectives dont ils sont les centres de gravité; et le problème se résoudra comme il a été dit ci-dessu;».
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Du centre de gravité de la pyratmde.
iS-]. Soit ABCD (fig. 40} une pyramide '"'^ 'i" . triangulaire quelconque. Si nous considérons cette pjranilde comme composée d'une iniî- Dité de tranches parallèles à la base BCD , il est visible qu'une droite menée de l'angle A en un point quelconque de la base, couperait toutes ces tranches et la base elle-même, en des points semblablement placés : donc, si celte droite est menée au centre de gravité I de la base, elle passera par tous les centres de gravité des tranches parallèles. Le centre de gravité du système de ces tranches, et par conséquent celui de la pyramide, devra donc se trouver sur la droite AI.
Mais, par un raisonnement tout-à-faît semblable, on voit que le centre de gravité de la pyramide doit aussi se trouver sur la ligne CH qui serait menée de l'angle G au centre de gravité H de la face opposée : donc il sera nécessairement à l'intersection G de ces deux droites.
Ainsi les deux lignes AI et CH doivent nécessairement se rencontrer : et c'est ce que l'on voit d'ailleurs indépendamment de la considération dn centre de gravité; car si l'on lire CI, cette droite ira conper le côté BD en son milieu E , puisque le point I est le centre de gravité
du triangle BCD; par la même raison , si Ton
tire Ail, cette droite ira rencontrer BÛ au
même ];oint E, et par conséquent les deux
droites Al, CH seront dans un même plan, qui
est celui du triangle AEC , et elles se couperont
nécessairement.
Actuellement, si l'on remarque que le point I est au tiers de EC, et le point H au tiers de EA (iSa), il est clair qu'en joignant IH , cette * droite sera parallèle à AC , et en sera le tiers. Mais si la droite IH est le tiei-s de AC, à cause des triangles semblables IGH, AGC, le côté IG sera le tiers de son homologue GA , ou bien sera le quart de lA, et AG en sera les trois ■ quarts.
Donc , le centre de gravité dune pjramide triangulaire est situé sur une ligne menée de l'un quelconque des trois angles au centre de gravité de la base opposée; il est au quart dç cette ligne, à partir de la base, ou aux trait quarts , a partir du sommet de l'angle.
Remarque.
i58. On peut aussi appliquer à la pyramide triangulaire une démonstration analogue à celle que l'on a donnée pour le triangle.
Maïs pour cela considérons d'abord le prisme ;. 4,. triangulaire : soît ABCh^c: (fig. /\ r) le prisme.
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Far le milieu E du côté AB de sa base ABC, conduisons deux plans EF/, EDf^ parallèles aux faces respectives BCci , ACca. Nous décompo»
serons ce prisme en deux autres, et un parallélépipède.
Si l'on nomme a la solidité de l'uu de ces deux prismes, lesquelssontparfaitenient égaux, on aura 4" pour celle du prisme proposé, et sa pour celle du parallélépipède.
Cela posé, soit x la distance du centre de gravité du prisme total à la (aceBAab; on aura ^ax pour son moment par rapport à cette face. Soit de même, pour les deux prismes partiels, x' les distances de leurs centres de gravité au même plan, distances qui soûl parfaitement égales entre elles; on aura 2ax' pour la somme de leurs momens. ËnHn, nommant h la hauteur de l'arête Ce au-dessus du plan parallèle BAab , le moment du parallélépipède sera évidemment 2a -, ou simplement ah. On aura donc 4'2J7 =ah -h lax' , et par conséquent x= 7-) — ; et si l'on applique mot à mot tout ce qu'on a dit(t55), on trouvera
Ce qui fait voir que le centre de gravité d'un prisme triangulaire est, à l'égard ài
i cliaque fl
ÉLÉMENS face, au tiers de la hauleur de l'arête parallêl
à cette face; d'où il est facile de conci
ui'e qui!
est sur la ligne Gg qui joint les centres de graJ-l vite des deux bases. Et d'ailleurs il est aise <J«3
TOir que ce poi
int tombe au tiiilîe
I de cettt '
droite G^ , que je nommerai pour un moment l'axe du prisme. En effet, imaj^inez le prisme parlagé en un nombre quelconque de prismes égaux par des plans parallèles à la base , et soit (Tla distance du centre de gravite de l'un de ces ' petits prismes au milieu de son axe. Il est clair que le centre de gravite de leur système, et par conséquent celui du prisme total , se trouvera aussi à la même distance cT du milieu l de son axeG^. Or, quelque petite que soit laloQ;gueur d'un prisme , il est évident que le centre de gravite est toujours dans l'intérieur du so» lide : donc, puisque la longueur de chaquf:
prisme partiel peut être rendue moindre qae'i toute grandeur donnée , la distance 01 = J' est moindre que tout ce qu'on voudra, et par COQ^ séquent nulle.
j5q. Actuellement, soit une pyramide trian-
Fig. 4a. gulaire AIîCD (fig.4;f)- Par le point L, milieu
de AC, faites passer la section LMK parallèle k
la base BCD , et la section LEF parallèle à la face
ABD. Menez KH parallèle à LE, et joignez E^.
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La pyramide proposée sera décomposée en deux prismes équivalens, l'un dont la base est EDH, l'autre dont la base est LEF, et en deux pyramides triangulaires ALMK, LCEF parfaitement égales entre elles, et semblables à la pyramide proposée.
Cela posé, égalons le moment de la pyramide totale, par rapport à la base fiCD, à la somme des raiimens des deux prismes et des deux pyramides partielles, par rapport au même plan.
Soit a la solidité de l'une de ces deux pyramides, 8a sera celle de la pyramide entière, et si l'on nomme x la distance de son centre de gravité à la base, on aura âox pour son ' moment.
Soit h la bauteur de la pyramide entière ; le prisme dont la base est EDH aura son centre
deeravité élevé, au-dessus de la base, de — ; » ' a a'
et comme sa solidité est 5a, son moment sera 5rt-7. Le second prisme , dont la base est LEF, aura son centre de gravité élevé aa-dessus du plan BCD de-.-(i58); et comme sa solidité
est 3a , son moment sera 5a ç.
Enfin, sil'on nomme x' la bauteur du centre
au-dessus de chaque face au quart de la hauteur de l'angle opposé ; d'où il est facile de conclure qu'il est au point déterminé ci-dessus. Mais on peut parvenir à l'équation précédente sans aucune hypothèse.
Eu effet , si l'on imagine que l'on ait fait dans la petite pyramide LCEF la même construction que Ton a faite dans la pyramide ABCD, en nommant 3c" la distance analogue à celle qu'on a nommée x' , et observant que la hauteur de la nouvelle pyramide u'est que la moitié de la hauteur h de la première, on aura , comme cîdessus ,
et continuant la même construction dans les pyramides successives, on trouvera
.v"', oc" , etc., désignant les distances successives des centres de gravité des pyramides à la base. Or, ces distances diminuent sans cesse, et deviennent plus petites que toute grandeur donnée, puisqu'elles sont toujours moindres
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que les hauteurs des pyramides dans lesquelle: on les considère. On aura donc en substituant;^ successivement dans la première équation , à L place de a:', sé'f x'", etc., leurs valeurs,
d'où l'on tire
ce qu'il fallait démontrer.
Remarque.
Soient quatre masses égales dont les centres degravilésoïent placés aux quatre anglesd'une pyramide triangulaire ; le centre de gravité de ces quatre corps est le même que celui de U pyramide.
Car, pour trouver celui des quatre corps, il n'y aurait qu'à prendre d'abord le centre de gravité de trois quelconques d'enfre eux, lequel est au centre de gravité de la face même aux angles de laquelle ils sont placés (i54), et joignant ensuite le centre de gravité du quatrième corps à ce point, il faudrait diviser cette droite à partir de la face, en raison réciproque de 5 à I : or, cette construction donne aussi le centre de gravité de ia pyramide.
Il résulte de là que la distance du centre de
gravité d'une pyramide triangulaire à un plan
situé d'nne manière quelconque dans l'espace ,
est égale à la moyenne distance de ses quatre
angles au même plan.
Lamèmepropriétéappartientaussi au prisme
.triangulaire.
,, ri^'OiiHiiiiiit -^ , , , ilcUK)
Remarque senerale.
'• 160. Pour déterminer le centre de gravité d'un polyèdre, il n'est pas toujours nécessaire de le décomposer en pyramides triangulaires ; il se présente souvent des simplifications dont il faut profiter. 1
Par exemple » on trouvera le centre de gravité d'un prisme quelconque à bases parallèles^ en prenant le centre de gravité de la section parallèle aux bases , menée entre elles à égales distances; ou bien , en prenaut le milieu de la ligne qui joint les centres de gravité de ces deus bases.
Cette proposition est si facile à démontrer directement, ou à déduire de ce que nous avons dit sur le prisme triangulaire, qu'il est i mutile de s'y arrêter.
161. Si l'on considère un cylindre quelconque à bases parallèles comme un prisme
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dont la base est un polygone d'une infinité ds' côtés, il résulte de ce c{ue nous venons de d\tf: que le centre de gravité de ce cylindre est aa milieu de la droite qui joint les centres de gra>vite de ses deux bases.
163. On a pu voir précédemment que le 1 centre de gravité d'une pyramide triangulaire, est le même que le centre de gravité de la section parallèle à la hase, menée au quart de la hauteur du sommet.
Cette propriété s'étend a nue pyramide quelconque; car si l'on partage la base en triangtes par des diagonales, et que roii conduise des planspar ces lignes et par le soromçr , on déwniposera !a pyramide proposéeen autant de pyramides triangulaires qu'ïly a de triangles daiu la base. Toutes ces pyramides auront une même •hauteur, qui est celle de la proposée, et par conséquent leui'^ solidités respectives seroiil proportionnelles à leurs bases ou a des sectiow iparalléles faîtes à même hauteur. Donc, si l'un coupe toutes ces pyramides par un plan parallèle au plan de leurs bases, mené au quart tk: la hauteur du sommet commun, puisque leurs centres de gravité respectifs sont les mêmes qiM'Ctutx des sections triangulaire.s correspondantes , et que leurs solidités (ou leui's poids )
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sont propoilionnels à ces sectioDS, il fi'enstiit que le centre de gravité du système de ces pyramides est le même que celui de toos les triangles, ou du polygone qui résulte de leur assemblage.
Mais, si l'on tire uue ligne droite du sommet au centre de gravité de ce polygone, cette droite ira passer au centre de gravité de la base, et sera coupée par le plan du polyi:|one aux trois quarts de aa longueur en parlant du sommet, ou au quart, t^n partant de la base.
i65. Donc, te centre de gravite dune pyramide à hase quelconque , esl sur la ligne menée du sommet au centré de gravite' de la base, au quart de cette ligne en partant de la base , ou aux trois quarts en paitant du sommet.
li>/^. En considérant le cône comme une pyramide dont la base est un polygone d'une iofînité de côtés, on voit que le centre de gravité d'un cône à base quclt^onciuu est sur la ligne qui joint le sommet au centre de gravité df la. base , an quart de cette ligne àparlirde la base, on au trois quarts à pnrtir du sommet duL cône. '
Centre de gravité du tronc de pyramid&:v vi
i65. On voit d'abord que le centre de gra-
TÏlé d'ua tronc de pyramide est sur la ligneqal I joint les centres de graTÏté de ses deux bases;^ | car supposez rétablie la pyramide entière dont 1 on a retranché une pyramide semblable, parf I nne section parallèle à la base, pour former le tronc donl il s'agit. Comme la ligne qui va du sommet au centre de gravité de l'une des bases passe au centre de gravité de l'autre , il s'ensuit que cette ligne passe à la fois par les centres de gravité des deux pyramides semblables, et par conséquent par celui du tronc qui en est la difierence. Ainsi il ne reste qu'à trouver la distance de ce point à l'une ou à l'auLrebase, ou, si l'on veut, le rapport de ces deux distances.
Or, soit x la distance de ce centre à la base inférieure, et nommons H et h les hauteurs des deux pyramides semblables. Si l'on représente par H' le volume ou le poids de la grande pyramide, h^ sera le poids de la petite, et H' — k^ celui du tronc : el les trois momens dé ces poids par rapport à la base inférieure serontH».^,H'(^ + H— A)et(H» — A')j:.
Donc, en égalant le premier de ces momensà la somme des deux autres, on aura, pour déterminer .r, l'équation
4(H*— AV=H<— 4A'H+5ftS
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doat le premier membre est divisible une fois, til le second deux fois , par (H — h ) , qui est la hauteur du tronc.
Si l'on cherche de même la distance y du ceutre de gravite à la base supérieure, ou si l'on observe simplement c[uey est composée de H — h diminuée de j:, on trouvera l'équation :
dontle premier membre est divisible de même par H — h, elle second par (H — fi}*.
Comparant donc ces deux équations , et supprimant les facteurs communs, on aura, pour le rapportcherché,j: :^' :: H'-j-aHA-j-SA" : A* •i- 2AH + 3H': ou bieu, comme dans les pyramides ou les cônes semblables , les bases sont proportioau elles aux carrés des hauteurs^ si l'on met pour H' et A" les deux bases B et 6 du tronc , et par conséquent pour Rh uue base y/Bi moyenne géométiique entre les deiix^ on aura la proportion :
xij:: B+2i/B6H-56:è+2i/Bi+5B; d'où résulte ce théorème :
Le centi-e de gravité d'un tronc de cône ou, de pyramide est sur ta ligne qui va du centré de gravité de l'une des bases au centre de gra~-
<ir<llHft»f*f':if^*i | i n^' ii *»c,ifaa «ll>ir,lill>li l> iil*l ft iiBii. av^Wr !• anade
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Si l'une des bases b est nulle , on a pour li distance tf du centre à l'autre base B , 3x:=j-i et en effet le tronc dont il s'agit devient alors unepjramide ou un cône, dont le centre est trois fois plus près de la base que du sommet. ' On pourrait multiplier les exemples^ mais ce que nous avons dit suffit pour l'objet que nous nous sommes proposé. Nous terminerons ce chapitre par quelques propriétés remarquables des centres de gravité.
Propriétés générales du centre de gravité.
Lorsque des forces P, Q, R, S, etc
(fig. 45), dirigées comme on voudra dans l'es- Fi;. i\3. pace, se fontéquilibre autour d'un même point A , on sait que ces forces, estimées suivant une droite quelconque AX passant par ce point, doivent aussi se faire équilibre.
Donc, si ces forces sont représentées par tes parties AP, AQ, AR, AS, etc., de leurs directions, la sotnme de leurs projections Ap, Aq,Ar, As, etc., sur l'axe AX, doit être égale à zéro, en comptant comme positives les projections qui; tombent d'un même côté du point A , et
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comme négatives celles qui tombent de l'ai côté. Mais, si l'on menait par le poit^t A plan MN perpendiculaire a AX, les projeon tioiis kp, Aq, Ar, etc., exprimeraient les dî»*( tances des extrémités des forces au plan MN;; donc, puisque Icursonime est nclle, la mo_yenBe distance de ces points au plan MIS est aussr* nulle.
Donc , IwsqUe tant de forces que l'on aMnidrm sont en équilibre sur mi point , ce point em le centre de gravité de corps ou points massijk'i égaux qui seraient placés aux extrémités def lignes qui représentent les forces en grandeia%, et en directions. \
El réciproquement , si l'on considère un a^ semblage quelconque de masses égales , et qu'on mène de leurs differens centres , des lignes au centre de gravité du système , il est visible qtiii des forces représentées en grandeurs et en e&n^ rvctions par ces lignes, se feraient équilibra, entre elles. iti
Car la moyenne distance des extrémités èé> ces forces k un plan quelconque passant par le centre de cavité , serait nulle ; la somme dcj ces fcwces estimées suivant un axe quelcooqual passantpar ce point serait donc nulle aussi, eft par conséquent il y aurait équilibre. ■ «•
jQn v<ntparlàqu«sitroisforce3'souteQ<é(piii^
libre sur ud point, ce point est le ceal^e de gravité du triangle formé par les droites qui joindraient les exirémites des lignes qui repre'sentent ces forces en grandeurs et en directions; car le centre de graTité du triangle est le même que celui de trois corps égaux dont les centres seraient placés aux trois angles.
Et de même, si quatre forces sont en équilibre autour d'un point, ce point est le centre de gravité de la pyramide triangulaire formée par les six droites qui joignent les extrémités des lignes qui représentent les quatre forces en grandeurs et en directions.
Et réciproquement, il y a équilibre entre trois forces exprimées par les distances des trois angles d'un triangle quelconque , au centre de gravité de ce triangle; el de même, entre quatre forces représentées par les distances des quatre coins d'une pyramide triangulaire quelconque, au centre de gravité de cette pyramide.
Mais voici une conséquence plus générale :
si l'on suppose que toutes les molécules égales d'un corps de figure quelconque soient attirées vers un même point par des forces proportionnelles à leurs distances à ce point, et qo'ily ait équilibre, ce point sera ^^écessat Ter ment le centre de gravité du corps«,Tf-,î,i 1 » sJr."
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■ Et réciproquement, si le point vers 1 toutes les molécules sont attirées proportion^ nellement à leurs distances , est le centre t gravité du corps, il y aura équilibre, el corps ne pourra prendre aucun mouvement en* vertu de ces attractions. i'
C'est le cas de la terre supposée sphériqué^ el homogène ; car , dans la loi de Newton, si une molécule située au dehors du globe est attirée en raison inverse du carrée de sa distance au centre, on trouve que, dans l'intérieur, chaque molécule pèse vers le centre en raison de la sinpk distance. Ainsi toutes les forces de la gravité se font équilibre autour du centre de la terre.
Au reste, je ne doime ce corollaire que comme le l'ésultat mathématique d'une simple hypothèse, et non pas comme une preuve de l'éqoilibre de la terre en vertu des difTerens poids de toutes ses parties ; car il est manifeste que cet équilibre a lieu dans la nature, mais par une autre raison générale qui ne dépend ni de la proportion ni de la direction des forces de la gravité. Et en effet, si le poids de chaque particule de la terre vient de l'attraction que toutes les autres exercent sur elle ; comme, entre deui particules égales, l'action est nécessairement égale et réciproque, il s'ensuit que le poids de
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chaque particule est la résultante d'une infinité de forces dont chacune a son égale et con— traire dans le système, et que par conséquent toutes ees résultantes oa tous ces poids doivent se faire équilibre entre eux, quelles que soient d'ailleurs et la forme et la constitution de notre globe , et nièrae la loi d'attraction qui pourrait exister entre les parties de la matière.
Désignons par M+i le nombre des forces P, Q, R, S, etc., qui se font équilibre autour du point A, et considérons toujours lesM+ i corps ou pijjnts massifs égaux placés aux extrémités des lignes qui représentent ces forces.
Le point A étant le centre de gravité de tous ces corps, il est clair que si la ligne PA, qui va de l'un d'eux au point A est prolongée d'une quantité AG égale à la M° partie de sa longueur, le point G sera le centre de gravité des M autres corps, Mais toutes lesforces P,Q, R, Sf etc., étant tiu équilibre, l'une d'elles P est égale et directement opposéeà la résultaute des M autres Q,R, S, etc. Donc on a ces théorèmes:
("■ il résultante de M forces représentées par autant de lignes ^ui partent d'un même point A est dirigée de ce poi7it vers le centre de gravité G rfe M corps égaux qu'on supposerait
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places aux extrémités de ces lignes i t grandeur fie cette résultante est représentée par J\/i fois 1(1 distance AG du point d'application lie ces forces à ce commun centre de gravité, i
On peutcODclure du là que, si les molécules égales d'uQ corps ou système de figure quelconque s'attirent en raison de leurs distaoces mutuelles, cbaque molécule du corps pèse vers le centre de gravité en raison de sa distance à ce centre. Car, en représentant les forces d'attraction par les distances mêmes qui sépareut les M points égaux du système, il en résultii poor chacun d'eux une attraction totale, rC présentée par M — i fois sa distance au centre de gravité des M — i autres , ou , ce qui est lï même chose, par iVl foie sa distance au centre de gravité des M points qui composent le sys^ tème entier.
On voit encore que , dans cette loi d'altrac* tion, des corps de figure quelconque agiraient exactemeat les uns sur les autres comme Û leurs m^ses étaient réduites à des points , et se trouvaient, pour ainsi dire, concentrées dairf leurs propres centres de gravité; ce qui, dans la loi de Newton, ne peut avoir lieu que pour ' des sphères homogènes, ou pour des corps conlH pOseR de diflereules couches sphériques doatV cliacune serait d'une densité uniforme. '
2?. Si l'on considère M corps égaux disposés entre eux comme on voudra , leur centre de gravité G peut se trouver en menant de ces corps (uitani de lignes à un point quelconque A de l'espace, composant entre elles toutes ces lignes à la manière des forces, et prenant, à partir du point A, la M' partie de la ligne ré" sultante.
Si l'on suppose que le point A change de position dans l'espace , les forces représentées par les lignes qui vont des corps à ce point changeront de grandeurs et de directions; mais les résultantes de ces diveis groupes de forces concourantes ne cesseront pas de passer par le même point G : et il est évident que la même chose aurait lieu si, le point A restant fixe, on faisait varier d'une manière quelconque la position du système.
I, Donc ce point G, qui dans les corps pesans est le centre des forces égales et parallèles que l'on suppose venir de la gravité, est aussi le centre de forces qui seraient convergentes y ers un point quelconque A de l'espace, et proportionnelles aux distances des molécules à ce point.
Si donc le centre de gravité d'un corps est fixe, le corps soumis à de telles forces convergentes sera en équilibre dans toutes les situa'
er- J
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la résultante Mr. On aura donc
Mx= mx -H Tn'x'-\- m"x"-J-etc. , I» ■ MY = mr + m'r'+ m'y" -f- etc. , Y Mz = mz -H m s + ra 5 + etc.
Faisant les carrés , ajoutant , et observant qu'on <a x*-f-ï" + z*=R",
on trouvera
M'B'=m'r'4-'«''r''4-'n'V'' + etc.
+ aï«m'(xx' 4-_/^' + zs') -f- etc.
+ am j?'(a:x"-j-;;^"H-zz" j -|-etc .
etc
Au lieu du terme 2mm'{xx'-\-)'j''-^zz' ), on pourrait mettre, comme on l'a vu n° 1 13, le terme amr.mV. cos^;^étant rinclinaîsoo rnutuelle des deux ligues r et r' : et ainsi des autres; d'où l'on tire en passant ce théorème connu:
Le carré de la résultante de tant de forces qu'on voudra appliquées sur un point est égale à la somme des carrés de ces forces , et dfs doubles produits qu'on peut faire en lès multi- )iiant, deux à deux , l'une par l'autre et par le cosinus de leur inclinaison mutuelle.
■ On peut encore transformer chaque terme
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3mm'(jrx'+^'-f-ss')d'une autre manière. Car si l'on désigne par cela distance de ma m , on a
«.•=Cx-V)--(r-y)-+(2-/)',
et par conséquent,
2{jcx-'-\-xy +zz') = i-*-\-r'* — ce; on a de même, en nommant j3 la distance de m à m",
2(xx'' +jj" -{- zz") = r* + r"' — j3* , et ainsi des autres. En substituant ces valeurs, on aura celle nouvelle expression de la résultante Mn ,
M*a* = m'r* + m'*/* + m"*r"' -f- etc.
-h ««/(r'-f- r" — a") + etc.
■+- mm"(}- + H'- — /S") H- etc.
H- etc.
Or, dans le second membre de cette équation, r* est multiplié par nt' -j- mm' -f- mm" + etc. i=m(/n-f-»i'+'«"+ etc.) = mM; le carrer*' est multiplié de même par m'M, etc. ; donc enfin, en réduisant, on aura cette équation remarquable ;
Mb' =M/(mr') — /(amm"),
oùlft signe / (mr') indique la somme des pro-
duîtsdes masses par les carrés des distances de
leurscentres au point A ; et ie signe /(miw' «')
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Quant à cette valeur minimum de f(mr*), on voit, par l'équation ci-dessus où l'on fait R = o, qu'elle est égale à la somme des produits qu'on peut faire en prenant les masses deux à deux, les multipliant l'une par l'autre et par le carré de leur distance mutuelle, et divisant le tout par la masse entière du système j ce qui donne un second théorème qui peut être utile dans plusieurs occasions.
Si le point A, en variant de position, reste toujours sur une sphère décrite autour dn centre de gravilé du système, a est constante, et par conséquent f (mr') ne change polat, quoiqueles distances individuelles r,/, r", etc., varient par ce déplacement du point A : et il en serait de même si le point A restant fixe, le système toiiinait d'une manière queicoaque autour de son centre G.
Xe centre de gravité d'un sjstème jouit donc encore de cette propriété , qi^ si l'on fait tourwer comme on voudra le système autour de ce centre , la somme des produits des masses par Zes carres de leurs distances à un pointJiœÉ quelconque reste toujours la même. ' '
Si l'on suppose, comme nous l'avions fah cl'abord, que toutes les masses m , m' , m', etc., soient égales entre elles e* à l'unité, M *en marque le nombre, et l'équation précédente i5..
devient
formule plus simple, et qu'on appliqua e'galeraent à tous les systèmes possibles, e# imaginant que les difTérens corps y soient tod^ divisés eu parties égales.
Dans le cas de r =o , on a Mf(r*) ^ /«') d'où l'on tire ce théorème de Géométrie :
La somme des carrés des distances mutuelles de M points égaux , est égale à MJois la somme des carrés de leurs distances à leur commun centre de gravité.
On voit par là que la somme des carrés dessix arêtes d'une pyramide triangulaire est égale à quatre fois la somme des carrés des distances des sommets au centre de gravité de la. pyramide; car ce centre est le même que celui de quatre corps égaux placés à ces sommets; etc., etc.
Dansce qui précède, on n'a considéré qu'un système invariable de figure, c'est-à-dire dont les points sont liés de manière qu'aucune de leurs distances mutuelles ne puisse changer.
Mais on voit encore ici que , si la figure du sjrstème était variable suivant cette condition que la somme des carrés des distances mu^ ' ?iles des differens points fût constante , la
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somme des carrés de leurs distances au centre de gravité demeurerait aussi constante , et ré- •ciproçuement.
- Mais je passe à d'autres proprielés des centros ■de graTÎté.
167. Soit une courbe plane quelconque ABC (ilg. 44)» <i"' tourne autour d'un axe PZ situé Fig. 44daos son plau, de manière que tous les points de la courbe demeurent toujours aux mêmes distances de cet axe ; cette courbe engendreune surface que l'on nomme surface de révolution.
Pour en déterminer l'aire, on peut remarquer que chaque élément ds de la courbe génératrice produit une surface de cône tronqué dont l'aire est égale au côté ds multiplié par la circonférence du cercle que décrit son milieu, ou son centre de gravité/', autour de l'axe PZ.
Donc, sil'ousuppose tous ces élémeos égaux, la surface entière sera égale à leur somme multipliée par la circonférence moyenne entre celles que décrivent tous leurs centres de gravité.
Mais cette moyeune circonférence a pour rayon la moyenne distance de tous ces points à l'axe de révolution , ou bien { 1 40) la distance
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du ceotre de gravite de la courbe au même axe;
donc on peut dire :
Que l'aire d'u?te surface de révolution est égale à la longueur de la génératrice , mult^ pliée par la circonjérence que décrit son centn de gravité autour del'ojoede révolution.
On voit de la même manière que si plusieurs .Cdurbes situées dans le même plan tournent I ,autour d'un axe situé dans ce plan , la somm0 des surfaces engendrées est égale à la somme des génératrices, multipliée par la circonférence que décrit le centre de gravité de leur système.
Mais il faut observer que, lorsque la génératrice ou les génératrices ne sont pas situées en entier d'un même côté de l'axe, l'expressiott précédente ne donne plus que la somme de»
aires engendrées par les parties qui sont d'o^ ■côté de cet axe, moins la somme des airti; engendrées par les parties qui sont de l'antre
côtrf. ' •
■ On peut appliquer aussi la tbéoriedesccntrw de gvaVitéà la cubature des solides de révolution. Et il n'est pas diflioile de voir que lev^ lume d'un solide de révolution est égal à l'aiit ' de ta section génératrice , multipliée par la cif' conférence que décrit son centre de gravité «tf* tour de l'axe fixe.
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En efi'et, si l'on cousidère ua rectaugle bcde (fjg. 45J qui tourne autour de l'axe PZ parM- iie lèle à l'un de^es côtés Ae, il est clair que lesolide engendré par ce rectangle est égal à la di flerence de doux cjlindresdemônie hauteurct^, et dont l'uu a pour rajoa la distance ca do côté cd, à l'axe fixe; et l'autre^ la distance ba du côté be , au même axe. Ce solide est donc
exprimé par (■zyac — 'Brah)cd, eu nommant isle rappott de la drconference au diamètre. ,Sî l'on met ca — c6 , h la place de ab , l'expression
précédente devient «y (2(ic X bc — bc)cd, ou
bc X C(/ X wiUac j, c'est-à-dire égaleau
rectangle bcde, multiplié par la circonférence décrite d'un rayon moyen entre les rayons ca et ba, ou bien égale à la distance du centre de gravité du parallélo^amroe à l'axe de révolution.
Donc, si l'on conçoit la section génératrice ZMN comme partagée en une infinité de petits regtancles égaux, on pOurra dire que le solide total engendré est égal à la somme de tous ces rectangles, ou à l'aire de la section ZMN , multipliée par la circonférence moyenne entrt toutes celles que décrivent leurs centres de gravité autour de l'axe. Mais celte moyenne circonférence a pour rayon la moyenne distance
pables de se faire équilibre suruncorps entièrement libre, peuvent néannioios se faire équilibre sur une machine, il faut donc en cooclure que les corps qui forment les machines ne soûl pas entièrement libres, mais sont gênés par des obstacles qui les empêchent d'obéir au mouvement que les forces tendent à leur impiimer, el leur imprimeraient t-éellement, s'ils étaient libres. Ainsi l'on est conduit naturellement à cette définition générale des machines, savoir, que les machines ne sont autre chose que des corps ou systèmes gênés dans leurs mouvemens par des obstacles quelconques,
11 n'est pas diilicile de comprendre, d'après cela, comment des forces de grandeurs quelconques peuvent se faire équilibre sur de te» corps; car il n'est plus nécessaire que les forces résultantes soient nulles d'elles-mêmes , mais il suflit qu'elles se dirigent vers les obstacles q(rf les détruisent par leurs résistances. Ainsi, l'aide d'un corps solide qui s'appuierait, paf exemple, contre un point Hxe, une force m**-' diocre ferait équilibre à une très grande force, si elle était disposée à l'égard de celle-ci d*. nianièi« que leur résultante commune fût dw.
rigée vers le point fixe : d'oii l'on voit que l* plus petite force seule ne fait pas équilibre *■ la plus grande, ce qui serait impossible, mai*
qu'elle ne sert , en quelquesorte , qu'à détourner l'efforl de la plus grande, et à le faire passer avec le sien propre combiné, vers un obstacle invincible.
Au fond , lorsqu'on fait équilibre à une puissance quelconque, à l'aide d'une machine, On emploie réellement plus de fbi-ce qu'en appliquant directement une force égale et contraire à celle qu'on veut détruire, si l'on compte la résistance de l'obslacle pour une force. Mais comme ces résistances qui jiroviennentdes obstacles sont par elles-mêmes incapables de produire du mouvement, et ne peuvent servir qu'à le détruire, nous n'en tenons pas compte, parce que nous ne dépensons réellement que la force appliquée. Au reste, dans la théorie de l'équilibre des machines, rien n'empêche de considérer les obstacles comme tenant lieu de forces égales et contraires à celles qu'ils dL'truisent actuellement; et si l'on conçoit qu'on ait ainsi substitué à la place de ces obstacles des forces ijui représentent leurs résistances actuelles, ce n'est plus entre les seules forces appliquées qu'il y a équilibre, mais cuire les forces appliquées et les résistances; de manière que les lois de l'équilibre des machines deviennent les mêmes que celles de l'équilibre des corps faîtement libres.
rps par- J
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C'est d'après celle considération que nous avons tixJuvé à la fin du second chapitre les lois de l'équilibre de corps assujettis à diverses conditions particulières. Ceux qui auront lu cet article verront que nous aurions peu de cTiose à y ajouter ici, et qu'il renferme de la manière la plus générale la théorie de l'équilibre des trois machines simples auxquelles oa peut aisément ramener toutes les autres; mais, en faveur de ceux qui veulent étudier les machines d'une manière plus élémentaire, noas allons entrer dans les détails convenables.
i6g. Nous réduirons les macluDes simples à trois principales , que l'on peut considérer , si l'on veut, dans l'ordre suivant, eu égard à la Dature de l'obstacle qui gène le mouvement du corps : le levier , le tour^ et le plan incliné.
Dans la première machine , l'obstacle est un, point Jixe autour duquel le corps a la liberté de tourner en tous sens.
Dans la seconde, l'obstacle est une droiiejîxtt autourde laquelle tous les pointsdu corpsn'oD^ que la liberté de tourner dans des plans paral-<, lèles entre eux.
Dans la troisième , l'obstacle est un plan iné*^ hranlable contre lequel le corps s'appuie sur lequel il a la liberté de glisser.
Gimme on n'a d'abord considéré cette dernière machine que par rapport aux corps pesans qu'on retient en équilibre sur des plans inclinés à l'horizon , on lui a donné et elle a gardé le nom de plaii incliné.
Nous parlerons successivement de ces trois machines, et de quelques-unes qui s'y rapportent , dont l'usage est le plus fréquent. Noua ferons abstraction des diverses circonstances physiques qui peuvent influer sur l'équilibre, telles que le frottement des corps les uns sur les autres, et la raideur des cordes au moyen desquelles les forces transmettent leur action aux divers points de la machine. Ainsi l'on supposera que l'action de chaque force se transmet suivant l'axe de la corde à laquelle elle est appliquée, de raanièreque l'on pourra considérer les cordes comme des fils parfaitement flexibles et inextensibles. On verra facilement dans quels cas et comment on doit avoir égard aux diamètres des cordes. Au reste, nous parlerons pins loin de ces sortes d'înstrumens qu'on a mis au rang des machines , et qu'on nomme machines funiculaires. Ce que uous en avons dit ici suflit pour notre objet.
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on peat substituer la proportion P:Q:: FI:FH,
qui exprime que les forces P et Q doivent être
en raison réciproque de leurs distances au point
d'appui.
De la charge du point d'appui.
171. Dans le cas de l'équilibre, l'appui n'est pressé que par les deux forces F' et Q' qui y sont immédiatemerit appliquées ; car les deux couples (F, — P), (Q — Q) étant en équilibre d'eux-mêmes, c'est-à-dire même en supposant que le levier ne soit pas soutenu , il est clair qu'ils ne peuvent nullement charger le point fixe.
Ainsi , la pression qu'éprouve le point d'appui est absolument la mêrne que si les deux forces V ei Qsy transportaient parallèlement à elles-mêmes^ sans changer de grandeur ni déserts.
172. Si l'on achève sur les côtés FF*, FQ' qui représentent les forces F' et Q', le parallélogramme FQ'RF', la diagonale FR représentera donc la charge R de l'appui; el par conséquent , si la résistance de cet appui n'est pas indéfîaie , on pourra juger de quelle résistance il doit être capable, pour n'être pas entraîné par l'action des forces F et Q qui sollicitent le levier.
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Comme les forces P' et Q' sont parfaitement égales et parallèles aux forces respectives P et Q, et de même sens, les trois côtes et les trois angles du triangle FRQ', ou du triangle FRP', représentent les six choses que l'on peut considérer dans le levier, savoir : les deux forces P et Q, la charge R de l'appui , et les inclinaisons mutuelles des directions de ces trois forces.
Donc, si l'on connaît trois quelconques de ces six choses, pourvu qu'il y entre la grandeur de l'une des forces P, Q, R, on pourra trouver les trois autres, de la même manière que l'on résoudrait le triangle FRQ'.
173. Observons que tout ce que nous avons dit a lieu , quelles que soient ta figure du levier et les dispositions mutuelles des forces P et Q, et du point d'appui.
Si les forces P et Q (lig. 4?) sont parallèles, on peut mener du [wint fixe une perpendiculaire commune Kl sur leurs directions, et ces deux forces devront êlre en raison réciproque des parties Fil et FI , comprises entre leurs dil'ections et l'appui.
La charge de ce point sera égale à la somme des forces P-f-Q, ou a leur différence P — Q, selon qu'elles seront toutes deux de même
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sens ( fig. 46 ), ou àe sens contraires (fig. 47 ). Lorsque le levier est droit, les parties HF' et FI sont proportionnelles aux parties AF et* BF, qui sont les distances des points d'appii-J cation des forces au point d'appui , distances comptées sur le levier lui-même, et que l'on nomme proprement les bras de levier; efpar conséquent , dans l'équilibre du levier droit, les forces sont réciproques à leurs bra»' de levier.
174' Si l'on veut considérer l'une des deur forces Pet Q, la force P, par exemple, commtf celle qui tend à donner le mouvement à I4 machine, et que l'on nommera \^ puissancBi et l'autre force Q, comme l'efTort qu'il faut vaincre, et que l'on nommera la résistance, on pourra distinguer plusieurs espèces de le* viers, suivant la place qu'occupe le point d'appui F , relativement à ces deux forces.
Si l'appui tombe entre la puissance et la résistance, on aura le levier de la première espèce' Fiq. 4;. (fig. 4?) ) où la puissance a d'autant plus d'avantage, que son bras de levier AF est plus longi
Si l'appui laisse la résistance Q entre lui et' \§t puissance P, on aura le levier de la seconde Pig. 48. espèce (fig, /\i\), où la puissance a toujours de ■Btage.
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Eafiti, si la puissance tombe entre le point d'appui et la résistance, on aura le levier de la troisième espèce (fig. 49) > o^ 1* puissance ^ a toujours du désavantage.
Mais ces dlfférens leviers reviennent tous au même sous le rapport de l'équilibre. De quelque manière que la puissance et la résistance soient disposées entre elles et à l'égard du point d'appui , si on les transporte toutes deux parallèlement à elies-mémes en ce point, il faut toujours que les deux couples qui epi naissent soient équivalens et contraires: ainsi les distinctions précédentes sont inutiles dans la théorie, et ne peuvent servir que dans le discours.
175. Supposons actuellement que le levier soit sollicité par un nombre quelconque de puissances?, QjR-j etc. (lîg. 5o), toutes situées dans un même plan avec le point d'appui F. En abaissant de ce point des perpendiculaires FH, FI, FK, etc., sur leurs directions, et considérant chaque force P comme transformée en une autre égale, parallèle et de même sens, appliquée en F , et en un couple (P , — P) qui a pour bras de levier la distance FH de cette force au point fixe , on verra , comme ci-dessus que la résultante de toutes les forces transpor-
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tées sur le point fixe est toujours détruite par sa résistance; mais que le couple résultant doit être nul de lui-même pour l'équilibre, comme sî la verge était parfaitement libre:
d'où l'on conclura que la somme des niomeos PxFH, QxFI, RxFK, elc, doit être égale à zéro, en comptant comme positifs tous les momens des forces qui tendent à faire tourner dans un sens, et comme négatifs, les momens qui tendent à faire tourner dans le sens contraire.
On trouvera aussi que la charge du point d'appui est absolument la même que si toutes les forces s'étaient transportées parallèlement^ elles-mêmes en ce point , sans clianger degrandeur ni de sens.
176. Si les forces P, Q, R, etc., agissaient dans des plaus difTérens, on verrait de la même manière qu'en transportant toutes ces forces parallèlement à elles-mêmes au point fixe, tous les couples qui en proviennent dtn* vent donner un couple résultant nul de luimême, ou doivent être en équilibre entre eux,
Mais pour exprimer cette condition, il faut'
ici trois équations qui expriment que la somme
momeus des forces, estimés par rapport il
i qui se croisent dans l'espace au point
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d'appui, soit nulle d'elle-même à l'égard de chacun de ces axes (65).
Sur quoi l'on peut observer que les trois axes peuvent être meoés d'uae manière quelcouque par le poiut fixe, pourvu qu'ils ne soient pas dans un même plan ; car les trois équations précédentes n'assureraient pas alors l'équilibre du corps.
Puisque les couples qui naissent des foi'ces transportées au point fixe doivent être en équilibre d'eux-mêmes, il s'ensuit que les forces appliquées aux divers points du levier doivent se réduire aux mêmes forces, maïs réunies parallèlement à elles-mêmes au point d'appui; et par conséquent on peut exprimer la loi générale de l'équilibre du levier, en disant que les forces appliquées doivent avoir une résultante unique qui passe par le point fixe : proposition qui paraît assez évidente d'elle-même, et dont on part ordinairement comme d'un axiome, pour arriver aux conditions précédentes (i i6 — i iS).
177. Jusqu'ici nous avons fait abstraction de la pesanteur du levier. Sî l'on veut y avoir égard , îl faudra considérer le poids de la verge comme une nouvelle force appliquée eu son centre de gravité, suivant «ne direction verti-
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cale; et l'on combinera cette force avec 1»
autres, d'après ce que nous avons dit ci-des-t sus, comme si le levier était sans pesanteur. Ainsi l'on voit que, daus le cas, par exemple, où toutes les forces et la direction du poids du levier se trouvent dans ua même plan avec l'appui, c'est la somme de tous les momens, en y comprenant celui du poids, qui doit être égale à zéro pour l'équilibre.
Donc, si l'oo veut employer un levier dont le poids n'entre pour rien dans l'équilibre dea ibrces , ou n'aura qu'à le placer de telle sorte, que la verticale abaissée de sou centre de grar^ vite tombe au point d'appui: alors le mome(4 du poids étant nul de lui-même , on n'aurq plus à considérer que les momeus des forces appliquées.
178. On a supposé que te point F du leviei; Qtait arrêté dans tous les sens, de manière qu4 le levier ne pût avoir aucun mouvement àe, rotation autour de lui: pour se procurer ua ' tel point au-dedans d'un corps, on le traverse 'ordinairement par un essieu ou cj'lîndre inflexible, d'un diamètre quelconque; et lorsque, le corps tourne autour de ce cylindre, il est. absolument dans le même casque s'il tournait m axe considéré comme une ligue
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fixe ; et tous les points d'uue même section plane qui est faite perpendiculairement à Taxe, et dont il résulte un cercle dans le cylindre, soit dans le même cas que s'ils tournaient autour du centre de ce cercle.
A la vérité^ dans la disposition précédente, le levier n'a point la liberté de pirouetter en tous sens autour du poïut fixe ; mais lorsque les forces qu'on y suppose appliquées sont toutes dans un plau perpendiculaire à l'axe autour duquel il peut tourner, les lois de l'équilibre y sont parfaitement les mêmes. Au reste on pourrait pénétrer la verge par une sphère fixe qui la touchât au moins en quatre points, de manière que ces quatre points fussent comme les points de contact d'une pyramide circonscrite à sa surface; le levier alors en tournant autour de cette sphère pourrait être considéré comme s'il tournait autour de son centre.
Mais le plus souvent, le levier ne fait que poser surl'appui fixe, comme on le voit fig. 46, 47» 4^' Alors les conditions données plus haut ne suffisent plus pour l'équilibre, abstraction faite du frottement. Il faut, non-seulement que les forces appliquées aient une résultante unique qui passe au point d'appui, mais encore que la direction de cette résultante soit normale à la surface de contact du levier avec l'appui :
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car si elle tombe obliquement sur 1
genl à cette surfnce, on pourra la ilccomposer-
en deux autres, l'une perpendiculaire, et l'autre
parallèle à ce plan. La première sera détruite;
mais la seconde obtiendra son efTet, et fera
glisser le levier sur l'appui , comme on le verra
à l'article du plan incline. '
De la Balance '
17g. La balance ordinaire est nn levier da premier genre , aux extrémités duquel sont suspendus par des cordons deux bassins destioei à recevoir les corps dontoti veut comparer le» poids. On dispose ordinairement celle macliioe de manière que son centre de gravité passe paf îi. la verticale menée par le point d'appui F (Kg. 5 1) et que les bras du levier FA et FB soient par* ' failement égaux : alors on est sur que deuZ, corps graves qui se font équilibre dans les bassins ont des poids parfaitement éf^aux , et paf conséquent renferment des quantités égales dé matière. Ainsi , en prenant le poids d'un cor|iC pour unité, on évaluera les masses respectivel des dîfiërezîs corp'; en cherchant à combiettd'unités de poids ils font équilibre. i-i*'
Four qu'une balance soit juste, il fautdonCy rt' premier lieu, que son centre de gravira
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tombe dans la verticnle menée par le point d'appui.
C'est ce que l'on vérifie sur-le-champ, en examinant si la balance est en équilibre d'ellemême, c'esl-à-dire lorsque les bassins sont vides; et si cela n'a pas lieu, on rectifie iiisémeat la balance à cet égard, en attachant a l'un des bassins ou des bras de levier un poids convenable qui rétablisse l'équilibre.
Il faut , en second lieu , que le poiut d'appui divise le levier ou \ejléaii en deux parties parfaitement égales; et cette seconde condition est la plus importante.
Pour voir si elle a lieu, on n'a qu'à mettre deux corps en équilibre dans les bassins, et les changer ensuite de place. Si les bras de levier sont égaux, l'équilibre doit subsister encore; car les poids qui se sont fait équilibre sont égaux aussi , et il doit être indifférent de les changer de bassins.
Mais si les bras de levier sont inégaux, l'équilibre sera détruit; car les poids qui se sont fait équilibre sont en raison inverse de ces bras de levier: or , en les changeant de place, le plus grand poids agira à l'extrémité du bras de levier le plus long, et par cette double raison entraînera nécessairement l'autre.
La balance alors sera fausse, et Tonne
ne pou ^^^^1
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la rectifier qu'en changeant le point d'appaî on
le point de suspension dt: l'un des bassios.
On pourra néanmoins s'en servir, et connaitre par deux épreuves le poids véritable dn corps.
Car , soient P le poids inconnu du corps, X et ^ les deux bras de la balance ; et supposons que le poids P, placé dans le bassin qui répond au premier bras de levier j^, fasse équilibre à un poids connu A placé dans l'aulre bassin , on aura
Px = Ar.
Mettons actuellement le poids P dans le bassin qui répond au bras de levier j-, et supposons qu'il fasse équilibre à un poids connu B placé dans l'autre, on aura
Multipliant ces deux équations membre à membre, il vient
P'~AB, d'oiiP = v'AB^
c'est-à-dire que ie poids du corps est moyen proportionnel géométrique entre les deux poids xquels il fait alternalîveraent équilibre dans IX bassins de la balance.
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De la Romaine.
180. La balance romaiae estaassi 11a levier droit du premier genre , mais dont les bras FA, FB ( fig. Sa ) sont inégaux.
A rextrémité A du bras le plus court , on suspend le corps dont on veut trouver le poids Qj on l'attache par un crochet, ou bien on le pose dans un bassin qui est suspendu librement an point A, comme dans la balance ordinaire.
Sur l'autre bras FB de la romaine est un poids connu ^, mobile au moyen d'un anneau le long de ce bras; de sorte qu'en le faisant glisser à nue distance convenable FI de l'appui F, il fait équilibre au poids du corps qui agit de l'autre côté.
Si donc, à chaque pointi du bras FB, on marquait en nombres le rapport des deux forces Q et p qui se font équilibre, on aurait ua instrument fort commode pour peser les différens corps, a. l'aide d'un mêmepoids^ qui servirait d'unité. Il suffirait, dans chaque cas , de chercher le point I oii il faut amener le poids mobile p pour contrc-balancer le poids Q, et l'on trouverait marqué en ce point le rapport de Q a p, ce qui est précisément le poids cherché du corps.
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Lorsque la roniaiue t-sl tellenieut construite, que le centre de gravité de toute la machine, c'est-à-dire du fléau et du bassin , tombe précisément sur le point d'appui F', la loi de l'équilibre entre les deux forces appliquées est la même que si le levier AC élaitsans pesanteur; ainsi le rapport de Q à p est égal a celui des deux bras FI et FA, et dans ce cas il est bien facile de construire une romaine, c'est-à-dire d'en marquer les diflerentes divisions.
Mais si le centre de gravité de la machiae tombeà droite ou à gauche de l'appui, le rapport de Q à p n'est plus celui des bras de levier IF et AF; il doit être augmenté ou diminué d'une certaine quantité qui dépend du poids
V de la machine, et de la distance de ce poids
V à l'appui: ainsi les divisions de la romaine doivent être changées. Mais on sent, par ce que je viens de dire, que ces divisions seront encore distribuées de la même manière; seulement le point de départ , c'esl-à-dire le poiot 1 où l'on doit compter zéro pour le poids Q, sera plus en F sur l'appui, maïs il devra étrfti
Fig, 53. avancé ou reculé en 0(fig. 55 ), d'une cer-.J laine quantité FO, qu'il est bien facile de dé^l terminer.
l8i. Mais sans connaître ni le poids
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centre de gravité de la romaine, on peut ea marquer exactement les divisions de la manière suivante , que la théorie des couples rend la plus naturelle et la plus facile à retenir.
Je suppose d'abord le bassin vide, on le poids Q nul , et je fais avancer le poids mobile ^jusqu'en un point 0, qui se peut trouver à gauche ou à droite de l'appui, mais qui est tel , que le fléau AB devienne horizontal. Dans cet état, le centre de gravité de tout le système, en y comprenant le poids mobile p, passe au point F, et le poids de toute la machine est détruit. C'est donc au point qu'il faudra marquer zéro , puisque alors le poids Q est tout-à-faît nul.
Actuellement, je suppose que, dans le bassin vide on miïtte un poids p'=p; il est clair que l'équilibre sera rompu, mais que si l'on éloigne le poids mobile d'une quantité convenable l'équilibre sera rétabli. Ainsi, quand d'unc6té on ajoute au poids, de l'autrt: côté il faut chercher ce qu'on doit ajouter au bras de levier pour maintenir l'équilibre. Or, qu'on imagine la force p transportée parallèlement à ellemême du point A au point d'appui F, elle y sera détruite, et il ne restera qu'un couple {p', — p') appliqué sur FA^r, et dont le moment est p'r. Aîosî le poids p' qu'on
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dans le bassin vide ajoute de ce côté de la po-^ maioe un couple ou raoïnent pr l il faut donc ajouter de l'autre c6té un couple égal et coni^ traire ( — Pt'i-p) 1^^ ^i* un même I>r3n de levier r. Or, qu'on place ce couple, ce qui est permis, sur la ligne OH = r: alors la force — p détruit son égale et contraire /j, et il ne reste que -hp, qui n'est en quelque sorte que le poids mobile p qu'on aurait éloigné de la quantité OH=r. On voit donc que pour chaqu^ poidsp qu'on ajouterait dans le bassin, il faudrait éloigner le poids mobile de la longueur constante r du petit bras de la romaine; etâ l'on ajoutait une fraction quelconque dep, il est évident, par la même démonstration, qu'il faudrait éloigner le poids mobile d'une même fraction de r.
Donc, à partir du point déterminé ô^ dessus, il faudra porter des parties égales à r, ^^fc^^ et marquer en ces poiuts de division, o, i, ^^^^1 a, 5, 4> ^f ^^*^' ^^ ^' ^'^'^ ^'^"'^ marquer des ^^^^^ fractions internie'diaircs, des dixièmes, desceti- V tièmes,par exemple, on aura uu instrument
H qui pourra servir pour évaluer le poids de?
H corps à ces décimales près du poids connu p.
^b On voit que la balance romaine peut être
^K ytile 2n beaucoup de rencontres où la
ordinaire ne serait d'aucun usage, puisque
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celle-ci exige diffe'rens poids pour peser les différens corps , tandis que la romaine n'en exige qu'un seul.
Elle a encore cet avantage , que le point d'appui ou de suspension y est moins fatigué par la charge ou la pression des corps que l'on pèse; car, dans la balance ordinaire, cette pression est double du poids du corps, ou sQ; au lieu que dans I3 romaine elle est simplement Q + p, ou seulement Q, c'est-à-dire la moitié de la précédente, si l'on veut regarder le poids p comme faisant lui-même partie du poids total de ta machine.
On peut varier celte balance de différentes manières , en rendant mobile , au lieu du poids p, le poids Q du corps qu'il s'agit de peser, ou bien le point de suspension du fléau AB, ce qui donnerait lieu à différentes consUiictïons^mais le principe en est toujours le même, et il est inutile de s'y arrêter.
Du Peson.
I Sa. On peut encore, pour évaluer les poids, employer un levier coudé ACB (fîg. 54}, mo- i'b. sébile autourdu point fixe C, et dont les bras CA, CB font entre euxun angle droit ACB; et c'est cette espèce de balance qu'on appelle le
I ; et c esi j
le peson. M
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Je suppose, pour plus de simpHcîtë , qneB bras CB , au bout duquel le corps est suspeni soit continué de l'aulre côté de l'appui d' longueur égale CB'; de manière que le de gravité de celle branche BB' tombe pi sèment au point C qui en esl le milieu. Alors] poids du bras CB se trouve détruit dans toul les positions du levier coudé autour du poinl fixe, et l'on peut se dispenser d'y avoir égarJ. Mais pour l'autre bras CA, son propre poids contribuera , avec celui qu'on pourrait y alla-' cher d'ailleurs, à contre-balancer le poids du corps. Le plus souvent même, ce bras ou cette ''aiguille est d'une matière assez pesante pour que la force p qui en résulte en son centre de gravité G fasse toute seule l'ollice du contrepoids. Au reste, je supposerai que/j représenlc le poids total de l'aiguille et des corps qiù pourraient}' être atlacbés, et que le commun centre de gravité soit en G, à la distance CG de l'appui.
Cela posé, le peson étant libre, l'aiguille CA tombant dans la verticale CO, et le bras CB étant borizon'al, je suspends en B un corps dont le poids est Q : le bras CB a* baisse vers la verticale, et l'autre CA s'éleva ainsi la distance BH de la force Q à l'ap] diminue, et la distance GI de l'autre forcé^
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an même point, nugmcnte^ de sorte que le levier coudé, pour se mettre en équilibre, doit prendre une position où les momens Q X BH et ^ X GI soient égaux de part et d'autre.
Or, soient (p t'augle AGO que fait l'aiguille avec la verticale, R la distance CG de son centre de gravité à l'appui , "et r la longueur du bras CB où le corps est suspendu. Comme on a GI^R sin <p, et BH = r cos 9 , l'équation de l'équilibre deviisnt p. R sin (p= Q. r cos ^ ; ce qui donne
d'où il résulte (puisque les trois quantités^, R et r demeurent invariables) que la tangente de rînclinalson 9 de l'aiguille croît précisément en proporlion du poids Q du corps,
Si doue on adapte au peson un quart de cercle COAM, qui représente le secteur que l'aiguille peut parcourir depuis la verticale CO jusqu'à l'horizontale CM, il est bien facile de marquer aux dififérens points de cet are les nombres qui répondent aux différens poids.
En effet, qu'on mène la tangente indéfinie OT , et qu'on suspende d'abord en B le poids que l'on veut prendre pour l'unité, ce poids
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fera monter TaiguîHe d'un certain arcOA; et la direction de cette aiguille étant prolongée jusqu'à sa rencontre en a, avec la ligne OT, la ftarlîe Oa repi'ésentera la tangente île cet arc qui répond à l'unité de poids. Ainsi , il n'y aura qu'à porler sur la ligne OT , à partir du point 0, des parties égales à Ofl, et par les points de division, tirant des lignes au centre C, on aura sur le quart de cercle les points correspondans où il faudra marquer les nombres O, t , 2,5,4) ^'<^- ^t ^< ^'"^ veut subdiviser chaque partie de OT en fractions , on aura par la même construction lus points de l'arc où il faut marquer les mêmes fractions du poids que l'on a pris pour l'unité.
i83. Quelque petit que soit le poids p de l'aigaîlle; on voit par la proportion Q:/) " R tang tp'.r, que ce poids p suffit toujours pour contre- balancer un poids Q aussi grand qu'on le voudra : car la tangente de (p peut devenir plus grande que toute quantité donnée. Ainsi , le peson est d'un usage bien plus étendu que la romaine, et sous un petit appareil, cette mucbine peut servir à peser les corps les plus considérables.
Mi^is si la tangente de l'arc (p augmente par degrés égaux avec le poids Q du corps, l'arcl
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ïui-méme n'augmente que par degrés inégaux qui diminuent sans cesse ; et lt:s divisions supérieures du peson deviennent de moins eu moins sensibles pour les mêmes accroissemens de poids. Par conséquent , si l'on veut que la machine marque plus nettement ces différences, il ne faut pas que le poids de l'aiguille soit trop petit. Aussi, pour peser de lourds fardeaux, on charge l'aiguille d'un certain poids, ce qui lui permet de rester dans la partie moyenne du quart de cercle, où les inégalités de poids sont marquées d'une manière plus sensible.
De la Poulie.
184. L'équilibre de la poulie se rapporte naturellement à celui du levier.
La poulie est une roue circulaire ABK (4ig. 55), mobile dans une chape CN, autour Fi) d'un axe C. Une partie AB de sa circonférence est enveloppée par une corde PABQ dont les deux extrémités sont tirées par deux forces P et Q. Si l'on mène les deux rayons CA et CB aux deux points extrêmes de contact, on peut regarder les deux forces P et Q comme appliquées aux extrémités d'un levier coudé ACB, dont les deux bras sont parfaitement
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égaux ; et par conséquent il faut,
libre , que les deux forces P et Q soient parfai%
tement égales. i
Pour la charge du centre C de la pouliej' elle est la même (171) que si les deux forcM' P et Q s'y transportaient parallèlement à leurs directions, en P' et Q'. Ainsi, eu aciievant sur les deux lignes CP' et CQ', qui représen-i lenl leurs grandeurs, le losange F'CQ'R, la.
diagonale CR représentera la charge R da point C.
Mais si l'on joint AB , on formera un triangle îsoscèle ACB , semblable au triangle P'CR, et par conséquent Ton aura
P' OU P:R:: AC:AB
C'est-à-dire que Fune des deux forces P et
Q appliquées à la corde , est à la charge que
supporte l'axe de la poulie comme le rajon
,. de la poulie est à la sous-tendaiite de l'are
embrassé par la corde.
18Ô. Supposons que l'axe, au lieu d'ètrff Jixe, soit retenu par une force égale et con-' traire à la pression qu'il éprouve , et que l'ex- ;. 56. trémité du cordon AF (fig. 56), au lieud'êlre tirée par la force P, soit invariablement attachée à un point fixe F; l'équilibre de l>
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poulie ne sera point troublé, et le cordon demeurera toujours tendu de la même manière.
La puissance Q sera donc à la force qui retient le centre de la poulie, dans le même rapport que ci-dessus.
Ainsi, en considérant un poids P attaclié à la chape CN par un cordon dirigé vers le centre de la poulie , on aurait : la puissance Qj qui tend à faire monter le poids , esta ce poids comme le rajon de la poulie est à la sous-tendante de l'arc embrassé par la corde.
Lorsque l'arc est égal au tiers de la demicircotfférence, la sous -tendante AB est égale au rayon, et la puissance est égale à la résistance.
Lorsque les deux parties de la corde sont parallèles , la sous-tendante AB (fig. 5^) est fig. 57. double du rayon , et la puissance n'est que la moitié de la résistance. C'est Je cas le plus favorable à la puissance , puisque le diamètre est la plus grande corde du cercle.
i86. Le tour en général est, comme nous l'avons dit, un corps solide de figure quelconque, qui n'a que la liberté de tourner autour d'un axe fixe.
Mais ce que l'on nomme tour ou treidl dasf 1 les arts est un cylindre aux bases duquel oa adapte ordioairenientdeux autres cylindres de même axe, mais d'un diamètre plus petit , et que l'on nomme tourillons. Ces tourillons rei. posent sur deux appuis fixes F et H (fig, 58), et le cylindre, eu tournant sur ces tourillons, est absolument dans le même cas que s'il tournait autour de son axe considère comme une ligne fixe.
La résistance que l'on se propose de vaincre, ou le poids Q que l'on veut élever, est appliquée à une corde qui s'enroule autour du cylindre, tandis qu'une puissance P le fait tourner, soit en agissant par une corde CP tangentiellement à une roue (CB) perpendiculaire à l'axe de ce cylindre et solidement liée avec lui, soit en agissant à l'extrémité d'une barre qui traverse le cylindre à angle droit, soit au moyen d'une manivelle , etc. , etc.
Les dénominations du tour varient suivant l'objet auquel on le destine et suivant sa position. On le nomme ordinairement tour ou treuil lorsque l'axe du cylindre est horizontal, et cabestan lorsque l'axe est vertical et qu'oa se sert de barres pour y appliquer la puissance. Mais quels que soient l'objet et la position de L cette machine, et de quelque manière qu'oa
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lui commuDique le mouvement, les conditions de l'équilibre y sont toujours les mêmes. Ainsi nous la consiilérerons , pour plus de simplicité, sous le premier aspect. Nous supposei-ons que l'axe AB du cylindre soit horizontal , et par conséquent , le plan de la roue vertical; que la puissance P agisse suivant une direction tangente en un point donné C à la circonférence de la roue, et que la résistance Q agisse dans un plan parallèle à celui de la roue, suivant une direction verticale tangente à la surface du cylindre, ou plutôt à la circonférence de la section circulaire DIO faîte dans ce cylindre au point D de contact.
Il s'agit de déterminer d'abord le rapport de la puissance à la résistance dans le cas de l'équilibre, et en second lieu les pressions qu'éprouvent les appuis F et H qui soutiennent les tourillons.
Soit B le centre de la roue, A celui de la section DIO. Menez les rayons CB et DA qui seront perpendiculaires aux forces respectives Pet Q.
Je transporte la foite Q parallèlement à elle-même du point D au point A. Il en naît une force Q' égale, parallèle à Q et de même sens, appliquée en A, et un couple (Q, — Q) qui a pour bras de levier le rayon DA du «"w-
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lîodre. Je Irausporte de même la paîssance F de C ea B ; il ea naît une force f égale, parallèle et de même sens, appliquée en B, et un couple (P, — P) qni a ponr bras de IcTiec le rayon CB de la roue. .
Les deok forces P' et Q', étant appliquées'!
aux deux points A et B qui appartiennent à l'axe fixe du c}-liadre, sont évidemment truites par sa résistance.
Mais les deux couples (P, — P) et (Q , — doivent se faire équilibre d'eux-mêmes; car| si l'on transporte, pour plus de clarté, lecom pie (Q , — (j) daus le plan du couple (P , — T^i ce qui est permis , on voit que ces deux covi pies se composent en un seul qui ne peut ia-* mais être eu équilibre autour du centre B dtt La roue. Le couple résultant doit donc ètii nul de lui-même, et par conséquent les deaS couples contrjiires (P, — P) et (Q, — QJ doivent être équivalens. Ainsi, leurs momem PxCBet QxDA doivent être égaux, et l'on P:Q::DA:CB.
C'est-à-dire que, pour l'équilibre du toui\ il faut que la puissance soit à la résistancà comme le rayon du cylindre est au rayon la roue.
Des pressions exercées sur les appuis.
187. Les deux couples (P, — P) et (Q — Q) étant en équilibre d'eux-mêmes, il n'y a que les deux forces P' el Q' qui puissent charger l'axe fixe, et par conséquent les appuis: d'où l'on voit d'abord que la pression exercée par les forces P e/ Q appliquées au treuil est absolioment la même (jue si ces forces étaient transportées sur l'axe, parallèlement à elles-mêmes , dans leurs plans perpendiculaires à cet axe.
Pour obtenir les pressions individuelles des appuis F et H, on décomposera la Ibrce Q' en deux autres parallèles q et q' , appliquées aux points respectifs F et H; el de même la force P' en deux autres parallèles petp', appliquées aux mêmes points. La résultante des deux forces p etq exprimera en grandeur et en direction la pression de l'appui F, et la résultante des deux forces/)' et q' celle de l'appui H.
Nous avons fait abstraction de la pesanteur du trenii. Oi"dinai rement le corps de cette macbine est symétrique par rapport à l'axe fixe, et son centre de gravité tombe sur l'un des points de l'axe lui-même. Alors le poids du treuil ne trouble point la proportion établie ci-dessus entre la puissance et la résistance , mais il change
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les pressions exercées sur les appuis. Pour con- Daitre les valeurs réelles de ces pressions, on considérera tout le poids du treuil comme une force verticale V applîque'e en son centre de gravité G; et si l'on décompose cette force en deux autres parallèles g el g' , appliquées am points F et H, la résultante des trois forces p, ç et g- exprimera la charge réelle de l'appui F, et la résultante des trois forces p', <f' et g' , celle de l'appui H ; de sorte que l'on saura de quelles résistances les deux points d'appui doivent être au moins capables, pour n'être pas entraînés par les efforts combîaés des deux forces P et Q, et du poids V de la machine.
i88. On a supposé que les cordes DQ, CP étaient infiniment déliées; mais les cordes soat ordinairementd'undiamèlrefini, ce qui change sensiblement le rapport que nous avons établi entre la puissance et la résistance. En effet , les forces P et Q , que l'on peut regarder comme agissant suivant les axes des cordons, ont leurs bras de levier respectifs augmentés des demidiamètres de ces cordons. On n'a donc pas alors : la puissance est à la résistance comme le ra^on du cylindre est au rajon de la roue ; mais bien , la puissance F est à la résistance Q comme le rajon du cjrllndre augmenté du rayon
de la corde DQ , est au rajon de la roue augmenté du rayon de la corde CP.
Si les rayons des cordes DQ et CP sont proportionnels aux rayons du cylindre et de la roue, cette proportion revient à la première, comme si les cordes éfaient des fils infiuïment petits , appliqués tangentîellement à la roue et au cylindre.
189, Si l'on veut considérer actuellement un tour sollicité par tant de forces que l'on voudra, situées dans des plans perpendiculaires à l'axe , on verra , comme ci-dessus , qu'en transformant chaque force en une autre égale, parallèle et de même sens, appliquée sur l'axe, et en un couple qui aura pour bras de levier la distance de la force à l'axe, toutes les forces transportées sur l'axe seront toujours détruites par sa résistance, mais que tous les couples devront se réduire à un couple nul de lui-même pour l'équilibre. Or , tous ces couples étant dans des pians parallèles, le couple résultant sera égal à leur somme, et par conséquent il faudra, pour l'équilibre, que la somme des momens des forces par rapport à l'axe soît égale à zéro, en prenant avec des signes contraires les momens des forces qui tendent à faire tourner en sens contraires.
ident à j
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Pour les pressions exercées sur l'axe fixe, elles seront évidemment les mêmes quesiloates les forces appliquées s'y étaient traosportées parallèlement à elles-mêmes, sans sortir de leurs plans perpendiculaires à cette ligne.
Lorsque les forces appliquées au treuil sont dirigées dans des plans quelconques, on peut décomposer cLacune d'elles en deux autres; l'une parallèle, l'autre perpendiculaire à la direction de l'axe fixe. Mais les forces parallèles étant transportées dans l'axe, leur résultante est détruite par la résistance longitudinale dé cet axe , et leur couj)le résultant , qui passe pa^ le même axe, est détruit par sa résistance trans-' rersale. Il ne reste donc à considérer, pouf l'équilibre du treuil, que le groupe des forces qui sontsituées dans des plans perpendiculaire* à l'axe fixej ce qui revient au cas précédent!
Ainsi, en nommant P, P', P", etc., les force* appliquées; a, iù\ a>" , etc., leurs inclinaisons sur l'axe, etp, p', p" , etc., leurs plus courtes distances à cette droite , on aura , pour l'équilibre, l'équation
P^sin w-|-P'/)'sin &>'-f-P"/)''sin ûi"
ce qui est la condition exprimée au n" isi
Quant à l'axe du treuil , il sera pressé , les composantes Psin ce, P'sin6i>',P"siafi>'
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transportées sur cet axe; 2". par la résultante des fortes parallèles P ces m , P* cos «', P" cos (^' , etc. , qui tend à entrainer le treuil dans le sens de sa longueur^ et 5". enfin, par le couple résultant de ces dernières composantes, ce qui revient à deux forces égales perpendiculaires à l'axe, et qui le poussent en sens contraires.
DU PLAiN ISCLINB.
igo. Lorsqu'un point est pressé contre un plan inébranlable et inflexible, par une force normale a ce plao , il est clair que ce point doit rester en équilibre; car il n'y a pas de raison pour qu'il se meuve dans le plan , d'un côté plutôt que de l'autre, puisque toutes les directions qu'il pourrait prendre font un même angle droit avec la direction de la force; et d'ailleurs il ne peut se mouvoir à travers le plan qui est supposé parfaitement inflexible.
Réciproquement, le point dont il s'agit ne pourra être en équilibre, à moins que la force qui le presse ne soit normale au plan d'appui ; car, si elle y était inclinée, cette force pourrait se décomposer en deux autres, l'une perpendiculaire au plan et l'autre située dans ce plan. La première serait détruite ; mais la seconde obtiendrait son effet, car il est visible
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qu'elle ne pourrait élre altérée parla présence du plan le long duquel elle tend à s'exercer. Ainsi il n'y aurait pas équilibre.
. On peut dire la même chose d'un point qui s'appuie sur une surface courbe, et le considérer comme s'il reposait sur le plan tangent mené à la surface par ce point même. Il laut donc, pour l'équilibre, que la direction de U force qui le presse soit normale à ce plan , au point de contact; et voilà pourquoi dans l'équi* libre du levier qui ne fait que poser sur l'appui , il faut non-seulement que la résultanle des forces y passe, mais encore qu'elle soit perpendiculaire à l'élément de contact du levier et de cet appui.
191. Oa voit donc, d'après ce que l'on vieBl; de dire, que lorsqu'un corps est tenu en éq^* libre contre un plan inébranlable, ce plan peut détruire que des forces dont les direction! lui sont normales aux différens points de contact, et que par conséquent sa résistance peut faire naître que de telles forces en s contraires.
Donc, si uncorps de figure quelconque , sdb licite par des forces quelconques P , Q , R %. (fig- 59), ne s'appuie contre un plan que un seul point 0, il ue pourra demeurer
ilan que pif smeurer «n
équilibre, à moins que toutes les forces P, Q, R, etc. , qui lui sont appliquées, ne soient en équilibre avec une force unique N, qui serait normale à ce plan au point 0, et qui représenterait sa résistance actuelle. Donc, pour Véquilibre (Tim corps qui s'appuie par un seul point contre unplan, ilj'aut, \°. que toutes les forces appliquées aient une résultante unique ; 3°. que la direction de cette résultante soit normale au plan; 3'. qu'elle passe au point de - contact.
On voit que ces trois conditions reviennent à celles qu'on a données plus haut pour l'équilibre du levier qui ne fait que poser sur l'appui. Nous aurions pu les trouver par le même raisonnement et les exprimer de la même manière, en disant que tontes les forces appliquées, étant transportées parallèlement à elle&mènies au point de contact, doivent y donner une résultante normale au plan , et que tous les couples engendrés doivent donner un conpie résultant nul de lui-même.
iga. Lorsque le corps touche le plan par plusieurs points A, B, C, D, etc. (fig. 60), cha- fi cun des points de contact fait naître une résistance normale au plan en ce point; mais toutes ces re'sistances , étant parallèles et de même
372 ELÉMEHS
sens, se composent loujours en une seule dont la direction tombe nécessairement dans l'intérieur du polygone formé par tous lesaiypuis A, B, C, D, etc. Les forces appliquées di vent donc être en équilibre avec cette force unique, et par conséquent, lorsqu'un corpi ■s'appuie contre un plan par plusieurs points, U faut, pou: l'équilibre^ que les forces appliquée» puissentse réduire à une seule, normale au plan, et dont la direction tombe dans l'intérieur du polygone formé par tous les points de contacti On voit par là que si le corps repose par une surface finie, la résultante doit rencontrer le plan eu l'un quelconque des points de cette surface.
De la pression exercée sur le plan.
iqS. IiOrsque le corps ne repose que par seul point, il est clair, d'après ce que nooS venons de dire , que la pression exercée par les forces est égale à leur résultante.
Si le corps repose par deux points A et B I- (fig. 61), la résultante N dont la directioa tombe nécessairement entre A et B, sur la droite quii Joint ces deux points d'appui, se dé* compose en deux forces parallèles^ et q, qot expriment leurs pressions respectives.
I Soit le point ou la résultante N va ren-*'
contrer la ligne AB; on aura poui' ta pression p du point A , N : p : : AB ; BO ; et pour la pressiou q du point B, I\:ç::AB:AOj d'où l'on voit que la résultante ou la pression totale N étant représentée par la distance AB des deux appuis, les deux pressions individuelles de ces points sont représentées réciproquement par leurs distances à la pression totale.
Si le corps repose par trois points A, B, C (Gg. 63) , la résultante N des forces appliquées ^'%- ^■ doit passer en quelque point O dans l'intérieur du triangle ABC (192). Si de l'un des angles, de l'angle A, par exemple, on mène la ligne AO, et qu'on la prolonge jusqu'à sa rencontre en I avec le côlé opposé BC , la force N se décomposera en deux autres parallèles p et n appliquées aux points A et I. Ensuite, la force n se décomposera en deux autres parallèles ç et r appliquées en B et C; de sorte que les trois forces^, q, rexprimeront les pressions respectives des trois appuis, A, B, C.
Formons autour du point 0, comme sommet, et sur les trois côtés respectifs BC, AC, AB comme bases, les trois triangles BOC, AOC, AOB. Si l'on représente la pression totale exercée en O par l'aire du triangle ABC, les pressions exercées aux trois angles A, B, C seront représentées par les aires respectives des
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iriingles BOC , AOC . AOB foRDës sor les côlB
opposés.
Car U force >', appliquée en O, cstàUfans p, applîqoée en A , comme AI est à 01 : tam les irûftgles BAC, BOC, avant même BC, soat entre eux comme lems kxntenrSf M comme les lignes Al et 01 égalcineni iadi sur la hase; oa a dooc N :^ :: ABC : BOC Haïs no même raisonnemenl pcxwTerait qa'w a N : ç ;: ABC : AOC; et \ : r :: ABC : AO»j
Locspe le cxiq» s'appuie sar le plif
pu plus de trois potots . o« sealement fU InMS slk loaibail ea ligne droite) , les pro* 900S indn idoelks des appuis sent iodéto^^ minées, parre qu'il v a une înGoîlê de nières de décoatpostr la force N en d'astn^ îorocâ parallèles appiiqnécs en ces points. ,
U suffit qoc ces prmriiMT iadindoellea (asseat à ces coMËtkns : 1*. qu'elles t toutes de même seas q«e la preasàoa twtaiÉ s*, qu'elles puissentse "■—y^wr en ot»e sealcv ^ale à cette pnm o m haâaie et appUqi mi^me pcûnt O. Cette
trois tiquatioos.
k pvemiefvexpnDMq
U Mmtue de» pr egi o i est épàc â la
. et le» dcwc autres, q«e la soaune
mometis des pressions individuelles, par rapport à deux axes quelccoques tirés daus le plan des appuis, est égale au moment de la pression totale, par rapport aux mêmes axes (84-137).
igS. Si l'on veut considérer actuellement l'équilibre d'un corps qui s'appuie à la fois contre plusieurs plans , on observera que chacun de ces plans fait naître, aux divers points de contact , des résistances de même sens , perpendiculaires à ce plan , et qui par conséquent se composent toujours en une seule, perpendiculaire au même plan. 11 faut donc que toutes les forces appliquées soient en équilibre avec ces diverses résistances , qui seront en mênie nombre que les plans d'appui ; et parconséquent les forces qui tiennent eu équilibre un corps appuyé sur plusieurs plans doivent toujours se réduire à autant de forces, dirigées perpendiculairement vers ces plans respectifs, et qui tombent, pour chacun d'eux, dans l'Intérieur du polygone formé par les points de contact.
ig6. On voit par là que si le corps ne s'appuie que sur deux plans, en deux points par exemple, et n'est sollicité que par une seule force, ou par des forces qui aient une n
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tante anique, cette force ou cette résnll
ttntque doit pouvoir se décomposer ea deux] autres dirigées suirant les normales mené) aux deux plans par les points de contact. Ainsv il faut que les deux normales aillent concoaiir en ua même poiat situé sur la direction de la force qui presse le corps , et se trouvent dans uD même plan avec elle. D'ailleurs, cette force doitêtredirigéedans l'angle des deux normales, qui est opposé à celui des deux plans, et son action doit avoir lieu vers cet angle , afin qoe ses deux composantes suivant les deax normales tendent à pousser le corps contre les plans, c'est-à-dire en sens contraires des résistances qa'ils font naitre.
197. Si le corps s'appuie par trois points sur trois plans difFérens, la force qui le presse doit être réductible a trois autres, dirigées saivant les trois normales menées aux plans par lc»-j points de contact.
Mais il ne faut pas conclure de là que leàr trois normales doivent concourir eu un même point sur la direction de la force, ni mèmSr qu'il doive y avoir une seule rencontre entre' deux de ces quatre lignes; car trois forces qui nft se rencontrent pas peuvent se composer en ''.et une seule force peut se décom-^
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poser suivant trois directious qui ne rencontrent pas la sienne, et qui ne se rencontrent pas entre elles (^S).
application de la théorie à quelques exemples.
198. Ce que nous veDons de dire contient toute la théorie de l'équilibre des corps qui s'appuient sur des plans. Nous allons en faire quelques applications très simples.
Soit un corps de figure quelconque, appuyé par un nombre quelconque de points, ou par une base finie, contre un plan inébranlable LDK (fig. 63) , et sollicité par deux forces P FLg. gj. et Q qui le tiennent en équilibre sur ce plan.
D'après ce qu'on a trouvé (192) , les deux forces P et Q doivent donner une résultante unique N normale au plan; par conséquent leurs directions doivent concourir en quelque point , comme en F , et se trouver dans un plan perpendiculaire au plan LDK. De plus , la direction de cette résultanle doit aller rencontrer. le plan LDK en l'un dos points de contact du corps , ou dans l'intérieur du polygone formé par les points de contact.
Supposons que toutes ces conditions soient remplies, et voyons simplement quels sont les rapports des forces P , Q , et de la pressi exercée sur le plan.
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verticale et passera au centre de (gravite de ce corp^:.
MenoiiR le plan horizontal [JÎHquiconpele premier suivant LD, etHoiPinons le planLDK, sur lequel le corps s'appiiie, \e plaji incliné. Le plan des deux forces P et Q , qui sera , d'une part, perpendiculaire au plan incliné , comme passant par la normale FN , et de l'autre perpendiculaire au plan liorizontal, comme passant par la verticale FP , coupera ces deux plans suivant deux droites AB , AC, perpendiculaires à leur commune intersection LD, et qui comprendront entre elles l'angle formé par le plan incliné avec l'horizon.
Représentons simplement le plan horizontal par l'horizontale AC (Hg. 64 J, et le plan ''is- Hincliné, par la ligne AB oblique à la première. D'un point quelconque B , pris sur AB , abaissons une perpendiculaire BC sur AC, et dans le triangle rectangle AlSC nommons, suivant l'usage , l'hypoténuse AB , la longueur du plan incliné ; le côté BC , sa hauteur , et le côté AC, sAbase.
La ligne FP étant perpendiculaire à AC, l'angle PFN sera égal à l'angle BAC, et la proportion Q : P :: sin PFN : sin QFN, deviendra
Q : P :: sin BAC : sin QFN.
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Si la puissance Q est doDnée en grandeur seulement , on trouvera par cette proportion , où il n'y aura que sîn QFN d'inconnu, sous quel angle QFiV cette puissance Q doit agir pour faire équilibre au poids P. Or, comme à un même sinus répondent deux angles supplémens l'un de l'aulre , on voit que la même puissance Q pourra être employée de deux manières différentes pour faire équilibre à la résistance : soit en faisant avec la normale FN au plan incliné, un angle QFN trouvé par la proportion ci-dessus; sott en faisant avec la même ligne l'angle Q'FN supplément du premier.
On trouvera, par Ja même proportion, la grandeur de la puissance Q, lorsque l'ou connaîtra sa direction, ou l'angle QFN qu'elle forme avec la normale.
3QO. Le cas où la puissance Q est la pli petite à l'égard de la résistance P, est celai où l'angle QFN a le plus grand sinus, puisque la puissance est toujours en raison inverse de ce sinus; mais le plus grand sinus répond à l'angle droit; donc la puissance est alors per* pendîculaire sur la normale FN , ou parallèle au plan incliné.
Dans ce cas , l'angle QFN est égal à l'angle droit ACB(Jig. 65), et la proportion précé- iig,65. ■ dente devient Q : P :: sin BAC ; sin ACB;mais dans le triangle ABC , les sinus des angles A et C sont proportionnels aux cotés opposés BC , AB , et par conséquent on a
Q:P :: BC: AB
c'est-à-dire que, lorsque la puissance est parallèle au plan incline', elle est au poids tbi corps qu'elle y retient en équilibre, comme la hauteur du plan est à sa longueur.
201. Un corps pesant, abandonné à luimême sur un plan incliné, ne tend donc à glisser le long de ce plan qu'en vertu de la pesanteur diminuée dans le rapport de la hauteur du plan à sa longueur, et c'est cette pesanteur \fi long du plan que l'on nomme la pesanteur relative , par rapport à la pesanteur le long de la verticale, quel'on nomme pesanteur absolue. On voit que la pesanteur aKsolue étant représentée par la lonn;ueur du plan incliné, la pesanteur relative est représentée par sa hauteur; ou bien , la pesanteur absolue étant représentée par le sinus de l'angle droit ou par l'unité, la pesanteur relative est représentée par le sinus de l'inclinaison du plan. Lorsque
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cette înclinaison est nulle, ou lorsque le plan est horizontal, la pesanteur relative est nalle, et le corps reste en repos sur le plan , comme cela doit être; lorsque l'inclinaison du plan est égale au tiers d'un angle droit, la pesanteur relative est la moitié de la pesanteur absolue; elle se confond enfin avec la pesanteur absolue , lorsque l'inclinaison du plan est égale à l'angle droit, et que, par conséquent, le plan incliné est devenu vertical.
En général, pour comparer les pesanteurs relatives sur des plans différemment inclinés, on n'aura qu'à comparer les sinus de leurs inclinaisons.
Donnons la même hauteur BC à deux plans ■i. différemment inclinés, et adossons-les comme on le voit dans la figure 66 : les pesanteurs te long de ces plans seront réciproques à leurs longueurs AB, BD; car elles sont directement proportionnelles aux sinus des angles A et D qui mesurent les inclinaisons des plans, et, dans te triangle ABD , ces sinus sont proportionnels aux côtés opposés BD et AB.
Donc, si l'on a deux corps pesans M el !f appuyés sur ces plans adossés , et qu'on les lie entre eux pai' un lîl qui passe sur une poulie de renvoi placée en B, de manière que leS deux parties rectilignes du fil soient parallèle^
à ces plans respectifs, ces deux corps ue poui-ront se faire équilibre, à moins que leurs niasses ne soient proportionnelles aux longueurs AB et BD des deux plans sur lesquels ils reposent.
a02. Lorsque la puissance Q (fig. 67 ) est Fig, 67. Iiorizontate, et par conséquent parallèle à la base AC du plan incliné , l'angle QFN devient égal à l'angle ABC , et l'ou a
Q : P ;: sin BAC : sin ABC,
ou bien
Q :P ;: BC: AC
c'esl-à-dire que , si la puissance est horizontale f elle est a i poids du corps (qu'elle tient eu équilibre sur h plan incliné, comme la hauteur du plan est à sa base.
2o3. Le cas où la puissance est la plus grande à l'égard du poids, est le cas où l'angle QFN devient nul. La puissance Q est aloi-s perpendiculaire au plan incliné, et la proportion Q : P ;: siuBAC : sin QFIM donne pour sa va-
, ^ PxsbBAC leur, y= =Qo .
D n'y a donc pas, à proprement parler, de maximum pour la puissance; mais ce résultai nous apprend qu'aucune force, quelq
e résultai 1
ue grande I
qu'elle Suit, ne peut empêcher un corps pe^ sant de glisser le long d'un plan incliné, en lepres.sant perpendiculairement contre ce plan. Si nous voyons tous les jours arriver le contraire, c'est que les surfaces des corps, même les mieux polis , sont hérissées d'une infinité d'espérités qui s'engagent entre elles dans le contact de ces surfaces, et les empêchent de glisser librement les unes sur les autres. Or, nous avons fait abstraction de cette propriété des Corps, et de la résistance particulière qw en résulte, et que l'on nomme la ^rce du frottement.
204. Lorsqu'un corps pesant s'appuie à h fois sur plusieurs plans inclinés, en considérant son poids comme une force verticale qui passtf par son centre de gravité, on trouvera les conditions de l'équilibre d'après ce qui a été .ditCigS) , et les pressions respectives que souffrent les points de contact, lorsque ces pressions seront déterminées.
Si nous considérons simplement le cas où \e i. corps est soutenu aux deux points letO (fig. 68)| pardeux plans inclinés Hï, HO, il faudra(ii que les deux normales lA , OA, à ces plans «. aillent concourir en un même point A de ht verticale GP qui passe au -centre de gravité G
du corps, et qui représente la direction de son poids. De plus, comme le poids P de ce corps doit pouvoir se décomposer suivant ces normales, il faudra qu'elles soient toutes deux dans un même plan avec la direclion GP, et par conséquent, dans un plan vertical.
Ces conditions suffisent pour l'équilibre, et si l'on prend, sur la direction du poids, une partie quelconque AD , qui représente sa quantité, et qu'on achève sur AD comme diagonale, et suivant les directions AI et AO, !e parallélogramme ABCD, la force P se décomposera en deux autres, représentées par les côtés AB et AC de ce parallélogramme.
Ces deux forces seront respectivement détruites par les deux plans mclmés, et donneront en même temps les valeurs de leurs pressions individuelles.
Observons que le plan des deux normales lA, OA, étant à la fois perpendicnlaire aux deux plans inclinés, est perpendiculaire à leur commune intersection; mais ce plan est en même temps vertical, puisqu'il passe par la verticale GP; donc la commune intersection des deux plans inclinés doit être perpendiculaire à un plan vertical; donc elle est horizontale. Ainsi un corps pesant ne peut rester en équilibre entre deux plans inclinés.
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à moins que leur intersection ne soit faori'
zoQtale, i:e qui paraissait d'ailleurs assez évl-
dent.
^H De la vis.
2o5. La vis est une machine qui se rapporte à la fois au levier et au plan incliné. On y considère en général l'équilibre d'un corps qui se trouve en même temps assujetti à tourner autour d'un axe fixe, et à descendre uniformément le long de cet axe, en s'ap* puyant sur une surface inclinée.
Mais pour expliquer cbircment la construction de cette machine, considérons d'abord nn Fig. 69. c^-lindre droit ABCD (fig. 69} que l'on développe sur un plan. Le développement est un rectangle BEMC dont la bnse BE est égale en lonj^ueiir à la circonférence du cylindre, et peut s'exprimer par aiîsrn, en nommant rie rayon du cylindre, et iw le rapport de la circonférence au diamètre.
Divisons le côté BC en parties égales BA, RQ, QP, etc.; et, après avoir pris sur EM la partie EG=:BR, menons BG, et les parallèles RH,QK,etc.
Si l'on replie le rectangle BEMC sur le cylindre, la suite des droites BG, RH , etc., tracera sur sa surface une courbe continue que
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l'on nomme hélice, la pi-emière droile BG, formant une portion de l'hélice, qui commencera en B, et ahontira en B, où elle sera continuée par la seconde droite RH, et ainsi de suite. Chacune de ces portions de l'hélice, dont les deux extrémités viennent aboutir sur la même génératnce, et qui fait ainsi le tour entier du cylindre, se nomme spire; et l'intervalle compris entre deux spires consécutives , mesuré le long de la généralrlce , et qui est partout le même , se nomme le pas de l'hélice.
Puisque , dans le développement duc^'lindrc, l'hélice est une suite de lignes droites parallèles, il est clair que la propriété caractéris ■ tique de l'hélice est d'être partout également inclinée aux dïvei-ses génératrices qu'elle va rencontrer sur la surface cylindrique. Lorsque le cylindre est vertical, elle est donc partout également inclinée à l'horizon, et uq point a, qui repose sur cette hélice, et qui peut être regardé comme situé sur la tangente en ce point, est dans le même cas que s'il reposait en a' sur un plan incliné QHK, dont la base est QH ^ :iiffr^ et dont la hauteur HK est égale au pas de l'hélice , et sera désignée sim plenient par h.
ao6. Si l'on suppose donc que le point a soit preBsésiirrhélïcepaiMiiie force verticaleyi, et soit retenu en même temps par une force horizontaley, qui, appliquée tangentiellemenl au cylindre, empèclie ce point de glisser sur l'hélice, on aura (302)
/:;,:: HK:QH, OU J : p :i h '. i<arr.
Menons parle pointa l'hanzontale oo, qui rencontre en o l'axe FI du cylindre, que je suppose fixe. Prolongeons indéfiniment cette droite, et considérons-la comme un levier iaflexible, mobile autour du point fixe o.
Au lieu d'appliquer immédiatement an point a une force horizontale/, pour retenir ce poiot sur l'hélice, on pourrait appliquer une autre force parallèle q en un point quelconque du levier io; et cette forceç ferait sentir au pointa la même impression que la force/, si elle était à celle-ci dans la raison réciproque des deux hras de levier ho et ao, c'est-à-dire (en faisant ho^=-^j et observant que ao est le rayonr du cylindre) , si l'on avait
mais on a trouvé ci-dessus
J : p i: h : aiar.
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Donc, en multipliant par ordre, on aura
q '. p :: h: a-wR; c'est-à-dire que la puissance horizontale q sera à la force verticale p qui presse le point a sur l'hélice, comme le pas de l'hélice est à la circonférence qui tend à décrire la puissance q autour de l'axe du cylindre.
Observons que le rayon r du cylindre, ou la distance de l'hélice à l'axe, n'entre plus dans celte proportion. Ainsi, l'on aura toujours le même rapport entre la puissance (/ et la force ^, quel que soit le cylindre sur lequel l'hélice esl tracée , pourvu que le pas de cette hélice soit le même.
On ne doit pas perdre de vue d'ailleurs que l'on n'a supposé le cylindre vertical que pour mieux fixer les idées et simplifier le discours ; mais que tout ce qu'on a dit de la force verticale p et de ta puissance horizontale q, doit s'entendre en général d'une force parallèle à l'axe du cylindre, et d'une puissance qui agirait dans un plan perpendiculaire au même axe, à la distance R de cette ligne.
207. Actuellement il n'est pas difficile de définir la vis et de trouver les conditions de son équilibre.
La vis est un cylindre droit revêtu '9
d'un M
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fiktsaillaot engendré par le plan d'un triangle, ou d'un parallélogramme, ou d'une figure quelconque qui, s'appuyant par sa base suc une génératrice , tourne autour de l'axe du cylindre, en descendant le long d'une hélice tracée sur sa surface. Tous les points qui composent le filet de la vis peuvent donc être regardés comme appartenant à des hélices décrites sur des cylindres de même axe, mais de rayons diffcrens. Or, toutes ces hélices ont évidemment le même pas, et c'est ce que l'on DOinme le pas de la vis.
La génération de Yécrou est la même. Concevons une pièce M, de figure quelconque, pénétrée par le cylindre : le triangle ou le parallélograrame qui produit sur le cylindre le filet de la vis, produira dans l'intérieur de cette pièce un sillon ou creux parfaitement égal au filet , et que celui-ci remplira exactement; et cette suconde pièce , qui peut être regardée comme le moule de la première , forme Vécrou de la vis.
Maintenant, si l'une de ces deux pièces est fixe, il est clair que l'autre lui est tellemeul assujettie, qu'elle n'a plus que la liberté de tourner autour de l'axe du cylindre, et de descendre en même temps sur la seconde , comme sur une surface inclinée. Il y a donc, entre
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les forces qui se feraient équilibre sur la pièce mobile, des relations particuHèrea qui dépeodeul de son assujetlissemeot à la seconde'; et ce sont ces relations qui constituent les conditions de l'équilibre dans la vis.
On ne considère ordinairement que deux forces appliquées à la pièce mobile : l'une P parallèle à l'axe , et qui tend à la faire descendre en tournant autour de cet axe ; l'autre Q située dans un plan perpendiculaire à l'axe , et qui , au moyen d'un levier, tend à la faire remonter en sens contraire. Pour fixer les idées, nous supposerons ici que l'écrou soit mobile (fig. 70) Fig. 70. et que la vis soit fixe : le rapport des denx forces P et Q serait absolument le même dans le cas où, l'écrou étant fixe, la vis serait mobile.
D'abord , si l'écrou ne posait que par un seul point sur le filet de la vis, en nommant A le pas de la vis , et R ie bras de levier de la puissance ou la distance à l'axe, on aurait, d'après ce qu'on a vu ,
Q-.P-^.-a-srR.
Mais, en quelque nombre de points que l'écrou s'appuie sur le filet , on peut imaginer que la résistance P est décomptée en autant de forces parallèles p, p' , p''', etC;, qui
m auiani ■
[ui près- I
sga
sent en ces différens points, et que la puissance Q est partagée en autant de forces q , /f, q", etc., dont chacune fait équilibre en particulier à la force qui lui répond parmi les forcesp, p' , p" , etc.; et, comme on a constamment
q : p :: h: a-ar-R ,
q' ip' :: h: a-ia-R,
</''.p" :; h : 2«rR,
etc. ,
on aura
q^q'~\~q"... ouQip+p'-j-p"... ouP;: AlawRi
c'est-à-dire que, dans l'équilibre de la vis, h, puissance qui tend à faire tourner Vécrou à la résistance qui le presse dans le sens de l'axe, comme le pas de la vis est à la circonférence que tend à décrire la puissance.
Ainsi la puissance a d'autant plus d'avantage pour contre-balancer la résistance, m pour comprimer dans le sens de l'axe de la visi que cette puissance agit à une plus grande distance de l'axe, et que le pas de la vis est moindre.
Dn Coin.
aoS. Le coin est un prisme triangulaire AK
Fig. 73. (fig. 73}, que l'on introduit par l'une de sa!
arèles EF entre deux obstacles, pour exercer latéralement deux efforts qui tendeat à Ie$ écarter.
L'arèle EF, par laquelle le coin tend à s'enfoncer, se nomme le tranchant du coin; les deux faces adjacentes ADF£, BCFE, se nomment les côtés; et la face opposée ABCD, la tête.
C'est sur cette face qu'on applique le coup, au moyen d'un marteau ou d'un corps quelconque. Quelle que soit la direction du choc, on peut toujours concevoir son action comme décomposée en deux autres, Tune perpendiculaire à la tête du coin, et qui obtient tout son effet sur lui; l'autre parallèle, et qui ne lui imprime aucun mouvement, parce qu'elle ne peut tendre qu'à faire glisser le marteau sur ce coin.
Nous supposerons donc sur-le-cbarap que la puissance soit appliquée perpendiculairement à la tête du coin, et nous cbercherons simplement les efforts qui en résultent contre les deux obstacles perpendiculairement aux deux côtés. ,
Par la direction de la puissance P, et perpendiculairement aux arêtes du coin, faisons passer une section MNO (fig. 73); la ligne MN Hg. 7Î. pourra représenter la tète du coin, et les deux
lignes MO et ^0 les deux côtés. D'un point AH pris sur la direction de la puissance, abaissoni- ' deux perpendiculaiies AB, AC sur les côtés MO, NO ; prenons la partie AD qui représcnle la quantité et la direction de la puissance P, et achevons le parallélogrnmme ABCD.
La puissanceP, représeolée par AD, se décomposera en deux autres Q et R, représentées par AB et AC, et qui exprimeront les efforts exercés perpendiculairement aux côtés MpyiSO. - Onfluradoiic,P;Q:R, comme AD; AB:AC; ou j en mettant BD au lieu de AC , comme AD : AB : BD, c'est-à-dire, comn;ie les trois côtés dn triangle ABD.
Mais ce triangle est seml)IaWc an triangle MNO, parce que les côtés AD, Ali, BD soDt respectivement perpendiculaires aux trois côtés MN , MO, NO.
On aura donc
P:Q:R.::MN:MO:NOj
c'est-à-dire que, la puissance étant représentée par la tête du coin , les deux farces qui en resultent perpendiculairement aux côtés seront représentées par ces côtés eux-mêmes.
Si le triangle MîVO est isocèle, les deux 'forces Q et R sont égales, et la puissance P est à l'une d'elles comme la tète du coin est à l'un
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des côtés, qu'on peut oommer dans ce cas la longueur du coin.
Oa voit, par ce que nous venons de d!re, qu'à puissances égales, l'efforl exercé par le coin est d'autant plus grand, que la tête en est plus petite par rapport à la longueur.
De quelques Machines composées.
3og. Jusqu'à présent nous n'avons considéré qu'un seul corps solide, gêné dans ses aiouveiïiens par différens obstacles; et c'est ce qui forme les diverses machines simples. Nous allons considérer actuellement un assemblage de machines simples qui réagissent les unes sur les autres en vertu de leur liaison mutuelle; et c'est ce que l'on nomme une machine composée.
Si l'on ne suppose que deux forces appliquées à la machine composée, on voit que la machine simple, qui reçoit immédiatement l'action de l'une d'elles, transmet cette action d'après les lois de son équilibre , à la machine simple avec laquelle elle est liée ; que celleci la transmet de même à la machine suivante ; et ainsi de suite , jusqu'à la dernière qui communique l'action à la seconde force, ou à là résistance qu'il faut vaincre. Ainsi il est tou-
jours facile de déterminer le rapport de la puissance à la résistance, par une suite de proportions données par les lois de l'équilibre des machines intermédiaires ; et c'est ce qu'on ya vérifier tout à l'heure sur quelques exemples très simples.
Mais nous devons feiire observer que les questions suivantes se rapportent naturel lenieat au problème le plus général de la Statique, c'est-à-dire font partie de cette théorie étendue où l'on recherche les lois de l'équilibre dans les s_ystèmes dont la figure est variable suivant des conditions quelconques données. Les deuï axiomes qui servent de base à cette théorie sont:
i". Que si un système quelconque de points est en équilibre, chaque point doit être en équilibre de lui-même , tant en vertu des forces qui lui sont immédiatemeTit appliquées , qu'en vertu des résistances ou réactions qu'il éprowe de la part des autres points du système ;
2°. Que deux points ne peuvent agir ïun sur l'autre que dans la direction de la droite qui les joint, et que Vaction est toujours égal^ et contraire à la réaction.
Au moyen de ces deux axiomes et des conditions connues de l'équilibre d'un corps libre» on peut trouver les conditions de l'équilibre
d'un système qoelconque de corps, pourvu qu'on sache évaluer les résistances qui naissent de leur liaison mutuelle : car ces résistances étant une fois évaluées, il ne s'agit plus que de les combiner avec les forces donuées immédiatement par la question , et d'exprimer les conditions de l'équilibre de chaque corps, comme s'il était parlàitement libre dans l'espace.
Quoique nous ne puissions, sans passer les bornes de cet Ouvrage, traiter ici ce sujet avec toute la généralité dont il est susceptible, nous donnerons néanmoins les conditions de l'équilibre de quelques systèmes variables qu'on emploie souvent dans les arts, et que l'on a coutume de considérer dans les élémens de Statique, parce que les réactions des différens corps les uns sur les autres y sont très faciles à évaluer, et ne supposent guère que la composition des forces et les deux axiomes précédens.
Des Cordes.
aïo. Considérons premièrement un polygone funiculaire , c'est-à-dire un assemblage de points liés entre eux par des cordons parfaitement flexibles et inextensibles.
On sait d'abord que si trois forces P, Q, R
Fis- 74- (fig. 74) dirigées suivant les axes de trois corw dons AP, AQ, AR, sont en éqailîbrc autoar d'un même point A, chacune de ces força doit être égale et directement opposée à U résultante des deux autres.
I! faut donc, 1°. que les axes des trois cor» dons soient dans un même plan; a", que les rapports des forces soient tels, que cbacane d'elles puisse être représentée par le sinus de l'angle formé parles directions des deux autres. Ainsi l'on a , pour l'équilibre, cette suite de rapports :
P : Q : R :: sîn QAR : sin PAR : sin PAQ.
- ail. Si l'on suppose que les exirémilés des cordons AQ, AK, soient (ixes, les valeurs de Q et R, données par les rapports ci-dessus, expiimeront les eflbrls que supportent ces points fixes en vertu delà force P, ou les tensions des deux cordons AQ, AR.
On voit que ces tensions seront d'autant plus grandes que l'angle QAR sera plus obtus, et qu'elles deviendront infinies, si cet angle devient égal à deux angles droits.
Une corde tendue en ligne droite à deu»
points lixes sera donc nécessairement rompue
tpar la plus pelile foi-ce qui lui serait appliquée
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transversalement, si cette corde, n'étant pas susceptible de s'étendre , n'a pas d'ailleurs une résistance longitudinale inlînie.
2 1 2. Les coadïtîons précédentes pour l'équilibre des trois forces P, Q, R, supposent que le poini A soit invariablement attaché à chacun des cordons, on que le nœud qui les rassemble soit fixe : mais si le point A pouvait couler le long du cordon RAQ (fig. jS), comme ferait fi un anneau infiniment petit, enfilé dans ce cordon , alors il ne suffirait plus que les forces P, Q, R eussent les relations données ci-dessus, il faudrait encore que la direction de la force P divisât en deux également l'angle formé par les deux parties de la corde QAR.
En effet, si l'on suppose que l'équilibre ait Heu, e1 qu'on fixe invariablement deux points F et F' pris où l'on voudra sur ces cordons, il est clair que le point A est dans le même cas que s'!l avait la liberté de se mouvoir dans une ellipse dont F et F' sont les deux foyers, et AF, AF', les rayons vecteurs. Or, pour qu'il soit en équilibre sur cette courbe en vertu de la force P, il faut que cette force soit perpendiculaire à la tangente à l'ellipse en ce point (igo), et par conséquent divise en deux parties égales l'angle FAF' formé parles rayons vecteurs.
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Ainsi, darK le cas d'un noeud coulant, les deux parties de la corde le long de latjuelle le nœud peut glisser doivent être également ten-i dues.
31 5. On voit en même temps que, si l'oa suppose le point ou l'anneau A fixe, les deux forces Q et R, appliquées au cordon QAR qui passe sur cet anneau , doivent être égales entre' elles pour l'équilibre, et que la pression eser-i cée par les deux forces sur le point fixe Aest^ dirigée suivant la ligue qui divise en deux parties égales l'angle formé par les deux parties; du cordon. I
Quant au rapport de cette pression P àlj\| tension Q du cordon, on aura, en nommant* la moitié de l'angle QAR, P : Q :: sin a9[ ', sin a; ou bien, P t Q :: 2 cosœ : 1. |
D'où l'on voit que la pression exercée sur l^ point A est égale à la teusion de la corde mol' tipliée par le double cosinus de la moitié dej l'angle QAR.
ai4- Actuellement soient plusieurs poin^
A, B, C, D (fig. 76), liés entre eux par di
cordons AB, BC, CD, et tirés par des forc^
N,P,Q,R,S,T, suivant d'autres cordons,
mais de manière que chacun des points oa^
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uœuds A, B, C, D n'en assemble pas plus de trois en même temps.
Si tout le système est eo équilibre, chaque point doit être en équilibre de lui-même, en vertu des forces qui lui sont appliquées et des tensions des cordons adjaceus. Le point A, par exemple, n'étant lié Immédiatement qu'au seul point B, doit être en équilibre en vertu des deux forces N et P, et de la tension du cordon AB ; car les autres points C et D ne peuvent réagir sur lui que par le cordon AB.
Il faut donc que les (rois cordons AN, AP, AB soient dans un même plan; et, si l'on nomme X la tension du cordon AB, il faut qu^OQ ait les rapports suivons :
N: P :: sin PAB : sinNAB, P : X :: sin NAB : sin NAP.
De même , le point B doit être en équilibre en vertu de la force Q et des tensions suivant BA et BC. Or, la tension du cordon AB est la même que tout à l'heure; car l'action du point A sur le point B est parfaitement égale et contraire à l'action du point B sur le point A. Nous avons nommé X cette tension, nommons Y celle du cordon BC ; on aura
X : Q :: sin QBC : sin ABC, Q : Y :: sin ABC : sin QBA
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L'équilibre du point C donaera de même
Y : R :: sinRCD : sin BCD.
R : Z :: sîn BCD : sin BCR.
Od aura de même pour le point D deux proportions, etc. j et ainsi de suite, s'il y avait an plus grand nombre de points,
En multipliant par ordre uQ nombre couvenable de ces proportions, on trouvera le rapport de l'une quelconque des forces, à (elle autre foi-ce ou tensiou que l'on voudra. Si l'on multiplie les trois premières, par exemple, ou aura le rapport de N à Q. Si l'on multiplie les quatre premières, on aura celui de N à la tension Y ; etc.
ai5. Si les directions prolongées des forces P, Q, jR, S divisent en deux parties égales les angles respectifs, NAB, ABC, BCD, CDT du polygone funiculaire, les cordons AN, AB, BC, CD, DT seront tous également tendus; car ou aura, par les rapports précédeos,
De plus, en nommant la-, 2/3, 2.y , 2/ les angles du polygone, on aura, par les mêmes proportions, P ; Q : R : S :: cosa : cos^ : cosy : cosj ;
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c'esl-à-dire que les forces appliquées aux divers angles du polygone seront proportîoniielles aux cosinus des moitiés de ces angles. Donc, si, au lieu des forces P, Q, R, S, on substitue des points fixes A , B, C, D par-dessus lesquels passe la corde NABCDT; d'abord , les deux forces N et T qui tirent les extrémités de celte corde seront égales entre elles, et la corde sera partout également tendue ; et en second lieu , la corde pressera sur chaque point en raison du cosinus de la moitié de l'angle formé en ce point; car chacun des points fixes A , B, C , D , tient lieu d'une forcée qui divise en deux également l'angle formé par les deux parties de la corde qui y passe (2 \ 3),
316. Supposons que les deux côtés contigus AB, BC soient égaux : le cosinus de la moitié de l'angle compris est marqué par le rapport de l'un des côtés au diamètre du cercle qui passerait par les trois points A, B, C. Donc, si tous les côtés du polygone funiculaire sont égaux entre eux, on peut dire que les forces P, Q, R, S sont réciproques aux diamètres de ces différens cercles dont chacun passe par trois angles consécutifs du polygone.
Or, en considérant une courbe comme nn polygone d'une infinité de côtés égaux, chacun
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des cercles dont il s'agit devient, en chaque
point de la courbe, ce qu'on nomme le cercle
osculateur , c'esl-a-àire le cercle qai a la même
courljure.
Donc , lorsqu'une courbe funiculaire , rentrante sur elle-même, ou dont les deux boul^ sont fixes, est tirée en tousses points equidistans par une infinité de forces normales qui se font équilibre, la corde est partout également tendue, et chaque force normale à la courbe est réciproque au rayon de la courbure dans le point oii cette force est appliquée.
On a un exemple très simple de cet équilibre dans une corde tendue par deux forces sur le contour d'une courbe fixe {melconqucj car chaque point de la courbe fixe tient lieu d'une force qui serait dirigée suivant la normale à cette courbe. Ainsi dans l'équilibre de la corde, la tension est partout la iT)énie,el chaque point de la courbe fixe est pressé suivant la normale en raison inverse du rayon de courbure.
217. Le polygone funiculaire NABCDTélaDi eu équilibre en vertu des forces N, P, Q, R, S, T, concevops que sa figure devienne pîu^ faîtement invariable, de manière que les points A, B, C,D ne puissent plus cbanger leurs
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distances muluelles; il est clair que l'équilibre subsistera toujours. Mais alors les forces N, P, Q , R , S , T étant en équilibre sur uu système invariable, l'une d'elles est égale et directenaent opposée à la résultante de toutes les autres ^ ainsi ces autres forces ont une résultante. Or, comme cette résultante est exactement la même qae si toutes les composantes s'étaient réunies parallèlement à elles-mêmes en un point quelconque de sa direction, il s'ensuit que chaque cordon est tendu par la force qui le sollicite , comme il le serait par la résultante de toutes les autres forces qu'on y transporterait parallèlement à elles-mêmes.
ai8. Lorsque les cordons extrêmes aN, DT sont dans un même plan , les deux forces N et Tout une résultante; et, d'après ce qu'on vient de dire, cette force doit être égale et directement opposée à la résultante V des autres forces P, Q, R , S , comme si le polygone était invariable de ligure. La résultante des forces P, Q, R, S appliquées aux angles du poljgone, doit donc passer par le point oit vont concourir les deux cordons extrêmes; et par conséquent si les deux extrémités N et T de ces cordons sont fixes, on aura sur-le-champ \es deux eftbrts que supportent ces points fixes,
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ou les tensions des cordons AN, BT , un dëcomposaot, au point ^ la résultante V en deu forces IV et T dirigées suivant ces cordons.
On trouverait de même les teusions de deui cardons quelconques situés dans un même plan , en prenant la résultante des forces appliquées sur les nœuds iutemiédiaires, et h décomposant suivant ces deux cordons au point où ils concourent ; car si un pol^goat funiculaire est en équilibre, une partie quelconque de ce polygone est aussi en équilibre d'elle-même, en vertu des forces appliquées sur cette partie , et des tensions des deux derniers cordons que l'on y considère.
219, Lorsque les directions des forcesP,Q, Fig.;7. R, s, sont toutes parallèles (Hg. 77), on a toujours pour les forces et les tensions les mêmes proportions que ci-dessus (a 14); niais îl faut une condition de plus pour l'équilibre ; c'est que toutes les forces P, Q, R, S et les côtés du polygone soient dans un même plan.
Car, autour de chaque nœud , les cordons doivent être dans un même plan (210) : mais, si le cordon BQ est parallèle au cordon AP, le plan PAR des trois premiers cordons est le même que le plan ARQ des trois suivans, et ainsi de suite.
Dans cette hypothèse de puissances parallèles, comme on a
sinPAB=sinQBA, sio QBC=smRCB, etc.,
on trouvera par les proportions (314) lue les tensions successives N, X , Y, Z, T, sont réciproques aux sinus des inclinaisons des cMés sur la direction des puissances parallèles P, Q, H, S, et qu'ainsi chacune des tensions est représentée par la sécante de son inclinaison sur une perpendiculaire à ces puissances.
Cela pourrait se voir aussi, comme au n" 2 1 8, en comparant immédiatement les tensions de deux côtés quelconques, qui seront toujours ici situés dans un uièrae plan.
Mais, pouravoirdes expressions plus simples et plus commodes, regardons toutes les forces appliquées au polygone comme étant verticales, et supposons qu'un des côtés de ce polygone soit horizontal.
Si l'on voulait comparer la tension t d'un côté quelconque à la tension a do côté horizontal d'où l'on part, on imaginerait ces deux côtés prolongés jusqu'à leur rencontre, et l'on supposerait en ce point une force verticale V égale à la somme des puissances appliquées sur les nœuds intermédiaires, et qui ferait équilibre aux deux (casions a et t.
ac
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On aurait donc, en nommant qt l'inclioaison de la tension t sur la tension horizontale a,
: cos ^ ,
out=^a séc 9 : d'oii l'on voit que , dans té' quilibre d'un polygone, funiculaire tiré par des puissances verticales;, la tension de chaque côté est proportionnelle à la sécante de l'an^k que fait ce côté avec l'horizon.
On aurait ensuite
ce qui doune la teaniou d'un c6té quelconque exprimée par son inclinaison sur le côté horizontal, et par la somme des puissances parallèles qui agissent entre ces deux côtés.
On aurait enfin (ce qui, d'ailleurs, est une suite des deux proportions précédentes)
y la '.'. sin^ ; cos q) ,
ou V = « tang 9; d'où l'on tire ce théorème relatif à la figure que prend le polygone en vertu des forces appliquées : la tangente de ^inclinaison de chaque côté sur l'horizon est proportionnelle à la somme des puissances verticales appliquées sur le contour, depuis le côté h plus bas Jusqu'à celui que l'on co/istdére.
De la Chaînette.
320. On peut considérer une corde pesante comme ua fil chargé d'une infinité :de petits poids distribués sur toute sa longueur, on comme un fil sollicité en tous ses points par de petites forces verticales, et par consér[uent parallèles. On voit donc que si coite corde est attachée à deux points fixes S et T (fig. t8), F elle ne peut demeurer en équilibre, à moins qu'elle ne soit tout entière dans un plan vertical. Elle forme alors un polygone funiculaire d'une infinité de cotés, ou plutôt une ligne courbe que l'on nomme la chaînette.
Pour trouver les efforts que la coi-de exerce sur les deux points S et T qui la soutiennent, on mènera à la courbe en ces points deux tangentes SOj TO, qui seront comme les prolongemens des derniers côtés du polygone funiculaire; appliquant ensuite au point une force égale à la resnltante de tontes les forces qui la sollicitent , c'est-à-dire égale au poids total de la corde , on décomposera cette force en deux autres dirigées suivant les tangentes OS, OT, et qui exprimeront les charges respectives des deux points de suspension(2i8).
On trouverait de même la tension de la
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corde en un point quelconque, en imaginant que ce point est fixe , et en cherchant, comme ci-dessus, la charge qu'il éprouve par le poids du reï^te de la corde qui demeure en équilibre au-dessous.
Au reste, si l'on nomme t la tension en m point quelconque M de la chaînette, a celle quia lieu au point B le plus bas, V le poids de l'arc s compris entre ces deux points, et ç l'angle formé avec la ligne horizontale par la taugeate à l'uxtréniitc de l'arc s, on aura entre ces quatre quantités les mêmes équations qu'au n'aig.
On voit donc, par la première équaticm t=:asécip, que, daits une corde pesante en équilibre, la tension en chaque point varie comme la sécante de l'inclinaison de la courbe sur la ligne horizontale.
Par la seconde équation Y = t sÎd (p , oq voit que la tension à l'extrémité d'un arc quelr Conque de la corde est égale au poids de cet arc divisé par le sinus de l'inclinaison de lu corde en ce point.
Et l'on doit remarquer que ces équations OQt lieu, quelle que soit l'inégalité de la corde ou chaîne pesante que l'on considère.
Si la chaîne est uniforme, on peut représenter le poids V de l'arc s par la longueur de cet arc lui-même, el la troisième équatioa
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devient s^a tang (p : équation très simple de la chaînette entre les coordonuées s et <p.
Ainsi la chaînette est une courbe telle , que la tangente de son inclinaison sur un axe horizontal augmente comme la longueur de tare à partir du point le plus bas.
Cette courbe est donc la même à gauche et à droite de l'axe vertical qui passe par le sommet B ; et , comme la parabole , elle a deux branches égales qui s'étendent à l'infini.
Il est même aisé de voir que le rayon R delà courbure y est exprimé parR=a: cos *(p, et qu'ainsi il est réciproque au carré du cosinus de l'iDcHnaison de la courbe sur son axe horizoDtal.
Car , en considérant une courbe comme un polygone d'une infinité de côtés égaux c, on a pour le rayon R du cercle décrit sur deux côtés consécutifs comme cordes , R = <: : 2 sïn e , en nommant 2s l'angle extérieur du polygone (216).
Or (p étant l'inclinaison du premier côté, et par conséquent <p-\-2ê celle du second, on a ici par les équations s^= a tangip et .f + c = n lang ( (p+ 2e), c^a (tang (jp H~ as) — tang 9) , expression qu'on peut ramener à celle-ci:
COS,*. COS C* + 2l),
,. On a. donc
d'où l'on tire, en faisant TaD^le extérieur ii égal à zéro (afin de passer du polygone à la courbe même ) ,
ce qu'il fallait démontrer.
221. Ce qu'on vient de dire d'une corde pesante, ou d'un assemblage de petits corps pesans unis ensemble par un fil inextensible, pourrait s'appliquera plusieurs globules ap' puyés les uns contre les autres , et qui se soutiendraient nmtucll'niicnt eu voûte. Ils doivent jiCFecter alors la forme d'une chaînette renversée. Car, si tous ces globules, à causede leur impénétrabilité mutuelle, sont en équilibre en vertu de leur poids, ou des forces verticales qui les sollicitent, IL est clair qu'ils demeureraient encore en équilibre si ces forees venaient toutes à agiren sens contraire, pourvu qu'alors on supposât tous ces globules liés deux à deux par un fil inextensible; mais alors ce fil formerait une chiilnette ren-
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versée : donc îl a actuellement celle figure. C'esl encore la figure que prendrait une , voile verticale enflée par le vent. Car, consi- I dérez dnns celte voile une section quelconque horizontale i que nous regarderons comme un polygone d'une infinité de côtés ég.iux. Il est visihle que le nombre des molécules d'air qui viennent rencontrer un de ces côfés, est proportionnel , non pas à la longueur c de ce côté , mais à sa projection c. cos ^ sur une perpendicolaireà la direction du vent. Ainsi , la force qui vient surchaqnc élément de la courbe s est proportionnelle au cosinus de son inclinaison (P à la perpendiculaire dont il s'agit. Mais cette force n'agit pas tout entière sur la voile: car, à la rencontre du côté c, la vitesse v de chaque molécule d'air se décompose en deux : l'une v sin (p parallèle à c , et qui ne tend qu'à faire glisser cette molécule sur la voile sans y produire aucun effet ; l'autre v cos <p perpendiculaire au côté c, et qui seule agit pour tendre cette voile. La force normale qui presse chaque élément de la courbe s est donc proportionnelle à cos'ip.
Mais une courbe étant tenue en équilibre par des forces normales appliquées en tous SCS points équidistans, chacune d'elles (316J est réciproque au rayon de la roni-bure
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poulie est eu e'quïlibre d'elle-même, en verlu des forces ou des tensions qui agissent sur elle.
Ainsi, nommant r, /, r" les rayons respectifs des poulies; c, c', e", les sous-tendantes des arcs embrassés par les cordons j X la tension du premier cordon; Y celle du suivant; on aura pour l'équilibre delà poulie A (i85),
On aura de même pour l'équilibre de la poulie A',
Y : X :: 7^ : c'; et pour la troisième À",
Q : Y :; 7^' : c" ; êl multipliant par ordre, il viendra Q:P :: n^t" : cc'c",
c'est-à-dire, la puissance esta la résistance comme le produit des rayons des poulies est au produit des sous-tendantes des arcs embrasses par les cordons.
223. Si tous les cordons deviennent parallèles (fig, 8o), les sous-Iendantes c, c' , c",de- f'G- i viennent égales aux diamètres ar, sr', ar", et l'on a, en divisant les deux termes du dernier rapport par le produit rr'r",
Q : P :: i : a.a.a, c'est-à-dire qu'en général la puissance est au poids comme l'unité est au nombre 3 élevé à une puissance marquée par le nombre des poulies.
C'est le cas ie plus favorable à la pnissaDce; car le produit des sous- tendantes c, e' , (/est le plus gTiind possible, lorsqu'elles sont égales aux diamètres.
Si, dans chaque poulie, l'arc embrassé par la corde était le tiers de la demi-circonférence, les sous-tendantcs de ces arcs seraient égales aux rayons respectifs des poulies, et la puissance serait égale au poids.
924. Une moi^e es! un système de poulies assemblées dans une même chape , ou sur des 1, axes particuliers (Bg. 81 et 83) ou sur le même ■ axe(fîg. 85;,
Considérons deux moufles, l'une fixe et l'autre mobile , et supposons que foutes lei poulies soient embrassées par une même corde attachée par une extrémité à la chape de l'une des moufles , et tirée à l'autre exlréniité par une puissance Q, qui fait équilibre à un poids P suspendu à \,\ ninufle mobile.
Si l'on suppose, ce qui a presque touiouiS lieu d'une manière sensible, que les diverses
parties de la corde soient parallèles, il est visible qu'on aura, Ut puissance Q est à la résistance P, comme l'unité est au nombre des cordons qui soutiennent la moufle mobile,- car toutes les poulies étant embrassées par la même corde, et devant être en équilibre, cliaciine en particulier, les cordons sont également tendus. On peutdonc considérer le poids P comme soutenu par autant de forces égales et parallèles qu'il j a de cordons qui vont directement d'une moufle à l'autre, et par conséquent l<i tension de l'un de ces cordons, ou - la puissance Q est au poids P , comme l'unité est au nombre de ces cordons.
Ainsi dans le cas de la figure 81 , la puissauce est le sixième de la résistance; et dans le cas de la figure 82, elle n'en est que le cinquième, parce qu'il y a un cordon de moins pour soutenir la moufle mobile.
3 25. Considérons enfin un système de tours, A, A', A" qui réagissent les uns sur les autres, comme on le voit dans la figure 84. Soient r, r', t" les rayons respectifs de leurs cylindres ; H., R', R" ceux de leurs roues. La corde appliquée taogentiellement au premier cylindre porte un poids P, et la corde appliquée à roue, au lieu d'être tirée immédiatement p
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une paissaoce, est attachée aa cj^Uadre da second tour A'. La roue de celnî-ci est de même tirée par nue corde qui passe sur k cylindre da troisième tour A" et ainsi de suite JQsqn'aa dernier, dont la roue est tirée par II puissance Q.
Si le système est en équilibre , chaque tou est en équilibre de lai-même en vertu dtf tenions des cordons qui sollicitent le cytiodn et la rone. Ainsi, en nommant X la tensiW' du cordon qui va du premier toor au second, ou aura (t86)
en nommant Y celle da cordon suîvsnf, on aura
Y:X :: r" :R', et de même pour le dernier tour,
Q : Y :: /' : R'; el multipliant par ordre,
Q: P:: r//':RR'R',
c'est-à-dire, la puissance est à la résistance \ comme le produit des rayons des cylindres ut | au produit des rajotis des roues.
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Des Roues dentées.
226. Si l'on rapproche tous ces tours, de manière que la roue du premier devienne tangente au cylindre du second , et que la roue de celui-ci soit tangente au cyliodre du troisième, et ainsi de suite; et si l'on suppose que chaque roue s'engage au cylindre contîgu, de telle sorte qu'elle ne puisse tourner sans faire tourner ce cylindre, et réciproquement, on pourra supprimer les cordes qui lient tous ces tours, et l'on aura toujours le même rapport que ci-dessus entre la puissance et la résistance.
Pour engager solidement chaque roue avec le cylindre du tour suivant (Hg, 85), on pra- Fii;. 85. tique à leurs circonférences des dents également espacées, qui engrènent les unes daos les autres, de manière que chaque roue, qu'on nomme alors roue dentée , ne peut tourner sur son axe, sans que le cylindre, qu'on nomme alors pignon, ne tourne en même temps sur le sien.
On a donc, pour l'équilibre de deux forces qui réagissent l'une sur l'autre au moyen des roues dentées: la puissance est à la résistance comme le produit des rajons des pignons est au produit des rajons des roues.
Du Cric.
337. On considère, dans le cr/c simple, un pignon que l'on fait tourner sur son axe an Fig. 86. moyen d'une manivelle (fîg. 86 } ; ce pignoQ engrène avec une barre inflexible dentée, de manière qu'en tournant sur son axe, il oWîge la barre à se mouvoir dans le sens de sa lon-
■gueur. En supposant donc une résistance qui s'oppose directement au mouvement de cette barre, résistance que l'on peut considérer comme une force perpendiculaire à l'extreraité du rayon du pignon, il est visible que Ton aut'a : la puissance appliquée à la mam-
' veUe est à la résistance, dans le sens de la barre , comme le rayon du pignon est au rayon de la manivelle.
D'où l'on voit que l'effort exercé par le cric sera d'autant plus considérable que le rayon du pignon sera plus petit par rapport à celui ^e la manivelle.
Lorsqu'on veut augmenter encore la foret du cric, sans augmenter le bras du levier dt; la rpanivelle et sans diminuer le rayon du pignon, au lieu de faire agir immédiatemenl
. ce pignon sur la barre dentée, on le fait agir
Waxir une roue dentée intermédiaire , et c'est le
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ptgDon de celte roue qtii engrène avec la barre. Alors on a pour l'équilibre: la puissance appliquée à la manivelle est à la résistance, dans le sens de la barre, comme le produit des ra/ons des deux pignons est au produit du rayon de la loue par le rayon de la manivelle.
De la P^is sansjin.
258. On peut encore considérer une vis mobile autour de son axe, cl dotit le fîletmèneles dents successives d'une rûue à laquelle il se présente toujours d'une manière uniforme; et c'est ce qui compose la vis, sans fin.
Par l'équilibre de la vis, on voit (Hg, 87 ) que la puissance Q, appliquée à la maDiveile dont le rajou est R , est à l'efiForty, a,vçc lequel le filet presse la dent de la roue , comme le pas h de la vis est à la circonférence 2'SrR, quetendà décrîrela puissance; et Von 3:. <
Q;/:: ft-'a^a^R. ''
Actuellement si celte roue dentée/ d't(ii rayon A, fait tourner un cylindre de mèn^e axe, et monter un poids P, suspendu ay IjOyl d'une corde qui s'enroule sur ce cylindre, fln aura par l'équilibre du treuil, en nommant a le rayon du cylindre ,
Lbranche OA autour du point
linsi le point O de l'axe fixe
. genou tend à s'ouvrir, et le
i s'éloigner de A en glissant
lure AC. Donc, si l'on applique
ibrce convenable en sens contraire,
►" . équilibre à ia puissance; et c'est dans
jjport de ces deux forces que consiste la de cette macbine, qui dépend, comme on oit, de la théorie du levier et du plan incliné. Au lieu d'appliquer immédiatement la puis- ^ sance P à la branche OA, on l'applique ordinairement à une barre mn solidement liée avec elle; et c'est à l'aide de cette barre mn, qu'on agit sur le genou, pour exercer en B, le long de la rainure j l'effort Q ou la pression qu'on veut produire.
Supposons donc que la puissance F agisse au point n, perpendiculairement à la distance An, ce qui est la position la plus favorable à l'action de cette puissance; et réduisons toute la figure aux lignes droites OA , OB, AC , An, qui sont toutes dans un même plan avec les directions des forces appliquées.
Si l'on considère d'abord cette puissance P qui tend à faire tourner le levier AO autour du point A , et qu'on cherche avec quelle force X elle pousse le point 0> et par conséc
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!• point B , dans le sens OB , on verra , par la loi du levier , que ces deux forces P et X sont entre elles comme leurs bras de levier S.h et A/i , de sorte qu'on aura P : X : : AA : An ; on si l'on fait, pour abréger, le bras An = r, le cttlé A0=«', et par conséquent AA=: a sinO; en désignant par l'angle du genou, on aura plus simplement
P:X ::asinO:r.
Actuellement, cette force X qui pousse B vers le plan incliné AC, est à la force Q, qui retient ce poiut le long du même plan, comme le rayon est au cosinus de l'inclinaison OBA; de sorte qu'en nommant B cet angle , on a
X:Q:: ■ : cosB
et, multipliant par ordre, il vient P : Q :; asinO : rcosB,
proportion qui contient la loi cherchée de l'équilibre du genou.
35o. On pourrait encore présenfer la démonstration précédente d'une manière aussi simple et plus conforme à la méthode générale indiquée à la fin du o" 209 ; car le système étant supposé en équilibre, chaque partie doit être en équilibre d'elle-même, en vertu des
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forces appliquées et de la réaction qu'elle éprouve de la part des autres parties. Ainsi le ■levierOA doit être eu équilibre en vertu de la •jfmissance P et de l'actîon X du point B sur le point de ce levier, action qui ne peut avoii: lieu que dans le sens BO ; et l'on a
' P:X :: asinO:r.
Maintenant le point B doit être en équilibre de •Jiii-même, en vertu de la force Q qui le tire ■le long du plan BA, et de la réaction du point qui le pousse suivant OB contre ce même .plan ; et comme celte réaction, est encore égale .àX, ona, par la théorie du plan incliné,
X:Q::i:cosB
jOS qui redonne, en multipliant par ordre, la .même proportion trouvée ci-dessus, d'où l'on tire
■pour l'expression de l'elTorl Q exercé par liu puissance.
Remarque i
a5i. A mesure que l'angle B diminue, l'angle Ô du genou augmente; le facteur cos B '■■ '' donc sans cesse vers l'unité , et le facteoi
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diminue vers zéro , de manière qu'ils peuvent approcher de ces limites d'aussi près qu'on voudra. Or , la résistance Q étant proportionnelle à cosB et réciproque à siaO, on voit par cette double ratsOD , que la force Q augmente à mesure que les deux côtés du geuOB s'approchent d'être en ligne droite, et qu'à celle limite, elle serait inlînie : ce qui veut dire qu'elle augmente sans bornes, et qu'ainsi la pression exercée par le genou , dans le sens de la rainure , peut devenir plus grande que toute pression donnée.
On voit encore que la puissance a d'autant plus d'avantage , que le côté ÂO = a est plus court, et que le bras de levier An=ir est plus considérable. Par cette dernière raison , il y aura de l'avantage , pOur une même longueur de la barre mn , à implanter cette barre sur le côté le plus près qu'on pourra de l'angle du genou. Si la puissance P, au lieu d'agir perpendiculairement sur la ligne An, agissait sous on autre angle quelconque dans le même plan , il faudrait prendre, pour le bras de levier r, la distance de cetle force au point fixe.
S'il y avait plusieurs forces pour faire tourner le levier AO, il faudrait mettre dans l'équation ente, au lieu du moment Pr, la somme î raomens de toutes ces forces.
Du Genou isocèle.
252. Supposons qne le triangle AOB soit isocèle, et qu'ainsi les angles À et B soient égaux j l'angle devient le supplément de aB, et l'on a siq = 2 sin B ces B. La proportion donnée plus haut pour l'équilibre devient donc
P:Q :; aasinBtr, ou bien, si l'on aime mieux inti-oduire dans la proportion l'angle des deiix côtés du geQou> comme l'angle B est complément de ~ , on aura sin B = cos — , ou simplement sin B = cos <p ^ eu faisant, pour simplifier, - = <p, et la proportion sera
P : Q :: zacosç '.r,
ce qui donne une expression très simple de la loi de l'équilibre.
Mais on peut encore , au lieu des sinus ou cosinus, n'employer que des lignes tirées de la construction de la machine ; car il est évident que le terme aasin B, ou 2a cos <p, vaut deux fois la flèche 01=/ d'un arc de cercle qui serait conduit par AOB ; donc, si l'on voulait nommer simplement cette ligne 01 \& flèche du genou, la loi de l'équilibre pourrait s'en' de la manière suivante :
SbS.' élëmens
Dans Féquiïihre du genou dont les côtéi sont égaux , la puissance qui tend à J'aire tourner le premier côté autour de son extrémité fixe, est à la résistance que F extrémité mobile du second côté éprouve dans le sens de la rainure ^ comme le double de lafièchedugenouest au bras du levier par lequel agit la puissance.
233. J'ai fait abstraction du poids des partics de la machine, mais ilest bien aisé d'y avoir égard. El d'abord , l'axe ou la rainure AC élant supposée (ixe , son poid^ G ue change en rien la proportioo trouvée pour l'équilibre; il ne fait qu'ajouter à la pi-ession de cette barre sur ses appuis. Mais le poids de la première branche AO, que je représeutc par 20 , favorise l'action de la puissance ; et si l'on suppose , par exemple^ que l'axe AC soit vertical, et la branche AO d'une grosseur uniforme, de manière que son centre de gravité tombe au milieu de AO, il est évident que le poids 2^ ajoute au moment Yr de la puissance , le moment pf. Enân le poids 2p de la seconde branche BO, que jfi' suppose égal et appliqué de même au milieu de BO, peut se décomposer en deux force»
égales, l'une/» appliquée en 0, l'autre ^ ap-, plîquée en B en sens opposé de Q. Or la première foi-ce /) à la distance y du point fixe, ajoule encore au moment de la puissance le:
momeut pf, et la secoude appliquée en B, diminue la force Q de ^.
Aiosi l'équation de l'équilibre, qui était
P.r=Q.=/, devient, quand on a égard au poids de la ma^ chine,
ce qui donne
d'où l'on voit que le poids de la machine , dans la situation que je lui ai donnée, augmente l'effort Q d'une quantité 2p égale à la moitié du poids des deux branches mobiles du genou,
Des pressions exercées sur les appuis.
234- Quant aux pressions que souiFre l'axe fixe AC, tant en vertu des forces appliquées que du poids de la machine, voici comment on peut les calculer.
Premièrement , cet axe est pressé au point B par une force perpendiculaire V, résultante de X et de Q — p, et dont la valeur est exprimée par(Q — p)col p.
En second lieu, le point fixe A est pressé pa le poids G de la barre AC et par la n' de toutes les forces qui agissent sur la AO, et qu'on transporterait parallèleme
pressé par ^^^^M résultante ^^^^^| la brar ^^^^^H
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elles-mêmes au point A. Or, qu'on décompose d'abord chacune de ces pressions en deux autres, l'une dîrige'e dans l'axe AC, l'autre perpendiculaire au ménie axe, ou aura, pour les deux composantes de P , P cos s» et P sin a, cù étant rinclioaison de P sur AC ; pour les deux composantes de X , on aura (Q — p) et V ; enfin pour les deux poids 2p et p transportés en A, on aura la force "Sp dirigée suivant l'axe AC. Donc , en réduisant, le point A souffrira, dans le sens de l'axe AC, une pression a égale à, G-|-Pcos6) — Q-J-4p; et dans une direction perpendiculaire , une pression /3 égale i Psin!iiH-(Q — p) cot <p. De sorte que la pression totale du point fixe sera exprimée en grandeur par V'a-'-+-iS', et sera inclinée sur l'axe AC d'un angle dont la tangente sera -.
Ainsi l'on saura avec quelle force l'axe dn genou doit être retenu et en A et en B , pour n'être pas entrainé par l'action combinée des forces appliquées et du poids de la machine.
a55. J'ai cru devoir expliquer cette tnachinfi nouvelle avec assez de détail, parce qu'elle mV paru ingénieuse, et qu'elle n'est encore démontrée nulle part. Elle est à peu près du même genre que la vis, mais dune construction beau- Dup plus simple : on peut s'en servir de U
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mèitie manière, pour exercer, à l'aide d'une puissance médiocre, des pressions très considérables , ou pour former , sur certains corps , de fortes et vives empreintes.
Sur un ancien paradoxe de Statique relatif à la théorie des t
236. La loi du levier , comme on l'a vu plus haut, et comme on le sait depuis long-temps, est que les deux forces appliquées soient réci" proques à leurs distances au point d'appui, et qu'ainsi les momens de ces forces soient égaux entre eux pour l'équilibre.
Or il y a une machine singulière , dont l'idée est due à Roberval^ et qui présente une espèce de levier où deux poids égaux se font toujours équilibre , quoiqu'on les suspenJe à des bras de levier quelconques inégaux; et de là résulte, dans la théorie des momens , une espèce de paradoxe , qu'on a tâché de résoudre par une certaine décomposition de forces , mais dont il me semble qu'on n'a point encore donné la véritable explication, {f^ojez l'article de d'jilembert, au mot Levier, dans l'Encyclopédie.)
Cependant on pouvait reconnaître d'abord que ce cas d'équilibre n'a rien de contraire à la loi généraledu levier; caria machine deRobe val n'est point un véritable levier, c'est~à-di
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un corps ou une verge raide mobile aatour d'uo seul point fixe : c'est un assemblage ou système de figure "variable, clans lequel il y a deux points Jïjces , et où il n'est pas du tout surprenant que la condition de l'equillbie soit loul autre que dans le levier simple. Ainsi , par cette seule distinction que nous avons établie enire une machine simple et une mach ine composée, le paradoxe s'évanouit. Mais on n'avait point encore une définition bien précise des machines, ni surtout une idée nette des moment, kcTorts d'un certain genre que les couples seuls ont mis en évidence, et pour ainsi dire rendiil sensibles dans toute la Mécanique. Et eu effet, par cette théorie des couples, la machine de Hoberval n'offre pas même de dilliculté : car, à l'aide des deux points fixes qui existent dans le système, il peut très bien arriver que cbscoa des couples qui viennent des deux forces appU* quées se trouve séparément détruit par la ré< si s tan ce de ces points, et que, dans une pai^ reille machine, le rapport des raoraeos sok lout-à~fait arbitraire. C'est en efl'et ce qui ■ lieu, comme on va le voir tout à l'heure : et w; cas singulier d'équilibre , loin d'offrir un par»doxe, n'est qu'une nouvelle confirmation dft nos principes; et je ne m'y arrête un instaat que pour en donner, par les couples, la dér>
monstration la plus claire , et peut-être la seule çxacle qu'on en ait encore présentée jusqu'ici.
De la Balance de Roberval.
257. Imaginez quatre règles deux à deuK 1 égales et parallèles, et formant un parallélogramme ABfli ((îg. gu et gi), dont les côtés F;^soient mobiles autour des angles A, B, a, b, comme sur des charnières. Supposez que les milieux F et /^des deux côtés AB, ab, soient fixes, et, pour plus de clarté, que ces deux points tombent dans ia même verticale F/"; vous aurez une machine formée par la réunion de deux balances égales et parallèles , qui se répondent dans un même plan vertical , et dont tous les niouvemens aulour de leurs appuis se sui- ■vent sans se nuire en aucune manière. Car si l'une d'elles, AB par exemple, tourne aulour de son appui tîxe F, l'autre ah tourne en même temps sur le sien dans le même sens et d'une même quantité angulaire ; et le parallélogramme AB«A prend toutes les figures qu'il peut affecter, eu changeant ses angles, sans changer la longueur de ses côtés.
Si donc, à l'un de ces leviers tel que AB, et en des points quelconques de ce levier, ou même de son prolongement, étaient appliquées deux forces qui se fissent équilibre, il faudrait
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cïproqaes à lenn distances m poînl d*appaiF, comme si le lerîer AB était seul et paHailtmeat libre ; car ce levier est libre en eflel, paîttfue l'antre ab ne £>it quesairre , et , ponr amà dire, répéter ses monremeniS , sans y porter la moindre altération. Ainsi les momeiË dt> Traient être éganx de part et d*aDtre autoordi point fixe F , et il a y attrait là rien qui ne M entièrement d'accord avec la théorie- Mais si an lien d'appliquer les forces oa les denx poids P et Q à l'an de ces leviers, on la applique, le premier P, à nne barre Kl invariablement fixée à angle droit sur le côté Bi qui uni>t les deux balances, le second Q à nue barre GII, fixée de même sur le côté Aa, n trouve que cesdeux poids , pourvu qu'ils soient ^gaux, se font toujours équilibre, quelles que soient les longueurs des bras EK et GH oùill sont suspendus; et c'est ce qu'il fuut montrer ici comme une conséquence toute naturelle^»
notre tfiéorie des momens.
Pour cela, qu'on transporte la force P parafa lèlement à elle-même de I en K dans la droite BA, et l'on a un couple (P, — P) dont le bras de levier est IK. Mais ce couple est détruit par les deux points fixes; car il peut d'abord être changé en un autre équivalent d'un bras ^al
à la distance inn des deux balances AB et ab, ensuite, comme le bras Kl est invariablement attaché au côté Bb, par l'hypothèse même, ce couple transformé (P', — P'), peut être tourné dans son plan, et appliqué exactement sur le côté Bb. Dans cette position, l'une des forces P'se dirige vers le point F qui est fixe, l'autre — P' se dirige vers l'autre point fixe/, et le couple est détruit, quel que soit son moment P' X mn ou P X IK. Ainsi il ne reste, de ce côté de la machine, que la force P transportée au point K.
Pareillement, la force Q peut être transportée parallèlement à elle-même de G en H, et le couple (Q, — Q) qu'elle produit, pouvant èlre changé en un autre (F', — Q') appliqué sur le côté Aa, se trouve de'truit, comme le précédent , parla résistance des deux points fixes.
Il ne reste donc que les deux forces P et Q, mais appliquées maintenant aux points K et H, ou si l'on veut en B et A , et qui , par l'équilibre de la balance AB, doivent être parfaitement égales entre elles. Ainsi , dans la balance de Roberval, la condition tmique pour l'équilibre est l'égalité des deux poids, quelles que soient leurs dislances aux points d'appui.
Celte machine est en quelque sorte , pour les simples forces ^ ce que le levier ordioei
pour les couples ou momens. Dans l'éqoihDr du levier, les deux forces peuveut être dans un' rapport quelconque , il sudit que les monjera soient égaux : mais, dans la balance de Roberval , il faut que les forces soient égales , et c'est le rapport des momens qui est arbitraire.
258. Au reste, ceci n'est qu'un cas particulier d'une proposition plus générale, car, ao lieu de deux balances ABetni, on pourrait considérer deux leviers égaux et parallèles, dont les appuis F et/ue soient plus au milien de leurs longueurs , mais divisent ces lignes dans un même rapport quelconque. De plus, ou pourrait supposer que les forces P et Q, qui agissent sur les barres 1K,GH, ne soîeat point parallèles, mais dirigées comme on vondradans le même plau. On démontrerait exac tement de la même manière que les denx forces P et Q ét;mt transportées parallèlement à elles-mêmes aux deux, bouts B et A de l'un des deux leviers AB de la machine, les deux couples qui naissent de cette translation sout séparément détruits par les points fixes; que, par conséquent, la condition unique pour l'équilibre, est que les deux forces appliquées soient entre elles dans un rapport constant, qui ne dépend point de leurs dislances au point F, maïs uniquement des distances de ce point aux
deux parallèles à ces forces, menées par les deux bouts du levier. Aiosi , quand deux: forces sont une fois en équilibre sur cette macbîne, on peut les transporter où l'on veut parallèlement à elles-mêmes, sans que l'e'quilibre soit troublé. Elles réagissent toujours l'une sur l'autre de la même manière. La seule cbose qui cbange est la grandeur des couples détruits, et par conséquent, la pression que souffrent en sens contraires les deux points fixes dans la direction desdeux leviers.
Par exemple , dans le cas de P et Q parallèles, le point F, outre la pression verticale P+Q qu'il supporte, comme dans le levier ordinaire , éprouve encore , dans le sens du levier,
une pression P' — i^, égale a — — — ^ -j
et l'autre point fîxeyéprouve une pression égale et parallèle, et de sens contraire : de sorte qu'il y a, sur l'axe ly qui joindrait les points fixes, un couple dont le moment est P X Kl — Qx GH, c'est-à-dire égal à la difl'érence des momens des' forces appliquées, et qui tend à renverser la macbine.
23r|. Il faut remarquer que , dans la démonstration précédente, il n'est pas nécessaire de supposer les barres Kl et GH implantées à an
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droit, et sur le milieu des eûtes Bi, Ad; elles peuvent y être fixées oii l'on voudra et sous des augles quelconques ; il suffit que la liaison avei. ces côtés soit invariable.
2/\0. On pourrait encore, au lieu d(? deui leviers AB eiab , imaginer deux tours égaux et parallèles, dont je suppose les deux axes projetés en F eif. Si les rayons correspondans des deux roues et des deux cylindres sont unis de même par des côtés parallèles B£ , A « mobiles sur des charnières B, h. A, a, on aura encore une m;ichine du même genre que la balance de Roberval, et oii deux poids P et Q élanl une fois en équilibre, y resteront toujours, à quelque distance qu'on les suspende sur les tirai Kl et GH.
34> • Si l'on im:4gine enfin que les axes fiies de ces tours soient les axes de deux vis égales, qu'une puissance P tende à faire avancer dans leurs écrous , on verra de même que l'efTorl de cette puissance, pour faire avancer la vis, ne change point , quelle que soit la longueur do bras Kl par lequel elle agît, et qu'il est toujours le même que si la force agissait simplement an pointB, dans une direction parallèle.
343. Nous pourrions étudier encore d'aatres machines ; mais comme elles n'offriraient rien de nouveau qui méritât de trouver place dans les Ëlémens, nous n'éti^udrons pas plus loin ces applications. Notre objet principal, dans ces deux derniers chapitres, était de fixer, par quelques exemples très simples, les principes que nuusavioos établis et développés dans les deux chapitres précédens. Nous avons cru devoir indiquer en même temps la marche que l'on peut suivre pour trouver les conditious de l'équilibre dans quelque machine que ce soit^ et c'est ce qui ne présentera aucune difficulté, d'après ce qu'on a dit aux n"" 209 et suivans, surtout lorsque l'on ne considérera que deux forces appliquées à la machine.
MÉMOIR
ET DES AIRES DANS LA MÉCANIQUE
Des Couples-
Dans ma Statique , j'ai nommé couple l'ensemble de deux forces parraitement égales , parallèles et de sens oppose's. On sa!t que ces deux forces n'ont pas de résultante, c'est-à-dire ne peuvent être tenues en équilibre par aucune simple force dirit;ée comme on voudra dans l'espace. A la veritd , le calcul , qui donrre , pour cette re'sultante , une force nulle appliquée à une distance ioSnie des composantes , ne nons apprend plus rien alors, puisqu'il donne la même expression pour deux autres forces quelconques égales , parallèles et de Gens opposés, dont l'effet pourtant n'est pas le même que celui des deux premières ; mais il est éfident à priori que de telles forces ne peuvent avoir de résut— tante unique : car si l'on pouvait assigner la postlion ■
de cette résultante à l'égard de l'une des forces du , I
couple , on lui en trouverait sur-le-champ une autre *
parhitement symétrique et de sens contraire à l'i m
de la seconde ; et elle aurait à !a fois deux pori<
difléientes ; ce qui est absurde.
L'effort d'un couple ne peut être contre-balancé que par celui d'un autre couple. J'ai fait voir que cet effort a pour mesure le produit de l'une des i'orces par ladijtance qui les sépare ; de sorte qu'eu nommant ce produit le moment du couple , deux couples contraires» font équilibre , quand leurs oiomgns sont égaux.
Compas
i des couples, analogue des forces .
. la compotititi
J'ai d'ailleurs établi sur les couples tous les théorèmes qui correspondent k la composition des farcet; et même cette proposition ( dont on fait si sou'nil usage ) , qu'une force peut être transportée en lin poinl quelconque de sa direction , trouve ici son analogue^ qui consiste eu ce qu'un couple peut être trctnspom partout où Von voudra dans son plan, ou dans loti autre plan parallèle , et tourné comme on voudra dant^ ce plan j sans quesonejfct en soit changé.
Ainsi des couples situt-s arbitrairement dans le ment plan ou dans des plans parallèles sont des couples d^ métne directipii; d'où l'on voit combien est illusoiN l'expression que donne le calculpour la résultante d'im couple, puisque, d'après cette propriété, il u'y aunit pas de lieu de l'espace oii l'on ne pût la supposer a^ pliquee ; ce qui n'a plus aucun sens.
Mais la proposition précédente est priacipaleinem utile dans la composition des couples , où elle pemui de les rapproclier et de les disposer entre eux de u tnapîère la plus favorable à la démonstration , et conduit par une voie très simple rux tliéorèmcs suit
, Deux couples situés dune manière quelconque
dans le même plan o composent en un seii différence, selon qut
dans deux plans parallèles , égal à leur somme , ou à leur ces deux couples sont de même
a*". Deux couples stiu/s d'une manière quelconque dans deux plans perpendiculaires aux deux côtés <tun parallélogramme, et représentés en grandeur par ces côtés , se composent en un seul situé dans unplan perpendiculaire à la diagonale , et représenté en grandeur par cette diagonale.
D'où l'on peul conclure que trois couples perpendiculaires aux trois arcies conliguës d un parallélépipède quelconque, et représentés , pour leurs momens , par les longueurs de ces arêtes, se com^posent en un seul , perpendiculaire à la diagonale, et représenté pour son moment par la longueur de cette diagonale.
Ces théorèmes, comme nous le verrons tout à l'h(;nre , rt^afernient la thcorie des tnoniens , consîde'rée de la manière la plus générale, et la théorie des aires, qui ne sont autre choHe , dans le mouvement des corps que les momena dea forces qui les animent; mais ils se démontrent avec autant de simplicité que le parallélogramme des forces, et fout descendre ainsi dans les Éléiuens les proposition Mécanique.
Qu'on me permette ici d'en l'usa^^e dans la Statique, et, l'objet de ce Mémoire , de nos idées.
Vtage det couples dans la Statique,
Une force étant appliquée en un point d'un corp» ou système quelconque solide, si l'on prend u autre point quelconque dans ce corps , ou au dehorf, pourvu qu'on l'y suppose invariablement attaché, «l qu'on applique à ce nouveau point deux forces ce traires égales et parall^leg à la première , U est ckk que l'état du corps ne sera pas cliaiigé ; maïs on pour considérer actuellement, au lieu de la simple far proposée, i". une force parfaîtemeut é^jale , parallèle et de même sens , appliquée au nouveau point ; couple formé par les deux forces parallèles reslanles. Si, pour plus de clarté, on transporte ce couple «lleurs, dans un plan quelconque parallèle au sien, ce qui est permis, il ne restera au point dont il s'a^t qu'une force parfaitement éjjale et parallèle à la força primitive, et qui ne serait en quelque sorte que celle même force qu'on y aurait transportée parallèlemeil, h elle-même.
On peut donc dire qu'une force peut être tmfl portée parallèlement à elle-même en im point quA conque, pourvu que l'on considère le couple qu'elG engendre dans celte translation , et qui a pour n le produit de la force pai' le chemin qu'elle a parcoartt,
Cela posé , tant de forces que l'on voudra étant ap
pliquées d'une manière quelconque à un corps , e
les trausporte toutes parallèlement à elles-mêmes e:
, même point quelconque , elles viendront s'y compoti
en une seule que je nommerai la résultante , et lous les couples qu'elles ont produits dans leur translation se composeront en un seul, que je nommerai le couple résullanl.
Composition générale des forces.
Ainsi, des forces dirigées dune manière quelconque dans l'espace, peuvent toujours se réduire à une seule, et à un couple unique, lesquels sont, en général, situés dans des plans différens. Sur quoi l'on peut observer que la direction, la quantité et le sens de la résultante seront toujours les mêmes en quelque lieu qu'on ait pris V origine , c'est-à-dire le point où l'on a transporté toutes les forces. En variant la position de ce point , lit résultante ne fera que se transporter parallÈlement à elle-même en divers lieux de l'espace , mais le plan et la valeur du couple changeront nécessairement.
Lois de r équilibre.
Mais quelle que soit la position de l'origine, uu - couple ne pouvant jamais être tenu en équilibre par aucune simple force dirigée comme on voudra dans l'espace, il résulte de ce que nous venons de dire qu'il ne pourra jamais y avoir équilibre entre les forces , à moins que la résultante et le couple résultant ne soient tous les deux nuls à la fois.
Ainsi toutes les forces appliquées au corps, étant transportées paraWelement à elles-mêmes en un point quelconque, doivent s'jr faire équilibre entre elles, et tous les couples qu'elles produisent en se transportant en ce point doivent aussi se faire équilibre entre euxt
Telles sont les proprictés {générales de l'équilibre, c'est-à-dire les conditions qui existent nécessairement dans l'ëqiiibbre de tout systèoit: libre. Elles fouroisunt les six équations connues, entre les forces décoiii{»sées suivant iroia axes quelconques dans l'espace , et entre les couples décomposés suivant trois plans différens qu'on peut supposer conduits par ces axes.
A quoi se réduUeni les conditions précédentes , quani iljr a un point fixe dans le système.
Ces trois dernières équations suffisent, lorsqu'il y i
un pt
nt fixe dans le
upposani quonai
pris ce point pour l'origine ; car la résultante, se vant détruite par sa résistance , peut avoir telle valev qu'on voudra , et il suffit que le couple résultant soit nul. On voit bien nettement par là que la pression exercée sur le point fixe est identiquetnetit la même que si toutes les forces du système y étaient tranfr portées parallèlement à leurs directions : car eli«j iont actuellement transportées; et pour les couplet qu'elles ont produits, comme ils doivent être en équilibre d'eux-mêmes, c*est-,\-dire quand bien même le corps ne serait pas soutenu, il est évident qu'iltne peuvent nullement charger le point fixe.
Propriété nouvelle de l'équilibre d'un corps solide.
Lorsque des forces sont en équilibre autour d'oB système quelconque invariable de forme, on sait qu'elles peuvent toutes varier proportionDellemenli feUTS grandeurs sans cesser de se faire équilibre. Msi*
on Toit ici qu'elles peuvent eucore s'approcher ou s'tloigneL' louLes d'un même point quelconque, proponionneilemenl à leurs dislances à ce point, sans que cet équilibre soit troublé : car si chaque force se meut ainsi parallèlement à elle-mênie , dans le plan formé par sa direction et le point dont il s'agit, elle augmente ou diminue le couple qu'elle donne à son égard, dans le même rapport que sa distance à ce point, et par conséquent tous les couples du système conservent leurs positions , et demeurent proportionnels. Ainsi la re'sultante et le couple résultant étant une fois nuls, le seront toujours , et l'équilibre subsistera.
Condition nécessaire pour qu'un système quelconque de forces ail une résultante unique.
Les forces appliquées au système étant ramenées , comme nous venons de le voir, à une seule force et à un seul couple, si la force se trouve parallèle au plan du couple, on pourra amener ce couple dans un même plan avec elle, et les réduire tous deux à une force unique : et réciproquement, comme on a démontré qu'une force et un couple ne peuvent se réduire à une force unique sans être dans le même plan ou dans des plans parallèles, ce qui est ici la même chose , il s'ensuit que des forces dirigées dune manière quelconque dans ^espace ne peuvent jamais te réduire à une seule , à moins que la résultante de toutes ces forces transportées parallèlement à elles-mêmes en un point quelconque, n'ait une direction parallèle au plan du couple résultant.
C'est par là qu'on peut voir comment
dirigées dans des plans différens , peavent ae compotffen une seule , sans qu'il y ait aucune reacoatrc entré leurs directions ; et comment une force peut se déçois poser suivant trois directions qui ne rencontrent pu la sienne et qui ne se rencontrent pas entre eUes.
Expression analytique des propriétés précédentes.
Pour soumettre les propositions précédentes au calcul, concevons à l'origine où l'on transporte toatei les forces, trois axes quelconques, que nous prendroof rectangulaires entre eux , pour plus de simplicité dui les expressions.
Soit R la résultante générale ; X , T, Z ses trois composantes suivant les axes des x,^, z; soientM. ^^i' les trois angles respectifs que sa direction fonnt avec eux.
On aura , par le parallélépipède des forces ,
Or, X, Y, Z sont respectivement égales aux somme» des forces décomposées parallèlement aux trois aies Ae&x , y, s. On trouvera donc facilement par ces équations la valeur et la direction de la résultante générale. La première condition de l'équilibre, qui veut que cette résultante soit nulle, donnera ce qa'oa> I comme les trois équations de l'équilibre de translo' ] lion, qui reviennent à ce que la somme des forces e^ timées suivant trois axes quelconques soit nulle d'elle^ même par rapport à chacun de ces axes.
Soit G le moment du couple résultant ; L , M , N les moineus respectifs des trois couples dans lesquels il se décompose perpendiculairement aujc trois axes des x,y, 2 ; soient a , ^ , t les trois angles que forme avec ces axes la perpendiculaire au plan de ce couple , et que nous avons nommée l'axe du couple. On aura, parle paralléle'pipède des couples,
Or, on voil(n°' 102 et io3 de la Stat.) que les couples L , M , N sont respectivement égaux aux sommes des momeas pris dans l'acception ordinaire par rapport aux trois axes x,j, z, c'est-à-dire aux sommes des produits qui resullent des forces projclées sur chacun des plans coordonnés , multipliées pav leurs distances à l'axe qui lui est perpendiculaire : on trouvera donc facilement par les équations ci-dessus la valeur et la position du couple résultant.
La seconde condition générale de l'équilibre, qui veut que ce couple soit nul, donnera ce qu'on appelle les équations de Téquilibra de rotation , qui consistent en ce que la somme des raomens de toutes les forces, par rapport aux trois axes coordonnés , soit nulle d'ellemême relativement à chacun de ces axes.
Que ces sortes de produits qu'an appelle momens, n'étaient aufofid que la mesure de certaines fbrcei cachée» que les couplet ont mises en évidence.
On voit ici, par l'identité des couples avec les m'
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IMMW ut* qn'on lei onsulère ordinûrement a Stalltpw, <|iiel cAle joucut c«t BOrtt» de produiu dam U eoinpotition générale du foicei et dans le& lois de leur 4(]iiilibrR. A la vérilif , dans l'tfquilihre d'un corpt u- ■lijittll 11 tourner autour d'un axe fixe, les lois coiinaci «lu Invicr noua niorilraient bien ces produits comme Ici ull'ort* des puiisanccs pour faire tourner le cotft autour du cet axe, puisque l'on trouvait que la somiiK dus niuiuonii des forces qui tendent à faire tourner dsni un sons doit fllre i^gale à la somme des momeos de colle» qui iciidtnt A faire tourner dans le sens cob- Iratrtt. Mais, lorstju'il n'y avait aucun point d'appiû, flt i]ue le Sysihne était parfaitement libre dans l'w pnoc, les momeni ne repaient plus dans les condiliesi dt IVi)Hilil>re que comme de simples eupresMonadt calcul, (it pt-rdaîenl celte espèce de signiGcatiou ipt leur do»nti la présence d'un axe fixe, et qai les iTsil Ikil iiomuier momens par les auciens (^mètrek Or, uar U théorie dos couples, iU reparaissent dans Yétfoi-
îttwv dca corp lil>r« . comnte dans l'équilibre d» ciM{w igtan |)«r <its ubsucle^ Estimés par rapfwn i lllt noiul ii<tclc«uiqtir dn corps, îk mesurent cmsiM «i^tH* pa(ti(uli<TS qiK Tun peut coaccrotr coouae (•■ ^Mtbltk }f».r Va pùssancet qni « tniupatlCBi psiè- I. IMtuMiisl i iMt^mitvxrB em ce point, et qm, tmim
qu'on y avait jointes. Mais , en Géométrie comme en Algèbre, la plupart des idées difTérentes ne sont que des transformations; les plus lumineuses et les plus fécondts sont pour nous celles qui font le mieux image , et que l'esprit combine avec le plu» de facilild dans le discours et dans le calcul : or , les couples ont émineinment cet avantage sur les niomens ; et, si l'on considère que la théorie des momens se présente d'ellemême dans la réduction générale des forces et dans les conditions de leur équilibre ; que , d'un autre côté, ilaus la Dynamique, la composition des niouveinens de rotation est aussi nécessaire que celle des mouvemens àc translation , pour l'analyse complète du mouvement d*uo corps de grandeur sensible, on verra que la composition des couples exposée ci-dessus, tant par la symétrie des tliéorèmea que par la simplicité des démonstrations, vient se ranger naturellement â col^ Je la composilion des forces, et forme ainsi la seconde partie essentielle desÉlémens.
Équation de condition pour qu'un sjrslhme de forces ait une résuUanle unique.
Nous avons vu tout à l'iieure que si des forces quelconques sont réductibles à une seule, la résultante générale sera parallèle au plan du couple résultaut. Pour exprimer celte condition dans le calcul , il n'y a donc qu'à exprimer que l'axe du couple est perpeudi- GuLaire à la direction de la résultante, ou que le cosinus de leur inclinaison mutuelle est nul. Mais, d'après les dénominations précédentes, le cosinus de cet angle est
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eupression qui étant égalée à zéro, après y avoir substitue* à la place des cosinus leurs valeurs , donne surle-champ l'équation
Xr. + YM+ZN = o,
qui établit la relation cherchcc entre leâ forces el leun moincns estimés par rapport aux trois axes.
Équations de condition pour qu'il y ail une résuliann unique qui passe en un point donné.
Mais si l'on voulait exprimer que les forces sont réductibles à une seule qui passe eu un point clonoé, eu transporterait l'origiae en ce poîat, et l'on expriintrait que le couple résultant y est nul. Ainsi a, b,> étant les coordonnées de la nouvelle origiue , il suffirait, dans les expressions L, M, N, de mettre j;—ii, ^ — b , a — c, à la place de x,jr, z; ce qui donneraii les nouveaux mouvemens L', M', H', et l'on auraillp trois équations
I.' = o, M =0, N'=o, qui nous font voir que la somme des momens doit être nulle par rapport à trois axes qui se croisent au poinl donné.
Si le point n'est pas donné , el qu'on cherche au contraire s'il y a dans l'espace quelque point où les fore» peuvent donner un couple nul , on aura les trois mêmes équations, mais où a, é, c seront alorsles inconnues. Or, en les éliminant , on trouvera d'abord , entre les force) proposées, l'équation de condition XL+YM-J-ZN=m, sans laquelle les trois premières ne peuvent subsisin, et qui nous redonne ainsi la condition d'uuc résulbuite unique, comme cela doit être.
Des Couples ou momens rapportés à différens axes.
Le couple résultant G décomposé perpendiculairement à un axe qui forme avec te sien un angle i , étant ^al à G cos 8 ; si l'on nomme a', (^ ^ ,', les trois angles que cet axe forme avec ceux des coordonnées, comme on a par la Géométrie
Il trouvei'a
I ' -t- cos (i cos ^' -f C09 >
isV + iy
)9^' + Nc09 >',
formule trèssiinplequ'£u/er a donnéedansle lom. VIT des Nouveaux Actes de Pétersbourg, mais à laquelle il n'était parvenu que par de longii circuits d'analyse. Cette équation nous apprend que si l'on connaît les sommes L , M , N , des momens par rapport à trois axes rectangulaires, on trouvera sur-le-charnp la somme des momens par rapport à un axe quelconque , en multipliant ces trais sommes respectives par les cosinus des cingles que les trois axes font avec le nouvel axe donné. C'est ainsi qu'en Géométrie , pour projeter une ligne sur un axe quelconque, on peut d'abord projeter cette ligne sur trois axes rectangulaires ; projeter ensuite ces trois projections sur l'axe donné, et ajouter ensemble -ces projections de projections.
Du
nmum entre les différens axes qui passent par
rapportés i
^ momens, par rappoi
axe qui fait, avec celui du couple résultant , uatuglef,
esl G cos i , i\ s'ensuit :
1°. Que lie tous les axes qui passent par Poriginc, l'axe du couple résultant esl celui par rapport auqiaî la somme des momens esl la plus grande ;
a*. Que la somrne des momens est la rnêmeparrofporl à tous les axes quijbm un rnérne angle avec cela du plus grand moment, ou qui forment une surface conique décrite autour de lui sous cet angle;
3°. Que la somme des momens est nulle par rapport à tous ceux qui font cet angle droit, ou quiformentss plan perpendiculaire à sa direction.
L'axe et la valeur du moment maximum ne sonl autre cliose que l'axe el la valeur du couple résultant, et se détennioeat parles mêmes équaiious. D'où l'oo voit que le carré du moment maximum esl égala la somme des carrés des momens par rapport à trois axei rectangulaires , el que son axe esl la diagonale à parallélépipède construit sur les trois lignes qui rv présenteraient sur ces axes les grandeurs respectii'ei des trois mom.ens précédens.
Ce soat les résultats que Laplace avait déjà lires de l'Ânalyst;; ils formaient de beaux théorèmes de Mécanique, et ils ne sont plus ici que des corollairei éi'idetis de la composition des couples.
Mais voici de nouvelles conséquences, entièrement dues à nos principes , et qui aclièvent toute la tlicorie des momens.
Du Moment mininiuiii fnlre l'injinité des momens niaxiina relatifs à tous le< points de l'espace.
Observons que tout ce que nous venons de dire est relatif à l'origine que l'on a choisie pour y transporter toutes les forces En prenant cette origine ailleurs, la quantité, le sens de la résultante générale , ne chon- <(ent pas , et sa direction demeure toujours parallèle à elle-même ; mais le moment maximum varie de grandeur, et son axe s'incline sur sa première position. Pour chacun des points de l'espace , considères successivement comme origines , il y a donc un axe autour duquel la somme des momens est un maximum relativement à tous les axes qui se croisent au même poiut. On pourrait donc deuiander en quel lieu il faudrait prendre l'origine ou le centre des momens, pour que le moment maximum y fût plus petit que partout ailleurs , et par conséquent fût le minimum, des momens maxima relativement â tous les points de l'espace-
Pour trouver facilement la position de ce point , regardons toutes les forces coiiime réduites à une seule et à un couple , par rapport à un point quelconque connu, et suivons les variations qu'éprouve ce couple par le déplacement de l'origine.
D'abord il est visible qu'en déplaçant l'origine dans la direction même de la résultante {jénérale, le couple résultant ne change pas ; car le couple que fournit la résultante en se transportant eu un autre point de sa propre direction est nul de lui-même, et le couplé primitif n'est pas altéré. Nous voyons donc que /ft i sont consians pour toutes U
ne tes mor ^
•s origm H
prises le long d'une même droite parallèle à la dinclion de la rêsiiUante générale , et que leurs axes sont parallèles entre eux. Ainsi, tout ce que dous avoui dit plus haut des nioinens par rapport aux axes qui se croisent ea un même point subsiste de la même manière et avec les mêmes valeurs , pour tous les pointi de la résultante qui y passe.
Supposons donc que l'origine s'écarte de cette direction, et soit tellement placée dans l'esipace, que le couple résultant soit perpendiculaire à la direction Je la résultante ; je dis qu'alors ce couple est dans la position du minimum; car si l'on déplace actuellement l'origine d'une manière quelconque, il ne poiirm qu'augmenter. En ell'el, la résultanle, en cLanyeani de position , produira un couple perpendiculaire sur k premier ; et puisque ces deux couples sont rectangulaires , ils donneron t par leur composition le nouveau couple re'sullanl plus grand que l'un ou l'autre J'entre eux : donc le premier couple résultant aura augmente^ donc il se trouvait dans la position du minimum loiv qu'il était perpendiculaire à la direction de la résultante (générale , ou lorsque son ajie coïncidait avec dk.
Comment on détermine l'axe du couple minimum.
Soit donc G une ligne qui représente i la fois l'.ue et la valeur du couple résultant par rapport à un point connu ; R, une autre ligne qui représente la valeur el la direction de la résultante en ce point ; ip l'anfjle qne forment ces deux droites.
Poutavoir l'origine du couple résultant minimum, 'andra transporter la résultante R parallèlement .i
elle-même, de telle sorte et d'une telle quantité/', que le couple Kp qu'elle produira , étant composé avec le couple primitif G, forme an couple résultant dont
L'axe du couple Rp doit donc Êtie dans le plan de» deux lignes R et G qui font un angle çi; d'ailleurs îl I est nécessairement perpendiculaire à la direction R ; donc on aura , par le parallélogramme des couples,
Rp = Gaiaç, et , pour la valeur K du coaple miniTmtm ,
K = G cos ç.
Ainsi, enélevantau sommet de l'anijleç, et sur le plan de cet angle , une perpendiculaire p = — 5 — , et menant par l'extrémité de cette perpendiculaire une parallèle & k direction de laresultante générale , on aura l'axe du mi/H/nom des momens maxima, et l'origine pourra être prise partout où l'on voudra sur cet axe.
Si l'on veut tout rapporter aux troix axes coordonnésj soient *, ,3, y les inclinaisons de A sur ces axes , et A , /< , v celles de G sur les mêmes lignes ; on aura , pour l'inclinaison mutuelle f) de ft et G,
cos ç = cos a cos A -(- cos jS C08 fi -(- cos ;>- cos i ;
ou bien , en mettant , an lieu des cosinus , leurs valeurs.
données précédemment ,
_X L+YM + ZN cosp_ ^^^
d'où l'on tire
XL 4 YM + ZN
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expression très simple de la valeur du couple minimum K.
Aclaellement , soient a, b, c les trois coordoDoéts de l'extrëmitë de la perpendiculaire p ; on aura d'aborda'-|- A'-t-c''^=/j', qui donne, en luettaot pour/) •a valeur,
Ensuite , comme p est à la fois perpendiculaire à R et à G , il est clair qu'on aura
flX + *Y + cZ = o, al + èM -(- cH =0 i
ce qui UM trois équations au moyen desquelles ou pourra détermioer a ,b, c , et par conséquent la position de l'axe du couple minimum dans l'espace-
De l'axe central des momens.
Cet ase remarquable , où la somme des moment eil à la fois un maximum relativement aux axes qui tt croisent au même point que lui , et un minimum rtla* tivcinent à ceux qui donnent les momens Tnaxima ani divers points de l'espRce , pourrait se nommer l'aie central des momens ; et celte dénomination , déjà m tivée en ce qu'il jouit d'une propriété exclusive pil I rapport h tous les autres, se trouve pleinement just^^J fiée , si l'on observe qu'aux méineH distances autour i lui , les momens maxima nont les mêmes , et que les axes ont , à son égard , des positions semblables.
En effet , le même raisonnement qui nous a fait
MÉMOIRE, ser tout à l'heure du couple resultaut G au couple n mum K , nous ramèoe , daos l'ordre inverse, de celui-ci au premier , et par les niêmes équations,
Bj,=
a ç, et K = G cos p.
Mais ici , de quelque côte' qu'on transporte la résultante R, pourvu que ce soit 1) une même distance /> de sa position actuelle ou de l'axe central, ou trouvera toujours un couple résultante de même valeur, et une Hiême inclinaison ç entre son axe et la résultante ; et, déplus, le plan de ces deux droites sera toujours
perpei
vaît pas lieu
tante dans 1'
même couple
Les
« à la ligne p : puisque , si tout cela n'ai-dessus , eu ramenant la rtisulral, ou ne retrouverait plus le 1 K , ce qui ne peut pas être.
s maxima sont donc consians , non-seulement pour toutes les origines prises le long d'une parallèle à la résultante, comme nous l'avions déjà remarqué, mais encore pour toutes les origines prises sur le cylindre que décrirait cette droite autour de l'axe central qui lui est parallèle.
Pour les axes de ces mojnenx , tant que l'origine ne sort pas d!une même génératrice de ce tylindre , ils demeurent parallèles entre eux etjbrmenl un plan; mais si l'origine passe d'une génératrice à l'autre parla circonférence dun cercle, ils forment un hyperboloide de révolution autour de l'axe central.
Les momens maxima G ne varient donc qu'avec le* distances^ de leurs origines à l'axe central , et les deux, équations précédentes nous donnent
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équation qui nous fait voir que ces
pour les origioes prises à ditréren tes distances de l'aie
central , comme les ordonnées d'une hyperbole dont
ces distances seraient les abscisses ; ainsi leurs valeiut
augmentent sans bornes, et il n'y a pas de montïal
était d'ailleurs a
tanj; q> := -^, ce qui donne les mdi-
maximum t
évident de soi-même.
Ou a de pli
naisons des axes des niomens ma vima sur l'axe central, et nous montre que leurs tangentes varient dans le rapport des distances de leurs origines à cet axe.
Remarquons encore que , dans le cas où la rêaultauU générale est nulle, oo a, par la première équalioDt G =1 K, quelle que soit la valeur de^.
Lors donc que les forces appliquées sont telle), qu'étant transportées en un même point, ellessefoal équilibre entre elles, les moinens maxima sontlei luêmcs pour tous les lieux de l'espace , et leurs aies sont tous parallËles.
Si les forces appliquées ont une résultante unique, comme on a pour cette condition cos ip ^ o , l'équation K=: G cos ç donne K^o; c'est-à-dire que le moment /ninimum maximorum est nul , comme ilesi clair que cela doit être , puisque l'ori^iinc tombe alon sur la direction même de tu seule force à laquelle se re'duisent toutes celles du système.
Classification de tous les axes de l'espace auxqtteU on voudrait rapporter les momens d'unsjsti-me deforeei.
Telle est donc la théorie générale exposée ci-dessm Lijue tous les axes de rea[iace auxquels on pculmp-
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porter les moinetis d'un syst^Aie quelcon([ue de forces , peuvent ètie distingués et classés entre eux de la ma-
D'abord, si, pour simplifier les choses, nous ne considérons que les axes qui se croiseraient aux divers ' points qu'on peut prendre sur un même plan perpendiculaire à la direction de la résultante ; nous observons : 1°. Que , parmi tous les axes qui se croisent en un même point, il y en a un seul distingué de tous tes autres, en ce que la somme des momens y est un
Les autres se classent autour de lui en diverses surfaces coniques circulaires dont il serait l'axe commun. Pour tous ceux qui forment la même surface , les lâomens sont égaux, et ils varient d'un cône à l'autre en raison des cosinus des angles sous lesquels ces cônes sont décrits.
2". Parmi tous les axes qui donnent les momens jnaxima relativement aux divers points du plan, il y en a un seul distingué de tous les autres, en ce qu'il donne le plus petit de ces maxiina, ou le minimum maximorum des momens.
Les autres axes des jnaxima se classent autour de lai en diverses surfaces d'hyperboloides de révolution dont il serait l'axe commun. Pour tous ceux qui forment la surface d'un même hyperboloïde , les momens Tnoxima ont la même valeur, et ils varient d'un liyperbolo'ide à l'autre , suivant les lois que nous avons données ci-dessus.
Actuellement, tout ce que nous venons de dire relativement aux diverses origines prises dans un même plan perpt;ndiculairc à la lésultaiile
3fo MÉMOIRE.
même manière, et avec lesniêmesvaleurs, pour toiulet lieux qu'occuperaient successivement tous ces pouls ' en transportant le plan parallèlement à lui-même. Le* momens maxima restent les mêmes autour des méma axes qui deviennent parallèles; et comme il n'y a, parmi eux , que l'axe du momeut minimum maximO' rum qui soit perpeadiculaire au plau mobile , qu'il est le seul qui n'ait absolument qu'une même position dans l'espace; que, lie plus, tous les a ont à son e;jatd des positions semblables, douuent le» mêmes momeas; et c'est ce qui nous a fait nouuuEt cet axe unique, Vaxe central des momens.
Au reste, les résultats précédeus, tirés des raisoonemens les plus simples, pourraient aussi se déduite du calcul par la métbode ordiuaiie de maximis et minitnis ; et l'on trouve aisément, pour l'axe du moment minimum maximorum , les équations suivantes ;
(N+Tx-Xr) Y — CM+Xz — Z:r)Z=o, (L + 2J--Y*) Z — (JS + Yx--Sj-)X=o, (M-f-Xz— Zx) X— (L+. Z7- — Ys) Y=o,
où X, j^, z sont les coordonnées de cette ligne par ra{H port à trois axes autour desquels les sommes respectives des momens sont L, M, N, tandis queX, Y, Z, sont les sommes des forces décomposées parallèlement aux mêmes axes.
L'une quelconque de ces équations est une suite né^ cessaire des deux autres, et par conséquent elles ne représentent qu'une seule et même ligne di-oite , Is:quelle est manifestement parallèle à la direction dels résultante générale des forces.
On trouve encore , pour le lieu de tous les points ren
lativemeat auxqueb les luomens maxima sont égaux et représentés ^ar H , l'équation suivante :
{l—Yz+Zj-y+ca—Zx+Xx)*
qui appai'tictit à une surface cylindrique ii buse circulaire décrite autour de la preinière druile, ce qui est conforme à ce que nous avons vu précédeninient.
Mais nous ne nous arrêterons pas à ces détails, et nous passerons sur-le-champ aux applications de Ut itiéorie des momens à la DyiLaiiiique.
Application de la ihéorie précédente à la Dynamique.
Soient tant de corps libres qu'on voudra qui se meuvent, sans aucune dépendance mutuelle, avec des vitesses uniformes suivant des droites quelconques, dans
Puisque chaque corps se meut unifonnétnent en ligne droite , la force qui l'anime demeure constante et de même direction.
Donc la résultante générale de toutes les forces qui animent les corps du système , et leur moment résultant par rapport à un point fixe quelconque , demeurent constamment les mêmes dans tout le cours du mouvement.
Conseï vt
i conservation des momens
Actuellement , si l'on suppose que tous ces corps qi étaient libres viennent tout— à-coup à se li d'une manière quelconque , et à réagir encore les uns
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«tir les autres en vertu de nouvelles forces qnekonqaet, mais réciproques, c'est-à-dire telles, qu'entre deux torpi ■ action soit toujours parfaitement égale et contraire L la réaction, ce qui comprend toutes les forces del« nature j les mouvemeas individuels des différeDs corpt seront changés , et les forces qui les animent Tarieronl de grandeurs et de directions , et continueront de varier à chaque instant du mouvement. Mais ce qui eit bien remarquable, et forme un des plus beaux principes delà Dynamique, c'est que la résultante générale de toutes cds forces, et leur moment résultant parrapport au point fixe, demeureront toujours les mèma qu'auparavant, et seraient encore conservés, si toni les corps redevenaient libres , et que chacun d'eux s'échappât en ligne droite avec la nouvelle vitesse dont il est actuellement animé.
Démonstraiion tris simple de ces deux lois gdnérah.
Ce principe, qui se déduit des équations différen' liellesdu mouvement, peut aussi se démontrer par on raisonnement si simple, que je ne crois pas devoii l'omettre ici.
Il est clair, en effet, que si chaque corps, à cause de sa liaison avec les autres , ne peut plus obe'ir pleinement à l'impulsion qu'il a reçue , sa force ae dëcoiupose en deux autres , l'une qui est détruite , et l'autre qui subsiste actuellemenl. Tout se passe comme àb rencontre d'un obstacle invincible; excepte que la composante, qui serait anéantie par l'obstacle, vase reporter sur les autres corps qui la détruisent par leur action. La force de chaque corps étant ainsi remplacée par deux semblables composantes, la résultante de
louLes ces nouvelles forces et leur moment résultant sont toujours les mêmes qu'avant cette substitution. Mais les composantes, qui se font équilibre entre elles, donneut leur résultante et leur moment résultant nuls, tomme nous l'avons vu dans les lois géne'rales de l'équilibre : donc la première résultante et le premier moment résultant sont conservés, et n'ont souffert aucune altération par l'action mutuelle des difl'érens corps du système. Quant aux autres forces qui pourraient exister entre ces corps , comme elles sont réciproques, c'est-à-dire deux .i deux égales et contraires, elles ne changent rien non plus aux valeurs précédentes, car leur résultante et leur moment résultaut sont évidemuient nuls d'eux-même;.
On voit donc que, dans un sj-sthme de corps qui ont reçu des impulsions primitives, et qui réagissent d'une manière quelconque les uns sur les autres, la somme de toutes les farces qui les animent, estimées suivant une même droite, et la somme de leurs momens estimés autour iun même axe fixe quelconque , demeurent constamment les mêmes , malgré les variations qu'éprouvent les mouvemens individuels des corps, -et soit que ces mouvemens changent par des nuances insensibles, soit qu'il survienne entre eux des cfiangcmeris brusques par l'action réciproque des corps, ou par toute autre liaison nouvelle qu'on voudrait établir subitement entre ces corps.
Ces deux propriétés générales du mouvement correspondent , en quelque sorte , aux deux propriétés générales de l'équilibre; les mêmes sommes qui doivent êtrenulles dans l'état d'équilibre demeurent constantes dans l'état de mouvement ; et la conservation des forces
et des raomens, présentée de cette manière, subi également pour toutes les lois possibles entre la et la vitesse du corps
A quoi répondent les lois précédentes dans la nature. — Conservation du mouvement du centre de gravité} conservation des aires.
Dans la nature, la force d'un corps en mouvement se mesure par le produit de la masse et de la vitesseet le premier principe répond à la conservation du mouvement du centre de gravité, qui consiste ente qae ce centre se meut toujours uniformément en ligne droite , et de la même manière que si tous les corps du système y étaient réunis, et que les foi-ces qui le: animent s'y fussent transportées parallèlement â e!l«mêmes.
En effet, puisque la somme des forces estimées sui- Vant une même droite est constante, on peut dire que la somme des vitesses de tomes les molécules égales da système, et par conséquent, lenr moyenne vitesse, pour s'éloigner d'un plan perpendiculaire à celte droite, e quantité constante. Or, à cliaque instant, les vitesses des molécules sont mesurées par les petits accroissemens , positifs ou né|;atlfs, de leurs distances au plan que je considère : ainsi la moyenne vitesse n'est autre chose que le moyen accroissement , ou l'accroissement de la moyenne de toutes ces distances , et par conséquent, c'est la vitesse même du point qui est le centre de [;ravité de tout le système. Donc la vitesse de ^ee point, estimée suivant une droite quelconque dara ice , est toujours la même ; et , comme elle repré-
sente la moyenne vitesse de toutes les molécules , elle s'exprime pav la somme de toutes les vitesses , divise'e par leur nombre, ou par la somme de toutes les forces divisée par la masse entière du système.
Si l'on prend , pour cette droite à laquelle on rapporte les forces, la direction même de la re'snltante générale, on voit que le centre de gravité se meut précisément dans cette direction; car si l'on cherchait actuellement la vitesse de ce centre , pour s'éloigner d'un plan quelconque mené suivant cette droite, on trouverait cette vitesse uulle, puisque la somme des forces, estimées dans un sens quelconque perpendiculaire à la résultante générale , est toujours nulle.
Ainsi le centre de gravité du syslbme se meui uniformément , en ligne droite , dans la direction même de la résultante générale, et sa vitesse est exprimée par cette résultante divisée par la masse entière du sjstl-me. Si CÈtte vésultanle générale est nulle, et qu'ainsi toutes les forces appliquées soient réductibles à un couple, le centre de gravité du système reste donc en repos dans l'espace, quels que soient les mouvemens particuliers des dîfférens corps qui le composent.
Si tous ces corps sont liés entre eux de manière k former un système invariable de figure , le système ne peut donc avoir qu'un mouvement de rotation autour du centre de gravité ; d'où l'on voit que l'effet d'un couple sur un corps ou système .lolide, est de le faire tourner autour d'un point déterminé , qui ne dépend ni de la grandeur ni de la direction du couple appliqué , mais uniquement de la figure du corps , ou plutôt de la. disposition mutuelle des dilférentes particules qui le composent. Ainsi le centre de gravité des corps
aKpréaeate à'a
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L point qu'il esi préféraUe Ai, choisir, pance que ceruiaes expressions anaWû^M qu'on y raf^rte se simpUfietit, oo que certainai^ l£grales s'y évanouis»eat , tuais bien comme un poM dont ta considéraiioa s'offre d'elle— même dutt b ■■■ ture, étaient, pour nous, de celte loi qui iaiisJiDfl» meut U force proportionnelle à la vitesse. Oa doittUn la même chose deces trois ojrei pn'nct^oua; de roUti<Mt autour desquels un corps peut touraer libremcDl, parce que les forces centrifuges s'y contre- bal ancnl C'est en vertu de cette même loi dont je Tiens depi> ler , qn'il y a de tels axes dans toits les coi^ eu a trois, qu'ils passeni au centre de gravité et aa% sont rectangulaires entre eux.
MaÎBje passe au second principe de la conserva tion des momens. Si l'on prend un point fixe quelconque ci que, de ce point fixe oa/ojer, on mène à tous )ci -corps du système des rayons vecteurs, en projelaul toutes ces droites sur un plan quelconque, on vens ifacilenieot que le moment de chaque force par ra|)pori ■À un axe perpendiculaire an plan de projection, et I ipassant par le foyer, est proportionnel au produit de tJa masse du corps par l'aire que trace sur ce pliob 1 :;pfajection de son rayon vecteur.
' Ainsi , dans la loi de la nature , la conservation dtt momens revient à la
aires, qui coniiiie etice que la iommc des produits des corps par les airtt respectives que tracent le.r projections de leurs rajom vm:ieurs surunplan fixe quelconque mené par lefcrrer.
'^à-dire est toujours l tout le mouvement
i étaient égales
f est proportionnelle au temps , c'es.
i'ia même, en temps égal, pendan
, dusj-sthme.
Si toutes lea masses du systèm elles, on n'aurait pas besoin de considérer leurs produj respectifs par les aires précédentes , mais simplement ces aires elles-mèiDes; et le théorème reviendrait à ce que la somme des aires décrites par les rayons vecteurs autour du foyer est toujours égale en temps donné. C'est ainsi qu'on peut toujours énoncer le principe des aires; mais eu supposant que les masses du système soient divisées en parties égales , et qu'on ait tiré du foyer des rayons vecteurs à toutes ces parties.
Plan du maximum des aires.
Cela posé, puisque les aires tracées parles rayons vecteurs ne sont autre chose que lesmomens des forces, il s'ensuit qu'on peut appliquer à la composition des aires tout ce que nous avons dit de la composition des
£t d'abord , on voit que , parmi tous les plans menés par le même foyer , et qui reçoivent de la pari des rayons vecteurs des aires différentes , il y en a un seul qui reçoit la plus grande ; et si l'on nomme L , M, N les sommes respectives des aires tracées sur trois plans rectangulaires quelconques, menés par le foyer, on aura pour la valeur G de l'aire qui est un maximum ,
l'égard du plan qui la reçoit , « , les trois angles respectifs qvi'il forme avec les
voudra sur cette ligne. Pour tous les foyers qui en sciaient aux mêmes distauces dans un plan perpendiculaire, les aires maxima auront les mêmes valeurs, et leurs plans seront perpendiculaires aux diverses génératrices d'un liyperboloïde de révolution décrit autour de cet axe central. D'ailleurs , ces aires maxima et les inclinaisons de leurs plans varieront , en vertu des distances précédentes, d'après les mêmes lois que nous nvons données plus haut ; et l'on trouvera sur les aires tous les théorèmes analogues à ceux qui ont été rapportes sur les n
Usage de ces plans j de ceux qu'il faut choisir pour jr rapporter Us corps du système.
Cette constance des aires décrites sur des plans qui restent immobiles au foyer nous donne d'abord L'idée de les observei sur les plans auxquels nous rapportons les ditFérens corps , afin qu'à toutes les époques du mouvement nous puissions retrouver le position de ces |ilaus, et reconnaître les cbaogemens survenus dans le système. Mais, d'après ce que nous venons de dire, on voit qu'il y a un choix à faire entre ces plans coordonnés ; car si un plan qui reste immobile au foyer reçoit constamment la même aire de la part des rayons vecteurs, un plan qui recevrait constamment une même aire donnée ne serait pas pour cela immobile, et pourrait se mouvoir d'une manière quelconque tangentiellement à un certain cône décrit autour du foyer. Donc si Von avait rapporté, primitivement -tous les corps du système à un certain plan, et qu'on ii« sût rien autre chose de ce plan, sinon qu'il recevait un«
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aire donnée, on ne pourrait plus reconnaître acluelloi ment sa position dans l'espace, parce qu'il e changer, ou, plus exactement, parce qu'il y en i infinité d'autres qui jouissent de la même propriété que liii.
Mais si l'on savait que le plan cherché était , eaW tous ceux qui passent au même foyer , celui qui i vait l'aire la plus î;rande, on le retrouverait aur-le> champ , parce qu'il est unique et jouit d'une propriété' exclusive par rapport à tous les autres.
C'est donc ce plan qu'il faut choisir , de préférei tous ceux qui pansent en un même point, pour y r^ porter les dilFerens corps du système; et, sans coih naître la [jrandeui- de l'aire qui y est décrite , on poarTi: retrouver sa position dans tous les temps, poum qu'on connaisse le point fixe d'où partaient les rayo» vecteurs, ou du moins quelque autre point fixe cpn Boit, avec le premier, dans U direction du mouvement général; car nous avons vu que, pour ce noi^ veau foyer , le plan de l'aire maximum serait parallèle au premier.
Si l'on ne connaissait point la position de ce fojCTi quand bien même on saurait que l'aire maximum décrite sur le plan cherché avait une valeur donaén, on ne pourrait pas encore distinguer ce plan d'une infinité d'autres perpendiculaires aux génératrices d'un eertain hyperboloide de révolution , parce que chacun de ces plans jouirait de la même propriété de recevoir égale, et maximum entre celles des plans qui se croiseraient avec lui au même point.
Mais si Ton ajoutait que l'aire maxitnum dont il s'agit était le minimum des aires maxima relalivesinx
divers foyers de l'espace, ou retrouve lait bu r-le-chanip la position du plan cherché, parce qu'il jouit, nonseulement d'une propriété exclusive par rapport à «:cux qui passeraient au même foyer, mais encore d'une autre propriété exclusive par rapport à tous ceux qu\ auraient la première commune avec lui.
C'est donc ce nouveau plan qu'il faut choisir de prér féience à tous ceux de l'espace; et l'on en pourra reti'ourcr la position à toutes les époques , sans connaître ni la grandeur de l'aire qui y est décrite, ni le point qu'oD a pris pour centre des rayons vecteurs. Mais, pour le déterminer , il faudra toujours avoir quelque point fixe d'où l'on puisse partir actuellement, et connaître en outre la grandeur et la direction de la résultante jiénérale qui emporte le système dans l'espace.
Dans le eau des aires relatives, jue /'aire minimum maximorum est la même que l'aire maximum autour d'un.Jbj'er quelconque.
Lorsqu'on ne connaît aucun point fixe auquel on ]iuisse rapporter les rayons vecteurs , et qu'on partage les mouvemcns des corps eux-inènies que l'on considère , on ne peut plus observer que des aires décrites autour de foyers mobiles dans la directiondu monrenient général. Or, ces aires sont alors les mêmes que si le mouvement général était nul , ou que ie centre de gravité du système fût en repos.
Onapu ïoir, en effet, par l'équation G^r^K'+R"/»', qu'un moment maximum G , relatif à une certaine origine, se compose du moment minimuTn maxi/nonim K, et du moment Rp de la résultante générale par la distance de l'axe central à cette origine; de i
l'aire rna:c<>nufn , par rapport à un foyer fixe, eslbuésnltaute de l'aire minimum maximorum et de l'ûre qui serait décriie par le rajoa vecteur de la masse totière du système , considéiée comme réunie dans l'ut central, et animée, suivant cet ase, de la vitesse commune. Si donc le foyer que l'on considère, aulieo d'être 6xc dans l'espace, se meut avec la vitesse commune parallèlement à l'axe central , cette partie àa aires qui sont décrites en vertu du mouvement génénl dtsparatt d'elle-même ; et les aires observées sont fitfaitement les inènieB que si la résultante {jénerol eUil nulle, ou que le centre de gravité du système fût ei repos dans l'espace.
Mais quand la résultante générale est nulle , les aiict maxima sont égales pour tous lesi'oyors de l'espace, d leurs plans sont tous parallèles ; donc alors le foyer ii l'aire minimum maximorum , peut être pris partout on l'on voudra.
application au système du monde.
Ainsi, dans te systémedumonde, comme onnecouoalt aucun point fixe auquel on puisse rapporter b différens corps célestes , et qu'on ignore d'ailleurs dans quel sens et avuc quelle force ce système esteatraist dans l'espace , on ne peut déterminer ni le plan ni la r ou peut
valeur de l'aire minimum rnaxi) cLoîsir simplement le plan du relativement à un point quelcot ligne droite avec la vitesse peut donc prendre le foyer a jouit de cette propriété* dans ntj et c'est ce qu'a fait l'i
mum des aires
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ntre de gravite, qui
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céleste , qui, le premier, a considère ce plan dans notre système planétaire , et qui lui a donné le nom de plan t avariai» le.
Au reste, on peut encore prendre le ioyer au centre de l'un quelconque des corps considéré comme tixe à chaque instant , c'est-à-diie couiine actuellement privé de sa vitesse relative : ce point , n'ayant plus alors que la vitesse commune, sera dans le même cas que le centre de gravite ; ainsi le plan de l'aire maximum relative à ce point sera parallèle au premier , et recevra la raêine aire. ■■'
Si donc, pour considéri^r ép,alemei}t tous les coips du système , on prend successivement les aires élémentaires décrites autour de chaque corps par tous les autres, en multipliant ces diverses sommes par les masses respectives des corps qui ont servi successivement de foyers, on trouvera , en les ajoutant, tous les produits des masses prises deux à deux , multipliées par les aires qu'elles tracent dans le même temps, l'une autour de l'autre considérée comme iinmobile.
Le plan dont nous avons parlé jouit donc encore de cette propriété remarquable , que la somme des produits précedens y est un maximum, aussi bien que sur tous ceux qui lui sont parallèles ; et l'on voit que cette somme n'est autre chose que l'aire maximum relative au centre de gravité , multipliée parla ma^se entière du système. C'est ainsi que Laplace présente eneore la théorie de ce -plao invariable , en ramenant le principe des aires à des relations entre les distances mutuelles des différens corps du système.
Ce plan forme en quelque sorte l'immuable équateur du système du monde. Quels que soient les change-
mens que la suite des siècles amène cutre les corps c^ lestes, il demeurera toujours parallèle à lai-mèmE; et, puisqu'on en peut retrouver la position dans tou les temps , comme on retrouve celle du centre de gravité, eu y rapportant tous les corps du système, on aura toujours le moyen de comparer , d'une manière précise , les observations de l'Astronomie laites aoi époques les plus éloignées.
Nous rappellerons encore ce corollaire remarquable de la théorie précédente, que, dans un système de molécules solides et fluides, aniciiéus primitivemeDl par des forces quelconques et soumises A leur action mutuelle , s'il arrive qu'après un grand nombre d'oscillations, ces molécules se fixent à un état permanenl de rotation , autour d'un axe invariable passant pu leur comniuu centre de gravité (et l'on coajeccan avec assez de vraisemblance que c'est le cas des corps célestes), alors leur équateur, ou le plan perpendiculaire à cet axe , sera parallèle à celui qui recevait, i l'originedu temps, le maximum des aires relativeraenl au centre de gravité.
Mais nous n'étendrons pas plus loin ces- demiires considérations , qui ont été assez approfondies par le géomètre que nous avons cite. Notre objet principal e'taït de fonder une nouvelle théorie des luomeDs et des aires , d'étendre et de siniplifier à la fois toutecelte partie de la Mécanique, et de faire passer ainsi dan» les élémens les plus beaux théorèmes qu'on y eût fg jusqu'ici.
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Les aires décrites sur les surfaces de differens côues de même axe et de même .soir meut proportionnelles aux si.
quels ces cônes sont décrits: d' qui recevra l'aire la plus petiti l'angle droit autour de 1' plan perpendiculaire à cet axe.
Entre tous les cônes semblables de même sommet, mais d'axes dilTéiens, il y en aura un seul sur la surface duquel l'aire tracée par les rayons vecteurs sera un maximum.
Parmi tous ceux qui donneraient de même les aires maxima relativement aux dÎTera foyers de l'espace, il y en aura un seul qui donnera le minimum de ces aires maxima.
Pour les axes de cescâues remarquables, ils ne sont autre chose que les axes des momens ou des aires qui jouissent des proprie'tés analogues, et ils se détermineront absolument de la même manière. Enfin l'on trouvei'a , en considérant les aires tracées sur des cônes quelconques semblables , tous les théorèmes que nous avons donnés par rapport aux aires qui sont tracées sur de simples plans.
NOTE
Sur le double mouvement de la Terre et des corps célestes.
Pour montrer encore, par un nouvel exemple, la aiiiiplicile et l'avantage de aotie théorie des couples , je dirai deux mots sur la manière dont on explique ordinairement le double mouvement de rotation et de translation qui anime la Terre et les autres corps célestes.
Jean Bernoulli est , je croîs , le premier qui ait eu l'idée de cette explication ; mais la voici telle qu'elle «81 présentée par Laplace , dans son Exposition du Sjsikme du Monde, liv, III , chap. v,
« Lorsqu'un corps , dit l'auteur , reçoit une impul- » sien suivant une direction qui ne passe point par le u centre de gravité , les diverses parties du corps ont n des vitesses inégales, et de cette inégalité résulte un
■ mouvement de rotation du corps autour de son centre n de gravité, en même temps que ce centre est trans- H porté avec la vitesse qu'il aurait prise, si la direction
■ de l'impulsion eût passé par ce point. Ce cas est celui
■ de la Terre et des planètes. Ainsi, pour expliquer le » double mouvement de rotation et de translation de » la Terre , il suffit de supposer qu'elle a reçu primiti- » vement une impulsion dont la direction a passé à u « petite distance de son centre de gravité, distance
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» qui, dansTIiypothèscdcrhoiiiogeûéité de cette jiU-
■ Dète, est à peu prùs la cent-soixantième partie de
■ son rayon. 11 est iufiniuicnt peu probable que h pra- » jection priiuitive des planètes, des satellites et d« ■• comètes a passé exactement par leurs centres degra- B vile ; tous ces corps doivent donc tourner stir eai- X ïnêmes. Par une raison semblable, le Soleil, qù i> tourne sur lui-même , doit avoir reçu une impulsion " qui , n'ayant point passé par le centre de gravite , le » transporte dans l'espace, avec le système planétaire, » k moins c[u'une impulsion dans un sens contraire n n'ait anéanti ce raoïiveinent , ce qui n'est pas viai-
■ semblable. »
Mais j'observe d'abord que cette hypothèse d'aot impulsion unique, imprimée à chaque planète, c*l elle-mËme trop particulière, et par conse'quent très peu vraisemblable ; el , ce qui est plus digne de remarque , on peut voir qu'elle est entièrement înotjlt à l'explication du phénomène naturel dont il s'agit. Et en clFet , quel que soit le nombre des impulsiooi diflerentesqu'uttcorpsaitpurecevoir en tant de points, et suivant telles directions qu'on voudra dans l'espace, a démontré que ces forces sont toujours rëductihlea ule appliquée au centre de gravité de ce corps, :n transporte également toutes les parties sui- ■s d;rections parallèles , et à un seul couple on l qui fait tourner le corps autour de ce centre mobile. Le double mouvement qu'on observe dans II Terre et dans les corps célestes est donc un phénomène naturel qui n'a besoin d'aucune explication , ni d'aucune hypothëst: parljculière , puisque c'est le raou- K^iiéral de tous les corps qui se mea-
à une SI et qui
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vent en vertu de forces ou impulsions quelcoaques. Ainsi toutes les planètes doivent naturellement tourner sur elles-mêmes, en même temps qu'elles sont emportées dans l'espace : et, si elles ne tournaient point, ce serait, au contraire, u>i pbe'noinène très sinfjulier , et qui demanderait une explication toute particulière; car il faudrait supposer, i". que toutes les impulsions primitives se sont precise'ment re'duites <i une seule force, et 2°. que la direction de cette force passait par !c centre de gravité de la planète que l'on considère. Et de même, si la planète ne faisait que tourner sur son axe , sans éproutrer aucun déplacement dans l'espace, il faudrait supposer que toutes les impulsions transportées au centre de gravité s'y sont esactemenl fait équilibre, et que, de toutes les forces appliquées, il n'est ainsi résulté qu'un seul couple; ce qui présenterait un second cas particulier tout aussi invraisemblable que le précédent. Mais celui de la nature n'a rien qui doive surprendre, puisque ce double mouvement des corps célestes est le résultat général de forces ou impulsions primitives quelconques qui ont pu être imprimées à ces diflerens corps. On peut même dire que, dans un corps libre, l'observation d'un seul de ces deux mouvemena fournirait, au besoin, une preuve naturelle de l'autre; et qu'ainsi \a rotation connue du Soleil indique , avec une extrèiue vraisemblance , son mouvement de translation dans l'espace ; mouvement insensible pour nous, mais peutêtre très rapide , et qui ne nous échappe que par l'énorme distance où nous sommes des étoiles, seuls corps de l'espace auxquels nous pourrions le rapporter oonime k autant de points tixes.
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Quoi qu'il en soit, et pour revcuir à nos priucipcï, je remarquerai encori; un autre de'faut , dans l'eipljcatîon qu'on a donnée du double mouvemeut de U Terre, par l'hypothèse d'une impulsion uniqueitar, pour la rigueur du raisonnement, il aurait fallu ajouter encore une condiliou particulière qu'on aoam«. c'est que cette impulsion primitive aurait eu lieu pr«cisement au périhélie ou à l'aphélie de cette planète. Et, en eUet, l'équateur elant le plan ménH du couple pritDÎlif imprimé à la Terre , si ce couple provenait, comine on le suppose , d'une seule force iransporlee parallèlement à elle-iiiéme au centre de gravité , il faudrait d'abord que cette force se lin trouvée dans le plan de l'équateur. Mais, d'un aaCrt côté, cette même force devait être parallèle à la taugeiite de l'orbite sur laquelle elle emportait la Tem: doDc il faudrait que l'impulsion unique eût été appliquée k la Terre, au moment où celle-ci se trouvaiti l'une ou à l'autre des deux extrémités du grand aie de son orbite, c'est-à-dire au périhélie ou à l'aphcliei car ce n'est qu'en ces deux points qu'une ligne situw dans l'équateur peut être en même temps parallèle i la tangente de l'orbite de la Terre. En tout autre lieu, cette tangente est inclinée à l'équateur, et par conséquent la direction de la force est inclinée au plan it couple : or la force et le couple, étant inclinés l'uni l'autre, ne peuvent jamais se réduire à une seule force, et par conséquent ne peuvent être regardés comme provenant d'une impulsion unique. D'où l'on wil que, même pour l'exactitude de cette explication, que notre tbéorie des couples rend d'ailleurs inutile, il fallait encore supposer que la Terre a été ha^
NOTE
dans une dîrectioa perpendiculaire à la droite qui joignait à cette époque le centre de la Terre et celui du Soleil; et il faudrait ajouter la même condition pour les autres planètes , ce qui augmente encore , s'il est possible, l'extrême inTraiserablauce de l'hypothèse d'une impulsion unique, ou , ce qui est la même chose, de plusieurs impulsions différentes qui eussent été eiactement réductibles à une seule.
Je vais développer dans ce Mémoire les recherches nouvelles ijue j'ai présentées à l'Académie le 24 mara 1828 , et qui ont pour objet l'une des questions les plus élevées du système du monde. Il s'agit de la délerminatioD exacte du seul plan des aires qui soit vraiment invariable dans notre système planétaire , et qui en forme en quelque sorte l'immuable équateur; car le plan que M. Laplace a nommé invariable et de'termîné comme tel dans sa Mécanique céleste, n'est point le véritable; et nous allons voir qu'à cet égard l'analyse de l'auteur avait beBoîn d'être reciiËée. Mais, auparavant, je crois devoir rappeler les premières idéesqui ont donné naissance à la théorie des aires, afin de jeter un nouveau jour sur l'origine «t la suite naturelle de ces considérations.
Ou a vu que , dans le mouveuient de plusieurs corps
qui réagissent 'd'une manière quelconque ies uns sur
les autres, mais dont le système est supposé paifaite-
ment libre de toute action étrangère , si l'on projette
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sur un plan les aires que tracent, autour d'un poiiii ûxe oa foyer, les rayons vecleurs menés de ce foyer /i toutes les particules éjjales du système, la soinmË de ces aires projetées demeure constante , c'est-à^ire esi toujours la même en temps égal , malgré les variation? qu'éprouve chacune d'elles par l'actioti réciproque dei différens corps ; et c'est dans cette propriété génétale du mouvement des systèmes que consiste le principr si connu de la conseryadon des aira.
Les géomètres ne se sont pas élevés tout d'un coup à cette loi générale de la Dynamique. L'origine deos idées remonte à Kepler, qui le premier imagina de considérer l'aire du secteur que décrit le rayon ntteur d'une planète dans son mouvement autour du soleil. El si l'on cherche ce qui a pu lui donner «Lie idée, on irouvera, ce me semble, qu'il y parvint, non point par hasard comme on pourrait le croire d'abord, mais par une certaine marche naturelle, que je veux indiquer en passant, parce qu'elle se retioaie dans tontes nos recherches, et qu'elle résulte, pour ainsi dire, de la nature même de l'esprit humain.
Et en effet, nous ne comiaissons en toute lumière qu'une seule loi: c'est celle delà constance et del'nniformité. C'est à cette idée simple que nous cbercboiu à réduire toutes les autres, et c'est uniquement dan! cette réduction que consiste pour nous la science. Ainsi , quand nous étudion.t les choses qui cljangcDt pour découvrir ce qu'on appelle la loi de leurs variations , noire unique objet est de trouver ce qu'il peui j avoir d'uniforme et d.' constant an milieu de ces
cliosea qui varient. Que si , avec le temps et par un uouvel examen, nous venons à reconnaître que des rapports qui nous avnient paru constans sont euxmêmes variables, il nous faut faire un nouveau pas : mais notremarche est toujours lauièmejcaralors ce n'est plus dans ces rapports , mais dans quelque autre formé de leur coniliinaison , que notre esprit va rechercher cette loi de constance qui avait, pour ainsi dir<i, échappé à ses premières conclusions. Tel est , je crois, le mouvement naturel de l'esprilhumain, mouvement qu'on pourrait même remarque!- dans laGéomclrie et dans l'Analyse, mais dont l'Astionomie nous offre ici l'image la plus sensible.
Ainsi les anciens astronomes , d'après les premières apparences des mouveiiiens céie.stes , avaient cru naturellement que les planètes décrivaient dans leur cours des cercles parfaits, et qu'elles les décrivaient d'un mouvement uniforme: de sorte que le rayon mené du centre à la planète et sa vitesse angulaire étaientregardéscomme constantes. Maigre' quelques inégalités que l'observation avait rendues sensibles, celle première loi du mouvement des planètes subsista très long-tetnpg , parce qu'on faisait disparaître à très peu près ces iuégalilés en essayant de mieux placer le centre de ce cercle parfait qu'on avait imaginé. Mais Kepler ayant reconnu , par la comparaison attentive de npnibi^çLises observations, que le mouvement d'une planèle se fçiit, non dans un cercle, mais dans une ellipse donllesojcil occupe un des foyers, de sorte que le rayon vecteur et l'angle qu'il décrit étaient tous deux vaiiabtesi et ne trouvant plus ainsi, ni dans ce rayon p'i d^ns ceL nngle , cette constance qu'on y avait d'abord supp^stkL
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im&gina de U retrouver dans une ([uantité noavfllp composée de ces deus-là : et considérant dans ctie Tue la plus simple qu'on en puisse former , savoir : l'aire du secteur elliptique que trace le rayon vecteur de la planète autour du aoleil , il trouva enfin qui cette aire était constante, c'est-à-dire toujours U même en temps égal, ou , en d'autres termes encore, que l'aire décrite était proporliomielle au temps écoolé. Cette loi de Kepler, qui n'était prouvée que pw ite comme un r lieu dan) le force qud-
l'observalion , Newton la dén théorème mathématique qui doit avoi mouvement de tout corps attiré par un* conque vers un centre fiXL-: et reciproq voir que si cette description unirormede servée dans le mouvement d'un corps,
aires est obelle est aat
prei
uve de l'attraction ou de la tendance de c
e corpiiD centre des rayons vecteurs; ce qui conduit naturellement au principe de la pesanteur universelle.
Enfin, vers le milieu du siècle dernier, le chenlier d'Arcy , Daniel Bernouilli et Euler découvrirent presque en même temps , mais sous des formes différentes, un théorème plus général, et qui u'est en quelque sorte que celui de Newton étendu à plusieiin corps qui seraient soumis à la fois à leurs actions réciproques , et li des forces quelconques dirigées vers ud même point fixe. Bans le mouvement du système latOQr de ce point comme foyer , l'aire que décrit chaque corps en particulier n'est plus constante ; elle varie i chaque instant de grandeur et de position par l'aclion perturbatrice des autres corps. Mais en projetant toutes «es aires variahles sur un même plan fixe , et les muttipliantpar les masses respectives des corps, on trouve
que la somme de ces projections est constante, et se conserve saoEaltéralion, comme dans le cas d'im seul mobile.
On voit comment les géomètres <jnî démontrent et qui généralisent, ont su s'élever rapidement au principe général des aires dans un système quelconque , et par conséquent dans le système du monde ; mais observez en passant que si ce principe n'eût pas été ainsi démontré et découvert à l'avance, le temps seul, et par cette même marche de L'esprit que j'ai indiquée plus haut , aurait encore pu nous y conduire. Car , à la longue , et par des observations plus précises, on aurait reconnu que l'aire de'crite pat chaque planète n'est pas rjsouteusement uniforme: et considérant alors les difie'rentes aires relatives aux différentes planètes, pour eu faire, ce qui était naturel, la combinaison la plus simple, comme celle de la somme de leurs projections sur un seul et inènie plan, on aurait retrouvé dans l'ensemble de ces aires cette constance rigoureuse qui n'était plus dans chacune d'elles.
Quoi qu'il en suit, le principe a lieu, comme on l'a dit, dans le mouvement d'un système de corps qui réagissent d'une manière quelconque les uns sur les autres ; mais , pour la rigueur du théorème , il faut l'énoncer comme je l'ai fait au commencement , c'està-dire en considérant, non pas le produit de claque masse par l'aire que décrit le rayon vecteur 1 centre de ce corps , mais la somme des aires décri tes par les l'ayons menés à toutes les particules égales du système ; ce qui donne la vraie quantité, qui estrigoure"
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sèment coastante daus tout le cours da mouveineat. Si les corps ne sont point auirés vei-s un point extérieur, et u'éprouvent que lem* action ou attraction mutuelle, le foyer des rayons vecteurs peut être pris partout où l'on voudra dans l'espace. Si , comme iim le système du monde, on fait abstraction du lnouF(^incnt ge'iiéral qui emporte le système , pour ne codsidérer que les mouvcmens relatifs des corps, od doit placer naturellement le foyer dans leur rornniun ceulre de gravite , parce que ce point déterminé est en repos, et comme fixe , dans l'espace relatif où s'exécutent les mouvemeoa observés des diffère na corps.
i l'ou considêi
Uaiu tenant , projection qu'on pourrait et sur lesquels la somme di général des valeurs différeu tes, il est o parmi ces plans , il y eu a une Infinité
les divers plans de
par le même foyer,
projele'es aurait en
de voir qu«,
celte somiat
est nulle ; que tous ces plans de projection nulle se coupent suivant une seule et même droite déterminée; que tous les plans possibles qui passent par cette droiti: jouissent de la même propriété, et sont les aeula qui en jouissent. Le plan perpendiculaire k celte droite est donc un plan distingué de tous les plans de l'espace par cette propriété , que la somme des aires se Iroure nulle sur tous les plans qui lui sont p erpe adieu laires- Quant aux plans qui lui sont également inclinés, la somme des aires y a une même valeur , et cette valent est proportionnelle au cosinus de l'inclinaison; d'où il l'ésulteque, sur le plan unique et distinct dont il a'Bgit, cette somme esc la plus grande possible, on K qu'un appelle un maximum. Or, c'sst ce plan du
DU SYSTÈME SOLAIRE maximum des aires que M. Laplac
/e plan
La considération de ce plan remarquable a'elait déjà présenlc'e aux géomctrus dans la l'echci'chs analyr tique du mouvement de quelques systèmes: et elle avait même ete' eniployée dans le problème de la rotation d'un corps solide qui tourne librement autour de son centre de gravité. En cterchaut à simplifier le calcul , on était arrivé natuicllement à ce plan de projection, comme ix l'un des trois plans coordonnés qu'on devait choisir de préférence, afin de rendre nulle la somme des aires sur les deus autres , et de faire ainsi disparaître deux intégrales ou constantes arbitraires. Or, il faut faire ici une remarque essentielle : c'est que ce seulcas particulier de la détermination du plan invariable dans le mouvement d'un corps ou systèmesolîtle, eu contient aufond toute la tLe'orle ; car, comme l'expression des aires décrites par les di(férens points d'un système ne dépend ni de la liaison ni de l'attraction aiutuelle de ces points , il est évident que le même calcul , ou la même transformation de coordonnées , qui détermme ce plan dans un système de points invariablement liés entre eux, le donne également dans un système de points liés entre eux d'une manière quelconque. Ainsi l'on voit que la théorie du plan invariable se trouvait connue, parce que cette théorie étant indépendante de la nature du système , un seul exemple qu'on en donne suffit ponrla démontrer tout entière. Mais on doit dire que M. Laplace est le preiiner qui ait considéré et déterminé ce plan
noire systëoie plauëtaire, et qui lui ait àoaot
Ce graad géomètre a donc cherché la position ! plaD devait avoir, par rapport à l'écliptiqDe, commencement de l'année i75o, et raêniie celle qu'il , aura en iç)5o, d'après les variations calcule'es qu'auront subies ii cette époque les excentricités, les iodin ai sons et les nœuds des diderentes orbites des corpi célestes. Et, par les formules qu'il a données à ce sujet, ou larègle qu'il énonce au chapitre II dulivrelV de son Exposition du Sj'stème du Monde, il a tioan que l'inclinaison du plan àrécliptique était de l'i^fiSg au commencement de t^So; et la longitude de son oceud ascendant, de ii^'',3g']g-. valeurs qu'il troute devoir être à très peu près les mêmes en igSo, la longitude du nœud ayant seule varié de ^5*. Cest ce qu'on peut voir dans le chapitre XVII du livre VI de la Mécanique céleste.
Mais, ayant eu l'occasion d'examiner cette analyse, j'ai remarqué qu'elle ne pouvait être exacte que daiit l'hypothèse où les planètes seraient regardées comme autant de points massifs , dont chacun serait chargé ie la masse entière de la planète et de ses satellites i et qu'ainsi, pour déterminer le plan invariable dumartmum des aires, M. Laplace n'avait considéré quel» aires dues aux seuls raouvemens de révolution des planètes autour du soleil.
Oï^ en appliquant nos principes à cette détermini-
tioii , j'ai reconnu que la position du plan invaiiabVe dans le système du monde ne dépendait pas sculeinenl des aiies que décrivent les planètes eu vertu de leurs révolutions autour du soleil , mais qu'elle dépendait encore d'autres aires , auxquelles on n'avait i>oint songé , savoir , de celles qui sont dues aux révolutions particulières des satellites autour de leurs planètes principales, et de celles qui naissent de lu rotation de ces planètes et du soleil lui-mêtne sur leurs propres axes. 11 résulte en effet, de notre théorie des couples, que le plan dont il s'agit n'est au fond qu^; celui de l'aire qui proviendrait de la combinaison de toutes ces aires simultanées , si ou les composait entre elles à la manière des simples forces appliquées sur un point ; que le plan de cette aire résultante est le seul dont on puisse affirmer qu'il demeure immobile dans le ciel , ou qu'il reste toujours parallèle à lui— même, quels que soient les changemens que la suite des siècles puisse amener dans les mouveniens , dans la âgure et là position mutuelle des difierens corps célestes. Que si l'on ne composait entre elles qu'une partie de ces aires simultanées , on ne pourrait plus dire que l'aire partielle qui en résulte est invariable de grandeur et de position dans l'espace : d'où il feut conclure que le plan invariable déterminé par M. Laplace peut changer, et qu'ainsi il n'est pas propre à faire reconnaître, dans la suite des temps, les changemens réels qui peuvent survenir dans la position des orbes et des équa- Leurs planétaires.
Pour remplir ce grand objet , et doni
notnes fatirrs le moyen de compare] les obscrvalion.^ séparées par de longs intervalles de temps, il faut donc recourir à ce nouveau plan que je propose, et qui foime en quelque sorte l'iinmiiiUe iqtialeur du système du inonde. Or voici, d'après antre llicorie des couples, l'expression la plus simple <Ie La règle qui le délerinlne.
■• Considérez d'abord , pour chacun des corps cèle»n tes , l'aire résullautc (le celles que de'crivent loala » ses particules auloui' de son propre centre de gravité,
■ aire qui tombe sur le plan de l'équateur du corpi, » et qui a pou? mesure le produit de son raoraenl » d'inirtle par sa vitesse angulaire de rotation; et n regai'dez mainteannt les centres de ces corps coniiM n autant de points où kura masses respectives seraical » concentrées.
■ Considécei ensuite , pour chaque groupe foruiÉ " d'uue plantrte et de si:3 «atelliCes, l'aire que cliacuB « des corps y décrit dans son orbite autour du «otre « de gravitri de ce groupe, laquelle se trt^avera a, n multipliant la masse du corps par le carré du rajOft
* vecteur et la vitesse angu'aire de révolution j et ti^ H duisez maintenant ce groupe à son centre de gre- H vite comme à un seul point ou toute la niasse seidt » concentrée. i
» Considérez enfin les aires que les centres de a» » groupes et ceux des corps qui n'ont point de satelli-
• tes, décrivent dans leurs orbites autour du comniim " centre de gravité de tout le système , et dont chacune
■ se mesurera de même en muhipliant la masse pii
■ le carré du layon vecteur et la vitesse angulaire àt B révolution.
B Si; par ce même centre de tout le système , vous
■ menez des lignes perpendiciilaiies aux plans respectifs " de toutes les aires que je viens de considérer , et pru- » portionnelles h leurs gratideurs , et que vous compo- H slez entre elles toutes ces lignes à la manière des " forces, la ligne résultante sera perpendiculaire au » plan de l'équaleur cherche , et sa longueur repr^sen-
■ teralaquautitëde l'aire totale qui s'y décrit.
« Sur quoi il faut observer queles lignes composantes " dont il s'agit doivent être tirées d'un même côté de » l'écliptique , parce que , dans notre système, les dif-
■ fé rentes aires que ces lignes représentent, étant vues
■ de ce même cûlé, se décrivent toutes dans le même » sens. Ainsi en supposant toutes ces lignes menées 11 du côté boréal de l'écliiilique , la ligne résultante
■ prolongée de ce côté ira marquer dans le ciei le ■'pôle boréal de- l'équateur du système dumonde. i
Par cette règle générale (ou les formules qu'on en peut fncilemeut déduire), si l'on suppose connus les masses et lai momens d'inertie des corps célestes,', il est évident qu':\ une e'poque quelconque , et par les distances et les nio»vemens mêmes des corps célestes, observés à cette époque, on pourra déterminer la position de cet équateur par rapport au plan mobile de quelque orbite planétaire, tel, par exemple, que le plan de notre écliptique. Si doue on imagine que la recherche en soit faite A des époques différentes, et qu'on le ll'ouve situé dans des positions différentes , comme on est siir que ce plan n'aura pas changé , on conclura te changement réel survenu dans la position de l'écliptique et des différentes orbites qu'on y aucaîl rapportées. C'est ainsi que les ohservaiions i
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célestes peuvent être ramenées à des termes Sxet , e( de'gagées de l'incertitude et de l'erreur que les vart»tioaa de l'écliptique et le mouvement propre des étoiW auraient pu a la longue y introduire.
IX
Quant à ces aires nouvelles qui doivent entrer dan* la détermination de notre plan invariable , on poumil dire que celles qui viennent des mouvemens parliculien deR satellites , et même de la rotation de quelques pUnètes, sont des quantités assez petites, et que le plut invariable déterminé, en ne négligeant que ces pelitei quantités, différerait peu du véritable. Mais il faut i«marquer que l'aire due à la rotation du soleil est me quantité considérable, et qui ne peut être omise duu aucun cas; car, en supposant d'abord le soleil homogène, je trouve que cette aire vaut plus de 5o fois celle que It terre décrit en vertu de son mouvement dans son orbite annuelle. Si, comme il est vraisemblable, la denailé du soleil n'est pas uniforme, mais qu'elle augmente de la surface au centre en raison de la profondeur, OR bien encore suivant cette loi de densité que M. LapUtt emploie pour la figure de la terre, dans le tome V dt ■a Mécanique céleste, et qui fait la densité propot^ tionnelle à la racine cariée de la pression , je trouve que l'aire décrite a encore les deux tiers de la valent précédente. Et dans l'Iiypothcse même où la deusltï irait en croissant, depuis la surface, oùelle serait null^ jusqu'au centre, oùelledeviendraitinfinie, commeferait l'ordonnée d'une hyperbole équilatère qui s'avancerut parallèlement ;'i elle-même pour se confondre avec l'ïsymptote je trouve que l'aire dont il s'agit Taudnil
encore la moitié de celle qui a lieu dans le cas de l'honiogénéite. De sorte que, dans cetti: hypothèse qui paraît extrême, le plan invariable de M. Laplace, déter mine sans tenir compte de cette quantité, diflire autant du véritable, que si l'on eût oublié dans le calcul au moins a5[;lohes tels que le nôtre, qui auraient circulé comme lui, à la même distance du soleil, et dans un plan incliné d'environ 7° au plao de notre éclîptique. Cette omission altère donc d'une manière très sensible la position du plao invariable : or il est aisé de voir qu'elle change de plusieurs minutes son inclinaison à l'écliplique , et de plusieurs degrés, la longitude de son nœud ascendant. Ainsi il parait aussi nécessaire pour l'applicalion que pour la théorie , d'avoir au moins égard, dans le système du monde, à cette partie des aires qui vient de la rotation connue du soleil.
Il peut paraître surprenant que M. Laplace, qui le premier a eu l'idée de chercher , dans le système du monde, la position d'un plan invariable déterminé par la condition que la somme des aires projetées y soit un maximum, n'ait considéré dans son analyse que les aires décrites par les planètes en vertu de leurs laouvemens de révolution autour du soleil, et qu'il ait oublié, non-seulement les aires dues aux révolutions particulières des satellites , mais encore celles qui naissent de la rotation de ces planètes et du soleil lui-même sur leurs propres axes. Et , si l'on est surpris que cette omission singulière ait pu avoir lieu, on ne l'est pas moinS qu'elle ait échappé jusqu'ici à ceux qni ont pu étudier ce point important de la Mé-
sux grandeurs et aux inclinaisons mutuelles d«^ rens couples qui le composent. Par celle notion diD»r inique des aires, il suffit donc de jeter les ycox sur système du monde pour voir que l'aire nuiximum. pour mieux dire, que l'aire résultante, doit être c posée , non-seulement de celliis qui viennent du lai vement des planètes dans leurs orbites, mais eocOR de celles qui naissent des mouvemens particuliers da satellites et de la rotation de tous ces trorps but lem propres axes : car bien que ces aires soient décritËsanlour de difFérens centres, comme elles . expression géométrique des couples qui les produiseol, il est évident qu'elles doivent être toutes rapporleetl im seul et même foyer , et se composer ensemble si leurs plans y étaient tous transportés parallèlemeiK àeux-mcmes.
Ainsi la composition des couples, qui a éteniin et «implifié toute la doctrine des aires, aura «ncare servi à nous faire découvrir une erreur qui pouvu! lester lonp-temps caclie'e dans une applicatioD de la Mécanique à l'un des plus grands objets du tème du monde. Cet exemple nous fait sentir I
aux notions primi-
l'importance qu'on doit attache:
tives et aux vrais principes des choses ; car le calcul n'est qu'un instrument, qui ne produit rien par Inimème, et qui ne rend en quelque sorte que les idfei qu'on lui confie. Si nous n'avons que des notions imparfaites, ou si l'esprit ne regarde la question qQc d'un point de vue borné, ni l'analyse ni le calcul ae lui apporteront plus de lumière , et ne donneront 1 nos résultats plus de justesse ou plus d'étendue : an contraire , on peut dire que cet art de réaliser en quel-
ïpie sorte par le calcul de fausses ou de vagues coucepndre l'erreur plus durable dire , une sorte de consis-
tions , n'est propre qu'à r en lui donnant, pour a tance.
Au reste , si l'on veut voir , par le calcul mèine , 1« déiaut des formules de M. Laplace , il n'y a qu'à considérer les trois e'qualions qu'il emploie , et d'où il part, comme d'une expression exacte de la conservation des aires sur les trois plans rectangles des axes coordonnés.
En plaçant l'origine ou.lefojer des rayons vecteurs au commun centre de gravité de tous tes corps m , m' , m°,etc., qui composent le système proposé, et nommant a:, ^, I, les trois coordonnées du centre du corps m ; x' , j^ , /, celles du centre de m' ; etc., et employant, pour abréger , le signe 2 pour indiquer la somme de tous les termes semblables à celui qu'on écrit à la suite de ce signe, les trois équations dont il s'agit sont représentées simplement par
Or, je dis que ces foi
constante ,
rmules ne sont vraies qu'autant que les corps du système y sont réellement des points dont les masses respectives seraient m , m' , m" , etc. Que si m, par einemple , est un corps de dimension
finie, le terme m ^ a: -^ — ^ ~t\ 1"' ^'î rapporte -
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centre de ^avile' ii l'axe que l'on cODsidère; tanda que la vraie valeur de ce nioment d'inertie est égalai! produit précédent augmenté do momeot d'inerii: du corps par rapport à l'axe parallèle qm pMse en m centre de gravité.
Mais, indépendamment de ces aires dues aus routions du Roled et des planètes, on avait encore oublie celles qui naissent de» mouvemens particuliers da satellites : car , pour en tenir compte , il ne suJSl pa^, comme on peut le croire, de prendre pour la valeur de m la masse de la planète réunie i celle de ses utilités ; il faut encore ajouter les termes qui eipcimcut les aires dues aus révolutions particulières de aile planète et de ses satellites autour de leur coromoii centre de gravité. Et il faudrait mêiQe ajouter la petites aires qui sont dues aux rotations des satellile-' sur eu!i-mémes , si l'ou voulait être dans toute la rigueur des choses.
Les formules employées par M. Laplace ne peavent donc (même en faisant abstraction des satellites) aprimer exactement les aires décrites que dans le cas où les corps m, m , m° , etc. , seraient dépourvus de tontt rotation sur eux-mêmes, ou bien encore seraient d» points massifs (et dont il faudrait même supposer que la rotation n'est pas infinie) ; car il n'y a que l'une on l'autre de ces hypothèses qui puisse faire disparaîtit les termes qu'il a oubliés dans son analyse. Ces foimules ne donnent doue point, et ne donneront januii les valeurs des aires décrites dans le système des cor(e célestes i car tous ces corps sont de diuteuston &ok,
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et ils tuunieiit actuellement sur leurs axes : et quand Lien même il arriverait, par quelque cause que ce fùl, que chacun d'eux se condensât, et se réduisît ea quelque sorte à sou centre de gravite , les aires actuelles dues à leurs mouvemens de rotation ne s'évanouiraient point. Par le principe mémo des aires, à mesure que cbaque corps se condenserait, il serait, pour ainsi dire , forcé de tourner plus vite , el de manière que l'aire due à sa rotation fût toujours eonservéc : d'où l'on voit que les expressions qui forment les premiers membres des équations de M. Laplace n'en seraient pas moins incomplètes qu'auparavant , et qu'ainsi ces équations ne peuvent jamais dotmer le plan du maximum des aires , le seul qui .soit rigoureuscinentinvariable.
A la vérité , si chaque corps était infiniment petit , et que par conséquent les distances de ses dtfTérentes mole'cules à un centre extérieur d'attraction pussent être regardées comme égales entre elles, on pourrait dire que la rotation de ce corps sur lui-même ne serait point altérée par l'attraction des autres. Et il en serait de même, si chaque corps, au Heu d'être un point massif, était un globe parfait de dimension finie , formé de couches concentriques dont chacune serait d'une densité uniforme dans toute son étendue; car, pour chacun de ces globes , les attractions des autres se réduisant toujours à une force simple qui passerait par le centre de ce globe, il est évident que s ment de rotation n'en serait pas plus troublé que dans le cas pre'ce'deut. Sans l'une ou l'autre de ces d suppositions , on pourrait donc dire que ta projetiii
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des aires dues aux rotations des corps serait à pari une quantité constante sur cbacun des plans coordoDon; que par conséqnent les projections des aires dues ani seuls mouvemens de révolution seraient aussi à j^n des quantités constantes sur les mêmes plans, et qu'ainsi le plan déterminé par les équations de M. Liplace, s'il n'est plus, comme je l'ai fait voir, le pbn da maximuTn des aires , est du moins un certain plan qui demeure invariable de position , malgré faction mutnelle des diRerens corps du système.
Quoique les deux hypothèses précédentes n'ùeal point lien dans la nature , et qu'on puisse se dispenser de les examiner, il n'est peut-être pas inutile de loantrer ici tout ce qu'elles ont de faux en elles-nièmes tt de contraire à la question àa pbilosopliie nauirellc dont il s'agit.
Et d'abord ou pourrait remarquer que si chacun îles corps célestes était un globe parfait, tel que je viens de le dire , il serait fort inutile de faire un long calcul (et dépendant même de données assez oial connues), pour trouver un plan qui fût invariable dans le syslème du monde : car il suffirait de prendre comme tel le plan de l'équateur de l'un de ces globes , et , par exemple, celui du soleil, ou, ce qui serait encore plas simple et plus facile, celui de la terre que nousluJùtons. Il est clair que cet équateur resterait tonjoar* parallèle à lui-même dans l'espace, et qu'on y pourrait rapporter avec précision les plans des différent» orbites des corps célestes. Cette supposition, comis^ on voit, ne convient guère k notre système, puisqM
le seul aplatisse ment très petit de notre globe vers ses deux pôles suffit déjà pour déranger à cbaque instant noire équateur , comme on le reconnaît dans le ciel par le phénomène sensible de la pre'cessïon des ego inox es.
Mais, pour en venir à cette hypothèse imaginaire où les planètes seraient des globes parfaits , je dis que , même dans ce cas , il ne serait pas permis de proposer, comme un plan qui doit rester invariable dans toute la suite des siècles, ni l'un des équateurs de ces globes, ni le plan déterminé par les formules de M. Laplacc , où l'on ne lient pas compte des aires dues aux rotations des corps du système. Et en effet, pour afBrmer qu'un tel plan demeurera invariable, il fau~ drait être assuré que la ligure des corps ne sera point changée, soit par quelque rencontre ou cboc mutuel qui pourrait survenir entre eux, soit par quelque forCe intérieure qui viendrait à s'y de'i'elopper, ou même par quelque explosion subite qui ferait éclater le corps en plusieurs fragmens , comme M. Olbers , et après lui quelques géomètres , conjecturent que cela est déjà arrivé à l'une des anciennes planètes de notre système , laquelle, en se brisaat, aurait produit les quatre planètes nouvelles qu'on a nommées P allas , Cérès, Junon et ^ettia. Or la ûgure du corps étaut ainsi changée, soit par une de ces causes , soit par toute autre qui nous est inconnue , l'aire due à la rotation de ce corps sur lui-même commencerait d'être altérée par l'action des autres , et cesserait d'être à part une quantité ci tante. Les aires dues aux mouvemens de révolution cesseraient donc aussi d'être constantes , et ni l'équateur du corps ni le plan dont j'aî parlé ne seraient f
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invariables de ppaition dans l'espace. Ainsi l'o que tous ces plans viendraient à changer , tandis qui le nôtre resterait le même, et que la grand.
l'aire qui y lonibe n'aurait pu éprouver la moindre altéraiion , par aucune de ces causes qui auraient ironblé toutes les aires individuelles qui la composent
XV
Tel est donc , pour un système libre de toute action étrangère, le plan unique dont l'invariabilité pnine être assurée dans toute la suite des siècles. Ce grand équatcur seul, et l'aire qui s'y projette, ne dépend ni de la liaison mutuelle des corps ni de la loi del attraction, qui pourraient même changer arbitra ment , soit par degrés insensibles, soit d'une maniis brusque , comme on voudra le supposer. Ainsi, d notre système planétaire , on pourrait imaginer que 11 loi d'attraction devînt tout autrui OU que la granbi même vint k cesserj ou que la figure des corps fût idx térée par des forces quelconques, ou même | mouvemens volontaires des êtres animés qui les hatwt tent; on pourrait supposer que les planètes, qui a jonrd'hui nagent librement dans l'espace, vinsse, tout à coup à se lier ensemble d'une manière qudi conque, et, par exemple, de manière à former n système entièrement solide, etc.: et malgré te cbangemens, le plan invariable des aires se retrouTfr rait exactement dans la même position qu'il c aujourd'hui, et qu'il a toujours occupée depak l'origine des choses. Propriété remarquable qui carao; tétiee ce plan, et qui n'appartient à nul autre déli
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miné sans tenir compte de toutes les aires actuellement décrites dans le système.
On trouvera peut-être que j'insiste sur des vérités claires; mais la question mérite d'être développée: et d'ailleurs , par quelques difficultés qui ont été faites à ce sujet, j'ai pu croire que notre théorie n'avait pas été bien comprise. J'ai doue voulu montrer avec évidence que , dans notre système, il n'y a qu'un seul plan invariable , comme il n'y a qu'un seul point qui loit le centre (le gravité , et une seule droite qui en marque la route dans l'espace : quelaformedesmobiles, la loi particulière de l'attraction réciproque au carré des distances, n'entrent absolument pour rien dans cette théorie, et que, par conséquent, elle ne peut être modifiée par aucune raison qu'on voudrait tirer de ces circân£tàucé3 «étrangères : que d'ailleurs ce plan invariable ne saurait être déterminé avec trop de précision, et qu'il doit l'être , autant que possible , indépendamment de toute autre théorie, puisque, par l'hypothèse même , il est destiné à faire reconnaître les plus petits changemens qui peuvent survenir dans te système, et à rectifier ou confirmer nos autres calculs ■ur les variations des mouvemens célestes.
I DÉTEHHiNATion de iêquateur dont il s'agit. ^^^|
H Quant à la détermination effective de ce plan , elle M
^1 Siq)pose k la vérité que l'on connaisse , outre la pro- ^^^^1 ^B portion des masses des différens corps célestes, les va-* ^^^^^|
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leurs de leurs momens d'inertie par rapport à lew» axes de rotation. Les masses nous sont déjà à peupié* connues; mais les momens d'inertie ne le sont poini, parce qu'ils dépendent de la loi de densité de ces eorp», c'est-à-dire de la loi suivant laq^uelle la matière, de la surface au centre , est répandue dans chacun d'eu. Or, c'est ce que nous ignorons entièrement , et c'est» que le temps seul peut nous apprendre , coinmejeU montrerai tout à l'heure , par la comparaisou méml que l'on pourra faiiede la tliéorîeavec les observa boni. Mais quand bien même on n'aurait pu s'élever j a inù i la connaissance précise de ces clémens nécessaires èà calcul, j'observe qu'il n'en convenait pas moins sue géomètres de présenter d'ohord une ihe'orie «acte, et de lui donner toute cette ri(;ueur qui fait It caractère propre des vérités inaihématiques. Ciilat un premier objet qu'il fallait remplir pour l'esacitude et la perfection de la science. Maïs je dis pliu: c'est qu'il convient aussi aux astronomes d'en cdd^ mencer dès aujourd'hui l'application au système dit inonde, en employant les meilleures données que nonî ayons sur les masses des corps célestes , et les valeiHl les plus vraisemblables que nous puissions attribuât aux aires qui naissent de leur rotation sur eux-mëuacV Et en effet , ce premier résultat du calcul et ceux <p* les astronomes h venir trouveront dans leur temps par des calculs seniblables étant comparés les uns un autres, pourront servir à corriger de siècle en siècleles valeurs approchées de ces élémens , qu'on n'avaitpn d'abord mesurer avec précision. En observant la p> tttion du plan invariable par rapport aux étoiles, M cherchera si , parmi les change mens survenus , les lU*
ponvant être attrïbnés aux mouvemeos propres de quelques étoiles, les autresne pourraient paSB'espIiqucr par le seul déplacement du plan que l'on considère j et alors on essaiera de rectifier do la maDÎère la plus probable les valeurs employées dans la première détermination.
Quoique cette métbode soit conforme à celle des astronomes, et paraisse ici la seule qui puisse nous conduire, il faut avouer pourtant que, dans cet application de la théorie, l'esprit ne se trouve pas complètement satisfait. On voudrait, s'il est possible , une approximation directe et sûre , qui fùtexcmpte d'incertitude et de tâtonnement. La difficulté parait grande : car, ne connaissant autour de nous ricu de fixe dans l'espace, et ne pouvant ainsi nous assurer des raouve- HiCDS rceb des corps, il ne nous reste qu'à essayer de les démêler dans les apparences , afin de rectiiier successivement nos premières suppositions.
Mais , en y réftécbï.'ïBant davantage , j'ai trouvé qne la théorie même nous offrait une voie directe pour , aller au but; et voici une conséquence nouvelle qui prouve qu'avec des observations très précises, on peut parvenir un jour à la connaissance des masses et des momens d'inertie des corps célestes, et par conséquent à la détermination du plan invariable , sans rien emprunter d'ailleui's , je veux dire sans supposer aucune autre théorie ni aucune notion préalable des valeurs approchées de ces élémens qui nous sont inconnus.
Ima^nez, en effet, que l'on forme, à une époque quelconque, l'espression analytique de la grandeur
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de l'aire rc'sultaute, en y meltatit les valeun def lignes, des angles el des vilessea que peut doDnetrob. Btirvatiou à cette époque, et en y laissant, commeaataiit d'indéterminées ou d'inconnues , les masses ci In moiuens d'inertie des différens corps du système. S TOUS supposez qu'on répète cette opération à antiU d'époques différentes qu'il y a d'inconaues à decouvrir, vous aurez aulant d'expressions différentes ^ celte aire, qui se compose de toutes les aires décriM dans le sysli^ine; et comme celle re'sultante est Idiijoui's la inèinu, vous pourrez égaler vos expressiom deux k deux, et former ainsi autant d'équations qu'il y a d'inconnues dans la question que l'on considèn. Vous pourrez donc alors déterminer ces inconnnes, et de là conclure la position du plan invariable, nonseuleiuenl à cette époque, mais encore à toutes lo époques antérieures où les observations auront ete faîtes. Ainsi la tliéorie se suffit , pour ainsi dire, à elltuiéme, et elle n'a besoin , pour être appliquée , que ia données immédiates de l'observation. On peut donc, parles seuls mouvemeus des corps célestes, observa à difTérentes époques éloignées, s'élever à la connaissance de leurs masses et de leurs momcns d'inertie, el ent de toute notion sur ces vateon 1 nature des orbites que les corfl r la loi d'attraction qui exista
cela indépendainm approchées, sur h décrivent, et mêmes entre eux.
Voilà sans ddute un des résultats les plus reinar* qittbles des principes généraux de la Mécanique. Dt <■« lieu de l'espace où nous sommes placés, nous ne
dant s'il arme que quelconque, connu< ou même variable a' suffira d'observer li ces corps pour di
pouvons mesurer que des lignes et des angles, et compter le temps qui s'e'coule; mais il paraît comme impossible de mesurer les masses et tes momens d'inertie de diffcrens corps dont nous ne pouvons approcher, parce que ces quantités ne dépendent pas des seules dimensions visibles de la figure , mais de la matière dont les corps sont formés , ou de la loi de leur densité, qui nous est entièrement inconnue. Cepen- :es corps s'attirent suivant une loi ou inconnue, qui soit constante ec le temps , nous voyons ici qu'il 9 distances et les mouvemens de r ia proportion qui règne entre leurs masses, et même entre leurs momens d'inertie; car les observations étant faites à autant d'époqueit différentes qu'il y a d'inconuues, fourniront toutes les équations nécessaires pour les de'terminer.
Dans le système du monde , en regardant une planète comme très petite par rapport au soleil, et un satellite comme très petit par rapport à sa planète , et supposant d'ailleurs i{ue chaque corps n'obéisse qu'à la force principale qui l'attire , on a reconnu de bonne heure, par les vitesses des corps comparées à leurs distances au centre de leurs révolutions , que l'attraction est eu raison inverse du carré de la distance; et de là on a tiré la proportion des masses du soleil et des planètes principales qui ont des satellites. Mais cette détermination , quelque ingénieuse et admirable qu'elle nous paraisse , et qu'elle le soit en effet , ne me semble pas tirée des vrais principes de la science , je veus.
des corps célcstt^s, il ine semble que la loi counue de l'atliaction oe peut rien nous apprendre , et je ne vols pas qu'où les puisse découvrir autrement que par ces principes et des observations très exactes faites à de très longs intervalles. Ces quantités, et la position précise de l'équateur de notre système ne peuvent donc être déterminées de bien long-temps. Que si pourtant on voulait se boruer à la considération du soleil , dont la. rotation influe beaucoup plus que celle des autres pia~ nctes sur la grandeur de l'aire résultante , il Taudrait un temps moins considérable , caril suffirait de former les expressions de cette aire à deux époques différentes, et les égaler, ce qui pourrait donner le moment d'inertie de ce grand corps par rapport à son axe de rotation, en supposant toutefois des observations aussi précises et aussi répétées que l'exige une recliercbe aussi délicate.
Mais pour achever le développement de cette grande tliéorie, imaginons qu'avec le temps, la grandeur et le plan de l'aire résultante aient été déterminés dans notre système planétaire, et voyons ce qu'au-Jelà de cet avenir les observations et le calcul pourraient encore nous apprendre. Il est évident que si l'on continuait de former des équations semblables aux précédentes , pour de nouvelles époques ultérieures, ces équations devraient s'accorder à donner la même valeur poiu- la grandeur de l'aire résultante. Si cet accord a lieu , on conclura qu'où a le véritable cquateur du système solaire , au moyen duquel on reconnaîtra les changcmcns
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réda Murtnat àmma la pasition mutuelle des cAiia des corps céleMcs. Mais si la équations TiennenilfRsenter des valein différentes , il faudra conclnre ijn'il y a dans le syMème quelque action eirangère qui nai. OD dtscomètcs, on des étoiles, ou de quelque coqs ioTisible et ignoré dont on n'a pas teoa compte, U qu'ainsi le conple qu'oa a catirnlé n'est pas le eoufk résultant de tous ceux qui animent l'euseuibU de corps que l'on considère.
Ainsi la (liéorie et robserralion continueront dV jouter à nos connaissances. On verra si cette action iet corps étrangers , sur le système des planètes et dfl soleil, peut être ou non regardée comme insensibk; si le grand équateur de ce système demeure toujours parallèle à lui-même dans l'espace , ou bien s ax équateur change aussi à la longue , comme celai it notre globe; et si ses noeuds, par on moaveiuoil bieo plus iosensible encore , retrogradeut de tuéme «ot le grand orbe que le soleil peut décrire autour de quelque centre éloigné. C'est probablement ce qui arrive; car il serait bien hors de toute vraisemblasu que les étoiles n'eussent aucune action sur le so]»l elles planètes qui l'accompagnent; et de cette aclion in^le sur les difftrens points du système, doU réralter un couple inlinimeat petit qui altère inseotiblement la position du couple actuel qui anime ce système.
Ainsi notre plan invariable lui-même avec le temps
pourra changer. Dans nos théorèmes mathéuutiinie!,
lOt est rigoureux, La conservation du itiouveineol
DU SÏSTÈMli; SIUAIRE. 41,
du L-enlie de {rravité, el celle Ji:fi aires, ont lieu sans la moindre altératioD, parce qu'on y suppose ua système parfaitement libre, c'est-à-dire, tel qu'il serait s'il'existait seul dans l'espace. Mais, dans la nature, on ne peut plus faire celte supposition, puisque au-delà de notre système solaire , nous de'couvrons tant d'autres corps qui peuvent agir sur lui. De perdons jamais de vue que ces idées de conslance et d'uniformité, qui plaisent tant à l'esprit dans l'c'tude de la nature, n'ont au fond rien d'absolu; elles ne conviennent qu'à ce peu d'étendue et de durée qui nous est accordé dans le temps etdans l'espace. lien est du développement de ces grands phénomènes comme d'une courbe i petite
;, dont nous ne verrions qu'un arc d'u longueur, et que nous prendrions pour une ligne droite dans tout le reste de son cours. Pour arriver à la constance absolue , il faudrait remonter à tout l'ensemble des corps de cet univers , de manière qu'il ne restât plus rien d'extérieur à considérer. C'est alors qu'on pourrait dire de cet ensemble , que le mouvement du centre de gravité est rigoureusement uniforme et recliligne, et que la résultante générale de toutes les aires décrites est inaltérable de grandeur et déposition dans l'espace absolu. Mais alors, comme il n'y aurait plus aucune raison pour que ce centre fût poHé d'un côté plutôt que de tout autre , ni que l'ensemble des corps tournât dans un certain sens plutôt que dans le sens contraire, il faudrait conclure que le commun centre de gravité est parfaitement en repos, et que la résultante générale des aires est entièrement nulle. Ainsi, l'on trouverait que to les forces et tous les momens de l'univers se ba
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cent: je veux dire que si tous les corps qû existent venaient à se lier entre eux de maniât à former un système invariable de figure , ce ennd i tout deviendrait parraitement immobile daos l'espace absolu.
xxin.
Mais ces dernières considérations, qui sont si loiu de notre portée, ne pourraient même , comme on le voit , nous conduire à rien qui fût à notre usage. Car, de ce dernier centre, où l'on se placerait un moineo[ par la pensée, on ne verrait plus d'aires décrilffl dans un sens, qui ne fussent détruites, et pour ai us dire , effacées par d'autres aires décrites en seni contraire : de sorte que la considération de tout» les aires du système ne pourrait plus donner lieu à la détermination d'aucun plan. Aiusi les vérilti qu'on veut rendre absolues , à force d'abstraire , ou de généraliser, s'évanouissent en quelque sorte, ou deviennent coiiinie des axiomes qui n'apprennent plus rien. Dans toutes nos lois les plus générales , il n'y a que celles qui conservent encore quelque chose de re/nfiy qui puissent nous instruire, et partant nous intéresser. Pour nous , l'altractioii des étoiles, même les plus voisines, jusqu'ici paraH insensible, et l'altération qu'elle pourrait aasa dans la position de l'équateur de notre système n sera, je crois, de long-temps aperçue. Il faut don' nous en tenir à la considération de cet équaleur, r de le détenuioer , reconnaître , s'il est po^
jblef ses variations, afin d'acquérir quelque idée
nouvelle sur la coaatitution de notre système , et sur les changeiiiens qu'il peut éprouver par l'action des coinËtes et des étoiles, ou d'autres corps i cet univers.
Addition au mémoire qui précède.
En regardant le soleil, les planèteset leurs satellites comme aa système libre de toute action étrangère, il est démontré que le nouveau plan des aires que je propose sous le nom à.'équateur du système du monde est le seul qui soit rigoureusement invariable , c'est-àdire qui reste toujours parallèle à lui-même dans l'espace.
Il est certain que cet êquateur n'est pas le même que le plan nommé invariable par M. Laplace ; qu'il y a une différence de plusieurs minutes entre leurs inclinaisons au plan de l'écliptique, et une différence de plusieurs degrés entre les longitudes de leurs nœuds ascendans : ce qui est ici une dilTérence de position très considérable.
Il est encore évident que le plan de M. Laplace ne peut plus être nommé le plan AMTnaximum des aires, puisque dans sa détermination M. Laplace n'a pas tenu compte de ces aires décrites qui viennent des rotations des corps célestes , et des révolutions particulières de chaque planète principale et de ses satellites autour de leur commun centre de gravité.
Ces trois points dedoctrine sont incontestables, croîs même, incontestés: mais voici ce qu'on api
430 ]^:quateur
Si l'on considJ^re la petitesse des corps célestes par rapport à leurs dislances mutuelles, la presque sph^riciit de ces corps, et le peu d'influence c[ue leur attraclian réciproque doit avoir pour troubler leurs votaiionsiur cun-mêmes, il seinhiu que tons ces corps pourraienténc ici regardés comme autant de points massirs, et que si le plan de M. Laplaci- n'est pas le plan du maximum des aires , et par cela luènic n'est pas rigoureusemem invariable, il est du moins uu certain plan qui doii varier extrêmement peu; et que, par rapport aux plui> des orbiteK célestes , il est pour ainsi dire asaei intariable pour tiou^ faire reconnaître les plus petits changemens qui pourraient survenir dans la position de ces orbites. De sorte que , pour le système du monde tel qu'il est constitue', le plan dont il s'agit peutcorsenn encore le nom àe plan invariable; ce qui parait d'ibord assez plausible.
Mais il faut bien remarquer qu'une proposition de» genre, pour être admissible, je nedispas en géomeirie, mais !teulement en astronomii: pratique , aurait besoin d'être fondée sur des raisons plus précises. Car il n^ soflirait pas de montrer que les variations du plaaiiî M. Laplace sont extrêmement petites, cequin'estpa) douteux; mais ilfaudraîL prouver qu'elles sont beaucouppluspetites que celles des autres plans qu'on y vem rapporter dans'la vue de reconnaître les petits monvemens qu'ils pourraient avoir dans l'espace. Voilà nelietnenl ce qu'il faudrait prouver, sî la c mais c'est ce que personne n'a encore faire , comme on va le voir tout i. l'bi
a que , jio
irsuii^
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titud un plan n[>oui'eugt;iiieut invariable À la place d'un autre qui ji'csl point démontré tel, nous poui'rions nous dispenser d'examiner la question peu géométrique dont il s'agit : car il est clair que ce ne serait pas à nous, mais à ceux qui essaient de conserver au plan de M. Laplace la propriété d'Être invariable, de faire voir qu'en effet ce plan varie si peu qu'il convient à cet usage délicat pour lequel il est propose. Mais afin de leur épargner cette lausse et vaine rechercbâ , je vais montrer que ce plaa supposé invariable , varie; que sa variation n'est pas extvêinement petite, comme on pourrait le croire, mais qu'elle est du même ordre que la précession des équinoxes, mouvement sensible dans le ciel, et remarqué, il y a deux mille ans, parHypparque, un des plus grands astronomes de l'antiquité.
Or, pour voir sans calcul, et de la manière la plui évidente, ce défaut dts formules dEM.LaplKce, il n'y a qu'à les appliquer aucas le plus simple de tous, à celui où le système ne serait composé que de deux corps.
I4e considérons donc que la terre et le soleil, et supposons niérne afin de rendre la chose plus manifeste, que le soleil soit parfaitement sphérique, qu'il ne touruepointsursonaxe, et que son centre agisse exactement comme uu point où toute la niasse serait concen-
Par les formules de M. Laptace il est évident que le plan invariable serait le plan inème de l'orbite de la terre , ou ce qu'on appelle le plan de Vécliptique : à sorte que ce plan serait immobile, ou toujours parallèle à lui-même dans l'espace. Or , je dis que danp — tas (le plus favorable qu'on puisse imaginer pour li
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rie de M. Laplace), les nœuds de l'écliptique m
plan fixe varieraieul d'une manière très seusible.
Et en effet, soit a la grandeur de l'aire qui vient de la rotation de la terre sur elle-même , et dont le plan est l'équateur; soit A l'aîre qui vient de la révolutioo de la terre autour du soleil , et dont le plan est IVrijutique. Il est certain par notre théorie que le vrai plan invariable serait celui de l'aire G qui serait composée des deux aires a et A. Or, le plan (G) de cette aîreiésultanle passe nécessairement par la commune intnsection des plans des deux aires composantes; et pu conséquent, il passe toujours par la commune iolersection de l'équateur et de l'écliptique, ou ce qu'on appelle la ligne des nœuds. Il est donc certain qu'aune époque quelconque du mouvement , la ligne des oceadi serait située dans le plan (G) de l'aire résultante. Or, comme ce plan (G) est réellement invariable , il «t évident que si lo plan de l'écliptique l'était aussi, li ligne des nœuds serait immobile dans l'espace. Mail ou sait que , par la seule action du soleil suc le ^béroïde terrestre , la ligne des nœuds aurait un moutement de précession, qui, pour fixer les idées, sc rait d'environ iS", si l'on évalue l'action du soleil aux y de celle de la lune dans la précession totale qui est deSo" par année. Donc il est impossible que leplw de l'écliptique soit invariable; et l'on voit même qu'il '«e mouvrait avec l'équateur de telle manière queleni 'commune intersection décrirait notre plan fixe (G) pu igulaire de i5' par année, oudeiS
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doiiué comme invariable par les formules deM, Laplace change d'une manière bien sensible, puisque ses nœuds 6ur notre plan fixe s'j mouvraient exactement comme les deux points de l'équinoxe. A la vérité l'aire a due à la rotation de la terre étant très petite par rapport à l'aire A due à sa révolution autour du soleil, l'axe de l'écliptique ne ferait qu'un angle très petit avec l'axe fixe de notre plan invariable (G) et par couséqueut s'en écarterait peu ; mais il est certain qu'il tournerait autour de cet axe fixe exactement avec la même vitesse que l'axe de l'éqnateur.
Ou pourrait rendre encore bien plus sensible cette variation des nœuds du plan douné par les formules de M. Laplace. Supposons, par exemple , que le système soit forme de ces trois corps: le soleil, la terre et la lune ; et regardons mècne ces corps comme trois points massifs qui ne sont soumis qu'à leur action mutuelle. Far la théorie de M. l<aplace, on trouverait que le plan invariable est le plan de l'orbite que le centre de gravité de la terre et de la lune décrit autour du soleil; ce qui serait encore à très peu près te plan de l'écliptique. Mais par notre théorie, où l'on tient compte non-seulement de l'aire T due au commun mouvement de révolution de la terre et de la lune autour du soleil, mais encore de l'aire O qui vient de la révolution particulière de ces deux corps dans le plan de l'orbe lunaire, il est certain que le vrai plan invaviable serait celui de l'aire K qui résulte de la composition des deux aires T et ; plan qui passe nécessairement par la commune intersection des plans de ces deux aires camposantee, et par ceuséquent, par les
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nœuds de l'orbe lunaire sur le plan de M. La donc ce dernier plan était invariable , il faudrait uinclore (puisque le nôtre (K) l'est aussi) que la ligne da nœuds est immobile dans l'espace. Or on sait que, pu l'action moyenne du soleil, les nœuds de l'orbe luoain re'trogradent d'environ 20 degrés par an . Donc le plu de M. Laplace doit se mouvoir avec celui de l'orbe lunaire, et de telle manière que leur commune intersection décrive notre plan fiïe (K) par un inouvemcat angulaire d'environ 20 degréapar an, ou d'une circon> férence entière en dix- huit ans.
On pourrait donner beaucoup d'autres exemples: mais ce qu'on vient de dire suffit pour montrer de quel ordre peuvent être dans notre système planétaire Iti variations que le plan de M. Laplace doit éprouvera raison de ces aires qu'il a oublié de faire entrer dani son analyse. Le mouvement de ses nœuds , sur levni plan invariable, eat précisémeot le même que celù des nœuds du plan de L'aire composée de toutes cella qu'il a oubliées dans son calcul. J'ai dii oubliées, etim ça.'s négligées s parce que M. Laplace, qui, dans sa Sf^ canique céleste, néglige tant de quantités , n'oublie jik mais d'en faire mention , et de dire pourquoi il les dcglige. Dans la théorie même dont il s'agit , i parmi les termes qui contiennent les produits àea à deux des masses des corps célestes, tous ceux mi n'entre point la masse du soleil ; et il ne manque p» d'en donner une raison ( que je n'examine point Mais quant à ces aire» nouvelles que j'ai le premia considérées, il n'en dit pas un seul mot : et pouitul il arrive que cet quantités , non-seulement août bicp
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plus ^raodrs que cellcsqu'il néglige, niais encore surjiasseiil de beaucoup plusieurs de celles qu'il conserve, telles que lesaires décrites par Mercure, Vénus, Mars et laTcrre autour du soleil. J'ai donc dû supposer que ce grand géomèlre avait oublie les aires qui viennent de la rotation des corps célestes sur eux-mêmes, et des révolutions particulières de leurs satellites : car ceux qui prétendent qu'il y a songé , mais qu'iY les a volonlairement omises , comme n'étant d'aucune influence dans cette théorie, lui prêtent une bute, lorsque moi-même je n'ai parlé que d'un oubli.
IP
DE I.IÉQ11II.IBBE ET DU MOUVEMENT DES SYSTÈMES
Le principe des vitesses virtuelles est connu depuis long-temps, aussi bien que ta plupart des principes géueraux de la mécanique. Galilée observa le premier, dans les machines, cette fameuse propriété des vitesses virtuelles, c'est-à-dire, cette relation si connue qui existe entre les forces appliquées et les vitesses que prendraient leurs points d'application si l'on venait à troubler inQnimcnt peu l'équilibre de la machine. Jean Bernouilli vit toute l'étendue de ce principe, et l'énonça avec cette grande généralité qu'on lui donne aujourd'hui, f^arignon et la plupart des géomètres prireut soin de le vériGer dans presque toutes les questions de la statique j et quoiqu'on n'en eût point de démonstration générale, il fut universellement regarde' comme une loi fondamentale de l'équilibre dei systèmes.
Mais jusqu'à M. Lagrange, les géomètres s'étaient plus appliqués h, démontrer ou à étendre les principes généraux de la science, qu'à eu tirer une règle générale pour la solution des problèmes ; ou plutôt ils ne s'étaient pas encore proposé ce grand problème qui est à lui seul toute la mécanique.
Ce fui alors une heureuse idée de partir sur-le-"''-"*"
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du principe des viliisses virtuelles comme d'uu axiome, et sans s'arrêtiji* davantage aie considérer en lui-mêine« de ne songer qu'à en tirer une méthode uniforuiede calcul pour former les équations de l'équilibre el du inouv^ement dans tous les systèmes possibles. On franchit par là toutes les difficulté'» de la mécanique : diitant pour ainsi dire , de faire la science elle-même, oa la transforma en une question de calcul : et cette tiïoiformation , l'objet et le re'sultat de la Mécanique anafyliquc, parut comme un exemple frappant de la puissance de Y Analyse.
Cependant, comme dans cet Ouvrage, on ne fut d'abord attentif qu'à considérer ce beau développeratol de la Mécanique qui semblait sortir tout entière d'ane seule et même formule , on crut naturellement que la science était faite, et qu'il ne restait plus qu'à chercber la dc-monstration du principe des vitesses virtuelles. Mais celte recherche ramena toutes les difficulté qu'on avait franchies par te principe incitie. Cette loi %i générale, où se mêlent des idées vagues et étranger» de mouvemens infiniment petits et de perturbation d'équilibre, ne fit en quelque sorte que s'obscurcira l'exameu : et le livre de M. Lagrauge n'offrant plus alors rien de clair que la marche des calculs , on vit bien que les nuages n'avaient paru levés sur le cours de la Mécanique, que parce qu'ils étaient pour ainsi dire rassemblés k l'origiue même de cette science.
Une démonstration générale du principe des vïtesus virtuelles devait au fond revenir àétablir la tnécaniqiK entière sur une autre base. Car la démonstration d'une loi qui embrasse tout une science ne peut être autre chose que la réduction de cette science à une antre loi
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ET MOUVEMENT DES SYSTÈMES. 429 aussi généialcjinaiaevideiile, ou du moins plus simple que la première, et qui partant la rende inutile. Ainsi , par cela même que le principe des vitesses virtuelles renferme toute la mécanique, comme ilabesoin d'une démonstration approfondie , il ne peut lui servir de base première. Chercber à le démontrer pour l'heureuï usage qu'on en a fait , c'est chercher à s'en passer pour cet usage même; soit en trouvant quelque autre loi aussi féconde mais plus claire, soit eu fondant sur les principes ordinaires uue théorie générale de l'équilibre, dont la propriété des vitesses virtuelles ne devient plus alors qu'un simple corollaire.
Aiusi, dans cet état ou M. Lagrange avait porté la science , ce n'était point la démonstration du principe des vitesses virtuelles qu'il fallait chercher immédiatement. La Mécanique analytique, telle que l'auteur l'a conçue, est au fond ce qu'elle doi t être : et la démonstrationdu principe desTÏtessesvirtuetlesn'y manque point, puisque, si Von essayait de la mettre ^'1 la tête de ce livre d'une manière générale et bien développée , l'ouvrage se trouverait fait deux fois; je veux dire que cette démonstration comprendrait déjà toute la mécanique. Il faut considérer que M. La{;range s'est placé tout d'un coup sur un des points élevés de la science, aGn de découvrir quelque règle générale pour résoudre, ou du moins pour mettre en équations, tous les problêmes de la mécanique ; et cet objet est parfaitementrcmpli. Mais pour former la science clle-mËme, il lant élever une théorie qui domine également tous les points de vue d'oii l'on peut l'envisager. Il faut 1er directement , non pas au principe obscur des vii virtuelles, mais à cette rè^le claire qu'oji en a su
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pour la solution des problèmes : et cette rechetctifi directe, la se aie propre à satisfaire notre esprit, Ut l'objet principal du Mémoire qu'on va lire.
Propriétés de l'équilibre communes à tous lot systèmes libres.
L'un des premiers elémens de la théorie générale de l'équilibre est cet axiome ; que si îles forces se font «tuellenient équilibre sur un système quelconque de figure variable, l'équilibre ne cessera point en supposant que le système soit rendu tout-à-coup invariable, ou vienne, pour ainsi dire, à se solidifier liûmème.
Les conditions de l'équilibre des corps solides doivent donc se retrouver dans l'équilibre de tous les systèmes possibles , et c'est pour cela qu'on peut les nommer les propriétés générales de l'équilibre.
On a présenté ces conditions de plusieurs manières; maison peut remarquerqu'e//ej je réduisent à cette condition unique, que les forces appliquées aux divert points du système soient décomposables , suivant Ut droites qui les joignent, en forces deux à deux égales et contraires . C'est la possibilité de cette décompositiou qui exijje les six équations ordinaires de l'équilibre, comme on le verra tout à Iteure.
D'abord le théorème est évident pour l'équilibre de deax forces ; il faut que ces deux forces soient parfaitement égales et contraires.
Il est bien aisé d'en conclure que, pour trois forces, si l'on joint leurs points d'application par trois lipws
ET MOUVEMENT DES SYSTÈMES. 43i droites, il faut nécessairement que ces forces soient décomposables en d'autres deux à deux égales et contraires dans ces trois ligues.
Actuellement, si l'on a mi nombre quelconque de forces, que l'on prenne trois quelconques de leurs points d'application , les trois lignée qui les joignent , et toutes celles qui partant des autres points, viendraient aboutir à ceux-là : ou pourra se représenter ces trois premiers points comme les angles de la commune base de plusieurs pyramides triangulaires dont les au-c très points seraient les sommets.
Cela posé , on peut toujours commencer par décomposer les forces appliquées à ces sommets, chacune en trois autres suivant les troisarètes qui y aboutissent.
Ensuite, on est le maîire de décomposer les trois forces qui sont aux coins de la commune base, en forces qui soient égales et contraires aux premières, et en d'autres. Si l'on supprime les forces égales et contraires dans les arêtes, il ne reste plus que trois forces appliquées aux trois angles de la base. Mais puisqu'il y a équilibre, ces forces restantes doivent être décomposables suivant les trois côlés de cette base, en forces deux à deux égales et contraires.
Donc toutes les forces étaient déco m posabl es suivant les droites qui joignent leurs points d'application eu forces deux à deux égales et contraires dans chacune d'elles ; et cette décomposition est déterminée lorsqu'elle ne se fait , comme on le suppose ici, que par 3 h — 6 distances mutuelles , h ^taut le nombre total des points du système.
Lorsqu'on veut faire entrer dans le calcul, non-seulement les quantités des forces appliquées, mais encore
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leurs inclinaisons mutuelles, on se donne au Hta chaque force , ses trois coinposautes parallèles à tti aiea connus. Alors, pour exprimer qu'en cLaq poiut chaque force est dëcompose'e en d'autres snin les arêtes qui y aboutisseot, il faut trois e'quatii où ces demiëres composantes sont les inconnues, iaudrait donc en tout 3A équations pour les h poii du système. Mais si l'on veu t que les composantes soie
deux à deux é;;ales et contraires dans les 3h 6 arèlM
elles ne formeront que 3fi— 6 inconnues. Donc, eal9 éliminant, il restera entre les forces données six équ»lions de condition , pour que leur de'compositi forces éjjaleseicontraircit soit possible, et par conséqneBl
pour qu'il y a
équilibre. Ces<
t les si
equationicofe-
s données ailleurs par une métaphysique qui a de grands avantages; mais j'ai ^ll bienaise d'en indiquer, en passant, celte démoustratioi nouvelle, parce qu'on y découvre un nouveau et qu'ici ces équations ne sont pas obtenues sépaiément et par des considérations particulières, a s'offrent à la fois toutes six comme l'expression ï seule et unique condition, qui est la possibilité ok les forces appliquées se décomposent en dautres éeda et contraires suivant les distances mutuelles des é'B'^
Cette décomposiiion est donc nécessaire dans l'ég»libre de tous les systèmes possibles ; et , quand lestotances mutuelles des points du système sont touiesin* variables , elle suffit , de quelque façon qu'elle s'opèit d'ailleurs; je veux dire, quelle que soit la propofliu des com posan tes dans les dis ta nces mutuel les s u ccessira. . Mais lorsqu'aucune de ces lignes n'étant invaHitile
rS
ET MOUVEMENT DES SYSTÈMES. 435 à parti c'est limplement une fonction de leurs longueurs qui doit demeurer constante , alors U dëcompo* BÎtion précédente (qui est toujours nécessaire) ne suffit plus pour assurer l'équilibre du système ; il faut encore qu'il règne d'une droite à l'autre , entre les fa-* letirs des forces égales et contraire» , une certaine pro« portion qui dépend de la nature de la fonction propos Bée*. Or c'est précisément cette proportion qu'il s'agit de découvrir ici ; et^'est dans la manière géuéraliT de la déduire , de la fonction pro j^osée , que consiste la loi fondamentale de l'équilibre des systèmes.
D^un tifêlkme oà les 'points ne sont liés que par un» seule équation entre leurs distances mutuelles.
Ne considérons d'abord que quatre points, çt leufs distances m , n,p ,q, r, s qui sont comme les arêtes d'une pyramide triangulaire dont ces points seraieiit les sommets.
Représentons par/* (m, n,p , q, r, s) =sLssconstt la fonction quelconque de ces distances qui doit de^ meurer constante , en sorte qu'on ait toujours cette équation y dans quelques positions respectives que puissent passer les divers points du système.
Cela posé , soient , s'il est possible , quatre forces qui tiennent ces- quatre points en équilibre. Si on les conçoit décomposées , chacune en trois autres suivant les trois arêtes contigues , il résulte de ce qu'on vient de dire, que les deux composantes, qu'on trouvera dans chaque arête seront nécessairement égales et tonr
traires; sans quoi il n'y aurait point équilibre , ineai en supposant toutes ces arêtes devenues raides.
Il ne reste donc qu'à trouver la proportion ie composantes autour de chaque sommet de la pyramide
Pour cela, je suppose que trois quelconques de points deviennent parfaitement fixes dans l'espace. L'é quilibre n'est pas troublé. Mais, à cause de l'équath» propose'e, le quatrième n'a plus que la liberté de si mouvoir sur une certaine surface courbe , et il a entiè remeiit cette liberté : donc il est nécessaire que b force unique qui le presse soit actuellement perpendiculaire à cette surface (*).
Or, m, n,p, étant les trois arêtes qui se temûnenl au point que Ton considère , la surface qu'il a la liberté de décrire quand les trois autres deviennenl fixes j est donnée par l'équation ,
/( '»> n^p, ç, r,s) =z cens t.
lorsqu'on y regarde m, n, p comme seules variables. La normale à cette surface se trouve donc en pi^ nant les itois fonctions primes f (m), f {n),f{p\ delà fonction proposée relativement aux trois lignes on rayons m, n,p ; portant sur eux trois longueurs respectives proportionnelles à ces fonctions primes, ave( cette attention de les porter, sur les rayons mêmes, pour les fonctions primes qui auront le même signe; et ior leurs prolongemens, pour les fonctions qai antout ie signe contraire : si l'on achève le rhomboïde, la diagohale donne la direction de .la normale comme cela se voit JMir la géométrie (**).
t*) Voycz'iarceprincipc, la note I.
.(**) Oto trooTera phit loin laïdcmonsiratîon de ce tli^ortee.
Donc , puisque la force applique'e au point que Ton considère doit agir suivant cette direction, ses trois composantes suivant les arêtes m, n,p^ sont nécessairement proportionnelles aux 'trois fonctions /^rtme^ f im),f {r,),f (p).
On verrait de même qu'au point oh se terminent les trois airètes wi, ^, r, les trois composantes de là force qui le sollicite , sont proportionnelles aux trois fonctions primer f'\7n)y f\ç)y f\r)y et ainsi de suite.
Donc les forces e'gales et contraires dans les six arêtes m, n, p, q^ r, * , sont toutes proportionnelles aux six fonctions primes f{m), f{n), f(p)\ f[q)y fir), fis).
Donc il est de'montre', en toute rigueur, que si quatre corps ou points sont liés entre eux par la condition qu'une fonction quelconque de leurs distance^ mutuelles demeure constante, ces corps ne peuvent être en équilibre, à m'oins qxî*ils ne soient sollicités les uns vers les autres, suivant leurs distances. mutuelles , par des forces proportionnelles aux fonctions prîmes de la fonction donnée relativement à ces distances : ou*, ce qui est la même chose , à moins qu'ils ne soient sollicités par quatre forces P, Q, R, S, qui puissent se décomposer en celles-là; et, comme cette condition détermine entièrement les forces , il s'ensuit que de telles fovces se feront réellement équilibre sur le système.
On a considéré sous la fonction les six' distances mu-* tuellear^iTi^ n^Py q^ r, s, des quatre porps ; mais le rair sonnement serait le même si cette fonction lie renfermait qu'une partie quelconque de ces distances. Seulement on trouverai que les forces sont nulles le h des distances qui n'entrentpas dans la fonction.
Par exemple , que , des trois distaoces m^ n,p, du premier point aux troitf autres, il n'entre qae les deux premières m et n dans la fonction proposée ; alon k surface que ce point peut de'crire , quand les aulni sont fixement arrêtés, est donnée par TéquatioA f(m, n, Çf etc.)ssconsL en y regardant m et ti conme seules variables. C'est une surface de révolution autour de la ligne qui joint les deux corps d'où parlent la deux rayons vecteurs m et n. La normale à cette sar^ face est donc simplement la diagonale d'un paraUélogramme construit sur deux droites ptoportionneUesà f^ (Tn),J\n)j dont on aurait prolongé ces rayons vecteurs. La force qui doit agir suivant cette normale se décompose donc entièrement , suivant les ^îy^n^f^ m et Tif en deux autres proportionnelles kj^ {p^)yf(^f et ne donne point de composante suivant la distancé f), qui n'entre point dans la fonction.
Si, des trois distances m, n,p dn premier point tu autres, il n'y en avait qu'une seule m sous la fonctioD, la surface qu'il pourrait décrire- quand les autres sont fixes, serait donnée par réquationy( m^q^ r,....) = const.y en y regardant 772 comme seble variole, ccfû équivaut à m=sconst. C'est alors une sphère dont Ift ligne m est le rayon, et par conséquent la normale. La force qui doit agir suivant cette ligne y reste donc tout entière, et ses deux composantes sont naUett y suivant les distances neip : d'où l'on voit qu'il Bepeut avoir aucune action directe entre les corps, soivantkon distances mutuelles que la fonction ne renferme pf-
Soient actuellement tant de points que l'on toudra, et ^
f{m, n, p, q,r,....)=z L^ss. consL
une équation quelconque entre leurs distances mutuelles m; Tiyp, q, r,,,.. : et, s'il y a dans cette équation plus de 3 A— «G distances mutuelles, h étant le nombre des points, qu'on élimine ces lignes superflues , ou ^qu'on les suppose éliminées au moyen des équations de con-< dition qui ont lieu entre les lignes qui joignent des points deux à deux dans Tespace ; on pourra se représenter comme ci^nlessus, toutes ces distances mutuelles comme les arêtes de pytamides triangulaires successives qui s'appuieraient toutes sur une même base..
Gela posé , soit le système tenu en équilibre par des forces P, Q, R, S,... respectivement appliquées à ses différens points»
D'abord .toutes ces forces doivent être décomposables suivant les lignes m, n, p, q, r,.,,. en forces deux à deux égales et contraires , sans quoi il ne pourrait pas y avoir équilibre, comme on l'a démontré plus haut.
Cette décomposition supposée faite ( et elle aura lieu ici d'.une manière déterminée j , il ne s'agit pli^s ^ pour connaître les forces , que de trouver la proportion nécessaire de leurs composantes. Or, je dis qu'elles sont entre elles comme las (onciionB primes de la fiemotion pi*oposée relativement aux lignes m. n,p, q, r,,,. où elles sont dirigées.
En effet , considérons à part quatre points qui forment les angle$ de l'une de nos pyramides , et supposons pour un moment que , leurs distances mutuelles restant seules variables dans l'équation , toutes les autres y deviennent constantes ; il est clair que le jeu de ces quatre corps devient le même que s'ils étaient restés seuls dans l'espace , mais liés entre eux par l'équation proposée, où l'on regarderait leurs seules.
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ilfiGmces nintnHlfs camme variables, et toutes les
uixres lii^es couune de simples nombres donnés. Cela
TsoLiâ ie la. ^opposiQaa même , et se voit aussi très
Jicn Jonâ .a i^uze ,, en se représentant les six arêtes
«.c loixr: -jvnuuitie restées seules variables. D'abord , le
^ixic iui laic le sommet de cette pyranaide ne tient
'OLCL ^uz outres irèces devenues invariables ; et pour
i^ï rou -Hiints 1 la base , ils ne sont pas plus gèaés
ar .r> .œie!^. ^lui viennent sur eux trois à trois des
.uiiv» ^xiucs du système y que si elles n'y étaient réel-
;:aicuL Lias. CxTf. bien que ces lignes soient devenues
ïsjLcuicnt raiùes, comme on les suppose restées mo-
:uL^ luLOur ie leurs points d'intersection, qui eux-
ucub.^ >ouL :uubiles dans Tespace , il est visible qu'elles
H. -i^icuk à'^iîles- mêmes aux mouvemens des trois
.viiicii ju oiles aboutissent y' et ne font que les suivre,
siu> '«» (^euer« dans toutes les positions où ils peuvent
si>c^' i'.Miîd Jii tait varier leurs seules distances niu-
:,^»:,^x ,j.;:> '*jv^i:atiou proposée.
*...», t ■ -^rtu de ce qui a élédcnionlré, il faudrait
««i .«^.. -vc [MrtKulior du système de nos quatre
...v> 4:< i> losi^ut sollicites les uns vers les autres
.,v^ v"n.i^ oioportiounelles aux fonctions /;r/mtîi
. i 0. ^' Ckt ^u'iuiee. prises relativement àleursdis-
Mi.x . ^xi . ail' vjae cette proportion doit se relrou-
, , » . ^>^ v'îL *A iucme dans lequilibre général du
.. V ,*. -i Vvv^u/.lbro est suppose' y exister, il y
,„A. X ^ .... OUI -^ .• -a SLi;.^pos;mt telles arêtes que Von
.,.vi.< v^. .vu> rii.àv.\s et supprimant alors toutes
^ . v;.vv ^^i» »'^^ - - vO^:-. aires qui se détruiraient d'elles-
,»v4Hv A ^i^t»i> vcs ai^'tcs. I.vs torccs restantes appliquéLj
au système partiel le long des arêtes ou distances mutuelles reste'es variables, doivent donc suivre nécessairement la loi de l'équilibre de ce système.
Donc, au moment de l'équilibre général, on est sûr que les composantes contraires qu'on trouverait dans les arêtes de l'une quelconque de nos pyramides ,'sQnt proportionnelles aux îonctïons prîmes de la fonction donnée relativement à ces lignes. Donc , à cause des arêtes communes aux pyramides successives, cette proportion s'étend d'une arèle â l'autre dans toute la figure du système ; et tous les points sont nécessairement sollicités les uns vers les autres, suivant leurs distances mutuelles m, n,py q, r^. , *, qui entrent dans la foncr tion, paç des forces proportionnelles aux fonctions primes/ {m),f(n),f(p),f(q),f, Çr) etc. , de cette fonction , relativement à ces distances m, nfP,q,r,,,., Ce qu'il fallait démontrer.
Si donc , aux differens points du système , on prend sur les lignes nfi^n^p^q^ry, . .., des longueurs quelconques toutes proporUonnelles a^x fonctions primes fijn),f\n),f\p),f\q),f{r), etc. , qui se rap. portent à ces lignes, ces longueurs représenterontgles composantes des forces qui doivent être appliquées à ces points respectifs; de sorte qu'en les téduisant- en chaque point à une seule P , on aura la force unique qui doit y être appliquée pour l'équilibre du svstème. La manière la plus simple de trouver l'expression de ces forces P, Q, R.../ est de chercher, -pour chacune d'elles P, ses trois composantes X, Y, Z parallèles à trois axes rectangulaire» dans l'espace.
Soient x^jj z les trois coordonnées du premier point par rapport à ces axes, w, n, /7,'etc., ses dis-
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tances aux aatres pouttc dont les cpoidonn^ mai
'^,y'y'^\ *'iy »«'; ar*,y,**; etc., on ania r
etc. y •
et les fonctions /7nfme5 de ces exj^ressions, prises pv
dm dn rapporta :v,etqne nous représenterons par -j-, j- ,
r^, etc. , seront les cosinus des angles que les droits
font avec l'axe des ».
Les forces f\m)^ f'{n)y f^tp)f «^«j appliqué» an point que Ton considère, suivant ees droites , donneront donc parfillèlement à l'axe des :r, les com|XH santés respectives •
lesquelles se réduiront à une seule X , égale à leur somme ,
mais cette expression n'est autre chose que la foactioD prime de la fonction proposée, yCifs^n,^, 9, r,...)i ou Lf prise relativement à :r, et que nous représenterons simplement par ( ;7- )•
Ainsi la force appliquée au premier point aura sa composante suivant l'axe X, des or, représentée par
( -7- j, c'est-à-dire, par la fonction prtTTie de la fonc-
ET MOUVEMENT DES SYSTÈMES. 441 tioa donnée L^ relativement & la coordonnée du point le long de cet axe, .
On aura de même pour les deux autres compo*^ santea Y» Z, suivant leaaxesdesy, ji, les expreisions
(4^\ (7-) ; de sorte que la force elle-même P sera
représentée par
Si l'on considère la surface courbe représentée par l'équation L zza const, y quand on' y regarde x^ jr^ z
comme seules variables, on sait que (;t-J> \ZiJ "> fdL\
angles que fait, avec les axes, la normale k cette surface (*).
est donc dirigée perpendiculairement à la surface courbe que le point où elle agit pourrait décrire si tous les autres devenaient fixes; ce qui doit être,
r--j, sont proportionnelles aux cosinus des trois
■•'''^'^'■■■"'••"■■■•"■^■•'■■^W^— »*•— ^Pii*— «iJi^iWiBW^BWI
(^) Cette Analyse contient la de'monstra lion générale ^a théorème de ge'ome'trîe dont on a parl^ pins haat (p.434)> Il en résulte ^oe les lignes^ (m),y*(/i),y'(p), etc., composées à la manière des forces, donnent pour résultante la normale k la sarface coarbe décrite par le point on m, rtyp^ q, etc., aboutissent comme rayons vecteurs. C^est ce rapprocbement curieux, entre la composition des forces et.
et ce qu'on pouvait supposer àpfio^, comme dan? le cas du système de quatre points, où l'on es^ parti de cette vérité comme principe.
Doue en appliquant ce qu'on vient de dire aux différens points du système , les forces P, Q, etc.^ qui les sollicitent sont toutes proportionnelles aux fonctions,
v/[(©*+(iy+(©"]'
etc.
et chacune d'elles est normale à la surface courbe que son. point d'application pourrait décrire, en vertu de l'équation L z= const.j si l'on supposait tous les autres fixement arrêtés.
Cette démonstration nom parait nette et rigoureuse ; elle est même dégagée de cette espèce d'axiome , que, dans les systèmes, les points ne peuvent agir les uns sur les autres que suivant les droites qui les joignent. £n effet , pour obtenir les forces totales qui
la détermination des normales, qui amène en Mëc^DÎqae ces fonctions primes de la fonction donnée , comme l'cxpres&îon natarelk des forces capables de se f.iiie c'qailibre. Car il faut, en chaque point, que les forces appliquées soient proportionnelles à ce» fone* tions primes , ;ifîn de donner leur résultante dirigée suivant laooc* maie h la surface que ce point peut décrire quand on arrête toosld autres : et cVst cnsuiic la nécessite' de Téquilibre clans chaque psrtii du système, qui eieuj celle proportion d'un point & Tautre da» toute IVtf'n due de la figure. /
ET MOUVEMENT PES SYSTÈMES. 443 doivent être appliquées aux, points respectifs «du sys* tème , nous sommes bien maîtres d'imaginer chacune d'elles comme décompose'e en d'autres suivant telles lignes que nous voulons choisir, et qui, pour chaque point, sont au nombre de trois au moins; et puisque nous avons trouvé la proportion nécessaire de toutes ces composantes ^ il s'ensuit que nous avons trouvé les vraies forces de l'équilibre, et que cet équilibre est unique. Cependant , voici une difficulté apparente qu'il n'est peut-être pas inutile de proposer et de résoudre , parce que sa solution très simple met le théorème dans un nouveau jour.
Quand le système n'est composé que de quatre points , il faut nécessairement leurs six distances mutuelles pour d^vminer la pyramide dont ils sont les angles ; et par conséquent il n'y a aucune équation de condition, c'est-à-dire qui existe d'elle-même entre ces distances.
^ais lorsque le nombre des points est supérieur à quatre, il y a plus de distances mutuelles qu'il n'en faut poui' assurer la figure du système ; et l'on a, entre toutes les distances, autant d'équations de condition que de lignes superflues. On peut donc alors éliminer de la fonction proposée /(jn^n^p^q'^r^ ....), ou y introduire telles de ces lignes qu'on voudra , et que toutefois la combinaison de ces équations pourra permettre. Ainsi l'on pourra varier les distances qui entrent sous cette fonction, et la forme de cette fonction de plusieurs manières.
Or, suivant qu'on voudra présenter cette fonction entre telles ou telles distances mutuelles, on trouvera telles ou tellcvS forces suivant ces distances ;
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d'où il parait que les forces totales P, Q, etc. , qui en insulteraient à chaque point, {k>urraieiit bien n'être pas les mâmes dans ces différens cas , quoiqu'au fond la liaison des points n'ait pas été changée, et que le cas de l'équilibre soit unique.
Pour détruire sur-le-champ cette difficulté, ^'obserre que, si une fonction des distances mutuelles de plasieurs points peut quelquefois être écrite de plusieurs façons, seloB les distances que l'on y veut choisir, cette fonclicm néanmoins reste toujours identique y n on la regarde comme une fonction des coordonnées Xy jr^ z de tous -les points. En effet, les équations de condition qui ont lieu entre les distiHices motuelles nt,ii,/i,^,r, .... ne sont autre obose que des identités , lorsqu'on vient à j suba|kuer, au lien de c^s droites , leurs expressions par les coordoonées x^ jTyZy x\y yz\ ei€,f dcs différens points qu'elles unissent. Ainsi, quoiqu'au moyen de ces équations, la fonction* proposée L puisse être changée en mynjp, Çy r, . . . . elle demeure toujours la même en x, f, z; x\y\z y etc., etc. : les expressions
/</L\ /dL\ (dL\ (dL\ (dL\ (dL\ ^
fe)' .fe)' U)' \d^y w)' w> ^''='
sont* donc aussi toujours les mêmes. Or, comme on sera toujours conduit à ces expressions pour les composantes de P, Q, etc., de quelque manière permise que la même fonction Z»,ait été écrite en m,n,j9,^,r,.. .., il s'ensuit qu'on parviendra toujours aux mêmes forces P, Q, R, etc., pour l'équilibre du système, comme cela doit être.
Ceci nous fait voir encore que si la fonction pro-
posée f{m^ ^fpj ?» r^.*.)^nLj est présentée entre plus de lignes m^n^p^q^r^ . . .^ qu'il n'en feutpour la fijgure, il sera inutile d'éliminer les autres ^ comme on l'a suppose fait^ au condmencement , pour la clarté de
la démonstration. Les fonctions f^J, f^Ji (-jr);
(de) ' (^) ' (â^) ' ^*'- ' 'ï"''*" *" *''•''■***
pour l'expression des forces de l'équilibre , seraient identiquement les mêmes que si l'on n'avait pas fait l'élimination ; et par conséquent on les obtiendra tout de suite , sans rien changer à la forme sous laquelle la foncâon est donnée.
A l'égard des actions réciproques des • difféfens points > si l'on sait que, dans le système dont on s'occupe, il ne peut y avoir de oommunicàtitfn directe entre les h points que par leurs 3A — 6 distancés mutuelles qui entrent sous la fonction , ou conclura de ce qui a été démontré, que ces points agiront réellement les uns sur les autres , suivant ces distances m^n^ p^q^ r^.^ , . en raison des fonctions primes r{m),f{n)J\p),.f{q),f{r), etc.
Mais de même que la fonction proposée péttt être présentée indifféremment entre telles ou telles distance» mutuelles , de même la communication detf pointa peut être établie suivant telles ou telles de C6s lignes sans que la liaison générale de ces pûitits soit changée. Si donc on ignore de quelle manière le système est exécutée on ne potlif a pas dire , d'après la seule fonction /(n>fiiii/> 9 9\ . « .), quellesêonC les réactions véritables des différons points, parte qu'on ne
saura pas sides liens qui pourraient donner lieu à ces action» directes sont établis précisément le long des distances mutuelles myn^pyq^r,,, , , qui paraissent dans la fonction. Ainsi cette fonction, qui, sons quelque forme qu'elle soit donnée , caractérise le système, et suffit pour faire connaître sur-le-champ les forces uniques, P; Q, R, etc., ou
v/[(0+(fy+'©"]v/[(i)'+a+©']---
qui doivent être appliquées aux diffërens points, ne suffit pas pour apprendre comment ces forces se distribuent réellcn^ent des uns aux autres : il (kut encore regardert^^ construction du système lui-même, et voir suivant quelles distances mutuelles la communication est réellement établie. S'il arrive qu'elle se fasse précisément par les mêmes distances que celles qui sont dans la fonction donnée , on prendra sur-lechamp les fonctions primes relatives à ces distances, et Ton aura les réactions véritables des différens points. Mais si la communication s'opère par d'autres lignes, il faudra commencer par éliminer de la fonction toutes les distamces mutuelles le long • desquelles il n'y a pas de. lien immédiat dans la construction da système (ce qui pourra toujours se tAixe au moyen des équations de condition entre ces droites), et les fonctions primes de cette fonction nouvelle par rapport aux distances mutuelles qui y restent, seront les expressions des actions réciproques qui auront véritablement lieu entre les corps.
ET MOUVEMENT DES SYSTÈMES. 447 Tel est l'esprit de cette loi fondamentale, qui con* tient toute la science des forces. Avant d'aller pluB loin, il me parait à propos d'en faire quelques applications simples, où l'on voie à la fois la rapidité des solutions et l'identité de la théorie avec les premiers principes de l'équilibre.
Considérons d'abord trois points liés entre eux par la condition que la somme de leurs distances mutuelles m^riyp, doive demeurer constante .
La f onction ^(7?i,n,^) sera donc ici m-f-n +i?; en prenant les fonctions /77'ime^ ^ on aura
Ce qui nous apprend que chacun des trois points doit être sollicité vers les deux autres par des forces égales; que par conséquent les trois forces P, Q, R, qu'il faut appliquer à ces points , sont représentées «n grandeurs et en directions par les diagonales de trois losanges construits av.ec ,les mêmes côtés sous les trois angles du triangle. :'
C'est la loi de l'équilibre de trois points ou passeraient, comme dans des anneaux^ un miême fil inextensible Iç long duquel- ils pourraient couler librement. ,Quapd ces points^ se meuvent de manière que le fil reste. tendu , la somme, de leurs «distances ix»i^ ^eljies depieuire constiante, conformtément à l'équation m •4-;7i+./'=^ coQst., et chacun d'eux lorsqu'on le , suppose seul juohUejy n'a plus que^ la . liberté de se mouvoir sur un ellipsoïde de révolutiou dont les deux autiaes sont les :foyers. C'est p6ur:Cela que chacune des forces ^ppUquée^ divise en deux: parties. égales l'angle
formé par les distances de son point d'applicâtiob âax d«ux autres : car cette force doit étire normale à VA* lîpsoïde dont il s'agit , et dans cette surface la nou mêle divise en deux parties ^aleé l'angle formé pat les rayons vecteurs.
On peut remarquer que le fil inextensible ne tepré» sente pas complètement la liaison qae réquation suppose; car ce fil fait simplement que la somme db distances des points ne peut pas devenir pltu grande, mais il ne Tempéclie pas de devenir ittoindre. Ainsi, pour l'équilibre des trois <!orp6 Unis par le fil , il fattt encore ajouter que les forces doivent agir de manière à ce que le fil soit tendu ; au lieu que dana l'équilibre du système défini par l'équation m -f- n -f-/' =: consL elles peuvent agir indifféremment , ùgk pour tendre k fil y ou pour le comprimer ; de sorte que Tespète de.fil flexible que le calcul suppose, est toat-à^la«fois inextensible et incompressible.
Si c'était simplement la somme de» distances m et Il des deux premiers corps au troisième , qui dût d^ meurer constante , on aurait
/(m, n) rs m •+* FI =: const.y
d'où/'(m)ttc:/'(n)=â 1. Ainsi, il faitdrait appliquer aux deux premiers corps deux forces égales, snitist leurs distances m et n^ au troirîème> et à celui-datte force égale et contraire à leur résultante ; et il n'y aurait point de force suivant la distance />, qui n'eatrt pas sous la fonction.
C'est en effet le cas de trois corps, dont l'ttn pMtf^ rait couler comme un anneau le long du fil, taïKife
' autres seraient fixement attacbés à ses
^nd les «deux corps extrêmes sontsup-
du milieu n'a plus que la liberté'
é^ ilipsoïde de re'volution aulour d'eux
^ ■ ; mais ceux^ décrivent simplement des
«our de. lui, comme centre, quand ils sont
>, l'un après l'autre, comme seuls mobiles.
X paurqiïoi la force applique'e au corps qui peut
isser le long du fil, divise en 'deux' également Tan-
gle forme par les deux portions de ce fil , tandis que
chacune des deux autres forces agit vers le corps du
milieu , dans la direction du fil lui-même.
S'il y avait plus de trois corps unis entre eux pari un même* fil > le long duquel ils pussent couler libreihcnt, en nommant m ^n, p, 9, r^ .... les portions successives de ce fil ^ op aurait
et par conséquent /*("») =/'(«) =/"(?) ^rCy) = f\r) = etc. = . ,
comme ci-dessus: d'où Ton voit que le fil doit être
également tendu dans toute sa longueur ; que chacune des forces divise en deux parties égales Tangle du polygttae funiculaire où. elle est appliquée , et qu'elles sont toutes proportionnelles aux cosinus des moitiés de ces angles ; etc.
Supposons acluellement que noff trois coYps soient tellement liés , que là* tomme des carrés de leurs di^Bces mutuelles reste constante.
La fonction /(m, II,/?) sera ici m* + ;»• -f /7* ; et l'on
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aura
y (m) s= am, f{n) =2/i, /'(/>) = a/>.
il faudra donc , pour Téquilibre , que chaque corps soi tsoUfci té vers les deux autres par des forces proportionnelles à ses distances à ces deux corps ; d'où il est facile de voir que les trois forces, uniques P,Q,R*, qai agitaient sur ces points respectifs, sont dirigées vers leur centre de gravité , eu les supposant de masses égales , et sont proportionnelles à leurs distances à ce icentî-e.
C'est en effet ce qui résulterait du plus simple raisonnement ; car en xertu de Téquatiou
m* + n* + j?' T= const. , si . l'on supposé deux des points devenus fixes , le troisième n'a plus que la liberté de décrire une sphère dont le centre est aa milieu delà droite qui joint les deux autres : or la force qui le sollicite , dans le cas de l'équilibre , doit être normale à cette surface , et par conséquent les trois forces doivent être dirigées des trois angles du trian- ^,le vers les milieux des côtés opposés , et se croiser ainsi au centre de gravité de ce tri|ingie ; il est clair ensuite qu'elles sont entre elles comme les distances des angles à ce point.
• Mais ici on ne peut plus construire le syst^e, comme on l'a fait dans l'exemple précédent ; il faudrait un fil d'une espèce particulière , où . les corps pussent rouler de manière que la somihe deis carrés de leurs distances fi|t toujours la même , et nous ne counaissons pas de fil qui ait cette propriété. Mai^de quelque façon qu'un pareil système puisse ^tre exe-
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trouver les forces d'équilibre qui résultent nécessaire-
ment de sa déânition., et le problème est résolu dans toute sa pureté.
Que si l'on arait un plus grand nombife de coi^ps liés 'de manière, que la &ommé des carrés, de toutes leurs distances mutuelles dut demeuret constante , on verrait de même que, pour l'équilibre^ tous ces corps doivent être sollicités les uns ver^ les autres proporr tionnellement à leurs distances ; de sorte que les forces totales qui les animent respectivement sont dirigées vers le centre de gr&Yité de tous ces points, considérés comme égaux en masse, et sont proportionnelles aux' distances de tes points à ce centre commun:
Si la fonction des distancés mutuelles était; . .... .
— -j + - + -+....,• en pi'enant les fonctions
primes , on Burait • .
f'ip) = -^. /(?)=- ^.•. etc.
et tous les. cqfps, dans le cas de l'équilibre , devraient
être sollicités les uns vers les autres en faison inversé des carrés' de leurs distances mutuelles , etc;
On pourrait multiplier les exemples $ mais ceux-ici suffisent, et je reviens à la question générale..
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D'un système ou les. pointa sont liés par plusieurs équations quelconques entre leurs distances, mu^ tuelles.
Supposons actuellement que lea points du système soient telledbent liés , qu'on ait toujours - entre leurs distances mutuelles les équations suivantes : .
f {tnyn^p^q^ry . . . .) = 'L = const^ ç (vt^n^p^q^r^. . . ,) = ifcf = const, ^ (m^n^p^q^r^ ,...)= N =s const.
etc.
de-sorte que le iiystènle' puisse affecter toutes les figuresoù ces équations subsistent, et n'en puisse affecter aucune où elles cesseraient d'avoir lieu.
PremiërementL, \)artela seul que les points 'du système sont liés entre eux par la première éq^uation L=z const, f on peut leur appliquer les forcfs respectives
v[(sy-(0-^(-i)"]
etc.
A désignant un coefficient quelconque indétemÛDé, et chaque force étant normale à la surface représentée par l'équation L r= const. y lorsqu'on y regarde les trois coordonnées du point d'application comme seules variables ; et Ton est sur que ces forces se font équilibre sur le système.
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etc. •. .
fê éiaiit un nouiwau coefficient indéterminé; et chacune -de ces forces étant normale à la surface représentée par l'équation L =i'consU^ lorsqu'on y regarde les coordonnées du point d'applicationi comme seules variables.
De même, en désignant par r un coefficient indéterminé comme les précédens , on peut encore Appliquer, aux pointa du «ystème les forces respectives
etc.
dirigées suivant les normales aux surfaces respectives représentées par Féquation N ^ const, ^ lorsqu'on y regarde- successivement, etc.
Et ainsi de suite pour lés autres équations qui lient les points du système.
Il est bien manifeste qu'il y aura équilibre eu verta de tontes ces fotces, puisqu'il' y aurait* équilibré en particulier dans chaque groupe relatif àchaqueéquatioD/
Mais- on .pourrait demander si ces forces , ou leuïrs résultantes aux' ditféren^ points, sont les seules qui puissent se faire équilibre sur le systènâe : si , par la simultanéité des équations L-ss con^r., M = const., N =: const.j etc., les points ne pourraient pas devenir capables d'autres résistances iquè des résistances composées 3e celles qui naîtraient successivement dé
ces équations , si" elles avaient lieu l'une après l'aatre. Poiùr- répondre 'à; cette question', j'observe qu'au moment de l'équilibre du système , chaque éqiiatioii petit' ^tre regardée comme tenant lieu de certaines forces;', car *si l'on venait à supprimer tout-è-coop cette équation , l'équilibre serait rompu ; mais il est clair qu'il y aurait de cértftine^ forces propres à empecfaisr cette rupture v et qui remplaceraient parfaite* ment l'équation absente. Si donc on imagine quêftpates les équations , hors la première , soient actuellement remplacée^ par des forces convenables , les points ne se trouvant plus liés entre eux quejiar la seule équation L ^ consi. , il est nécesçaire ' que toutes les forces appliquées soient réductibles à des forces proportionnelles aux fonctions :
etc.
D'où Ton voit quie cette équation, dans réquîlibre du système y ne pèu^ tenu lieu que des mêmes foi^ces dont^Ue poùrrfit tenir lieu si elle était seule. Ainsi., le^ foi^ces qui peuvent se faire équilibre sur un système défini par plusieurs équations, ne.sont autre chose que les forces composées de celles qui s'y feraient équilibre séparément en vertu de diaque équation. •
Lorsque* lès points du système ne sont liés i^ué par une 3^ule équation , le cas 'de i'éqiiilibrettfst uùique ; je ^Y^v^ dire qulln'y a , pour chaque figure* où peijit.passer le système, quexles forces P, Q, R, etc.> de ditectiona et de proportiMS déterminées, qui puissent s'y bivte équilibre, Maia lorsqU''il- y a deux équations Lsssçonst, , M::^c&ns,i.<, l'équilibre n'est plus unique , et il y a pour u<ie;mêm6 figure une infipité de. groupes de forires qui peuvent se faire équilibre sur le; système. En effet, i^u uioyei) deskxleux indéterminées^ et ff qui affectent le^ deux comj^santes .
de chaque force , on^ut varier les' directions . et la proportion de ces forces d'une infinité de manières. Seulement il faut o'bserver que chacune d'elles ne sortira pas d'un plan déterminé : car la première composanté «st nbrnrale à la surfe^ce représentée par l'équation L= consL , lorsqu'on y regarde Iqs coordonnées du point comme seufes variables; la seconde est normale à la surface représentée par l'équation M=const. ,
lorsqu'on y regarde les mêmes coordonnées comme seules- variables. La résultante est* donc située dans le plan perpendiculaire à l'intersection de ces deux surfaces. C'est en effet ce qui doit avoir lieu; car n l'on vient à fixer tous les points du système, hors celu dont il s'agit,, il n'aura plus que la liberté de se mouvoir le long de cette intersection , comme dans un canal infiniment étroit: or, l'équilibre n'étant point troublé par l'hypothèse, il laut nécessairement que la force appliquée soit actuellement perpendiculaire i h' direction de ce canal. ' ' •
Quand il y a plus de deux équatàona «{ai lient les points du système , l'indétermination du cas de l'équilibre est encore plus étendue ; et pour les points dont le« coordonnées 'se trouvent' à la fois dims trois équations , les forces appliquées peuvent avoir des direc* tions quelconques. Les trois indéterminées A, 9, t, qai affectent alors les trois composantes de chaque force, peuvent donner à cette force une direction . arbitraire dans l'espace. C'est ce qui s'accorde encore avec notre principe; car si l'on suppose dévenus fixes tous les points hors celui que je considère^ comme ses coordonnées entrent à la fois dans trois des équations, ce point ne conserve plus aucune liberté dans l'espace, ainsi la force qui le sollicite n'est obligée à aucune direction déterminée (*).
(^) Aa reite , il faut bien entendre ceci : les direclions des forces ne sont pas tontes indë terminées ; s*il n*y avait, par exemple , que trois équations , nne fois qne l'on anrait d>spos<5 de x, /«, ?, pour donner à Tiiiie des forces une dirediion arbitraire , les directioix << la proportion des autres serait nécessairement de'terminées. '
D^un système ou les points sont liés par ^fes équations quelconques e/ilre leurs coordonnées,
Jusqu'ici nous n'avons considère qu'un syslème eur
tièrement /l'^re,. c'est-àr-dire,^dont les, points ne se trouvent liés que par des équations entre leurs dis^ tances mutuelles ; mais il est bien facile d'étendre la loi que nous avons trouvée , à un système où les points seraient liés par des équations entre leurs coordonnées relatives à trois axes fixes dans T espace. Ce n'est pas que les fonctions L, M^ N^ etc., des distances mutuelles m, /ly^, q^ etc., ne puissent être regardées comme fonctions des coordonnées x, j\ z; x\jr\ ^^ etc., au moyen des expressions . V'. C ( ^ 7" ^' )' + ij''^yy + (z — /)* etc.] qu'on y substituerait à la place des lignes m, çtc. ; niais elles ne contiennent alors ces coordonnées j:, jr^ Z; x\ y\ z'j etc., que. d'une certaine manière , et noua voulons passer au cas où elles en fieraient des fonctions quelconques.
Pour cela, reprenons notre système libre de l'article précédent , et , choisissant à volonté trois points de c^ système, menons de chacun des autres trois lignes à ces points; et supposons, ce dont on est toujours le maître, que, dans les équations L — const,, M"^
const.y N=^const, , etc., il n'entre que ces distances et celles qui joignent nos trois points deux à deux.
Si Ton suppose alors que ces trois points deviennent fixes , les forces de l'équilibre n'en seront pas moins exprimées par les mêmes fonctions qu'auparavant;
seulement les trois points devenus* fixes supporteront des pressions égales et contraires aux forces qu'il aundt fallu y appliquer s'ik e'taicnt restés libres avec les autres. Actuellement, faisons abstraction de ces trois points, c'est-à*dire , regardons les autres .coinmé formant à eux .seuls un système qui est celui que nous avons en xut, Leréquations entre leurs distances aux trois points fixés deviendront dés équations quelconques entre les
coordonnées qui déterminentleurs lieux dans l'espace: cependant les forces de l'équilibre seront exprimées comme auparavant. Ces forces, il est vrai , ne se feront plus équilibre entre elles seules, comme dans le cas du système libre, où nous les avons vues se décomposer en fotce», deux à deux égales, at contraires, suivant les droites qni joignent les' points; et même il pourra souvent arriver qu'il n'y ait aucune action directe entre ces mêmes points: Mais pour concevoir alors comment l'équilibre is'opèrè,' il faudra supposer qu'on restitue ces trois points fixes avec lesquels les premiers sont en liâh' son tacite ; et c'est par ces points, comme par des espèces de poulies de renvoi, que ceux du système réagiront les uns sur les autres , et entretiendront la loi de leurs résistances respectives de la même manière que si tout tétait libre dans l'espace.
Voilà précisément ce qui arrive quand on considère un système dont les points sont liés pai* des équations quelconques entre leurs coordonnées. On "ne voit actuellement que les points dont les coordonnées praissent dans ces équations, et. l'on ne peut plus e;ipliquer l'équilibie entre ces seuls coi^s : c'est qu'en se donnant une équation quelconque entre les coorlionnéos de plusieurs points, on introduit tacitement
ET MOUVEMENT DES SYSTÈMES. 469 des objets fixes extérieurs, aaxqneis les points se trouvent liés, et souvent par lesquels seub ils peuvent se comiiMiniquer leur* action réciproque. Mais si l'on imagine alora qu'on ait pris trois points *quelconques daos l'espace , et- qu'on ait changé les coordonnées primitives en d'autres qui soient, pour chaque point, sei distancef àx:es trois foyers, en ajoutant ces trois points au système 9 et considérant le tout. comme libre, son trouvera pour les forces la même exprèssion que nous avond donnée plus haut; et si l'on ne veut plus compter ensuite les trois forces appliquées . aux trois, foyers , parce qu'en les supposant fixes ; Ils n*ont pas bésoiti d,'être retenus par des forces actuelles, et qu'ils trouvent en eux-mêmes les résistances nécessaites pour ^équilibre*, on n'aura égard , comme on le fait ordinairement, qu^à celles des points du système pi'bposé, 'lesquelles auront entre elles les mêmes relations qu'auparavant , et se déduiront ii|imédiatement des éc^uationâ données, isitis'feur. faire subir aucune transforhiation . • '
• Et de là résulte enfin ce théorème , qui est l'objet principal du Mémoire : .
Quelles que soient les équations L -= o ,' etc,, qui nègnent entre les coordonnées des' diffétens points et un ' sj'sthme, chacune déciles , pour Téqtiilibre , demande qu'on applique à ces points , le long de leurs coor^ données , des 'forces quelconques proportionnelles aux fonctions primes' de cette fonction h, relativement à ces coordonnées respectives.
Ainsi, en représentant par L=c:o,. M = 'o, etc., des équations quelconques entre les coordonnées :c,j^,z; x\y jz\ etc., des différens points, et par A, ^, etc.,
"Ib.
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des coefficiens quelconques indéterininës , on aura, pour les forces totales; Xy.YyZ; X'yY'.Z', etc. , ipi doivent être appliquées à ces points suivant leurs coor données :
+ etc.
^' - « (g) + Kf ) + "'•
etc.' •
Si Ton élimine de c^s équations les indétenninées A, ^, etc./ il' restera les conditions de Téquilibre proprement dites, c'est-à-dîre , les relations qui doivent avoir lieu entre les seules forces - appliquées et les coordonnées de leurs points d'application pourVéquilibre du système.
Les équations (A) sont en inéme nombre que les coordonnées de tous les points , et les incléterminées A, ^, etc., en même noii;ibre que les équations de condition L = o, Af ?= o, etc. Le nombre des conditions de l'équilibre est donc égal à celui de toutes les coordonnées, moins le nombre des équations qui les lient; par conséquent les conditions (le l'équili* hrc diminuent à mesure que celles de la liaison aug-
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libre et dont le nomlnre de points est h^ il ne pourvait pas y avoir plus de •3A->-6 équations de condition / auquel cas. la figure serait entièrement déterminée; il s^ensuit que , pour l'équilibre d'un, tel système , il reste toujours six conditions nécessaires , comme nous le savions d'ailleurs.
£n général on voit que les équations de l'équilibre, . réunies aux équations de condition, suffiront pour résoudre tous les problèmes qu'on pourra se proposer sur l'équilibre du système. Par exemple , oii peut sfe donner'les forces appliquées X,Y,Z; X%Y',Z', etc., et dëçiander là figure que doit prendre le système pour se -metlre en 'équilibre en vertu de ces forces. Dans ce cas , les* équations réunies dont je viens de parler, et dont le nombre est égal à celui de* toutes les coordonnées, serviront à les faire connaître, et par conséquent les lieux des. différens corps dans l'espace. Mais si l'on se donnait la figure d6 système-, c'e8t-à-<lire les coordonnées de tous Wpoints, et qu'on demandât les forces capables de faire prendre au systènie cette figure, comme les forces X,Y,Z; X',T, Z% etc., qui aéraient alors les inconiines>, - ne se trouvent que dans les. équations* de ^équilibre,* et n'en-» trent point dans les équations de condition » on aurait moins d'équations que d'inconnues , et le .problènoie demeurerait indéterli^iné ï d'où l'on voit que," pour une même figure du système, il y aune infinité de groupes de forçesL capables de s'y faire' équilibre; ce qui s'accorde encore avec ce que nous ayons trouvé précëdeifiment^ etc.* etc.
Mab je passe à la conclusion générale, où l'on
rappelle .solis ui) même point de'vue lé problème- de l'équilibre et celui du inonvément. •
. Conclusion de ce Mémoire.
Les lois de l'équilibre et du mouvement d'un poiut libre sont connues -et parfai tendent démontrées ; mais s'il y a plusieurs points liés entre eux par des candie tiôns quelconques , qu'elles seront les lois de l'équilibre et du mouvement de. tout, le système? Voilà le problème général de la mécanique.
Or, ridée la plus naturelle dans cette recherche est . de. considérer que si tout le système est actuellement ^ 4^quilibre , chaque point -doit être en équilibre de lui-n^êrne, en vertu 4eï forces qui lui sont immédiaterpent appliquées , et des résistiem'ces qu'il éprouve de la part des autres , à cause de sa liaison 'avec eux. Et de ipéme, quand, le système entre en monvçmeni , ' chaque point doit se mouvoir comme s'il ëtaitlibie, et qu'il. obéit à la fois jbmx forces qui Je «ollicitent et aux forces de résistance tdont nous venoéi& de parler.
Si dope on savait évaluer ces résistance^, mutuelles ,
on n'aurait qu'à les combiner avec lés forces immédiatement données par l'état . de la question ^ et posant les équations de l'équilibre où du mouvement pour cbaqtie point ,. comme s'il était pairfaitement libre^ on aurait tout ce qui serait nécessaire potir déterminer l'état du système danç l'^pace , et 'le problème serait résolu.
Toute la mécanique se réduit donc à savoir estimer les résistances réciproques que peuvent se prêter les
iiifférens points d un système, en vertu dfss coruk tiens qui les lient.
Mais pour donner là-dessus une règle générai^ , il faut nécessairement concevoir ces conditions' e^^priuiées sous une {orme générale. Il faut commencer pai* établir une définition générale (lès systèmes; sans quoi la mécanique ne serait plus que.rénnmération' des cas particuliers d'équilibre et de mouvement que Fon saurait résoudre, et il n'y aurait pas plus lieii de s'en -proposer Iç problème général , que dans la géométrie , de chercher une règle géoérâlevdes tangenjtes, sil'pn ne supposait avant tout les courbes définies par leurs équations.
'Or, en supposant que les conditions qui lient entre eux -plusieurs Gprps et qui en font un système, consistent en ce que , dans toutes les positions où peuvent passer ces corps , il y ait des fonctions quelconques de leurs coordonnées qui doivent touj purs demeurer nulles oucon3tantes, nous .avons, démontré qu'en vertu de chacune d'elles , les corps sont rendus capables, suivant leurs coordonnées, de résistances simultanées proportionnelles aux fonctions pçHnes de cette||fonction , relativement, à ces coordonnées respectives. 1
On n'aUKa donc, pour résoudre les problèmes , qu'à prendre les résistances mutuelles des corps, d'après cette règle générale;. à combiner ces forces aVec celles qui leur sont impaédiatement appliquées , et à traiter séparément chajcun d'eux , comme* »'il était lïbte.
Ainsi, des éqiiations précédentes (A), ,les tn>is premières peuvent être regardée» comme les équations de l'équilibre dû premier point, qui serait libre, mais sollicité à la fois par lés forces appliquées X,--Y, Z,
et par' les forces contraires
dL\ . /dM'
qui naissent des équations L z= o , M = o , etc.
De même les trois e'quations suiTantes peuvent être considérées comme , et,c. , et ainsi des autres.
Quant aux équaûons du mouvement, on les for-
itx mera en égalant l'expression générale -j- de la force
accélératrice suivant chaqtie coordonnée x, à la force appliquée X , combinée avec la résistance suivant cette même coordonnée , et l'on aura pour le premier point,
et de même pour le second point ,
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Telles sont les équations générales du mouvement, d'où il s'agira de tirer^ par lé calcul intégral , la solu-. tîon des problèmes qu'on pourra se ^ïoposer sur le mfouvement du système. '
De la loi de l'équilibre établie ci-dessus , nous àufioùB bien pu conclure qite -^ l'on trouble iniSniment p^b l'équilibre. d\in système «Quelconque de corps , de manière que les conditions de la liaison ne *Boient pas Isolées, la somme des moTnen^ de toutes les forces appliquée^, c^èst-à««dire', suivant l'acception de Gatt^ iéé , la somnie de leurs- produits par les chemins Irespectifs que parcourent leurs points d'application dans le sens-de eesferrcés, doit toujours^ être égale à térà ; de qui constitue le principe des vitesses virtuelles 7 ihab isé principe h'est -plus alors qu'un simple corol^ fadre de là théorie précédente ^ lequel ^ pour )» jàfAxH ticfn^ problèmes, nous Tàmènerail à la règle géné^ ràle.djoù nou^l^nrions tî¥é lui même^ et. ne se ferait înèmebien'ehtendre' quje piv cette règle.
Gn= Toit eniiîoi^e • qa^îl à été inutite de rappeler le fameux principe de D'Alembert > qui réduit la. Dynamique à la Statique. En vertu de ce principe , si l'on décompose chaque mouvement imprimé en deux autres , dont le premier soit celui que le corps prendra réellement , tous les seconds doivent se faire équilibre entre eux; c'est- à^rre, que si l'on décompose chaque mouvement imprimé en deux, dont l'un soit celui quç le corps perd, l'autre sera celui qu'il prendra. Mais cela revient immédiatement à ce qu'on vient de dire, savoir, que le mouvement réel de chaque point est le résultat de son mouvement imprimé , ^t
de la résistance qu'il éprouve par sa liaiaon avec les autres ; ce qui est évident de soi-même. Ainsi le priacipe de D*Alembert n'est au fond que cette idée simple , qu'on remarque à peine dans la suite du raisonnement y et qui ne revêt la forme d'un principe qoe par un certain tour d'expression qu'on lui donne.
Cependant , comme ou a yu que , pour avoir le mouvement de chaque pointy.il faut connaître ia résistance qu il peut éprouver Me la part des autres, et que , <run autre côté , ces résistances mutuelles ne sont autre chose que des forces'qui se Ibnt équilibre à .chaque instant sur le systèuie , dans les figures successivea où il passe , il en vésulte non-seulement que les lois du mouvement peuvent être ramenées à celles de l'équilibre , comme on 1^ savait . déjà p^ir le pris* cipe de D'A.lcmbert, mais encore qu'elles doivent ) revenir nécessairement d'elles-mêmes; qiiê dans l'étude ordonnée dus diverses parties de la Mécaniquei on ne peut pas traiter l'équilibre comme un ci^ particulier du mouvement , et qu'il est dans la natiire des choses que la Dynamique soit fonde'e sur la Statique.
NOTE I
Sur ce principe, que dans P équilibre des systèmes , chaque force doit (tre perpendiculaire à la surface ou à la courbe sur laquelle te point d application n'aurait plus que la liberté de se mouvoir, si tous* les autres points devenaient fixes.
Ce principe peut être regardé copiine un élément de la théorie générale de l'équilibre ; il est clair, par- Caiten^nt exact, et la vérité en est hors d'atteinte. En effet y on démontre que , si un point n'a d'autre liberté dans l'espace , que celle de se motvçoir sur une sur^ face ou sur une ligne courbe fixement arrêtée , il. n'y peut être en équilibre , à moins que la- résultante des forces qui le sollicitent ne soit perpendiculaire à cette surface on à cette ligne courbe.
Or, soit un système quelconque de points en équilibre en vertu d'autant de forces appliquées , de sorte qu'il n'y ait qu'un seule force pour chaque point. L'équilibre ne sera pas troul^lé si l'on fixe tous les points , hors lin seul, et qu'on supprime ensuite toutes lesTorces appliquées aux points devenus fixes. Il ne restera donc à considérer qu'un seul point ^ et la force unique qui le sollicite. Mais si, par la nature du système, quand on fixe tous les points hors un seul, ceïui-ci ne conserve plus que la liberté de se mouvoir sur une certaine surface on- sur une cpurbe, il est précisément dans le même cas que s'il y eût été placé d'abord, comùie sur on objet fixement arrêté ; et puisqu'ily est
en équilibre, il faut que la force unique qui agit sur lui soit perpendiculaire à cette surfieice ou à cette li-^ gne courbe.
Mais on voit que, pour la rigueur de la dëmomtration, il faut entendre simplement la surface ou la courbe que le point pourrait décrire dans le seul cas où Ton fixerait tous les autres points du système sans exception : car si lV>o ne fixait qu'une partie des autres points , il ne serait plus permis de supprimer, comme on Va fait , toutes les autres forces du système , et de ramener ainsi la question au cas où il n'y a plus qu'on seul point et une seule force à considérer. Je rais éclaircir ceci par un exemple. r
'• Dans le système formé de trois points A^B^C, liés entre eux de manière à ne pouvoir changer leurs disitances mutuelles; en considérant le point A, par exempte, si l'on ne supposait devenu fixe qu'un seul des deux autres, comme le point C, on verrait que le point A n'a plus que la liberté de décrire nne sphère autour du point C comme centre ; d'où il.pa-> ra) trait s'ensuivre que, pour l'équilibre, la force ap^ pliquée en A doit être normale à cette sphère , et par conséquent dirigée vers le point G ; ce qui n'est pa» nécessaire .
Mais si Ton suppose rendus fixes à la fois les .deux
points B et C, le point A n'a plus que la liberté de décrire un arc de cercle autour de la droite JBG, comme axe de révolution ; et l'on peut ici rigoureusement conclure que U force appliquée doit être perpendiculaire à la direction de cet arc de cercle ; condition qui n'oblige la force qu'à se trouver, d'une manière quel-*
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Quand on ne fixe qu'un seul point G, il est bien yrai que le point A ne peut plus se mouvoir que sur une sphère déterminée; mais observez qu'il ne peut le faire sans entraîner l'autre point B, lequel, étant sollicité par une force (qu'on n'a pas pu supprimer puisqu'il est resté mobile)^ réagit nécessairement sur le point A. Dans cette hypothèse donc, la force que l'on voit appliquée en A n'est pas la seule qui sollicite ce point ; et il n'est pas nécessaire qu'elle soit perpendiculaire à la surface qu'il pourrait décrire, puisque , d'après le principe même , cela ne convient qu'à la résultante de toutes les forces qui pourraient agir sur le point que l'on considéré. Tl n'en est pas de même quand on suppose rendus fixes à la fois les deux points B et C ; la force appliquée au point A est alors la seule qui le presse , puisqu'on peut regarder les deux autres forces di| système comme suppâmées; et par conséquent il est nécessaire ici que la force appliquée soit perpendicalnire à la direction de la courbe où le point conserve encore la liberté de se mouvoir.
Au reste , on pourrait encore appliquer le principe idansla première hypothèse; mais, pour être exact, il fieiadrait commencer par prendre l'action du point B sur le point A , combiner ensuite cette force avec celle qui y est immédiatement appliquée, et l'on trou- Teraît que la résultante de ces deux forces doit être nermale à la sphère dont il s'agit , comme cela a réellement lieu.-
Mais i| est bien plus clair et plus simple de n'employer ce principe que selon l'énoncé qu'on en a fait
au commencement de cette Note. On ne s'en est même servi dans le Mémoire , que pour les systèmes où les points ne sont liés que par une seule équation : il n'y a pas là deux manières de l'entendre ; car, s'il n'y a qu'une seule équation entre les coordonnées des peints^ il faut nécessairement les supposer fixes tous , hors un seul y pour que celui-ci devienne assujetti à ne pouvoir plus que décrire une surface. Si l'on en laissait seulement un autre mobile , celui que l'on considère ne serait gêné d'aucun côté dans l'espacé ; il pourrait encore s'y' mouvoir en tous sensv et il n'y aurait plus liea de rien tirer de cette hypothèse pour la direction que doit avoir la force appliquée dans le cas de l'équiKtMe. Puisque dieins la théorie générale de l'équilibre Û a suffi de considérer ce principe dans un cas où iln'offire pas la plus légère difficulté , et que tout le reste s'en trouve déduit avec rigueur, on aurait pu se dispenser d'y revenir dans cette Note, et de lever des difficultés qui ne peuvent pas naître.. Mais nous avons voulu faire voir que ce principe est général , qu'il a lieu dans toutes les machines-, et nous l'avons remarque particulièrement dans le levier, pour nous conformer au désir que M. Lagrangè nous a fait l'honneur de nous témoigner à cet égacd. Le levier n'est, en effet , que le système de l'exemple précédent, où l'un G dés trois points A,B,C est véritablement fixe. On ne considère plus alors que l'équilibre des deux forces appliquées* aux deux bouts A et B dulevier, et le point d'appui G tient lieu dé la troisième force. On voit donc que notre principe ne dit pas que les deux forces appliquées doivent être normales aux sphères que les deux bouts A et B du levier pourraient
décrire autour du point d'appui G, mais bien qu'elles doivent être perpendiculaires aux arcs de cercles respectifs que ces points pourraient décrire autour des droites GB et CA, comme axes de révolution ; d'où il suit que les deux forces appliquées doivent être dans un mêttie plan avec l'appui ; ce qui est en effet )a premièFe condition connue de l'équilibre du levier.
Quant à la seconde condition , elle résulte de ce qu'on a dit sur les systèmes invarial^les : chacune dés deux fprces étant décomposée en deux autres , la première vers le point d'appui, la seconde vers l'autre bout du levier/ les deui( premières se trouvent toujours détruites par la résistance de l'appui ; mais les deux secondes doivent être parfaitement e'gales et contraires t d'où l'on tire aisément que l^s deux forces appliquées sont réciproques à leurs distances au point d'appui.
Tout cela subsiste; quel que soit l'angle G du triangle AGB, et par conséquent a lieu encpre dans le cas où cet angle devient égal à. deux droits : les trois points A,G,B tombent alors en ligne droite 4 €t c'est ainsi qu'on passe au Zet^Ver droit, qui n'est qu'un cas particulier de» celui que nous venons de considérer. Mais on n'y pourrait plus immédiatement appliquer Içs raisonnemens qui précèdent ; car les trois, points AyGjB étant en ligne droite , si l'on en supposé deux fixes, le troisième se trouva tout-à-fait arrêté; ce qui n'apprend plus rien pour les directions des forces, ovL ce qui semblerait dire qu'elles peuvent être diri-r gées d!une manière quelconque. IVun autre côté, on ne peut plus décomposer chacune d'elles en deux autres , suivant les mêmes lignes que ci-dessus , puisque ces lignes n'en font plus qu'une seule, Aussi,
pour comprendre et pour bien expliquer l'équilibre dn levier droite f«ut-il le supposer d'abord courbe , ou on peu rompu au point d'appui, comme Ta fait Newion^ti, après lui y D'Alembert dans sou Traité de Dynamique.
Ou voit reparaître alors les vraies conditions de l'équilibre du levier, et même la manière dout les forces y réagissent Tune sur l'autre. Que si la niarche parait indirecte y et la démonstration peu natjureUe , en ce q^'oQ parait déduira une chose simple d'une chose vpmposée , c'est qu'on ne fait pas assez d'attention à ridée de raideur, qui parait simple et qui est réellement complexe. Pour écrire, en effe^i-que trots points A, G,B fpnt partie d'un corps raide, il faut nécessairement écrire que leurs trois distances mutuelles .sont séparément invariables , et cela, que les trois points soient (en ligne 4roite ou non. Il n'y a donc, pour l'objet que l'on a. en vue*, rien dé plus simple dans un caaque dans l'autre. Mais si , dans le cas où les points sont en ligne droite , la loi de leur équilibre, ne se montre plus aussi bien, ou même nous échappe, il sera très naturel de^ supposer d'abord que les trois points ne sont pas en ligne droite, d'y voir alors la loi de Té^ quilibre, et de la suivre jusqu'au cas où les points redeviennent en ligue droite. C'est ainsi que dans l'analyse, pour trouver les vraies valeurs de certains symboles algébriques, il ne £sut plus les considérer es eux-mêmes , mais remonter aux fonctions qui les ont pu produire par l'hypothèse de quelques valeurs particulières attribuées aux variables.
Ce qu'on vient de dire (ïbnue la vraie cause de l'équilibre du levier. Dans la nature un levier droit , sans épaisieur, est îfifpossible : il serait rompu par la plu;
petite forcQ tr^LUsvqrsale. La destruction des forces ne peut s'y opérerque par st^réMstaocelongitudinalei et par consëquenf y il faut toujours que ces forces puissent se décomposer eu d'autres qui se détruisent dans Pinié rieur du levier lui*mêine«
NOTE U
Démonstration du principe des vitesses virtuelles j identité de ce principe avec le théorème général qui fait V objet du Mémoire précédent.
On s'est contenté d'observer, dans le Mémoire , que du théorème où Ton est parvenu sur l'expression générale des forces de l'équilibre , on pouvait passer aisément au principe des vitesses virtuelles. Mais ce principe est si célèbre dans l'histoire de là Mécanique, que je ne puis m'empéçher de mafquer en peu de mots ce passage ; et j'y reviens d'autant plus volontiers , que non-seulement le principe des virtuelles est un corollaire de la pro*position générale établie cidessus, mais qu'il me parait encore identique avec elle lorsqu'on le re{|àrde sous son vrai point de vue , et qu'on l'énonce d'une manière complète.
Soit le système défini par les équations suivantes entre les coordonnées des corps,
f{pc,jr,Zi arVS*'; etc. ) = o j .
(p(x,r,a; 31/ ^\z'; etc.) = i ^ ^ etc.
Supposons qu'on imprime à tous ces corps des vitesses quelconques qu'ils puissent avoir actuellement sans vi<^ )e|r les conditions de la liaison^ les coordonnées x^jr^
ET MOUVEMEHT DES SYSTÈBiES. 475
ce quî a été démontré) que les expressions générales des forces capables d'être en équilibre sur le système; Supposant donc des forces X,Y,Z; X%Y%Z%.eic.y qui s'y feraient actuellement équilibre, on aurait :
Aulieu des trois composantesX 9 Y , Z^ multipliées par les
dx •dr dz . ,
vitesses respectives -^, ~, -y-,' on peut mettre la
résultante P, multipliée par^la vitesse résultante,
projetée sur la direction de P, et que je nommerai
ds
; et de même pour les autres ; et l'on aura :
dt
^ ds ^, ds' ^- ds"
c'est-à-rdire que, si des forces se/ont équilibre sur un sjrsthme quelconque , la somme de leurs produits par les vitesses, quelles quelles soient, qu'on voudra im^ primer aux corps , mais que leur liaison permet, sera toujours égale à zéro , en estimant ces vitesses suivant les directions des forces.
On voit par U qu'on peut prendre dès vitesses quelconquçs finies , que l'on mesurerait par des droites quelconques qui seraient simultanément décrites par les corps , s'ils venaient tout-à-coup à rompre leur liaison et à s'échapper librement , chacun def son côté.
Quand on veut mesurer ces vitesses par les espaces mêmes que les corps décrivent réelleiiiént , comme elles varient à chaque instant par la liaison des corpa, il fEiut prendre ces espaces infiniment petits, sans quoi ils ne mesureraient plus les vitesses imprimées; et c'est
ainn qu'on tombe daftu les vitesses virtaelies propremeni dite»-^ où le principe Tient perdre une ptrde de sa clarté. •
Il résalto, en effet, de ce que nous Tenons de dire, que cette belle propriété de l'équilibre peut s'énopcer delà manière suiTante :
Lorsqi/on voit suivre aux différens corps éCun sjrsthne des moui^mens quelconques qui ne violent point la liaison établie entre eux , c^est^à^dire ^ qui nous présentent continuellement le système dans des figures oit les équations de condition subsistent, on peut être sûr que les forces qui seraient capables de se faîrt équilibre sur une de ces figures, dans le moment ou le sjrsthme y passe , sont telles que , multipliées par les vitesses actuelles des corps projetées sur leurs ffi" rections, la somme de tous ces • produits est nécessai'rement égale à téro.
Le principe , de cette manière , n'offre plus aucane trace de ces idées de mouvemens infitfiment petits, et de perturbation d'équilibre , qui paraissent étrangères à la question , et qui laissent dans l'esprit quelque chose d'obscur.
Lorsqu'il y a équilibre , il est clair que lie principe a lieu pour tous les systèmes de vitesses que les points pourraient avoir en passant par la figure que l'on considère.
Mais quand on veut partir du {principe , et Fénoncer de manière qu'il assure l'équilibre, fkut-îl dire qu'ils lieu pour ce nombre infini de systèmes de vitesses? n y aurait surabondance de conditions, et l'on voit qu'il suffit de dire que l'équation (D) doit se vérifier pour autant de systèmes de vitesses que les équations de condition (B) en laissent d'indépendantes ; ou bien
(en rëonissant , comme on- Ta fait ci-dessas , toutes ces
équations en une seule (G), au moyen des indëtenni-
nées A^ ^, etc.)) il suffit de dire que l'équation (D)
des mantens doit -se vérifier pour autant de systèmes
j •* VI j * dx dy dz dx'
de vitesses qu il y a de vitesses -r-, -^, —, — r-, ^ * dt dt dr di •
-^, etc* Biais comme ckacun de ces systèmes de vitesses doit satisfaire à rëquatioa (G) , par hypothèse , cela revient à dire que toutes les forces appliquées
X, T, Z; X% T% etc., qui multiplient les vitesses i^ dr d% dx' df ^ j ,, , . ,_- ■ff' A» dCTt^ Tr ^'^^ ^*"* lequauon (D),
doivent être toutes proportionnelles aux fonctions
E^rc») + ^ ♦'C^) + etc.] . [a/V) + /• f 'Cr)+ete.] , [«/'(«) + /• ♦'(«) + etc.] ,[A/'(«') +»• f'(a:')+etc.], [*/'(y)+^ ♦'(/) + etc.] , etc.,
^i oifdtipUent les mêmes vitesses dans l'équation géné- ■^ (p).!. qui fût régner entre elles les seules conditions qiM ]a Jiwon exige. Donc le principe des vitesses virtuelle;^, Immi énoncé , c'est-à-dire avec toutes les idées qui pQWFWltkfrire comprendre, est parfaiteraen t identique •fH^leLtJnforèvie général qui fait l'objet du Mémoire. Il Jîl^eyHfit^initat la même chose ; savoir, que, poui-l'équi- Uj^y lc« forces a{^liquées suivant les coordonnées des tKI^ H^ .yerMi de- chaque équation , . doivent être pjjBffigHnj^HflU aux fonctions primes de cette équa^ ^Hgl^^llJl^v^meat à ces coordonnées respectives : mais ^yiplî'lj^'j^érâéilDent ce qu'il fallait démontrer. itfiAiMWtfi» W serait encore conduit à recoonattrc M/9^murtant de l'énoncé ordinaire du prin-
wiuit tnmtn, da nmi aent ^W.y .doit att^cher^S» iftt, ;k pioMèM géntol dk^k SlttiqM «Sept ini MdtoMRt àt t^wèhoirfbs lafporu dai.fiMMt-.qw M font •cmwU ewi Wit ëqiiflU»e tor liitfpÂème^ nudv-hîea rorpireinon génénJe dés forces qui peatent t'y ùlm coÉrti m MUemcni équilibie, clfat toale§ lei l^oiet e& 3 peul passer en verta des équations de conditîôaà Ii'ëqnalion générale donnée par la principe des TÎteîSBi virincllci n*est donc pas, iini est permis de parler auMi| la relation d'un moment; elle né dqU pas siiiqplenieBt i— iidéwr' Pëqoilibte dn ajatèn^ dans la %pnr oàfl est, maia epiceie dan* urate^Ja si^ta^^.fiffKM^m il peut être, piûiqae c'est cette sûte de figues qûk oaiMiefîssX ^ consOtM lai ;dtfnltioo.^iJuil cette éqitttîeft(ne}diaiiss ^prïl^iriLyBeadri|Ktp«ar les. CMjni de teb Bombies qa'alk ^es «apt aatisfaite, iriiis (pnisqoe ces forces doivent tarier avec la Bgnra) qafil font choisir, pour les représenter^ de telles fenctioiit des coordonnées, qu'elle demeuie continudlemeatistisfoite, ou soit identique. Or,- ^n vertu des eimditioBS ■steies, on sait «pi'il doit régner entre les vitesses si* Ànltanées qtte poomâent avoir les corps ^ une équation linéaire identique- (C) , d<mt les coefficiena sont hslbnccions pnmcs des fonctions données par rapport Air coordonnées isnivant lesquelles. on estime très- viieièes. LVquatiM des mameni dit donc que les Aices de IVquibre doivéhit^tre représentéespar eesfonetîoMy et par conséquent, pour la démbntror, Il font .foire voir comment de telles forces se font eOBCtivaseat équilibre; ou bien il foliait cbercher directement quelles 'fonctions de* coordonnées peuvent lepirésenisr
les forces de l'équilibre , comme nous l'avous fait d'àbord.
C'est pourquoi la plupart des démonstrations par lesquelles on a ramené le principe des vitesses virtuelles, ou à d'autres principes y. ou à la loi connue de quelque machine simple, telle que le levier, etc., nous paraissent bien plutôt ' des /^ret/t^ej que de véritables démons-i trations. Toutes, en effet, même la plus heureuse,^ qui est de M. Garnot , se font satis rien emprunter de la définition générale du système , comme si la machine était, pour .ainsi àïi^ , voilée , et qu'on n'en vU sortir que les cordons ou sont appliquées les puissances.On peut bien prouver ou rendre sensible, par quelque construotion plus ou moins simple , que si l'o^ trouble un peu ^équilibre ,. ces puis^nces doi^vcuit être dans un certain rapport ayec les allongemens periiiiji.dQ ies cordons-; mais cela ne peut offrir que les rapports actuels des forces considérées comme nombres, et ne montre point du tout la forme d'expression qui leur est pro« pre. Cette perturbation de l'équilibre n'apprendrait dans aucun cas, à quelle machine on aurait affaire! • et les mêmes rapports pourraient s'offrir entre les forces appliquées, quoique les machines fussent de constitua* tio^ tout-4-fait différente, et que chacune d'elles im* primât pourtant à l'expression xles forces qui lui coa* viennent, une forme différente qu'on y devrait voir et retrouver sans cesse, si la difficulté du théoriqie était entièrement consommée. Ainsi, la propriété des vitesses virtuelles n'en restait pas moins mystérieuse, et l'on n'avait point de véritable démonstration, je veux dire ane explication ouverte et claire , où - l'on vit non-seulement que la chose se passe ainsi, omûs qu'elle
48q équilibre, etc.
est encore une suite de la définitioii générale que soh-* même on a donnée au système que l'on considère, i C'est peut-être, par quelque vue semblable, et pour arrivera Téqnationdes momens comme aune équation identique , que M. Laplace (Mécan. Célest,, tom. I, p. 4û) ne considère que les équations qui représentât la liaison des parties du système , et n'emploie d'autres principes que celui de la composition des forces , et de l'égalité entre l'action et la réaction ; ce qu'on peut regarder comme les élémens de la théorie de l'jéquilibre. Mais, comme dans son analyse ,- l'auteur ne fait rien entrer qui vienne de la définition du système dont il s'occupe, cette démonstration n'a aucune force, et la difficulté reste en son entier.
Quoi qu'il en soit, au reste, soit qu'on veuille partir du principe des vitesses virtuelles pour eh suivre j usqu'au bout la signification intime, soit qu'on attaque directement le problème de la mécanique, ce qui est plus simple , on se trouve amené sur-le-champ à chercher quelles sont les fonctions des coordonnées qui donnent les forces de l'équilibre dans toutes les fi(nires que peut affecter le système, en obéissant aux équations qui régnent entre les coordonnées clés différens corps. Tel est exactement le problème que nous nous sommes proposé ; et notre objet bien net et bien distinct a été de le résoudre par les premiers principes de la Sutique et de la Géométrie.
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