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ALGÈBRE
ir^TRODUCTION.
i . L'Algèbre est la partie des Mathématiques où l'on emploie des signes propres à abréger et à généraliser les raisonnements que comporte la résolution des questions relatives aux nombres.
On distingue deux espèces principales de questions :
Le théorème, qui a pour but de démontrer l'existence de certaines propriétés dont jouissent des nombres connus et donnés; et le problème, dont l'objet est de déterminer certains nombres d'après la connaissance d'autres nombres qui ont avec les premiers des relations indiquées par l'énoncé.
2. Les éléments principaux dont on fait usage en Algèbre, pour parvenir à ce double but, sont :
i" Les lettres de l'alphabet, qui servent à désigner les nombres sur lesquels on doit raisonner. Leur usage est nécessaire, soit pour abréger les raisonnements, soit pour les généraliser, en ce que l'on sent mieux, par l'emploi de ces lettres, que telle ou telle propriété appartient à plusieurs nombres à la fois; ou bien, s'il s'agit d'un problème, que la manière de satisfaire à son énoncé est indépendante de toute valeur particulière attribuée aux nombres compris dans cet énoncé.
1° Le signe h-, dont on se sert pour marquer l'addition de deux ou plusieurs nombres, et qui s'énonce plus.
Ainsi, i&-\- 36 s'énonce 25 plus 36, ou aS augmenté de 36. De même, a-^b s'énonce a plus b, ou le nombre désigné par a, augmenté du nombre désigné par b.
3° Le signe —, qui s'énonce moins, et dont on fait usage pour marquer la soustraction de deux nombres l'un de l'autre.
Ainsi, 45 — 24 s"énonce 45 moins 24, ou 45 diminué de 24, ou bien encore, l'excès de 45 sur 24.
a — b s'énonce a moins 6, ou a diminué de b.
4" Le signe de la multiplication, qui est x, ou un point que l'on place entre les deux quantités.
Alg. B. i
Ainsi, 36X25, ou 3G.25, s'énonce 36 innltijiUr par i^, ou \c prmluit de 36 par ib.
Lorsque les nombres dont on veut indiquer la multiplication sont désignés par des lettres, on convient encore de les écrire les uns à la suite des autres sans interposition de signe.
Ainsi ab signifie la môme chose que a x ^ ou a.b\ abc signifie la môme chose que a>< b>i c om a. b.c.
Il est bien entendu que la notation ab ou abc, qui est plus simple que celle axb ou axbxc, ne peut être employée que lorsque les nombres sont désignés par des lettres; car, si l'on voulait, par exemple, représenter le produit de 5 par 6, et qu'on écrivît, pour abréger, 56, on confondrait cette notation avec le nombre cinquante-xix écrit dans le système décimal. Celte remarque est importante pour les commençants.
5° Le signe de la division, qui consiste en deux points : que l'on place entre le dividende et le diviseur, ou bien encore, en une barre —, au-dessus et au-dessous de laquelle on place respectivement le dividende et le diviseur.
%^ Ainsi, 24 : 6, ou-r? s'énonce 24 divisé par 6, ou le quotient de 2^
par 6.
y ou a : b s'énonce a divisé par b. On dit encore a sur b. b
La notation j est la plus usitée.
6° Le coefficient, signe que L'on emploie pour indiquer l'addition de plusieurs nombres égaux. Ainsi, au Meu d'écrire a -t- a ~- a -i^ a h- a qui représente l'addition de 5 nombres égaux à a, on écrit 5a. De même, lia exprime l'addition de 11 nombres égaux à a; 12 ab, l'addition de 12 nombres égaux au produit de a par b.
Le coefficient est donc un nombre particulier écrit à la gauche cVun autre nombre exprimé par une ou plusieurs lettres, et qid marque combien de fois on doit prendre la lettre ou le produit que représentent les lettres.
y" L'exposant, signe dont on se sert lorsqu'un nombre désigné par une lettre doit entrer plusieurs fois comme facteur dans un produit. Ainsi, au lieu d'écrire ax a x a x a x a ou a.a.a.a.a, on écrit plus simplement a^ que Ton prononce a cinq; ou plutôt a cinquième puissance.
On appelle puissance le résultat de la multiplication de plusieurs nombres égaux, et degré de la puissance la quotité des nombres égaux multipliés entre eux.
V'exposant est le signe de ce degré. Il s'écrit à la droite et un peu
aii-dassus d'une lettre, et il iitarque combien de fois la quantité exprimée par cette lettre doit entrer comme facteur dans un produit.
Pour faire sentir toute l'importance de l'exposant et du coefficient en Algèbre, supposons qu'on veuille exprimer un produit composé de 4 facteurs égaux à «, de 3 facteurs égaux à b, et de 2 facteurs égaux à c; on écrira a^b^c^, au lieu de aaaabbbcc.
Veut-on ensuite exprimer que ce dernier résultat doit être pris 7 fois, on doit être multiplié par 7 : on écrira 7a'i'c^ Ceci donne une idée du laconisme de la langue algébrique.
8° Le signe \J , dont on fait précéder un nombre, lorsqu'on veut indiquer que l'on a à extraire de ce nombre une racine d'un certain degré.
Ainsi \J a s'énonce j-acine troisième ou cubique de a\ v'^è s'énonce /v/cme quatrième de b.
On appelle racine 2% 3*, 4*, • • d'un nombre, un second nombre qui, étant élevé à la a*, 3*, 4% • • • puissance, reproduit le premier nombre.
Nous ne ferons usage du signe \/~qu'à partir du troisième Chapitre.
9° Le signe au moyen duquel on exprime que deux quantités sont égales. Ce signe est = , et s'énonce est égal à, ou égale.
Ainsi, pour exprimer brièvement que l'excès de 36 sur 25 est égal à 1 1 , on écrit 36 — aS = 11,
C'est-à-dire 36 moins 25 est égal à 11, ou égale i \ .
10° Le signe d'inégalité >, dont on se sert pour exprimer qu'une quantité est plus grande ou plus petite qu'une autre.
Ainsi, ay- b signifie a plus grand que b ou supérieur à b; « < 6 signifie a moindre que b ou inférieur à b ; c'est-à-dire que l'ouverture du signe doit être tournée du côté de la plus grande quantité.
D'après l'exposé précédent, on voit que l'on peut regarder l'Algèbre comme une espèce de langue qui se compose de signes à l'aide desquels on suit avec plus de facilité l'enchaînement des idées dans les raisonnements qu'on est obligé de faire, soit pour démontrer l'existence d'une propriété, soit pour trouver la solution d'un problème.
On concevra mieux encore l'utilité des signes algébriques par les questions suivantes.
PREMIÈRE QUESTION. — PROBLÈME
3. La somme des deux nombivs est 67, leur différence est \Çf : quels sont ces deux nombres?
Mode de résolution.
Tâchons d'abord d'établir, à l'aide des signes dont nous sommes con-
venus, une liaison entre les nombres donnés et les nombres connus de l'énoncé.
Si le plus petit des deux nombres cherchés était connu, on aurait le plus grand en ajoutant 19 au plus petit. Cela posé, désignons le plus petit nombre par x\ le plus grand peut alors être désigné par x -h 19, et leur somme par a: -f- x -i- 19 ou -xx ■^- 19. Mais, d'après l'énoncé, cette somme doit être 67; ainsi l'on a l'égalité ou Xéquatinn 2:r -t- 19 — 67.
Or, 1.x augmenté de 19 donne 67 pour résultat, ix seul est égal à 67 moins 19, ou ax = 67 — 19, ou, en effectuant la soustraction, ix— 48.
Donc enfin, x est égal à la moitié de 48, c'est-à-dire
Le plus petit nombre étant 24, le plus grand x -f- 19 est 24 -h 19, ou 43. En effet, on a
i- 24 = 67, et
Voici le tableau des calculs algébriques :
Soit x le plus petit nombre; x -i- 19 est le plus grand.
ta
Éq. : IX -f- 19 = G7, d'où ix = 67 — 19 ^^ 48 ; donc jt = — -= 24,
et, par conséquent,
Eq effet,
Autre mode de i-ésnltitinn.
Soit X le plus grand nombre, x — 19 est le plus petit.
Éq.:2.r — 19 = 67, d'où 2.r = G7 -f- 19 = 86 ; donc x — — = 45,
et, par conséquent,
On voit par là comment, à l'aide des signes algébriques, on parvient à comprendre dans un cadre très-resserré les raisonnements qu'on est obligé de faire pour résoudre un problème; raisonnements qui, écrits en langage ordinaire, exigeraient souvent une ou plusieurs pages.
Résolution générale de ce problème.
4. La somme de deux nombres est a, leur différence est b. On demande de trouver les deux nombres.
Soit X le plus petit nombre, x — h désigne alors le plus grand. Éq. : 2^-f- Z)— <7, d'où ix ~ a — h\ donc, x--- • = ,
et, par conséquent,
Comme la forme de ces deux résultats est indépendante de toute valeur particulière attribuée aux lettres a et Z*, il s'ensuit que, connaissant la somme de deux nombres et leur différence, on obtiendra le plus grand nombre en ajoutant la demi-somme à la demi-différence , et le plus petit, en retranchant de la demi-somme la demi-différence .
Ainsi, que la somme donnée soit 287, et la différence 99. le plus grand est
—^ -h — , ou — ^ = - — = 168,
et le plus petit, En effet,
— ^ — ^H, ou — = 60, 22 2 -^
On conçoit, d'après la question précédente. Futilité des lettres pour ■ représenter les données d'un problème. Comme on ne peut qu'indiquer sur ces lettres les opérations de l'Arithmétique, le résultat auquel on parvient conserve la trace des opérations qu'il faut effectuer sur les quantités connues pour obtenir les valeurs des quantités que l'on cherche.
Les expressions - -i- - et j auxquelles on est parvenu dans le
problème précédent, s'appellent, en Algèbre, àQ'è formules, parce qu'elles peuvent être regardées comme comprenant les solutions de toutes les ([uestions de môme nature, dans l'énoncé desquelles on fait seulement varier les valeurs numériques des données.
On nomme, en général, solutions d'un problème les nombres susceptibles de vérifier son énoncé.
DEUXIÈME QUESTION. — THÉORÈME
5. La somme de deux nombres multipliée par leur différence donne pour produit la différence des carrés ou des secondes puissances de ces deux nombres.
Ainsi, soient 12 et 9 ces deux nombres; leur somme est 21, et leur
différence 3. On reconnaît que le produit 21 x 3 ou 63 est égal à i44» qui est le carré de 12, diminué do 81, qui est le carré de 9.
Mais, pour mettre en évidence cette propriété, quels que soient les deux nombres, représentons ces nombres par les lettres a etb. La somme sera exprimée par n -+■ b, et la différence par n — b.
Pour former le produit do ces deux expressions, on supposera d'abord que l'on ait à multiplier la somme a -;- b par a, et le produit sera ff ^< n +■ b >< a, ou plus simplement, «^ -h ah : car il faut prendre chacune des deux parties dont a -i- b est composé, autant de fois qu'il y a d'unités dans <?, et ajouter les deux produits. Mais ce n'est point par a tout entier qu'il fallait multiplier, c'est par a diminué de b; ainsi le produit a^ H- ab est trop fort du produit de a -\- b par b, c'est-à-dire de ab -f ^^ 11 faut donc retrancher ab -+- b^ du produit précédent n- -i- ab, ce qu'on indiquera algébriquement de cette manière : n^ -+- ab — ab ~ b'. Comme d'ailleurs les deux produits -\-ab, —ab, se détruisent réciproquement, il vient enfin c? — b"^ pour le produit demandé.
Ce résultat «'— b"^ ayant été obtenu indépendamment de toute valeur particulière attribuée à a et b, il s'ensuit que le théorème énoncé est pour deux nombres quelconques.
TROISIÈME QUESTION,'. — THÉORÈME
6. Si, aux deux termes d'une fraction proprement dite, ou d'un nombre plus petit que l'unité, on ajoute un même nombre entier, la nouvelle fraction qui en résulte est plus grande que la première.
Soit — la fraction proposée; ajoutant 3 à chacun de ses deux termes,
on obtient — r- Ces deux fractions, réduites au même dénominateur, de-
viennent -r-i tt-^; or la deuxième fraction est évidemment plus grande que bo 60
la première.
Pour reconnaître si le théorème énoncé est vrai, quelle que soit la fraction proposée, désignons cette fraction par j-, en supposant a < b.
Soit m le nombre ajouté aux deux termes de cette fraction, il en ré-
,. rt -f- m suite ;
Afin de comparer les deux fractions, il faut les réduire au même dénominateur : il suffit pour cela de multiplier les deux termes a et b de la première fraction par b -+- m, et les deux termes de la seconde par b. Or multiplier a par b -h w/, revient à prendre a autant de fois qu'il y a d'u-
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nités dans b, autant de fois qu'il y a d'unités dans ;;?, ce qui donne ab -^ am. On prouverait de même que le produit de b par b -\- m est
è" -I- bm^ ce qui donne .^ . — pour la première fraction. De même, à
l'on multiplie les deux termes de la seconde -, — '■ — par b, comme on l'a vu
(S), elle devient
b'- -r- bin
Les deux numérateurs ab -r- am, ab -;- hw, ont une partie commune ab ; et la partie bm du second numérateur est plus grande que la partie am du premier numérateur, puisqu'on a supposé by- a. Donc aussi la seconde fraction est plus grande que la première; ce qu'il fallait démontrer.
On voit d'ailleurs, par le raisonnement précédent, qu'il faut que -j soit
une fraction proprement dite, pour que le théorème soit vrai; car autrement, la seconde fraction serait moindre que la première, puisque alors on aurait ah ~ bm ^-^ ab -i- am.
1. En réfléchissant sur les moyens de résolution des questions précédentes, on sentira que l'emploi des signes algébriques doit donner lieu à des règles communes à plusieurs questions. C'est ainsi, par exemple, que dans la seconde et la troisième, on a été conduit à effectuer la multiplication d'une somme a — b par un nombre c, d'une somme a -^ b par b, d'un nombre a par une somme b^r- m. D'où il résulte qu'en établissant des préceptes généraux pour trouver les résultats des opérations qu'on peut avoir à effectuer sur les quantités algébriques, on aurait des moyens fixes de résoudre, par les symboles algébriques, toutes les questions relatives aux nombre^.
Cette partie de l'Algèbre a pour titre : La manière d'effectuer les opérations de l'Arithmétique sur les quantités algébriques ou littérales , c'està-dire sur les nombres représentés par des signes algébriques.
On ne peut se dissimuler que cette partie ne soit un peu aride, peutêtre même rebutante pour les commençants ; mais il est indispensable de la bien posséder, si l'on'veut avancer rapidement dans le champ vaste et fécond de l'Altrèbrc.
ciiAPiTiiE pnKMii;n.
DEFINITIONS PRELIMINAIRES
8. Toute quantité écrite en langage algébrique, c'est-à-dire à l'aide des signes de l'Algèbre, s'appelle quantité algébrique, ou quelquefois quantité littérale : c'est plutôt V expression algébrique de la quantité.
Ainsi, 3« est l'expression algébrique du triple du nombre a\ 5a- est l'expression algébrique du quintuple du carré de a; ya'b^ est l'expression algébrique de sept fois le produit du cube de a, multiplié par le carré de ^'.
3n — 5 b est l'expression algébrique de la différence entre le triple de a et le quintuple de b.
2 a'-- oab-i- 4 6^ est l'expression algébrique du double du carré de n, diminué du triple produit de a par b, et augmenté du quadruple du carré de b.
On appelle monôme, ou quantité à un seul terme, ou simplement /r'/'we, une quantité algébrique qui n'est réunie à aucune autre par le signe de l'addition ou delà soustraction; et polynôme, ou quantité à plusieurs termes, une expression algébrique composée de plusieurs parties séparées les unes des autres par les signes -- ou — . Ainsi, S^-, 5^-, -ja'b' sont des monômes; 3 a — 5 b., a a'— "iab -r \b'^ sont des polynômes. La première de ces deux expressions est dite un binôme, parce qu'elle est composée de deux termes. La seconde est dite un trinôme, comme étant composée de trois termes.
9. La valeur numérique d'une expression algébrique est le nombre qu'on obtiendrait si, en donnant des valeurs particulières aux lettres qui y entrent, on effectuait toutes les opérations de l'Arithmétique que comporte cette expression. Cette valeur numérique dépend évidemment des valeurs particulières attribuées aux lettres, et doit généralement varier avec elles. Ainsi, la^ a pour valeur numérique 54, lorsque l'on fait « = 3; car le cube de 3 est ay, et i fois 27 donne 54. La valeur numérique de cotte même expression est a5o, lorsque l'on fait a ^ 5 ; car le cube de 5 est 125, et 2 fois i25 donne 25o.
Je dis généralement, car, dans quelques cas, la valeur numérique d'une
RÉDUCTION DES TERMES SEMBLABLES
expression algébrique reste constante, quoiqu'on fasse varier les valeurs des leitres qui y entrent. Ainsi, dans l'expression a — 6, tant qu'on donnera à a et à 6 des valeurs croissant chacune de la même quantité, l'expression ne changera pas.
Soit, par exemple, « = 7, ^ = 4 ; il en résulte a — b = 3.
Soit maintenant a = 12 ou 7—5, et ^ = 9 ou 4 — 5; il en résulte fi — b~ 17. — 9= 3, etc.
La valeur numérique d'un polynôme ne change point lorsqu'on intervertit l'ordre de ses termes, pourvu que l'on ait soin de conserver à tous leurs signes respectifs. Ainsi, les polynômes /^a^ — 3a^b-r- 5ac^, Soc'—Zn^b - 4à^, ^a^-i- 5ûc-— 3a^b ont la même valeur numérique. C'est une conséquence évidente de la nature de l'addition et de la soustraction arithmétiques. Mais cette observation sera très-utile par la suite.
40. Des différents termes qui composent un polynôme donné, les uns sont précédés du signe -i-, les autres du signe — . Les premiers portent le nom de termes additifs, les autres s'appellent termes soustractifs. On appelle aussi les premiers, termes positifs, et les autres, termes négatifs; dénominations assez impropres, que l'usage seul a consacrées.
Le premier terme d'un polynôme n'est ordinairement précédé d'aucun signe; mais alors il est censé précédé du signe -r-.
H. On appelle dimension d'un terme, chacun des facteurs littéraux qui composent ce terme, et degré le nombre de ces facteurs ou dimensions. Le coefficient ne compte pas pour une dimension. Ainsi, 3(7 est dit un terme à une dimension, ou du premier degré, ou linéaire; 5ab est dit un terme à deux dimensions, ou du second degré; ya^bc^, étant la même chose que •jaaabcc, est dit à six dimensions ou du sixième degré.
En général, le degré ou le nombre des dimensions d'un terme s'estime par la somme des exposants des lettres qui entrent dans ce terme. A ce sujet, nous remarquerons que, d'après la définition même de l'exposant (2, 7°), une lettre qui n'a pas d'exposant est censée avoir i pour exposant. Ainsi, le degré du terme Sa^bccP est 2. -h i -i- i -r- 3, ou 7.
Un polynôme est dit homogène, lorsque tous ses termes sont de même degré: 3a — ib-\- c, 3a^— ^ab-i- b^, 5rt^c — 4c^-)- 2cV/ sont des polynômes homogènes; 8a^~ ^ab -h c n'est pas homogène.
RÉDUCTION DES TERMES SEMBLABLES
42. On appelle termes semblables des termes qui sont composés des mêmes lettres a'èctées respectivement des mômes exposants. Ainsi yab et 3ab, ^a^b^ et bc^b^ sont des termes semblables; 2,a-b et
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TctP no sont pas des termes semblables; car ils sont bien composés des mêmes lellres, mais les mômes exposants n'afl'ectent pas les mêmes lettres.
Il arrive souvent qu'un polynôme renferme, dans son expression, plusieurs termes semblables, et alors il est susceptible de simplification.
Soit le polynôme
4rtV; — 'ia'c ;- g^c'— 'la'b ;- 7«'r — 66';
on peut (9) l'écrire ainsi :
l\(âb — la'^b ;- 7«^c — 3a'f -f- ç^nc- — 6 6';
or ^cPb — la^b se réduit évidemment à i(i^b\ -ja^c — Sr/V se réduit à 4rt^c-; donc le polynôme lui-même revient à T.a'^h-i- !\(i^c -f- goc' —66'. Que l'on ait, dans un polynôme quelconque, les termes
H-2r/'6c', —[s^d-bc^^ -i-6<7'6r% — 8«'6c;% -r-wà'bc^.
D'abord, la somme des termes additifs -f- art'6c- h- 6*7^ 6r- -t- 1 1 cc'bc^ est égale à h-i9«'6c^; la somme des termes soustractifs — l^a^bc^ — 8«'6c' est égale à - \idbc^. Donc l'ensemble des cinq termes proposés se réduit à -h iQci^bc^ — iidbc^, ou à -i- ya^bc^.
Il peut se faire que la somme des termes soustractifs soit plus forte que celle des termes additifs. Dans ce cas, on soustrait le coelTicient positif du coefficient négatif, et l'on affecte le résultat du signe — . Ainsi, que l'on ait -t- Sft^b pour la somme des termes positifs, et — Sa-b pour la somme des termes négatifs; comme — Sa'b revient à — 5n^b — ia^b, il s'ensuit que -+- 5nV; — Sa^b équivaut à -+- 5a^b — 5a^b— Za^b, ou à — 'àn'b.
D'où l'on peut conclure cette règle : Pour opérer la réduction des termes semblables^ formez un seul terme additif de tous les termes semblables précédés du signe H- ; ce qui se Jait en ajoutant les coefficients de ces termes, et en donnant leur somme pour coefficient à la partie littérale commune. Fo7-mez, par le même moyen, un seul terme soustractif de tous les termes précédés du signe — ; retranchez ensuite la plus petite somme de la plus grande, et donnez au résultat le signe de la plus grande.
(Il est bien essentiel de remarquer que la réduction ne doit porter que sur des coefficients et jamais sur les exposants.)
On trouvera, d'après cette règle, que
Qa'b — 8a^b — ç^n^b -^ i5a^b — a''b se réduit à ^- 3(i'6 , yabc'- — abc- —y abc'- — Sabc^-habc' se réduit à — 8 abc'-.
La réduction des termes semblables est une espèce d'opération, toute particulière à l'Algèbre, qui se rencontre dans Vaddition, la soustraction,
ADDITION. H
la multiplication et la dixnsion algébriques, opérations que nous allons maintenant développer.
Remarque. — Comme celles-ci doivent offrir à l'esprit des élèves la même idée que les opérations analogues de l'Arithmétique, nous nous dispenserons d'en répéter les définitions, qui doivent être suffisamment con nues de tous ceux qui ont vu l'Arithmétique avec soin. On conçoit toutefois que les procédés ne peuvent plus être les mêmes, puisque les symboles sont différents. Tantôt ces opérations se réduisent à de simples indications, tantôt il y a lieu réellement à les effectuer, et alors il faut des règles corresi ondantes ^ux symboles que l'on emploie.
DE l'aDDITIO.X .algébrique.
13. Soit d'abord à ajouter les expressions 3(7, 5/?, ac; on a, pour le résultat de cette addition, Za -r- 5b ^ ic, expression que l'on ne peut simplifier davantage.
Soit encore à ajouter les monômes ^a-P^ ia-b^^ 7''''^'; le résultat est l^crb^ --"xa^U^-^- -jd^h\ ou réduisant (12) \T>a^b^.
Proposons-nous maintenant d'ajouter les polynômes
Pour former un seul polynôme qui exprime la somme de ceux-ci, observons qu'ajouter au nombre exprimé par Scr — ^ab^ le nombre exprimé par ia- — 3ab -+- P, c'est y ajouter la différence entre le nombre d'unités exprimé par ia--i- b^, et le nombre d'unités exprimé par ^ab, opération que l'on ferait aisément, si l'on attribuait des valeurs particulières à « et b; mais comme on ne saurait l'exécuter dans l'état actuel des quantités, on remarque qu'il revient au môme d'ajouter d'abord a^'-"- b^ à 3rr — 4«^, et de retrancher ensuite 3ab; ce qui donne
3 <7" — ^ab -h "xa- h- b- — 3r/6,
ou, en changeant l'ordre des termes (9),
"iid^ ~ &^ab ^ 1 (r — 3 ab -'- b'.
De même, pour ajouter lab — 5b- k cette dernière expression, il suffit d'écrire 3^^ — ^ab -^la"^ — "bab -i-b-~t- 2ab — 5b^; il ne s'agit plus actuellement que de faire (12) la réduction des termes semblables, et il vient enfin 5a' ~ 5ab — 4^- pour le résultat demandé.
Comme des raisonnements analogues pourraient s'appliquer à d'autres polynômes, on est en droit de corxlure cette règle générale pour l'addition de deux ou plusieurs polynômes : Ecrivez les polynômes proposés les uns
h la suite dcx autres, en conservant aux trrnirs qui les composent leurs signes respectifs; puis, faites la réduction des termes semblables, s'il y a lieu.
Voici quelques exemples :
1" 3rt'- 4^/6-2/>' 2" -^aH—labc-U'c— ^à -\ rd^
-4- 5 rt' H- 2 ah - //' -f- 8 abc - .1 a-'b^'i c^ - 4 ^'^"^ c'I"
-i-3ab~'ib' — 3c' -\-^a'b-8c' -hç)b'c—3d^
8a'^ ab—5b' — 3c' 6a'b-h 5abr ~'ib-c-\/\c'' -ir-2cd^-^d\
Dans la pratique, on dispose ordinairement les quantités proposées les unes sous les autres, comme on le voit dans ces deux exemples ; on jait la réduction des termes semblables, et Von écrit avec leurs signes respectifs les résultats de lu réduction. Ainsi, dans le premier exemple, en considérant le terme 3a\ comme ce terme est semblable au terme 5^' qui se trouve sur la seconde ligne, on écrit 8a' pour le résultat de la réduction de ces deux termes, qu'on a soin de barrer légèrement. Passant ensuite au terme — ^ab, on le réduit avec les termes + 2^/& et 3ab, ce qui donne + «/^ qu'on écrit à la droite de 8r/% et l'on barre les nouveaux termes qu'on vient de réduire. On contmue ain.i l'opération jusqu'à ce que tous les termes soient barrés et réduits.
Le léger trait qu'on passe sur les termes sert à prévenir l'omission de quelques termes dans le résultat ; les termes non barrés sont encore à réduire.
DE LA SOUSTRACTION ALGEBRIQUE
U. Soit à retrancher 4^ de 5^; le résultat algébrique est 5a— ^b. De même, la différence entre ya^b et /ia'b est ya'b— ia'b, ou 3a^b.
Soit maintenant 2b — 3ck retrancher de 4«: on peut d'abord présenter le résultat de cette manière, /ia-{ib - 3c), en mettant la quantité à soustraire entre deux parenthèses et l'écrivant à la suite de la première quantité avec le signe — . Mais les questions exigent souvent que l'on forme un seul polynôme de cette expression : et c'est en cela que consiste principalement la règle de la soustraction algébrique.
Pour parvenir à ce but, on observera que si «, ^, c étaient donnés numériquement, on ferait la soustraction indiquée par ib — '^c, puis on retrancherait le résultat obtenu, de 4^; comme cette soustraction ne peut être effectuée dans l'état actuel des quantités, on commence par retrancher ib de 4«, ce qui donne 4^ — aZ»; mais en retranchant 26 unités, on a soustrait un nombre trop fort de 3f unités; il faut donc rectifier le résultat en y ajoutant 3c. Ainsi l'on a ^a— -xb -1- 3c pour le résultat de la soustraction proposée.
SOUSTRACTIOX. l3
Soit encore 5a^— 4ob -i-'ibc — b^ à soustraire de 8a---iab; cette opération peut être indiquée ainsi :
8 a' — lab — ( 5 rr — 4ab -^ Zbc — b^).
Mais, pour réduire cette expression à un seul polynôme, observons que retrancher 5û- — ^ab -h 3bc — b- revient à retrancher la différence entre la somme 5r/'-i- 3bc des termes additifs, et la somme ^ab -r- b^ des termes soustractifs. On peut d'abord retrancher 5 a- -h 3bc, ce qui donne
8 rr — 2.aô — 5 a- — 3bc;
et comme ce résultat est nécessairement trop faible de 4^^ " ^\ il f^"'' y ajouter cette dernière quantité, et il vient
8a- — ■i.ab — 5(1- — 3bc -- ^cb -^ b'', ou
8a' — lab — 5^'-^ ^^b — 3bc -i- b',
en rétablissant l'ordre des termes; ou bien enfin, en réduisant,
3fl--r- 2ab — 3bc -r- P.
D'où Ton peut conclure cette règle générale :
Pour soustraire deux polynômes l'un de Vautre, érrh<ez à la suite du polynôme dont il faut soustraire, V autre polynôme en changeant les signes de celui-ci, et faites la réduction du polynôme résultant, s'il y a lieu.
On trouvera, d'après celte règle,
~-{3a^b — la' — 8b'c) \ ^ '
2° /^ab-cd-ib'-r-Za- \ J . ; .,2
— [5ab — 4cd -^ 3b- -i- 3a-) \
io. On peut aussi, d'après cette même règle, faire subir à certains polynômes quelques transformations.
Par exemple,
6 a- — 3ab -^ T.b'^ — ibc revient à
6a- — {3ab — 2b' -i- Q.bc).
De môme
•pa' - 8a'b- 4b'c-^6b' revient à
ya"— {8a'b-r'/ib'c — 6b'), ou bien encore à
ya'—8a'b — {ib'c — &b').
Ces transformations; qui consistent à décomposer un polynôme en deux
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parties séparées l'une de l'autre par le signe — , sont très-utiles en Algèbre.
DE L^V MULTIPLIC.VTIOX ALGÉBRIQUE.
46. Nous regarderons comme démontré un principe qui est généralement admis dans tous les traités d'Arithmétique [vojez pour la démonstration mes Éléments cVArithmélique, 35* édition, n""25 et suivants), c'est que le produit de deux ou plusieurs nombres reste le même dans quelque ordre qu'on les multiplie.
Cela posé, considérons d'abord le cas où l'on a un monôme à multiplier par un monôme.
Soit 7 a' 6' à multiplier par 4 a}b. L'expression de ce produit peut d'abord s'écrire ainsi : ya^b^ x ^ci^b. Mais on peut la simplifier en observant que, d'après le principe précédent et la signification des symboles algébriques (2), elle revient à 7 x 4 x aaaaabbb. Or, comme les coefficients sont des nombres particuliers, rien. n'empêche d'en former un seul en les multipliant entre eux : ce qui donne 28 pour coefficient du produit. Quant aux lettres, le produit aaaaa équivaut à a' (2, 7°), et le produit bbb^ à b^\ ainsi, l'on obtient pour résultat flnal, 2.8 a' b^.
Soit encore i9.a^b*c^ à multiplier par 8n^b^fP;ce produit revient à 12 X 8 X aoaanbbbbbbccdd , ou ç\^ n^ b^ c'' (P ,
D'où l'on voit que, pour multiplier deux monômes l'un par l'autre, il faut : i" multiplier les deux coefficients entre eux; 1° écrire à In suite de ce produit toutes les lettres qui entrent à la fois d'ins le inultiplicnnde et le multiplicateur, en affectant chaque lettre d'un exposant égal à la somme des deux exposants dont cette même lettre est affectée dans les deux facteurs ; 3** si une lettre n entre que dans un des facteurs, récrire au produit avec r exposant dont elle est affectée dans ce facteur.
La règle relative aux coefficients n'offre aucune difficulté.
Mais pour se rendre compte de la règle des exposants, il faut observer qu'en général, un nombre a doit se trouver autant de fois facteur dans le produit, qu'il l'est, tant dans le multiplicande que dans le multiplicateur. Or (2), les exposants des lettres marquent le nombre de fois qu'elles entrent comme facteurs; donc la somme des deux exposants d'une même lettre marque le nombre de fois qu'elle doit être facteur dans le produit demandé.
On trouvera, d'après la règle précédente, que
8«'^>c^x ■jabcd'' = JGa^Pc\l\ ixa^b^cdx Sabc^= iQSa'b^c'd, 4 abc X ydf— %8abcdf.
MULTIPLICATION. l5
Passons à la multiplication des polynômes
Soient d'abord deux polynômes a-i- ù ~h c et d-h f, composés de termes tous additifs; on peut présenter le produit sous la forme {a-T-l}-i-c)[d-hf). Mais on a souvent besoin de former un seul polynôme de ce produit indiqué ; et c'est en cela surtout (jue cntisiste la multiplication de deux polynômes.
Or il est évident que multiplier la somme a-i- b-\- c par rf-f-/ revient à prendre a-^b-\- c autant de fois qu'il y a d'unités dans rf, plus autant de fois qu'il y a d'unités dans/, et à ajouter les deux produits. Mais multiplier a -i- 6 -H c par rf, c'est prendre d fois chacune des parties du multiplicande, et réunir les produits partiels, ce qui donne ad -î- bd -i- cd. De même, multiplier a-h b -i-c par/, c'est prendre/fois chacune des parties du multiplicande, et réunir les produits partiels. Donc enfin
[a ~- b -\- c) [d -.- f) — ad -;- bd-h cd-h af-i- bf-h- cf.
Ainsi y pour multiplier deux- polynômes composés de termes tous additifs, il faut multiplier séparément chacun des termes du multiplicande par chacun des termes du multiplicateur, et ajouter tous les produits.
Si les termes sont affectés de coefficients et d'exposants, on suit les règles prescrites (16) pour la multiplication des monômes. Par exemple, (3a' H- ^ab-t- b'']{ia-T' 5b) donne pour produit
Qcâ -.- 8fl^i-H lab^ -\r- i5a^b -i- ao^è^-f- 5^',
ou, réduisant,
6 a^ -i- i3 a'' b -T- aiab^ ~ 5b^.
Pour nous rendre compte du cas le plus général, commençons par remarquer que, si le multiplicande renferme des termes additifs et des termes soustractifs, ce facteur exprime une différence entre le nombre d'unités marqué par la somme des termes additifs et le nombre d'unités marqué par la somme des termes soustractifs. Même raisonnement par rapport au multiplicateur. D'où il suit que la multiplication de deux polynômes quelconques est ramenée à la multiplication de deux binômes, tels que a — b, c — d [a désignant la somme des termes additifs, et — ^ la somme des termes soustractifs du multiplicande); il en est de même par rapport au multiplicateur c — d. Voyons donc comment on peut effectuer la multiplication exprimée par [a — b){c — d).
Or multiplier a — b par c — d revient évidemment à prendre a — b autant de fois qu'il y a d'unités dans c, moins autant de fois qu'il y a d'unités dans d, ou bien à multiplier a—b par c, et à retrancher du produit celui de a — b par d. Mais multiplier a — b par c revient à multiplier c par a — b (en vertu du principe énoncé, 16); ce qui donne évidemment ca — cb,
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OU (ic — hc. De môme, le produit de a — h par d est ad — bd\ et comme on vient de voir que ce dernier produit doit être retranché du précédent oc — b(\, il faut (14) changer les signes de ad - bd, et l'écrire à la suite de vc — bc, ce qui donne enfin
[a — b) {(• — d) ^ ac ^ bc — ad -h bd.
Pour peu qu'on réfléchisse sur la manière dont ce produit vient d'être formé, on verra que, dafis toute multiplication, si l'on considère tous les termes additifs du multiplicateur, il faut multiplier chacun des termes du multiplicande, tant additifs que soustractifs, par ces termes, et ajfecter les produits partiels de signes semblables à ceux don t. les termes du multiplicande sont affectés; et en considérant les termes soustractifs du multiplicateur, multiplier de même chacun des termes du multiplicande, tant additifs fjue soustractifs, par ces termes ; mais affecter les produits partiels de signes contraires à ceux dont les termes du multiplicande sont affectés. Quant h la multiplication partielle d'un terme du multiplicande par un terme du multiplicateur, on suit les règles établies pour les monômes (16).
Soient, par exemple, les deux polynômes
4rt'— !ia''h - - Sab' ,-ib', et 'î.cr — Zab — 4^^',
2,a''-\oa'b-\^a^b'' ^ ia'b' — iitàb -h i5a^b' -i- i^fi^P — Qiab^
8ft'- 'xia^b — i-ja^b- ;- 48^'^' -H 26«è' — UK
Après avoir disposé les polynômes l'un au-dessous de l'autre, on multiplie chacun des termes du premier par le terme na'^ du second, ce qui
donne
Se/' — \ofâ b - lôrt' If 'r- ^a'^b^j
polynôme dont les signes sont les mômes que ceux du multiplicande. Passant ensuite au terme 3ab du multiplicateur, comme ce terme est affecté du signe —, on multiplie chacun des termes du multiplicande par ce terme, en ayant soin d'affecter chaque produit d'un signe contraire à celui du terme correspondant du multiplicande, ce qui donne
— lia* b h i5a'b- ■,- i^a'b' —■ Gab\
produit que l'on écrit au-dessous du premier.
On fait la même opération par rapport au terme 4^', qui est aussi soustractif, ce qui donne
— lOa^b'' 1- loci'b' i- 32«^' — èb'.
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On fait ensuite la réduotion des termes semblables, et l'on obtient enfin pour l'expression la plus simple du produit.
Sa' — iia*b — iya'b^-\- /^Sa^b' -i- 2&ab' -i- 8b\
La règle des signes, qui est la plus importante à retenir dans la multiplication de deux polynômes, peut s'énoncer ainsi : Ton f es /es fois rjue les deux termes du imdliplicande et du multiplicateur sont affectés du même signe, le produit correspomlcmt est affecté du signe -i- : et lorsque les deux termes sont affectés de signes contraires, le produit est affecté du si<^ne — .
On dit encore, en langage algébrique, que -+- multiplié par -f-, ou — multiplié par —, donne -+-, et que — multiplié par h-, ou -^ multiplié par —, donne — . Mai% ce dernier énoncé, qui n'offre aucun sens raisonnable en lui-même (puisqu'on ne sait ce que signifie : multiplier entre eux des symboles, non des quantités, mais d'opérations arithmétiques), ce dernier énoncé, dis-je, doit être seulement regardé comme une abréviation du précédent.
Ce n'est pas la seule circonstance oîi les algébristes, pour abréger le discours, emploient des expressions incorrectes, mais qui ont l'avantage de mieux graver les règles dans la mémoire.
Nous proposerons pour exercices les exemples suivants :
Premier exemple,
3a'—5bd-:-cf — 5a^-i- 4bd— 8cf
Produi t --i5a'-^Zya'bd~-2ç, a' cf— xo b' cP^ \ 4 bcdf - 8 c^ ^
Deuxième exemple.
qa^b' — 5a'b-c -+- Sa'bc- — 3«'c'— yabc^ 2 ab^ — 4 abc ~ ibc^-h c^
l 8a' b* — \oa^ b* c -i- 18a' b^ c^ — ^ia^b^c^ Produit j — 4 «- /;' c' — 1 6 rt' Z»' c --(- 1 2 fl3 ^ c« -+- 7 a" b" c*
( -i-i/ia^bc''-i~iiab^c''~ 3a^c'~yabc\
18. Nous ferons sur la multiplication algébrique plusieurs remarques fort importantes.
Premièrement. — Si les polynômes qu'on se propose de multiplier l'un par l'autre sont homogènes ( H ) (et la plupart des questions qu'on cherche à résoudre par le secours de l'Algèbre, les questions de Géométrie principalement, conduisent à de semblables expressions), le produit de ces deux polynômes est aussi homogène; c'est une conséquence évidente des règles relatives aux lettres et aux exposants dans la multiplication des quantités
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monômes. En outre, le dcgrc du produit de chaque terme doit être égnl à la somme des degrés de deux termes quelconques du multiplicamle et du mulliplicatcur. Ainsi, dans le premier des deux exemples précédents, tous les termes du multiplicande étant du deuxième degré, ainsi que ceux du multiplicateur, tous les termes du produit sont du quatrième degré. Dans le second, le multiplicande étant du cinquième degré, et le multiplicateur du troisième degré, le produit est du huitième degré. Cette re- ■ marque sert, dans la pratique, à recomiaître des erreurs de calcul par rapport aux exposants. Par exemple, si l'on trouve que, dans l'un des termes d'un produit qwi doit être homogène, la somme des exposants est égale à 6, tandis qu'elle est égale à 7 dans tous les autres termes, il y a erreur manifeste dans l'addition des exposants; ât alors on reprend la multiplication des deux termes qui ont formé ce produit partiel.
Secondement. - Lorsque, daTïs la multiplication des deux polynômee, le produit n'offre aucune réduction âe termes semblables, le nombre total des termes du produit est égal au produit du nombre des termes du multiplicande, multiplié par le nombre des tenues du multiplicateur; c'est une conséquence de la règle (17). Ainsi, que l'on ait 5 termes dans le multiplicande, et 4 dans le multiplicateur, il y en a 5 x 4, ou 20, dans le produit. En général, si le multiplicande se compose de m termes et le multiplicateur de n termes, le produit en renferme m x «.
Troisièmement. — Lorsqu'il y a des termes semblables, le nombre total des termes du produit simplifié peut être beaucoup moins grand. IMais on remarquera que, parmi les différents termes du produit, il en est qui ne peuvent se réduire avec aucun autre : ce sont, 1° le terme provenant de la multiplication du terme du multiplicande affecté du plus haut exposant d'une quelconque des lettres, par le terme du multiplicateur affecté du plus haut exposant de la même lettre; 1" le terme provenant de la multiplication des deux termes affectés du plus faible exposant de la même lettre. En effet, ces deux produits partiels doivent renfermer cette lettre avec un plus haut ou plus faible exposant que chacun des autres produits partiels; par conséquent, ils ne peuvent être semblables aux autres produits. Cette remarque, dont la vérité se déduit de la règle des exposants, sera d'une très-grande utilité dans la division.
19. Pour terminer ce qui a rapport à la multiplication algébrique, nous ferons connaître différents résultats demullipUcation, d'un usage fréquent
en Algèbre.
i' Soit proposé de former le carré ou la seconde puissance d'un binôme a-^b.On a, d'après les principes connus,
(rt-^^)5= [a-\-b) [a-^b]-^ a'-i-^ab-rb';
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c'est-à-dire que le carré de la somme de deux qiiantitéx se compose du carré de la première quantité, plus le carré de la seconde, plus le double produit de la première par la seconde.
Ainsi, soit à former le carré de bci - 8«^6; on a, d'après ce qui vient d'être dit,
[^à~ Sa'bYr^iSa' :- Soa'b -:- &ia'b\
2° Soit à former le carré d'une différence a — b. On a
[a--b)'= [a-b] [a - b) ^^ a"' ~ lab -,- b';
c'est-à-dire que le carré de la différence de deux quantités se compose du carré de la première, plus le carré de la seconde, moins le double produit de la première par la seconde.
Ainsi
[ja-b'—i-xab^]-^- Aç^a'b'— i^^a^b' ^ i^a^b'.
3° Soit proposé de multiplier a -\- b par a — è. On a [a -:-b) [a-b)-= a-—b\
Donc, la somme de deux quantités, multipliée par leur différence, donne pour produit la différence de leurs carrés. (C'est le théorème démontré, 5.)
Ainsi
(8n' -^ 7rt&') {8rf — '^aP) .^ 64 rt" - ^ç^d^b'.
On peut;, en combinant ces différents résultats, trouver les produits do certains polynômes plus promptement que par le procédé ordinaire. Soit, par exemple, à multiplier 5«- — /[ab ~ 3b^ par 5a^ — ^ab — 3i^-; si l'on remarque que la première de ces deux expressions est la somme de deux quantités od^ — ^ab et 3 6', que la seconde est la différence de ces deux mêmes quantités, on trouve de suite, pour le produit,
(Sa-— ^abf— [Zb-y- --^ ci.5a' — Âoa^b -^ i6a^b' ~ gb*.
20. En réfléchissant sur les résultais de la multiplication que l'on vient d'obtenir, on voit que leur composition, ou la manière dont ils se forment à l'aide du multiplicande et du multiplicateur, est tout à fait indépendante des valeurs particulières qu'on peut attribuer aux lettres « et è qui entrent dans les deux facteurs.
En principe, la manière dont un produit algébrique se forme à l'aide de SCS deux facteursj s'appelle la loi de ce produit; et cette loi reste toujours la même, quelles que soient les valeurs attribuées aux lettres qui entrent dans les deux facteurs.
21. Enfin, un polynôme étant donné, .on peut quelquefois, d'après son inspection, le décomposer en facteurs, ce qui est souvent utile.
Soit le polynôme -zSa^-^oa^b + i5«^6^ : il est évident que les facteurs 5 et rt' entrent dans chacun de ses termes. Ainsi, on peut mettre le polynômcsouslaforme5«H5«'-0«tH 36').Dem6me,G4«*^«-^5r.'i'
se transforme en
{8a'b^-, 5ab'][8u'b'- 5ab').
En effet, Gâ»*b' et aSr/'Z.» étant les carrés de Scâb' et !iab\ il s'ensuit que l'expression proposée est la différence de deux carrés, et qu'elle est (19) décomposable dans la somme des racines de ces carrés, multipliée par la différence des mêmes racines.
DE LA DIVISION ALGÉBRIQUE
22. La division algébrique, comme la division arithmétique, a pour but, étant donnés un produit de deux facteurs et l'un de ces facteurs, de trouver le second facteur.
Division de deux monômes.
Considérons d'abord le cas de deux monômes.
Soit à diviser 72^' par 8a\ ce que Ton indique ainsi : ^- On demande une troisième quantité monôme qui, multipliée par la seconde, reproduise la première. Or, d'après les règles établies pour la multiplication des monômes, la quantité cherchée doit être telle, que son coefficient, multiplié par 8, donne pour produit 72, et que l'exposant de la lettre a dans cette quantité, ajouté à 3, exposant de la lettre a dans le diviseur, donne pour somme 5, exposant du. dividende. Ainsi, Ion obtiendra celte quantité en divisant 72 par 8, et retranchant de l'exposant 5 l'exposant 3, ce qui donne
Z^=_qa^ et, en effet, on a 8«';-9«'" 7^^'-
On a, d'après les mômes remarques,
}È^}!J^ = 5a'bc; et, en effet, yab x 5a'bc --^ Ua'b'c;
yab
d'où l'on voit que, pour diviser deux monômes l'un par l'autre, il faut, 1» diviser les deux coefficients l'un par l'autre; 7." pour les lettres corn munes au dividende et au diviseur, écrire chacune d'elles à la suite du coefficient, en l'affectant d'un exposant égal à l'excès de l'exposant du
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dividende sur celtn du diviseur; 3° écrire à la suite, et avec leurs exposants respectifs, les lettres qui entrent dans le dividende sans entrer dans le diviseur.
Od trouvera, d'après cette règle,
^ — ^ /^a^bcd, -—^ -^ 5n'Pcd.
liab c ôoa ùcl
[rnrez le n" 24, pour le cas où les exposants d'une même lettre sont égaux dans le dividende et le diviseur.)
23. Il résulte de la règle précédente que la division des monômes est impossible, premièrement, si les coefficients ne sont pas divisibles l'un par l'autre; en second lieu, si certains exposants sont plus forts au diviseur qu'au dividende; en troisième lieu, si le diviseur renferme une ou plusieurs lettres qui ne se trouvent pas dans le dividende. Dès qu'une ou plusieurs de ces trois circonstances se rencontrent, le quotient reste sous la forme d'un monôme fi-actionnaire, c'e?t-à-dire d'une expression dans laquelle entre nécessairement le signe algébrique de la division, mais qu'on peut souvent simplifier.
Soit, par exemple, iia^b^cd à diviser par 8a-bc^.
On ne peut trouver ici pour quotient un monôme entier, c'est-à-dire un monôme débarrassé du signe de la division, parce que 12 n'est pas divisible exactement par 8, et qu'en outre l'exposant de c est moins grand au dividende qu'au diviseur. Ainsi, on présentera le quotient demandé
na^b^cd sous la forme „ , . ,- ; mais on peut simplifier cette expression, en h a- oc
remarquant que les facteurs 4, r/^, 6 et c étant communs aux deux termes
de cette fraction, rien n'empêche de les supprimer; et l'on a pour résul-
tat,
■xc
En général, pour simplifier un monôme fractionnaire, il faut, i" supprimer le plus grand facteur commun aux deux coefficients ; 1° retrancher le plus petit des deux exposants cVune même lettre, du plus grand, et écrire la lettre affectée de cette différence d'exposants dans celui des deux termes de la fraction où V exposant était le plus grand; 3° écrire les lettres non communes, avec leurs exposants respectifs, dans celui des deux termes de la fraction où ces lettres entraient.
On trouvera, d'après cette règle,
48aV;Vrr _ 4^rV/^ "j-ab^'d ^^ S;/-»' _7^^_L. ma^b\-de ~" Zbe '' 6aU>c'd' "^ ha'd' i/ia'b^ 2ab'
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Dans le dernier exemple, comme tous les facteurs du dividende se trouvent au diviseur, le numérateur se réduit à Vanité, parce que cela revient à diviser les deux termes de la fraction par le numérateur.
2i. Il arrive souvent que les exposants de certaines lettres sont les mômes au dividende qu'au diviseur.
Soit, par exemple, à diviser a4«'è^ par 8«'i'; comme la lettre b est affectée du môme exposant, le quotient ne doit pas la renfermer, et l'on a
— ,,.,- = 3«. Biais on remarque que ce résultat 3n peut ôtre mis sous
une forme propre à conserver la trace do la lettre b qui a disparu par l'effet de la réduction.
En effet, si l'on applique, par convc/îtion, à l'expression -pi 'a règle des
exposants (22), il vient j^ — b\ Ce nouveau symbole b" indique (2) que
la lettre entre o fois comme facteur dans le quotient, ou, ce qui revient au même, qu'elle ne doit pas y outrer; mais il indique en môme temps qu'elle entrait dans le dividende et le diviseur, et qu'elle a disparu par l'effet de l'opération. Ce symbole a l'avantage de conserver la trace d'un nombre qui faisait partie de la question que l'on avait en vue de résoudre, sans pour cela changer en rien le résultat ; car, puisque Z*" provient de
-,-.;: qui d ailleurs est égal à i, il s'ensuit que ^ab" équivaut à 3<7 x i ou
3n. De môme
3a'bi
Comme il importe d'avoir des notions exactes sur l'origine et la signification des symboles employés en Algèbre, nous nous proposons de faire voir (\\\'en général, toute quantité a, affectée de V exposant o, équivaut à I, c'est-à-dire que l'on a a' = i .
En effet, cette expression provient, comme nous venons de le dire, de ce que a est affecté du môme exposant au dividende et au diviseur d'une
a'" division indiquée. Ainsi l'on a a" = -^^ ( m désignant pour plus de généralité le nombre entier qui sert d'exposant à a). Mais le quotient de toute
quantité divisée par ellc-môme est i ; donc -- = i ; donc aussi l'on a «*= I.
Le symbole a" n'est, nous le répétons, employé, par convention, que pour conserver dans le calcul la trace d'une lettre qui entrait dans l'énoncé
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d'une question, mais qui doit disparaître par l'effet d'une division; et il est souvent nécessaire de conserver cette trace.
Division de deux p'.dy nomes, 2o. Premier exemple. — Soit à diviser
Sici^l?-^ loa'' — ^^câh ~ x^h'' -^ ^aP par \nb — ^a^^ZU^. Pour suivre plus facilement les calculs, on peut les disposer ainsi :
\cv^b — loa' -r- Çiurb'^ \ ~%u' -r- "oab— bU^
b-ja^b"-— 4ofl'6— \bb^-r- ^ab^ — Z-xcrb"^^ j^Qœ'b — "i^ab^
ibn'^b- — i5^* — 10 ab^ —10 nb^ — iSri^b^^ iSb*
Le but de cette opération est, comme nous l'avons déjà dit (S'S), de trouver un troisième polynôme qui, multiplié par le second, reproduise le premier.
Il résulte de cette définition et de la règle établie (17) pour la multiplication des polynômes, que le dividende est l'assemblage, par addition et après réduction, des produits partiels de chacun des termes du diviseur , multipliés par chacun des termes du quotient cherché. Cela posé, si Ton pouvait découvrir dans le dividende un terme qui provînt, sans réduction, de la multiplication de l'un des termes du diviseur par l'un des termes du quotient, alors, en divisant l'un par l'autre ces deux termes du dividende et du diviseur, on serait sûr d'obtenir un terme du quotient cherché.
Or, d'après la troisième remarque du n° 18, le terme \on\ affecté du plus haut exposant de la lettre <?, provient, sans réduction, de la multiplication des deux termes du diviseur et du quotient, affectés respectivement du plus lïaut exposant de la même lettre. Donc, en divisant le terme lort' par le terme — 5a- du diviseur, on sera certain davoir un terme du quotient cherché. Mais il se présente ici une difficulté, c'est de déterminer le signe dont le terme du quotient doit être affecté. Pour ne pas être arrêté dorénavant à ce sujet, nous allons établir une règle qui sera la ?ègle des signes de la division.
Comme, dans la multiplication, le produit des deux termes de même signe est affecté du signe h-, et que le produit de deux termes de signes
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contraires est affecté du signe -, on peut conclure : i° que, si le terme du dividende a le signe ■+- et celui du diviseur le signe h-, le terme du quotient doit avoir le signe -f ; 2° que si le terme du dividende a le signe + et le terme du diviseur le signe -, le terme du quotient doit avoir le signe -, parce qu'il n'y a que le signe - qui, combiné par multiplication avec le signe - du diviseur, puisse reproduire le signe -^ du dividende; 3° que si le terme du dividende a le signe - et le terme du diviseur le signe +, le quotient doit avoir le signe - ; 4° enfin, si le dividende a le signe - et le diviseur le signe -, le quotient doit avoir le signe h- .
En résumant, on voit que cela revient à dire :
Si les deux termes du dividende et du diviseur sont de même signe, le quotient doit être affecté du signe + ; et s'ils sont affectés de signes contraires, le quotient doit être affecté du signe -. On dit encore, par abréviation,
-f- divisé par -+-, et — divisé par —, donnent -h ; — divisé par -+-, et -i- divisé par —, donnent — .
Revenons à notre objet.
Dans l'exemple proposé, \oa* et - 5«' étant affectés de signes contraires, leur quotient doit avoir le signe -; d'ailleurs \oa' divisé par 5a' donne ia^ (22) ; donc — 2a* est un terme du quotient cherché. Après l'avoir écrit au-dessous du diviseur, on multiplie chacun des termes du diviseur par ce terme, puis on soustrait le produit
du dividende, ce qui se fait en écrivant ce produit, avec des signes contraires, au-dessous du dividende, et en opérant la réduction. 11 vient ainsi pour résultat de la première opération partielle.
Ce résultat se compose des produits partiels de chacun des termes du diviseur par chacun des termes qui restent à déterminer au quotient. On peut donc le regarder comme un nouveau dividende, et raisonner sur lui comme sur le dividende proposé. On est alors conduit à prendre, dans ce résultat, le terme — 4ofl'Z', affecté du plus haut exposant de a, et à le diviser par le môme terme - ba^ du diviseur. Or, d'après les principes précédents, — koa^'b divisé par — bn"" donne pour quotient, -+- 8^6, nouveau terme qu'on écrit à la droite du premier. Multipliant chacun des termes du diviseur par ce terme, et écrivant les produits avec des signes contraires, au-dessous du second dividende, puis faisant la réduction, on
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trouve pour résultat de la seconde opération,
divisant encore i^a^b^ par — 5câ, on a pour quotient, — 5i-, qui forme le troisième terme du quotient. Multipliant le diviseur par ce terme, et écrivant les termes du produit, avec des signes contraires, au-dessous du troisième dividende, puis faisant la réduction, on obtient pour résultat, o. Donc — in'-^-^nb — 5b\ ou Sab — arr— 5b\ est le quotient demandé; ce qu'on peut d'ailleurs vérifier en multipliant le diviseur par ce polynôme : le produit effectué doit être égal au dividende.
En réllécliissant sur les raisonnements précédents, on voit que, comme dans chaque opération partielle on est obligé de rechercher le terme du dividende affecté du plus haut exposant de l'une des lettres, et de le diviser par le terme du diviseur affecté du plus haut exposant de la même lettre, on éviterait cette recherche si l'on avait le soin d'écrire à priori les termes du àividende et du diviseur, de manière que les exposants d'une même lettre allassent en décroissant de gauche à droite. C'est ce qu'on appelle ordonner le dividende et le diviseur par rapport à une même lettre. Au moyen de cette préparation, le premier terme à gauche du dividende, et le premier terme à gauche du diviseur, sont toujours les deux termes qu'il faut diviser l'un par l'autre pour avoir un des termes du quotient; et il en est de même dans toutes les opérations suivantes, parce que les quotients partiels et les produits du diviseur par ces quotients sont continuellement ordonnés.
Voici le tableau des calculs de l'exemple précédent, après que l'on a ordonné les deux polynômes :
iofl'-48rt'è + 5i«*è^-f- l^aP- \5b'] - 5a^--^ [^ab -^ ^b-
— ioa*+ 8rt'6+ 6«»i= \
— icr-i- i^ab -
— l\Oa^b -\- 5']a'^P+- ^ab^—i5b*
-H ^oa^b — Sart'A-— i^ab^
-i-25a^b'-ioab'- i5b'
— 20 (7^^- H- loaP-i- i5b'
26. De là on peut conclure la règle suivante pour diviser deux polynômes l'un par l'autre : Après avoir ordonné le dividende et le diviseur par rapport à une même lettre, divisez le premier terme à gauche du dividende par le premier terme à gauche du diviseur, vous obtenez ainsi le premier terme du quotient ; multipliez le diviseur par ce terme, et retranchez le produit du dividende proposé. Divisez ensuite le premier terme du reste par le premier terme du diviseur, vous obtenez ainsi le second terme
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cht quotient ; multipliez le diviseur par ce second terme, et retranchez le produit du résultat de la première opération. Continuez ainsi les opérations jusqu'à ce cpi enfin vous obteniez pour résultat, o : auquel cas, la division est dite exacte.
Lorsque le premier terme du dividende ordonné n'est pas exactement divisible (23) par le premier terme du diviseur aussi ordonné, c'est un signe que la division totale est impossible, c'est-à-dire qu'il n'y a pas de polynôme entier qui, multiplié par le diviseur, puisse reproduire le dividende. Et, en général, on reconnaît qu'une division est impossible, lorsque le premier terme de l'un des dividendes partiels n'est pas divisible par le premier terme du diviseur.
27. Nous remarquerons en passant que, s'il y a quelque analogie entre la division arithmétique et la division algébrique, par rapport à la manière dont les calculs sont disposés et eiïectués, elles ont entre elles cette ditférence essentielle que, dans la division arithmétique, les chiffres du quotient s'obtiennent par tâtonnement, tandis que, dans la division algébrique, le quotient que l'on obtient en divisant le premier terme d'un dividende partiel par le premier terme du diviseur, est toujours un des termes du quotient cherché. Si cette division partielle ne^ peut s'effectuer, on doit conclure tout de suite que la division totale est impossible. Sous ce rapport, la division algébrique est plus simple que la division arithmétique.
En outre, rien n'empêcherait de commencer l'opération par la droite, au lieu de la commencer par la^ gauche, puisque alors ce serait opérer sur les termes affectés des plus faibles exposants de la lettre par rapport à laquelle on a ordonné. Dans la division arithmétique, on ne peut trouver le quotient qu'en commençant par la gauche.
Enfin, telle est l'indépendance des opérations partielles que comporte le procédé, qu'après avoir soustrait du dividende total ie produit du diviseur par le premier terme trouvé au quotient, soustraction indispensable, on peut, à la seconde opération, diviser l'un par l'autre les deux termes du nouveau dividende et du diviseur, affectés du plus haut exposant d'une lettre différente de celle que l'on avait oonsidérée d'abord; et l'on obtiendra encore un des termes du quotient qui restent à déterminer. Si l'on conserve la même lettre, c'est parce qu'il n'y a pas de raison pour en changer, et que les deux polynômes étant déjà ordonnés par rapport à la première lettre, les premiers termes à gauche dans le dividende et le diviseur sont propres à donner un terme du quotient, tandis que, si l'on changeait de lettre, il faudrait chercher de nouveau les termes afl'ectés du plus haut exposant de cette lettre.
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Deuxième exemple. — Diviser
aiJc'^'-T- 25.r^j'-f-68ay*— 40 r^— 56 j:'— i^x*y par 5j'— 8^'— Gjt^.
Voici le tableau des calculs, en ordonnant par rapport à j :
4oj>"'-r- Qt^xy^ -\- 25a:'j'-f- iix^y^ — \^x''y— bÇ>x^ ) Sy^ — &xy — 8.r*
407^ — 48 xy* — 64 x=j' i - 8j' -1- ^xy'~Zxy-hya^
1 " reste 20 ^/^ — 'i^x^y^ -+- 2 1 ^'j-^ — 1 8 x^y — 56 j:' — 20 xy* ■+- i^x^y^ -h 3-2^ r'
2* reste — i5a'j-^ -+- 53x^y^~ \8x*y — 56 jt'
3* reste -i-SSor'j'' — 42.^*jr — 56.r'
reste final o
Comme il importe aux commençants de se familiariser avec les opérations algébriques, et surtout de calculer promptement, nous allons traiter de nouveau le dernier exemple, en indiquant les simplifications qu'il est à propos d'introduire.
Elles consistent, comme en Arithmétique, à soustraire du dividende chaque produit partiel, immédiatement après avoir formé ce produit.
— ^oy'^68xy*-i-'2.5x^j-' -^iix^j'^— iSx^y — 56xM 5r' — Qxy~Sx^
I " reste -r- 20 xy — 39 x^y^ -}- 3 1 x^y* — 1 8 xy — 56x^\— 8^ -+- 4 xy' — 3 x^'y -i-yx^ 2* reste -- i5ar'j^ H- 53 .r'j'— iBx-'j— 56 jc^
3* reste h- 35x^y^ — ^ix'y — 5&x^
reste final o
Si Ton divise d'abord — 4oj' par 5j% il vient pour quotient — 8j*. Multipliant 5j-' par — Sy^, on a — 4oj'S qui, changé de signe, donne -.- ioy'; et ce terme détruit le premier terme du dividende.
Demôme, — 6a:jx — Sj'donne-t-, et pour la soustraction, — 48j:'^)\qui,
réduilavec-+-G8.n<,doniiepourreste-i-2o.r/.Enfin, — 8a:'x— 8;-Monne -:-, et pour la soustraction, — 64a;'j', qui, réduit avec -+- iSx^-^ donne — 3gx-y. Le résultat de la première opération est donc -+- 10 xj-* — Sg-r^j* suivi des autres termes du dividende qui n'ont pas été réduits avec les produits partiels déjà obtenus.
On opère sur le nouveau dividende comme on a opéré sur le dividende primitif, et ainsi de suite.
28 ClIAPITRF. PREMIER.
Troisième exemple. — Soit à diviser
95/7 - 73r?--t-5Gr/'— -iS — 59rt' par --3rt' -5 — \\n -\-'jn^.
50/-/' — Sgr/' — 78/7' -f- gSrt — îS ) ja^ — 3«' — 1 1<7 -h 5 1" reste —35^' -h i5r/^-H 55^ — aâ \ 8« — 5
2' reste o
29. Il peut arriver que l'un des polynômes proposés, ou tous les deux, renferment plusieurs termes aiïectés d'une môme puissance de la lettre par rapport à laquelle on veut ordonner.
Comment doit-on, dans ce cas, disposer les polynômes et effectuer la division?
Soit à diviser \\frb — i<)abc-T-\oa' — i5n'c -i-Zab'' -^ i5bc- — 56'c par 5(7- -1- Znb — 5bc.
On remarque que les deux termes 1 1 «-^ — 1 5 c/-r peuvent être mis sous la forme
(iib — i5c)a^, ou -
en écrivant une seule fois la puissance rz*, et plaçant à gauche, dans une même colonne verticale, l'ensemble des quantités qui multiplient cette puissance; ce polynôme multiplicateur s'appelle alors, par extension (2), le coefficient de «\
[Cette seconde manière de réunir les termes affectés d'une même puissance est préférable à la première, sous deux rapports : 1° parce que, s'il y a beaucoup de termes dans le dividende et le diviseur, on a de la peine à les faire tous tenir sur une môme ligne horizontale ; 1° parce que, comme le coefficient de chaque puissance doit être lui-même ordonné par rapport à une seconde lettre, on est obligé, si le premier terme est soustractif, de faire éprouver aux termes une modification qui peut induire en erreur lorsqu'on emploie la première manière. Soit, par exemple, l'expression — iSb^n^ -h 'jbca? — 8c^(^z'; la modification consiste à mettre cette expression sous la forme
— (i5Z>^-76r-+-8f')rt^ (15);
au lieu que par la seconde, on l'écrit ainsi :
-■- 'jbc — 8c^
et, de cette manière, on a l'avantage de conserver à chaque terme le signe dont il était d'abord affecté.] ^
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Pareillement,
/ 0/2 " • H- 3iM ^.
'-\qabc~^ab s écrira ,
•' -- \<^bc\
Cela posé, voici comment on effectuera l'opération :
io«'- II h — i5c
n — Sb'^c -h iSbà ) 5a^ -+■ Zbn — bbc \ -la '\-b — 3 f
I" reste -- 5é 1 «='-h Ih" — i5c I — ^bc
a — iib- c -T- ibbc-
%" reste o
Divisant d'abord locz' par 5«', on a 2« pour quotient.
Multipliant le diviseur par in et retranchant le produit, on obtient un premier reste. Divisant la partie affectée de a^ dans ce reste, par 5^', on a pour quotient Z» — 3 c. Multipliant successivement chaque partie du diviseur par 6 — 3c, et retranchant chaque produit, on trouve pour résultat o. Donc ia-it-b — 3c est le quotient demandé.
Pour nous rendre compte d'une manière générale du cas précédent, qui est le plus compliqué de la division, désignons le dividende par Â«*H-B«^-f-C«' — D« — E, et le diviseur par A'«^ -+- B'« -,- C
[C'est un usage en Algèbre, lorsqu'il doit entrer dans une question un grand nombre de quantités, d'en désigner d'abord un certain nombre par des lettres différentes ; et, pour ne pas trop multiplier le nombre de lettres, de désigner les autres par les mêmes lettres accentuées. Les accents ', ", '", se prononcent /Jm«c, seconde, tierce. '\
Dans ces deux polynômes, chacun des coefficients A, B, C, D, E, A', B', C, désigne l'assemblage de plusieurs lettres. Ainsi ko' représente toute la partie du dividende affectée de a\ et ainsi des autres. Cela posé, puisque le plus haut exposant de a est 4 dans le dividende et 2 dans le diviseur, il doit aussi être égal à 2 dans le quotient, qui est alors de la forme A'Vr -T- V>"a -i- C". Pour déterminer la partie de ce quotient affectée de la plus haute puissance, on remarque que le produit des deux parties k'a^ et A'V/^ ne peut éprouver aucune réduction avec les autres parties du produit total, et par conséquent doit être égal à la partie A«' du dividende, affectée de la plus haute puissance. Donc, réciproquement, si l'on divise Art* par A'rt^, on doit avoir la partie k!'ci^ du quotient; cela revient à diviser A par A', puisque a^ divisé par fâ donne n^. Si A et A' sont euxmêmes des polynômes composés d'une ou de plusieurs lettres, on agit sur eux ainsi qu'il a été dit précédemment, ce qui exige qu'on ordonne d'abord les deux polynômes par rapport à l'une des lettres qui y entrent. Voilà pourquoi nous avons dit plus haut qu'en écrivant les termes affectés d'une même puissance dans une colonne, il faut avoir soin de les ordonner par
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rapport à une seconde lettre; on les ordonnerait même par rapport à une troi.-ième lettre, si plusieurs termes d'une colonne renfermaient un môme exposant de la seconde lettre.
La partie A'V/' étant obtenue, on multiplie chacune des parties du diviseur par k"fP, et l'on retranche au fur et à mesure les produits partiels qu'on obtient, ce qui donne un premier reste sur lequel on opère comme sur le dividende proposé.
Voici deux nouveaux exemples du cas qui nous occupe. (On a eu soin d'y joindre les divisions partielles que nécessite l'opération principale.)
l" IIP
a'-iob'
-^-ib^
— i^bc
--3\b'c — <^br
i ib
-:- ilb'
fl^ ~ 1 0 b'
— l-bb-r
— gi&c-
Première division partielle :
raA' — 29&C H-i5c' j
3b — le
— ç^bc -r-lSc'^ \
Seconde division partielle :
i5b' — i5b-c — 9bc^ ^ i5(^ I 3b
1° Gb\a*— -jb' — 10 I -',-23b
-i-i-ib'
-3ib
a-hb'—'ib\ 3b^n' b'—Q.b
-T-ayZ»
— ao
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Première division partitl'e :
6^ — io|3/^ — 5
Deuxième division partielle :
— Q//-h 7.yb — 20 1 3 h — 5
-t- iib — Q.O j — db -i- 4
Troisième division partielle
— 3/;-+- 5 î ib — I
Quatrième division partielle ;
30. Il existe un autre cas assez important dans la division algébrique : c'est celui où le polynôme clividcnde contient une ou plusieurs lettres que ne rcnjcrnie pas le (lii'iseur. On pourrait ordonner les deux polynômes par rapport à l'une des lettres communes, et faire la division comme à l'ordinaire. Mais il y a un moyen beaucoup plus simple d'obtenir le quotient.
Supposons, par exemple, que le dividende contienne diverses puissances de la lettre <?, et que cette lettre n'entre pas dans le diviseur (on dit alors que celui-ci est indépendant de « ). En ordonnant le dividende par rapport à n, on peut le mettre sous la forme ka' h- Brt^ h- C «^ -h Jia -;- E, 4 étant supposé le plus haut exposant de a dans ce polynôme ; A, B, C, D, E sont des monômes ou polynômes qui ne renferment pas a. Soit d'ailleurs M le polynôme diviseur, ^dépendant de a.
Cela posé, puisque le diviseur multiplié par le quotient doit reproduiro le dividende, et que le diviseur M ne contient pas «, il est clair que le quotient doit être un polynôme affecté des mêmes puissances de la lettre o, que celles qui se trouvent dans le dividende. Ainsi ce quotient est nécessairement de la forme
k'à' -\- BV^' ^ C'«' -h D'« + E'.
Or, si l'on conçoit que ce quotient soit trouvé, et qu'on ait multiplié successivement le diviseur tout entier par chacune des parties kla\ B'a',
C'a',. . ., les produits seront k'Un*, B'Mr/', CM^',. . . ; et, comme ils ne peuvent éprouver entre eux aucune réduction, puisque la lettre ordonnatrice y est affectée d'un exposant différent, ils doivent ôlre respectivement égaux aux termes A.a\ Jia\ C(i\. . . du dividende.
Ainsi l'on a
A'M = A, d'où A'=:A:M,
B'M=B, d'où B'==B:M,
C'M==C, d'où C'=C:M,
et ainsi de suite; d'où l'on déduit cette proposition générale :
Pour qiCun polynôme ordonné par rapport à une certaine lettre soit exactement divisible par un polynôme indépendant de cette lettre, il faut que chacun des coefficients des diverses puissances du premier polynôme soit exactement divisible par le second. Les coefficients des diverses puissances de la lettre dans le cjuotient ne sont autre chose que les quotients successifs de la division des coefficients du polynôme dividende par le polynôme diviseur.
Soit à diviser le polynôme
•ia'b' — Zobc^ — 2b'c^ -h b' - 3a'bc' -i^ab^c - a'c' -{- bc* + a'b^'c
par b^ — c^ Le dividende ordonné par rapport à a peut être mis sous la forme
(3^-^ + b'c — 3bc'—c')a' n^ [3b'c —3be')a-\- b' ~ib'c'^ bc'\ effectuant les trois divisions partielles marquées par
3^,3 ^^,^c_ 3Z>c'— c' Z¥c- 3bc' b' — ib'c' -^ bc* ¥^^' ' b'—c' ' b'~c' '
on trouve pour quotients 3^ ^ c, 3bc, b^ — bc^; ainsi l'on a pour le quotient total
[3b-^ c)a^-h 'ibcar^-b'— bc\
Les deux derniers quotients "ibc et b^— bc^ peuvent s'obtenir plus aisément que par le procédé ordinaire, si l'on observe : i° que 3^'c — 3bc^ équivaut (21) à 3bc{b''— c'); 2° que b^ — -xPc^-i- bc* équivaut à
b{b'-'ib'e^-i-c'), ou b[b'—c^Y (19).
Nous observerons, à ce sujet, que, s'il existe des règles générales pour effectuer toutes les opérations, ces règles peuvent souvent être simplifiées ; et il ne faut jamais négliger d'employer ces simplifications lorsque l'occasion s'en présente. On ne s'en conforme que mieux à l'esprit du langage algébrique.
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3!. Parmi les différents exemples de division algébrique, il en est un remarquable par ses applications, et tellement fréquent dans la résolution des questions, que les algébristes en ont fait une espèce de théorème. On a vu (S et 19) que [a -^ b) [a — h) donne pour produit a^ ~ b^; donc, réciproquement, a*— b^ divisé par a — b donne a-Jr-b pour quotient.
En divisant également a^ — b^ par a — ^, on trouve un quotient exact et égal k ar-{- ab -T- b^.
De même, a'^— b^ divisé par a — b^ donne pour quotient
c^ -\- d^b -^ nb' -\- b^.
Ce sont des résultats qu'on peut obtenir en suivant le procédé ordinaire de la division ; et l'analogie porte à conclure que, si grand que soit l'exposant qui affecte les deux lettres a et 6, la division se fait encore exactement; mais l'analogie n'équivaut pas à une certitude rigoureuse. Pour acquérir cette certitude, désignons par m l'exposant, essayons la division de «'" — b"^ par a— b.
aJ"— b"')a—h i" reste -r-a'^-'b— b'" \ «'"-' '
Divisant d'abord d" par <?, on a pour quotient «"-', d'après la règle des exposants ( 22 ). Le produit ^q a — b par <-/""' étant soustrait du dividende, on a pour premier reste (f^^ b — b"\ expression qu'on peut mettre sous la forme é («'""'— è""'). D'où l'on voit que, si l'on suppose a""'— è"-' divisible exactement par a — b, il en est de même de a'" — b'"\ ce qui veut dire que, si la différence des puissances semblables d'un certain degré de deux quantités est divisible exactement par la difi'érence de ces mêmes quantités, la différence des puissances d'un degré plus grand d'une
d — b^ unité est aussi divisible. Or j- donne un quotient exact et égal à
d — b"" a -i- b ; donc j- donne un quotient exact et égal à
ou
d-h b[a -h b), ou bien encore a'-I- ab -i- b-,
d ~ b'' Pareillement j- donne un quotient exact et égal à
d-\-b— r-^5 ou d-h bia^-hab -+- b^], Ou d -{- db -i- ab^-h b^:
Al^. B. 3
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et en général, j- donne un quotient exact et égal à
iV. B. Ce quotient suit ««e loi facile à retenir :
1° L'exposant de la lettre a est égal à m — i dans le premier terme, et diminue ensuite d'une unité d'un terme à l'autre jusqu'au dernier, où il est nul;
2° L'exposant de b est /ml dans le premier terme, et augmente d'une unité d'un terme à l'autre jusqu'au dernier, où il est égal a m — i ;
3° Le degré de chaque terme est égal k m~\ \
4° Le nombre total des termes de ce quotient est égal à m.
On peut vérifier à posteriori l'exactitude de la proposition, en effectuant la multiplication indiquée ainsi :
(«"■-'— a"'-'b--- cf"H^-^. . . -r- ab"'-^'r- b"'-' ){a — b).
On reconnaît que les produits partiels d" et — b"" sont les seuls qui ne se détruisent pas dans la réduction. Par exemple, en multipliant (f'^b par n, on trouve pour produit «"'"' b ; mais si l'on multiplie a""' par — Z», il vient pour produit — «'""' b, terme qui détruit le précédent. I! en est de même des autres termes.
Nous engageons les commençants à réfléchir sur le moyen de démonstration précédent, qui est assez souvent employé en Algèbre.
32. Nous avons établi (23 et 26) les caractères principaux auxquels on reconnaît qu'une division de quantités monômes ou polynômes n'est pas exacte ; ce qui veut dire qu'il n'existe pas de troisième quantité algébrique entière qui, multipliée par la seconde, reproduise la première.
Nous ajouterons, quant aux polynômes, que souvent on reconnaît à leur inspection seule, qu'ils ne peuvent être divisibles l'un par l'autre. Lorsque ces polynômes renferment deux ou plusieurs lettres, il faut, avant d'ordonner par rapport à l'une d'elles en particulier, jeter un coup d'oeil sur les deux termes du dividende et du diviseur, atïectés respectivement du plus haut exposant de chacune des lettres. Si, pour une de ces lettres, les termes du plus haut exposant ne sont pas divisibles l'un par l'antre, on peut conclure que la division totale est impossible. Cette remarque doit se répéter dans chacune des opérations que comporte le procédé.
Soit, par exemple, laa'— 5^'^ -i- 7«^'— ii i^ à diviser par
^a^~- ab-i- lb\ Si l'on a égard à la lettre a, la division paraît possible ; mais eu égard à
la lettre b^ la division est impossible, puisque — ii ^' n'est pas divisible par 3 b-.
Nous terminerons par les considérations suivantes :
1° Un polynôme ne peut jamais être divisible par un autre polynôme renfermant une lettre qui ne se trouve pas dans le dividende ; car il est impossible qu'une troisième quantité entière, multipliée par une seconde dépendant d'une lettre, donne un produit indépendant de cette lettre.
1° Un monôme n'est jamais divisible par un polynôme, parce que (18) tout polynôme multiplié par un autre donne au produit au moins deux termes qui ne se réduisent pas.
3° Un polynôme ne peut être divisible par un monôme qu'autant que celui-ci divise exactement chacun des termes du dividende; et le quotient s'obtient en mettant en évidence le facteur commun à tous les termes.
§ II. — Des fractions algébriques ou littérales.
Du plus grand commun diviseur.
33. Les fractions algébriques doivent offrir à l'esprit la même acception
que les fractions arithmétiques, telles que -n — ? • • • ; c'est-à-dire qu'il
faut concevoir qu'on ait divisé l'unité en autant de parties égales qu'il y a d'unités dans le dénominateur (le dénominateur pouvant d'ailleurs être un monôme ou un polynôme), et qu'on prenne une de ces parties autant de fois qu'il y a d'unités dans le numérateur. Dès lors, l'addition, la soustraction, la multiplication et la division doivent s'effectuer suivant les règles établies en Arithmétique pour le calcul des fractions. Toutefois, on doit se conformer, dans les applications de ces règles, aux procédés indiqués précédemment pour le calcul des quantités algébriques entières, monômes ou polynômes. Ainsi il serait superflu du s'y arrêter ; nous aurons, par la suite, assez d'occasions de nous familiariser avec ces règles.
La réduction des fractions algébriques à leur plus simple expression mérite néanmoins quelques développements particuliers.
Lorsqu'une division de quantités monômes ne peut s'effectuer exactement, on l'indique à l'aide du signe connu ; et, dans ce cas, le quotient se présente sous la forme d'une fraction que nous avons déjà appris à simplifier (23). Quant aux expressions fractionnaires polynômes, voici quelques cas dans lesquels il est aisé de les réduire :
Soit, pour premier exemple, I expression -7— — 7 — 75*
On remarque que cette fraction peut (19) être mise sous la forme
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(J7-+- — )["— — ) . supprimant le facteur a — b commun aux deux termes,
, . a -h b on obtient pour résultat — 3-7 •
„ . ,, . 5à^ — loa'^b -h 5ab' Soit encore 1 expression 3_ ,, •
Cette expression se décompose ainsi :
Salà^—iab -h b^) ,. 5a{n — b)-
Sa^{a-b) ' °"^''" 8.^.-^)'
supprimant le facteur commun a{a — b), on trouve pour résultat
5{a-b) Ha
Les cas particuliers que nous venons d'examiner sont ceux où les deux termes de la fraction sont décomposables dans le produit de la somme par la différence de deux quantités, dans le carré de la somme ou de la différence de deux quantités; et riiabitude du calcul apprend à opérer ces décompositions lorsqu'elles sont possibles.
Mais les deux termes de la fraction peuvent être des polynômes plus compliqués; et alors, leur décomposition en facteurs n'étant plus aussi facile, on doit avoir recours au procédé du plus gr-and commun diviseur.
Cette théorie, intimement liée à celle des équations, ne laisse pas que de présenter quelques difficultés. Aussi notre intention est-elle de n'en donner ici qu'une partie, sauf à y revenir plus loin, et lorsque nous aurons acquis les matériaux nécessaires pour l'établir d'une manière complète (*).
Théorie élémentaire du plus grand commun diviseur algébrique.
34. Le plus grand commun diviseur de deux polynômes est le polynôme le plus grand par rapport aux exposants et aux coefficients, qui divise exactement les deux polynômes proposés.
La propriété caractéristique du plus grand commun diviseur est que. si l'on divise les deux polynômes proposés par leur plus grand commun diviseur, les quotients qui en résultent sont premiers entre eux, c'est-àdire ne renferment plus aucun facteur commun.
Cette proposition est évidente d'après la définition.
(*) Les commençants peuvent même, à la rigueur, se dispenser pour le moment de voir cette théorie qui nous sera fort peu ntile avant le Chapitre VII.
On a vu en Arithmétique
I " Q((c le plus grand commun diviseur- de deux nombres entiers contient comme facteurs tous les diviseurs particuliers communs aux deux nombres^ et ne peut pas renfermer d' autres facteurs ;
2° Que le plus grand commun diviseur de deux nombres entiers est le même que celui qui existe entre le plus petit nombre et le reste de leur division.
La théorie du plus grand commun diviseur algébrique repose également sur ces deux principes, pour la démonstration desquels nous renvoyons au septième Chapitre.
Ceci admis, supposons d'abord qu'il s'agisse de trouver le plus grand commun diviseur entre les deux polynômes
d-a^b-\--àab^—Zb^ et a"" — 5 ab -i- ^b\ Voici d'abord le tableau des calculs :
Première opération :
a'— a'b^3ab^-3b')a^—5ab-hlib'
-h 4d^b — ab^— 3b'' ] a h- 4^
+ iç)ab^ — ig^' ou bien -i-iQP{a— b).
Seconde opération
5ab-+- ^b' ) a— b ^ab-i- l^b"" \ a — ù^b
Donc « — 6 est le plus grand commun diviseur.
Commençons par diviser le polynôme du plus haut degré par le polynôme du plus faible degré ; le quotient est, comme on le voit dans le tableau ci-dessus, a -\- l^b\ et l'on obtient pour reste igai^— \^b'^.
Il résulte du second principe, que le plus grand commun diviseur cherché est le même que celui qui existe entre ce reste et le polynôme qui a servi de diviseur.
Mais igrtZ»^— igè' pouvant être mis sous la forme igô'(a — ^), on voit que le facteur igè' divise ce reste sans diviser a' — 5^6 + 46^; donc, en vertu du premier principe, ce facteur ne peut entrer dans le plus grand commun diviseur; ce qui veut dire que le plus grand commun diviseur entre les quantités rt^— 5«è + 4&', \^b'^[a — b\ et par conséquent entre
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les deux quantités proposées, est le môme que celui qui existe entre
a''— Sab-h 4^' et a — b.
Ainsi l'on peut, sans inconvénient, supprimer le facteur 19^'; et la question est ramenée à chercher le plus grand commun diviseur entre rt' — 5nb-i-4b^ et a — b.
Divisant maintenant le premier de ces deux polynômes par le second, on a pour quotient exact a — /\b\ donc a — ^ est leur plus grand commun diviseur, et, par conséquent, c'est aussi le plus grand commun diviseur des deux polynômes proposés.
Reprenons le même exemple, en ordonnant les deux polynômes par rapport à b.
_ 3/;3_L. V//^' — «'/-'-4-«' et iib' — oab-^a'.
Première opération :
— vih'-^nrib^— /jn'b-i- 4^' ) /^b'—Hûb-.-a^ ■ _ iab'- a'b-r- 4«M -3Z>, -3«
— \iab^— ^a'b-i-iGn^
— i^a^b -t- 19«^ OU bien, -\-i<^a''[ — b -i-a).
Seconde opération :
— ab -\- a^ \ — ^b -^ a
Donc — Z» + fl, OU rt — 6 est le p. g. c. d.
Au premier abord, on est embarrassé pour faire la division des deux polynômes, parce que le premier terme - 3^»' du dividende n'est pas divisible par le premier terme 4^' du diviseur. Mais si l'on observe que le coefficient 4 de celui-ci n'est pas facteur de tous les termes de
4^»'— Sab H- «*,
et qu'ainsi, en vertu du premier principe, 4 no saurait faire partie du plus grand commun diviseur, on peut, sans aucun inconvénient, introduire ce facteur dans le dividende, ce qui donne
— lïb^ -\- \iab'— ^a'b -+- 4«'; et alors la division des deux premiers termes devient possible.
DU PLUS GRA>-D COMÎIUX DIVISEUH. Sq
Effectuant cette division, on trouve pour quotient — 3Z>, et pour reste,
Comme, dans ce reste, l'exposant de b est encore égal à celui du diviseur, rien n'empêche de continuer la division, en multipliant de nouveau ce reste par 4, afin de rendre possible la division des deux premiers termes.
Cette préparation faite, il vient —i-i.ab-—/ia^b-^i6a^, qui, divisé par 4b^— 5ab -h a^, donne pour quotient — 3^, qu'on séparera du premier terme par une virgule, comme n'ayant aucune liaison avec lui, et pour reste, — igci^b -r- i^râ.
Ce dernier reste pouvant se mettre sous la forme iga-{— b -^ a), on supprime le facteur 19a", comme ne faisant pas partie du plus grand commun diviseur ; et la question est ramenée à chercher le plus grand commun diviseur entre 4 6'— 5aè -1- a' et — b -\- a.
Divisant ces deux polynômes l'un par l'autre, on trouve pour quotient exact, — 4é-t-a; donc — b-r- aon a — ^ est le plus grand commun diviseur cherché.
36. Dans ce même exemple, comme dans tous ceux où l'exposant de la lettre principale est plus grand d'une unité dans le dividende que dans le diviseur, on peut abréger l'opération en multipliant tout de suite le dividende par le carré du coefficient du premier terme du diviseur. On conçoit, en effet, que, par ce moyen, le premier quotient partiel qu'on obtient doit renfermer ce coefficient à la première puissance. Multipliant le diviseur par le quotient, et faisant la réduction avec le dividende ainsi préparé, on a un résultat qui doit encore contenir le coefficient comme facteur; et la division, pouvant se continuer, donne un reste de plus faible degré que le diviseur, par rapport à la lettre principale.
Voici le tableau des opérations.
Première opération :
Multiplication par 16, ou par le carré de 4.
— iiab^ — 4«'^-+-j6«'\ — \ib — 3(3
i" reste — iga'è -r- iga'
ou bien, ig^'^—^ — ^
Seconde opération
4 ^" — 5 rt/; -+- (?' ) — b -^ a -Jb-
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iV. B. Si l'exposant de la lettre principale dans le dividende surpassait de deux, de trois. . ., unités, l'exposant de la même lettre dans le diviseur, il faudrait multiplier le dividende par la troisième ou la quatrième puissance du coefficient du premier terme du diviseur : cela est aisé à concevoir.
37, Soient, pour second exemple, et
Avant de procéder à la division de ces deux polynômes, commençons par observer que le premier contient a comme facteur commun dans tous ses termes ; et puisque ce facteur n'entre pas dans le second polynôme, on peut le supprimer comme ne faisant pas partie du second diviseur.
Par la même raison, le facteur aè^ étant commun à tous les termes du second polynôme et n'entrant pas dans le premier, peut être supprimé. Ainsi la question est ramenée à rechercher le plus grand commun diviseur entre les polynômes
et 6a' -,- \^a^h -i- ^ab' — So\
Première opération :
Soû'-t- 20rtV;-(- ^n-b^'-i- iiab^— 6è« ) 6rt' -i- lo^'Z- -f- 8«i- — 5^»'
— y5a^b— 32a^b--i- 3ynb^ — 6b* ) 5a, iSb
— i5oa'b~ G/ia^P-h -jiab'—iT.b'
-t- /iiia''b^-h ly^nb' — i3yb* ou bien, i3yb'[3(r-i~2ab — b'').
Seconde opération :
6(7^ -i- igr/'/Ç» -+- Srib- — 5b'^ I 3a- -h lab
i5a^b-hinab^ — 5b^ \ 2a -h 5b
Donc 3a^-h inb — b^ est le plus grand commun diviseur.
En suivant la même méthode que dans l'exemple précédent, il faudrait multiplier tout le dividende par le coefficient 6 du premier terme du diviseur, ou plutôt par le carré de 6; mais comme i5 et 6 ont un facteur commun 3, il suffit évidemment de multiplier tout le dividende par 2, facteur de 6, qui n'entre pas dans i5.
Cette préparation faite, on effectue la division, ce qui donne d'abord
un reste dont le premier terme est — -jba^b. Comme 75 contient encore le facteur 3 qui entre dans 6, il suffit de multiplier ce reste par 2 pour continuer la division qui, étant effectuée, donne ^toar premier reste principal, 41 1 a^b^ -h 2y^ab^ — iSyb*.
Or il est facile de reconnaître que, dans ce reste, il existe un facteur commun 187^'; mais puisque ce facteur n'entre pas dans le second polynôme, on peut le supprimer, comme ne faisant pas partie du second diviseur; et la question est ramenée à rechercher le plus grand commun diviseur entre les polynômes
6a' -;- \ga^b -i- 8 au- — 5b^ et 3a* -h 20b —b-.
Effectuant la division de ces deux polynômes, on trouve pour quotient exact, la -h 5b; ainsi le reste 3a^-i-2ab — b^ est le plus grand commun diviseur cherché.
38. Remarque. — On pourrait demander si les suppressions qu'on opère dans le cours du calcul, de facteurs communs à tous les termes de l'un des restes, n'ont pour objet que de simplifier les calculs, ou bien si ce sont des opérations indispensables. Or on peut aisément reconnaître que ces suppressions sont nécessaires; car si, dans l'exemple précédent, on ne supprimait pas le facteur iByé', il faudrait, pour rendre possible la division du premier ternie du nouveau dividende par le premier terme du diviseur, multiplier tout le dividende par iSy^^; mais alors on introduirait dans le dividende un facteur qui se trouverait aussi dans le diviseur : d'oii il résulterait que le plus grand commun diviseur cherché se compliquerait du facteur i3yb^ qui ne devait pas d'abord en faire partie.
L'exemple suivant est propre à confirmer ce qui vient d'être dit.
39. Soit à trouver le plus grand commun diviseur entre les deux polynômes
ab -i- la- — 3 b'' — ^bc — ac — c' et
ç)ac -h la- — 5ab -r- 4 c^ -i- Sbc — 12^'.
Première opération :
-ibc\
— loc — lîbc
OU bien.
(3i — 5c) [ia -+-
Seconde opération :
n ~- \nb- l
la ~- ib -^ a
-r-gc
-Sb
a ~ iib^
-r-Sc
-+- %bc
Donc 2(7 -f- 3^j -f- i^ est le plus grand commun diviseur. Après avoir ordonné les deux polynômes, on peut, sans aucune préparation, effectuer leur division, ce qui donne pour premier reste
gè I ff H- gZ»'
— 10 c } — iibc
Pour continuer l'opération, il faudrait, en prenant le second polynôme pour dividende et ce reste pour diviseur, multiplier le nouveau dividende par Çib — loc, ou simplement par 36 — 5r, parce que le facteur 2 entre déjà dans le premier terme du dividende ; mais avant d'effectuer cette multiplication, voyons si ce facteur 3b — 5c ne diviserait pas le second terme du reste, savoir Qb^ — iQ.bc — 5c\ Or cette division réussit et donne pour quotient exact 3è -t- c; d'où il suit que le reste peut se mettre sous la forme
Comme le facteur 3b — 5c se trouve dans ce reste, et n'entre pas dans le nouveau dividende [puisque ce facteur étant indépendant de la lettre </, devrait (30) exister entre les coefficients des diverses puissances de cette lettre, ce qui n'est pas], on peut, sans aucun inconvénient, le supprimer.
Celte suppression est d'ailleurs indispensable, parce qu'autrement on devrait introduire ce facteur dans le dividende; et alors les deux polynômes contenant un facteur commun qu'ils n'avaient pas auparavant, le plus grand commun diviseur serait changé; il se compliquerait du facteur 3b — 5c qui ne devait pas en faire partie.
La suppression faite, on effectue la nouvelle division, ce qui donne un quotient exact; donc 2.a -h 3b -h c eslle plus grand commun diviseur.
40. Mous proposerons, pour dernier exemple, de trouver le plus grand commun diviseur entre le polynôme a' -\-Za^b -r- ^a'b^ — Qab^ -h ib^ et le polynôme /{n'^b -f- lab- — ib^, ou simplement, ia^ -i- ab — b-, puisque le facteur ib peut être supprimé dans le second.
Première opération :
8a' -^ -iitP b -T- 30. a' b"" — /i8 nb^ -^ iQb* j ■i.a' -^ ab — b-
20a'b-r-36a'b'—48ab'-\-i6b' \ 4fl=-}- lo ab -r i3b
-^i&a'b'- Z8ab'-i-i6b*
— 5\ab^ H- 2Ç)b* ou bien, — b^ {5i a — i^b].
Seconde opération :
Multiplication par 2601, carré de 5i,
5ioi n^ -+- 160 1 ab — 2G0 1 i^ ) 5 1 « -t- iç)b — 57.02 a^ -h 0.^58 ab ) i02« -i- 1096
-f- 555g rté — 2601 b^ — 5559«^ -i-3i6i b'
2^ reste -- 56o6^
L'exposant de la lettre a dans le dividende surpassant de deux unités celui de la même lettre dans le diviseur, on multiplie tout le dividende par le cube de 2, c'est-à-dire par 8. Cette préparation faite, on effectue trois divisions consécutives, et l'on obtient pour premier reste principal — 5i ab^ — 29 i*. Supprimant le facteur b^ dans ce reste, on a pour nouveau diviseur — 5ia -i- 296, ou changeant les signes, ce qui est permis, 01 a — 296 ; le nouveau dividende est d'ailleurs ■xa^ -t- ab — b-.
Multipliant ce dividende par le carré de 5i, ou par 2601, puis effectuant la division, on obtient pour deuxième reste principal -h SQob''; ce qui démontre que les deux polynômes proposés sont premiers entre eux, c'est-à-dire n'ont aucun facteur commun. En effet, il résulte du second principe (3S), que le plus grand commun diviseur doit se trouver comme facteur dans le reste de chaque opération ; ainsi il devrait diviser le reste 56oè' : mais ce reste est indépendant de la lettre principale; donc, si les deux polynômes pouvaient avoir un commun diviseur, il devrait être indépendant de <7, et par conséquent (30) se trouver comme facteur dans les coefficients des diverses puissances de cette lettre, que renferme chacun des deux polynômes proposés, ce qui n'a évidemment pas lieu.
Ces exemples suffisent pour mettre les commençants au fait de la marche
qu'il faut suivre pour trouver le plus grand commun diviseur de deux polynômes.
41. Règle générale. — On commence par supprimer dans les deux polynômes les facteurs monômes communs à tous les termes de chacun d'eux. (Il peut arriver que le facteur monôme qui se trouve dans le dividende, et celui que renferme le diviseur, aient eux-mêmes un diviseur commun; dans ce cas, on le met à part, comme devant faire partie du commun diviseur cherché. ) Cette suppression faite, on prépare le dividende de manière à rendre possible la division de son premier terme par celui du diviseur (voyez 3a et 30); puis on effectue la division, ce qui donne un certain reste de degré moindre que le diviseur, et dans lequel on supprime les facteurs monômes ou polynômes que peuvent renfermer les coefficients des diverses puissances de la lettre principale. On prend ensuite ce reste pour diviseur, le second polynôme pour dividende, et l'on opère sur les deux polynômes comme sur les précédents. On continue cette série d'opérations jusqu'à ce quon obtienne un reste qui divise exactement le reste précédent, auquel cas le dernier diviseur est le plus grand commun diviseur; ou h\Qn jusqu'à ce quon obtienne un reste indépendant de la lettre principale; ce qui indique (40) que les deux polynômes proposés sont premiers entre eux, à moins qu'ils n'aient un facteur commun indépendant de la lettre, lequel facteur n'aurait pas été découvert dès le commencement de l'opérauon.
N. B. Il existe des cas où ce procédé n'est pas suffisant ; mais nous y reviendrons par la suite.
Voici de nouveaux exemples auxquels on peut appliquer le procédé tel que nous venons de l'indiquer :
et 2 w/j' q^ — 4 "'Z'* — "'P' <7 -t- 3 mpq^ .
Le p. g. c. d. est p — q.
i8fl'— 27a'-i
et 2-; a' b' — i8 a* b^— <^a^b\
Le p. g. c. d. est ga' (« — i ).
La théorie des quatre premières opérations de l'Algèbre et celle du plus grand commun diviseur suffisent pour la résolution d'un très-grand nombre de questions. Nous nous réservons d'établir plus loin de nouvelles règles, à mesure que nous en sentirons la nécessité ; et nous allons passer tout de suite à la résolution des problèmes du premier degré.
NOTIONS PRELIMINAIRES SUR LES EQUATIONS
42. On ne considère ordinairement en Algèbre que les problèmes dont les énoncés, traduits algébriquement, donnent lieu à des crjuatums. En réfléchissant sur la résolution du problème du n° 3, on peut voir que cette résolution se compose de deux parties distinctes. Dans la première, on écrit algébriquement les relations que l'énoncé de la question établit entre les quantités connues et les quantités inconnues. On parvient ainsi à l'expression de deux quantités égales, qne l'on appelle équation. Telle est (3) l'expression ix -\- b = a. Dans la seconde partie, on déduit de l'équation du problème une suite d'autres équations, dont la dernière donne enfin la valeur de l'inconnue au moyen des quantités connues : tel est le
résultat X = auquel on est parvenu. Cette seconde partie est ce
qu'on appelle la résolution de l'équation.
Comme les règles à suivre pour mettre un problème en équation sont un peu vagues, nous commencerons par nous occuper de la seconde partie, qui est soumise à des règles fixes et invariables.
D'après la définition d'une équation^ toute équation se compose de deux quantités séparées l'une de l'autre par le signe = . La partie à gauche se nomme le premier membre, et la partie à droite le second membre.
On considère plusieurs espèces d'égalités :
1° L'égalité qui existe entre des nombres connus et donnés à priori, mais représentés par des lettres : telles sont les égalités
a-b = c-cl, ^ = -,
qui se vérifieraient immédiatement si l'on mettait à la place de a, b, c, d les nombres particuliers pour lesquels on suppose que ces égalités existent. Elles conservent le nom d'égalités.
1° L'égalité évidente d'elle-même, celle qui se vérifie dans son état actuel : telles sont les égalités
25 = 12 -f- 13, 3« — 5b = a — b -\- la ~ ^b.
On les appelle identités ou égalités vérifiées.
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3° Enfin, l'égalité qui ne peut se vérifier avant qu'on y ait substitué à la place d'une ou de quelques-unes des lettres désignant des inconnues, certains nombres dont les valeurs dépendent des nombres connus et donnés qui entrent déjà dans l'égalité.
Pour la distinguer des autres égalités, on la nomme équation, et c'est celle dont nous avons à nous occuper.
Il est encore une autre espèce d'égalité dont nous parlerons plus loin; c'est Yéquation identique.
On partage les équations à une seule inconnue en différenles classes : celles où l'inconnue n'entre qu'à la première puissance sont dites du premier degré. Telles sont les équations
3jr-^5 = i7 — Sx, ax -.- b =^ ex ^ d.
L'équation ix^— 3x ^ 5 — -ix^ est dite du deuxième degré.
L'équation 4-^ — 9-^' — x ^ ix^ -i- 1 1 est dite du troisième degré. En général, le degré d'une équation est le plus grand des exposants dont l'inconnue est affectée dans l'équation.
On distingue aussi les équations en équations numériques et en équations littérales. Les premières sont celles qui ne renferment que des nombres particuliers, à l'exception de l'inconnue, qui est toujours désignée par une lettre. Ainsi
sont des équations numériques. Elles sont la traduction algébrique de problèmes dont les données sont des nombres particuliers. Les équations
ax -^ b ^^ ex -r- d, ax"^ -T- bx = c
sont des équations littérales. Les données du problème sont représentées par des lettres. Il est d'usage, pour distinguer dans une équation les quantités connues des inconnues, de désigner celles-ci par les dernières lettres de l'alphabet x^ y, z, etc.
Ces notions établies, voyons comment, une équation du premier degré à une seule inconnue étant donnée, on peut parvenir à la résoudre, c'est-à-dire à trouver pour l'inconnue un nombre qui, substitué à la place de cette inconnue dans t équation, y satisfasse, ou bien rende le premier membre identiquement égal au second. Le résultat auquel on parvient est dit la solution de l'équation ou du problème qui y a donné lieu.
§ I. — Équations du premier degré a u.ne seule inconnue.
43. On doit regarder comme un principe commun à toutes les équations, qu'on peut, sans troubler une équation, i° ajouter à ses deux mem-
ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ A UNE SEULE INCONNUE
bres ou en retrancher- un même nombre ; 2" multiplier ou diviser ses deux membres par un même nombre, ce qui veut dire que, s'il y a d'abord égalité entre les deux membres, il y aura encore égalité après les opérations dont on vient de parler.
Cela posé, voici deux transformations d'un usage continuel dans la résolution des équations.
Première transformation. — Lorsque les deux membres d'une équation sont des polynômes entiers, il est souvent nécessaire de transposer certains termes d'un membre dans un autre.
Soit l'équation
Pour dégager x de cette équation, il faut tâcher d'isoler l'inconnue dans le premier membre. Or, si l'on retranche, en premier lieu, ix des deux membres, l'égalité n'est pas troublée (d'après le principe précédent), et l'on a
bx — 6 — 2.r = 8.
D'où l'on voit que le terme ax, qui était additif dans le second membre, devient soustractif dans le premier.
En second lieu, si l'on ajoute 6 aux deux membres, l'égalité n'est pas troublée, et l'on a
bx — 5 — IX -i- 6 - 8 -^ 6,
ou, comme les deux termes — 6, -î- 6 se détruisent,
bx — 2j: — 8 ^ 6.
Donc le terme qui était soustractif dans le premier membre passe dans le second membre avec le signe de l'addition.
Donc, en général, lorsqu'on fait passer un terme d'un membre dans un autre, il faut changer son signe.
44. Seconde transformation. — Souvent encore les termes d'une équation sont fractionnaires, et il faut la ramener à une autre qui n'ait que des termes entiers. Soit l'équation
IX 3 .X
Réduisons d'abord toutes les fractions à un même dénominateur. D'après le procédé connu, il vient
4ox 45 120.
6o 6o bo
et, puisqu'on peut (43) multiplier les deux membres par un même nom-
bre, multiplions-les par 60, ce qui revient immédiatement à supprimer le dénominateur Co dans les termes fractionnaires, et à multiplier chaque terme entier par Co; on obtient
Remarquons, pour la pratique de cette opération, qu'on peut passer immédiatement de l'équation {)roi)Osce à relie qu'on vient d'obtenir, en se dispensant d'écrire le dénominateur commun, et ayant soin toutefois de multiplier chacun des termes entiers par ce dénominateur.
Soit, pour second exemple, l'équation
tes dénominateurs ont évidemment des facteurs communs, et le plus petit nombre multiple commun de ces dénominateurs est 24 (voir Arith., n°il5). C'est donc à ce dénominateur qu'il faut réduire toutes les fractions.
Effectuant cette opération et omettant le dénominateur commun 24,
on trouve
\ox — Zix — 3i2 — 21 — ^'XX.
(On a eu soin de multiplier le terme entier — i3 par 24.)
La nouvelle équation est exacte puisque, après avoir réduit les fractions au même dénominateur, on a multiplié les deux membres par le même nombre 24.
Nous pouvons déduire de là cette règle générale : Pour faire disparaître les dénominateurs d'une équation, commencez par former le multiple le plus simple possible de tous les dénominateurs ( ce nombre est le produit de tous les dénominateurs s'ils n'ont pas de facteurs communs). Multipliez ensuite chaque terme, s'il est entier, par ce multiple ; s'il est fractionnaire, divisez le multiple commun par le dénominateur de la fraction et multipliez son numérateur par le quotient obtenu.
Nous engageons les commençants à se bien pénétrer de la règle que nous venons d'établir, parce qu'elle donne l'équation sous la forme la plus simple possible.
Soit, pour nouvelle application, l'équation littérale
ax 'xc'^x , ^bc^x b a^ 2f^ „,
b ab ce" b^ a
Le multiple le plus simple de tous les dénominateurs est évidemment a^h"^. Ainsi, multiplions chaque terme entier par rz'^-, et le numérateur de chaque terme fractionnaire par le quotient de c^b"^ divisé par le déno-
r — 2.r = 5 -+- 3, ou, réduisant
Divisant les deux membres par 2, on trouve enfin
Et en effet, si l'on substitue 4 à la place de x dans l'équation, il vient
4x4 — 3 = 2x4-^5 ou i3 = i3.
Soit, pour second exemple, l'équation traitée (4-i)
On obtient d'abord, en chassant les dénominateurs,
loa: — 32:c — 3i2 = 21 — Six.
Transposons dans le premier membre les termes en x^ et dans le second les termes connus ; l'équation devient
lox — 32J: -i- Six = 21 — 3i2, ou, en réduisant, Zox = 333.
Divisant les deux membres par 3o, on obtient
_ 333 _ III 3o 10
résultat qu'on vérifierait en remplaçant x par cette valeur dans l'équation proposée.
Soit encore l'équation
{3g — x) [a — b) -T- lax = ^b [x -h a).
Il faut d'abord effectuer les multiplications indiquées, afin de réduire les deux membres à des polynômes, et de pouvoir ainsi dégager l'inconnue X. Or, si l'on applique la règle établie (17) pour la multiplication des polynômes, il vient
3a'— aa — 3ab -i- bx -h lax — ^bx -^ ^ab\ Jlg. B. 4
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d'où, transposant et réduisant,
ax — 'iùx = ynb — 3«'.
Observons maintenant queax—ibx est la même chose que [a- Zb)x, ce qui donne ,02
Divisant enfin les deux membres par a — 3b, on trouve
jnb — Zri^
En général , pour résoudre une équation du premier degré, quelque compliquée qu'elle soit, il faut : 1° commencer par chasser les dénominateurs, s'il y en a, et effectuer, dans les deux membres de l'équation, toutes les opérations algébriques qui se présentent; on parvient ainsi à une équation dont les deux membres sont des polynômes entiers; 1" transposer dans un même membre (c'est ordinairement le premier) tous les termes affectés de l'inconnue, et dans l'autre membre les termes connus; 3° réduire à un seul tous les termes affectés de x si Véquation est numérique, et, si l'équation est algébrique, former de tous ces termes un seul produit composé de deux facteurs, dont l'un soit x et Vautre l'ensemble des quantités qui multiplient x, réunies avec leurs signes respectifs; 4° enfin, diviser les deux membres de l'équation par le nombre ou le polynôme qui multiplie l'inconnue, et effectuer la division s'il est possible.
Voici un exemple où la règle précédente doit être appliquée dans toutes ses parties : résoudre l'équation
En faisant disparaître les dénominateurs, on a
b[a-^ bf [x — b)-Zab [a- - i')
= b{a — b) [^ab — b-) — ib (a'— b^)x + («'- i') («'- bx);
effectuant les multiplications indiquées,
a^bx -^ ^ab'x -f- b'x - a^b- - 'iab' — b* - 3a^b ^ 3ab'
= ^a'^b'' — ab" — ^ab^ -^ b' — id" bx-hib^ X + a' —a'b- — à'bx ^ b^x-^
transposant et réduisant
^à'bx-^iab^x-'i.Px^^ /ia'b' - eab' -h 2b* -4-3a^b -^ a*;
réunissant en un seul tous les termes affectés de x,
b {/ia' ^ 2ab - 2b')x = 4a-b' - (bab' + o.b' -i- 5a'b -r- a* i
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donc enfin,
b (4«^-r- "i-cib — ib'-] expression qui ne peut se réduire à un polynôme (32).
Supposons que l'on ait à résoudre une équation telle quo
En transposant les termes affectés de x dans le premier membre, et les termes connus dans le second, on trouve
3ar— 4^=2 — 7, ou, réduisant, —x= — ^.
Pour interpréter ce résultat, il suffit d'observer qu'on peut intervertir l'ordre de la transposition, c'est-à-dire faire passer au contraire dans le second membre les termes affectés de x; ce qui donne
7— 2 = 4x — 3:r, d'où b — x, ou bien enfin x=b\
c'est-à-dire que toutes les fois qu'on parvient à un résultat tel que — a: = — 5, il n'y a qu'à changer les signes des deux membres.
Cela revient évidemment à transposer les termes affectés de l'inconnue dans le second membre, et les termes connus dans le premier; et réciproquement.
47, Nous avons déjà dit que la première partie de la résolution algébrique d'un problème n'est soumise à aucune règle bien fixe. Tantôt l'énoncé du problème fournit sur-le-champ l'équation; tantôt on est obligé de démêler dans l'énoncé les conditions qui sont de nature à former l'équation ; tantôt, enfin, ce ne sont pas les conditions elles-mêmes de l'énoncé qu'il faut traduire algébriquement, mais bien des conditions que l'on peut regarder comme conséquences des premières. On appelle alors celles-ci conditions explicites, et celles qu'on en déduit, conditions implicites. Cependant nous donnerons, avec Lacroix, un précepte dont l'application bien entendue conduit toujours à l'équation. En voici l'énoncé : Regarder le problème comme résolu, et indiquer à l'aide des signes algébriques, sur les quantités connues, représentées soit par des nombres, soit par des lettres, et sur Vinconnue, toujours représentée par une lettre, les mêmes raisonnements et les mêmes opérations qu 'il faudrait effectuer pour vérifier la valeur de Vinconnue si cette valeur était donnée.
On obtient, par ce moyen, deux expressions algébriques différentes représentant une même quantité, et renfermant le caractère de l'inconnue; on les égale entre elles, et l'on a l'équation du problème.
Premier problème, — Trouver un nombre dont la moitié, le tiers et le quart, augmentés de 45, donnent pour somme 448.
Soit X le nombre cherché ; - ' | ' t désigneront la moitié, le tiers et
le quart de ce nombre. Or il faut, d'après l'énoncé, que ces trois parties, plus 45, donnent en somme 448 ; on a donc pour l'équation du problème,
ou, retranchant 45 des deux membres,
Chassant les dénominateurs, (
jn trouve
ou,
réduisant,
; donc X - Vérification
La question suivante est du genre de celles qui, en Arithmétique, se résolvent par la règle de fausse position ; et l'on voit avec quelle facilité l'Algèbre fait connaître la réponse à la question.
Deuxième problème. — Quelqu'un engage un ouvrier pour ^8 Jours. Chaque jour qu'il travaille, il reçoit i\ décimes; et à chaque jour d'oisiveté, on lui retient 12 décimes [pour sa nourriture); au bout de ^8 jours, il reçoit, pour solde de son compte, 5o4 décimes [ou 5o^''4o'^). — On demande le nombre de jours de travail et le nombre de jours d'oisiveté.
Si nous connaissions ces deux nombres, en les multipliant respectivement par 24 et 12, puis retranchant le dernier produit du premier, on devrait trouver 5o4 pour résultat ; indiquons ces opérations à l'aide de signes algébriques.
Soit X le nombre de jours de travail \ l\8 — x représente alors le nombre de jours d'oisiveté; 24 x or, ou 24^ désigne la somme que l'ouvrier gagne; et 12 (48 — a:), la somme qu'on doit lui retenir : on a donc, pour 1 équation du problème,
x — 576 -f- i2.r = 5o4 ; réduisant
36,r = 5o4 H- 576 = 1080 ; donc
X — —-—- = 3o, et 48 — -^ = 48 — 3o = 18. Ainsi l'ouvrier a travaillé pendant 3o jours et s'est reposé pendant 1 8 jours.
Kérificathn .
En effet, pour 3o jours de travail, il aurait dû recevoir 24 x 3o, ou 720 décimes; mais il s'est reposé 18 jours, pour lesquels on a dû lui retenir 12 X 18, ou 216 décimes. Or on a
On peut généraliser ce problème, en désignant par n le nombre total des jours tant de travail que d'oisiveté, par n la somme que l'ouvrier doit recevoir pour chaque jour de travail, par b la somme qu'on doit lui retenir pour chaque jour d'oisiveté, enfin par c le résultat du décompte. Soit toujours X le nombre de jours de travail \ n — x exprime alors le nombre de jours d'oisiveté; donc ax et b [n — x) désignent la somme que l'ouvrier doit recevoir et celle qu'on doit lui retenir. Ainsi on a, pour l'équation du problème,
ax — b [n — x) = c, ou ax — bn -h bx = c, (a -{- b]x -■= c -h bn :
et donc
bn
par suite,
n — X ou, réduisant,
a-^ b' bn an -i- bn — c — bn
a -t- b Troisième problème. — Un rcnnrd poursuivi par un lévrier a Ç)0 sauts d'avance. Il en fait 9 pendant cjue le lévrier n 'c/? fait que 6 ; mais 3 sauts du lévrier en valent 7 du renard. — Combien le lévrier fera-t-il de sauts pour atteindre le renard?
Il est clair, d'après l'énoncé, que le chemin à parcourir par le lévrier se compose de 60 sauts d'avance du renard, plus du chemin que celui-ci parcourt à partir du moment oii le lévrier se met à sa poursuite. Donc, si l'on pouvait trouver les expressions de ces deux chemins au moyen d'une même inconnue, il serait facile de former l'équation du problème.
Soit -x le nombre de sauts faits par le lévrier. Puisque le renard fait 9 sauts pendant que le lévrier en fait G, il s'ensuit que le renard fait
^5 ou - sauts, pendant que le lévrier en fait i, et, par conséquent, qu'il en
3.r fait un nombre exprimé par — pendant que le lévrier en fait un nombre
marqué par x. On pourrait croire que, pour obtenir l'équation, il suffit
d'égaler x à 6o h — x : mais, en agissant ainsi, on commettrait une erreur
manifeste ; car les sauts du lévrier sont plus grands que ceux du renard, et l'on égalerait alors des nombres hétérogènes, c'est-à-dire des nombres rapportés à une unité différente. Il faut donc, pour lever la difficulté, exprimer les sauts du renard en sauts du lévrier, ou réciproquement. Or, suivant l'énoncé, 3 sauts du lévrier valent y sauts du renard; donc un
saut du lévrier vaut -^ sauts du renard, et, par conséquent, x sauts du lévrier en valent ^ du renard.
Donc, enfin, on a l'équation
d'où l'on déduit, tout calcul fait,
X = yi.
Ainsi, le lévrier fera 72 sauts pour atteindre le renard; pendant et»
temps, le renard en fera 72 x -? ou 108.
Vérijlcdlion.
Les 72 sauts du lévrier valent - — „- — j ou 168 sauts du renard, et l'on a évidemment 168 ■= 60 -+- 108.
Les deux problèmes suivants méritent toute l'attention des élèves, en ce qu'ils offrent d'excellents exercices de calcul et de raisonnement.
48. QuATRiÈ.ME PROBLÈME. — Un pèrc qui a trois enfants ordonne par son testament que son bien soit partagé de la manière suivante : le premier doit avoir une somme a, plus la n''"" partie de ce qui reste; le second une somme 7. a, plus la n''"" partie de ce qui reste après qu'on a soustrait la i" paît et "xa; le troisième cnjïn doit avoir une somme Za, plus la «'*"" partie de ce qui reste après qu'on a soustrait les deux pre-
PROBLÊMES DO PREMIER DEGRÉ A UNE SEULE INCONNUE
inières parts et 3 a. Cela fait, le bien est entièrement partagé. — On demande sa valeur.
Désignons par x le bien du père. Si, à l'aide de cette quantité, nous pouvions former les expressions algébriques des trois parts, nous retrancherions leur somme du bien total x, et le reste, égalé à zéro, donnerait l'équation du problème. Tâchons donc de déterminer successivement ces trois parts.
Puisque x désigne le bien du père, .r — « est ce qui reste après qu'on a retranché a\ ainsi l'on a, pour la part du premier enfant,
X — a , . . ^ r^- an -h- X — a „ ,
a -i ) ou, réduisant en fraction, i i" part.
Pour former la seconde part, il faut retrancher de x cette première
part et a^, ce qui donne
an -h X — a
X — ia >
ou, réduisant les entiers en fraction et effectuant la soustraction indiquée,
nx — 3 an — x ^r- a
■■, i*"^ reste.
Or la seconde part se compose de 2 a plus la n''^"" partie de ce reste ; on a donc pour cette seconde part,
nx — San — x -^~ a
la -i 7. }
ou, réduisant l'entier en fraction,
lan^ -\- nx — San — x -\- a
j a*" part.
Si l'on retranche de x les deux premières parts et 3rt, il vient
an -~ X ^ a 1 an^ -\- nx — Zan — x -r- a
X — ia r, >
ou, réduisant au même dénominateur et simplifiant,
n^x — 6c/«^ — inx -4- ^an ->c- x — a
La troisième part est
^ a* reste.
ri^x — 6fl«' — inx -<r- ^an-^ X — a
ir
ou
Zar^ -\- n?x — Çiari^ — inx -^ Lan -\- x — a _ ^ , 3e part.
Or, d'après l'énoncé, le bien du père se trouve entièrement partagé. Donc, la différence entre x et la somme des trois parts doit être égale à zéro ; ce qui donne l'équation
an -T- X — n i nri^ -\- nx — Znn — x -\-a
3 ari^ -{- /l'x — 6 nn^ — a /?.r -f- ^an -^ x — a
Effectuant toutes les opérations indiquées, on trouve enfin
Çian^ — io^«'-H San — a «(6«' — iort'-+-5/2 — il «' — 'in'-T-'in — i r? — 3«"-t- 3/2 — i
On peut obtenir une équation et un résultat plus simples, d'après la remarque suivante : Dire que la part du troisième enfant se compose de 3«, plus la «'■""• partie de ce qui reste, et que le bien est alors entièrement partagé, c'est dire que le troisième enfant n'a que la somme 3 a, et que le reste dont on vient de parler est nul.
Or on a trouvé, pour l'expression de ce reste,
71^ X — 6 an' — inx ^r- kan -V- X — a n'-
Ce reste, égalé à zéro, donne, abstraction faite du dénominateur,
rî^x — 6fl«' — inx -f- ^an -{- x —a = o; d'où
6 aii^ — \an -\- a a{6n' — /^n -h i)
Kérijîcation.
Pour prouver Yidentlté numérique de cette expression avec la précédente, il suffirait de faire voir que la seconde provient de la première dans les deux termes de laquelle on aurait supprimé un facteur commun. Or, si l'on applique aux deux polynômes
û(6/^'— lort'-i- 5« — i) et n^ — 3«'-t-3« — i
le procédé du plus grand commun diviseur (41 ), on reconnaît que n — i est facteur commun, et en divisant les deux termes de la première expression par ce facteur commun, on retrouve la seconde.
Ce problème est propre à faire voir aux commençants l'importance qu'on doit attacher à saisir dans l'énoncé dune question toutes les circonstances qui peuvent faciliter la formation de Téquation ; autrement on court le risque de parvenir à des résultats plus compliqués qu'ils ne devraient l'être.
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Les conditions qui ont servi à former successivement les expressions des trois paris sont les conditions explicites du problème proposé ; et la condition qui a servi à déterminer l'équation la plus simple du problème est une condition implicite, qu'un peu d'attention a sufS pour faire reconnaître comme comprise dans l'énoncé.
Pour obtenir les valeurs des trois parts, il suffirait de mettre pour x sa valeur dans les expressions que l'on a obtenues ci-dessus.
Appliquons à un exemple la formule
ir — 2 «H- 1 Soit a = loooo, rt — 5 ; il vient
_ ioooo(6x 25 — 4 X 5-^- 1) _ loooox i3i _ i3ioooo _ Ojg-s ~ 25 — lo H- 1 ~ ~ i6 i6
Vérifions l'énoncé sur cet exemple.
Le premier enfant doit avoir
lOOOO
looooH 1 ou 24375.
Il reste donc 81 875 — 24375 ou 57500^ à partager entre les deux autres enfants.
Le second doit avoir
20 000 H — ; ^ ou 27000.
Il reste donc 57500 — 27500, ou 3oooo, pour le troisième enfant. Or 3oooo est le triple de loooo; donc la solution est vérifiée.
On peut donner de ce même problème une solution moins directe, mais plus simple et plus élégante. Elle est encore fondée sur cette remarque, que quand on a soustrait 3« des deux premières parts, il ne doit rien rester.
Désignons par r, r', r" les trois restes dont il est question dans l'énoncé; les expressions algébriques des trois parts sont
a -^ — 1 ia -\ , ia-\ — -•
Or, 1° d'après l'énoncé, on a évidemment r" — o.
Ainsi la troisième part est 3«.
r' 2° Ce qui reste, lorsqu'on a donné au second enfant ia -\ — , peut être
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représenté par
r' , ou •
D'ailleurs, ce reste forme aussi la troisième part ; ainsi l'on a -— = 3a; dou /•'= -•
Donc, la part du second est
3/7« 3a _, . ,.- ^ lan -- a ia -i : n ^ ia ^ * ), ou, simplifiant,
3° Ce qui reste, lorsqu'on a donné au premier a----i est exprimé par
r ou D'ailleurs, ce reste doit représenter la somme des
deux autres parts. On a donc
[n — I ) r inn — a San — in ^
d'où
San — in n 5an^ — icui
n — i n — i {n — ly
Ainsi, la première part est
5a?i'^ — lan 5 an — in
[n — iy i«— ïj
:) an — -la an- -—"ian — a
II' — m -T- i /r — 2« -r- i
On obtient donc enfin, pour le bien total,
- lan -^ a an^ -^3 an — n 3 a -i 1 -. — — 5
n — l II' — 2/i -h- I
OU, prenant n^ — in ~ \ pour dénominateur commun,
3fl(«' — in -;-i) -^ [lan-^ a'){n — i) -!- nn^ -+- 3 a/? — a
(*) Les deux points : employés ici marquent la division de ■ par n
{yoir n" 2).
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puis, effectuant les calculs et réduisant,
6 art' — ^an -h a _ a(6n^— 4^ + 0 n^— in-hi ~ [n — i)'
résultat obtenu ci-dessus.
Cette solution est d'ailleurs plus complète que la précédente, puisque l'on a obtenu en même temps, et le bien du père, et les expressions des trois parts.
49. Cinquième problème. — Un père ordonne par son testament que Vnîné de ses enfants aura sur son bien une somme «, plus la n'"'" partie du reste ; que le second aura une somme ia, plus la n""" partie de ce qui restera après qu^on aura retranché la première part et ia; cjue le troisième aura une somme 3«, plus la n'""" partie du nouveau reste; et ainsi de suite. On suppose d'ailleurs que tous les enfants soient également partagés. — On demande le bien du père, la part de chacun des enfants, et le nombre des enfants.
Ce problème a cela de remarquable, que son énoncé renferme plus de conditions qu'il n'en faut pour trouver les valeurs des inconnues.
Soit :r le bien du père, x — a exprime ce qui reste après qu'on a prélevé la somme a. Ainsi la part de l'aîné est
X — a an -\- X — 2 a-\ • ou 1 r* part.
Retranchant de x cette première part et 2<7, on obtient
an -^ X — a nx — Zan — x -\- a
X — la — ou )
dont la «'*'"* partie est
nx — 3<7rt — X -^ a n'
Ainsi la part du second enfant est
nx — 3(7// — X ^ a lari^ -; nx — "ian — x -^ a
la-: • ou ■ ■ :; , 2* part.
On pourrait former de la même manière les autres parts ; mais puisque toutes les parts doivent être égales, il suffit, pour former l'équation du problème, d'égaler les deux premières parts, ce qui donne l'équation
an -\- X — a lan^ -f- nx — Zan — x -^ a
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d'où l'on tire
X = nn"^ — •i.an -f- a.
Substituant cette valeur de x dans l'expression de la première part, on trouve
an -f- an' — "xan -\- a — n ou réduisant
oir — an
= an — a ~ a[n — i);
et comme toutes les parts doivent être égales, en divisant le bien total
par la première, on doit obtenir pour quotient le nombre des enfants;
• • an^ ~ lan -\- a ... , , , , ,
amsi, , ou /2 — I, désigne le nombre des enfants.
an — a i o
Bien du père, an^ — lan -i- <? ou <7 (« — i)*;
Part de l'aîné et de chaque enfant, a[n — \)\
Nombre total des enfants, /? — i .
Il reste maintenant à savoir si les autres conditions du problème sont satisfaites; c'est-à-dire si, lorsqu'on donne au second ia plus la //'''"' partie de ce qui reste, au troisième 3« plus la /z''""* partie de ce qui reste,. . ., la part de chaque enfant est en effet a{n — i).
Or la différence entre le bien du père et la première part étant
la part du second doit être
a[n —\y — a[7i — \\ — la ia[n — i)-r- ain—iV— ai n—i]
o.a-h— '- 5 '- ou — ^^ '- > '- ^^ ^5
ou réduisant
a(n — il-f-i7('« — I )^ ,. a{n — i){\-hn — i)
'■ 5 ou bien — ^ -^ j
ou bien enfin
De même, la différence entre a{n — i)^ et les deux premières parts étant o(« — i)^ — Q.a{n — i), la part du troisième doit être
a[n — i)^ — ia[n — i) — 3«
expression qui, étant réduite, devient encore évidemment
a[n — i) -h aln — iV ^ ■ , , \
-^ i 5 — — __'_, et, par conséquent, a(n — i).
ou
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En général, on aurait, pour la p'""" part,
a(n — I )" — [p — I ) "^ ( '^ ~ ï 1 — P'^ pa H j
pn[n — \^ -^ n[n — i)* — { p — \)n[ri — i"*
OU
— ^^ ^^ ^j OU bien a[n — \]
Donc, définitivement, toutes les conditions du problème sont remplies.
§ II. — DES ÉQUATIONS ET PROBLÈMES DU PREMIER DEGRÉ A DEUX OU PLUSIEURS INCONNUES.
bO. Quoique plusieurs questions résolues précédemment renfermassent dans leur énoncé plus d'une inconnue, nous sommes parvenus à leur résolution en employant un seul caractère. Cela tient à ce que, d'après les conditions de l'énoncé, nous pouvions facilement exprimer les autres inconnues au moyen de ce caractère ; mais il n'en est pas de même dans tous les problèmes où il y a plus d'une inconnue.
Pour savoir comment on doit s'y prendre pour résoudre ces sortes de problèmes, reprenons d'abord quelques-uns de ceux qui ont été déjà résolus à l'aide d'un seul caractère.
Trouver deux nombres dont on connaît la somme a et la différence h. — (C'est le problème n° 4.)
Désignons les deux nombres cherchés par x et y\ on a, d'après l'énoncé, les deux équations
Or, en principe , si, à deux nombres égaux A et B, on ajoute respectivement deux autres nombres égaux C et D, les résultats A h- C et B -f- D sont égaux; c'est-à-dire que, si l'on a les équations A = B et C = D, il en résulte A -i- C = B -h D.
De même, si de deux nombres égaux on retranche deux autres nombres «igaux, les restes sont encore égaux, c'est-à-dire que, des deux égalités A = B et C = D, on déduit encore A — C = B — D.
Appliquons ce principe aux deux équations du problème proposé.
On trouve, en les ajoutant
"xx =. a -V h^
et en retranchant la deuxième de la première
•xy ^~a — h.
Chacune de ces équations ne renfermant plus qu'une seule inconnue, on tire de la première,
et de la seconde,
En effet, on a
a -i~ b a — b "in a -^ b a — b ib
Soit encore repris le problème de l'ouvrier (47), en ne considérant que l'énoncé général.
Soient .rie nombre de jours de travail, et rie nombre de jours d'oisiveté : ax et by expriment respectivement la somme que l'ouvrier doit recevoir pour les jours de travail, et celle qu'on doit lui retenir pour les jours d'oisiveté.
On a donc les deux équations
X -^ y = n, ax — by = c
Or on sait (43) qu'il est permis de multiplier les deux membres d'unr équation par un même nombre, sans que l'égalité soit détruite ; ainsi, l'on peut multiplier les deux membres de la première équation par b, coefficient de j dans la seconde ; et il vient
bx -^ by = bn,
équation qui, combinée avec la seconde
ax ~ by = c,
bn
donne par addition
bx -f- ax = bn -h c; d'oii x -
Multipliant de même la première par <?, coefficient de x dans la seconde,
on a
ax -^ a y = a«,
équation qui, combinée avec la seconde
ax — by — f,
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donne par soustraction
, ,. , , on — c
[n~~b)y.^-an-~c, d ou j = -—- — .
L'introduction d'un caractère pour représenter chacune des inconnues dans les deux problèmes précédents offre, sur la solution qui a été donnée précédemment, l'avantage de faire connaître les deux nombres cherchés, indépendamment l'un de l'autre.
Elimination.
Soient maintenant les deux équations
qu'on peut regarder comme la traduction algébrique de l'énoncé d'un problème à deux inconnues.
Si, dans ces deux équations, l'une des inconnues était affectée du même coefficient, on pourrait, par une simple soustraction, former une nouvelle équation qui ne contiendrait plus que l'autre inconnue, et de laquelle on tirerait la valeur de cette inconnue.
Or si l'on multiplie les deux membres de la première équation par 9, coefficient de jdans la seconde, et les deux membres de la seconde par 7, coefficient de y dans la première, on obtient, par cette double multiplication,
ùfix — 63j = 387, 77 .r -T- 63j = 4^3,
équations qui peuvent être substituées aux deux premières, et dans lesquelles y est affecté du même coefficient. Retranchons donc la première de ces deux équations de la seconde, il
vient
Sax— 96, d'où x='i.
Pareillement, si l'on multiplie les deux membres de la première par 11, coefficient de x dans la seconde, et les deux membres de la seconde par 5, coefficient de x dans la première, on forme les deux nouvelles équations
j-jY = 473, 55.:r -f- 45j
qui peuvent être substituées aux deux équations proposées, et dans lesquelles le coefficient de x est le môme.
Retranchant donc la seconde de ces deux équations de la première, on trouve
827=128, d'où 7 = 4.
Ainsi, .r = 3 et 7 = 4 sont les deux valeurs de .r et de 7 propres à vé-
rifier l'énoncé de la question. En eflet, l'on a
L'opération qui vient dôtre exécutée, et au moyen de laquelle on obtient les valeurs des inconnues propres à satisfaire à des équations données, est connue sous le nom ù' élimination, parce qu'en effet elle consiste à chasser l'une des inconnues par des transformations permises que l'on exécute sur les équations proposées.
La méthode précédente a beaucoup d'analogie avec la réduction des fractions au même dénominateur; aussi est-elle, comme cette dernière opération, susceptible de quelques simplifications.
Soient, pour nouvel exemple, les deux équations
8ar — niy — 33, Ç)X -^ 35jr = 177.
Pour rendre les deux coefficients de y égaux, remarquons que ai et 35 ont un facteur commun 7 ; il suffit donc de multiplier la première équation par 5, et la seconde par 3 ; ce qui donne les deux nouvelles équations
4ojf — io5j' = i65, i8.r -I- io5_>' = 53i,
équations qui, ajoutées entre elles, donnent
58ar = 696, d'où X = 12.
Pareillement, les deux coefficients de x renferment le facteur com.rcun 2 ; ainsi, il suffit, pour rendre ces deux coefficients égaux, de multiplier la remière par 3 et la seconde par 4 ; ce qui donne
Retranchant la première équation de la deuxième, on trouve
2o3j = 609, d'oij j = 3.
N. B. — Il est très- important de reconnaître si les coefficients ont des facteurs communs, puisque, dans ce cas, on a des calculs plus simples à effectuer.
Soient, pour troisième exemple, les équations
IX -h
Jl faut d'abord faire disparaître les dénominateurs d'après la règle (44),
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et l'on obtient ainsi les deux équations
Sx — 48 -i- 6j -î- i2x = 96 — gr-i- 1, y — 3^-î-i2 = i — iix-i- 36, ou réduisant
10X -hi5y — i^5, gj: -t- j- = 25, ou bien
Multipliant par 3 la seconde équation, et retranchant du résultat la première, on trouve
23x = 46, d'où X = 2.
Mais on a d'ailleurs
r =25 — gx; donc y = q.5 — 9x2 = 7.
52. Considérons actuellement le cas de trois équations à trois inconnues.
Soient les équations
5x — 6y-h^z = i5, yjc -f- 4jr — 3s = i9, 2.x -h y -i-Qz = ^6.
Pour éliminer z entre les deux premières équations, il faut multiplier la première par 3 et la seconde par 4, puis ajouter les deux résultats (puisque les coefficients de z sont de signes contraires), ce qui donne pour
nouvelle équation
Multipliant la seconde équation par 2 (l'un des facteurs du coefficient de z dans la troisième), et ajoutant le résultat avec la troisième, on a
La question est donc ramenée à trouver d'abord les valeurs de ^et dey, propres à satisfaire à ces nouvelles équations.
Or, si l'on multiplie la première par 9, la second par 2, et qu'on ajoute les deux résultats, on trouve
4i9.r=i257, d'où l'on tire x = 3.
On pourrait, à l'aide des deux équations en x et y, déterminer y comme on a déterminé x ; mais on parvient plus simplement à la valeur de r, en observant que la dernière de ces équations devient, lorsqu'on y met pour x sa valeur
d'où l'on tire y
De même, la première des trois équations proposées devient^ lorsqu'on Mg. D. 5
y remplace x et j par leurs valeurs,
i5 — 24-i-42~i5, d'où z -- -- = 6.
En général, soit un nombre m d'équations à pareil nombre d'inconnues. Pour trouver les valeurs des inconnues, combinez successivement une quelconque des équations avec chacune des [m — i ) autres, de manière à éliminer la même inconnue. Vous obtenez ainsi [m — i) nouvelles équations renfermant [m — i ) inconnues, sur lesquelles vous opérez comme sur les équations proposées ; c'est-à-dire que vous éliminez une nouvelle inconnue en combinant l'une de ces nouvelles équations avec les [m — 2 ) autres, ce qui donne [m — 2 ) équations renfermant [m — 2 ) inconnues. Continuez cette suite d'opérations jusqu'à ce qu'enfin vous parveniez à une seule équation qui ne renferme plus qu'une inconnue, et de laquelle vous tirerez facilement la valeur de cette inconnue. Après quoi, remontant de proche en proche jusqu'à l'une des équations proposées, vous déterminez successivement les valeurs des autres inconnues.
53. La méthode d'élimination que nous venons d'exposer est connue sous le nom de méthode par addition et par soustraction, parce qu'en effet on parvient à chasser les inconnues par des additions et soustractions, après avoir toutefois préparé les équations de manière qu'une inconnue soit affectée du même coefEcient dans toutes les deux.
Il existe encore deux autres méthodes principales d'élimination. La première, appelée méthode par substitution, consiste à tirer de l'une des équations la valeur d'une inconnue, comme si les autres étaient déjà déterminées, et à substituer cette valeur dans les autres équatio;is, ce qui donne lieu à de nouvelles équations qui renferment une inconnue de moins, et sur lesquelles on opère comme sur les équations proposées.
La seconde, appelée méthode par comparaison, consiste à tirer les valeurs d'une même inconnue, de toutes les équations, et à égaler ces valeurs deux à deux ; ce qui donne nécessairement lieu à de nouvelles équations renfermant une inconnue de moins, sur lesquelles on opère comme sur les équations proposées.
Mais ces deux méthodes ont un inconvénient que n'offre pas la méthode par addition et soustraction, c'est de donner lieu à de nouvelles équations renfermant des dénominateurs qu'il faut ensuite faire disparaître. On emploie toutefois avec avantage la méthode par substitution, toutes les fois que l'une des inconnues a un coefficient égal à l'unité dans l'une des équations, parce qu'alors l'inconvénient dont nous venons de parler n'a plus lieu. Nous aurons quelquefois occasion de l'employer. Mais, en général, la méthode par addition et soustraction est préférable ; elle présente d ail-
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leurs cet autre avantage, que, si les coefficients ne sont pas trop grands, on peut faire l'addition ou la soustraction en même temps que la multiplication qui tend à rendre les coefficients égaux.
M. Il arrive souvent que les équations proposées ne renferment pas toutes les inconnues à la fois. Dans ce cas, avec un peu d'adresse, l'élimination se fait très-promptement.
Soient les quatre équations à quatre inconnues :
(1) 2^— 3j + 2Zr=l3,
(3) 4j-;-2zi^i4,
En jetant les yeux sur ces équations, on voit que l'élimination de z entre les équations ( i ) et ( 3 ) donnera une équation en x et j ; et si l'on élimine u entre les équations (2) et ( 4), on obtiendra une seconde équation entre x et j; ces deux dernières inconnues peuvent donc être déterminées aisément. D'abord, l'élimination de z entre (i) et (3) donne
7j ~ IX = i;
celle de u entre (2) et (4) donne
2oj-|-6x = 38.
Multiplions la première de ces deux équations par 3, et ajoutons; il vient
4ij=--4i, d'oîi jr=i.
Substituant cette valeur dans yj~ix — i^ on trouve
Reportons la valeur de .r dans l'équation (2) ; il en résulte
4 k — 6 — 3o, d'où « = 9.
Enfin, la substitution de la valeur dej- dans l'équation (3) donne
Nous proposons pour exercice les cinq équations suivantes :
yx — 2z -i- 3 k :- 17,
4/ — 2Z -h f = II,
68 CUAPITRE II.
qui donnent, pour les valeurs des inconnues,
5o. Dans tout ce qui précède, nous avons supposé le nombre des équations égal au nombre des caractères employés pour désigner les inconnues. Il doit en être ainsi de tout problème à plusieurs inconnues, pour qu'il soit déterminé, c'est-à-dire pour qu'il n'admette pas une inûnilé de solutions.
En effet, supposons, par exemple, qu'un problème à deux inconnues x,/ conduise à l'équation unique Sx — 3j = 12 ; on en déduit
Or, si l'on fait successivement
il en résulte
et tous les systèmes de valeurs
mis pour x et y dans l'équation, y satisfont également.
Si l'on avait deux équations à trois inconnues, on pourrait d'abord éliminer l'une des inconnues à l'aide des équations proposées, et l'on parviendrait ainsi à une équation qui, renfermant deux inconnues, pourrait être satisfaite par une infinité de systèmes de valeurs prises pour c^s inconnues ; d'où l'on déduirait également une infinité de valeurs pour la troisième inconnue. Donc, en général, pour qu'un problème soit déterminé, il faut que son énoncé renferme un nombre de conditions différentes, au moins égal à celui des inconnues, et que ces conditions puissent être exprimées chacune par une équation. Au reste, nous retiendrons plus loin sur les questions qui donnent lieu à un nombre d'équations essentiellement différentes, moindre que celui des inconnues.
S6. Passons à la résolution de nouveaux problèmes à deux ou un plus grand nombre d'inconnues.
Sixième problème. — Une personne possède un capital de "io 000 francs qiûelle fait valoir à un certain intérêt ; mais elle doit une somme de 2.0000 francs dont elle paye un certain intérêt différent du premier: l'intérêt qu'elle retire surpasse celui qic'elle paye de 800 francs. Une seconde personne possède 35 000 francs qu'elle fait valoir au second taux
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d'intérêt; mais elle doit une somme de 24000 francs dont elle paye l'intérêt d' apr-ès le premier faux; l'intérêt qu'elle retire surpasse celui qu'elle paye de 3io francs. — On demande les deux taux d'intérêt.
Solution. — Soient x et y les deux taux d'intérêt pour loo francs. Pour obtenir l'intérêt de 3oooo francs au taux désigné par x, il faut établir la
proportion
3oooo^ „
100 '. X :: 3oooo : ou 6oox.
On obtiendra de même, pour l'intérêt de 20000 francs, au taux désigné
par y, — ou 2oojr. Mais, d après 1 énoncé, 1 excès du premier intérêt
sur le second est égal à 800 francs. On a donc pour première équation du
problème
Boox — 200 j' = 800.
En traduisant algébriquement la seconde condition du problème, on parviendrait à la nouvelle équation
35or — 240^ = 3io.
Slaintenant, les deux membres de la première équation étant divisibles par 100, et ceux de la seconde par 10, on peut remplacer les deux équations par celles-ci :
Pour éliminer x^ multiplions la première équation par 8, et ajoutons; il vient
197=95, d'oià J=5.
Remplaçant j par sa valeur dans la première équation, on trouve
3x — 10 = 8, d'où X — 6,
Ainsi, le premier taux est 6 pour 100, et le second 5. En effet, 3oooo francs placés à 6 pour 100 donnent
3oo X 6 ou 1 800 fr,, 3oooo francs placés à 5 pour 100 donnent
200 X 5 ou 1 000 fr., et l'on a
On vérifierait de même la seconde condition.
57. Voici les énoncés de nouveaux problèmes à une et a plusieurs inconnues, sur lesquels nous engageons les commençants à s'exercer.
Septième problème. — Un ouvrier peut faire un certain ouvrage exprimé par «, dans un temps exprimé par b ; un second ouvrier, l'ouvrage c dans un temps d; un troisième, l'ouvrage e dans un temps f. — On demande quel temps il faut aux trois ouvriers, travaillant ensemble, pour faire l'ouvrage g1
Réponse.
bdfg adf -\- bcf-+- bde
(On peut prendre, pour fixer les idées, le mètre pour unité d'ouvrage, et le jour pour unité de temps.)
Application : a = 27™, b = ^'; c = 35"», d=6i; e= 40'°, f = i^' ; g = 191" ; on doit trouver x ~ I2^
Huitième problème. — On a de l'eau de mer qui, sur Sa kilogrammes, contient 1 /kilogramme de sel. — Combien faut-il ajouter d'eau douce à ces 32 /diagrammes pour que, sur 3% /ilogrammes du nouveau mélange, la
quantité de sel soit réduite à -de Ailogramme. [Rép. iii, kil.)
Neua'ième problème. — Une montre marque midi. — On demande combien de fois les aiguilles des /leures et des minutes se rencontreront depuis midi jusqu'à minuit, et à quelle /leure se fera c/iaque rencontre.
[Rép. Nombre des rencontres, 11; i" rencontre, à i^S^yt] 1^ rencontre, à a^io"!! , 3% à S'-iG"-^:. ..; 10% « io''54'"fi-; ii% à minuit.)
Dixième problème. — Un nombre est composé de trois c/ùffrcs. La somme des c/iiffres est ii] le c/iffre des unités est double de celui des centaines; et quand on ajoute 297 à ce nombre, on obtient une somme qui est le nombre renversé. — Quel est le nombre qui jouit de cette propriété?
(Rép. 326.)
Onzième problème. — Une personne qui possède 100000 francs les fait valoir, une partie à 5 pour 100 et l'autre partie à 4 pour 100; elle retire pour le tout 4640 francs d'intérêt. — On demande les deux parties.
[Rép. 64000 francs et 36ooo francs.)
Douzième problème. — Une personne possède un certain capital qu elle fait valoir à un certain intérêt. Une autre personne qui possède i o 000 francs de plus que la première, et qui fait vcdoir son bien de i pour 100 plus avantageusement rpC elle, a un revenu plus grand de Zoo francs. Une troisième personne qui possède 1 5 000 francs de plus que la première, et qui fait valoir son bien de 2 pour 100 plus avantageusement qu'elle, a un re-
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venu plus grand de i 5oo francs. — On demande les biens des trois personnes et les trois taux d' intérêt.
(Somme placées Soooo'''' 40000'"^ 45000*^'
Taux d'intérêt 4 5 6.)
§ III. — Problèmes qui donnent lieu a des résultats négatifs. —
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58. L'emploi des signes algébriques pour résoudre les problèmes donne souvent lieu à des circonstances singulières qui embarrassent au premier abord ; mais, en y réfléchissant, on parvient à les expliquer, et même à en tirer parti pour généraliser encore davantage la langue algébrique.
Proposons-nous cette première question : Trouver un nombre qui, ajouté au nombre b, donne pour somme le nombre a.
■Solution. — Soit .r le nombre cherché; on a évidemment, pour équation,
b -^ X '- a^ d'où X ^^ a — b.
Cette expression ou formule donnera la valeur de x dans tous les cas particuliers du problème proposé.
Soit, par exemple, a -- 47, i = 29; il vient j: = 47 — 29 = 18.
Soit encore a -- 24, ^ -- 3i ; il vient x = 24 — 3i.
Comme 3i est égal à 24 -i- 7, cette expression de x peut se mettre sous la forme x = 24 — 24 — 7, ou réduisant, x = — y. Cette valeur obtenue pour X est ce qu'on appelle une solution négative. Mais comment l'interpréter.
En remontant à l'énoncé du problème , on voit qu'il est impossible que 3i augmenté d'un autre nombre donne pour somme 24, nombre plus petit que 3i. Ainsi, aucun nombre ne peut vérifier l'énoncé dans ce cas particulier. Cependant si, dans l'équation du problème, Si -hjt = 24, on met à la place du terme -f- jr la valeur négative — 7, il vient Si — 7 = 24, équation exacte qui veut dire que le nombre Si diminué de 7 donne pour différence 24.
Ln solution négative., .r = — 7, indique donc l'impossibilité de satisfaire à l'énoncé du problème dans le sens où il a été établi ; mais en considérant cette solution indépendamment de son signe, c'est-à-dire supposant r =: 7, on voit qu'elle satisfait à l'énoncé modifié ainsi : Trouver un nombre qui, retranché de Si, donne pour différence i/\, énoncé qui diffère du premier, Trouver un nombre qui, ajouté « 3i, donne pour somme 24 , en ce point seulement que le mot ajouter se trouve remplacé par le mot retrancher, et le mot somme par le mot différence.
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Si l'on veut résoudre la nouvelle question directement , il n'y a qu'à poser l'équation
Si — x — 2^', d'où 3i — 24 = j:, ou or = 7.
Soit encore proposé ce problème : Un père a un nombre a (Vannées; son fils en a un nombre b. — On demande dans combien d'années l'âge du fils sera le quart de celui du père.
Solution.
Désignons par x le nombre d'années cherché ; a'-4- x e\,h-\-x expriment
respectivement les âges du père et du fils au bout de ce nombre d'années,
ainsi l'on a l'équation
, a -^ X ,, , a — ib
b -^ X — — ; — ; d ou X ~ — - — - • 4 0
Supposons a = 54, ^ = 9 ; il vient
En effet, le père ayant actuellement 54 ans et le fils 9, dans 6 ans le père aura 60 ans et son fils i5 ; or i5 est égal au quart de 60 ; donc x—Ç> satisfait à l'énoncé.
Actuellement, supposons « = 45, Z» — i5; il vient
On réduit cette expression à j; = — 5, en effectuant autant que possible la soustraction indiquée par 45 — 60, ce qui donne — i5, et divisant — i5 par 3, d'après la règle établie (23) pour la division algébrique. Mais comment interpréter la solution négative x = — 5?
Remontons à l'équation du problème , qui , dans le cas particulier que
nous considérons, est i5 h- a: = — - — '- • Elle renferme une contradiction
45 X manifeste; car le second membre revient à -7- h--; et chacune de ces
deux parties est plus petite que chacune des deux parties du premier membre. Mais si l'on remplace dans l'équation, x -+- par — 5, il vient
i5 — 5 = — -, — 5 ou 10 = —-)
équation exacte qui veut dire que si, au lieu d'ajouter un certain nombre d'années aux deux âges, on en retranche 5 ans, l'âge du fils sera le quart
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de celui du père. Ainsi, la solution que l'on vient de trouver, étant considérée indépendamment de son signe , satisfait à ce nouvel énoncé : Un père «45 ans , son fils en a i5. — On demande à que/le époque l'âge du fils a été le quart de celui du père. L'équation de ce nouvel énoncé serait
i:} — X — , d ou Ion tirerait Ç>o — \x = ^^~x. et .r — 5.
On voit en effet, pour peu qu'on réfléchisse sur l'énoncé du problème,
que le rapport de l'âge du fils à celui du père étant actuellement -^ i
ou -Ti l'âge du fils ne peut plus devenir le quart de celui du père; mais il
l'a été précédemment, parce que, comme on l'a prouvé (G) d'une manière générale, si l'on ajoute aux deux termes d'une fraction un môme nombre, ia fraction augmente toujours de valeur. Au contraire , elle diminue de valeur quand on retranche un même nombre de chacun de ses deux termes.
59. En nous laissant conduire par l'analogie , nous pouvons établir ce principe général :
i*^ Toute valeur négative trouvée pour l'inconnue d'un problème au premier degré indique un vice dans le sens des conditions de l'énoncé, ou, du moins, dans l'équation qui en est la traduction algébrique. { F'oj-ez la remarque du n° 60.)
2° Cette valeur, abstraction faite de son signe, peut être regardée comme la réponse à un problème dont l'énoncé ne diffère de celui du problème proposé qu'en ce que certaines cjuantités, d'additives qu'elles étaient, sont devenues soustractives , et réciproquement.
Démonstration. — La première partie de ce principe est facile à démontrer. En effet, si Ion trouve pour x une valeur négative, cela provient nécessairement de ce que, par la nature même de l'équation établie, on a été conduit à soustraire un nombre plus grand d'un nombre plus petit, opération inexécutable. C'est ainsi que les valeurs .r=^ — 7,x=— 5 sont provenues {o%) des équations
Or si aucun nombre absolu (*) mis pour x ne peut vérifier l'équation à
(*) On appelle nombre absolu tout nombre considéré indépendamment du signe de l'addition ou de la soustraction.
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laquelle on est parvenu en exécutant sur celle du problème les transformations indiquées (43, 41), il faut que cette première équation ne puisse elle-même être vérifiée dans le sens où elle a été formée; car l'exactitude de ces transformations est bien constatée pour toute équation susceptible d'être vérifiée par un nombre absolu qu'on y mettrait pour l'inconnue.
Souvent l'impossibilité de résoudre la question ou l'équation , dans le sens où elle a été établie, est évidente à la seule inspection, soit de l'énoncé, soit de réquation : les deux problèmes précédents en sont des exemples. D'autres fois, cette impossibilité est difficile à découvrir; mais la suite des calculs finit toujours par la mettre dans tout son jour.
Passons à la seconde partie du principe.
Observons d'abord que si, dans l'équation, l'on remplace x par — x, tous les termes renfermant .r, s'ils sont additifs, deviendront soustractifs, et réciproquement; car si l'on a, par exemple, le terme h- ox, en mettant — .r à la place de x, il deviendra -h « x — ar, ou — ax. De même, si l'on si l'on a le terme ~ bx, il deviendra — 6 x — ^, ou -+- bx. Ainsi, en traduisant en langage ordinaire la nouvelle équation, on aura nécessairement un nouvel énoncé qui ne différera du premier qu'en ce que certaines quantités, d'additives qu'elles étaient, seront devenues soustractives, et réciproquement.
Il reste à faire voir maintenant que la substitution de — x à la place de X dans l'équation donne lieu au résultat a: ~ /?, si l'on avait d'abord obtenu x ~ ~ p [p est ici regardé comme un nombre absolu).
Or, quelle que soit l'équation primitive du problème, on peut toujours, par des transformations connues, la supposer ramenée à la forme ax = — b {a et b étant des nombres absolus).
De cette équation, l'on tire
X —- , ou X =. , ou bien enfin x = — p.
p exprimant le nombre absolu -• Mais si l'on met — jr à la place de x
dans l'équation primitive, on parviendra, en opérant sur la nouvelle équation comme sur la première, à l'équation
— ax — — b: d'où x =z , ou x — -•, ou enfin x — p.
(*) L'énoncé du principe précédent et une partie de la démonstration sont extraits de l'ouvrage intitulé : Réflexions sur la métaphjsique du Calcul infinitésimal, 4^ édition, par Caunot. (Paris, Gautliier-Villars ; iS6o. Prix: l\ fr.)
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On voit, par ce qui précède, dé cpielle manière on doit interpréter les solutions négatives. Elles peuvent être regardées, abstraction faite de leur signe, comme des réponses, non aux questions telles qu'elles ont été établies, mais à des questions de même nature, dont certaines conditions ont été modifiées; et, pour obtenir le nouvel énoncé, le moyen le plus sûr est de remonter à V équation du problème, d'y changer x en — x, puis de traduire en langage ordinaire la nouvelle équation. [Voyez le n° 71 pour la démonstration du même principe , dans les équations du premier degré à plusieurs inconnues. )
GO. Remarque. — Le principe qu'on vient d'établir n'est rigoureusement \Tai que pour les équations, et il ne l'est pas toujours pour les énoncés des problèmes, c'est-à-dire que tel problème peut avoir un énoncé exact, lors même qu'en résolvant l'équation établie on parvient à une valeur négative. Cela tient à ce que l'algébriste, dans l'application de ses méthodes à la résolution dun problème, prend souvent certaines conditions dans un sens opposé à celui où elles devraient être prises ; et, dans ce cas, la solution négative qu'il obtient redresse le point de vue sous lequel il a envisagé ces conditions. Ainsi, l'équation est vicieuse, quoique le problème soit susceptible d'être résolu ; et ce n'est que lorsque l'équation est la traduction fidèle de l'énoncé et du sens de toutes ses conditions , que le principe est applicable aux énoncés. Xous en verrons des exemples par la suite ; mais c'est principalement dans les applications de l'Algèbre aux questions de la Géométrie que le principe est applicable aux équations plus qu'aux énoncés eux-mêmes.
Au reste, pour peu qu'on réfléchisse sur la démonstration qui en a été donnée, on verra que les raisonnements portent plutôt sur les équations que sur les énoncés dont ces équations sont regardées comme la traduction algébrique.
61. Dans la démonstration précédente, on a été conduit à multiplier — a par — JT, à diviser —b par — a, — b par —a; et l'on est parvenu aux résultats en appliquant aux monômes les règles des signes établies pour la multiplication et la division des polynômes. Il peut paraître, au premier abord, nécessaire de démontrer ces règles par rapport aux monômes isolés; et c'est en effet ce que font presque tous les auteurs, ^fais les démonstrations qu'ils en donnent n'ont que l'apparence de l'exactitude, ou laissent beaucoup de vague dans l'esprit. Nous dirons donc que Von a étendu aicx quantités monômes les règles des signes établies et démontrées pour les polynômes , afin de donner une interprétation aux résultats singuliers que fournit V Algèbre. En n^ admettant point cette extension, on se priverait d'un des principaux avantages de la langue
algébrique, lequel consiste à embrasser dans une seule et même formule les solutions de plusieurs questions de ntcine nature, mais dont les énoncés diffèrent par le sens de certaines conditions, c'est-à-dire en ce que certaines quantités sont additices dans les uns et soustractives dans les autres, et réciproquement. "
L'extension aux quantités monômes, des règles établies pour les polynômes, peut toutefois être motivée par les considérations suivantes :
La démonstration exposée (17), pour la multiplication d'un binôme a— b par un binôme c — d, suppose évidemment « > 6 et c > d. Si le contraire a lieu, ces raisonnements n'offrent plus à l'esprit aucun sens rigoureux; et cependant la règle des signes une fois établie, on ne songe pas à la révoquer en doute, quels que soient les rapports de grandeur de a, è, c, d.
Cela posé, le produit ùq a — b par c éiant ac — bc, il s'ensuit que le produit d'une expression négative a — b [a étant <C b) par une quantité positive c est négatif.
De même, le produit de b par c — d étant bc — bd, il en résulte que le produit cVune quantité positive b par une expression négative c — d (c étant < ^) est négatif.
Enfin, le produit (S.Q a — b par c — d étant, comme on l'a dit,
ac — bc — ad h- bd^
expression qui peut se mettre sous la forme
bd — ad — bc ~[- ac^ ou d{b — a) — c{b — a)^
si l'on suppose d^ c, et b^ a ou. b — a positif, il en résulte nécessairement
d[b — a)':> c{b — a), et par conséquent d[b — a) — c{b — a]
positif. Donc le produit d'une expression négative a — b par une expression négative c — d [a étant < i et c < 6?) est positif.
C'est d'ailleurs là ce qui constitue l'un des caractères distinctifs de l'Algèbre. En Arithmétique comme en Géométrie, les raisonnements portent toujours sur des êtres réels que l'esprit peut saisir, tandis qu'eu Algèbre on raisonne et l'on opère le plus souvent sur des êtres imaginaires, ou sur des symboles présentant des opérations inexécutables ; mais l'exactitude des résultats qu'on obtient par ce moyen, et auxquels on parviendrait également par des procédés plus rigoureux, mais beaucoup plus longs, justifie suffisamment la marche qu'on a suivie.
G2. Comme les règles des signes relatives aux monômes sont d'un usage
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continuel en Algèbre, il est à propos d'en présenter ici l'ensemble. D'ailleurs, nous en verrons dériver de nouvelles expressions propres au langage algébrique.
Commençons par l'addition et la soustraction.
Pour ajouter -h b ou —b avec une quantité exprimée par ^, il faut écrire a^ b ou a — è, c'est-à-dire écrire les deux monômes l'un à la suite de l'autre avec leurs signes respectifs. [Voyez n° 13.)
Pour soustraire -i- i ou — i de <?, il faut écrire a — b o\x a -r- b^ c'està-dire changer le signe du monôme à soustraire, et l'écrire avec son nouveau signe à la suite de celui dont il faut soustraire. [P'ojez n° M.)
Quant à la multiplication et à la division
— ax ^ b on — a>i — b donne pour produit -^ ab ]
— a X -r- b ou -i- a X — b donne pour produit — ab )
-T- a : -r- b ou — a : — b donne pour quotient -r- -r 1
— a : -^ b ou -^a : — b donne pour quotient — j \
Ces règles donnent lieu à quelques remarques importantes : 1° En Algèbre, le mot ajouter Qi\Q moi somme ne doivent pas toujours, comme en Arithmétique, entraîner avec eux l'idée d'augmentation; car le résultat « — è, de l'addition de — ^ avec <?, est, à proprement parler, une différence entre le nombre d'unités exprimé par a et le nombre d'unités exprimé par b ; par conséquent, ce résultat est moindre que a. Pour distinguer cette espèce de somme d'une somme arithmétique, on lui donne le nom de somme algébrique. Ainsi, un polynôme tel que
2a' — 3«^6 -t- Zabc — "xcrc
est une somme algébrique, en tant qu'on le regarde comme le résultat de la réunion des monômes ia^^ — Za'^b, h- ^abc^ — ia-c, avec leurs signes respectifs ; et son acception propre est la différence arithmétique entre la somme des unités contenues dans les termes soustractifs.
Il résulte de là qu'une somme algébrique peut, dans les applications, se réduire à un nombre, positif ou négatif, moindre en valeur absolue que chacun des nombres qui constituent cette somme.
2° Le mot soustraire et le mot différence n'offrent pas toujours l'idée de diminution ; car la différence entre -^ a &t — b étant a-h b, surpasse le nombre a ; c'est une différence algébrique, parce que le résultat peut être mis sous la forme a ~ { — b).
Au moyen de ces dénominations, les valeurs négatives peuvent être regardées comme des réponses aux questions. Par exemple, dans l'équation
3i -j-.r -- 24, le résultat .r -- — 7 indique qu'il faut ajouter — 7 à 3i
pour obtenir 24 ; et en effet, 3i -f- ( — 7), ou 3i — 7, est égal à 24.
Pareillement, dans l'équation i5 -h x — — -r-^j le résultat a: — — 5
indique qu'il f;mt ajouter — 5 aux deux âges, pour que l'âge du fils soit le quart de celui du père. En effet, on a
i5-l- ( — 5) ou i5 — 5 =
- ïo
45 +- ( - 5) ou 45 — 5 -
63. La nécessité d'employer les expressions négatives dans les calculs algébriques, et de les soumettre aux mêmes opérations que les quantités absolues, a conduit les algébristes à deux autres proposition?, qui seront par la suite d'un usage très-fréquent. En voici l'énoncé : Toute quantité négative — a est plus petite que o ; et de deux quantités négatives, la plus petite est celle dont la valeur absolue est la plus grande.
Ainsi, a étant numériquement plus grand que b, on a
— fl < o et — a <C — b.
Pour nous rendre compte de ces deux propositions, observons qu'en général, si d'un même nombre on retranche une suite de nombres de plus en plus grands, les restes doivent être de plus en plus petits. Cela posé, prenons au hasard un nombre entier, 6 par exemple, et de ce nombre retranchons successivement 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,. . .; on trouve, en écrivant les différences sur une même ligne,
ou réduisant,
D'où l'on voit que — i doit être regardé comme plus petit que o, puisque celui-ci exprime l'excès de 6 sur lui-même, tandis que — i exprime l'excès de 6 sur un nombre plus grand.
Par la môme raison, — i est plus grand que — 2,-3 est plus grand que — 4, quoique les valeurs numériques des premières expressions soient moindres que celles des dernières.
Autrement. — Dès que, pour interpréter tous les résultats singuliers que fournit la résolution algébrique d'une question, l'on est convenu de considérer les expressions négatives comme des quantités, il faut qu'en les soumettant aux mêmes opérations que les nombres absolus, on puisse parvenir à des résultats exacts. Or on peut regarder comme un axiome, que, si un nombre a est plus grand qu'un autre b, et que l'on ajoute à
chacun un même nombre f/, le premier résultat, a -;- r/, est plus grand que le second, b -r- d.
Cela posé, en admettant les inégalités o > — «, et — « > — (« -t- m) [a et m sont ici des nombres absolus), si l'on ajoute aux deux membres de chacune d'elles a -;- w, on trouve
a ~r m > m et m > o,
ce qui est exact. Au contraire, si l'on posait
o < — a et — « <; — (« -I- m),
il en résulterait
a -!- m < w et w < o,
ce qui serait absurde.
En général, on doit admettre les deux propositions précédentes si l'on veut pouvoir opérer sur les expressions négatives comme sur les quantités absolues. Ces propositions sont, au reste, une espèce de locution algébrique analogue à celles dont nous nous servons souvent dans le langage ordinaire. Nous disons tous les jours : Telle personne a moins que rien, pour exprimer qu'elle doit plus qu'elle ne possède; et de deux personnes qui, ayant la même fortune, doivent plus qu'elles ne possèdent : La plus riche est celle c^d doit le moins.
Discussion des problèmes du premier degré à deux ou plusieurs inconnues.
Gi. Lorsqu'on a résolu un problème généralement, c'est-à-dire en représentant les données par des lettres, on peut se proposer de déterminer ce que deviennent les valeurs des inconnues, pour des hj-pothèses particulières faites sur les données. La détermination de ces différentes valeurs et l'interprétation des résultats singuliers auxquels on parvient forment ce qu'on appelle la discussion du problème.
Voici une question dont la discussion offre à peu près toutes les circonstances qui se rencontrent dans les problèmes du premier degré :
Treizième problème. — Deux courriers partent en même temps ae deux points différents A et B, d'une même ligne AR, et se dirigent dans le même sens AB. Le courrier qui part du point A. fait m kilomètres par heure, et le courrier qui part du point B en fait n. — On demande à quelles distances des points A e/ B les deux courriers se rencontreront.
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Solution. — Soit R le point de rencontre ; appelons x et y les distances inconnues AR et BR, exprimées en kilomètres, et n la distance AB qui sépare les deux courriers au moment de leur départ. On a évidemment, pour première équation,
Mais m Gt n exprimant les nombres de kilomètres faits par heure (ce sont les vitesses respectives des deux courriers), il s'ensuit que les temps
jc y
employés pour parcourir les espaces x et j sont marqués par — et -;
d'ailleurs, ces deux temps sont égaux. Ainsi, l'on a, pour seconde équation du problème,
m n ou bien
( 2 ) nx — my — o .
Combinant les équations (i) et (2) entre elles, d'après les méthodes connues d'élimination, on obtient
valeurs qu'il est aisé de vérifier.
Discussion. — Tant que l'on supposera m > «, d'où m ~ n^ o, ou positif, CCS valeurs seront positives, et le problème sera résolu dans le sens propre de son énoncé. En effet, si le courrier A est supposé aller plus vite que le courrier B, on conçoit qu'à chaque instant il gagne du chemin sur celui-ci ; l'intervalle qui les séparait d'abord diminue de plus en plus, jusqu'à ce qu'enfin il s'anéantisse tout à fait; et alors les deux courriers doivent se trouver au même point de la ligne qu'ils parcourent.
Mais si l'on suppose »?<//, é'où ni — n<.o ou négatif, les valeurs sont à la fois négatives et deviennent
Pour interpréter ces résultats, observons qu'il est impossible que les deux courriers se rencontrent s'ils sont partis en même temps des points A et B, comme on l'a supposé, l'intervalle qui les séparait ne faisant qu'augmenter à chaque instant. Mais cette condition de leur départ simultané, n'étant pas de nature à être exprimée algébriquement, n'entre pour rien dans les équations du problème, qui sont restées tout à fait indépen-
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dantes de cette restriction. Si donc on suppose que les courriers, parvenus en même temps, l'un au point A, l'autre au point B, se meuvent déjà depuis un temps indéfini sur la ligne et dans le sens AB, alors il est clair qu'ils auront dû se rencontrer antérieurement en un point R' du prolongement de BA, qui est précisément celui que déterminent les valeurs de x et de j. En effet, si l'on met le problème en équation d'après la nouvelle hypothèse, ce qui revient à changer les signes de ^ et j dans les deux équations, conformément au principe établi (S9), on obtient
équations qui, résolues, donnent am
Il — iii n — m
Ces valeurs vérifient le nouvel énoncé, dans lequel on suppose que les
courriers se sont déjà rencontrés avant d'être parvenus aux points A et B.
Soit maintenant m = «, d'où m ~n — o\ les valeurs générales se ré-
am an
duisent ^ x — — ; r = — o o
Comment interpréter ces nouveaux résultats?
En remontant d'abord à l'énoncé, on voit qu'il y a impossibilité absolue d'y satisfaire, c'est-à-dire qu'il ne peut exister de point de rencontre; car les deux courriers étant à un intervalle a l'un de l'autre, et allant également vite, doivent toujours conserver entre eux la même distance. On
peut donc regarder le résultat — comme un nouveau signe d'impossibilité. En effet, si l'on reprend les équations du problème, elles deviennent, dans le cas de m = n,
X y X — Y = a, — = — , ou X — y = a, x — y=o, mm j 1 j y
équations évidemment incompatibles.
Cependant les algébristes regardent les résultats x= — , y — —,
comme formant une espèce de valeur à laquelle ils donnent le nom de
valeur infinie. En voici la raison.
Lorsque la différence m — n, sans être tout à fait nulle, est supposée?
très-petite, les deux résultats ? • sont très-grands.
Soit, par exemple,
>n — « = o,oi, m =3; d'où « = 3 — 0,01 = 2,99. Alg. B. 6
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Il vient
(lin 3 rt -
an
in — n o,oi
Soit encore
d'où /
il en résulte
tiin = Soooort. —
an
En un mot, tant que la différence des deux vitesses n'est pas nulle, les deux courriers se rencontrent; mais les distances du point de rencontre aux deux points de départ deviennent de plus en plus grandes à mesure que cette différence diminue. Donc,« Von suppose cette différence moindre
au aucune srandeur donnée, les distances • , sont plus
■' ° VI — n m — n
grandes qu'aucune quantité donnée, ou infinies. On dit alors, pour abréger, que si m — n =: o, les valeurs qui en résultent,
nm nn
o *^ o sont infinies.
Comme o est moindre que toute grandeur absolue, il s'ensuit que l'on peut prendre ce caractère pour désigner le dernier état d'une grandeur qui peut décroître autant que l'on veut. De même, comme un nombre fractionnaire est d'autant plus grand que son numérateur est plus grand par rapport à son dénominateur, il s'ensuit qu'une expression telle que
- (A étant un nombre absolu quelconque) est très-propre à exprimer une
quantité infinie, c'est-à-dire une quantité plus grande qu'aucune quantité assignable.
L'infini s'exprime encore par un /luit couché oc ; et, par conséquent, une quantité moindre qu'aucune grandeur donnée, ou o, peut aussi s'ex-
primer par — j car une fraction est d'autant plus petite que son déno-
minateur est plus grand par rapport à son numérateur. Ainsi o et — sont
des symboles synonymes ; il en est de môme de - et oo •
Nous avons insisté sur ces dernières notions, parce qu'il y a des questions d'une nature telle, que Y infini peut être regardé comme une véritable réponse à l'énoncé. On en voit des exemples fréquents dans Vapplication de V Algèbre aux questions de Géométrie.
En résumant ce que nous venons de dire, dans le cas de m .- «, on voit qu'il n'y a pas, à proprement parler, de solution du problème, en nombres finis et déterminés ; mais on trouve des valeurs infinies pour les inconnues.
Si, à l'hypothèse m = «, on ajoute celle-ci, a ~ o, les deux valeurs deviennent
■Quel sens doit-on attacher à ce nouveau résultat?
Reprenons l'énoncé et observons que, si les deux courriers partent du même point et vont également vite, ils doivent être toujours ensemble, et, par conséquent, se rencontrer en tous les points de la ligne qu'ils parcourent. Et, en effet, les équations deviennent, dans la double hypothèse de m = n, a = o,
X y x — r=o, = o, ou X — r=o, x — r = o,
équations qui rentrent l'une dans l'autre. Ainsi la question est tout à fait indéterminée (oo), puisqu'on n'a réellement qu'une équation entre deux inconnues.
L'expression - est donc, dans ce cas, le symbole d'une indétermination
dans l'énoncé.
Si les deux courriers ne vont pas également vite, c'est-à-dire que l'on ait m > ou < «, mais qu'on suppose a — o, on trouve pour valeurs a; = o, jr = o.
En effet, les courriers, partant du même point, et ayant des vitesses différentes, ne peuvent évidemment se trouver ensemble qu'au point de leur départ.
Les hypothèses précédentes sont les seules qui conduisent à des résultats remarquables. Elles suffisent d'ailleurs pour faire voir aux commençants de quelle manière l'Algèbre répond à toutes les circonstances de l'énoncé d'un problème.
Nous généraliserons bientôt la discussion précédente; mais auparavant nous ferons une remarque de la plus grande importance dans les applications algébriques.
6b. Lorsqu'un problème a été résolu généralement, on peut, au moyen des formules ou valeurs trouvées pour les inconnues , obtenir par de simples changements de signe, celles qui conviennent à de nouveaux problèmes généraux dont les énoncés ne diffèrent de celui du problème pro-
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posé que par lo sens de certaines quantités qui, d'additives qu'elles étaient, sont devenues souslractives, et réciproquement.
Prenons pour exemple le problème de l'ouvrier, résolu (47). En supposant que l'ouvrier reçoive pour son décompte une somme c, on a les équations
, ,, , bn -h r an — c
X -v Y = n, ax—bY=c, a ou x=- —, y— r
Mais si l'on suppose au contraire que, tout décompte fait, l'ouvrier, au lieu de recevoir, doive une somme c, les équations seront alors
x^y=n^ by — ax — c^ ou x -i- y — n, ax — by — — c
(on a changé les signes de la seconde équation).
Or il est visible que, sans résoudre de nouveau ces équations, on peut obtenir sur-le-champ les valeurs de x et de j qui leur correspondent, en changeant simplement le signe de c dans les valeurs précédentes, ce qui
donne
hn — c an -^ c
Afin de le prouver rigoureusement, désignons, pour le moment, — c par d\ les équations deviennent alors
x -^y = n , ax — ^JK = d^
équations qui ne diffèrent de celles du premier énoncé qu'en ce que c est changé en d. Ainsi l'on trouvera nécessairement
bn -^ d an — d
Actuellement, si l'on remplace d par sa valeur — c, il vient
bn-\-{ — c) an — ( — c\
ou bien, en apphquant les règles établies (62),
On peut comprendre sous les mêmes formules les résultats qui conviennent aux deux, énoncés, en écrivant
hn rh c an z^z c x = j-1 y— p.
(Le double signe ± s'énonce plus ou moins; les signes supérieurs correspondent au cas où l'ouvrier reçoit la somme c, et les signes inférieurs à celui où l'ouvrier la doit. )
Ces formules embrassent encore le cas où, tout décompte fait, l'ouvrier et la personne qui l'emploie sont quittes l'un envers l'autre. Il suffit de supposer c = o, ce qui donne
bn an
Soient encore les deux équations générales
ax -r- by = c, dx -^ fy = g^
provenant de la traduction algébrique d'un problème quelconque. En multipliant la première équation par /, la seconde par 6, et soustrayant la seconde de la première, on a
cj — b^ [af~ bel) X = cf— bg, d'où X = • ^^'
On trouverait de même
as — cd
af- bd
Cela posé, pour passer de ces formules : 1° A celles qui conviennent aux équations
ax — by = c, dx-^fy = g,
il suffit de changer b en —b^ ce qui donne
_cf -^ bg _ ftg — cd
'^^Ti'j^ÙC ^~ af^bd'
2° Aux formules relatives aux équations
ax—by= c, dx — fy = g,
il suffit de changer i en — i et / en — /, ce qui donne les formules
— c/" -+- bg bg ~ cf _ ag — cd
•^= _af-^bd^ bd-of ^^^ Od — af
La démonstration serait absolument la même que celle de l'exemple précédent; nous pouvons donc la passer sous silence.
§ IV. — DISCUSSION GÉNÉRALE DES PROBLÈMES ET DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ.
G6, Afin de pouvoir généraliser la discussion des problèmes du premier degré à une ou plusieurs inconnues, nous allons nous proposer d'établir des formules qui puissent représenter les valeurs des inconnues, pour un système quelconque d'équations renfermant un pareil nombre d'inconnues.
Mais auparavant nous démontrerons un principe général applicable aux équations de tous les degrés, et dont le principe (50) n'est qu'un cas particulier.
Si l'on a deux ou plusieurs équations
entre deux ou plusieurs inconnues a;, j, z, w,. . . (le nombre de ces inconnues pouvant être différent de celui des équations) :
1° On peut à Vune de ces cquathns, substituer le rcsultdt de la combinaison, par addition ou soustraction, de deux ou plusieurs d'entre elles, pourvu que Pécjuation remplacée soit une de celles cjui otit été combinées.
Ainsi, à l'équation A = B, par exemple, on peut substituer l'une des équations suivantes :
(a) A-i-C = B^D, ou A — C-=B — D, ou A-:-C-E=- Bh-D-F,. . .
En effet, les équations (i) existant pour un certain système de valeurs de X, j, z, ;/,... , il est clair que chacune des équations (a) doit exister pour le même système. Réciproquement, tout système qui vérifie l'une des équations (a) et les équations C — D, E = F, G -- H doit nécessairement vérifier l'équation A ^- B ; car si l'on considère les équations G — D, E == F, G :^ H, en même temps que l'équation A -^- C — E ~ B -:- D — F, par exemple j on trouve, en retranchant de celle-ci l'équation G == D, membre à membre, et ajoutant au résultat l'équation E = F, aussi membre à membre; on trouve, dis-je,
A- C-E-Gh-E = B-;-D — F-D-i-F,
ou, réduisant, A = B.
a° On peut même, avant de combiner les équations (i) par addition et soustraction, multiplier d'abord les deux membres d'une ou de plusieurs des équations (i) par un nombre connu.
Car si l'on a A = B, C = D, E = F, on a également
mk = mB, nC -- «D, pE = pF.
et réciproquement : ce qui veut dire qu'au système des équations A — B, C = D, E = F, on peut substituer celui-ci :
/«A = /«B, «C = n D, /jE = pV\
et alors rien n'empêche d'opérer ensuite sur ces dernières équations par addition et soustraction.
67. Venons maintenant à notre objet. D'abord, toute équation du premier degré à une seule inconnue peut, au moyen des transformations usitées, être ramenée à la forme
ax = b;
a désignant la sojiime als;éhrique des quantités qui multiplient l'inconnue, et b la somme algébrique des termes tous connus, ■^ette équation donne
et il est bien évident qu'aucune quantité différente de celle qui est exprimée par - ne peut vérifier l'équation proposée.
Observons, en second lieu, que toute équation du premier degré à deux inconnues peut être représentée par
ax -\- by = c
{a, b, c étant des quantités entières de signes quelconques).
En effet, si l'équation proposée renferme des dénominateurs, on les fait d'abord disparaître (44); réunissant ensuite tous les termes affectés de x et tous les termes affectés de y dans le premier membre , puis faisant passer tous les termes connus dans le second membre, on peut désigner la somme algébrique (62) des premiers par ax^ la somme algébrique des seconds par by^ et la somme algébrique des derniers par c.
Soient donp proposées les deux équations
(i) ax-^ by = c,
On obtient, en multipliant la première par i', la seconde par 6, et retranchant le second résultat du premier,
ch* — bc
( 3 ) ( ah' — bci'\ X ^ cb' — bc' ; d'où x = —r, 7— ,♦
Observons ici qu'en vertu du principe (66) les équations (i) et (2) peu-
vent être remplacées par les équations (i) et (3). Or celte dernière donne pour X une valeur unique , qui, substituée dans l'équation (i), ne peut donner qu'une seule valeur pour y. Donc les équations proposées ne sauraient admettre qu'un seul système de valeurs pour les deux inconnues.
La valeur de y peut d'ailleurs s'obtenir directement par l'élimination de X. Il suffit pour cela de multiplier la première équation par «', la seconde par «, puis de retrancher le premier résultat du second (afin de conserver pour jr le même dénominateur que pour j:). Il vient
[ah' — ba')y=ac' — c«'; d'où y
nb' — ba'
Passons maintenant au cas de trois équations à trois incounues. Soient les équations
(x) ax -f- by -i- cz = ci,
Pour éliminer s, multiplions la première équation par c\ la seconde par c, et retranchons le second résultat du premier ; il vient ainsi
(4) [ac' — ca')x-\- [bc'— cb')y= de' — cd'.
Combinant de même la seconde équation avec la troisième, on trouve
et l'on doit déjà observer (66) que les équations (i),(2), (3) peuvent être remplacées par les équations (i), (4), (5).
Actuellement , pour éliminer y, il faut multiplier l'équation ( 4) par b'c"— c'b", l'équation (5) par bc'— cb', puis retrancher le second résultat du premier, ce qui donne
[{ac'— ea'){b'c"— c'b") - (a'c"— c'a") [bc' — cb')']x = [de'— cd'){b'c"- c'b") - [d'c"- c'd"){bc'-cb'),
ou, effectuant les calculs, réduisant, et divisant par c',
[ab'c"- ac'b"-^ca'b"— ba'c"-^ bc'a"— cb'a") .r,
^^^ \ = db'c"- dc'b"-^ cd'b"- bd'c"-^ bc'd"— cb'd",
équation qui donne pour x la valeur unique
_ db'c"— dc'b"-\- cd'b" -bd'c"-+- bc'd"- cb'd" ^ - ab'c"- ac'b"-^ ca'b" - ba'c"-\- bc'a''— cb'a!''
D'ailleurs, comme les équations (i), (4), (5), et, par conséquent, les équations proposées peuvent être remplacées par les équations (i ), ( 4), (6), si l'on reporte la valeur unique de x dans l'équation (4), on obtiendra une valeur unique pour j; et si l'on substitue le système unique des valeurs de X et de y dans l'équation (i), on obtiendra une valeur unique pour z. On voit donc que les équations proposées admettent un seul système de valeurs pour x^ y, z.
Les valeurs de y et de z peuvent, au reste, s'obtenir directement en effectuant, pour éliminer x et z, ensuite x et j, des calculs analogues à ceux qu'on a effectués pour éliminer/ et z.
On trouverait ainsi
- ^^'g"- ac'd"-^ ca'd"— da'c"-^ dc'a"-cd'a" ^ - ab' c" — ac' b" -^ ca' b" - ba' c" + bc'd'—cb'a"'
_ ab'd"— ad'b"-r- da'b"—ba'd"-^bd'a"-db'a" ^- ab'c"—ac'b"-hca'b"—ba'c"-hbc'a" — cb'a"'
On voit assez la marche qu'il faudrait suivre si l'on avait quatre équations à quatre inconnues, etc.
68. L'emploi des accents, dans les notations des coefficients, a donné lieu à l'observation d'une règle d'après laquelle on peut facilement retrouver les formules précédentes, sans être obligé d'effectuer l'élimination.
Considérons d'abord le cas de deux équations à deux inconnues. On a trouvé, pour les valeurs,
cb' — bi
ab' — Ou' ab' — ba'
1° Pour obtenir le dénominateur commun à ces deux valeurs, formez avec les lettres a et b, qui désignent les coefficients de x et de y dans la première équation, les deux permutations ab et ba, puis interposez le signe — , ce qui donne ab — ba; enfin, accentuez dans chaque terme la dernière lettre : il vient
ab'-ba'.
2° Pour obtenir le numérateur relatif à chaque inconnue, remplacez, dans le dénominateur, la lettre c^ui désigne le coefficient de cette inconnue, par la lettre qui désigne la quantité toute connue, en laissant toutefois les accents à la même place. D'après cette règle, ab' — ba' se change en cb' — bc', pour In valeur de x, et en ac' — ca' pour la valeur de y.
Considérons actuellement le cas de trois équations à trois inconnues,
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n, ù, c désignant respectivement les cocllicients de x, j, z, et d les quantités toutes connues.
1° Pour avoir le dénominateur commun, prenez le dénominateur ob — ba, qui convient au cas de deux inconnues ( abstraction faite des accents), introduisez la lettre c dans chacun des deux termes ab et ba à toutes les places, savoir : à droite, cm milieu, et à gauclie; puis, interposez des signes alternativement positifs et négatifs ; il en jésuite
abc — ach -;- cab — bac -r- bcn — cbà ;
mettez ensuite dans cliaquc terme F accent ' sur la deuxième lettre, et r accent " sur la troisième lettre ; il vient, pour le dénominateur,
ab' c" - ac' b" -^ ca'b"- ba'c"-^ bc'a"- cb'a".
2° Pour former le numérateur de cluique inconnue, remplacez, dans le dénominateur, la lettre qui désigne le coefficient de cette inconnue par la lettre qui désigne la quantité toute connue, en laissant les accents à la même place. Ainsi, pour x, changez a en d; pour y, b en d; et pour s, c en cl.
Ce que nous venons de dire peut être regardé comme un résultat d'observation pour deux et pour trois équations. Il serait facile d'établir une loi générale applicable à un nombre quelconque d'équations ; mais la démonstration en est très-compliquée, et sort tout à fait des éléments. Nous renvoyons, pour cet objet, à la seconde Partie de VJlgèbre de Garnier, à un ouvrage intitulé : Complément de la théoiie des érjuations du pj-emier degré, par M. Desnanot, au Manuel d'Algèbre de M. Terquem, etc.
69. Voyons l'usage qu'on peut faire de ces formules, dans les applications particulières.
Soient les deux équations
5x — 7j>' = 34, 3.r — iSj"-- — 6.
• En les comparant aux équations générales,
ax -h bj =: c, a'x -+- b'y = c', on a
Substituons ces valeurs dans les formules
cb' — bc' ac' — ca'
ab'—ba'^ "^ ab' — ba
il vient
et je dis que x = 11, y— 3 sont les valeurs propres à satisfaire aux deux équations proposées.
Nous pourrions d'abord nous en assurer en les substituant dans ces équations, filais, afin que la démonstration soit indépendante de tout exemple particulier, remarquons que, pour passer des formules relatives aux équations
aa: -i- bf ~ c, a'.z -:- b' y = c',
à celles qui com-iennent aux équations
ax — by ^ c, a' x — b'y = — c',
il suffit (65) de changer i en —bj b' en — b\ et c' en — c\ ce qui donne
ex — b' — [ — b) >< — c' « X — c' — c X a'
et pour déduire de ces nouvelles formules générales les valeurs qui conviennent aux équations particulières, il faut faire
Donc, enfin, on obtient les valeurs relatives aux équations proposées, en faisant dans les formules générales,
et effectuant ensuite les calculs d'après les règles établies pour les quantités monômes.
La règle consiste, en général, à substituer à la place des coefficients a, b, a', b\. . ., leurs valeurs considérées avec les signes dont elles sont affectées dans les équations particulières, et à effectuer toutes les opérations indiquées, d'après les préceptes établis.
Ces applications justifient de nouveau la nécessité d'étendre aux quantités monômes les règles des signes établies pour les polynômes, puisque
c'est le moyen de rendre les formules générales du premier degré applicables à tout exemple particulier.
Passons à la discussion de ces formules.
70. Il résulte de leur inspection que, dans les applications particulières, on peut obtenir quatre espèces de valeurs pour réponse à des problèmes du premier degré, savoir : des valeurs positives, des valeurs négatives,
des valeurs de la forme -■, enfin, des valeurs de la forme -• Le problème des courriers a donné lieu à ces quatre sortes de résultats que nous nous proposons maintenant d'interpréter d'une manière générale.
D'abord, les valeurs positives sont ordinairement des réponses aux questions, dans le sens de leur énoncé. Cependant nous observerons que, pour certains problèmes, toutes les valeurs positives ne satisfont pas à l'énoncé. Si, par exemple, la nature du problème exige que les nombres cherchés soient entiers, et qu'on trouve des nombres fractionnaires, le problème ne peut être résolu. Quelquefois encore la nature du problème ne permet pas que les nombres inconnus surpassent des nombres connus et donnés à priori, ou soient au-dessous d'autres nombres. Si les valeurs obtenues, quoique positives, ne satisfont pas à cette condition que comporte l'énoncé, mais qui ne peut s'exprimer par une équation, le problème ne peut encore être résolu. Ainsi, les valeurs positives des inconnues sont, à proprement parler, des réponses directes aux équations; et elles ne sont des solutions de la question qu'autant que leur nature se concilie avec les conditions qu'exige l'énoncé. Pour concevoir comment un nombre peut vérifier une équation sans vérifier le problème dont elle est la traduction algébrique, il suffit de remarquer qxx'une même équation est kl traduction algébricfie d'une infinité de problèmes, dont les uns admettent tous les nombres absolus possibles pour solution, et les autres n'admettent que des nombres d'une certaine nature.
71. Nous savons déjà à quoi nous en tenir sur les valeurs négatives, pour les problèmes à une seule inconnue. Afin de ne rien laisser à désirer, nous allons démontrer le principe du n° 59 pour un problème à plusieurs inconnues.
Il est évident d'abord que, si l'on obtient des valeurs négatives pour quelques-unes des inconnues, les équations du problème ne peuvent être satisfaites dans le sens oîi elles ont été établies ; car si un système de nombres absolus, mis pour a:, j, z, . . . , pouvait les vérifier, les équations qui en ont été déduites par la méthode d'élimination devraient elles-mêmes exister pour ce système. Ainsi l'équation qui ne renferme plus qu'une des inconnues pour lesquelles on a obtenu un résultat négatif devrait être
vérifiée -par un nombre absolu, ce qui serait contre l'hypothèse. Il faut donc rcctljîcr V énoncé du problème, ou du moins les équations c^ui en sont la traduction algébrique.
Actuellement, si, dans les équations, on change les signes des inconnues pour lesquelles on a obtenu des résultats négatifs, les termes affectés de ces inconnues changeront nécessairement de signe, et l'énoncé du problème sera généralement modifié en ce que certaines quantités, d'additivcs qu'elles étaient, deviendront soustractives, et réciproquement.
Je dis enfin que, ces modifications une fois faites, le nouvel énoncé est vérifié par les valeurs obtenues d'abord pour les inconnues, abstraction faite de leurs signes. Prenons, pour fixer les idées, trois équations à trois inconnues
ax -T- by -^ cz=^ d^ d x h- h' y -~ c' z^= d\ a"x -+- b"y -+- c" z = d'\
et supposons que ces équations aient donné
Changeons, dans ces équations, y, z, en y', z' {y\ z' désignant pour le moment — r, — s) ; il vient
ax -f- by'-i- cz' =^ d, a' x -r- b'y' -r- c'z' = d' , a"x -t- b"y'-i- c"z'= d" .
Or ces équations, ne différant des précédentes qu'en ce que j et z sont remplacés par j' et z', donneront nécessairement pour résultats
d'où, remettant —y et — z à la place de j' et de z',
ou bien enfin,
^ = Pi y = 1-1 z = r. c, Q. F. D.
Ainsi, le principe (S9) est vrai pour les problèmes du premier degré à (lusieurs inconnues.
N. B. — Quelquefois l'énoncé d'un problème n'est, par sa nature, susceptible d'aucune modification ; dans ce cas, les valeurs négatives ne sont que des solutions des équations modifiées, qui peuvent d'ailleurs être regardées comme la traduction algébrique d'autres problèmes susceptibles de modification.
72. Il nous reste maintenant à interpréter les expressions telles que
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Soil d'abord l'équation à une inconnue
ax = 0: a ou X = ~ ' ' a
1° Si, pour une hypothèse particuHère faite sur les données de la question, on a
a — o, il en résulte x
Or l'équation devient, dans ce cas, o x ^ = ^, et ne peut évidemment être satisfaite par aucun nombre déterminé. Remarquons cependant que
l'équation pouvant aussi se mettre sous la forme - = o, si l'on remplace
X par des nombres de dlus en plus grands, - différera de moins en moins de o, et l'équation approchera de plus en plus d'être exacte ; en sorte qu'on peut prendre pour x une valeur assez grande pour rendre —
moindre qu'aucune quantité assignable.
C'est pour cette raison que les algébristes ont coutume de dire que Viiifini satisfait, dans ce cas, à l'équation ; et il y a des questions pour lesquelles ces sortes de résultats forment une véritable solution. Du moins, il est certain que l'équation ne peut admettre de solution en nombre y?/?/; et c'est tout ce qu'on peut prouver.
2° Si l'on a, en môme temps, « = o, 6 == o, la valeur de x prend la
forme -• o
Or l'équation devient, dans ce cas, o x ar = o ; et tout nombre fini, positif ou négatif, peut satisfaire à cette équation.
Ainsi V équation (ou le problème dont elle est la traduction algébrique) est indéterminée .
73. C'est ici le lieu de faire une remarque importante sur l'expression
-, qui, dans certains cas, est le symbole de l'existence d'un facteur commun aux deux termes de la fraction, lequel facteur devient nul par l'effet d'une hypothèse particulière.
Supposons, par exemple, qu'on ait trouvé pour résultat de la solution d'un problème
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Si l'on fait, dans cette formule,
a = h. il en résulte ^ = -• o
Mais remarquons que ic' — b^ peut (31 ) se mettre sous la forme
et que ci' — b^ est égal ?^ [a — b) [a -r- b) \ ainsi la valeur de x revient à
_[a — b) [a^ -i- ab -h b^)
Or, si avant de faire l'hypothèse a = b, on commence par supprimer le facteur commun a — b, la valeur de x devient
n' ^ nh -- /;'
a-^-b ' expression qui, dans l'hypothèse de « = è, se réduit à
3rt
OU
•la
Soit, pour second exemple, l'expression
câ - b' [a^b] [a-b] [a — /;)-"" [a — b] [a — b)'
En faisant n = Z», on trouve, pour valeur de jr, x= -■> à cause de l'existence du facteur commun, a — b\ mais si l'on supprime d'abord ce
facteur, il vient x = -j^ expression qui se réduit à a: = — ■ lorsque
l'on fait rt = b.
Concluons de là que le symbole - est quelquefois en Algèbre F indice
de V existence d'un facteur comnmn entre les deux ternies de la fraction qui se réduit à cette forme. Ainsi, avant de rien prononcer sur la vraie valeur de la fraction, il faut s'assurer si ses deux termes ne renferment pas un facteur commun. Dès qu'il n'en existe pas, on conclut que l'équation est réellement indéterminée. S'il en existe un, on le supprime, puis on fait de nouveau l'hypothi'se particulière ; et l'on arrive à la vraie valeur
de la fraction, laquelle peut encore se présenter sous trois formes, -rr (A
pouvant être nul sans que B le soil), — ? -; auquel cas l'équation eside.
terminée, impossible en nombre fini, ou indéterminée . Cette observation est très-utile dans la discussion des problèmes.
74, Revenons à notre sujet, et considérons maintenant les deux équations à deux inconnues
ox -r- by = c, a'x -+- b'y = c',
pour lesquelles on a trouvé (67)
_ cb' — bc' _ ac' — ra'
au' — ba' ~ ab' — ba'
Supposons que l'on ait
ab' — bn ^= o,
cb' — bc', ac' — ca' étant différents de o. Les valeurs de x et de y se réduisent à
Tour interpréter ces résultats, observons que, de l'équation ab'— ba' =0,
on tire a' = -j-; d'où, substituant dans l'équation a'x h- b'y— c', et
divisant par -y- 5
ax -h by —
bc'
équation dont le premier membre est identique avec celui de la première ax -i- by = c,
tandis que le second membre est essentiellement différent ; car de l'iné-
bc' galité cb' — bc' ^ o, on déduit c ^ — •
On voit donc que les deux équations proposées ne peuvent être satisfaites simultanément par aucun système de valeurs finies de x et de y. Si Ton a en même temps : ab' — ba' = o, cb' — bc' = o, la valeur de
X se réduit à x = -, valeur qu'il faut interpréter.
Les deux équations proposées peuvent, en vertu de la relation ab' — ba' = o, se mettre sous la forme
ax -i- uy = c, a X — by = -jy 1
équations qui rentrent nécessairement l'une dans l'autre ; car de la rela-
tion eu — bc = o, on déduit c — -r-r-
Ainsi, pour résoudre le problème, on n'a réellement qu'une seule équation entre deux inconnues : donc la question est indéterminée.
Comme la relation ah' — ba' — o donne b' = — •, d'oili, substituant
dans la relation cb' — bc' = o, et réduisant, ac' — ca' = o , on peut en conclure que, si la valeur de x est de la forme -■, la valeur de y est généralement de même forme ; et réciproquement.
TS. Cette proposition, relative au système de deux équations, cesse d'être vraie dans un seul cas particulier : c'est celui où les coefficients d'une même inconnue sont nuls à la fois dans les deux équations. Examinons cette circonstance qui mérite quelque attention.
Supposons, par exemple, b = o, b' = o\ auquel cas les valeurs de x et
de / se réduisent à
o ne' — ra'
X = - et j)-
Si nous remontons aux équations, elles deviennent, dans l'hypothèse
que nous considérons,
ax—c. a'x^c', d'où l'on déduit x=~ et x — —r-
Or il arrive nécessairement de deux choses l'une :
c c' Ou bien - ^ -7 : alors les équations sont incompatibles ; et la valeur
de r est de la forme - ou infinie, tandis que x est de la forme -• •^ o -^ ^ o
c c' Ou bien - — — : alors les deux équations s'accordent entre elles. De a a
c c' plus, comme la relation - = — r donne ac' — ca' = o, il s'ensuit que la
valeur de j)' prend la forme -•, comme celle de x\ mais il y a cette différence essentielle, que y est réellement indéterminé, tandis que x a une
valeur déterminée, — a
Au surplus, dans l'hypothèse qui nous occupe, savoir, b = o, b' = o,
ac' — ca' = o, il est facile de faire ressortir l'existence d'un facteur commun
qui rend nuls à la fois les deux termes de la valeur générale de x.
Alg. B. 7
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Soit posé, pour cela,
d c' . b' /«—— — -, et /i = -.- :
il en résulte
a' -~ ma, c' ~ me, et b'~nb,
ch'- br\
d'où, substituant dans la valeur générale de .r, ix= -— :— \ , ces
' \ (lU — Cil j
valeurs de a' , c', b\ il vient
bcn — cbin cb[n — m ) abn — bam ab [n — /// )
expression qui, après la suppression des deux facteurs communs b rt
n — m , se réduit a .r = - • a
Quant à la valeur générale de y, ( y = -— — — ; ] 1 elle devient, par j'es
mêmes substitutions,
acm — cam ac ( m — /;? ) r ( m — m \
abn — bain ab{n — m) b[n
expression qui, à cause de b -- o et /;/ —.m ^ o, se réduit toujours à -i
sans qu'il y ait aucun facteur commun à supprimer; et nous avons vu qu'en effet j doit rester indéterminé.
iV. H. — Le cas particulier où les coefficients des deux inconnues dans la même équation sont nu/s à la fois n'infirme pas la proposition établie au n" 74.
On trouve :
1" Pour a — 0, b = 0,. . .
cb'
— ca'
2° Pour a'= o, b'— o,, . . ,
- bc'
Ce sont là les seules circonstances dignes de remarque.
7fi. Nous venons de voir que, pour deux équations à deux inconnues, à l'exception d'un seul cas particulier, si l'une des inconnues a une valeur
de la forme - ou -j l'autre a nécessairement une valeur de la môme o o
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forme; de plus, que, dans Fliypothèse où les valeurs sont toutes deux de la forme — j les équations sont incompatibles, et que, si elles sont de la
forme -■, les équations sont indéterminées.
On ne peut plus tirer les mêmes conséquences dès que l'on a plus de deux équations. Ainsi, par exemple, quand il s'agit de trois équations, si l'on suppose nul le dénominateur commun aux valeurs des trois inconnues, il pourra arriver, suivant les circonstances : ou bien que les numérateurs soient tous trois différents de zéro ; ou bien , qu'ils soient tous trois é(:!;aux à zéro; ou bien , enfin , que l'un des deux étant égal à zéro, les deux autres soient différents de zéro; ou réciproquement.
Cela s'explique assez bien par l'observation que, pour deux équations, le dénominateur ah' — ba\ étant composé de deux termes seulement, ne peut être nul que de trois manières principales, savoir, lorsque l'on a :
ou bien
tandis que, pour trois équations, le dénominateur D étant
ab'c"- ac'b"-^ ca'h"~ ba'd'A- bc'd'~ cb'a\
peut être mis sous différentes formes, telles que
a[b'c"— c'b") -i- n'[cb"— hc") -r a"[bc'~ cb'), b[c'a" — a'r")~ b' [ac" — ca") -.- b" [ca' — ac'), c{a'b"~ b'a") -^ e'{ba"- ab") -^ c"(ab'~ ba'),
< t est ainsi susceptible de devenir nul d'un très-grand nombre de manières, sans que les valeurs des numérateurs dépendent les unes des autres.
Par exemple, en supposant qu'aucune des quantités a, b, c; a', b', c'; a", b\ c"; r/, c/', d" ne soit nulle, admettons que l'on ait
b'c"- c'b"^ G, cb"- bc"^ o, d'où bc'— cb'=. o;
le dénominateur D devient zéro ; et comme le numérateur de la valeur de X se déduit de D (68) en changeant a, a' , a" en d, d', d", il est clair que ce numérateur serait aussi égal à zéro ; mais rien ne prouve que les numérateurs qui correspondent à j et à z deviennent nuls dans la même
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circonstance, puisque les quantités b'c" — c'ù", cl" — bc" ^ et bc' — cb' n'entrent pas dans leurs expressions.
Toutefois, dès qu'on obtient pour la valeur de l'une des inconnues une
expression de la forme -■, on peut conclure, sans aucune restriction,
que les équations sont incompatibles en nombres finis, au moins pour cette inconnue. En effet, comme il résulte de ce qui a été dit (67), que l'une des équations proposées peut être remplacée par l'équation qui ne renferme plus que l'inconnue pour laquelle on a trouvé un résultat de la
forme — i il n'y a que ce résultat qui , combiné avec certaines valeurs des
autres inconnues, puisse vérifier les trois équations proposées. Mais de ce qu'on obtient pour l'une des inconnues un résultat de la
forme -î on ne peut pas conclure que les équations sont indétreininécs;
car, ainsi que nous l'avons déjà fait observer, les autres inconnues peu-
vent avoir des valeurs de la forme — •
Il y a plus : c'est qu'il est possible que les trois valeurs soient de la forme -j sans que, pour cela, l'on soit en droit de conclure que les équations sont indéterminées ; elles peuvent même, dans ce cas , être incompatibles.
Prenons pour exemple les trois équations
ax -{- bj' -j- c z = d, a' X -i- h' y -i-c' z = d', ma'x -r- nib'r -+- nie' z = nid\
dont la dernière résulte de la multiplication des deux membres de la seconde par le facteur /«; ce qui revient à supposer dans les équations générales à trois inconnues
et, par conséquent,
on déduit de ces dernières relations
Or, si Ton désigne par D le dénominateur commun aux trois valeurs de x,j', 2, et par N, N', N" leurs numérateurs respectifs, valeurs dont la loi de formation a été établie (G8), on trouve, en vertu des relations ci-
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dessus,
Ainsi , les valeurs de x, j, z se réduisent toutes les trois à la môme
forme -• o
Dans le cas que nous considérons, on peut, jusqu'à un certain point, regarder - comme un symbole dJ indétermination , car la troisième équation est une conséquence nécessaire de la seconde; ainsi, l'on n'a que deux équations réellement distinctes entre trois inconnues. Cependant, observons que les résultats obtenus ci-dessus auraient encore lieu, lors même que la seconde équation serait incompatible avec la première, si 1 on avait, par exemple, pour cette seconde équation,
pax -\- pby -+- pcz — qd {p étant > ou <' q).
On voit donc que les trois résultats - peuvent quelquefois correspondre
à une incompatibilité entre les équations.
L'absurdité peut encore se manifester par trois valeurs de la forme -
bien qu'aucune des trois équations ne puisse être considérée comme rentrant dans l'une des deux autres; c'est ce qui arriverait pour les trois équations suivantes :
ax -+- by -^ cz ~ d, ax -i- by -^ cz =^ d', ax -h by -r- cz = d".
En considérant ces sytèmes, on reconnaît facilement qu'il ne peut exister en nombres yf/^/i-, à moins que l'on n'ait d = d' ^ d". II est vrai que, du moment où cette dernière relation existe, le système des équations devient indéterminé, puisqu'il se réduit à une seule équation entre trois inconnues. Mais il n'en est pas moins certain que, dans leur état actuel, les
équations sont incompatibles, quoique les trois valeurs soient de la forme - >
ainsi qu'on peut s'en assurer en remontant aux valeurs de D, N, N', N" établies ci-dessus.
Prenons, pour nouvel exemple, les équations
ax -A- by -t- cz — d, a' x -\- by -i- cz = d', a" x -{- by-i- cz = d".
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qiic l'on déduit des équations générales en supposant
b = b'-^b\ et r---c'-=c".
On trouve pour les valeurs de D, N, N', N",
D = a{bc — cb) .- a' [cb — bc) -h a" [bc — cb) = o, K -^ d(bc - cb) r- d\cl - bc) -r- (V^bc - rè) = o,
'^' -b[cid ~ acV -r- d'à" ~a'd"-\- du' — da"). Les deux expressions de N', N" doivent être généralement différentes de
zéro; ainsi, dans le cas qui nous occupe, la valeur de a: est de la forme-?
tandis que celles de j et de z sont de la forme —
Pour interpréter ces résultats, observons que les équations ne peuvent exister simultanément, à moins que l'on ait
d' — a' X, d — ax — d" — a"x ;
d'où l'on tire
Ici, comme an n" 7o, il peut arriver de doux choses l'une : Premier cas. Les deux valeurs de .r ne s'accordent pas, c'est-à-dire qxie l'on a
ou, réduisant les fractions au même dénominateur, et supprimant les deux termes -:- ad, — ad, qui se détruisent,
d' a" — d(i" — ad' — a'd" -i- da'-{- ad" ^ o
(il est inutile de tenir compte du dénominateur commun).
Or le premier membre de cette inégalité n'est autre chose que le facteur entre parenthèses, dans les valeurs de N' et N" (au signe près toutefois pour N'). Donc les valeurs de j- et de z se présentent sous la forme infinie,
ou — j quoique celle de x soit de la forme - •
Second cas. Les deux valeurs de x s'accordent entre elles, ce qui entraîne la relation
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Ci;
(V u' — da" — ad' — a' d' -\- du' 4- ad" — o;
et alors les deux valeurs de y et de z se réduisent à - comme celle de x.
Mais tandis que la valeur de x est déterminée et éeiale à —, ou —r. 1
a — Cl a — (i
celles de j' et de z sont indéterminées, puisque l'on n'a plus, entre ces deux
inconnues, que l'équation unique
, , da' — ad'
or -T- cz -^ d — ax — •
Ce cas particulier est analogue à celui (75), qui se rapporte à deux équations à deux inconnues.
Les exemples précédents sufBsent pour convaincre que, si le symbole — dénote toujours un système d'équations auxquelles jl est impossible de satisfaire, du moins en nombres y?/2/,v, le symbole - est tantôt un caractère
ùlndétcrnnnation, tantôt un caractère A' absurdité. Quelquefois aussi (73) il annonce la présence d'un facteur commun ; et ce qu'on a de mieux à faire pour interpréter de pareils résultats, c'est de remonter à l'équation ou aux équations qui y ont conduit.
77. Lorsqu'on opère directement sur des équations particulières, on parvient à d'autres caractères d'absurdité ou d'indétermination. Premier exemple. Soient les trois équations
2x ;- 3j: — z — iG, 5x — ^ 2j- -i- 7Z — 21, y^r -h j' -)- 62 =- Sy,
dont la dernière résulte de l'addition des deux premières, membre à membre. En calculant D, N, N', N", d'après les formules générales, et conformément au principe du \\° 09, on trouve successivement D -= o, N = o,
K' --- o, N " - o. Ainsi les valeurs de x, j; z sont toutes trois de la forme - •
Mais opérons directement sur ces équations.
Si l'on élimine z entre la première et la seconde équation, puis entre la première et la troisième, d'après les méthodes connues, on parvient aux deux équations
igjT-T- 19) — i33, 19a: -H I9J- = i33,
d'où, retranchant de nouveau ces deux équations l'une de l'autre,
o ~- o, égalité qui n'apprend rien ni pour x, ni pour r.
Io4 CnAl'ITRE II.
En remontant à l'une des deux équations précédentes, qui, toute simpliûcation faite, devient
on pourra donner à x toutes les valeurs imaginables, ce qui fournira pourj des valeurs correspondantes tirées de cette dernière équation. Reportant ces valeurs de x et de j dans l'une des trois équations proposées, on obtiendra autant de valeurs correspondantes pour z. Soit fait, par exemple,
j; = 1 , 2, 3, 4, • • • , il en résulte j = 6, 5, 4, 3, . . . ,
d'où, substituant dans la première équation du système donné,
et tous ces systèmes, en nombre infini, vérifient les trois équations proposées.
Le symbole -j obtenu dans cet exemple pour les trois inconnues, correspond donc ici à une indétermination, comme l'égalité o = o, à laquelle on est parvenu en opérant directement sur les équations.
Deuxième exemple. Soient les équations
2x-T-3jK — 2=i6, 5^ — 2j'-i- 7Z — 21, 3ar — 5j'-f-8z— 12.
Pour former la troisième, on a retranché la première de la seconde, en ajoutant toutefois le nombre 7 au second membre de l'équation résultante. Le système est donc absurde ; aussi, en calculant les valeurs de D, N, N', N", au moyen des formules générales, on obtiendrait successivement
ce qui donnerait pour les trois inconnues des valeurs de la forme — •
Mais, en éliminant directement z entre la première et la seconde équation, puis entre la première et la troisième, on parvient aux équations
19x4- igjr = i33, et 19^:-+- 197= 140;
d'où, retranchant de nouveau ces équations l'une de l'autre,
égalité absurde qui fait ressortir l'incompatibilité des équations proposées. Troisième exemple. Soient les deux systèmes
(i) jr-+-9_) -4-6z — 16, 2X-+- 3/-r- 2Z= 7, 3jr-f-6j-f- 4=-- i3, (2) x-H9/-,-6z— 16, 2j:-f- 3j-T- 2Z-- 7, 3.r-r- 6j-t- 4^— 19»
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que l'on peut considérer comme un cas particulier du dernier exemple général discuté ( 76 ) ; car en divisant les deux membres de la première équation de chaque système par 3, et les deux membres de la troisième équation par 2, on obtient les nouvelles équations
- JT-f- 3r^-22= ^-5 2J7-i- 3rH- 2Z = 7, - X -i- 3 >' -H- 2 3 = ?
-;c-;-3y-î- 2z= -TT-, 2x-i- 3r— 23= 7, -x-^Zy -\-%z= -^' 3 "^ 3 " " 2 -^ 2
II y a toutefois entre les deux systèmes cette différence que, pour le pre-
mier, la relation -; = —, du n° 76 est satisfaite, et qu'elle ne
l'est pas pour le second.
Cela posé, l'élimination de s entre la première et la seconde équation, puis entre la seconde et la troisième du système (i), donne les deux résultats identiques, x—\,x=\. Substituant cette valeur dans les trois équations du même système (i), on parvient, toute réduction faite, aux équations
3j-t-2z=5, 3j-i-23=5, 3/-7-2c=5, qui, par l'élimination de j- ou de 3, donnent lieu à Tégalité
Ce résultat correspond aux valeurs de la forme - ; trouvées pour les trois inconnues au moyen des formules générales. Il faut se rappeler toutefois (7G] que le symbole -•, obtenu pour .r, avait une valeur déterminée
qui est ici a: = i , et que le même symbole obtenu pour y et 3 indiquait une indétermination .
En répétant les mêmes calculs par rapport au système (2), on obtient
X = i, et X = — 5.
La valeur x = i portée dans la première et dans la seconde des équations du système ( 2 ) donne
et la valeur x= — 5 portée dans la seconde ou la troisième équation du même système donne
3jH-2z= 17;
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si l'on élimine j et z entre ces équations et la précédente, on trouve
égalité absurde qui correspond à la valeur - trouvée pour .r, et aux vr.-
leurs de la forme — obtenues pour y et pour z.
Les résultats o — o, o = A, auxquels on parvient quelquefois en Iraitan' directement des équations particulières, ont donc la môme significatic:;
que les syn)boles -> — 5 que l'on obtient en appliquant les formules générales à des exemples particuliers.
78. Nous terminerons la discussion des équations du premier degré par l'examen d'un cas très-important : c'est celui où, dans les équations générales, on suppose nulles à la fois toutes les quantités connues qui sont dan.le second membre. Dans ce cas, il suit évidemment de la loi de formation des numérateurs pour les valeurs générales des inconnues (68), que ces numérateurs s'anéantissent tous en même temps, c'est-à-dire que l'on a A = o, B = o, . . . . Comme d'ailleurs il n'existe aucune relation particulièreentre les coefficients «, 6, c, «', Z»', c', . . . des inconnues, la valeur de D. qui résulte d'une certaine combinaison de ces coefGcients, est généralemer. ! dilïérente de o. Ainsi l'on a, pour valeur des inconnues, x = o, y=o^ s = o, ... ; et ces valeurs vériGent évidemment les équations proposées.
Si cependant, oulre l'hypothèse que les quantités connues du secon-I membre soient nulles à la fois, on a encore entre les coefficients des inconnues la relation D — o, les valeurs générales se réduisent à la forme
a; = -) r = -5 etc.
Or je dis que, dans ce cas, les éq^iations sont indéterminées, niais qi'.e les rapports des inconnues sont des nombres déterminés, qu'on peut obtenir à l'aide des équations proposées.
Soient, en effet, les trois équations
ax -■- by -i- cz --= o, a' x -;- b'y -:- c's = o , a"x -■- b"y -r- c" z ^ o, dans lesquelles on suppose (07) que l'on ait D = o, ou
ab'(" — ac'b"-i- cet b" — ba' >. "-f- hc' a' — cb'd - o. Elles peuvent être mises sous la forme
Or on lire des deux premières, en traitant — et - comme deux inconnues,
X bc' — cb' Y en' — ac' z ab' — ba' z aU — ba'
D'où l'on voit qu'e/2 donnant à z des valeurs entièrement arbitraires, les i^aleurs de x et de y s^ obtiendront à Vaide de ces deux proportions dont les seconds rapports sont constants et éi^aux à des quantités connues.
Mais il reste à savoir si ces valeurs satisfont à la troisième équation, qui devient alors une équation de condition. Or on trouve, en les substituant dans cette équation,
n ^^' — ^■^' in ^^ ca' — ac' „ _ ab' — ba' ' ^^ ab' — ba' '
ou, réduisant et écrivant les termes dans un ordre convenable,
ab' c" — ac' b" -\- ca'b" — ba'c" -^ bc'a" — cb' a" = o,
condition qui, par hypothèse, est satisfaite.
79. Ceci nous conduit naturellement à l'examen d'une circonstance dont le second problème du testament, résolu (49), nous a ofTert un exemple : c'est celle où l'énoncé de la question conduit à un nombre d'équations réellement différentes, plus grand que celui des inconnues à déterminer.
Supposons, pour plus de généralité, que la question renferme n inconnues, et donne lieu à m équations différentes, m étant > n. Il faut cVabord combiner entre elles un nombre n des équations proposées, pour en tirer les valeurs des n inconnues ; substituer ensuite ces valeurs dans les [m — //) équations /-estantes, ce qui donne lieu à autant de relations entre les données ; et ces dernières relations doivent être vérifiées, pour que le problème soit possible, tel qu'il a été énoncé. Les [m — n) relations aine; obtenues se nomment des équations de condition.
80. Récapitulation de la discussion précédente. — Il résulte de cette discussion :
1° Qu'un système d'équations du premier degré à pareil nombre d'inconnues ne peut être, en général, satisfait que d'une seule manière ( 67) ;
2° Que toute valeur positii'e, trouvée pour une inconnue, répond directement aux équations du problème, sans répondre toujours à l'énoncé (70);
3° Que toute valeur négative ne répond qu'indirectement à l'énoncé ou aux équations qui en sont la traduction algébrique, mais répond toujours aux équations considérées dans un sens purement algébrique (59 et 71 ) ;
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4° Que toute expression de la forme — 5 trouvée pour une ou plusieurs
des inconnues, indique une incompatibilité dans le système d'équations proposé, du moins l'impossibilité d'y satisfaire en nombres finis pour toutes les inconnues (72, 74 et 76) ;
5° Que le symbole -> obtenu pour une ou plusieurs inconnues, correspond, soit à une indétermination, soit à une incompatibilité (72, 74, 75, 76), soit à la présence d'un facteur commun entre les deux termes de chaque fraction qui s'est réduite à cette forme (73) ;
6° Que, si tous les seconds membres du système d'équations proposé sont nuls, les valeurs se réduisent généralement à o; que si, à cette hypothèse, on ajoute celle que le dénominateur commun des valeurs des inconnues soit o, le nombre des systèmes de valeurs est infini; mais ces valeurs sont assujetties à avoir entre elles des rapports constants (78);
7° Que, lorsque le nombre des équations est plus grand que celui des inconnues, le problème n'est possible qu'autant que les valeurs des inconnues déterminées par un nombre d'équations égal à celui des inconnues satisfont aux autres équations (79).
81 . Voici les énoncés de nouveaux problèmes susceptibles de discussion, ou dont la résolution présente quelque intérêt :
Quatorzième problème. — Un banquier a deux espèces de monnaies : il faut a pièces de la première pour faire un écu ; il faut h pièces de la seconde pour faire la même somme. Quelqu'un vient et demande c pièces pour un écu. Combien le banquier lui donnera-t-il de pièces de chaque espèce pour le satisfaire ?
T,' re « a{c — h) , b{a — r] Rep. i" espèce, — ^^ -. — 5 2* espèce, ^•
QuiNziÈsiE PROBLÈME. — Trouver les deux côtés contigus d'un rccta/igle, en supposant ; 1° que ces deux côtés soient entre eux dans un rapport donné m; n\ 1° que, si l'on augmente ou diminue les côtés de ce rectangle des quantités données a et b, la su/face soit augmentée ou diminuée de la quantité p.
En supposant les côtés augmentés, on trouve
mlj) — ab] ^ n{p — ah)
na -f- lub na h- mb
Seizième problème. — On demande les biens de trois personnes, A, B, C, sachant : 1 " que la somme du bien de A et de l fois les biens de^ et C
est égale à p\ 1° que la somme du bien de B et de m fois les biens de A et C est égale à q\ 3° que la somme du bien de C et de n fois les biens de A et B est égale à r.
(Cette question est susceptible d'être résolue assez simplement par l'introduction d'une inconnue auxiliaire dans le cours du calcul : cette inconnue est la somme des trois biens.)
Dix-septième problème. — Trouver les biens de 6 personnes A, B, C. D, E, F, d'après les conditions suivantes : 1° la somme des biens de A et B est a ; celle des biens de C et B est b ; la somme des biens de E ^? F est c\ 1° le bien de A vaut m fois le bien de C ; le bien de D vaut n fois le bien de E ; le bien de F vaut p fois le bien de B.
(Ce problème peut être résolu par le moyen d'une seule équation à une seule inconnue.)
Ces différents énoncés sont extraits de V Algèbre de M. Lhuillier, de Genève, ouvrage recommandable par le cboix des questions qu'il propose pour Exercices.
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RÉSOLUTION DES PROBLÈMES ET DES ÉQUATIONS DU SECOxND DEGRÉ.
82. Introduction. — Lorsque l'énoncé d'un problème conduit à une équation de la forme ax^= b, dans laquelle l'inconnue est multipliée par clle-môme, l'équation est dite du second degré, et les principes établis dans les deux Chapitres précédents sont insuffisants pour sa résolution ; mais
comme, en divisant les deux membres par a, on obtient jr-= -• il s'en-
suit que la quesiion se réduit à trouver un nombre qui, niuhlplir par litimênic, peut produire le nombre exprimé par - : c'est l'objet de \ extraction de la racine carrée.
Nous avons exposé, dans notre Arithméticpie, avec tous les détails convenables, les divers procédés d'extraction de la racine carrée des nombres particuliers, soit entiers, soit fractionnaires; nous n'avons donc à développer ici que les règles relatives à l'extraction de la racine carrée des expressions algébriques.
§ l. — Formation du carré et extraction de la racine carrée DES quantités algébriques.
83. Considérons d'abord le cas d'une quantité monôme, et pour découvrir le procédé de l'extraction de la racine carrée, voyons comment on forme le carré d'un monôme.
On a, d'après les règles de la multiplication des monômes (16),
c'est-à-dire que, pour élever un monôme au carré, il faut élever son coefficient ail carré, et doubler chacun des exposants des différentes lettres. Donc, pour revenir d'un monôme carré à sa racine, il faut : i° extraire la racine carrée du coefficient, cVaprcs les règles exposées en Aiithnictique^ 2° prendre la moitié de chacun des exposants. Ainsi l'on a
EXTRACTIOX DE LA RACINE CARKÉE, ETC.
et, en eTet,
{8a'lj')-=^ 8rt'Z*-x 8n^b^=^- G^n'b'.
De même
v/G-iOfi-^VV*— iSab^r-, car {ibab''c^Y -= Cyiîa-b^c".
1! résulte de la règle précédente que, pour qu'un monôme soit le carré d'un autre monôme, il faut que son coefficient soit an carré ])arfait, et que Ions ses exposants soient pairs. Ainsi c^Sab* n'est pas un carré parfait, parce que 98 n'est pas un nombre carré parfait, et que a est affecté d'un exposant impair.
Dans ce cas, on fait entrer la quantité dans les calculs, en l'affectant du signe v^, et l'on écrit ainsi : \/()8ab\
On appelle ces sortes d'expressions, des monômes irrationnels, et. plus spécialement, des radicaux du second dcs^ré.
84. On peut, toutefois, faire subir à ces expressions quelques simplifications fondées sur le principe suivant : La racine carrée du produit de deux ou plusieurs facteurs est égcde au produit des racines carrées de ces facteurs ; OU, en langage algébrique,
sjabcd. . . = \^ a'\jb- \'c*\fîL' • - .
Pour démontrer ce principe, observons que, d'après la djfinilion de la racine carrée d'un nombre, on a
\\/ab(d. . .)' = nbcd' • - • D'un autre côté,
(V^ X^n^X^:..y-= {x^Y-{x^Y'{V^}'. . . - - >:bc. . . .
Donc, puisque les carrés de \fabi\i. . . ot àjè\fa\fbyfc \fd.. . . sont égaux, CCS quantités sont elles-mêmes égales.
Cela posé, l'expression ci-dessus, y^gST^ peut se mettre sous la forme
Or v/496* se réduit (83) à 76'; donc
\/^8a!/ = -jb^ \lia.
On a de même
\l !\bci^b^ c-d = \/^a-b'c' x bbd = 3 abc \/5bd ,
\JS(i^a'b''c" ~ v'i44a'6'c'* x 6bc = i^ab^c' \/6bc.
En général, pour simplifier un monôme irrationnel, mettez en évidence tous les facteurs carrés parfaits, et extrayez-en la racine ( 83 ) ; puis placez le produit de toutes ces racines en avant du signe radical, sous lequel vous laissez d'ailleurs les facteurs non carrés parfaits.
Dans les expressions yb- \/ia, 3abc \/5ùd, \iab''c^ y/iSbc, les quanlilcs 7^^ Zabc^ iiab^c^ s'appellent les coefficients du radiccd.
83. Jusqu'à présent nous n'avons pas eu égard au signe dont le monôme peut être affecté. Cependant, puisque dans la résolution des questions, on est conduit à considérer des quantités monômes précédées du signe hou du signe —, il faut savoir comment opérer sur ces sortes de quantités. Or le carré d'un monôme étant le produit de ce monôme par lui-même, il s'ensuit (62) que, quel cpie soit son signe, le carré de ce monôme est positif. Ainsi, le carré de -+- Scrb^ ou de — Sa^b^ est -+- i5 a^b\
D'oii l'on peut conclure que, si un monôme est positif, sa racine carrée peut être indifféremment affectée du signe -+- ou du signe —. Ainsi, v/gô^ = dr 3fl^; car -;- 3«' ou — 3a\ élevé au carré, donne également H-cjrt'. Le double signe = dont on affecte la racine s'énonce plus ou moins.
Si le monôme proposé est négatif, l'extraction de sa racine est impossible, puisqu'on vient de voir que le carré de toute quantité, positive ou négative est essentiellement positif. Ainsi \/ — ^, \/—i\a\ y/— 5 sont des symboles algébriques qui représenlent des opérations impossibles. On les désigne sous le nom de quantités, ou plutôt d'expressions imaginaires : ce sont des symboles d'absurdité que l'on rencontre souvent dans la résolution des problèmes du second degré.
On fait toutefois, par extension, subir à ces symboles les mêmes simplifications qu'aux expressions irrationnelles qui offrent des opérations exécutables. C'est ainsi que (84)
de même
86. Tâchons maintenant de découvrir, pour le carré d'un polynôme quelconque, une loi de formation dont nous puissions déduire un procédé pour l'extraction de la racine carrée.
On a déjà vu (19) que le carré d'un binôme, a -k- b, est égal à
a^-x- lab -+- b^.
EXTRACTION DE L\ RACINE CARRÉE; ETC. Il3
Soit actuellement à former le carré d'im trinôme n-\-b -r-c Désignons, pour le moment, a -+- i par une seule lettre i-; il vient
[a -^ b -r- cf := [s -^ cf = s"^ -\- 1SC -^ c^
Or on a
f- — i^a -\- by = a^-i- lab -i- 6', isc = o. [a -h b) c ~ lac ■+- ihc.
Donc
[a -T- b -^ cf ~ a} -^ -xab -\- b"^ -:- 10C -^ ibc -^ c'^ \
c'est-à-dire que le carré d'un trinôme se compose de la somme des carres (le trois termes et des doubles produits de ces termes multipliés deux à deux.
Je dis que cette loi de composition est applicable à un polynôme quelconque. En effet, supposons-la vérifiée pour un polynôme d'un nombre quelconque de termes, et prouvons qu'elle peut s'étendre à un polynôme renfermant un terme de plus.
Afin d'y parvenir, 'soit a -h è -+- c -+-<-/-+-... — i -+- A- un polynôme composé de m -i- i termes; et désignons par s la somme des m premiers termes « -î- 6 + c -i- f/ h- . . . + « ; .y -i- /■ représente le polynôme proposé,
et l'on a
[s -^ ky =^ s^ -^- ish -^ /c\
ou, remettant à la place de s sa valeur,
[s -i- J;)- = [a -i- b -\- c -h d -\- . . . ^ ly — %Ui -i- b -i- c -r- d . . . ^ i) /,- -i- Â^.
Or la première partie de cette expression se compose, par hypothèse, des carrés de tous les termes du premier polynôme et des doubles produits de tous ces termes multipliés deux à deux; la seconde partie renferme tous 1rs doubles produits des termes du premier polynôme par le nouveau terme introduit k\ enfin, la troisième partie est le carré de ce terme. Donc la loi de composition énoncée ci-dessus est encore vraie pour le nouveau polynôme. Mais elle a été reconnue vraie pour un trinôme; donc elle a lieu pour un polynôme de quatre termes ; étant vraie pour quatre, elle l'est nécessairement pour cinq, et ainsi de suite. Donc elle est générale.
On peut énoncer la loi d'une autre manière : Le carré d'un polynôme renferme le carré du premier terme, plus le double produit du premier terme par le second, plus le carré du second; plus les doubles produits de chacun des deux premiers termes par le troisième, plus le carré du troisième ; plus les doubles produits de chacun des trois premiers termes par leqiuitrième,plus le carré du (quatrième ; et ainsi de suite. Cet énoncé, ^/-. D. 8
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qui est évidemment compris dans le premier, nous conduira plus aisément au procédé de l'c^traclion de la racine carrée d'un polynôme. On trouvera, d'après cotte loi,
(3rt'— iûù-i- ib'')'^ 9<rr*— i-inH h- ^a^P -^ i^a' b' — iGaP-r- i6b\
ou, réduisant,
9rt* — i2rtV; -i- iSn^lr — iGriP-i- iGb' ;
(5a-b — /iabc-+-6bc''-~ 3frc)=.^ iSa'b''— ^orPb-c-^ y6ab'c\
— /iSab'c' 4- 36b\' — Zocàbc -^ T-l^a^ bc' — Sôfl'^'c-'-H g^'c-.
Passons à l'extraction de la racine carrée.
87. Désignons par N le polynôme dont il faut obtenir la racine, et par R cette racine, que nous supposons pour le moment déterminée; concevons, en outre, que ces deux polynômes soient ordonnés par rapport aux puissances descendantes de l'une des lettres qu'ils renferment, «, par exemple.
Cela posé, j'observe d'abord que les deux premiers termes de N (en le supposant ordonné) peuvent donner sur-le-champ le premier et le second terme de R; en effet, il résulte évidemment de la loi de la formation du carré ( 86) : i° que le carré du premier terme de R renferme un exposant de la lettre a, plus grand qu'aucune des autres parties qui entrent dans la composition du carré de R ; a" que le double produit du premier terme de R par le second renferme aussi un exposant plus élevé que dans les parties suivantes. Ainsi, les deux parties dont nous venons de parler, n'ayant pu se réduire avec les autres, sont nécessairement les deux termes de N affectés du plus haut exposant de a et de l'exposant immédiatement inférieur. D'où il suit que si N est réellement un carré parfait : i° son premier terme doit être un carré parfait, et la racine de ce terme, extraite d'après le procédé du (83), est le premier terme c/<? R ; 2° son second terme doit être divisible par le double du premier terme de R ; et^ en effectuant cette division, on n pour quotient le second terme de R.
Afin de pouvoir obtenir les termes sviwzxû,?,^ formons le carré du binôme déjà trouvé, et retranchons-le de N; le reste, que nous désignons parN', renferme encore les doubles produits du premier terme de R par le troisième, du second terme de R par le troisième, plus une suite d'autres parties. Mais le double produit du premier terme par le troisième doit renfermer a avec un exposant plus grand que dans les parties suivantes, et ne peut, par conséquent, avoir été réduit avec ces parties. Donc ce' double produit est le premier terme de N'; ainsi ce premier terme doit
EXTRACTION DE LA RACINE CARRÉE DES POLYNOMES. Il5
être divisible par le double du premier terme de R ; et, si l'on effectue cette division, le quotient est le troisième terme de R.
Pour obtenir de nouveaux termes, // faut former les doubles produits du premier terme et du second par le troisième, plus le carré du trotsième, puis retrancher tous ces produits du reste N', ce qui donne un reste N" qui renferme encore le double produit du premier terme de R par le quatrième, plus une suite d'autres parties. Mais on prouvera, comme précédemment, que le premier terme de N" est nécessairement le double produit du premier terme de R par le quatrième. Ainsi, en divisant le premier terme de N" par le double du premier terme de R, o/z a pour quotient le quatrième terme de R ; et ainsi de suite.
N. B. Il est absolument indispensable, après avoir obtenu les deux premiers termes de la racine, de retrancher le carré du binôme trouvé du polynôme N; car ordinairement le carré du second terme de R renferme a avec le même exposant que dans le double produit du premier terme par le troisième ; par conséquent, il a dû se réduire avec ce double produit. Ainsi, ce n'est qu'après avoir soustrait ce carré, du polynôme N, qu'on peut assurer que le premier terme du reste est égal au double produit du premier terme de R par le troisième. La même remarque s'applique aux trois, quatre,. . . premiers termes trouvés.
Nous laissons aux élèves studieux le soin de déduire des raisonnements précédents le procédé général de l'extraction de la racine carrée d'un polyr.ôme; il leur suffira, pour cela, de réunir toutes les parties qui sont en caractère italique. Nous allons d'ailleurs en faire l'application à un exemple particulier.
Soit proposé d'extraire la racine carrée du polynôme
49"^^' — i^ab^
~3oa'b -}-i&b\
a' — "iocrb -\- i^^a'b
— iL^ab'^ -
r- iGb' 1 5a'-
3 ah-.
j loa^
Premier reste ^oa'^b"-
— i^alr -
-iG^'
— ^oa-b-
-i-Mab'-
~iGb'
Deuxième reste
Après avoir ordonné le polynôme par rapport à o, on extrait la racine carrée de 25<7^, ce qui donne 5a', que l'on écrit à la droite du polynôme, puis on divise le second terme — Zoa^b par loa', double de 5^' (on écrit lorz' au-dessous de 5rt') ; le quotient est "inb, que l'on place à la droite de 5«^ Les deux premiers termes de la racine sont donc 5a'^ — "iab. Carrant ce binôme, on trouve i.5a^ — "ioa^b -f- ^a'b', qui, retranché du polynôme proposé, donne un reste dont le premier terme est ^oa'b'. Di-
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visant ce premier terme par lo^', double de Sa', on obtient pour quotient -f- 4*^' ■• c'est le troisième terme de la racine, que l'on écrit à la droite des deux premiers termes. Formant le double produit de Ha^ — 3ab par 4^', et le carré de /\b', on trouve ^oà^b^ — i^ob^ h- \fdb\ polynôme qui, retranché du reste, donne o pour reste final. Ainsi 5^'— "iab -r 4^^ est la racine demandée, ou plutôt (81) l'une des valeurs de la racine demandée. L'autre valeur est -- 5a' h- "iab — 4^', et on l'obtiendrait en écrivant — Sci^ pour la racine carrée de -:- iSa^ puis divisant — Zoa^b par — lofl', et continuant l'opération comme ci-dessus. Mais il est plus simple, dès qu'on a obtenu la première, d'écrire ensuite, pour la seconde, — (5rt'— 3r/6^-4ô').
Les commençants peuvent s'exercer sur les carrés qui ont été développés (86).
88. Si le polynôme proposé renfermait plusieurs termes affectés de la môme puissance de la lettre principale, il faudrait disposer le polynôme comme il a été prescrit pour la division (29) ; puis on appliquera le procédé ci-dessus en regardant com.me une seule et même partie la somme algébrique des termes affectés de la même puissance, et remplaçant, dans l'énoncé de ce procédé, les mots : premier terme du polynôme, premier terme du reste, premier terme, second terme, ... de la racine, par les expressions : première partie du polynôme, ou partie ajfcctée de la plus haute puissance, première partie du reste, première, seconde, . . . partie de la racine. Au surplus, ces sortes d'exemples se présentent fort rarement.
89. Nous term.inerons par les remarques suivantes :' 1° Un binôme ne peut jamais être un carré parfait, puisqu'on sait que
le carré du polynôme le plus simple, c'est-à-dire d'un binôme, renferme trois parties distinctes qui ne peuvent éprouver aucune réduction entre elles. Ainsi l'expression o'-h b'^ n'est pas un carré; il lui manque le terme ~ lab pour qu'elle soit le carré de « ^ Z».
2° Pour qu'un trinôme ordonné soit un carré parfait, il faut que les deux termes extrêmes soient des carrés, et que celui du milieu soit le double produit des racines carrées des deux autres. Alors la racine du trinôme peut s'obtenir immédiatement. Extrayez les racines des deux termes extrêmes, et (ijfcctez les deux racines du même signe ou de signes contraires, sidvant que le terme moyen est positif ou négatif. T'criJIcz ensuite si le double produit de ces deux racines donne le terme moyen du trinôme.
Ainsi, grt*— 48(7*A'-f- 64 «'^' a pour racine carrée
v/cjn" - v/64 a'b', ou ±[Za'-% aW ]
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car
3rt^x -i6ab'= - 4Sa'b\
4n--{-i2ob — 9^^ ne peut être un carré parfait, quoique ^a'' et g'^soient les carrés de 2 a et de 3b, et que iiab = 7.a x 6b; mais — 96' n'est pas un carré.
3° Lorsque, dans la série d'opérations que comporte le procédé général, le premier terme de l'un des restes n'est pas exactement divisible par le double du premier terme de la racine, en peut en conclure que le polynôme proposé n'est pas un carré parfait. C'est une conséquence évidente des raisonnements que nous avons faits pour parvenir à ce procédé.
4° Enfin, on peut, quand il y a lieu, appliquer aux racines carrées des polynômes /wn carrés parfaits les simplifications du (84).
Soit, par exemple, l'expression \/a^b -r- ^a^b^-h ^ab^.
La quantité sous le radical n'est pas un carré parfait ; mais elle peut se mettre sous la forme ab[a^-h ^ab -\- 4/1-). Or le facteur entre parenthèses est évidemment le carré de a -4- 2^; d'où l'on peut conclure (8i).
v/fl^--4rt'Z'-+4fl6'= =1= [a -+- ib) sj'âb (*)
90. Calcul des radicaux du second degré. — L'extraction de la racine carrée donnant naissance à de nouvelles expressions algébriques, telles que \/a, 3 y/b, 7 \/i, connues sous le nom de quantités irrationnelles ou de radicaux du second degj-é, il faut établir des règles pour effectuer sur ces expressions les quatre opérations fondamentales.
Définition. — Deux radicaux du second degré sont dits semblables lorsque la quantité qui est sous le radical est la même pour ies deux radicaux. Ainsi, 3« y/Z et 5c ^b, 9V/2 et 7V/2 sont dits des radicaux semblables.
Addition et soustraction. — Pour ajouter ou soustraire des radicarx semblables, on ajoute ou l'on soustrait les deux coefficients, puis on affecte la somme ou la différence du iculical commun. Ainsi l'on a
Zasjb ^- Sc\Jb = ["ia -i- 5c)\ll), 3a\/b — Sc\fb = (3<7 — Scjy/Â, de même
7t/2fi -;- Sy/ïa = iov/2lz, "^yfxa — Zsjia = ^\pia.
Deux radicaux peuvent, au premier abord, n'être pas semblables et le devenir par les simplifications du (84).
(*) Voir la Note I à la fin du volume.
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Par exemple,
Si les radicaux ne sont pas semblables, on ne fait qu'indiquer l'addition ou la soustraction. Ainsi, pour ajouter 3 v'^ à 5 \Ja, on écrit simplement 5 \/â H- 3 \Jb.
Multiplication. — Pour multiplier deux radicaux entre eux, on multiplie Pu ne par r autre les deux quantités comprises sous le signe radical, et F on affecte le produit du signe radical commun.
Ainsi
\^i ;< \fJ> == \fa X b\
c'est le principe du (84), énoncé dans un ordre inverse.
S'il y a des coefGcients, on commence par les multiplier entre eux, et Von écrit leur produit en avant du radical.
Par exemple,
3 y/j ab x 4 ^^oa — 12 \^iooa-b = 120a [fb,
2« \/bc X 3a \ibc-.^ Grt^ y/6-c-= da'^bc,
ia \fa'^-¥- b^ X — 3a \fcF~l)'= — 6(7'(rt^H- Ir).
Division. — Pour diviser deux radicaux l'un par l'autre, divisez les deux quantités compr-ises sous le signe, l'une par Vautre, et affectez le quotient du signe radical commun.
Ainsi
Kra
il =.11.
^Tb \ b
En effet, les carrés de ces deux expressions sont égaux à la même quantité y-; donc ces deux expressions sont égales.
S'il y a des coefficients, on écrit leur quotient comme coefficient du radical. — Par exemple,
5ay/6:2iv^^ = ^y^^
1 2 oc \l^bc : ^cyj'xb— 3 a t/ — j- — 3a yJc.
91. Il existe deux transformations d'un usage fréquent dans 1 évaluation numérique des radicaux.
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La première consiste à faire passer sous le radical le coefficient de ce radical. Soit, par exemple, l'expression Za\J^b\ on observe qu'elle revient (90) à
grt-x \/5^, ou v/g rr . 5 6 = \fkficFb.
Ainsi, pour faire passer sous le signe d'un radical le coefficient de ce radical, il suffit d'élever le coefficient cul carré.
Voici l'usage principal de cette transformation : Que l'on ait à évaluer, à une unité près, l'expression 6 /Ts. Comme 1 3 n'est pas un carré parfait, on ne peut obtenir qu'une valeur approchée de sa racine. Celle-ci est égale à 3, plus une certaine quantité plus petite que i ; mais en multipliant cette racine par 6, on a i8, plus le produit par 6 de la quantité plus petite que I ; et le résultat total peut avoir une partie entière plus grande que i8. Afin de déterminer exactement cette partie e.itière, on met
6 v/T3 sous la forme v^^' . 1 3 = v^jô x i3 = s/468.
Or la racine carrée de 468 a 21 pour partie entière; donc 6vA3 est égal à i\, plus une partie de l'unité qui ne peut être déterminée exactement.
On trouvera de même que lav^? = 3i, à moins d'une unité près.
La seconde transformation a pour but de rendre rationnels les dénominateurs d'expressions telles que ^, n, a, /j étant des nom-
p-^y'q p-\fq
Lres entiers quelconques, ainsi que ^, qui est d'ailleurs supposé non carré parfait. On parvient souvent à ces sortes d'expressions dans la résolution des problèmes du second degré.
Or on atteint ce but en multipliant les deux termes de la fraction par p — >/q si\q dénominateur est p 4- \'q, et par p -i- \^j si le dénominateur est p — ]/ïj. En effet, la somme de deux cpiantités multipliée par leur différence donnant (6) pour produit la différence des carrés, on a, par la multiplication indiquée,
a _ a[p — v/y) _a{p—\'~ri]__a;-> — n\l(j
a _ a^p-^\f7j) a\p ~\.^i) _a]) -^r a\ffi
expressions dont le dénominateur est rationnel. Pour donner une idée de l'utilité de cette transformation, supposons que
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l'on ait à évaluer approximativement l'expression
3 — v/6 Elle revient à
-^^-^ r — 5 OU bien a
Or 7v/5 est la même chose que v/49 x 5, ou \/2^5, quantité dont la valeur est i5, à une unité près. Ainsi
7 2 T -H 1 5 H- une fraction 36 , i ,
= — = 9, a - près.
Si l'on voulait avoir une valeur plus exacte de cette expression, ii suffirait de calculer \fx^ avec un certain de^rc d' approximation , d'ajouter %\ a la racine obtenue, puis de diviser la somme par 4, ou d'en prendre le quart.
Prenons pour second exemple l'expression
s/TT -h v^s
et proposons-nous de l'évaluer à 0,01 près. On a
7V^ _ 7v/5 (v'ii --\/3) _7V^ — 7/^
Or et
donc
7 v/35 = \Jbb X 49 = v'-^Gga = 5i ,91 à 0,01 près, 7 y/75 = y/i5 x 49 — V^7'^5 = 27, "; 7v/5 51,91 — 27,11 24,80
V^ii ^ y/S
à — près, et même à - — près, à cause do la division par 8. loo '^ ' 800 ^ *
On trouverait, par un procédé analogue,
^ =3,16, a 0,01 près.
N. B. On pourrait bien calculer ces sortes d'expressions en évaluant approximativement chacun des radicaux qui entrent tant au numérateur
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qu'au dénominateur. Mais comme on n'aurait pas une valeur exacte du dénominateur, on ne se formerait pas aussi facilement une idée précise du degré d'approximation obtenu, tandis que, par le moyen indiqué, le dénominateur étant rendu rationnel, on sait tout de suite à quoi s'en tenir sur le degré d'approximation.
Les principes de l'extraction de la racine carrée des nombres particuliers et des quantités algébriques étant établis, nous pouvons passer à la résolution des problèmes du second degré.
r- = 5, 4-^' — 7 = 3a.-"-H q, -j:-— 3h x^ = — ar
On les appelle équations à deux termes, parce qu'au moyen des deux transformations générales des n"' 43 et 4i on peut toujours les ramener à la forme ax- = b.
En effet, considérons la troisième équation, qui est la plus compliquée , on a d'abord, en chassant les dénominateurs,
8x- — 72 -^ loa" = 7 — 24 A' -i- 299,
puis, réduisant,
Les équations à trois termes ou complètes sont celles qui, outre le carré
de l'inconnue, renferment la première puissance de cette inconnue : telles
sont les équations
fa 2 4 3 12
elles peuvent toujours être ramenées à la forme ax'^ -r- bx = c, au moyen des deux transformations déjà citées.
Remarque. — Souvent une équation du premier degré en apparence se trouve élevée au second degré après la disparition des dénominateurs.
Soit, par exemple, l'équation
5 — IX ^x
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Si l'on chasse les dénominateurs, elle devient
{5 — ix) [oL — x) ~ ^x[3 -i- x),
ou, effecluant les calculs et réduisant,
ix^ -f- ai j: = 10.
En général, toutes les fois que x entre dans les dénominateurs d'une équation, on ne peut juger du degré de cette équation qu'après avoir fait disparaître les dénominateurs (44) et opéré toutes les réductions,
Équation à deux termes
(i) ax''=b.
La résolution de cette équation n'offre aucune difficulté. On en déduit d'abord
Cela posé, si - est un nombre positif, entier ou fractionnaire, on pourra en obtenir la racine carrée, soit exactement, soit par approximation, d'après les procédés exposés en Arithmétique; et si j est algébrique, on lui
appliquera les procédés de la racine carrée des quantités algébriques. Le résultat obtenu dans chaque cas exprimera une valeur de x propre à vérifier l'équation.
Mais si l'on observe que, le carré de -t- m ou de — m étant également -i- ni' (83), on peut prendre indifféremment le résultat dont nous venons de parler, soit avec le signe -t-, soit avec le signe —, on doit conclure que l'équation (2) a réellement deux solutions représentées par
(le double signe == se prononçant plus ou moins). En effet, substituons séparément dans l'équation (i), à la place de x,
chacune des valeurs h- i /-? — 4 /-; il vient
et
rt X { -K v/^ ) =6, ou ax- — ù, OU b = b,
OU a X - = b, OU b = b.
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Il est d'ailleurs évident que ces valeurs sont les seules qui puissent vérlQer l'équation (2), et par conséquent l'équation (i).
N. B. Lorsque - est une quantité négative, les deux valeurs de x sont
imaginaires (83); ce qui veut dire que l'équation, ou le problème dont elle est la traduction algébrique, ne peut être satisfaite par aucun nombre, soit exactement, soit approximativement.
Soit, par exemple, l'équation
3 li 24 24
on a déjà reconnu (92) que cette équation se réduit à
42.r^ — 378; donc x^ — --— = 9, et x— —"i. Soit encore l'équation
3jc^=5; on en déduit x = ±l kl -= ±:~\Ui.
Comme i5 n'est pas un carré parfait, on ne peut déterminer ces deux valeurs de x que par approximation.
Equation complète
ax^ -r- hx=i c.
Pour résoudre cette équation, divisons les deux membres par le coefficient de j:-, et posons, pour plus de simplicité,
il vient
(i) x^ ~i~ px = q.
Cela posé, observons que, si l'on pouvait ramener le premier membre, x'^ -^ px, au carré du binôme, une simple extraction de racine carrée réduirait l'équation à une équation du premier degré. Or, en comparant ce premier membre au carré du binôme [x-^-a], c'est-à-dire à x'^-^-iax-^-ci^, on voit que a;'-i-/j^se compose du carré d'un premier terme x, plus du
double produit de x par un second terme qui est alors nécessairement -,
car on a
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D'où il suit que, si l'on ajoute à a:- -t- px le carré de ^ • ou Ç , le premier membre de l'équation deviendra \x-\--
Mais, pour ne pas troubler l'égalité, il faut aussi ajouter - au second membre; et il vient, par cette transformation,
d'oij, extrayant la racine carrée,
On met ici le double signe — , par la raison que le carré de -f- \ -r -i- <? >
ou de — \ ~~ q, est également -r-^q ) • Tirant enfin la valeur de x,
on obtient
Comme il est d'ailleurs évident, d'après l'équation (a), qu'il n'y a que -r- \/— — (7, ou — \ -y -•-- 7) qiii puisse représenter la valeur de j:-!- -,
il s ensuit nécessairement que ~ — -h i / '— -i- 7 et — \ T '^ ^
sont les seules valeurs de x qui puissent vérifier l'équation (2), et, par conséquent, la proposée (i) dont l'équation (2) n'est qu'une transformée.
Ainsi, l'inconnue de toute équation du second degré a deux valeurs et ne peut en avoir davantage.
On peut d'ailleurs établir cette règle générale pour résoudre une équation complète du second degré : Après avoir ramené l'équation à la forme x^ -r- px = q, ajoutez aux deux membres le carré de la moitié du coefficient de x, ou du second terme ; extrayez la racine carrée des deux membres en ayant soin d'affecter la racine du second membre du double signe ± ; tirez enfin la valeur de x de cette nouvelle équation.
La double valeur de x, à laquelle on parvient par ce moyen, peut s'énoncer ainsi en langage ordinaire : la moitié du coefficient de x, pris en signe contraire, plus ou moins la racine carrée de la somme algébrique du carre de la moitié du coefficient de x, et du terme tout connu.
RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ t25
Soit, pour premier exemple, l'équation
On trouve d'abord, en chassant les dénominateurs.
10 j;" — 6^ -f- 9 = 96 — Sx — I2.Z" -4- 2-3,
ou, transposant et réduisant,
j or . î * 36o
Q-ix -^ 7.x = ôGo, et x^ -, x = '
Ajoutons maintenant ( — j aux deux membres; l'équation devient
/_i_Y_ 36o ^_Ly.
X -i- — — lir
/3Go / 22
/oGo / 22
d'où, extrayant la racine carrée,
Donc
résultat conforme à Ténoncé ci-de.-sus.
Il reste maintenant à eSecluer les calculs numériques.
Réduisons d'abord i" ( ~ 1 à un seul nombre qui ait (22)- pour
dénominateur commun ; on a
36o A I \" 3Go X 22 -+- 1 7991
Or la racine carrée de 7921 est exacte et égale à 89; donc
/SCo / I \^ 89 i / 1- ( — 1 = — , et, par conséquent, x
Séparons chacune des valeurs ; il vient
.r = — — — ^ = — 5^-^— ^' 22 22 22 II
Ainsi, des deux valeurs propres à sati.-faire à l'équation proposée, l'une est un nombre entier absolu, et l'autre un nombre fractionnaire négatif. Soit, pour second exemple, l'équation
Gx'' — 3yx = — 57, qui revient à x^ — ~x — — -^'
Si l'on ajoute ( — | aux deux membres, il vient
37 PjN/ _ 57 l?,-\
d'où, extrayant la racine carrée.
-??-v/-iH^y
Pour réduire ( — ) — p- à un seul nombre, observons que
ainsi, il suffit de multiplier 5- par 24, puis 87 par lui-même, et de diviser l'excès du second produit sur le premier par (I2)^ Or
ou bien
Donc X = ~ ziz —
On remarquera, dans cet exemple, que chacune des deux valeurs est positive et répond directement à l'énoncé de la question, dont l'équation proposée peut être considérée comme la traduction algébrique.
Soit maintenant l'équation littérale
4 rt' — 7.x- -i- "lax ~ 18 nù — 1 8 i' ; on a d'abord, en changeant les signes, transposant, puis divisant par 2, X' — ax = %u- — ç^ah -i-96';
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d'où, complétant le carré,
X' — ax -:- -— = ■— yab ~ç)U \
extrayant la racine et transposant,
^ = - = i/^7 gab-i-gb\
Or cfab -hCfb- a évidemment pour racine ob; donc
d'oii
a: = in — ib, x = — a-i-3b.
Ces deux valeurs seront positives à la fois si l'on a 2 «■ > 3 & et 3b ^ a, c'est-à-dire si, a et b étant tous deux positifs, on a 6 plus grand que ^î
ma's plus petit que — •
Nous proposerons pour exercices les équations
x' — 7J:-i-io = o, valeurs ^ = 2, x = 5\
- X — 4 — x--i- IX — -^■=45 — 3x- -i- ^x,
valeurs a: = 7,12, j:= — 5,78 à 0,01 près,
■ b- — a.bx-hx^ = — ~ donne
x= —, 7, [bn ±: y/<r//r -h b'hn^ — tr n-) ,
9o. On peut résoudre l'équation ax- -h bx = c sans faire disparaître le coefficient de x^; mais les transformations sont plus compliquées. Le terme ax- peut être mis sous la forme {x^JaY, et le terme bx sous
celle-ci : 7.x\/7i x — —•■1 d'où il suit que ax--hbx représente les deux prelya
miers termes du carre de x\Ja h — ; amsi, en ajoutant — —
i\la \i\lfij
aux deux membres, on rendra le premier membre un carré parfait.
Effectuons celte transformation ; l'équation devient
«jt'h- y.r-i- — - = c -^ — -:
extrayant la racine,
d'où
Divisant les deux membres par \fn , et observant : 1° que
2° que
en obtient enfin
h . h b' •la Y rt xa
ou bien encore
— b±\Jà(ic -^ b-
résultat auquel on par\'ient plus aisément en mettant d'abord l'équation
b c sous la forme x- -t--x= -\ et nous n'avons exijosé !a méthode précéa a
dente que comme un simple exercice de calcul sur les radicaux du second
degré.
96. Appliquons ces principes à la résolution de quelques problèmes.
Premier problème. — Trouver un nombre tel que le double de son carré, augmenté cki triple de ce nombre, donne pour somme 65.
Soit X le nombre inconnu; on a, pour l'équation du problème, ■xx' H- 3.r = 65,
d'où
_ 3 _^ /(i5 çT _ 3 _^ 23
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donc
La première valeur satisfait à la question dans le sens de son énoncé. En effet,
Pour interpréter la seconde, observons d'abord que, si l'on remplace x
par — .r dans l'équation ix''-)-^x - 65, il n'y a que le coefficient de 3x qui
3 23 change de signe, cdr ( — a:)' ---- x^. Ainsi, au lieu d'obtenir j:= — - zb — -,
on trouvera
X — - -^. ~- ou X ~ — 5
etx— —5, valeurs qui ne diffèrent des précédentes que par le signe. Ainsi, l'on peut dire que la solution négative < considérée indépendamment de son signe, satisfait au nouvel énoncé : Trouver un nombre tel que le double de son carré, diminué du triple de ce même nombre, donne 65 pour ilijfcrcnce. En effet, on a
DruxiÈJiE PROBLÈME. — Une personne a acheté un certain nombre de mètres de drap pour i\o francs. Si, avec la même somme, elle avait eu 3 mètres de moins du même drap, le mètre lui aurait coûté 4 francs de plus. — On demande le nombre de mètres acheté.
Soit.r ce nombre ; — exprime alors le prix du mètre. Si, pour 24ofrancs,
elle avait 3 mètres de moins, c'est-à-dire x—'i mètres, le prix du mètre
serait alors représenté par - — -^ • Mais, d'après l'énoncé, ce dernier prix
surpasse le premier de 4 ; on a donc l'équation
d'où 1 un tire, en chassant le dénominateur et réduisant,
x'^ — 'ix= 180.
Donc
Alg. D.
i3o cuAriTRE iir.
ce qui donne
a: ---- i5 et x-- — 12.
La valeur .r-- \5 satisfait à l'énoncé; car i5 mètres pour 24<^ francs
donnent -^ ou iG francs pour le prix du mètre; et 12 rnèlres pour
240 francs donnent, pour le prix du mètre, 20 francs, nombre qvii surpasse 16 de 4-
Quant à la seconde solution, on peut former un nouvel énoncé auquel elle convienne. En effet, remontons à l'équation, et changeons x en — j^ ; il vient
240 240 , , . 240 240 ^ ^— — 4, ou bien r; — ^,
■ — C--3 — oC X x-i-'i
équation qui peut être traduite en langage ordinaire de deux manières différentes : 1° Une personne a acheté un certain nombre de mètres de dra.) pour %\o francs; si elle avait payé la nicme somme pour 3 mètres de plus, le mètre lui aurait coûté /\ francs de moins. — On demande le nombre de mètres aclictc.
1° Une personne n vendu un certain nombre de mètres de drap pour 9.40 francs; si, pour la même somme, elle avait vendu 3 mètres de /dus, le mètre lui aurait été payé 4 francs de moins. — On demande le nombre de mètres vendu.
Ce dernier énoncé se rapporte peut-être plus immédiatement au changement de signe de x, puisqu'un achat négatif peut ô're considéré comme une vente.
En résolvant d'ailleurs l'équation de l'un de ces énoncés, on trouverait évidemment .r— 12, a; = — i5; car l'équation réduite deviendrait x^-i- 3x = 180, au lieu de x"^ — 3x = 180.
iV. £. — Les deux problèmes précédants offrent une nouvelle confirmation du principe établi (59) pour les problèmes du premier degré; et nous en donnerons (99) une démonstration pour toute équation du second degré à une seule inconnue.
Troisième problème. — Un négociant escompte deux billets, l'u/i de 8776 francs payable en 9 mois, Pautre de 7488 francs payable dans 8 n}ois: il paye pour le premier, de plus f/ue pour le second, \ 200 francs, — On demande le taux d'intérêt d'après lequel il a dû escompter.
Solution. — Pour rendre les calculs plus simples, désignons par .r l'intérêl de 100 francs pour i mois, ou par i2.r Tintérôt pour i an; g.r etSar sont les intérêts pour 9 mois et 8 mois : donc 100 -f 90: et 100 -t- ^x représentent ce que doit devenir le capital 100 francs au bout de q et 8 mois.
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Ainsi, pour déterminer les nalcins actuelles des deux billets de 8776 francs et 7488 francs, il faut établir les proportions
i- qjc : 100 . 8776 ; j
' loo-T-gj?
Q . . ,OQ 748800
et les quatrièmes termes de ces proportions expriment ce que le négociant a payé pour chacun des billets. Donc, en vertu de l'énoncé, on a l'équation
loo-i-gx ioo-i-8.r
ou, observant que les deux membres sont divisibles par 400,
loo-j-gj- ioo-t-8x
Chassant les dénominateurs et réduisant, on trouve
2160.-^ -î- 4396x== 2200; d'où
Donc
ou, multipliant par 12,
Pour obtenir la valeur de iix à 0,01 près, il suffit d'extraire la racine carrée de 53o64o4 à o, i près, puisque cette racine doit être ensuite divisée par 18.
La racine carrée de 53o64o4 est 23o3,5 ; donc
— 2iq8 àz 23o3,5
par conséquent
ïo^''^ c oc i — 45oi,5
10 ib
La valeur positive, i2i-=5,86, représente donc le taux d'intérêt cherché.
l32 CHAPITRE III.
Quant à la solution négative, elle ne peut être regarda que comme liée à la première par une même équation du second degré. En eiïet, si l'on remontait à l'équation, et qu'on changeât x en —x, on traduirait difficilement la nouvelle équation dans un énoncé analogue à celui du problème proposé.
Quatrième problème. — Un homme achète un cheval quilvend, nu bout de quchjtte temps, pour 24 louis. A cette vente, il perd autant pour \oo, du prix de son achat, que le cheval lui avait coûté. — On demande le ])jix de l'achat.
Solution. — Soit X le nombre de louis que le cheval lui a coûtés \ x — a4 est une première expression de la perte qu'il a faite. Mais puisque, d'après l'énoncé, il perd autant de louis sur 100 qu'il y a d'unités dans x, sur x louis
il perd ^—1 et sur x louis il perd — • On a donc l'équatioij
d'où
et
Donc
x^ — looar^ — 2400, ar ^ 5o rfz \^i5oo — 2400 = 5o -=- 10.
.r = So et X -= 40.
Ces deux valeurs satisfont également à la question.
En effet, supposons d'abord que 60 soit le pris de l'achat; comme 24 est le prix de la vente, 36 est la perte que l'homme éprouve. D'un autre côté, il doit, en vertu de l'énoncé, perdre 60 pour 100 de 60, c'est-à-dire les
— de 60, ou — ^^^^ — 5 nombre qui se réduit à 36; ainsi, 60 satisfait à 100 100
l'énoncé.
Soit maintenant 40 le prix de l'achat ; 16 est la perte qu'il éprouve. D'ailleurs, il doit perdre 40 pour 100 de 40, ou 40 x — ; nombre qui se réduit à 16; ainsi, 4» vérifie encore l'énoncé.
Discussion générale de V équation du second degré.
Jusqu'à présent, nous n'avons résolu que des problèmes du second degré dont les données étaient exprimées par des nombres particuliers ; mais, pour être en état de résoudre des problèmes généraux et d'interpréter tous les résultai ts auxquels on peut parvenir en attribuant aux données des
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valeurs particulières, il faut, en reprenant l'équation la plus générale du second degré, examiner les circonstances qui résultent de toutes les hypothèses possibles faites sur les coefficients. Tel est l'objet que nous nous proposons.
97. Mais, avant de passer à cette discussion, nous ferons connaître un fait analytique qui n'est, du reste, qu'un cas particulier d'une proposition dont la généralité sera démontrée par la suite pour toute équation d'un degré quelconque à une seule inconnue.
Soit l'équation générale
x^-^px^q, OU plutôt x'^ -[~px — q = o, pour laquelle on a trouvé (94)
Transportons dans le premier membre tous les termes de ces deux dernières égalités, ce qui-donne
et multiplions ces nouvelles égalités, membre à membre, en observant que les premiers membres peuvent être considérés^, l'un comme la différence, l'autre comme la somme des deux quantités.
il vient
ou, réduisant
VT
px — q :^ o.
D'où l'on voit que le premier membre de toute équation du second degré ramenée préalablement à la forme x"^ -^ px — q -- o, est le produit de deux j acteurs du premier degré en x, qui ont x pour partie commune et pour partie non commune chacune des valeurs de x changées de signes; en sorte que, si l'on désigne par x\ x" ces deux valeurs, on a l'identité
x^ ~ px — q - [x — x') [x — x").
C'est probablement cette propriété qui a fait donner le nom de racines
i34 cn^piTiiii in.
aux valeurs de l'inconnue [puis'/itr, ces xmlcurs étant oblcnues, on peut recomposer l'équation).
En général, on appelle racine d'une équaliun toute expression numérique ou algébrique, réelle ou imaginaire, qui, substituée à la place de rinconnuc dans réquaticn, rend le premier membre identiquement égal au second. Ce mot est pris ici dans une acception différente de celle qu'on lui avait attribuée jusqu'alors par rapport aux nombres.
98. La propriété précédente peut encore être démontrée par un moyen susceptible de conduire à des conséquences assez importantes.
A|)pclons a une quantité de nature quelconque, et divisons par j: — a le premier membre de l'équation x^-h p-z ~ q — o.
X -^- px ~ q
Premier resto -\- [a -\- p) x — q\
Deuxième resto -i- «' -^- pa — q.
La division du premier terme x"^ du dividende par le premier terme x du diviseur donne pour quotient .r, et pour premier reste [a-^ p)x —q\ la division du premier terme [a + p) x de ce reste par x donne pov.r nouveau quotient a-^ p, et pour nouveau reste à^-^- pa — </, quantité indépendante de X.
Cela posé, si a est racine de l'équation x'' -t- px — ^ — o, on a nécessairement câ -^ pa — q = o; ainsi, le deuxième reste de la division cidessus étant nul, la division totale est exacte, et le premier membre de l'équation proposée est divisible par x — a.
Réciproquement, si la division de or'-i- /;.r — q par x — a est exacte, on a nécessairement a'' -\~ pa — q — o, c'est-à-dire que a est racine de l'équation.
Comme, dans le casoù« estracine, jr — rtdiviseexactementar'H-/;'.r — 17, et donne pour quotient x + a ^ p, rLciproquement x ■^- a -\- p divise exactement jt^h- px — ry, et donne pour quotient x ~ a\ d'où l'on peut conclure que la quantité — a — p est elle-même une racine de la proposée.
Ainsi, l'identité x^-T-px—q—[x — a) [x -\- a -\- p) démontre la propriété du n" 97.
Voici maintenant les conséquences :
On vient de voir que, si a est racine do l'équation x' -^ px — q = 0^ — a — p est la seconde racine de cette équation.
Or:
1° Si l'on ajoute les deux quantités <7, —a—p, il vient pour résultat ~ p;
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2° La relation cP -^ pa — </ ~ o revient à celle-ci
D'où l'on voit que, dans toute équation du second degré, ramenée à la ferme .r^ -+- px — q = o, le coefficient p du second terme, pris en signe contraire, est égal à la somme algébrique des racines; et le dernier terme — q est égal au produit de ces mêmes racines.
C'est, au reste, ce qu'on peut vérifier directement sur les valeurs obtenues (93)
En ajoutant ces deux égalités membre à membre, on trouve a.' -f- .r ' = — p, et, en les multipliant,
N. B. Il ne faut pas perdre de vue que toutes ces propriétés supposent que l'équation soit ramenée à la forme x^ -h px — q = o\ c'est-à-dire : i" qu'on ait d'abord divisé toute l'équation par le coefficient de x- ; '2° que tous les termes soient transposés et ordonnés dans le premier membre.
Discussion.
99. Reprenons l'équation générale x'^-v-px — q, qui, étant résolue, donne
Pour que cette expression, qui renferme un radical, puisse être évaluée, soit exactement, soit par approximation, il faut (85) que la quantité
soumise au signe radical, c'est-a-dire 7 + V' ^O-'' posiiive. Or, '— étant
nécessairement positif, quel que soit le signe de p, il s'ensuit que le signe
pi
de la quantité 7 + -— dépend principalement de celui de «7, ou de la quantité toute connue.
Cela pos!?, soit d'abord <■/ positif; auquel cas l'équation est de la forme x"^ ± px = --f q (les signes des coefficients sont mis ici en évidence) ; on
en déduit
Or il est visible que les deux valeurs de x seront toujours réelles et pour-
ront être déterminées, soit exactement si 7 -h y est un carré parfait, soit
avec tel degré d'approximation que l'on voudra. Toutefois, de ces deux valeurs, la première sera positive et répondra di-
/ p reclement à 1 équation (ou au problème); car le radical .« 7 — -r étant
numériquement plus grand que -1 l'expression — ^ db * 1 -^ ~ est
nécessairement de même signe que le radical.
Ln seconde valeur est, par la môme raison, essentiellement négative, puisqu'elle doit avoir le même signe que celui dont le radical est affecté. Considérée indépendamment de son signe, cette valeur répond, non plus à l'équation telle qu'elle a été établie, mais à cette équation dans laquelle on aurait remplacé x par — x^ c'est-à-dire à a-' q= px — q.
En effet, celle-ci-donne
valeurs qui ne diffèrent des précédentes que par le signe.
Il est d'ailleurs remarquable que la même équation lie entre elles deux questions dont les énoncés diffèrent néanmoins par le sens de certaines conditions. [Voir les deux premiers problèmes du n° 96.)
Soit actuellement (j négatif; auquel cas l'équation est de la forme X- -izpx ~ — g, el donne
Pour que l'extraction de la racine puisse s'effectuer, il faut que l'on ait
Cette condition étant satisfaite, les deux valeurs sont réelles.
Comme, d'ailleurs, ^ /— — q est numériquement plus petit que -? il V t *
s'ensuit que ces valeurs sont toutes deux négatives si p est positif dans l'équation, c'est-à-dire si cette équation est delà forme
.i--f- px = — q.
DISCUSSION GÉNÉRALE DE l' ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ. 187
Et elles sont touies deiuc positives si p est négatif, c'est-à-dire si l'équation est de la forme
x^ — px :^ — q.
Les propriétés du n° 98 conduisent au même résultat. En effet, soient « et ^ les deux racines do l'équation du second degré
X- -{- px = q
on a entre ces racines et les coefficients les relations
a+ b ^^ — p, ab ~ — q.
Cela posé, si q est positif dans le second membre et, par conséquent, négatif dans le premier, il s'ensuit que les deux racines sont de signes contraires, puisque leur produit est négatif. D'ailleurs, leur somme algébrique est négative o\x positive, suivant que /p est positif ou négatif; ce qui veut dire que, des deux racines, la plus grande numériquement est de signe contraire au coeUlcient p.
Si, au contraire, 7 est négatif dans le second membre et, par conséquent, positif dans le premier, comme le produit des deux racines est alors positif, il faut nécessairement qu'elles soient de même signe, savoir : toutes les deux négatives quand p est positif, et toutes les deux positives quand p est négatif.
100. Le cas où les deux racines sont positives mérite une attention particulière.
L'équation étant alors de la forme x'^ — px = ~ q, devient, par un simple changement de signe,
px — x"^ = q, ou X [p — x) — q,
et peut être considérée comme la traduction algébrique de ce problème : B Partager un nombre donné p en deux parties dont le produit soit égal a un autre nombre donné q [p et q sont supposés ici des nombres absolus).
En effet, x désignant l'une des parties, /j — x est l'expression de l'autre partie, e\.x [p — x) l'expression de leur produit, qui, par hypothèse, doit être égal à q.
Cela posé, comme l'équation est toujours la même, soit que l'on désigne par X la plus grande partie, soit que x représente la plus petite, il s'ensuit qu'elle ne doit pas donner l'une des parties plutôt que l'autre; elle doit donc les donner toutes deux à la fois. Ceci explique pourquoi l'équation admet deux solutions directes.
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Toutefois, pour que les deux valeurs de .r soient réelles, c'est-à-dire
pi pour que le problème soit possible, il faut que l'on ait <y < -y •
Ft, en effet, quelles que soient les deux parties cherchées, on peut toujours désigner leur différence par r/; et comme leur somme est p, on aura ( i), pour les expressions de ces deux parties,
'-■ -}- - et
Effectuant le produit de ces expressions, on trouve (S)
quantité essentiellement moindre que '-^i à moins que l'on ne suppose .•/ = o; auquel cas les deux parties sont égales, et leur produit est '—- • 11 est donc absurde d'exiger que le produit, qu'on avait d'ailleurs
représenté par «y, soit plus grand que '—■
De là résulte cette conséquence ;
Le plus grand produit cpCon puisse obtenir en décomposant un nombre absolu en deux parties, et nudtipliant ces deux parties entre elles, est L carré de la moitié du nombre.
Soit, par exemple, 56 le nombre à partager. On a
et 28 X
On voit ici que, plus la différence des deux parties est petite, plus leur produit est grand; et ce produit atteint son tnaximum quand les deux parties sont égales.
Examen de cpiehjues cas particuliers.
101. 1° Si lorsque fj est négatif, c'est-à-dire lorsque l'équation est de la forme .c^-h px = — fj[p étant de signe quelconque), on suppose
7 égal à V l6 radical » ~ 7 des deux valeurs de x devient nul, et
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ces valeurs se réduisent l'une et l'autre à x — — -• On dit alors nue les
deux raci/ies sont égales.
P^ En effet, si l'on remonte à l'équation, et qu'on y remplace q par —-,
elle devient
X^-A- px — —
d'où l'on tire
x' -T- px -\-^ = 0, ou
pV
Dans ce cas, le premier membre est le produit de deux facteurs égaux. On peut donc dire aussi que les racines de l'équation sont égales, puistjue alors les deux facteurs égalés à zéro donnent la même valeur pour x.
'2.° Si, dans l'équation générale x"^ -^ px = q, on suppose 7 == o, les deux valeurs de x se réduisent à
x = — --h-i ou X = o. et a x = — - — '-) ou x——p. 22 ' 11
Et, en effet, l'équation est alors de la forme x^-^px o, ou x{x -\- p) = o, équation que l'on peut vérifier, soit en posant j; =^ o, soit en posant x -h p = o, d'oià x ~ — p.
3° Si, dans l'équation générale x'^-\~ px = q, on suppose />» = o, il en en résulte
X- -= r/, d"où .r = =r y/iy
c'est-à-dire que, dans ce cas, les deux valeurs de x sont égales et de signes contraires, réelles si q est positif, et imaginaires si q est négatif.
L'équation rentre dans la classe des équations à deux termes (93).
4° Supposons à la fois p ^ o,q - o; l'équation devient .r- ~ o, et donne pour x deux valeurs nulles.
102. Il nous reste à examiner un cas singulier qui se rencontre souvent dans les applicatiotis, particulièrement dans la Géométrie analytique^
Pour cela, il faut reprendre l'équation ax^~hx^c. Cette équation résolue donne
b ± \Jb'^ -\- [\ac
Supposons maintenant que, d'après une hypothèse particulière faite sur
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les données de la question, on ait a = o, l'expression de x devient
— b ± h ,, , G ib
dou X = -1 X = —
o GO
La seconde valeur se présente sous la forme de Xinfuii, et peut être regardée comme une réponse, si toutefois la question proposée peut admettre des solutions de cette sorte (72).
Quant à la première -) il faut tâcher de l'interpréter.
D'abord, si l'on remonte à l'équation, on voit que l'hypothèse a - g la
réduit à ^.r -= c; d'où j: = 7» expression _^«/e et déterminée qui doit
être, dans le cas actuel, regardée comme représentant la vraie valeur de - •
Or cette valeur j peut être déduite de l'expression
(i) —b-^\,/b'-^ ^nc^
au moyen d'une transformation convenable. A cet effet, multiplions les deux termes de cette expression par — b — \/W~~^c\ elle devient
h'—{b''--^^ac) —iac
ou
XC
b — \Jb'^-\- é[ac
Maintenant l'hypothèse a — o, introduite dans cette dernière expressioa,
la réduit à r; ou jt résultat trouvé ci-dessus.
Cette transformation a eu pour objet de faire ressortir dans les deux termes le facteur a^ dont la présence avait réduit l'expression à la
forme - {*)•
Soit supposé à la fois a = o, b ~ o. Les deux valeurs de x prennent
me et l'autre la forme -• o
Or si l'on remonte à l'équation elle-même, on reconnaît qu'elle se réduit
(*) Voir la Note II à la fin du volume.
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à c = o, et qu'elle ne peut être satisfaite par aucune valeur finie de x, tant que r n'est pas nid.
i\lais je dis que, dans ce cas, les deux valeurs de x sont infinies.
En effet, la première,
— b -\- \/h' -\- ^ac
se réduisant d'abord à -j-, par l'hypothèse « = o, devient - lorsqu'on y
joint l'hypothèse b ^ o.
Quant à la seconde,
— b — ^/b^^ ^ac
Xr= ! ,
in
on faisant subir à cette expression la même transformation qu'à la première, c'est-à-dire en multipliant les deux termes par — b -^ s/b"^ -^ ^ac, et supprimant ensuite le facteur %a commun aux deux termes, on la change en celle-ci
— b -\- \/b^ -i- 4 rtc
expression qui so réduit aussi à par la double hypothèse a = o,
Enfin, lorsqu'on suppose en même temps <? = o, A = o, c = o, les
deux valeurs de x se présentent sous la forme -■> sans qu'aucune transformation puisse conduire à des valeurs déterminées de x. En effet, l'équation, se réduisant alors à o = o, est tout à fait indéterminée.
C'est le seul cas d'indétermination que présente l'équation du second 1 degré.
On peut parvenir aux conséquences précédentes au moyen d'une analyse beaucoup plus simple, qui aura d'ailleurs l'avantage de s'appliquer par la suite à des équations d'un degré quelconque.
Reprenons l'équation ax^'\- bx — c, et posons x = -; il en résulte — r + - = r, ou bien cr'^ — by — a~ o
(en chassant les dénominateurs et transposant). Cela posé, soit d'abord a ^ o\ cette dernière équation devient
cy"^ — by = 0,
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et donne deux valeuro
Substituant ces valeurs dans la relation x - i, on en dôduit
Si, outre l'bypollièso « = o, on a encore 6 = o, la valeur x = ^ devient
elle-même o
Et, en effet, réquation cy^ -by-a^o se rôdait, dans cette double hypotbcse, à cy'= o, équation dont les deux racines sont égales a zéro. Ainsi, les valeurs de x correspondantes sont toutes les deux infnics.
Quant au cas où l'on a en même temps a = o,b = o,c = o, l'équation cy^- by-n = o s& réduit à o = o, comane l'équation ax'-^bx - c, et admet une infinité de valeurs pour r, d'où il résulte une infinité de
valeurs pour x.
valeurs pour x. • i i
Nous allons maintenant appliquer les principes de cette discussion gênéraie à divers problèmes qui donneront lieu à toutes les circonstances qu on peut rencontrer dans les problèmes du second degré.
103. Cinquième problème. - Trouver, sur la ligne qui Joint deux lumières kctV> (V intensités différentes, le point où elles éclairent cgn-
On suppose connu ce principe de Physique que :
Les intensités relatifs d'une même lumière à deux distances différentes sont en raison inverse des carrés de ces distances.
Solution. - Nommons a la distance AB des deux lumières, b l'intensité de la lumière A à l'unité de distance, c lintensité de la lumière B à la même distance.
Soit d'ailleurs C le point cherché; et faisons
AC — X, d'où BC = a — X.
Puisque, en vertu du principe de Physique, l'intensité de A à la distance i
b b b étant b, son intensité relative aux distances a, 3, 4,- • • <?st -, -' 7(-' ' ' " '
il s'ensuit qu'à la distance .relie doit être exprimée par -p- On a de
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lu jrae, pour Tintensité relative de B à la distance a — x
or, d'après l'énoncé, ces deux intensités doivent être égales. Ainsi, l'on a l'équation
X- [a — xf' d'où l'on tire, en développant et réduisant
[b ~ c)x'^ — inbx = — a-b.
Donc
_abzjzK/(âb'~a-b{b-c] b — c
ou, réduisant,
expression qui se simplifie encore si l'on observe : 1° Que b r- s/bc peut se mettre sous la forme
\rb.\l~b±\1.\J~c, ou v^-{v/^ = l'^?)' 2° Que ^ — c est égal à
Ainsi, en considérant d'abord le signe supérieur de l'expression ci-dessus on a
On obtient de même, pour la seconde valeur,
X ^ ^\^bWb~\/c) ^ a^b ^ \^Jb-^^fc)\^,^b-^fc) yfb^yj'c^
Au reste, ces valeurs simplifiées pouvaient s'obtenir immédiatement ilaprès l'équation proposée. En effet, l'équation
"Zî = T T' revient a ^ — ,-— = -.
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Or, si l'on extrait la racine carrée des deux membres, il vient
'^ ±,rr
a — X ^^ je ± \/c
d'où, en chassant les dénominateurs et transposant, n\^ — x\n} = -- X \/c\ donc x
\fb±\rc
N. ^. — On a d'abord obtenu les valeurs sous une forme plus compliquée, parce que l'équation a été résolue par la méthode générale, qui est moins simple que la précédente.
Discutons maintenant les deux valeurs simplifiées. On a
\° X =^ —zA -■> 2.°x= '
d'où l'on tire
ay <: — o V '■
S'>it d'abnrd è > r.
La première valeur de x^ ~. —i est positive et plus petite que a\
yjt) -f- \'c
car -— ^ — — est une fraction. Ainsi cette valeur donne, pour le point éga- \'b -^\fc
lement éclairé, un point C situé entre les points A et B. On voit, en outre,
que ce point est plus voisin de B que de A; car, à cause de i > c, on a
\/Z' -i- v'^, ou isj!) > sjl) H- \fc^ d'où -p-'—
et par conséquent,
a\Jl) a
Cela doit être en effet, puisqu'on suppose l'intensité de A plus forte que
celle de B.
La valeur de a — :c correspondante, —^ -p » est positive et plus pe-
tite que - • comme il est aisé de le vérifler.
La seconde valeur de x^ —z^ -=■> est encore positive, mais dIus
\/b — \Jc
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erande que a ; car on a
Cette seconde valeur donne donc un second point C situé sur le prolongement de AB, et à droite des deux lumières.
On conçoit, en effet, que les deux lumières se répandant en tous sens, il doit y avoir sur le prolongement de AB un autre point également éclairé; et ce point doit être plus voisin de la lumière B, dont l'intensité est la moins forte.
On peut reconnaître à posteriori pourquoi ces deux valeurs sont liées par la même équation. Si, au lieu de prendre AC pour l'inconnue j:, on prend AC, il en résulte
BC — X — a\ ainsi, l'on a l'équation
x' [x — ci)-
Or, comme (jr — «)' est identique avec (« — .r)', la nouvelle équation est la môme que l'équation déjà établie, qui, par conséquent, ne doit pas plutôt donner AC que AC.
La seconde valeur de a ~ x, — ^» est négative, ce qui doit être,
y/b — yc
puisque l'on a a- > a ; mais en changeant les signes de l'équation
pn trouve
nv'c
\Jb-slc
Bt cette valeur de x — a représente la valeur absolue de BC. Soit b <c.
La première valeur de X y —~- — — > est toujours positive, mais plus v/^-f- <i/c
petite que -> puisque 1 on a
La valeur de a — x correspondante, ou — — ? est positive et plus
yb -{-\/c
grande que -•
Alsr. B. lO
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Ainsi, dans riiypolhèse que l'on considère, le point C, situé enlre les points A et B, doit Cire plus voisin de A que de B,
f\^> — nJb ^ ,. ,,
La seconde valeur (la X , ---— — -, OU — = ^i est essenticlie-
yb — V c V^' — V ^
ment négative.
Pour l'interpréter, changeons x en — x dans l'équation ; elle devient
Or, a — X exprimant d'abord la distance de B au point cherché, a-^ x doit maintenant exprimer cette même distance; ce qui exige que le point cherché soit à gauche de A, en C" par exemple. Et, en eiïet, puisque l'intensité de la lumière B est, par hypothèse, plus forte que celle de A, le second point cherché doit être plus voisin de A que de B.
La valeur de <? — x correspondante, -= =? ou —- -.:. est
\b — \jc yc — yb
positive; et cela tient à ce que, x étant négatif, a — x exprime réellement
une somme aritltmétique.
Soit b = c.
Les deux premières valeurs de x et de « — ^ se réduisent à - ; ce qui
donne le milieu de AB pour le premier point également éclairé. Ce résultat est conforme à l'hypothèse.
Les deux autres valeurs se réduisent à - — ■■, ou deviennent infinies;
c'est-à-dire que le second point également éclairé est situé à une distance des points A et B plus grande qu'aucune quantité assignable. Ce résultat répond parfaitement à l'hypothèse présente; car, si l'on suppose que li différence b — c, sans être tout à fait nulle, soit extrêmement petite, le second point également éclairé existe, mais à une distance très-grande doj
deux lumières : c'est ce qu'indique l'expression —-A — —i dont le déno-
yb — yc
minateur est extrêmement petit par rapport au numérateur; etlorsqu'or
suppose enfin b = c, ou \/6 — \/^ = o, le point cherché ne peut plu;
exister, ou doit se trouver situé à une distance infinie.
Observons, en passant, que dans le cas de è = c, si l'on considérait le;
valeurs non simplifiées,
x = "'*r'^) et .^''^p^, b — c 0 — c
la première, qui correspond a x = — — ) deviendrait — , et la
sjb — yc o
seconde, qui correspond à x = —=. ^5 deviendrait -• Mais on n'ob-
^ sTb^s/c o
tient la forme - qu'à cause de l'existence d'un facteur commun, \nj — \/c,
e<ilre les deux termes de la valeur de x. [Foi?- ce qui a été dit aux 11"^ 73 et 102.)
Les deux termes de la première comprennent bien aussi le facteur commun \/Z' ~ \/c: mais, en le supprimant, on trouve
\fh-sfc
expression qui se réduit encore à dans l'hypothèse de ô — c
S'aient b ^ c et a ~ o.
Le premier système des valeurs de ^ et de fi — xsq réduit à o, et le
second système à -• •■ o
Ce dernier caractère est ici le symbole de Y indétermination; car si Ton remonte à l'équation du problème [b — c)x-— o-abx = — à^b, elle se réduit, dans rhypothèse actuelle, à o.j:^— car = o, équation qui peut être satisfaite par un nombre quelconque mis pour x. Et, en effet, puisque les deux lumières ont la même intensité et sont placées au même point, elles À>ire/il éclaire/' également chacun des points de la ligne AB. j La solution o que donne le premier système est une de ces solutions, nombre infini, dont on vient de parler. Soit, enfin, a = o, b étant différent de c.
Chacun des deux systèmes se réduit à o; ce qui prouve qu'il n'y a, ans ce cas, qu'un seul point également éclairé : c'est celui où les deux anières sont placées.
' ''quation se réduit alors à (/^ — c) x^= 0, et donne les deux valeurs
La discussion précédente offre un nouvel exemple de la précision avec aquelle l'Algèbre répond à toutes les circonstances de l'énoncé d'un pro- )lème.
iOi. Sixième problème. — Tromper deux nombres tels, que la diffé- 'cnce de leurs produits par les nombres respectifs a et b soit égale à un
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nombre donné s, et que la différence de leurs carrés soit égale à un autre nombre donné q.
Solution. — Soient x et/ les nombres cherchés; on a les deux équations
ax — by ^ s, x'—'f = q.
De la première on tire x = ^^^' valeur qui, substituée dans la seconde, donne (,) {a'-b')y-'i.bsy^-^s-'-a'q\
donc
_hs ±i a\J s" - q{œ - b") ^-~ a^-l)-"
Reportant cette valeur dans l'expression de x en y, on trouve
Tbs±a^Js'■-q[a^^=lF)\ , b ! 5 r^ ~ *
d'où
as±hsjs'-q[a^-b-') ■^" - rt^ - b-"
(Il ne faut pas perdre de vue que, dans ces valeurs de 7 et de x, les deux signes supérieurs se correspondent, ainsi que les signes inférieurs.)
Discussion. — Nous supposerons, dans tout ce qui va suivre, que a, b, q, S soient des nombres absolus : s'il en était autrement, certains termes dés valeurs de x et de j changeraient de signe, et il faudrait opérer C2S changements avant de discuter.
&)it a> b, d'où û' — b" positif.
D'abord, pour que les deux valeurs de ^ et de j soient réelles, il faut que l'on ait
q{a'-b') < s\ d'où q < -^rZTb' '
Supposons cette dernière condition remplie, et déterminons les signes dont les deux systèmes de valeurs sont affectés. Le premier système est
asH'b^/s'-qia'-b^)^ _bs -^ a\Js' - q(a' -h^^ Les deux valeurs de ce système sont nécessairement positives, et for-
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ment, par conséquent, une solution directe du problème, tel qu'il a été établi.
Le second système est
_as — b\/s'— già"— b^) _ bs — asjs""— q\a''— b^)
^" a-'-b^ ' ^'~ cr-b' '
La valeur de x est essentiellement positive; car de a > è on tire
as > bs, et à fortiori as y- b \/s'^ — q[a'^ — 6^ ) ,
puisque le radical est plus petit que s. Quant à celle de j, elle peut être positive ou négative. Pour qu'elle soit positive, il faut que l'on ait
bs > a ^/s'—q[a'—b') , d'oii, en élevant au carré,
Ajoutons «'(/(a'— b^) aux deux membres, et retranchons-en b^s-; il vient
d'où, en divisant par a^{a^— b^],
Ainsi, pour que le second système soit encore iine solution réelle et \recte, il faut que l'on ait en même temps
q < — — n 1 et <7 > -j ,
( est-à-dire que 7 soit compris entre les deux nombres — ^ et ^_ •
( tbscrvons, en passant, que la condition q> — pouvait être obtenue
lus facilement au moyen de l'équation en r.
Cette équation étant [a^— b-)y — ibsy -r s^— a^q, on voit que, dans hypothèse de « > 6, elle est de la forme x^ — px = — q, si l'on aa^qy s\
m 7 > — : et l'on sait iiOO) qu'alors les deux racines sont à la fois po- ^ a
iitives.
Si l'on avait, au contraire, q <C~-.i auquel cas on aurait, à plus forte
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raison , 7 < — ^,, la valeur de r du second système serait négative; et
' a — 0 ce système (abstraction faite du signe de r) ne serait plus une solution de l'énoncé tel qu'il a été établi, mais bien de celui dont les équations seraient
nx -\- bj-~ s, x'^ — y=q,
et qui ne différerait du précédent qu'en ce que s exprimerait une somme au lieu 6! une différence.
Ainsi, dans le cas de « > ^, le problème admet deux solutions réelles et directes toutes les fois que l'on a
7>^2' mais 7<,7ir7;^'
et elle n'en admet qu'une seule si l'on * 7 < ~:*
En prenant pour a, b, s des nombres absolus quelconques, pourva toutefois que « soit > b, et choisissant ensuite pour g un nombre compris enire les deux limites ^ et -7^-' «" sera certain d'obtenir deux solutions directes.
Soient, par exemple,
a =6, 6 = 4, ^ = i5, d"cù l'on déduit
^-■36" "4' ci'-b" 20 .4
On pourra supposer 17 = 10, par exemple, et il viendra
- 20 X 1 0 90 rh 20 _ 1 I
et et
Les solutions ('x = -^, j = |) et (^x = ^, r = ^) forment évidemment deux solutions directes des équations
Mais si l'on supposait « = 6, i = 4, ^ - '5, <? = 5, il serait facile d, reconnaître que, des deux systèmes, le premier seul donnerait une soluiioi directe.
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Cas particuliers qui se rapportent à VJiypothèse de a~^ b. Soit
q = -rzrû-^ ' d où q («= -¥)^ s\
Les deux systèmes de valeurs de x et de j>- se réduisent à
as hs
Ainsi, dans cette liypothèse, il n'y a qu'une solution du problème, et elle est directe.
Soit encore
7 = — 5 d'où s'^=a'^q et s — asJTi^
i- le premier système devient
_ as -h b\/L>-q _ a' -+- ù^ ,- _bs-ha\/b'q lab r-
le second
^ aj-bsjjy-q^ ,~ bs-asj'lr y ^ ^^
cr-b-^ -V^' ^- d'-(F~
Et, en effet, supposons s"" = crq dans l'équation en y\ elle se réduit à [d- ~b'^)y'^ — ibsy = o\
i'où l'on déduit
_ "ibs "xab f-
J'-""' ^' = ^r=rbi = ^,^z=T^vq-
Reportons chacune de ces valeurs dans x = -^~^^ ■ il en résulte
•^--= — v^> ^ = ;?^:pV7.
Soit maintenant a <ib; d'où a- — b^ négatif.
Les expressions de ^ et de j peuvent se mettre sous la forme
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Ces valeurs sont toujours rijelles, puisque la quantité sous le radical est cssenlieUement positive.
Quant aux signes, la première valeur de x est essentiellement négative, et il en est de même de la première valeur de j. Ainsi ces valeurs, abstraction faite de leur signe, répondent, non aux équations proposées, mais aux équations by — ax= s^x^ — y'^=q^ dans la première desquelles V ordre de la différence entre les produits ax et by est renversé.
La seconde valeur de x est nécessairement positive ; car de Z» > « on déduit b v'-y^-i- (]{b- — à^) > as , puisque le radical est numériquement plus grand que s.
Mais la seconde valeur de y n'est pas toujours positive. Pour qu'elle le soit, il faut qu'on ait la relation
a \Js- -h q[b^ — à') > bs,
d'où, en élevant au carré,
ou, transposant a'^s^,
et divisant par «'(/;' — «'),
En donnant à a, b, s, q des valeurs particulières, telles que Ton ail
b^ a^ et <7 > — 5 le problème sera encore susceptible dîune solution
directe.
Soit, enfin, a = b; d'où a' — b- = o.
Le premier système de valeurs devient, dans cette hypothèse,
•i.as ins X = , y= 5
et le second
Mais si l'on remonte à l'équation («^ — b^)y'^ — •i.bsy ■= s'^ — a'q, qui, lorsqu'on fait a = è, se réduit à — iasy= s'' — a^q^ on en déduit
•xas '
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et l'expression de xenj; x= — — ^ — donne
On parviendrait aux mêmes résultats en imitant l'un des procédés
suivis (102), c'est-à-dire en faisant, dans l'équation en j, j = -, ou bien, en mettant en évidence le facteur commun a^ — b^ dans celles des expressions de y et de x^ qui se sont réduites à la forme--
Pour nue la solution x ~ — , y — — soit directe, il faut
las las
qu on ait y
Des transformations qu'on peut faire subir aux inégalités.
lOo. Dans le cours de la discussion des deux problèmes précédents, nous arons eu occasion de poser plusieurs inégalités sur lesquelles ont été exécutées des transformations analogues à celles qu'on exécute sur les égalées. C'est, en effet, ce qu'on est souvent obligé de faire, lorsqu'on discutant un problème on veut établir entre les données les relations iJBcessaires pour que le problème -soit susceptible d'une solution directe du moins réelle, et 6xer, à l'aide de ces relations , les limites entre squelles doivent se trouver les valeurs particulières de certaines données our que l'énoncé tombe dans telle ou telle circonstance. Or, quoique les rincipes établis pour les équations soient en général applicables aux égalités, il y a néanmoins quelques exceptions dont il est nécessaire e parler, afin de mettre les commençants en garde contre des erreurs ju'ils pourraient commettre en faisant usage des signes d'inégalités. Ces xceptions proviennent de l'introduction des expressions négatives comme fuantités, dans les calculs.
Pour plus de clarté, nous allons passer en revue les diverses transformations qu'il est permis de faire subir aux inégalités , en ayant soin de faire ressortir en même temps les transformations dont l'emploi doit être interdit.
Transformatiox par addition et soustraction. — On peut, sans aucune exception, ajouter aux deux membres d'une inégalité quelconque, ou en retrancher une même quantité ; r inégalité subsiste toujours dans le même sens.
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Ainsi, soit 8 > 5 ; on a encore
8 -T- 5 > 3 -h 5, et 8 — 5 > 3 — 5. Soit do môme — 3 < — 2 ; on a encore
— 3 -I- 6 < — 2 -i- 6, et — 3 — 6 < — 2 — G.
Cela résulte des principes établis au n° G3.
La transformation précédente sert, comme dans les équations, à faire passer certains termes d'un membre de l'inégalité dans l'autre.
Soit, par exemple, l'inégalité «'-f- ^'> 3^- — 2c/'; il en résulte
<7- -(- 2 «' > 3 Z»^ — /^^ ou 3(7^>2^'.
O/i peut, sans exception, ajouter membre à membre deux ou plusieurs inégalités établies dans le même sens; on obtient ainsi une inégalité de même sens que les proposées.
Ainsi, a^ b,c '^ d, e ^f,. . . donnent
Mais // n'en est pas toujours de même si l'on soustrait membre à membre deux ou plusieurs inégalités établies dans le même sens. Soient les inégalités 4 < 7 et 2 < 3 ; on a bien
4 — 2 < 7 — 3 ou 2 < 4.
Mais soient les inégalités 9 < 10, et 6 < 8 ; il vient, par la soustraction.
9 — 6 > 10 — 8 ou 3 > 2.
On doit donc éviter autant que possible cette transformation ; ou, lorsqu'on l'emploie, s'assurer s'il y a inégalité dans le rés-altat, et dans quel sens est celle-ci.
Tr.ANSFOP.-MATio.N PAR MULTIPLICATION ET Divisio.N. — On peut multiplier les deux membres d'une inégalité par un nombre positif ou absolu : il y a inégalité de même sens dans les résultats.
Ainsi àe a -Cb, on tire 3« < 36; et de — « <— 6, on déduit
— 3fl <~3b.
Ce principe sert à faire disparaître les dénominateurs.
Que l'on ait l'inégalité ,— > —^ ; on en déduit, en multipliant
^ Q.d àa ' ^
TRANSFORMATIONS DES INÉGALITÉS. l55
les deux membres par 6 ad,
3a{a'-lj') > id[c^- rP).
Même principe pour la division.
Mais lorsqu'on multiplie ou divise les deux membres d'une incgalilé par une (juantité né^adce, on obtient une inégalité de sens contraire.
Soit, par exemple, 8 ;> 7; en multipliant les deux membres par — 3, on a, au contraire, — 24 < — 21 .
De même, 8 > 7 donne
ni' ou -3<:zr3, ou -3.
Ainsi, lorsqu'on multiplie ou divise les deux membres d'une inégalité par un nombre exprimé algébriquement , il faut s'assurer si le multiplicateur on le diviseur ne peut devenir négatif; car, dans ce dernier cas, .'inégalité serait de sens contraire.
Dans le problème du n° 104, de l'inégalité a^q{a- — b^) > s^{a^— è'),
on a pu déduire 7 > -j? en divisant par «'(«- — b^), parce que l'on avait
'supposé « > ^, ou <7^ — b^ positif.
Il n'est pas permis de changer les signes des deux membres d'une i //égalité, à moins qu'on n'établisse l'inégalité résultante en sens contraire; cette transformation revient évidemment à multiplier les deux membres par — i .
Transformation par élévation au carré. — On peut élever au carré les deux me/nbres d'une i //égalité entre des nombres absolus, et l' inégalité subsistera dans le n/é/ne sens.
Ainsi, de 5 > 3, on déduit aS > 9; de (7 h- ^ > c, on tire{«-f- b)'y-c*.
Mais si les deux men/brcs de l'inégalité sont de signes quelconques, on ne peut pas assurer d'avance dans quel sens l'inégcdité résultante aura lieu.
Par exemple, — 2 < 3 donne
(—2)' ou 4<9;
et — 3 > — 5 donne, au contraire,
(—3)' ou 9<( — 5)' ou 25.
On doit donc, avant d'élever au carré, s'assurer si les deux membres peuvent être regardés comme des /io/nb/-es absol/is.
Transformation par extraction de racine carrée. — On peut
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extraire la racine carrée des deux membres d^une inégalité entre des nombres absolus i et V inégalité subsiste, dans le même ans, entre les valeurs numériques de ces racines carrées.
Observons d'abord qu'on ne peut proposer d'extraire la racine carrc/e des deux membres d'une inégalité, qn'autant quils sont essentiellement positifs^ car, autrement, on serait conduit à des expressions imaginaires qu'on ne pourrait comparer.
Mais que l'on ait 9 < aS, on en déduit v/g ou 3 < v^^ ou 5.
De «' > b^ on déduit « > è, si a et è expriment des nombres absolus.
De même, l'inégalité «'> (c— b^ donne <7> r — ^, si l'on suppose déjà c plus grand que ^; et a > 6 — c, si, au contraire, b est plus grand que c.
En un mot; lorsque les deux membres d'une inégalité sont composés de termes additifs et de termes soustractifs , on doit avoir soin d'écrire, pour la racine carrée de chaque membre , un polynôme dans lequel les soustractions soient possibles.
Voici les énoncés de nouveaux problèmes
Septième problème. — Deux marchands vendent chacun d'une même étoffe, a des prix différents ; le second vend 3 mètres de plus que le premier, et ils en retirent ensemble 35 écus de 5 francs. Le premier dit au second : J'aurais retiré de votre étoffe 24 écus; l'autre répond : Et moi j'aurais retiré de la vôtj-e 12 écus \. — Combien de mètres ont -ils vendu chacun?
Rép. \" marchand a; = i5; 2^ marchand y = 18, ou bien x — 5,
Huitième problème. — Un négociant doit un billet de 6240 francs payable dans 8 mois, et un autre billet de 7632 francs payable dans 9 mois. Il retire ces deux billets, et remet à leur place un billet de i4ï56 francs payable dans un an. — On demande le taux de l'intérêt.
Rép. lo'^'', 33 pour 100 par an.
On suppose ici que chacun des trois billets ait été réduit à sa véritable valeur [voy. Arithmétique (268)] à l'instant même de l'échange do> billets; car il est bon d'observer que la question peut être traitée de diverses manières, et donne lieu à des résultats tout à fait différents, suivant les époques auxquelles on ramène les valeurs des billets.
Neuvième problème. — Une personne possède i3ooo francs, qu'elle partage en deux portions placées à intérêt, de manière qu'elle en retire des revenus égaux. Si elle faisait valoir la première portion sur le même
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pied que la seconde, elle retirerait pour cette partie 3Co francs d'intérêt; et si elle faisait valoir la seconde portion au même taux c^ue la première, elle retirerait 490 francs d'intérêt. — On demande les deux taux d^intérêt. (Rép, 7 et 6.)
(L'équation de ce problème peut être résolue plus simplement que par la méthode générale.)
Dixième problème. — Trouver deux i-ectangles dont on connaît la somme <j des surfaces, la somme a des hases, et dont on connaît les surfaces p et p', quand à la base de chacun d'eux on donne la hauteur de l'autre, c est-à-dire quand on alterne les hauteurs.
D ■ T, A ■ a{ip -i- q ± v/r/' — ^pp')
Rep. Base du premier, x = ' > < .
(Résoudre et discuter ce problème.)
Onzième problème. — Partager deux nombres a et b, l'un et l'autre ?« deux parties, de manière que le produit d'une partie de a par une oartie de b soit égal à un nombre donné p, et que le produit des parties le a et b soit aussi égal à un nombre donné p'. — Résoudre et discuter '0 problème.
Douzième problème. — Trouver un nombre tel, que son carré soit au
oduit des différences entre ce nombre et deux autres nombres donnés a
et b, dans un rapport connu, p '. q. — Résoudre et discuter ce problème.
Nous recommandons ce dernier problème aux élèves, non-seulement parce que sa discussion offre de nouvelles applications des principes sur les inégalités, mais encore parce que les formules auxquelles on parvient renferment implicitement les solutions d'une foule de questions analogues, dont les énoncés ne diffèrent que par le sens de certaines conditions.
Questions sur les maximums et les minimums. — Propriétés des trinômes du second degré.
107. Il est une certaine classe de problèmes qu'on rencontre surtout dans la Géométrie analytique, et qu'il est souvent possible de résoudre à l'aide des théories précédentes : ce sont ceux qui ont pour objet de déterminer la plus grande ou la plus petite valeur que puisse recevoir le résultat de certaines opérations arithmétiques effectuées sur des nombres.
Soit proposée cette première question : Partager un nombre donné ia en deux parties dont le produit soit le plus grand possible, ou un maximum.
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Plaignons par x l'une des parties, l'autre sera in — jr, et leur produit u:{-i.ci r).
Si l'on donne à .r différentes valeurs, ce produit passera par différents e'uits de grandeur; et il s'agit d'assigner à x la valeur qui doit rendre ce produit le plus grand possible.
Désignons par )■ ce plus grand produit dont la valeur est inconnue pour le moment; on aura, d'après l'énoncé, l'équation
Regardant ;■ comme connu, et tirant de cette équation la valeur de r.
on trouve
X = a -7 \Ja~' — y.
Or ce résultat fait voir que x ne peut être réel qu'autant que l'on aura y < a', ou, tout au plus, y= a^.
D'où l'on peut conclure que la plus grande valeur qu'on puisse donner à/, c'est-à-dire au produit des deux parties, est <7\
Mais si l'on fait j-= «', il en résulte x — a.
Donc, pour obtenir le plus grand produit, il faut diviser le nombr; donné ia en deux parties égales; et le maximum qu'on obtient ainsi ett le carré de la moitié du nombre ; résultat que l'on a déjà trouvé par ua autre moyen (TOO).
Solution plus simple. - Appelons ix Va différence qui existe entre le; deux parties; puisque leur somme est déjà exprimée par la, la plus grandi
de ces parties sera (4) représentée par ' ; ou u -+- a:, la plus petite par a — X, et l'on aura pour l'équation
ou, effectuant les calculs,
a^ — X- = r; d'où x = ±: \/a' — y.
Pour que cette valeur de x soit réelle, il faut que j soit tout au plus égal à rt' ; or, en faisant j =^ <?', on obtient x - o, ce qui prouve que les deux parties doivent être égales.
Ce moyen de résolution a l'avantage de conduire à une équation du second degré à deux termes.
iV. B. Dans les équations
x[o.a — x\—y et [a -\- x) [a — x) ~ y .,
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X est dite une vcuinhlc, et
X [ia — x) ou [a n- x] [a — x)
m\Q CQvlàma fonction de la variable.
Cette fonction, représentée par y, est elle-même une autre variable, dont la valeur dépend de celle qu'on attribue à la première; et c'est pour cela que les analystes désignent quelquefois celle-ci sous le nom de variahlc indépendante, tandis que la seconde, ouj, reçoit des valeurs dépendantes de celles qu'on attribue à x.
En résolvant par rapport à x les deux équations
X [in — x) ---- j et i « -)- x) [a — x) = 7',
celqui donne : X = n-i- \/a- — r et x —. ± s/n' — j,
on peut regarder, à son tour, jr comme une variable indépendante et x cohfime une certaine /o/^c/Zo/? de cette variable.
109. Proposons-nous, pour seconde question, de diviser un nombre "xa CT\ deux parties telles, que la somme des racines carrées de ces deux parties soit un maximum.
Appelons x- l'une des parties; la — x'^ sera l'autre partie, et la somme d< leurs racines carrées aura pour expression
X ^- ^ia — .r^ :
t!St cette expression dont il faut déterminer le maximum. I Posons
I Pour résoudre cette équation, il faut chasser le radical. On a d'abord, n transposant le terme x dans le second membre,
IsJ'i a — x'- — y — x^ 'où, élevant au carré,
art — .r^ = 7' — ixy -^ .r^, M, ordonnant par rapport à .r,
ix^ — %xy = la — 7-^, ■quai ion d'où l'on tire
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OU, simplifiant,
Pour que les deux valeurs de x soient réelles, il faut que 7^ soit fout au plus égal à 4«- Donc 2 yf(t est la plus grande valeur que puisse recevoir r. Si l'on fait y - -x \/7i^ il en résulte x = \^a\ d'où l'on déduit
x'^ = a et la — x"^ = a.
Ainsi, le nombre donné 2 a doil être divisé en deux parties égales f.our que la somme des racines carrées de ces deux parties soit un maximum. Ce maximum est d'ailleurs égal à 2 \/â. Soit, par exemple, 72 le nombre proposé ; on a
72 = 36-1-36; d'où \/36 -t- v'SG ^ 12,
C'est le maximum de valeur qu'on puisse obtenir pour la somme des racines carrées des deux parties de 72. Et, en effet, décomposons 72 en 64 -:- 8 ; on a
v/64 — 8 et /^ = ^ "'^ ""3 fract.; d'où _
v/64 -f- \/8 = 10 -{- une frac t.
Soit encore 72 = 49 -^- aS ; on a
v'49 — 7> \/'-*^ — 4 -*- une fract.; donc
v/49 -i- y/^ = II -i- une fract.
ni 'f*^ — j n
Considérons, pour troisième exemple, l'expression — ^ — j qfà
s'agit de rendre un minimum [m étant supposé > «). Posons
— y, d'où m^x'^ — (/«' — n^)y.x — — n';
[nr — n') X on en déduit
wTT
X = -^ ; — — ±: 5 V ( m^ — n' V r — â nr n'.
Or, pour qufi les deux valeurs de x correspondant à une valeur de 1
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soient réelles, il faut évidemment que {nr — ri^'f f soit au moins égal à
, , , . . , , , "i-inn ^m^n-, et, par conséquent, que j soit au moins égal a —5 7»
Ainsi, —T, — ■ — T est le minimum des valeurs qu'on puisse donner à r. m' — n-
Si l'on fait r= —^ -1 dans l'expression de x. le radical disparaît,
et la valeur de x devient
m- — n^ imn n
im m' — rr
Cette valeur, x = —■, est donc celle qui rend l'expression proposée un minimum, lequel est égal a —7 j •
MO. Ces exemples suffisent pour mettre au fait de la marche qu'il faut suivre dans la résolution de ces sortes de questions.
Après avoir formé l'expression algébrique de la quantité susceptible de devenir, soit un maximum, soit un minimum, on l'égale à une lettre quelconque y. Si l'équation que l'on obtient ainsi est du second liegré en x [^x désignant la quantité variable qui entre dans l'expression algébrique ) , on la résout par rapport à x ; puis on égale à zéro la quantité soumise au radical, et Von tire de cette dernière équation une valeur de y qui représente alors le maximum ou le minimum cherché. Substituant enfin cette valeur de y dans V expression de j-, on obtient la valeur de x propre à satisfaire l'énoncé.
N. B. — S'il arrivait que la quantité sous le radical restât positive, quelle que fût la valeur de j, on en conclurait que l'expression proposée peut passer par tous les états de grandeur possibles ; en d'autres termes, qu'elle a, en nombres absolus, l'infini pour maximum et zéro pour minimum; ou, plus généralement, qu'elle peut passer par tous les états, depuis \ infini négatif ]Vi?,(\Vid, \ infini positif.
Soit, pour nouvel exemple, l'expression
^x- -k- i\x — 3 6 [-xx ■+- 1)
On demande si cette expression est susceptible d'un maximum ou d'un miniimim.
Posons
6(2XH-I) ~^' Alg. B. 1 1
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Il en résulte l'équation
4 j' — 4 ( 3 )' — I ) jc = 6j -H 3 ; d'où Ion déduit
Or, quelque valeur qu'on donne à v, la quantité sous le radical sera toujours positive. Ainsi j, ou l'expression proposée, peut passer par tous les états de grandeur depuis — » jusqu'à -^ » .
Dans les exemples précédents, la quantité soumise au radical de la valeur de .r ne renfermait que deux parties, l'une affectée de j ou de j^, l'autre toute connue; et il a été facile d'obtenir le maximum ou le minimum dont la fonction était susceptible. Mais il peut arriver que celte quantité soit un trinôme du second degré de la forme mr' -r- ny-h p.
Dans ce cas, la question devient plus difficile; et pour mettre en état de la résoudre complètement, il est nécessaire de démontrer plusieurs propriétés relatives à ces trinômes.
Propriétés des trinômes du second degré.
111. On appelle trinôme du second degré toute expression de la forme m)^ H- nr -f- p ( /», n et p étant des quantités connues de signes quelconques, V désignant d'ailleurs une variable, c'est-à-dire une quantité que l'on fait passer par différents états de grandeur).
Ainsi
Sj-*— 5r— 7 — 9>--T- 2r — 5 ou — 6r'-^ 3/-h 12, (fl — 6 -H af ) )^ -7- ^W-y — 2<7c- ~ "hd^b
sont dits des trinômes du second degré en r. Si l'on égale à zéro le trinôme m y- -h ny -^ /?, ce qui donne
mf ^fiy-+-p = o, d'où j- = — ±: JL ^',i'~ Amp,
im ini -> j 1
on peut faire trois h5T)othèses principales par rapport à la nature des valeurs de / qu'en vient d'obtenir :
les deux racines sont alors réelles et inégales;
2° n' — 4 nip — o ;
auquel cas les deux racines sont réelles et égales;
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3° IV — ^nip < o;
les deux racines sont, dans ce cas, imaginaires. Cela posé, voici les propriétés relatives à ces différents cas : Premièrement. — Toutes les fois qu'un trinôme du second degré est tel, qu'en l'égalant à zéro et résolvant l'équation qui en résulte on obtient deux racines réelles et inégales (de signes quelconques), toute quantité (positive ou négative) comprise entre les deux racines, substituée à la place de y dans le trinôme, donne nécessairement un résultat de signe contraire à celui dont le coefficient de y^ est affecté; mais toute ciuantité non comprise entre les deux racines, et différente de chacune d'elles, substituée à la place de y, donne un résultat de même signe rjue le coefficient de y'^.
En effet, soit l'équation
m y''- -i- ?iy -h /? = o,
et, pour fixer les idées, représentons par y' la racine qui se rapproche le plus de Xinfini négatif, c'est-à-dire de la plus petite racine, et par y" l'autre racine.
Cela posé, le premier membre peut (97) se mettre sous la forme "'if — f') (j — j"); ^linsi l'on a l'identité
mf + ny ^ p ^ m (y -y') {y ~y") ;
ce qui signifie (42) que cette égalité doit exister, quelque valeur qu'on donne à y.
Soit maintenant a une quantité comprise entre y' et y", c'est-à-dire telle que l'on ait
ce. > r', mais a < j" ; il en résulte
a— j'>o, mais a— j"<o;
d'oià l'on voit que les facteurs a: — j', a —y" sont de signes contraires : ainsi leur produit [ot. — y'){y. — r") est négatif.
Donc m (« —y') (^ — /" j ou «/«^ -^- na-hp est de signe contraire à celui dont m est affecté.
Soit, au contraire,
* <C jr' el à fortiori a </"; d'où l'on déduit
<^- — y' <.o et « — y" < o.
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Les deux facteurs sont de môme signe; donc (^ — j') (a— j"] est positif, par conséquent
/7î (a— 7') (a — j") ou mu} -^ ny.-^ p
est de môme signe que w.
Même raisonnement pour le cas de a>j'', et à fortiori y.'>y'.
Deuxièmement. — Si les deux racines sont réelles et égales, toute quantité différente de celle qui réduit le trinôme à zéro, substituée duns ce trinôme, donne un résultat de même signe que le coefficient de y.
En effet, puisque les deux racines sont égales, on a la relation
rt' — 4 jnp = 0, d ou 1 on tire v = -r~ ;
dès lors le trinôme my"^ -^ ny + p o\x miy"--". J)' -i- — ) denenl
m r^ H y -h - — - ou m { y h •
y m-' \m' ] \ i-inj
Or il est évident que, pour toute valeur de y autre que 1 la quantité ( ,)■ ~ ) sera positive.
Ainsi, m { y -i ) ou my'^ -}- ny -h p aura le sime de m. c. Q. F. D.
^-^ imj . ., t
Troisièmement. — Enfin, si les deux racines sont imaginaires, toute quantité réelle, p.'sitive ou négative, substituée à la place de y, donnera un résidtat de même signe que le coefficient de y'^.
Car, puisque les deux racines sont imaginaires, on a la relation
«-— 4/«/^<o, d'où ^mp'^n'^.
ou bien (lOu), divisant par 4 '"S
P ^ "' , m -^ b.ni'
Soit donc — = ; -t- k^ i k- désignant une quantité essentiellement
positive); il en résulte
my"- -T- ny -\- p — m\ y- -i y -h - — r -+■ k^\ = m\ y -i | -+- m/',
•^ - r \y m-' 4w^ ) \ 'xm )
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quantité qui restera toujours de même signe que m, quelque valeur réelle que l'on y substitue pour j.
112. La seconde propriété nous conduit naturellement à parler d'une proposition qui est d'un fréquent usage dans l'analyse.
Toutes les fois qiHun trinôme du second degré, my'^ -\- ny -l-/?, est un carré parfait, on a entre ses coefficients la relation
n^ — ^mp — o.
En effet, si ce trinôme est un carré parfait et de la forme [m'y-h n'y, les deux racines de l'équation my"^ -h ny -{- p = o doivent être égales. Or, pour qu'elles soient égales, il faut que la quantité sous le radical, ou n' — i»Jp, soit nulle. c. Q. F. D.
Réciproquement. — Si l'on a entre les coefficients la relation
n^ — ^mp = o,
le trinôme est un carré parfait ; car on déduit de cette relation
P '-^ Tn, 5 ^ ^^ '"^ -i-ny-^p^ my' ^ny-^—- = [y //« + ,
113. Voyons actuellement l'usage de ces propriétés, dans la résolution des questions sur les maximums et minimums.
Soit proposé de déterminer si, lorsqu'on fait varier x^ la fonction
x' — ÏX -H 21
Qx — i4
Posons
d'où
II en résulte
peut passer par tous les états de grandeur.
X^ — IX -h 21 _
a;^ — 2 ( 3j -1- I ) or = — 21 — 1 4 J.
Pour que x soit réel, il faut que gr' — 8j — 20 soit positif. Or, si l'on égale cette quantité à zéro, il vient
, 8 20 ,, , ^ îo y y = 0, dou y = 2 et y — •
Ces deux valeurs de / étant réelles, il suit de la première des propriétés ci-dessus que, dès qu'on donnera à y des valeurs comprises
entre et 2, telles que — i, o, i, la valeur du trinôme sera négative,
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puisque le coefficient de j^ est positif. Mais en donnant à y des valeurs non comprises entre et 2 , comme — 2 , — 3, . . . , 3, 4» • • • 1 on obtiendra un résultat /^o*////.
On voit donc que 2 est, en nombres absolus, le minimum des valeurs que doit recevoir y, pour que x soit réel;, et si, dans l'expression de x ci-dessus, on fait j = 2, le radical disparaît, et l'on trouve j: — 7. ,
En effet , l'expression — — devient , lorsqu'on y pose a: = 7,
La racine y = est en nombres négatifs, le maximum des valeurs
que y peut recevoir; et la valeur de x correspondant à ce maximum est
X = Sx hl — — ^«
N. B. — Lorsque, x étant exprimé en /, le coefficient de j^ sous le radical est négatif, et que les deux valeurs de y^ déduites du trinôme égalé à zéro, sont, l'une positive, l'autre négative, la valeur positive est un maximum, puisque toute valeur plus grande donnerait un résultat de même signe que le coefficient de jr% et, par conséquent, négatif; la valeur négative est un minimum parmi les valeurs négatives que r peut recevoir.
Nous laissons aux élèves le soin d'examiner les autres circonstances qui peuvent se présenter : par exemple, le cas où, le coefficient dej' étant positif, les deux valeurs dejr sont positives; celui où, ce même coefficient étant positif, les deux valeurs sont imaginaires. Ils pourront, d'ailleurs, s'exercer sur les questions suivantes :
1" Partager un nombre donné ia en deux parties , de manière que la somme des quotients qu'on obtient, quand on divise mutuellement res deux parties l'une par l'autre, soit un minimum.
(Rép. Les deux parties doivent être égales, et le minimum est 2.)
2" Soient a et b deux nombres absolus ; on demande pour x une valeur
telle, que l'expression -\ soit un maximum.
Rép. X = r-; et le maximum correspondant est y = , — •
3° Soient a et b deux nombres absolus; on demande pour x une va-
, ,, ,, . (a -+- x) ib -\- x)
leur telle, que l expression ^ ■ soit un mmimum.
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Rép. On trouve ici deux valeurs, savoir :
a: = - \ ab, à laquelle correspond un nùnimum y = (v'^ -+- \^) j et ar = — \^, à laquelle correspond un maximum y = \\pi — \'^j ,
§ m. — Des équations et problèmes du second degré a deux ou
PLUSIEURS IXCONNUES. — NOUVELLES OPÉRATIONS SUR LES RADICAU'X DU SECOND DEGRÉ, RÉELS OU niAGINAIRES.
id4. Nous ne pouvons donner ici une théorie complète; car nous ferons voir bientôt que la résolution de deux équations du second degré, à deux inconnues, dépend, en général, de la résolution d'une équation du quatrième degré à une seule inconnue ; mais nous allons nous proposer quelques questions qui ne dépendent, en dernière analyse, que de la résolution d'une équation du second degré à une inconnue.
Premier problème. — Trouver deux nombres tels, que la somme de leurs produits par les nombres respectifs a et b soit égale à %s et que leur produit snit égal à p.
Soient x et y les deux nombres cherchés ; on a les équations
ax -.- bj = 2i-, xy — p.
De la première, on tire
is — ax ^'='—b—'^
d'où, substituant dans la seconde et réduisant,
ox^ — 2SX = — bp.
Donc
- abp , et, par conséquent, y= - zzij \/j' — abp.
X ~ - -L - v'.> — ""!''•) ^"1 r"i v^uii^v^^iivi.^, -^ ~ h~^ h
Comme a, b,p sont supposés ici des nombres absolus, le problème est susceptible de deux solutions directes, car s est évidemment > \^s^ — abp. Mais, pour qu'elles soient réelles, on doit avoir s^ > ou = abp. Soit « = è = I ; les valeurs de x et de y se réduisent à
X ~ s ± y V- — /> et y = s ^ \'s- — p. D'où l'on voit que les deux valeurs de y sont égales à celles de prises
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dans un ordre inverse; ce qui veut dire que, si j -4- y/^' — p représcnle la valeur de a:, s — y/.»-^ — p repr(''scnte la valeur correspondante de j, et réciproquement.
On interprète cette circonstance en observant que les équations se réduisent, dans ce cas particulier, l\ x -^ y = is ^ xy — p ; et alors la question revient à trouver deux nombres dont la somme soit is et dont le produit soit /?; ou, en d'autres termes, à partager un nombre 2 s en deux parties dont le produit soit égal h un nombre donné p.
Or on a vu (100) que les deux parties sont nécessairement liées entre elles par une même équation du second degré
qui o, pour coefficient du second terme , la somme "xs prise en signe contraire, et pour dernier terme le produit p des deux parties.
415. Second problème. — Trouver quatre nombres en proportion géométrique, connaissant la somme is des extrêmes, la somme is' des moyens et la somme ^c^ des carrés.
Désignons par u, x, y, z. les quatre termes de la proportion; on a. pour les quatre équations du problème , en vertu des données de la propriété fondamentale des proportions,
u-+-z=2s, x~hy=2s', uz~xy, «'-t- a;'-)- J''-^- z'— 4c'.
Au premier abord, il peut paraître difficile de trouver les valeurs des inconnues; mais, à l'aide d'une inconnue auxiliaire, on parvient à les déterminer simplement.
En effet, soit p le produit inconnu des extrêmes ou des moyens, on a :
1° Les équations u-i- z = 2.s, uz = p, qui donnent
{voir le problème précédent); 2° Les équations x -hy= is', xy = /?, qui donnent
On voit donc déjà que la détermination des quatre inconnues ne dépend plus que de celle du produit /j.
Or, si l'on substitue ces valeurs de u, x,y, s, dans la dernière des équations du problème, il vient
[s H- \/s'' — pY + [s — \/s' — p)* + (/+ ^/7^>y- -^- {s'- )/s"~py= 4c\
PROBLÈMES DU SECOND DEGRÉ A PLUSIEURS INCONNUES. \6ç)
OU, développant et faisant les réductions,
4^M- 4*'^— 4/^ = 4c'; donc p — s^ -+- s" — c^.
Reportant cette valeur de p dans les expressions de a,a:,r, z, on trouve enfin
Ces quatre nombres constituent évidemment une proportion; car on a
uz =--[s-^ t/?^"7^) {s — ^Jc-' — s'-) = .v= —à-r- s'\ xy-- (j'-i- /c' — s'^) [s— yjc^ — S-) = i'^ ~ c^ - s"^.
N. B. — Ce problème , que nous avons extrait de V Algèbre de M. Lhuilier, est propre à faire voir combien l'introduction d'une inconnue auxiliaire dans un calcul peut faciliter la détermination' des inconnues principales. On trouve, dans l'Ouvrage que nous venons de citer, d'autres problèmes du même genre qui conduisent à des équatiors d'un degré supérieur au second, et que, néanmoins, on peut résoudre à l'aide des équations du premier et du second degré , en introduisent des inconnues auxiliaires.
H6. Considérons maintenant le cas où un problème donnerait lieu à deux équations quelconques du second degré à deux inconnues.
Une équation à deux inconnues est dite du second degré lorsque, étant mise sous forme entière, elle renferme des termes dans lesquels la somme des exposants des deux inconnues est égale à 2, et que, dans aucun terme, cette somme ne surpasse pas a (*).
Ainsi
"ix^ — ^x -f-jr' — -vy — S^x + 6 — o, yxy — ^x -^ y = o
sont des équations du second degré.
Il suit de là que toute équation du second degré à deux inconnues est de la forme
ay^ -T- bxy -^ c x'' -i- dy -h fx -i- g = o
(n,b,c,,.. représentant des quantités connues, soit numériques, soit algébriques).
(*) Il suffit, au surplus, si l'équation a des dénominateurs, que jc et j n'entrent pas dans ces dénominateurs. ÇFoir la remarque du n° 92.)
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Soient donc proposées les équations
ay^ -+- bxy ■+- ex'' -+- dy -\- fx -h g = o, fi'y--^ b'xy -(- c' x'^ -1- d'y -1- f'x -\- g' — o.
On peut ordonner ces deux équations par rapport à ^ ; et il vient ex'' -t- [by H-/ ) X -^ ay^ -\- dy -^ g = o, c'x^ -h [b'y -i-f') X -f- r/j-^-i- d'y -h g' = o.
Cela posé, si les deux coefficients de x- étaient les mômes dans les deux équations, on obtiendrait, en retrancliant ces deux équations l'une de l'autre, une équation du premier degré en x qui pourrait être substituée à l'une des équations proposées; de cette équation l'on tirerait la valeur de x en y, et, reportant cette valeur dans une des équations proposées, en parviendrait à une équation qui ne renfermerait plus que l'inconnue y.
Or, si l'on multiplie la première équation par c' et la seconde par c, il vient
ee'x- -^ [by H-/ ) c'x-h [ay" -;- dy -f- g j c'= o, ce'x" -h [b'y-i-f }cx -i- [o'y" -h d'y-r- g')c — o,
équations qui peuvent remplacer les précédentes, et dans lesquelles le coefficient de x'' est le même.
En soustrayant la seconde de la première, on trouve
[{bc'— cb')y-i-fc'— cf''\x-i~[ac' — c<-/'] r"-i- [de' — cd')y-\- gc'~eg'~ o,
équation qui donne
_ [ca' — ac')y'-+- \cd' — de')y-^ ^s' — .?<"' [bc' — rb' ) y -h Je' — ef '
Cette expression de x, substituée dans l'une des équations proposées, donnerait une équation finale en r.
Mais, sans etTectuer cette substitution, qui conduirait à un résultat assez compliqué, il est facile de reconnaître que l'équation en y doit être, en général, du quatrième degré, car le numérateur de l'expression de j: étant de la forme my'^ -f- ny -f- p^ son carré, ou l'expression de x% est du quatrième degré; or ce carré forme l'une des parties du résultat de la substitution.
Donc, en général, la résolution de deux équations du second degré à deux inconnues dépend de celle d'une équation du cjuatriènie degré à une seule inconnue.
\\1. II est une classe d'équations du quatrième degré dont on peut ramener la résolution à celle des équations du second degré : ce sont les
ÉQUATIONS TRINÔMES DU QUATRIÈME CEGRÉ. I7I
équations de la forme
X* -^ px^—- fj = o.
On les appelle équations trinômes ou bicarrées , parce qu'elles ne contiennent que trois espèces de termes : des termes en x\ des termes en x-, et des termes tout connus.
Pour résoudre cette équation, posons a:- = j; elle devient
d'où l'on tire
Mais l'équation x^ = y donne
^z^V^r; donc x^-±z\J -
x~±z\jr\ donc x — -±z\i—'~±y'—-
On reconnaît, par le fait môme de la résolution de l'équation, qii^ l'inconnue a quatre valeurs, puisque chacun des signes -t- et — qui affectent le premier radical peut être successivement combiné avec chacun des deux signes qui affectent le second ; mais ces valeurs sont égales et de signes contraires deux à deux.
Soil, par exemple, l'équation
si l'on pose x' = j; il vient
j'^ — i5r ■-- — 144, d'où l'on tire r = 16. j)- = 9.
Substituant ces valeurs dans l'équation x- -y, on obtient
i°j:^=ri6, d'où a- " r:r 4 ; 2"x-: 9, d'où X=:-o.
Ainsi, les quatre valeurs sont -i- 4, ~ 4) -- 3 et — 3. soit encore l'équation
x' — yx'^ 8.
Posons x'^ = y, l'équation devient
j' — 7J=8, d'où y =8, et y=—i.
Donc :
1° X- = 8, et X = ±: 0. \f'x ;
2 X- -~ — T , et j: = — V ~ J
les deux dernières valeurs de x sont imaginaires.
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Soit l'équation algébrique
x* — (iùc-i- 4rt')a:' = - b^c\ Posons jt' — j; l'équation devient
j'^ — {2.bc~h ^à-)y ^^ — Pc'^\ d'où l'on déduit
y = bc -h ^a^± la \l bc ■+- (i\ et, par conséquent,
X — ±i \bc -(- art'dr 2fir \Jbc-^c^.
118. La résolution de l'équation trinôme du quatrième degré donne naissance à une nouvelle espèce d'opération , savoir : V extraction de la racine cariée cViine quantité de la forme A rt y'B , A et B désignant des quantités commensurables de signes quelconques.
Soit d'abord à former le carré de l'expression 3 rh y/5.
On a (19)
(3 ± v/5)' = 9dz6v/5 + 5-=i4=h6v/5; donc, réciproquement,
v/i4— 6v/5=: 3rbv/5.
De même,
{\^ - sf^^Y -■=-' 7^2v/77-^iï = 18 ri: 2/77; donc, réciproquement,
v'iSrt 2V/77 — \fî — /ï^-
D'où l'on voit qu'une expression telle que y A ± v^B peut quelquefois être ramenée à la forme A' ± v^B' , ou /Â' ± v/B* ; et lorsque cette transformation est possible, il est important de l'effectuer, puisqu'on n'a plus qu'une ou deux racines carrées simples à extraire, tandis que l'expression
y A ± \/B exige qu'on extraie une racine carrée de racine carrée.
Nous nous proposerons donc cette question :
Une quantité de la forme A -1- v/B étant doiinée (il est inutile de considérer ici le double signe — , parce qu'il est implicitement renfermé dans l'indice du radical yj~\ reconnaître si elle est le carré d'une autre quantité de la forme A' +{/¥', ou /Â? -r- \/B', A, B, A', B" étant rationnels; et déterminer cette dernière quantité lorsqu'elle existe.
Cette recherche est fondée sur un principe qui trouvera, par la suite,
TRAÎS-SFOKMATIO.V LE l'eXPUESSIO' \/A H- s/B. I'j3
de fréquentes applications : c'est que, toutes les fois que l'on a une égalité de la forme
m, m', /i, ri étant rationnels, on doit avoir séparément
m = nî et \fn = \'~n' .
En effet on déduit, de l'égalité hypothétique,
V « = m — m -)- \Jn ,
d'où élevant au carré,
n ~ (m' — m)--i- ri -i- o.[m'— m) \Jri ^
n — ri — [ni' — nif = iliri — m) ^Jri .
Or le premier membre de cette dernière égalité est u"n nombre coramensurable : donc il doit en être de même du second ; mais \fn' étant, par hypothèse, incommensurable, 2 [m' — m) yfn' est aussi incommensurable. Ainsi, pour que l'égalité subsiste, il faut que cette irrationnelle disparaisse, ce qui exige que l'on ait
m' — w = o, d'où m' ^ m^
et, par conséquent,
\/n — /«', ou n ~ ri . c. Q. F. D.
Cela posé, désignons par p Qi q les deux parties dont se compose la racine carrée de A h- y/B lorsqu'elle existe; petrj sont alors deux monômes irrationnels, ou bien, l'un une quantité rationnelle , l'autre un monôme irrationnel du second degré, en sorte que p' et </* sont nécessairement rationnels. On a l'équation
d'où, élevant au carré,
p^-^ rf-h ipq = A-t- v/B.
Le second membre de cette dernière équation étant irrationnel, il doit en être de même du premier. Donc, en vertu du principe démontré ci-dessus, l'équation précédente se partage dans ces deux-ci :
(3) ipq^^jB.
On pourrait tirer de l'équation (3) la valeur de 7 et la substituer dans l'équation (2), ce qui conduirait à une équation trinôme du quatrième degré en p qu'on résoudrait facilement, et l'on parviendrait ainsi aux valeurs de p et do q. Mais il est plus simple d'opérer de la manière suivante :
Retranchons (3) de (2) membre à membre; il vient
[p _ qY = A — /B, d'où p-q= Va — \/B, équation qui, combinée avec (i) par voie de multiplication, donne p'' — q-= ./A^ - B.
Ce résultat nous apprend déjà que p^ — q- est rationnel , puisque />' et 7' le sont séparément. Par conséquent, A -r- y/B ne peut être le carré d'une expression de la forme indiquée par l'énoncé de la question, qu'autant que la quantité A* — B est elle-même un carré parfait. Tel est le caractère auquel on reconnaît la possibilité de la sinipltjication proposée.
A= — B devant être un carré parfait , désignons par G la valeur numérique de sa racine ; il vient
Actuellement, si l'on combine les équations (2) et (4) par addition et soustraction, on obtient successivement
/.^=-^-, dou p = ±^---,
d'où
ce qui donne enfin, pour la racine demandée,
On s'est dispensé ici de tenir compte du signe inférieur de G dans l'expression de la somme p -h q, parce qu'il est évident qu'il donnerait la même valeur. Mais il n'en est pas de même du double signe dont chacune des valeurs de p et de q doit être précédée. La combinaison des deux doubles signes ± donne lieu à quatre valeurs représentant celles que
comporte en elle-même l'expression \/X-+-)/B, qui, lorsqu'on met les
signes en évidence, revient à ±z y A =b /B; en sorte que la véritable for-
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mule à établir pour les applications est celle-ci :
^'^^^nv/^^^^)^
et les signes qu'il convient de combiner entre eux dans les deux membres pour avoir une égalité exacte sont déterminés par l'équation (3), qui indique que p et q doivent être de tnéme signe ou de signes contraires, suivant que \/B est affecté du signe + ou du signe — ; ce qui fait que les signes du même rang, dans les deux membres, se correspondent entre eux.
110. Appliquons cette formule à quelques exemples. Soit, en premier lieu, l'expression numérique
g4 ± 4'^ \/^ ou 94 ± \/882o ; on a
A =94, B = 8820, d'où
A^ — B = 8836 — 8820 = 16. carré parfait; donc 0 = 4;
et, par suite,
Ainsi
ou, plus clairement.
Soit, en second lieu, l'expression algébrique obtenue à la fm du n° 117, savoir :
On a d'où et
■r = ± \jbc -f- 7.(1^ ±ia \Jbc -H a^,
X= bc -^- "ia-, B = 4«^^c -H 4«'';
A' — B = b'^c'^, carré parfait; donc C = bc,
= ±^^'-^''f-^^' = ±^Fc
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Ainsi
\bc ■+■ "xd^r^i la yjbc -j- a' = ± \Jbc -h a' ±: a,
ou plutôt
\hc -I- 2fl* -+- la \/bc -f- «' = y/éc -f- à^ -1- « ,
\bc H- aa' — aa \Jbc -+- a' = y/éc -t- a' — a. On trouvera pareillement
y 3 -}- v/5 = - \/Tô -i — v^, v^ — /5 = -v/io — v^;
VZt -t- ai v^ic — è' -f- yir — aè yjbc — 6- =: a y/^^ — i% ou 26, suivant que l'on a c > ou <C'i.h\
yiô -H 3o v/— I -^ V16 — 3o y/ — I = lo,
120. L'exr.ctitude de la formule (5) peut être vérifiée à posteriori. En effet, élevons les deux membres au carré ; il vient
ou, observant que C = A' — B donne B = A' — C,
On voit donc que, lors même que A' — B n'est pas un carré parfait, on
peut encore remplacer l'expression y A ± y/B par le second membre de la formule (5); mais alors on serait loin d'avoir simplifié l'expression proposée, puisque chacune des quantités p et «7, prises séparément, est de même forme que cette expression.
121. C'est surtout par rapport aux expressions imaginaires de la forme ^a ±b sj—i , que l'emploi de la formule (5) est avantageux.
TRANSFORMATIONS DES EXPRESSIONS DES IMAGINAIRES, ETC
Déjà les derniers exemples du n° 149 prouvent que, dans le cas où la condition que A^ — B soit un carré parfait est satisfaite, ces sortes d'expressions peuvent être ramenées à la forme
a' et b' étant les quantités réelles, commensurables ou incommensurables. Or je dis que cela a lieu lors même que A' — B n'est pas un carré parfait. En effet, si l'on applique la formule (5) à l'expression
\/a ■+- b\/—i, on a
A = a, B = — b'] d'où k' — B ^ a' + b\ et
ou, posant pour plus de simplicité, c = \/a^-+- 6% quantité généralement irrationnelle, mais nécessairement réelle, positire, et plas grande que a,
donc
la -\- c la — c je — a ,
On obtiendra pareillement
Or les quantités 4 / -' f / sont essentiellement réelles, quels
que soient a et b, puisque c ou \/a' -^ b^ est numériquement plus grand que a.
Donc, enfin, toute expression de la forme
peut être ramenée à la forme ordinaire des imaginaires du second degré, a' ± b' v/— I , «' et b' étant quantités réelles quelconques.
Faisons ressortir par un nouvel exemple l'utilité de ces sortes de transformations.
Als. B. 12.
CHAPITUE III. — TRA^•SFORMATIO^■ DES EXPRESSIONS, ETC
Soit proposé de simplifier, s'il y a lieu, l'expression
T --- V 3 -t- 2 y/— I -H V 3 — 2 V — I . En appliquant les formules (M) et (N), on trouve
rt = 3, 6 - a; d'où c ~ \Ja'-^ b^ — \/i3; donc
v-FTi;/^ = sj^^ * \J^-^ v/^
vA3-f-3
d'où, ajoutant et observant cjue x est censé représenter ici la somme ari(/ii>icii(jiie de deux radicaux,
\/^^^-v/Mv/.3-h3]
Cet exemple prouve, ainsi que l'avant-dernier du n° i\d, que certaines expressions imaginaires , combinées entre elles , peuvent donner lieu à des résultats réels; et ces résultats pourraient même être rationnels.
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ANALYSE INDÉTERMINÉE DU PREMIER DEGRÉ
Introdiutiori. — Lorsque l'énoncé d'un problème fournit moins d'équations qu'il n'y a d'inconnues, le problème est dit indéterminé, en ce sens que (S5) ses équations peuvent être satisfaites par une infinité de systèmes de valeurs attribuées aux inconnues. Mais il arrive souvent que la nature de la question exige que les valeurs des inconnues soient exprimées en nombres entiers; dans ce cas, l'une des inconnues, à laquelle on pouvait d'abord donner une valeur tout à fait arbitraire, ne doit plus recevoir que des valeurs entières et telles, que la valeur correspondante de l'autre inconnue ou de chacune des autres inconnues soit aussi exprimée en nombres entiers. Or celte condition restreint beaucoup le nombre des solutions, surtout si l'on ne veut tenir compte que des solutions directes, c'est-à-dire des solutions pour lesquelles les valeurs de toutes les inconnues sont positives en même temps qu'entières.
L'objet de /'ANALYSE indéterminée DU PREMIER DEGRÉ est de résoudre en nombres entiers les questions qui conduisent à un nombre d'équations du premier degré, moindre que celui des inconnues.
§ F''. — ÉQUATIONS ET PROBLÈMES INDÉTERMINÉS DU PREMIER DEGRÉ A DEUX INCONNUES.
122. Toute équation du premier degré à deux inconnues peut {G7) être ramenée à la forme
a X - ;- by =z c ;
w, b, c désignant des nombres entiers, positifs ou négatifs.
Cela posé, remarquons d'abord que, si les coefficients a et b ont un facteur h commun qui ne divise pas le second membre c, l 'équation ne peut être satisfaite par des nombres entiers.
Car soit a — ma\ b ~ mb' \ l'équation devient
mn' X -^ mb'y ~ c\ d'oii a'x-hb'y=—'. j 1 ■' nr
et celle-ci ne peut être satisfaite par aucun système de valeurs entières de x et de y, tant que c n'est pas divisible par m.
l8o CDAPITRE IV.
Ainsi, pour que l'équation soit possible en nombres entiers, il faut que les coefOcienls a et i soient ijrcmiers entre lux, à moins que, s'ils ont un facteur commun, ce facteur ne divise en même temps r, auquel cas on pourrait le supprimer.
Cette condition est d'ailleurs suffisante, ainsi que nous le déniontrerons au n" iSo, première remarque.
Nous supposerons donc, dans tout ce qui va suivre, que a ei-b soient premiers entre eux.
■123. Pour plus de clarté, nous traiterons d'abord des équations particulières, et nous généraliserons ensuite.
Première question. — Partager i5g en deux nombres entiers dont l'un soit divisible par 8 et l'autre par i3.
Désignons par x et y les quotients respectifs de la division des deux nombres cherchés par 8 et par i3; il est clair que 8x et i3j expriment ces deux parties ; et l'on a l'équation
qui, d'après l'énoncé, doit être résolue en nombres entiers et positifs pour X et pour y.
On déduit d'abord de cette équation
ou, effectuant la division,
Observons maintenant que la valeur de x sera entière si l'on donne à y
une valeur entière telle, que - — —-^ soit un nombre entier. D'ailleurs,
cette condition est nécessaire ; ainsi il faut et il suffit que - — ^-^ soit
égal à un nombre entier quelconque. Soit t ce nombre entier {t est dit une indéterminée) ; il en résulte
(2) ^~ ^= t, d'où 57-^8f = 7,
et la valeur de x devient
■^ = 19—7-+-'- Toute valeur entière de t, qui, substituée dans l'équation (2), en don-
ANALYSE INDÉTERMINÉE. PREMIÈRE MÉTHODE. lOI
7 — 5 v nera une semblable pour y, satisfera à la condition que - — ^— ^ soit
entier; ainsi , les deux valeurs de x et de y correspondantes seront entières et satisferont d'ailleurs (6G) à l'équation proposée, qui résulte évidemment de l'élimination de t entre les deux équations
La question est donc ramenée à résoudre en nombres entiers l'équation (2), dont les coefficients sont plus simples que ceux de l'équation (i). On tire de l'équation (2)
ou, effectuant la division,
1 — Zt
Toute valeur entière de t qui rendra i — Zt un multiple de 5 donnera aussi pour y un nombre entier, et sera, par conséquent, convenable; d'ailleurs, la condition que 2 — 3? soit un multiple de 5 est nécessaire.
Ainsi il faut poser — : — = t' {if étant une seconde indéterminée); ce
qui donne
et la valeur de y se réduit à j = i — / -t- z'.
[L'équation (2) résulte d'ailleurs de l'élimination de t' entre ces deux dernières.]
La question est encore ramenée à résoudre en nombres entiers l'équation (3), de laquelle on tire
Posons — r — = ?"; il en résulte
et, par conséquent,
De l'équation (4) on déduit
ib
CIIAI'ITIÎE
posant ' = t , on
en
lire
l' Il
et,
par coiiïéquent,
Comme dans l'équation (5) le coefiicient de t" est (''gai à \ unité, il s'ensuit que toute valeur entière attribuée à t'" en donnera une sen;blable pour i" . D'ailleurs, les deux inconnues principales x et y, et les indéterminées /, ^, t" et t'" sont liées entre elles par les cinq équations
Ainsi, en donnant à t'" une valeur entière quelconque, et remontant de la dernière de ces équations aux deux premières, on obtiendra pour x et j des valeurs entières correspondantes qui vérifieront nécessairement l'équation proposée; car, d'après les raisonnem.ents qui ont été faits plus haut, cette équation résulte de l'élimination de /, t\ t\ t'" entre les cinq équations que l'on vient d'établir.
Mais, afin de n'attribuer à t'" que des valeurs auxquelles correspondent i des valeurs entières et positives pour x et r, il convient d'exprimer ^ et ^ enfonitio/i inunédiate (108) de l'indéterminée t"', à l'aide des cinq équations ci-dessus.
Or l'expression de /' devient, lorsqu'on remplace t" par sa valeur on i'".
t' — \ — it"' — t"\ ou t'=-^i — Zc'"\ remontant à l'expression de
i, t -^ — t'-^ t" =^ — i -^Zt"'-^it"'\ ou réduisant
On trouvera de même
j=i — ;-i^5/"') -.-I— 3^'", d'où j=3-8r.
Enfin,
.r--i9 — (3 — 8/'") -H '— 1 -^ 5^'";, ou j; = i5 -t- i3/"'.
11 est facile de vérifier que ces deux dernières équations reproduisent l'équation proposée par l'élimination de /'". En effet, si l'on multiplie la première équation par i3, la seconde par 8, et qu'on ajoute les résultats, il vient
i3 ) -t- S.r — iSg.
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Faisons successivement t"' = o, i, 2, 3,..., ou bien t'" = — i, —2, — 3,. . .; les formules précédentes donneront toutes les valeurs de x et de y en nombres entiers, soit positifs, soit négatifs, propres à vérifier la proposée; mais si, comme l'exige l'énoncé, on ne doit tenir compte que des solutions entières et positives, t'" ne peut recevoir que des valeurs qui rendent 3 — 'et'" et i5 -r i3/"' positifs. Or il n'y a évidemment que i"'=oet t"'= — I qui satisfassent à cette condition : car toute valeur positive de f'" rend r négatif, et toute valeur négative, numéiuiuement plus grande que i , rend x négatif.
Si l'en fait successivement f'"-- o, t'" — — 1, il en résulte
j>' = 3, x = 1 5 ; puis ;>' — 1 1 , x = 2. Donc
x — \b et j— 3, j: -- 2 et y=\\^
sont les seuls couples de nombres positifs qui vérifient l'crfnation
%x -r- 13/ == iSg.
Quant à la question dont cette équation est la traduction algébrique, puisque 8x et i3/ représentent les deux parties cherchées, il s'ensuit que 8 X i5 ou 120, et i3 x 3 ou 39, forment une première solution; que 8 X 2 ou 16, et i3 x 11 ou i43, forment une seconde solution ; c'està-dire que 139 peut être partagé, soit en 120-4-39, soit en 16 h- 1 43.
i2-i. Soit, pour second exemple, l'équatiun
On en déduit d'abord
Pour qu'à une valeur entière de y il corresponde une valeur entière
de X, il faut et il suffit que i5j — 8 soit un multiple de 17. Soit
Qonc — ■ — t, t étant une indetermmée; il en résulte
et
X = If -^ t.
[L'élimination de t entre ces deux équations reproduirait l'équation (1).]
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On déduit de l'équation (2)
_8-f-i7f_ 8 + it ^ ~ \b ~ i5 '
et la nouvelle expression ^ — doit ôlrc un nombre entier (c'est d'ailleurs
une condition suffisante).
Posant z — = t'. en obtient
et, par conséquent,
L'équation (3) donne
t = = yt'— 4 -t- -î
et si l'on pose
-=f", d'où ('=0.1",
on trouve
t= yt'— 4-t-r.
Maintenant, pour exprimer x et jr en fonction de l'indéterminée t", rapprochons les quatre équations
j7 = 2j-t-/, j=r-f-;', t = yt'— /i -+- t", t'=it",
et remontons de la dernière aux précédentes. On a d'abord
/ = 7 2^"— 4 + f"', ou / = i5/"— 4,
remontant à la seconde,
y = i5t" — 4 -+- 2'", ou ^=17^"— 4;
puis, à la première,
ar= 2(17^"— 4) H- i5i"— 4, ou bien x = 4ç)t" — 12.
Les deux formules .r = 49^"— 12, j = 17^"— 4 reproduisent l'équation proposée par l'élimination de /"; car, si l'on multiplie la première par 17, la seconde par 49, et qu'on retranche les deux résultats l'un de l'autre, il vient
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On voit d'ailleurs qu'en donnant à t" des valeurs positives quelconques, on obtiendra pour x et y des valeurs positives ; mais on ne peut supposer t" négatif.
Soit f — I, 2, 3, 4, • • • ; on trouve
Le nombre des sj'Stèmes de solutions entières et positives de l'équation proposée est donc infini ; et le plus petit système est
■^ = 37, jr=i3.
Ce couple de valeurs vérifie Féquation, car on a
Nous nous sommes dispensé, dans cet exemple, de reprendre tous les raisonnements qui avaient été faits dans le premier, pour rendre compte de toutes les opérations ; mais il est facile aux commençants de les reproduire, en suivant pas à pas les transformations.
iTà. On peut résumer ainsi la méthode précédente. Soit
(i) ax -i- by =-- c
l'équation qu'il s'agit de résoudre. Tirez de cette équation la valeur de l'inconnue qui a le plus petit coefficient , de x par exemple, et effectuez la division autant que possible; vous obtenez une expression de x en j, composée d'une partie entière et d'une partie de forme fractionnaire qu'il faut tâcher de rendre entière. Egalez cette seconde partie à une première indéterminée t ; il en résulte une nouvelle équation en y et t, que Ion peut nommer l'équation (2), et dont les coefficients sont plus simples que ceux de l'équation (i). La valeur de x se trouve d'ailleurs exprimée en fonction entière de y et f , et Véquation proposée résulte de l'élimination de t entre l'équation (2) et l'équation qui donne la valeur de x en y et t.
Tirez de l'équation [%) la valeur de y, et effectuez la division autant que possible. Egalez la partie fractionnaire a une seconde indéterminée t' \ d'où il résulte une équation (3) en t et t', plus simple que les équations ( i ) e? { 2 ) . La valeur de y se trouve ainsi exprimée en fonction entière de t et t' \ et la proposée résulte de l'élimination de t et t' entre l'équation ( 3 ) ef les deux écjuaiions qiii donnent x en fonction entière de y et de t, puis y en fonction entière de t et t'.
Opérez sur l'équation (3) comme sur les équations (1) et (2), et continuez celte série d'opérations Jusqu'à ce qu'enfin vous parveniez à une
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dcnncrc cquatinn entre deux hidcterniinccs dont F une ait pour coefficient /'unil6.
Remontez ensuite de cette dernicre équution aux précédentes, et cherchez, par des substitutions successives, à exprimer x et y en fonction de la dernière indéternnnée.
Vous obtenez ainsi doux formules à l'aide' desquelles, en donnante rindétermini'e restante ries valeurs entières quelconqi^es, vous trouvez tous les systèmes de valeurs entières , tant positives que négatives, propres à vérifier l'équation ax -i- by = c.
Si l'on ne veut que des valeurs entières et positives pour x et r, les deux formules indiquent , par leur composition , entre quelles limites doivent être comprises les valeurs de la dernière indéternnnée, pour que cette condition soit remplie.
Première remarque. — Le procédé qui vient d'êire indiqué doit toujours conduire à une dernière équation dans laquelle le cceCicient d'une des indéterminées est égal à Vanité.
En effet, dans la première opération , on est amené à diviser le plus grand coefficient des deux inconnues par le plus petit ; dans la seconde, le plus petit coefficient par le reste de leur division; dans la troisième, le premier reste par le second reste, et ainsi de suite, c'est-à-dire que l'on applique aux deux coefficients le procédé du plus grand commun diviseur. Donc, puisque , par hypothèse, les devx coefficients sont premiers entre eux (122), on parviendra facilement à un reste égal à i, qui servira de coefficient à l'avant-dernière des indéterminées introduites dans le cours du calcul.
On peut conclure de là que l'équation ax -h by = c admet toujours un nombre infni de solutions entières (positives ou négatives) tant que /7 et Z» sont premiers entre eux.
Seconde remarque. — Lorsqu'on applique le procédé à une équation dans laquelle les coefficients des deux inconnues admettent un facteur commun qui ne se trouve pas dans le second membre ( auquel cas l'équation est impossible en nombres entiers), la suite des calculs fait reconnaître cette impossibilité, si on ne l'avait pas aperçue d'abord.
Soit, par exemple, l'cquatiua
49a:— 35j = II.
(Le facteur 7 est commun aux coefficients de x et de j, et n'entre pas dans le second membre.) On en déduit
49 X — II i4r — 1 1
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Posant
lAx ~ Il ,, ,
^ /, d ou y = X -i- t,
Posant
on trouve
- — --" — c, d ou X = -it -h t\
Cette dernière équation est évidemment impossible en nombres entiers
pour t et t', puisque - est essentiellement une fraction. Donc aussi la
proposée est impossible en nombres entiers pour x et y.
ZV. B. — Le dénominateur 7 de la fraction à laquelle on parvient est précisément le facteur commun aux deux coefficients de la proposée; ce qui résulte nécessairement de la nature de la méthode employée.
128. Au reste , le procédé ci-dessus est susceptible de plusieurs simplifications qu'il est important d'introduire dans la pratique. Reprenons l'équation déjà traitée
lyx— 49 y ^ — 8;
on en déduit d'abord
Observons actuellement que 49 est égal à 17 .< 2 -t- 15, ou bien encore, égal à 17 ; . 3 — 2; donc
ainsi la valeur de x prend la forme
et la question est ramenée à trouver, pour r, un nombre entier qui rende
,, . ar-i- 8 ^ ,^ . ^ , 2( r-H 4) entière 1 expression -^ Or cette expression revient a -^=^ ;
mais les deux nombres 17 et 2 sont premiers entre eux. Ainsi, pour
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que — — soit entier, // faut et il suffit [Jril/imétiqiic, 29* édition (128)]
que j H- 4 soit divisible par 17.
Posons donc ^ = t.t étant un nombre entier tout à fait arbitraire,
il en résulte
et la valeur de x devient
X - 3 V ~ it
ou, remettant pour j sa valeur en t,
Ces formules donnent également toutes les solutions entières de la proposée ; car l'élimination de t entre ces deux équations reproduit l'équation lyx — 49J = — 8.
En faisant f = i, 2, 3, 4j- • -, on trouverait des valeurs entières et positives pour x et j; mais on ne peut supposer t négatif ou égal à zéro : autrement, x etj- seraient négatifs.
On doit sentir de quelle importance sont les modifications précédentes, puisque , par leur moyen , on n'a introduit qu'une seule indéterminée dans le cours du calcul.
Ces modifications se rencontrent dans presque tous les exemples, mais on ne peut les expliquer facilement que sur des équations particulières; c'est pourquoi nous traiterons encore les questions suivantes :
127. Deuxième question. — Payer 78 francs avec des pièces de 5 francs et de 3 francs, sans aucune autre monnaie.
Soient X le nombre des pièces de 5 francs, et y le nombre des pièces de 3 francs ; on a l'équation 5jr -1- Sj = 78, qui n'admet que des valeurs entières et positives comme solution de la question.
Cette équation, résolue par rapport à j, donne
ou, en effectuant la division.
ou bien encore
y — 0X> — IX -¥■ -r.
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En considérant la première forme de la valeur de r, on voit que la valeur de r, correspondant à une valeur entière de x, ne peut être elle-
même entière qu'autant que l'on aura -^ égal à un nombre entier; et
comme 2 est premier avec 3, il faut et il suffit [Arit/imétirjiœ [l^S]] que X soit divisible par 3.
Soit donc ^ = 3^; il en résulte
j = a6 — X — 2^, ou bien f—i&—5t.
Si l'on considère la seconde valeur, on voit tout de suite que x doit ôlre un multiple de 3, ce qui donne
X = 3t; d'où résulte encore
7=2,6 — %x -h t, ou j = 26 — 5/. ■
Ces deux expressions de .r et de jr montrent que t doit être positif et
ne peut avoir une valeur plus grande que -t-j ou 5 -; si l'on veut obtenir des solutions positives pour x et f. Soit donc î = o, i, 2, 3, 4) 5; il en résulte
Ainsi, l'on peut satisfaire à la question de six manières différentes, savoir : avec 26 piè:es de 3 francs, sans aucune pièce de 5 francs ; avec 21 pièces de 3 francs et 3 pièces de 5 francs; avec 16 jjièces de 3 francs et 6 pièces de 5 francs; . . . et ainsi de suite,
ZV". £. — Soit fait, dans les deux formules, ^ = 6; il vient .r = 18, j = — 4; et cela voudrait dire que si, d'une part, on donne 18 pièces de 5 francs, il faut qu'on reçoive en échange 4 pièces de 3 francs, pour que le payement soit eS'ectué avec ces deux sortes de pièces.
On trouve , en effet,
5 X 18 — 3 X 4 = 90 — la = 78.
Ainsi, des valeurs positives pour x, et des valeurs négatives pour j-, ou réciproquement , donneraient encore des solutions de la question, en ce sens que le payement aurait lieu moyennant un échange de pièces de 5 francs et de pièces de 3 francs.
Troisièïie question. — Trouver un nombre cjui, étant dicisé par 39, donne le reste 16, ef divisé par 56, donne le reste 27.
Soit N le nombre cherché. Appelons d'ailleurs a: et j les quotients
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entiers de N divisé successivement par 89 el par 5G. On a les d^ux équations
N -^ 09 .r ~ iG et K -- 56)- -+■ 27; ce qui donne
SgjT- 16 oGj-r-27,
ou, réduisant,
(i) Sg-r — 56j = ii.
La question est donc ramenée à résoudre cette équation en nombres entiers.
On en déduit
ou bien encore
^22 V — IIi II fî-)'— l''
(On prend ici le quotient par excès, parce qu'on s'aperçoit que le facteur II peut être mis en évidence dans le numérateur de la fraction.)
Comme, dans l'expression — —i -; le facteur 1 1 est premier avec Sg,
jg
pour que cette expression soit im nombre entier, il faut et il suffit que
27 — I soit divisible par 3g.
2 1' — I Posons donc -^tt— = t, il en résulte
et, par conséquent,
X = ir — Il /.
L'équation (2) donne
Posant — '- — = t', on obtient léquation
t = Q.t'—i, et y-'iQf — i', d'oîi .r=39f'— 19.
En reportant celte valeur de r et celle de t dans l'expression de x, on trouverait
Mais cette substitution est inutile; car puisque N est l'inconnue princi-
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pale du problème {x etj?' ne sont ici que des inconnues anxilioircs). et que l'on a N= 56j'-t- 27, il suffit de remplacer, dans cette équation, y par sa valeur ; ce qui donne
N — 56 (Sgf'— 19) -- 27, ou, en réduisant, N = 2184^'— lo?,;-.
Ou reconnaît, à l'inspection de cette formule, que /' peut avoir une valeur positive quelconque, mais ne saurait être négatif, si l'on veut que N soit positif.
Soit ^'= i; il en résulte
Ce nombre 11 47 est le plus petit de tous les nombres entiers positifs susceptibles de satisfaire à l'énoncé.
Observons d'ailleurs que, du moment où l'on a reconnu que 1147 satisfait à l'énoncé, on est certain que toutes les autres valeurs de N correspondant à ?'= 2, 3, 4)--- y satisfont également. En effet, dans la formule N = 2184/'— 1087, le nombre 2184 étant é^al à Sg x 56, les hj'pothèses t' = 2, 3, 4,- ■ • donneront pour N des multiples de 2184, ou de 39 et de 56, augmentés de 1147; d'où il suit que ces valeurs de N, divisées respectivement par So et 56, doiver.t donner les mêmes restes que ii47-
N. B. — Les artifices de calcul auxquels nous avons eu recours dans la résolution des questions précédentes abrègent beaucoup la détermination des valeurs de x et de ^•; mais ils supposent dj l'habitude : c'est pourquoi nous ne saurions trop en recommander l'usage.
128. Si Ion compare les formules propres à donner tous les S3^stèmes de valeurs de x et de j, dans les diverses questions que nous avons traitées jusqu'à présent, aux équations de ces problèmes, on peut facilement reconnaître qu'elles jouissent de cette propriété commune : Les coeffcients de V indéterminée qui entrent dans ces formules sont réciproquement les mêmes (au signe près pour l'un des deux) que les coefficients dont les inconnues x et y sont affectées dans l'équation proposée; c'eslà-dire que, dans la valeur de x, le coefficient de l'indéterminée est égai au coefficient dont y est affecté dans Véquation, et dans la valeur de y le coefficient de l'indéterminée est égal au coefficient de x dans Véquation, pris en signe contraire; ou réciproquement (quant aux signes des deux coefficients).
Pour donner de cette propriété une démonstration tout à fait indépendante de la méthode qu'on a suivie, reprenons l'équation générale
(i) ax~ by ^c^
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et supposons que, par un moyen quelconque, on ait trouvé
pour une première solution en nombres entiers (positifs ou négatif»); je dis que toutes les autres solutions =ont comprises dans les deux formules
j-—^-r-at, x—'ji. — bt, ou bien y—Z — at, x—'^-\-ht.
t désignant un nombre entier tout à fait arbitraire.
En effet, puisque a et 6 forment un premier système de valeurs de x et de j, en nombres entiers, en a l'égalité
Retranchant celte égalité, membre à membre, de l'équation (i), ce qui revient à mettre pour c sa valeur «a -r- ^>o = c, on obtient
(3) «(jc- a) +i(/ — «) = o,
équation qui peut remplacer identiquement la proposée (*). Or l'équation (3) revient à celle-ci
biY-Z)
et pour que la valeur de x correspondant à une valeur entière de y soit elle-même entière, il faut et il suffit que b[x—t) soit divisible par a; mais on sait (122) que les coefficients a et b sont premiers entre eux (autrement l'équation ne serait pas résoluble en nombres entiers) ; donc, en vertu du principe établi en Arithmétique (128), il faut et il suffit que y — Z soit un multiple de a.
Posons donc^ — o = at, il en résulte
X — yi = — bt\ et de ces deux équations on déduit évidemment j = 6 -i- <7/, X — %— bt.
Comme le signe de t est tout à fait indéterminé, on peut changer / en — t dans ces formules, ce qui donne encore
y—t — at, x= x^bt.
(*) Kous entendons ici, par le mot identiquement, que tout système de valeurs de X et de ^ susceptible de vérifier l'équation (3) doit aussi vérifier l'équation (i), et réciproquement; ce qui est évident, puisque la transformation précédente revient à remplacer c par sa valeur aa-i- *6.
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n est aisé de vérifier que, quelle que soit la valeur de /, en nombres entiers, les valeurs Y—^-^at^x=x — bt satisfont à la proposée. En effet, si on les substitue dans cette équation, on trouve
a[7. — bt] -\- b[o -^ at)~ c^ ou réduisant, aa 4- Z»? = r,
égaillé vérifiée, puisque a et 6 forment, par hypothèse, une solution do la proposée.
Conséquence . — Si, dans les formules
)' = 6 -4- fi/, a: = a — bt on fait successivement
^ = 0, I, 2, 3,... et / = — I,— 2, — 3,..., elles deviennent
^= o, î?-f- a, ê -i- 2(7, 6-1- 3fi,. . ., X= a, a — /;, x — ib, x — 3(0. ... ,
et
j= §, 6 ^ fi, o — xa^ 6 — 3fi, . . . , X ^ y. ->r h, y. -{- ib. x -^ 3i,. . . .
D'où l'on voit que toutes les solutions entières, positives ou négatives, de la proposée forment deux progressions par différence, dont la raison est, pour les valeurs de x, le coefficient dont y est affecté dans V équation, et pour les valeurs de y, le coefficient dont x est affecté dans la même équation. '
Autre méthode pour résoudre l'équation
ax -I- by = c.
D'après ce qui a été démontré (129), toute la difficulté, pour résoudre complètement cette équation, consiste à trouver une première solution, puisqu'on obtient ensuite toutes les autres au moyen des formules
jr = ê -f- fi/, X = a. ~ bt.
Or on peut toujours obtenir une première solution en s'appuyant sur les propriétés élémentaires des fractions continues. En effet, supposons d'abord que l'équation soit
(i) ax — by=c,
a ei b étant deux nombres absolus, mais c pouvant être positif ou négatif. Convertissons en fraction continue la fraction yj^qui doit être irréductible (122), et formons les réduites consécutives.
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La dernière sera -r; cl si 1 on nomn.c — ; 1 avant-dcrnierc, on aura, d ab m
près les propriétés connues, la relation
rt X m' — />< X /» = — I ;
savoir : -f- 1 si la réduite ^ est de rang pair, et — i si cette réduite esl
de rang impair.
Admettons, pour un instant, qu'elle soit de rang pair, il on résultel'égalité vérifiée
a >i m' — b X ru — -!- 1.
Multiplions ses deux membres par c, il vient
a X m'c — b X me = c,
résultat qui ne diffère de l'équation ax ~ by — c qu'en ce que x et y sont remplacés par m'c et mc\ donc x ~ m'c, y= me forment une solution de léquation.
Si la réduite -j est de rang impair, on a
d'où, multipliant par — c,
a X [ — m'c) — b X [ — me) — c.
Comparant cette égalité vérifiée avec l'équation ax — by~ c, on en conclut
X ^ — /;/V, y — — mCy
pour solution.
Si l'équation est de la forme ax-^by—c, c'est-à-dire si les deux coefficients a et b sont de même signe, on peut la modifler et l'écrire ainsi
ax — ^ X ( — ^-) = c.
Dès lors, en formant, comme ci-dessus, l'égalité
a >c m' C — b X me = c, ou bien celle-ci
a X [— m'c) — b X { — me) = c,
n pourra conclure que
X = m'c, y = — me, ou x = — m'a. y = me
forment une solution de l'équation.
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Ainsi, quelle que soit l'équation proposée, on peut toujours, au moyen des fractions continues, obtenir une première solution de cette équation; et les formules y—^ + at, x — x— bt donnent ensuite toutes les autres.
Appliquons cette méthode à l'équation suivante
29X - lyr -- 260.
La fraction -^1 convertie en fraction continue, donne, pour les réduites
consécutives,
D'oii résulte Vénalité vérifiée
29 xy — 17X i2= — I.
Ici la réduite -^ est de rans impair.
Multiplions les deux membres de cette égalité par — 25o, il vient
29 X ( — 1750) — 17 X 1^— 3ooo) = 25o;
mais la proposée peut être écrite ainsi
d'oîi l'on voit que
X = — 1750, y — 3ooo
forment une solution.
Les formules deviennent alors
j'= 3ooo -+- 29?, ^ = — 1760 — 17^.
Si l'on ne veut tenir compte que des solutions en nombres entiers et positifs, il faut supposer t négatif : ainsi, changeant le signe de ^, on a
j) = 3ooo — 29/, ^ = — 1750 -i- 17^;
et il est évident que les valeurs de x et de y ne seront positives qu'autant que l'on aura
„ , 1760 , 3ooo
i7i>i75o, 20? < 3ooo, d ou ?> 5 ?<■ 5
ou, effectuant les divisions,
<> 102 — 1 mais < io3 — = 1 7 29
Donc / -— io3 est la seule valeur de l'indéterminée qui rende x et y positifs.
Pour < = io3, on trouve
valeurs qui, substituées dans l'équation, donnent
On voit avec tiuelle précision la méthode précédente donne toutes les solutions de l'équation.
132. Dans quelques circonstances, on peut obtenir la première solution
sans être obligé de convertir y en fraction continue.
1° Si l'un des deux coefficients a et b est un sous-multiple exact de la quantité toute connue c, l'équation donne sur-le-champ cette solution. Soit, par exemple, l'équation
le coefficient 3 divise 78, et donne pour quotient 26.
Donc, si l'on pose x — o et ^- = 26, l'équation est satisfaite; car elle devient
Les autres solutions se trouvent d'après les formules '
X^=Zt, J'=:26 — 5^.
Soit encore l'équation
\ix -+- 35j)- = i56.
Comme i56 est divisible par 12 et donne i3 pour quotient, il s'ensuit que J= 0, a:= i3 forment une première solution; et l'on a, pour les formules relatives à l'équation proposi-'e,
X = iZ — 35/, y=iit.
2° Toutes les fois qu'à l'inspection de l'équation on reconnaît que la somme ou la différence des coefficients a et b, multipliés respectivement par deux nombres entiers convenables, donne un sous-multiple du second membre, la première solution s'obtient encore sur-le-champ.
Soit, par exemple, l'équation
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Comme, en faisant x = 2, y = 3, on trouve
25X2— iGx3 = 2,
multiplions les deux membres de cette égalité par 6, quotient de 12 par 2, il vient
2,5 X 12 — iG X 18 = 12;
ce qui prouve que x = 12, j= 18 satisfont à la proposée; d'où les deux formules
a; — 17. -h iQt, j=i8-t-i5t.
Soit encore l'équation
elle est évidemment satisfaite par
Ainsi, les formules générales sont
x = ^yt, y=i3t.
Au reste, ces moyens de trouver une première solution ne sont que des moyens particuliers à certaines équations, tandis que la conversion en fraction continue est un moyen toujours certain pour y parvenir.
Nous engageons les commençants à s'exercer également sur les deux métliodes que nous avons exposées, et qui sont les plus simples des méthodes connues.
A la seule inspection des signes de l'équation
ax -+- by = c,
on reconnaît si le nombre des solutions en nombres entiers et positifs est limité ou infini.
1° Lorsque b est positif (« peut toujours être supposé tel), le nombre des solutions est limité.
En effet, de la proposée on déduit
Or, si c est négatif, quelque valeur positive que l'on donne à /, la valeur de X correspondante sera négative; ainsi, dans ce cas, l'équation n'admet aucune solution.
Si c est positif, on ne peut donner à j des valeurs positives plus grandes
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que j : autrement x serait négatif; d'ailleurs, à la plus grande valeur à&jr
correspond la plus petite pour jr, et réciproquement; donc, etc.
2° Lorsque b est négatif, quel que soit le signe de r, le nombre des solutions est illimité.
En effet, les formules x ~ 'x — bt^j =^ — at_ deviennent, le signe b étant rais en évidence,
X -- a -.- bt, y ^ 'j -r- nt
Or, dans le cas le plus défavorable, celui où a et 6 sont deux nombres négatifs, il suffit, pour que x ^l y soient positifs, de supposer à / des va-
leurs positives, numériquement plus grandes que celles de ^ et - • Ainsi,
l'on peut donner à t des valeurs entières quelconques au-dessus de ces deux quotients.
■13i. Dans l'hypothèse où <?, /;, c sont positifs à la fois, on peut toujours fixer les limites entre lesquelles doivent être comprises les valeurs de l'indéterminée.
Four cela, dans les deux formules, qui sont alors
y=^-rOt, X — 'X — bl^ il suffit de poser les inégalités
d'où l'on déduit (lOuj
/> 5 ma-s f <r'
Lorsque ces deux inégalités ne s'accordent pas, c'est une preuve que l'équation n'admet aucune solution en nombres entiers et positifs ; mais si elles s'accordent, le nombre des valeurs entières qu'on peut attribuer à t
entre les deux limites et y ' ex: rime le nombre total des solutions.
N. B. — Comme la différence entre la limite supérieure y et la limite inférieure est '- — - ou -r (à cause de la relation au. -;- Z>S =V), il
o ab au "
S ensuit que -j ou </ -m (</ exprimant la partie entière du quotient de c
par al>) est le maximum du nombre total des solutions.
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§ II. — Des équations et problèmes indéterminés a trois
OU UN PLUS GRAND NOMBRE d'iNCONNUES.
dSo. Considérons d'abord le cas de deux équations a trois 'inconnue.;. Soit, pour premier exemple, le système des deux équations
(i) Sx~^y^ z = '272,
dans l'une desquelles l'inconnue z est affectée d'un coefficient égal à l'unité. Commençons par éliminer z.
A cet effet, multiplions la première équation par 3, et retranchons la seconde du résultat; il vient
équation qui peut remplacer l'équation (2).
Appliquant à l'équation (3) la première méthode, on trouve les deux
formules
Reportons ces deux expressions de j: et do je dans la première équation, on obtient
OU réduisant,
Les trois inconnues se trouvent acluellement exprimées en fonction entière de l'indéterminée t. Ainsi, en donnant à t des valeurs entières quelconques, on en obtiendra de semblables pour jc, jr, z, et ces valeurs satisferont aux deux équations proposées ; car, d'après ce qui vient d'être dit, le système des trois formules équivaut aux deux équations.
Si l'on demande des valeurs entières et positives pour x, j, z, il est
évident que t ne peut être positif, car x serait négatif; mais on peutsup-
poser /■ - o, — i , — 2; ... , jusqu'à t~ — — ou— 7-, c'est-à-dire — 7,
puisque t doit être entier.
Faisant donc
on trouve
z — G3, 7G, 89," io'2, ii5, l'jiS, i4i, i54;
d'où l'on voit que le problème est susceptible de huit solutions diJérenles.
Soient, pour nouvel exemple, les équations
(i) 6j:-i- 7jH-4z= 122,
(2) II JTH- 8r— 6z = 145.
Pour éliminer z entre ces deux équations, multiplions la première par 3 et la seconde par 2, puis ajoutons les résultats membre à membre; il vi.'nl
équation pour laquelle on trouve, d'après la première méthode, j:= 37^-1-9, j>'=8 — 40/.
Reportant ces valeurs dans l'équation (i), on obtient
OU réduisant,
iz — i()t = G.
Ici l'inconnue z n'est pas, comme les deux autres, x et y, exprimée en fonction entière de l'ind.'terminée t. Ainsi, il faut encore appliquer à l'équation (â) Tune des deux méthodes connues.
On a, d'après la première remarque du n" 132, pour les formules relatives à cette équation,
t = it', z = '29f'-T- 3.
Comme, d'ailleurs, toute valeur entière de /, substituée dans les expressions de X et de j, en donnera de semblables pour ces inconnues, il s'ensuit que, si l'on y met 2?' à la place de f, on obtiendra les trois formules
^=74;'-t-9, •)-=8 — Soi', -; = 29i'-i-3,
qui comprendront tous les systèmes de valeurs entières de x, y, z, propres à vérifier les équations proposées.
Si l'on ne veut que des solutions directes, il est visible que t' ne peut être positif, puisque alors j- serait négatif; et t' ne peut être négatif, puisqu3 z et x seraient négatifs.
Mais l'h^-pothèse t'— o donne
•^ = 9^ v=8, z=3; donc ce système est le seul qui satisfasse eux deux équations. 136. En résumant la marche précédente, on en conclut cette régie gé-
ÉQUATIONS INDÉTERMINÉES A PLUS DE DEUX INCONNUES. 20t
nérale : — i° Éliminez l'une des inconnues entre les équations proposées, et cherchez pour l'équation résultant de cette élimination les formules qui donnent les deu-x inconnues qui y entrent, en fonction entière d 'une indéterminée t. — 2° Substituez ces expressions dans l\ine des équnnons proposées, ce qui donne une nouvelle équation ne renfermant plus que t et llnconnue que Von avait d'ahnrd éliminée. — 3° Déterminez, pour celte équation, les deux fornmles qui donnent les expressions des deux inconnues qui y entrent en fonction entière d'une seconde indéterminée t'. — 4" Substituez enfin l'expression de t drms celles des deux premières inconnues.
Les valeurs des trois inconnues se trouvent ainsi exprimées en fonction entière de ; ' ; et il ne s'agit plus, après cela, que de déterminer pour t ' les limites entre lesquelles ces valeurs doivent se trouver pour que celles des inconnues principales soient entières et positives.
N. B. — Toutes les fois que l'une des inconnues a pour coefficient l'unité dans l'une des équations, il est plus simple d'éliminer cette inconnue, parce qu'après avoir exprimé les deux autres en fonction entière d'une même indéterminée, si l'on reporte ces valeurs dans l'équation où la troisième inconnue est affectée d'un coefficient égal à l'unité, on obtient immédiatement cette troisième inconnue en fonction entière de la même indéterminée; ainsi, dans ce cas, une seule opération est suffisante. Les deux c'quations du n° 133 en ont oîfert un exemple.
137. Voici la marche qu'il faut survre pour trois équations à quatre inconnues : Jprés avoir éliminé l'une des inconnues, on exprime, a l'aide des deux équations résultantes, et cV après ce qui vient d'être dit, les trois autres inconnues en fonction entière d'une même indéterminée; et l'on substitue ces valeurs dans l'une des équations proposées. Si, dans la nouvelle équation, les coefficients des deux inconnues qui y entrent sont différents de l'unité, on établit deux formules cpn donnent ces inconnues en fonction entière d'une seconde indéterminée ; puis on remplace^ dans les expressions des trois premières inconnues, la valeur de la première indéterminée en fonction de la seconde, et l'on obtient ainsi les quatre inconnues primitives en FONCTION entière de la seconde indéterminée.
iiêrae raisonnement pour quatre équations à cinq inconnues, etc.
138. Nous proposerons, pour exercice, les questions suivantes : Première question. — Un mnnnnyeur a trois sortes d'argent. Sur 1 kilogramme, la première contient ~ d argent, la seconde -— et la troisième -^•
Il veut faire un alliage de 3o kilogrammes pesant qui, sur i kilogramme,
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contienne -• iVc^rgcnl. Combien (en nombres enliers) doit-il pi-cndrc ih
kii')gr(nnines de cluique sorte ?
lu-ponse,
a - \o, i'2, 14, lO, 18; )■ = 20, i5, m, 5, o; 2 = 0, 3, (3.
c'est-à-dire cinq solutions, en admettant o pour valeurs de y et do z.
Deuxième question. — Trouver trois nombres entiers tels que la somme de leurs prodidls respectifs par les nombres 3, 5, 7, soit égale à 56o, et que la somme de leurs jiroduits^ par les carrés 9, 25, 49- soit éga//j a 2920.
Réponse.
x = ib^ 5o ; ;-=82, ^o\ z-.-ib, 3o;
c'est-à-dire deux solutions.
Troisième question. — Trouver un nombre entier N qui, étant divisé par II. donne le reste 3 ; divisé par 19, donne le reste 3 ; et divisé par 29, donne le reste 10.
Réponse.
K ■-- 4128 T-GoGi /,
/ étant entier; en sorte que 41^8 t'st le plus petit nom'ore entier absolu qui satisfait à l'énoncé.
QuATRiÈsiE QUESTION. — Trouver pour x un nombre tel que les cxpres-
3r— To iT.r-;-8 16, r — 1 .
sio?is ) •) soient des nombres entiers.
Réponse.
139. Remarque importante. — Si, dans la dernière question, on désigne
. , Sx— 10 iij;-f-8 i6j" — I ,
par j, z et v les quotients •; 1 - — ■> on a pour lea
('■qualions du problème
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per un moj'en beaucoup plus simple de déterminer la valeur de x^ qui e^ ici l'inconnue principale. Ce moyen est d'ailleurs applicable à toutes Us questions du même genre.
_. , , . . , , , ... . i().r — I , , D abord, si nous considérons la troisième expression j dont \z
dénominateur est le plus simple, elle revient à
ciinsi, pour qu'elle soit entière, il faut et il suffit que x — i soit un multiple de 5.
Posons donc ■ — ^ — = /; il en résulte
Toute valeur entière de ^, substituée dans cette dernière équation, donnera pour X un nombre qui satisfera à la troisième condition de l'énoncé.
Sul slituons dans la première expression ~ la valeur de x qu'on
vient d'obtenir; elle se change en
i5^ — 7 ,A-. ^ ou, réduisant, 2/ — n
On voit que celle-ci sera entière si l'on suppose t = ']i'\ d'ailleurs cette condition est nécessaire. Ainsi, pour que la première et la troisième des expressions proposées soient entières, il faut et il suffit que l'on ait
t étant de la forme t = ']t\ ce qui donne
X— - 1 -1- obt' .
Portons dans la seconde expression — ^^ — cette nouvelle valeur de a:;
il vient
385?'-i-iq ^ , a([ — 3;')
ou 23rH-i-^ ^ -•
Or a est premier avec 17 ; donc, pour que la seconde expression soit un
nombre entier, il faut et il suffit que i — 3^' soit divisible par 17.
Posant — = t\ on en tire
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OU, effectuant la division,
t'=—bi"^ — • •
Soit — - — = t\ on obtient
r=3r— I, d'où i'-z-6(3r— i)-t-r ou t'^-ijf'-r^^.
Reportant cette valeur dans rexpression a: = i -f- 33/', on obtient, toute réduction faite,
jc= 21 1 — 595 i'".
Telle est la formule propre à donner toutes les valeurs de x susceptibles de satisfaire à l'énoncé.
Soit t'" = o, on trouve j: = 21 1 : c'est le plus petit de tous les nombres cherchés.
En supposant à t'" des valeurs négatives quelconques, on obtiendrait les autres solutions (en nombres positifs).
iV". JS. — Nous remarquerons que SgS, coefficient de t'" dans la formule, est le produit 7x17x5 des dénominateurs des trois expressions proposées. Il serait aisé de se rendre compte de cette propriété, qui se modifie lorsque les dénominateurs ne sont pas les premiers entre eux; car, dcms ce cas, le coefficient est égal au multiple le plus simple des dénominateurs.
140. Il nous reste encore à parler des problèmes dits />/«^ qu'imléterminés, c'est-à-dire de ceux pour lesquels le nombre des équations est moindre de deux ou de plusieurs unités que le nombre des inconnues.
Soit d'abord l'équation à trois inconnues ax -+- br-i-cz = d. Si l'on fait passer le terme cz dans le second membre, il vient n
ax -\-hy= d — cz ou ax -t-by= c'
[c' désignant la quantité d—cz., qu'on regarde pour le moment comme connue).
Cela posé, Ion établit pour Véquntion ax-rby ^ r', les deux formules
X = a. — bt^i y=o-i-at.
Apres quoi Y on remplace, dans a. et 6, c' par sa valeur d — cz; alors a: etj)' se trouvent exprimés en fonction entièr-e de l'indéterminée /, et de la troisième inconnue z.
Soit proposé, par exemple, de payer 1S7 francs avec des pièces de 5 francs, 6 francs et 20 francs, sans aucune autre monnaie.
Désignons par x^ y, z les trois nombres de pièces qu'il faut donner de
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chaque sorte; on a l'équation
r H- 6j + 20 z = 1 87, qui revient à
Tirant de cette équation la valeur de x^ on a
x = — — ^1 ou bien x=—r~\-- — ^ — • 5 ■" 5
Posant — r^ = t, on en déduit
y=c' — 5^, d'où x= —c'-\- Gt.
Remplaçant, dans ces deux formules, c' par sa valeur 1 87 — aoz, on trouve enfin
j= 187 — 20Z — 5/, j:= — 187 -i-aoz + 6^.
Tant que l'on admettra pour xety des nombres entiers, positifs ou négatifs, on pourra donner à z et à î des valeurs tout à fait arbitraires ; mais si l'on veut satisfaire directement à l'énoncé, la forme même de l'équation proposée, 5a: + 6j+2oz= 187, prouve que z ne doit pas recevoir de
valeurs au-dessus de — - ou 9 — , car autrement x ou y serait négatif.
Posons donc successivement
Si l'on fait z = o, les valeurs de .r et de j deviennent
formules qui prouvent que / doit être > ~-j mais < — ? ou > 3i -5
mais <37-' Donc t peut recevoir six valeurs, savoir : 32, 33, 34, 35,
Ainsi, pour z = o, on a
Soit z= I, on trouve
d'où
t>-T~ 0" ^751 mais <-r^ ou 337;
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ce qui donne encore les six valeurs aS, 29, 3o, 3i. '61 et 33. Ainsi, pour z= i, on a
rr='28,29, 3o, 3i,32, 33; x^i, 7, i3, 19, 25, 3i; 7:^^7,22,17, 12. 7,2;
Pour z — 2, on trouverait
?jur 2; — • 3
i -^ 22, 23, 24, 25; 07 = 5, II, 17, 23; r— 17, 12, 7, 2;
Pour z = 8, les formules seraient
t> -^- ou 4-, mais <C~- ou 5 -j-
d'où
Alors t ne peut recevoir que la valt ur t -■ 5 ; ce qui donne
Enfin, à l'hypothèse - — 9, il ne correspond aucune solution; car les formules deviennent
x=- y-^Gt, j=.7 — 5i; d'où
/ > -: OU 1 7c 5 mais c < - ou I - ; o 6 0 5
résultats contradictoires en tant que l'on exige des solutions entières.
1-il. On voit assez ce qu'il faudrait faire pour deux équations à quatre inconnues, trois équations à cinq inconnues. Cependant, nous donnerons encore la résolution complète d'une question de ce genre, pour faire voir comment, à l'aide de quelques considérations particulières, on parvient souvent à simplifier les calculs.
CixQlIÈme question. — Un fermier achète 100 pièces de bétail pour 100 louis, savoir : des bœufs à to louis la pièce, des vaches à 5 louis, des veaux à 2 louis, et des moutons à un demi-louis. — Combien a-t-il acheté d'animaux de cliaque espèce?
Soient x, j, z, u les nombres cherchés; on a les équations
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x-\-y-\- z-^ u^ loc, 10X-+- \of-, 42-f- « = 200.
En retranchant la première équation de la seconde, on obtient
équation qu'il faudrait traiter comme dans le numéro précédent. Mais, avant tout, observons qu'il est préférable d'exprimer j et z en fonction entière de X : 1° parce qu'il est évident que a: ne doit pas avoir de valeurs
au-dessus de ■ — ou 5 — : 2° parce que les coefficients de r et de z ont
un facteur commun; ce qui entraînera nécessairement une condition propre à déterminer les valeurs convenables de x. D'après ces considérations, transportons le terme ig-r; il vient
,. - 100 — Tn.r gr-H 3z= 100— 19^, ou bien 6y-+z=:- — ^ —
Or, puisque l'on demande pour x, r, z, u des nombres entiers et positifs, il faut que ^ — — soit entier et positif; mais il n'y a évidemment
que ^ = I et j;= 4 ci"i puissent satisfaire à cette double condition. Donc, déjà, x ne peut avoir pour valeur que a: = i et x= 4. Soit .r = I , il en résulte
3 j H- z = 27 ou z = 27 — 3 r.
'M'bstituant ces valeurs de x et de z dans la première des équations pro- • jsccs, on trouve
La première de ces deux formules montre que /ne peut pas être > 9, ainsi, pour .r = i , on a
f^ 0, I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, z::^iy, 24, 21, 18, i5, 12, g, 6, 3, o; u— 72, 74, 76, 78, 80, 82, 84, 86, 88, 90
Soit .f = 4 ; il vient
3j-i-z=8, d'oîi z=8— 3j et M = 88-f-2/.
L'expression de z prouve que 7 ne peut pas être > 2; ainsi, pour a.- = 4, on trouve
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D'où l'on voit que la question proposL'e n'est susceptible que de treize solutions, et de dix, si l'on excepte ks solutions zéro.
.V. B. — Le moyen de simplification qui vient d'être indiqué devient quelquefois une modification indispensable h la méthode exposée n" 140.
C'est ce qui aurait lieu, par exemple, pour l'équation
r -i- lo r
dans laquelle les trois coefBcients de x, y, z, considérés deux à deux, ont un facteur commua.
142. Le but de V Analyse indétcrminic du second degré est, cornme celle du premier degré, de résoudre on nombres entiers les problèmes qui donnent lieu à un nombre d'équations moindre que celui des inconnues. Mais comme, en général, une équation du second degré à deux inconnues donne l'une d'elles en fonction irrationnelle de l'autre, il s'ensuit que la question consiste : i° à déterminer, pour l'une des inconnues, des valeurs rationnelles qui aient la propriété d'en donner de semblables pour la seconde; a° à choisir parm.i les valeurs de la première inconnue les valeurs entières qui en donnent de semblables pour la seconde. On conçoit, d'après cela, que l'Analyse indéterminée du îcccnd degré doit ofTrir do plus grandes difficultés que celle du premier degré. C'est, en effet, une des théories les plus difficiles de l'Analyse algébrique ; et elle sort tout à fait des éléments. Nous renvoyons, pour cet objet, à la Théorie des nombres de Legendre et à YJlgèbre de M. Lhuillier, ouvrage dans lequel nous avons déjà puisé les énoncés d'un grand nombre de problèmes, et où se trouve traitée une série de questions du second degré à deux inconnues, dont les équations ne renferment que le produit des inconnues.
FORMATION DES PUISSANCES
FORaiATION DES PUISSANCES ET EXTRACTION DES RACINES D'UN DEGRÉ QUELCONQUE.
Introduction. — De même que la résolution des équations du second degré suppose connus les procédés de l'extraction de la racine carrée, de même la résolution des équations du troisième, du quatrième, etc., degré, exige qu'on sache extraire la racine troisième, quatrième, etc., d'une quantité, soit numérique, soit algébrique. {Foir le n° 2 pour la définition des mois puissance et racine.)
L'élévation aux puissances, l'extraction des racines de degré quelconque et le calcul des radicaux feront l'objet principal de ce nouveau Chapitre, qui, avec le premier et une partie du troisième, constitue l'ensemble des opérations que l'on peut avoir à effectuer sur des nombres exprimés algébriquement
Quoiqu'une puissance quelconque d'un nombre puisse s'obtenir d'après les règles de la multiplication, soit arithmétique, soit algébrique, cependant la formation de cette puissance est assujettie à une loi qu'il faut connaître lorsqu'on veut revenir de la puissance à la racine. Or, comme la loi de composition du carré d'une quantité numérique ou algébrique est fondée (80) sur l'expression du carré d'un binôme, de même la loi relative à une puissance de degré quelconque se déduit de l'expression d'une puissance de même degré d'un binôme. C'est donc par la détermination du développement d'une puissance quelconque d'un binôme que nous devons commencer cette nouvelle théorie.
§ I. — RiNÔME DE Newton et conséquences qui en dérivent.
143. Introduction. — Si l'on fait le produit de plusieurs binômes égaux à .r -H (7, on parvient aux résultats suivants :
aY
"zax ~h a-,
3 «a;" -7- Sa^x H- «', [x -+- a)* — -r* -r- ^ax^-h 6a^x^ -+- li,a^ x -i- a\ [x -^r- ci)^ = x^ -^ bax^ -^\oa^ x^ ->riod' x"^ -^ 5a' .r + a^.
Alg. D. l4
En jetant les yeux sur ces dilTérents développements, on reconnaît aisément une loi suivant laquelle ils procèdent, quant aux exposants de x et de «; mais il n'en est pas de même pour les coefficients. Cependant Newton est parvenu à en découvrir une au moyen de laquelle, le degré d'une puissance d'un binôme étant donné, on peut former cette puissance sans être obligé de passer d'abord par toutes tes puissances inférieures. Il n'a laissé aucune trace des raisonnements qui avai:nt pu l'y conduire; mais depuis on a constaté d'une manière rigoureuse l'existence de cette loi. De toutes les démonstrations connues, la plus élémentaire est celle qui se trouve fondée sur la Théorie des combinaisons. Toutefois, comme cette démonstration est encore assez compliquée, nous commencerons, pour en simplifier l'exposition, par résoudre quelques problèmes relatifs aux combinaisons; d'où il sera facile ensuite de déduire le développement d'une puissance quelconque d'un binôme, ou, en d'autres termes, la formule du binôme.
THÉORIE DES COMBINAISONS
144. On sait déjà que le produit d'un nombre n de facteurs <?, /;, c, f/, . . . ne change pas, dans quelque ordre qu'on effectue leur multiplication. Or supposons que l'on veuille déterminer le nombre /o/rt/ des manières dont ces différentes lettres peuvent être disposées les unes à la suite des autres. Les résultats qui correspondent à chaque disposition que Ion fait subir à ces lettres se nomment permutations.
C'est ainsi que deux lettres, a et b, donnent un produit unique ab^ mais fournissent les deux permutations ab et ba.
De même, les trois lettres <?, /;, c donnent un produit unique abc, mais fournissent les six permutations abc, acb, cab, bac, bca, cba; et ainsi de suite.
Soit maintenant un nombre m de lettres a, b, c, d, e, . . .; si on les dispose les unes à la suite des autres, aàa, 3à3,4à4,---, dans tous les ordres possibles, de manière, toutefois, que, dans chaque résultat, le iTombre des lettres soit moindre que celui des lettres données, on peut demander l'expression du nombre total àes résultats que l'on obtient ainsi. Ces résultats sont ce que l'on appelle des arrangements.
Ainsi, ab, ac, ad, . . . , ba, bc, bd, . . . , ca, cb, cd, . . . , sont des arrangements 2 à a des /n lettres.
De même abc, abd, . . . , bac, bad, . . . , acb, acd, . . . sont des arrangements 3 à 3,. . . .
Enfin, lorsqu'on dispose ainsi les lettres a à 2, 3 à 3, 4 à 4, • • •, on peut exiger que deux quelconques des résultats que l'on forme ne soient
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pas composés des mêmes lettres, c'est-à-dire qu'ils diffèrent entre eux au moins par l'une des lettres; et Ton peut demander alors le nombre total des résultats qu'on obtient ainsi. Dans ce cas, les résultats prennent le nom de combinaisons.
Ainsi, «è, ffr, bc, . . ., ad^ bd. . . . sont des combinaisons 232, toutes distinctes les unes des autres, puisque deux quelconques des résultats différent au moins par l'une des lettres.
De même, abc, nbd, . . . , acd, bcd, . . . sont des combinaisons 3 à 3 ... .
Il existe donc une différence essentielle dans la signification des mots perimttdtion^ arrangement et combinaison.
On nomme : 1° Permutations, les résultats qiCon obtient en disposant les unes h la suite des autres, et dans tous les ordres possibles^ un nombre déterminé de lettres, de manière que toutes les lettres entrent dans chaque résultat et que chacune d'elles ny entre qu^unc fois;
%° Arrangements, les résultats qu'on obtient en disposant les unes à la suite des autres, et dans tous les ordres possibles, 2à2,3à3, 4à4,---n à /?, un nombre m de lettres, m étant > n [chaque résultat ne de^'ant renfermer la même lettre qu'une seule fois).
On peut toutefois supposer n = m ; auquel cas les arrangements n à n deviennent de simples permutations.
3" Enfin, Combinaisons, les groupes cV arrangements dont deux rjuelconques diffèrent entre eux au moins par Vune des lettres qui y entrent.
n est important que les élèves se pénètrent bien de ces définitions, pour entendre la résolution des problèmes suivants.
'143. Premier problème. — Déterminer le nombre P„ des permutations dont n lettres sont susceptibles .
Dabord, deux lettres c et Z> donnent évidemment les deux permutations ab et ba. Ainsi, le nombre Pj des permutations de deux lettres est 0., ou 1x2.
Donc
Pj = I X 2.
Soient actuellement 3 lettres, <?, è, c Mettons à part une quelconque de ces lettres, c par exemple, et écrivons à la droite des deux arrangements ab et ba que donnent les deux autres la lettre c ; il en résulte les deux permutations de trois lettres, oie, bac. Or, comme on peut ainsi mettre à part chacune des trois lettres, il s'ensuit que le nombre P3 des permutations de trois lettres est égal «2x3, ou IX2X3 (*).
(*) La place que nous avons assi[;née à la lettre c par rapport aux arrange-
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Ainsi,
En général, soit un nombre n de lettres, a, A, c, d, . . .^ et supposons déjà connu le nombre P„_, des permutations de {n — i) lettres.
Considérons à part une des n lettres, et écrivons cette lettre à la droite de chacune des permutations que donnent les (/z — i) autres lettres; il en résulte P„_, permutations de n lettres, terminées par la lettre qu'on avait d'abord isolée. Or, comme on peut ainsi mettre à part chacune des n lettres, il s'ensuit que le nombre total des permutations de n lettres est égal à P„_, X n.
En termes abrégés.
Soit n = 2] P„_, désigne alors le nombre des permutations qu'une seule lettre peut donner; donc P„_, = Pi= i; et l'on a
Pj= P, X 2 = I X 2.
Soit « = 3 ; P„_, exprime le nombre des permutations de ( 3 — i ) , ou de 2 lettres, et est égal à i x 2. Ainsi
P3= PjX 3 = IX 2X 3.
Soit encore « = 4 ; P„_, désignant, dans ce cas, le nombre des permutations de 3 lettres, est égal à i x 2 x 3 ; d'où
P^=P3x4 = iX2>^ 3x4.
On voit donc que la formule P„ = P„_, x n renferme tous les cas particuliers du problème proposé. Ainsi, rien n'empêcherait de traiter tout d'abord le cas général, sauf ensuite à fairesuccessivementrt= i,2,3,4,.---
146. DEDxrSME PROBLÈME. — Un nombre m de lettres «, b, c, d,. . . étant donné, déterminer le nombre A„ des arrangements n à n que l'on peut former avec ces m lettres, m étant supposé plus grand que n.
Pour résoudre sur-le-champ cette question générale, supposons déjà connu le nombre A„_, des arrangements [n — i) à [n — i) que l'oa peut faire avec les m lettres.
ments ab, ba, est de pure convention. Nous aurions pu également convenir de faire occuper à la lettre c la première place à gauche, ou même de l'écrire entre les lettres a et A ou b et a; mais, cette place une fois assignée, elle doit rester invariable pour toutes les permutations à exécuter : sans quoi il eu résulterait des répétitions.
THÉORIE DES COMBINAISONS
Considérant un quelconque de ces arrangements, écrivons à sa droite
chacune des lettres qui n'y entrent pas et dont le nombre est nécessairement m — [n — i) ou [m — « -t- 1); il est évident que l'on formera ainsi un nombre [m — n -h i) d'arrangements de n lettres, différant tous entre eux par la dernière lettre.
Considérons un nouvel arrangement de (/? — i) lettres, et écrivons à sa droite les (w — « -i- i) lettres qui n'en font pas partie; nous obtiendrons encore un nombre [m — n -h\) d'arrangements de n lettres, différant tous entre eux et différant des précédents, au moins par la disposition d'une des (^ — i) premières lettres. Comme d'ailleurs on peut considérer à part chacun des A„_, arrangements (/? — i) à (« — i)> 6t écrire successivement à sa droite les (m — /? h- i) lettres qui n'y entrent pas, il s'ensuit que le nombre total des arrangements de m lettres /z à /? est exprimé par
Veut-on maintenant trouver, comme cas particuliers, les nombres d'arrangements de m lettres 2 à 2, 3 à 3, 4 à 4, • ■ • • Faisons
/? = 2, d'où m — r? -h i = m — i ;
A„_, exprime, dans ce cas, le nombre total des arrangements (2 — 1) à (2 — i), ou I à I, et est, par conséquent, égal à /«; donc la formule devient
A2= A,(/;2 — 1) = m{nt — i).
Soit
« = 3, d'où m — n -h 1 ~ m — 2 ;
i! en résulte
A3 = A^ ( /// — "x) = ni[m — I ) ( //.' — 2 ).
Soit encore
« = 4, d'où m — n -^i — m — 3, on obtient
A^ = A3 ( /« — "i) — m[m — i)[in — 2 ) ( « — 3 ),
et ainsi de suite.
N. B. — D'après la manière dont les cas particuliers ont été déduits de la formule générale, on peut conclure que cette formule développée revient à
A„= m[^m — i) (.w — 2i) ('^ — 3). . .(w — « -+- 1); c'estrà-dire que A„ est égal au produit des n nombres consécutifs, décrois-
21 4 Cn/VI'ITRE V.
sont depuis m inclusivement jusqu'à m — [n — \) ou (/« — /? -i- i), nussi
inclusivement.
Il est d'ailleurs facile de déduire de cette formule développée celle du numéro précédent, c'est-à-dire la valeur de P„, aussi développée.
En effet, on a vu (144) que les arrangements deviennent des permutations lorsqu'on suppose le nombre des lettres qui entrent dans chaque arrangement égal au nombre total des lettres considérées.
Ainsi, pour passer du nombre total des arrangements de m lettres, n à «, au nombre de permutations de n lettres, il n'y a qu'à faire, dans le développement ci-dessus, m = n\ ce qui donne
Renversant l'ordre des facteurs, et observant que, le dernier facteur étant I , l'avant-dernier est 2, le précédent 3, . . . , on obtient, pour le développement de P„,
expression dont les facteurs ne sont autre chose que les nombres entiers consécutifs compris depuis i inclusivement j'itu/u'à n inclusivement.
147. Troisième problème. — Déterminer le nombre total C„ des combinaisons différentes que l'on peut former avec m lettres prises n h n.
Il est évident que, pour obtenir tous les arrangements possibles de m lettres n à «, il suffirait de faire subir aux n lettres de chacune des C, combinaisons toutes les permutations dont ces lettres sont susceptibles. Or une seule combinaison de n lettres donne, comme on l'a vu, P„ permutations ; donc C„ combinaisons de n lettres doivent donner C„ x P„ arrangements n à n. Et, comme on a d'ailleurs désigné par A„ le nombre total des arrangements, il s'ensuit que les trois quantités A„, P„, C„ sont liées entre elles par la relation
K ^ C„ X P„ ; d"où l'on déduit C„ = ^ •
Mais on a trouvé (146)
A„= A„_,x (/«-« + i), et(I4D) P„--P„_,x/?.
Donc enfin,
rx n P..
Comme A„_, exprime le nombre total des arrangements ( /? — 1) à ( « — 1 ) , que P„_, exprime le nombre total des permutations de [n —1) lettres, il
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s'ensuit que '~^ exprime le nombre des combinaisons différentes de m
lettres {n — i ) à ( // — i ) .
D'après cela, soient demandés, comme cas particuliers, les nombres des combinaisons 2 à 2, 3 à 3, 4 à 4? • • • •
Faisons /^ = 2, auquel cas ïj^^-/ exprimant le nombre des combinaisons
(2 — i) à (2 — i), OU I à I, est égal à ///; la formule ci-dessus devient
C, = m X ■ ou
Faisons « = 3, auquel cas p^^ exprime le nombre des combinaisons
2 à 2, ou est égal à
la formule devient
Ail
c est 1 expression — ^^p développée.
jN. B. — Cette dernière expression n'a aucune signification lorsqu'on y suppose // = I ; et cela tient à ce qu'elle ne donne un certain nombre de combinaisons inconnu (\\i e,n fonction d'un autre nombre de combinaisons déjà déterminé. Or les combinaisons les plus simples sont les combinaisons une à une dont le nombre est m. Ce n'est donc qu'à partir de « = 2 que la formule est applicable.
DÉMONSTRATION DE LA FOMIULE DU BINÔME
148. Pour découvrir plus aisément la loi du développement de la puissance m"-'"" du binôme x -f- <r/, nous commencerons par observer la loi du
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produit de plusieurs binômes ^ + «, ^ -+-/;, .r h- c. j- -j- r/, ... , ayant un premier terme commun, et dont les seconds termes sont différents. (Cet artiflce a pour but d'empêcher la réduction des termes semblables.)
i" produit :
2* produit
3' produit :
x^ -^ ab
-T- ac
-{-ad
-t- hc
-^bd
+ cd
X -t- abc
' -+- abc X -h abcd -t- abd -f- acd -+- hcd
Ces multiplications étant effectuées d'après les règles ordinaires de la multiplication algébrique, on reconnaît sur les trois produits qui précèdent la loi suivante :
1° Par rapport aux exposants, l'exposant de x est d'abord égal au nombre des binômes multipliés. Cet exposant diminue ensuite d'une unité d'un terme au suivant, jusqu'au dernier terme, où il est égal à zéro.
2° Par rapport aux coefficients des diverses puissances de .r, le coefficient du premier terme est l'unité ; le coefficient du second terme est égal à la somme des seconds termes des binômes ; le coefficient du troisième terme est égal à la somme des produits différents de ces mêmes seconds termes, multipliés deux à deux; le coefficient du quatrième terme est égal à la somme des produits différents trois à trois. En nous laissant conduire par \ analogie, nous pouvons dire que le coefficient d'un terme qui en a n avant lui est égal à la somme des produits différents n à /z des seconds termes des binômes. Enfin, le dernier terme est égal au produit des seconds termes des binômes.
Pour nous assurer si cette loi de composition est générale, supposons qu'elle soit déjà reconnue vraie pour le produit d'un nombre m de binômes, et voj^ons si elle a encore lieu quand on introduit un nouveau facteur dans le produit.
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Soit donc
cr'"-f- Aj;'"-' -+- B-r""-^-)- C^"
Naf-"-
le produit des m facteurs binômes [Naf"~" représentant un terme qui en a /? avant lui, et Mjr™-"+' celui qui le précède immédiatement).
Soit d'ailleurs .r -i- / le nouveau facteur introduit; on a pour le produit ordonné
af^
Déjà la loi des exposants est évidemment la même.
Quant aux coefficients : i" celui du premier terme est \ unité ;
1° A -h l, ou le coefficient de x"', est aussi la somme des seconds termes des {m -hj) binômes;
3° B est, par hypothèse, égal à la somme des produits différents 2 à 2 des seconds termes des m premiers binômes; A/ exprime la somme des produits de chacun des seconds termes des m premiers binômes, multiplié par le nouveau second terme /; donc, B + A/ est encore la somme des produits différents deux à deux des seconds termes des [m -h\) binômes. . . .
Et, en général, puisque N exprime la somme des produits n k n des seconds termes des m premiers binômes, et que Ml représente la somme des produits {n — i) à {« — i) de ces seconds termes multipliés par le nouveau second terme /, il s'ensuit que N -1- M/, ou le coefficient qui, dans le polyTiôrae de degré (/« + 1), en a « avant lui, est égal à la somme des produits différents n h n des seconds termes des (m-f-i) binômes. Le dernier terme U/ est d'ailleurs égal au produit des ( '" +1) seconds termes.
Ainsi la loi de composition, supposée vraie pour le produit d'un nombre m de binômes, l'est aussi pour un nombre [m -h i); donc elle est générale.
Concevons actuellement que, dans le produit effectué de m facteurs binômes X -\- a^ X -h b, X -h c, JT -4- r/, . . . , on fasse a = b = c = d, . . .; l'expression de ce produit {x-ha) {x -^ b) [x-hc). .. se change en (x-i-o)'".
Quant à son développement, les coefficients étant
ab
ad
abc -H abd -+- acd ■
i" le coefficient de af~^ devient
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c'est-à-dire n pris autant de fois qu'il y a de lettres <7, Z», r, . . . , et se réduit, par conséquent, à ma.
2° Le coefficient de x"""' se réduit à «'-f- a' -t- «'..., ou bien à autani, de fois a^ que l'on peut former de combinaisons différentes avec m lettres multipliées 2 à 2, ou bien enfin (147) à
3° Le coefficient de .r"""' se réduit au produit de a^ multiplié par le nombre de combinaisons différentes de m lettres prises 3 à 3, ou bien à
En général, si l'on désigne par Na:"^" le terme qui en a un nombre // avant lui, le coefficient N qui, dans l'hypothèse où les seconds termes des binômes sont différents, est égal à la somme de leurs produits « à /?, se réduit, lorsqu'on les suppose tous égaux, à a" multiplié par le nombre des combinaisons différentes que peuvent donner m lettres prises n h n.
Ainsi (147)
Donc, enfin, on a la formule
149. Pour peu que l'on jette les j'eux sur les différents termes de ce développement, on reconnaît une loi simple d'après laquelle un coefficient de rang quelconque se forme au moyen du coefficient précédent.
Le coefficient d'un ternie de rang quelconque se forme en multipliant le coeffiicient du ternie précédent par l'exposant de x dans ce ternie, et divisant le produit par le nombre des termes qui précèdent celui que Von considère.
En effet, prenons le terme général "~' ^^^—^{fx^-" (on Tap-
pelle terme général parce qu'en faisant successivement /? = 2, 3, 4j-" on peut en déduire tous les autres). Le terme qui le procède d'un ran^r
CONSÉQUENCES DE LA FOUMULE DU BINOME
est évidemment Tp2^«"-'a:'"~"+', car —^ exprime le nombre des combi-
naisons ;z — i a (« — 1 1. Or on voit nue le coemcient ' ' ,^ ■ — —
est égal au coefficient -=— qui le précède, multiplié par (/;? — /i -h i), ex-
posant de o dans ce terme, et divisé par n, nombre des termes ([ui précèdent celui que l'on considère. C'est dans cette loi, due à Newton, que consisîe principalement la formule du binôme. Elle sert à développer une puissance particulière, sans qu'on soit obligé d'avoir recours à la formule générale.
Soit, par exemple, proposé de développer [x -î- af. On trouvera, d'après cette loi,
[x -h a'f = x'^ -h 6ax^-T- l5<•/^r' -t- •i.oa^x^-+- i5a\v^-i- 6câx -\~ a^.
Après avoir formé les deux premiers termes, ce qui n'offre aucune difficulté, d'après les termes de la formule générale a^-h max"'"^ -t- . . . , on multiplie 6, coefficient du second terme, par 5, exposant de x dans ce terme, puis on divise le produit par 2, ce qui donne i5 pour coefficient du troisième terme. Pour obtenir celui du quatrième, on multiplie i5 par 4, exposant de x dans le troisième terme, et l'on divise le produit par 3, nombre des termes qui précèdent le quatrième, ce qui donne 20 ; et ainsi de suite pour tous les autres termes.
On trouverait pareillement
(x -(-rt)'"— x^^-i- io«j:'h- ^^fâx^-i- I20rt'.r'+ 2io«*.r'^
-T- '252a^x^-T- ■xiofc'^x^ -T- 1 20 a'' x^ -r- ^5 (i^ x^ -i- locv'x -f a'".
Nous reviendrons plus loin sur la manière de développer les puissances des expressions algébriques.
CONSÉQUENCES DE LA FORMULE DU BINÔME ET DE LA THEORIE DES COMBINAISONS.
150. Première conséquence, — L'expression {x -h a)"' étant composée de la même manière en a et en x, il doit en être ainsi pour son développement; donc, si ce développement renferme un terme de la forme Kcfx'"'", il en a nécessairement un autre égal à Kx"(t"'-" ou Ka"'-'"x". Ces deux termes y sont évidemment à égale distance des deux extrêmes, car le nombre des termes qui précèdent un terme quelconque étant marqué par l'exposant de a dans ce terme, il s'ensuit que le terme Ka"x-"'-" en a n avant lui, et que le terme Ka"'~"x" en a m — n avant lui, par conséquent n après lui (puisque le nombre total des termes est m -hi).
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Ainsi, dans le dcvclnppemcnt de toute puissance d'un binôme, les coefficit nts des termes également distants des deux extrêmes sont égaux entre eux.
N. B. — Dans les termes Krt"a:"""", K«"'-''.r", les deux coefficients expriment les nombres de combinaisons différenles n à n et {m — //) à [m — n\ que l'on peut former avec m quantités; ainsi on peut encore conclure que le nombre des combinaisons différentes de m quantités nà n est égal au n mibre de combinaisons m — n à m — n de ces mêmes quantités.
Par exemple, douze quantités combinées 5 à 5 donnent le même nombre de combinaisons que ces douze Quantités combinées {12 — 5) à (la — 5), ou 7 à 7.
Cinq quantités, combinées 2 à 2, donnent le même nombre que cinq quantités combinées (5 — ■2)à(5 — 2), ou3à3.
Seconde conséquence. — Si, dans la formule générale
{x -f- «)'"= x"'-}- max^~^ -H m rrx^~'-i-. . .,
on suppose :r = i , a = i , elle devient
( I H- I )"" ou 1"' = i -\- m -¥ m
c'est-à-dire que la somme des coefficients des différents termes de la formule du binôme est égale à une puissance de 1, d'un degré marqué par m.
Ainsi, dans la formule particulière
[x -{- ay = x^-i- 5f/.r'-f- lorrx'-i- loa'jf'-i- 5«*a: H- o',
la somme i-i-5-Mo-hio-i-5-t-i des coefficients est égale à 2' ou 32. Dans la dixième puissance ( 149), î* oomme équivaut à 2" ou 1024.
lo2. Troisième conséquence. — Le produit de p nombres entiers consécutifs, compris depuis [m — /> -r- i ) Jusqu'à m inclusivement, est divisible par le produit de tous les nombres entiers depuis 1 jusqu'à p ; c'est-à-dire que l'on a
égal à un nombre entier. En effet, il résulte de ce qui a été dit au n" 147 que cette expression représente le nombre des combinaisons différentes/^ à p, quon peut former avec m lettres. Or ce nombre de combinaisons doit
EXTRACTION DES RACINES DES NOMBRES ENTIERS
être, par sa nature, un nombre entier; donc l'expression ci-dessus est nécessairement un nombre entier.
Nous engageons les élèves à rechercher, de cette propriété, une démonstration indépendante de la Théorie des combinaisons ou de la formule du binôme, en les prévenant toutefois que la question, assez facile à traiter pour les premières expressions
offre plus de difficulté dans le cas général. '
§ II. — Extraction des racines des nombres particuliers.
Les procédés particuliers de l'extraction de la racine carrée et d3 la racine cubique d'un nombre ayant été exposés avec détail dans notre Arithmétique, nous nous contenterons de développer ici le procédé de l'extraction des racines en général, procédé qu'il sera ensuite facile d'appliquer aux cas particuliers de l'extraction de la racine 4*", 5*,
Io3. Procédé de la racine «"""" d'un nombre entier (*).
Désignons par N un nombre entier quelconque, et par n le degré de la racine qu'on veut en extraire.
D'abord, comme la n^'""' puissance de lo, ou lo", est exprimée par l'unité suivie de n zéros et représente le plus petit nombre de /? -f- 1 chiffres, il s'ensuit que, si N n'a pas plus de n chiffres, sa racine n'a qu'w^i seul chiffre; et pour l'obtenir, il suffit de former les rf'"'" puissances des dix premiers nombres i , 2, 3, . . . , 9, 10 ; le plus petit des deux nombres dont les «''"'" puissances comprendront N sera la racine demandée.
Mais lorsque N est composé de plus de n chiffres, sa racine a plus d'un chiffre et peut alors être regardée comme ne renfermant que des dizaines et des unités. Or, en représentant par a les dizaines et par h les unités, on a (118)
N= [a -^ hY =^ ar -\- nd'-' b ^ n^^-^ cC'-^h'' -'n . . .
c'est-à-dire que le nombre proposé contient la n'""^ puissance des dizaines, plus nfois le produit de la [n — i)"""" puissance des dizaines par les unités, plus une suite d'autres parties qu'il est inutile d'énumérer. Cela posé, la «'""'"* puissance des dizaines ne pouvant donner d'unités
(*) Pour bien comprendre ce procédé, il faut s'être déjà rendu compte des procédés d'extraction de la racine carrée et de la racine cubique.
d'un ordre inférieur à l'unité suivie do n zéros, les n derniers cliirTrc- à droite n'en peuvent faire partie; il faut donc les séparer, et extraire la racine de la plus grande n"'"" puissance contenue dans la partie à gauche : cette racine exprime les dizninex de la racine cherchée (* i.
Si cette partie à gauche renfermait encore plus de n chiffres, on serait conduit à en séparer les n derniers chiffres à droite, et à extraire la racine de la plus grande n'""" puissance contenue dans la nouvelle partie à gaucho: et ainsi de suite.
Règle générale. — Jprès avoir partagé ainsi le nombre N en tranches de n chiffres (la tranche le plus à gauche pouvant cependant avoir moins de n chiffres), on cr trait la racine de la plus grande n""" puissance contenue dans cette première tranche à gauche, ce qui donne le chiffre des unités de l'ordre le plus élevé de la racine totale, ou le diiffre des dizaines de la racine du nombre formé par les deux premières tranches à gauche. Retranchant la n""" puissance de ce chiffre de la première tranche à gauche, on obtient un reste qui, suivi de la seconde tranche, contient encore n fois le produit de la [n — i)''™' puissance du chiffre trouvé (lequel est censé exprimer les dizaines) par le chiffre suivant, plus une suite d'autres produits. Jîais ce premier produit ne peut évidemment donner d'unités d'un ordre inférieur à lo""' ; ainsi les [n — i) derniers chiffres de la seconde tranche n'en sauraient faire partie. Il suffit ^onç, à.' abaisser a côté du reste correspondant à la premièi-e tranche le premier chiffre de la seconde; et si, après avoir formé n fois la [n — i ]'""« puissance du premier chiffre de la racine, on divise par ce résultat le reste suivi du premier chiffre de la seconde tranche, le quotient exprimera le second chiffre de la racine, ou un nombre plus grand. Pour éprouver ce chiffre, on récrira à la droite du premier, puis on élèvera l'ensemble de ces deux chiffres à la n'^"" puissance, et Von retranchera, si cela est possible, la puissance obtenue de l'ensemble des deux premières tranches (**), ce qui donnera un nouveau reste à côté duquel on abaissera le premier chiffre de la troisième tranche; puis on divisera le nombre ainsi formé par n fois la [n — i)"^"'" puissance de l'ensemble des deux chiffres déjà trouvés à la racine, ce qui donnera le troisième chiffre de la racine.
On continuera cette série d'opérations jusqu'à ce qu'on ait abaissé toutes les tranches.
(*) Foir la démonstration de ce principe, pour la racine carrée et la racine , cubique {Jrilhm., n"* 178, 191, 2if cdilion); vous généraliserez ensuite.
(**) Nous n'avons pas besoin de dire que, si la soustraction ne peut se l'aire, c'est que le second chifTre trouvé à la racine est trop fort; et alors on le diminue d'une ou de plusieurs unités, jusqu'à ce que la soustraction puisse s'effectuer
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\oi. Soit proposé, pour exemple, cV extraire la racine cinquième de 550-31776
Après avoir séparé les cinq derniers chiffres à droite du nombre proposé, on reconnaît que (5)% ou 3i'25, et (6)^, ou 7776, comprennent 55o7; donc 5 exprime les dizaines de la racine cherchée.
Retranchant 3x25 de 55o7, on obtient le nombre 2382 pour reste, à côté duquel on abaisse !e chiffre 3 de la première tranche à droite, ce qui donne 23823, nombre que l'on divise par 5 fois la 4^ puissance de 5, ou par 3i25. Le quotient est 7 ; mais, en élevant 57 à la 5* puissance, on obtient 601692057, nombre plus fort que le nombre proposé. Essayant 56, on trouve
ainsi, 56 est la racine demandée.
On obtiendrait pareillement
y' 2090455 = 18, avec le reste 200887;
V' 111679136x8807 = 407 exactement;
V^ 9493x8771 33 = 37 exactement.
■IKo. Remarque. — Toutes les fois que le degré de la racine à extraire est un nombre multiple de deux ou de plusieurs autres, comme 4j 6, . . ., la racine peut s'obtenir par une série d'extractions de racines de degrés plus simples.
Pour nous rendre compte de ces modifications, observons que
[a^Y = câ X a^ >< a' x «^ = «3+3+3+3 ^ ^3x* ^ «12^
et qu'en général
[r."'Y = a"' X a'" X rt'" X «'" X . . . = rt"'x" (n° 16).
Donc la if"'"^ puissance de la m'"'"' puissance d'un nombre est égale à \ la nin'""" puissance de ce nombre.
Réciproquement, la racine mn"^"" d'un nombre est égale à la racine n"-'"" de la i-acine m"'"" de ce nombre, ou, algébriquement, je dis que l'on a
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En effet, soit
élevons les deux membres à la «'"''"' puissance, il vient
7â = a'", car, d'après la définition d'une racine, on a
Élevant de nouveau les deux membres à la m^^' puissance, on obtient
d'où, extrayant la racine mn''^"" des deux membres,
^a = a ; mais on a déjà
y' ^a — a \ donc ^a = \j y/a. ^
N. B. — Comme (a"')" et (r/")"" donnent également a"™, on peut en conclure que
Sjsja = \J \Ja. ;
On trouvera, d'après ce principe.
v/i77i56i — yV'77^56i =11;
.71679616 = \/v/v/i6796i6 = \j^vi<è^ = ^ = 6.
N. B. — Quoique les racines successives puissent s'extraire dans un ordre quelconque, il est préférable d'extraire d'abord la racine du degré le plus faible, parce qu'alors l'extraction de la racine du degré le plus fort, qui est une opération plus compliquée, porte sur un nombre ayant beaucoup moins de chiffres que le nombre proposé. C'est ce que nous avons fait dans le second et le troisième des exemples ci-dessus. [Voyez d'ailleurs le premier N. B. de ce numéro.)
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■156. Lorsque le nombre entier dont on demande la racine n}''"" n'est pas une puissance parfaite, le procédé du n° 1o3 ne donne que la partie entière de la racine, ou la racine à une unité près. Quant à la fraction qui doit compléter la racine, elle ne peut être obtenue exactement; car on sait [Arithmétique, nM30) que, a et b désignant les deux termes
d'une fraction irréductible ^, «"et b'^ sont aussi premiers entre eux. Ainsi ( ^ ) , ou ^, ne peut produire un nombre entier N, c'est-à-dire
que v'N ne saurait être exprimée par un nombre fractionnaire exact -•
b Mais on peut déterminer la racine avec tel degré d'approximation que Ton veut.
Soit, en général, proposé d'extraire la racine /f'"" d'un nombre quelconque, entier ou fractionnaire, «, à une fraction près, -, c'est-à-dire
de manière que l'erreur commise soit moindre que -•
Observons que a peut se mettre sous la forme " ^f" • Si l'on désigne
par r la racine de ajf obtenue à une unité près, le nombre " ^^^", ou a
est alors compris entre y, et J^\ donc aussi,^« est compris entre
les racines de ces deux derniers nombres, c'est-à-dire entre - et iZllt_i].
donc enfin - est la racine demandée à une fraction prè> -• P . -' p
Règle générale. — Pour extraire la racine n^""' d'un nombre quelconque ri une fraction près - , multipliez le nombre par p" ; extrayez du produit la racine n''""" à une unité près, puis divisez le résultat par p.
Nous renvoyons, pour les applications de cette règle générale, à notre Arithmétique, où noua avons exposé avec tous les détails convenables les différents modes d'approximation, tant pour la racine carrée que pour la racine cubique.
Mais il nous paraît utile de donner ici quelques développements sur la manière d'évaluer en décimales les expressions renfermant des signes radicaux qui se recouvrent, tels que y v'", 'sJa + '^Z,
Mg. B. j5
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157. Soit d'abord proposé (ïcxlniirc la racine sixième de 23 à o,oi près.
En appliquant à ccl exemple la règle du n° 456, il faut multiplier 23 par (loo)' , ou (jcrire douze zéros à la droite de 23, puis extraire la racine sixième du nombre résultant à une unité près, et diviser cette racine par 100, ou séparer deux chiffres décimaux sur la droite.
Mais on a (155)
s/iZ X (loo)" = ^//aS X (loo)^
Ainsi, après avoir extrait la racine carrée de 23 x (loof à une unité près, on extraira la racine cubique du résultat ; puis on divisera le nouveau résultat i)ar loo, ou l'on séparera deux chiffres décimaux sur la droite. On obtiendra ainsi
v/23 = 1,69 à 0,01 près.
Prenons, pour second exemple, l'expression y/ 29, 437 ou \l\Ji^A'^l^ dont on demande la valeur à 0,001 près.
Comme, d'après la règle du n° 156, on doit multiplier 29.437 par (1000)', cela revient à supprimer d'abord la virgule, puis à écrire neiij zéros à la droite, ce qui donne 29437000000000.
Extrayant maintenant la racine carrée de ce résultat à une unité près, on trouve 54^5587, nombre dont il faut extraire de nouveau la racine carrée; et l'on obtient 2329.
Donc enfin
y/29,437 = 2,329 à 0,001 près.
Autrement. — Extrayons d'abord la racine carrée de 29,437 à 0,000001 près; il vient 5,425587.
Extrayant encore la racine carrée de ce résultat, on obtient
2,329; donc (/29, 437 = 2,329 à 0,001 près (*).
Soit maintenant proposé d'évaluer \ 5-1- 3 ^a à 1,01 près.
On pourrait : i" multiplier 5 -1- 3 v/â par (100)' ; 2° évaluer le produit à une unité près (91 J; 3° extraire la racine cubique du résultat à une unité près; 4° enfin diviser ce nouveau résultat par 100.
ÎMais il est plus simple d'opérer de la manière suivante :
(*) Nous avons exposé, dans les dernières éditions de noire jérithmétique, i::ie méthode plus abrégée, pour effectuer des extractions approchées de racines carrées successives. q
mande la valeur à 0,1 près
( 20 v/3 + 5 yô
Or:
1° 2ov''3, ou v^i2oo = 34,641 à 0,001 près;
2° 5v/6, ou \/ i5o = 12,247 à 0,001 près.
Ce qui donne
Donc
v'3,349 = i,G à 0,1 près.
( La valeur est ici approchée en plus. )
§ m. — Formation des puissances et extraction des racines DES quantités algébriques. — Calcul des radicaux.
Considérons d'abord les quantités monômes.
158. Soit à former la cinquième puissance de in^b''\ on a (2)
[la^b' j" — -xc^b^ X •xa^b'^yc la^b'^ x ■i.câb'^ x xa^b^-,
d'où l'on voit : 1° que le coefficient 2 doit être 5 fois facteur dans le produit, ou doit y être élevé à la 5* puissance ; 2° que chacun des exposants des lettres doit être répété cinq fois, ou multiplié par 5. Donc enfin
[la'b'i' = 2\«'^--'^»^x* =32a''b'\
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De même
Ainsi, pour élever un monôme à une puissance d'un degré donné, // faut élever le coefficient à cette puissance, puis multiplier V exposant de chaque lettre par l'exposant de la puissance.
Donc, réciproquement, pour extraire une racine de degré quelconque d'une quantité monôme, il faut : i° extraire lu racine du coefficient; a° diviser r exposant de chaque lettre par l'indice de la racine.
Ainsi
y^^cFW? = ^aHc\ *^/ H3a''(j'-c' = 'i.a^b^A
On voit, d'après cette règle, que, pour qu'un monôme soit une puissance parfaite du degré de la racine à extraire, il faut que son coefiicient soit une puissance parfaite de ce degré, et que les exposants des lettres soient divisibles par l'exposant ou Vindice de la racine à extraire. Nous verrons plus loin comment on simplifie l'expression de la racine d'une quantité qui n'est pas une puissance parfaite.
4o9. Jusqu'à présent nous n'avons pas eu égard au signe dont peut être affecté le monôme ; mais si l'on observe que le carré d'un monôme est toujours positif , quel que soit le signe de ce monôme, et que toute puissance de degré pair a/z peut être regardée comme égale à la /z'^"" puissance du carré, c'est-à-dire que «'" — («')", on peut conclure que toute puissance de degré pair d'une quantité, soit positive, soit négative, est essentiellement positive.
Ainsi
(±-ia'b^cY = -^ ïGa^b'^c\
Comme d'ailleurs une puissance de degré impair {in -+- 1) est le produit d'une puissance de degré pair in par la première puissance, il s'ensuit que toute puissance de degré impair d'un monôme est affectée du même signe que le monôme.
Donc
[-h^a^bf = -^ 64a'' ^', ( - Wb^ = - 64rt«^;'.
Il est évident, d'après cela : i" que toute racine de degré impair d'une quantité monôme doit être affectée du même signe que la quantité. Ainsi
v/T¥^=-t-art, y — 8«^:^ —2a, y—Zia'%'=^ ~ia'b.
2" Que toute racine de degré pair d'un monôme positif peut être affectée indifféremment du signe -+- ou du signe — .
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Ainsi
3° Que toute racine de degré pair d'un monôme négatif est une racine impossible; car il n'existe aucune quantité qui, élevée à une puissance de degré pair, puisse donner un résultat négatif. Ainsi \/— (J, \/ — b, \J — c sont des symboles d'opérations inexécutables; ce sont des expressions imaginaires comme /— «, v^— b , [Voir n° 8b.)
Considérons actuellement les polynômes,
160. Nous avons déjà vu comment on élève un binôme x -^ a h une puissance de degré quelconque; mais il peut arriver que les termes du binôme soient affectés de coefficients et d'exposants.
Soit proposé, pour exemple, de développer [la"^ -f- Zab)^\ posons pour le moment la^ = x, 3ab = j; il vient
(2rt'-t- 3^1^)'= [x -+-yY = x^ -h ix^y -i- 3xf^ -hj^.
Remettant actuellement ia^ et 3ab au lieu de x et de jr, on a
{ia'^3abY= {-ia'Y-hZiia'y.iZab) + 3(2a').{3«Z')^-+- (3r/<^f ;
ou, effectuant les calculs d'après les règles du n° loS et de la multiplication des monômes,
{ia'^3abY= 8 a' -^ 36 a' b -i- 5/ia'b^-h ■i.ya'b\
On trouvera de même
(ia^b — 3abcY
= (x -h yY = x^-h ^x^y -i- 6x'y-^- ^x^-i-y*
.-= {^a'bY-^ ii^a'bYi— 3a£c)+ 6(4«'^)'(— 3«^c)'
-r- ^{^a^b){—3abcY^{-3nbcY = i5(ja'b*— nQSa^b^c -^ 864<i'=i'c=— ^32a'b*à-i- 8ia*b'c\
(Les signes sont alternativement positifs et négatifs.)
Soit maintenant à développer (x -+- j -t- z)'; posons d'abord x -hy = u;
il vient
(k -f- z)' = «^ -4- 3 za' -t- 3 z^M -+- z',
ou, en remplaçant u par sa valeur x -i- y,
(j:-4-j-i-z)'= ("C-+- r/+ 3z(j:-h j)'-f- 3z'(jr -h j) -f- z^,
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OU, développant de nouveau les calculs indiqués,
(x -i- jr -i- zY ~ jc'h- 3x'jr -H 3j:j- -^J^-- Sjt'z -r- Qxjz H- 3/*z -t- 3 ^2' -(- 3/z' -i- s^ .
Cette expression se compose des cubes des trois termes, plus des triples produits des carrés de c/uujue tenue par les premières puissances des deux outres, plus du sextuple produit des trois termes. Cette loi serait (86) facile à vérifier pour un polynôme de plus de trois termes.
Pour appliquer la formule précédente au développement du cube d'un trinôme dont les termes auraient des coefficients et des exposants, il faudrait, comme pour les binômes, désigner chaque ternie par une seule lettre, développer, puis remplacer par leurs valeurs les lettres introduites, et ejU'ectuer tous les calculs indiqués.
0;i trouvera par ce moyen, tout calcul fait,
= 8â*— ^ia^b -H l'iia'P— 'jLO%a'b'-t- 198^/V/— loS^^^'-r- '27//.
Oa développerait par des procédés analogues la puissance quatrième, cinquième, etc., d'un polynôme quelconque.
161. Passons à V extraction des racines de degré quelconque des polynômes.
Appelons P le polynôme proposé, m le degré de la racine à extraire; et concevons ce polynôme ordonné par rapport aux puissances descendantes d'une môme lettre a. Désignons d'ailleurs par x -\- y-^z-^... la racine cherchée, que l'on peut également supposer ordonnée par rapport à a.
En élevant .r -h/ -:- z -f- . . . à la m'""" puissance, et regardant pour le moment j- -i- 5 -h . . . comme ne formant qu'un seul terme, on aura .
P ou [x -r-y -(- 3 -i- . . . )'" ,.-, a/" -;- mxf"-' ( j -f- z -t- . . . }
Or il est bien évident d'abord, d'après les principes de la multiplication algébrique, que le terme x'" du second membre de cette égalité doit renfermer un exposant de a supérieur à celui d'aucun des autres termes de ce second membre, et ne peut se réduire avec ceux-ci. Donc af" est égal au terme de P, affecté du plus fort exposant de la lettre a; donc, si l'on extrait la racine m'"'" du premier terme do P, on obtiendra nécessairement le premier terme x de la racine, ii,
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Retranchant af" de P, et appelant R le reste, on trouve R ou V — af^— maf"-^(y ~ z~ u—. ..')
'n — I „ — m jf-
nouvelle égalité dans le second membre de laquelle le terme nijf'^y r.? pourra subir de réduction avec les autres.
En effet les termes ^, r*, j', . . . , qui font partie des expressions affectées de parenthèses, renfermant respectivement un exposant de la lettre a plus fort que les autres fermes des expressions correspondantes, il si ffit de faire voir que le terme maf^^y contient un exposant plus fort de la lettre a que le terme général jf"-''^" (dont il est d'ailleurs inutile de considérer ici le coefScient).
Mais en comparant les deux quantités
af-'r et jf-'y"^ tpie l'on peut mettre sous la forme
ar"-"^)-.^"-' et a.'"'''Y.y^-\
on voit qu'elles ont un facteur commun, et que des deux facteurs non communs, ^"',7''^', le premier contient a avec un plus fort exposant que le second. Donc le term.e m.r^"' j ne peut se réduire avec le terme en a^'^r'. et, à plus forte raison, avec les autres termes.
Ainsi le terme wj^'-' r est égal, sans réduction, au terme de R auec!' du plus fort exposant de la lettre «; et si l'on divise le premier terme C? R par mx-^-\ on aura nécessairement pour quotient le second terme j' <ie la racine.
Retranchant de P la w'**™' puissance de jc -^ y, et désignant par R' le reste de cette soustraction, on démontrera, comme précédemment, que le premier terme de R', ou de P — (x-t-j)"", représente la valeur de mjf-^z. Ainsi, en divisant ce premier terme par wa"-', on aura le troisième terme de la racine, et ainsi de suite.
De là résulte le procédé suivant :
Après avoir ordonné le polynôme P par rapport à l'une f^^i lettres qui y entrent, extrayez la racine m""" du premier terme de ce polynôme; vous obtenez ainsi le premier terme de la racine. Retranchez de P la m""^ puissance de ce premier terme; puis écrivez au-dessous de la racine troixé^ m fois la [m — i/*"* puissance de cette racine.
Divisez ensuite par cette dernière expression le premier terme du reste obtenu; vous obtenez ainsi le second terme de la racine.
Fornifz hi ni'""' puissance de la somme des deux termes dija trouvés h la racine, puis soustrayez de P cette m""" puissance.
Divisez le premier terme du nouveau reste par m fois la [m — i )""" puissance du premier terme de la racine; vous obtenez ainsi le troisième terme de la racine; et ainsi de suite.
Il est facile d'appliquer ce procédé aux cas particuliers de l'exlraction de la racine 3% 4% 5*.
N. B. — On pourrait, à la rigueur, se dispenser d'ordonner d'abord le polynôme; mais alors il faudrait modifier l'énoncé du procédé, ainsi qu'on la fait pour la division, [Voir le n° 27.)
C.\LCUL DES RADICAUX
162. Lorsque la quantité monôme ou polynôme dont on demande une racine d'un cartain degré n'est pas une puissance parfaite, on ne peut qu'indiquer l'opération, en faisant (2) précéder du signe /" la quantité proposée, et plaçant en dedans de ce signe le nombre qui marque le degré de la racine à extraire. Ce nombre s'appelle Xindice du radical.
Souvent, on peut faire subir à \ expression radicale quelques simplifications fondées sur un principe analogue à celui du n° 84 ; c'est que la racine n""" d'un produit est égale au produit des racines nf'"'" des différents facteurs.
En termes algébriques,
"^Té^l. ..^^a X '^l X fc X "sjTl. . . .
En eHet, élevant chacune de ces deux expressions à la «'""'"' puissance, on trouve, pour la première,
( y/abccl. . . /' = ahcd. . . ,
et, pour la seconde,
{^a X ^b X ^c. . .) = [\/<j)" {■^bf {\/cj ... — abcd. . . .
Donc, puisque les n'""" puissances de ces expressions sont égales, les expressions doivent l'être elles-mêmes. [Voyez n° 167.)
Cela posé, soit l'expression \J b^a^b^c'\ qui ne peut être remplacée par un monôme rationnel, puisque 54 n'est pas un cube parfait et que d'ailleurs les exposants de « et c ne sont pas divisibles par 3 ; on a
y b^a' u'c' — y •i.-jaUt'^y 'iac' = Zab sj'i.ac'.
CALCUL DES RADICAUX
De même
Dans les expressions Zah\Jiac'^ '^s ^i^i "i-fib'c \/3ac^, les quantités placées en avant du radical, auquel elles servent de multiplicateurs, sont appelées les coefficients du radical.
103. Le principe démontré [loo) donne lieu à une autre espèce de simplification.
Que l'on ait, par exemple, l'expression radicale y' 4a^ Comme, en vertu
de ce principe, ^ ka^ = V v^4rt% et que la quantité soumise au radical y/ est un carré parfait, on peut effectuer cette extraction de racine carrée, ce
qui donne
De môme
En général, '"y'Vz"=r y^rt"= '^sju^ c'est-à-dire que, lorsque l'indice d'un radical est multiple d'un certain nombre «, et que la quantité sous le signe radical est une puissance /z""" exacte, on peut, sans changer la valeur du radical, diviser son indice par n et extraire la racine n""" de la cpiantité sous le signe.
Cette proposition est l'inverse d'une autre non moins importante, qui consiste en ce que l'on peut multiplier l'indice d'un radical par un certain nombre, pourvu que l'on élève la quantité sous le signe à une puissance d'un degré marc^ué par ce nombre.
Ainsi 'y a — ""^a". En effet, a est la même chose que v'a"; donc
Tn~ "} n—;, mni~~7,
\ju = \ \ja = \ja .
Ce dernier principe sert à ramener deux ou plusieurs radicaux à avoir le même indice, ce qui est souvent utile.
Soient, par exemple, les deux radicaux y ia et \Ja -r- b^ que l'on veut réduire au même indice.
Si l'on multiplie l'indice du premier par 4, indice du second, et que l'on élève la quantité aa à la quatrième puissance; si, de même, ou multiplie l'indice du second par 3, indice du premier, et que l'on élève a~^ b z.\x cube, on ne changera pas les valeurs des deux radicaux ; et il
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viendra, par ces opérations,
PÈGLE GÉNÉRALE. — Pour réduire deux ou plusieurs radicaux au même indice, multipliez r indice de chncpie radicr.l par le produit de Ioils les autres indices, et élevez la cjuanlité sous le signe à une puissance d'un degré marqué par ce produit.
Cette règle, qui a beaucoup d'analogie avec la réduction des fractions au môme dénominateur, est susceptible de modifications semblables.
Soient, par exemple, les radicaux \/r/, Ijbb^ l/cr-t-o- , que l'on veut ramener au môme indice.
Comme les nombres 4, 6, 8 ont des facteurs communs, et que 24 est le multiple le plus simple de ces trois nombres, il suffit évidemment de multiplier le premier par 6, le second par 4, et le troisième par 3, pourvu que l'on élève les quantités sous chaque signe radical aux puissances de degrés marqués respectivement par 6, 4 et 3, ce qui donne
Ces notions établies, proposons- nous d'exécuter sur les radicaux les opérations de l'Arithmétique, qui sont maintenant au nom.bre de six, en y comprenant la formation des puissances et l'extraction des racines.
164. Addition et soustraction des radicaux. — Deux radicaux sont dits semblables lorsqu'ils ont le même indice et que la quantité sous le signe est aussi la même.
Cela posé, pour ajouter deux radicaux semblables, ou pour les soustraire l'un de l'autre, il. faut opérer simplement sur leurs coefficients, et placer la somme ou la différence, comme coefficient, en avant du signe radical commun.
Ainsi
zyi -^ -xyi ^^ syi , ^\ib~i\fb^^yb,
"iayj^ Z-1C \jb ~ ["iazn ic] \jb.
Souvent deux radicaux ne sont pas d'abord semblables ; mais ils le deviennent lorsqu'on leur a fait subir les simplifications des n°' 162 et 163. Par exemple,
y Sw^A-i- 16 «' — ^b*-i- a,aO^~ ia\jb -\-ia — b^ b-r-:
— [la — b) \j b -^ ia\
3y4rt*-i-2v2c/= "i \j 'iLi -\- 1 \j ia =: 5 \J ia.
CALCUL DES RADICAUX
Si les radicaux ne sont pas semblables, on ne peut qu'indiquer l'addition et la soustraction, en interposant les signes + et — .
163. Miiltiplicntion et dwision. — Considérons d'abord le cas où les radicaux ont le môme indice.
Soit y.7 à multiplier ou à diviser par '^b. Je dis que l'on a
^n ->< Ifb = " «^, et ^a : "Jb = C/j •
En effet (162), si l'on élève ^7i x ^b et '^âb à la /z'^" puissance, on trouve également ab pour résultat; donc ces deux expressions sont égales.
De même, ^ et i/r? élevés à la «'""'puissance, donnent t-; ainsi ces
deux expressions sont égales.
D'où l'on voit que : Pou/- multiplier ou diviser l'un par Pautrc deux radicaux de même indice, il faut multiplier ou diviser l'une par Vautre les deux quantités sous le signe, et affecter le résultat du signe radical commun. S'il y a des coefficients, on commence par opérer séparément sur ces derniers.
Ainsi
ou simplifiant,
_ — ùa-jd'-^b')
3<7 \J^(r ■;< ib \J ^n^c = 6</6 \j'6'j.a'c = 11a- b \/ -ic,
vV/^M-_/^_ 3 /8b(rrjr-ijyj . 3 /a" -^ b'
Si les radicaux ne sont pas de même indice, il faut les y réduire (IGS), et opérer comme il vient d'être dit.
Par exemple, ^
3 <7 y 6 ; ., 5 i y/ '2 c -- 1 5 ab y d b' c\
1G6. Formation des puissances et extraction des racines. — Comm.e on a
(m/~\'> m{~ ]n~ m~ mi ;;
d'après la règle qui vient d'être établie pour la mulliplication, il s'ensuit que : Pour élever une quantité radicale a une puissance donnée, il faut élever à cette puissance In quantité sous le signe, et affecter le résultai du signe radical avec son indice primitif. S'il y a un coefficient, on élève séparément ce coelTicient à la puissance donnée. Ainsi
(3 \/2.a) = 3' \/['2.af'' = a43 y/S^rt'— 486 rt \/ ^n'.
Lorsque l'indice du radical est tin multiple de l'exposant de la puissance que Ton a à former, on peut simplifier. Soit, par exemple, y 2« à élever au carré.
Remarquons que (ISa) \/ïâ = \J\/ia.
Or, pour élever cette quantité au carré, il suffit de supprimer le premier signe radical; ainsi l'on a
Soit encore y 3^ à élever au carré; cette expression revient à
Vv/36; donc [lÛy=yU
C'est-à-dire que, si Vindice du radical est divisible par l'exposant de la puissance, on peut effectuer cette division, en laissant la quantité sous le radical telle qu'elle était.
Quant à l'extraction des racines, il faut multiplier Vindice du radical par l'indice de la racine à extraire, et laisser la quantité sous le signe telle qu'elle était.
Ainsi
V^3c='v2Ci S^^c — s/bc.
Cette règle n'est autre chose que le principe du n° Ifîo, énoncé dans un ordre inverse.
Si la quantité sous le signe est une puissance parfaite, de même degré que la racine à extraire, il y a lieu à simplification.
Ainsi \ijfâ^ étant (153) égal à V v'sâ^ ^e réduit à ^^. De même,
DE LA MULTIPLICITÉ DES VALEURS DUN RADICAL
Remarques sur les valeurs algébriques des radicaux. — Conséquences qui en résultent dans le calcul de ces expressions.
1G7. Les règles qui viennent d'être établies pour le calcul des radicaux sont fondées principalement sur ce principe, que la racine rf^"" d'un produit de plusieurs facteurs est égale au produit des racines rfi'"" de ces différents facteurs ; et la démonstration de ce principe repose (dG2) sur ce que, si les puissances de même degré de deux quantités sont égales, les quantités sont aussi égales. Or cette dernière proposition, qui est vraie en tant que l'on ne considère que des nombres absolus, ne l'est pas toujours pour les diverses expressions auxquelles peut conduire l'Algèbre.
Pour vérifier l'exactitude de cette assertion, nous prouverons qu'un même nombre peut avoir, algébriquement, plusieurs racines carrées, plusieurs racines cubiques, plusieurs racines quatrièmes, etc.
Désignons, en effet, par x l'expression générale de la racine carrée d'un nombre <?, et par p la vcdeur munérique ou arit/tméticiue de cette racine carrée ; on a l'équation
x'^= «, ou x"^— p^, de laquelle on tire x~ —p.
D'oii l'on voit que, de quelque signe qu'on affecte la valeur arithmétique /?, de la racine carrée défi-, son carré donne é.i^alement <?, résultat conforme à ce qui a été dit au n° 85.
Soit, en second lieu, x l'expression générale de la racine cubique de a, et désignons par p la valeur numérique de cette racine; on a l'équation
X'^ = (7, ou X^ = p\
Cette équation est d'abord satisfaite par x -=z p.
Observons maintenant que l'on peut mettre x^ = p^ sous la forme
Or on a vu (3i) que l'expression x^ — p^ est divisible par x — p, et donne pour quotient exact
x^ -+- px -\- /?' ;
l'équation ci-dessus peut donc être transformée ainsi
{x — p) [x^-i- px -h p'') = o, équation à laquelle on satisfait, soit en posant
X — p = o, d'où .r = /?,
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soit on posant
x' -f- ]jx -;- p^ ■■■- o, d'où .r -- —'- ±'- \/^ 3, ou bien,
On voit donc que /« racine cubique de o admet trois valeurs algébriques différentes, savoir
Pi P
Soit encore à résoudre l'équation
x^ =^ a ou X* = iifi
[p désignant la valeur arithmétique de s/ a]. Cette équation peut se mettre sous la forme
or l'expression x^ — p* revient (19) à
donc l'équation revient elle-même à
[x'—p-){x'-^-p^]^o\ et l'on peut y satisfaire, soit en posant
x'^— //— o, d'où .r — zb/Pj soit en posant
DE LA MULTIPLICITÉ DES VALEURS D UN RADICAL
Déjà l'équation x^— p^= o, résolue précédemment, a donnô X = p et x= p
Considérons actuellement l'équation
et observons que, si l'on remplace, pour le moment, p par — /V, elle dO' vient
x^ — /-''■'-- o, d'où l'on déduit
x = p' et x^p y j,
ou, remettant à la place de p' sa valeur — p,
X = — p et X =^
Ainsi l'équation x^ — //= o, et p.r conséquent la racine sixième de n admet six valeurs : /?, o^p, v.'p, — />», — y.p, — z'/^, en posant, pour simpliQer,
Nous pouvons conclure, par analogie (ce qui sera d'ailleurs démontré par la suite d'une manière plus complète), que toute équation de la forme x'"— a = o, ou x"" — if= o, est susceptible de m solutions différentes; c'est-à-dire que la racine m"""' d'un nombre admet m valeurs algébriques différentes,
168. Première Remarque. — Si dans les équations précédentes et les résultats qui leur correspondent on suppose comme cas particulier
a = I , d'où p = J,
on obtiendra les racines carrées, cubiques, quatrièmes, etc., de l'unité. Ainsi H- I et — i sont les deux racines carrées de l'unité; car l'équation x'— 1= o donne
X = dzl.
TA A — i-+-v/— 3 — I — v/— 3 . , , .
De même -s- 1 , ? sont les trois racmes cu-
biques de l'unité, ou les racines de .r' — i = o.
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_i. ,^ _ i^ _i- y/— 7, — v/— • ?ont les quatre racines quatrièmes de l'unité, ou les racines de j:'— i — o.
1G9. Seconde Remarque. — Soit, en général, l'équation
od"^-a = o.
Désignons par p la valeur aritlimctique de la racine m""" de <?, ce qui donne p"'— a\ l'équation ci-dessus devient
a:" — /j"" == o ; et si l'on pose x = px, y étant une nouvelle inconnue, il en résulte
p'"j-"'~p"'-^oi ou, en divisant par/?",
Ce qui prouve que, connaissant toutes les valeurs de "iji ou de "\l—\, on obtiendra celle de ""yja ou de "\J—a, en multipliant p par les différentes racines ni'""" de -h i ou de — i .
170. Il résulte de l'analyse précédente que les' règles du calcul des radicaux établies pour l'hypothèse où l'on opère sur des nombres absolus sont susceptibles de quelques modifications lorsqu'on opère sur des expressions ou symbr.lcs purement algébriques. C'est surtout quand on applique ces règles aux expressions imagi/utircs que ces modifications sont nécessaires, comme étant une suite de ce qui a été dit au n" 1G7.
On demande, par exemple, le produit de \'—ti par \/—a. La règle du n° 163 donne
^ — a X sj —a = \J —a'- = —a.
Cette double valeur du produit est une réponse exacte tant que, dans l'expression \/—a x \/—u, les deux radicaux comportent le double signe =i= ; mais si l'on admet que les radicaux soient de môme signe, comme alors >f^i X \J^^a revient à (v/— af, et que, pour élever }/ni au carré, il suffit de supprimer le radical, on a nécessairement ""
y/ — a X yf^a = — a.
Soit, en second lieu, à former le produit \/—a x \^—b; on aurait, d'après la règle du n° Ido,
\/ — a X \/ — h = \/~ ab.
CAS SINGULIERS DU CALCUL DES RADICAUX
Or \fcîb = rr p ( 167), /J désignant la valeur arithmétique de la racine carrée de ab ; mais je dis que le véritable résultat doit être — /^ ou — v/^» dès que l'on considère les deux radicaux \J — a et \J — b comme précédés l'un et l'autre du signe -i-.
En effet on a
\/— a = \râ \/— I et \'— b = \rb \J~ 1 ; donc
= v/fi^ X — 1 = — v^.
On trouvera, d'après ces principes, pour les diverses puissances de
Comme les quatre puissances suivantes s'obtiendraient en multipliant la quatrième, -i-i, respectivement par la première, par la deuxième, la troisième et la quatrième, on retrouverait encore, pour ces quatre nouvelles puissances,
donc toutes les puissances de \f—\ forment des périodes de quatre termes. Soit encore proposé de déterminer le produit de v' — « par v — ^j qui> d'après la règle, serait \^ -^ab^ et, par conséquent (1G7), donnerait les quatre valeurs
■^\jab^ — <^ ab , -\- \J ab \/— i, — \ ab v^— i.
Mais, pour déterminer le véritable produit, observons que
4/ il— i: i > 4,7 1,
or donc
y* — flX v — b = \^ ab y —\, Aig. B. l6
Appliquons les calculs pr(!'cédents à la v(f'rification de l'expression
considérée comme racine de Téquation
c'esl-à-dire comme racine cubir/ur de i. {Toir n° 168.) D'après la formule
(r,-{-bY^ a'-^- 3a'b + 3fib- — b\ on a
On vérifierait de même la seconde valeur § IV. — Théorie des exposants de nature quelconque, — notions
GÉNÉRALES SUR LES SERIES
171. Cest ici le lieu de faire connaître deux nouvelles notations d'un usage très-commode dans les calculs algébriques : ce sont les exposants fractionnaires et les exposants négatifs ; ils tirent leur origine des règles établies pour l'extraction des racines et la division des monômes.
Que l'on ait à extraire la racine n'"'" de n"'.
On a vu (1S8) que, si m est multiple de n, il faut diviser l'exposant m par l'indice n de la racine. Mais si m n'est pas divisible par n, on convient d'indiquer l'extraciion de la racine en indiquant la division des deux exposants. Donc
d'après une convention fondée sur la règle des exposants pour l'extraction des racines des quantités monômes.
(*) Foir la Note III à l.i fin du Volume.
THÉORIE CES EXPOSANTS DE NATL'RK QUELCONQUE
Ainsi
De même, que l'on ait à diviser a"" par a", m et n étant entiers et positifs.
On a vu (23) que, dans le cas de m > n, il faut retrancher l'exposant (lu diviseur de celui du dividende; ce qui donne a'"'".
Mais si l'on a m <«, on convient de la même notation n"'"" pour indiquer la division.
Soit p la différence absolue entre n et />i ; on a alors
n = m - o, d ou — r^ "" p = a~^ :
d'ailleurs, -^j^;- se réduit à — par la suppression du facteur a"' commun aux deux termes; donc
L'expression crP est donc le symbole d'une division qui n'a pu s'effectuer', et sa vraie valeur est le quotient de r unité divisée par la métne lettre a affectée de l'exposant p pris positivement.
Ainsi
La notation de l'exposant négatif a l'avantage de conserver une forme entière aux expressions fractionnaires.
De la combinaison d'une extraction de racine et d'une division, impossibles à effectuer sur des quantités monômes, résulte une autre notation, celle de X exposant fractionnaire négatif.
Soit à extraire la racine «'*"" de —-. ■
On a d'abord
^ i~T _rn
— ;; = «-"'; donc \ —, = v'""'" = « " , en remplaçant le signe ordinaire du radical par un exposant fractionnaire.
Les expressions a"-, a~P, a « sont donc, d'après des conventions fondées sur les règles précédenurent établies, des notations équivalentes ù
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Ainsi l'on peut, suivant les circonstances, remplacer les premières par celles-ci, et réciproquement.
Comme dans le discours, ff s'énonce a puissance /j, p étant un nombre
entier positif, de même, par analogie, «« , «-'', a « , s'énoncent : a puissance — 1 a puissance - p, a puissance — — ; ce qui a engagé les algé-
bristes à généraliser le mot puissance. Mais il serait peut-être plus convenable de n'employer que les dénominations a exposant —, exposanl.^
— w, exposant ; en consacrant uniquement le mot puissance à désigner le produit de plusieurs facteurs égaux à un nombre donné. [Foir le n" 2.)
172, Ces notions sur l'origine et la signification des quantités afFecléea^ d'exposants quelconques étant établies, nous allons démontrer que le calcul de ces sortes de quantités est soumis aux mêmes règles que celui desi quantités affectées exclusivement d'exposants entiers et positifs. ™
Multiplication. — Soit d'abord a^ à multiplier par a'; je dis qu'il suffit Rajouter les deux exposants, et que l'on a
En effet on a vu ('171 ) que ^
a^='^/'^, a'^l/'â-; donc a^ xn"' = yi? x yâ\ "^
ou bien, effectuant l'opération d'après la règle du n° 1G3,
Soit, généralement, «""" à multiplier par ^-7; je dis que l'on a
m p m p np-mq i
oT '^ -^^ a~l = a' '^ ~l — a "1 . \
En effet j
<o =. ta": •:
donc
np-mq
THÉORIE DES EXPOSANTS DE NATURE QUELCONQUE. Ol^5
Ainsi, règle générale, pour multiplier l'un par l'autre deux monômes affectés d'exposants quelconques, il faut, pour chacune des lettres, ajouter les deux exposants; c'est la règle déjà établie (16), pour les quantités affectées d'exposants entiers et positifs.
On trouvera, d'après cette règle,
Al 11 J_L 1 1
Division. — Pour diviser l'une par l'autre deux quantités monômes affectées d'exposants quelconques, il faut suivre la règle qui a été établie (22) pour les quantités affectées d'exposants entiers et positifs; c'est-à-dire qu'il faut, pour chaque lettre, retrancher Vexposant du diviseur de celui du dividende.
En effet l'exposant de chaque lettre dans le quotient doit être tel qu'ajouté à celui de la même lettre dans le diviseur la somme soit égale à l'exposant du dividende ; donc l'exposant du quotient est égal à l'excès de l'exposant du dividende sur celui du diviseur.
On trouvera, d'après cette règle,
1 i. il JL ±
Formation des puissances. — Pour élever à la m'^"" puissance un monôme affecté d'exposants quelconques, il faut, conform.ément à la règle du n° 1S8, multiplier l'exposant de chaque lettre par l'exposant m de la puissance; car, élever ce monôme à la w'"""" puissance, c'est former le produit de m facteurs égaux à ce monôme ; donc, d'après la règle de la multiplication, il faut multiplier chacun des exposants par m.
Ainsi
UV = « * , W) = a' =. a\
Extraction des racines. — Pour extraire la racine n'"""^ d'un monôme, il faut, en suivant la règle du n" 158, diviser l'exposant de chaciuc lettre par l'indice n de la racine.
En effet l'exposant de chaque lettre, dans le résultat, doit être tel que, multiplié par l'indice n de la racine à extraire, il reproduise l'exposant
flont la lettre est affectée dans le monôme proposé ; donc les exposants, dans le rc^sultat, doivent être respectivement égaux aux quotients de la division des exposants, dans le monôme proposé, par l'indice n de la racine. Ainsi
Les trois dernières règles ont été facilement déduites de la règle relative à la multiplication ; mais on pourrait les démontrer directement en remontant à l'origine des quantités aiïectées d'exposants quelconques.
Nous terminerons par une opération qui renferme implicitement les deux précédentes, quant à la démonstration.
Soit rt" à élever à la puissance ; il faut prouver que l'on a
En effet, si l'on remonte à l'origine de ces notations, on trouve que
\/(J) Viv'^T V^«"-^
L'avantage que présente l'emploi des exposants de nature quelconque consiste principalement en ce que le calcul de ces sortes d'expressions n'exige pas d'autres règles qu3 celles qui ont été établies pour le calcul des quantités affectées d'exposants entiers. En outre, ces calculs se réduisent à de simples opérations sur les fractions, opérations avec lesquelles nous sommes déjà familiarisés.
173. Remanjue. —Nous serons, dans la suite, conduits, par la résolutien de certaines questions, à considérer des quantités affectées d'exposants incommc/mimblcs. Or les règles que nous venons d'établir pour le cas où les exposants sont commensurables sembleraient devoir être aussi démontrées dans le cas d'exposants incommensurables ; mais observons qu'un nombre incommensurable, tel que \/3, y/ii, est, par sa nature, composé d'une partie entière et d'une partie d'unité qui ne peut être exprimée exactement, mais dont il est possible cVapprodicr autant que l\>n
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veut ; en sorte que l'on peut toujours concevoir le nombre incommensurable remplacé par un nombre fractionnaire exact qui n'en diffère que d'une quantité moindre que toute grandeur donnée ; et en appliquant les règles au symbole qui désigne le nombre incommensurable, il faut sousentendre qu'on les applique au nombre fractionnaire exact qui le représente approximativement. En définitive, dans les applications numériques, on ne peut se tormer l'idée 'd'un nombre incommensurable qu'en le supposant remplacé par un nombre fractionnaire exact qui en exprime une valeur plus ou moins approchée; et cette approximation n'a pas de limite. Ainsi nous pouvons conclure que les règles précédentes sont applicables au cas où les exposants sont incommensurables. Elles le sont môme, par extension, aux exposants imaginaires.
Jpplicaiion de la formule du binôme à l'extraction des racines par approximMion .
174. Puisque l'on doit étendre au calcul des exposants quelconques les règles du calcul des exposants entiers et positifs, il est assez naturel de penser que la formule du binôme qui sert à développer la m^"" puissance d'un binôme , /« étant un exposant entier et positif) peut également servir lorsque m est un exposant fractionnaire, positif ou négatif. C'est, en effet, ce que les analystes ont reconnu; et ils ont déduit de là des conséquences importantes, tant pour V extraction des racines par approximation que pour le développement des expressions algébriques en séries.
Nous renvoyons, pour la démonstration générale de cette formule, au \\° 182, et nous allons dès à présent en montrer l'usage dans l'évaluation approchée des racines de degré quelconque des nombres particuliers.
Mais, avant tout, il est nécessaire de lui faire subir une transformation.
Reprenons cette formule
[x -\- af — ^ -^ max"'-^ -+- m a"^ jd"~- -t- . . . ,
et mettons le facteur x"' en évidence dans le second membre. On obtient
ou, posant /« — -> ' ' n
[x -f- aY= '^x -i- a
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OU bien encore,
Si l'on voulait former un nouveau terme,- il suffirait évidemment de
multiplier le quatrième par — et par -> puis de changer le signe,
et ainsi de suite.
17S, Cela posé, soit à extraire la racine cubique de 3i. Le plus grand cube contenu dans 3i étant 27, faisons, dans la formule (i), /? = 3, X = 27, et <7 = 4; ce qui donne
y/Sl = y/17 -r-4 = 27'^f
il vient
3,7;- „ / 14 1116 I I 5 6ji V 01 = d I I-:-
3 27 3 3 729 339 19G83 ou bien, en effectuant les calculs,
Le terme suivant s'obtiendrait, d'après ce qui a été dit ci-dessus, en
multipliant ^^ , , par — ; » ou par tt — ■> et changeant le signe,
ce qui donnerait — —
40046721 On trouverait de même, pour le terme qui suit ce dernier,
2560 /^n — I (7 256o II 4 112640
et ainsi de suite.
Mais ne considérons que les cinq premiers termes de la série, et réduisons en décimales. Nous obtenons d'abord, pour les termes additifs,
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et pour la somme des termes soustractifs,
Donc
(Nous prouverons tout à Theure que ce résultat est esact à moins de 0,00001 près.)
d76. Remarque. — Lorsque l'expression d'un nombre est développée en une suite de termes dont les valeurs numériques vont en décroissant indéfiniment, on conçoit qu'en général plus on prend de termes dans la / série, plus on approche de la vraie valeur du nombre proposé. Si, en outre, on suppose que les termes soient alternativement positifs et négatifs, on peut, en s'arrêtant à un terme de rang quelconque, déterminer d'une manière précise le degré d^ approximation obtenu.
En effet, soit une suite indéfinie de termes,
dans laquelle on suppose que a, b, c, d, . . . sont des nombres absolus décroissants, et désignons par x la valeur numérique de cette série.
Je dis d'abord que cette valeur est comprise entre deux sommes consécutives quelconques de termes de la série.
Car prenons au hasard les deux sommes consécutives
a — b -T- c — d -^ e — f, et a — b -^ c — d -r e — f -^ g-
Considérons la première, et observons que les termes qui suivent — / sont -- g — /i, -T- A — /, -H. . . ; mais puisque la série est décroissante, les différences g — /i, h — l, ... sont des nombres positifs; d'oîi il suit que, pour obtenir la valeur complète de jt, il faut ajouter à la somme a — b-i-c — d^e — f un certain nombre positif.
On a donc
a — b-^c — d-he — f<.x.
Quant à la seconde, les termes qui suivent -h g sont — h-h- />, — l -h m...; or les différences —h-^fi, — l-h m,. .. sont négatives; d'où l'on voit que, pour avoir la vraie valeur de x, il faut ajouter à la somme
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une quantité négative, c'est-à-dire diminuer cette somme. Ainsi l'on a
Donc X est compris entre ces deux sommes.
Conséquence. — La valeur numérique de la différence entre ces dcuï sommes étant g, il s'ensuit que
L'erreur commise lorsqu'on prend un certain nombre de termes pour la valeur de x est numériquement moindre que le terme qui inenl après celui auquel on s'est arrêté.
Ainsi, dans l'application du numéro précédent, tous les termes étant alternativement positifs et négatifs, et allant en décroissant à partir du second, on peut en conclure que la valeur numérique de la somme des cinq premiers termes
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diffère de \/3i d'une quantité moindre que la valeur du sixième terme que
l'on a trouvé (175) égal à r— — : r- Or cette fraction est, d'après sa
seule inspection, au-dessous de ; donc 5 3i ■ 3, 1 41 38 à 0,00001
près : ce que l'on pourrait vérifier par le procédé ordinaire, mais par des
calculs plus laborieux que les précédents.
177. Voici en quoi consiste le procédé pour extraire approximativeraenl la racine «''"" d'un nombre entier N par le moyen des séries :
Décomposez N en deux parties p" -1- q, p étant la j-acine de'iH obtenue à une unité près ( 1 53 ) , et faites, dans le développement de '^!x -.- a [ 1 73 X = /?", a ^^ q. Effectuez les calculs, en vous arrêtant au terme dont isuivant soit, d'après son inspection, inférieur à l'unité de l'ordre décime, (lui détermine V approximation ; convertissez en décimales tous les tcrnu dont vous avez tenu compte, et opérez la réduction des termes tant ac. ditifs que smmtractifs.
Cette méthode n'est avantageuse qu'autant que -^ est une fraction assez
petite; car autrement les termes de la série ne diminueraient pas trèt~rapidement, et il faudrait un grand nombre de termes pour donner le degré d'approximation désiré; ce qui entraînerait dans de longs calculs. On est môme obligé de modifier la marche précédente toutes les fois
que l'on a p" <q ; car alors —, ou -^5 est plus grand que l'unité, ainsi
X - -x-], a -if^\ dou
et les termes de la s;'rie augmenteraient au lieu de diminuer. (Nous ne parlons pas des coefficients, qui sont des fractions peu différentes de l'unité.) Mais observons que l'on peut aussi décomposer 56 en 64 — 8, ou 4' — 8;
or —• ou - est une assez petite fraction.
D'un autre côté, si, dans l'expression de v/^.- -t- a (174), on remplace a y)ar - a^ il vient
„,- / \ a \ n — \ a"^ \ n — \ 'xn — \ (i^ \
\lx — a - 07" I 1
n X n "xn x-
n 'j.n in x^
Posant donc .r = 64, « ^ 8, on obtiendra une série de termes qui décroîtront rapidement.
A la vérité, tous les termes, à l'exception du premier, sonl négatifs ; et l'on ne peut appliquer à la série ce qui a été dit (17G) sur la manière de fixer le degré d'approximation que donne la somme d'un certain nombre de termes. Mais alors on tient compte d'un nombre de termes assez grand pour qu'on soit bien assuré que l'ensemble des termes négligés n'influe pas sur l'ordre décimal auquel on veut arrêter l'approximation.
On pourra s'exercer sur les exemples suivants :
y/39 =- v'Sa -h- 7 -2,0807 à 0,0001 près;
y/CS v'*^4 -^ ï — 4) 02073 à 0,00001 près; y/260--- y/'ioti -f- 4 -- 4)Oi553 à 0,00001 près; V^ioB = v/128 — 20 — 1,95204 à 0,00001 près (*).
178. Autres applications de la formule du binôme. — Cette formule sert aussi à développer les expressions algébriques en séries.
(*) l'oir le n° 5 de la première Note placée à la lin du Chapitre VI.
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Soit, pour premier exemple, l'expression i on a
Posons, dans la formule (x -i- a)"' :^r= x"' -\- max"'- ' -i- . . . , x = i, a — — z, m^—i; il vient
OU, efTectuant les calculs et observant que chaque terme se compose d'un nombre pair de facteurs affectés du signe —,
On parviendrait au même résultat en appliquant le procédé de la division algébrique (26).
Soit encore l'expression - — ^—3 ou 2(1 — z)'^. On a, en développant (i — z)-', 2(1- z)-^
ou effectuant les calculs et réduisant,
2{i — z)-^= 2(1 -h 3z-t- 6z'-r-ioz'-h i5z*-i- . ..1.
Prenons, pour dernier exemple, la quantité ^22^ z', qui revient à
v/2 z ( I Y , et développons ( i — - V •
En posant, dans la formule
[x -t- a)'"= x^-h- max"'-' -f- . . . , x ^i, a ~ , m — -)
G " 3o G.jB
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MÉTHODES DES COEFFICIENTS INDÉTERMINÉS. — NOTIONS SUR LES SÉRIES RÉCURRENTES.
179. Les algébristes ont inventé, pour le développement des expressions algébriques en séries, une autre méthode qui est, en général, plus simple que celle dont nous venons de parler, et qui d'ailleurs est beaucoup plus féconde, en ce qu'elle s'applique à des expressions d'une nature quelconque.
Pour donner une première idée de cette méthode, nous nous proposerons de développer l'expression -; — -p- en une série qui procède suivant les puissances entières et positives de x. H est visible que ce développement est possible; car , ., revient à «(«'+ b'x]-' ; et, en appliquant la formule du binôme, on obtiendrait une suite de termes procédant suivant les puissances ascendantes, entières et positives de x. Posons donc'
(i) , ^',, =k-i-Bx — Cx'-i-'Dx''^Ex'-i-¥x'-^...,
A, B, C, D, . . . étant des coefficients fonctions de a, <?', b', mais indépendants de x; coefficients qu'il s'agit d'ailleurs de déterminer, et que par cette raison l'on appelle coefficients indéterminés. (Cette dénomination est impropre : d'après le sens attribué jusqu'ici au mot indéterminé, il vaudrait mieux dire coefficients à déternnncr; mais nous nous conformerons à l'usage.)
Pour parvenir à la détermination de ces coefficients, chassons le dénominateur de l'équation (i) ; ordonnons par rapport à x, et transposons le terme a : il vient
i Aa'-t-Ba' (a)
-h B6' -^ Cb'
x^ -\-'Ea' -i-Hb'
Remarquons maintenant que, si l'on suppose les valeurs de A, B, C, D, . . . convenablement déterminées, l'équation (i) doit se vérifier, quelque valeur que l'on donne à x\ ainsi il en est de même de l'équation (2).
Or, lorsqu'on suppose ^ = o, celle-ci devient
* 0 = Art' — a.
d'où l'on ih'duil la valeur de A,
A étant (^gal à - > quand on a jt - o, doit conserver la même valeur
lorsque ^- est quelconque, puisque A est indépendant de x. Ainsi, quel que soit x, l'équaton (2) se réduit à
-.-Xb'
(3) < ou, divisant par j:,
B<7' Crt' I X -Yia' I x-^\- . .. î -4-Aé'^ BZ»' : -C^' ; ]^^'
Cette équation devant encore se vérifier pour toute valeur de x^ faisons jr — • G ; il en résulte
Brt'-T-A6'.= o; d'où l'on tire
B Ai' ,. _ r? // ah'
B = 7- 5 ou bien B = -, x , = 75 •
a a II a
Comme B doit conserver cette môme valeur, quel que soit j7, supprimons dans (3) le premier terme B«'-i- Ai', qui s'anéantit par cette valeur de B, et divisons par x ; il vient
-f-Bi' .-Ci' I ^-Di' I Faisons de nouveau ^ = o ; il en résults
Cr/-f-Bi'^ o,
d'où l'on déduit
ou bien C = — —r-, x
On trouverait de même
D«'-^Ci'^ 0,
d'où
, ou D = -rr- X ;
ab'-
et ainsi de suite.
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Il est aisé de reconnaître qu'un coefBcient quelconque se forme au moyen du coefBcient qui précède, en multipliant celui-ci par ,; ainsi
on a
ab' ab" , ab' , ab'
180. En réfléchissant sur les raisonnements qui précèdent, on voit que le principe fondamental de la méthode des coefficients indéterminés consiste en ce que.
Si une équation de In forme
M -)-N^ -!-Pj7--+- Q.r^H-. . . = G
(M, N, P, . . . étant des coefficients indépendants de x) doit se ■vérifier, quelque valeur que Von donne h x, il est nécessaire que chacun des coejficients soit séparément égal à o.
En effet, puisque ces coefficients sont indépendants de x, dès qu'on parvient à les déterminer d'après les hypothèses particulières faites sur X, ces valeurs seront celles qui leur conviennent lorsqu'on suppose .r quelconque. Or, en faisant j: = o, on trouve M = o; et Téquation se réduit, après la division par x, à
N -;- Vx ~ Q.r'-i- . . . = o;
faisant, dans cette nouvelle équation, x = o, on trouve N - o ; et l'équation se réduit, lorsqu'on a divisé par .r, à o = P -i- Qx -;-...; et ainsi de suite. On a donc séparément
Ce principe s'énonce encore d'une autre manière : Si une équation de la forme
a ~ bx -h ex- -r- dx^ -^ . . . =■ a' -\- b'x -f- c' x'^ -i- d'x^ . . .
doit être vérifiée, quelque valeur que l 'on donne à x, les termes affectés d'une même puissance dans les deux membres sont respectivement égaux. En effet, après la transposition de tous les termes dans le second membre, l'équation est de même forme que ci-dessus ; d'où l'on déduit
«' — rt = o, b' — b ~ o, c' — c — o, . . . ,
et par conséquent,
On donne (42) le nom à' équation identique à toute équation dont les termes sont ordonnés par rapport à une certaine lettre, et qui doit se vérifier pour toutes les valeurs attribuées à celte lettre, afin de b distinguer d'une équation ordinaire, c'est-à-dire d'une équation qui ne peut être satisfaite que par certaines valeurs attribuées à cette lettre.
181. La méthode des coefficients indéterminés exige encore que l'on connaisse à priori la forme du développement par rapport aux exposants de X. Ordinairement, on suppose que le développement procède suivant les diverses puissances ascendantes, entières et positives de .r, à partir de la puissance jt*; mais quelquefois cette forme n'est pas convenable, et la suite des calculs le fait reconnaître.
Soit, par exemple, à développer l'expression Posons
ix — x'^
Zx — x^
= A-^Bjch-C^c'-^Dx^
en chassant les dénominateurs et ordonnant, on trouve
— i-,-3Aar^ 3B | a;=-h3C ■ j:^— 3D i x' -~ .
- Al - B I - C I
d'oîi l'on devrait conclure (180)
Or la première équation — i = o est absurde, et indique que la forme ci-
dessus ne convient pas à l'expression
pression sous la forme - x
"ix — x' et posant
Mais en mettant cette es-
' X:;-^ = -(A--B.r-HCx'-^D.r'-^...),
on obtient, toute réduction faite,
AH-3B
ce qui donne les équations
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d'où l'en tire successivement
Donc
Sx — x^
ou bien
c'est-à-dire que le développement renferme dans son expression un terme affecté d'un exposant négatif.
182. Démonstration de la formule du binôme par la méthode des coefficients indéterminés.
Pour faire apprécier la fécondité de la méthode des coefficients indéterminés, nous allons donner une démonstration complète de la formule du binôme, fondée sur celte méthode.
AGn de simplifier les calculs, nous remarquerons d'abord que [x-^ a)'"
peut se mettre sous la forme af" {\-\- Si l'on pose - = j, et qu'on développe (i -i-j)'", il suffira ensuite de
multiplier ce développement par or", puis de remplacer y par -5 et l'on
obtiendra le développement de [x -a^ a)"'.
(Cette transformation a pour objet d'éviter dans le calcul les puissances j?", jf'~\. . . du premier terme x.)
Ceci admis, soit d'abord m égal à un nombre positif- [rj pouvant être
égal à I, ce qui donne le cas de l'exposant entier). Posons
(,) (, ^yf} = I + Aj+ B/+ Cj^H- D/ + . . . .
(On est conduit à donner cette forme au développement, par la formation des premières puissances entières, et en observant que, pour^)'= o, le premier membre se réduit à i ; d'oia il suit que la partie indépendante de 7, dans le second membre, doit être égale à i.)
Pour déterminer les coefficients A, B, C, D, . . . , remplaçons, dans l'équation (i), j' par z; elle devient
(2) (i-i- z)7.— i-t- Az H- Bz--t-Cz'+ Dz'-f-....
(A, B, C, . . . ont ici évidemment les mômes valeurs que ci-dessus, puisqu'ils sont indépendants de toute valeur attribuée à j.) Retranchant ces deux équations l'une de l'autre, on trouve
(3) ^ •;n-j)?~(i-^z)7= A(j-z)H-Bfr'- z')
Faisons, pour le moment,
(H-J)7=«, (i-hz.)7=p; ce qui donne
1+ j = «', i-i- z — v''; d'oii j- — z ~ ui— c' ;
l'équation (3) devient alors
ou, divisant le premier membre par a'' — vp, et le second par j — -, (jji est égal à «' — c'',
„p- il' __ Xjx — z) -f- B(.r'- z'] -^ C(.)-'— z'] -f- Df r — s' ) -f-. . . «■ — ("~ j'—z
Or, d'après le théorème (31), uP— cp est divisible par u — i>; et l'on obtient pour quotient correspondant,
De même, «' — c' : « — c est égal à
D'un autre côté, jr— z, j'— z^,j^ — ^Sj* — 2;*, . . ., divisés parj— a, donnent aussi, pour quotients respectifs,
ainsi l'équation (4) revient à — ; -^ ^— — ; —T = A H- B r -)- z -+- C r^ + rz -t z-]
H- D ( J^ -t- J) 'z H- jz' -H z' ) 4- . . . .
Faisons maintenant j= z, d'où l'on déduit « = c [d'après les équations
(n-7)7=«, [i-i- zyj=v];
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«n a, pour le premier membre,
p w Tj-^^ "" ^ lu'
p Si l'on remet à la place de «^ sa valeur (r h-j')7 ou
• i + Ar+ Bj=+C/-i-...,
et à la place de «' sa valeur i + j, ce premier membre devient encore
p T H- A j H- Bf ■+- Cy -+-...
D'ailleurs, le second membre se réduit à
A -+- 2Bj-i- SCj^'w- 4Dj'-f-. . ., on a donc la nouvelle équation
' ■■ ■- = A H-aBr-f- 3Cr^^- 40}^-+-. . ,
d'où chassant le dénominateur i -f-j, et effectuant les calculs,
P Ti,^ . P
A + aB
J-3C -i-aB
Comparant (180) les deux membres de cette équation identique, on obtient les égalités suivantes :
P = k, ou A = P',
^A = 2B-f-A, 9.B^A(2-ij; donc B == 7 \7 y
^B = 3C-^2B, 3C = B('^-2\; donc C =
^C=4Dh-3C, /iD^c(^—3\; donc D = et ainsi de suite.
Bf'::-
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La loi de formation des coefficients successiTs est manifeste. Soient N le coefficient qui en a n avant lui, et M celui qui le précède ; on aurait évidemment
^ M = N/z + (/7 - i)M ; d'où N =. ^'^
En reprenant la démonstration précédente, on s'assurerait facilement qu'elle s'applique au cas où l'on a </ = i. c'est-à-dire au cas où Texposant est entier.
Quant au cas où m est égal à un nombre fractionnaire négatif — -i
on suit absolument la même marche que précédemment; mais, parvenu à l'équation qui correspond à l'équation (4), savoir
on remarque que
I I vf—uv uP—vP
Ainsi, en divisant le premier membre par a''— t^', et le second par _r — c, qui est égal à u'' — c', on a
I iiP—i
■p_Afr-z^H-B(,>--.^^)
u^vp II''— (''' y — =>
ou, supprimant le facteur « — c et le facteur j>' — :;,
I j/P-'-!-(ViP-'H-...— cP-'
faisant ensuite y — r-, d'où u = «', on obtient
' : =— - -- = A-i-2Br-^-3 C > ^ -T- . . . .
Le reste du calcul est absolument semblable à celui du cas précédent. Maintenant, puisque l'on a, quel que soit m,
m — I , (i ^yf' = I -^ my -4- m — —~f + . . . ,
remplaçons / par - et multiplions par af' ; il vient af"\\ +
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OU
{x -■- aT^ af"-^ maaf-^ -h m ■ — '^— a^.z"'-^ h-
Ainsi la formule du binôme est démontrée généralement.
183. Bes séries récurrentes. — Le développement des fractions algébriques rationnelles d'après la méthode des coefficients indéterminés donne lieu à des séries d'une nature particulière connues sous le nom de séries récurrentes.
Nous avons déjà vu (179) que l'expression -; -p- a pour développement
^ ah' alP , ajy^ ,
ci'~ ./^-^"^ a'^"" ^-4-^ -•••»
série dans laquelle on forme chaque terme au moyen du précédent, en
multipliant celui-ci par , x.
Cette propriété n'est pas particulière à la fraction proposée; elle appartient à toutes les fractions algébriques rationnelles, et elle consiste en ce que,
Toute fraction rationnelle en x, réduite en série, donne lieu à une suite de termes dont chacun est égal à la somme algébrique cVun même nombre de termes précédents, multipliés respectivement par certaines quantités constantes, pour toute Vétendne de la série.
L'ensemble des constantes par lesquelles on doit multiplier un certain nombre de termes précédents pour former un terme quelconque s'appelle ïéchelle de relation de la série.
Dans la série précédente, Y échelle de relation est
et la série est dite une série récurrente du premier ordre. Soit à développer en série l'expression
a -i- bx -{- cx^
a'-i- b'x -h c'x--h d' .v^ Posons
a-\-bx~cx' . „ ,. 7 T-v j T- ,
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d'où, chassant les dénominateurs et transposant,
Aû'-f- Bn'
X ~- Cn'
x'-^Da'
- « -t- kb'
H- Ce'
-1- Ac'
H-Br'
^Cc'
-f-Arf"
ce qui donne les équations
A« — a — o , d ou A = — ,7
Ba -h Ab — b :^ o, B -^ ■ A h- -, y = r^ 1
Crt'^- BZ» -f- Ac'— c = o, C = iB ,A.-^ — ,c,
ab''^ —ha'b' — nci c' -^ ra"
Da'-r-Cb'-^Bc'-^kd'^ o, D - — -'c - -,B --, A,
Ea'-^Db'-^Cc'-^Bd'-^'O, E= - -,D - -,C - -, B,
D'où l'on voit que les trois premiers coefficients s'obtiennent d'abord sans
aucune loi ; mais, à partir du quatrième, chaque coefficient se forme de la
somme des trois coefficients qui le précèdent, multipliés respectivement
b' c' par ,5 ,
—, 5 savoir : ; pour le coefficient qui précède im-
c' cV médiatement, , pour celui qui précède de deux rangs, et -, pour
celui qui précède de trois rangs; ainsi les coefficients A, B, C, D, ... forment déjà entre eux une svhe récurrente dont Xéchelle de relation se compose de
Il résulte de cette loi de formation des coetncients que le quatrième terme de la série. Do.', est égal à
_*'c^'--^Bx'--^'Aa:>, a' a' a
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OU bien,
,x L.r" , .r- Bx — —,ar A.
On a de môme, pour le terme Ex\
ou bien
,x \)x^ ,x^ Cx^ ,x^ Bx\
et ainsi de suite. •
Donc, chaque terme de la série demandée, à partir du quatrième, est
égal à la somme des trois termes précédents, multipliés respectivement
/' b' c' , ri' par I ,x, , x^
Quant aux trois premiers termes A -f- Bx -^ C.r', on les obtient en remplaçant A, B, C, par leurs valeurs obtenues ci-dessus.
484. On divise les séries récurrentes en différents ordres; et l'ordre s'estime par le nombre des termes nécessaires pour former un terme quelconque
Ainsi , l'expression -r — rr- donne lieu à une série récurrente du pre- '^ a -h 0 X
mier ordre, dont l'échelle de relation est — , x.
L'expression -; rr — , ■.. donnerait lieu à une série récurrente du
second ordre, dont l'échelle de relation serait
La série obtenue dans le numéro précédent est du troisième ordre. En général, une expression de la forme
a -h bx -+- cx"^-^ . . .-h Ax"~*
a' -\- b' X -i- c' X' + .,.-+- k' af
donne naissance à une série récurrente du «'"""" ordre, dont l'échelle ùz relation est
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N. Ji. — Nous supposons ici que le degré de x soil moindre au numérateur qu'«u dénominateur. S'il en était autrement, il faudrait d'abord faire la division en ordonnant par rapport aux puissances ascendantes de X, ce qui donnerait un certain quotient entier par rapport à x^ plus une fraction semblable à la fraction ci-dessus.
Ainsi, soit l'expression
5 X H- 3 uC* — jt'
x^^ ^x^—'bx^— X -ï-i ] ~ x'^—Zx^— 5x -+- ja? — 8.r--+- x j — X — 'j
En effectuant la division, on trouve pour quotient — a: — 7, et pour fraction complétant ce quotient
iS.r''— 34.r -f- i5 i5 — 34x -+- i3a:"-
— or^ -h 3ar^ — 5 X -(- 2 1 — 5 .r -f- 3 .r^ — x"^
La propriété énoncée au n° 183 souffrirait d'ailleurs des modifications, si le numérateur était d'un degré plus élevé que le dénominateur.
Nous reviendrons plus loin sur ces sortes de séries, qui offrent plusieurs questions intéressantes à résoudre
THÉORIE DES PROGRESSIONS ET DES LOGARITIBIES
Ce nouveau Chapitre se lie naturellement à celui qui précède, tant parce que le premier paragraphe a pour objet l'examen des propriétés de deux espèces de séries, que parce qu'il offre une application immédiate de la théorie des exposants d'une nature quelconque ; il complète aussi les connaissances algébriques absolument indispensables pour l'étude de la Trigonnmétrie et de \ Application de V Algèbre a la Géométrie .
§ P^ — Des progressions par différence et des progressions
PAR quotient.
Progression par différence (*).
i8o. On appelle progression par différence (ou arithmétique] une suite de termes dont chacun surpasse celui qui le précède, ou en est surpassé, d'une quantité constante que l'on appelle raison ou différence de la progression.
Ainsi, soient les deux suites
I, 4, 7) lo, i3, i6, ig, 22, 25,..., 6o, 56, 52, 48, 44, 4o, 36, 02, 28,....
La première est dite une progression croissante dont la raison est 3, et la seconde une progression décroissante dont la raison est 4-
Désignons, en général, par a, b, c, d, e,f,... les termes d'une progression par différence; elle s'écrit ainsi
7 a.b.c.d.e .f.gji.i.k. . .,
et devrait s'énoncer : Comme a est à b, b est à c^ c est à r/, d est à e,...; mais on dit simplement, a est à b est à c est à d est à e.. , .
(*) Quoique la plupart des propriétés relatives aux progressions par clifférence et par quotient aient été développées dans notre Arithmétique, nous croyons devoir les reproduire ici, afin de présenter un ensemble complet de ces propriétés.
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C'est une suite à' équidiffr ronces continues, où chaque terme est à la fois conséquent et antécédent, à l'exception du premier, qui n'est (\\x\unccèdent, et du dernier, qui n'est que conséquent.
186. Appelons r la raison de la progression, que nous supposerons croissante dans tout ce qui va suivre. (Si elle était décroissante, il subirait de changer r en — r dans les résultats.)
Cela posé, on a évidemment, d'après la définition de la progression,
A = a-f-r, c = b -\- r = a ->r- 'xr^ d ^ c -^ r =^ a -r- "ir,. . .\
et, en général, un terme de rang quelconque est égrd au premier, plus autant de fois la raison qu'il y a de termes avant celui que l'on considère. Ainsi, soient / ce terme et n le nombre total des termes, jusqu'à celui-ci inclusivement; on a, pour ce terme général,
En effet, soit fait
on retrouve successivement tous les termes de la progression. Si la progression était décroissante, on aurait, au contraire.
La formule (i) sert à trouver un terme de rang quelconque, sans qu'on soit obligé de déterminer d'abord ceux qui précèdent. Ainsi, pour trouver le cinquantième terme de la progression
on fait n ~ 5o, ce qui donne
187. Une progression par différence étant donnée, on peut se proposer de
Déterminer la somme d'un certain nombre de termes.
Soit la progression ^ a. b.c. d. cf.. .i.k.l, prolongée jusqu'au terme / inclusivement; désignons par n le nombre des termes et par r la raison.
Remarquons d'abord que, si x désigne un terme qui en a p avant lui, et r un terme qui en a/> après lui, on a, d'après ce qui vient d'être dit, les égalités
d'où Ton déduit, en les ajoutant,
ce qui démontre que, dans toute progression :
La somme de deux fermes quelconques pris à égale distance des extrêmes est égale à la somme des extrêmes ; ou bien encore, les deux extrêmes et deux termes pris à égale distance de ces extrêmes forment une équidifférence dans l'ordre où ils sont écrits.
Ceci admis , écrivons de la manière suivante la progression au-dessous d'elle-même, mais dans un ordre inverse :
Appelons S la somme des termes de la progression proposée ; 2 S sera la somme des termes des deux progressions, et l'on aura; en réunissant les termes par colonne verticale,
aS =// — /) -i- (è -1-X-; -i- (c -i- /;-!-...-;-(/ -I- c) -+-(X- + Z> ]-}-(/ -^ ^);
ou bien, comme toutes les parties a -^ l, b -:- X-, en-/,.., sont égales et en nombre «,
aS = (« -T- /) «; donc, enfin,
c'est-à-dire que la somme des termes d'une progression par différence est égale au produit de la somme des extrêmes multipliée par la moitié du nombre des ternies.
Si, dans cette formule, on remplace / par sa valeur a -1- [n — i)/-, on obtient encore
_ [•ia-^[n — \)r'\n^ 1 '
mais la première expression est la plus usitée.
Applications. — On demande la somme des 5o pre/niers termes de la progressl)n ra.g.iG.aS.So....
On a d'abord, pour le 5o* terme
donc
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On trouverait de mômCj pour le loo* terme
/ = 2 -H 99.7 = 695; et, pour la somme des 100 premiers termes
188. Les formules (i) et (2) renferment cinq quantités, a, r, /?, ! et S, et, par conséquent, donnent lieu à ce problème général :
Trois fjuelconqiies de ces cinq quantités étant données, déterminer les deux autres.
Ce problème se subdivise en autant de problèmes particuliers que l'on peut, avec cinq lettres, former de combinaisons différrntes 2 à 2, ou 3 « 3. Or, on a obtenu (147) pour ces nombres de combinaisons
— ^^ et —
Faisant, dans ces formules, m ~ 5, on trouve
■ ou 10, et :, — ou 10:
d'où l'on voit que cinq lettres combinées trois à trois donnent le même nombre de combinaisons que cinq lettres combinées deux à deux. (Ce résultat s'accorde avec la conséquence du n" 130.)
Ainsi, le problème ci-dessus se subdivitsC en dix problèmes particuliers, dont voici les énoncés.
Étant donnés :
trouver
et
et
et
et
et
et
et
co
et
et
et
Le premier problème est déjà résolu, puis les deux formules donnent immédiatement / et S en fonction de <?, /•, //. Quant aux suivants, leur
résolution n'offre aucune difficulté; mais nous engageons les commençants à les traiter successivement, cet exercice étant très-propre à les familiariser avec la résolution des équations du premier et du second degré; car (il est bon d'en faire la remarque), bien que les quantités a, r, /?, / et S ne soient affectées d'aucun exposant dans les deux formules, on est cependant conduit à résoudre une équation du second degré lorsque a et n, ou bien / et /?, sont inconnues; parce que ces quantités entrent à la fois dans les deux équations, et sont multipliées entre elles dans la seconde.
N. B. — Il est aisé d'expliquer pourquoi, dans ces deux problèmes, la détermination de chacune des inconnues doit dépendre d'une équation du second degré.
Soit, en effet, la progression décroissante
Tii.9.7.5.3.1. — I.— 3.— 5. . . .
On voit que la somme des trois premiers termes, aussi bien que la somme des neuf premiers, est égale à 0,7. Donc, si l'on donnait
et qu'on demandât / et /?, on devrait obtenir les deux systèmes
/ = 7, rt - 3, et / = — 5, /? — . g •
donc la détermination de «, par exemple, doit dépendre d'une équation du second degré.
189. Nous nous bornerons à résoudre le quatrièm.e problème : c'est le cas où :
Connaissant a, n et l, il s"" agit de déterminer r et S. La formule l — a ■+- [n — 1) r donne
et la formule S = — fait connaître immédiatement S.
De la première expression, r — , on déduit la solution de cette
question :
Insérer entre deux nombres donnés a et b un nombre m de moyens différentiels. (On appelle ainsi des nombres compris entre a et b, et formant avec ceux-ci une progression par différence.)
Pour résoudre cette dernière question, il suffit de déterminer la raison; or, en remplaçant, dans la formule ci-dessus, / par b^ et n par [m -+- a).
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qui exprime actuellement le nombre total des termes, on trouve
b — a h — 5 ou r —
c'est-à-dire que In raison de la progression cherchée s'obtient en divisant la différence des deux nombres donnés a et b par le nombre des termes à insérer, plus i .
La raison une fois obtenue, on forme le second terme de la progression,
ou le premier moyen différentiel, en ajoutant r ou au premier
terme a\ le second moyen s'obtient en augmentant celui-ci de r; et ainsi de suite.
Soit à insérer 12 moyens différentiels entre 12 et 77.
On a
ce qui donne la progression
Conséquence. — Si, entre les termes consécutifs d'une progression par différence, considérés deux à deux, on insère un même nombre de moyens différeniieh, ces termes et les moyens différentiels réunis ne forment qu'une seule et même progression.
En effet, soient -.a.b.c.d.e.f... la progression proposée, m le nombre des moyens à insérer entre a et è, entre /v et c, c et r/,. . . .
La raison de chaque progression partielle sera, d'après ce qui vient d'être dit, exprimée par
quantités toutes égales, puisque a, b, c. . . sont en progression : ainsi la raison est la même dans chacune des progressions partielles ; et comme d'ailleurs le dernier ternie de la première est le même que le premier terme de la seconde, et ainsi de suite, on peut conclure que toutes ces progressions partielles constituent une progression unique.
ino. Voici les énoncés de quelques problèmes :
Première question. — Déterminer le premier terme et le nombre des termes d'une progression par différence dont la raison est 6, le dernier terme i85, et la somme 2945.
Réponse. Premier terme = 5, nombre des termes = 3i.
Deuxième question. — Insérer entre deux quelconques des termes de ta progression t2.5.8.ii.i4---5 neuf moyens différentiels. Réponse. Raison, ou r = o,3.
Troisième question. — Trouver le nombre d'hommes contenus dans un hatadhn triangulaire dont le premier rang est i, le second est 2, le troisième est "i, et le n'^"" est n. En d'autres termes, trouver l'expression de la somme des nombres naturels i, 2, 3,. . ., depuis 1 jusqu'à n.
p. c n{n~-\) Réponse . 0=
Ou.\TRiÈ.ME QUESTION. — Trouver la somme des n premiers termes de la piogression des nombres inqjairs ï, 3, 5, 7, g,. . . .
Réponse. S = n^, ou le carré du nombre des termes.
Cinquième question. — Un monceau de sable est distant d'une allée d'arbres de qo mètres; elle exige, pour être sablée, 100 voitures, à 6 mètres d'intervalle l'une de Vautre. — On demande le chemin que le voiturier doit faire, la pretnière voiture étant déposée à 40 mètres du monceau de sable, et la voiture devant, à la fin, revenir à l'endroit d'où elle était partie.
Réponse. 67 4oo mètres.
Sixième question. — Un fantassin fait 10 lieues par jour ; un cavalier part en même temps, et ne fait ([ue 3 lieues le premier jour ; mais, charpie jour suivant, il fait 1 lieues de plus que le précédent. — On demcmde en combien de jnurs le cavalier atteindra le fantassin, et combien ils auront fait de chemin chacun.
Réponse. Nombre de jours, 8; chemin, 80 lieues.
Des progressions par quotient.
191. On appelle progression géométrique on par quotient une suite de termes dont chacun est égal au produit de celui qui le précède par un nombre constant que l'on nomme raison de la progression ; ainsi les deux suites
dont la première est telle, que chaque terme contient celui qui le précède deux fois, ou est égal au double de celui qui le précède, et dont la seconde est telle, que chaque terme est contenu dans celui qui le précède
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quatre fois, OU est égal au quart de celui qui le précède, sont dites des
progressions par quotient ; la raison est 1 pour la première, cl - pour ia
seconde.
Soient r/, /;, c, <■/, e,... des non:ibres en progression par quotient; on l'écrit ainsi
et on l'énonce comme une progression par différence, quoiqu'il y ait cette distinction à faire, que l'une est une suite de différences égales, et l'autre une suite de quotients égaux, où chaque terme est à la fois antécédent et conséquent, excepté le premier, qui n'est qu antécédent , et le dernier, qui n'est que conséquent.
192. Désignons par q la raison de la progression [q étant > i lorsque la progression est croissante, et < i lorsqu'elle est décroissante) \ on déduit de la définition même la série des égalités
b — aq, c ^^ bq = aq'', d = eq = aq^, c z= dq = aq\ ... ;
et, en général, soient / un terme de rang quelconque, n le nombre total des termes, on a la formule
(i) l^aq-~\
au moyen de laquelle on peut obtenir la valeur d'un terme quelconque, sans passer par tous les termes qui précèdent. Par exemple, le huitième terme de la progression
est égal à
De même, le douzième terme de celle-ci :
HG4: 16: 4:t:--
est égal à
a4Uy = ^='
193. Soit maintenant proposé de déterminer la somme des n prenne, termes de la progression
^. a : b : c i d '. e : f : . . . i : /i : Cy l désignant le n'"'" terme.
On a (i92) les égalités /
b = aq, c = hq^ d = cq^ e = dq,. . . , k ^:^ iq ^ / = hq ;
d'où l'on déduit, en les ajoutant membre à membre,
b -^ c -{- d -\- c -^ . . .-^ h -\- l = {n -^ h ^ c -^ d -\- . . .-^ i -^ h]q\ ou bien, représentant par S la somme demandée,
S — « = {S — l](l = 'è<J — Iq^t ou S (7 — ?) = Iq — a; donc
c'est-à-dire que, pour obtenir la somme d'un nombre déterminé de termes d'une progression par quotient, il faut multiplier le dernier terme par la raison, retrancher du produit le premier terme, et diviser la différence par la raison diminuée d'une unité.
Lorsque la progression est décroissante, on a «7 < i, / < «; et il convient de mettre la formule ci-dessus sous la forme
afin que les deux termes de la fraction soient positifs.
Les deux expressions de S deviennent encore, par la substitution de a^""' à la place de /,
g^«(£-0^ et S = ^îil=^^.
On'trouvera, d'après les formules précédentes :
1° Pour la somme des huit premiers termes de la progression
H 2 : 6 : 18 : 54 : ..• : 2 X 3' ou 4374)
Iq — a i3i2a — 2
2° Pour la somme des douze premiers termes de la progression
Me. B. 18
On voit que la difficulté principale consiste à déterminer la valeur numérique du dernier terme, opération très-laborieuse lorsque le nombre des termes est considérable.
fi[(f^ — Il 194. Remarque. — Si dans la formule S = —^ ; on suppose y = i ,
elle devient
Ce résultat, qui est quelquefois le symbole de l'indétermination, provient souvent aussi (73) de l'existence d'un facteur commun qui devient nul par une hypothèse particulière faite sur les données de la question. C'est, en effet, ce qui a lieu dans cette circonstance; car on sait (31 ) que l'expression cf —i est divisible par ç — i, et donne pour quotient
Si l'on effectue cette di\ision, la valeur de S prend la forme
S = aq"' ' -i- aq"~^ ^- aq"'^ -^. . .^ aq -^ a;
d'où, faisant maintenant </ = i,
S = a-i-a-h-a-^...-i-a— nn.
On peut parvenir au même résultat en remontant à la progression proposée
qui, dans le cas de y = i, se réduit à
série dont la somme est égale à na.
19o. Des progressions infinies par quotient, — Soit une progression décroissante
d'un nombre infini de termes.
La formule S = — peut être mise sous la forme
l-ry
nq"
Or, puisque la progression est décroissante, q est une fraction: q" est aussi une fraction qui sera d'autant plus petite que n sera plus grand : ainsi;
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plus on prendra de termes dans la progression, plus -— — x 7" diminuera; plus, par conséquent, la somme partielle de ces termes approchera de devenir égale à la première partie de S. Enfin, si Ton prend pour n un nombre plus grand que toute grandeur donnée, ou l'on suppose « = 00 , X (7" sera moindre que toute grandeur donnée, ou
deviendra égal à o ; et l'expression
représentera la valeur de toute la série.
D'où l'on peut conclure que :
Ln somme des termes d'une progression droite à Vinfini a pour expression
C'est, à proprement parler, la limite vers laquelle tendent sans cesse toutes les sommes partielles que l'on obtient en prenant un nombre de termes de plus en plus grand dans la progression. La différence entre ces
sommes et — — peut devenir aussi petite que l'on veut, et ne devient
tout à fait ?7idle que lorsque l'on prend un nombre infini de termes. Applications. — Soit la progression décroissante à l'infini
On a, pour l'expression de la somme des termes,
L'erreur que l'on commet en prenant cette expression pour la valeur de la somme des n premiers termes est marquée par
Soit d'abord « = 5 ; il vient
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Pour n — 6, on trouve
i\z) ~TGâ 3 ~ 486*
D'où l'on voit que Xerreur commise lorsqu'on prend - pour la somme
d'un certain nombre de termes est d'autant plus petite que ce nombre est plus grand.
Soit encore la progression
On a
1,1.1, I , I 2 ' 4 8 ■ iG ■ 32 ■ '
■196. L'expression S = peut être obtenue directement d'après la
progression
'ri (i:h : c : cl '. e \f: g; .
Reprenons les équations h = aq^ c — hq^d — cq, e = dq^ . . . , dont le nombre est indéfini, et ajoutons-les membre à membre: il vient
b-\-c-^d-J!-e-\-...= [a-rb-\-c-^-d-^...)q.
Or le premier membre étant évidemment la série proposée, diminuée du premier terme a, a pour expression S — «; le second membre est égal à q multiplié par la série tout entière, puisqu'il n'y a pas de dernier terme, ou que ce dernier terme est nul, en tant que la série est décroissante à l'infini; l'expression de ce second membre est donc qS, et l'égalité ci-dessus devient
S — a = qS, d'où S =
Et, en effet, si l'on développe en série, par le procédé de la division, on trouve le résultat indéfini, a -{- aq -h aq^ -\- aq^ -h . . . , qui n'est autre que la série proposée, lorsqu'on y remplace b, c, d,. . . par leurs valeurs en fonction de fi.
Autrement encore. — Soit la progression
't^. a', aq '. aq'^ \ aq^ : . . ., et posons
S = « -f- <7<7 4- aq'^ -H aq^ -l- aq'^ ■+- aq^ -1- ... ;
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d'où, multipliant les deux membres par f/,
qS = aq -h aq- -f- aq^ -+■■ aq^ -+- nef' + . . . . Retranchons ces deux équations membre à membre, il vient
S — (78 = 0; donc, enfin, S=- ■•
197. Lorsque la série est croissante, l'expression S = ne peut
plus être regardée comme une limite des sommes partielles ; car la somme d'un nombre déterminé de termes étant (195)
a nq"
la seconde partie — - — augmente de plus en plus numériquement à mesure que n augmente, c'est-à-dire qu'au contraire, plus on prend de termes, plus l'expression de la somme de ces termes diffère numériquement de •
La formule S = est seulement, dans ce cas, l'expression algébrique qui, par son développement, donne lieu à la série a -t- aq -+- aq^ -f- aif" -!- o . . .
Il se présente ici une circonstance qui paraît singulière au premier abord.
Puisque est la fraction génératrice de la série, on doit avoir
a -^ aq '\- aq -+- aq^ -i- aq^ -t- . . . .
Or, en faisant dans cette égalité « = i, «7 = 2, on trouve
ou — i = i-t-2 -h 4 + 8-1-16-)- 32 -+-...,
équation dont le premier membre est négatif, tandis que le second semble positif, et d'autant plus grand que 7 est lui-même plus grand.
Pour interpréter ce résultat, observons que si, dans l'équation ci-dessus, on arrête la série à un certain terme, il faudra, pour que l'égalité subsiste, compléter le quotient.
Ainsi, en s'arrCtant, par exemple, au quatrième terme «7',
i" reste -+- aq
3" ~ nri^
4* + aq*
a -\- aq -\- aq' -f- aq -f — ■ — j
<7fif
on doit ajouter au quotient obtenu l'expression fractionnaire — - — , ce qui donne rigoureusement
Si maintenant on (àii, dans cette équation exactea= i, </= 2, il vient — i = i+-2-i-4-+-8 — 16,
égalité qui se vérifie d'elle-même.
En général , toutes les fois qu'une expression en x, que nous désignerons par /(x), et qui s'énonce fc/iction de x, est développée en une série de la forme.
a -h bx -h cx"^ -f- dx^ -f- . . . ,
on n'a rigoureusement
f[x)=^a-it-hx-^cx^-^(lxi^-ir-...,
qu'autant qu'on conçoit, en s'arrêtant à un certain terme dans le second membre, la série complétée par une autre expression en x.
Or, lorsque la .série est du nombre de celles que l'on nomme conuergentcs, l'expression qui sert à la compléter peut être conçue aussi petite que l'on veut; et il est permis de la négliger au delà d'un certain terme de la série (*), laquelle fournit alors une valeur approchée de la fonction proposée.
198. Remarque. — Nous terminerons les principes relatifs aux progressions infinies par l'observation suivante : il résulte de la définition des progressions par quotient (191) qu'on peut les regarder comme des séries récurrentes du premier ordre, dont Véchclle de relation est la raison de la progression (184). Ce rapprochement est propre à faire connaître l'origine des progressions prolongées à l'infini. Elles doivent, comme les
(*) Voir, à la fin de ce Chapitre, une Note relative à la coii vergence des se- I ries.
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séries récurrentes en général , leur naissance au développement d'une fraction algébrique rationnelle en série. Nous avons donné (19o et 196) les moyens de trouver cette fraction génératrice pour les progressions en particulier. Nous verrons plus loin les moyens de résoudre la même question pour toutes les séries récurrentes.
199, La considération des cinq quantités a-, 7, /z, / et S, qui entrent dans les deux formulis (i) et (2) obtenues (192 et 193), donne encore lieu à dix problèmes particuliers dont les énonct's ne diffèrent des énoncés relatifs aux progressions par différence ( 1 88 ) qu'en ce que la lettre r est remplacée par q. Mais nous nous proposerons , comme pour les progressions par différence, de déterminer q et S. connaissant a, l et n.
Or la première formule donne
./- = -, dou 7= ^/-;
en reportant cette valeur dans la seconde formule, on obtiendrait la valeur des.
L'expression q = '\ - fournit le moyen de résoudre cette question :
Insérer entre deux nombres donnés a et h un nombre m de moyens proportionnels, c'est-à-dire m quantités formant avec a et Z», considérés comme extrêmes, une progression par quotient.
11 suffit, pour cela, de connaître la raison. Or, le nombre des termes à insérer étant //?, le nombre total des termes n est égal à /« -+- 2 ; on a d'ailleurs l ~ b. Ainsi, la valeur de q devient
c'est-à-dire qu'il faut :
Diviser les deux nombres donnés b et a Vun par Vautre, puis extraire du cjuotient une racine d'un degré marcjué par le nombre des termes à insérer, plus i .
La progression est alors
Ainsi, soit à insérer 6 moyens proportionnels entre les nombres 3 et 384. On a
^« = 6, dou 7 = 4 /— = v/i^S = 2;
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co qui donne la progression
Nous ferons bientôt connaître des moyens plus expéditifs, dans les applications numériques, de calculer le nombre exprimé par q — 1 /-•
Nous ne nous arrêterons point à démontrer que :
Si entre les termes consécutifs dhine progression par quotient , considérés deux à deux, on insère un même nmibre de moyens proportionnels, toutes les progressions ainsi formées constituent une progression unique.
La démonstration est analogue à celle du n" 189.
200. Des dix problèmes principaux que l'on peut se propeser sur les progressions, quatre sont susceptibles d'être résolus facilement. En voici les énoncés, avec les formules qui y sont relatives :
1° «, <7, n étant donnés, trouver /et S,
/ = ,,-, 8 = ^^ = ^^^^:^-=^; 2° <7, 72, / étant donnés, trouver q et S,
3° q, n, 1 étant donnés, trouver a et S,
7 — {ja
4" 7, /?, S étant donnés, trouver a et /,
^_S(7-0 Sry-(y-i)
Z)cwj: autres problèmes dépendent de la résolution d'équations d'un degré supérieur au second : ce sont ceux où l'on suppose inconnues les quantités a et y, ou bien / et </.
En effet, de la seconde formule on déduit
rt = /7 — S-7-4-S; d'oîi, substituant cette valeur de a dans la première / = a(f-\
i = ^lrj-Sq + S)q"-\
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OU bien
équation du degré n que nous n'avons point encore appris à résoudre.
11 en serait de même si i'on voulait déterminer / et 7 : on parviendrait à l'équation
acp — S7 H- S — a = o.
201. Enfin, les quatre autres problèmes conduisent à la résolution d'équations d'une nature toute particulière : ce sont ceux où n est inconnu, ainsi que l'une des quatre autres quantités.
D'abord, la seconde formule donne aisément la valeur de l'une des quantités a, (/, / et S, en fonction des trois autres; ainsi, tout se réduit à déterminer n au moyen de la formule i — acf-"^.
Or cette égalité revient à
., tq
équation de la forme cf — b, a et ù étant des quantités connues.
On appelle ces sortes d'équations équations exponentielles , pour les distinguer de celles que nous avons considérées jusqu'à présent, et dans lesquelles l'inconnue est élevée à des puissances marquées par des nombres connus.
Occupons-nous donc de la résolution de ces sortes d'équations auxquelles se rattache une des théories les plus importantes des Mathématiques, la théorie des logarithmes.
§ IL — Théories des quantités exponentielles et des logarithmes.
Résolution de l'équation a^ = b.
202. La question consiste à trouver Yexposant de la puissance à laquelle il faut élever un nombre donné a, pour produire un autre nombre donné b.
Considérons d'abord quelques cas particuliers. Premier exemple :
En élevant 2 à ses différentes puissances, on reconnaît bientôt que 2"= 64, donc j? = 6 satisfait à l'équation. Deuxième exemple :
On a pour solution
En un mot, tant que b sera une puissance parfaite du nombre a, x sera un nombre entier, que l'on obtiendra par l'élévation de a à ses puissances successives à partir du degré o.
Troisième exemple :
En faisant or = 2 et x = 3, on trouve
2' = 4> et 2^ = 8 ;
d'où l'on voit que x a une valeur comprise entre 2 et 3. Posons donc
X = 2 H — ; fx' est alors > i).
On a, en substituant cette valeur dans la proposée,
2''""^ = 6, ou (172) 2=X2^'=6; donc 2^ = -,
et, par conséquent,
Pour déterminer x\ faisons successivement
on trouve
[-) ou -^2 et ^-j
Ainsi, x' est compris entre 1 et 2.
Posons donc
a:'=i-r-— (a:" est aussi >iî
On obtient, en substituant dans l'équation (2) cette valeur de x',
3 /3 2, ou - X -
ou, réduisant,
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Pour x" = I et o;" = 2 , on a
Ainsi .r" est compris entre i et 2.
Soit donc
il en résulte
d'où, réduisant,
m (ir=i-
En opérant sur cette équation comme sur les précédentes, on trouverait que x'" est compris entre 2 et 3. Soit
l'équation en x"" devient, toute réduction faite,
Une nouvelle opération donnerait
et ainsi de suite.
Rapprochons actuellement les équations
et
lâS Jj ce •^
nous obtenons la valeur de x sous la forme d'une fraction continue, dont les réduites consécutives seraient, d'après la loi connue (voir Aritlim., 29' édit., 171),
Or, on sait que, dans une fraction continue, plus on prend de parties intégrantes, plus on approciie de la valeur du nombre réduit en fraction continue ; ainsi l'on pourra, par ce moyen, trouver la valeur de x propre à vérifier l'équation (i), sinon exactement, du moins avec tel degré d'approximation que l'on voudra.
Par exemple, la réduite — ne diffère [Jrithm., 172) de la valeur de x
que d'une quantité moindre que t-^ ou — • Mais l'approximation est
encore plus grande; car, en ayant égard à la réduite suivante, on voit que
l'erreur commise est moindre que -^ ou --• La réduite — ne dif-
fère de la vraie valeur de x que d'une quantité moindre que
ou X
203. La détermination de x dans l'équation précédente suppose que, pour toute équation de la forme a' — b^a étant > i, mais aussi peu différent de I que l'on veut, et, au contraire, b étant un nombre très-grand, il est toujours possible de trouver deux puissances consécutives de r/, qui comprennent le nombre b.
Pour le démontrer, posons
7 étant une très-petite fraction, et développons l'expression (1-1-7
d'après la formule du binôme (148) (// est ici supposé un nombre entier) ; il vient
' \ kj k 2 H^
Or, puisque le second membre se compose de i -+- -rj plus une suite de
fi
nombres positifs, il est clair que si l'on fait i -f- -7 > Z», ce qui donne
n>k[b-i), on aura, à fortiori
D'ailleurs, les premières hypothèses « = o, i, 2,... ont dû donner d'abord une certaine puissance de «, plus petite que b; donc b est nécessairement compris entre deux puissances consécutives de a. c. q. f. d.
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20-i. Cela posé, voici en quoi consiste la métlinâe générale : Soit à résoudre l'équation cf—b, en supposant d'abord « et ^>i, mais a <__h.
En formant les puissances successives de a, on trouve que b est compris entre a" et a""^' ; alors on fait
substituant cette valeur dans l'équation proposée, on obtient
a -^ = o, ou «" X fi* = o, d ou ( — ) = «>
ou, posant, pour plus de simplicité, — = c,
c'' = a (c étant nécessairement < rt).
Opérant sur cette équation comme ci-dessus, on reconnaît que x' est compris entre n' et n' -\- \\ donc
substituant cette valeur dans l'équation en x\ on est encore conduit à résoudre une équation de la forme
d^ — c [il étant < c, et ayant pour valeur -^ j ;
et ainsi de suite.
La valeur de x se trouve ainsi développée en une fraction continue dont il ne s'agit plus ensuite que de former les réduites; et, en poussant convenablement la série des opérations, on obtient cette valeur avec tel degré d'approximation que l'on veut; ce degré pouvant toujours s'estimer, puisqu'il est marqué par le quotient de V unité divisée par le carré du dénominateur de la dernière réduite à laquelle on est parvenu.
20b. Remarques. — i° Si, dans le cas de û > i et Z» > i, on suppose b <_a, comme on a
a'^i (24) et a' = a,
il s'ensuit que.r est compris entre o et i, et il faut commencer par poser
Cela revient à faire /? = o, dans le calcul précédent.
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2" Lorsque l'on a c > i, mais ^ <i, la valeur de x est nécessairement < 0, ou négative ; ainsi, il faut poser
X — — y dans l'équation tf = b,
ce qui donne
a-''^b, d'où (171) «''= Tî
et comme on a y > i , on déterminera y d'après la méthode ci-dessus :
alors la valeur correspondante de x sera égale à celle de j, prise négativenicnt.
11 en serait de même si l'on avait « < i , mais 6 > i , Au moyen de ces remarques, l'application de la méthode n'offre aucune difficulté; seulement les calculs, pour donner un grand degré d'approximation, sont assez laborieux.
On peut, au reste, s'exercer sur les exemples suivants :
3' = i5, j: = 2,465 à o.ooi près; X = G, 477 à o,ooi près;
j: = o,25 à o,oi près:
X =0,53 à G, CI près.
On suppose ici que l'on ait converti en fractions décimales les réduites fournies par la méthode.
Conditions pour que x soit commensurable.
206. La méthode précédente conduit, tantôt à une fraction continue limitée, tantôt à une fraction continue qui se prolonge à V infini; ce qui donne pour x^ dans le premier cas, une valeur commensurable, et dans le second, une valeur incommensurable.
Cherchons quelle relation doit exister entre les deux nombres donnés a
et è, pour que x soit égal à un nombre commensurable — • Soient, en premier lieu, a et ô deux nombres entiers; on a l'équation
a" ~ b, que l'on peut mettre sous la forme
a'" = b\ Or il est évident que cette égalité ne peut subsister qu'autant que u et b
ig''
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sont composés des mêmes facteurs premiers; car si l'on supposait dans b
un facteur premier qui ne se trouvât pas dans a, et qu'on divisât les
deux membres par ce facteur, le second membre serait un nombre entier,
et le premier un nombre fractionnaire, ce qui est absurde. Donc si l'on a,
par exemple,
a = xP&y'ô'^
on doit avoir aussi
h = aP'&'y^'ry.
En substituant ces valeurs dans l'équation a"' = b", on la change en celle-ci :
^mp ^niq ,^,nr ^ms _ ^p' f^nq- yir' §ns' _
Mais cette nouvelle égalité exige que les puissances d'un même facteur premier soient égales dans les deux membres: car si elles étaient inégales, en divisant les deux membres par la plus haute puissance, on serait encore conduit à un résultat absurde.
On doit donc avoir séparément
mp = np', mq - - nq', mr =: nr\ ms - ns\
d'oîi l'on déduit
Ainsi, pour que la valeur de x soit commensurable, il faut et il suffit que a et b soient composés des mêmes facteurs premiers^ et que les exposants de ces facteurs forment entre eux une suite de rapports égaux.
Lorsque ces deux conditions sont remplies, la valeur de x est égale au rapport constant qui existe entre les exposants.
Supposons, en second lieu^ que a q\. b soient fractionnaires et égaux
à -^7 5 j7 (on ne saurait évidemment supposer a entier et b fractionnaire,
il n
ou réciproquement).
L'équation a!" = b" devient
j\ =ij,\^ d'où h'"/."'=h""A-".
Or, h et // pouvant toujours être regardés comme premiers entre eux, aussi bien que /i et A', il en eâl de même de h"" et k'"', A-" et Â'". Ainsi, pour que l'égalité précédente subsiste, il faut que l'on ait séparément h"" = j?-", h'"' = A'"; ce qui conduit à des conditions semblables à celles que nous avons établies ci-dessus, entre les numérateurs et les dénominateurs respectivement comparés entre eux.
N. B. — Si l'on avait jy > i , mais -p < i, ou réciproquement, il faudrait d'abord changer le signe de x dans l'équation exponentielle a^ z=h (ce qui reviendrait à renverser celui des deux nombres y,i pj que l'on
suppose <i, en conservant x positif); puis on établirait les relations précédentes.
207. Cas particuliers. — i° Si « et i, étant des nombres entiers, sont deux puissances différentes d'un même nombre premier, x est nécessairement commensurable.
Soit l'équation 4' = 3^, que l'on peut transformer ainsi
{2')"=2S d'où(lS8) 2'^ = 2*; il en résulte
2^ = 5, dou ^ = -'
Soit encore
27'= 2187, ou 3^' =3', on a
2° Si a liest composé que de facteurs premiers élci'és à la première puissance, il faut que b soit une puissance parfaite de a pour que x soit commensurable; en sorte que, dans ce cas, x est entier ou incommen surable.
En effet, soit
a = ag7^, d'où è =:: a^'o-'v'^cf^,
l'équation a'" — b" devient
d'où l'on déduit
pî = p'n — f/n = r'n — s'n ,
b = aP'e^'vP'cÎP'^ (a67^)P' ^ a^,
et, par conséquent,
Soit, par exemple
rt = 10 = 2 X 5,
il faut que b soit une puissance parfaite de lo pour que x puisse être commensurable.
Introduction. — Si l'on suppose que, dans l'équation
a conservant toujours une même valeur positive, on remplace y par tous les nombres absolus possibles, on pourra, pour chaque valeur de j, en appliquant la méthode du n° 20i, déterminer la valeur de x, sinon exactement, du moins avec un aussi grand degré d'approximation que l'on voudra.
Supposons d'abord a > i, et soit fait successivement
^ = o, I, 2, 3, 4, 5, 6,. . .. il en résulte
^=x, fl-, c/-, rt', rt', a% a'',,..;
donc toutes les valeurs de y plus grandes que l'unité sont produites par des puissances de a dont les exposants sont positifs, entiers ou fractionnaires; et la valeur de x est d'autant plus grande que celle de y est ellemême plus grande.
Faisons ensuite
il en résulte
I I I I I ' a a- cr a' a" '
donc toutes les valeurs de y plus petites que l'unité sont produites par des puissances de a dont les exposants sont négatifs ; et la valeur de x est d'autant plus grande, numériquement, que la valeur de y se rapproche plus de zéro .
Soit, au contraire, « < i et égal à une fraction — ; en faisant
on trouve
et, si l'on fait
^=0, -I, -2, -3, —4, -5,..., Alg. B.
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on oblient
ou
I , «', fl'=,
c'est-ù-dire que, dans l'hypothèse de a<i, tous les nombres sont en- ^rnclrés avec les diverses puissances de a, dans un ordre inverse de celui qui résulte de l'hypothèse « > i .
On arrive ainsi à cette conséquence générale : lous les nombres absolus peuvent être engendrés avec un nombre absolu quelconque , mais constant, que Von élèrc à des puissances convenables.
N. B. — Il faut toutefois supposer a différent de l'unité, car on sait que toutes les puissances de i sont égales à i .
209. Cela posé, concevons que l'on ait formé une Table renfermant, d'une part, tous les nombres entiers, et à côté de ces nombres, les exposants des puissances auxquels il faudrait élever un nombre invariable, pour produire les premiers ; on aura l'idée d'une Table de logarithmes.
On appelle, en général, logarithme d'un nombre, l'exposant de la puissance à laquelle il faut élever un certain nombre invariable pour produire le premier.
Le nombre invariable peut d'abord être pris tout à fait arbitrairement (pourvu qu'il soit > ou < i) ; mais, une fois choisi, il doit rester le même pour la formation de la Table entière. On l'appelle, pour cette raison, base du système de logarithmes.
Quelle que soit la base que l'on a choisie, le logarithme de 1 1 base est limité, et le logarithme de i est o.
En effet, on a
1° a^ ~ a, d'où logrt=:i,
1° «"= I, d'où logi — o.
On désigne ordinairement, pour abréger, le mot logarithme par les trois premières lettres log^ ou simplement par la première lettre /, que l'on fait ordinairement suivre d'^'w point et du nombre que l'on considère. Voyons actuellement quel rôle peuvent jouer les logarithmes dans les calculs numériques.
210. Multiplication et division arithmétiques. — Soit d'abord une suite de nombres/, j', y", 7'",. . • à multiplier entre eux. Désignons par c 'a base d'un système de logarithmes (qu'on suppose déjà calculés), et pai r, r', x'\ x"\ ... les logarithmes de y, y', y", y'",
On a, d'après la définition (209), cette suite d'égalités :
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Multipliant ces égalités membre à membre, et appliquant la règle des exposants établie (472), on trouv
Donc
Jog.rr'j". . . = X -r- xV x"-\- ...-^ logjr -:- logj'-f- log r"^.. . ,
c'est-à-dire que le logarithme d'un produit est ^grdàla somme des logarithmes des facteurs de ce produit.
Soient, en second lieu, deux nombres, y et j-', à diviser l'un par l'autre, X et x' leurs logarithmes. On a encore les équations
y=(f, r' = a^'; d'ofi Ton déduit (J72)
Donc
log ^.--=x — x' = logj- — log j';
c'est-à-dire que le logarithme du quotient d'une division est égal à l'excès du logarithme du dividende sur le logarithme du diviseur.
Conséquences de ces deux propriétés. - Si l'on a une multiplication à effectuer, en prenant dans la Table les logarithmes des facteurs et faisant la somme de ces logarithmes, on aura le logarithme du produit ; donc, en cherchant ce nouveau logarithme dans la Table, et prenant le nombre 'qui lui correspond, on obtiendra le produit demandé. Ainsi, par une simple addition, on trouve le résultat d'une multiplication.
De même, si l'on a à diviser un nombre par un autre, il faut retrancher le logarithme du diviseur de celui du dividende, puis chercher à quel nombre correspond la différence : c'est le quotient cherché. Ainsi, par une simple soustraction, on obtient le quotient cVune division.
Formation des puissances et extraction des racines. — Soit, en général, un nombre/ à élever à la puissance ~- En désignant toujours par a la base, et par x le logarithme de jr, on a l'équation
d'où, élevant les deux membres à la puissance — ;
' ^= ni
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Donc
c'est-à-dire que /^ logarithme d^une puissance quelconque d'un nombre est égal au produit du logarithme du nombre par r exposant de la puissance.
Soit, comme cas particulier, « = i ; il en résulte
\o%y'"= m\ogy,
équation susceptible d'un énoncé analogue au précédent.
Soit /« = I, n étant un nombre entier quelconque; il en résulte
logj« ou iogv(r=-log7;
c'est-à-dire que le logarithme cVune racine de degré quelconque d'un nombre est égal au quotient du logarithme de ce nombre divisé par r indice de la racine.
Conséciuence . — Pour former une puissance quelconque d'un nombre, il suffit de prendre le logarithme de ce nombre dans la Table, de le nmltiplier par l'exposant de la puissance, puis de chercher le nombre correspondant à ce produit; on a ainsi la puissance demandée.
De même, pour extraire une racine, il suffit de diviser le logarithme du nombre proposé par l'indice de la racine, puis de chercher à quel nombre correspond le quotient; on a la racine demandée. Ainsi, par une nndtiplication et une division généralement très-simples j on trouve le résultat d'une formation de puissance et d'une extraction de racine, opérations dont les procédés ordinaires sont, comme on l'a vu, très-laborieux.
211. Les propriétés qu'on vient de démontrer sont indépendantes du système particulier de logarithmes adopté ; mais les conséquences qui en ont été déduites, c'est-à-dire l'usage qu'on en peut faire dans les calculs numériques, supposent la construction d'une Table renfermant, d'un côté, tous les nombres, et de l'autre, les logarithmes de ces nombres, calculés d'après une base donnée. Or, pour former cette Table, il faut, comme nous l'avons déjà dit, en considérant l'équation «* = j, faire passer j- par tous les états de grandeur possibles, et déterminer la valeur de x correspondant à chacune des valeurs de y, d'après la méthode du n" 20 i.
Les Tables dont on se sert ordinairement sont celles dont la base est égale à lo; et leur construction se réduit à la résolution de l'équation io'=jr.
En faisant successivement f égal aux termes de la suite naturelle I, 2, 3, 4, 5, 6,..., on a à résoudre les équations
10"^=!, io'^ = 2, 10^^=3, IO'^=47----
Observons d'ailleurs qu'il suffit de calculer directement, d'après la méthode du n° 204, les logarithmes des nombres premiers 2, 3, 5, 7, 11, i3, 17,. . .; car, tous les autres nombres entiers résultant de la multiplication de ces différents facteurs entre eux, leurs logarithmes peuvent (210) s'obtenir par l'addition des logarithmes des nombres premiers.
C'est ainsi que, 6 étant décomposable en 2 x 3, on a
log 6 = log 2 -i- log 3 ; de même
24 = a^ X 3 ; donc log 24 = 3 log 2 -t- log 3.
Soit encore
36o = 2'x 3^x5; il en résulte
log36o = 3 log2 -t- 2 log3 H- log5.
Il suffisait également de placer dans les Tables de logarithmes des nombres entiers; car, en vertu de la propriété relative à la division, on obtient le logarithme d'un nombre fractionnaire en retranchant le logarithme du diviseur de celui du dividende.
212. En supposant déjà construite une première Table de logarithmes, il est facile d'en construire autant d'autres que l'on veut, au moyen de celle-là.
Soient, en effet, a la base d'un premier système déjà formé, b la base d'un nouveau système à construire ; désignons par N un nombre quelconque, par log N et par X ses deux logarithmes calculés d'après les bases « et Z* ; on a l'équation
d'où, en prenant les logarithmes des deux membres dans le système connu dont la base est «,
Xlog^ = logN;
donc
_ logN ~ log 6 *
Ce qui prouve que, connaissant le logarithme d'un nombre dans un prc-
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micr système, pour avoir le logarithme du même nombre dans un second système, il faut diviser le logarithme du nombre, calculé dans le premier système, par le logarithme de la nouvelle base, calculé aussi dans l'ancien système.
Ainsi le logarithme de 4, dans le système dont la base est 3, a pour
lo"'4 valeur ,— ^i log4 et log3 étant deux logarithmes calculés dans le système connu dont la base est lo.
Soient N, N', N", . . . une suite de nombres, a la base d'un système déjà formé, /; celle d'un système à construire; on a la série d'équations
'^~log6 ~logô'°° ' logé""--"'^' ^ log6'°=^'--"
d'où Ion voit qu'une première Table étant déjà formée, si l'on veut en construire une nouvelle, il n'y a qu'à multiplier les logarithmes du premier système par la quantité constante
Cette quantité constante est ce qu'on nomme le module do la nouvelle Table par rapport à l'ancienne.
§ IIï. — Usage des tables vulgaires.
Les développements que nous avons donnés en Arithmétique sur les deux problèmes principaux que prescrit l'usage des Tables [un nombre étant dojiné, trouver son Icgnrithme, et réciproquement) nous dispensent d'entrer d^ms de nouveaux détails à cet égard. Nous nous bornerons donc à reprendre quelques principes qui n'ont pas été démontrés d'une manière assez générale, en supposant d'ailleurs que les jeunes gens aient entre les mains les Tables de Callet, qui sont poussées jusqu'à 108000, tandis que les petites Tables ne s'étendent pas au delà de 10 000.
213. On a déjà vu (207) que, dans le système dont la base est 10, il n'y a que les puissances parfaites de 10, telles que 10, 100, 1000, . . . , qui puissent avoir des logarithmes commensurables ; tous les autres nombres entiers ont des logarithmes incommensurables , que l'on ne peut obtenir qu'avec un certain degré d'approximation. Les Tables de Callet donnent C'.^s logarithmes exprimés en fractions décimales, et exacts jusqu'au n" chiffre décimal, inclusivement.
Cela posé, dans l'équation 10'' — y, faisons
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il en résulle
J)' = I, lO, ICO, 1000, lOOOO, looooo,..., io"~', lo".
Posant ensuite
on trouve
lo'
lOO
lOOO
lOOOO
I0"~' lO"
Donc : i° les logarithmes de tous les nombres plus grands que l'unité sont posiiifs et croissent depuis o jusqu'à l'infini ; les logarithmes des fractions proprement dites sont négatifs, mais ils ont une valeur numérique d'autant plus grande que la fraction est plus petite; en sorte que, ji l'on considère une fraction moindre que toute grandeur donnée , son logarithme est négatif, mais sa valeur numérique est infiniment grande : ce que l'on exprime d'une manière abrégée, en disant que zéro a pour logarithme \ infini négatif, ou bien
y log o = — CO .
2° Si l'on considère un nombre entier de n chiffres, c'est-à-dire un nombre compris entre io"~' et lo", on voit que la partie entière de son logarithme est égale à « -- i , ou renferme autant (V unités moins une qu'il y a de chiffres dans le nombre.
Cette partie entière du logarithme est appelée caractéristique [Arithm., n° 2G1 , 29^ édit.), parce qu'elle indique l'ordre des plus hautes unités du nombre qui correspond à ce logarithme. Par exemple, si la caractéristique est égale à 5, on i)eut en conclure que le nombre correspondant est com.pris entre lo^ et Io^ ou bien est composé de six chiffres.
Les deux premières propriétés du n" 210 donnent
log [a X lo") = log« -T- log io"= log« -:- «, et
log— = log (7 — log 10"-= logrt — /?;
ce qui prouve que, connaissant le logarithme d'un nombre quelconque, il suffit, pour obtenir celui d'un nombre 10" fois plus grand ou plus petit, d'augmenter ou de diminuer de n unités la caractéristique du logarithme donné.
On peut encore conclure que les logarithmes des fractions décimales qui ne diffèrent entre elles que par la position de la virgule ont la même
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partie décimale; c'est-à-dire que leurs caractéristiques seules sont différentes.
Ces propriétés (qui sont d'ailleurs toutes particulières au système ordinaire de logarithmes) servent de base aux préparations que l'on fait subir aux nombres dont on cherche les logarithmes, ou aux logarithmes lorsqu'on veut obtenir les nombres qui leur correspondent.
Ainsi, quand on cherche le logarithme d'un nombre entier qui excède les limites des Tables, on sépare d'abord sur la droite assez de chiffres pour que la partie à gauche soit un des nombres entiers de la Table ; mais il faut en séparer le moins possible, à cause de la proportion qu'exige l'emploi des Tables (*). Avec les petites Tables, on doit laisser quatre chiffres vers la gauche ; et avec les Tables de Collet, on doit en avoir cinq.
Quand, au contraire, on veut obtenir le nombre correspondant à un logarithme donné, il faut préparer celui-ci de manière que sa caractéristique soit la plus forte de celles des Tables, c'est-à-dire égale à 3 pour les petites Tables, et à 4 pour les grandes.
215. Des compléments arithmétiques. — Il arrive fréquemment, dans les applications, que l'on a à déterminer le résultat d'une opération composée de plusieurs additions et soustractions logarithmiques. Or on ramène cette opération à une seule addition par le moyen des compléments arithmétiques.
Le complément arithmétique d'un logarithme est ce qui manque à ce logarithme pour former le nombre 10; en d'autres termes, c'est l'excès de 10 sur le logarithme proposé.
Ainsi,
comp. 3,4725843 = 10 — 3,47^5843 = 6,6274157, comp. 2,7325490 = 10 — 2,7325490 = 7,2674510.
Le premier chiffre significatif à droite se retranche de 10, et tous les autres de çf, en sorte que les zéros qui peuvent se trouver à la droite du logarithme doivent rester dans le complément.
D'oiJ l'on voit qu'un complément peut être formé, pour ainsi dire, d'après l'inspection d'un logarithme ou d'après sa dictée. Cela posé, voici l'usage de ces compléments :
Que l'on ait à trouver le résultat numérique de l'expression
(*) Foir la Note II placée à la fin de ce Chapitre, pour le calcul de Yerreut commise lorsqu on établit la proportion entre les différences des nombres et les différcuces des logarithmes.
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/, /', /", /'", . . . étant des logarithmes, les uns à ajouter, les autres à soustraire.
L'expression peut d'abord être mise sous la forme
/'+/"+ r-H (10—/') -t- (10— /'") H-^lo — /") — 3o,
ou bien,
/ -+- /"h- r -r- comp. /'-t- comp. /'"-f- corap. /'"— 3o;
c'est-à-dire que, pour avoir le résultat cherché, il faut faire la somme des logarithmes additifs et des compléments des logarithmes soustractifs, puis jet ranc lier de cette somme autant de fois 10 cjuc l'on a pris de compléments.
Par le moyen ordinaire, il faudrait faire la somme des termes additifs, celle des termes soustractifs, puis soustraire la plus petite somme de la plus grande, ce qui entraînerait dans deux additions et une soustraction ; tandis que par celui-ci on n'a qu'une seule addition à effectuer, sauf les opérations qui consistent à prendre les compléments et qui sont trop simples pour entrer en ligne de compte.
216. L'emploi des compléments donne naissance à une forme de logarithmes qui est assez commode dans la pratique.
Soit proposé de trouver le logarithme de —j •
On a
log -^ = log 7 — logi5 = log7 -i- comp.logi5 - \q.
log 7 = 0,84509804 comp. log i5 = 8,82890874
retranchant lo — 0,33099822
Le résultat de l'addition de comp. log i5 avec log-; étant 9,66900678, pour en retrancher 10, on peut s'y prendre de deux manières : ou bien soustraire ce résultat de 10, et affectant le reste du signe — , ce qui donne — 0,33099822 ; ou bien retrancher 10 de la caractéristique 9, sans altérer la partie décimale, ce qui donne i ,66900678, c'est-à-dire un logarithme dont la caractéristique seule est négative, la partie décimale restant positive.
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Pour le distinguer d'un logarithme entièrement négatif, on doit avoir le soin de placer le signe — au-dessus de la caractéristique (*).
Il serait plus clair de l'écrire ainsi : — i -t- 0,66900678, car voilà fa véritable signification ; mais l'autre manière est plus abrégée.
On est encore conduit à cette espèce de logarithmes cii cherchant !e logarithme d'une fraction décimale.
Par exemple,
logo, 00534 = log534 — 5 =- 2,727.54126 — 5 - 3,72754 J2fi"
Nous verrons bientôt que l'usage de ces logarithmes offre quCiqucs avantages sur celui des logarithmes entièrement négatifs.
Observons, pour le moment, qr.e :
1" Si l'on avait à déterminer le nombre qui correspond à un logaiilhrre de cette espèce, la simple addition d'un nombre convenable d'unités à la caractéristique suffirait pour la préparation du logarithme.
Soit, par exemple, 3,472o563 le logarithme proposé.
En ajoutant 7 unités à la caractéristique, il vient 4,47^0563, logarithme entièrement positif; et le nombre correspondant s'obtiendrait d'après les règles connues; après quoi, l'on diviserait le nombre par looocooo o"i par 10'.
2° Si l'on a à multiplier le logarithme 3,472.o563
par un nombre quelconque, 8 par exemple 8
on obtient d'abord pour la partie décimale 3,7764004
et pour la caractéristique — 24
ce qui donne pour résultai 21 ,7764304
3° Si l'on a à diviser ce même logarithme par 8, on commence par ajouter à la caractéristique assez d'unités négatives pour qu'on puisi^e en prendre le huitième exactement; c'est-à-dire qu'on mettra le logarithme 3,472o563 sous la forme
Prenant le huitième de celle nouvelle expression, on trouve 1,6840070. Dans les numéros suivants, nous verrons l'usage de ces opérations. Passons maintenant aux applications.
(") Celte notation diffère un pou de la notation enijiloyée dans notre .-iii:}!métique; mais nous avons cru devoir adopter ici celle dont l'usage est le plus répandu.
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Opérations de V Arithmétique.
217. Multiplication et division. — On demande la valeur approchée du [) rodait
Appelons x ce produit, on a (209)
log^ --= logSi — logyS -f- logi3 — logia -h log47 — loê48.
logSi = i,49i36iG9
log i3 = 1,11394335
log47= 1,67209780 comp. log 75 = 8,12493874 comp. log 12 = 8,92081875 comp. log 48 =^ 8,31870876
ajoutant 5
on obtient 456419191
4,6419102 = log 43844
Différence 89 J 89
Difféi
Donc
Différence tabulaire . . 99 { 99 '" '
4,6419191 = log43844,9o.
Ainsi le produit demandé est
0,4384490, à 0,0000001 près,
Forr.iatinn dts puissances. — Observons avant tout que, comme, pour obtenir le résultat d'une formation de puissance, il faut multiplier le logarithme du nom.bre par l'exposant de la puissance, on doit prendra d'abord le logarithme du nombre proposé avec plus de 7 décimales, si l'on veut avoir un produit exact jusqu'à la 7" décimale inclusivement. Or, on trouve dans l'Ouvrage de Calht, à la suite des Tables ordinaires, une autre Table qui donne les logarithmes avec 20 décimales ; ainsi l'on peut toujours prendre ces logarithmes avec deux ou trois décimales de plus que dans les Tables ordinaires.
3oo cnAPiTtiE VI.
Cela posé, soit à former la 5* puissance de 29 ; on a (210)
log (29)'-= 5 log 29.
Or log 29 = 1,462397998,
d'oii 5 log29 =^ 7,311989990;
ôtant 3 unités =4)3ïI99oo
4,3119868 = Iog2o5ii,
Différence
Différence tabulaire..
Donc 2o5 1 1 1 5o est le nombre cherché à une dizaine près. Soit encore proposé d'évaluer (2)".
On a log 2= 0,3010299956,
d'où 64 log 2 = 19,2659197 ;
ôtant 1 5 unités 4:2659197
4,2659022 = log 18446.
Différence 175 175 _
Différence tabulaire 235 235
Ainsi,
4,2659197 = log 18446,74.
Donc le nombre cherché est 184 46740 '000.000. 000. 000, à dix tri liions près, c'est-à-dire que les treize derniers chiffres ne peuvent être donnés par les Tables ; mais on est censé, dans ces sortes d'exemples, n'avoir pour but que de se former une idée de la grandeur du nombre, et Ion voit avec quelle promptitude on y parvient.
Soit, pour nouvel exemple, à évaluer ( - J •
Voici le tableau des calculs, tant avec les compléments que sans compléments :
Par
compléments .
Sans
compléments.
log 2 = comp. log 3 :
log 3 = log 2 =
log 3 =
1 2 log 3-
1 2 11 log 3
— i,9370o385oi
ajoutant
ajoutant on obtient
on obtient
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Le nombre correspondant à ce logarithme est ii56i,02 ;donco,oii56io2 est le nombre demandé, à 0,00000001 près.
Extraction des racines. — Il suffit, pour cette opération, de prendre les logarithmes avec 7 décimales.
On demande la racine 7* de 1 162049.
On a (210) log y/ 1 162049 = -logi 162049.
Iogii62o = 4)0652o6i ]ogii62o,49 — log 1 1620 = i83
Donc
log 11620,49 = 4)0652244 logi 162049 = 6,0652244
- log 1 162049
ajoutant 4
Différence tabulaire.
Différence de nomb.
Différence
Différence teibulaire Donc
4,8664587 = log 73529.
4,8664606 = log 73529, 32.
Ainsi, 7,352982 est la racine demandée à 0,000001 près.
Soit à évaluer on a
log
V^^^'rr^^^^'^^^^'^^)-
Par compléments.
log i3 =
comp. log 27 =
log — =
I , i3 — log — =
ajoutant on trouve
II -H
4,97114360 = log 93571, 49.
Donc la racine demandée est 0,9357149 à 0,0000001 près.
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Oa trouvera pareillement
-\ =1,1 54 118; (73)'- iio473gooooooo;
Calcul des expressions algébriques par logarithmes.
218. Supposons que l'on ait trouvé, pour valeur de l'inconnue d'un problème, l'expression
et qu'en donnant à a, b, e, d des valeurs particulières on veuille obtenir la valeur numérique correspondante. Par le moyen des logarithmes, on peut ramener la question à ne présenter que des additions, soustractions et des multiplications, divisions simples. On a, en effet, d'après les propriétés des n"^ 200 et 210,
logx = log \/ [a^ — b'^i 3« — log \J [a -r- b) \/cd. Mais log v' («■'-- b'\ 3 a = -[log [a -^ b) -h log (a — b) h- log 3 -h logrt],
log \l{a -h b) \/cd = -■ log(rt-T- 6) -t--logc -f- ~\ogd L
donc
log.r = •^[log(a -+■ b) -h log(« — b) -e log3 -i- loga]
— i Mog [a ^ b) -h ^logc -h ~^Ogdj ;
expression qui n'oiïrira plus à effectuer que des additions, des soustractions, et quelques divisions très-simples, lorsque a, b, c, d seront donnés numériquement.
Soient, par exemple,
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rcxpression devient
logj; =^ ^{logyS -^- log45 -i- log3 -i- log6o)
- i Mog 75 -i- i log i6 -f- ^ log 9 j ;
calculant séparément la somme qui est entre les deux premières parenthèses et la somme qui est entre les deux autres, puis prenant le tiers de la première et la moitié de la seconde, on trouvera
log^ = 1 ,92784875 — 1,47712125, ou
log^ = 0,4507275; donc
Soit encore l'expression
a" — icrb -+- ^b'c
On peut d'abord, en mettant en évidence le facteur a^ au numérateur, et le facteur a' au dénominateur, présenter l'expression sous la forme
a^ ( ia — — TT H — 7 I a . ia 5- H — - 1
V cr a" I \ a'- a" j X =
a^\ a — 3b -, ) a—ib-: 7-
cr ) ce
Posons maintenant
4è^c Zb" //
l'expression devient
a[ia — n -\- p]
a — ôb -\- m
ou, en appliquant les logarithmes,
log jr = log a -h log ( 2 <7 — « -H y.) ) — log ( <7 — 3 6 -1- n? ) ,
expression facile à calculer dès que l'on aura trouvé les valeurs de m, «, p.
Or les équations m = — — > n = — - ; p = —^ donnent a- a- ' (r
log li; .: 4. -r- 1 \ogb -,- loge — 2 logflf,
log // — Lg 3 -i- 3 log b — 7. log a, 'og^v - ^logb — 31ogrt.
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(L'artifice de ces transformations consiste à ramener l'expression fractionnaire à une autre dont tous les termes soient linéaire! ou du premier degré, en calculant séparément d'autres expressions qui ne présentent à effectuer (juc des multiplications, divisions, formations de puissances.) On trouvera de même
log— ^-^ — = log{«-i-è) ^-log((7 — 6) — comp.logé-)-comp.logc/— 20,
log û'-i-log [fc — ib-h/i] -i-comp. \og{a — u-i-/i'] — io,
— ba -h 4 cd
h et h' étant calculés d'après les formules
log h — log ^ H- 2 log c — 2 log«, log h' = log 4 H- log C H- log r/ — log <7.
Equations exponentielles .
219. Nous avons exposé (204) une méthode pour résoudre l'équation <f = b^ et nous en avons déduit la théorie des logarithmes ; mais actuellement que les Tables sont construites, rien ne nous empêche d'en faire usage pour résoudre ces sortes d'équations.
Or, si l'on prend les logarithmes des deux membres de l'équation a^= b, il vient (2i0)
X X logfl — logé; d'où
\osb log«
Reprenons, par exemple, l'équation 3-^= i5, qui, par la méthode du n° 20i, a donné x = 2,465, à o,ooi près ; on déduit de cette équation
logi5 1,17609126 ,„.
logS 0,47712125
L'équation a' = b est dite une équation exponentielle du prenne?- ordre; mais on peut avoir des équations de la forme
on les appelle équations exponentielles du deuxième, troisième. . . . ordre. Pour se former une idée de l'expression «*', il faut concevoir que b soit d'abord élevé à une puissance d'un degré marqué par x, et que a soit ensuite élevé à une puissance d'un degré marqué par b'.
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De même, «*' indique qu'après avoir élevé c à la puissance du degré marqué par x, on a ensuite élevé ô à la puissance du degré marqué par c^, et enfin o à la puissance du degré marqué par b""".
D'après ces notions, prenons les logarithmes des deux membres de l'équation rt*"^ = c; il vient
losc
b'^xlos^a = ]o^c; d'où ù^ = -^^ , ° ^ log«
ou, en prenant de nouveau les logarithmes,
X X logi == log j^ = log loge — log log^;
donc
log loge — log log«
(loge étant une fraction décimale, on peut en déterminer le logarithme d'après les Tables, comme on détermine le logarithme de tout autre nombre.)
Soit encore à résoudre l'équation a* = d. Prenant les logarithmes, on a
b'^ X log« = logr^; d'oii b' = i-^—'
,,.,,. log losd — log loga ^ , Prenant de nouveau les logarithmes, e'= — ° — ^ — >— ^ — 2_, et opé- ^ ' logo *^
rant sur cette équation comme sur les précédentes,
, , loglogr/— logloga , ,1 , . 1 I Nil/
X X. loge = log - ^^^^ '^ ' = log (log logo — loglogût) — loglog^.
Donc
_ logdoglogr/ — loglog«) — log log Z»
On résoudrait par un procédé semblable les équations exponentielles d'un ordre plus élevé. Ces formules sont exactes, considérées algébriquement; mais, dans les applications, il est aisé de voir qu'elles donneraient des valeurs peu approchées, et l'on ne pourrait même se former une idée bien juste du degré d'approximation.
220. Remarque. — Dans le calcul des expressions algébriques, on est quelquefois conduit à prendre le logarithme d'un nombre négatif; mais alors il y a plusieurs cas à distinguer.
Al". B. 20
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Supposons d'abord qu'on demande, par logarithmes, la valeur du produit abc, pour des valeurs particulières de a, b, c. 11 faudra, pour cela^ faire usage de la formule
lo^nbc --- log« -+- ]ogh -+- loge.
Or soient a = 2., b = —3, c = 5; en opérant comme si 3 était affecté du signe -t-, on trouvera
\ogabc = log3o.
filais comme il y a i/n facteur négatif dans abc, il s'ensuit que le produit cherché est — 3o.
Soient encore a = 2, b = — 3, c = — 5;on aura toujours, d'après la même règle,
\ognbc = log3o.
Mais puisqu'il y a dei/x facteurs négatifs dans obc, il en résulte que lo produit cherché est h- 3o.
(En général, un produit est positif ou négatif, suivant quo le nombre de ses facteurs négatifs est pair ou impair.)
Soit encore à résoudre, par logarithmes, l'équation
il vient
log^ = -log(-8]
En opérant comme si 8 était affecté du signe -f-, on trouverait
log^ = log3a;
mais une puissance dont l'exposant est - équivaut à la racine 3* de la
5* puissance, et doit avoir le même signe que le nombre sur lequel on effectue ces opérations. On a donc
Soit, pour nouvel exemple, l'équation
o A' \ log(— 3)
9* = — 3 ; d ou X — —^ ; .
logg
Comme logg = log( — 3)'= 2log( — 3), il en résulte
2log(-3) 2'
solution exacte.
APPLICATION AUX PROPORTIONS ET PROGRESSIONS, ETC
Mais si l'on avait à résoudre l'équation ( — 9)''= 3, commede( — g)'^ =3 on tire — 9 = 3-, on doit en conclure que l'équation proposée est absurde. On obtiendra, d'après les mêmes principes, la solution des t'quations suivantes :
x={ — S)^, -^ = 4; -î^^ = 4, ^=±8; .r = ( — 4)% équation impossible.
Proportions et progressions par quotient.
bc 221. Soit d'abord la proportion a:b\:c:x\ on en déduit x-— —1
d'où, en appliquant les logarithmes,
log^ = log/» H- loge — logrt, ou log«. log^ : loge . lcg.r;
ce qui prouve que, si rpiatre nombres forment une proportion, leurs logarithmes forment une écjuidifférence.
Soit maintenant une progression par quotient
Il résulte de la définition (191) qu'on peut l'écrire ainsi :
abc
d'où.
prenant
les logarithmes de
par
t et d'autre,
log^ = log- = lo°
= log- = lo ^ e
ou
logrt — logé = logé — loge = loge — loge/ = logd — loge
= log e — log/. . . , ou bien, enfin,
r logrt logé loge logd loge. . . .
Donc si des nombres a, b, c,. . , sont en progression par quotient, leurs logarithmes sont en progression par différence. La réciproque est évidente.
Cette proposition rapproche la définition algébrique des logarithmes (209) de la définition que l'on en donne en Arithmétique, savoir, que les logarithmes sont des nombres en progression par différence, correspondant terme pour terme à des nombres en progression par quotient.
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/V. B. — Nous avons déjà fait connaître ce rapprochement dans notre Traité cf arithmétique (277).
C'est surtout dans la résolution des questions relatives aux progressions par quotient que l'emploi des logarithmes est utile.
i" Si nous appelons u le dernier terme d'une progression par quotient, nous aurons (192)
Il ^ arf~\ d'où log« = loga -+- (/2 — i) log^.
Soit, par exemple, proposé de trouver le 20' terme de la progression
La formule devient
logM = logi -I- 19 (log3 — loga) = 19 (log3 — loga)
(car logi = 0), et l'on obtient, tout calcul fait,
log« = 3,3457339 = log22i6,84; u = 2216,84 à 0,01 près.
1° Si l'on veut insérer entre deux nombres donnes a et Z> un nombre m de moyens proportionnels, on a, pour déterminer la raison (198), la formule
lo2;è — losrt
m+llh ., , .
1= y-> dou logî =
Soient a = 2, ^ = i5, /« = 5o; il vient
, logi 5 — log2
et l'on obtient, tout calcul fait, ■
log<7 = 0,0171581 = logi ,040299; donc
Veut-on calculer directement le 20^ moyen proportionnel, qui est le 21* terme de la progression? On a
x — of^'/^^y" j' < 1 1 2o(loei5 — log2) (y y) ' ^°" logx = log2+ ^ ^ ^^ ^— ',
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OU, tout calcul fait,
log^c = 0,6441913 = log4, 407489.
Ainsi, le 20^ moyen proportionnel est 4,407489. 3° On a trouvé (193), pour l'expression de la somme des termes,
g ^ Iq — a ^ a{ci"—i) ,
dou
logS = loga -!- log(<y" — i) — log ((7 — i).
On voit, d'après cette formule, qu'il faut commencer par calculer l'expression (/', en posant Xogq" — n \o%q ; après quoi l'on obtient aisément
<7"— I, et, par suite, log(7"— i).
Nous aurons bientôt occasion d'appliquer cette formule.
4" Connaissant «, q et «, dans la formule u = a<f"\ on peut demander la valeur de n. Or on a
\oz.u — lo2;rt
log« = loga H- ( AZ — ijlogi/; d'où n~\^
logry
Soit à trouver le nombre des termes de la progression dont le premier t,^rme est 3, la raison 2, et le dernier 6i44- On obtient
loir6i44 — I02: 3 3,3iî32qn5
log2 0,30102999
Le quotient ^- est e£;al a 11 -h ; mais on néglige la
fraction, comme provenant de l'emploi des logarithmes, j
QUESTIONS RELATIVES A L INTERET COMPOSE
222. Une des applications les plus importantes des logarithmes est celle qu'on en fait aux questions sur l'intérêt de l'argent.
Premièire QUESTION GÉNÉRALE. — JJtie soimue quelconque étant placée pendant un certain temps à un taux d'intérêt déterminé, et en intérêt composé, c'est-à-dire dans la supposition que l'intérêt de chaciue année s'accumule acec le capital de l 'année précédente, on demande ce que doit devenir cette somme au bout du temps donné.
Désignons par a la somme placée, par n le nombre d'années, et par r Tintérèt que rapporte i franc par an (ce n'est autre chose que le 100* du taux de l'intérêt de 100 francs).
oio cnAriTHi: vi.
Puisque I fr. rapporte /au bout d'un an, une sontimc n rapportera nr, ainsi, à la fin de la première année, le capital a sera devenu
a -\- nr^ ou «(i -f- r).
Soit <7(i + 7') = <■/' ; ce nouveau capital deviendra, au bout de la deuxième année, <7'(n-/-); donc le capital primitif, ou a^ sera devenu lui -môme
rt'(i-i-/-), ou «(iH-r)'.
On obtiendrait de même, au bout de la troisième année, a[\-^ r)\ et, en général, au bout de la n'""" année, n{i-r- r)". Donc, en exprimant par A cette dernière valeur, on a l'équation
A = rt(i-t-r)", d'où logA = logrt -+ « X log(i -f- /•).
Application. — On demande ce qu'une somme de 3oooo fr., placée on intérêt composé, à raison de 5 pour ico, doit rapporter au bout de 3o ans. Il suffit de faire, dans la formule précédente,
a = 3oooo, /2 =^ 3o, /•= = o.od;
loo '
03 qui donne
logA — logSoooo -f- 3o log(i ,o5).
Iogi,o5 — 0,021189299;
Sologi ,o5 = 0,63567897 log3oooo = 4j477I2I25
Donc
logA — 5, 11280022 = log 129658,27.
La formule A = a[i-\- /•)", renfermant quatre q-uantités, donne implicitement la solution de quatre problèmes différents :
1° Déterminer A, connaissant c/, /• et n : c'est la question qu'on vient de résoudre ;
2° Déterminer la somme qii il faudrait placer actuellement pour retira , au bout de n années, une somme A, en supposant le capital placé ^' intérêt composé, à raison de r pour, i fr.
Or de Féquation A — «(i 4- /•)" on déduit
log « = log A — // 1 og ( I -f- r ) ;
et cette nouvelle formule donnera la valeur de a. Cette seconde question constitue la règle d'escompte composé; car elle
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revient à trouver la valeur actuelle d'une somme A payable dans n années, en ayant égard à l'intérêt de la somme et aux intérêts des intérêts.
3" Déterminer le taux (Vintérêt aiujucl on doit placer une soiiiine a, pour retirer, au bout de n années, en intérêt composé, une autre somme A.
La formule serait
n fx ,, X , , , lo£;A — lo2:<7
-1 dou 10g(l H- r) = — :^
Connaissant i -f- /•, on en déduirait facilement r, et, par suite, le taux
d'intérêt pour loo fr.
4° Enfin, déterminer le temps pendant lequel une somme a doit être
placée en intérêt composé, à raison de r pour i fr., pour rapporter une
somme A.
La formule serait
!o2:A — lo?^'
logii + /-j
Si l'on voulait que A fût double, triple, quadruple, ... de fl, la formule se simplifierait.
Soit, eu efiet, A -- ma: la formule k = a[\ -^ r)" se réduit à
ma = a{i ~h r j", d"où n =
\og[i-r-r}'
c'est-à-dire que la valeur de n est indépendante du capital jjlacé primitiiemtnt.
Seconde question générale. — Déterminer quelle somme il jaiulrait pincer actuellement pour recevoir, a la fin de chaque année, une somme déterminée b, de manière à être entièrement remboursé du capital, des intérêts du capital, et des intérêts des intérêts, après un nombre n d'années, l'intérêt étant r pour \ fr. par an.
Soit a la somme cherchée ; ce capital deviendrait, au bout de n années,
Il faudrait donc qu'en déterminant ce que les sommes payées chaque année deviennent au bout de la ?&"% la somme des résultats fût égale à
Or h donné à la fin do la première année, ou au commencement de la seconde, devient, au bout de la ré""",
De même, b donné à la fin de la seconde, ou au commencement de la
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troisième, devient, au bout de la «''"",
On trouverait de môme
pour les valeurs des autres sommes /;, au bout de la n''"" année - On a donc l'équation
a{\ -h r)" = b{i ^- r)"-' -^ ù{i-^ r)"-'^ b{i^ rf-'-i- . . .^ b{ï-^r]-^b,
mais le second membre de cette équation, considéré dans un ordre inverse, est évidemment la somme des termes d'une progression par quotient, dont le premier terme est b, la raison i -h r, et le nombre des termes n. Ainsi cette somme a pour expression (183),
— î 5 ou —^ ;
donc, enfin, on a l'équation
ou, appliquant les logarithmes,
loga = logb -r- log[(i -+- r)"— i] — logr — n log(i -+- r).
Cette nouvelle formule, renfermant quatre quantités «, b, r, /?, donne aussi lieu à quatre problèmes différents.
Voici les énoncés de plusieurs questions qui se rattachent aux précédentes :
On demande pour- combien d'années on doit placer une somme a, en intérêt composé, a b et à lo pour loo, pour doubler cette somme. [Rép. A 5 pour loo, i4 ans a mois; à lo pour loo, 7 ans 3 mois.)
On demande la somme que Von doit placer à présent pour retirer pen- , dont 12 ans, et à la fin de chaque année, une somme de f5oo francs, de manière à être remboursé entièrement du capital et des intérêts au bout de ces douze années, l'intérêt étant 7'^'",5o pour 100.
{Rép. 1 1602'^'", 91.) a1
Un particulier a acheté une propriété de 1 00000 fr.; et cette somme doit être acquittée en 1 5 payements égaux, eu égard aux intérêts des
SÉRIES LOGARITHMIQUES. 3l3
intérêts ; le toux pour chaque intervalle de payement est de 5 pour loo. On demande de déterminer la quotité de chaque payement. [Rcp. 9634''", 22.)
Un nombre donné d^Jioniines a augmenté tous les ans de la centième partie de ce qu'' il était Vannée précédente ; combien faut-il cr années pour que ce nombre devienne 10 fois plus grand ?
[Rép. 23 1 ans environ.)
On tire chaque jour d'un baril de 1 00 litj-es de vin un litre qu'on remplace par un litre d'eau ; déterminer: 1° combien de vin il restera dans le baril lorsqu'on aura remplacé le 5o* litre ; 2° dans combien de jours le baril sera réduit à la moitié, au tiers, ou au (juart.
Réponse à la première partie de la question : 60 litres -^
Réponse à la seconde partie : 69 jours pour la moitié, log jours pour le lier.-, et i38 jours pour le quart.
§ IV. — SÉRIES LOGARITHMIQUES ET EXPONENTIELLES.
La méthole exposée (204), pour résoudre l'équation a'= b, suffisait pour donner une idée de la construction des Tables de logarithmes ; mais cette méthode est très-laborieuse, et même impraticable, lorsqu'on veut déterminer la valeur de t avec un grand degré d'approximation. Les analystes ont découvert des méthodes beaucoup plus expéditives, soit pour construire de nouvelles Tables, soit pour vérifier celles qui existent déjà : ces méthodes consistent dans le développement des logarithmes en série.
223. Soit y un nombre dont on demande le logarithme développé en série, et appliquons la méthode des coefficients indéterminés ( 179 et 181 ). Il est d'abord visible que l'on ne peut supposer
logj = A H- Bj -^ Cy--i-Df-r- . . .;
car si l'on fait^- = o, le premier membre se réduit (213) à l' infini négatif ou à l'infini positif, suivant que la base est plus grande ou plus petite que i ; tandis que le second membre se réduit à A, qui devrait alors être de même nature.
On ne peut supposer logj»' = Xy -f- By^-i- . . . , puisque y~o donne
log o ou — CO = o ,
mais si l'on met j sous la forme i -+■ .v, et qu'on pose
(i) log(i-;-x) = Ax -+- Bx=-f- Cx^-h Dcr'-f- . ..,
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l'hypothèse .r — o ne présente plus aucun caractère d'absurdité. Ainsi, cette forme de développement est admissible.
Tâchons de déterminer les coefficients A, B, C,
Pour cela, imitons le procédé suivi (182), et remplaçons x par z; il vient
(2) log(i-+-2) := Az + Bz=-r Cs'+Dz'-i-
Retranchant l'équatioa (2) de l'équation (i), on obtient
(3) log(i-+-.r)-log(i-4-z) = A(x — 2) -4-B(x^-z')-r-C(x'—3') -)-....
Le second membre de cette équation est divisible par x — z, et donne pour quotient
A -i- B(.r -i- z) -(- C (a.''-i- zx-4- Z-) -f-. . .;
voyons donc si, par quelque artifice, on ne pourrait pas mettre ce facteur en évidence dans le premier.
Or on a
log(i^.r) -log(i-^s) = log~^u-. logfi-i-'-^^';;
mais pouvant être regardé comme un soûl nombre «, on peut développer log(i +//) ou log [ 14-' — ;-- j commeonadéveloppélog(i -h j:^); ce qui donne
Substituons ce développement à la place de lGg(i + .r) — log(i -f-z) dans le premier membre de l'équation (3), et divisons les deux membres par X — z; il vient
= AH-B(.r + 7,) +C(u;^+.rs + z^)H^....
Puisque cette équation doit, ainsi que les précédentes, se vérifier, quels que soient x et z, posons x = z; il en résulte
— ^— = A ^ 2 Bx- -h 3 Cr^ + 4 Dx' -^ 5 E^* -;-...:
ou, effectuant la division indiquée dans le premier membre,
A{i — x-^.-x^—x'-i-x* — ...] =k-i- 2BxH-3Ca-=-!-4Da'-i-....
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On a donc, d'après le principe du n" 180, les égalités
d'où
La loi de la série est évidente : le coefficient du n''"" terme est égal à — -, suivant que n est pair ou impair; on obtient donc enGn, pour le développement de log(i -h jr),
■224. N. E. — Par la méthode précédente, les coefficients B, C, D, E, . . . ont tous été déterminés en fonction de A ; mais ce dernier coefficient est resté complètement indéterminé. Or cela doit être d'après la nature de l'espression que l'on s'est proposé de développer; car, puisqu'on peut former une infinité de systèmes de logarithmes, il faut qu'il existe dans le développement général de log(i -f- x) une quantité tout à fait arbitraire, qui serve à distinguer les systèmes les uns des autres. D'ailleurs, on a vu (212) qi;e les logarithmes d'un même nombre, pris dans deux systèmes, ne diffèrent que par un facteur, constant pour tous les nombres; ainsi la quantité indéterminée doit être un facteur commun k toute la série ; et c'est pour cette raison que l'on a trouvé
Ï4) log.i-T-j;) =A r-
Le nombre A est (212) le module dont la valeur particulière caractérise le système de logarithmes que l'on veut considérer.
22o. L'hypothèse la plus simple qu'on puisse faire consiste à supposer A = I : et l'on a, en désignant par /. (i-t- j:) ce système particulier de logarithmes,
Si l'on donne à x toutes les valeurs possibles, on formera succe.^siveraenl tous les logarithmes de ce système, lequel a reçu le nom de Système naturel ou Système népérien (du nom de Néper, qu'on regarde comme
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l'inventeur des logarithmes). Occupons-nous de la formation de ce système, puisqu'il sera facile d'en déduire ensuite tous les autres, soit en donnant à A différentes valeurs, soit en faisant usage de la formule du n° 212.
Faisons, dans la série (5), a: = o; il vient
Soit encore jr = i ; il en résulte
série très-peu décroissante qui exigerait que l'on prît un très-grand nombre de termes pour obtenir une approximation suffisante; il faudrait, par exemple, prendre les cent premiers pour avoir la valeur de /.a à o,oi près (176). En général, la série ne saurait donner les logarithmes des nombres entiers, puisqu'on obtiendrait, pour tout nombre au-dessus de a, une série dont les termes iraient en augmentant.
Voici les principales transformations que les analystes ont effectuées pour conduire à des séries propres à donner les logarithmes des nombres entiers, qui sont les seuls qu'on doive placer dans les Tables :
Première transformation. — Soit fait, dans la série (5), or — -; on obtient, en observant que /. ( i -h - ) = L{y -h i) — l.y.
/.Cr + i)-/.j
En faisant successivement j = 2, 3, 4, 5, . . . , on trouve
I II
La première série donnera le logarithme de 3 au moyen du logarithme de 2 ; la seconde, le logarithme de 4 en fonction du logarithme de 3, . . . , et ainsi de suite. Le degré d'approximation pourra toujours être apprécié (176), puisque les séries sont composées de termes alternativement positifs et négatifs qui diminuent de plus en plus.
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Seconde transformation . — On parvient à des séries beaucoup plus commodes, par le moyen suivant :
Substituons, dans la série
— :r à la place de ^; il vient
d'où en retranchant ces deux séries l'une de l'autre, et en observant que /.(i -i- x) — l.{\ — x) = l. '—.,
Pour que les termes du second membre décroissent rapidement, il faut
que X soit une fraction très-petite; et, dans ce cas, est plus grand
que l'unité, mais en diffère fort peu,
Posons donc = i + - {z étant au moins égal à i ) ; il vient
d'où, en réduisant,
Donc la série précédente devient
ou
^ \_OLZ-T-l 3(2Z4-l)'' 5(2Z-r-l) J
Cette série donne également la différence entre deux logarithmes consécutifs ; mais les termes décroissent beaucoup plus rapidement que dans la série (6).
Soit fait successivement
3lb Cn\PITUE VI.
on trouve
Soit c = 100; il en résulte
ICI = /. 100 -I
série dans laquelle, le logarithme de 100 étant connu, le premier terme suffit peur donner celui de loi avec 7 chiffres décimaux (*i.
Il existe encore des formules bien plus ëxpéditives qui servent à exprimer des logarithmes en fonction d'autres déjà connus ; mais ce qui précède suffît pour donn. r une idée de la facilité avec laquelle on pourrait construire des Tables.
226. Les logarithmes népériens étant calculés, il est facile de former un tout autre système.
Par exemple, pour former le système ordinaire, il faut (212) multiplier
chaque logarithme népérien par le module Ce nombre a été calculé
avec tout le degré d'approximation que l'on peut désirer^ et sa valeur en décimales est 0,4342944819. . . : c'est le module propre a passer du système népérien au système dont la base est 10.
Ce module exprime d'ailleurs le logarithme ordinaire de la base du système népérien : car, en appelant e celte base, on a l'équation e'-'"— 10; d'où, prenant les logarithmes dans le système ordinaire,
/. 10 X loge = logio = I ; donc \oze — =0,43429
Comme les Tables ordinaires peuvent être déduites de ce qui précède, 3n peut s'en servir pour déterminer le nombre auquel correspond le logarithme ci-dessus ; et l'on trouve
0,4342944819. . . = loge = log 2, 7 1828 18284
(*) T'oir la Xote 1 placée à la On de ce Cliapitrc.
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Ainsi
Nous allons bientôt parvenir à ce môme résultat par une autre voie.
227. Développement en série de l'exponentielle a^. — La liaison qui existe entre les quantités exponentielles et les logarithmes [liaison qui consiste en ce que, a représentant la base d'un système de logarithmes, X est (208) le logarithme de l'expression (f^^ nous conduit à chercher s'il ne serait pas possible de développer fâ suivant les puissances de a:; ce qui donnerait alors le développement d'un nombre en fonction de son logarithme, question inverse de la précédente.
Supposons donc ce développement trouvé; et soit
(1) «^= i-H Aj: -+- Bx--H Cor'-^ D.r*-i- . ..; .
si l'on fait j: = o, l'équation se réduit à a" = i, résultat exact. Ainsi, cette forme de développement est admissible.
Pour déterminer A, B, C, D, . . . , remplaçons x par z ; il vient
(2) rt^= i + Az-i-B3=-f-Cz'-i-D^'...; retranchant ces deux équations l'une de l'autre, on a
équation dont le second membre est divisible par x — z. Ainsi, il faut tâcher de mettre ce facteur en évidence dans le premier. Or on fev.t mettre (f — a" sous la forme a'- ((f~^ — \) ; et si l'on remplace, dans la série [\), x par x — z, il vient
rr[(f-'— i) = a'[k[x — z) -^ '&[x — zf ^ Ç.{x — zf ~ . . . ].
Substituant donc dans l'équation (3), à la place de o'— /?-, la valeur qu'on vient d'obtenir, et divisant les deux membres par x — z, on trouve
rt' [A -I- B ( X — z ) + ( Cjc — z )" -1- . . .]
Faisons maintenant x = z dans cette dernière équation ; elle se réduit à
(f A = A-T-2B.r-i-3Cj:'-;-4D'^'-i-5Ex'-i-..., ou, remplaçant a' par son développement (i),
k-^k-x^ k^x- 4- ACr^ -, . . . = A -f- 2 B J7 + 3 C.r= -f- 4Da:^-^
Égalant séparément les coefticients des mômes puissances, on obtient les équations
A = A, A'=^2B, AB = 3C, AC=:4D
d'où l'on déduit
La loi du développement est manifeste : le terme qui, dans la série (i),
en a « avant lui, a pour expression ^r—,
On voit que tous les coefficients B, C, D,. . . sont exprimés en fonction du coefficient A qui reste encore imlétermim' , c'est-à-dire que la méthode qui vient d'être suivie ne suffit pas pour le faire obtenir; mais il n'en a pas moins une valeur unique qu'on trouve par l'artifice suivant :
On peut mettre a' sous la forme [i -+- (« — i)]', ou (i -h bY ■, en posant, pour abrégpr, « — i = 6. Or si l'on développe (n- ^)'' d'après la formule du binôme, on a
(i -i- by ~ i-f- -è -t- ■- '■ 6--+- - ' ~ -b^-\ ' \
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mais en ne tenant compte, dans ce développement, que de la partie affectée de X, il est aisé de reconnaître que cette partie a pour expression
d'ailleurs, le coefficient de x, dans la série (i), est égal à A. On a donc
ou bien, en remplaçant b par sa valeur a — i,
. a-i {a-iY {a-if («-i)'
On représente ordinairement par A- l'expression
ainsi, substituant /■ à la place de A, dans les valeurs trouvées pour B, C,
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D,. . . . et reportant ces valeurs dans la série (i), on obtient enfin
. fiJC ri OC H Ju n JC
4 o^= iH •-
Tel est le développement de l'exponentielle câ en série.
228. Conséquence. — Si, dans cette série, on suppose x=i, elle de vient
fl = n ■-
d'où l'on voit que a est exprimé en fonction de /", de même que la relation /<• = 1- • • • donnait />■ en fonction de a.
Cela posé, cherchons la valeur particulière de a qui correspond à X- = i, et désignons par c cette valeur particulière; nous trouvons
III I
série décroissante (*) dont les ii premiers termes donnent pour somme
2,7182818, à 0,0000001 près.
La comparaison de ce résultat avec le nombre obtenu (226), pour la valeur de e, base du système népérien, semble indiquer que c et e sont identiques. Or c'est ce qu'on peut démontrer immédiatement.
En effet, soit posé dans la formule (4), X.r = i, doù x = ji elle de-
vient
ce qui donne nécessairement rt* = c.
■ Prenant les logarithmes des deux membres de celte derm'ère égalité dans le système qui aurait pour base c, on trouve
•7log« = i, d'où log« = A-,
(*) Foir la Note I placée à la fin de ce Chapitre.
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ou, mettant à la place de /• sa valeur (227),
_a ~ t _{n — i)' (rr — iY ^^ — jl* ® ~~ I 2 3 4
ou bien encore, posant « = i ~ jt, d'où a — \ = x,
. X .r^ x^ x' log(.H-x)== ^---i- 3---i-..^.
Or cette formule est précisément celle qu'on a obtenue (223) puur le développement du logarithme népérien de \-\- x. Donc les nombres c et c sont identiques (*).
229. La formule (4) du (227) peut prendre différentes formes qu'il est
bon de faire connaître ici.
Considérons de nouveau la relation a^ = r, ou plutôt, «* = e '^puisque l'on a c ~ e), et prenons les logarithmes des deux membres dans un système quelconque; il vient
■rlosa = lose, d'où /c = r— •
Ainsi la formule (4) se change en celle-ci
X logrt .r^ /logc/V x-^ /log^rV'
~" I loge "^ 1.2 \loge/ ' 1.2,3 \logc/
C'est la forme sous laquelle on présente ordinairement le développement de ri', les logarithmes étant pris dans un système tout à fait arbitraire.
Cas ])(irticuliei\ — i" Le nombre a peut être pris pour base du système
de logarithmes. Comme on a, dans ce cas, logrt — i, et k= , la
formule devient
XI X' f i y x' ( I \'
I loge 1.2 \loge/ 1.2.3 \i0g6'/
Tel est le développement d'un nombre quelconque en fonction de son logarithme pris dans le système dont la base est a.
2° Soit le nombre constant e pris à son tour pour base du système. Comme on a alors loge = i, d'où k = log^, ou plutôt k — La, d'après
(*) Foir la Note IV à la fin du Volume.
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la notation du n" 22o, il résulte de cette hypothèse
3° EnGn, soit posé a = e, ce qui donne nécessairement t-2- ou /• = i
loge
La formule se réduit à
Cette série, qui est la plus usitée, donne le développement d'un nombre en fonction de son logarithme népérien.
Nous verrons, dans le dernier Chapitre, les conséquences que l'on déduit de toutes ces formules. Mais nous pouvons, dès à présent, faire lemarquer comment le développement des logarithmes en série se déduit du développement des exponentielles.
D'abord, la relation h = — ^ , qui se réduit à k = La lorsqu'on prend
e pour base du système de logarithmes, donne (227)
_ (7 — I {a—\Y [n — ly ' ~ l 2 3 ■ • • • >
ou
/.(i -h jt) = — + ^ — ^ —
Cette même relation donne ensuite
logrt = /■ loge; d'où, en mettant à la place de k sa valeur, et posant encore a — ] -\- x,
\og{i-^x) .=.loge(^-^ + :^--ÇH y
Le module inconnu, loge, peut être obtenu facilement (226) dès que les logarithmes népériens ont été calculés.
OR
Le développement d'une fonction en série a principalement pour but de donner en nombres approchés la valeur de la fonction, lorsqu'on attribue des valeurs particulières à la variable qui y entre. Mais pour que ce but puisse être atteint, il faut que la série soit du nombre de celles que l'on nomme convergentes. Il est donc important d'établir les caractères de ces sortes de séries : tel est l'objet qu'on se propose dans cette Note, qui servira ainsi de complément, tant aux applications que nous avons faites de la formule du binôme à l'extraction des racines (175, 177), qu'au calcul des logarithmes par le moyen des séries
L Une série indéfinie est dite convergente, lorsqu'on peut assigner une limite de l'erreur que l'on commet en prenant les n premiers termes de la série; cette limite doit d'ailleurs être susceptible de devenir moindre que toute grandeur donnée, quand on prend n suffisamment grand.
Il faut avoir reconnu que ces conditions sont remplies pour pouvoir affirmer que la série est convergente.
Par exemple, toutes les séries dont les termes, étant alternativement positifs et négatifs, décroissent continuellement et indéfiniment sont des séries convergentes, puisqu'on a vu (176) que la différence entre la valeur numérique de la série tout entière et la valeur numérique de la somme des n premiers termes est moindre que le (« -r-i)'''"' terme, lequel peut, par hypothèse, devenir aussi petit que l'on veut pour une valeur de n suffisamment grande.
De même, toute progression par q\ioi\e.ni décroissante à l'infni est une série
convergente, puisque (195) la différence entre la somme de tous les
termes et la somme des n premiers termes est exprimée par , quantité
qui peut devenir moindre que toute grandeur donnée, pour une valeur de n suffisamment grande.
Un caractère important des séries de la première espèce dont nous venons de parler est que le rapport d'un terme quelconque à celui qui le précède est une quantité négative, constante ou variable, mais toujours numériquement moindre que I.
Dans les séries de la seconde espèce, le rapport est une fraction positive con stantc.
2. A ces deux espèces de séries, qui viennent d'être caractérisées comme des séries convergentes, il faut en joindre deux autres qui se rencontrent souvent dans les applications :
1° Une série dont tous les termes sont de même signe doit être regardée comme convergente, toutes les fois que le rapport d'un terme au précédent (pouvant d'abord être plus grand que i, ce qui suppose que les premiers termes iraient en croissant) y7«iV par atteindre une valeur moindre que i, et va continuellement en décroissant.
En effet, dès que l'on est arrivé au terme dont le rapport au précédent est devenu moindre que i, si l'on fait la somme de tous les termes compris depuis le premier jusqu'au terme en question, ou jusqu'à un autre terme plus éloigné, on obtient la limite de l'erreur en supposant que le rapport devienne constant à partir du terme auquel on s'arrête; et cette limite est alors la somme d'une progression géométrique décroissante ayant pour premier terme celui qui suit le terme auquel on s'arrête, et pour raison le rapport supposé constant; limite que l'on peut d'ailleurs rendre aussi petite que l'on veut, en prenant un
a nombre de termes suffisamment grand, puisque, dans 1 expression > a est
supposé diminuer indéfiniment.
2° Une série dont tous les termes sont de même signe est encore convergente lorsque, ses termes allant en décroissant, le rapport d'un terme à celui qui le précède augmente au lieu de diminuer, pourvu toutefois qu'il ne puisse dépasser une certaine valeur numériquement moindre que i .
Dans ce cas, la limite de l'erreur est une progression géométrique décroissante dont le premier terme est celui qui suit le terme auquel on s'arrête, et a pour raison la valeur maximum du rapport.
3. Il est d'ailleurs évident qu'une série ne saurait être convergente :
1° Si le rapport d'un terme au précédent était constamment égal à i; car, dans ce cas, tous les termes étant égaux, leur somme serait égale à l'un d'eux répété une infinité de fois, et serait, par conséquent, infinie, quelque petit que fût chacun des termes : l'erreur que l'on commettrait en prenant « termes serait elle-même infinie.
2° Si le rapport d'un terme quelconque au précédent était plus grand que i, constant ou variable; car, dans ce cas, la somme de tous les termes serait, à plus forte raison, infiinie.
Ainsi, aucune série croissante, c'est-à-dire dont les termes vont sans cesse en augmentant, ne peut être convergente.
4. Il y a même des séries décroissantes que l'on ne saurait regarder comme convergentes, parce qu'on reconnaît que la somme de tous leurs termes est infinie, et que, par conséquent, la limite de l'erreur est aussi une quantité infinie, ou réciproquement.
Considérons, par exemple, la série
connue sous le nom de série harmonique; et prenons le rapport de deux termes
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consécutils quelconques,
Or on voit que ce rapport, qui est constamment moindre que i, augmente à mesure que n au[i[mente et se ra))proclie de plus en plus de YunUé, qui peut ainsi être considérée comme la Umlte en plus, ou comme le maximum de ce rapport. Il y a donc lieu d'appliquer à la série ci-dessus ce qui a été dit pour le premier cas du numéro précédent, c'est-à-dire que la limite de l'erreur est la somme des termes d'une progression géométrique ayant pour raison l'unité, somme qui est nécessairement injinie (3). Donc, enfin, la somme des termes de la série est elle-même infinie.
C'est, au reste, ce que l'on peut vérifier d'une autre manière.
En effet, si, dans la série (5) du n" 2*25, on pose i -t-x=;j, il vient
ou
(0 io-^-[L^^i^^^i^-.iLzj:y^.,^^
Soit fait maintenant^- = o dans cette égalité, on trouve
Or on sait (213) que, dans tous les systèmes de logarithmes dont la base pst plus grande que l'unité, le logarithme de o a pour valeur Vin^ni négatif; donc
la valeur de la série — i 1 i- t -r- • ■ ■ ^^^ in/?nce.
Pour peu d'ailleurs qu'une série tirée de (i) décroisse jilus rapidement que la série harmonique, elle aura nécessairement une valeur finie; car, quelque petit que soit^-, son logarithme a une valeur finie : ainsi il doit en être de même du développement de ce logarithme. Toutefois, pour reconnaître si la série est véritablement convergente, il faut pouvoir assigner la limite de l'erreur commise lorsqu'on s'arrête à un terme de rang quelconque.
Or, si l'on pose 7^ =^ -, s pouvant être un nombre très-grand, il vient
z-\ , (::-iV , (2-iy {z-xY -1
Le rapport de deux termes consécutifs est
quantité plus petite que la fraclion constante > mais qui s'en approche
de plus en plus à mesure que « aujmenlc.
On a donc (2* cas, 2) pour limite ùe l'erreur la somme d'une progression décroissante dont le premier terme est celui qui suit le terme auquel on s'arrête, et qui a pour raison le nombre constant — ^
Cette fraction est d'autant plus petite, et, par conséquent, la convergence de la série est d'autant plus sensible, que z est plus petit. Soit, par exemple, z = 2, ce qui donne
On a ici
Ainsi, la limite de l'erreur que l'on commet en prenant les 5 premiers termes pour la valeur de la série totale est
En général, la limite de l'erreur est, pour cette série, le double au terme qui sril celui auquel on s'est arrêté.
5. Nous allons actuellement revenir, tant sur les applications numériques de la formule du binôme, que sur les séries particulières qui ont été déduites des séries lojarifhmiques ou exponentielles; et nous ferons voir que toutes les séries obtenues rentrent dans les différents cas examinés ci-dessus.
D'abord la série générale du n» 174 étant telle que les termes, à partir du second, sont alternativement 'positifs et né^jatifs, il faut encore s'assurer si les termes vont en décroissant et peuvent devenir aussi petits que l'on veut.
Or, en désignant par p le rang d'un terme quelconque, il est facile de voir que l'on a, pour le rapport de ce terme au précédent,
— ) a étant suppose < r;
pu X
ce qui prouve que chaque terme de la série est une partie du précédent, plus
1 etite que la fraction marquée par -• Ainsi, les termes diminuant indéfiniment,
la série rentre dans le premier cas du n° 1 de cette Note.
Dans la série du a' 177, tous les termes sont de méma signe à partir du
second.
( p — I V' — I 'ï Wais le rapport du /j""" terme au précédent étant — ? quantité
,„ « I « -I- 1 a eue 1 on peut mettre sous lu forme 1 on voit que ce rapport est
X p II X
constamment moindre que — ; et de plus, à mesure que p augmente, ce rapport
a approche de plus en plus de la fraction — j qui en est par conséquent la limite
en plus, ou la valeur maximum. Ainsi cette série tombe dans le second cas du n" 2, c'est-à-dire que la limite de l'erreur commise est la somme d'une progrès-
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sion décroissante ayant pour premier terme celui qui suit le terme auquel on s'arrête, et pour raison le rapport maximum - •
En appliquant ce principe au J" exemple proposé n° 177, on reconnaît que
les cinq premiers termes de la série donnent la valeur de v/io8 à moins de 0,00001 près.
En général, on peut démontrer que la série qui représente le développement de (i -f- z)" est convergente tant que z est une fraction positive ou négative, m étant d'ailleurs différent d'un nombre entier et positif. Mais cette démonstration, qui n'offre aucune difficulté d'après les principes établis ci-dessus, nous entraînerait trop loin, et nous la proposons comme exercice.
6. Passons aux séries logarithmiques et exponentielles. La série
obtenue (225), rentre dans le premier cas du n° 1, puisque les termes sont alternativement positifs et négatifs et décroissent indéfiniment. Quant à la série du même numéro
on a, pour le rapport de deux ternies consécutifs quelconques, in — 3 I
ou
2« — 1 (2Z -Hi)' (2
ce qui prouve que le rapport est constamment moindre que ; — —^ mais
qu'il s'en rapproche de plus en plus à mesure que n augmente, et qu'il a cette fraction jour limite.
La série se trouve donc encore dans le second cas du n° 2. Le rapport maximum serait ici ; l j fraction très-petite si z est très-grand.
Enfin la série qui donne a' (227) finit toujours par devenir convergente,
, ., kx
quels que soient a et x, puisque le rapport de deux termes conseculifs est — ?
fraction qui a zéro pour limite relativement à l'accroissement de n.
7. Nous terminerons cette Note par une remarque sur la base e du système népérien.
On a trouvé (228)
Or il est aisé de démontrer : 1° que cette série est le développement d'un nombre incommensurable ; 2° qu'elle est convergente, et que, pour chacune des sommes partielles des deux premiers, des trois premiers,... termes, la limite de l'erreur peut être assignée.
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D'abord e ne peut être un nombre entier, car on a évidemment
et cette seconde sé.ie est une progression décroissante qui (195) a pour somme Yunité.
Il suit de là que - H ■. H i-. . . est moindre que i, et, par consé-
quant, que e est un nombre compris entre 2 et 3.
Je dis, en second lieu, qu'aucun nombre fractionnaire exact ne peut exprimer
la valeur de e.
En effet, soit, s'il est possible, e égal à — » m et n étant deux nombres entiers, et 72 <im, mais >i. En poussant la série jusqu'à ce qu'on parvienne aux termes dont les dénominateurs renferment le facteur n, on aura
ou
simplement
eu
posant, pour
abi
•éger,
T . 2 . 3 . . . ( K \)ll
Cela posé, multiplious les deux membres de l'égalité (2) par i.2.3...«; i] vient
!\'aîs le premier membre de l'égalité (3) est évidemment un nombre entier, ainsi que le premier terme du second membre; il en est de même de la djeuxième partie, 1.2. 3... «.a, du second membre, puisque tous les termes dont se compose a 'ont des fractions ayant pour dénominateurs des sous-multiples du facteur 1.2.3 n, par lequel on a multiplié a. Donc, pour que l'égalité (3) subsistât, il faudrait que 1.2.3. . .«.6 fût aussi un nombre entier. Or cela est impossible, car cette expression se réduit, lorsqu'on remplace ê par sa valeur, à la série
laquelle a évidemment une valeur moindre que celle de la pro[,ression
«-i-i (« -M)' {n-i-iy dont la limite (195) est -•
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Donc, enfin, l'cgalilé
est elle-même impossible, et la base e ne saurait être ë{jale à un nombre coramensurable.
Le calcul précédent peut servir à faire estimer la limite de Veneur que l'on commet en prenant, pour la valeur de c, la somme des n premiers termes de la série.
En effet, l'erreur commise est marquée par
I .i.iî. . . «(« -t-l) I .2.3. . . «(« -i- l)(« -h î
rt'ais on vient de voir que la série entre parenthèses est moindre que -• On a donc
Soit n — 10, ce qui revient à prendre les ii premiers termes dans la série
H 1- (-...; on trouve
ibabbooo
Donc la somme des 1 1 premiers termes ne diffère de la vraie valeur de e que d'une quantité moind e que 0,0000001. {Voir le n» 2^8.)
iV. E. — On parvient éjalement à la limite %;
i.-2.o...ir *•
en appliquant directement à la série (i) le premier cas du no^.
En effet, le rapport du (« -f- 1]''""' terme de la série au n""" est évidemment
-j quantité qui diminue de plus en plus à mesure que n augmente. Donc
la limite de l'erreur s'obtiendra (2) en supposant que le rapport reste
constant à partir du (« -f- iy''"'« terme; et l'on aura pour limite
t- 1 ) n 1 . 2 . j — ir
Ce qu'il fallait trouver.
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lE CALCUL DE L'ERREIR A LAQUELLE DCN?iE LIEU L'ElIPLOl DE LA PROPOriTIC?i OUE PRESCRIT L'USAGE DES TABLES DE LOGARlTDilES.
(Voir n" 214 et Ariibuétiqoe, n" 204.)
Pour calculer les logarithmes des nombres entiers et décimaux qui ne sont pas dans les Tables ordinaires, et pour revenir de ces lo^farithmes aux nombres correspondants, on suppose : i° que le; différences entre les nombres sotit proportionnelles aux différences entre leurs logarithmes ; -1° que les logaritlimes inscrits dans les Tables sont tout à fait exacts.
Or ces deux propositions ne sont rigoureusement vraies ni l'une ni l'autre. Il est donc nécessaire, après avoir fait voir d'abord sur quels principes repose la pîoposition ci-dessus, de calculer ensuite le degré d'approximation qu'elle fournit et l'erreur qu'elle peut produire, lorsqu'on a égard aux deux causes d'inexactitude dont elle est affectée.
1. Premiep, PRINXIPE. — Soient « et « -'- i deux nombres entiers consécutifs; la différence A, ou log(/2 -t- i) — logrt, de leurs logarithmes diminue à mesure
que n augmente ; et elle est toujours moindre que la fraction — •
On a, en effet,
log (« -+- 1 ) — iog« = log ^ — --^ ) '-" ^°s ( ' "^ t; ) '
ce qui prouve déjà que A diffèie d'autant moins de log i ou de o, que le nombre» est plus grand.
Si maintenant on fait, dans la formule du n° 223, x — ? on trouve
A ou log ( I -)- - I — A ( : -)- -—■ - - . . . j ,
" \ n J \n 211- on" )
série qui donnera la valeur de A avec un degré d'approximation d'autant plus rapide que n sera plus grand.
Comme on a d'ailleurs (226)
et que la série r-r-... est ( 176) moindre que —, il en résulte nécessai-
72 2rt- //
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rement
■xn Soit, par exemple, « = loooo; il vient
A < •< 0 , oooo5,
c'est-à-dire que la différence est moindre que la moitié de l'unité dp l'ordre du , 4® chiffre décimal.
Ceci explique comment, dans une seule page des Tables de Callet, et à partir , de loooo, on a pu placer un aussi grand nombre de logarithmes. Chaque page renferme 60 lignes horizontales, chaque ligne 10 logarithmes; et comme il résulte de ce qui vient d'être dit que les trois premiers chiffres décimaux sont ' nécessairement communs, même à plusieurs dizaines successives de logarithmes, ( il suffisait d'écrire une seule fois en marge ces trois chiffres, et de placer en- j suite à part les quatre derniers, qui correspondent à la variation du nombre. 1
[Coraaie les Tables de Callet s'étendent jusqu'à 108000, on a placé quatre chif- i fres décimaux en marge, pour tous les nombres au-dessus de 100000 (parce que 1 l'on a, dans ce cas, A << o,ooooo5), ce qui a permis alors de présenter les lo- ' garithmes de ces nombres avec S chiffres décimaux au lieu de 7, sans rien chan- j ger àla disposition adoptée pour les nombres compris entre loocoet 1 00000]. !
Second priscipe. — Soient
A ou log(«-+-i) — logrt
A' ou log(n-l-2) — log(«-t-i)
deux différences consécutives de logarithmes; je dis que ces différences peuvent être regardées comme égales toutes les fois que n est au-dessus de lOOOO. On a, en effet,
A = l0g(« -f-l) — 10g« =: log ( j
A'= log(/2 -f- 2^; — log(« -+- i) = log ^^— -^ j; A — A'= log(" . ''^ l)=:log I-f- ——^ c ,
ou bien, posant dans la formule du n" 223 jc = — »
«(ft-t-2)
L«(«-T-2) 2«-(«-t-2)- 3rt"(«-+-2)* J
et, par conséquent, puisque A = o,43. . .,
et
d'où
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Cela posé, soit n == loooo; il en résulte
A — A' < < -, <r 0 , coooooooS,
2oooo>î 10002 200040000
c'est-à-dire que la différence entre deux différences consécutives de logarithmes de nombres au-dessus de lOooo est moindre que la moitié de l'unité de l'ordre du huitième chiffre décimal.
On voit donc encore pourquoi l'on a pu placer dans les Tables, pour tous les nombres au-dessus de 10000, les différences entre deux logarithmes consécutifs: c'est que, la variation d'une différence à l'autre ne portant que sur le neuvième chiffre décimal, et les Tables n'en renfermant que sept, on peut regarder ces différences comme constantes pour uu grand nombre de logarithmes.
3. Conséquences des deux propositions précédentes. — Admettons pour un instant que, pour tous les nombres au-dessus de 10000, à des accroissements égaux de nombres correspondent des accroissements égaux de logarithmes, ce qui est sensiblement exact, d'après ce qu'on vient de reconnaître; je dis qu'alors les différences des logarithmes sont proportionnelles aux différences des nombres.
En effet, soient n, n -i- i deux nombres entiers consécutifs au-dessus de loooo,
p n-i-— un nombre fractionnaire compris entre n et n-hi; on peut toujours
regarder les trois nombres n, n-f-— 1 n -t- i comme faisant partie d'une pro-
gression par diflerence , ayant n pour premier terme, —pour raison, n -^ —
pour {p ■+- ^y^"" terme, enfin « -7- -^ ou « -t- i pour dernier terme; c'est-à-dire que l'on a
Or on a supposé que les différences entre les logarithmes des nombres entiers
consécutifs sont ssnsiblement égales; donc, à fortiori, les différences entre les
logarithmes de «, « -i — 1 n -, — ,••• peuvent être regardées comme égales. 9 1
Ainsi, en désignant par 0 la différence log \ '^ -^ -) ~ l^g «, on aura pour les logarithmes qui correspondent aux termes de la série ci-dessus ■li)g«.(log« -4-ô).(Iog« -t-2 5)...(log«-i-/?ô)...(log« -^yô) ou log(rt -^- i ). De là résulte nécessairement la proportion
(« -i-i) — « : (/2-+-— I — 72 :: 'Jogn -^ yo") — log/? : (log a; -^/; 3") — log «,
puisque, en réduisant, on trouve
w — '.: qi ,pQ, ou q.p'.q-r-
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la légitimité de la proportion étant établie pour les cas où les nombres sont très-grands et ont entre eux une différence au plus égale à i, nous allons passer au calcul de l'erreur qu'elle occasionne, erreur qui, comme nous l'avons déjà dit, résulte de deux causes que nous aurons à considérer successivement.
4. Calculons d'abord l'erreur qui résulte de l'inexactitude de la proportion, les loparit/i/ncs emplojés étant supposés exacts.
Soient n un nombre supérieur à loooo, / son logarithme, l-^ A celui de n-l-i; soient encore n-H^un nombre compris entre n et «-Hi, /-r- w A son logarithme; d et m représentant ici des fractions.
(Tous les nombres ii, l, A, d, m sont supposés d'ailleurs rapportés à la même unité.)
Cela posé, la quantité x qu'il faut ajouter à / pour avoir le logarithme de n - / se détermine (214) par la proportion
1 '.d :: A : -r ; d'où X ^^di^;
ce qui donne l-^dl pour le logarithme de n-^d, tandis que l'on devrait avoir / -'- ■ .' A.
L'erreur commise est donc exprimée par
e = {m — û?) A ou e=^{d — m) A,
suivant que l'on a m > ou < d.
De même, la quantité j', que l'on doit ajouter à n pour avoir le nombre correspondant à l-~mà, est fournie par la proportion
A : •. . A : : i : r, d'où j = m,
ce qui donne n-^m pour le nombre cherché, tandis que l'on devrait avoir n-rd. L'erreur commise est donc expriiaée par
e' ----- m — d ou e'=^ d — m.
D'où l'on voit que, dans les deux cas, l'erreur provient de ce qu'on pi end l'une pour l'autre les deux quantités m et d. Ainsi, nous sommes conduits à chercher la difTérence de ces deux quantités
Or on a (209) les égalités fondamentales
,o'=..«, io' + ^ = « + i, w^*'"^:^n^d; d'où, divisant la seconde par la première,
n n \ nj
ou, multipliant celle-ci par la première, membre à membre, 10^-*-'"^ ou n-^d=.n(i-^jY- Développons ( ' ^- - ) P^r la formule du binôme démontrée généralement
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(182); multiplions le résultat par n, et retranchons ensuite n de chaque membre de l'égalité précédente, il vient
m TC ( I — /« ) m{\ — '« ) ( 3 — ni')
Eans cette série, le quotient de la division du ternie qui en a r avant lui, par
le terme précédent {voir le n" 2 de la A'^ote /), est j quantité
évidemment négative et numériquement moindre que l'unité, puisque l'on a 7K < 1 et 72 >• I . Ainsi, les termes sont alternativement positifs et négatifs, et décroissent indéfiniment. On a donc (176)
m(i — m) . m(\ — m) a<_m, a "> m > d ou m — «<. ■
2 II. -i /l
Mais on sait (107) que le produit m(\ — m) de deux facteurs m, i — m, dont la somme est i, a pour maximum [-) ou y Ainsi la dernièr'e inégalité se
réduit enfin à rn — d <'-^-
Il est aisé maintenant d'apprécier les deux erreurs e = (/w — d) \, e' — m — d, pour le cas de
n =-^ Gu y- 10000.
1° On a, en vertu de l'inégalité précédente,
bOUUO , 0,0001
et comme on a trouve {A'ote II, n° 1 j A <C > il en résulte
O.OOOI 0,00000001
ittooui
L'erreur e, étant moindre que le seizième de l'unité de l'ordre du 8^ chiffre décimal , ne saurait porter sur les 7 premières décimales du logarithme cherché.
20 On a
OUUOO o
c'est-à-dire que, quand on réduit en décimales le \^ terme j-^ m, pour l'ajouter à n, l'erreur ne peut porter sur le 4* chiffre décimal; mais on ne serait pas sûr de l'exactitude du 5^ chiffre (*).
5. Calculons actuellement l'erreur qui résulte de V inexactitude des logarithmes (la proportion étant supposée exacte).
(*) Les calculs qui viennent d'être établis dans ce numéro sont dus, pour l-o fond, à Bertrand, de Genève.
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Pour cela, nous allons, dans ce numéro, rapporter les logarithmes tabulaires, ainsi que leurs différences, à l'unité décimale du 7* ordre, ce qui revient à les rendre tous 10000000 fois plus grands, ou à les regarder comme des nombres entiers. Cette hypothèse n'a nul inconvénient, puisque l'on ne considère, dans la proportion, que les rapports des différences.
De là il résulte que, les logarithmes étant généralement fautifs, en plus ou e/i moins, d'une quantité qui a pour limite supérieure la moitié d'une unile décimale du dernier ordre {jérithméti lue , K . D. du n" 99), cette limite se
trouvera représentée par -•
Première question. — Etant donné un nombre, déterminer son logarithme.
Soit n-i- d un nombre dont on demande le logarithme, n étant la partie entière et d la partie fractionnaire; soient, de plus, /, /' les logarithmes de n, H-r-i, tels qu'ils sont fournis par les Tables. Appelons i et /' les quantités qu'il faudrait ajouter aux logarithmes l et /' pour les rendre exacts, ces quantités pouvant être positives ou négatives, et ayant - pour limite (d'après ce
qui vient d'être dit).
En supposant la proportion exacte, comme nous le faisons ici, on trouverait que le lo[;arithme àe n-^ d est égal à l -h i, augmenté d'une quantité x déterminée par la proportion
d'où, en posant l' — l ^= A,
X =^ d {S -h i' — 0; ce qui donnerait
log(rt -I- û?) = /-!-/ -i-<5?(A -h /'— t).
Mais, au lieu de cela, on pose la proportion
d :: A : x, d'oà x = </A
puis on ajoute rfA à /, en rejetant même toute la partie fractionnaire du produit dà, sauf à augmenter le dernier chiffre d'une unité, s'il y a lieu, ce qui
peut occasionner une nouvelle erreur dont la limite est-» En représentant
cette erreur par/, on prend ainsi Z -i- f/A — / pour le logarithme den-i-d. Bonc l'erreur finale est
Si l'on suppose que les trois erreurs /, /',/ atteignent leur limite -■> ce qui
est évidemment le cas où l'erreur totale E est aussi grande que possible, il en résulte
E=r ^(i — J-+-rf-M)= i; c'est-à-dire que, dans la recherche du logarithme d'un nombre, l'erreur prove-
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nant de l'inexactitude des logarithmes tabulaires peut s'élever, soit en plus, soit en moins, jusqu'à une unité décimale du 7^ ordre, ou généralement du dernier ordre décimal des logarithmes fournis par les tables que l'on emploie.
6. Seconde qcestios. — Etant donné un logarithme, déterminer le nombre qui lui correspond.
Soit l-\- S VLO. logarithme compris entre / et V , A désignant toujours V — /, et S étant au plus égal à A — i .
On prend ordinairement, pour le nombre cherché, n —, ■, la fraction — étant
tirée de la proportion A r 0 :: 1 :^'.
Mais d'abord, le logarithme donné, l-x-S, étant poussé seulement jusqu'au degié d'approximation des logarithmes tabulaires, est passible d'une erreur
positive ou négative qu'on peut représenter par -i- i" , et dont la limite est -•
En outre, les deux logarithmes /, /' peuvent, comme ci-dessus, être fautifs des
quantités positives ou négatives -+- /, -\- i', dont la limite est -•
Ainsi la proportion à établir devrait être
{V-^i-) - (Z-t- /) : (/-i- <? -f- i") - {l^i) :: i :^ ou
., . , .„ . ,, . 5- H- /"— i A-f-i — i '.0 -^ i — i '.'. i '. r, dou r= : ;
ce qui donnerait, pour le nombre cherché,
Donc l'erreur que l'on commet en prenant « h , au lieu de cette expression,
est représentée par
^') -KZ^rj^i--^
ou
suivant que l'on a
ê-^i"—i ^^ . > ou < — •
Premier cas. — Pour obtenir la limite en plus de la différence (i), il faut tacher d'avoir le maximum de r. :•
Or, la quantité i se trouvant à la fois au numérateur et au dénominateur, si l'on se rappelle {Alg-, n° 6) que toute fraction augmente de valeur quand on ajoute un même nombre à ses deux termes, il s'ensuit qu'on obtiendra d'abord
le maximum de la fraction ci-dessus en posant — « = H — 1 qui est la plus Alg. B. 22
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grande valeur que puisse recevoir celte quanlilé /, ce qui donne
A -hj-l-t''*
Actuellement, pour avoir le maximum relatif aux variations de c" et de T, il suffit de rendre le numérateur le plus grand et le dénominateur le plus petit possible, ce qui se fait en posant
Ainsi le maximum résultant des variations de i, i', i" est nécessairement
Donc le maximum de la différence (i) est
Second cas. — Pour obtenir la limite en plus de la différence ('i), il faut avoir
1 • • A ^ '" '" "~ ' le minimum de ;; .•
A -t- i — i Or on peut prouver par un raisonnement analogue au précédent, mais inverse, que le minim.um résultant des variations des trois quantités i, i', i" est
» ou
Donc le maximum de !a différence (2) est
c'est-à-dire que, dans les deux cas, la limite de l'erreur commise est — •
Cette quantité croit de plus en plus à mesure que l'on avance dans la Table, puisqu'on sait (Note lî, 1) que A diminue de plus en plus.
7. Maintenant il est facile de prouver que des deux causes d'erreur qui ont été signalées au commencement de cette Note, la seconde est celle à laquelle on doit définitivement s'arrêter, sans avoir aucun égard à la première.
En effet, dans la question qui a pour but de déterminer le logarithme d'un nombre donné, puisque l'on a reconnu (4) que l'inexactitude de la proportion ne peut influer sur le dernier chiffre des logarithmes tabulaires, ou doit considérer la proportion comme tout à fait exacte, et ne tenir compte que de l'inexactitude des logarithmes, en observant (5) que le dernier chijfre décimal peut être fautif d'une unité, en plus ou en moins.
Dans la seconde question {trouver le nombre auquel appartient un logarithme donné), la limite de l'erreur qui résulte de l'inexactitude des logarithmes tabulaires ne dépendant (G) que de la différence tabulaire A et, par suite, des
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derniers chiffres de ces logarithmes, chiffres sur lesquels l'inexactitude de la proportion n'a aucune influence, il s'ensuit encore que la première cause d'erreur peut être tout à fait négligée.
8. Il ne nous reste plus qu'à faire l'application de la théorie précédente aux Tables dont on fait usage ordinairement, c'est-à-dire aux Tables de Callet.
Première question. — La proportion i : d y. A : x, d'où x^ clA, donne (5) les 7 premiers chiffres décimaux, à une unité du -j^ ordre décimal près .
Ainsi une somme de logarithmes ou de compléments aiithmétiques de logarithmes peut être fautive d'une quantité dont la limite est exprimée jjar autant d'unités décimales du •j^ ordre qu'il y a de parties dr.ns cette somme. De même, si, d;ins la \'ue d'obtenir une puissance d'un nombre, on multiplie son logarithme par l'exposant de la puissance, le logarithme résultant peut être fautif d'autant d'unités décimales du 7^ ordre qu'il y a d'unités dans l'exposant de la puissance. Mais il n'en est pas de même quand il s'agit d'une extraction de racine, parce que les cneurs qui affectent les logarithmes sont divisées par les indices des racines.
Seconds questio.n. — La proportion A : c? :: i '.y, d'où j-=:— , donne la va-
leur du nombre cherché, à une fraction près marquée par —•
Mais c' mm,e il est d'usage de convertir — en décimales, voyons à quel ordre
de décimales il convient d'arrêter l'opération. Pour 'cela, soit a la puissance de 10 qui doit exprimer le dénominateur de
la fraction décimale obtenue. Observons oue, dans la transformation de — en
décimales, on s'expose encore à commettre une erreur dont la limite est la moitié de l'unité de l'ordre du dernier chiffre décimal, c'est-à-dire — • On doit donc satisfaire à l'inégalité
i <-i d ou — < — 1 et, par conséquent, A>2a.
Donc A doit être au moins le double de la puissance de 10 à laquelle on s'arrête.
Cela posé :
Il résulte Je l'inspection des Tables de Callet que, jusqu'au nombre 21809, la différence tabulaire n'est pas plus faible que 200; donc, pour tous les nombres compris entre loooo et 21809, on peut, en réduisant — en décimales,
pousser l'opération jusqu'aux centièmes, et l'on est certain de l'exactitude du dernier chiffre décimal.
Passé ce terme, et jusqu'à 100 000, nombre pour lequel la différence tabulaire est .\'.\, on ne peut compter que sur l'exactitude du chiffre des dixièmes.
Defuis looooo jusqu'à 108000, comme la différence se trouve encore exprimée par 3 chiffres (dont le premier à droite représente des unités du 8^ ordre), on peut de nouveau compter sur l'exactitude du chiffre des 100"'"", puisque cette différence va de l\'i!\ à /joS, nombres plus grands que 200.
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Les Tables à 7 décimales publiées par MM. Marie et Reynaud ont l'avantage de donner, sous un format plus commode, à peu près les mêmes approximations que celles de Callet. Nous n'oserions cependant pas affirmer, à cause de leur peu d'étendue (elles ne s'étendent pas au delà de 10 000), que les deux causes d'erreur signalées ci-dessus ne donnent pas plus d'une unïié d'erreur sur le 7* chiffre décimal, lorsqu'on cherche le logarithme d'un nombre, Qi plus de deux unités d'erreur sur k: chiffre des millièmes lorsqu'on cherche le nombre correspondant à un logarithme. Mais l'emploi de ces Tables, dans leur état actuel, n'en mérite pas moins d'être recommj'udé, en raison de la petitesse de leur format.
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THÉORIE GÉNÉRALE DES ÉQUATIONS
Introduction. — Les plus cMè')res analystes se sont occupés du problème de la résolution générale des équations algébriques d'un degré quelconque à une seule inconnue ; mais jusqu'ici leurs efforts ont été infructueux par rapport aux équations d'un degré supérieur au quatrième. Cependant les recherches qu'ils ont faites à ce sujet les ont conduits à des propriétés communes aux équations de tous les degrés, et dont ils ont ensuite tiré parti, soit pour résoudre certaines classes d'équations, soit pour ramener la résolution d'une équation donnée à celles d'autres équations plus simples. Nous nous proposons, dans ce Chapitre, de faire connaître ces propriétés, et leur usage pour faciliter la résolution des équations (*).
§ I. — Divisibilité des fonctions entières. — Propriétés générales des ÉQUATIONS. — Théorie complète du plus gram) commun diviseur.
Divisibilité des fonctions entières.
230. Le développement des propriétés dont jouissent les équations de tous les degrés nous conduira à considérer les pohiiômes sous un point de vue particulier et tout différent de ceux sous lesquels nous les avons envisagés dans le premier Chapitre. Nous admettrons pour cela des expressions de la forme
kaf"-^ Bx"-'-^Cx"'-=-^.. .— Tj:^ U,
dans lesquelles m est un nombre entier positif, mais dont les coefficients A, B, C, . . . , T, U désignent des quantités qui peuvent être quelconques, c'est-à-dire entières ou fractionnaires, commensurables ou incommensurables, numériques ou algébriques. Or, dans la division algébrique, telle que nous l'avons exposée (Chap. P""), on a pour but, étant donnés deux polynômes entiers par rapport à toutes les lettres et aux nombres particuliers qui y entrent, de trouver an troisième polynôme de même espèce, (jui, multiplié par le second, reproduise le premier.
(" ) Voir la Note Y à la fin du Volume.
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Mais si l'on a deux polynômes
Ax"' -^ B j/"-' -t- C.ï^-' -;-... -H Tx -+- U , A'u;''-+- B'x"-' + C'J.-"-'-. . . . -- T'.r ^ U',
qui ne soient nccessnircmcnt entiers que par rapport à .r, et dont les coefficients A, B, C, ..., A', B', C, ... soient quelconques, on peut se proposer de trouver un troisième polynôme, de môme forme et de môme nature que les deux précédents, (jni, multiplié par le second, reproduise le premier.
Le procédé puur effectuer cette division est analogue à celui dj la division ordinaire; mais il y a cette différence que, dans celle-ci, le premier terme de chaque dividende partiel doit être exactement divisible par le premier terme du diviseur; au lieu (jue, dans la nouvelle espèce de division, on divise le premier terme de chaque dividende partiel (c'est-à-dire la partie affectée de la plus haute jouissance de la lettre principcde ) par le premier terme du diviseur, sans s'inquiéter si le coefficient du quotient partiel correspondant est entier ou fractionnaire, et l'on continue l'opération jusqu'à ce (pie Pon obtienne un quotient qui, multiplié par le diviseur, anéantisse le dernier dividende partiel, auquel cas la division proposée est dite exacte ; ou bien, jusiiu^h ce que Von parvienne h un reste de plus faible degré rpie celui du diviseur, par rapport à la lettre principale ; et, dans ce cas, la division est regardée comme impossible, puisque, en poussant plus loin l'opération, on obtiendrait des quotients dans lesquels la lettre principale serait affectée d'exposants négatifs, ou entrerait dans le dénominateur; ce qui serait contre la nature de la question, puisque le quotient doit être de même forme que les polynômes proposés, c'est-à-dire composé d'un nombre limité àe termes affectés d'exposants entiers et positifs.
Pour distinguer les poljTiômes entiers par rapport à une lettre, la lettres: par exemple (les coefficients étant d'ailleurs quelconques), des polynômes ordinaires, c'est-à-dire des polynômes entiers par rapport à toutes les lettres et aux nombres particuliers, qui y entrent, nous conviendrons de désigner les premiers sous la dénomination de fonctions entières de ar; et nous appellerons diviseurs relatifs de ces polynômes d'autres fonctions entières de x qui les divisent exactement dans le sens que nous venons d'établir.
231. Il résulte de ces définitions que, si une fonction entière a pour diviseur relatif une autre fonction entière, le produit de ce diviseur par un facteur quelconque indépendant de la lettre principale est encore un diviseur relatif de la première fonction.
DIVISIBILITÉ DES FONCTIONS ENTIÈRES
En effet, supposons que l'on ait
Soit K un facteur quelconque indépendant de ^; on a nécessairement
Or le second membre de cette identité est une fonction entière de x ; donc
K(A'ar"-i- B'o;"-' -f-. . .) est diviseur relatif de kaf-^ B^'"-'-;-
Cela revient à dire que, tout diviseur relatif du produit
K(Aar"'+B^«-'^-...-;-V),
K étant un facteur indépendant de x, doit être aussi un diviseur relatif de la fonction Ax'" -f- Ex'""' -i- . . . .
Cela posé, nous allons d'abord établir sur la divisibilité des fonctions entières quelques principes analogues à ceux qui ont été démontrés, en Arithmétique, sur les nombres entiers, parce qu'ils nous seront trèsutiles dans la recherche des propriétôs relatives aux équations.
232. Premier principe. — Toute fonction entière px-^ q du premier degré en .r, qLÙ divise exactement le produit F x F' de deux autres fonctions entières, divise nécessairement Vune d'elles.
Pour démontrer ce principe, supposons que F ne soit pas divisible par/) a; H- 7; nous allons prouver qu'alors F' le sera nécessairement. En effet, en divisant F par px -1- ^7, suivant le procédé ordinaire, on parviendra à un reste qui ne contiendra plus x. Soient Q le quotient de cette division, et R le reste; on a l'équation identique
F = (/^x + ry)Q~^R,
laquelle, multipliée par F', donne
F X F'= [px H- v)QF'-h RF.
Or, par hypothèse, F x F' est divisible par px + q ; ainsi le quotient du second membre par px -f- q doit se réduire à une fonction entière de .r, ce qui exige que RF', et par conséquent F' (231), soient divisibles par
px-\-q.
233. Conséquence. — Toute fonction entière, D, du prenner degré en X, qui divise exactement le produit F x F' x F" x . . . de m fonctions entières, divise nécessairement l'une de ces fonctions.
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Car si D ne divise pas F, il doit diviser le produit F' x F" x . . . . en vertu de ce qui vient d'être dit; s'il ne divise pas F', il doit diviser F" X F'" X ... ; et ainsi de suite. D'où l'on voit que D, ne divisant aucun des (w — I) premiers facteurs, doit du moins diviser le m"""'.
On déduit de là, comme cas particulier, que D ne peut diviser F" sans «liviser F {D étant un diviseur relatif du premier degré, et F une fonction entière quelconque).
234. Second principe. — Soit une fonction entière F, résultant de la multiplication d'un nombre quelconque de fonctions entières F', F", F'",.- • (dont quelques-unes peuvent être égales). Cette fonction entière F ne saurait avoir (232) pour diviseurs relatifs du premier degré en x que ceux qui entrent dans les fonctions F', F", F'",. . . ou (231 ) des produits de ces diviseurs relatifs par des facteurs indépendants de x.
Nous pouvons actuellement passer à l'exposition des propriétés communes à toutes les équations.
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235. Toute équation complète du degré m [m étant un nombre entier et positif) peut, par la transposition des termes et aprè- la division des deux membres par le coefficient de af", être ramenée à la forme
ar'"-h Pa^-'-HQ^"-='-i-.-..-4-Ta:H-U = o;
P, Q, R,. . . , T, U étant des coefficients pris dans le sens algébrique le plus général.
Cela posé, on appelle racine de cette équation (97) toute expression, de quelque nature qu'elle soit, c'est-à-dire numérique ou algébrique, réelle ou imaginaire, qui, substituée à la place de x dans l'équation, rend son premier membre égal à o.
23G, Une équation pouvant, en général, être considérée comme la traduction algébrique des relations qui existent entre les données et l'inconnue d'un problème, on est conduit naturellement à ce principe, que toute équation a au moins une racine. A la vérité, les conditions de l'énoncé peuvent être incompatibles ; mais alors on doit supposer que l'on serait averti par quelque symbole d'absurdité, tel qu'une formule renfermant, comme opération nécessaire, l'extraction d'une racine de degré pair d'une quantité négative; et il n'en existerait pas moins une expression qui, mise à la place de x dans l'équation, y satisferait. Nous admettrons
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donc ce principe, que nous aurons d'ailleurs occasion de vériGer, par la suite, pour la plupart des équations (*).
Voici maintenant une nouvelle proposition que l'on peut regarder comme la propriété fondamentale de la théorie, des équations.
Première propriété
Si n est une racine de l'équation
le premier membre de cette équation est divisible par [x — a\\ et, réciproquement, si un facteur de la forme [x — a) divise le premier membre de la proposée, a est une racine de cette équation.
En effet, essa^^ons la division, et voyons ce qui doit avoir lieu quand on pousse l'opération jusqu'à ce que l'exposant de x devienne o dans le premier terme du dividende.
(Cette opération est de la nature de celles dont nous avons parlé ( 230), puisque a, F, Q, . . . sont de nature quelconque.)
-Tx-^Ulr — «
-^Va
.C"-'-!-fl
-^Vn
-r-Vcf"-^
Pour peu qu'on réfléchisse sur la manière dont s'obtiennent les quotients partiels, on reconnaît, d'abord par analogie, et ensuite par un moyen déjà employé plusieurs fois (31 et 86), une loi de formation pour les coefficients de ces divers quotients; et l'on peut en conclure : i" qu'il doit y avoir m quotients partiels; a° que le coefficient du w'""""^ quotient, c'est-à-dire de x", doit être
cf-
Va"
Qa'"-^-^.
T étant le coefficient de l'avant-dernier terme de la proposée.
Donc, en multipliant le diviseur par ce quotient, et soustrayant le produit du di\idende, on obtient pour reste
Qrf'-'-
(*) JI. Cauchy a donné, dans ses Leçons à l'École Polvlechnique, une démonstration de cette proposition; mais nous ne la croyons pas de nature à trouver place dans ces Eléments; d'autant plus que, dans notre opinion, elle n'est pas exempte de quelques objections.
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Or, par liypolhèsc, n esl racine de l'r'qualion; donc ce reste est nid, puisqu'il n'est autre chose que le résultat de la substitution de n à la place de .r dans l'équation; ainsi la division se fait exactement .
Réciproquement, si {x — a) est diviseur exact de x"M- P.f"-' -^. . .. !e reste «'"-h Pa'""' -:- ... doit ôLre nid; ainsi (23o) a est racine de l'équation.
238. Remarque. — En jetant les yeux sur le quotient de la division effectuée dans le numéro précédent, on aperçoit pour les coefficients la loi suivante : Chaque coefficient s'obtient en multipliant celui qui le précède par la (pianiité «, et ajoutant au produit celui des coefficients de rèquation proposée, qui occupe le même rang que le ternie du (juoticnt qiion veut obtenir.
Ainsi le coefficient du 3° terme, a'' -f- Va -î- Q, est égal à [a -.- \'] a ---Q, ou au produit du coefficient précédent <? -i- P par la quantité «, augmenté du coefficient Q du 3'' terme de Téquation proposée.
Le coefficient du 4* terme serait
a'~r-?a-^Q]a-i-K, ou a'-h'Pa'-h Qa ^J{.
Nous aurons quelquefois besoin de rappeler cette loi, qui d'ailleurs est facile à retenir.
239. Seconde propriété. — Toute équation à une seule inconnue a autant de racines qu'il j' a d^ unités dans V exposant de son degré, et ne peut en avcir davantage.
Soit .r"'-f- Pjc^-'-t- Qx^-^-^. . .^Tx ~\] = o l'équation proposée.
Puisque (23fi) toute équation a au moins une racine, si l'on désigne par a la racine que l'équation précédente comporte nécessairement, son premier membre est (237) divisible par (,r — a); et l'on a l'identité
(i) X'" -h Vx^-' -^ . . . = [x — a) [x"'' -i- V x-^-^ -h . . .].
Mais en posant
on obtient une autre équation qui a au moins une racine. Soit b cette racine, on a ( -loi )
égalité qui, multipliée membre à membre par l'égalité (i), donne
(2) x^-^ P.c"— ^... = [x — a)[x~b) [x^-'-h PV-' -1- . . . ).
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Raisonnant sur le polynôme x"'-^-i- PV-'h- — comme sur le précédent, on a encore
a:'"-=-i- PV"-'-^. . .= (.r — f ) (.r"-' -l- V"'x"'-' -i- . . .),
égalité qui, multipliée par l'égalité (a), donne
Remarquons maintenant que, pour chaque facteur du premier degré en X, mis en évidence, le degré de x dans le polynôme-quotiei.t diminue d'une unité. Ainsi, lorsqu'on aura fait ressortir {/ii — 2) facteurs du premier degré, Texposant de .r sera réduit à w — ' m — a"» ou 2; c'est-à-dire qu'on obtiendra un polynôme du second degré en x^ qui (97) est luimême décomposable dans le produit de deux facteurs du premier degré {x — II) [x— /). Or, comme on aura déjà mis en évidence (m — 2I facteurs du premier degré, il s'ensuit que finalement on a l'identité
dont le second membre est le produit de ni facteurs du premier degré en X.
Cela posé, puisqu'à chaque diviseur du premier degré en x correspond nécessairement (237) une racine à& la proposée, i! s'ensuit que les m facteurs du premier degré x — a. x — b, x — c,. . . donnent, pour la proposée, m racines a, b, c,. . .. Donc, etc.
Il résulte d'ailleurs évidemment du principe établi (234), que le polynôme x"' ~i- V x"'~^ -h . . . ne peut avoir d'autres diviseurs relatifs du premier degré que x — a, x — b,. . . , x — A, x — l, on le produit de l'un de ces diviseurs relatifs par un facteur quelconque indépendant de .r. Donc l'équation elle-même ne peut avoir pour racines que a, b, r,. . ., /■, /, qui sont les seules qu'on puisse tirer des équations
ou, plus généralement, des équations
(M, M', M", . . . étant des facteurs indépendants de x).
Donc, enfin, toute écjuation du degré ni a m racines, et ne saurait en avoir davantage .
240. Remarque. — Il existe des équations qui , en apparence, admettent moins de racines qu'il n'y a d'unités dans l'exposant de leur degré. Ce sont celles dont le premier membre a plusieurs facteurs égaux : telle
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serait l'équation
qui n'a que quatre racines différentes «, b, r, ri, quoiqu'elle soit du dixième degré.
Il est évident qu'aucune quantité a différente de a, b, c, d ne peut la vérifier. Car l'existence de cette racine a entraînerait celle du diviseur (x — a) dans le premier membre, ce qui est impossible en vertu du principe établi (23i).
Mais la proposée n'en a pas moins lo racines, dont 4 sont égales à a, 3 égales à i, a égales à r, i égale à d.
Nous verrons par la suite que ces sortes d'équations sont plus faciles à résoudre que celles dont les racines n'ont entre elles aucune relation déterminée.
2 il. Conséquence de la seconde propriété.
Le premier membre de toute équation du degré m ayant m diviseurs du premier degré de la forme
si l'on multiplie ces diviseurs deux à deux, trois à trois,. . . , on obtiendra ainsi autant de diviseurs relatifs du second, du troisième,. . . degré en X, que l'on peut former de combinaisons différentes avec w quantités prises deux à deux, trois à trois,. ... Or ces nombres de combinaisons
sont, comme on 1 a vu ( 14/ ), exprimés par m . m — — — ; • • ■ ;
et les produits obtenus sont d'ailleurs (234) les seuls diviseurs du môme degré que le premier membre de la proposée puisse avoir, à moins que l'on ne considère ensuite les produits de ces diviseurs relatifs par des facteurs indépendants de x.
Ainsi la proposée admet m — diviseurs du second degré,
m — diviseurs du troisième degré; et ainsi de suite.
242. Composition des équations. — Si, dans l'équation identique xT-^ Px"-' -^. . .:=[x ~ a)[x - b)[x — c). . .[x — /),
on effectue la multiplication de m facteurs du second membre (148), et que l'on compare, terme à terme, les deux membres, on parviendra aux relations suivantes entre les coefficients P, Q, R, . . . , T, U, et les ra-
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cines <?, b, c,. . ., A-, l de la proposée, savoir :
— a — h — c — ...— k~l = Y, ou
<-/ 4- /; -f- c -+- . . . -t- /{• -4- / = — P ; rtZ' -i- «c H- . . . -f- ^ 7 = + Q — abc ~ abd — ...— ///= R, ou abc -+- abd -i- . . . -i- /// = — R ;
dr abcd . . . // == U, OU abcd . . . // = zb U.
(On a placé un double signe dans la dernière relation, parce que le produit — a X — b x — <:x...x — /est -+-ou — abcd. . . kl, suivant que l'équation est de degré pair ou de degré impair.)
Donc :
1° La somme algébrique des racines, prises en signes' contraires, est égale nu coefficient du second terme ; ou bien, la somme algébrique des racines, prises avec leurs signes, est égale au coefficient du second terme, pris en signe contraire.
1° La somme des produits deux à deux des racines, prises avec leurs signes, est égale au coeffiicient du troisième terme.
"y La somme des produits trois a trois des racines, prises en signes contraires, est égale au coeffiicient du quatrième terme; ou bien, la somme des produits trois à trois des racines, prises avec leurs signes, est égale au coeffiicient du quatrième terme, pris en signe contraire.
Et ainsi de suite.
Enfin, le produit de toutes les racines, prises avec leurs signes ou en signes contraires, est égal au dernier terme; ou bien, le produit de toutes les racines, prises avec leurs signes, est égal au dernier terme de Inéquation, pris avec son signe si l'équation est de degré pair, et avec un signe contraire si l'équation est de degré impair.
Les propriétés démontrées (98), par rapport aux équations du second degré, ne sont que des cas particuliers de celles qui viennent d'être établies. Le dernier terme, pris avec son signe dans ces équations, est égal au produit des racines elles-mêmes, parce que l'équation est de degré pair.
N. ^. — On a supposé, dans tout ce qui précède, le coefficient du premier terme égal à l'unité. S'il en était autrement, il faudrait, avant d'établir les relations ci-dessus entre les coefficients et les racines, diviser toute l'équation par ce coefficient.
243, C'est ici le lieu d'établir deux propositions dont nous aurons plus d'une fois à faire usage par la suite.
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Soit l'équalion la plus générale du m""" degré
A^-"' -H Bj:™-' -:-...-+- Ha:™-"+'-i-K^-"-"-;-. ..
-1- ÎS x" --■ P j:"~' -j- . . . -i- T j: -^ U — o ;
A, B, . . . , II, K , X, P , T, U étant des quantités algébriques quelconques. (Le terme "isx" a n termes après lui, et le terme Ko,"'-" en a n avant lui.)
Cela posé, il peut arriver que des hypothèses rarticulicres faites sur les données qui ont conduit à l'équation proposée anéantissent, soit les II derniers termes, à partir du terme P.r"-' jusqu'à la fin, soit les n premiers termes, jusqu'au terme Hjr"'-"+' inclusivement. Or je dis que, dans le premier cas, l'équation a un nombre n de racines nulles, et que, dans le second, elle n un n'ambre n de racines infnies.
En efifet, dans le premier cas, l'équation prenant alors !a forme
od'ykc^-"-^ B.r'"-"-' -^ . . . — X) = o,.
on peut y satisfaire en posant,
soit .r" = 0, soit Ax"'-" + B.r""'"-' -^ . . . -^ N = o ;
cr la première hypothèse donne n racines nécessairement nulles (239), et la seconde {m — n) racines qui peuvent être quelconques.
Quant au second cas, faisons, comme au n° 192, x =- dans l'équation
proposée.
Il vient, après la disparition des dénominateurs,
Uj'- -- Tj"- -T- . . . - \y -.- A = o, ■
équation dont les n derniers coefficients sont, par hypothèse, égaux à zéro, et qui a par conséquent n racines nulles; donc, à cause de la relation X = -5 léquation proposée à n racines infinies. c. q. f. d.
Introduction. — En réfléchissant sur les propriétés précédentes, on aperçoit une très-grande analogie entre la recherche des diviseurs relatifs du premier degré d'une fonction entière de x et la résolution d'une équation. En effet, il résulte de la propriété du n° 239, que tout polynôme
A j:" -4- B j^"-' -r- Cx"'-= ^ . . . ^ Tu- -^ U
est décomposablc en m f^.cteurs du premier degré en x; or, pour obtenir cette décomposition, il suffirait d'égaler le polynôme à zéro, et de ré-
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soudre l'équation par rapport à .r; et réciproquement, si l'on connaissait les facteurs du premier degré en x qui composent ce polynôme, on connaîtrait par là môme les racines.
Si l'on a besoin de savoir résoudre une équation pour obtenir les diviseurs relatifs d'un polynôme, cela n'est pas nécessaire pour obtenir ce que l'on appelle le plus grand cmnnmn diviseur relatif de deux fonctions entières. Les analystes ont même tiré parti de cette dernière question pour la résolution de certaines classes d'équations. Ainsi, avant de pénétrer davantage dans la théorie des équations, il est nécessaire que nous complétions la recherche du plus grand commun diviseur, question qui n'a été qu'ébauchée dans le premier Chapitre.
Nous traiterons d'abord le cas de deux fonctions entières de x] après quoi nous considérerons celui où les deux polynômes sont entiers par rapport à toutes les lettres et aux coefficients.
2i'K Le plus grand cnmmun diviseur relatif ÙQ deux fonctions entières de X est le polynôrae du plus haut degré en x, qui divise à la fois les deux polynômes proposés.
Il résulte évidemment de cette définition que, quand les deux polynômes ont été divisés par leur plus grand commun diviseur, les quotients résultants ne doivent plus renfermer aucun facteur commun en x\ car, s'il en existait un, le produit de ce facteur par le diviseur déjà considéré serait de degré plus élevé en x que ce diviseur, et serait encore diviseur relatif des deux polynômes.
Cela posé : soient c/, d\ d" les seuls facteurs du premier degré en .r, com.muns à deux fciictions entières, et supposons que «, /?, q soient les expesants des puissances de ces facteurs, communes aux deux polynômes. 11 est évident que le produit d''d'''d"'' est un diviseur relatif commun aux deux polynômes. Je dis, de plus, que c'est leur plus grand commun diviseur relatij ; car il résulte du principe établi (234) que les autres diviseurs relatifs communs ne peuvent être que des produits 2 à 2, 3 à 3,... des diverses puissances de c/, <-/', d\ dont les exposants sont tout au plus égaux h. n^ p^q.
Nous pouvons donc établir, comme premier principe : 1" que le plus grand commun diviseur relatif de deux fonctions entières est le produit des plus hautes puissances de tous les diviseurs du premier degré en .r, communes aux deux polynômes; 1° que tout diviseur relatif commun à deux fonctions entières divise nécessairement leur plus grand commun diviseur relatif.
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jV. B. — On pourrait encore former une infinité do diviseurs relatifs communs, do même degré, en x, que d" x cVx cl'"' ; mais ce serait (231 ) en multipliant celui-ci par des facteurs indépendants de x.
2-i5. Second principf.. — Le plus grand commun diviseur relatif de deux jonctions entières est le mcnic que celui (jui existe entre le polynôme du plus faible degré et le reste de leur division, ou, du moins, // n'en diffère que par un facteur indépendant de x.
En effet, soient A et B les deux polynômes, D leur plus grand commun diviseur relatif, Q et R le quotient et le reste de leur division, D' le plus grand commun diviseur relatif de B et de R; on a l'égalité
d'où Ion déduit, en divisant alternativement par D et D',
ABQ R .ABQ R D-"D "^D' ^^ D'" D' "^D''
D'abord, D étant diviseur relatif de A et de B , il s'ensuit qua
è et -^ sont des fonctions entières de x\ ainsi il doit en être de même
de -; c'est-à-dire que D est diviseur relatif de B et de R. Donc, d'après
le PREMIER PRINCIPE, D dolt divlser D' qui est le plus grand commun diviseur relatif entre B et R.
De même, D', diviseur relatif de B et de R, l'est aussi de BQ et de R, et, par conséquent, de BQ -+- R, ou de A. Ainsi D', diviseur relatif de A et de B, doit diviser D, qui est le plus grand commun diviseur relatif entre A et B.
Les deux polynômes D et D' sont donc réciproquement divisibles l'un par l'autre, ce qui exige qu'ils soient de môme degré, et, par conséquent (244), qu'ils soient identiques ou ne diffèrent l'un de l'autre que par un facteur indépendant de x.
246. De ces deux principes résulte le procédé suivant pour trouver le plus grand commun diviseur relatif de deux fonctions entières.
Divisez le polynôme du plus haut degré en x par le second; si la division se fait exactement, le second polynôme est le plus grand commun diviseur cherché. Si vous obtenez un reste, divisez le second polynôm^ par le reste; en supposant que cette division se fasse exactement, le reste est le plus grand commun diviseur entre ce reste lui-même et le second polynàne, et, par conséquent, aussi entre les deux polynômes proposés. Si vous obtenez un second reste, divisez le premier reste par le second.
et continuez ainsi Vopération jusqu'à ce que vous pan'cniez à un reste qui divise exactement le reste précédent, et qui sera alors le plus grand commun dii'iseur cherclié.
Lorsque, en appliquant le procédé ci-dessus, on parvient à un reste indépendant de x^ on peut en conclure que les deux polynômes proposés sont premiers entre eux, en ce sens qu'ils n'admettent aucun diviseur commun en x\ car le plus grand commun diviseur relatif, divisant (245) le reste de chaque division, devrait aussi diviser le reste indépendant de x auquel on est parvenu, ce qui est impossible.
Nous verrons (259) les modifications que l'on peut, dans la pratique, apporter à ce procédé, lorsqu'on l'applique à une certaine classe de polynômes.
247. Soit maintenant à déterminer le plus s;rand commun diviseur relatif de plusieurs fonctions entières A, B,C,E,....
Appelons D le plus grand commun diviseur entre A et B, D' le plus grand commun diviseur entre D et C; je dis que D' est aussi le plus grand commun diviseur de A, B, C.
En effet, le plus grand commun diviseur de A, B, C, devant diviser A et B, divise leur plus grand commun diviseur D; d'ailleurs il divise aussi C : ainsi il doit diviser D', qui est le plus grand commun diviseur de D et de C ; il ne peut donc être d'un degré plus élevé que D'. Mais D' est évidemment diviseur commun aux trois polynômes A, B, C; donc, enfin, D est leur plus grand commun diviseur.
On prouverait d'une manière analogue que le plus grand commun diviseur D", entre D' et E, est le plus grand commun diviseur entre A, B, C, E ; et ainsi de suite.
N. B. — Dans les applications, on commence par chercher le plus grand commun diviseur entre les deux polynômes du plus faible degré, puis entre celui qu'on a ainsi obtenu et le troisième polynôme le plus simple, sous le rapport du degré; etc.
248. En résumant les règles précédentes, on voit que, par une suite de divisions algébriques, on peut toujours obtenir le plus grand commun diviseur relatif entre deux ou plusieurs polynômes en x, quelle que soit la nature des coefficients des diverses puissances de la lettre principale.
On peut encore observer que, toutes les fois qu'on opère sur des polynômes rationnels, c'est-à-dire sur des polynômes qui ne renferment aucun, signe d'extraction de racine, l'application du procédé conduit à des quotients et à des restes qui peuvent être entiers ou fractionnaires, mais qui sont essentiellement rationnels. Ainsi le plus grand commun diviseur relatif auquel on parvient par ce procédé ne peut être cpie rationnel. Mg. D 23
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DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR ALGEBRIQUE ORDINAIRE
2i9. Les polynômes que nous allons maintenant considérer seront de la nature de ceux sur lesquels nous avons opéré dans le premier Chapitre; et nous les appellerons des polynômes rationnels et entiers, parce que leur caractère consiste en re que, composés d'un nombre limité de termes, comme \qs fonctions entières, ils ne renferment dans leur expression aucun des deux signes de la division ou de l'extraction des racines; c'est-à-dire que les coefficients numériques ou algébriques sont entiers, et qu'irn'entre dans ces polynômes que des exposants entiers et positifs pour toutes les lettres.
Un polynôme rationnel et entier est à\i facteur ou diviseur d'un second polynôme de môme nature, lorscfCil existe un troisième polynôme rationnel et entier qui, muliiplié par le premier, peut reproduire le second; et c'est par le procédé de la division algébrique ordinaire qu'on reconnaît si le premier polynôme est facteur du second.
Tout polynôme rationnel et entier est dit premier lorsqu'il n'a pas d'autre diviseur rationnel et entier que lui-même et l'unité qui est diviseur de toute quantité entière; et deux polynômes rationnels et entiers sont dits premiers entre eux, lorsqu'ils n'admettent aucun facteur commun rationnel et entier, autre que l'unité.
2a0. Ces définitions étant bien comprises, nous regarderons comme démontrée la proposition suivante (*) : Tout polynôme premier P [rationnel et entier) qui divise exactement le produit A x B de deux autres polynômes rationnels et entiers doit nécessairement diviser l'u/i de ces polynômes. Et voici les conséquences qu'on peut en tirer :
Premièrement. — Concevons qu'un polynôme rationnel et entier A soit déjà décomposé dans le produit de plusieurs facteurs premiers, numériques ou algébriques, mais rationnels et entiers, et que l'on ait
A = PP'P"P"'...P
(plusieurs de ces fadeurs premiers pouvant être égaux entre eux).
Il résulte de la proposition qui vient d'être énoncée qu'aucun polynôme premier p, dilférent de P, P', P", . . ., P", ne peut diviser A; car, pour diviser A, il faut que p divise P x PP'P". . . P"; or, s'il est différent de P, il ne peut le diviser, puisque P est premier, et il doit, par conséquent, diviser P'P". ..P". Par la môme raison, si p est difTérenl
(*) f'oir, pour la démonstration, la Note qui est à la fin du Chapitre VIII.
de P', il doit diviser P"?'".. . P", et ainsi de suite; d'où l'on conclurait que p doit être égal au dernier fadeur P", ce qui est contre l'hypothèse. Ainsi les seuls facteurs rationnels et entiers que A puisse renfermer sont les facteurs P, P', P".. . ., P", dans lescpiels A est déjà décomposé, ou les produits de ces factew s deux a deux, trois à trois, etc.
2ul. Secondement. — Soient A et B deux polynômes rationnels et entiers, D leur plus grand commun diviseur, c'est-à-dire (34) le polynôme le plus grand par rapport aux exposants et aux coefficients, qui divise exactement les deux polynômes donnés. Si l'on désigne par A' et B' les quotients respectifs de leur division par D, on a (môme numéro) A = A'D, B = B'D, A' et B' étant premiers entre eux.
Cela posé, tout diviseur premier d, commun aux deux polynômes, ne pouvant diviser en même temps A' et B', doit, en vertu de la proposition fondamentale (2o0), diviser D. Il est d'ailleurs évident que tout facteur premier qui divise A sans diviser B, ou vice versa, ne saurait diviser D.
Donc le plus grand commun diviseur de deux polynômes rationnels et entiers contient, comme facteurs, tous les diviseurs particuliers communs aux deux polynômes, et ne peut en renfermer d'autres.
C'est le premier principe du n" 35 a| pliqué à deux polynômes rationnels et entiers.
2o2. Troisièmement. — Soient A et B deux polynômes rationnels et entiers; r/, d', d",... les facteurs premiers (rationnels et entiers) communs aux deux polynômes; «, />, q,.-. les exposants des plus hautes puissances de ces facteurs, communes aux deux polynômes ; et supposons, pour fixer les idées, que ces facteurs soient au nombre de quatre. On a les deux égalités
A" et B" étant premiers entre eux; car, s'il en était autrement, c'est quo l'on n'aurait pas mis en évidence tous les facteurs premiers communs.
Cela posé, je dis que l'on a, en désignant par D le plus grand commun diviseur entre A et B,
0 = d"d'Pd"'d"".
En effet, il est évident d'abord que ce produit d" d'^ d"'' d'"" est diviseur commun des deux polynômes. De plus, c'est le plus grand qu'on puisse obtenir, puisque (2o0) les autres facteurs ne peuvent être que les produits, deux à deux, trois à trois,. .. des diverses puissances de<-/, d\d\ d'", dont les exposants sont tout au plus égaux à n, p, </, r. [C'est la proposition déjà démontrée (244) pour le plus grand commun diviseur relatif.]
U résulte de là que deux polynômes rationnels et entiers ne peuvent avoir (ju'un seul plus grand commun diviseur, c'est-à-dire un seul diviseur commun, dims lequel les coefficients et les exposants soient les plus grands possibles, tandis que deux fonctions entières ont uni' infinité de plus grands communs diviseurs relatifs (24i-).
253. Quatrièmement. — On peut, sans aucun inconvénient, introduire ou supprimer, dans l'un des polynômes A ou B, tel j acteur rationnel et entier que Von juge à propos, pourvu que ce facteur ne se trouve pas déjà dans l'autre polynôme. Car il est évident que le plus grand commun diviseur entre les deux nouveaux polynômes reste le même qu'entre les polynômes proposés, puisqu'il doit se composer des mêmes facteurs.
2o4. Cinquièmement. — Passons à la démonstration du second principe établi (3b).
Observons d'abord que les deux polynômes A et B peuvent toujours être supposés tels, qu'après les avoir ordonnés par rapport à une de leurs lettres communes, «, et avoir divisé le polynôme du plus haut degré, A par exemple, par le second B, on ait obtenu un quotient entier et un reste de même nature, dans lequel le plus haut exposant de a soit moindre que celui du diviseur.
En effet, pour que, dans chacune des opérations partielles, le quotient soit fractionnaire, il faut que le coefficient du premier terme de chaque dividende partiel ne soit pas exactement divisible par le coeflicient du premier terme du diviseur ; et alors le dénominateur du quotient partiel est ce dernier coefficient lui-même, ou l'un des facteurs de ce coefficient. Or il peut se présenter trois cas : ou ce coefficient divise en même temps les coefficients des autres puissances de a qui entrent dans le diviseur; ou il a des facteurs communs avec tous ces coefficients; ou bien il a, avec quelques-uns seulement, des facteurs communs qui n'entrent pas dans les autres. (On dit, dans ce dernier cas, que tous les coefficients sonf premiers entre eux.)
Dans les deux premiers, B contiendrait, comme facteur, ce coefficient, ou l'un des facteurs de ce coefficient ; et ce facteur ne se trouvant pas dans le dividende, il ne saurait (2SJ ) faire partie du plus grand commun diviseur entre A et B. Ainsi (253) on pourrait le supprimer d'avance dans B; et la question serait ramenée à rechercher le plus grand commun diviseur entre A et le résultat B' provenant de la suppression de ce facteur.
Dans le troisième cas, on pourrait multiplier le dividende A par le mul' tiple le plus simple des dénominateurs des quotients fractionnaires obtenus, lequel multiple serait nécessairement premier avec B. Le produit
de A par ce multiple ayant (253) avec B le même plus grand commun diviseur que celui qui existe entre A et B, on pourrait alors opérer sur ce produit A' et sur B, comme sur les deux polynômes primitifs, et Ion serait alors certain d'avoir des quotients entiers.
Nous pouvons donc admettre h priori que les polynômes A et B satisfassent à la condition ci-dessus énoncée.
Cela posé, je dis que le plus grand commun diviseur ei2tj-e A e^ B est le même que le plus grand commun diviseur entre B e^ R, R désignant le reste de leur division poussée jusqu'à ce que le reste soit de degré moindre que B par rapport à la lettre principale a.
En effet, soient D le plus grand commun diviseur entre A et B, et D' le plus grand commun diviseur entre B et R; on a l'égalité
(Q et R étant des polynômes entiers) ; d'où, divisant d'abord par D et ensuite par D',
AB xQ R A B X Q R_
Ces deux dernières égalités prouvent ;
1° Que D divisant A, B, et, par conséquent, B x Q, divise aussi R; ainsi D, diviseur commun de B, R, divise (2ol) D', qui est \q plus grand commun diviseur de B et de R ;
2" Que D' divisant R, B, et, par conséquent, B x Q, divise aussi A; ainsî D', diviseur commun de A, B, divise D, qui est le plus grand commun diviseur entre A et B.
Puisque D et D', divisés réciproquement l'un par l'autre, doivent donner ues quotients entiers, ces quotients ne peuvent être que l'unité; et l'on a
2o.5. Il nous reste encore à faire une remarque propre à nous guider dans la question qui nous occupe.
Soit A un polynôme rationnel et entier que nous supposons ordonné par rapport à l'une des lettres qui y entrent, a par exemple.
Si ce polynôme n'est pas premier (2i9), c'est-à-dire s'il est décomposable en facteurs rationnels et entiers, il peut être regardé comme le produit à.Q trois facteurs principaux, savoir :
1° Viun monôme A, commun à tous les termes de A (ce facteur se compose du plus grand commun diviseur qui existe entre tous les coefficients numériques, multiplié par le produit des facteurs littéraux communs à tous les termes);
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2° D'un polynôme A, indépendant de ^/, lequel doit (30) se trouver facteur commun à tous les coefficients des diverses puissances de a dans les polynômes ordonnés ;
3° \yun polynôme A, dépendant de n, et dans lequel les coefficients des diverses puissances de a sont premiers entre eux (S.'Ji), en sorte que l'on a
A =^ A, Aj A3.
Quelquefois l'un des facteurs A,, A^, ou tous les deux, se réduisent à l'unité; mais, du moins, telle est la forme la plus générale d'un polynôme rationnel et entier ordonné par rapport à a.
Il résulte de là que, quand il existe un plus grand commun diviseur D entre deux polynômes rationnels et entiers A et B, on a également
D, désignant le plus grand facteur monôme commun, Dj le plus grand facteur polynôme indépendant d'une lettre commune «, et D3 le plus grand facteur polynôme dépendant de cette lettre.
Voici d'ailleurs le moyen d'obtenir D, :
On cherche tV abord le facteur monôme A, commun à tous les termes de A. Ce facteur est, en général, composé de facteurs littéraux qui se découvrent à la simple inspection des termes, puis d'un coefficient nunaérique que l'on obtient en appliquant aux divers coefficients numériques de A le procédé établi en Jritlimctiqur (152) pour trouver le plus grand commun diviseur entre plusieurs nombres à la fois.
On cherche de même le facteur monôme B, commun à tous les termes de B; puis on détermine le plus grand diviseur D, commun à A, et B,.
Ce diviseur D, est mis à part, comme formant le premier fadeur du commun diviseur cherché. On supprime d'ailleurs les facteurs A, et B, dans les deux polynômes proposés ; et la question est ramenée à chercher le plus grand commun diviseur entre deux nouveaux polynômes A' et B' débarrassés de tout facteur monôme. C'est donc à deux polynômes de cette espèce qu'il convient d'appliquer le procédé dont nous allons donner le développement.
2o6. Il peut se présenter plusieurs circonstances, eu égard au nombre des lettres que A' et B' renferment.
1° A' et B' ne renfermant qu'une seule lettre a. S*
Si l'on ordonne A' et B' par rapport à a, les coefficients seront néces-
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sairement premiers entre eux, puisqu'ils sont numériques, et qu'on a déjà retiré les facteurs monômes. Ainsi, dans ce cas, il n'y a lieu à rechercher que le plus grand facteur commun dépendant de «r, savoir Dj (âoa).
Pour l'obtenir, on commence (2oi) par préparer le polynôme du plus haut degré, de manière que son premier terme soit exactement divisible par le premier terme du diviseur. Cette préparation consiste à multiplier tout le dividende par le coefficient du premier terme du diviseur, ou par un facteur de ce coefficient, ou (3G) par une certaine puissance de ce coefficient, afin de pouvoir exécuter plusieurs opérations de suite sans nouvelles préparations.
0/1 effectue alors la division , et l'on pousse l'opération jusqu'à ce quon obtienne un reste de plus faible degré cpœ le polynôme qui a servi de diviseur.
On cherche si, entre les coefficients de ce reste (qui ne peuvent être que des nombres), il n'existerait pas un facteur commun ([u'on aurait soin de supprimer, comme ne pouvant faire partie du plus grand commun diviseur cherché; après quoi, on opère sur le second polynôme et sur le reste, comme on a opéré sur les deux polynômes A' et B'.
On continue cette série d^ opérations jusqu à ce que l'on soit parvenu à un reste diviseur exact du reste précédent, auquel cas ce reste diviseur est le plus grand commun diviseur D3 qui existe entre A' et B'; et D, X D3 exprime alors le plus grand commun diviseur entre A et B ; ou \ÀQVi , jusqu' h ce qu'on trouve un reste indépendant de a, c'est-à-dire numérique, et c'est un signe certain que les deux polynômes A' et B' sont premiers entre eux.
1° A' et B' renfermant deux lettres a et b.
Après avoir ordonné ces polynômes par rapport à a, il faut d'abord procéder à la recherche du facteur polynôme D^ indépendant de a (2oo .
Pour cela, on commence par déterminer le plus i^rand commun diviseur Aj entre tous les coefficients des diverses puissances de a dans le polynôme A'. Ce commun diviseur s'obtient en appliquant le procédé (2i7) relatif à la recherche du plus grand commun diviseur entre plusieurs polynômes à la fois, ainsi que la règle qui a été établie dans le cas précédent, puisque ces coefficients ne renferment que la seule lettre b. On détermine de même le plus grand commun diviseur B^, entre tous les coefficients de B'. Comparant ensuite A^ et B^, on met à part leur plus grand commun diviseur Dj, comme faisant partie du plus grand commun diviseur cherché; QiVon supprime d'ailleurs les facteurs k^ et Bj dans A' et B' ; ce qui donne lieu à deux nouveaux polynômes A" et B" dont les coefficients sont premiers entre eux, et auxquels on peut, par conséquent^ appliquer ce qui a été dit dans le premier cas.
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Toutefois, il faut avoir le snin, pour chaque reste, de s'assurer si les coefficients des diverses puissances de la lettre a ne renferment pas un facteur commun, qu'on supprimerait alors comme étant étranger au commun diviseur. Nous avons déjà fait voir (38) que ces suppressions sont absolument indispensables.
On obtient ainsi pour A" et B" le commun diviseur Dj; et pour les deux polynômes A et B, le plus grand commun diviseur est D, x D, x Dj.
N. B. — En appliquant à A" et B" le procédé indiqué dans le premier cas, on reconnaît encore que ces deux polynômes sont premiers entre eux, à ce signe, qu'on obtient un reste, soit numérique, soit fonction de b, mais indépendant de a. Alors A et B n'ont pour plus grand commun diviseur que D, X Dj.
3" A' et B' renfermant trois lettres a, b, c.
Les deux polynômes étant ordonnés par rapport à a, on détermine d'abord le plus grand commun diviseur indépendant de fl, ce qui se fait en appliquant aux coefficients des diverses puissances de o, dans les deux polynômes, le procédé (247) et la règle du second cas, puisque ces coefficients polynômes ne renferment que les deux lettres b, c.
Le polynôme indépendant Dj étant ainsi mis en évidence, et les facteurs Aj et Bj qui l'ont donné, étant supprimés dans A' et B', il en résulte deux polynômes A" et B" dont les coefficients sont premiers entre eux, et auxquels on peut, par conséquent, appliquer ce qui a été dit dans les deux cas précédents.
Et ainsi de suite.
Nous engageons les jeunes gens à se pénétrer du procédé que nous venons d'établir, et à tâcher d'en bien saisir l'esprit.
Nous allons en faire l'application à quelques exemples.
2S7. Soient les deux polynômes
a^d^—c^d- — a^c--i-c\ et 4^'d — lac- ~ ic^ — ^acd.
Le second polynôme est le seul qui renferme un facteur monôme : ce facteur est i. En !e supprimant et ordonnant par rapport à d, on obtient les deux nouvelles expressions
(rt^— c')r/^ — a''c'^-\-c\ et [ia- — iac)d — ac--^c^.
Il faut d'abord procéder à la recherche du commun diviseur indépendant de la lettre d.
Or, si l'on considère le coefficient «'— c^ et —a'^c'-hc* du premier polynôme, on observe que — a'r'-i-c* peut se mettre sous la forme — c'(û'— c'j, d'où l'on voit que a" — c' est facteur commun entre les
deux coefficients du premier polynôme. De même les coefficients du second, id^ — nac et — ac- + à^ reviennent à 2<7 (« — c) et — c-{a. — c); donc c — r est facteur commun entre ces coefficients.
Comparons maintenant les deux facteurs a}— c^ et a — c. Comme ce dernier divise l'autre, il s'ensuit que a — c est un facteur commun aux deux polynômes proposés; et c'est le plus grand diviseur indépendant de d.
Supprimons d'ailleurs a-— c' dans le premier polynôme, et u — c dans le second; on obtient pour les résultats de cette suppression d-— c- et 2ad — c^, polynômes auxquels il faut appliquer le procédé ordinaire.
d^ — c^ } lad — c- ^a-d- — 4'7V^ j iad-k-c-
lac'd — !\a-c^
Explication. — Après avoir multiplié le dividende par 40', et effectué deux divisions consécutives, on obtient pour reste — 4«'c'-+- c*, polynôme indépendant de la lettre principale d\ donc les deux poljTiômes n"— r^ et lad — c^ sont premiers entre eux. Ainsi le plus grand commun diviseur des polynômes proposés est a — c.
Reprenons le même exemple en ordonnant par rapport à a. Il vient, après la suppression du facteur 2 dans le second polynôme,
[d"^— c'^)a^— c^d--^ c\ et 2r/i7- — (2c<^-i- c*)a-^-c^
En jetant les yeux sur le second polynôme, on reconnaît facilement que les coefficients des diverses puissances de a sont premiers entre eux. Quant au premier polynôme, on observe que le coefficient —c^d^-i-c' du second terme, ou de a\ revient à — c^{d-— c-), d'oià il suit que d^ — r- est facteur commun aux deux coefficients ; et comme ce facteur n'entre pas dans le second polynôme, on peut le supprimer dans le premier sans en tenir aucun compte, comme ne faisant pas partie du commun diviseur.
Opérant cette suppression, puis prenant le second pohTiôme pour di%i dende et le premier pour diviseur (afin d'éviter la préparation), on a :
ida^ — 2rr/
Reste — 2 ce/
a -^ idc'
OU bien a — c
(en supprimant le facteur commun — 2 cd — c' ] ;
-4- ac — r'
Esplicatinn. — Après avoir efTccUié la première division, on obtient un reste qui renferme le facteur — -xcd — c^ dans ses deux coefficients; car 2 r/c'-f- c' = — c( — 2cr/— r'). Ce facteur étant supprimé, le reste se réduit à <? — c, polynôme qui divise exactement <-/' — c'.
Donc n — c est le plus grand commun diviseur cherché.
Les commençants feront bien de reprendre le même exemple en ordonnant par rapport à c.
258. Il existe un cas assez remarquable, dans lequel on peut obtenir le plus grand commun diviseur plus aisément que par le procédé général ; c'est celui où l'un des deux polynômes renferme une lettre qui ne se trouve pas dans P autre.
Dans ce cas, comme il est évident que le plus grand commun diviseur doit être indépendant de la lettre, il s'ensuit que, si l'on ordonne par rapport à cette lettre le polynôme qui la renferme, le plus grand commun diviseur clierclié sera le même que celui qui existe entre les coefficients des diverses puissances de la lettre ordonnatrice et le second polynôme, lequel, par hypothèse, en est indépendant.
A la vérité, on sera conduit, par ce moyen, à déterminer le plu? grand commun diviseur entre trois ou un plus grand nombre de polynômes; mais ceux-ci seront beaucoup plus simples que les polynômes proposés. Souvent même il arrive que quelques-uns des coefficients du polynôme ordonné sont des monômes, ou bien on reconnaît, à leur seule inspection, qu'ils sont premiers entre eux; et, dans ce cas, on est certain que les polynômes proposés sont aussi premiers entre er.x.
Ainsi, dans l'exemple (237), traité par le premier moyen, après avoir supprimé le facteur a — c commun aux deux polynômes, ce qui a donné pour résultats
d^—c'* et lad — c'^,
on reconnaît immédiatement que ces deux nouveaux polynômes sont premiers entre eux ; car le second renfermant la lettre a qui n'entre pas dans le premier, il résulte de ce qui vient d'être dit que le plus grand commun diviseur doit se trouver entre les coefficients id et — r' : or ces deux quantités sont évidemment premières entre elles; donc, etc.
Soient, comme application du cas que nous examinons, les deux polynômes
3 hcq -~- 3o mp -H 1 8 />c -t- 5 mj^q
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et
kadq — 47.fg -i- -i^ad— jfgr/.
Comme 7 est la seule lettre commune à ces deux polynômes (qui d'ailleurs ne renferment pas de facteurs monômes), on pourrait les ordonner par rapport à cette lettre, et suivre le procédé ordinaire. Mais observons que b se trouve dans le premier polynôme, et non dans le second; donc, si l'on ordonne le premier par rapport à b, ce qui donne
['icq H- 18 c)b -H 3o/i!jj -+- 5/>ij^r/,
on peut assurer que le plus grand commun diviseur cherché est le même que celui qui existe entre le second polynôme et les deux coefficients
3cq -+- l8c, "ionip J- buipq.
Or le premier de ces deux coefficients peut se mettre sous la forme 3c ( «7 — 6), et l'autre revient à 5/>ip{q -t- 6) ; d'où il suit que q -i- 6 est le seul facteur commun à ces deux coefficients. Il suffit alors de voir si g -h 6, qui est un diviseur premier, est facteur du second polynôme. Or ce polynôme, ordonné par rapport à q, revient à
( 4 «r/ — 7/0) q— j^ifg-^ 'j,^ad ;
et comme la seconde partie i^nd — ^ijg est égale à Qii^nd — y /g), il s'ensuit que ce polynôme est divisible par q -- G, et donne pour quotient ^ad — jfg.
Donc, enfin, </ -r- G est le plus grand commun diviseur des deux polynômes proposés.
2o9. Nous terminerons cette théorie par un rapprochement entre le procédé du plus grand commun diviseur relatif et celui du plus grand commun diviseur ordinaire, en traitant successivement par les deux procédés un exemple dans lequel les deux polynômes sont, non-seulement entiers par rapport à .r, mais encore par rapport aux autres nombres qui y entrent; parce que, dans la suite, nous aurons à opérer sur beaucoup d'exemples de ce genre.
Soient proposés les deux polynômes
Ç>x^ — ^x^ — 1 1 x^ — 3 .r- — "ix — I et
Tableau des calculs par le procédé du plus grand commun diviseur relatif.
\° Gx^— 4x' — iix'— Zx^ — 3.r — I j 4ar'-!- a^' — i8j:'-(-3jr — 5 — 7ar'-+-i6.r'— — a'-f- ^ jr — i \-x —"^
Donc
est le plus grand commun diviseur.
Tableau des opérations par la méthode ordinaire. 1° Multiplication par 16.
96^'— 64.T*— lyG^r'— 48j7=— 48jc— 16) 4j:*-^2j:' — I8Jr'-^- Sr — 6
Reste -4- 3i2x' — 624r'-+-i56x — 156
ou bien
2° 4 '*"' -f- 2 j:' — 1 8 x' -h 3 JT — 5 i 2 jc^ — ^x"^-^ X — I
-+- ïox^ — 2o.r--f- 5x — 5]ix -\- 5
Donc
est le /j//M grand commun diviseur.
En appliquant le procédé du n° 246 sans faire aucune préparation, on parvient, comme on le voit dans le premier des deux tableaux de calcul, au résultat
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tandis que si l'on suit le procédé du n° 2o6 avec toutes ses modifications, on obtient
ax' — ^x--h X — I
pour le plus grand commun diviseur des deux polynômes. Or ce dernier résultat ne diffère du précédent que par le facteur -^i
qui est commun à tous les termes de celui-ci, et que l'on peut mettre en évidence.
D'où l'on voit que l'effet produit par l'application du procédé sans préparation est de donner le plus grand commun diviseur ordinaire qui existe entre les deux polynômes (qu'on suppose rationnels et entiers ) ; de le donner, dis-je, embarrassé de facteurs étrangers , mais indépendants de la lettre principale.
Or, comme nous le verrons par la suite, le principal objet qu'on se propose dans la détermination du plus grand commun diviseur de deux fonctions entières est de l'égaler à zéro pour en tirer les valeurs de la lettre principale : on conçoit donc que l'introduction de ces facteurs étrangers dans le résultat ne peut, en aucune manière, influer sur les racines de l'équation obtenue, puisque ces facteurs, étant indépendants de la lettre principale, peuvent toujours être supprimés dans cette équation.
Ainsi, dans ce cas, il est tout à fait indifférent d'employer ou de ne pas employer les modi6cations ; et lorsqu'on les emploie, c'est seulement dans la vue de simplifier les calculs.
Nous proposerons encore d'appliquer les deux procédés aux exemples suivants :
x^-'- 4-^^ — 3.r* — i6x' ^ II JT^-f- lao: ^ 9, Ç)X^ -T- 10 X* — iix^ — ^^x"^ -(-%ix -t- 12;
le plus grand commun diviseur simplifié est
10 x'^' — lax^ -I- i6x' — i5x^-^ i^x^ — i5j; -î- 4.
i5j:^ — 9x^-1-47-^^ — 2ij;-f-28; le plus grand commun diviseur simplifié est àx"^ — "ix -h 4.
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§ ii. — tflansfonjiations des équations. — première partie : De i.'éliminatiox.
Nous nous proposerons de réunir dans ce paragraphe les principales transformations dont le but est de ramener la résolution d'une équation donnée à celle dune autre équation plus facile à traiter.
Première transformation.
Evanouissement du second terme de toute équation
On conçoit qu'une équation d'un degré donné est d'autant plus aisée à résoudre, qu'elle renferme moins de puissances de l'inconnue ; c'est ainsi que l'équation x^ — q donne sur-le-champ x = :-r \/7j, tandis que l'équation complète j:-,-t- px = cj a. besoin d'une préparation pour être résolue.
Or, une équation quelconque étant donnée, on peut toujours, au moyen d'une transformation convenable , ramener sa résolution à celle d'une autre équation privée du second terme.
Soit, en effet, l'équation générale
x'" -f- Vuf'-' -+- Q.r"'-'H- . . . -i- T^ -^ U ^ o.
Posons X ^ u -\- x', u étant une nouvelle inconnue, et x' une indéterminée dont nous pouvons disposer à volonté; il vient
ou, développant d'après la formule du binôme, et ordonnant par rapport aux puissances décroissantes de «,
M -H mx u -+-/«■
I m — i) Pjc'
«"'-'H-...-f-ar'"'
+ Pj: '"■'-'
Qx'"
-^Tx'
Puisque x' est arbitraire, nous pouvons poser mx'-r- P = o, d'où l'on tire
'- -il.
Portant cette valeur dans l'équation précédente, on parviendra, tout
ÉVANOBISSEME^T DU SECOND TERME
calcul fait, à une transformée telle que
a'"— Q'«'"---H R'M""'-f-. . .+ Vu -!- 11' = o,
privée du second terme. Cette équation une fois résolue, on obtiendra les
valeurs de x qui correspondent aux valeurs de «, en remplaçant, dans la
relation
X = u ^ X . ou X = U — — 1 ' m
la lettre u par chacune de ses valeurs.
D'où l'on peut conclure cette règle générale :
Pour faire disparaître le second terme d'une équation, remplacez V inconnue par une nouvelle inconnue augmentée du coefficient du second terme pris en signe contraire et divisé par le degré de l'équation.
On peut reconnaître à posteriori que cette substitution- doit atteindre le but qu'on s'était proposé.
En effet, soient a, b, c, r/, . . . les m racines de l'équation donnée; il
résulte de la relation x ^ u ? qui donne u ~ x -^ , que les va-
ni m
leurs de u sont
u=^ a -. 1 OH 1 c H 5
la somme des nouvelles racines est donc
mais on a (242)
a -^ b -\- c -7- cl -^ . . . — P ;
la somme précédente se réduit donc à — P -f P, ou à o; ainsi le coefficient du second terme de la transformée doit être nul de lui-même.
N. B. — On a supposé le coefficient du premier terme de l'équation égal à l'unité; mais si l'équation était de la forme
kx"' -h P.r"'-' -H ...-+- Ta: -h U = o, en posant x — u -\- x\ on obtiendrait, pour le coefficient de «'""',
///Act'-h P, expression qui, égalée à zéro, donnerait
donc le dénominateur de la valeur de x' serait alors le produit du degré de r équation par le coefficient A du premier terme. Appliquons la règle précédente à l'équation
jT^-t- px — q.
Si l'on pose x = u — -■> elle devient
ou, effectuant les calculs et réduisant
U-—^^q\ donc U = rrz ^N-j- ~ q.,
par conséquent on obtient pour les deux valeurs de x correspondantes
^ = -f=WV-'7.
261. Au lieu de faire disparaître le second terme, on peut demander que l'équation soit privée du troisième, du quatrième, etc.; il suffit pour
cela d'égaler à zéro le coefficient de u'"~^, u"'~^, Par exemple, pour
chasser le troisième terme, on posera, dans l'équation transforniée cidessus,
m x'^ -r- [m — i]Vx' -h Q = o,
d'où l'on déduira pour x' deux valeurs dont chacune, substituée dans la transformée, la réduira à la forme
Au delà du troisième terme, il faudrait résoudre des équations de degré supérieur au second pour obtenir la valeur de x'; ainsi, pour opérer la disparition du dernier terme, on aurait à résoudre l'équation
qui n'est autre chose que la proposée, dans laquelle on a remplacé x par x'.
II peut arriver que la valeur x'= i qui (200) fait disparaître le
second terme, donne également lieu à la disparition du troisième ou d'un tout autre terme. Par exemple, pour que le second terme et le troisième
disparaissent à la fois, il faut que l'équation x' ^ puisse s'accorder
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avec celle-ci
Or, si Ion remplace, dans cette dernière, .r' par - -, il vient
-i;---0 = o, ou [m-i)V'---imQ = o.
m — z — ini -^
Ainsi, foutes les fois que cetle relation existera entre les deux coefficients P et Q, la disparition du second terme donnera lieu à celle du troisième.
262. Remarque sur la transformation précédente. - Loi de formation des polynômes dérii'és.
La relation jr = u~ x\ dont nous nous sommes servi dans les deux numéros qui précèdent, indique que les raci^.c. de la transformée sont égales a celles de la proposée, diminuées ou augmentées d'une même quantité. Tantôt cette quantité est introduite dans le calcul, comme une indéterminée dont la valeur est ensuite fixée de manière à remplir une condition donnée; tantôt c'est un nombre particulier et donné à priori qui exprime une différence constante entre les racines d'une première équation et celles d'une autre équation que l'on veut former.
La transformation qui consiste à remplacer x par « + x' dans une équation est d'un usage très-fréquent dans la théorie des équations Or il existe un moyen assez simple dobtenir, dans la pratique, la transformée qui résulte de cette substitution.
Pour cela, intervertissons l'ordre des termes dans « n- x'; c'est-à-dire remplaçons x par x' -^ u dans l'équation
^ + P.r"-' -^ Qur--^ - R.r-^ -^ . . . -^- T j: -f- U = G ;
on trouve, en développant et ordonnant par rapport aux puissances ascendantes de «,
•r"" -(- mx""-' j u -f- m ^'"~^^ ^"«-2
+ Vx""-^^[m - i)Vx"'-' \ + m {m -i)^^"~^J p^'-a
-J- Tx' -r- T
Qx""-'
Al,.B. ^^
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Si l'on fait attention à la manière dont se composent les coefficients des diverses puissances de n, on verra que :
1° Le coefficient de lâ n'est autre chose que le premier membre X de kl pj-nposée, dans lequel on a remplacé x par x' . Nous désignerons dorénavant ce coefficient par X'.
2° Le coefficient de lù se forme au moyen du précédent ou de X', en multipliant chacun des termes de X' par l'exposant de x' dans ce terme, et diminuant cet exposant d'une unité. Nous appellerons Y' ce coefficient.
3° Le coefficient de ii^ se forme au moyen de Y', en multipliont chacun des termes de X' paf l'exposant de x' dans ce ternie, divisant le produit par a, et diminuant ensuite l'exposant de x' d'une unité. Si l'un
appelle — ce coefficient, il est clair que Z' se forme au moyen de Y',
comme Y' se forme au moyen de X'; et ainsi de suite.
En général, un coefficient de rang quelconque, dans la transformée ci-dessus, se forme au moyen du précédent, en multipliant clincun des termes de celui-ci par l'exposant de x' dans ce terme;, divisant le produit par le nombre des coefficients qui précèdent celui rjue l'or' rnii\i. dère, et diminuant ensuite V exposant de x' d'une unité.
TJ V Cette loi, d'après laquelle les coefficients X', Y', ' — -' • ■ ■ dérivent
les uns des autres, est évidemment une conséquence immédiate de celle qui régit les différents termes de la formule du binôme (U9).
Les expressions Y', Z', V, W',. . . sont appelées les polynômes dérivés de X', parce que Z' se déduit ou dérive de Y' comme Y' dérive de X'; V dérive de Z' comme Z' dérive de Y' ; et ainsi de suite. Y' est dit le premier polynôme dérivé, Z' le second, etc.; rappelons-nous d'ailleurs que X' n'est autre chose que le premier membre X de la proposée, dans lequel on a remplacé x par x' .
N. -fî. — On a supposé le coefficient du premier terme de la proposée égal à I : s'il était tout autre, la loi de formation des coefficients de la transformée serait absolument la môme ; et le coefiicient de «"• serait égal à celui de x'".
2(33. Pour faire connaître l'usage de cette loi dans la pratique, proposons-nous de fiiire évanouir le coefficient du second terme de l'équation
Il faut, d'après la règle du n° 2(30, poser
j: = « H — - > ou X = o +■ u.
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ce qui donnera une transformée du quatrième degré et de la forme
et tout se réduit à calculer X', Y', ^> -X_ . Or on a, en vertu de la loi précédente,
X'==(3]'-,2(3f-4-i7(3)^-9(3)'+7, ou X'=:-iio; Y'=4{3)^-36(3)^-f-34:3)'-9, ou Y'=-i-23;
1 = 6(3^-36(3)' -17, ou |--37,
-— = 4(3)1 — 12, ou -^ = o.
Ainsi la transformée devient
Soit encore proposé de transformer l'équation
en une autre dont les racines surpassent de V unité chacune des racines de la proposée.
Posons la relation u =x ^i\ il en résulte
X =z ll~ ï^
ce qui donne la transformée
X'-H Y'u -J u^-^ iu^ = 0.
X'^4(-i)'-5{-i)»H-7;_i)'_9, ou bien X'^-aS; Y'=i2(-i)--io(— i/-r- 7, OU bien Y'=29;
-- = i2(— ij'— 5, ou bien — = _ 17-
^-4, ou bien — = 4.
Ainsi la transformée devient
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On peut s'exercer sur les exemples suivants :
Faire éi'anouir le second terme dans les équations.
1° ar" — io:r*-4- 7x' -H 4-y — 9 = o.
Résultat : iv' — Z'i lâ — 1 1 8 «^ — 1 52 « — 78 — o.
2° 3.r^--t- i5j^-4- aSo: — 3 = o.
Résultat : 3 «' =- o ( w//- n" 261 ).
3° Transformer l'équation 3x* — i3^'-i-7j;=— 8jc — 9 = 0 en une autre dont les racines soient plus petites que chacune des racines de la
proposée, de la fraction -•
Résultat : 3u*— qu^— /[u- a — = o.
Nous aurons souvent occasion de rappeler la loi de formation des polynômes dérivés.
264. Ces polynômes jouissent d'une propriété très-remarquable que nous pouvons faire connaître dès à présent. Soient
X = o ou jt" -f-P^'"-'-^Qx'"-= -,-... ^^ o
une équation proposée, et a, b, c,..., l les m racines de cette équation; on a (239) l'équation identique
a;-"-f- Pu7"-'-}-...^(a: — rt)(.r — b)[x — f)...(x —l).
Cela posé, remplaçons x par x' -\- u, ou plutôt par x -h u (pour éviter les accents) ; il vient
(jT -t- u)"'-hV{x -h «)"■"'-!-. ..— {v-i-u~ a) [x -+■ u — b)
ou bien, changeant dans le second membre l'ordre des termes et regardant chacun des binômes x — a, x — b,. . . comme une seule quantité,
{v-{-u)"'-^V{x-hu)'"-^-{- ... = [u-i-{x — a)'] [u-i-[x — b)]. . .[u -f- (.r — /)].
Or, si l'on effectue les multiplications dans chacun des deux membres, on obtiendra d'abord pour le premier, en vertu de ce qui a été dit dans le numéro précédent,
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Quant au second, il résulte du n" 2i2 que :
1° La partie affectée de u\ ou le dernier terme, est égale au produit [x— a){x — b). . .(jr — /) des facteurs de la proposée;
2° Le coefficient de u' est égal à la somme des produits /« — i à m —i de ces /// facteurs ;
3° Le coefficient de «- est égal à la somme des produits m~i k m — i de ces m facteurs; et ainsi de suite.
D'ailleurs il y a identité entre les deux membres de la dernière équation; ce qui veut dire (180) que les coefficients des mêmes puissances sont égaux dans ces deux membres.
Ainsi :
1° On a
y^ = {x ~ a){x — h][x — c) . . .{x — l)-^ ce que l'on sait déjà.
2° Y, ou le premier polynôme dérivé, est égal à la somme des produits m -i à m — I des m facteurs du premier degré de la proposée i OU bien encore, égala la somme des quotients que l'on obtient en divisant X par chacun des m facteurs du prenùer degré de la proposée; c'est-à-dire algébriquement
Jc — a X — 0 X ~ c X -- l
3" -, OU le second polynôme dérivé (pris avec le diviseur 2), est égal
à la somme des produits m — 1 à m — 1 des m facteurs de la proposée; eu bien encore, égal à la somme des quotients que l'on obtient en divisant X par chacun des facteurs du second degré ; c'est-à-dire
et ainsi de suite.
N. B. — On représente quelquefois une équation par/(jr) = o, et les polynômes dérivés par f\x), f"{x), f"'(x\,...: les expressions f(x), /'(■^)) /"(•^), f"'(x),. . . s'énoncent alors fonction de x, fonction prime de X, fonction seconde de x, fonction tierce àe x: et ainsi de suite.
SECONDE TRANSFORMATION
26o. Une équation étant donnée, on peut toujours la transformer en une autre dont les racines soient égales à un multiple ou à un sous-multiple donné de celle de la proposée.
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Reprenons l'équation
jf" -f- Px"-' -+- Q.r"'-' H- . . . -f- T.r -+- U = o,
et désignons par j l'inconnue d'une nouvelle équation donl les racines soient k fois plus grandes que celles de la proposée. Si l'on pose / = kx^ il en résulte
d'où, substituant et chassant le dénominateur k^ du premier terme, j"'-f- P/j"--' ^ Qf,'-y"'-^^ ^Pym-z^ _ _,_ xA"-'^ + \jk^ ^ o,
équation dont les coefficients sont égaux à ceux de la proposée, multi plies respectivement par /.", /', X', /%. . ., k"".
Cette transformation est principalement utile ■çonr faire dhpnraftre les dénominateurs d'une équation sans donner au premier terme -d'autre coefficient que l'unité.
Soit, pour fixer les idées, l' équation du quatrième degré
aces
Si l'on fait, dans cette équation
y étant une nouvelle inconnue et k une indéterminée, il \ient , ak , ck' , ek' ^k'
Cela posé, il peut arriver deux cas :
Ou les dénominateurs b, d, /, h sont premiers entre eux : dans cette hypothèse, comme k est tout à fait arbitraire, posons X- = bdf/i, produit de ces dénominateurs ; il vient
y -^ adfhj^ ~ c h' dp /ry'-^ e b' d\p/i'f -^ gb' d\f* //' = o,
équation dunt les coefficients sont entiers, et dont le premier terme a pour coefficient l'unité.
On a d'ailleurs, pour déterminer les valeurs de x qui correspondent
aux valeurs de r, la relation .r = y^Tr • •^ ' bdj/i
Ou bien les dénominateurs renferment des facteurs communs; et l'on
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rendra évidemment les coefficients entiers en prenant pour A- le plus petit multiple de tous les dénominateurs.
Mais on peut encore simplifier davantage, en observant que tout se réduit à déterminer h de manière que /', A', P^ . . . contiennent les facteurs premiers qui composent ^, d, /, h à des puissances au moins égales à celles qui entrent dans ces différents dénominateurs.
Ainsi soit l'équation
Posons j" -=-t5 il vient
fi
,_5^ .,_5P .2_7^^J ._iMl- •^ 6 *^ 12 *^ i5o- 9000 "~ •
Soit fait d'abord /• égal à 9000, qui est multiple de tous les autres dénominateurs; il est clair que les coefficients deviendront des nombres entiers.
Mais si l'on décompose 6, 12, i5o et 9000 en leurs facteurs, on trouve
et en faisant simplement X- = 2 x 3 x 5, produit des facteurs simples différents, on obtient
d'où l'on voit que les valeurs de X, Ir, /', ^ contiennent les facteurs premiers 2, 3, 5, à des puissances au moins égales à celles qui entrent dans 6, 12, i5o et 9000.
Donc riiypothèse X = 2 x 3 x 5 = 3o suffit pour opérer la disparition des dénominateurs. Il vient, en effet, par la substitution
ou, réduisant,
:>■♦- 5.5.J-'— 5.3.5^j=— 7.2^3^5.7-l3.2.3^5 =-0, ou bien enfin
y' — ■2,5j^ — 3y5j'^ — i26o>- — 1170 = o. li y a des circonstances où l'on est obligé, dans l'expression de /•, d'aug-
menter l'exposant de l'un des facteurs premiers d'une ou de plusieurs unités; mais on doit sentir la nécessité de ne prendre pour À- que le plus petit nombre possible, autrement on obtiendrait une transformée dont les coeCQcients seraient extrêmement grands, comme on peut en juger en calculant la transformée résultant de la supposition de / — 9000 dans l'équation précédente.
Voici de nouvelles applications .
x = -^i d'où J- —
147= -iij-
43 I uoo 800
ou X := ^1
Oo
d'où
y' — 65j' -i- i8goj' — 30720/- — 928800J ^- 972000 = o.
266. Les transformations précédentes sont celles dont l'usage est le plus fréquent. Il en est encore d'autres assez usitées ; mais comme elles sont trop simples pour être traitées séparément, nous n'en parlerons que quand l'occasion s'en présentera.
En général, le problème des transformations doit être regardé comme une application du problème de Vélimination entre deux équations d'un degré quelconque à deux inconnues. En effet, une équation étant donnée, supposons qu'on veuille la transformer en une autre dont les racines aient avec celles de la proposée une relation déterminée.
Désignons par F( j:) =0 l'équation proposée (qui s'énonce fonction de x égale o), et par f{x,j) = o l'expression algébrique de la relation qui doit exister entre la première inconnue, x, et la nouvelle, /; la question se réduit à tâcher, au moyen de ces deux équations, d'en obtenir une troisième qui ne contienne que y : ce sera alors l'équation demandée. Lorsque l'inconnue x n'entre qu'au premier degré dans /(^, /) = o, la transformée est facile à obtenir ; mais si elle y est élevée à la seconde, à la troisième,... puissance, il faut avoir recours aux méthodes d'élimination.
Donnons une première idée de celte théorie qui joue un si grand rôle dans l'analyse algébrique.
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Élimination. — Première Partie.
2Ô7. Eliminer une inconnue entre deux éciuations d'un degré quelconque à deux inconnues, c'est parvenir^ après une suite d'opérations exécutées sur ces équations, à une seule écjuation qui ne renferme que Vune des inconnues, et qui donne toutes les valeurs de cette inconnue, propres à vérifier les deux équations en même temps que des valeurs correspondantes de l'autre inconnue.
L'équation, fonction de Vune des inconnues, à laquelle on parvient, se nomme éciuation finale ; et les valeurs de l'inconnue, tirées de cette équation, sont appelées valeurs convenables.
De toutes les méthodes d'élimination connues, la méthode par le plus qrand commun diviseur est, en général, la plus expédilive; aussi c'est celle que nous allons développer ici.
Soient
F(jr,j)=^o, f[x,x).^o,
ou, plus simplement,
les équations proposées.
Supposons V équation finale en y obtenue, et tâchons de reconnaître quelque propriété des racines de celte équation, qui puisse nous servir à la former.
Soit X = S l'une des valeurs convenables de y. Puisque cette valeur vérifie les deux équations conjointement avec une certaine valeur de x, elle doit être telle que, si on la substitue à la fois dans les deux équations, qui ne renfermeront plus alors l'inconnue j, ces équations admettent au moins une valeur commune pour o:; et à cette valeur commune doit nécessairement (237) correspondre un commun diviseur en x. Ce commun diviseur sera du 'premier degré en x ou d'un degré supérieur, suivant qu'à la valeur particulière j = 6 il correspondra une ou plusieurs valeurs de x.
Réciproquement : toute valeur de y, qui, substituée dans les deux équations, leur donne un commun diviseur en jt, est nécessairement une valeur convenable ; car alors elle vérifie évidemment les deux équations en même temps que la valeur ou les valeurs de x tirées de ce commun diviseur égalé à o.
268. Remarquons d'ailleurs o^ avant aucune substitution les premiers membres des équations ne peuvent avoir de commun diviseur^ fonction
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des deux inconnues ou de l'une d'elles seulement, à moins que les équations ne soient indéterminées, ce qu'on ne suppose pas.
Admettons, en effet, pour un instant, que les équalions A - o, B - o, soient de la forme
D étant fonction de a: et dej>'.
En posant séparément D = o, on obtient une seule équation à deux inconnues, qui peut être satisfaite par une infinité de systèmes de vflrurs. D'ailleurs, tout système qui anéantit D rond également nids A'D, B D, et satisfait, par conséquent, aux équations
Ainsi l'hypothèse de l'existence d'un commun diviseur en x et )■ entre les deux polynômes A et B entraîne la conséquence que les équations proposées sont indéterminées, c'est-à-dire susce; tibles d'être satisfaites par une infinité de systèmes de valeurs de x et de y. Dès lors il n'y a pas lieu de déterminer une équation Jîncde en r, puisque le nombre des valeurs de_>- est infini.
Si D était fonction de x seulement, oiî concevrait l'équation D = o résolue par rapport à .r; ce qui donnerait une ou plusieurs valeurs pour cette inconnue. Chacune de ces valeurs, substituée dans A' x D = o et B' X D ^ o en même temps qu'une valeur de r tout à fait arbitraire, vérifierait ces deux équations, puisque D devient nul par l'effet seul de la substitution de la valeur de x. Ainsi, dans ce cas, les deux équ.itions proposées admettraient bien un nombre fini de valeurs pour .r, mais une infinité de valeurs pour y\ et il ne pourrait alors exister d'équation finab en r.
Donc, toutes les fois que deux équations A -- o, B = o seront déterminées, c'est-à-dire toutes les fois qu'elles n'admettront qu'un nombre limité de systèmes de valeurs pour x et j)', leurs premiers membres ne pourront avoir de commun diviseur fonction des inconnues, avant aucune substitution particulière faite pour l'une d'elles.
N. B. — Le cas où A et B auraient un diviseur commun en y ne fait pas exception à la conséquence précédente, puisque alors il y aurait une infinité de valeurs de x qui correspondraient à chacune des valeurs de/ tirées de ce commun diviseur égalé à o.
209. De là il est aisé de conclure un procédé pour obtenir Véquation finale en y.
Puisque la propriété caractéristique de toute valeur convenable (S.Qy est que, substituée dans les premiers membres des deux équations, elle leur
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donne un commun diviseur en x qu'ils n'avaient pas auparavant (à moins que les équations ne soient indéterminées, ce qu'on ne suppose pas), il s'ensuit que, si aux deux polynômes proposés et ordonnés par rapport à X on applique le procédé pour trouver le plus grand commun diviseur, on n'en trouvera généralement pas; mais, en continua /H V opération convenableme/it , on parviendra à un reste indépendant de x et jonction de y, qui, égalé à o, donnera r équation finale demandée ; car toute valeur dej>", tirée de cette équation, rend nul le dernier reste de l'opération du commun diviseur; elle est donc telle que, substituée dans le reste précédent, elle rend ce reste diviseur commun des premiers membres A et B. Ainsi chacune des racines de l'équation ainsi formée est une valeur convenable de /.
270. En admettant que l'équation finale fût complètement résolue, ce qui donnerait toutes les valeurs convenables, il faudrait ensuite obtenir les valeurs correspondantes de x. Or il est évident qu'il suffirait, pour cela, de substituer les différentes valeurs de r dans Pavant-der/iier reste, d'égaler successivement à o les polynômes en x qui en j'ésultertnent, et de tirer les valeurs de x de l'équation résultante; car ces polynômes ne sont autre chose que les diviseurs en x qui deviennent communs à A et B.
i\Iais comme l'équation finale est, en général, d'un degré supérieur au second, nous sommes forcé de renvoyer à un autre Chapitre la seconde partie de la théorie de l'élimination, laquelle partie a pour objet de déterminer tous les systèmes de valeurs propres a vérifier deux équatior.< d'un degré quelconque à deux inconnues.
Nous nous proposons également de revenir sur la méthode qui vient d'être exposée, parce qu'elle a quelques inconvénients auxquels il faut obvier. Mais notre but était principalement ici de faire voir comment, deux équations d'un degré quelconque étant données, on peut, sans supposer la résolution d'aucune équation, parvenir à une autre équation ne rcnjermant plus que l'une des deux inconnues qui entrent dans les proposées.
271. Si l'on avait trois équations (i), (2), (3) renfermant les inconnues x^y et z, pour obtenir V équation Jînale en z, c'est-à-dire l'équation qui admettrait toutes les valeurs de l'inconnue z, susceptibles de vérifier les trois équations en même temps que certaines valeurs de x et de y, il faudrait, en regardant y comme connu, éliminer x entre les équations (i) et (2), puis entre (i) et (3), d'après la méthode du n° 2G'J, ce qui conduirait à deux équations en jet z, auxquelles on appliquerait la même méthode pour éliminer y.
Même raisonnement pour quatre équations à quatre inconnues, etc.
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Pour le raomer.t, nous nous bornerons à uno seule application générale de la méthode d'élimination.
Soit proposé le problème suivant
Une équation de degré ni à une seule inconnue étant donnée, on en demande une autre dont les racines soient une combinaison déterminée de deux quelconques des racines de la proposée.
Soit
af' - Px"'-' -'r- Qjf-'' -^ . . . -H T x -;- U -= o
l'équation proposée; appelons x\ x", x"\... ses racines, et désignons par u l'inconnue de la nouvelle équation.
Si nous considérons deux quelconques des racines de la proposée, par exemple x' et x'\ on doit avoir, par hypothèse,
(la lettre F, qui s'énonce fonction de. . ., exprimant ici un certain système d'opérations qu'il faut effectuer sur les deux racines x' et x" pour obtenir la valeur de u).
D'un autre côté, puisque x' et x" sont des racines de l'équation donnée, on doit avoir les deux relations
( 2 ) • x"" ^ fx""-' ~ Qx""-' -^ . . . 4- T j:' -- U = G,
Les équations (i), (a) et (3) peuvent donc être regardées comme les équations du problème; et toutes les fois que la nature de la combinaison ou de h fonction exprimée par la lettre F sera connue et définie, il suffira d'éliminer x' et x" entre ces trois équations. V équation finale en « sera l'équation demandée. En effet, le résultat, ne renfermant plus aucune trace des racines particulières x' et x\ conviendra indistinctement à toutes les racines x', x", x'", . . . , et aura, par conséquent, pour racine une combinaison (exprimée par le caractère F) de deux quelconques des racines de la proposée,
273. Cherchons, comme cas particulier de la question précédente, une équation dont les racines soient les différences entre deux quelconques des racines d'une équation donnée, et que l'on nomme, pour cette raison, Véquatiun aux différences.
Solution. — Soient
j/"-+- P.r"'-'-t-.. .— o l'équation proposée, .r', x", x"\... ses m racines, et appelons u la va-
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leur d'une quelconque des différences
ce " — X ■ oc ^~~ oc . X "^^ ) "■ ' ' «^ . • • • ,
On a d'abord, en vertu de l'énoncé, cette première relation
D'ailleurs, x' et x\ étant des racines de la proposée, doivent y satisfaire, et donnent, par conséquent,
(2) x'"'-. Pa;""-'-H...= o,
il s'agirait donc d'éliminer x\ x" entre les équations (i), [i] et (3). Mais comme de la relation (i) on déduit
x" = x'-h u, d'où, substituant dans l'équation (3),
(4) (x'-h uY'-hV[x'-h u)'"-^^...^ o,
il s'ensuit que la question est ramenée à éliminer x' entre les équations (2) et (4).
Or l'équation (4) développée prend (263) la forme
et si l'on observe que X' n'est autre chose que x""-i- Vx""-^-i-. . . , expression qui doit être nulle d'après la relation (2), la dernière équation, débarrassée du terme X', et divisée ensuite par u, se réduit à
Donc, enfin, l'équation cherchée résulte de l'élimination de x' entre les deux équations
Ainsi, règle générale : Pour former V équation aux différences des racines d'une équation proposée, il faut éliminer x' entre l'équation X' = o qu'on déduit de la proposée en y remplaçant x par x \ et V équation qui résulte de la substitution de (x'-f- «) à la place de x, cette résultante étant d'abord débarrassée de son dernier terme X', et divisée ensuite par u.
N. D. — r Dans la pratique, on se dispense de mettre l'accent sur la lettre x, c'est-à-dire qu'on élimine directement x entre la proposée
X -= o, ou af-¥ Px"-' -;- = o
et l'équation
dans laquelle Y, -, • • • sont composés en x, comme Y', — • • • sont
composés en x'.
Le résultat de l'élimination est évidemment le même.
2° Après avoir posé dans l'équation X = o, x -i- « à la place de x, ce qui donne
on ometie terme X, comme formant le premier membre de la proposée, et l'on obtient une nouvelle équation
\ll K -+-... -i- u = o,
dont tous les termes sont divisibles par «, ou, ce qui revient au même, >|ui est satisfaite par u = o. Cela doit être, puisque, parmi les différences entre les racines, il faut compter celle qui existe entre chaque racine et ^ elle-même, mais si l'on supprime ce facteur u, l'équation ne renferme plus alors que les dijférences entre chacune des racines et toutes les autres. Or ce sont les seules différences que nous aurons besoin de considérer par la suite.
27-4. Soit, par exemple, à déterminer l'équation aux différences des racines de l'équation
On a d'abord, en vertu de la loi de formation (263),
X = .r' — 6.r — 7, Y^3x'— 6, - = 3a:, — ;: = îi ' 2 2.3
ce qui donne les deux équations <
x^ — ^x — 7 =: o, 3j:'— 6 -i- Zxu h- «'= o, «
entre lesquelles il faut éliminer x.
Si l'on applique à ces deux équations le procédé du n°269, on obtient,
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pour l'équation finale en .'.',
C'est l'équation aux dijfércnccs des racines de la proposée.
Composition et forme de Pcquatinn aux différences
On peut reconnaître a priori^ pour toute équation du degré /», la forme et la composition de Vcquaticn aux différences des racines de cette crjualion.
Désignons toujours par x\ x\ x"\ ... les racines de la proposée, et observons que, si l'une des différences est x" — x\ il y en a nécessairement une autre, x' — x", qui ne diffère de celle-là que par le signe, c'eit-à-dire que, si a est une valeur de u, — y. en est nécessairement une autre, de même, 6 étant une racine, — S en est une autre; etc.
Donc l'équation en u peut être mise sous la forme
ou
[ir- a')(?i'-g^)(«^-7=)... :=o.
Donc cette équation est de degré pair, et, de plus, ne renferme que des puissances de degré pair de l'inconnue ; c'est-à-dire qu'elle est de la forme
iû''~V'u'"-^-i- QVr"-<-+-. . .H- T'u'-r-W= o.
Le degré 2n est d'ailleurs égal à m' m — i), ou bien (146) au nombre d'arrangements deux à deux que l'on peut faire avec un nombre m de lettres.
Si, dans l'équation précédente, on pose, pour simplifier, li' = z, elle devient
équation d'un degré sous-double, dont les racines sont les carrés des différences entre x', x", x'", ....
Car, en mettant dans la relation «'= z, à la place de u, ses différentes valeurs x" — x', x'" — x',, . ., on obtient
L'équation en z s'appelle Véqnation aux carrés des différences ; et on Ja considère ordinairement de préférence à l'équation aux différences, comme étant d'un degré sous-double.
Ainsi, dans l'exemple du numéro précédent, l'équation aux différences est du sixième degré, c'est-à-dire d'un degré marqué par 3(3 — i) = 6.
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Elle no renferme que des puissances de degré pair; et si l'on pose «j'= z.
elle devient
z^— 3Gc'-,- 3^4 z -*- 459 = o.
L'équation aux différences^ ou plutôt l'équation aux carrés des diffrrcnrcs, nous sera très-utile par la suite.
§ III. — Des équations susceptibles d'abaissement.
On comprend sous ce titre toutes les équations dont deux ou plusieurs racines ont entre elles des relations particulières et déterminées, parcf^ qu'en général on peut faire dépendre la résolution de ces équations d. celles d'autres équations de degré moindre : telles sont les équations qui ont des racines égales, c'est-à-dire dont le premier membre (210) contient des facteurs égaux.
Les méthodes qui se rapportent à ces classes d'équations s'appellent méihi)dcs cV abaissement, et doivent être regardées, jusqu'à un certain point, comme une branche de la transformation des équations, puisqvi> le but général de cette théorie est de ramener la résolution d'une équation à celle d'une équation plus simple.
Théorie des racines égales.
276. Dire qu'une équation a des racines égales, c'est dire (240) qr son premier membre contient des facteurs égaux ; dès lors, le premier polynôme dérivé, qui (264) est la somme des produits (m — i) à [m — i) des m facteurs de la proposée, renferme dans chacune de ses parties au moins une fois tout facteur qui entre plusieurs fois dans la proposée. Donc // doit exister un commun diviseur entre le premier membre de celle-ci et son premier polynôme dérivé.
Mais de quelle manière ce commun diviseur se compose-t-il au moyen des facteurs égaux de l'équation donnée? C'est ce qu'il s'agit maintenant d'examiner.
277. On demande de reconnaître si une équation a des racines égales. et, autcmt que possible, de déterminer ces racines.
Désignons par X le premier membre de l'équation
j7"'-T-P.r'"-'-+-0a:"'-' + ...-i-Tx + U = o;
supposons qu'il renferme n facteurs égaux à x — «, n' facteurs égaux à X — b, n" facteurs égaux à >c — c, . . . , et qu'il contienne en outre les facteurs simples x — p^ x — q, x — r,. . . ,en sorte que l'on ait
X ^{x — aY^x— b)"'{x — c)""...{x — p){x- q)[x - /•)....
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Si l'on considère Y, ou le polynôme dérivé de X, on a vu (264) que ce polynôme est encore égal à la somme des (juotierds de la division de X par cluicun des m facteurs de la proposée. Or, comme X renferme n fac-
tours égaux ax — a^ on aura d'abord n quotients partiels égaux à ;
même raisonnement pour les facteurs x — b, x — c,. . .. D'ailleurs on
ne peut former qu un seul quotient égal a -^ -■> i ^i • • • •
iC — /J OC "^"^ (j JC /
Ainsi, Y est nécessairement de la forme V /?X «'X «"X XXX
D'après cette composition du polynôme Y, il est visible que {x — a)"-\ {x — b)"'-', [x — c)"'-',.., sont des facteurs communs à toutes les parties de ce polynôme; donc le produit [x — a)""' {x — b)"'"^ (.r — c )"""'.. . est un diviseur relatif de Y (230). D'ailleurs X renferme aussi évidemment ce diviseur; ainsi X et Y ont pour commun diviseur relatif
Je dis maintenant que c'est leur plus grand commun diviseur. En effet, les facteurs premiers de X sont x — a^ x — b, x — c,. . . et x — p, x — q, x — r,...; or Y ne peut avoir pour diviseur x — p, x — q, X — ^, . . . , puisque chacun d'eux entre comme facteur dans toutes les parties de Y, une seule exceptée.
Donc, enfin, le plus grand commun diviseur de X et Y est
D = (JT — a)"-' [x — b)"'-' {x — r-)""-'. . . ;
c'est-à-dire que ce plus grand commun diviseur est le produit des facteurs qui entrent plusieurs fois dans la proposée, élevés respectivement à des puissances dont les exposants sont moindres cVurie unité que dans la proposée.
De là on peut conclure la méthode suivante
Pour reconnaître si une équation X = o renferme des racines égales, iormez Y ou le polynôme dérivé de X, puis cherchez (246) le plus grand commun diviseur relatif entre X et Y; si vous n'en trouvez pas, l'équation n'a pas de racines égales ou de facteurs égaux.
Si vous en trouvez un, et que ce commun diviseur D soit du premier degré, ou de la forme x— h, posez
X — /( = o, d'où x ^ h\
vous pouvez alors conclure que l'équation a deux racines égales à h, et Mg. B. 2.5
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n'a que cette seule espèce de racines égales, dont vous pouvez la débar rasscr en divisant X par [x — /<)^
Si D est du second degré en x, résolvez l'équation D = o ; il peut ai river deux cas : ou les deux racines sont égales, ou elles sont inégales.
1° Si vous trouvez D — (^ — // ]', vous pouvez en conclure que Céqiut tion a trois racines égales à //, et n admet que cette seule espèce de racines égales, dont VOUS pouvez la débarrasser en divisant X par (.r — hf.
1° Si D est de la forme [x — /i){x — /i'), c'est que la proposée a deux racines égales à /i, et deux racines égales à h\ dont on la débarrasse en divisant X par [x — hf[x — //')', c'est-à-dire par D-.
Supposons maintenant que D soit d'un degré quelconque, il faut, pour connaître les diverses espèces de racines égales et le nombre des racines de chaque espèce, résoudre coinplétenient l'équation D = o, <?/ toute racine simple ffe D = o sera double dans la proposée ; toute racine double de ]) = o sera triple dans la proposée; et ainsi de suite.
279. Appliquons cette méthode à quelques exemples. Reconnaître si l'équation
ix^ — iix''-~- iQx^ — 6x -i- 9 = o
a des racines égales, et les déterminer s'il en existe. On a (262), pour le polynôme dérivé,
Or, en appliquant à ces deux polynômes le procédé du plus grand commun diviseur, on trouve
c^ qui prouve que l'équation a deux racines égales à 3. Divisant son premier membre par [x — 3)^, on obtient
2j:'-!-i = o; d'où x^-±i-\J—-i.
Ainsi, l'équation est complètement résolue, et elle a pour racines
3, 3, H — ;/ — 2, et i/ — 2.
Soit pour second exemple
x^ — 2 a' -T- 3 .r^ — 7 jt' -t- ^x — 3 = o ; on a, pour le polynôme dérivé,
5x^— ix^-^ gj;'— \^x -^ 8,
THÉORIE DES RACINES ÉGALES. SS-J
et pour commun diviseur
x'^ — 2ar-)-i ou [x — i)';
donc la proposée a trois racines égales à i .
Divisant son premier membre par (-r — i)' ou par x^' — 'ix'-h 3x — i, on trouve pour quotient
x--h X -h 3 = o: dou X = ■ — — •
L'équation est donc encore complètement résolue. Soie kl iwuveUe équation
le polynôme dérivé est
yx'^-i- 3oA''^ So^" — 24-1''-" ^5x- — 6a: •;- 8;
et l'on trouve pour commun diviseur
L'équation x*-^ 3x^ -i- x^ — 3x — i =^ o ne peut pas être immédiatement résolue; mais en y appliquant la méthode des racines égales, c'està-dire en recherchant le plus grand commun diviseur entre le premier membre et son polynôme dérivé, ^x'^ -i- gx--i- -xx — 3, on trouve pour commun diviseur x ^-i\ ce qui prouve que x ~i entre au carré dans a:'-+- 3j;^-r- or- — 3j; — a, et au cube dans le premier membre de la proposée.
Si l'on divise a;*-r- 3a,-'-+- x" — Zx — i par [x -f- 1)" ou x^-f- ix -^ i, il vient pour quotient x -^ x — 2, polynôme qui, égalé à zéro, donne les deux racines x — i^ x = — 2, ou les deux facteurs x — i et x -r- 2. On a donc
j:'-4- Sjc'-I- x"^ — "ix — 2 = ( J7 -!- \)'[x — i) (.r H- 2).
Ainsi le premier membre de la proposée est de la forme
ou bien, en d'autres termes, l'équation a trois racines égales à — i, deux égales à -r- 1, et deux égales à — 2.
Voici de nouvelles applications :
1° x' — yx^-f- lox^-H 2207*— 43a:'— 35a.- -1- 48a: -i- 36 = o.
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2° x' — 3x' — gj:^ — iç)x* -+- 27 j:' — 33 J:' H- 7.yx — 9=0,
(x — iy[x'-h3Y= 0.
280. Lorsqu en appliquant la méthode précédente on obtient une équation D = o d'un degré supérieur au second, comme cette équation peut elle-même être soumise à la méthode, on parvient souvent ainsi à opérer la décomposition de D — o en ses facteurs ; et Ton connaît par ce moyen les différentes espèces de racines égales de l'équation X = o, ainsi que le nombre des racines de chaque espèce. Quant aux racines simples de X = o, on commence par dégager cette équation des facteurs égaux qu'elle renferme; et l'équation résultante, étant résolue, fait connaître ces racines simples.
Les racines égales de X = o ne peuvent pas toujours être découvertes immédiatement : c'est ce qui arrive, par exemple, lorsque D n'a que des racines simples et surpasse le second degré, auquel cas chacune des racines entre deux fois dans la proposée: et l'on ne peut les obtenir qu'en résolvant l'équation D = o d'après des méthodes que nous exposerons ultérieurement.
281. Mais, pour ne rien laisser à désirer sur cette matière, nous allons faire voir que, quelle (jue soit Véqualion proposée, si elle a des racines égale s,o/; peut toujours faire dépendre sa résolution de celle d'une suite d' équations dont la première n'admet que les racines simples de la proposée, une seconde les racines doubles (c'est-à-dire les racines qui y entrent deux fois), une troisième les racines triples, etc.
En effet, soit X = o l'équation proposée, et désignons par X' le produit des facteurs du premier degré qui correspondent aux raciues simples; par X" le produit des facteurs du premier degré correspondant aux racines doubles; par X'", X",. . . le produit des facteurs correspondant aux racines triples, quadruples,. . .; en sorte que l'on ait
il résulte de ce qui a été dit (277) que le plus grand commun diviseur entre X et son polynôme dérivé Y est de la forme j
puisque les facteurs égaux de la proposée doivent entrer dans D à i: : puissance dont l'exposant est moindre d'une unité que dans la proposée.
Cela posé, opérons sur D comme nous avons opéré sur X, et désignon.-
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par D' le plus grand commun diviseur qui existe entre D et son polynôme dérivé. On a
On trouverait de même, en opérant sur D' comme on a opéré sur D et X,
D"=X"X^=..., et enfin D"'=X\...
(Nous supposerons, pour fixer les idées, que 5 soit le plus grand nombre de fois qu'une même racine entre dans l'équation proposée, c'est-à-dire que l'équation D'" = o n'ait que des racines simples.)
Actuellement, si l'on divise successivement X par D, D par D', D' par D", D" par D'", et qu'on désigne respectivement par Q, Q', Q", Q'" les quotients obtenus, on pourra former le tableau suivant :
D' =: x"'X'^-^x^^ ^ - ^ - ^ ! Ql ^ ^. ^
D'où Ion voit que, par le moyen de trois systèmes d'opérations, savoir : une série d'opérations du plus grand commun diviseur et deux séries de divisions, on parvient à isoler successivement les facteurs X', X", X'", X" et X", qui, égalés séparément à zéro, donnent, le premier, les racines simples, le second les racines doubles, etc.
Il est à remarquer d'ailleurs que le degré de X' = o exprime le nombre des racines simples de la proposée ; le degré de X" = o le nombre des racines doubles ; celui de X"'= o le nombre des racines triples, etc.; et la résolution complète de ces équations fait connaître les différentes espèces de racines simples, doubles, quadruples, etc.
Ainsi la méthode des racines égales n'est pas, en général, une méthode de résolution complète, mais bien une méthode d'nbaissemcnL Ce n'est que dans le cas où les équations X'= o, X"= o, X"'= o,. . . ne sont que du premier ou du second degré qu'on peut obtenir immédiatement toutes les racines de l'équation proposée.
282. On peut appliquer la théorie des racines égales à la recherche des relations qui doivent exister entre les coefficients d'un polynôme
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en .r du flouxièmc, du troisième, etc., degré, pour que ce polynôme soil un carré, un cube, etc., parfait. Il suffit, pour cela, de former le polynôme dérivé du polynôme proposé, puis d'exprimer (277) la condition nécessaire pour que ce polynôme dérivé soit diviseur relatif du polynôme proposé.
Soit, par exemple, le trinôme du second degré ax^--h bx -^ c, dont le polynôme dérivé qsI inx ^ b:
lox'' -^ ibx -\- le \ lax -i- b
bx -+- ic inbx -i- 5^nc
En appliquant à ces deux polynômes le procédé du plus grand commun diviseur avec ses modifications (239), on trouve pour reste ^ac — b^-^ et si l'on suppose
4«f — b'-=o, ou /;-— 4fif<?=:o,
irtx -h b sera le plus grand commun diviseur entre ax--^ bx -h c ei son dérivé, qui n'est autre chose que inx -f- b lui-même. Ainsi, sous la condition b- — 4'7c = o, on peut regarder ax'-h bx-^- c comme le carré de -xax -:- b, à un facteur quelconque près, indépendant de x.
On a vu, en effet (112), que P— ^ac = o est la condition nécessaire et suffisante pour qu'un trinôme du second degré soit un carré parfait.
Soit encore le polynôme
nx^-^ bx--i- ex -^ d, dont le dérivé est
3rta;--r ibx H- c;
en cherchant leur plus grand commun diviseur, on trouve pour reste
(6(7c — 2^').r -+- Ç)nd — bc.
Or, si Ton écrit que ce reste est nul, on établit la condition que Sax^H- ibx-h c est commun diviseur entre le polynôme et son dérivé; mais ce reste doit être nul, quelle que soit la valeur de x. Ainsi (180) on a séparément
6nc — ib'=o, gad — bc = o.
En effet, la première de ces deux conditions donne
c=-—; et la seconde, d — — = -;
AUTRES APPLICATIONS DU PLUS GR\>"D COMMUN DIVISEUR. SqI
d'où, substituant dans le polynôme proposé,
ax -- bx- -r- ex -^ a^= a\ .xr h — x- -}- - — :, x -i r i = a [ x -^- ■—-
\ a oa- '-^7 " ; \ if
Même raisonnement pour les polynômes du quatrième, du cinquième, etc., degré.
N. B. — Les deux relations Ç)ac — iO^ = o, ç^ad — bc — o entraînent nécessairement la condition que le dérivé Zax^ -^ ibx -\r- c soit un carré par/ail ; car si les deux facteurs du premier degré en x, dont il se compose, pouvaient être inégaux, comme, d'après la théorie des racines égales, ces facteurs devraient se trouver à la deuxième puissance dans le polynôme proposé, il faudrait alors que celui-ci fût au moins du quatrième degré, tandis qu'il n'est que du troisième.
Et, en effet, la condition pour que 3ax'-t- ibx -h c soit un carré parfait est, comme on Ta vu tout à l'heure,
[iby -— /\.3ac = o, ou b^~3ac = o;
et cette relation rentre dans la première des deux relations ci-dessus.
Autres aj>plications de la ihénric du plus grand commun diviseur.
283. Le procédé du plus grand commun diviseur sert encore, dans d'autres cas, à abaisser le degré d'une équation : tel est celui oià l'on donne d'avance une certaine relation entre deux des racines de l'équation proposée.
Soit, pour fixer les idées, l'équation générale
(i) a-"'-T-P.r"-'-t-Qx^-='H-...--T.r4-U = o,
et supposons qu'entre deux des racines o et ^ on ait la relation b =z ko -\- h [k et // étant des nombres connus et donnés à priori).
Puisque l'équation (i) doit être satisfaite par les deux quantités a et ka -+- h, il s'ensuit que, si l'on met dans cette équation kx h- /i à la place de o-, ce qui donne la nouvelle équation
(2) [kx -r- hY'-^Y[kx -r- /l)""' -r- . . . -r- T {k X -i- /l ) -^ \] = O,
les équations (i) et (a) doivent être satisfaites par une même valeur a; donc (237) il doit exister un commun diviseur relatif entre les deux premiers membres.
Ainsi, en appliquant à ces deux polynômes le procédé du plus grand commun diviseur relatif, et égalant à zéro le diviseur obtenu, on en ti-"
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rera la valeur de la racine a. Celte valeur, substituée dans la relation b —ha -¥ //, fera connaître la valeur correspondante de h.
Si ce commun diviseur est du premier degré en j:, on peut en conclure que deux racines seulement de l'équation ont entre elles la relation donnée. Si ce diviseur est du second degré, c'est qu'il existe deux couples de racines qui jouissent de cette propriété; et leur détermination ne présente encore aucune difficulté. Après quoi, l'on pourra diviser le premier membre de la proposée par chacun des facteurs du premier Jegré qui correspondent aux racines obtenues.
En général, soit D le commun diviseur auquel on est parvenu. La résolution de l'équation proposée ne dépend plus que de la résolution de l'équation qu'on obtient en divisant le premier membre de la proposée par chacun des facteurs du premier degré qui correspondent aux racines de D = o et à celles qu'on a déduites de la relation b — ka -^ h.
Soit, par exemple, l'équation
x^ — laor'-i- 48-c' — 7; j: -;- 3o ^ 0,
dont nous supposerons que deux des racines a et b sont liées par la relation b — 2 « -f- I .
En mettant ix — i pour x dans la proposée, et développant les calculs, on obtient, toute réduction faite,
Sx' — "iix^^- 36a:- — -.r — 1 = o.
Appliquant aux premiers membres de cette équation et de la proposée le procédé du plus grand commun diviseur, on parvient au diviseur relatif X — 2 ; ce qui donne
X — -2. = o\ d'où X = 1 ou fl = 2.
Cette valeur de <?, substituée dans la relation b= ia-^\, donne ensuite b = 5.
Le premier membre de la proposée est donc divisible par
[x~i)[x — 5) ou x^—yx-T-iOj
et, en effectuant cette division, on a pour quotient
.r'— 5.r -+- 3 = 0, d'où x^-zh-Jii.
L'équation proposée se trouve ainsi complètement résolue.
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Des équations réciproques.
284. Parmi les équations susceptibles d'abaissement, on distingue particulièrement les équations dites réci}>ro(jues ; ce sont celles qui restent
les mêmes lorsqu'on y change x en -•
Ainsi, par exemple, toute équation de la forme
Jc'" -i- px"'~' -h qx"'~- -:-... -H f/.ir' ~h px -h l = O,
c'est-à-dire telle que les coefTicienfs des termes à égale distance des extrêmes soient égaux entre eux, est une équation réciproque; car si
l'on y remplace x par -; elle devient
d'où, en multipliant para:'" et renversant l'ordre des termes,
x"^ H- px"'~' -+- qx"'~'^ -i- . . , -i- qx"^ -4- px -1-1 = 0,
équation identique avec la proposée.
La dénomination de récipi-oques, donnée à ces équations, vient de ce
que, si l'on suppose que a est racine, - l'est n^'cessairement aussi.
285. Afin de pouvoir assigner la forme générale des équations réciproques, nous considérerons successivement le cas où l'équation est de degré impair, et celui où elle est de degré pai7\
Premier cas. — Soit une équation quelconque de degré impair
{ I ) x"-"^^ -I- px-" ~ qx^"'' -i- . . . -.- sx^ -+- tx -h u ~ o.
Pour que cette équation soit réciproque, il faut, d'après la définition, qu'elle reste la même lorsqu'on y remplace x par -• Effectuons cette substitution; il vient
d'où, multipliant par a:-"+', divisant par u et renversant l'ordre des termes,
(2) ^2"+' H- -a-» H- :lx-«-'-i-... + ^^'+ ^-x + - = 0.
Il u u u u
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Or, pour que les équations (i) et (2) soient identiiiues entre elles, il faut et il suffit que les coefficients des mêmes puissances de x soient égaux, c'est-à-dire que l'on ait les relation?
On déduit de la dernière
ir — I , d'où u = ±:.\:
et si l'on prend d'abord' la valeur // - i , il en résulte
t = Pi s r~ rj.. . . , <7 = V, p = t.
Prenant ensuite la valeur u ^ — i , on trouve
d'où l'on voit qu';/«<? équation ch; dc^ré impair est réciprofjue quand les coefficients des termes à égale dislance des extrêmes snnt égaux et de même signe, ou bien égaux et de signes contraires. Elle ne peut d'ailleurs être réciproque que dans l'un ou l'autre de ces deux cas. Second cas. — Soit une équation quelconque de degré pair
(3) x^" -^ p x'^"~^ — qx^"~'-~.. . .-h rx"-^. , . - sx'-i- tx — u = o.
(Dans ce cas, comme le nombre totiil des termes est 2/? -i-i, le terme rai' est à égale distance des deux extrêmes.)
Remplaçons x par - dans cette équation ; il vient
d'où, multipliant par x^", divisant par u et renversant l'ordre des termes,
( 4 ) X-" ^- - x'"-' -^ - x^'-- -, ...-■-- a-" ^ ... -f- ^ X- -:- ^ X -:- - = o. ^^' nu u u u u
Or, pour que les équations (3) et (4 ) soient identiques entre elles, il faut et il suffit que l'on ait les relations
La dernière revient à
m' = I , d'où u = — 1,
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Cela posé, pour la première valeur u — ~~\, on trouve
t = p, s = r/,..., r =/•,..,, rj=s, p = t,
et, pour la seconde u = — \,
t= — p, s = —q..... r--=_r,..., rjT= — s, p^ — t,
égalités dont celle du milieu, /• - - — r, ne peut exister, à moins qu'on ne suppose /• = 0.
Donc tnite équation de degré pair est réciproque iowles les fois : i° que les coefficients des termes à égale distance des extrêmes sont égaux et de même signe; 2" que, le terme du mileu manquant dans Véquatinn, les coefficients des termes h égale distance des extrêmes sont égaux et de signes contraires. L'une ou l'autre de ces deux conditions est d'ailleurs nécessaire.
286. Passons actuellement à la résolution de ces sortes d'équations, et supposons d'abord qu'il s'agisse d'une équation de degré pair, telle que les coefficients des termes à égale distance des extrêmes soient égaux et de même signe.
Nous prendrons, pour fixer les idées, une équation du huitième degré; mais on reconnaîtra aisément que la même méthode s'appliquerait à toute autre équation satisfaisant à l'hypothèse établie.
Soit donc l'équation
(i) x*-i- px'' -h qx'^-i- rx^-~ sx* -î- rx^ -h qx^-r- px -i- i = o,
et posons, dans l'équation (1),
On est conduit à cette transformation par la remarque suivante. Puisque les racines sont réciproques deux à deux, il s'ensuit que l'on
connaît les produits r/ x -> Z» x y' t- ><-;•• • des rarines réciproques
'■ abc
(chacun de Ci!S produits est égal à 1) ; ii suffirait donc (ll-i), pour obtenir
les deux racines « et -5 on b et -1 ■ ■ • ^ de connaître les sommes a ~ -■> ai) a '
^ -^ -, ' ou, ce qui revient au même, les valeurs de la fonction ^ -^ -•
Cela posé, si l'on divise l'équation (1) par x\ et qu'on rassemble les termes affectés des mômes coefficients, il vient
la difficulté est ainsi réduite à exprimer en fonction de z les quantités
Or on a, en général, équation d'où l'on déduit, en y remplaçant x -\ — par 3,
formule qui donne l'expression ;c"'+' -i- -—7, au moyen des deux expressions semblables de degrés immédiatement inférieurs, m et m — i. Soit fait successivement
/M = 1, 2, 3, 4, 5,...; on trouve
et ainsi de suite à l'inGni.
En un mot, ces expressions forment (J83), à partir de x' a — r.^ une
série récurrente du second ordre, dont l'échelle de relation est (z, —1). Il ne s'agit plus maintenant que de substituer dans l'équation (3), à la
place de j:^-r — -, x^ -\ — . , x'' -\ — -■> les valeurs qu'on vient d'obîenir; x' x" X*
ce qui donne, pour l'équation résultante,
z' — 4 2' -^ 2 -f- /^ ( z' — 3 2) -I- 7 ( 3' — 2 ) + r 2 H- * = o, ou, réduisant et ordonnant par rapport à z,
z*H-/;z'+ [rj — Ji)z'^ (,-_3/,)3_2^_^2^.y= o, équation d'un degré sous-double de celui delà proposée.
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Donc la résolution de toute équation de degré pair telle, que les coefficients des termes à égale distance des extrêmes sont égaux et de même signe, peut être ramenée a la résolution d'une équation de degré sousdouble.
Considérons, en second lieu, l'équation de degré impair
x^''*'^ -^ p X-" -\- qx"~^ -T-. . .-I- cpœ'^-^ px -r- i z= o,
dans laquelle les coefficients des termes à égale distance des extrêmes sont égaux et de même signe.
Il est d'abord visible que — i est racine de cette équation ; car le premier membre devient, par hypothèse a- = — i,
donc ce premier membre est divisible par x -h i.
Je dis de plus que le quotient est un polynôme réciproque de degré pair, dont les coefficients à égale distance des extrêmes sont égaux et de même signe.
En effet, on voit bien clairement que, si l'on divise soit
x"^"^^ -\- px'^-h qx'^"'^ -^ . . .-^ qx^ -^ px -\- i par x-j-i, soit
I -+- px -4- qx' -\- . . .^- qx^"~^ -h px''" -+- x'"-^' par i -f- .r,
les coefficients des termes de même rang dans les deux quotients sont nécessairement égaux (il suffit d'ailleurs d'effectuer les deux divisions pour s'en convaincre); mais le second quotient n'est autre chose que le premier obtenu dans un ordre inverse : donc il faut nécessairement que les derniers coefficients du premier quotient soient deux à deux égaux aux premiers.
Il résulte de là qu'après avoir divisé le premier membre de la proposée par .r -t- I on obtiendra une équation réciproque de degré pair, de même forme que celle du numéro précédent, et qu'on résoudra de la même manière.
288. Il nous reste encore à considérer les équations, de degré pair ou impair, dont les termes à égale distance des extrêmes ont des coefficicnis égaux et de signes contraires.
Soit l'équation
x"^-\- pjf"~^ -+- q.lf"'' — ... — qx'' — px — 1 = 0.
[Il n'y a point ici de terme du milieu, parce que, si m est impair, le
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nombre total des termes, /// -hi, est pair, et si /// est pair, le terme du du milieu doit manquer (285, -i' cas) pour que l'équation soil réciprfHjue.']
Cela posé, il est encore visible que l'équation proposée est satisfaite par X = -r- 1; donc le premier membre est divisible par x — i.
Or, si l'on divise
1° x"'-~ pjf~* -h qx"-^ ->-...— qj'- — px — l par x — ï,
%° — 1 — px -~ qx"^ — . . . -'- qjf"''' -i- pxf"'^ — xf" par — I -r- a-,
ou, ce qui revient au môme (en changeant les signes),
\ — ])X ^ qx- ~ . . .— qaf'^''^ —■ px"'~^ — jcf" par i — x,
on devra obtenir, pour les termes de même rang dans les deux quotients, des coefficients absolument identiques (ce qu'on peut d'ailleurs aisément vérifier en effectuant la division).
Donc le premier quotient est nécessairement un polynôme dont les termes à égale distance des extrêmes ont des coefficients égaux et de même signe ; ainsi ce polynôme rentre dans l'un des deux cas précédemment examinés.
N. B. — Dans l'hypothèse qui nous occupe actuellement, si l'on suppose que m soit pair, comme, en divisant le premier membre de la proposée par a: — I, on obtient un quotient de degré impair dont les coefficients sont égaux et de même signe, ce quotient est lui-même divisible par x-^i (287). Ainsi le premier membre de la proposée est divisible par [x — \) [x ^ i) ou x'-~i, et le quotient est un polynôme de degré pair qui rentre dans la classe de ceux déjà traités (2S6).
En résumant tout ce qui vient d'être dit, on voit
1° Que, si réquation réciproque proposée est de degré pair, et que le coefficients des termes à égale distance des extrêmes soient égaux et de même signe, sa résolution peut être i286) ramenée à celle d'une équation de degré sous-double ;
•1° Que, si l'équation est de degré impair, les coefficients à égale distance des extrêmes étant égaux et de même signe, le premier membre c.-t divisible par X -M (2b7); et, cette division étant effectuée, l'équation résultante peut être ramenée à une équation de degré sous-d( uble;
3° Que, si réquation est de degré impair, les coefficients à égale distance des extrêmes étant égaux et de signes contraires, le premier membre est divisible par x — i (288); et, la division étaflt effectuée, on parvient à une équation susceptible d'être abaissée à un degré sous-double;
4° Que, si l'équation est de degré pair, les coefficients des ternies pris à égale distance des extrêmes étant égaux et de signes contraires, le
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premier membre est divisible par x' ~ i [N. £., 288) ; et, si l'on effectue la division, l'équation qui en résulte peut être elle-même abaissée à un degré sous-double .
290. applications. — Soit réquation générale à deux termes' j;"'— i = o ; cette équation a évidemment i pour racine; et, en effectuant la division par X — I, on trouve (31) pour quotient
équation réciproque, dont la résolution peut, au moyen des principes précédents, être ramenée à la résolution d'une équation de degré plus simple. Soit, par exemple, l'équation
On a, en divisant par x — i,
iquation que l'on peut mettre sous la forme
Posons
il en résulte
X -\ — = 3, d'où x'^ — zx -- I --- o
.r'-)-2H — i = 2^ ou x--i — z^—1.
Reportant ces valeurs de .z- h- - et de .r'-t- — dans l'équation, on obtient
z^ — 2 -H 2 -t- 1 = o, ou, réduisant,
D'ailleurs l'équation x'' — zx ~ i — o donne
- = -±-v/--4; donc, en substituant à la place de z ses deux valeurs, on a, toute réduc-
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tion faite,
L'équation x'"— i = o peut encore être résolue complètement par le même moyen.
En effet, on a
On connaît déjà les racines de l'équation j:* — i = o; quant à celles de l'équation r'-r-i = o, comme, par l'échange de jt en —jc, elle devient jc'-i- 1 = o, on voit que tout se réduit à prendre avec des signes contraires les racines de cette dernière équation.
§ IV. — Théorie des fonctions symétriques.
Pour compléter l'ensemble des matériaux nécessaires à la résolution des équations d'un degré quelconque, il nous reste à exposer une des théories les plus curieuses et les plus importantes de l'Analyse : c'est la théorie des fonctions symétriques. L'illustre Lagrange en a fait la base d'une méthode pour résoudre les équations du troisième et du quatrième degré.
(Les candidats à l'École Polytechnique peuvent, sans inconvénient, passer ce paragraphe, que nous n'avons placé ici que pour nous conformer à la marche précédemment tracée.)
291. Ou appelle fonction sj métrique des racines d'une équation toute expression algébrique qui renferme ces racines combiné(S de la même manière, soit entre elles, soit avec d'autres quantités. Ainsi la somme a -^ b -^ c ~. . .^ i -^ l des racines d'une équation, la somme ? ab ^ ac ^ ad -\-. ..^ il de leurs produits deux à deux , la somme abc -I- abd-\- . . . de leurs produits trois à trois,. . . sont dites ûss> fonctions symétriques des racines.
Le caractère distinctif d'une fonction symétrique de diverses quantités est qu'e//e conserve la même valeur numérique, quelque permutation que ion fasse subir à ces quantités.
Nous avons déjà vu {2i2) que, P, Q. R,..., T, U étant les coefficients d'une équation, on a. entre les racines et les coefficients, les relations
rt -f- Z» -i- f -h . . . = — P, ab -^ ac -^ ad -^ . . . — Qi abcd. . . = rfc U ;
nous allons voir maintenant que toute fonction symétrique rationnelle de
SOMMATION DES PUISSANCES SEMBLABLES DES RACINES, ETC
ces mêmes racines peut être exprimée également au moyen des coefiBcients de l'équation.
292. Sommes des puissances semblables des racines iCune équation. — Les plus simples des fonctions symétriques, celles au moyen desquelles on peut, comme nous le verrons, former toutes les autres, sont les sommes des puissances semblables des racines, telles que
et, en général.
if^b^-h
n étant un nombre entier quelconque.
Or je dis que , sans connaître les racines, il est possible d'exprimer les sommes de leurs puissances semblables au moyen des coefficients P, Q, Rj. . ., qui sont des quantités connues.
Soit, en effet,
Qjc"
^yfn-Z_
l'équation proposée; et désignons ses racines par «, b, c, d, Si l'on
divise successivement le premier membre par chacun des m facteurs du premier degré, a: — a, x — b, x — c, on obtiendra (238), pour les différents quotients,
jfn-2_^^j2
af-
-h Va
^- Va' -t-R
-h Va"'-^ -^Qa'"-^ -f- R«'"-* -+-
-r-Vb'
-^Qb -f-R
-hVb'"-'
et, ainsi de suitCi pour chacun des facteurs x — c, x — d,. . .. Maintenant, si l'on fait la somme de ces m quotients, et que l'on pose.
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pour plus de simplicité,
fl^+ /,' ^ c' --..
fl"-' -H ^'"-' -h c'"-' -r- . . . =- S,„_,,
on obtient évidemment pour cette somme
mx
S, ■mV
H-RS
ml.
D'un autre côté, l'on a vu (26 i) que Y, ou le polynôme dérivé du premier membre de la proposée, représente aussi la somme des m quotients de la division de X par :r — «, :c — ^-j a; — r, . . . ; or on a (262)
Y ^ ,„^-i ^[m-i)Vx'"-^-^{m - 2)Qx"-^-- (/» — 3)Rjr"-*-^...-f-T.
Donc, en comparant terme à terme ces deux e'spressions identiques de la somme des m quotients, on obtient les relations
S, H- wP =(m — i)P, ou, simplifiant, S, -^ P = o,
Sj -^ PS, -f- mQ = [m — a Q. ou bien S, -r- PS, -^ iQ = o,
S3-t-PS2-^QS.--wR = (/«-3)R, ou S3^ PS, + QS, -3R = o,
S^_, - PS,„_2 ^ QS„,_3 --...-- wT = T, S,„_. + PS„_, - QS„_3 -...-;- [m - i)T = o.
ou
La première formule dorxne d'abord la valeur de S, en fonction de P; la seconde donne ensuite S^ en fonction de P, Q et de S,, ainsi de suite; enfin la dernière fait connaître S„_, au moyen de P, Q, R,..., T, et de S„,_j, S„_3,..., qui sont censés connus d'après les relations précédentes.
Pour étendre ces formules au cas d'une puissance entière et positive quelconque, reprenons l'équation proposée, et remplaçons x par chacune
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des racines a, è, c, <f, . . . . on a les égalités
«"'H-P«'"-'-f-Qrt'"-^-;-...H-Ta-f-U = o,
Multipliant toutes ces égalités respectivement par n", b", c",.... et ajoutant les produits terme à terme, on obtient, d'après les notations convenues,
S..n -^ PS..„_, - QS„,„_, - ... - TS„,. -^ US„ = o.
Cela posé, voici l'usage de cette formule : Soit
« = o ; d'où S„ = So = «, -f- ^'o -^ c„ -h . . . = w ;
elle devient
S„. + PS_, -f- QS_, --. . .-i- TS, + /«U = o;
cette dernière formule se lie immédiatement avec la dernière des formules obtenues ci -dessus.
Soit fait ensuite « = 1,2, 3, 4, 5,. . .; on trouve
S„«-PS„,,-QS„ -...--TS3 ...--TS
US3 = o, US3 = o,
Il est facile de reconnaître, d'après l'inspection de ces formules, que, les sommes des m premières puissances étant formées, les suivantes forment (184) une série récurrente dont l'échelle de relation est l'ensemble des m coefficients P, Q,R T, U de la proposée, pris en signes
contraires.
La formule S„^„ -1- PS„^„_, -r- . . . — o peut donner également les sommes des puissances à indices entiers et négatifs. En effet, soit d'abord n = — I ; il en résulte
S„-.-PS„., -:-... -TS,-.-US_. = o,
équation d'oii l'on peut tirer la valeur de S_, en fonction de S^,,. S„_2, . . . , S,, S„, qui sont censés connus.
Soient encore n = — 2, /? = — 3, ... ; on obtiendra de nouvelles formules qui donneront S_j en fonction de S,„_j, S„_3, . . . , S,, S_,; puis S_j en fonction de S„,_3, S„,_^. , . . , S_,, S_j ; et ainsi de suite.
Concluons de là qu' u/ie équation quelconque étant dmnée, on peut Vujrmrs, sans connaître ses racines, obtenir les sommes de leurs puissances semblables, le degré' de la puissance étant un nombre entier quelcmque, positif ou négatif.
Soit, pour exemple, l'équation
on a, pour cette équation particulière,
ce qui donne
S, = - PS, - 2Q = 1 + i4 = i5,
S, -' -^ PS3 - QS, - 3T = - i5 - 7 -+- 3 = - .9,
S, = - PS3 - QS., - TS, — 4 U = 13 ^ io5 - I — -24 = 99,
S. = — PS^ — QS3 — TS^ — US, = — 99 — i33 -t- 1 5 -H 6 = — il I ,
Sg = — PS, — QS, - TS3 - US, = 21 1 4- 693 - i 9 - 90 :^ 795,
c - S, - rS, - QS - TS„ _ 19 - 1 j - 7 + 4 ^ ■ ^-'~ U 6 g'
c - s, - PS. - QS, - TS_, _ ~ ^ ^ "^ ^ "^ ^^^ -^ 6 ^ 85 ^-2"" U G 3G'
Ces valeuis peuvent être aisément vérifiées ; car l'équation a été formée par la multiplication des facteurs or — i, x -h i, x — %, x -r- '^ : ce qui donne -h i , — i, h- 2 et — 3 pour les quatre racines.
Considérons maintenant d'autres espèces de fonctions symétriques.
293. On distingue les fonctions symétriques rationnelles et entières des racines d'une équation, en fonctions symétriques à une lettre, à deux lettres, à trois lettres, etc.
Les fonctions symétriques à une lettre sont celles dont chaque terme ne renferme qu'une racine; telle est la fonction o"-i- i"H- c"-(-. . . , que nous savons déjà (292) exprimer au moyen des coefficients de l'équation.
Les fonctions à deux lettres sont celles dont chaque terme renferme deux racines: telle est la fonction a"b'' -h a"c''-\- b"a''-t- a"d''-i-. . ., dont il est aisé de concevoir la formation en prenant tous les arrangements deux à deux des m racines, et en affectant les deux lettres de chaque
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produit des exposants respectifs n Qi p\ d'où il suit que le nombre total des termes de cette fonction est (146) égal à /«(/« — i).
Les fonctions à trois lettres sont celles dont chaque terme renferme trois racines : telle est la fonction ^^^''c'-f- cfc^d''^ b"a''c'> -t- . . . , que l'on obtient en formant tous les arrangements trois à trois des m racines, et affectant les trois lettres de chaque produit des exposants respectifs /?, /?, q. Ainsi le nombre total des termes est marqué par m' m — i) (w — 2) ; et ainsi de suite.
Comme, un terme quelconque d'une fonction symétrique à plusieurs lettres étant écrit, on peut obtenir tous les autres, en substituant à l'arrangement des lettres qui entrent dans ce terme les autres arrangements dont les m lettres sont susceptibles, et en conservant aux exposants le même ordre, on est convenu, pour abréger, de représenter les fonctions aune, deux, trois,... lettres, de cette manière : Ta", Ta"!)'', Ta"b''c''....; c'e;t-à-dire que l'on place en avant de l'un des termes de la fonction la lettre T; et ces notations équivalent à
a"-r- b-'^c"-^.. ., a"bP—a''cP — ..., a"b''c'> ~- a" b^d"- ^
Les fonctions dont nous venons de parler sont dites \gs fonctions symétriques élémentaires.
On peut concevoir ensuite que tous les termes d'une même fonction soient affectés de coefiBcients; mais, pour que la fonction soit symétrique, il faut que tous ces coefficients soient égaux, et alors on peut mettre ce coefficient en facteur commun.
C'est ainsi que l'expression ^a^h--v- ^a^c--^ 4^'«" — • • -, supposée symétrique en <7, é, c, . . . , peut se mettre sous la forme
4(r/^Z'-— «'c--r- ^^r-^...), ou i^Ta^P.
Enfin, un polynôme symétrique en a, b, c,. . . peut être composé de la réunion par addition ou par soustraction, [de plusieurs fonctions symétrques élémentaires ; et son évaluation se réduit alors à celle de chacune des fonctions élémentaires qui la composent. Passons donc à la détermination de celles-ci.
Evaluation des fonctions symétriques à deux, trois.... lettres.
294. On a déjà donné (292) des formules pour évaluer les fonctions telles que Ta", qui n'est autre chose que S„. Cherchons à évaluer la fonction à deux lettres TcfbP. Pour cela, multiplions entre elles les deux expressions
cj"-T- (f-^<f-^d''-^...=^ T«",
a' ^bf-i-cP-^dP-^...^ Ta"
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Le second membre est
Quant au premier membre, il peut arriver deux cas dans la multiplication : ou les deux termes du multiplicande et du multiplicateur ont la mêm? lettre; et, dans ce cas, le produit partiel est un des termes de la fonction T(f-^''; ou bien ces deux termes ont des lettres différentes, auquel cas le produit partiel est un terme de la fonction Ttfh''. Comme, d'ailleurs, le produit total doit être symétrique, puisque les deux facteurs le sont, il s'ensuit que le premier membre a pour expression
1u"^''^'ïa"b''.
Ainsi l'on a l'équation
Trt"-p^ Tc^hP^ Te/" x T^P; d'où l'on déduit
(i) T«" bP =-- Ta" X TaP — Td'^P.
Trt", TaP, Td'^p étant connus, d'après les formules du ii° £92. la formule (i) pourra servir à déterminer toutes les fonctions à deux lettres.
Cas particuliers. — Si, dars cette formule, on suppose n = />, circonstance qui arrive assez souvent, le second membre se réduit à [Tfff — T«^". Pour savoir ce que devient le premier (qui, en apparence, se réduit à Tcfb"), il faut observer que l'on a
Ta^bP^ a"bP-^ cfcP-:- c^dP — ...-- b"aP ^ .. .-r- c''aP -~ . . . .
Or, dans l'hj^othèse de n = p, tous les termes de ce polynôme deviennent égaux deux à deux, savoir, cf'bP et b"aP, o"cp et (faP, . . ; donc TffbP se réduit réellement à ■i.Ta"b'\ c'est-à-dire au double de la fonction exprimée par Ta"b", et dont le nombre des termes n'est plus (293) le nombre des arrangements, mais le nombre des combinaisons deux à deux.
Donc, en supposant n ~ p dans la formule (i), on trouve
Tâchons maintenant d'évaluer la fonction Ta"bPc''. Pour y parvenir, multiplions entre elles les équations
(^ b" -^ a" <:P -\- a"dP-^'...'^ b"aP-^.. .^ rV/^'-f-. . . = Ta^bP, al ^ b'' ^ cl -r- d'' -r- . . . ^ Ta'.
On a d'abord Ta"bP : - T/?' pour le produit des seconds membres.
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Quant aux premiers membres, on doit obtenir trois espèces de fonctions symétriques pour le produit total ; car
Ou bien la lettre du terme multiplicateur est semblable à la lettre du terme multiplicande, affectée de l'exposant n : auquel cas le produit partiel est un des termes de la fonction Trt"+'Z)'' ;
Ou bien la lettre du terme multiplicateur est semblable à la lettre du terme multiplicande, affectée de l'exposant p : et, dans ce cas, le produit partiel appartient à la fonction Ta"b''-^'';
Ou bien, enfin, elle est différente des deux lettres qui entrent dans le terme multiplicande : et alors le produit partiel est un des termes de la fonction Tri"b''c''.
Donc le produit total des deux premiers membres a pour expression
T«"+9^)P-4- Ta"b<'+'>^'Ta"b''ci.
Ainsi l'on a pour nouvelle équation
Tn"^''b''-h Ta"bP+''^ Ta"bPc'' = Ta"b''>< !«';
d'où l'on déduit
( 3 ) Ta"bPc''^Ta"bP><Ta'' — Ta"+''b''-Ta"b"+''.
Cas particuliers. — i° Supposons deux des trois exposants égaux, p = q par exemple; le premier membre se réduit à 'jlT a" b'' c^ , puisque tous les termes de la fonction générale Ta"b''c'' sont alors égaux deux à deux, et la formule ( 3 ) devient
_ , Ta^b" X TfiP—Ta"+PbP— Ta"b'P
(4) Ta"bPcP^ ; -•
Cette nouvelle formule servira pour toutes les fonctions à trois lettres dont deux exposants sont égaux.
i" Supposons les trois exposants égaux, c'est-à-dire n ~ p == f/;\e premier membre de la formule (3) se réduit à QTa"b"c", parce que tous les termes (145) deviennent égaux six à six.
Ainsi cette formule devient
^ , Ta"b"xT a" — 9. T a^" b"
(5) Trt"è"6«= ^
On parviendrait à ce même résultat, d'après la formule (4), en observant que n ^ p donne
Td'bPci'^ 'iln''b"(f,
parce que tous les termes de Ta"bPcP deviennent égaux trois à trais.
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Pour peu qu'on rédéchisse sur la marche qui vient d'ôlrc suivie pour (î'valucr Ta"b'', Ta"bPc'>, il est îii.-é de voir ce qu'il faudrait faire pour l'évaluation des fonctions à qiKttre lettres, à cinq lettres, etc.
295. Comme nous avons remarqué (293) que toute fonction symétrique rationnelle et entière des racines d'une équation n'est que le résultat de la réunion, par addition ou soustraction, des fonctions Tn", To"^'',
Ta"b''c'', nous sommes en droit de conclure ce théorème, qui est un
des plus beaux et des plus importants de l'Analyse algébrique : Toute fonction symétrique, rationnelle et entière des racines d'une équation peut, sans que l'on connaisse ses racines, être évaluée au moyen des coeffuients de V équation.
N. B. — Il en est de môme d'une fonction symétrique rationnelle et fractionnaire; car, si l'on conçoit que tous les termes soient réduits au même dénominateur, on aura une seule expression fractionnaire dont le numérateur devra, d'après le caractère distinctif d'une fonction symétrique (291), être, ainsi que le dénominateur, une fonction symétrique rationnelle et entière. Donc, en évaluant chacune de ces fonctions séparément, on obtiendra la valeur de la fonction proposée.
Applications de la théorie des fonctions symétriques.
296. La théorie des fonctions symétriques donne les moyens de résoudre cette question, que nous avons déjà traitée (272) par le secours de l'élimination :
Une équation dont on ne connaît pas les racines étant donnée, former une nouvelle équation qui ait pour racine une combinaison déterminée de deux, trois, . . . quelconques des racines de la proposée.
Pour fixer les idées, supposons d'abord que l'on demande
Une équation dont les racines soient la somme de deux quelconques des racines de l'équation X = o.
Soient <?, b, c, d,. .. les racines de cette équation ; celles de la nouvelle équation, que nous appellerons Z = o, seront
et leur nombre sera exprimé par le nombre de sommes ou de combinaisons différentes, deux à deux, que l'on peut faire avec les m lettres a, b,
r, r/, . . . , c est-a-dire (U7) par — — ^ -
Ainsi, 1 représente déjà le degré de 1 équation.
Quant à la composition de ses coefficients, comme (2i2) le coefficient
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du second terme est égal à la somme des racines prises en signes contraires, il a pour valeur
— [a -^ b) ~{a -i- c] — {a -h ft) — . . .,
expression dans laquelle a, b, c. . . entrent toutes de la même manière; ainsi cette fonction symétrique rationnelle et entière peut s'exprimer au moyen des coefficients P, Q, R,. . . de la proposée.
On a de même, pour le coefficient du troisième terme, la somme des produits, deux à deux, des mêmes quantités, ou bien
expression qui estr encore symétrique en n, b, r,. . ., et peut, par conséquent, s'évaluer au moyen des coefficients P, Q, R, Même conclusion
par rapport aux coefficients du quatrième, cinquième,. . . terme, et, en général, par rapport au coefficient de rang {« -t- i), puisqu'il n'e^t autre chose, au signe près, que la somme des produits n a n des quantités n -h b, c/ H- c, . . . , somme qui est nécessairement une fonction sym^é-
trique de n, b, c, Toute la difficulté consiste à mettre en évidence
ces diverses fonctions symétriques, et à les évaluer d'après les formules établies précédemment.
Au reste, nous verrons bientôt un moyen plus simple d'évaluer les coefficients de l'équation cherchée.
On peut également former une équation dont les racines soient des combinaisons de la forme
a -^ b -r- /> c/b, a -^ c -i- />■ ac, a -i- d -h /; ad, . . . ,
k étant un nombre connu et déterminé.
Le degré de cette nouvelle équation, que l'on peut encore désigner
par Z = o, est toujours marqué par m — ■_ — : et ces coefficients étant,
au signe près, les sommes des produits, une à une, deux à deux, trois à trois,... des quantités a-\-b-^kab, a -^ c -i- /,■ ac,. . . , sont nécessairement des fonctions symétriques rationnelles et entières de la proposée.
297. Proposons-nous, pour seconde application, de for uer l'équation aux différences des racines d'une équation donnée, question qui a déjà été traitée par l'élimination.
Nous avons fait connaître (275) la forme et le degré dé cette équation. Soit m le degré de la proposée; celui de l'équation aux différences est exprimé par m[in — i). De plus elle est de degré pair et ne renferme que des puissances de degré pair; de sorte que, si l'on pose, dans celte
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équation,
, /// 1 m — 0 ir = z et == n,
l'éciuation prend la forme
et les racines de cette nouvelle équation sont les carrés des diffcrcnces des racines de la proposée.
Les coefficients P', Q',. • ■ , T', U' sont les mêmes que ceux de l'équation aux différences; mais elle est de degré sous-double, et, par cela même, plus simple à considérer.
Cela posé, si <■/, Z», c, d,. . . sont les racines de la proposée, on a, pour celles de l'équation (i),
donc, d'après la composition connue des équations, les coefficients P', Q', R', . • • sont, au signe près pour quelques-uns, les sommes des produits I à I, 2 à 2, 3 à 3,. . . des quantités
{a^b)\ [a-cf, [b-ey-,...,
c'est-::-dire que l'on a
~V'={a-by^{a-cy^-...,
Q'-= [a — by{a - c)'-4-(« - by[b — c)'-:- . . ., ~R'={a-by{a-cy{b-cy^.,..
Or toutes ces expressions sont des fonctions symétriques que l'on peut évaluer au moyen des coefficients P, Q, R,. . . de la proposée.
Toutefois, si l'on effectuait ces développements, les diverses fonctions que l'on obtiendrait seraient des fonctions à une, deux , trois, . . . , et, en général, à p lettres (si l'on considère le coefficient de rang p -i-i); et ces coefficients s'évalueraient avec beaucoup de peine dans la pratique.
Mais // existe un moyen plus simple de calculer P', Q', R', . . . .
Les formules S, -f- P = o, Sj -î- PS, -i- 2 Q = o, . . . , obtenues au n° 292, font connaître S,, S^, S^, . . . , en fonction de P, Q, R,
Réciproquement, connaissant à priori les sommes S,, Sj, S , . . . des racines d'une équation, on pourrait calculer les coefficients P, Q, R, ... d'après les mêmes formules, car elles donnent
P._S„ Q=-^'-''g', R -S.-PS.-OS
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Donc, si nous pouvions évaluer les sommes des puissances semblables des carrés des différences [a — Z»)', [a — c)% . . . , nous obtiendrions facilement les valeurs de P', Q', R', . . . .
Or, en appelant S',, S'j, S3.. . . les sommes des puissances semblables des racines de l'équation (3), on a
S', = (a — b)--^ (^ — cY-^.. .= [m — 1)1(1^ — ■j.Tab,
5;= (« — by-^.- {a — cY-r-...=^ 'm - i) T(â—QTn'b ~ \5TaUr~ ioTa^h\
Explication de ce tableau. — Il est évident d'abord que les développements de S', , S'2 , S'3 ; . . . ne peuvent se composer que de fonctions symétriques à une ou à deux lettres au plus. Quant à la manière de les obtenir, on observera que, dans chacun d'eux, «', ou a\ ou a^.... doit être répété autant de fois que l'on peut former de différences entre la racine a et toutes les autres dont le nombre est /« — i ; donc les fonctions T«', Ta* , Trt", . . . ont toutes [m — 1) pour coefficient.
Les coefficients des autres fonctions sont d'ailleurs ceux des développements des puissances [a — by, {a — by, {a — bf,. . ., depuis le coefficient du second terme inclusivement j'us(ju'à celui du terme qui tient le milieu, aussi inclusivement. Enfin, les diverses parties sont alternativement positives et négatives, comme dans les développements de {a — by, [a-by,....
Le nombre des sommes S',, S'2, S3,... qu'il est nécessaire d'évaluer est égal au nombre des coefficients P', Q', E.', . . . de l'équation (3); par conséquent la dernière somme est S„.
Cela posé, voici la marche qu'il faut suivre dans la pratique pour évaluer ces sommes :
On commence par calculer les sommes S^, S^, S^,. . . Jusqu'à S^,, ou Smfm-O' ''^^■^ racines de la proposée (i); puis, à Vaide des jormules
du n" 291, on évalue toutes les fonctions Tab, Ta^b, Td'b^, d'où l'on
conclut les valeurs de S', , S'j, S3, S'„, et, par suile, celles de P', Q',
298. Soit proposé de former l'équation aux carrés des différences des racines de l'équation x^ — yx -i- y — o. Cette équation étant du troisième degré, on a
im-i) „
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Ainsi l'équation cherchée est de la forme
c'est-à-dire qu'il y a trois coefficients à déterminer, et, par conséquent, trois sommes, S',, S,, S',, à calculer. Cela posé, on a
d'où l'on déduit, tout calcul fait,
S, = G, S, = i4, 83 = — 21, S^ = 98, S5 = — 245, Sg --- 833,
Trt« -^S, = 833, Ta'b =S,S, -S, --- 833, Ta'b'= S, S, -S, =r 539, Ta* = S^ =98, I (S )2_ S
T 3A c o Ta^b^—- — ^ = — 106;
Trro = — S4 = — 98. I 2 "^ '
T«» := S, =14, Tr/i .^ Q = - 7,
Donc
S', = 2T(7- — iTab = 42,
s; = 2T«'— 4T.-/^/^ ^ 6Trt'i== 882,
s; =-- 2Tr/«- 6Trt'6 -- iST^i'Z»-— 2oTrt^6'= 18669.
Ainsi, à cause des formules
on a
Donc, enfin, l'on obtient
pour l'équation aux car/es des différences des racines de l'équation x^ — 7 j: -f- 7 == o.
Nous engageons les commençants à traiter ce même exemple par l'élimination, afin de comparer les deux méthodes.
299. Ce moyen de déterminer les coefficients de l'équation aux carres des différences peut être également employé pour déterminer les coefû-
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cients de l'équation aux somn:es des racines prises deux à deux, a -\- b, a -h c, b -i c,. . . [voir n° 296).
Soit
x^-j- Pji'-i- Qx h- R ^ o
l'équation proposée; l'équation aux sommes a -^ b, a -h c, b -^ c serait de la forme
et, en appelant S',, S'j, S'3 les sommes des puissances semblables des racines de cette seconde équation, on aurait, pour déterminer S',, S'j, S',, les formules
S', = (rt H- ^) -f-(« -f- c) 'i^[b -h c) = ^.{a -h b -{- r) = 2T<7, S2 =^ (rt H- b)--h[a -I- c)- -^ [b -^- cY = ■i.Ta'' -r- iTab, S'3 = (« -^ bf-^[a -r cY-^[b-i- cf = -xTa'-^ 3Ta'b.
Après avoir calculé les sommes S,, S^, S3 de la proposée, on en déduirait les valeurs de T«', Tab, Ta^, Ta^b, ce qui ferait connaître S',, S'^, S'^; et l'on obtiendrait enfin P', Q', R', d'après les formules
S', + P'-=o, S;-!-PS', -^2Q'=o, S'3-4-P'S'j+Q'S', 4-3R'=o.
On opérerait d'une manière analogue pour former une équation dont les racines fussent des combinaisons de celles de la proposée, de la forme a ->- b -{- /tab, a -h c -h /cac, ... ; on aurait, pour une équation du «'""' degré,
S\={a -h b -i- /iab) -h (a -^ c -^ Aar)-^ . . .= [m — i)Ta -h /,Tab, • S;= [a-hb + kabf-T-... = (w — i)T«=^ •iTrtZ' -^i/,Tn^b -n PTa'b\ S\={a^b-i-/,abY-^... = {m-i)Ta'^3T:a'b-i-'i/c{Ta'b-^iTa^b') ■^ZPTa'b'^ PTa'b\
Nous proposerons les exercices suivants :
Déterminer :
1° L'équation aux carrés des différences des racines de l'équation
Résultat : z- — 36 z' -4- 824 z + 459 = o.
Cet exemple a déjà été traité (27i) par la méthode d'élimination.
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1° L'éqiintinn aux sommes deux à deux dcs racines de l'équation
x^ — "ix — 2=0.
Résumât : z^ — 32-f-2=o.
3" L'équntion dont les racines soient des combinaisons de la forme a -i- b -i- ab des racines de l'équation
x^-^ Sx' — ^x — 1% ^- o.
Résultat : z^ -+- loz^ -i- 17 z — 28 = o.
4° Véqualion dont les racines soient les sommes deux à deux des racines de l'équation
x^ — 6^^ — 5 j:' ^- ^ix H- 40 — o. Résultat : z*^— i8z^-- 982^— 96 z"— 7472^-1- 2822 z — ig44 =0.
300. Nous terminerons les applications de la théorie des fonctions symétriques par la démonstration d'un très-beau théorème sur l'élimination.
Ce théorème, dû à Bezout, consiste en ce que le degré de /'équation finale cjui résulte de l'élimination de l'une des inconnues, entre deux équations d'un degré quelconque à deux inconnues, ne peut être pins grand que le produit des degrés des deux équations ; et il est justement égal a ce produit lorsque les équations proposées sont les plus générales de leurs degrés.
Avant d'en développer la démonstration, il est indispensable de faire connaître la forme d'une équation complète du m'""' degré à deux inconnues.
Nous avons déjà reconnu (116) que toute équation du second degré peut être ramenée à la forme
Mar'^Nj:-f-P== o,
M étant une quantité toute connue, N un polynôme du premier degré en j, et P un polynôme du second degré.
En général , une équation à deux inconnues est dite du m'"'" degré lorsque, le plus haut exposant de chaque inconnue étant w, la somme des exposants de ces deux inconnues dans un même terme ne surpasse pas m (*). Il résulte évidemment de là que toute équation du degré m
(*) On suppose ici que les dénominateurs, s'il y en a, ne renferment pas les inconnues x^ij; autrement il faudrait d'abord chasser les dénominateurs. (^Voir la remarque du n° 92.)
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peut être ramenée à la forme
Ax^ -h BjT-' -i- Cj:"-'— Dx"-^ ~ . . .-i- Tx - U = o,
A étant une quantité connue, numérique ou algébrique, B un polynôme du i" degré en j>-, tel que
ùr - b'.
C un polynôme du 2^ degré en j-, tel que
cr^— c'r^ c",
D un polynôme du 3^ degré enr, tel que
T un polynôme du [m — i )'"'"'* degré en )\ tel que
D un polynôme du t7i""" degré en v, tel que
uy"' — u'y"'-'^ ~ . .
(quelques-uns des coefficients b, b', c, c',. . . peuvent être nuls dans les cas particuliers).
301. Cela posé, considérons les deux équations à deux inconnues
Aaf" -h Bx"-' -^Cx"-"— . . . -f- Tj: — U = o, k'af -~ B'x"-' ^ C'jf-^-^ . . . _^ T'^ -^ U' = G,
que nous désignerons, pour abréger, par
Concevons, en outre, que la première équation soit résolue complètement par rapport à x (quoique nous n'ayons pas encore les moyens d'effectuer cette opération), et qu'elle donne les m valeurs x = a. x = è, x = c,... {a,b,c,... étant alors des fonctions de r).
Chacune de ces m valeurs de .r, substituée dans l'équation M = o, doit la vérifier, quelque valeur que l'on attribue à j après celte substitution.
D'un autre côté, si l'on porte ces m valeurs successivement dans le premier membre de l'équation N = g, on obtient les expressions
A'rt"-f- B'rt"-' — ..., X'b"---B'b"-' — ..., A'c^-i-BV-'-t-...,
qui sont, en général, des fonctions irrationnelles dey. Or je dis que
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toute valeur, r = 6, qui rend nulle l'une de ces fonctions, est une valeur convenable (267).
En effet, supposons, par exenaple, que 6 rende nulle la fonction
A' rt"-^B' «"-'-;-...;
et désignons par or = a ce que devient x = « lorsqu'on remplace / par 6 dans a ; le système [x —u,y=.t) vérifie évidemment M — o, puisqu'on a déjà vu que or = a la vérifie, quel que soit /. En second lieu, j = 6 rendant nulle la fonction v
A'rt"-4-B',7"-'^...,
qui n'est autre chose que le premier membre de N = o, dans lequel on a mis rt à la place de x, vérifie N = o en môme temps que x = x, valeur de a qui correspond à r = §.
On voit donc que [x — x^ y ^ &) forme un système commun aux deux équations M = o et N = o ; ainsi y = ^ est une valeur convenable.
Réciproquement, toute valeur convenable de y doit anéantir l'une des fonctions ci -dessus.
Car, pour être convenable, il faut qu'elle satisfasse aux deux équations en même temps qu'une certaine valeur de x; or toutes les valeurs de x convenables sont comprises dans x = a, x = b, x = c,. . .; e\, dès que l'on fait or = « ou x= b,..., le premier membre de N = o retombe dans l'une des fonctions ci-dessus, qui doit, par conséquent, s'évanouir par l'hypothèse j = §.
On peut conclure de là que, si Von égale à zéro le produit de toutes CCS fonctions, /'équation cju'on obtiendra sera (sans aucun fadeur étranger ) l'équation finale qui doit résulter de l'élimination de x entre les deux proposées.
Cette équation finale, que nous nommerons l'équation (Y), est donc
(A'û"+ B'rt"-' -r- . . .) (A'Z)" -^ B'^"-' H- . . .) (A'c" -i- BV"-' -t- . . . ) = o.
Sa formation semble reposer sur la résolution complète de l'équation M = o par rapport à x : mais nous allons voir que cette dernière opération n'est pas nécessaire, et nous reconnaîtrons, dans ce qui vient d'être dit, une nouvelle méthode cV élimination.
Remarquons d'abord que l'équation (Y) ne change pas, quelque permutation que l'on fasse entre les racines c/, 6, c, d,. . .; ainsi le premier membre est (291) une fonction symétrique rationnelle et entière des ra* cines de l'équation M = o, résolue par rapport à x. Donc, en vertu du théorème établi (295), ce premier membre peut être exprimé au moyen des coefficients A, B, C,. . . de l'équation M = o, et il est possible <
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former l'équation (Y) sans que l'on soit obligé de résoudre d'abord l'équation M = o.
Cette méthode, qui est assez simple pour deux équations du second degré, devient très-laborieuse lorsqu'on veut l'appliquer à des équations d'un degré plus élevé. Elle a toutefois, sur la méthode exposée (269) et sur plusieurs autres, l'avantage de conduire toujours à la véritable équation finale, sans l'introduction d'aucun facteur étranger.
Mais, ici, notre principal objet est de démontrer le théorème sur le degré de r équation finale.
302. Pour déterminer le degré en y de l'équation (Y), il suffit de considérer un terme de rang quelconque. Or chaque terme du produit qui compose le premier membre se forme de la multiplication d'un terme du premier lacteur par un terme du second, par un terme du troisième, etc. Soient Ka*, K'^*', K"c*",... des termes pris au hasard dans chacun des m facteurs : le terme correspondant du produit sera
KK'K"; :. .x rt*^*'c*". .
D'ailleurs le produit total est symétrique en ^?, Z*, c, ...; donc ce terme fait partie d'une des fonctions symétriques qui entrent dans la composition de (Y); et cette fonction partielle peut elle-même être représentée (293) par
KK'K"x...xT«*Z»*'c""....
Il suffit donc de déterminer le plus haut degré en y de cette fonction.
Or, si l'on se rappelle la composition des formules qui donnent S,, Sj, S3. , ., (292), et que l'on ait égard aux degrés en y des coefficients A, B, C, . . - de l'équation M = o (300), on verra que S,, Sj, S3,. . . , S^ sont du premier, deuxième, troisième degré, et, en général, du degré // en j-. Donc S^ X Sa' X S/j- ... est d'un degré marqué par h -v- h' -+- h" -h ... •. et, d'après les formules (291), qui donnent l'expression d'une fonction symétrique quelconque , 1 a'' l/' c''" . . . est aussi du degré h -h /^'-^- /i"^ . . . , et ne peut surpasser ce degré.
D'un autre côté, soient /•, k', />",. . . les exposants de y dans les coefficients K, K', K",. . . ; la somme des exposants du produit KK'K". . . est / _f- /'-+. /". . . , Ainsi, dans la fonction KK'K" x . . . x Ta^b'^'c"'. ... la somme des exposants est
/■ + / ' -^ /•" H- . . . -4- /i -+- A' ^ /i" ^ . . . : mais, daprès la composition de l'équation N = o, on a tout au plus
k -^ h — «, k' -+- h' — n, k" -i h" — n,. . . . Alg. D. 27
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Donc, enfin, la fonction syra'-trique ci-dessus est tout au plus d'un degré marque par /i -h /i -h n -^ . . ., ou /// x n. c. q. f. d.
iV". £. — L'éqiuition aux différences étant (273) le résultat de l'éliminalion de x entre les équations
X = G, Y H- - w H ^ lû-^ . .-f- id"-^ — o,
dont la première est du degré m en x^ et la seconde du degré m — \ en x et w, il s'ensuit que cette équation finale doit être du degré m{m — i), et c'est, en effet, ce qui a été reconnu (275).
Le théorème précédent est également applicable à un nombre m d'équations renfermant un pareil nombre d'inconnues. {Voir, pour sa démonstration, un Mémoire de M. Poisson, XI" Cailler du Journal de l'École Polj;teclmicjuc, p. 199.)
RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES A UNE OU A PLUSIEURS INCONNUES
Les principes que nous avons établis dans le Chapitre précédent sont applicables à toutes les équations, de quelque nature que soient leurs coefficients, numériques ou algébriques; et ces principes doivent être regardés comme les éléments des méthodes employées pour résoudre les équations de degré supérieur.
Nous avons déjà dit que les analystes ne sont parvenus jusqu'à présent ({u'à la résolution des équations générales du troisième et du quatrième degré. Les formules qu'ils ont obtenues pour les valeurs des inconnues sont si compliquées et d'un usage si peu commode, lorsque toutefois on peut les apphquer (ce qui n'est pas toujours possible), que Ton doit regarder le problème de la résolution des équations algébriques d'un degré quelconque comme plus curieux qu'ulite. Aussi les analystes ont-ils dirigé principalement leurs recherches vers la résolution des équations numériques, c'est-à-dire de celles dont les coefficients sont des nombres particuliers; et ils ont trouvé des méthodes au moyen desquelles, une éqmttion numérique cVun degré quelconque (à coefficients réels) étant donnée, on peut toujours déterminer ses racines.
C'est l'ensemble de ces méthodes que nous nous proposons de développer dans la première Partie de ce Chapitre, du moins en ce qui concerne les racines réelles.
La seconde aura pour objet le complément de l'élimination, ou la résolution des équations numériques à plusieurs inconnues.
Première Partie : Equations numériques à une inconnue. — Pour la généralité de nos raisonnements, nous représenterons encore l'équation proposée par x"-(- Vjf~^-i- Ç^af^^-^-. . . = o; mais les lettres P, Q, . . . seront censées désigner des nombres particuliers et des quantités réelles, positives ou négatives.
§ \". — Prin'cipes fondamentaux. — Limites des racines.
303. Premier principe. — Si deux nombres p et q [àQ signes quelconques), substitués à la place de x dans une équation numérique X = o,
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donnent deux résultats de signes contraires, ces deux nombres comprennent au moins une racine réelle de la /proposée.
Avant de démontrer cette proposition, nous ferons voir que, si un nombre r/, mis à la place de .r, dcms un polynôme X, fonction entière de X (230), mais dont les coefficients sont numériques et réels, a donné un certain résultat A, on pourra, en remplaçant x par a -\- h, et prenant h suffisamment petit, obtenir un nouveau résultat qui diffère du premier d'une quantité moindre que toute grandeur donnée.
Soient, en effet, A, B, C, D. . . . ce que deviennent les poljiiômes X, Y,
-, — -< • • • (264), quand on y met a au lieu de x\ le polynôme X deviendra, par la substitution de <7 -+- /?,
A -:- B/; ^ CA' -- D//' - . . . - //", ou Lien
A -f- // (B -- C/^ + DA'-f- . . . + A"'-').
La quantité // (B h- C/( h- . . .) est l'expression de la différence entre les résultats des substitutions de « -t- /( et de a ; et c'est cette différence qui doit être reconnue susceptible de devenir moindre que toute grandeur donnée, pour une valeur convenable de //.
Or, B, C; D, . . . étant des quantités finies de signes quelconques, considérons le cas le plus défavorable qui puisse se présenter, celui où elle.^ seraient toutes positives et égales à K, la plus grande d'entre elles. L'expression // (B 4- C// -1- . . . ) devient
KA(i — /r)
K//(i-f- // -H/i^^...-'-/i'"-'), ou (31
quantité moindre que . i tant que l'on a ^ < i .
Cela posé, si l'on veut, par exemple, que la différence soit moindre qu'une quantité donnée N, il n'y a qu'à poser
== ou < N, ce qui donne //
et toute valeur de li qui satisfera à cette dernière condition satisfera nécessairement à l'inégalité
et, à plus forte raison, à l'inégalité
ce qui est bien le résultat demande.
PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA RÉSOLUTION, ETC
Nous pouvons actuellement démontrer le pnncipe énoncé ci-dessus, en convenant, pour fixer les idées, que, des deux nombres p et (j, p sera le plus petit, c'est-à-dire celui qui se rapproche davantage de Vù/J//// négatif. Cela posé, p et 7, mis à la place de x dans l'équation X = o, donnant, par hypothèse, deux résultats de signes contraires, P, et Q , on peut concevoir que l'on fasse varier x, par degrés insensibles, depuis /> jusqu'à 7; les résultats des substitutions successives varieront aussi par degrés insensibles, c'est-à-dire de manière à ne différer les uns des autres que de quantités aussi petites que l'on voudra (ce qu'on exprime en disant que le polynôme X est soumis à la loi de continuité, ou varie d'une manière continue dans l'intervalle de P, à Q, ). Or une quantité qui est constamment finie (*) ne peut passer du positif au négatif, ou réciproquement, qu'en passant par la valeur zéro.
Donc, parmi les nombres compris entre p et 7, il y en a nécessairement (UL moins un qui donne un résultat égal à zéro; et ce nombre est alors une racine de l'équation X = o.
30i. Second principe. — De ce que deux nombres substitués à la place de x dans une équation donnent deux résultats de signes contraires, on est en droit de conclure qu'ils comprennent au moins une racine réelle; mais on ne peut pas affirmer qu'ils n'en comprennent qu'une seule, et ils peuvent en comprendre un nombre impair quelconque.
Ceci résulte d'une nouvelle proposition que nous allons démontrer, et qui consiste en ce que :
Si deux nombres p et 7 comprennent un nombre impair quelconque, 2« -h I, de racines réelles, les résultats de leur substitution à la place de X sont de signes contraires; et s'ils en comprennent un nombre pair quelconque, a«, les résultats de leur substitution sont nécessairement de même signe.
Pour mettre cette proposition dans tout son jour, désignons par a, b, c, . . . celles des racines proposées de l'équation X = o que l'on suppose comprises entre les nombres p et 7, de signes quelcntiques, et par ■i({x) le produit des facteurs du premier degré en x qui correspondent tant aux racines réelles non comprises qu'aux racines imaginaires.
Le premier membre, X, de l'équation peut se mettre sous la forme
(*) En général, une fonction de x peut passer de l'état positif à l'état négatif, soit en p:issant par V infini, soit en passant par la valeur zéro; mais ici les coeflicients de la proposée étant des nombres finis, et x n'entrant pas en dénominateur, la valeur de X ne peut pas devenir infinie.
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lituons maintenanl, dans le produit précédent, /* et 7 à la place c (p étant < ^) ; nous obtenons les deux résultats
i'I ~n)[q -b]{q~c)x...Xo[q];
^[p) ©l 7(7) désignant ce que devient <^{x) lorsqu'on y remplace x par p et q. {Ces deux quantités <a{p) et «(/y) sont nécessairement de même f>igne, puisque, autrement, en vertu du premier principe, o (x) aurait encore au moins une racine réelle comprise entre p et q, ce qui serait contre l'hypothèse.]
Cela posé, pour déterminer plus facilement les signes des deux résultats ci-dessus, divisons le premier par le second; il vient
{p — a)(p — b]lp — r) X...X ?(/>)
ou bien
IJ — U q—b q — C 'i[q}
Mais /7 et 7 comprenant les racines a, 6, c. . . . , et p étant < 7, oh a nécessairement
p <Cc, b^ c,. ^ ., et q l^> a, b, c . , .:
tfoii l'on déduit
p-a, p — b, p—c,... < o, et
Donc, puisque p ~.a et 7 — « sont de signes contraires, de même que p — b ei q — b, p — c et q — c,. . ., \es quotients partiels 1 —
• • sont tous négatifs. D'ailleurs ^; - est essentiellement positif,
puisque '- [p) et ç{q) sont de môme signe; ainsi le produit p-f^ _ p — ^' .^ r — f- ^^ ^^ ?(/^)
q —fl"^ q — b^^ q~ c'^'" "({-{«y)
sera négatif ?\ les racines comprises <?, /;, c,. . . sont en nombre impair, et positif s\ elles sont en nombre pair.
Donc, enfin, les deux résultats [p — a) [p — b){p — c] x . . .x »(/>) et (7 — "){q — b]{q — <■) X — X ^(7) seront de signes contraires ou de mémo si^ne, suivant que les racines comprises entre p et 7 seront en nombre impair ou en nombre pair.
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Conséquence. — Il résulte nécessairement de cette proposition que, si deux nombres, substitués à la place de x dans une équation^ donnent deux résultats de signes contraires, ils comprennent au moins une racine, mais ils peuvent aussi en comprendre un nombre impair quelcomjue; et s'ils donnent deux résultats de même signe, ou ils ne comprennent aucune racine, ou bien ils en comprennent un nombre pair quelconque.
Limites des racines réelles des équations.
Les diverses méthodes inventées pour la résolution des équations numériques se réduisent, en dernière analyse, à substituer, dans l'équation, des nombres particuliers qui, la vérifiant, en sont alors reconnus racines, ou qui, du moins, sont jugés devoir comprendre une ou plusieurs racines. Mais, en réfléchissant sur l'accroissement rapide (à mesure que X augmente) du premier terme par rapport aux autres, qui sont de degré moindre, on sent qu'il doit exister un nombre susceptible de rendre ce premier terme à lui seul supérieur à tous les autres réunis, c'est-à-dire à leur somme aiithmétique (62), et qui, par conséquent, substitué dans l'équation, donne nécessairement un résultat de même signe que ce premier terme (qu'on peut toujours regarder comme positif). Ce nombre est donc une limite au delà de laquelle toute autre substitution deviendrait inutile, puisqu'on serait sûr d'obtenir des résultats constamment positifs, et jamais nuls. C'est donc par la détermination d'un pareil nombre qu'il convient de faire précéder le développement des méthodes de résolution.
30u. On appelle limite supérieure des racines positives d'une équation tout nombre qui surjjasse la plus grande des racines positives de cette é([uation.
D'après cette définition, il existe une infinité de limites supérieures pour une équation donnée; car, dès qu'un nombre est reconnu supérieur à la plus grande racine positive, tout nombre plus grand jouit à plus forte* raison de cette propriété; mais alors on doit se proposer d'obtenir la limite la plus petite possible. Or on est certain d'avoir une limite dès que l'on a obtenu un nombre qui, substitué a la place de x, rend le premier membre positif, et qui est tel en même temps, que tout autre nombre plus grand donnerait aussi un résultat positif.
Occupons-nous donc de la détermination d'un nombre qui jouisse de cette double propriété.
306. Commençons, avant tout, par résoudre la question suivante ; On demande un nombre qui, substitué à la place de x dans une équation.
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rende le prewier terme x" plus s^rnnd, à lui seul, que la pomme arith-
Tlétique de tous les autres.
Supposons, à cet effet, que tous les termes de l'équation soient négatifs, à partir du second, en sorte que l'on ait
jr"' — P.r"'-' - Q^-"'- - — . . . - Tx — U ^^ G ;
il s'agit alors de trouver pour x un nombre qui rende
(i) .r"'> Px™-' -'- Qj/"-'t- t. .. . x-t- U.
Or, si l'on désigne par K le plus grand de tous les coefficients, et qu'on pose la nouvelle inégalité
(2 ) j"" > Ko;"'-' -h Kx"'-' -:-... -r- Kar — K,
il est évident que tout nombre qui, mis à la place de -r, satisfera à celle-ci, satisfera, à plus forte raison, à la précédente.
Mettons d'ailleurs le facteur x" en évidence dans l'inégalité (2); elle devient
^ ' -^ \x x' ^"-' Jf J
et sous cette forme on voit déjà que, quand un nombre substitué à la place de x aura satisfait à l'inégalité, tout autre nombre plus grand y
satisfera encore, puisque la somme des quantités — h ^r -i-. . . devient
d'autant plus petite que x est plus grand.
Cela posé, si l'on fait d'abord x = K dans l'inégalité (3), on a K'" pour le premier membre, et, pour le second
quantité plus grande que K"". Ainsi le nombre K ne satisfait pas à l'inégalité.
Essayons maintenant K -r- r, nous obtenons (K -f- 1)"" pour le premier membre.
Quant au second, pour en calculer plus facilement la valeur, remontons à l'expression
Kjf"'' t- Kx' - -... -;- K.r - K.
ou
K{x^ '-hx""^~...-i-x^i},
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qui, d'après la propriété du n"31, ou d'après la formule du n" 193, revient a K — — — : et remplaçons x par K -+- i. Il vient, par cette substituliLn,
ou, réduisant, (K-^i)"'— i,
résultat plus petit que (K -+- 1)'".
D'ailleurs nous avons déjà reconnu qv.e tout autre nombre plus grand satisferait, à plus forte raison, à l'inégalité (3).
Donc, enfln, (K + i), ou le /Jus s^raml coefficic nt de l'équation, ai:gmente de l'unité, et tout nombre supérieur à (K-i-i) jouissent de la propriété de rendre le premier terme xf\ à lui seul, plus grand que In somme arithmétique de tous les autres.
307. Limite ordinaire des racines positives. — Le nombre que l'on vient d'obtenir peut être considéré comme une première limite, puisque ce nombre, ou tout autre nombre plus grand, rendant le premier terme supérieur à la somme de tous les autres, les résultats des substitutions de ces nombres à la place de x doivent être constamment positifs; mais cette limite est ordin;arement beaucoup trop grande, parce qu'en général l'équation renferme plusieurs termes positifs. Cherchons donc une limite plus- rapprochée de la plus grande racine.
Désignons par x^"-" la puissance de x, correspondant au premier terme négatif qui vient après le terme x"\ et considérons le cas qui est évidemment le plus défavorable (mais il est plus facile à traiter), celui où tous les termes sont négatifs à partir de j:"'-", et affectés du plus grand des coefficients négatifs qui entrent dans l'équation.
Soit S ce coefficient; tâchons d'abord de satisfaire à la condition
ou, mettant le facteur x"' en évidence
Cette autre forme prouve déjà que, quand on aura trouvé pour x un nombre qui satisfasse à l'inégalité, tout autre nombre plus grand y satisfera encore, puisque la quantité entre parenthèses devient d'autant plus petite que x est plus grand.
Or, si l'on pose d'abord
j:" = s, ou x-^ ;/'S --^ S',
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le premier membre de l'inégalité (2) devient S'"", el le second
quantité plus grande que S"".
Donc S' ou y S ne satisfait pas à l'inégalité. Faisant actuellement
j: = S'^-i ou (v'S Hj\
on obtient d'abord (S'-i- i)"" pour le premier memlrre.
Quant an second, pour en calculer la valeur, il est plus simple de remonter à l'inégalité (i), dont le second membre revient (31 ou 193] à
En remplarnnt .r par S' h- 1, on a, pour celte expression,
S ir-7;-^ , ou S'"-' [( S' -t- 1 )"'-''+' - 1 J
(à cause de S = S'") ; ou bien encore, effectuant les calculs,
Or cette dernière expression est moindre que (S' -h i)""; doncS'-t-i ou I H- (/s, et tout autre nombre plus grand jouissent de la propriété de rendre le premier terme plus grand, à lui seul, que la somme arithmétique des seuls termes qui soient négatifs dans l'équation, et, par conséquent, de donner pour le premier membre des résultats constamment positifs.
Donc, enfin, i + C'a, ou l'unité augmentée de la racine du plus grand coefficient négatif, racine dUin degré manjué par le nombre des termes cpù précèdent le ])remier terme négatif, est une li/nite supérieure des racines positives de l'éf/uation.
Lorsque le premier terme négatif est le second terme de l'équation, il faut faire n =1, et la limite devient S -4- 1, ou le plus grand coefficient négatif augmenté de l'unité : c'est la limite dont on se sert le plus communément.
Si les deux premiers termes sont positifs, ou que le second terme manque, on a n - 2, et la limite est alors i -^ \/S.
Dans le cas de n — 3, on a pour limite i + y' S; et ainsi de suite.
LIMITE SUPÉRIEURE PAR LES DÉCOMPOSITIONS
Prenons pour exemples les équations suivantes : 1° X*— 5x^^37 x^—3.r ^3ç)- o, S -^ i =5-f- 1 = 6;
2° x^-f- 7^' — laj:'— 49:»^' ^ 5^^ — i3 = o, i-- v^ -=i-!- V^49 ~^ 8; 3° a-'-f-iix-— 25j: — Gy - o, i-î- V^'S = 1-+- y'Gj = 6;
4° Bjt"— 2^-— iijr-f- 4 = 0, Sh-i = ^-+-i = 5.
N. B. — Dans le dernier exemple, on a d'abord divisé l'équation par 3, avant d'établir la limite, parce que, dans la recherche de la limite générale, le coefficient du premier terme a été supposé égal à l'unité.
De plus il est d'usage d'exprimer cette limite en nombres entiers.
308. Souvent, au moyen d'une transformation exécutée Sur l'équation, on obtient une limite plus petite que ^S ^ i.
Considérons, par exemple, la première des équations ci-dessus; elle peut être mise sous la forme
f .r — 5 ) -1- 37 .r Lr — 7;- 1 -H Sg
Or il est visible qu'en y mettant, pour .r, 5 ou tout autre nombre plus grand, on obtiendrait un résultat constamment positif; donc 5 est une limite, tandis que l'on avait tronvé 6 d'après la formule.
On a de même, pour la seconde équation,
3^'\3lf — 49 ! -^ 1^ \^ ~ ) -T- 02 I x — - J = o
(en réunissant le premier et le quatrième terme, le second et le troisième, etc.); or on voit que j: = y'^g, c'est-à-dire 4) ou tout autre nombre plus grand, donnerait un résultat positif.
L'artifice de cette méthode, qui ne peut s'appliquer qu'à certaines équations, consiste à décomposer le premier membre en plusieurs parties composées chacune de deux facteurs dont le premier soit un monôme affecté du signe -i-, et r autre un binôme en x dont le second terme soit numérique et négatif, puis à déterminer x de manière (pie tous les facteurs entre parenthèses soient positifs.
Elle est rarement applicable à des équations renfermant plusieurs termes consécutifs alTectés du signe — .
Par exemple, on ne peut l'appliquer à une équation telle que
x^ — âx' — i3.r'-7- 17a:- — Gg = o.
/JaS ciivi'iruE viii.
Toutefois, commo le premier membre de cette équation peut se mettre sous la forme
( o fin
on reconnaît aisément que i3 + i, ou i4, serait une limite supérieure.
309. Méthode de Newton pour déterminer la limite supérieure lu plm petite possible (en nombres entiers).
Soit X = o l'équation proposée; si l'on fait, dans celte équation,
X ^ x' -i- u, x' étant une indéterminée, on obtient (2G2) la transformée
dont les coefficients s'obtiennent d'après une loi connue. Cela posé, concevons que, par des essais successifs, on soit parvenu
à déterminer pour x' un nombre qui, substitué dans X', "V , — ) • ■ >
rende tous ces coefficients positifs à la fois; je dis que ce nombre est supérieur à la plus grande racine positive de r équation X = o.
En effet, les coetBcients de la transformée étant tous positifs, aucun nombre absolu ne peut vérifier cette équation. Ainsi les valeurs réelles de u doivent être toutes négatives. Mais de l'équation x =^ x' -^ u on tire K = ^ — .r' ; et pour que les valeurs de u qui correspondent à chaque valeur de x et à la valeur de x' (déjà déterminée) scient négatives, il faut absolument que la plus grande valeur positive de x soit moindre que la valeur de x' . c. q. f. d.
Voici, d'ailleurs, la manière d'appliquer ia méthode.
Soit l'équation
x^ — 5a.-' — Ç)x"- — ig.f -t- 7 :^ o.
Comme x' est un caractère indéterminé, on peut conserver la lettre x lans la formation des polynômes dérivés ; et l'on a
X= x"^ — bx^ — 6.r^— 19.C -i- 7, Y -^ 4 ■*' — \bx- — IX X — 19,
- = (Sx''— i5.r — G,
DÉTERMINATION DES AUTRES LIMITES
La question est, comme on vient de le voir, ramenée à trouver pour x un nombre entier (le plus petit possible) qui rende tous ces polynômes positifs.
Commençons par le polynôme du premier degré; il est visible que 2, ou tout autre nombre > 2, le rend positif.
2, substitué dans le polynôme du second degré, donne un résultat négatif; mais 3, ou tout nombre ;"- 3, donne un résultat positif.
3 et 4i substitués dans le polynôme du troisième degré, donnent un résultat négatif; mais 5 donne un résultat positif, et il en serait de même (le tout autre nombre plus grand.
Enfin 5, substitué dans X, donne un résultat négatif; et il en est de même de 6, car les trois premiers termes j:*— 5^:'— 6^:^ reviennent à x^[a: — 5) — 6x% expression qui se réduit à zéro dès que l'on fait x = 6; mais X = 7 donne évidemment un résultat positif.
Donc 7 est une lunite supérieure des mêmes positives de la proposée , c'est d'ailleurs, en nombres entiers, la limite la plus petite, puisqu'on vient de reconnaître que 6 donnait un résultat négatif, d'où il suit (303) qu'il y a au moins une racine comprise entre 6 et 7.
En général, on obtiendra par cette méthode la limite la plus petite en nombres entiers, toutes les fois que l'on aura reconnu qu'un certain nombre entier K et tout /lombre plus grand, rendant positifs tous les polynômes dérivés, mais négatif \e polynôme proposé, K -h 1 rend celui-ci positif. La limite la plus petite est alors K -i- i.
C'est ainsi qu'on trouvera que G et 7 sont les limites respectives des équations
x^ — Zx' — 8.r^ — 25x^-^4-*' — 39 = 0, x^ — bx* — 1 3 j;' - r- 1 7 .r' — 69 = o .
N. B. — On conçoit que cette méthode (qui n'est d'ailleurs employée que dans la recherche des racines incommensurables) peut donner même une quantité moindre que l'unité pour limite supérieure ; puisque, d'après la nature de cette méthode, il suffit de trouver pour x un nombre qui venue positifs le polynôme proposé et ses dérivés. (Nous en verrons un exemple au n" 342.)
310. Il nous reste maintenant à déterminer la limite supérieme des racines négatives, et les limites inférieures des racines, scit positives, soit négatives.
Dorénavant nous désignerons par la lettre L la limite supérieure des racines positives d'une équation, de quelque manière qu'on l'ait obtenue.
1° Si, dans l'équation X = o, on fait x — — y, ce qui donne la transformée Y = o, il est clair que les racines positives de cette nouvelle équa-
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lion, étant prises avec le signe — , donneront les racines négatives de la proposée; donc, en déterminant [)ar les moyens connus la limite supérieure L' des racines positives de la transformée, on aura — L' [)0ur la limite supérieure (numériquement) des racines iit'galives de la proposée.
2° Si, dans l'équation X = o, on fait x = - v il en résulte une transformée Y = 0, dont les coefficients sont ceux de la proposée écrits dans vm ordre inverse. Or il suit de la relation x — ~ qu'aux plus grandes valeurs positives de ;- correspondent les plus petites de x\ donc, en désignant par / la limite supérieure des racines positives de la transformée,
oa aura - pour la lindte inférieure des racines positives de la proposée .
3° Eiifin si, dans la proposée, on remplace r par ■ — -5 et qu'on cherche la limite supérieure /' des racines positrv^es de la transformée Y = o, — j, sera la limite inférieure (numériquement) des racines négatives de la proposée.
Sli . TV, B. — Nous terminerons par deux remarques fort utiles dans la recherche des limites.
Premièrement, tonte équatioji qui n'a que des permanences de signes, c'est-à-dire dont tous les termes sont positifs, ne peut avoir pour racines réelles que des nombres négatifs ; car tout nombre positif, mis à la place de Xj rendrait le premier mennbre essentiellement positif. Ainsi, dans ce cas, zéro est la limite supérieure des racines positives.
En second lieu, toute équation complète, dont les termes sont alternativement positifs et négatifs, c'est-à-dire qui n'a que des variations de signe, ne peut avoir pour racines réelles que des nombres positijs; car il est évident que tout nombre négatit', mis à '^ place de x dans la proposée, rend tous les termes positifs si l'étiuation est de degré pair, et tous les termes négatifs si l'équation est de degré impair. Ainsi la somme des termes ne peut devenir nulle.
Donc, dans ce cas, il est inutile de rechercher les hraites négatives.
Il en est de même de toute équation incomplète, telle que, si Von change X en — j', // en résulte une trcmaformée qui na que des pcniuinences.
Co^•sÉQUE^'CES déduites des prin'cipes précédents.
Va principe fondamental de la résolution des. équations numériques, et ceux que nous venons d'établir sur les limites, ont conduit les. géomètres à des conséquences Lrès-importautes.
CONSÉQUENCES DliS rRi:;CIFE3 PRÉCÉDENTS. ^il
312. PnEMiÈBE CONSÉQUENCE. — Toiitc é<]uation de de^ré impair, dont les coefficients sont réels, a au moins une racine réelle de si^nc cun'raire à son dernier ternie.
En effet, soit x'"-t- P^~' -+-. . . -h Tx du U = o l'équation proposée; et considérons d'abord, le cas où le dernier terme est ncgntif.
Si l'on fait x = o dans l'équation, le premier membre se réduit à — U. D'un autre côté, substituons, à la place de .r, (K-i- i),ou (306) le plus grand coefficient de l'équation augmenté de l'unité; comme, par cette substitution, le premier terme x"' est à lui seul plus grand que la somme arithmétique de tous les autres termes, il s'ensuit que le résultat de la substitution est positif. Donc, en vertu du principe démontré (303), a y a au moins une racine réelle comprise entre zéro ^^ (K -i- i), laquelle racine est positive et, par conséquent, de signe contraire au dernier terme.
Supposons actuellement le dernier terme positif.
En faisant toujours x = o, on trouve pour résultat h- U ; mais en mettant, pour X, — ( K -t- i), on obtiendra un résultat nécessairement néga'ij, puisque le premier terme x^, qui devient négatif par cette substitution, donne son signe à toute l'expression. Donc l'équation a au moins une racine réelle comprise entre zéro et — (K H-i), c'cst-à-dire négative ou de signe contraire au dernier terme.
Seconde conséquence. — Toute équation de degi-é pair, à coefficients réels, dont le dernier terme est négatif, a au moins deux racines réelles, l'une positive et l'autre négative.
En effet, soit — U son dernier terme ; en faisant x = o, on trouve pour résultat — U. Substituons successivement (Kh-i) et — (K-i-ij, K étant toujours (306) le plus grand coefficient de l'équation; comme m est pair, le premier terme j:^' reste positif. D'ailleurs il devient plus grand, par ces- substitutions, que la somme de tous les autres; donc les résultats des deux substitutions sont l'un et l'autre positifs, ou de signe contraire à celui que donne l'hypothèse x ^ o. Ainsi l'équation a au moins deux racines réelles, l'une comprise entre zéro et (K -+-i), ou positive, et l'autre comprise entre zéro et — (K -+- 1), ou négative.
N. B. — On ne peut rien conclure pour toute équation de degré pair dont le dernier terme est positif, et même il est aisé de former des équations qui n'aient que des racines imaginaires : il suffit, pour cela, de multiplier entre eux plusieurs trinômes du second degré qui, égalés séparément à zéro, ne donneraient que des racines imaginaires; il est clair que l'équation ainsi formée n aurait elle-même que des racines imaginaires.
En rapprochant les deux conséquences précédentes de la proposition
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(236), que toute équation a au moins une racine, on voil que celle proposition hypolhôlique se trouve maintenant démontrée pour la plupart decéqualions numériques; d'ailleurs les démonslratior.s des conséquences ci-dc.-^sus sont fondées sur le princi|ie du n" 303 et sur celui du n" 306. qui sont tout à fait indépendants de la théorie établie dans le Chapitre VII.
313. Troisième conséquenxe. — Si une éfjuatinn, dont les coefficients sont réels, n des racines imaginaires, ces racines ne peuvent être t/u'cn nombre pair.
En elfet, concevons que l'on ait divisé le premier membre de la proposée par tous les facteurs simples qui correspondent aux racines réelles : le polynôme cjitntient que l'on obtiendra aura ses coefficients réels (d après la loi de formation; du n° 23 > ) ; de plus, il doit être dr degré pair; car autrement, en l'égalant à zéro, on formerait une équation de degré impair qui (312) admettrait une racine réelle au moins; ce qui serait contraire à la nature de cette équation, qui ne doit plus renfermer que des racines imaginaires (*).
Reinarcjue. — Le polynôme quotient dont nous venons de parler jouit d'ailleurs d'une propriété cornctéristicjue, c'est-à-dire appartenant exclusivement aux équations qui n'ont que des racines imaginaires : c'est de rester constamment positif, quelque valeur réelle que Von y mette à la place de x.
En effet, s'il pouvait devenir négatif, comme on obtiendrait aussi un résultat positif en substituant, pour x, (K -r- i), ou le plus grand coefficient augmenté de l'unité, il s'ensuivrait que ce polynôme égalé à zéro aurait au moins une racine réelle comprise entre (K -t- i) et le nombre qui aurait donné un résultat négatif.
Il suit encore de là que le dernier terme de ce polynôme doit être pr-
(*) On peut encore considérer cette proposition comme une conséquence du théorème de M. Cauchy, puisque, dans le cours de la démonstration que l'on en donne ordinairement, on est conduit à prouver que toute équation qui a unt racine de Informe a-{-b\J — i en a nécessairement une seconde de la forme a — ^^_|j ce qui entraine la conséquence que les racines imaginaires vont par couples. C'est ainsi, en efiet, que raisonnent tous les auteurs qui ont développé la démonstration du théorème précité. Mais nous persistons à penser que ce théorème, tant par la nature de sa démonstration que par les difficultés d'analyse qu'elle présente, ne saurait servir an point de départ à la théorie des équations. Au surplus, le fait analytique que les racines imaginaires des équations s'j- trouvent par couples et sont de la forme a -h l> ^ — i sera établi au commencement du Chapitre IX.
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sitif, puisque, autrement, x — o donnerait un résultat négatif, ce qui ne doit pas être.
314. QuATUiiiME coNsÉQUE>XE. — Toutes les fois que le dernier terme d'une équation est positif, le nombre des racines réelles positives de l'équation est pair ; et toutes les fois qiCil est négatif, le nombre des racines réelles positives est impair.
En effet, supposons d'abord que le dernier terme soit -i- U, ou positif. Comme, en faisant j: = g, on a pour résultat -t- U,et qu'en faisant x — l^-ri on a aussi un résultat positif, il s'ensuit que o et (K -m) donnent deux résultats de même signe, et, par conséquent (3D4), ou que le nombre des racines réelles qu'ils comprennent est nul, ou bien généralement qu'il est un nombre pair quelconque.
Si, au contraire, le dernier terme est — U, alors o et (K -i- i) donnent deux résultats de signes contraires, et comprennent, par conséquent, une racine ou un nombre impair quelconque de racines réelles.
La réciproque de cette proposition est évidente.
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315. La règle suivante fait connaître le plus grand nombre de racines positives et le plus grand nombre de racines négatives qu'une équation numérique puisse renfermer.
Une équation d'un degré quelconque ne peut avoir plus de racines positives que de variations de signes, ni un nombre de racines négatives plus grand que celui des permanences, si toutefois (restriction nécessaire pour la seconde partie) Y équation est complète.
Pour démontrer la première partie de la proposition, nous ferons voir d'abord que la multiplication du premier membre d'une équation par un facteur a: — a correspondant à une racine positive introduit au moins une variation de plus.
Soit, en effet, l'équation
Ma:"'-r . ..— No/' — . ..^ PorP... . . .-i- -.- . . .-^Tx'dz. . .= o,
dont nous supposerons, pour la plus grande généralité possible, le premier membre composé d'une première série de termes positifs commençant par Mx'", puis d'une série de termes négatifs commençant par — Kx", puis encore d'une série de termes positifs commençant par -i- Px'', et ainsi de suite, jusqu'à une dernière série de termes de même signe commençant par ± T.r', et qui seront tous positifs, ou tous négatifs, suivant que ces séries alternatives de termes positifs et de termes négatifs seront Aiff. B. 28
434 CUAPITKE YIII.
en nombre impair ou en nombre pair, chacune d'elles pouvant se réduire à un seul terme.
Cela posé, multiplions le premier membre de l'équation par a- — a; nous obtiendrons deux produits partiels dont le premier aura ses termes affectés des mêmes signes que le multiplicande, et dont le second aura ses termes affectés de signes contraires à ceux du multiplicande, et avancés d'un rang vers la droite. On pourra donc, en ne tenant compte que des signes qu'il est utile de considérer, écrire les deux produits partiels et le produit total, de la manière suivante :
H- M.r""-)- ...— Nx" — ...-+- P^P-i-. . .r+iTx'dr... X — a
-h M.r"'-^' 4- . . . - Nar"+' — . . . -)- ?x^'+' -4- . . . zfc T a'"^' . . .
Or on voit tout de suite, à l'inspection de ce produit total, que son premier terme est positif comme celui du multiplicande; qu'au premier terme négatif — Nx" du multiplicande correspond un terme négatif du produit total, quels que soient d'ailleurs les signes intermédiaires; que, de même, au terme -+- V.z'' du multiplicande correspond un terme positif du produit total; et ainsi de suite, jusqu'au terme ±Tx' du multiplicande, qui est le premier de la dernière série, et auquel correspond également un terme du produit total, affecté du même signe que lui.
D'où il résulte qu'à chaque variation de signe du multiplicande correspond nu moins une variation du produit total ; mais celui-ci est terminé par un terme affecté du signe ^, qui amène nécessairement au moins une variation qui ne se trouve pas dans le multiplicande. Donc l'introduction d'une racine positive dans une équation fait naître au moins une variation de plus. G. Q. F. D.
Maintenant, si l'on conçoit qu'une équation à coefficients réels ait été d'abord débarrassée de tous les facteurs x — a, x — b, x — c,. . . correspondant à ses racines positives, et qu'ensuite on les introduise successivement dans le polynôme-quotient, comme chaque nouvelle racine introduite produit au moins une variation de plus, il s'ensuit que l'équation résultante, ou l'équation proposée, ne saurait avoir plus de racines positives (pie de variations; ce qui constitue la première partie de la proposition énoncée au commencement de ce numéro.
Quant à la seconde partie, il suffit d'observer que, si l'on change x en — X dans une équation, ce qui revient (310) à changer les racines positives en racines négatives, et réciproquement, les variations de signes de
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l'équation deviendront des permanences, et réciproquement, si l'équation est complète. Or, en vertu de ce qui vient d'être dit, la transformée ne peut pas avoir plus de racines positives que de variations de signe ; donc la proposée elle-même ne peut pas avoir plus de racines négatives que de permanences .
N. B. — Le moyen de démonstration que nous venons d'exposer est dû à M. Gauss, qui a, en outre, fait plusieurs remarques relatives au cas où léquation est incomplète (*).
Nous nous bornerons à faire observer, d'après lui (et nous insistons sur ce point), que la première partie de la proposition est toujours vraie, quelle que soit l'équation, complète ou incomj.lète ; mais que la seconde partie peut être en défaut si l'équation est incomplète.
Ainsi soit, par exemple, l'équation du quatrième degré
Cette équation, ayant son dernier terme négatif, a au moins (312) deux racines réelles, Y nuQ positive, l'autre négative; et cependant, comme elle n'a que des variations de signe, il semblerait qu'elle ne peut avoir aucune racine négative; mais si l'on complète l'équation en rétablissant le terme en x^, il vient
équation qui présente une permanence, soit qu'on prenne le coefficient o avec le signe +, soit qu'on le prenne avec le signe — ; et le paradoxe disparaît.
Voici, au reste, un énoncé qui comprend évidemment tous les cas : Dans toute équation, complète ou incomplète, le nombre des racines positives est au plus égal au nombre des variations de signe qu'elle présente, et le nombre des racines négatives est au plus égal au nombie des variations de signe que présente la transformée qui résulte de la substitution de — X à la place de x dans Féquation proposée.
31C. Conséquence. — Toutes les fois qu'une équation n'a que des racines réelles et qu'elle est complète, le nombre des racines positives est égal au nombre total des variations, et le nombre des racines négatives au nombre total des permanences.
En effet, soient m le degré de l'équation, n le nombre des variations do signe qu'elle présente, et/j le nombre des permanences; on a nécessairc-
(*) Foir le Journal de Crelle, t. III, p. i, et le Bulletin des Sciences de Férussac, t. IX, p. 353.
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ment m = n -^ p. Soient d'ailleurs // le nombre des racines positives et // le nombre des racines négatives ; on a encore
m = n' -f- p', d'où l'on déduit n -\- p — n' -\- p'.
Or on vient de voir que n' ne peut être > «, et que p' ne peut pas être > /?; donc il faut que l'on ait «'= n et p'~ p.
317. Remarque. — Lorsqu'une équation manque de quelques termes, on peut souvent, au moyen de la règle précédente, reconnaître la présence de racines imaginaires.
Soit, par exemple, l'équation
x^ H- px -t- «7 = o,
p ei q étant essentiellement positifs. Rétablissons le terme qui manque, en l'affectant du coefficient zt o ; il vient
x^±i o.x^ -{- px -+- (y = o.
En n'ayant égard qu'au signe supérieur, on ne voit que des permanences, tandis que le signe inférieur donne deux variations. Cela prouve que l'équation a des racines imaginaires; car, si ses racines étaient toutes trois réelles, il faudrait, en vertu du signe supérieur, qu'elles fussent toutes trois négatives, et, en vertu du signe inférieur, qu'il y en eût deux positives et une négative, résultats contradictoires.
On ne peut rien conclure si l'équation est de la forme
x^ — px H- <y = o;
car, opérant comme au n° 315, rétablissons le terme ±lo.x'^ , il vient
x^-±zo.x^ — px -H (7 = o,
équation qui présente une permanence et deux variations, soit que l'on prenne le signe supérieur, soit que l'on prenne le signe inférieur. Ainsi cette équation peut avoir ses trois racines réelles, savoir, deux positives et une négative ; ou bien elle a deux racines imaginaires et une négative, puisque son dernier terme est positif (31-4).
Passons actuellement à l'exposition des diverses méthodes de résolution des équations numériques.
§ n. — Recherche des racines commexsurables des équations
MÉTHODE DES RACINES COMMEXSURABLES
Observons d'abord que toute équation dont le premier ternie a pour coefficient Vanité, et dont tous les autres coefficients sont des nombres entiers, ne peut avoir pour racines conimensurables que des nombres entiers.
En effet, soit l'équation
x^ -t- Par"'-' -H Qo,-"-^ -+- . . . -H T.r -r- U = G,
dans laquelle P, Q, ..., T, U sont des nombres entiers, et supposons qu'elle puisse avoir pour racine un nombre fractionnaire commensurable,
tel que j-, nous obtiendrons, par la substitution,
d'où, multipliant toute l'équation par t"'-', et transposant,
— = — Pa"--' — Qrt'"-'^'-...— Tab"'-""- \]b'"-'.
Or le second membre de cette égalité se compose d'une suite de nombres entiers, tandis que le premier membre est essentiellement fractionnaire ; car, a et b pouvant toujours être supposés premiers entre eux, il en est de même [Arithm., n° 130) de «""et h\ donc cette égalité ne saurait exister. Donc il est impossible qu'aucun nombre fractionnaire commensurable satisfasse à l'équation.
Cela posé, on a vu (265) comment, étant donnée une équation dont les coefficients sont rationnels, mais fractionnaires, on peut la transformer en une autre dont les coeflBcients soient entiers, son premier terme conservant d'ailleurs l'unité pour coefficient. Ainsi, dès que l'on aura établi une méthode pour trouver les racines entières d'une équation à coefficients entiers, le premier' terme ayant cV ailleurs V unité pour coefficient, il sera ensuite facile d'obtenir les racines commensurables (entières ou fractionnaires) de toute équation à coeCBcients quelconques, mais rationnels.
A cet effet, reprenons l'équation générale
.r" + P j^-' -4- . . . -H Ro;' -H Sa7= -+- T.r H- U = G ,
P, Q, . . ., E, S, T, U étant des nombres entiers. (Pour l'exposition de la méthode, il faut nécessairement écrire les quatre ou cinq derniers termes.) Désignons par a un nombre entier, positif ou négatif, qui doit vérifier l'équation, et cherchons à quelles conditions il doit satisfaire pour en être racine.
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Si Cl est racine, on doit avoir lé^'alilé
(i) fi'"-\- Prt'""' -i-, . .-t- Rrt'-H Srti'-i- T<7 -H U = o;
donc, si l'on remplaçait a par tous les nombres entiers positifs cl n:'gatif3 compris entre les limites h- L et — L' (310) des racines positives et négatives, ceux qui vérifieraient l'égalité ci-dessus seraient reconnus racines; mais on conçoit combien ces essais seraient longs et pénibles. On a donc cherché à déduire de l'égalité (i), qui est une condition nécessaire et suffisante, d'autres conditions plus simples à vérifier.
Transposons tous les termes, excepté le dernier, et divisons par a\ l'égalité (i) se trouvera mise sous la forme
(2) H= _«'»-'_p^,'"-5_..._R^î_Sfl-T.
Or le second membre de cette nouvelle égalité est un nombre entier ; donc
il faut que - soit un nombre entier. Ainsi déjà les rccines entières de
V équation sont comprises parmi les dnnseurs du dernier terme, pris tant avec le signe -t- qu'ai'ec le sif^ne — .
Transposons actuellement, dans l'égalité (2), le terme — T, et divisons par a, en posant, pour plus de simplicité,
il vient
Le second membre de l'égalité (3) est un nombre entier; donc il faut
que — 5 ou le quotient de la division de — i- T par a^ soit un nombre entier.
Transposons de nouveau le terme — S, et divisons par a, en posant
il vient
(4) -:=-«"■-*- Pa"-^ — ...-R.
Le second membre de cette égalité est un nombre entier ; donc il faut
S' T' que —1 ou le quotient de la division de 1- S par a, soit un nombre
entier.
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En continuant ainsi de transposer dans le premier membre tous les termes du second, on parviendra, après la [m — i)'^"" transformation, à une égalité de la forme
û Transposant enfin le terme — P, divisant par a, et posant
a on trouve
— = — I ou hl — G.
Cette égalité, qui n'est d'ailleurs qu'une transformée de l'égalité (i), est la dernière condition à laquelle il faut et il suffit que le nombre entier a satisfasse pour être reconnu racine.
En rapprochant les conditions précédentes, on peut conclure que, pour qu'un nombre entier «, positif ou négatif, soit racine de l'équation proposée, il faut :
Que le quotient du dernier ternie divisé par a soit entier;
Que, si l'on ajoute à ce quotient le coefficient de x^ (pris avec son signe), le quotient de cette somme divisé par a sait entier ;
Que, SI l'on ajoute à ce nouveau quotient le coefficient de x^, le quotient de celte nouvelle somme divisée par a soit entier; et ainsi de suite;
Qu'enfin, si l'on ajoute le coefficient du second terme de l'équation, ou de x"~\ au quotient précédent, le quotient de la nouvelle somme divisée par a soit entier et égal à — i ; ou bien encore que le résultat de l'addition de Vunité ou du coefficient de af au quotient précédent soit égal à zéro.
Tout nombre qui satisfera à ces épreuves réunies sera racine, et ceux qui manqueiont à quelqu'une d'elles devront être rejetés.
320. Afin de déterminer à la fois toutes les racines entières d'une équation, voici la marche qu'il convient de suivre :
Après avoir déterminé tous les diviseurs du dernier terme Arithm., n°144), on écrit sur une même ligne horizontale, et tant avec le signe ■+qu'avec le signe — , les diviseurs compris entre les limites -i-L et — L', puis, au-dessous de ces diviseurs, les quotients du dernier terme divisé par chacun d'eux.
On ajoute ensuite à chacun des quotients le coefficient de x' , ce qui donne des sommes que l'on place au-dessous des quotients qui leur correspondent; puis on divise ces nouvelles sommes par chacun des diviseurs,
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ce qui donne des (/uolicnts que Von écrit aii-dcssnus des snmnies avrcspnndantcs (on a le soin de rejeter les quotients fractionnaires et les diviseurs qui ont donné ces quotients); et ainsi de suite.
Observons en outre que, si quelques termes manquent dans l'équation particulière proposée, il faut en tenir compte, en regardant chacun de leurs coefficients comme égal à zéro.
Enfin il est inutile d'appliquer la méthode aux diviseurs n- i et — i, parce que leur substitution dans l'équation réduit le premier membre à la série des coefficients; et il est facile de s'assurer directement si ces deux nombres satisfont ou ne satisfont pas à l'équation.
Soit, pour premier exemple, l'équation
;r* — x^— i3x--i- iGjt — 48 = 0.
La limite supérieure des racines positives de cette équation est i3 -:- i ou 14. [On ne considère pas ici le coefficient 48, parce que, les deux derniers termes revenant à 16 (jf — 3), dès que Ton fait a: > 3, cette partie est essentiellement positive.]
On trouverait d'ailleurs (310), pour la limite supérieure des racines négatives, — (i -t- \/48), ou — 8.
Cela posé, les diviseurs de 48 moindres que i4 sont i, 2, 3, 4, 6, 8, 12; d'ailleurs aucun des deux nombres -h i, — 1 ne satisfait à l'équation, car le coefficient — 48 est à lui seul numériquement plus grand que tous les autres réunis. Ainsi l'on ne doit soumettre aux épreuves que les divïseui-s positifs compris depuis 1 jusqu'à 12, et les diciseiirs négatifs compris depuis — 2 jusqu'à — 6.
Voici le tableau des calculs, d'après la marche indiquée :
— iG,
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tients de ces sommes divisées par chacun des diviseurs : cette deuxième condition exclut d'abord les diviseurs -+-8, -i- 6 et — 3.
La cinquième est la ligne des quotients précédents augmentés du coef ficienl — i3 de la proposée; et la sixième celle des quotients des nouvelles sommes par chacun des diviseurs : cette troisième condition exclut les nouveaux diviseurs 3, 2, — a et — 6.
Enfin la septième est la ligne des troisièmes quotients augmentés du coefficient — i de la proposée; et la huitième celle des quotients des dernières sommes par chacun des diviseurs. Il n'y a que les diviseurs -1- 4 et — 4 qui donnent — i ; donc + 4 et — 4 sont les seules racines entières de la proposée.
En effet, si l'on divise .r^ — .r'— i3a:^-i- i6jr — 48 par le produit {x — ^){x -h 4), ou x"^ — 16, il vient pour quotient a:-— x -+- 3, polynôme qui, égalé à zéro, donne
Ainsi les quatre racines sont 4-, — 4» et - ± - \/— 1 1.
321. Remarque. — Comme, dans les applications de la méthode, on peut commettre quelques erreurs d'addition ou de division, et laisser ainsi échapper quelques racines, il est convenable, après avoir divisé le premier membre de la proposée par chacun des facteurs du premier degré, correspondant aux racines déjà obtenues, il est convenable, dis-je, à' appliquer de nouveau la méthode à l'équation résultante, qui est d'un degré plus simple, et dont les coefficients sont aussi généralement plus simples que ceux de la proposée.
Il y a même une circonstance oià cette équation résultante peut encore admettre des racines commensurables, sans que l'on ait commis aucune erreur ; c'est lorsque la proposée renferme des racines égales commensurables. Comme la méthode des racines égales est plus compliquée que celle des racines commensurables, il faut toujours, une équation numérique étant donnée, commencer par la soumettre à la méthode des racines commensurables. Or celle-ci sufBt bien pour obtenir les racines différentes, mais elle n'indique pas si une même racine n'entre qu'une fois ou se trouve plusieurs fois dans la proposée. On peut s'en assurer de deux manières : ou bien en soumettant de nouveau à la méthode l'équation qui résulte de la suppression des racines déjà mises en évidence ; ou bien en essayant la division du premier membre de cette équation par les facteurs du prem.ier degré qui correspondent aux racines trouvées.
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Soit, par exemple, l'équation
La limite supérieure des racines positives de cette équation est i3, d'après la décomposition (308); d'ailleurs elle n'apas de racines négatives, puisque l'équation ne présente que des variations de signe (311 ).
Les diviseurs de 108, au-dessous de i3, sont
D'ailleurs -+- 1 ne satisfait pas à l'équation, car on trouve — 8 pour résultat de la substitution de -t-i; ainsi 2, 3, 4, 6, 9, 12 sont les seuls nombres à soumettre aux épreuves.
On reconnaît, par l'application de la méthode, que 3 et 2 sont racines de la proposée.
Effectuant la division du premier membre de cette équation par
{x — 3) [x — 2), ou x^ — 5a; -j- 6,
on trouve pour quotient
qui, soumise elle-même à la méthode, se trouve avoir encore -t- 3 et -f 2 pour racines.
Divisant cette dernière équation par j;^— 5a: h- 6, on obtient
j: — 3 = 0, d'où a; = 3;
ainsi la proposée peut se mettre sous la forme
N. B. — Nous ajouterons que si, après avoir reconnu qu'un nombre entier <?, positif ou négatif, satisfait à l'équation, et après avoir divisé le dernier terme U par «, on obtient un quotient qui ne soit plus divisible par a, c'est que cette racine n'entre qu'une fois dans l'équation proposée.
322. Rè}^le d'exclusion. — Lorsque le nombre des diviseurs du dernier terme, qui se trouvent compris entre les deux limites -f- L et — L', est très-grand, on peut restreindre le nombre des essais par une règle d'un usage facile.
Soit l'équation
X'" -\- P.r"'-' + Qjr"'-* -4- . . . -4- Tx -H U ^ G, dans laquelle nous supposons toujours que les coefficients soient entiers.
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On sait que, a étant racine de cette équation, son premier membre est divisible par x — a\ ainsi l'on a l'identité
oT -^ Po^-' ^ . . . ^- Ta- -^ U = [x~a) (.r— — Ysd"-^^. ..^Vx^ U'),
P', Q', . . . , T', U' étant, d'après la loi de formation du n° 238, des nombres entiers aussi bien que <?. P, Q, . . . , T, U. Cela posé, comme l'équation précédente doit se vérifier, quel que soit x, faisons .r = i ; il vient
I ^ P -^ Q _^. . .-^ T -^ U = (i - «) (I -^ PV . . .-h T'-r- U'),
doù
Le second membre de celte égalité est un nombre entier ; donc il doit en être de même du premier membre : ainsi a, étant un nombre entier positif ou négatif, ne peut être racine qu'autant que (i— a) ou plutôt {n — i) divise te résultat de la substitution de -\- i dans la proposée.
On prouverait de même, en faisant x = — i, que — [i-h a) ou [a -+- 1) doit diviser le résultat de la substitution de — \ \ d'où la règle suivante :
Substituez successivement h- i et — i dans la proposée^ et désignez par M et M' les valeurs numériques des résultats de cette double substitution.
(Si l'un des résultats était zéro, auquel cas + 1 ou — i serait racine, il faudrait commencer par supprimer cette racine dans la proposée avant d'appliquer la règle.)
1° Tout diviseur positif du dernier ternie, qui, diminué de i, ne divise pas M, et cjui, augmenté de i , ne divise pas M', doit être rejeté.
1° Tout diviseur négatif dont la iwleur nuniéricjue, augmentée de i, ne divise pas M, et diminuée de i ne divise pas M', doit être rejeté.
A6n de mettre plus facilement en évidence ces deux caractères d'exclusion, il convient de décomposer d'abord les deux résultats M et M' dans leurs diviseurs [Aritlan., n° 144';.
Soit, pour exemple, proposé de déterminer les racines commensurables de l'équation
x'' — bx^ — 37 j-'-f- ib-j X — 36o = 0.
La limite supérieure des racines positives de cette équation est 87 h- r ou 38, parce que ib-x — 36o revient à 257 ( x — ^-y^ j : la limite supérieure des négatives est — (i -r- v/36o) ou — 20. Les diviseurs de 36o, que Ton doit soumettre aux épreuves de la méthode du n° 320, sont
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donc
I, 2, 3, 4) 5, 6, 8,, 9, lo, 12, i5, i8, 20, 24, 3o, 36, et
le résultat de la substitution de -+- 1 dans la proposée est, en faisant abstraction du signe, i44 ou 2^3'; le résultat de la substitution de — 1 est 648 ou 2^3^
Cela posé, passons d'abord en revue les diviseurs positifs, à partir de 36, qui est le plus grand.
36 — I, ou 35 = 7 X 5, ne divise pas i44, «-"pii est égal à 2*. 3^; ainsi 36 doit être rejeté.
On rejettera, par la même raison, 3o, 24, 20, 18, i5, 12.
10 — I, ou 9, divise 144 ; mais 10 -t- i, ou 11, ne divise pas 648, qui est égal à 2'. 3*; ainsi 10 doit être rejeté.
On reconnaîtra encore que 9, 8, 6, 4 doivent être rejetés; c'est-à-dire que les seuls diviseurs positifs qui satisfont à la règle sont 5, 3 et 2.
Quant aux diviseurs négatifs, 18 h- i, ou 19, ne divise pas i44 ; ainsi
— 18 doit être rejeté.
i5 H- I, ou 16, divise i44; i^ais i5 — i, ou i4, ne divise pas 648; donc
— i5 doit être rejeté.
On verrait pareillement que — 12, — 10, — 9, — 8, — 6, — 4 doivent être rejetés. Ainsi l'on ne doit soumettre aux épreuves de la méthode du n" 320 que les diviseurs — 5, — 3 et — 2. En appliquant la méthode aux diviseurs
on reconnaîtra que 5 est le seul qui remplisse toutes les conditions, et qui soit, par conséquent, racine de la proposée. Effectuons la division par x — 5 ; il vient pour résultat
équation qui ne saurait avoir de nouveau 5 pour racine, puisque 5 ne divise pas 72. Ainsi cette équation n'a plus que des racines incommensurables et des racines imaginaires.
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1° i5.r' — ig^'-T- 6.^'-4- i5.r- — ig.c -r- 6 = o,
(3jr — i) [5x — 3) (a: -i- i) [x"^ — jr -i- i) = o;
3° ^•^^-^- 3ox^-t- iïx^-i- lox'-i- i~x- — 20J- -i- 4 = o,
Pour résoudre les deux dernières équations, il faut d'abord faire disparaître le coefficient du premier terme, d'après la règle du n" 203; appliquer ensuite la méthode du n" 320 aux deux transformées; et, après avoir obtenu les racines entières de ces transformées, substituer dans l'équation
X ='- , qui a servi à la transformation, les valeurs des racines obtenues.
32 i. Ce qui précède suffit pour la détermination des racines commen- .surables de toute équation numérique dont les coefficients soni rationnels , entiers on fractionnaires. Cependant nous observerons qu'il y a des questions dont les énoncés conduisent à des équations de degré supérieur, et qui, par leur nature, n'admettent que des nombres entiers pour solutions; c'est-à-dire que toute solution fractionnaire commensurable ou incommensurable doit être regardée comme tout à fait étrangère à la question.
Soit, par exemple, proposé de déterminer la base du système de numération dans lequel le nombre 4i47 (système décimal) serait représenté par l'ensemble des chiffres 82042 (système cherché).
Soit X la base inconnue; les termes 2, 4-^, o.j:-, 2^, Zx* exprimeront les valeurs relatives des chiffres 2, 4, o, 2, 3 du nombre 32042. Ainsi Ton a l'équation
Zx^-r- 2jr'-i- o.jc'-i- 4vr -i- 2 = 2147, ou bien
à résoudre en nombres entiers et positifs; car .r doit être, par sa nature, un nombre entier absolu.
Or, pour peu qu'on réfléchisse sur la méthode exposée n° 320 pour trouver les racines entières d'une équation dont le coefficient du premier terme est l'unité, on verra qu'elle est également applicable au cas où le coefficient du premier terme est un nombre entier quelconque ; ta seule différence, si l'équation est, par exemple, de la forme
Aj:"-h-Pjc"'-'-+-Qx'"-=-i-...-i-S.r=-f-TxH-U = o,
consiste en ce que, cpiand on est parvenu à la dernière des conditions que comporte la méthode, le résultat, au lieu d'être égal à — 1, doit être égal
On peut d'ailleurs démontrer directement la méthode en reprenant sur l'équation précédente les transformations et les raisonnements qui ont été faits au n° 319.
Ainsi, pour trouver les racines cntnmetnurnhles entières d'une équation dont le premier terme a un coetTicicnt différent de l'unité, il est inutile d'avoir recours à la disparition de ce coellicient, transformation qui (26o) a l'inconvénient de conduire à une équation dont les coefficients sont, en général, très -grands.
D'après cela, recherchons les racines entières de l'équation
3 x' -t- 2 x^ -t- 4 ■^ — 2145 = o. La limite supérieure des racines positives est (307) '2)45
Le nombre 2145 est décomposable {Arithm., n° 14i) en 3 x 5 x 11 x i3 ; ainsi il n'y a lieu à essayer que les nombres 3 et 5 :
Le seul nombre 5 donne, pour dernier résultat, — 3, ou le coefficient du premier terme, pris en signe contraire ; donc cinq est la base du système cherché.
En effet, 32042, écrit dans le système quinaire, équivaut, dans le système décimal, à
3x5'-i-2x5^-i-ox5'-t-4x5-i-2,
ou, en effectuant,
On peut s'exercer sur les exemples suivants. Déterminer :
1° La base du système de numération dans lequel 732g (système décimal) est représenté par 5563 (système cherché), [x = o//zt'.]
RECHERCHE DES DIVISEURS DU 2^, 3^, ETC. DEGRÉ
2° Ln base du système dans lequel ^i^'j^ (système décimal) est représenté par- 456356 (système cherché) [x = sept^^ (*).
Recherche des diviseurs commensurables du second degré.
32"). Observations préliminaires. — La méthode des racines commensurables, exposée n" 320, est aussi appelée méthode des diviseurs commensurables du premier degré, parce que, connaissant une racine commensurable, entière ou fractionnaire, d'une équation, on peut (238) diviser le premier membre par le facteur du premier degré en .r, correspondant à cette racine; et les coefficients de ce facteur sont nécessairement commensurables eux-mêmes.
Lorsqu''ur.e équation numérique est débarrassée de ses diviseurs commensurables du premier degré , l'équation résultante n'a plus que des racines réelles incommensurables et des racines imaginaires; mais on conçoit que plusieurs des facteurs du premier degré qui correspondent à ces racines, quoique ayant des coefficients incommensurables, peuvent fort bien, par leur combinaison deux à deux, donner naissance à des produits dont les coefficients soient rationnels : c'est ainsi que
Or, si l'on avait quelque moyen de découvrir, dans une équation, les diviseurs commensurables du second degré, en les égalant à zéro, on en déduirait des racines de l'équation proposée, et, de plus, on les obtiendrait sous leur véritable forme.
Nous allons voir comment les principes de l'élimination et la méthode du n" 320 conduisent à ce but.
326. Soit X = o une équation débarrassée de ses diviseurs commensurables du premier degré.
Désignons par x'-^-px-^ij un quelconque des diviseurs du second degré de X; p et q sont deux indéterminées dont il faut tâcher d'obtenir (es valeurs en nombres commensurables, s'il est possible.
Pour cela, divisons X par x'^-h px -i- q , et concevons que Von ait poussé l'opération jusqu'à ce quon soit parvenu à un reste du premier degré en x, de la forme M j: -4- N, M et N étant des indéterminées fonctions de /; et de q. En égalant ce reste à zéro, on étaiblira la condition
( * ) Voir la Note VI à lo fin du Volume.
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que JT^-f- px -H q devienne diviseur exact de X. D'ailleurs cette division doit être possible indépendamment de loute valeur particulière attribuée à x\ donc, en vertu du principe du n° 180 sur les équations identiques, ^équation Mx -+- N je partagera nécessairement en deux autres
M — G, N ^ o, ou bien F(/?, 7) == o, F'(/j, q) — o.
Cela posé, la question se réduira à trouver (en nombres commensurables) tous les systèmes de valeurs de /> et de 7 propres à vérifier ces deux équations.
On commencera par former, d'après la méthode exposée au n° 269, V équation finale en y;, à laquelle on appliquera la méthode des racines commensurables (320). Après avoir obtenu toutes les valeurs rationnelles de p, on les substituera ( 270 ) daris le reste du premier degré par rapport à 7, lequel reste, égalé ensuite à zéro, donnera les valeurs rationnelles de ry, correspondant aux valeurs de p déjà trouvées. Enfin l'on substituera chacun des systèmes de valeurs de p et de q dans le trinôme x'-h px -i- q] ce qui donnera autant de diviseurs commensurables du second degré.
11 est évident que l'équation finale en p doit être d'un degré marqué
par /// ( |, m étant le degré de l'équation, puisque c'est l'expression du nombre total des diviseurs commensurables ou incommensurables du second degré. D'après cela, on peut juger combien cette méthode, facile en théorie, est compliquée dans la pratique. Aussi l'usage en est-il peu fréquent.
On voit assez ce qu'il faudrait faire pour obtenir les diviseurs commensurables du troisième, quatrième,. . . degré; mais ces dernières questions ne sont d'aucune utilité (*).
§ III. — Recherche des racines réelles incommensurables.
Lorsqu'on a débarrassé une équation de tous les diviseurs du premier degré qui correspondent à ses racines commensurables, l'équation résultante n'admet plus que des racines réelles incommensurables et des racines imaginaires.
La véritable forme des racines réelles incommensurables d'une équation d'un degré quelconque restera inconnue tant qu'on n'aura pas de méthode générale pour résoudre les équations algébriques de degré supérieur. Mais
(*") Dans une des Notes placée à la fin de ce Chapitre, nous nous proposons de (Vue quelques mots sur la décomposition d'un polynôme rationnel et entier quelconque en ses facteurs premiers.
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si la détermination de leur forme est encore un problème à résoudre, il n'en est pas ainsi de la valeur numérique de chacune de ces racines, et il existe des méthodes pour les obtenir avec tout le degré d'approximation qu'on peut désirer.
Pour plus de simplicité, nous diviserons cette théorie en deux Parties : dans la première, nous supposerons que la proposée soit telle q\\iinc seule racine réelle puisse être comprise entre deux nombres entiers consécutifs; et, (Iaii.1 la seconde, que deux nombres entiers consécutifs puissent comprendre plus d'une racine.
Première Partie. — Cas où une seule racine réelle peut être comprise entre deux nombres entiers consécutifs.
[Nous admettrons encore, dans tout ce qui va suivre, que l'on ait déterminé les limites ^- L et — L', les plus resserrées possible, en employant, s'il y a lieu, la méthode des décompositions (308), ou, si cela est nécessaire, la méthode de Newton (309).]
327. Recherche de la partie entière. — Chacune des racines mcoramensurables étant nécessairement composée à' une partie entière (qui peut quelquefois être zito) et à' une partie plus petite que V unité, le premier objet dont nous avons à nous occuper consiste à déterminer la partie entière de chaque racine.
Pour cela, on substitue à la place de or, dans l'équation, la suite naturelle des nombres o, i, 2, 3,..., et — i, — 2, — 3,..., compris entre -+- L et — L'. Comme, entre deux nombres substitués, qui donnent deux résultats de signes contraires, il tombe au moins une racine (303), il s'ensuit que c/iaque couple de nombres qui donnent des résultats de signes contraires comprend une racine réelle, et n'en comprend qu'une seule, d'après Ihypothèse établie. D'ailleurs la partie entière de la racine est le plus petit des deux nombres qui la comprennent.
Or il peut arriver deux cas : ou l'on obtient, par toutes ces substitutions, autant de c/iangements de signe (ou de couples de résultats de signes contraires) qu'il y a d'unités dans le degré de l'équation, et alors on en conclut que toutes les racines sont réelles; ou bien le nombre des changements de signe est moindre que le degré de l'équation, auquel cas il V a autant de racines réelles que de changements de signe, et les autres racines sont imaginaires.
Dans les deux cas, cette méthode de substitution fait connaître la partie entière de chaque racine réelle, et il reste à déterminer la partie plus petite que l'unité.
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METHODE D APPROXIMATION DE LAGRANGE
328. Soit X = G une équation dont les racines réelles ont respectivement une partie entière différente, que l'on suppose avoir été déjà déterminée.
Désignons par ^/ et <? -r- i deux nombres entiers qui comprennent l'une d'elles : a exprime alors la partie entière de cette racine, dont il reste à chercher la partie plus petite que l'unité.
Pour cela, dans l'équation
X = G, ou af" -;- Px"'-' ^ . . . H- T j: -:- V = o,
posons X — a -^ -'^ \\ en résulte la transformée
Pour obtenir cette transformée, on commence par remplacer x par fl -f- «, ce qui donne (262)
A désignant ce que devient X quand on y met a pour x et A', A", . . . étant des polynômes dérivés de A, d'après la loi établie n° 262 ; puis on
remet - pour «, et l'on chasse les dénominateurs en y.
Désignons, pour abréger, par Y = o cette transformée, qui est de môme degré que la proposée, et a par conséquent m racines.
Or, puisque la relation x = a -r - doit donner toutes les valeurs de -r
dès que l'on connaît les valeurs de j, et que, par In^othèse, /7 et <? -h i comprennent une valeur de x et n'en comprennent qu'une seule, il faut nécessairement que, parmi les valeurs réelles de/, il y en ait une plus grande que i, et qu^il n'y en ait (jaune seule ; autrement ce serait supposer que « et <7 H- 1 comprennent plus d'une valeur de x.
Si donc, dans l'équation Y = o, on met successivement pour y les nombres entiers i, a, 3,. .., à partir de l'unité, on est certain d'obtenir tôt ou tard un changement de signe; et les deux nombres qui auront produit ce changement de signe comprendront la valeur cherchée de >'.
Soient h et b -+- 1 ces deux nombres; posons, dans Y = o, y = b
il en résulte une transformée Y'= o (que l'on obtiendra par le moyen in-
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diqué ci-dessus); et cette équation, parmi ses racines réelles, en aura encore une seule plus grande rjue i, que Ton mettra en évidence par la substitution des nombres entiers i, 2, 3,. . . dans Y' = o.
Soient c et c -m les deux nombres entiers qui, ayant dû produire un changement de signe, comprennent la valeur de y'. On posera, dans l'équation Y' = o, y' = c -^ -y,i ce qui donnera la nouvelle transformée
y"= o, ayant une seule racine plus grande que i. Soient d et d -h i les deux nombres qui la comprennent; on posera de
nouveau, dans Y" = o,j-"== r/ — — ,5 et l'on continuera celte suite de
transformations aussi loin que l'on voudra. Rapprochons maintenant les relations
il en résulte
Or on sait que, dans une fraction continue, plus on prend de fractions intégrantes, plus on approche de la valeur du nombre qu'elle représente,
et le degré d'approximation est exprimé {^/-/V/^w., 174) par — j N étant le dénominateur de la dernière réduite.
Ainsi la méthode qui vient d'être exposée donnera la valeur de x avec tel degré d'approximation que l'on voudra.
Appliquons la théorie précédente à l'équation
D'abord les limites supérieures des racines positives et des racines négatives sont, comme il est aisé de le voir, -f- 3 et — 2. Soient mis successivement à la place de x^ dans l'équation, les nombres
on obtiendra les résultats
et comme il y a trois changements de signe, il s'ensuit que l'équation a
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ses trois racines réelles, savoir : une positive comprisu entre 2 et 3, et deux négatives comprises respectivement entre o et — i , puis entre — i et — a.
Occupons-nous premièrement de la valeur positive.
Posons dans l'équation (i)
il en résulte (328) une équation de la forme dans laquelle on a
d'où, substituant et changeant les signes,
Faisons, dans cette équation, j = i, 2, 3,. . ., il vient, pour
donc la valeur cherchée de j- est comprise entre 2 et 3. Posons dans l'équation (2)
il en résulte la transformée
dans laquelle
B = 5(2)'- 7(2)'_6(2)'-i = -i, B' = i5(2)'-' — 14(2)'- 6 = ^ aG,
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d'où, substituant et changeant los signes (3) j"- 26r''-23j"-5 = o.
Comme cette équation revient à
il est visible que toute valeur plus petite que 26, substituée pour^', don nerait un résultat négatif.
Mais si l'on pose
j' — 7.6, il en résulte — Go3, et
j'—ïy, il en résulte -t-io3;
donc j' est compris entre 26 et 27.
Posant dans l'équation { 3 )
on obtient la nouvelle transformée
dans laquelle
d'où, substituant et changeant les signes
équation qui revient à celle-ci :
Comme
j"= I donne pour résultat — io3, et que
j" = 2 donne pour résultat -t- 2107,
il s'ensuit que j" est compris entre i et 2.
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En posant de nouveau
on obtiendrait, toul calcul fait, pour la transformée
(5) lo'ij""— 45i j'"'- 1 156/"' - 6o3 ----= o,
ou bien
j'"=(to3j"' - 45i > - ii56r"'- 6o3 = o.
Or il est facile de reconnaître que la valeur de j'" est comprise entre 6 et 7; en sorte que, si l'on voulait continuer l'opération, il faudrait poser
Mais arrêtons-nous aux résultats déjà obtenus.
Les valeurs de jt, j>-, y' . y", y'" donnent lieu à la fraction continue
et, les réduites consécutives étant
il s'ensuit que la dernière exprime la valeur de ^ à moins d'une fraction
près, marquée par ^ ou ^—.
En réduisant \^ en décimales, et poussant l'opération jusqu'aux
looooo'""" inclusivement, on trouve 2,49086, résultat qui est censé exprimer la valeur de x, à moins de 0,00001 près. Cependant, comme cette valeur est trop faible pour deux raisons :
1° parce que la réduite |^ est de rang impair; 2° parce que 2, 49086 est
une fraction moindre que cette ré.luite, il serait possible que le dernier chiffre, 6, dût être augmenté d'une unité.
Mais si l'on substitue sr.ccossivemont 2,49086 et 2,49087 dans la pro-» posée, on trouve deux résultats de signes contraires. Ainsi 2,49086 représente en moins, à o,ooooi près, la racine positive de l'équation proposée.
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Quant aux deux racines négatives, observons que, si l'on change a: en ~x dans l'équation (i), elle devient
et les racines positives de la nouvelle équation, prises avec le signe —, donnent k-s racines négatives de la proposée. Ainsi la question est ramenée à la recherche des racines positives de la transformée qu'on vient d'obtenir.
Or, en répétant sur cette transformée des calculs analogues aux précédents, on trouve :
1° Pour la racine comprise entre o et i . . o, 65662;
2° Pour la racine comprise entre i et 2 i ,83424.
Donc, enfin, les trois racines de l'équaticn x^ — 5a; — ^ -- o sont 0^ = 2,49086, X" — o, 65662, x~ — 1,83424.
(On reconnaît, en effet, que la somme algébrique des trois racines est nulle; ce qui doit être, puisque le coefficient du second terme manque dans l'équation.)
330. Remarque. — En réfléchissant sur la méthode précédente, on voit qu'elle suppose essentiellement qu'entre les deux nombres entiers a et « -f- I , il ne tombe qyx'une seule racine de la proposée, puisque, sans cette condition, on ne pourrait affirmer que chacune des transformées a une seule racine plus grande que l'unité, et que, par conséquent, la substitution des nombres 1 , 2, 3,. . . à la place des j, r\x\ dans ces transformées, doit produire tôt ou tard un changement de signe.
Cependant, lorsque l'on connaît d'avance le nombre des racines comprises entre « et « -1- i, il est possible que la méthode réussisse. [P'oir le troisième exemple du n° 333.)
Supposons, pour fixer les idées, que a et a -1- i comprennent deux racines et n'en comprennent que chux. En substituant a -\ pour x^ on
obtiendra une transformée qui aura deux racines plus grandes que l'unité, et n'en aura que deux. Or, quand on mettra pour/ la suite des PiOmbres i, 2, 3,. . . , il pourra se présenter deux circonstances :
Ou bien on n'obtiendra aucun changement de signe, et dans ce cas on ne pourra rien conclure, c'est-à-dire que la méthode sera alors en défaut, en ce sens qu'il faudra de nouvelles transformations pour opérer la séparation complète des racines ;
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Ou bien cette substitution produira deux changements de sicne; admettons, pour le moment, que les nombres n et « -+- 1, p et /j-h i produisent respectivement ces changements de signe.
On posera d'abord dans la transformée
ce qui donnera une nouvelle transformée ayant une seule racine plus grande que l'unité, et sur laquelle ou pourra opérer comme précédemment; alors une première valeur de x sera exprimée par une fraction continue de la forme
Posant ensuite, dans la même transformée en j,
on obtiendra une nouvelle transformée ayant uiie seule racine plus grande que l'unité, et sur laquelle on opérera encore comme précédemment; la seconde valeur de x se présentera donc sous la forme d'une nouvelle fraction continue
ayant la même partie entière que la précédente, mais dont les fractions intégrantes seront différentes.
Il serait aisé d'étendre ces raisonnemc^nts au cas où l'on saurait d'avance
que a et « — i comprennent trois racines réelles Mais ce que nous
venons de dire suCQt pour prouver qu'il n'y a d'avantage bien réel dans l'emploi de la méthode de Lagrange qu'autant que a et a -^\ ne comprennent qu'une seule racine. Cependant nous exposerons plus loin (35i) un moyen général d'opérer la séparation des racines dans la pratique de cette méthoi.e.
conversion des nombres irrationnels, etc. 4^7
Conversion en fraction continue d'un nombre irrationnel quelconque.
331 . La méthode d'approximation par les fractions continues peut servir à évaluer les racines de degré quelconque des nombres.
Soit P un nombre absolu dont il faut extraire la racine /«"""*. Si l'on pose '^P = x, il en résulte
Comme j: = oet.r = PH-i (300), substitués à la place de x dans cette équation, donnent deux résultats de signes contraires, il s'ensuit qu'elle a au moins une racine réeile positive. D'ailleurs elle ne présente qu'«/?e variation de signe; donc, d'après la règle des signes de Descartes (315), elle a une seule racine réelle positive, que l'on peut obtenir approximativement par la méthode de Lagrange ; et l'on aura ainsi '^P sous la forme de fraction continue.
Soii, par exemple, \J ii à évaluer en fraction continue.
Il suffit d'appliquer la méthode du n° 328 à l'équation
On trouvera successivement les relations et, par suite, les réduites
I 4 9 58 dont la dernière, convertie en décimales, donne 2,224 à 0,001 près, puisque Ion a évidemment ■ ^ < 0,001 (cette valeur est un peu trop forte).
332. Nous indiquerons à cette occasion le moyen de développer toute espèce de nombre (absolu) en fraction continue. Ce moyen suppose seulement qu'on sache extraire d'un nombre donné la partie entière qui s'y trouve contenue.
Soient A le nombre proposé, a sa partie entière (qu'on est censé savoir trouver).
On a d'abord l'égalité
(B étant > i); d'où l'on déduit
Soit b la partie entière de B ou de obtenue par un moven quol-
conque ; on a la nouvelle égalité
IG étant > 0; d'où
i..B-^ C=.^. ou C==c-.i:
i=.C-., D=.^, ou D^./-.^;
et ainsi de suite.
Rapprochant actuellement les relations
on obtient finalement A sous la forme d'une fraction contin'.;e
ZV. B. — Le procédé établi en Arithmétique (164; n'est qu'un cas particulier de cette méthode aénérale.
Soit à développer — ^ en fraction continue.
On a d'abord, en effectuant la division,
ou
ce qui donne
donc
donc enfin
d'où résulte la fraction conïinue demandée.
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333. Lorsqu'on veut évaluer les radicaux du second degré par la méthode précédente, il faut faire usage des transformations exposées (91 ). Soit, par exemple, à évaluer v^G en fraction continue. Il est d'abord évident que \/(i est compris entre 2 et 3. Ainsi l'on a
v/6 ou A = 2 -:- — ;
d"où
Pour obtenir la partie entière contenue dans B, multiplions (91) les deux termes de son expression par \/6 -.- o.; il vient
Mais le numérateur de celle-ci est évidemment compris entre 4 et 5 ; donc B est lui-même compris entre 2 et 3. Ainsi il faut poser
d'où
ou B = 2 -+-p:j5
Comme cette dernière expression est évidemment comprise entre 4 et 5, on pose
d'où
^-;- 2 ou C = 4 -^ r:5
Sans aller plus loin, observons que cette expression est identique avec celle de B; donc, puisque l'on a trouvé
on obtiendra de même
D = 2^-^, E-=4-f-p7 et ainsi de suite.
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Donc enÛQ
A partir de la troisième fraction intégrante, les dénominateurs se répètent périt.dit/iiement de deux en deux.
On trouverait, par le même procédé,
Tous les nombres irrationnels du .second degré jouissent de cette propriété curieuse, de donner naissance à àes fractions continues périodiques ; mais, pour cet objet, nous renverrons, soit à la Théorie des nombres de Legendre, soit au tome 1" des Nomu lies Annales de Mathématiques, où M. Gérono en a donné une démon?tration élémentaire.
La réciproque est vraie aussi, c'est-à-dire que toute fraction continue périodique appartient à un nombre irrationnel du second degré. Quant à cette seconde proposition, qui se démontre d'ailleurs fort simplement, elle n'cït pas assez importante pour nous engager à prolonger davantage cette digression.
MÉTHODE d'aPPROXIMA-^IO.N DE NEWTON.
33 i. La méthode suivante, due à Newton, a l'avantage de fournir, en général, des approximations plus rapides que celle de Lagrange. Pour en donner une première idée, reprenons l'équation
j:' — ôo: — 3 = o,
et proposons-nous de déterminer la racine comprise entre a et 3.
Afin de resserrer davantage les limites de cette racine, posons, dans l'équation,
nous aurons pour résultat
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d'ailleurs 2, mis à la place de x, donne
Ainsi la racine est comprise entre 2 et 2,5.
Actuellement, si l'on fait attention que le résultat de la substitution de 2,5 diffère beaucoup moins de zéro que celui de la substitution de 2, on doit présumer que la racine est plus près de 2,5 que de 2.
On pose, en conséquence, dans l'équation,
ce = 2,4; et il vient pour résultat
Or 2,5 avait déjà donné pour résultat
donc la racine est comprise entre 2,4 et 2,5.
En continuant ainsi de substituer des moyens termes, on parviendrait à resserrer de plus en plus les deux limites de la racine; mais lorsqu'une ibis on a obtenu, comme dans ce cas, la valeur de .r à moins de 0,1 près, on peut en approcher davantage par un autre moyen; et c'esi en cela que consiste principalement la méthode de Newton.
Faisons, dans l'équation a;'— 5jr — 3 = o, v
X = 2,4+ « ; nous obtenons (2G2) là transformée
X' -f- y '/^ -t- — 11^ -i- it =
dans laquelle
L'équation en «, étant du troisième degré, ne peut être immédiatement résolue ; mais en transposant tous les termes, à l'exception du terme Y'w, et divisant les deux membres par Y', on peut la mettre sous la forme
" = -F-rT'"-Y'"'
Cela posé, puisque l'une des trois racines de cette équation doit ôlre
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moindre que o, i d'après la relation x = 2,4 -<- «, les valeurs correspondantes de ur et de «' sont moindres que o,oi et 0,001. D'ailleurs l'in-
spection des valeurs de Y' et de Z' prouve que — y, est < i . Ainsi la va-
X' leur de u, ne diffc^rant numériquement de — :r^ que par la quantité
— ^,a--i- r-, lâ, qui, le plus souvent, est au-dessous de 0,01, cette valeur
de K, dis-je, est exprimée par — y^? à 0,01 près.
Comme, dans cet exemple,
il en résulte
u = 0,0g, à 0,01 près;
et, par conséquent,
j: = 2,4 — 0,09 -- 2,49> à 0,01 près.
En effet 2,49, substitué dans le premier membre de la proposée, donne pour résultat — 0,011751, tandis que 2,5o avait donné -+- o,oi25. - Pour obtenir une nouvelle approximation , faisons dans la proposée X — 2,49 -- u': nous avons l'équation
dans laquelle
-- 3(2,49)^—5 = i3,6oo3,
Mais l'équation en u' peut s'écrire ainsi :
et puisque l'une des valeurs de u' doit être moindre que 0,01, les valeurs
correspondantes de u'^, u'^ sont moindres que 0,0001 et que i ,000001 ;
donc — ^ peut représenter la valeur de u a 0,0001 près.
Conuiic on a
Y" i3,6oo3 1 3600000
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il s'ensuit que id est égal à 0,0008, à 0,0001 près; ainsi
X = 2,49 "^ 0,0008 — 2,4908, à 0,0001 près.
Il serait, en effet, facile de reconnaître que 2,4908 et 2,4909, substituées dans la proposée, donnent deux résultats de signes contraires.
En posant de nouveau x = 2,4908 — «", on obtiendrait une valeur approchée de x à 0,00000001 près.
I, Ordinairement chaque opération nouvelle donne pour la racine un nombre de chiffres décimaux double de celui de l'opération précédente; cela résulte évidemment des raisonnements ci-dessus.)
Voici en quoi consiste la méthode générale
Soient /? et /? h- i deux nombres qui comprennent l'une des racines de l'équation X — o.
On commence par déterminer la voleur de cette racine « o , i près, en substituant une suite de nombres compris entre p et p -r- i, et continuant jusqu'à ce que deux de ces moyens termes ne diffèrent entre eux que de o , T .
Cela posé, appelant x' la valeur de x obtenue «0,1 prés, on pose, dans l'équation X = o,
ce qui donne la transformée
X' -:- Y' u ~ — a- -i «'-!-... -t- if"" = o,
qu'on peut écrire ainsi :
Comme, dans le second membre de cette équation, l'ensemble des termes
qui suivent — ^r est ordinairement au-dessous de 0,01, on les- néglige,
X' en calculant — :^ à 0,01 près, et l'on ajoute le résultat <z x'; ce qui
donne une nouvelle valeur x"^ approchée de x à 0,01 près.
Pour obtenir une troisième approximation, on pose, dans l'équation X = o,
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ce qui donne la transformée
d'où
, _ -^ ^ n ' lin
A'c"/i^ca//t tous les termes ttt,»"— . . .— Trr,u'"' (dont l'ensemble est
supposé moindre que o,oooi), on calcule — :^ en poussant ropéinton
jusqu'aux i oo;,>o''"'", et l'on ajoute le résultat à x" \ ce qui donne une troisième valeur x'" approchée à 0,000 1 près.
Pour a\oir une nouvelle approximation, on rcmjdacc x par x'" -<- u'" dans la proposée.
■vm
On calcule r expression — -^, qui résulte de cette transformation, et
Von pousse Vopération juscpiau huitième chiffre décimal inclusi\'ement, puis on ajoute ce résultat à x'" ; et ainsi de suite.
On répète cette série d'opérations pour chacune des racines positives. Quant aux racines négatives, on ramène (329) leur recherche à celle des racines positives, en changeant j: en — x dans la proposée.
33G. Première remarque. — La méthode précédente est fondée sur co aue, dans la transformée
qui revient à
on peut négliger tous les termes afTcctés de «% «', «', . . . , sans erreur sensible sur les loo'*'"'" à la première opération, sur les loooo'""" à la seconde, etc.; hypothèse qui s'appuie elle-même sur ce que, d'après la nature des polynômes dérivés Y', Z', V, . . . , les coefficients
sont ordinairement des fractions; mais cette m;Hhode est quelquefois en défaut, ainsi que Lagrange le prouve dans son Traité de la résolution des équations numériques (*).
(*) C'est surtout peur les racines comprises entre 0 et 1, ou entie o et — ;,
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On a toutefois un moyen de s'assurer, à la fin de chaque opération, si la méthode a donné le degré d'approximation que l'on croyait devoir obtenir.
Par exemple, pour reconnaître si 2,4908 exprime la racine positive de .r*— Sx — 3 =oâ 0,0001 près, on substitue, dans cette équation, 2,4908, puis 2,4909 ou 2,4907, suivant que le résultat de la substitution de 2,4908 est de signe contraire au résultat de la substitution de 3 ou à celui de la substitution de 2 ; et si les deux nombres 2,4908 et 2, 4909, ou bien 2,4908 et 2,4907, donnent deux résultats de signes contraires, nul doute que 2,4908 ne soit une valeur exacte à 0,0001 près, soit e/i moins, soit tv? plus. S'il n'en est pas ainsi, on augmente ou l'on diminue le dernier chiffre d'une ou de plusieurs unités (de l'ordre des dix millièmes], jusqu'à ce que l'on obtienne deux nombres qui, par leur substitution, donnent deux résultats de signes contraires.
337. Seconde remarque. — Il y a aussi des cas où, dès la première
opération , il est nécessaire de calculer la quantité — ^ jusqu'aux
1000''"'", et même jusqu'aux loooo'''"'". Soit l'équation
dont, ainsi qu'il est aisé de s'en assurer, l'une des racines est comprise entre 2 et 3; quant aux deux autres, elles sont imaginaires [comme nous le verrons au n° 3i2, deuxième exemple).
On reconnaîtra d'abord facilement, par la substitution des moyens termes, que la racine réelle est comprise entre 2,9 et 3.
Maintenant faisons, dans l'équation,
il en résulte la transformée
dans laquelle
— 1 u li' -i- «^ = o.
que la méthode peut être en défaut, ainsi qu'on peut s'en assurer eu réfléchissanlsur lu composition des quantités Y', Z', ....
Alg- B 3o
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Négligeant les termes en m' et n\ on a
X' _ 0,01 1 _ II Y
Or, si l'on réduit cette expression en fraction décimale, on trouve des zéros pour les trois premiers chiffres décimaux, et 5 pour le quatrième chiffre; c'est-à-dire que l'on a // - o,ooo5 (en tenant compte des quatre premiers chiffres décimaux) : ce qui donne, pour la valeur de x,
Pour vérifier cette valeur, il faut substituer 2,9005 dans la proposée: on trouve — o,ooi38, résultat de signe contraire à celui que donne a: - 3; mais, en substituant .r = 2,9006, on obtient -h o,ooo54, qui est de signe contraire à — o,ooi38. Donc 2,9005 exprime la valeur de jt à 0,0001
près(*). ■
338. Rapprochement des deux méthodes .— La méthode d'approximation de Lagrange, quoique en général moins expéditive que celle de Newton, a sur celle-ci l'avantage de donner à chaque opération une approximation toujours certaine.
On pourrait même, à la rigueur, trouver, par la méthode de Lagrange, les racines commcnsurahles . La fraction continue que l'on obtiendrait serait alors composée d'un nombre limité de fractions intégrantes ; c'est-àdire que, en continuant convenablement les opérations, on parviendrait à une équation Y,„)= o, dont la racine positive, plus grande que i, serait égale à un nombre entier ; et, toutes les réduites consécutives étant formées, la dernière représenterait la vraie valeur de la racine commensurable.
Ce moyen est sans contredit moins simple que la méthode exposée au n" 320; mais c'est le seul que l'on pût employer si l'on supposait que quelques-uns des coefficients fussent irrationnels ; car la méthode ordinaire n'est applicable qu'aux équations dont tous les coefficients sont des nombres commensurables.
La méthode de Newton ne pourrait pas donner ces mêmes racines exactement, puisque, d'après sa nature, on n'obtient les valeurs numériques des racines que sous la forme de fractions décimales.
Nous observerons toutefois que l'application simultanée des deux méthodes à une môme équation peut abréger beaucoup les calculs. Ainsi, par exemple, après avoir d'abord employé la méthode des fractions continues pour obtenir chacune des racines à 0,1 et même à 0,01 près, rien n'em-
(*) Voir la Note VII à la fin du Volume,
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pêche d'avoir recours à la méthode de Newton pour obtenir un plus grand degré d'approximation.
La méthode de Newton suppose, en général, comme celle de Lagrange (330), que p et/7-1- i ne comprennent qu'une seule racine de l'équation.
Seconde Partie. — Cas où deux nombres entiers consécutifs peuvent comprendre plus d'une racine réelle.
339. Lorsque, par la substitution des nombres entiers consécutifs compris entre les limites -f- L et — L', on obtient autant de changements de signe qu'il y a d'unités dans le degré de l'équation, il est clair que toutes les racines de l'équation sont réelles, et que chacune d'elles a une partie entière différente.
Mais si le nombre des changements de signe est moindre que le degré de la proposée, cela peut provenir, ou de ce que l'équation a des racines réelles et des racines imaginaires, ou bien de ce que plusieurs racines incommensurables sont comprises entre deux nombres entiers consécutifs. En effet, on a vu (30i) que deux nombres qui, substitués dans le premier membre d'une équation, donnent des résultats de signes contraires, peuvent comprendre un nombre impair quelconque de racines réelles, et que deux nombres qui donnent des résultats de même signe peuvent en comprendre un nombre pair quelconque.
Par exemple, si une équation devait avoir deux racines, v^ï et y/S par exemple, lesquelles sont comprises entre i et a, il arriverait que i et 2, substitués dans la proposée, donneraient des résultats de même signe.
Pareillement, qu'une équation ait trois racines, /ii, y/Ts, \/i5, comprises entre 3 et 4, ces deux derniers nombres substitués donneraient des résultats de signes différents.
On voit donc que la méthode de substitution des nombres entiers consécutifs serait, dans ce cas, insuÊBsante pour mettre en évidence toutes les racines réelles de la proposée, et qu'elle aurait l'inconvénient de laisser échapper quelques racines.
340. Cet inconvénient disparaîtrait si l'on pouvait déterminer a priori une quantité a , numériquement moindre cjue la plus petite des différences qui existent entre deux quelconques des racines réelles d'une équation proposée ; car soit mise la quantité B pour intervalle entre deux nombres successivement substitués ; il est évident que si deux pareils nombres donnaient des résultats de signes contraires, ils comprendraient une racine et n'en comprendraient qu'une; et que s'ils donnaient des résultats de même signe, ils ne comprendraient aucune racine. Ainsi le nombre des racines réelles de réf{uation serait égal au nombre des changements de signe obtenus par les substitutions.
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Voyons donc s'il n'y aurait pas quelque moyen de déterminer la quantité 3. Or cela est facile au moyen de l'équation aux carrés de dijfé-
re/iccs.
En effet, désignons par X -= o léqualion proposée, et par Z ^ o l'équation aux carrés des différences, équation que nous avons appris à former (273 et 297).
Remarquons d'abord que, le carré de la différence entre deux racines réelles (luelconques de la proposée étant i^nsitif, on ne doit chercher les carrés des différences entre les racines réelles que parmi les racines positives de l'équation Z = o. (Ses racines négatives correspondent aux différences qui existent dans la proposée, soit entre deux racines imaginaires, soit entre une racine réelle et une racine imaginaire.)- Donc, si l'on cherche la limite inférieure des racines positives de l'équalion Z = o, et qu'on en extraye la racine carrée, on sera certain d'avoir une quantité numériquement moindre que la plus petite des différences qui existent entre deux racines réelles de la proposée, c'est-à-dire la quantité cherchée S.
Pour obtenir cette limite, il faut (310) poser z = '- dans Z - o, ce qui donne la transformée V - o. Soit / la limite supérieure des racines positives de V == o; - sera la limite inférieure de Z ^ o. Ainsi -= est la
quantité B qu'il s'agissait de déterminer.
Lorsque en recherchant la limite / la i lus resserrée possible, soit par la méthode de Newton (309), soit par celle des décompositions (308), on trouve
/ < I , il en résulte — _ ou S '^' i ;
et cela indique que la différence entre deux racines réelles quelconques est plus i^randc que l'unité. Dès lors on est certain que le nonibn- des racines réelles de la proposée est égal nu nombre de changements de signe qu'on avait d'abord obtenu p.ir la substitution des nombres entiers consécutifs.
Mais ordinairement on trouve
/ >i, d'où -- ou <y < I.
Dans ce cas, comme \fl est, en général, incommensurable, il convient de remplacer v/7 par le nanbre entier /.• immédiatement supérieur; ce qui donne j < -^^ et, à plus forte raison, j moindre que la plus petite des
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différences entre les racines réelles. On pourrait donc mettre -j pour intervalle entre deux substitutions consécutives; c'est-à-dire que, en substituant dans X — o la suite des nombres o,-, -,•••■ 1,1 + 75 n-j5---i2,
2+ -) • • • jusqu a L, et o, — y? — y? - •• - — i ,. . . jusqu a — L , on ob-
« k ri
tiendrait autant de changements de signe que l'équation doit avoir de racines réelles.
Mais on peut encore éviter la substitution de nombres fractionnaire.^ par la transformation suivante :
Posons, dans l'équalion,
il en résulte (2Ga) une équation dont les racines sont k fois plus grandes que celles de la proposée. Par conséquent les différences entre ces nouvelles racines sont elles-mêmes /■ fois plus grandes que les différences correspondantes entre les racines de la proposée; en sorte que, si [n — b) désigne la plus petite des différences relatives à X = o, comme on avait
{a — ^ I > y , il en résulte l,a — /& > i.
Ainsi la nouvelle équation Y = o est telle que les différences entre toutes ses racines réelles, considérées deux à deux, sont plus grandes que l'unité.
Donc, enfin, si l'on substitue dans cette équation la suite naturelle des nombres o, 1,2, 3,. . . et — i, — 2, — 3,. . . , compris entre les deux limites, on obtiindra autant de changements de signe que l'équation Y = o aura d*^. racines réelles.
(Les ^eu\ limites de Y = o sont d'ailleurs -\- /L et — IiL\ -. L et — L' désigna, celles de X = o.)
3il. Résu..aons ce qui vient d'être dit :
Pour mettre en évidence toutes les racines réelles incommensurables d'une équation X ^ o, il faut :
1° Former Vé([uation aux carrés des différences, Z — o;
2" Délcnmncr la limite inférieure - des racines positives de cette dernière cijuatinn. (Si l'on trouve - : i, c'est une preuve que la différence entre deux racines léelles quelconques de la proposée est aussi plus grando
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que l'unité; dès lors la subslitutiun des nombres cnliers consécutifs dans la proposée suffit pour mettre toutes les racines réelles en évidence.)
3° Dans le cas eénéral do - < i, remplacer -^ par t (^' étant le nom- ^ / ^ ' ' y/' '^
bre entier immédiatement supérieur à \fi)^ et poser ^ -\ dans la proposée, ce qui donne une équation Y— o, dont on recherche toutes les racines réelles, d'après la méthode exposée dans la première partie de ce paragraplie.
4° Fnfm substituer successivement ces voleurs clans la relation x = j»
On obtient ainsi toutes les racines réelles de la proposée.
N. B. — Observons que si, pour mettre toutes les racines réelles de X = o en évidence, on a été obligé de la transformer en une autre dont les racines soient /• fois plus grandes que celles de la proposée, ces dernières sont déjà obtenues à une fraction près j- Cela résulte évideramait
de la. relation x = -■
Appliquons cette méthode à l'équation
(i) 8x"— Gx — I -- o.
Les limites supérieures des racines tant positives que négatives sont évidemment s- I et — I .
Faisant, dans cette équation,
on trouve pour résultats
La substitution ne donne lieu qu'à un seul changement de signe; ainsi nous devons avoir recours à l'équation aux carrés des différences.
Si Ton forme cette équation, soit par la méthode d'élimination (273), soit par les fonctions symétriques (297), on trouve pour résultat
Posons z =- -: il en résulte (' '
(2) 8i(''— 324c--^-.28Si'- 64 = O,
équation qui peut être mise sous la forme
èn>^{i> — 4) -i- 32(9(' — 2; = o;
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et il est facile de reconnaître que 3 est, en nombre entier, la limite supérieure la plus resserrée des racines positives. Ainsi l'on a
/=3; d ou -7 = ;t5 et -^=-^-
Remplaçant \/3 par le nombre entier 2, immédiatement supérieur, on obtient ^ pour la quantité moindre que la plus petite différence qui puisse exister entre les racines réelles de la proposée. Faisant donc dans la proposée, conformément à la règle du n°3H,
X — •-■, on a la transformée
équation dont toutes les racines réelles ont entre elles une différence plus grande que l'unité.
Les limites supérieures des racines positives et des racines négatives étant d'ailleurs -r- 2 et — 2, il suffit de faire, dans l'équation (3),
jr-."x-i-2, H-I, G, — I, — 2,
ce qui donne les résultats,
On obtient évidemment, par ces substitutions, trois changements de signe : ainsi l'équation (3) a ses trois racines réelles, l'une comprise entre i et 2, une autre entre o et — i, et la troisième entre — i et — 2.
Donc, enfin, l'équation (i) a elle-même ses trois racines réelles, l'une comprise entre ^ et 1 , la seconde entre o et — i, et la troisième entre — ^et — I.
Pour approcher davantage de ces racines, on appliquera d'abord à l'équation (3) l'une des deux méthodes d'approximation ; après quoi l'on sub-
stituera, dans la relation x ---■, les valeurs de job tenues; ce qui donnera
les valeurs de x correspondantes.
On trouvera par ce moyen, pour l'équation j)'^ — 3/ — 1 = 0,
(*) En appliquant la méthode de Newton au calcul de la seconde valinir de ^, on reconnaît qu'elle est en défaut , et le chifiVe des centièmes obtenu par la règle du n° 335 doit être corrigé de deux unités par !e moyen indiqué au
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ot pour l'équation 8x^— Gx — i — o,
j: = 0,9897, or =—0,1737, .rrr— 0,7660.
Ces valeurs sont exactes à 0,0001 près. Prônons pour autre exen^.ple l'équation
pour laquelle la substitution des nombres entiers consécutifs, rompris entre les limites — 3 et -+- 3, ne donne lieu qu'à un seul changement de signe.
On a obtenu (299, deuxième exemple), pour l'équation aux carrés des différences,
Soit posé s = -; il en résulte la transformée
459j)''^-)- 3^4 r-— 36 )• -t- i ;- o. Or il est évident, d'après son inspection, que la limite supérieure / des racines positives est < i , d'où l'on déduit — > 1 . Ainsi les différences
entre les racines réelles de la proposée sont (3i0) toutes plus grandes que l'unité. Donc, puisqu'elle ne donne lieu qu'à un seul changement de signe, on est en droit de conclure que la racine positive est la seule racine réelle qu'elle renferme.
3i3. Première remarque. — La méthode exposée au n° 341 pour mellrc en évidence les racines incommensurables, lorsque plusieurs racines peuvent être comprises entre deux nombres entiers consécutifi, ne saurait être appliquée aux équations qui ont des racines égales.
En effet, supposons qu'une équation ait deux racines réelles égales à a\ comme ces deux racines ne forment qu'un seul et même nombre, elles sont nécessairement comprises entre deux des nombres substitués, quelque !)etite que soit leur différence. Ainsi ces nombres, qui comprennent deux racines, devront (304) donner deux résultais de même signe, aussi bien que deux nombres qui n'en comprendraient pas. Si l'équation pouvait avoir trois racines égales à «, les deux nombres qui les comprendraienl donneraient deux résultats de signes contraires, aussi bien que deux nombres qui comprendraient une seule fois cette racine.
Observons d'ailleurs que, l'équation X o ayant des racines égales. l'équation aux carrés des différences, Z o, aurait nécessairement des
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racines égales à zéro; et alors la limite inférieure des racines positives de cette dernière équation serait zéro : c'est-à-dire qu'il faudrait mettre un intervalle nul entre deux substitutions, ce qui est absurde.
Concluons de là que, avant d'appliquer la méthode du n° 341, il est nécessaire de débarrasser la proposée des racines égales qu'elle peut avoir. (ro/rn°281.)
3i4. Seconde remarque. — Quand l'équation proposée est du troisième. du quatrième ou du cinquième degré, et qu'elle a ses coefficients commensurables, il esL inutile de lui appliquer la méthode des racines égales.
En effet, il résulte d'abord de la nature de cette méthode, laquelle consiste essentiellement dans la recherche du plus grand commun diviseur entre le premier membre de la proposée et son dérivé, qu'elle ne peut conduire qu'à un polj-nôme diviseur, dont les coefficients sont rationnels comme ceux de l'équation elle-même.
Cela posé, dans le cas où l'équation est du troisième degré, le commun diviseur (s'il en existe) est du premier ou du deuxième degré au plus. S'il est du premier degré, en l'égalant à zéro, on ne peut tirer de l'équation résultante qu'une racine commensurable. S'il est du deuxième degré, le quotient du polynôme proposé, par ce diviseur, est du premier degré, et no saurait encore donner qu'une racine commensurable. On voit donc <\\xune cquntion du troisième degré dont les coefficients sont rationnels, et qui n\t pas de racines commensurables , ne saurait avoir de racines égales.
Si l'équation est du quatrième degré, le plus grand commun diviseur (s'il en existe) entre le premier membre et son polynôme dérivé, ne peul être ni du premier ni du troisième degré; car, dans un cas comme dans l'autre, on en déduirait que l'équation a des racines commensurables, ce qui serait contre l'hypothèse ; et s'il est du deuxième degré, les facteurs de ce polynôme diviseur ne sauraient être égaux, puisqu'il en résulterait encore que l'équation aurait des racines commensurables. Mais si les deux facteurs sont inégaux, il en résulte nécessairement (277) que chacun d'eux entre au carré dans le polynôme proposé, qui est alors un carré parfait.
Ainsi, dans ce cas, au lieu de soumettre l'équation à la méthode des racines égales, on peut se borner à cxtnnre la racine carrée de son premier membre ; et si la racine nest pas exacte, on en conclut que r équation n'a pas de racines égales.
Enfin toute équation du cinquième degré qui n'a pas de racines commensurables ne peut avoir de racines égales ; car i° elle ne saurait admettre une seule espèce de racines égales ; 2° si elle en avait de deux espèces différentes, il faudrait nécessairement que la proposée admît une racine commensurable
Donc, enfin, il est inutile d'appliquer la méthode ordinaire des racines égales aux équations des troisième, quatrième et cinquième degrés.
3i5. Troisième remarque. — Ce qui précède suffit pour faire sentir combien l'application de la méthode du n" 3il est iaborieuse, puisqu'elle suppose, outre la recherche des racines égales, la formation de l'équation aux carrés des différences. Or, dès que la proposée est d'un degré supérieur au quatrième, les calculs relatifs à la détermination de cette dernière équation sont impraticables par leur longueur. Il est donc à propos de faire connaître quelques circonstances dans lesquelles on peut éviter tous ces calculs.
1° Si, en substituant les nombres o, i , 2, . • . , — i , — 2, — 3, . . . , compris entre -h L et — L', on obtient autant de changements de signe qu'il y a d'unités dans le degré de la proposée, on est certain que toutes les racines de récjuation sont réelles, et que chacune d'elles a une partie entière différente.
2° Il peut se faire que, sans connaître les racines d'une équation, on sache à priori combien elle doit avoir de racines réelles (la Trigonométrie on offre des exemples) (*). Cela posé, il se présente deux cas :
Ou la substitution des nombres o, i, a, . . ., — i, — 2, . . . donne lieu à autant de changements de signe que l'équation a de racines réelles ; dans ce cas, toutes les racines réelles sont encore mises en évidence, et chacune d'elles a une partie entière différente ;
Ou bien le nombre des changements de signe est moindre que celui des racines réelles. Conjme, dans ce cas, on est assuré d'avoir laissé échapper quelques racines dont les différerices sont moindres que l'unité, il faut tâcher de rendre ces différences plus grandes. Pour cela, on fait dans la
proposée x — -■) k étant une indéterminée, ce qui donne la transformée
Y -= o, dont les racines sont k fois plus grandes que celles de la proposée (il en est, par conséquent, de même des dilTérences). On donne ensuite à /• diverses valeurs. Soit, en premier lieu, k ='i\ substituant dans Y=: o la série naturelle des nombres, on voit si le nombre des changements de signe devient égal au nombre des racines réelles que l'on sait devoir exister dans la proposée. Si l'hj^polhèse X — 3 ne réussit pas, on fait /■ = 4, 5,..., jusqu'à ce qu'enfin on obtienne pour la transformée correspondante le nombre de changements de si^ne exieé.
(*) Voir mon Traité de Géométrie analytique pour la dcteriïiinalion, par des intersections de courbes, du nombre des racines réelles qu'une équation peut renCermer.
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N. B. — Il faut bien observer ici qu'on suppose l'équation dépourvue de racines égales.
THÉORÈME DE M. STURM
Son appUcotion a la recherche des racines incommensurables
C'est ici le lieu de faire connaître un fort beau théorème à l'aide duquel toutes les racines incommensurables d'une équation peuvent ê're mises en évidence bien plus simplement qu'avec le secours de l'équation uux différences.
Nous venons de voir (34S, i°) que, si l'on connaissait a priori le nombre des racines réelles d'une équation, on parviendrait aisément à leur détermination, puisqu'il suffirait alors de subdiviser convenablement l'intervalle des substitutions successives. Or le théorème de M. Sturm atteint complètement ce but, ainsi qu'on va le voir.
346. Soit X — 0 une équation à coefficients réels, que nous supposerons n'avoir pas de racines égales. Appelons X, son premier polynôme dérivé, et appliquons à X, X, le procédé du plus grand commun diviseur relatif (246, iS9), avec cette condition, toutefois, de ihanger le signe du reste de chaque opération, et de prendre ce reste ainsi modifié pour diviseur de l'opération suivante. (Ce changement de signe est une condition essentielle dans l'énoncé et la démonstration du théorème.)
Désignons d'ailleurs par X„ X3, X^. . . ., X^ les restes successifs, pris avec des signes contraires.
Nous pourrons exprimer la série complète des opérations par le tableau suivant :
X ..=-X,ry,-X,, X. - X,7j-X
X^ est nécessairement indépendant de x et différent de zéro, puisque, par hypothèse, l'équation n'a pas de racines égales.
Considérons maintenant les fondions X, X,, Xj. . . ., X^, et supposons que l'on y substitue pour x deux nombres p et fj de signes quelconques [p étant <7). D'abord la substitution de />> donnera pour chaque fonction un résultat généralement positif ou négatif (mais qui pourra quelquefois être nul) ; et en ne tenant compte que des signes de ces résultats, on obtiendra une suite de signes qui, écrits sur une même ligne, présenteront une certaine succession de variations et de permanences.
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Pareillement, la substitution de 7 à la place de x donnera une seconde suite de signes présentant de môme une certaine succession de variations et de permanences.
Or le théorème en question consiste en ce que :
Ln dili'érence entre le nombre des rwriatinns qiCoJfre lu première suite de signes, et le nombre des variations de la seconde, exprime exactement le nombre des racines réelles de la proposée, qin se trouvent comprises entre p et q.
3i7. De là résulte la règle suivante, pour obtenir le nombre total des racines réelles d'une équation.
Après avoir déterminé (310) les limites — L' et h- L des racines négatives et positives,
1° On applirpie aux deux polynômes 'X,X^ le procédé du plus grand commun divisrur aocc la modification indiquée dans le numéro précédent. Cela donne une série de fonctions X, X,, Xj. . . . , X^ , qui sont généralement au nombre de [m ■+ i), m étant le degré de l'équation.
2° On écrit sur une première ligne les signes des résultats de la substitution de — L' dans chacune des fonctions, et, sur une seconde ligne, les signes des résultats de la substitution de -i- L. (Le signe de X^ doit rester le même, puisque X,. est indépendant de x.)
3° On compte le nombre de variations qu'ojfre la première ligne et le nombre de variations de la seconde. La différence entre ces deux nombres est l'expression du nombre total des racines réelles de la proposée.
Cette règle est d'un usage facile dès que l'on connaît les fonctions X, Xp X^,. • .; et si les opérations nécessaires à leur détermination sont un peu laborieuses, on n'en doit rien conclure contre la simplicité de la règle: car il y a (sauf les changements de signe indiqués) identité entre ces opérations et celles que comporte la méthode des racines égales, méthode à laquelle il faut soumettre préalablement toute équation dont on recherche les racines incommensurables.
3iS. La démonstration du théorème ci-dessus repose sur plusieurs principes que nous allons d'abord établir.
Prcmièrrment^ — Considérons la fonction X en particulier, et soit a une racine réelle de X = o. Si l'on met n + u à la place de .r, dans X. on obtient (328) un résultat de la forme
(A étant le résultat de la substitution de a pour x dans X, et A', A", A'", . . . les polynômes dérivés do A d'après la loi connue).
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Comme, par hypothèse, a est racine de x = o, on a A = o, et l'expression précédente se réduit à
Or je dis qu'on peut toujours trouver pour u un nombre assez petit pour que la quantité entre parenthèses soit de même signe que son premier terme A' (qui d'ailleurs est différent de zéro tant que X = o n'a pas de racines égales).
Il suflit, en effet, pour cela d'obtenir pour u une valeur qui rende
— u -h -^ -«"-i- . . . numériquement moindre que A'. Or nous avons vu
l303) comment on remplit cette dernière condition; ainsi il est toujours possible de satisfaire à la précédente.
Il e^t en outre évident que, dès qu'on a obtenu pour rindéterminée u une valeur remplissant cette condition, toute valeur plus petite y satistaiL à plus forte raison.
3i9. Deuxièmement. — Si l'on conçoit que, dans les fonctions X, X,,
X , on remplace x par un nombre quelconque o, // ne peut jamais
arriver que deux fonctions consécutives s'évanouissent à la fois.
En effet, considérons les trois fonctions consécutives de rang quelconque
On a (346) l'égalité
Or, si l'on pouvait avoir à la fois X„_, = o, X„— o, on en déduirait mais, comme on a aussi
il en résulterait encore X,,^, — o; et ainsi de suite. On parviendrait alors finalement à l'égalité X^= o; ce qui est .absurde, puisque, la proposée n'ayant pas de racines égales, X^ ne saurait être nul.
Troisièmement. — La même relation X„_, -- X„/7„ — X,,^, nous apprend que, si une fonction X„ devient nulle par la substitution de x — a, les deu.\ fonctions X,_._,, X,,^,, entre lesquelles elle est placée, sont nécessairement (le signes contraires pour la même valeur x - n.
3dO. Ce? principes admis, désignons par /• une quantité positive ou négative, m.ais moindre ^ c'est-à-dire plus rapprochée de \ infini négatif) que
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toutes les racines réelles des équations X - o, X, - o, Xj— o, . . ,, X,._, -^ o; et concevons que, en faisant croître x d'une manière continue (303) à partir de /-, on substitue toutes ces valeurs successives dans les fonctions X, X,, X^, . . . , X^.
Il est d'abord facile de voir que les variations et les permanences fournies par les signes de ces fonctions et celui de X^ (que nous savons déjà (Hre constant) se reproduiront toutes et dans le môme ordre, tant que X n'aura pas atteint une des valeurs qui rendent nulle quelqu'une de ces fonctions; car, pour que le nombre ou l'ordre de ces variations et permanences vienne à se modifier, il faudra évidemment que l'une des fonctions, X„ par exemple, change de signe, et, par conséquent (303), que X„ soit d'abord devenu nul.
Supposons actuellement qu'une valeur x - a rende mille une ou plusieurs des fonctions [a étant d'ailleurs le phis petit des nombres qui jouissent de cette propriété), et voyons ce qui doit amver.
H peut se présenter deux circonstances : ou ^ - n anéantira une (ou plusieurs) des fonctions intermédiaires X,, X^, X . . . , X,._,, sans faire évanouir X; ou bien x -= a anéantira X, pouvant d'ailleurs rendre aussi nulle une ou plusieurs des fonctions intermédiaires. Or je dis que, dans le premier cas, aucune variation ne disparaîtra dans le passage de x par les trois états consécutifs a — w, a, a j- « [u étant l'intervalle des substitutions successives); que, dans le second, une variation disparaîtra, et qu'il n'en disparaîtra qu'une seule si u est suffisamment petit.
Considérons le premier cas, celui oîi la fonction X„, par exemple, devient nulle pour x = a, sans que X le soit en même temps.
Comme, pour la même valeur x ^ a, X„_, et X„^, ne peuvent devenir nulles, et qu'elles sont de signes contraires (349), il s'ensuit que les trcis fonctions consécutives
formeront, quant aux signes, l'une des deux combinaisons
-i-, o, —, ou — , o, -i- ;
et soit qu'on prenne zéro avec le signe -t- ou avec le signe —, on voit qu'il en résulte une variation et une permanence.
D'un autre côté, chacune des fonctions X„_,, X„^, a dû conserver le même signe pour les valeurs de x comprises depuis x — k jusqu'à x ---- a\ et les signes ne doivent pas changer dans le passage dejr = aàj: = <3r-h«, puisqu'on peut toujours supposer u assez petit pour qu'aucune racine de X„_,= o, X„^, = o ne soit comprise entre a et « + u.
On peut donc affirmer que les trois fonctions ci-dessus, qui, poux j: = a,
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présentent une variation et une permanence, donnent également une variation et une permanence pour toutes les valeurs comprises depuis x — a jusqu'à X = a -T- u. Ainsi l'hypothèse x -- a, introduite dans la série des fonctions X, X,, X,.. ... n'a fait perdre ni gagner aucune variation.
331. Passons au cas où X devient nul quand on y met a pour x.
Soit fait X =z a — u dans X et X, ; puis désignons par U, U, ce que deviennent respectivement X, X, par cette substitution. Appelons (348) A, A', A", ... les résultats de la substitution de a pour x dans X et ses polynômes dérivés, puis, par analogie, A,, A',, A",,. . . ce que deviennent X, et ses polynômes dérivés, par la même substitution, nous aurons les deux égalités
U, = A, H- A', M H ^ II
Comme, par hypothèse, a est racine de X = o, on a nécessairement A = G. De plus, les deux quantités A' et A,, exprimant Tune et l'autre le résultat de la substitution de a pour x dans X,, n'en forment qu'une seule qui est différente de zéro, puisque X = o n'a pas de racines égales. Ainsi les deux égalités précédentes se changent en celles-ci
dont les seconds membres sont nécessairement de même signe que leurs premiers termes A'« et A', lorsqu'on prend (348) pour l'indéterminée u une valeur suffisamment petite. On voit donc que U et U, sont de même signe quand u est positif, et de signes contraires quand u est négatif.
D'où il résuite que les signes des deux fonctions X, X,, qui présentaient d'abord une variation pour x ^ a — u, formaient ensuite une permanence pour X ^^ a -^ u.
Ainsi, dans le passage deo^^^a — wàx=a-r-a, une. variation s'est changée en une permanence.
La même conséquence aurait lieu lors même que x = a, qui satisfait à X = o, anéantirait en même temps une ou plusieurs autres fonctions, puisque, comme on l'a vu précédemment, quand une de ces autres fonctions vient à s'évanouir, le nombre des variations ne change pas pour cela.
Maintenant, si, à partir de .r = a -h a, on continue de faire croître x par degrés insensibles, le nombre actuel des variations de la suite des
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signes demeurera le même jusqu'à ce que x vienne à dépasser une nouvelle racine de X = o; auquel cas une seconde variation disparaîtra, el se trouvera remplacée par une permanence; el ainsi de suite.
Donc, enfin, le nombre des variations perdues lorsque x croît depuis une valeur quelconque /-jusqu'à une autre valeur k' est égal au nombre (les raciitis réelles de X -- o, comprises entre k et /'.
Ce qui démontre évidemment le théorème énoncé n" 3-iG.
3S2. Avant do passer aux applications, nous ferons plusieurs remarques fort importantes.
1° Dans la recherche des fonctions X, X,,. . . , on peut introduire ou supprimer des facteurs numériques (2o9), pourvu que ces facteurs soient positifs ; mais il faut bien prendre garde, quant aux signes, à ne faire que les changements indiqués au n° 346, puisque c'est de la considération des signes dont les fonctions X, X,, X^,... sont affectées que dépend principalement la démonstration du théorème de M. Sturm.
2° Quand on veut simplement connaître le nombre total des racines réelles de l'équation proposée, il n'est pas nécessaire d'opérer la substitution des limites — L' et -i- L dans les fonctions X, X, , ... : il suffit de substituer — « et -.- oo dans le premier terme de chacune d'elles, puisque l'on sait (305) que le signe de la fonction est alors le même que le signe de ce premier terme.
La substitution de — =o et de -i- co dispense de déterminer d'abord les deux limites — L' et h- L, quil faudrait d'ailleurs calculer de manière qu'elles convinssent à toutes les fonctions, si l'on ne voulait opérer la substitution que dans leur premier terme.
Nous ajouterons même que, en faisant usage de la méthode de AI. Sturm, un n'a besoin, dans aucun cas, de connaître a priori les deux limites — L' et -i- L. En effet, après avoir reconnu d'abord combien il y a de racines réelles dans la proposée, si l'on veut ensuite déterminer d'une manière plus précise le lieu des racines, il n'y a qu'à substituer successivement les nombres o, 1,2, 3, . . . , et o, — i , — 2, ... ; et dès que, par la substitution de o, 1,2,..., on est parvenu à une suite de signes qui présente autant de variations qu'en avait données la substitution de -1- 00 , on peut affirmer qu'il n'y a plus de racines au delà du dernier nombre substitué. Même raisonnement par rapport aux nombres o, — i, — 2,
On obtient ainsi les deux limites supérieures les plus resserrées (en nombres entiers); ce que ne donne pas toujours dune manière bien certaine (30'i) la méthode de Newton, mal appliquée.
3° Si Ton cherche ensuite combien il y a de racines réelles comprises entre deux nombres particuliers /> et «y, il peut se faire que/* ou q rende
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nulle quelqu'une des fonctions. Dans ce cas, quand c'est une fonction intermédiaire, X„, qui s'évanouit, on n'a pas besoin de tenir compte du résultat o dans la suite des signes, car on a vu (3i9) que X„_|, X,,^, offrent une variation pour cette même valeur de jt; or la combinaison du
double signe ± dont o est censé affecté, avec les signes h , ou h,
ne donne encore qu'une variation. Ainsi le nombre des variations n'est nullement altéré par l'omission du résultat o.
Lorsque c'est X qui s'évanouit pour x = p, par exemple, on conclut d'abord que p est racine de X = o ; puis on compte les variations qui existent à partir de X,.
4° Enfm si, après avoir obtenu les fonctions X, X,, X^,..., X^, on vient à reconnaître que l'une des fonctions intermédiaires, X„, est de nature à conserver constamment le môme signe pour toutes les valeurs comprises entre p et q [p étant <</), il est inutile de substituer ces nombres dans les fonctions suivantes ; car autant la suite des fonctions jusqu'à X„ inclusivement présentera de variations de plus pour x = p que pour j: = </, autant il y aura de racines réelles comprises entre p et q.
Il suffit, pour s'en convaincre, d'appliquer aux fonctions X, X,, Xj, . . . , X„ ce qui a été dit (350, 35 J ) par rapport à toutes les fonctions. La suite des signes, jusqu'à celui de X„ inclusivement, perdant une variation pour chaque racine de X = o, et le nombre des variations n'étant nullement altéré par l'évanouissement de quelqu'une des fonctions intermédiaires X,, Xj, . . . , X„_,, puisque d'ailleurs X„ conserve toujours le même signe par hypothèse, il faut nécessairement qu'autant il y a de variations
perdues dans la suite des signes de X, X,, , X„, lorsqu'on passe de
X = p a X = q, autant il y ait de racines de X = o comprises entre ces deux nombres.
On déduit de là le cas particulier suivant : si, dans le cours des divisions nécessaires à la détermination des fonctions X, X,,. . ., X^, on reconnaît qu'une certaine fonction, X„, ne peut avoir que des racines imaginaires, comme alors elle ne saurait changer de signe (313), quelque valeur qu'on y substituât pour x, on n'a pas besoin de pousser plus loin les divisions ; c'est-à-dire qu'il est inutile de déterminer X„_^,,. . . , X^.
Cette circonstance est très-importante à retenir : car, en raison de la grandeur des coefficients numériques, on ne peut se dissimuler que les calculs relatifs à la détermination des fonctions successives ne soient trèspénibles, surtout lorsqu'on arrive aux dernières.
[Foir le troisième et le quatrième des exemples du numéro suivant.)
353. Faisons maintenant quelques applications, en ne considérant tou- JU. B. . 3i
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tefois que des équations qui, par la substitution des nombres entiers consécutifs compris entre les limites, donnent moins de changements de signe qu'il n'y a d'unités dans le degré de la proposée. Premier exemple i
(t) 8ar^— 6x — 1 = 0.
(Cotte équation a déjà été traitée n° 3-42.) On a d'abord
X, = 24-^' — 6, ou plutôt X|=4-^^— ï
(d'après la première remarque du n° 3j2). Divisant X par X,, on obtient pour reste
— \x — i; d'où X2= -4- 4-^-i- I-
La division de X, par X^, après les préparations convenables (259), et en vertu de la première remarque du n° 332, donne pour reste
— 3 ; d'où X3= -i- 3.
Ainsi l'on a, pour les fonctions cherchées,
X=8x3— 6x — I, X,= 4.r^— I, Xj=4j:-^i, X3=-+-3.
Cela posé, la substitution de — oo et de -t- «o dans les premiers termes de ces fonctions donne les deux suites
\ H ... 3 vdrialinns,
ce qui prouve que l'équation a ses trois racines réelles, puisqu'il disparaît trois variations dans le passage de — «s à -;- oo .
Soit fait maintenant dans les mêmes fonctions .r = — i, o, -*- i ; on trouve :
Pour r— — I, 1 ^...3 variations,
Comme — i donne trois variations, et que o n'en donne qu'une seule il s'ensuit que o et — i comprennent deux racines.
Pareillement, o donnant une variation, et -f- 1 n'en donnant aucune, il y a une racine comprise entre o et i.
Pour séparer les deux racines négatives, il faut (345) resserrer l'intervalle des substitutions; mais, auparavant, il convient de changer x en
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— .r, ce qui ramène l'équation (i) à
(2) ■ Sx^— 6j7 -t- I = o;
et les racines positives de cette nouvelle équation, étant prises avec le signe — , donneront les racines négatives de la proposée.
Actuellement, posons (34o), dans l'équation (a), x = -; il en résulte la transformée
Or, en faisant successivement 7 =0, i , 2, on trouve pour résultat*
donc les deux racines positives de l'équation ( 3 ) sont comprises, l'une entre o et i, et l'autre entre i et 2. Appliquant à l'équation (3) l'une des deux méthodes d'approximation,
et substituant les valeurs obtenues pour j, dans la relation x — -, ou
y plutôt X = — - (à cause du changement de x en — x), on aura, avec tel
degré d'approximation que l'on voudra, chacune des trois racines de l'équation proposée.
N. B. — Pour le calcul de la racine positive de l'équation (i), on peut opérer directement sur cette équation.
Deuxième exemple :
(i) X* — "ix^ — 7.r'-f- io.r 4- 10 = o.
En appliquant à cette équation la règle du n° 346, on trouve successivement
X = j;*— ix^— yx'^-i- lox + 10, X, = -ix^ — 3.r^— yx -+- 5, X2 = lyx'^ — 23 a: — 45, X3= iS^x — 3o5,
Si l'on substitue — <» et -f- <» dans les premiers termes de ces fonctions, on obtient les deux suites
H 1 h ... 4 variations,
donc les quatre racines de l'équation sont réelles.
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Actuellement, soit fait successivement, dans les fonctions.
et X
il vient, pour
puis, pour
variations ,
variations,
D'où l'on voit que l'équation a r/d'//a: racines positives comprises entre 2 et 3, une racine négative comprise entre o et — i, enfin une racine négative comprise entre — 2 et — 3.
Pour séparer les deux racines positives, on pourrait (343) faire, dans
l'équation, .v = - o\x -^i - ■ • : mais on va voir que la méthode d'approximation de Lagrange suffit pour opérer cette séparation.
Soit, en effet, posé, dans l'équation (i), jt = 2 -h -: il vient, tout calcul fait (328), la transformée (i) 2/— 10/+ 57=^^-67^1 = 0,.
qui a nécessairement deux racines plus grandes que l'unité.
Or, en faisant successivement 7= i, 2, 3, 4, 5, on trouve pour résultats
d'où l'on voit que les deux valeurs de 7 sont comprises, l'une entre i et 2, l'autre entre 4 et 5 ; c'est-à-dire que les deux valeurs de x seront exprimées par deux fractions continues de la forme
et X = 2 -1-
•et l'on pourra déterminer chacune de ces fractions continues séparémenl, (To/rlesn^^ 330 et 334.)
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/Y. £. — Dans cet exemple, après avoir obtenu les fonctions
X^= 17^' — aSx — 45, X^=i5ix — 3o5,
il n'était pas nécessaire d'effectuer la division de X^ par X3, opération assez longue sous le rapport des calculs numériques.
En effet, ce qu'il importe de connaître dans l'application de la méthode de M. Sturm, ce n'est pas la valeur numérique du dernier reste, mais bien le signe de ce reste, afin d'en déduire ensuite celui de la quantité X^, laquelle est constante, ainsi qu'on l'a vu.
Or on sait (237) que, quand on divise une fonction entière de x par un facteur de la forme x — a^ le reste n'est autre chose que le résultat de la substitution de a au lieu de x dans la fonction. Ainsi le signe du reste de la division de X, par X3 doit être le même que celui qui résulterait de la substitution, dans l'équation Xj= o (ou lyx-— -lix — 45 = o), de la racine donnée par l'équation X3= o (ou \5ix — 3o5 = 0).
Mais l'équation X^ = o, dont les racines sont de signes contraires, donne, pour la positive, 2, 4 à 0,1 près, tandis que la racine de X3= o est
X — %-{ — — • On voit donc que cette racine est comprise entre les deux
racines de l'équation X2= o, et que, par conséquent, si on la substituait dans le polynôme X^, on obtiendrait [\\\ , 1°) un résultat de signe contraire au premier terme de X^, c'est-à-dire un résultat négatif.
Donc, puisque le reste de la division de Xj par X3 est négatif, il s'ensuit que la fonction X^ est positive .
(Cette remarque fait suite à la quatrième du n" 352.)
Troisième exemple :
(i) ix^—iix^-hiox — i^ — o.
Les fonctions X, X,, X^, . . . étant calculées d'après la règle du n° 347, on trouve d'abord, pour les trois premières,
X= 2x^ — i3x^-i- loo,' — 19, X,= 4'^^— 'Sa: -+- 5, Xj^iSx^— i5x -^38.
Or je dis qu'il est inutile d'aller plus loin et de calculer X3 et X,. En effet, il est aisé de voir que les racines de l'équation Xj= o sont imaginaires, puisque l'on a (i5)^— 4.i3.38 <o (111, 3"); d'où il résulte que Xj ne peut changer de signe, quelque valeur qu'on donne à x. Ainsi la quatrième remarque du n° 352 est applicable à cet exemple, et il suffira de considérer les trois fonctions X, X,, Xj,
Or, en subslituant successivement — oc et -f oo dans leur premier terme, on obtient les deux suites
H . . . 2 variations,
co qui démontre que l'équation a dcita: racines réelles et deux racines imaginaires. Les racines réelles sont, d'ailleurs, Yi/ne positive et Vaiitn. négative (342), puisque le dernier terme de l'équation est négatif. Quatrième exemple :
x' — 36.r^-t- yix'^ — 3yx -i- 72 = o.
(Nous nous bornerons ici à présenter le tableau du calcul.)
X= x^ — 30x^-4- yix- — Sy-T-hyi,
X| = 5x*— io8.r'-+- i44''^ — 37, 'K.^= 18^^ — 54r'-f- 'dyx — 90, X,,= iSigj;^— 'i.^^ix — 684, X, = — 2803469 X -+- 32408254, X.= -.
(Le signe de Xj se détermine, comme dans le deuxième exemple, en observant que la racine de X^ = o est évidemment plus grande que la racine positive de X.j = o.)
Or
X ~ — 00 donne 1 h h ... 4 variations,
X :=z -i- co -h -] — 1 — i ...I seule
donc l'équation proposée n'a que trois racines réelles. Mais si, avant d'appliquer la méthode actuelle, on eût d'abord substitué les nombres entiers consécutifs, on aurait reconnu facilement que chacun des couples de nombres, 2 et 3, 5 et 6, — 6 et — 7, donne deux résultats de signes contraires. Donc les trois racines réelles ont respectivement pour partie entière 4, 5 et — 6 ; les deux autres racines sont imaginaires.
Ces exemples nous paraissent suffisants pour donner une idée de toute l'importance du théorème de M. Sturm et du parti qu'on peut en tirer dans la résolution des équations numériques.
3Si. Nous ajouterons cependant encore que, quand on a reconnu, par la substitution des nombres entiers consécutifs dans les fonctions X, X,, Xj, . . . , combien il y a de racines réelles entre deux nombres <? et <? -4- 1 , la combinaison du théorème avec la méthode de Lagrange donne le moyen de séparer ces racines sans qu'on soit obligé de recourir à la transforma-
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tion du n" 3io, laquelle devient très-laborieuse quand les racines sont très-peu difFérentes les unes des autres. Voici en quoi consiste ce moyen :
On substitue a - — h la place de x. non-seulement dans X, mais en'
core dans toutes les fonctions X^,X^, ...; puis on y fait successivement j = 1 , 2, 3, La différence entre les deux nombres de variations résultant de la substitution de deux de ces nombres, ^ et ^ -i- i , est égale
au nombre des valeurs de x comprises entre a -i- j et a -r •
Si cette différence est égale à i , on en conclut que la transformée qui
résulte de la substitution de a h — à la place de x dans X = o n'a qu'une
seule racine comprise entre i et é — i ; et l'on peut facilement (330) obtenir la fraction continue correspondante.
Mais quand cette différence est égale à 2, 3, . . . . on en déduit que la transformée en y a deux, trois,. . . racines comprises entre b et b -hi .
Alors on remplace j- par b -i — dans les fonctions X, X,, X^, . . . (qui
sont déjà exprimées en j) ; puis on y fait successivement z = i , 2, 3, . . . . La différence entre les deux nombres de variations résultant de la substitution de deux de ces nonîbres, c et c -f- 1 , est égale au nombre de valeurs de X comprises entre
I , I «H et a -\
On voit aisément que, par ce moyen, toutes les valeurs de x comprises entre a qI a ^ x pourront se développer en autant de fractions continues ayant, à partir de a, une ou plusieurs fractions intégrantes commîmes.
3oo. Enfin le théorème de M. Sturm conduit très-simplement aux relations qui doivent exister entre les coefficients de l'équation du 3"^ degré pour qu'elle ait ses trois racines réelles.
Soit l'équation x-^-h px -i- rj = o, que, pour plus de simplicité, nous supposerons privée du terme en x-, ce qui est toujours permis (260).
On obtient, pour les fonctions successives X, X,, X^, X3,
X = x^ -i- p.r -h r/, X^= "ix'-i- p, X,^ —ipx—^q, X3= — 4/j'— 2-<7=.
Cela posé, pour que l'équation ait ses trois racines réelles, il faut et il suffit que, en substituant successivement — <x> et -+- œ dans les premiers
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termes de ces fonctions, on obtienne 3 variations par la première substitution, et 3 permanences par la seconde; c'est-à-dire que l'on doit avoir l'une des deux combinaisons
H \ et ,
ou bien
! 1- et -i--i--i--i-,
dont la dernière est la seule admissible, puisque l'équation est de degré impair.
Or il est évident que les deux premières fonctions X, X, donnent respectivement h et -H -(-, par la substitution de — oo et de -+- » , sans
qu'il en résulte aucune condition pour p et q.
Mais pour que X^, X3 donnent également 1- et -i- h-, on voit qu'il
faut: 1° que p soit négatif; 1° que l'on ait — ^p~ — -xj q"^ positif , o\x 4/»'-^- 277' négatif, condition qui renferme implicitement la première.
Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour la réalité des trois racines est
4p^-h 27</'< 0, ou H-7<0.
Dans le cas particulier de ^p^ -^ '^l'^r= o, comme on a alors X3= o, il faut nécessairement (347 ) que la proposée ait deiix racines égaies, qu'on obtiendra en annulant X^, ou posant
— inx — iq — o, d ou X — '-'
^ ip
Mais la relation supposée donne /^ =^ — 3 1/7-; d'où, en substituant dans la valeur de x et réduisant,
<fl-
Ainsi deux des trois racines sont éeales à
La troisième est nécessairement — 2 » /-j puisque 1 équation est privée de second terme.
Lorsque l'on a 4;>'-i- lyq'^ > o, une seule racine est réelle, et les deux autres sont imaginaires.
3S6. M. Sturm a étendu son théorème au cas où l'équation proposée admet des racines égales; mais nous n'entrerons dans aucun détail à ce sujet, puisqu'on peut toujours (281) faire dépendre la résolution de l'é-
quation de celle d'autres équations qui n'ont que des racines simples. Il en a également déduit d'autres conséquences fort curieuses, mais qui ne sont pas indispensables pour la résolution des équations.
Nous renvoyons, pour de plus amples détails sur la résolution des équations numériques, aux Ouvrages suivants: Traité de la résolution des équations numériques, par Lag range ; Supplément à la théorie des nombres, par Legendre ; Nouvelle méthode pour résoudre les équations numériques, par M. Budan; Analyse des équations, Ouvrage posthume de Fourier.
On trouvera dans ces deux derniers Ouvrages un théorème qui a quelque analogie avec celui de M. Sturm, et qui paraît avoir été découvert à peu près dans le même temps par MM. Fourier et Budan. En voici l'énoncé :
Soient /(j7) un polynôme entier du degré m,f'{x],f"(x),f"'(x),... ses dérivés. Appelons p et q deux nombres réels de signes quelconques [p étant < 7) , et concevons qu'on ait substitué alternativement p et «/ dans la série de ces fonctions, ce qui donne les deux suites de résultats :
i°Pour/., /(/.), /'(/.), f"{p),...,
a°Pourry, f{q), f'{q), f'{q),....
Le théorème consiste en ce que les signes de la première suite ne peuvent jamais présenter moins de variations que ceux de lu seconde ; et si p et q comprennent un nombre A- de racines réelles, la première suite a au moins h variations de plus (pie la seconde.
Ce théorème, beaucoup moins explicite que celui de M. Sturm, qui, dans aucun cas, ne laisse d'incertitude sur l'existence des racines réelles entre des nombres déterminés, fournit cependant une méthode assez complète de résolution (*).
§ IV. -- Seconde partie de l'élimination.
3o7. Après avoir fait connaître les différents moyens de résoudre, du moins en nombres réels, les équations numériques d'un degré quelconque à une seule inconnue, il convient de s'occuper de la résolution des équa-. lions à plusieurs inconnues; mais nous traiterons plus particulièrement, dans ce paragraphe, le cas de deux équations à deux inconnues en x et /.
(*) Voir aussi, pour le développement de ce théorème et pour les conséquences qu'on en déduit, une Note placée à la fin de la G*' édition de mon Algèbre, et due à M. Vincent, ainsi que les Mémoires de la Société royale de Lille (année i834) et le Journal de Mathématiques de M. Liouville, t. I, p. 3/ji,
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Pour abréger le discours, nous conviendrons de donner le nom de cnvplc ou de solution à tout système de valeurs de x et de y qui, substitué à la fois dans les deux équations, y satisfait.
En outre, désignant par A = o, B = o les équations proposées, nous supposerons que les [)olynômes A et B soient prcjuicrs entre eux, et qu'il en soit de même des coefficients de chacun de ces polynômes ordonnés par rapport à l'inconnue qu'on veut éliminer. Nous nous réservons d'examiner plus loin (363, 364 j les circonstances particulières où ces conditions ne sont pas remplies.
3S8. Cela bien entendu, concevons que l'on ait appliqué aux deux polynômes ordonnés par rapport à j, par exemple, le procédé du plus grand commun diviseur avec ses différentes modifications, lesquelles consistent, (Vune part, à introduire, à chaque division partielle, un facteur, soit numérique, soit Jonction de y, propre à rendre possible la division du premier terme du dividende par le premier terme du diviseur; cr autre part, à supprimer dans les différents restes les facteurs purement numériques, mais en y laissant toutefois subsister les facteurs fonctions de y que chacun de ces restes pourrait contenir (cette dernière condition est indispensable pour l'explication qui va suivre). Nous pourrons alors présenter la série des opérations de la manière suivante :
(2) è.B = Rry' -r-R',
a étant le facteur le plus simple possible que l'on a dû introduire dans A pour que le quotient q soit entier et que le reste R soit d'un degré moindre en x que celui de B; 6 étant un facteur analogue introduit dansB, et ainsi de suite; d étant d'ailleurs le dernier facteur introduit et R'" le reste, que, pour fixer les idées, nous supposerons indépendant do .r.
Voyons maintenant les conséquences auxquelles conduit cette série d'équations.
D'abord il résulte de l'identité (i) que toute solution des équations simultanées A = o, B = o doit annuler ^.A et B<7 (puisque a et 7, ne renfermant pas de dénominateur, ne sauraient devenir injinis), et, par conséquent, aussi R; d'où l'on doit nécessairement conclure que toutes les solutions communes aux équations A = o, B = o conviennent également aux équations
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Passant à l'identité (2), nous voyons que toute ^o/m^/o/z commune à B = o, R = o doit annuler b.B, R7' et R', et, par conséquent, que toutes les sohiiions de B = o, R = o conviennent également aux équations R = o, R'=o.
En poursuivant ce raisonnement, on verrait que toute solution de R = o, R'=r o convient à R'= 0, R"= o, et enfin à R"= o, R'"— o.
Donc, enfin, toutes les solutions des équations proposées sont renfermées dans l'un quelconque des systèmes d'équations
et dans le dernier système en particulier.
Ainsi l'équation R"'= o, qui, par hypothèse, ne renferme plus que l'inconnue j, comprend toutes les valeurs dejr convenables aux deux équations A = G, B = o.
JSn second lieu, reprenons les identités (i), (2), (3), (4) dans un ordre inverse.
Il résulte de l'identité (4) que toute solution des équations R"=o, R"'= o doit annuler d.W. Or ce produit peut être nul de deux manières, soit parce que l'on a r/ = o, soit parce que l'on a R'= o; ce qui prouve que les solutions de R" = o, R'" = o sont des solutions ou de d = o, R"= o, ou bien du système R'= o, R"= o.
Passant à l'identité (3), on reconnaîtrait que les solutions de R'= o, R"= o sont ou des solutions de c = o, R'= o, ou des solutions de R = o, R'= o; et ainsi de suite, en remontant jusqu'à l'identité (i).
Résumant ce qui vient d'être dit en dernier lieu, on arrive à ce résultat, que les solutions des deux dernières équations R"= o, R"'= o se composent de toutes les solutions qui vérifient les différents systèmes
Ainsi le système des équations R"= o, R"'= o est beaucoup plus général que le système A = o, B = o, dans ce sens que les solutions du premier comprennent, outre les solutions du second, toutes celles qui peuvent satisfaire aux différents systèmes
rt = 0
Concluons de là, enfin, que l'équation R"'= o, à laquelle on est arrive par l'application du procédé du plus grand commun diviseur, contient
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bien toutes les valeurs de j qui satisfont aux équations proposées en même temps que certaines valeurs de x; mais, généralement aussi, elle doit renfermer des valeurs tout à fait étrangères aux proposées.
Je dis généralement, car il peut arriver, et il arrive même assez souvent qu'aucun des systèmes intermédiaires («=o, B = o), (/> = o, R = o),. . . n'admette de solution, auquel cas R"'= o est la véritable écfuation finale.
Toute la difficulté consisterait donc à trouver un moyen de débarrasser l'équation R"'= o de tous les facteurs étrangers qu'elle peut renfermer. Or il existe, pour cela, différentes méthodes générales plus ou moins laborieuses, dont l'exposition nous entraînerait trop loin; c'est pourquoi nous nous bornerons à les développer sur des exemples particuliers convenablement choisis, qui suffiront pour mettre les élèves en état de traiter tout autre exemple (*).
Soient les équations
(i) A ou j)-.r''— 3 j; -I- I = G,
(a) B ou (j- — x)x^-i- o: — 2 = o.
Conformément au procédé, multiplions le premier membre de l'équation (i) par a ou ( j — i)^, et divisons le produit par le premier membre de l'équation (2); il vient (**) pour quotient
et pour reste
Aûn de continuer l'opération, il faut multipher B par b ou (j)''— 5j-+- 3)' et diviser ce produit par R ; on obtient ainsi pour quotient
(*) La connaissance de ces méthodes ayant cessé de faire partie du programme d'admission à l'École Polytechnique, nous avons cru devoir nous dispenser d'en développer aucune; nous renvoyons, pour cet objet, soit à la 9'' édition de notre Algèbre, soit aux écrits de IMM. Labatie et Sarrus, dont les méthodes sont exposées dans d'autres Ouvrages.
C**) Les jeunes gens sont invités à exécuter, la plume ou la craie à la main, et d'après le procédé ordinaire de la division, tous les calculs que, pour abréger, nous ne faisons qu'indiquer ici.
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et pour reste
R' = j>''— ior*-+- 377^— 64j^-t- 57. y — 16; ce qui semblerait donner, pour l'équation finale,
j)*— loi-^-H 37)^— 64j»^H- 52 r — 16 = o.
Mais, avant de rien affirmer, il est nécessaire de considérer le système (fl = o, B — o), c'est-à-dire
Or ce système est évidemment satisfait par j = i, j: = 2 ; et ce couple est tout à fait étranger aux équations proposées.
En effet, si l'on pose dans celles-ci _f = i, x= 2, la seconde se réduit bien à o = o; mais il vient, pour la première, 8 — 6h-i,ouh-3 = o.
Ainsi l'équation du cinquième degré obtenue tout à Theure contient [y — i)^ comme facteur étranger.
En divisant son premier membre par [y — ^Y ou ^"' — 2/-t-i, on trouve pour quotient y^ — 8j-^-i- loy — 16.
Quant au système (ô = o, R = o), ou
f(r- 5y-^Zy= o, ( - r--+- 5j- 3):r-f-j'-4j-M .= o],
il est incnwpntible; car les valeurs de r tirées de Z» = o anéantissent le coefficient de x dans R, mais réduisent celui de x" à une quantité numérique.
Nous pouvons conclure de là que la véritable équation finale est
y'' — Sj)"^ -f- 20 )■ — 16 = o.
Cette équation, résolue d'après la méthode des racines commensurables, donne
et si l'on porte chacune de ces valeurs dans le reste du premier degré en X égalé à zéro, on trouve
Chacun des trois couples
(jr = i, J=2), [x^i, 7=2), (x=— X, r = 4), substitué dans les proposées, les réduit en effet à o = o.
DEUXIÈME EXEMPLE
En divisant l'un par l'autre les premiers membres de ces équations, on obtient un certain quotient (qu'il est inutile d'écrire), et un reste du premier degré en x
R = (l2J>-=-r- I2j) Jr -h 4/ -4- 24/^-4- 20J,
OU, supprimant le facteur numérique 4,
Pour continuer l'application du procédé, il faut multiplier le premier membre de l'équation (2) par (3^-^-f- 3J)^ puis diviser le produit par le reste obtenu; ce qui donne un quotient, que nous omettons ici, et un reste qui, débarrassé du facteur numérique 4) se réduit à
R' = ^^-- 3j-*^,i-^- 3/- 2^', ou
A la seule inspection du facteur entre parenthèses, on reconnaît qu'il peut être annulé, soit par j>' = 1, soii par f =^ ■ — i; et, en effectuant la division par [y — i){jr-i-i), ou (j^ — i), on obtient pour quotient .X^-H 3^'-+- 2, lequel, égalé à zéro, donne les deux racines jr= —2, r = — I ; en sorte que, finalement, le reste peut être mis sous la forme
Or je dis que, si l'on pose
on aura la véritable équation finale sans aucun facteur étranger.
En effet, les seuls facteurs étrangers, s'il en existe, ne peuvent être que jet j-i-i, qui ont été introduits dans le cours du calcul. Mais si cous remontons au reste R, nous voyons que les valeurs j' = o, r = — i rendent nul chacun de ses coefficients en x et en x" : ce qui prouve que y = o, j = — I satisfont à R = o, R'= o, quel que soit x.
En substituant successivement ces mêmes valeurs dans l'équation (2), on obtient :
1° Pour j= o,
x^-h ^x -i- 3 — o, d'où x= — I, a?= — 3j
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2° Pour j = — I ,
x'^-i- ix = o, d'où X = o, X = — a : d'où l'on doit conclure que les quatre couples de valeurs (j=o, ^=-1), (jr=o, ^=— 3),
satisfont aux équations B = o, R = o, R'= o, et, par suite, à l'équation
A = o, d'après la relation A = B7 -i- R.
Donc J = o, jj = — I sont des valeurs convenables de j.
Pour obtenir les valeurs de x correspondant aux deux autres facteurs
j — I, j -H 2 de l'équation finale, il ne s'agit que de faire successivement
j = I , j = — 2 dans R -— o ; ce qui donne : Pour j = I ,
6jr-t-i2 = o, d'où x——i^
pour jy = — 2,
6^-1-6 = 0, d'où X——1.
Ainsi les deux équations proposées admettent les six solutions
L'équation finale en x est d'ailleurs
X[X -\- lY[x -r- lY{x +3) =0.
360. Remarque. — L'exemple précédent est susceptible d'une grande simplification sous le rapport du calcul.
Parvenu au reste R, on reconnaît immédiatement qu'il peut être mis sous la forme
Supprimant provisoirement les facteurs y et j + 1 , sauf à en tenir compte plus tard, on obtient le nouveau reste
par lequel il faut diviser le premier membre de l'équation (2), après avoir toutefois multiplié celui-ci par 9.
Il vient pour dernier reste, après la suppression du facteur 4,
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qui, égalé à zéro et résolu, donne les deux valeurs 7 = 1, r=^—i.
Ces valeurs étant substituées dans l'équation Sx -\- y -+-5 = 0.
on obtient, pour y = i,
et pour y = — a,
Quant aux facteurs supprimes, j et j -+- 1 , on remonte, comme il a été dit ci-dessus, à l'équation (2), dans laquelle on fait successivement/ = o et / = — 1.
Pour obtenir ensuite la véritable équation finale, il faut multiplier y'^-hf— 1 par les facteurs/^ et (jH-i)^;ce qui donne enQn
Cette remarque suffît pour faire voir comment on doit se conduire toutes les fois que, dans le cours des calculs, on parvient à des restes dont les coefficients renferment des facteurs en y.
Après les avoir supprimés d'abord, on les rétablit ensuite dans le reste final, en ayant soin d'y faire entrer cbaque facteur simple à une puissance marquée par le nombre de valeurs de x qui lui correspondent.
Ces dernières valeurs se déduisent d'ailleurs du reste qui précède immédiatement celui où l'on a opéré la suppression.
TROISIÈME EXEMPLE
Comme ces équations sont du même degré en x^ on peut prendre indifféremment le premier membre de l'une ou de l'autre pour dividende.
Prenons d'abord (i) pour dividende, et multiplions par /* — Sj-i- 2; puis effectuons la division.
Il vient pour quotient jr*, et pour reste
( — 2>y^ -f- Sj-* — Sy^) x -+- ly* -t- 2 j' — 6jr -f- 4. Le coefficient du premier terme de ce reste peut être mis sous la forme
et comme j = o, j = i , j = | ne peuvent annuler iy -+- iy^ — 6j -+- 4, il s'ensuit que le reste du premier degré en x ne contient pas de facteur enj.
D'un autre côté, puisque le coefficient du premier terme de (2), ou y"^— 3j-+- 2, revient à ( j — i) [y — 2), il en résulte que, pour continuer l'opération, il suffit de multiplier le premier membre de (2) par ;■*(/ — i) (3/ — 5)\ Cette préparation étant faite, et la nouvelle division étant effectuée, on obtient un certain quotient (que nous omettrons) et i;n reste indépendant de x, qui, changé de signe, est égal à
27/'°— iSGj"-!- 21 4j'— 1 12^-'-+- 65/^— iooj*-r- 3ojr*— 24 jr'
Il faut maintenant s'assurer si ce reste ne renferme pas de facteurs étrangers. Or. d'après la théorie, ces facteurs ne peuvent être que [y — i) et [y — 2), qui composent le premier multiplicateur introduit.
Comme l'hypothèse j= i, introduite dans le reste du premier degré en X obtenu ci-dessus, le réduit à -f 2, il s'ensuit que j)'— i ne saurait se trouver dans le reste final.
Mais si l'on pose jr = a dans le même reste, et qu'on égale à zéro le résultat, on trouve
— 8j7 -4- 40 = o, d'où .r = 5;
donc [y = "i.^ X = 5) forme une solution étrangère, et le reste final doit renfermer le facteur y — "x.
En le supprimant, on obtient pour quotient
27 j«- 827^^ 5oj'- ,2j«=+ 4ir'- i8j'- 6j'- 36j=-^ 48„r- 16 ,
lequel n'est plus divisible par y — i. Ainsi ce quotient égalé à zéro donne la véritable équation finale.
Traitons le même exemple en prenant (2) pour dividende; et pour cela multiplions (2) parj)-\ puis effectuons la division. Il vient un certain quotient (qu'il est inutile d'écrire), et un reste du premier degré en x, égal à
(3j*— Bj^'-H by'^)x — 2j*— 2J''h- 6/— 4.
Le coefficient du premier terme de ce reste revient à
et comme aucun des facteurs de ce produit ne se trouve dans le second terme, il s'ensuit que, pour continuer l'opération, il faut multiplier (i) parjK'(j-i)H3/-5)».
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Après cette nouvelle préparation, on effectue la division, et l'on obtient, pour reste indépendant de x,
■—{lyf- St. y -f- 5of — 1 2 r« -t- 4 1 x' — 1 8 j* - 6}- — 3 G >' -+- 4 87 — 1 6 ) ,
polynôme qui, égalé à ztTO, donne la véritable équation finale, puisque le premier muUiplicateur introduit, j\ n'a aucun facteur commun avec ce reste.
Nous n'insislerons pas sur la détermination des couples de valeurs qui salisfont aux équations proposées, parce que la recherche seule des racines de l'équation finale serait déjà très-laborieuse; mais cet exemple est remarquable en ce que, suivant la manière dont on commence l'opération, on parvient immédiatement à la véritable équation finale, ou à cette équation embarrassée d'une racine étrangère.
361. Remarque importante sur les solutinns infinies. — En réfléchissant sur la méthode exposée n" 3o8, on reconnaît sans peine que les raisonnements qu'elle comporte ne s'appliquent qu'aux, solutions des équations en quantiiés finies, réelles ou imaginaires. Quant aux solutions infinies auxquelles donnent lieu certains systèmes d'équations, il est toujours facile de les découvrir, soit à la fin des opérations, soit dans le cours du calcul, soit enfin en remontant aux équations elles-mêmes, ainsi qu'on va le voir sur les nouveaux exemples que nous allons traiter.
QUATRIÈME EXEMPLE
(2) J7--1- arx -)- r^— I = o.
La première division n'exige aucune préparation. Elle donne i pour quotient, puis pour reste, changé de signe et divisé par 2,
jor-t-j'-f- 3jr-<- 4-
Multipliant le premier membre de (2) par j^, puis effectuant la division, on obiienl un certain quotient, puis un reste indépendant de x qui, toute simplification faite, se réduit à
j--^ 3r-i- 2, ou (jr-4-i) (r-H î).
Comme le facteur ^r introduit dans le cours du calcul n'entre pas dans le reste final, on peut affirmer que y = — 1,7= — 2 sont des valeurs convenables.
Eu les reportant dans le reste du premier degré en .r, on a :
1° Pour j— —I,
— x-h^ — o, d'où X = 2.; a° Pour jr= — 2,
— 207-^2 = 0, d'où X = J,
Je dis, en outre, qu'il existe pour les équations proposées deux couples de valeurs infinies.
En effet, dans les calculs que comporte la dernière division, le reste final qui, en apparence, devrait être du quatrième degré, se réduit au second par l'effet des simplifications; mais il n'en résulte pas moins que l'équation peut être mise sous la forme
et admet ainsi (243) deux valeurs infinies. Portant ces valeurs dans le reste du premier degré, qui revient à
on trouve également
a: := co , a: =: 00 .
Nous pouvons faire ressortir l'existence de deux couples de valeurs in- 6nics dans les équations proposées, en observant qu'elles reviennent à
ou j:' —
ou {x -
c'est-à-dire qu'elles sont décomposables chacune en deux facteurs du premier degré, et donnent lieu aux systèmes suivants ;
j:-i-/-i-3 = o j X — y — 3 = o X -^ y — \ — o I jr+jr — i=o
-i-r-i-3 = o ]jr — J— 3 = 0
Or le deuxième et le quatrième admettent respectivement les couples
mais le premier et le troisième rentrent (7i) dans la classe des équations du premier degré à deux inconnues dont les solutions sont infinies.
CINQUIÈME EXEMPLE
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Cet exemple donne, pour reste de la première opération,
Supprimant le facteur — (j— i), et divisant le premier membre de (2) par X -h\, on trouve pour reste final
La valeur y = — 2, substituée dans a: -t- i = o, donne x = — i .
Quant à la valeur y = 1, tirée du facteur j — i égalé à zéro, en la substituant dans le diviseur de la première opération, c'est-à-dire dans l'équation (2), on obtient
o.jr^-i-o..r-t-3 = o,
ce qui donne deux valeurs infinies pour .r. Et, en effet, la même valeur j = i, reportée dans l'équation (i), donne
qui admet également deux valeurs infinies.
Ainsi les équations proposées admettent d'abord un seul système de valeurs 7?«/>.<-, y = — 1, x — — i, puis deux sj'^stèmes de valeurs, /inies pour / et infinies pour .r, savoir ( r = i, j: = oo ), (j = i, j? = oc ).
En général on obtient les systèmes de valeurs finies pour l'une des inconnues, et infinies pour l'autre, d'après l'inspection des équations proposées, en les ordonnant alternativement par rapport à chaque inconnue. On voit alors si quelques-uns des coefficients de l'inconnue par rapport aux puissances de laquelle les polynômes sont ordonnés peuvent être annulés pour la même valeur de l'autre inconnue.
C'est ainsi que le système des équations
y'' X- — X — 3 = 0, yx^ — "iyx -i- 4 = o,
outre les solutions ordinaires en nombres finis, admet les deux couples
(r = o, .r=co), (j; = o, /= co) (*).
362. Jusqu'à présent nous avons supposé que, en appliquant la méthode d'élimination avec toutes ses modifications, on soit conduit à un res;e final fonction de y\ mais il n'en est pas toujours ainsi, et la dernière di-
( * ) C'est surtout dans la Géométrie anafytique à deux dimensions que la considération de ces sortes de solutions in/înies est importante. Elles correspondent, soit à des branches de courbes qui se rencontrent à l'infini, soit à des courbes qui ont des asymptotes communes.
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vision que comporte le procédé donne quelquefois lieu, soit à un reste numérique, soit à un reste nul. Examinons ces deux cas successivement. Premier cas. — Reste numérique différent de zéro.
SIXIÈME EXEMPLE
(i) yx^— [r— 3j — i).r -+- r = o,
(2) x'^ — jr" H- 3 =^ G.
La première division donne pour quotient j^, et pour reste x -+- j.
Dans la seconde, le quotient est x — y, et le reste -f- 3.
Ce résultat prouve que les deux équations sont incompatibles, c'està-dire qu'elles n'admettent aucune solution en nombres ^«w.
Et, en effet, comme, en appliquant aux deux polynômes proposés le procédé du plus grand commun diviseur, on obtient un reste numérique avant aucune substitution particulière faite pour j, il s'ensuit que le même procédé, appliqué aux deux polynômes en x qui résulteraient de Id substitution pour 7, d'une valeur particulière quelconque, donnerait lieu au même reste numérique ; d'où l'on voit qu'aucune valeur de f ne saurait introduire de commun diviseur en x, condition qui cependant (267) est inséparable de toute valeur convenable de y.
Dans l'exemple précédent , l'incompatibilité des deux équations peut aisément être mise en évidence; car il résulte de la première opération que l'équation (i) peut être mise sous la forme
{x- — f^-^3)Xx -^x-i-j'= o,
équation qui, eu égard à l'équation (2), se réduit à
a: -f-^ = o ; d'où l'on tire
{x -h j) {x — j) , ou x- — j-=o.
Or ce dernier résultat est évidemment contradictoire avec
tant que x et y sont des quantités,^/?/^'^-.
N. B. — Il est important d'observer que, dans le cas qui nous occupe, il n'y a incompatibilité entre les équations proposées qu'autant qu'il n'y a pas eu de facteur en y supprimé dans les différents restes ; car on sait qu'en général à ces facteurs supprimés correspondent des couples des vdXQVLVè finies pour x et pour /, dont il faut tenir compte à la fin de l'opération.
Second cas. — Reste nul
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(i) x'- (3j-t-5)j:'-^(3j'+ioj-i-6)x-j'— 5j'— 6/= o,
(2) or'— 5jx'-+- (8j'-— i):r — 4j'7+-7 = o.
En appliquant à ces deux équations le procédé ordinaire, on obtient successivement les deux restes
(3) (2j-5)^'-(5j=-ior-7)a7 + 3j'-5j'-7J,
[y^ — ioj^-+- 35j'— 5oj-+- 24)0: — Jr'^-IOJ*— 35jr'-r- 607'— a4j,
ou
(4) (j"— IOj'h- 357'- 507 H- 24) (X — 7).
Supprimant, dans ce dernier reste, le facteur en y qui s'y trouve en évidence, puis divisant ( 3 ) par j: — 7, on obtient un quotient exact et égal à
ce qui prouve que {x — y) est diviseur commun aux premiers membres de (i) et de (2).
En effet, la division étant essayée, on reconnaît que ces équations peuvent être mises sous la forme
[jt'— (a7-i- 5)x -f-7' -H 57-+- 6] [x — y) = o, (j:'— 4.r7-t- 47' — i) (jc— 7) = o,
et qu'ainsi elles sont indéterminées. Elles rentrent dans le cas qui a été examiné (268).
Si Ton supprime le facteur x — y qui les rend indéterminées, et qu'on
pose
x"^ ~ [-xy -^- S)x -H7*-f- 5 )" +6 = 0,
on peut demander les solutions (en nombre limité) communes à ces nouvelles équations, lesquelles solutions appartiennent également aux équations proposées. Or je dis que, pour obtenir l'équatioTi finale et le reste du premi.^r degré en x, qui correspondent aux nouvelles équations, on peut faire usage des calculs précédents.
Pour nous rendre compte de cette circonstance d'une manière générale, appelons A et B les premiers membres des deux équations proposées ; et soient A = A'D, B = B'D, D étant un facteur commun en x et 7, ou bien en x seulement.
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En appliquant d'abord aux deux polynômes le procédé ordinaire, OQ trouvera une première série de quotients, et une première série de restes, lesquels restes contiendront également le facteur commun ; mais si l'on supprime ce facteur dans A et dans B, qu'on veuille ensuite agir sur les polynômes résultants A' et B', on retrouvera nécessairement les mêmes quotients, et des restes qui ne différeront de ceux de la première série d'opérations qu'en ce qu'ils ne contiendront plus le facteur commun. Donc le dernier reste, entre autres, de la seconde série d'opérations ne différera du dernier reste de la première série que par l'absence du facteur commun.
Ainsi déjà le premier membre de l'équation finale qui correspond à A' = G, B' = o nest outre chose que le dernier reste de la première série d'opérations, débarrassé du facteur commun à k et àB\ c'est le facteur commun en y qui existe entre les coefficients de ce reste.
Dans l'exemple précédent, ce facteur est
j'-—ioy — 35j=— 5oj-i- 24.
Quant au reste du premier degré en x de la seconde série d'opérations, il doit être égal à Pavant-dernier reste de la première série, divisé par le facteur commun: c'est donc le dernier quotient (5) de la première série, ou bien
L'équation
jr' — loj'^ -i- 35 r^ — 5ojK -i- 24 = o,
étant résolue d'après la méthode des racines commensurables, donne pour valeurs
Substituant alternativement chacune de ces valeurs dans le reste du premier degré en ^, et résolvant ce reste égalé à zéro, on trouve, pour les valeurs de x correspondantes,
HUITIÈME EXEMPLE
(1) ^r^— (3j — i).r^-i- {j'""— ir)x-^y''-^y= o,
On obtient d'abord, pour reste du second degré, changé de signe,
(3) 'i.yx'—{f — y — \)x-f—y^\,
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et pour reste du premier degré
(/* — 5j'h- ly — i)x -h )-* — 5r"-+- ly - - 1 , ou
Supprimant le facteur en j qui se trouve dans (4), puis divisant (3j par [x -\-i), on obtient un quotient exact et égal à
(5) 2jjr— j = — jH-i;
d'où l'on peut conclure que ^ -h i est diviseur commun des deux proposées. Ces équations, débarrassées du facteur (x ■+- 1), se réduisent à
x'' — ^J^ -î- J'' ^- J = o , x'' — xy -+- i = o ;
et la question est ramenée à trouver les solutions communes à ces nouvelles équations.
Or, en appliquant la règle qui a été établie plus haut, on trouve pour équation finale
j* — 5j^ -f- aj — I = 0
[c'est le facteur en j qui se trouve dans (4)], et pour l'équation du premier degré en x correspondante le reste (5) égalé à zéro, c'est-à-dire
ifx — r" — j -h I =^ 0.
La première de ces deux équations n'admettant pas de racines commensurables, il faudrait y appliquer la méthode des racines incommensurables : après quoi l'on substituerait chacune des valeurs de y obtenues dans la seconde équation, laquelle donnerait alors les valeurs de x correspondantes.
364. Pour compléter l'analyse du numéro précédent, il nous reste à examiner le cas où, les premiers membres des équations proposées étant ordonnés par rapport à l'inconnue qu'on veut éliminer, j>- par exemple, les coefficients renferment un facteur fonction dey [voir n" 268).
Soient toujours A = o, B = o les équations proposées; et supposons en premier lieu que A seul renferme un facteur F, fonction de /; en sorte que l'on ait A = A'x F.
Comme chacune des valeurs de y tirées de F = o satisfait nécessairement à A = o, quel que soit x, il s'ensuit que, si l'on substitue successivement ces valeurs dans B = o, et qu'on détermine les valeurs de x qui correspondent à chacune de ces substitutions, on obtiendra autant de couples de valeurs de j: et de ^ propres à vérifier simultanément les équations A = o, B = o.
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En d'autres termes, le système des équations ( A = o, B = o) peut être remplacé par les deux systèmes
en sorte que, si l'on appelle Y = o l'équation 6nale correspondant au système (A'= o, B = o), l'équation
YxF==o
est l'équation finale correspondant au système proposé, en ce sens qu'ello fournit toutes les valeurs convenables de jet n'en donne pas d'étrangères.
(Il est bien entendu d'ailleurs que, parmi ces valeurs de j, se trouvent comprises celles auxquelles il correspond des valeurs de a: infinies. Ainsi, par exemple, dans le cas où uii facteur j — 6, appartenant à F, entrerait dans un ou plusieurs des premiers coefEcients de B, il s'ensuivrait que, pour cette valeur de /, on obtiendrait une ou plusieurs valeurs infinies de X.)
En second lieu, soient
A = A'xF, B==B'xF',
F et F' étant premiers entre eux.
On démontrerait, comme ci-dessus, que le système des équations ( A :== o, B = o) peut être remplacé par les trois systèmes
Ainsi l'équation Y x F x F' = o est l'équation finale qui correspond aux équations proposées.
Troisièmement, enfin, soient
A = A'xF, B = B'xF',
F et F' ayant un facteur commun, fonction de j.
Appelons <p ce facteur commun et /, /' les quotients respectifs de F F', divisés par tp. Les équations proposées sont alors de la forme
A'x/xo = o, B'x/'x<p = o,
et peuvent être satisfaites par chacune des valeurs de/ tirées de ^ = o. en même temps que par une valeur quelconque de x\ donc elles sont indéterminées { 208 ) .
Mais, si l'on supprime ce facteur o qui les rend indéterminées, on obtient les nouvelles équations
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auxquelles correspond alors réquation finale
Yx/x/'=o
(Y = o étant l'équation finale relative à A'= o, B'= o).
3Gij. Nous terminerons le paragraphe de l'élimination par deux exemples oij les premiers membres des équations proposées peuvent être décomposés à priori en facteurs, les uns fonction de x ow de j seulement, les autres fonction de x et de y à la fois, auquel cas la détermination des coiqdes devient beaucoup plus facile que par la méthode générale.
NEUVIÈME EXEMPLE
(.r^ — \]{x^ — xjy— 2) = o.
Conformément à ce qui a été dit dans le numéro précédent, le système peut être remplacé par les quatre suivants :
(i) y — i = oetj:'— i = o,
(2) y — I r= o et .r^— ^j — 2 = o,
(3) a:-— 1=0 et x"^— xy — y- -\-\ — o^ (4 ) x}— xy — j' -f- 1 :-^ o et x"^ — xy — 2 =^ 0.
Le système (i) donne d'abord les couples
(j= -M, 57= H-l), (jz= -hi, ^= _i)
le système (2)
JK=I, x"^ — X — 2 = 0,
d'où résultent les nouveaux couples
(7= -HI, ^= H-2), (j= -HT, ^= -l);
le système ( 3 )
ar=±I, jj'-rtj — 2 = 0, d'où
et
Quant au système (4), comme la division de x"^ — xy ~y''-^\ par x'^—xy — 1, donne pour quotient i, et pour reste — j>''+ 3, il s'ensuit que
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est l'équation finale enr qui correspond à ce sj'stème. (Ici le reste qui précède immédiatement le reste final en y est du second degré en a:.) On déduit de cette équation finale
d'où, substituant dans le reste précédent,
ce qui donne les quatre nouveaux couples
Les équations proposées admettent donc en tout douze couples, dont plusieurs sont ide/iticjues.
DIXIÈME EXEMPLE
{yx-Q]{x'—i) = o, (ix — 3r) (x- —y'^) = o.
Ces équations reviennent à celles-ci :
[jx— 6) {x — i) (^-Hi) = o, (2x — 3j) (.r— j) i^-i-r) = o;
et, en combinant successivement chacun des trois facteurs de la première avec chacun des trois facteurs de la seconde, on obtiendra neuf systèmes d'équalions dont l'ensemble peut remplacer le système proposé.
Combinons, par exemple, les trois facteurs de la première équation avec le premier facteur de la seconde, ce qui donne les systèmes
[yx — 6 = 0, IX — 3j)'=:o), (x — 1 = 0, ix — 3^ = 0), (^-r-i = o, 2.x — 3>'=o);
on trouve, pour le premier système, les deux couples
puis, pour le deuxième et le troisième respectivement,
(j=|,^ = i) et (r=-|, x=-iy
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Combinant de môme les trois facteurs de la première équation avec le second, puis avec le troisième facteur de la deuxième, on trouve
(r=+I, Jr=+I), (j=r_I, . X=-l),
ce qui donne encore douze solutions.
ZV. B. — On voit, par les .deux exemples précédents, comment on peut former à priori des systèmes d'équations susceptibles d'admettre des solutions données.
Application de la théorie de l'élimination à la résolution des équations irrationnelles à une seule inconnue.
366. Toutes les fois qu'une équation renferme des signes radicaux où l'inconnue se trouve engagée, la théorie de l'élimination fournit un moyen facile de la résoudre.
Prenons pour premier exemple l'équation
(1) X'-i-yG: — i8 = o.
On pourrait d'abord, en transposant a-— i8 dans le second membre, et élevant au carré, faire disparaître l'irrationnalité; ce qui donnerait
or = (18 — x'^Yi ou x' — 36x- — j- -H 324 = oi
et il ne s'agirait plus que d'appliquer à cette dernière équation les mcthodes connues de la résolution des équations numériques.
Mais il est plus simple d'opérer comme il suit :
Posons
y(r = r, d'où .r = j)'^ ;
il vient, par la substitution dans l'équation (i),
équation qui, résolue, fera connaître les valeurs de/ et, par suite, celles de .r d'après la relation x = j> ^
Or, si l'on applique à l'équation (2) la méthode des racines commensurables (320), on reconnaît facilement que 2 est racine, et que c'est d'ailleurs la seule racine commensurable qu'elle renferme.
De j-= 2 on déduit x = (2)'= 4- Ainsi 4 est une racine commensurable de l'équation (i), et c'est la seule qu'elle puisse avoir.
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Si cependant on voulait obtenir les autres, il faudrait encore avoir recours à l'équation (2), qui est beaucoup plus simple que l'équation en X.
L'équation (2), n'offrant qw'iinr variation de signe, a une seule racine positive : c'est celle qu'on vient d'obtenir; et si l'on y change r en — r, il vient j-* — / — 18 = 0, équation qui présente également uae seule variation de signe.
D'où l'on peut conclure que l'équation {2) a deuj: racines réelles, l'une positive, l'autre négative, et c/eitx racines imaginaires. Mais la relation X = y^ prouve que les deux racines réelles de léquation (i) sont positives.
On peut s'assurer aisément que la racine réelle négative de l'équation {2) est comprise entre — 2 et — 3 ; et on l'obtiendrait en appliquant l'une des méthodes d'approximation.
Soit encore l'équation
(1) \/ X -X- ^ ■ — \Jx-^i = o\ et posons
il en résulte
(2) x-;-9 = j*, x-^i — z^, et J-— 2 = 0,
dont la dernière, donnant y — z, ramène le système des trois équations aux deux suivantes :
.r H- g = z', or H- I = z^.
L'élimination de z entre ces deux-ci, d'après le procédé ordinaire, conduirait à l'équation finale en x^ mais, comme l'inconnue x n'entre qu'au premier degré, il est plus simple de l'éliminer.
On trouve, en effet, par la soustraction.
équation qui, traitée par la méthode des racines commensurables, est satisfaite par z = i.
Portant cette valeur dans l'équation x -i- 1 = z^, on obtient a: = 7 ; ce qu'on peut vérifier en substituant cette valeur dans l'équation (i).
On prouverait, comme dans l'exemple précédent, que l'équation
a une seule racine positive [z — 2), une racine négative incommensurable comprise entre — i et — 2, et deux racines imaginaires.
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N. B. — On pourrait obtenir directement l'équation en x privée de radicaux. Il suffirait, pour cela, de transposer l'un des termes de l'équation (i) dans le second membre, puis d'élever les deux membres à la douzième puissance; il viendrait ainsi
(u--t-9) ^. (ur-f-i)',
OU, effectuant les calculs et réduisant,
x^ -r- Zoc? — 2ix' — iZçjX — 728 = 0;
mais cette équation est beaucoup moins simple que l'équation en z. Soit, pour troisième exemple, l'équalion
Posons
2j:-+-i7=j', 7J?-i-i = 2^; d'où y — z -f- 3 = o.
On tire de la dernière
d'où, substituant dans la seconde,
ou développant et réduisant,
équation qui, com.binée avec la première, j^— o-x — ly = o, par voie d'élimination, donnera, soit l'équation finale en x, soit l'équation finale en/. Mais comme x n'entre qu'au premier degré dans ces deux dernières équations, il est plus simple de former l'équation en y. On obtient, tout calcul fait,
En appliquant à cette équation la méthode des racines commensurables entières (320), on reconnaît que/= 3 est une racine; ce qui donne,
d'après la relation x = • — ; — ,
X = 5, valeur qui, substituée dans l'équation (i), la réduit à V'27 — v/36 -f- 3 = o, ou 0 = 0. Si nous divisons le premier membre de l'équation (2) par r— 3, il
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vient pour quotient yjr^H- igjr -+- 45 = o, dont les racines sont évidemment imaginaires.
3G7. Remarques. — i" Les transformations qui ont pour objet d'obtenir directement l'équation en x privée de radicaux, et qui consistent à transposer certains termes, puis à élever ensuite les deux membres à des puissances plus ou moins grandes, suivant le degré des radicaux qui entrent dans l'équation, entraînent généralement dans des calculs fort compliqués, et celte méthode est même en défaut dès qu'il entre phfs de deux radicaux. *
Au contiaire, en égalant successivement chacun des radicaux à une inconnue auxiliaire, on parvient toujours à un système d'équations rationnelles en x, y, z, «, au moyen desquelles on peut, par la méthode d'élimination, obtenir une équation finale fonction de l'une des inconnues auxiliaires. En résolvant cette équation, et remontant à l'une des relations établies, on en déduit facilement la valeur ou les valeurs correspondant à celles qui ont été obtenues pour l'inconnue auxiliaire.
■x" Quant au degré de l'équation finale en x, il est déterminé (sans qu'on soit obligé de la former) par le nombre de valeurs de x qui correspondent aux solutions de l'équation finale sur laquelle on a opéré.
Nous proposerons comme exercices les exemples suivants :
équation finale en j,
ce qui donne et, par suite,
L'équation finale en x est du troisième degré.
équation finale enjr,
d'où l'on déduit
j = 3, et a racines imaginaires,
et, par suite,
j: = 3, et 2 racines imaginaires.
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équation en 2,
2"— 9^^— laz'-t- 48z; — 40 — o, [z ~ i^ d'où .r = 3).
équation en j,
y^ — i6j'-+- 24^'" H- 272J'' + i536>V^- 4096 = o, (j= 4, d'où X ^ 8).
;>" y/x- — I — \Jx -f- 1 = O ;
équation enj)-,
(j=o, 7=2, jr= — I, d'où xi: — I, j: = 3, ^ = 0).
N. B. — Il est remarquable que ce dernier exemple offre trois solutions entières.
§ V. — RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS A DEUX TERMES PAR LA TRIGONOMÉTRIE. DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES EN FRACTIONS SIMPLES (*).
Des équations à deux termes.
Nous avons déjà résolu (167 et 200) plusieurs espèces d'équations à deux termes. Nous nous proposons actuellement de les résoudre toutes complètement ; mais auparavant il est bon de faire quelques remarques sur la nature de leurs racines.
3fi8. On appelle équation à deux termes toute équation qui ne renferme
qu'une seule puissance de l'inconnue, avec des quantités toutes connues.
Il résulte de là que toute équation à deux termes peut être ramenée à
la forme
(*) Les deux théories qui doivent faire l'objet de ce dernier paragraphe se liaient plus naturellement, l'une avec le Chapitre IX, l'autre avec le Chapitre X ; mais comme elles font actuellement partie du Trouranime d'admission à l'École Polytechnique, nous avons cru devoir les placer immédiatement à la suite du Chapitre VIII.
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p étant un nombre absolu ; et si l'on pose x = y"\lp ., il vient
py"' ±p = o, d'où j"'±:l = G,
Ainsi c'est de la résolution de cette dernière équation que dépend celle de toutes les équations à deux termes.
Comme l'équation j"— i = o revient à j"' = i, on voit que tout se réduit à trouver pour y les expressions huiuérUpies ou algébriques qui, élevées à la n{""' puissçnce, peuvent produire l'unité. C'est pour cette raison que les racines de l'équation j)-"'— i = o sont appelées les racines de r unité.
Les racines de l'équation j^-t- i = o, ou j"" = — i, sont dites les racines de Vanité négative.
Cela posé, voici les remarques qui doivent précéder la résolution de ces deux sortes d'équations.
369. Premièrement. — L'équation y"' — i = o a une seule racine réelle si m est impair, et deux racines réelles si m est pair.
Soit d'abord m un nombre impair. Comme l'équation n'a qvîune vaiiatinn de signe, elle n'admet (31o) qu'une seule racine positive, qui est -t- i. Il est d'ailleurs évident qu'aucun nombre négatif ne peut y satisfaire.
Lorsque m est pair, -t- i et — i vérifient l'équation et sont les seuls nombres qui puissent y satisfaire ; car elle ne présente qu'une variation de signe, soit dans son état actuel, soit lorsqu'on y change r en — y.
Deuxièmement. — L'équation ^r'"-+- 1 = o a une seule racine réelle si m est impair; et toutes ses racines sont imaginaires si m est pair.
D'abord, quel que soit m, l'équation, n'offrant pas de variations, ne peut avoir aucune racine positive.
Ensuite, quand m est pair, le changement dejr en — jrne produit encore aucune variation ; ainsi, dans ce cas, l'équation n'admet ni racine positive ni racine négative.
Mais, si m est impair, l'équation est satisfaite par j = — i ; et c'est la seule racine négative, puisque le changement de y en — r ne produit qu'une variation.
Troisièmement. — Les racines de l'équation j-'"— i = o, ou de l'équation.;"'-!- I = o, sont toutes inégales ; car le polynôme dérivé du premier membre, ou my""^ , n'a aucun diviseur commun avec /'" — i ou y"" -;- i .
370. Quatrièmement. — i" Si a désigne une quelconque des racines imaginaires de l'équation y'"—i = o, on a également a.P pour racine de cette équation [p étant un nombre entier quelconque positif ou négatif).
Mg. £. 33
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Car, puisque a vérifie l'équation, on a i'égaiité a'"=i, d'où (a'")P:=l, égalité que l'on peut transformer ainsi
d'où l'on voit que otP est aussi racine do l'équation. Donc, a étant une des racines imaginaires de l'équation /'"— i = o, on a également pour racines
lY. B. — Plusieurs de ces puissances rentrent nécessairement les unes dans les autres; autrement l'équation aurait plus de m racines. Et en effet, soit, par exemple, l'équation
Si a est une racine imaginaire, on a l'égalité
a? — I = G, d'où sc'=i;
et ainsi de suite.
2° Si a désigne une quelconque des racines imaginaires de ^équation y'"-{-i= o, aP est aussi racine lorsque p est un nombre impair quelconque, positif ou négatif.
En effet, de l'équation a'"= ~ i on déduit [u^Y — — i, puisque, par hypothèse, p est impair. Or cette égalité revient à
donc aP est racine de la même équation. Ainsi
sont des racines de l'équation /""h-i = o.
Résolution de V équation y'" — l = o.
371 . Cette résolution repose sur une formule trigonométrique que nous allons d'abord faire connaître.
Si l'on multiplie entre elles les deux expressions
cos« -+- sm^v/— I fit cos i H- sin ô /— I ,
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on a pour produit
cosa cosb -i- (sina cos^ ■+• sinb cosa) y/— i — sina sinb; donc, à cause des formules
cos{a -H è) = cosrt cosb — sinflsinè,
sîn(a -h b) = sinrt cosb -+- sïnb cosa, il vient
(cosfl -+• sin<7y/ — 1 ) (cos^ -+- sine \/—i )
= cos(rt ~h b) -h s\n{a -+- b)\/—i .
Soit a -i- b = a', et multiplions
cosrt'-K sin«'v/ — I par cosc -t- sincy/— i ;
on trouvera de même
(cosa'-i- sina' \/—i ) (cosc -+- sine /— i) = cos («'-+- e) -+- sin («'-i- c) / — i ,
et, par conséquent,
(cosa H- sinr/y/— i) (cos6 -+- smb\/—i) (cosc -+- sine y/ — i) = cos(« -h b -h c ) -h sïn [a -i- b -i- c)\/—i .
En général, soit un nombre m d'arcs a, i, c, ...,/; on a évidemment le résultat suivant :
(cosrt -f- s'mar/—i) {cosb -+- sin^v^— i). . .[cosl-i- sin/v/— ij = COS{a -r- b -i- c -h . . .-i- l) -i- sin {a -h b -t- c -i- . . . -h l) \/— i .
Supposons maintenant a = b = c = . . .= l\ il en résulte
rt-t-Z'-i-r-i-, ..-)-/= ma, d'où
(i) (coSrt -H sinrt v/ — I )'" = cos ma -4- sin ma \J —i.
Cette formule étant vraie, quel que soit l'arc «, on peut remplacer a par — « ; et si l'on se rappelle que cos( — a) — cosa, sin { — a) — — sina, il en résulte cette nouvelle formule
(a) (cosa — sina /— i )'" = cosma — sin ma \J— i .
On sait encore que, a^^ désignant une circonférence de cercle, i lo
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rayon, et A- un nombre entier quelconque, on a (3) cos2/-7T- = i et s'\ni/.T: =-- o,
372. Cela posé, il résulte évidemment des formujes (i), (a), (3)
( cos - — - ± sin — - t/— I I = cosiAtt ± sinaZ-Tr \/—i — i ; \ m m )
d'où l'on voit que, quel que soit le nombre entier /•, l'expression
cos ± sm V — I
jouit de la propriété d'être une racine m''"" de l'unité, c'est-à-dire de satisfaire à l'équation j™— i = o.
Pour obtenir les différentes racines, il ne s'agit que d'attribuer à /• les valeurs o, i, a, 3,..., puis de calculer, au moyen des Tables trigono-
métrifjues, les valeurs correspondantes de cos et de sin •
Discussion. — Puisque / désigne un nombre entier tout à fait arbitraire,
•1 1,1 1, • CO&lfcn: SlXllkit , , . , „„.„„
il semble que 1 expression y — ± \ —^ doive présenter
une infinité de valeurs; mais nous allons voir qu'elle ne fournit réellement que m valeurs différentes.
Donnons d'abord à /• toutes les valeurs entières comprises depuis zéro
jusqu a inclusivement si m est impair, et depuis zéro jusqua —
aussi inclusivement si m est pair; il viendra par ces substitutions, pour /■ = o, j' = cos o dz sin o \l — i = i ; A- = I , Y = COS — ± sin — \j — I ,
, An . ÂTZ ,
h — 'î.. r=cos — di sin — \~'^^
A- = 3 T- = cos — ± sin — V — I >
enfin, si m est impair,
m — I (/?? — iIt: , . (/« — Ott ,
pour k = — ■ — ) X = cos — ± sm y — i .
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et si m est pair,
pour A- = — 7 y= cosTr ± sinTi- y — i = — i .
Ce tableau donne toutes les racines de l'équation.
En etfet, \° lorsque m est impair, chacune des valeurs A- = i , 2, 3, . . . ,
fournissant deux racines pour j, le nombre total de ces valeurs
donne nécessairement 2 ou (/« — i) racines; d'ailleurs k~o donne
la racine i. Ainsi le nombre des racines fournies par /• = o, 1 , 2, 3, . . . , — ; est m. Toutes ces racines sont essentiellement différentes, car
les arcs o, — 1, i-^, . . , ^ '—, étant moindres que - (ou lademi-
circonférence), ont au moins des cosinus différents.
ni 2° Lorsque m est pair, les deux valeurs extrêmes a- = o et k = —
fournissent les deux racines -+- 1 et — 1 . D'ailleurs les valeurs intermédiaires X- = i,2, 3,..., ( — — i) donnent chacune deux racines; donc le nombre total des racines qui correspondent à /- = o, i, 2,..., (-; ij, — est exprimé par 2 -f- 2 ( -^ ih c'est-à-dire par w; et
ces racines sont essentiellement différentes, par la même raison que cidessus.
On voit d'ailleurs que, pour une même valeur de k, autre que X- = o si
m est impair, et autre que /- = o, X- = — si m est pair, les deux racines
imaginaires qu'on obtient sont conjuguées, en ce sens que, p -^q \J — i étant l'une de ces racines, on a /> — </ v/— ^ pour la seconde racine (*) .
En outre, ces deux racines sont réciproques l'une de l'autre (299), puisque l'on a pour leur produit
ik-r . 2X77 cos r- sm
, \ / 2/;- . ikTZ ^\
i/— I cos sm \/—i
= cos^ h sm
m ni
(*) Celle propriété n'est qu'un cas particulier de celle qui sera démoutrée dans le Chapitre IX.
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n nous reste maintenant à faire voir qu'en attribuant à -t de nouvelles
valeurs plus grandes que 5 ou — » on retombera sur les mêmes ra-
cines.
Soit d^ abord m un nombre impair; et supposons k — ^^^
n étant un nombre entier positif quelconque. Il vient
(m-^2/^ — 1)7: , . [m-^in — iW ,
r — cos ^ ^— ^ d: sm ^ — v — i ,
OU
[{-in —\)-n'\ . f (2« — i)7t"1 /
or je dis que ces valeurs sont identiques avec celles qui correspondent à
A- = [n — \). ou
En effet cette dernière valeur de /• donne
/= cos-^^ ± sm- — \J — i,
ou bien
Mais on sait que, pour deux arcs, tt -)- a- et t. — a^ l'on a
cos(7r -i- a) = cos(7r — o) et sin(7î- -4- fl) =r — sin(7T — ff); d'oi» l'on conclut
r [%n — \]t:~\ r (2/1- — i)rrn cos 77 -f- — L. = ces 77 — ^^ — ,
t (2/? — 1)77"! . r (in — \\t:'\
Donc les deux racines qui correspondent à k = 1- n sont iden-
tiques avec celles qui correspondent à k = 1- // — i : la seule différence consiste en ce qu'on trouve les deux racines dans un ordre inverse.
RELATIONS ENTRE LES RACINES DE l'ÉQUATION J" — 1 = O. 5l9
Si m est pair, soit encore fait /■ = h- // ; il en résulte
y = CCS ± sin \J — \ ,
ou bien
J= COS (^.r + -_j ±sm (^.-1- — ) v/-i.
Mais, pour k = /?, on avait déjà obtenu
j = cos(^.:-— j±sm(^.-— jv/-i; donc, à cause de
f 'i.nv:\ f ■i.nT:\ ces 77 H = COS TT 5
et de
(2/Z7r\ . / in-\
TT H 1 = — Sin 7T — - — - ,
les valeurs de y correspondant à A- = \- n sont identiques avec celles
qui correspondent à X- = n.
Donc, enfin, le tableau des valeurs que l'on a obtenues pour A- = o, i , 2, 3,..., ) ou —5 renferme toutes les racines de y""— i = o,
quel que soit m. %
Relations entre les racines de l'équation y^ — i = o.
373. En jetant les yeux sur le tableau des valeurs de j qui correspondent aux diverses hypothèses X- = o , i , 2 , 3 , . . . , et en se rappelant la
formule
(cosa + sina v/ — A"^ — cosnia -h slnma \/—i ,
on voit que
47r .4^ / / 2 7r . 2Tr ,
cos i- sm — \/~i= cos i- sin — v — i
m m \ m ni
Gtt . Gtt , / 2 7r . 2 7r ,-
cos h sm — i/— I = cos f- sm — v/ — i ) j
cos 77 -+- sm 77 v/— I = cos h sm — y — i
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si m est impair; et
in.
C0S7Î- -H sinvr \1— I = ( cos — -i- sin — i/— i ) , * \ /« m ^ j ^
si /w est pair.
Donc, si l'on désigne par a la première racine imaginaire
COS h sm — yJ — 1 ,
toutes les racines du tableau déjà cité, correspondant au signe supérieur, peuvent ctre représentées par
a", a', a', a^ .. . , a ^ , OU a^; quant aux racines qui correspondent au signe inférieur, comme elles sont
les réciproques des précédentes, depuis a jusqu'à a ^ si /?^ est impair,
et jusqu'à a ^ si m est pair, on peut, en les écrivant dans un ordre inverse, et ayant d'ailleurs égard à la relation a"' = i , les présenter ainsi :
oT^ ou a~^, . . . , a'"-% a"'-=, a'"-'.
D'oîi l'on peut conclure enfin que, a désignant la première racine imaginaire, toutes les racines de l'équation j'"— i = o peuvent être représentées par ...
a", a', a%..., oT^ ou a~^~,..., a""-^, a"'-=, a"'-',
série dans laquelle les exposants ne sont autre chose que les nombres entiers compris depuis zéro jusqu'à m — i.
374. Remarque importante. — Cette propriété, dont jouit l'une des racines imaginaires, de reproduire toutes les autres par ses diverses puissances, n'appartient généralement qu'à la première racine
cos h sm — W — I ,
m ni
ou à sa conjuguée
COS — ■ — sin — V — I ■ m m
On a bien prouvé (370) que, a étant une racine imaginaire quelconque, x' est aussi une racine de l'équation ; mais il n'est pas toujours vrai de
RELATIONS ENTRE LES RACINES DE l'ÉQCATION X""' — ' ^= ^' ^^^
dire qu'en donnant à p des valeurs entières convenables on pourra, avec cette racine x, reproduire toutes les autres.
Soit, par exemple, l'équation j^ — i = o, qui, pouvant se mettre sous la forme (j^ — i) (j^-i- i) = o, donne
107=1 et r = ■> 2° )- — — 1 et r = •
Comme les trois premières racines proviennent de r^— i = o, on a, en
désignant par a la racine
d'où l'on voit que les trois premières racines seulement sont produites par les puissances de •
Mais il n'en est pas de même de ; car on trouve
Ainsi toutes les racines sont produites par les puissances o, i, 2, 3, 4,
/ — 5 5, . . . de la racine : et cela tient à ce que cette dernière racine est la première donnée par la formule
cos 1- sm — w — I ,
qui devient, dans ce cas,
cos:r -7- s'.n^ y — '•
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En effet, on a
cos - = sin "5 = sm t;;
mais le sinus du sixième de tt, ou du douzième de la circonférence, est la moitié de la corde qui en sous-tend le sixième, et, par conséquent, est égal à la moitié du rayon. Donc
cos i: ou Sin t; 3 D
-; d'oij sin- = 4 /i — - = - v^S; 2 3 V 42'
ce qui donne enfin
- + -V3v — I, ou '
pour la première racine.
N. B. — Cette exception a lieu pour toutes les équations de la forme /^"— I = G, ou (j"— i) {>'"-)- i) = 0, et plus généralement pour toutes les équations à deux termes dont le degré n'est pas un nombre premier .
Résolution de Véquation JK^H- i — o.
37S. Comme on a
C0S(2X- -f- l)7r = — I, sin(2/--f- l)7r = O,
on peut conclure des formules (i) et (2), établies au n*" 371,
' 2 /• -(- I ] TT . . [ih
cos
= cos(2A- -h- 1)77 d= sin(2X- -(- i)7T y/'— I d'où l'on voit que l'expression
( 2 /^- -f- I ) 77 , . ( 2 /■ -+- I ) 77 cos ^ ± sin
peut être prise pour la racine mf""' de — i, ou pour l'expression générale d'une racine de la proposée; et l'on obtiendra les diverses racines en attribuant à /• la série des valeurs o, i, 2, 3,
Donnons à k toutes les valeurs comprises depuis zéro jusqu a •
,v /« ''/ — "i- ■ gi m est impair, et depuis zéro jusqu a — — 1 ou • si m est pair,
RÉSOLUTION DE L' ÉQUATION J'"" -f- I = O. 5^3
on obtiendra successivement,
pour A- = G, jr = cos — = sin — y/ — i ,
k — i, r = ces — — <in — V^ — i ,
k~i, r=cos — ^ rb sin — ^v^— i,
y = C0S77 ±z sm-\j—i = — i, _^=.cos(.-^^)=sin(r.-^)v'=T
Je dis que ce tableau renferme toutes les racines de l'équation
En effet, lorsque m est impair, comme la valeur k = ne donne
1 m — j que la racme — i, mais que toutes les autres, o, 1,2...., — -_ 1
ou en donnent dei/a: chacune, il s'ensuit que le nombre total des
racines fournies par ces valeurs est
2 ( w — 3 ) - " ■ ou m.
Si m est pair, chaque valeur de /• depuis zéro jusqu'à donne
deux racines ; ainsi le nombre total des racines fournies est
m — 2^ 2 -t- 2 I 1 . OU m.
On démontrerait, d'ailleurs, comme on l'a fait pourj)""— i = o, qu'en
donnant à /■ des valeurs plus grandes que — ; — si m est impair, et que
si m est pair, on doit retrouver les mêmes racines. Donc, etc.
376. On voit encore, d'après l'inspection de ce tableau, que si a désigne la première racine imaginaire, ou cos— -f- sin — \/—i, toutes lesra-
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cines qui correspondent au signe supérieur sont exprimées par a', a^, y.\..., a"*, ou a', a', a% . . . , a'""',
suivant que //î est un nombre impair ou un nombre pair. D'ailleurs les racines qui correspondent au signe inférieur, étant les récijjroques des précédentes, ont pour valeurs
ou
r,lll-l '
ou, à cause de a"'^: — i, d'où cc""=i,
a}"^\ a?'"-^, a""-*,..., a!" ou a"'+'.
Donc, enfin, toutes les racines de l'équation j''"-f-i = o sont, dans l'hypothèse de m impair,
a', y.\ a\ a',..., a-% «"', a'"^\ . . . , ce""', «="-, et, dans l'hypothèse oii m est un nombre pair,
N. B. ~ Pour plus de généralité, nous avons établi des formules pour résoudre l'équation x'"-+- 1 = o, quel que soit m. Mais, quand m est impair, on peut changer j en — j, ce qui donne j""'— i = o; et l'on voit que, dans ce cas, les racines de l'équation j"" -m — o sont égales aux racines de l'équation j"*— i = o, prises en signes contraires.
377. Scolie général. — En récapitulant tout ce qui vient d'être dit sur les équations à deux termes, on peut en conclure qu'«/2 radical qitelcorujue a toujours autant de valeurs qu'd y a d"" unités dans son indice. Ces valeurs sont égales- à la racine arithmétique de la quantité sous le signe, considérée avec sa valeur absolue, et multipliée alternativement par chacune des racines de -+- 1 ou de — i.
Ainsi, lorsque l'on a deux radicaux à multipher l'un par l'autre, le produit est susceptible d'autant de valeurs différentes qu'il y a d'unités dans le produit des deux indices, à moins que les degrés des deux radicaux ne soient égaux ; car alors plusieurs valeurs deviennent identiques.
Soit, par exemple, ^Ti à multiplier par yi). Désignons par p Qi q leurs valeurs uriilunétiques ; on a (374) pour le premier radical
«V, a/^ ^^P^ et pour lo second
aV/, a.q, a?q\
RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS TRINÔMES
multipliant chacun des termes de la première ligne par chacun des termes de la seconde, on obtient
o-^pq, apq, a?pq, apq, o?ljq, a^pq, cC-pq, a?pq, a' pq ,
expressions qui se réduisent à trois différentes, pq, y.pq et a^/^y, si l'on observe que l'on a
a? =1 et ly.* = a.
Il en est de même lorsque les deux indices ont un facteur commun. Le nombre des valeurs différentes du produit est alors égal au plus simple multiple commun des deux indices.
Ces observations complètent ce que nous avons dit dans le Chapitre VI (1C7) sur la multiplicité des valeurs d'un radical.
Équation trinôme, x'""-{- px"''^- q = o.
378. On appelle ainsi toutes les équations qui ne renferment que deux exposants de l'inconnue, dont l'un est double de l'autre, et des quantités toutes connues.
Ces équations peuvent toujours, par la transposition et par la réduction, être ramenées à la forme ci-dessus, et leur résolution dépend uniquement de celle de l'équation du second degré et de l'équation à deux termes.
En effet, soit posé x'"= y; il en résulte
r'+pj='7, d'où y= -^~ yj-^'i'^
donc
Ainsi, pour obtenir toutes les valeurs de a, il suffit de multiplier l'une
des racines m^'""' de — - -t- i n-r -f- q-, et l'une des racines nf'"'" de 2 V 4
— \/-7--^(li par chacune des racines nfi"'" de
_P Soit, par exemple, V équation
x"— yj;'—- 45i44; en posant x^ = jr, on trouve
doù l'on déduit
^=216 et j>' = — 209.
Donc
1° j:'= 216; d'où a: = G, a: = 6a, ^ = 6a^;
2» ^ = — 209 ; d'où X ~ — v^209 , X = —et v^aog, a; = — a' y^iog,
a désignant la première racine imaginaire de l'unité.
La résolution des équations trinômes conduit à l'extraction de la racine ///""* d'une quantité de la forme a -h \/b. Nous avons déjà (H8) traité le cas particulier de m = 2, et nous aurions maintenant à considérer le cas général ; mais, cette opération offrant peu d'applications dans l'analyse algébrique, nous nous dispenserons de la développer ici.
DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES EN FRACTIONS SIMPLES
379. Nous avons déjà vu (i84, N. B.) que ces sortes de fractions peuvent toujours être ramenées à une forme telle, que le numérateur soit de degré moindre que le dénominateur, c'est-à-dire à des fractions de la forme
« -1- è>r -f- c^'h-. . .-f- Ar" ,^ ^^
-; f—, 77-;7,5 m étant > n.
a -\- b X -t- ex'' -+-... -h i x"'
Maintenant si, pour plus de simplicité, on fait
il vient
expression dans laquelle le coefficient de la plus haute puissance de x, au dénominateur, est égal à l'unité.
Cela posé, la question que nous avons à traiter a pour but de décomposer les fractions de cette dernière espèce en une somme d'autres fractions
ABC
/>, r/, r, . . . étant les racines du dénominateur égalé à zéro, A, B, C,. . . des quantités fonctions de a, ê, . . . , a', o', ...,/?, 7, /•,.. . qu'il s'agit de déterminer.
380. Considérons d'abord le cas où le dénominateur est du second de-
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gré, et posons
a-h-bXH-o:'' x — p X — q
Si l'on chasse les dénominateurs, et que l'on ait égard à la relation
a''-i- &'x -i-^'= [x — p) [x — q), on obtient
a -T- 6ar = k' X — q'^ -i- B .r — p),
OU, transposant et ordonnant par rapport à x^
{ k -^^ — o\X — Xq — ^p — Oi = 0,
équation qui, devant exister quel que soit x, donne nécessairement (180)
A — B — ê = o, A^ — B/i -H a = o; d'où l'on déduit
Soit, comme cas particulier, la fraction
— 3 -f- IX
I- 'ix — X' — 3 — IX -n X
L'équation x'^ — ix — Z = o donnant x = 3, x = — i, tout se réduit à poser a= — 3, ê=2, p = "i, q ~ — i dan» les valeurs ci-dessus de A, B; et il vient
donc
identité dont il serait facile de vérifier l'exactitude.
Pour peu qu'on réfléchisse sur la marche qui vient d'être suivie, on voit qu'elle peut s'étendre au cas où le dénominateur de la fraction rationnelle seredt d'un degré quelconque.
Après avoir résolu l'équation que l'on forme en égalant à zéro le dénominateur, on pose
a -h 6a; -t- yjc^-f-. . .-t- ).j:" ABC
a -i-6j7-i-7a;'-i-...-t- af" x — p x — q x — r on chasse les dénominateurs, puis on transpose tous les termes dans un
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jnômc membre, en ordonnant par rapport à x. Égalant à Z!?ro chacun des coefficients des diverses puissances de x, on obtient ainsi autant d'équations, toutes du premier degré, qu'il y a de quantités A, B, C,. . . à déterminer; doù l'on déduit alors les valeurs de ces quantités.
Mais cette méthode, très-simple pour le cas où le dénominateur de la fraction proposée est du deuxième degré seulement, entraîne dans des calculs assez compliqués lorsque le degré est un peu considérable. Toutefois les équations qui doivent servir à déterminer A, B, C,. . . sont toutes du premier degré.
La méthode qui va suivre est plus élégante, et elle a surtout l'avantage de donner les valeurs de A, B, C,. . . , chacune séparément.
fia:] 381 . Désignons, pour abréger, par '-jt; — -la fraction à décomposer, et
établissons, comme précédemment,
Si l'on chasse les dénominateurs, il vient f[x\ = k[x — q){x — r)...-\-^[x — p){x — r']...-^Ç\x — p){x — q'\...\
et comme cette équation doit exister quel que soit .r, on peut y faire alternativement .r = /j, a: = ^, or = /-, . . . ; ce qui donne immédiatement
Dans le cas particulier traité par la première méthode, on trouve surle-champ
382. Cas exceptionnel. — La seconde méthode, ainsi que la première, peut toujours être employée tant que les racines de Y[x) = o sont inégales (réelles ou imaginaires) ; mais l'une et l'autre sont en défaut toutes les fois que F(x) = o renferme des racines égales. En effet, si l'on sup-
■fi \ pose, par exemple, p — q, les valeurs de A, B se réduisent à A =• j
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Le cas des racines égales exige donc que l'on ait recours à un autre mode de décomposition.
Soit d'abord
il est bien évident qu'alors on ne saurait poser fix] ABC
puisque le dénominateur du second membre ne peut être que x — p, tandis que celui du premier membre est [x — p)"'\ mais, si l'on établit
cette égalité n'offre rien que d'admissible. En chassant les dénominateurs, on obtient
d'où, en faisant x = p,
A = f{p ) , ou bien A = a -i- S/p -i- 7/;' -f- . . . n- )./?".
Passons à la détermination de B. Pour cela il est nécessaire de remplacer/(j:) et A par leurs valeurs dans l'équation (i), puis de transposer colle de A dans le premier membre ; il vient ainsi
S{x~p)-i-y{x'-py^...= B{x-p)-^C{x—py-^...,
ou, supprimant le facteur x — p dans les deux membres,
(2) è-{-'/(x-i- p) -h S{x^-^ px-h p-) -h...= 'B-^-C{x — p) -i-....
Faisons, dans cette égalité, ^ = p\ il en résulte 6 -{- 2 V/; H- 3 Sp^ H- . . . = B.
Pour déterminer C, il suffit de retrancher cette dernière égalité de l'égalité (2), et il vient
-^{x — p) ■+- rj(x^-p') + 3p{x-p)+.. . = C[x-p)-i-...,
ou, supprimant le facteur x — p,
y -i-S[x-T- p) -h Sp-h.-. — C -i-Dlx—p) +..., ^Ig. B. 34
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égalité qui, par l'hypothèse x = p, se réduit à 7 -+- 3 0 /^ -f- . . . = C
En continuant ainsi, on parviendrait à déterminer D, E, . . . jusqu'à L Inclusivement.
383. Considérons actuellement le cas général où le dénominateur renferme plusieurs espèces de racines égales et plusieurs racines simples, en sorte que l'on ait
f{x) étant toujours de la forme a -h 6 j? -f- . . . -f- Ix". Posons alors
d'où, en chassant les dénominateurs,
f{a:) = A{x-r,)...(x-p')""{^-qr"- -t- B[x — p) . . .{x — p')'"" {x — q')"' . . .
■+- A'{x ~ p) {x — r/ ) . . .[x — c/')"'. . . -^B'{x — p){x — q)...{x-cj'f{.v-p')...
-^.A"{x-p){x-rj)...{x — p')"''...
-i-B"{x-p){x-q)...[x- pT'i^ -q')-'.
Cela posé, on déterminera d'abord A, B, C,. . . comme au n° 381, en faisant successivement, dans cette dernière égalité,
ce qui donnera
fip)
(p-q)---{p-p'r"ip-q'r
B^ " fiq)
{q-p)--'(Q-p')""{Q-qr"'*
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après quoi, pour obtenir A', B', ..., puis A", B",..., on pourra opérer comme au n" 382.
384. Scolie générale. — La décomposition des fractions rationnelles en fractions simples suppose, comme l'on voit, que l'on sache résoiulre complètement toute équation d'un degré donné. Aussi cette question n'esl d'une facile application que lorsque les racines de l'équation F(x) = o sont commensurables ; car on sait que les racines incommensurables, aussi bien que lÔS racines imaginaires (*), peuvent rarement être obtenues sous leur véritable forme. Elle nous sera d'ailleurs utile dans le dixième et dernier Chapitre ; mais c'est surtout dans l'une des parties de l'Analyse infinitésimale [le Calcul intégral) qu'elle trouve sa véritable application.
(*) La recherche des racines imaginaires fera l'objet du premier paragraphe du Chapitre IX,
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LES POLYNOMES RATIONNELS ET ENTIERS
DÉMONSTRATION DC THÉORÈME ÉNONCÉ AU N
Tout poljnôme premier P (rationnel et entier) qui divise exactement le produit A X B </e deux autres polynômes rationnels et entiers divise nécessairement l'un de ces poljnômes.
Ce théorème général repose sur plusieurs autres propositions qui n'en sont que des cas particuliers, et que nous allons démontrer successivement.
1. Premier cas. — Soient? un nombre premier, A un nombre entier quelconque B un polynôme rationnel et entier, mais dépendant d'une seule lettre a, c'est-à-dire tel que l'on ait
R= aa"-l-ia"~'-i-ca"~^-t-...-H5a-i-f
(a, b, c, ..., s, t étant des nombres entiers quelconques positifs ou négatifs). Comme le produit A x B devient alors
ka a"-l-A^ a""' -+- Aca"""'-i-. . .-+- A5 a H- A^
et que P divise, par hypothèse, ce produit, il s'ensuit nécessairement (30) que P doit diviser chacun des coefficients ka, kb, kc,..., ks, kt; donc il faut (Arithm., 29^ édit., 129) que P divise A, ou qu'il divise chacun des nombres a, b, c,. . ., s, t, et, par conséquent, B.
D'où l'on peut conclure que
Tout nombre premier V qui divise exactement le produit kxh de deux quantités, dont l'une A est un nombre entier quelconque et l'autre B un polj-nôme rationnel et entier dépendant d'une seule lettre «, doit diviser A ou B.
2. Deuxième cas. — Soient P un nombre premier, A et B deux polynômes rationnels et entiers dépendant de la seule lettre «, c'est-à-dire tels que l'on ait
A = aa" -+-6a"~' ^ c a""' -f ■ . . . -I- i a -4- r, B = a' a"' -I- *' «" ~' -t- -f- i' a -I- f*
{a, b, c,. . ., s, t, a', b', c', . ., s', t' étant des nombres entiers).
(*) Cette démonstration est due à M. Lefébure de Fourcy.
SUR LES POLYNOMES RATIONNELS ET ENTIERS
Désignons par A' l'ensemble des termes de A, donHes coefficients renferment le facteur P, et par A" l'ensemble des termes dont les coefficients ne sont pas divisibles par P; il en résulte
;i) A = A'-hA".
Soient de même B' et B" les deux parties de B, dont l'une a tous ses coefficients divisibles, et l'autre ses coefficients non divisibles par P; on a aussi
Multipliant l'une par l'autre les égalités (i) et (2), on obtient
(3) AB=: A'B'-i-A"B'-^-A'B"4-A"B".
Cela posé, puisque, par hypothèse, P divise chacun des coefficients de A' et de B', il s'ensuit que P divise les trois premières parties du second membre de l'égalité (3); donc, pour que P divise le produit AB, il faut nécessairement qu'il divise la quatrième partie A''B". Or je dis que cette dernière division est impossible; car désignons par k^iL, k' r/ les deux ternies de A" et de B", affectés du plus haut exposant de a; comme leur produit kk'v.'^'^'^ ne peut se réduire avec les autres produits partiels qui entrent dans A"B", il faut nécessairement (30), pour que P divise A"B", qu'il divise hk' ; ce qui est absurde, puisque le nombre premier P ne divise ni k ni k' .
Le seul moyen de faire cesser l'absurdité est de supposer A" ou B"égal à zéro; et alors, tous les termes de A ou de B étant divisibles par P, il s'ensuit que A ou l'i doit être divisible par P, pour que A >< B soit lui-même divisible par P. Donc
Tout nombre premier P, qui divise exactement le produit A X B £?e deux polynômes rationnels et entiers, fonctions d'une seule lettre, doit diviser tous les coefficients de l'un de ces poljnomes, et, par conséquent, ce polynôme.
3. Troisième cas. — Soient A un nombre entier quelconque, B un polynôme rationnel et entier, dépendant de la seule lettre «, P un polynôme premier, de même nature que B.
Puisque, par hypothèse, le produit A x B est divisible par P, on a l'égalité
(0 AxB::=P <Q
(Q étant une quantité entiè-e, numéiique ou algébrique). Décomposons le nombre A dans ses facteurs premiers, et soit
A =//'/".../("' (plusieurs de ces facteurs pouvant êt:e égaux); l'égalité (1) devient (2) //'/"... /(")b = PxQ;
d'oii, divisant les deux membres par /,
Or le premier membre de celle-ci étant une quantité rationnelle et entière, il doit en être de même du second membre; mais/ est un nombre premier qui ne peut diviser P, puisque P est premier: donc, en vertu du second cas, /doit diviser Q, et l'on a Q =/x Q' (Q' étant une quantité entière); d'où, substituant dans l'égalité (2), et divisant par/,
(3) /'/"-./^"^B^PxQ'.
Raisonnr.nt sur cette égalité comme sur l'égalité (2), on reconnaîtra de même que Q'=/' X Q" (Q" étant une qwantité entière); d'où, substituant dans (3), et divisant par /',
(4) /"/'".. •/("^B=.PxQ";
et ainsi de suite. Donc, après avoir supprimé successivement tous les facteurs /» /'> / "» • • •> f y on parviendra enfin à une égalité de la forme
B = PxQ^""^'^,
QCn+O étant une quantité entière, numérique ou algébrique; ce qui démontre que B est divisible par P. Ainsi
Tout polynôme premier (rationnel et entier) dépendant d'une seule lettre x, qui divise exactement le produit d'un nombre entier quelconque A par un polynôme rationnel et entier B, dépendant de la même lettre a, doit diviser ce dernier polynôme.
4. Quatrième cas. — Soient A, B deux polynômes rationnels et entiers, dépendant d'une seule lettre a, et P un polynôme premier de même nature.
Supposons que A ne soit pas divisible par P, et admettons d'ailleurs que A soit de degré plus élevé que P ; divisons alors A par P, en poussant la division jusqu'à ce qu'on parvienne à un reste de degré moindre que P; mais, afin d'obtenir au quotient des coefficients entiers, multiplions d'abord A par un nombre convenable m (ce nombre a généralement pour valeur le multiple le plus simple des dénominateurs des coefficients fractionnaires auxquels on serait conduit si l'on n'effectuait pas cette préparation). Désignons enfin par Q le quotient de la division, et par R le reste ; nous aurons l'égalité
0) mA=:PxQ-t-R.
(R doit être supposé différent de zéro, car autrement il s'ensuivrait que P diviserait m. h. et par conséquent A, en veitu du troisième cas, ce qui serait contre la supposition ci-dessus.)
Cela posé, multiplions par B, et divisons par P les deux membres de l'égalité (i); il vient
mAxB „ - BxR
— — = BxQh ^—'
Or, P devant, par hypothèse, diviser A X B, et par conséquent m.K X B, il faut nécessairement que P divise aussi B X R; et si R est un nombre entier quelconque, la proposition est démontrée, puisque P, divisant B X R, doit diviser B, en vertu du troisième cas.
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Mais supposons que R soit lui-même dépendant de a, et divisons P par R, après avoir toutefois introduit dans P un facteur numérique m' propre à donner au quotient des coefficients entiers; il vient encore
(2) m'P^RxQ'— R'.
(R' doit être différent de zéro ; car, si l'on avait R' ^^ o, il s'ensuivrait que R
diviserait m'.P, et, par conséquent, que tous les facteurs premiers algébriques
de R diviseraient P, ce qui est impossible, puisque P est premier.)
Multiplions par B et divisons par P les deux membres de l'égalité (2)j il
vient
,„ BxRxQ' BxR' mB= --^p-.
égalité qui prouve que la divisibilité de B X R par P entraine celle de B X R' par P. Si R' est indépendant de a, la proposition est démontrée, puisque P, divisant B x R', doit diviser B, d'après le troisième cas.
Mais supposons R' dépendant de «, et continuons de diviser P par R', par R", . . . , et ainsi de suite ; nous parviendrons bientôt à un reste R^"^ indépendant de a, et tel que B x R^"^ sera divisible par P. Donc, enfin, B lui-même est divisible par P.
(Dans le cas où l'on aurait P de degré plus élevé que A, on diviserait P par A, puis P par R, R', R", et les raisonnements seraient absolument les mêmes.)
Ainsi, lorsqu'un poljrnôine premier P (rationnel et entier), dépendant d'une seule lettre a, divise exactement le produit \x.B de deux poljnômes rationnels et entiers qui ne dépendent que de la même lettre «, on peut en conclure que P divise exactement A o;/ B.
5. Il est maintenant bien facile de généraliser la proposition ; car, en supposant que les trois polynômes A, B, P puissent renfermer les deux lettres a, ê, on aura quatre nouveaux cas à considérer, sajwir :
1° P un nombre premier ou un polynôme premier dépendant de la seule lettre a ; A un nombre entier quelconque ou un polynôme rationnel et entier dépendant de la seule lettre a; B un polynôme rationnel et entier renfermant les deux lettres a, ë ;
2° P un nombre premier ou un polynôme premier dépendant d'une seule lettre a; \, B deux polynômes rationnels et entiers renfermant les deux lettres a, 6;
3° A un nombre entier quelconque ou un polynôme rationnel et entier dépendant d'une seule lettre « ; B, P deux polynômes rationnels et entiers renfermant les deux lettres a, ê, mais P un polynôme premier;
4° Enfin A, B, P trois polynômes renfermant les deux lettres a, ê, mais P un polynôme premier.
Si l'on applique à chacune de ces hypothèses des raisonnements analogues à ceux qui ont été établis aux n°' 1, 2, 3, 4, on parviendra à cette nouvelle proposition, que
Tout polynôme premier P (rationnel et entier) dépendant de deux lettres «, 6, qui divise le produit A X B </e deux poljnômes renfermant les deux mêmes lettres, divise nécessairement l'un des polynômes.
La proposition étant reconnue vraie pour le cas de deux lettres, on peut en-
suite l'étendre au cas de trois, quatre lettres, etc.; donc elle est vraie généralement.
On en déduit immédiatement
l"* Que tout polynôme premier B qui divisera A' doit diviser A, puisque l'on a A'^ A X A. De même P ne peut diviser A', A*,. . ., A" sans diviser A ;
2° Que si deux polj-nomes rationnels et entiers A ef B sont premiers entre eux, il en est de même de leurs puissances PJ" et B".
Car tout facteur premier commun à A*" et B" devrait aussi diviser A et B, ce qui serait contre l'hypothèse.
3° Que tout polynôme rationnel et entier ne peut être décomposé en facteurs premiers (rationnels et entiers) que d'une seule manière; proposition analogue à celle qui a été établie (^Arithmétique, page 78, n° 93) pour un nombre entier.
7. En réfléchissant sur la proposition principale et sur toutes celles qui constituent la théorie du plus grand commun diviseur entre deux polynômes r;itionnels et entiers, on peut remarquer qu'elles ne supposent que les quatve premières opérations de l'Algèbre. Ainsi nous aurions pu, à la rigueur, placer cette théorie tout entière dans le Chapitre I^'", ce qui eût semblé plus naturel ; mais, les raisonnements étant d'une nature un peu abstraite pour les commençants, il nous a paru préférable de la renvoyer au Chapitre où l'on en fait plus fréquent usage.
SECONDE PARTIE
SUR LA DÉCOMPOSITION d'oîI POLVXOME RATIOSSEL ET ENTIER ES SES FACTECRS PREMIERS.
Clairaut est le premier auteur qui, dans ses Éléments d'Algèbre, ait traité cette question. Sa méthode, peu commode dans la pratique, manquant d'ailleuis de généralité, nous allons en exposer une autre qui, outre l'avantage de pouvoir s'appliquer à toute espèce de polynômes rationnels et entiers, présente encore celui de se lier immédiatement à la méthode des racines commensurables des équations numériques.
Nous démontrerons avant tout un nouveau principe sur lequel nous aurons à nous appuyer.
8. Ainsi qu'on l'a vu au n° 237, toutes les fois qu'une fonction entière de jpeut être rendue nulle par une valeur quelconque x = a,\e binôme (x — a) est un diviseur relatif- du polynôme proposé.
Soit maintenant X un polynôme rationnel et entier de la forme
Aj,'"-h B x'"-' 4- Ca"— 'h-. . .-h M.r -f- N,
A, B, C, ..., M, N étant des quantités entières, numériques ou algébriques. Admettons qu'une valeur rationnelle, mais fractionnaire, x ^^ — (qu'on peut toujours supposer irréductible), jouisse de la propriété de rendre nul le poly-
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nôme X : je dis que ce polynôme est aussi exactement divisible par {tx — a), le mot divisible étant pi'is ici dans le sens de la division algébrique ordinaire (^230).
En effet, il résulte d'abord de ce qui a été dit au n° 238 que le quotient de
la division de X par ix — — 1 est exact et égal à
Ax"'-' + ^A 2 + b) x'"-' + ('a ^^ + B 2 + c) 0:'"-'+ . . .
'± hB- h.. H- M
en sorte que, si l'on appelle Q ce quotient, on a
Q étant un polynôme de forme fractionnaire, mais dont tous les dénominateurs sont facteurs de ê"""*.
Cela posé, multiplions les deux membres de l'égalité (i) par ê"'; il vient
Xê'"^ (6x — a)Q6'"-';
et il est évident que Q.ê"'~' peut être considéré comme un polynôme ration-
Xô"
nel et entier, ainsi que sa valeur • Mais êx — a est un polynôme pre-
dj; — a.
mier qui ne peut diviser le facteur 6"", puisque ce facteur est indépendant de x ; donc [note, 3) X lui-même est divisible par Zx — a ; et l'on a
(3) X = (êx- a)Q',
Q' étant un polynôme rationnel et entier. c. g. F. d.
N. B. — Comme l'égalité (i) revient à X — (6x — a) -- » on obtient, en la
comparant avec l'égalité (2),
|=Q', d'où Q = Q'g,
ce qui démontre que le quotient Q, supposé de forme fractionnaire, se réduit lui-même à un polynôme entier, et tel que 6 est facteur commun à tous ses coefficients.
C'est sur ce principe que s'appuie la détermination des facteurs du premier degré de la forme [jnx -+- n) pour les équations numériques. (^Voir les exercices donnés n° 323.)
9. Passons actuellement à la recherche des facteurs premiers d'un polynôme rationnel et entier.
Considérons, en premier lieu, un polynôme de la forme
(0 «'"-(- P a"'- '-+-Q a"*-* -»-...-+- Ta -H U,
P, Q, ..., T, U désignant des quantités algébriques entières.
Il est facile de démontrer, comme on l'a fait au n° 318, qu'aucune expression
rationnelle fractionnaire — (qu'on peut toujours supposer irréductible), substi
tuée à la place de a, ne peut rendre nul le polynôme proposé. Supposons, en effet, qu'on puisse avoir
si l'on multiplie par 6" ', et qu'on transpose tous les termes, à l'exception du premier, il vient
m -— :=; — Pa — Qa 6— ...— laS — Ub ,
égalité évidemment absurde; car le second membre est un polynôme rationnel et entier, tandis que le premier est essentiellement fractionnaire {note, 6). Soit, en second lieu, un polynôme rationnel et entier, tel que
Aa'" H- B «"■- ' -i- . . . -t-M a + N.
Égalons ce polynôme à zéro, et posons ^.65) a = -- ; on trouve, après la disparition des dénominateurs,
a -^ V>.a -i-C.A.a -t-U.A.a H-...-;- il. A ^=0,
équation dont le premier membre est de même forme que le polynôme (i), et qui, si elle adni-it des valeurs rationnelles pour a', ne peut en admettre que d'entières.
Désignons par p, p' p',. . . les différentes racines entières de cette équation ; les racines correspondantes de l'équation
Aa""-^,- Ba"-' ^. . .-+- a -^ N=r. o
seront—» — » — > Or, parmi celles-ci, les unes peuvent être entières et
représentées par a, se',.- -, les autres fractionnaires et exprimées par -, —,y'
et y, 6' et •/',. . . étant premiers entre eux).
Par conséquent, les diviseurs rationnels et entiers du premier degré par rapport à a, du polynôme proposé, seront
Par ce moyen, la recherche des diviseurs entiers du premier degré, par rapport à l'une des lettres qui entrent dans un polynôme donné, se trouve rame-
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née à la recherche des facteurs de la forme a — K , K étant une quantité entière, positive ou néffative, numérique ou algébrique. Et pour obtenir ces facteurs, il suffit de savoir résoudre en quantités entières une équation de la
forme
a ~Pa -;-Qa -,-...-i-ia-r-t)=o,
P, Q, . . ., T, U étant des quantités algébriques entières.
La méthode établie précédemment v3"0) pour résoudre en nombies entiers une équation numérique de même forme est applicable en tous points à la question dont nous nous occupons ici. 11 suffit donc de se reporter a ce numéro pour se former une idée de la marche qu'il faut suivre à l'égard d'un polynôme rationnel et entier, quelque compliqué qu'il soit. IVous nous bornerons à quelques remarques générales.
10. Première remarque. — L'application de la méthode supposant que le dernier terme du polynôme ordonné est décomposé en ses facteurs premiers, il semble, au premier abord, que nous fassions u/ie pétition de principe; mais observons : i" que ce dernier terme est plus simple que le polynôme proposé; 2° que, dans tous les cas, il renferme une lettre de moins que ce polynôme.
Ainsi d'abord, quand le polynôme ne renferme qu'une seule lettre, le dernier terme est numérique; or on sait déjà trouver tous les diviseurs d'un nombre.
Si le polynôme renferme deux lettres, et qu'on l'ordonne par rapport à l'une d'elles, le dernier terme n'est plus fonction que d'une seule lettre, et l'on est censé savoir déterminer tous les diviseurs entiers d'un polynôme d'une seule lettre.
Si le polynôme renferme trois lettres, le dernier terme n'en renferme que deux; et ainsi de suite.
11. Deuxième remarque. — Lorsque, dans le polynôme proposé, le coefficient de la plus haute puissance de la lettre principale est différent de l'unité, comme il faut avoir recours à la transformation du n° 265 pour rendre ce coefficient égal à I, et que cette opération donne lieu, en général, à de nouveaux coefficients très-compliqués, il convient d'appliquer d'abord la méthode au polynôme liii-mème, de la manière indiquée au n° 324. Par ce moyen, on obtient tous les l'acteurs premiers de la forme {a — a), après quoi l'on divise le polynôme proposé par le produit de tous ces facteurs ; et la question se réduit à déterminer tous les facteurs, tels que {y a — 6}, du polynôme quotient.
12. Troisième remarque. — Dans la même circonstance, il convient encore de s'assurer si les coefficients des diverses puissances de la lettre principale n'auraient pas un commun diviseur (247), parce que, s'il en existait un, on le supprimerait, et l'on opérerait ensuite sur le polynôme résultant de cette suppression.
Le facteur supprimé pourrait lui-même être un polynôme décomposable, et ses facteurs premiers seraient les facteurs indépendants de la lettre principale.
13. Quatrième et dernière remarque . — Toutes les fois que le dernier terme renferme comme facteurs des monômes littéraux, tels que b, h',. .., c, c',..., il est plus simple de substituer immédiatement ces quantités prises avec le signe -i-, puis avec le signe — , dans le polynôme, parce que le résultat de cette substitution est un polynôme tout développé.
Celles de ces quantités qui jouissent de la propriété de rendre nul le polynôme sont reconnues racines. C'est la même règle que pour -+- i et — i par rapport aux équations numériques.
Les exemples suivants éclairciront ces différentes remarques.
PREMIER EXEMPLE
14. 2 a* -\- a^ b -i- a'' b^ -\- aP — b* . Egalons ce polynôme à zéro, après l'avoir ordonné ; il vient
Conformément à la remarque du n° 11, cherchons d'abord les diviseurs tels que a — V..
Or les diviseurs de ¥ étant b, b^, b^, b*, il faudrait essayer ces diviseurs tant avec le signe -f- qu'avec le signe —, et pour cela les substituer au lieu de o dans l'équation (i); mais, comme le polynôme proposé est homogène (^Algèbre, \ 1), il est évident que ^', substitué à la place de a, donnerait pour 7 a* un terme de plus haut degré que tous les autres, et qui, par conséquent, ne pourrait être détruit. Même raisonnement par rapport à b^ et b^. Ainsi l'on ne doit essayer que les diviseurs -i- è et — b.
Or le dernier seul donne, par sa substitution,
lb'—b'-^b'—b'—V= o;
donc — b est racine de l'équation, et par conséquent a — ( — b) ou [a -t- b') est diviseur du polynôme proposé.
Divisant ce polynôme par a -\- b, et égalant le quotient à zéro, on trouve
(2) la" — ba'' -ir o b* a — b'=^o.
On pourrait actuellement faire disparaître le coefficient de a^, en posant
a = -j puis opérer sur 1 équation résultante comme sur la proposée; mais si
l'on rapproche le premier et le troisième terme de l'équation (2), puis le deuxième et le quatrième, on reconnaît qu'elle revient à
'xa{u--^b-) — ^(a-H-é-)=o, ou {la — b) {a} -^ b^) =■ O .
Donc, enfin, le polynôme proposé est égal à
(û -Hé) (2 ./-&)(«' -+-*');
ce qui donne deux facteurs du premier degré et un facteur du second degré.
15. Dans cet exemple, comme dans tous ceux où le polynôme est homogène et composé de deux lettres seulement, on peut ramener la résolution do l'équation à celle d'une équation numérique.
Soit, en effet, l'équation générale
A «'" -I- n ba""' -hCb' a'"-' -(- . . h- M b"'~' a -f- N b"' ^ 0, A, B, C M, N étant des nombres entiers.
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Si l'on pose
~ ^ X, d'où a = bx, b
il vient
A r x"' -4- B è" x"*- ' -h C r ^'"- V . . . -T- M i" ;c -f- N i"" = 0, ou, supprimant pour le moment le facteur b'" ,
Ax"
Bx"
Cx"
Mx-t-N = 0,
équation numérique qu'il ne s'agit plus que de résoudre en nombres commensurables. Ces valeurs, étant substituées dans la relation a = bx, donneront les valeurs correspondantes de a, et, par suite, les diviseurs de la forme a — ce, DU -/a — S.
Ainsi, soit posé dans l'équation (i) du n° 14, a nr bx, il vient
Le facteur entre parenthèses étant égalé à zéro et soumis à la méthode des racines conimensurables, on trouve les deux facteurs (j: -1- 1), ( 2x — 1) et, par suite, le facteur (j:'-f-i); d'où, substituant dans l'équation (3) et remplaçant x par sa valeur tirée de la relation a = bx,
{a-i-b){2a - b){a'-hl>')-=0
DEUXIEME EXEMPLE
16. a* — (*-+- c)a' — (*'— i bc)a^-h{b' — b'c — bc*)a — b'c -{- b'c^= 0.
Le dernier terme, — è'c-f- 6'c', revient à è*c( — b-hc); ce qui donne pour les diviseurs simples
On ne doit d'ailleurs essayer que ces diviseurs, puisque le polynôme est homogène; car b' ou bc, par exemple, mis à la place de a dans l'équation, donnerait b' ou b*c*, quantité d'un degré supérieur à toutes les autres, et qui, par conséquent, ne pourrait pas être détruite.
En faisant successivement a:=^b, — b, c, — c, on reconnaît que b seul vérifie l'équation. Ainsi déjà (a — b) est un des diviseurs cherchés.
Il reste maintenant à appliquer la méthode du n° 32U aux deux facteurs — b-h c, -h b — <;.
-^ P — bc--
— ib^c — bc^
— b-' — bc
+-ib
Considérons d'abord le facteur ( — b -+- c). Après avoir divisé le dernier
terme par ce facteur, ce qui donne -r-i'c pour quotient, on ajoute à ce quotient le coefficient de a', et l'on obtient pour somme b* — bc'*.
Divisant b^ — ^c' par — é -+- c, on a pour nouveau quotient — é' — bc, qui, ajouté au coefficient de a', donne pour somme
— a è' -+- 2 bc.
Divisant — 2^'-(- nbc par — b -^ c, on obtient -f- ib, quotient qui, ajoute au coefficient a', donne pour somme
Divisant enfin -^- b — c par — b-r-c, on trouve pour quotient — 1. Donc — b -^- c est racine.
En appliquant la méthode au second diviseur (ô — e), on obtient pour la première somme 6' — nb^c — ^c', quantité qui n'est pas divisible par b — c. Ainsi b — c doit être rejeté.
11 résulte de là que les seuls diviseurs entiers, et du premier degré, du polynôme proposé sont (a — b) eX {a -ir b — c). Divisant ce polynôme par le produit (a — b){a-^b — c) ou a'— ac — b''-^ bc, on a pour quotient
a- — ba -i- bc.
Ainsi le polynôme proposé revient à
{a -b){a-hb — c){a^— ba-^bc).
TROISIÈME EXEMPLE
(1) 2a*-+-C*-4-3c)a»— (7^-'— 2^c— c')a'— 2(è'-+-3^'c)a-|-6**-/|3'c — 2éV=o
Le dernier terme revient à 2è'(3i' — ibc — c'); or il est aisé de reconnaître que l'hypothèse b = c rend nul le facteur entre parenthèses; donc ce dernier terme est divisible par b — c, et l'on trouve
6**_46»c — 2é'c'= 'xb\b — c){Zb-hc).
En appliquant la méthode à chacun des diviseurs simples
b, b — c, 3 6 -(- c, — 3 3 — c, — b -r c, — b, ou
2*, 2(* — c), 2(3*-f-c), — 2(;3*-t-c), _2(*— c), —lb,
on reconnaît que (3 — c) seul satisfait à toutes les conditions. Ainsi l'on a a z=b — c, d'où a — b -t- c =^ 0. Divisant le polynôme proposé par a — b -+- c, on obtient pour quotient (a) 2a'-H(3*-l-c)a'- 4i'a — 6*'— 2è*«î.
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a' Posons, dans ce nouveau polynôme, « = — ; il vient
Or le dernier terme revient à
ce qui donne pour les diviseurs simples, abstraction faite du facteur 8,
h, ob-\-c, — b, — Zb — c.
L'application de la méthode aux deux diviseurs Zb -i- c, — 3 b — c fait reconnaître que — (3^-f- c) est racine de l'équation (3), et, par conséquent, que
(3b-i-c) a= est racine de 1 équation (2). Donc (2 « -f- 3è -f- e) est diviseur du premier membre de cette équation (2). En effectuant la division, on obtient pour quotient
Donc, enfin, le polynôme proposé peut se mettre sous la forme
18. Ces exemples suffisent pour mettre au fait de la recherche des facteurs du premier degré d'un polynôme rationnel et entier. Quant aux diviseurs du second degré ou de degré supérieur, il faudrait employer une méthode analogue à celle qui a été établie au n° 325.
Au reste il arrive souvent, dans les applications particulières, que quelquesunes des lettres qui entrent dans les .polynômes n'y sont élevées qu'à la seconde puissance; et, dans ce cas, la détermination des facteurs ne dépend que de la résolution d'une équation du second degré.
Reprenons l'exem.ple traité n° 16, et observons que la lettre c n'entre qu'à la seconde puissance dans le polynôme.
En l'ordonnant par rapport à cette lettre, on obtient
{b^ — ab)c* - {P -h ab' — 2 a^ b^ a')c -^ ab' — a' b' — a'b-^a*=o;
et il suffirait de résoudre cette équation par rapport à c, puis d'efTectuer toutes les opérations et simplifications auxquelles on serait conduit; mais, avant tout, il convient de s'assurer s'il n'existerait pas un diviseur commun à tous les coefficients.
Or le coefficient 5' — ab revient à b{b — a), et il est aisé de reconnaître que l'hyi)0thèse b — a = o, ou è = a, anéantit les deux autres coefficients; donc {b — a) est diviseur commun. En supprimant ce facteur dans le polynôme, on trouve pour quotient
bc* — {b'-+- lab — a')c -I- aè' — a' = o;
d'uù l'on déduit immédiatement
. ab — a- ,' a' — ah'
OU, réduisant sous le radical au dénominateur \b*, développant les calculs et extrayant la racine carrée,
b* -4- 7ab — a^±( P-^- a^)
Donc
ib'-^ lab , ,, . ,
=2 b -i- a; uou c — b — a = 0;
t d'où cb — ab ~r- a' = 0.
ib iab — 2 a' ab
lb b
Ainsi les diviseurs du polynôme proposé sont
b — a, c — b — a, cb — ab -^ a},
OU
a — b, a -t- b — c, a' — ab -i- bc,
comme on l'avait déjà reconnu au n° 16.
Le troisième exemple (17) peut être traité de la même manière; car la lettrée n'entre également dans le polynôme qu'à la seconde puissance. On serait conduit à supprimer d'abord le facteur (a' — 2b-), commun à tous les coeflîcients.
19. Nous terminerons par un exemple assez remarquable qu'on rencontre dans la Géométrie analytique.
Soit l'équation
(^«_^ar'— car)' — (a'— c')^'— a'(a: — c)'.= o. '
Comme, après le développement du premier membre, les deux lettres a et c n'y entrent qu'à la seconde puissance, on peut ordonner indifféremment par rapport à l'une ou à l'autce.
Ordonnons, par exemple, suivant la lettre c; il vient
(y _(_ X»— a')c'— 2 j:(j>'-t- x' — rt')c -f-;-*-f-(2x»— a»)^' -i- a:* — a'x' =: o,
équation que l'on peut résoudre par rapport à c. Mais vérifions auparavant giy«_f-x* — a', qui est facteur commun aux deux premiers coefficients, ne diviserait pas également le coefficient de c'. Or, en essayant la division, on trouve, pour quotient exact, ^''-t- -r'.
Donc l'équation peut se mettre sous la forme
(j^-t-x' — a')(<^' — 2cx-\-y--+- x*) — o,
ou bien
(j-'-i- x' — a*)[y-^{x — cy] = o;
c'est-à-dire que le premier membre est décomposable dans le produit de deux
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facteurs rationnels du second degré, que l'on doit d'ailleurs regarder comme des facteurs premiers.
Si l'on ordonnait le polynôme par rapport h la lettre x, on ne pourrait appliquer la méthode du n° 9, puisqu'elle ne donne que les facteurs rationnels du premier degré, et que, par le fait, le polynôme n'est décomposable qu'en des {àcieuvs, premiers du second degré; mais, en ordonnant par rapport à r, on obtiendrait une équation du quatrième degré, résoluble à la manière de celles du second.
N. B. — On arrive à l'équation que nous venons de traiter en recherchant le lieu géométrique des pieds des perpendiculaires abaissées du foyer dUine ellipse sur la tangente considérée dans toutes ses positions.
20. Enfin la décomposition d'un polynôme en facteurs rationnels peut être fort utile dans l'élimination; car on a vu (365) que, quand on est parvenu à décomposer les premiers membres des deux équations en leurs facteurs simples, la détermination des systèmes de valeurs propres à vérifier ces équations se réduit à celle des systèmes qui correspondent aux combinaisons deux à deux de ces facteurs égalés à zéro.
Alo-. n. 35
COMPLÉMENT DE LA THÉORIE DES ÉQUATIONS
Ce Chapitre cl le suivant ont pour objet des théories moins indispensables, à la vérité, que les théories exposées dans les Chapitres précédents, mais elles doivent néanmoins servir à compléter l'ensemble des principes de l'Analyse algébrique. Le neuvième peut être regardé comme le complément de la théorie des suites.
§ I". — Recherche des racines imaginaires,
38S. Observations préliminaires. — Nous avons donné, dans le Chapitre VIII, des méthodes pour déterminer les racines réelles, commensurables ou incommensurables, d'une équation numérique. Nous allons maintenant nous occuper de la recherche des racines imaginaires. Au premier abord, cette recherche peut paraître superflue; car ces racines, étant des symboles purement algébriques, ne sauraient résoudre la question dont l'équation est la traduction algébrique. Cependant, comme nous l'avons déjà dit, l'emploi de ces expressions dans la haute analyse est d'un usage très-fréquent, et conduit quelquefois à des résultats d'une grande importance : c'est pourquoi nous tâcherons de donner une idée du travail des plus célèbres géomètres sur cette partie.
Remarquons d'abord que, quand une équation a des racines réelles incommensurables et des racines imaginaires, on ne peut, comme pour les racines commensurables, la débarrasser d'abord de ses racines incommensurables; car les méthodes ne donnent celles-ci que par approximation; et si l'on divisait l'équation par les facteurs du premier degré correspondants, on obtiendrait pour quotient un polynôme dont les coefficients ne seraient que des nombres approchés. Le calcul des racines de l'équation résultante n'offrirait donc plus alors aucune certitude.
Ainsi nous supposerons, dans tout ce qui va suivre, que les équations proposées renferment à la fois et des racines incommensurables et des racines imaginaires, à moins que toutes leurs racines ne soient imaginaires.
Nous avons déjà reconnu (313) qu'une équation dont les coefficients sont réels ne peut avoir de racines imaginaires qu'en nombre pair. Or les analystes sont parvenus à un résultat plus positif encore, qui consiste
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en ce que, les racines imnginaifes de tonte équation a coefficients réels sont toutes de la forme de celles du second degré , c' est-a-dire de la forme a±b \J ~i , a et b désignant des quantités réelles, commensurahles ou incommensurables ; proposition déjà vérifiée pour les équations à deux termes.
386. Avant de passer à la démonstration du cas général, nous ferons voir que, si une équation dont les coefficients sont réels a une racine de la forme a -^ b y/ — i , elle en a nécessairement une autre de In forme a — b \/ — I , a et b étant les mêmes dans ces deux expressions.
Pour démontrer ce lenime, considérons l'équation
x'"-^?x""' -^ Qx"'-^ -i- . . .-h Tj:-+-U = o,
P, Q,. . ., T, U étant des quantités réelles quelconques, et supposons que cette équation soit satisfaite par une expression telle que a -h b /— i ; on aura l'égalité vérifiée
(^ -r- /; V-^)'"^ Via-^b v/~)'"~' -f-. . . + T (a -+- è /^i) -i- U = o. Développant les calculs et se rappelant que les diverso. ..' -"/"^° de
— I sont alternativement (170)
on obtiendra une expression composée de deux parties bien distinctes, savoir : une partie réelle, provenant de toutes les puissances de degré pair ([q b \/—i , combinées avec les puissances a"', «'^% a"'-\... de a, et les coefficients P, Q, R,. . .; puis une partie imaginaire provenant de toutes les puissances de degré impair de b \/ — i , combinées avec les puissances a"'"', o"'"', ... de <7, et les coefficients P, Q, R, . . . .
Désignant donc ces deux parties par M et N v^— i , l'égalité ci-dessus se réduira à Mh-Nv/— i = o, équation qui ne peut évidemment subsister qu'autant que l'on a séparément
M = o et N = o.
Actuellement, si, dans le premier membre de la proposée, au lieu de a -\- b \l —\ , on substitue a — b \/ —i , ce qui donne
[n-b yf^xY -^V[a-b \f^\ )'""' + ... -4- T (a - 6 sf^x) -+- U,
il est facile de voir que le résultat de ce développement ne différera du précédent qu'en ce que tous les termes affectés des puisscmces impaires
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de b\/—i auront changé de signe, car (— Zfv^— i)^"eàtégal à (-4- Z* \/— ^)'" "• mais (— i/^)'""^' est égal à — (^v^— i)'""^' (1o9); donc ce résultat sera nécessairement M — Ny/— i , M et N désignant ici les mômes quantités que dans le résultat du premier développeinent. Or on a vu tout à l'heure que l'on doit avoir séparément M = o et N = o ; ainsi l'égalité M — N \/— I = o est elle-même satisfaite ; par conséquent, si a -\-b y/— i eut une racine de la proposée, a — b \/ — i est nécessairement une autre racine.
Passons maintenant à la démonstration du théorème sur la forme des racines imaginaires.
387. Cette proposition est évidemment une conséquence du théorème dont voici l'énoncé, théorème que l'on peut regarder comme un des plus beaux de l'Analyse, et que l'on doit à l'illustre Laplace :
Toute équation de degré pair, dont les coefficients sont réels, est décomposable en facteurs réels du second degré , c'est-à-dire en facteurs de la îovTCiç X- -\- p X -f- q^ x-^ p'x -f- «y', . . ., dans lesquels;;, 7, p\ q\... désignent des quantités réelles quelconques ; car, ceci étant admis, les facteurs x'-i- px -(- y, a:--i- p'x -i- q',. . ., égalés à zéro, donnent lieu à des racines qui, si elles sont imaginaires, ne peuvent être que de la forme a ± b v^— I , et réciproquement.
Tâchons donc de démontrer ce dernier théorème.
Soit une équation X = o de degré pair m , à coefficients réels. Appelons a, b, c,. . . ses différentes racines; les facteurs du second degré correspondants seront
x'' — [a -^ b) X -h ab, x^ — [a -h c) x -r- ac , x^ — {b -+- c)x -i- bc,
Cela posé, nous allons d'abord faire voir que l'un de ces facteurs au moins a ses coefficients réels.
En effet , supposons, en premier lieu, que m soit une seule fois divisible par 2, c'est-à-dire que l'on ait m = -in, n étant un nombre impair.
On peut toujours (299) former une équation en - dont les racines soient des combinaisons de la forme
a -h b -h />ab, a -f- c h- Âac, b -h c -i- /,bc, . . . ,
/■ étant un nombre entier tout à fait arbitraire. Concevons cette équation formée, et désignons-la par Z = o; son degré est égal au nombre des
combinaisons, deux à deux, des racines a, b, c,..., c'est-à-dire à m — ^^
ou n{m — i) ; or n est, par hj^pothèse, impair, et il en est de même de
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[m — i); donc l'équation Z = o est de degré impair : ainsi (312) cette équation a au moins une racine réelle, et cette racine est la valeur de
l'une des combinaisons « -+- 6 -+- kab, « -i- c -i- hac,
Maintenant attribuons à /- une seconde, une troisième, etc. valeur; nous formerons ainsi autant d'équations Z'= o, Z" = o, . . ., qui auront chacune au moins une racine réelle. Il pourra d'abord se faire que la racine réelle de chacune de ces équations appartienne à une combinaison composée de deux lettres différentes de celles qui entrent dans les combinaisons précédentes; mais, comme le nombre de ces combinaisons est
limité et égal à m , qu'on peut désigner par p, il est clair que, après
avoir attribué à /■, [p-^i] valeurs, et formé (/;-i-i) équations Z = o, Z'= G, Z"= o, . . ., deux de ces équations seront telles, que la racine réelle de chacune appartiendra à une combinaison composée des deux mêmes lettres; ainsi l'on peut supposer, par exemple, que l'on ait trouvé, en désignant par a et par a' ces deux racines réelles,
o -- b -i- hab = a, a -^ b -r- h' ah = x'.
De ces deux équations on déduit par l'élimination
I ° ab —
Ces valeurs sont nécessairement des quantités réelles et finies ; donc il est démontré que 1';//? au moins des j acteurs x^ — [a -^b)x -A- ab de la proposée a ses coefficients révh.
Soit, en second lieu, m = -i} n\ n' étant impair. Formons encore une équation Z = o, dont les racines soient des combinaisons de la forme
a ^ b -{- kab ; cette équation sera du degré m — ; — ou 7.n'[/>i — i). Or n'
et [m — i) étant des nombres impairs , ce degré sera pair et une seule fois divisible par 2 ; donc, en vertu de ce qui vient d'être dit, l'équation Z = o aura au moins un facteur du second degré à coefficients réels. Ce facteur, égalé à zéro, donnera lieu à deux valeurs de z de la forme a ± 6 y/^ (o pouvant être zéro, ce qui arriverait si les deux valeurs de z étaient réelles). Considérons seulement la première racine, et supposons qu'elle appartienne à la combinaison « + è -t- kab.
D'après les raisonnements précédents, rien n'empêche de supposer encore qu'une autre équation Z'= o, formée de la môme manière, ait une racine de la forme x'-h 6' v^~ , appartenant à la combinaison n-^ b + k'ab,
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composée des deux mêmes lettres ; en sorte que l'on ait à la fois
a -h b ■+- kab = a + S \^ — i , a -h b -^ />' ab = a.' -^ ^>' \/—i ; d'où l'on déduit
ab = y-j, , a-^b= j—j,
Ces expressions sont de la forme
r-H.yV^-^ et r'-\- s' \/—i .
Ainsi la proposée a au moins un facteur du second degré, tel que
a:-— {r'-h s' \/—i) X -] r -h s \f^— i ; et si l'on égale ce facteur à zéro, on obtient
La quantité sous le radical, étant développée, donne un résultat de la
forme /•"-+- s" \/—i ; mais l'expression \r"-h s" y/— i se réduit elle-même (421) à une autre de la forme r"'-\- s'" \/—i ; d'où l'on peut conclure que la première des deux valeurs de a- ci -dessus est aussi de la forme p -^ q \/—i ; et, d'après le lemnw démontré au n° 386, il faut qu'elle en ait une autre telle que p — q \J— i .
Or, si l'on multiplie entre eux les deux facteurs x — [p -^ q v/— •) et X — [p — q y/— I ), on obtient pour produit
{x — pY -h q^ ou X^— ipx -^ p--i- q^,
polynôme du second degré en .r, dont les coefScients sont réels. Ainsi il est encore démontré que, dans le cas de m ~ o?n\ l'équation a au moins un facteur réel du second degré.
Soit, en troisième lieu, m = 2^«", n" étant impair; on peut former une équation Z = o analogue aux précédentes, dont le degré
m ou a « {/« — i)
sera deux fois divisible par 2, et qui, en vertu de ce qui vient d'être dit, aura au moins un facteur réel du second degré , d'où, en répétant les mômes raisonnements que dans la seconde partie de la démonstration,
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on pourra conclure que la proposée elle-même a au moins un facteur réel du second degré.
Même raisonnement dans l'hypothèse où l'on aurait
Donc, enfin, toute équation de degré pair quelconque dont les coefficients sont réels a au moins un facteur réel du second degré.
Conséquence. — Il est facile de déduire de là que toute équation de degré pair est décomposable dans le produit d'autant de facteurs réels
du second degré qu'il y a d'unités dans — ou dans la moitié de son
degré.
En effet, puisqu'une équation de degré pair a au moins un facteur réel du second degré, on peut diviser son premier membre par ce facteur ; il en résultera une nouvelle équation de degré pair, à coefficients réels, qui aura encore au moins un facteur réel du second degré, par lequel on pourra diviser le premier membre de cette seconde équation ; et ainsi de suite. Donc le premier membre de la proposée pourra être regardé comme le produit d'autant de facteurs réels du second degré qu'il y a d'unités dans la moitié de son degré.
Si l'équation était de degré impair, comme, en vertu du théorème du n° 312, elle aurait au moins une racine réelle, on pourrait l'en débarrasser ; et l'équation résultante serait décomposable en facteurs réels du second degré.
D'où l'on peut conclure, en dernière analyse, le théorème énoncé (385) ; savoir, que les /-acines imaginaires d'une équation vont par coup/es, et sont toutes de la forme a ± b \/ — i.
388. Détermination des racines imaginaires des équations. La forme des racines imaginaires d'une équation étant connue, nous pouvons procéder à leur recherche.
Soit
x'"-+-Vx"'-'-i-Qj:"'-^'^...~^Tx-h'{J ^o
une équation renfermant des racines réelles incommensurables et des racines imaginaires.
Désignons par p-hq\/—i l'une de ces dernières; il vient, par la substitution de ce binôme dans la proposée,
{p ■+- q [/' — lY' -i- ? [p-\-q\/—l)'"~^-h...-^T(p-^ Ç/—^) H-U = G.
Or, si l'on développe les calculs et qu'on appelle M l'en-emble des termes
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réels, N y/— i l'ensemble des termes imaginaires, l'égalité ci-dessus revient à M -f- Ny/— I — o, équation qui ne peut exister à moins que l'on n'ait séparément
M — o et N = o.
Observons actuellement que ces équations renferment les deux indéterminées p et <7, combinées avec les coefficients de la proposée. Si donc on cherche tous les systèmes de valeurs de p et de 17, en nombres réels commensurables ou incommensurables, propres à vérifier ces deux équations, et qiûon les substitue dans Vexpression p -\- q \! — i , on obtiendra ainsi successivement toutes les racines imaginaires de la proposée.
Telle est la méthode générale pour découvrir les racines imaginaires. Nous ferons toutefois quelques remarques qui peuvent faciliter cette recherche, et qui sont d'ailleurs assez importantes en elles-mêmes.
389. Supposons que, pour obtenir les racines réelles incommensurables d'une équation X = o, on ait été obligé (341 ) de former l'équation aux carrés des différences Z = o, et voyons le parti qu'on en peut tirer pour les racines imaginaires.
Résignons par a, b, c,... les racines réelles de X = o, et par
p — g\/-i, p'^qW—'^'---
les racines imaginaires; prenons d'ailleurs successivement les différences entre toutes ces racines considérées deux à deux. On en obtient de quatre espèces, savoir :
1° Les différences entre deux racines réelles, telles que a — b^ a — c, b — c,. . .;
2° Les différences entre deux racines imaginaires conjuguées,
P^q\/-l—{p—qV'-i) = 'i'q/^, aryV^, 27" y/- i ,. . . ;
3° Les différences entre une racine réelle et une racine imaginaire a — p — qsJ—^1 a—p-\-q\/—i, b — p — q' \J—\,. . . .
4° Enfin les différences entre deux racines imaginaires non conjuguées
p — p'-^ [q — q') s/~\,p — p' — [q — q')\/—i ■ • •■ Or, pour peu qu'on jette les yeux sur ces différences , on reconnaît que les carrés des premières ;ont des nombres essentiellement positifs; les carrés des secondes différences sont — 47', — 4</",. . ., c'est-à-dire de.3 quantités réelles, mais essentiellement négatives. Quant aux carrés des deux autres espèces, ce sont généralement des expressions imaginaires.
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Ainsi, en supposant déjà formée léqualion Z = o, les racines réelles et négatives de cette équation sont, en général, les carrés des différences entre deux racines imaginaires conjuguées.
Appelons donc — a, — S, — 7, . . . ces racines, rjue Von peut obtenir, soit par la méthode des racines commensurablcs, soit par la méthode des racines incommensurables ; on a
f/'oii Von déduit
<7 = ± - v/a, 9 = ± - v/o, ,y = tir - v/y, . . .,
Connaissant les valeurs de cj^ q\ <f . . . . , on obtiendra celles de p, //,
o", en substituant ±-\/ol, d: - y/o, . . . à la place de </ dans les
équations M = o, N = o, que l'on a établies dans le numéro précédent, et qui acquerront, pour chaque substitution, un commun diviseur en p, lequel, égalé à zéro, donnera les valeurs de p, p', p",. . . .
A la vérité, ce moyen est en défaut lorsque lune des racines réelles de la proposée est identique avec la partie réelle p, p',- ■ • de l'une de ces racines imaginaires ; car, dans le cas àe a = p, par eicemple, les deux différences a — p — q )J — I, a — p -^ q yj — \ se réduisent à — 7 \J— i et q \J — I , dont les carrés sont égaux à — 7^ Il est encore en défaut lorsque les parties réelles des deux racines imaginaires non conjuguées sont identiques; car, par exemple, p = p' réduit les différences
(7-'7')V^^ et -(ry-7')\/-i,
dont les carrés sont égaux à — [q — q')'-
D'où l'on voit que l'équation Z = o peut quelquefois avoir des racines négatives qui ne représentent pas les valeurs de — 47% — 47'', ... ; mais il est toujours possible de reconnaître si une racine négative telle que — a'
est une valeur convenable, à ce que, si l'on substitue - y/a' dans M et N,
il faut et il suffit que les deux polynômes en p, résultant de cette substitution aient un diviseur commun; toute valeur qui ne satisfera pas à cette condition devra être rejetée comme provenant de l'une des circonstances dont nous venons de parler.
Nous observerons encore que, dans ces mêmes circonstances, l'équa-
lion Z = o devrait avoir des racines égales, puisque, comme nous l'avons reconnu plus hiut, dans Ihypothèse de rt — /?, deux carrés au moins se rédiiisent à — </% et dans Ihypolhèse ûq p — p', deux carrés au moins se réduisent à — [q — q'Y. Ainsi l'on pourrait, par la méthode des racines égales, débarrasser l'équation Z = o des valeurs différentes de — 47',
Quoi qu'il en soit, on conçoit combien la méthode pour découvrir les racines imaginaires d'une équation doit être pénible et laborieuse toutes les fois que l'équation est d'un degré supérieur au troisième.
§ II- — RÉS0LUTI0>( DES ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE DEGRÉ SUPÉRIEUR AU SECOND.
Nous avons maintenant une tâche importante à remplir, c'est de faire connaître les travaux des analystes sur le fameux problème de la résolution des équations générales de tous les degrés. Ce problème, qui a longtemps occupé les mathématiciens les plus célèbres, a pour but, étant donnée une équation générale et complète, d'obtenir les expressions de ses racines au moyen cVuti nombre limité d'opérations algébriques effectuées sur les coefficients. Jusqu'à présent la question n'a été résolue que pour les quatre premiers degrés, et l'on doute si jamais on pourra parvenir à une résolution complète pour tous les degrés.
Quoi qu'il en soit, nous commencerons par exposer la plus simple de toutes les méthodes connues pour résoudre les équations du troisième et du quatrième degré; ensuite nous ferons connaître d'autres méthodes susceptibles de s'appliquer avec plus de succès aux équations d'un degré supérieur.
Equation du troisième degré.
390. D'abord on peut supposer (260) l'équation privée de son second terme et ramenée à la forme
(i) x^ -^ px ^ q = o.
Faisons, dans cette équation,
c'est-à-dire supposons a: égal à la somme de deux autres inconnues (cette forme que nous donnons à la valeur de x peut être motivée sur ce que, dans léquation générale du second degré, la valeur de x se compose aussi de deux parties distinctes).
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On obtient, en élevant l'équation (2) au cube,
âr^ = jy^ -f- Sj^z -f- 3rz^ -+ z^ ~ y- -+- z^ -i- 3 J2 ( j -f- s) ,
OU bien
a^ = y^ -\- z^ -\- 3fz x,
et transposant
x^ — 3rzx — y^ — z^ = o.
Pour que cette équation s'accorde avec l'équation (1), il faut et il suffit
que l'on ait
p = -3fz, q=—y^—z\
d'où
Dès que ces deux conditions seront satisfaites, les valeurs de r et de 2 seront telles, que leur somme exprimera la valeur de x, propre à vérifier l'équation (i). Tâchons donc de déterminer 7 et z d'après ces deux conditions.
L'équation (3), élevée au cube, donne
mais on a déjà
jî-f-. z' = — 7;
donc (H4) les quantités j' et z' sont liées entre elles par l'équation du second degré
dont le second terme a pour coefficient la somme donnée — q, prise en signe contraire, et le dernier terme est égal au produit aussi donné
Cette équation est appelée ia réduite de l'équation du troisième degré, parce que c'est de sa résolution que dépend celle de la proposée. L'équation (5) donnant
il vient
d'où, à cause de la relation x = j-i-z,
expression qui renferme implicitement les trois racines.
En effet, désignons par m et « ce que deviennent respectivement les deux radicaux cubiques quand on y remplace p et g par les valeurs correspondant à l'équation (i); puis observons :
1° Que les équations 7^ = /«•', z'= n^ donnent (373)
y z= ni, y = ani, y = a'w, et z ^= n., z=: a«, 2 = a'/z
(i, a, a^ étant les trois racines cubiques de l'unité); 2° Que le produit des deux valeurs de j et de z, dont la somme exprime
la valeur de x, doit être égal à — ^-, d'après la relation (3).
Il en résulte évidemment qu'on obtiendra toutes les racines de l'équation (1) en combinant deiu: à deux les six valeurs ci-dessus de r et de z, et ne prenant toutefois que les combinaisons qui donnent un produit égal
Or on a, en premier lieu,
donc X = m -^ n forme la première racine. En second lieu,
y. m x a.'n = v.^ mn = mn = — ^;
donc X — oi.m -+- a.'^n donne une seconde racine. Enfin
a m X y.n = x^ nm = — ^ ;
donc X = y? m -i-un exprime une troisième racine.
Aucune des autres combinaisons ne remplit (comme on peut s'en assurer aisément) la condition que le produit soit égal k — -, ainsi elles
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doivent être rejetées, et l'on a, pour les trois racines de la proposée, X = m -h n, X = a.m -f- a'«, x = :/? m -h a/z.
N. B. — On parvient encore aux deux dernières valeurs de x en divisant le premier membre de l'équation (i) par x — m — n ; mais auparavant il est nécessaire de modifier la forme de ce premier membre. Comme on a, en vertu des équations (3), (4) et des deux équations j= «?, z = «,
/7?rt = — ^5 W^-+-/2^ = — 7,
il en résulte
/:> = — 3 nui, 7 = — '»' — «' ;
d'où, substituant ces valeurs de p et de 7 dans le premier membre de la
proposée,
x^ — 3 tnnx — m^ — /z',
expression qui, divisée par x — m — «, donne
DISCUSSION
Les quantités m et « renfermant dans leurs expressions le radical
. 'È -(- -^' , on conçoit que la réalité où V imaginante des trois racines V 4 '-i?
7' »^ dépend principalement du signe de la quantité -^ -^ —' On est donc
conduit à faire les hypothèses suivantes i
4 27-^ ' 4 27 ' 4 27 Examinons successivement ces trois hypothèses { * ) .
Dans ce cas, comme les deux racines de la réduite (5) sont réelles et inégales, il s'ensuit que les quantités m et n sont aussi réelles et essentiellement différentes l'une de l'autre.
Ainsi la première valeur x=m -t- n^ oxn
est réelle.
Les deux autres
ÎL
sont imaginaires; car elles renferment v/— 3, et, d'après l'hypothèse, m — n est léel et différent de zéro.
Quant au signe de la racine réelle, le principe établi (312) sur les équations de degré impair prouve que cette racine est positive si q est négatif, et négative si q est positif; ce dont il est d'ailleurs facile de se rendre compte par la discussion de la première valeur de x ci-dessus,
Dans ce nouveau cas, les racines de la réduite se réduisant l'une et l'autre
à — -) les valeurs de m et de n sont réelles et égales chacune à v / — i ce qui donne, pour la première valeur de x,
(*) Les conditions de réalité ou d'imaginarité des racines de l'équation du troisième degré ont été déjà discutées, indépendamiuent de sa résolution, au moyen du théorème de M. Sturm. {Foir le n° 355.)
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Pour les deux autres, comme on a
en résulte
m — /i- = o, et = rii
Ainsi ces valeurs sont égales et se réduisent chacune à
c'est-à-dire que leurs valeurs numériques sont chacune moitié de la première.
Donc, en supposant le dernier terme q positif, l'équation (i) a une racine réelle négative — i iV- et deux racines positives égales \/ ~-
Le contraire a lieu quand le dernier terme est négatif; c'est-à-dire qu'elle a une seule racine positive et deux racines négatives égales.
o. Cas irréductible
Cette condition, qui exige nécessairement que p soit négatif, donne pour la réduite deux racines imaginaires ; et la première valeur de x se présente sous la forme
X = m-{- n = vM -1- N \/—i ■+- VM — N \/^-i.
D'après cela il semble au premier abord que cette valeur de x doive être imaginaire aussi bien que les deux autres, qui renferment déjà dans leur expression le symbole v' — i. L'équation (i) aurait donc ses trois racines imaginaires, ce qui serait en contradiction avec le premier théorème du n° 312.
Mais on peut démontrer que, dans les expressions des trois racines, les imaginaires s'entre-détruisent, et que les trois racines sont réelles.
En effet, si, en admettant (174) l'exactitude de la formule du binôme dans le cas de l'exposant fractionnaire, on pose
m = - dans {a -+- h^ — x)'" (380),
on trouve
VM-t-Ny/-! =P + Qv/-i, Î/M - N \/=^ = P - Q v/~,
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ce qui donne
m -h n = y/M -f- N /— ï -t- V M — N y/— i = aP ; ainsi la première valeur de x est réelle et se réduit à
Quant aux deux autres, comme on a
m -\- n = 2?, m — n — 2Q \l — 3, on en obtient, substituant dans l'expression
x = _Pd=0/:il"\/^^ = -PqzQv/3 (170).
Ainsi les trois valeurs de x sont réelles.
Le dernier cas que nous venons d'examiner, et sur lequel les analystes se sont beaucoup exercés, porte le nom de cas irréductible, parce que, malgré la réalité bien prouvée des trois racines, les formules obtenues précédemment ne peuvent être d'aucune utilité pour leur détermination. En effet on vient de voir que l'on ne saurait débarrasser ces formules des imaginaires qu'elles renferment qu'en réduisant la première valeur de X en une suite inflnie, rarement convergente; et il est impossible, lors même que la série est convergente, d'obtenir les expressions exactes des trois racines. On est donc forcé, dans ce cas, d'avoir recours, pour les applications, aux méthodes de la résolution des équations numériques.
Equation du quatrième degré.
Soit
(1) x'' -^ px^^ qx -\- r =^ o
l'équation à résoudre. (Nous supposerons encore l'équation privée de second terme.)
En se laissant conduire par l'analogie, on peut être tenté de faire X — y -\- z^ c'est-à-dire x égal à la somme de deux autres inconnues. C'est en effet la marche que Lagrange a suivie, en employant ensuite plusieurs artifices d'analyse pour tirer parti de sa méthode. Mais les calculs qui se rattachent à cette méthode sont très-compliqués, et l'on parvient beaucoup plus promptement aux expressions de l'inconnue par l'introduction de trois indéterminées.
Soit donc fait, dans l'équation
(2) X = r -\- z -^ ii\
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il vient, par rélévation au carré,
^2 _ ^3 _^ s" -H H' -}- 2 (^Z -f- y H -i- ZIl),
ou
X-— (/'+ z^-h- ir) = 'i-[yz -\- ru -+- zti
carrant de nouveau les deux membres de cette dernière équation, on obtient
ou, remplaçant y -^ z-^ u par or, et transposant
r' — 2(j-H- Z-+ iû)x^ — Sjzux -t-{y'-i- z--~ u^Y
Or, pour que cette équation s'accorde avec la proposée, ii faut et il suffit que l'on ait :
d'où
d'où
(4) ^-V + ;=«=-f-zv.= =^^l^j
d'où
Telles sont les équations de condition qui peuvent servir à déterminer les valeurs/, z, a, dont la somme formera d'ailleurs la valeur de x. Or l'équation (5), élevée au carré, donne
D'où l'on voit que les carrés j', z^, u^ sont tels, que leur somme est égale
à un nombre donné, — — > la somme de leurs produits deux à deux égale
Mff.B. 36
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à un autre nombre donné ^ ~. ■> et enfin le produit de ces trois carrés, ib
dgalàfl-
Donc, en vertu des relations qui existent (242) entre les coefficients et les racines de l'équation du troisième degré, la détermination des carrés y", a\ z' ne dépend plus que de la résolution de l'équation du troisième degré
t^^Lt^^'- — Ji-t — j-=o.
a ib b4
Si, pour faire évanouir les dénominateurs, on pose < = 7 ' '' vient
(6) s^-^ips'^-^[p^— ^r]s — q"^ =0.
Telle est la réduite de l'équation du quatrième degré.
Désignons par s\ s", s'" les trois racines de l'équation (6), que l'on sai maintenant résoudre ; il en résulte
et, comme on a d'ailleurs a: —y-^ z-h u, il faut combiner ces valeurs par addition, ce qui donnera en apparence huit valeurs différentes. Mais si l'on observe que l'on a, pour une des équations de condition,
on ne doit tenir compte que des combinaisons telles que le produit des trois valeurs de j-, z et u soit positif si q est négatif, et tjégatif si q est positif.
D'après cela, le nombre de solutions est évidemment réduit à quatre, savoir :
1° Lorsque q est négatif, auquel cas la proposée est
.r' -i- px' — qx -)-/• = o,
= H \f>>' -i Js" H 1/^1
Dans ce cas les trois radicaux doivent être positifs, ou Xun positif et les deux autres négatifs.
2° Lorsque q est positif, ou que la proposée est
x'' -^px^-\- qx -+-;•= o,
(//•o/.f radicaux négatifs, ou un négatif et deux positifs).
Pour obtenir les quatre racines en fonction immédiate des coefficients de la proposée, il faudrait remplacer s\ s\ s'" par leurs valeurs tirées de la réduite; mais les formules que l'on obtiendrait seraient, comme on peut en juger, extrêmement compliquées.
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39o. La réalité ou l'imaginarité des racines de la proposée dépend essentiellement de la nature des racines de la réduite; ainsi l'on est conduit à établir les hypothèses suivantes :
1° La réduite peut avoir ses trois racines réelles. — Mais alors, comme son dernier terme - q" est essentiellement négatif, il s'ensuit que ces trois racines sont positives, ou bien que l'une est positive et les deux autres négatives (31S).
Si les trois racines de la réduite sont positives, les quatre racines de la proposée sont nécessairement réelles.
Si l'une d'elles seulement, s' par exemple, est positive, les quatre racines de la proposée sont imaginaires, à moins que l'on ne suppose les deux racines négatives, s'\ s'" delà réduite (6), égales entre elles, auquel cas les formules ( 7 ) et ( 8 ) se réduisent à
x = lsJ7'^^7', [yj7'~s/7', -I^/?, -1^/7', j. 2 2 2
ou bien
c'est-à-dire que, dans ce cas particulier, les deux premières racines sont imaginaires, et les deux autres sont réelles et égales.
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■i.° Lu réduite peut avoir une seule racine réelle. — Soit s' cette racine, qui est nécessairement positive (puisque le dernier terme — «7' est négatif) ; comme les doux autres racines s" et s'" sont imaginaires, si l'une est de la forme a -^ b \J—\, l'autre est nécessairement (38G) de la forme a — b\/^. Or on a (121)
\a -T- b y/— i = m -i- n \/'— i , \a — b \/ — i = m — n ^ — i ; d'où
Donc, quel que soit le signe de q dans la proposée, les deux premières racines sont réelles et les deux autres imaginaires; car, dans les formules (7) et (8), les expressions des deux premières racines renferment \/s" et \/s"' avec le même signe, tandis que dans les expressions des deux dernières ces deux radicaux sont affectés de signes contraires.
En récapitulant, on voit que l'équation du quatrième degré peut avoir ses quatre racines réelles à la fois ou imaginaires à In fois, ou bien avoir deux racines réelles et deux i-acines imaginaires. (Ce résultat est conforme au principe établi n° 313).
Méthode de résolution des équations du troisième ou du quatrième degré par les fonctions symétriques.
De toutes les méthodes que les analystes ont essayées pour résoudre les équations algébriques, celle qui est fondée sur la théorie des fonctions symétriques, et que l'on doit à Lagrange, est sans contredit la plus féconde et la plus élégante, quoiqu'elle entraîne dans des calculs assez longs ; mais du moins on se forme aisément une idée de la manière dont elle peut être appliquée aux équations d'un degré supérieur au quatrième.
Pour faire mieux concevoir cette méthode, nous allons d'abord l'appliquer à l'équation du second degré.
Equation du second degré.
396. Soit X- ^ px -+- q = o l'équation proposée. Appelons a el b ses deux racines; on a déjà (2i2), entre ces racines et les coefficients, les relations
a -h- b = — w, ab — a.
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Si Ton pouvait obtenir une autre équation du premier degré en a et b, on aurait, pour déterminer ces quantités, deux équations du premier degré, et la question n'offrirait plus aucune difficulté.
Désignons donc par la h- mh la fonction de <? et de ^ qui doit entrer dans la composition de cette équation inconnue; et posons
la -f- mh = z.
l, m, z étant des quantités qu'il s'agit de déterminer.
Comme Ib — ma donne, par l'échange des lettres n et h, deux combinaisons différentes, la -+- mh et Ih ~ ma, il s'ensuit (287 ) que l'équation qui donnera la valeur de z doit être du second degré et de la forme
(i) [s - [la -t- mh)] [r. - 'Jh - /;w~] ^ o ;
et puisque cette équation est du second degré, il faut du moins faire en sorte qu'elle ne soit qu'à deux termes ou de la forme z^= />, parce qu'alors une simple extraction de racine suffira pour la résoudre.
Or, pour qu'elle se réduise à cette forme, il faut et il suffit que les deux racines soient égales et de signes contraires.
Posons la condition
Ib -t- ma = — la -^ mb) ; il en résulte
Mais on ne peut avoir a -i- b = o, puisque le coefficient du second terme de la proposée est différent, de zéro ; on a donc nécessairement
/ -f- w = o, d'où / = — m.
D'ailleurs la condition précédente suffit pour remplir l'objet que l'on s'était proposé; ainsi m reste indéterminé, et l'on peut faire, pour plus de simplicité, w = i , ce qui donne / = — i .
L'équation (i) denent alors
ou, réduisant
[i) z^ — a^ — b^-\-iab^o.
Observons maintenant que la théorie des fonctions symétriques donne (292)
S^ = a -i- b = — p, Sj = — /:>S, — 27 =//— 2V> ah = q. Substituant ces valeurs de rt'— b^ et de lah dans l'équation {1). on
obtient pour cette réduite
^- — p' -\- ^q = o \ d'où z = ±1 \Jp'^ — kq.
(Si la première valeur de :; représente a — h^ la seconde exprime celle de b — a.) Combinant enBn l'équation a -h b = — p avec la relation
on en déduit
ou bien
(i — b= yjpi'— iq, -\lf-kq, b = —f^--s/p''- 4'7.
Equation du troisième degré.
Soit x^ -^ px + q = o l'équation à résoudre
Puisque le second terme manque dans cette équation, on a déjà entre <2, b, c la relation a-\-b-\-c = o\ si donc nous pouvions former deux autres équations du premier degré en a, b, c, les valeurs de ces quantités pourraient être aisément déterminées.
Désignons par la -+- mb h- ne une des fonctions qui doivent entrer dans la composition des équations qu'il s'agit d'obtenir, et posons
(i) la -\' nib -^ ne =■ z.
Comme cette fonction donne six combinaisons différentes par l'échange des lettres a, b, c les unes dans les autres, savoir
nb, et
la -+- mb -H ne,
la -'r me -f- nb ,
le -^ ma
Ib -+- ma -1- ?ic,
Ib -+- me -i- na,
le -\- mb
l'équation d'où dépendra la valeur de z doit être du sixième de^Té. Or, pour qu'une équation de ce degré puisse être résolue d'après les principes déjà établis, il faut (378) qu'elle ne renferme que les exposants 6 et 3, c'est-à-dire qu'elle soit de la forme
Tâchons donc de déterminer les relations qui existent entre les six racines de cette dernière équation, afin d'en déduire celles qui doivent exister entre les six expressions précédentes.
Désignons par «', u" les deux racines que l'on obtient immédiatement
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en posant dou
k' -f- Am -H B = o, et u = ~-±: i^ — — B •
appelons en outre i, a, a= les trois racines cubiques de i . on a
2 z = i^\ z = xu", z = y.'^u".
Ainsi, en prenant /« -f- mb -h ne = z' et la -h- me -^ nh = z" pour les deux combinaisons principales, si l'on veut exprimer que les quatre autres forment avec celles-ci une équation de la forme (2), il faut et il suffit que l'on ait les relations
*° le -^ ma -^ nb = en [la -\- mb -^- ne) ,
Ib -^ me ^ na =o?[la-^ mb -^ ne)\
^° Ib ^ ma -+- ne ^ y. [la ^ me -h nb) ,
le -f- mb -h na= y} [la -1- me -hnb).
[Il est à remarquer que l'on ne doit pas égaler indifféremment une quelconque des quatre dernières combinaisons au produit de y. ou de a' par la principale; mais il faut avoir soin que, dans la combinaison prise pour le premier membre de la relation, aucune des lettres a, b, e ne soit affectée d'un coefficient égal à celui dont elle est affectée dans le second membre; autrement on serait conduit à des relations qui impliqueraient contradiction.)
Les quatre relations précédentes peuvent être transformées ainsi :
(/— yLn]c -f-(m— y.l)a-^[n — y.m)b = 0, (/ — y^m) b-^[m — x'n)C'^[n — x'l)a = o, (/— y.n)b-^[m— yLl]a-^ {n~y.m)c =0, [l — y.^m)e-i-[m — x''n)b^[n — x^l)a = o; et ces conditions seront évidemment satisfaites si l'on a séparément
/ = xn, m — xl, n =z xm, l — x-m^ m = y? M, n = aV.
Or celles-ci se réduisent à deux essentiellement différentes, savoir
r, „ , m = xl et n = x-l.
kn effet on a
a'=i; d'oià x = ^ et x^=lt
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donc m = 'J.I revient à
m — — L d'où / = aVrt.
De même n = u}l revient à
-/, d'où l = a.n\
enfin les mêmes relations, m = olI, n = a}L divisées l'une par l'autre, donnent
— = -; d ou m = - n = arn et n — -xin. n a. a
Donc il suffit de considérer les deux relations
m ^= ccl et n = oi}i.
Comme ces relations donnent m et n en fonction de /, et que / reste indéterminé, on peut supposer, pour plus de simplicité,
/ = I , ce qui donne m = a, n = a}\
en sorte que les trois valeurs de /, w, « ne sont autre chose que les racines cubiques de l'unité.
Substituons ces valeurs dans les deux expressions
la -i- mb -h ne = z', la -f- me -+- nb = z" ; il vient
a -t- ccb -h a?c = z', n; -f- ac h- y}b = z".
On pourrait également substituer ces valeurs dans les quatre autres combinaisons, et former ensuite l'équation en z: mais observons que, vu la forme (2) qu'elle doit avoir, ses six racines sont comprises dans les deux équations
z'= 3"= [a-^o:b^u^cY, z^=z"'= [a -^ uc ^ a?b)\
OU, ce qui revient au même, dans l'équation unique
[z'— (« + ai + a=c)5][z'— («-}-ar^- a^^)'] == o.
Effectuant les calculs, et comparant les coeËBcients du produit à ceux de l'équation (2), on trouve
A = — [{a -\- u.b -^- OL^cy -t- [a -^- ac -^ a.'by], B = (a-i- y.b •+• a'c)'(a h- ac -f- a'^')^
Si l'on remonte à la composition primitive de l'équation en z. on recon-
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naît que cette équation est sjTnétrique en a, b, c\ ainsi les coefucients A et B peuvent (29S) s'exprimer au moyen des coefBcients de la proposée, et la difficulté consiste à évaluer les diverses fonctions symétriques dont A et B se composent.
Avant d'aller plus loin, rappelons-nous que, i, a, «^ étant les racines de l'équation j^— i = o, l'on a
I H- a -f- a^ = o; d'où a-t-a'=— i.
Cela posé, développons les valeurs de A et B ; il vient : 1° A= - [2T«='-^3(a + a=)Trt'Z'-+-i2a6c],
ou
A= — (aTrt'— ■àTa''b-^\-i.abc).
Or les formules des n°' 292 et suivants, appliquées à l'équation
Jt'h- px H- (jr = o,
donnent
S, = o, Sj=-PS,-2Q = -2/^, S,= — PS,-QS,-3R= -37;
d'où
To^b = SjS, — 83= — 83= Zq.
D'ailleurs on a
abc = — <7 ; donc
2° 'Q=\_[a ■+-c/.b^rj}c][a ^OLC ^ c/}b)Y-
Mais [a -f- a.b ■+- a^c) [a -f- c/.c ■+- x'b) = Trt^-f- (a -+- a.^)Tab = Ta^— lab;
d'ailleurs on a
Ta*=8j=-2/?, Tab = p; ainsi
B={-3pY=-%7p\
Donc, enfin, on obtient pour l'équation en z
Cette équation donne d'abord
OU bien
d'où l'on tire, pour les valeurs de z' et de z",
Ces valeurs étant connues, pour obtenir celles de a^ b, c, il suffit de combiner les trois équations
a -h 01. h ■+- a?c = z\ a ^ y?b -\- xc = z",
rt H- t» -r- C = O,
dont la dernière exprime, comme nous l'avons déjà vu, que la proposée est privée de son second terme.
D'abord l'addition de ces trois équations donne, en vertu de la relation
3(7=iz'-i-z"; d'où l'on déduit « =
ou, remplaçant z' et z" par les valeurs ci-dessus.
C'est la première racine donnée par la méthode du n° 390.
Maintenant multiplions la première équation par a, la seconde par a*, et ajoutons ces produits avec la troisième équation; on obtient
o I 2 ff j' ^ az'-i- y}7!' j
3c — a 2-4- a^z"; d OU c = = a/// + y. n^
m et n désignant toujours (390) les deux radicaux
Enfin multiplions la première par a^ et la seconde par a, puis ajoutons, il vient
36>=zîz-Haz; d OU b = = y/m-\-y.n.
Ce sont encore les deux autres racines trouvées par la première méthode.
Soit x^ -+- px" -^ qx -\- r= o l'équation à résoudre
Comme on a déjà la relation « -i- 6 -h c -t- </ = o, il faut tâcher d'obtenir trois autres relations du premier degré en «, b, c, d.
Désignons par />a -+- Ib -h me -f- nd l'une de ces fonctions, dont il s'agit de trouver la valeur. Puisque, en permutant les lettres o, è, c, d de toutes les manières possibles, on pourrait (1 45) former vingt-qi'atre combinaisons différentes, il s'ensuit que la réduite en z serait du vingt-quatrième degré; ainsi nous devrions faire en sorte de la ramener à la forme
(i) z"H-Az"^-i-Bz^+C= G,
pour qu'elle fût résoluble à la manière de celles du troisième. Mais d'abord il est possible, à l'aide de quelques artifices d'analyse, d'abaisser son degré.
En effet, fc, l, m, n étant des indéterminées, on réduit le nombre des combinaisons à douze par la supposition de /• = /.
Faisant ensuite m — n, on obtient les six combinaisons
et
l{c-i- d) -{-ni(a~ b), l{b -i- d) -i- m{a -i- c), l{b -i- c) -h m{a -i- d);
toutes les autres rentrent évidemment dans celles-là.
Cela posé, puisque la nouvelle équation en z est du sixième degré, il faut tâcher de la ramener à la forme
[i] z«^ Az'-+-Bz=-+-C = G,
ce qui exige que ses racines soient égales deux à deux et de signes contraires. Or il est évident que l'on satisfera à cette condition en posant /=—/« = I ; car alors les combinaisons précédentes deviendront
et
Observons que les combinaisons placées sur une même ligne horizontale sont égales et de signes contraires; donc, en multipliant entre eux les facteurs du premier degré en z qui correspondent à ces valeurs, on obtiendra pour la réduite
[z^— {a -h b — c — dj-} X [z^ — {a -i- c — b — c/)^]
X [z- — {a -i- d — b — cY] == o.
(a-^bj,
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Celle équalion étant évidemment symétrique en <?, b, c, <f,'ses cocffîcienls peuvent s'exprimer au moyen des coefficients de la proposée ; mais on peut faciliter leur détermination par les considérations suivantes :
D'abord [a -i- b — c — fl)\ développé, revient à
(a -h b -h c ^ ciy — q{ac -\- ad -i- bc -+ bd). Mais on a
a-^b-^C'^d = o, et ab -i- ne + ad -h bc -h bd -i- cd — p ;
donc
— [a -}- b — c ~ dy = ip — 4{ab -<r cd) :
on trouverait de même
— {a-^c—b-dy-.- 4/'- iiac^bd),
— [a -h d — b — cy = ^p — 4(ad-i- bc).
Ainsi, soit posé
l'équation en z se change en celle-ci :
[« — {ab -h cd)] [u — [ac H- bd]'] [u — [ad -+- bc)] = o,
équation de la forme lâ -f- A'«'-f- B'« + C = o, et dont il ne s'agit plus que de déterminer les coefficients.
Or on a :
1° k' = — [ab -\- ac -^ ad -h bc -i- bd -h cd) = —p.
0° B' = [ab -h cd) { ac bd] -{- {ab -+- cd] [ad -f- bc)
-h [ac -i- bd) [ad -h bc),
ou, développant et employant les notations,
B'-^ Ta'bc.
Mais la formule (4) du n° 294, qui peut s'écrire ainsi :
Ta"bPcP.
devient, dans l'hypothèse de « = 2 et /; = i ,
Ta^Oc = S,(S,?-2S3S,-(S,r+2S,.
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d'ailleurs, la proposée étant x^ h- px"--^ qx -+- r = o, on a
d'où, substituant dans la valeur B'= Ta-bc,
U = ia^bc = = — 4 ''•
3' C'= — [ab -+- cd) [ac -+- bd) [ad -t- bc),
et en développant,
C'= — {Tfi'b-c-^-obcd>^Ta-).
Or la formule (5) du n° 29i, qui peut s'écrire ainsi,
T «/«^ (S„f — 3Sj„S„+ 2S3,,
devient, dans le cas de « = 2,
D'ailleurs on a déjà trouvé '
S, = 0, S, = — 2/7, 83=--— 3<7, 8^=2/^=— 4r; d'oià
Sj = — QS^ — RS3 — 8Sj = — "xi? -^ ^pr -1- 3 f/- -H ipr = — ip'-h 6pr H- 3ry-.
Donc
j^2(,2,.2^ —8p'-^iip'— 24 /y/- - 4/;^ + I ipr -t- 6 r/^
ou, en réduisant,
Ta-b^c'^=: q- — ipr.
On a enfin abcd^ ou le dernier terme de l'équation, égal à /•, d'où
abcd X Trt" = abcd x S^ = — 2/>'/-; donc
C'= — (y'-î- ipr -+- ipr = \pr — q"^.
Ainsi l'équation en u devient
u^ — pic — ^ru -^ ^pr — </' = o.
Remplaçant maintenant u par sa valeur tirée de l'équation (3), c'està-dire par j-i- , ou plutôt par z -i-/p, afin de conserver la réduite au
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troisième degré et d'avoir des coefficients plus simples, on obtient finalement pour résultat
(4) z'-i- az-'zM- f/j'— 4^)z— 7'= o,
équation identique avec la réduite obtenue (394) d'après la première méthode.
Si l'on désigne par s', z", z" les racines de cette équation, ^z\ /\z", ^z" seront nécessairement les carrés des trois combinaisons
puisque l'on a remplacé, dans l'équation primitive en z, z' par 4 z.
Ainsi l'on a pour valeurs de ces combinaisons
a -i- b — c — r/=rh2 y/z', a ^ c — h — r/=±2 yV, a -V- d — b — c= ±2 j/z"'.
Combinant ces trois relations avec l'équation déjà établie
on trouve premièrement, par leur addition,
4 « = rh 2 v/z'± 2 v/z"± 2 v/z^', d'où
ff = ± - v/z' d= i v/z" ± - \/z^'.
Secondement, ajoutant la première et la quatrième, puis soustrayant de leur somme celle des deux autres, on obtient
d'oià
6 = ± - i/F' qz - 1/? =p - t/Ç"':
on trouverait, par des moyens analogues,
c = H.iv/?±iv/7'=F-V^P, 2 ' 2 * 2 *
d—^- \fz' q= - \/z"± - i/z'".
Mais il se présente ici une difficulté analogue à celle que l'on a ren-
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contrée dans l'emploi de l'autre méthode : elle est relative aux signes dont les radicaux doivent être affectés. Pour déterminer ces signes, il suffit de former le produit des trois combinaisons
a -h b — c — d, a -^ c — h — f/, a -^ cl — b — c.
Or, en les multipliant, on obtient pour produit
là^ —Tcrb -t- alV/^c; et comme
Trt'=S3= — 3<7, Trt^^ = SjS, — 83=3(7, Tabc=—q,
il en résulte
ce qui prouve que les radicaux \/?, \fz!\ \JU'' doivent être affectés de signes tels que leur produit soit positif si q est négatif, et négatif si q est positif.
On retombe ainsi sur les mêmes valeurs que celles qui ont été obtenues par la première méthode.
399. Scolie générale. — En appliquant la même méthode à l'équation du cinquième degré, on devrait chercher la valeur d'une fonction de la forme ha -\- kb -i- le -i- md -h ne. Comme les cinq lettres a, b, c, d, e fournissent 24 x 5 ou 120 permutations différentes (i4S), il s'ensuit que la détermination de cette fonction dépendrait d'une équation du cent vingtième degré, dont il faudrait ensuite, à l'aide de quelques artifices d'analyse, faire en sorte d'abaisser le degré; mais jusqu'ici les efforts que l'on a tentés pour obtenir une réduite convenable ont été infructueux ; et l'on doute si jamais on pourra y parvenir, à cause de la longueur et de la complication des calculs.
Depuis longtemps les analystes ont cru devoir renoncer au problème de la résolution générale des équations, problème qui ne peut être d'aucune utilité dans les applications numériques; le seul avantage qu'offriraient les résultats serait de confirmer la proposition hypothétique (236) • Toute équation a au mo:ns une racine.
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COMPLÉMENT DE LA THÉORIE DES SUITES
§ I. — Des séries récurrentes.
400. Nous avons vu (183) que les fractions algébriques rationnelles de
la forme -; n— ? -; — ti r^» • • • donnent lieu à des séries d'une
nature particulière, connues sous le nom de séries récurrentes. Or on peut se proposer, sur ces sortes de séries, deux questions analogues à celles que nous avons résolues pour les progressions par quotient, qui sont d'ailleurs elles-mêmes (198) des séries récurrentes du premier ordre.
La première question a pour objet de déterminer le terme général d'une série récurrente, c'est-à-dire une expression à l'aide de laquelle, le rano' d'un terme étant donné, on puisse obtenir la valeur de ce terme sans être obligé de former d'abord tous ceux qui précèdent.
La seconde a pour but de revenir de la série récurrente à la fraction génératrice, ou, ce qui est la même chose, de déterminer la somme des termes de la série.
Nous supposerons que l'on ait revu avec attention ce qui a été dit aux n*" 183 et 184 sur les séries récurrentes.
Première question. — Détermination du terme général.
401. Pour passer du simple au composé, considérons, en premier lieu,
la fraction -; — -jr- 5 qui) comme on sait, donne naissance à une série
récurrente du premier ordre.
On a trouvé (179)
a a a h' a //' , a tP ,
a'-hb'x a' a' a' a' a'- a' a''
Or cette série n'est autre chose qu'une progression par quotient dont le
premier terme est —, et la raison , x; donc, d'après ce qui a été dit
au n" 192, le ternie général de cette série, ou le «"■"" terme, est
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(i — f- bx 402. Soit maintenant la fraction , ., — ; — j— j, que l'on peut (379)
mettre sous la forme
a -f- tx ^ ' a.'-\- ^'x -^ .ar*'
en posant
a ha', W -,
Désignons par x — p^i x — q les deux facteurs du trinôme .r' -f- 6'x -f- a', et concevons qu'on ait décomposé l'expression (i) dans la somme des deux fractions simples
X — p X — ry
A et B ayant été déterminés, soit par la méthode du n° 380, soit, plus simplement, par celle du n° 381, on a trouvé
Comme chacune de ces fractions donne lieu à une série récurrente du premier ordre, si l'on forme ces deux séries séparément, ainsi que le terme général de chacune d'elles, la somme des deux termes sera le terme sénéral de la série du second ordre.
Cela posé, si l'on compare les deux fractions j — à la frac-
tion — — -p--' pour laquelle le terme général est (401)
il vient, pour le terrr^e général de la série qui correspond à la fraction (i),
expression dans laquelle il ne s'agirait plus que de remplacer A et B par leurs valeurs obtenues ci-dessus.
Soit, pour exemple, la fraction
3 — 2j: 3 -f- ix
pour laquelle on a déjà trouvé (380)
Mg. D. 3;
En vertu do la formule — ( — „ -i- -,, | j^"', le terme général du déve-
3 'xx
loppement de ^ — ^ —^ est
Soit « = I ; cette expression devient
Ai = 3, — (~^ — Tl■3^^ ou H — ^'
I 5\ 3 34 3 ou x^
On a donc, pour le développement lui-même,
3 — IX 4 i ' 7 34 ,
résultat qu'il est facile de vérifier par la réduction en série d'après la méthode des coefficients indéterminés. Mais le principal avantage qu'on retire de la détermination du terme général, c'est de pouvoir obtenir un terme de rang quelconque sans passer par tous les termes intermédiaires.
403. Dans le cas particulier de /-> — 7, le terme général de la fraction génératrice ne peut plus être déterminé de la même manière, puisque le
mode de décomposition en h- est impossible (382).
3C —— ij JC ^~~ iJ
Mais observons que, dans ce cas, la fraction, devenant alors
[x^pY'
peut (même numéro) se décomposer en ces deux-ci :
{x — pY X — p Or la seconde partie de cette expression donne lieu à une série récurrente du premier ordre, qui a (401 ) pour terme général — ( — ) •*■""'•
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Quant à la première, elle revient à
ce -i- Sp / xN"'
(a-f-êp) (/?-j:)-=, ou /.' V ~pj *
En développant ce second facteur par la formule du binôme, on a ix "icr} ^x^ n.r'^^
\ PJ P P P P
n désignant le rang d'un terme quelconque ; donc le terme général correspondant à la première partie est
—^2—-^' ou —, X .
Ainsi le terme général qui correspond à la proposée ( 2 ] est
nx-\- (n — 1)0;?
404. Le cas où les deux racines p et y sont imaginaires semble aussi devoir faire exception, puisque l'expression du terme général renferme les quantités p et 7, et qu'alors elle doit être elle-même compliquée d'imaginaires ; mais il est facile de s'assurer que les imaginaires se réduisent et disparaissent tout à fait.
En effet, si l'on remplace, dans — ( --^ + — ) ■^"' , A et B par leurs
valeurs
il vient
expression qui peut se mettre sous la forme
ra(//-- ry") ^ g(;.- - r/"-') H _,
Cela posé, si l'on a
on a aussi nécessairement
+ a)ry«
-ry]
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d'où
p— q = 2iY~j ;/— (f — [r -\- S y/^-i^]" — [r — s\J—ïY = lk\/^-\ (en développant par la formule du binôme et réduisant); enfin p"-^ — q"-^ = 1 k' /— T.
Le terme général devient donc
r ^^-^V^ + iu\r=[ j\ ^_,
L ( r^ -}- s^ fis \/—i ( r^-i- S' )""' -is \/—i J
expression tout à fait débarrassée d'imaginaires.
403. Remarque. — En réfléchissant sur la marche que l'on a sui^^e pour la détermination du terme général relatif à une série récurrente du second ordre, on aperçoit facilement que la question est ramenée à la décomposition d'une fraction rationnelle en fractions simples; problème qui a été résolu à la fin du Chapitre VIII (n° 379 et suiv.j.
Tant que les racines du dénominateur égalé à zéro seront inégales, la
décomposition en fractions de la forme pourra toujours être opérée ,
et la détermination du terme général se réduira à celle d'un terme général d'une série récurrente du premier ordre. Mais s'il y a des racines égales, on sera conduit à la recherche du terme général d'une expression telle
que
^ A A f X ou I
[x — pr p-"\ p
ce qui est toujours facile par l'application de la formule du binôme. Toutefois, pour ne rien laisser à désirer, il reste à indiquer comment on peut arriver au terme général d'expressions telles que
[j:-pf {^-Pf i-^—pf 406. Soit d'abord l'expression -. -35 qui revient à
Aix — p]-^ ou — -^(i —
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On a
'i_fV'^j^3-^ , 3.4 .r' , 3.4.5 j:^
et le terme général de cette série est évidemment
ou, en simplifiant,
Donc le terme général de l'expression proposée est
3 — ■ -^731 ) ou bien '- — -. x"-',
De même, -. -. revient à •^ ( i— - ) ; mais
[x-py-'— jy^ p) 5
série dont le terme général est
OU, en réduisant,
«(/2 + l) (/Z -f- 2) OT""' 1.2.3 /.'''"'
Donc on a, pour le terme général de l'expression proposée, A /?(/z-f- !)(/? + 2) .r"-' n[n-^\]{n-^i) A .
^ ^73 jtÂ^' ''''^'''' ^73 W "•'
e; «/«j/ de suite.
Ainsi nous pouvons regarder comme résolu complètement le problème de la détermination du terme général d'une série récurrente.
Seconde question. — Sommation des séries récurrentes.
Cette question se divise en deux Parties :
Ou l'on demande la somme des termes de la série tout entière, c'està-dire la fraction génératrice qui a donné lieu à cette série, ou bien la somme d'un nombre limité de termes.
La première Partie est la plus facile à traiter.
407. Première Partie. — Soient A, B, C, D, E, F,... les termes d'une série récurrente; et, pour fixer les id(!>es, supposons que la série soit du troisième ordre; mais ce que nous allons dire s'appliquera aisément à une série d'un ordre quelconque.
La méthode est analogue à celle qui a été suivie (193) pour les progressions par quotient.
Désignons par/j, ry, ries quantités qui forment l'échelle de relation, c'est-à-dire les quantités constantes par lesquelles il faut multiplier C, B, A pour former D; puis D, C, B pour former E, et ainsi de suite ; on aura les relations
D = C/j + By-H Ar,
E = D/J-!- Q.q -(- Br, F = E/^^Dr/^Cr, G = F/?^E'7 — D/-,
Ces relations sont en nombre indéûni; donc, si on les ajoute terme à terme, et que l'on appelle S la somme ou Infraction génératrice cherchée, on obtiendra
S — A - B — C = /j(S - A — B) -H 7(5 - A) -t- rS,
d'où l'on déduit
;;(A-f-B)^7A-(A-B-f-Cl
En suivant la même marche pour les séries du premier, deuxième, quatrième, etc. ordre, on peut former le tableau suivant : Premier ordre
Deuxième ordre
Troisième ordre
p-^q-i-r-i Quatrième ordre
^^^ c ;'(A-f-B + Cl-t-<7fAH-B)-+-/-A-fA^ B--C-T-D)
et ainsi de suite.
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Suit pour exemple la série du troisième ordre
i — "xx -^'ix'^ — \ox^ -^- i-ix'' — 5i.r*-r- 120 JT^-i- . . ., dont l'échelle de relation se compose de l'ensemble des quantités
( — X, -+- 2.r^, — 3^'); on trouve, en appliquant la formule (3), et observant que l'on a
— x(i — 2x] ->- -ix- — l-f-2.r — 3/'^ I — X — J^
— X -h ix- — j.r^ — I I -t- .1- — :4.r' -f- 3x^
Il arrive quelquefois que, dans la série proposée, les deux ou trois premiers termes ne sont pas compris dans la loi de récurrence. Cela provient (184) de ce que, dans la fraction qui lui a donné naissance, le degré du numérateur est plus élevé que celui du dénominateur. Dans ce cas, pour obtenir la. fraction gènératrire, on commence par faire abstraction des termes dont on vient de parler; puis, après avoir obtenu, d'après les formules précédentes, la somme des autres termes, on y ajoute les termes dont on avait d'abord fait abstraction, en ayant soin de réduire le tout en une seule expression fractionnaire.
408. Seconde Partie. — Dans les formules précédentes, il n'entre que les premiers termes de la série et les quantités qui forment l'échelle de relation ; mais, si l'on demande Vexpression de la somme d'un nombre déterminé de termes^ il faut en outre connaître les derniers termes de la série.
Soit encore une série récurrente du troisième ordre, dont les premiers termes sont A, B, C, D, E,. . . , l'échelle de relation [p, </, r), et les derniers termes K, L, M, N.
Puisque la série est du troisième ordre, on a les relations
D = C/J^Bry H-Ar, E -Dp^Cq -t-Br, F == E/? -i- D«y -t- Cr,
N — M/:>-H Lry -h K/-.
Le nombre de ces relations est limité et égal au nombre des termes dont on cherche la somme, diminué de trois. Cela posé, en les ajoutant terme à terme, et désignant par S la somme
cherch(!"e, on a évidemment
d'où l'on tire
;;(AH-B-<-N)-+-r/fA-4-N-+-?H)^-/-(N-^M^L)-(A--B^C)
On pourrait également obtenir les sommes relatives à une série récurrente d'un ordre quelconque.
En comparant cette formule avec la formule (3) du n° 407, on voit : 1° Que celle-ci se déduit de celle que l'on vient d'obtenir en négligeant tous les termes affectés de L, M, N, . . . ;
2° Que, pour appliquer la formule (3), il suffit, comme nous l'avons déjà dit, de connaître les trois premiers termes et l'échelle de relation; tandis que, pour faire usage de la formule précédente, il faut absolument avoir les expressions des trois termes qui précèdent celui auquel on a arrêté la série : ce qui exige que l'on sache trouver le terme général de la série, c'est-à-dire l'expression d'un terme de rang quelconque, question qui devient très-compliquée quand la série est d'un ordre un peu élevé.
409. Au reste, les formules relatives au cas de la somme d'un nombre déterminé de termes s'appliquent principalement aux séries récurrentes numériques.
Soit, par exemple, une série récurrente du troisième ordre, dont les trois premiers termes étant i, 2, 3, le suivant est égal au double du troisième, augmenté de la somme des deux premiers; le cinquième est égal au double du quatrième , augmenté de la somme du troisième et du deuxième ; et ainsi de suite. Le développement de cette série sera
Cela posé, pour obtenir la somme des onze premiers termes, on fera, dans la formule ci-dessus,
ce qui donnera
Si l'on demandait la somme d'un plus grand nombre de termes, par
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exemple la somme des cinquante premiers termes, il faudrait pousser la série jusqu'au cinquantième inclusivement, ce qui ne laisserait pas que d'être fort long.
Ou bien il faudrait former directement les quarante-huitième, quarante-neuvième, cinquantième termes, d'après l'expression du terme général. Or, pour obtenir celui-ci par la méthode exposée précédemment, on commencerait par mettre la série proposée sous la forme
I -i- 2 ji" -H 3 .r- -!- g .r^ -i- 23 x' -I- 58 x-^ -H . . . ;
on rechercherait la fraction génératrice qui a donné lieu à cette série, et on la décomposerait (402) en trois fractions simples pour chacune desquelles on obtiendrait un terme général. Faisant ensuite la somme de ces trois termes généraux, on aurait celui de la série i^ax-t- "ix^—- . . .; enfin on supposerait x = i, ce qui donnerait le terme général de la série i-T-2-f-3-H9-t-23 -+-.... Mais il est facile de s'assurer que tous ces calculs sont souvent impraticables.
En effet, si l'on applique la formule (3) du n" 407 à la série
l ^- IX -r- 3x--i- QX^ -h. . .,
en y supposant
1 — ax — X — x^
Or l'équation x^ ^ x^ -h ^x — i = o ne peut évidemment avoir que des racines incommensurables; ainsi la décomposition de la fraction
— ~ 5 î en fractions simples ne peut se faire d'une manière
I — IX — X'' — x-*
exacte.
Ces réflexions prouvent que certains résultats analytiques, simples en théorie, sont quelquefois peu susceptibles d'application.
410. Nous terminerons la théorie des séries récurrentes par l'exposition d'un moyen dû à Lagrange, pour reconnaître si une série proposée est de la nature des séries récurrentes.
Ce moyen est fondé sur les observations suivantes :
1° Si la série proposée, que nous désignerons par S, est une série récurrente du premier ordre, elle provient d'une fraction de la forme
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Or on a
ce qui prouve que la fraction renversée, ou, ce qui revient au môme l'unité divisée par In série proposée. S, doit donner pour quotient unr fonction entière de x (230) égale à p ->r- qx. Si cette division ne se fait pas exactement, c'est que la série (en supposant qu'elle soit récurrente est du second ordre on d'un ordre supérieur. 2° Si c'est une série récurrente du second ordre, elle provient d'une
fraction de la forme —, — r, 1—. ; or on a
a' -\- 1/ X ^ c' x^ _ a' ah' -^ hfi' a'^c' — h[ah' —ha') ,
a-^-bx a a^ a\a-\-hx)
OU
p -+- qx H ; X^ ,
a -h bx
ce qui prouve que l'unité, divisée par S, doit donner lieu à un quotient entier de la forme p -\- qx, plus un produit de x^ par une série récurrente du premier ordre, c'est-à-dire que, en désignant par S'^^ le reste auquel on parvient après avoir divisé i par S et obtenu le quotient p -+- qx,
g on doit trouver -^ égal à un quotient exact de la forme p'-':- q'x\ et ainsi
de suite.
4H. Guidé par ces considérations, Lagrange a donné la règle suivante pour reconnaître si une série proposée est récurrente.
Soit S = A -4- B j: -+- Cj:' -h Dx^ -(-... cette série.
1° Divisez limité par S, et poussez l'opération jusqu'à ce que vous ayez un quotient de la forme /j» A' -i- qx, et un reste tel que S'^^ (S' désignant une série indéflnie de ia forme A' -h B'.r-f- C'.r'-;- . . .).
2° Divisez S par S', et poussez Vopération jusqu'à ce que vous ayez un quotient de la forme /j'-t- q' x, et un reste tel que S"j;' (S" étant égal à A"+B"x-f-C".r=-^...).
3° Divisez S' par S", et poussez Vopération jusqu'à ce que vous ayez un quotient de la forme />"-<- q"x, et un reste tel que S'" a:'.
4° Divisez S" par S'", et poussez l'opération jusqu'à ce que VOUS ayez un quotient delà forme de //"— q"'x, et un reste Sjr"% et ainsi de suite.
Dès que l'une de ces divisions se fait exactement, la série proposée est récurrente, et l'ordre de la série est marqué par le rang de la division qui s'est faite exactement.
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Quant à l'échelle de relation de la série, on l'obtiendrait aisément (184) si l'on pouvait obtenir la fraction génératrice.
Or supposons, pour fixer les idées, que la troisième division se fasse exactement.
On aura donc la suite d'équations
La dernière donne
S' p" -^ 7"a:' d'où, en substituant dans la seconde,
p -^qx
Donc
Substituant cette valeur dans la première équation, on trouve
OU bien
\ _[p -+- qx) Ip'-h q'x) (p"-h- q"x) -h i p -i- qx)x'-\- (//'-H q"x)x^ ^ IP' "•" (7 -^ j KP" -+■ q"^) -T- ^''
donc, enfin,
[p ■+- qx) {p'-+- q'x} [p" -\- q"oc) -i- [p -H qx)x^ -f- (//•+■ q"x)x^
expression qui, simplifiée, est de la forme
„ a -^ bx -^ cx^
a -i- b X -^ c X- -+- ci x^
et l'échelle de relation est alors (184)
f-^x --X' --orA.
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Prenons pour exemple la série
I, 3, 6, lo, i5, 21, 28, 36, 45,...,
... ,, . ,, . , , , rt(/Z -+- 1)
dont chaque terme s obtient d après i expression générale >
n désignant le rang du terme que l'on veut former.
Pour reconnaître si cette série est récurrente, on la mettra d'abord sous la forme
I H- 3x -H 6j:^-i- ioj;'-+- i5x*-h i\x^-\- 28x*-f- 36j:'-i- 45^*-+-
Cela posé, en appliquant la règle ci-dessus, on trouve
. . . = I — ox + -rj- j: ,
S' ayant pour développement 3 _^ 8^-Hi5a7--+- 24^'-î- 35a;'-^ 48jr'4- 63.r«-^ 80^' + 9907» -h.
_S _ i-4-3.r ^6.r' _^ ^ £ \_ ^-1^^ S^ ~ 3 + 8j7-+-i5x' 3 9 9 is''
(S"=i-h Zx -F-6x'-*-ioj;'-H...); S' 3-H 8x-f-i5a,-
S" I -+- 3 a: H- 6jr^-f- 10^'
quotient exact.
Ainsi la série est récurrente et du troisième ordre. Pour obtenir l'échelle de relation, rapprochons les équations
ST, = 3-x;
la dernière donne
et par conséquent
3j;-Ha.-'(3-a:) = i- Zx-r-Zx^-a
NOMBRES FIGURÉS
donc enfin
I — 3x-^'ix^ — x^ (i — xY
Ainsi l'échelle de relation de la série n-3jr-f-6.r- -+-... se compose des quantités {3x, — 3x-, -hx^), et l'échelle de relation de la série proposée, i-f-o-H6-i-io -+-..., est l'ensemble des nombres (3, — 3, -i-i), ce qu'il est facile de vérifier.
Par exemple, le terme a8 se compose de la somme des produits des trois termes 21, i5, 10, multipliés respectivement par 3, — 3, -i-x.
N. B. — On voit encore que la règle précédente donne le moyen de retrouver l'échelle de relation d'une série récurrente, quand la trace en a été perdue.
§ II. — Des séries de nombres figurés et de celles
QUI EX dépendent.
Il existe encore une certaine classe de séries pour lesquelles on peut obtenir facilement le terme général et l'expression de la somme d'un nombre limité de termes : ce sont les séries numériques qui tirent leur origine d'une progression par différence.
Détermination du terme général de la série
«, h, c, f/, . . . étant le^ termes d'une progression par différence. On a vu (186) que, dans toute progression par différence,
le terme général / a pour expression l = a -^ [n —i)r, r désignant la raison et n le nombre des termes ; donc le terme général des n/""" puissances des différents termes de celte progression a pour valeur
Soit proposé, pour exemple, de tromper le quinzième terme de la série des cinquièmes puissances des termes de la progression
On aura, en faisant dans la formule /? = i5, m = 5,n = 1 , r = 2,
P~ {i-i-i^ X if— 29^= 2o5iii49.
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Sommation des termes de In série
cT ^ b"' -\- c"" -^ d'" -^ . ..-I- X-"'-4-/'",
<7, ^, c, d.. . ., Â-, l étant les termes d'une progression par différence. On a, d'après la formule du binôme,
è"— (a -f- r)"'= «'"-f- mrcf*-^ -f- m — ^^ r'a^-'-H. . ., c" = (^> -f- rr = è""' + mr6'"-' -f- m '" ""— r'è^' -)-...,
/"■ = (X- -^ rr = X-"-t- /72/-/î^-' + 772 ~ ^ rH-"-^ -f- . . . .
Ajoutant toutes ces égalités membre à membre, et désignant par S„,
S„_,, S„_j , Sj, S, les sommes des m''""'", (m — i)''""",. . . puissances,
on obtient
ou, réduisant,
( A ) r — a'"= mr (S,„_, — /"-' ) ^ m "^^^ r' ( S„_, -/'''-') + ...,
formule qui renferme les sommes des puissances, depuis S„_, jusqu'à S„
inclusivement.
IS^ étant égal a a" -i- b" -i- c" -h- . . . -r X"+ /° équivaut à n.)
Pour faire connaître l'usage de la formule (A), faisons successivement
Soit i" /« = 1 , on trouve
/-r/ = r(b„— /°); d'où S„=— ^-M = ^ ^^ - = «,
résultat que l'on connaît déjà.
2° m = %] il vient
/^-.2^=2r(S,-/) -Hz-^IS,-/"),
d'où
' ir ir
SOMMATION DES PUISSANCES SEMBLABLES. 5ç)l
OU bien, à cause de / = « -t- (« — i) r, d'où / — a -+- r ~ ni\ ç, _ {l -!- a) nr _ [l ~i- a) n
résultat qui est encore connu (187).
3° m = 3; la formule ( A ) devient
résultat qui fera connaître S, en fonction de S, et de S„. 4° /« = 4;
et cette formule donnera S, en fonction de Sj, S,, S„; ainsi de suite.
D'oîi l'on voit qu'on pourra toujours obtenir la somme des puissances semblables d'un nombre déterminé de termes en fonction des sommes des puissances inférieures, quels que soient les degrés de ces puissances.
Prenons pour exemple la suite naturelle des nombres
et recherchons la somme des carrés, des cubes, etc. des n premiers termes. On a , d'après les formules précédentes , et en observant que a — 1, r-=\, l = n, Sj= /?,
1° S, = ) ou
donc
ou bien encore
donc
_, , «* — I 2/2^ — 3/2'-f-rt «' — n n — I S, ^ «' H ; ,
c _ n*-^iri^+ n^ _ 11^ [n -+- lY __
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On trouverait pareillement
et ainsi de suite.
ZV. £. — Afin de distinguer les sommes des puissances semblables des termes de la série naturelle i, 2, 3,. . . des sommes relatives à toute autre progression, nous désignerons dorénavant les premières par /,,/,, /j.-.-, /p; en voici l'usage :
415. On peut toujours, à l'aide de ces expressions, obtenir In valeurde la somme d'un nombre quelconque de termes d'une série dont le terme général est une fonction rationnelle et entière du nombre des termes que l'on considère.
Soit, pour fixer les idées, une série dont le terme général est an''. a étant un nombre connu quelconque , p un exposant entier et positif, n le rang du terme que l'on considère.
La série proposée est alors de la forme
«i''-4-«2''-i-<73P-^<7 4P-[-...-^ an^,
série qui revient évidemment à
a(iP-t-2P-+-3''-+- 4Ph-...-+-«p) = rt/p.
De même, une série dont le terme général est exprimé par
an'' ±1 b n'' ±z c n'' revient à
«(lP-(- 2''-H3''+...-f-«'') ± /;(!'' +2' -^3'/ -H... -+-«')
±z c{i'^ 2' -.-y -^ . . .^ rf) = a f^±z b S^± C S^.
Or les expressions J^, /,, /^ sont connues d'après les formules du n° 41 4 ; ainsi la somme des n premiers termes de la série proposée est également déterminée.
416. Application aux séries de nombres Jtgures. — On appelle ainsi les séries que l'on déduit d'une progression par différence, dont le premier terme est l'unité, et la raison un nombre entier, en faisant successivement la somme des deux premiers, des trois premiers, des quatre premiers, etc. termes de la progression, et opérant ensuite sur la nouvelle série que l'on obtient par ce moyen, comme on a opéré sur la progression; et ainsi de suite.
APPLICATION AUX SÉRIES DE NOMBRES FIGURÉS. SgS
Soit d'abord la progression naturelle des nombres
Les séries
dont la première se forme en ajoutant alternaiivement les deux premiers, les trois premiers, etc. termes de la progression proposée, dont la seconde se forme à l'aide de la première, comme celle-ci s'est formée au moyen de la progression, dont la troisième est déduite de la seconde, comme celle-ci l'a été de la première , etc.; ces séries, dis-je, sont celles des nombres figurés de la première classe.
La première est la série des nombres triangulaires ;
La seconde, celle des nombres pyramidaux triangulaires.
Les séries qui viennent après la seconde n'ont pas reçu de dénominations particulières.
La progression 7i.3.5.7.9.ii...2« — i donne naissance aux nombres figurés de la seconde classe ; et les séries qui en dépendent sont, d'après la loi ci-dessus,
La première de ces deux séries est la suite des nombres carrés- la seconde celle des nombres pyramidaux quadrangulaires.
Ces dénominations proviennent de l'analogie que ces nombres ont avec certaines figures géométriques.
i\l . Les séries qui viennent d'être formées jouissent de plusieurs propriétés curieuses, dont nous ferons connaître la plus importante : c'est que l'on peut toujours former leur terme génércd et obtenir l'expression de la somme des n premiers termes en fonction des quantités /,, /j, j^^
En effet, pour une progression quelconque, la première des séries qui en dérivent est telle, que son n""" terme est égal à la somme des n premiers termes de la progression proposée; donc \° ce terme peut toujours être exprimé rationnellement en fonction de «; 1° puisque ce terme général est une fonction rationnelle de «, la somme des n premiers termes peut (41o) être exprimée au moyen des sommes /,, /„ /j,. . -, dont les valeurs sont connues.
Aie. B. 38
Ainsi soient la progression
et les suites qui en dérivent
I, 3, 6, lo, i5,. . .
I, 4, lO) 2o, 35,. . .
La somme des termes de la progression étant — , le terme général de la première suite est ^ ■, ou — h-; donc (41S) la
somme des n premiers termes de cette suite a pour expression
Le _^ir
ou, remplaçant /j, /, par les valeurs (414),
expression qui peut encore s'écrire ainsi :
De môme le terme général de la seconde suite étant
, ou - n' -f- - rt' -i- - rt,
on a pour la somme des n premiers termes de cette sidte if if if
ou, substituant pour /,, /,, /j leurs valeur?,
■ n^ -\- ir? -^ ri^ "xn^-^Zn^ -r n ir -^ n
_ n* -h 6n^-i- Il n^-^ 6n _ n [a -+-i]{n -i- i){n -i- 3) 24 ~ 2.3.4
On aurait de même, pour le terme général de la troisième suite,
w' H- (>«■■'-+- II /^*-^ 6 « I , I , II , I
— ) ou —n'-h-n^-h — n'-h-n,
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et, par conséquent, pour la somme des n premiers termes, n'-^ io«*-f- 35/?^-i- 5o«'-i- a4/z _«(«-)-i)(/2-f-2)(«H-3) (/2-f-4)^
ainsi de suite.
N. ^. — n est à remarquer que les expressions
ne sont autre chose que les termes généraux des coefficients du développement de (i — xY^i en supposant successivement /?? = 2, m = 3, m = 4, /« = 5, . . . [voir à ce sujet le n" 406).
418. Soient encore les nombres figurés qui correspondent à la progression
f I. 3. 5. 7. 9. . . 2« — I, savoir
Le n""" terme de la série des nombres carrés, étant la somme des n premiers termes de la proposée, a pour expression
(in — \ ->r-\]n ,
Donc la somme des n premiers ternies de cette même série est égale
, , ,,.,,. 2rt*-l- 3«'-i- /? . • • ^
a /„ ou {i\A) a -7 ) expression qui revient encore a
«(rt H-l) (27? -m)
Le «■""' terme de la seconde série étant
: ) ou bien -n^ + -n^-\--n.
on a, pour la valeur de la somme des n premiers termes,
ou bien encore
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On trouverait do la même manière les termes généraux et sommatoires des séries qui résultent de toute autre progression (*),
§ III. — Retour des suites, ou méthode inverse des séries.
419. La méthode des coeCTicients indéterminés donne, en général, le moyen de développer toute fonction de a: suivant les diverses puissances de cette lettre. Réciproquement cette fonetion, que l'on peut désigner par r, étant développée suivant les puissances de x, on peut, par la môme méthode, obtenir le développement de la quantité x suivant les puissances dey; et c'est en cela que consiste le retour des suites, ou la méthode inverse des séries.
Soit (i) y=aj:-i-bjc--hcx^-hdx*-t-...
la fonction développée suivant les diverses puissances de x [a, b, c, d.... étant des quantités connues) ; on demande réciproquement la valeur de x en j, c'est-à-dire les coefficients du développement
(2) .r = Aj + Bj^+Cj'-+- D/'-f-....
Pour y parvenir, élevons successivement au carré, au cube, etc. les deux membres de l'équation (i) ; il vient
y^ — a^x'^-r- labx^ -i- b^
X* -h 7. ad
-\- lac
-h^bc
y^ = a'x'~h Za'bx'-^ 3ab'
y*= a*x*-h ^a^bx^-h. . .,
d'où, substituant dans l'équation (2) et ordonnant,
Art
Aè
x^-h Xc
x'-^ Ad
-^Ba'
-^Q.Bab -+- Ca'
-+- Bb' -^2Bac -i-3Ca^b -f- Da*
Égalant à zéro les coefficients de x, x^, j-', x\. . . , on obtient les équa-
(*) Foir la Note IX à la fin du volume.
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lions
Art— 1=0, AZ»-^B«^=o, Ac -h 2Bab -i- Ca^= o, kd-\- Bè'-r- %Bac ^ SGfl'^' + Dfl' = o,. .. ,
desquelles on déduit successivement
._! T>_ ^^^ _ ^ p_ kc -^ ■i'Bah -xh- ~ ne a a- ^ n^^ ~ a^ ~ n' '
5nbc — 5^' — a^d
a' Ainsi l'on obtient pour le développement demandé
I b , ib- — <7f , 5b' — 5abc -i- a^d ,
N. B. — Si l'on a un développement de la forme
y ^= oi -t- ax -H bx' -:- cx^ -^ . . . ,
il est facile de s'assurer, en reprenant la méthode précédente, que l'on ne peut pas développer x suivant les puissances de la fonction y ellemême : mais on peut faire j — a = z, ce qui donne
z = ax -^ bx^^r- cz^-T-. . . .
Posant ensuite
X =Az-^B3"^-Cz'h-...,
on déterminera les coefficients A, B, C, . , . ; après quoi l'on remettra pour z sa valeur/ — a; et alors le développement de x procédera suivant les puissances, non de la fonction/, mais de l'expression/ — a.
•420. Application. — Soit, pour premier exemple, la série
y=,x-i-x'^-i-xi^'^x*-T-xr'-i-....
Posons
x = Aj -H Bj= -f- Cj' + Dj^ -f- E r' -h . . . .
En formant, comme ci-dessus, les diverses puissances de j, et substituant leurs valeurs dans la seconde identité, on obtient les équations suivantes :
d'oii l'on déduit successivement
A = i, B^ — I, C = -f-i, D= — I, E=-hi;....
Donc
Et, en effet, x -h x^-h a:^-^. . . est une série récurrente dont la fraction génératrice est (410)
Ainsi l'on a
) d'où l'on lire x = — ^
Or, en développant cette dernière expression en série par la division, on trouve
Soit, pour second exemple, l'équation (i) y — iH f h
dont le second membre n'est autre chose que le développement de e* {w//-n°229).
En faisant j — i = z, on a
XX' x^ .r*
Posons alors
{2) a; = Az H- Bz^'-f- 02="+ Dz' -+-....
En formant, à l'aide de Tidentité (i), les diverses puissances de z. puis substituant leurs valeurs dans l'identité (2), on sera conduit aux équations suivantes :
doù l'on déduit
Donc le développement de j: en z est
ainsi Ton a, pour celui de x en j,
^_(j-i) (x-^Y (r-iV (.'--iV , 1234 ^
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Observons d'ailleurs que l'équation y ~ é' donne (208) dans le système népérien
. = /.ri donc l.yJl=S}.^^l^:^JZ=l±-[y=}l^....
Tel est, en effet (223), le développement en série du logarithme naturel d'un nombre.
La méthode inverse des séries est d'un usage peu fréquent, parce qu'il est difiBcile de reconnaître, d'après la nature des calculs, une loi de formation pour les coeËBcients; et l'on est souvent obligé de déterminer un grand nombre de coefficients avant de pouvoir saisir cette loi.
■421. Nous terminerons ce que nous avons à dire sur cette méthode par la remarque suivante :
Si l'on a une équation de la forme
aj -h by^ -r- cy^ -i- . . . = a'x -+- b'x- -\- c'x^ -h...,
formée par deux séries, et qu'on veuille exprimer y en x par une série telle que y = Ax -+- Bx- -^Cx^-i-. . ., il faut, pour obtenir A, B, C, . . . , former les diverses puissances, j', y^, y*,. . ., à l'aide de cette dernière équation, puis les substituer dans la première, ce qui donne alors une équation identique en x, dont on égale séparément à zéro les coefficients correspondants.
Mais les calculs dans lesquels on est ainsi entraîné sont souvent impraticables, parce que les coefficients A, B, C,... entrent dans les équations de condition à des puissances de degré supérieur au second.
§ rV. — Des séries trigonométriqdes et circulaires.
Nous compléterons la théorie des suites par la recherche du développement des trois lignes trigonométriques principales, sinj:, cosor, tango:, suivant les diverses puissances de l'arc ^, séries qui servent à la confection des tables trigonométriques.
Dcveloppemerit de sinx et de cosx.
422. Pour résoudre cette question, nous partirons de la formule
(cos« H- sina \/ — I )"' = cosma -+- sïnnia y/ — i,
démontrée (371 ).
Si l'on développe le premier membre de cette équation d'après la formule du binôme, il est aisé de voir que le développement se compose de
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deux parties distinctes : une partie r celle et une partie affectée de y/— i . Or, pour que l'équation précédente puisse exister, il faut qu'il y ait séparément égalité entre les parties réelles des deux membres et entre les deux parties imaginaires. •
Supposons donc le développement effectué; nous obtiendrons les deux nouvelles équations
cosma ~ cos <7 — m cos" '<? &m a
-!- m — — - — cos"'~*fl sm*<2. . . ,
ml • '" — i m — 1 „ , . , sm ma = m cos asma — m — cos a sin r/ -^ .
Ces formules servent, en Trigonométrie, à déterminer les sinus et les cosinus des arcs multiples ma en fonction des sinus et cosinus de l'arc a , mais on peut aussi en déduire les valeurs du sinus et du cosinus d'un arc en fonction de cet arc.
I- m — tang*a — . . . \i
smma = co3'"« m tans;^ — m tangua -+-...
Cela posé, faisons
ma — X, d'où m =-:
ces formules deviennent
X — a tan^^a
cos.r = cos"'a [ i — X
X — (7 ,r — T.a X — 3rir tang*rt "\
_ / tang<7 X — ax — nn hms,^ a \
smx = cos^fl ( x — 2 X ~ 2 1_ . . . ] ,
\ a lia' j
SÉRIES TRIGOKOMÉTRIQL'ES. 6o I
Remarquons acluellement que les trois quantités a, x et m étant liées par la relation
ma = X ou m = -1
on peut faire varier m et a de manière que leur produit x reste constant; car si l'on prend pour a, par exemple, une suite de valeurs tout à fait arbitraires, les valeurs de m correspondant à ces valeurs de fi et à la
valeur constante de x s'obtiendront au moyen de la relation m = --
D'un autre côté, on sait, d'après les principes de la Trigonométrie, que
plus un arc a diminue, plus il approche de devenir égal à son sinus et sa
. , V ,. , sinfi tangfl , tangente; ce qui revient a dire que le rapport ou — 2_ tend sans
cesse vers Vunité, et que, quand on suppose l'arc moindre que tout arc donné, ce rapport ne diffère de l'unité que d'une quantité moindre que toute grandeur donnée; en termes algébriques, si l'on suppose a = o, il en résulte
sino _ tango _ o G
D'après ces considérations, faisons « = o dans les deux formules cidessus : les premiers membres ne changeront pas, puisque l'on suppose X constant ; mais les seconds membres deviendront
C0S"'Ol - I-
d'ailleurs on a
coso = I, d'où co3"'o = I ;
donc, enfin, l'on obtient (A) cos.r = I -
(*) En appliquant aux séries (A) et (B) les principes établis à la fin du Chapitre VI {^Note sur les séries convergentes), il est aisé de reconnaître qu'elles finissent toujours par devenir convergentes.
En effet, le rapport d'un terme quelconque au précédent peut être exprimé
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424. Pour faire servir ces formules à la construction des Tables trigonométriques, il faut supposer : i" que l'on connaisse le rapport ■T = 3,i4i592.G. . . de la circonférence au diamètre, ou de la demi-circonférence au rayon ; i" que x représente la longueur d'un arc d'un certain nombre de degrés, rapportée au rayon pris pour unité.
D'après cela, soit proposé de déterminer le sinus et le cosinus de l'arc û!'une minute.
Comme la demi-circonférence dont le rayon est i a pour valeur 3,1415926. .., il vient, pour le quart de circonférence, 1,5707963..., et pour l'arc de i', qui est le 10000'^"" du quadrant dans la division centésimale, 0,00015707963. Il sufiBt donc de substituer dans les deux formules (A) et (B) cette valeur à la place de ^, en calculant les deux premiers termes seulement; car il est visible que les autres seraient extrêmement petits. On peut même observer que, les termes étant alternativement positifs et négatifs, l'erreur commise s'estime (ITG) par le premier des termes que l'on néglige.
Prenons, par exemple, le premier terme x de la série relative au sinus,
, ,, • .. • j (0,00015-07...? pour exprimer sin i ; 1 erreur commise est moindre que -^^- —- •
Or on a
(0,00015707. ..)'<(o, 00016)% ou 0,000000000004096;
le sixième de cette expression est moindre que 0,000000000001 : donc la valeur de sin i ' ne diffère pas de l'arc lui-même dans les douze premiers chiffres décimaux.
En général, tant que x sera une fraction, ce qui aura toujours lieu 'si l'on considère un arc moindre que le huitième de la circonférence (ou 5o degrés), les deux séries seront très-convergentes, et un petit nombre
pour la première série, par et, pour la seconde, par
(2/î — i) in
(« désignant le rang du terme à partir du second).
Or, X ayant une \a\eurjinie et déterminée, il est toujours possible de prendre n assez grand pour que le rapport soit une fraction; et cette fraction diminuera indéfiniment à mesure que n augmentera.
Ainsi ces séries rentrent dans le premier cas du n° 2 de la Note qui vient d'être citée.
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de termes suffira pour donner des valeurs très-rapprochées de sino: et de cosj:.
42o. Les séries (A) et (B) donnent lieu à des conséquences assez importantes, que nous allons déduire successivement. Première conséquence. — En comparant ces deux séries
(A) cos^
à celle qui donne le développement de e'' (229),
X X^ JC^ X*
e* = IH h
on voit que leur somme donne cette dernière série, aux signes près, de deux en deux rangs; mais si l'on remplace dans celle-ci x par x \J— i , et qu'on multiplie les deux membres de (B) par yJ—\ , on aura, en se rappelant que les diverses puissances de ^—i sont périodiquement (+ /— i", —I, — V^— I, -Hi),
cosj: -+- v/— I sin JT = iH — i/— I
et
donc
e"^ = cosx -h \/~ I sincr.
En changeant x en — x, et observant que cos(— a:) = cosjc, et sin(— x) = — sin^, on trouverait
COSor — v — ismor;
ce qui donne enfin la nouvelle formule
(C) ^•'*^-'= cosx± \/^^sin^.
iV. £. — Les valeurs qu'on vient d'obtenir pour e+'^, e"**^, combinées par addition et par soustraction, conduisent aux deux formules
6o4 - CHAPITRE X.
suivantes, qui sont employées assez fréquemment :
CCS
sin^ = — T= (e+'^— p-'^).
426. Deuxième eonsàijitcncc. — Si, dans la formule (C), on met nx à la place de .r, n étant un nombre réel quelconque, il vient
gAnxv/-i_ cos«jr rt \/—is\xïnx\
d'un autre côté,
6'^'"'^'= (e=^^^~)"= (cosj: rh v/^rsin^)"; donc
(cos^ rh y'— I sin^)"= CO?,nx ± yj — I sin/2jr.
Ainsi la formule (cos^ ± sin^/— 0'"= coswr? -f- sinwfl v^ — ' > qui n'avait été démontrée (371 ) que dans le cas où m était un nombre entier et positif, est maintenant vérifiée pour un exposant quelconque.
427. Troisième conséquence. — De la formule (C) on déduit encore, en prenant les logarithmes des deux membres dans le système népérien,
— x\J—\ = /. (coScT = y/ — isinor) ;
d'où, en séparant les deux formules contenues dans celle-ci, et retranchant la seconde de la première,
/ — - , cos j: + i/— I sin j:
•xxsj —1 = l. ^ ,
cosj: — \J — isin.r ou bien
I , I -t- V — J tan2;.r
1 — y/— I tang.r
Or on a trouvé (225)
faisant dans cette formule y = y/— i tangx, on obtient
, i-t-i/— I tangx [^ tang'x tan«*^
/. ^7= = 2 ( tanga? 1 1 •
i — V — i tango: \ ô o
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donc
. /, tans'a? \.9.n°^x \ , —
r V — I = 2 ( tangx ^ 1 ^ ••• I v — I
et, par conséquent.
,^, , tanai'j? tans:^^:
(D) X = tdiOgX ;:; ■ z • = • •
Cette formule donne la valeur cFun arc en fonction de la tangente de cet arc. Donc, par la méthode inverse des séries (419), on pourrait développer réciproquement tangx en fonction de x\ mais on parvient aussi à ce dernier développement par le moyen qui suit :
Soit
tang^r = Ar -+- Bj:'-i- Cr^-i- \ix'' — . . .
(en observant que la tangente, de même que le sinus, ne peut renfermer dans son développement aucune puissance de degré pair de l'arc, puisqu'elle doit changer le signe avec cet arc). Pour déterminer A, B, C, . . . , on substitue dans la relation
tangxcoso: = sin.r,
à la place de sinx et de cosj:, leurs développements trouvés au n" 423, puis, à la place de tanga-, la série ci-dessus; et il vient
[Xx -r- Bx' -r- Cx
Effectuant la multiplication indiquée, et égalant les coefficients des mêmes puissances de .r, on trouve successivement
et
ainsi
de suite.
1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 1.2.3.4.5.6.7' 428. Les analystes ont fait servir la formule (D) du numéro précédent
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à la détermination du rapport approché de la circonférence au diamètre.
Pour que cette formule puisse être utile, il faut que l'arc dont on cherche
la valeur soit tout au plus égal à 5o degrés, puisque l'on a tangSo"— i.
Cela posé, soit 50°= m -+- n, et prenons pour m l'arc dont la tangente
est égale à -? auquel cas on a, d'après la formule (D),
série très-convergente et dont la loi est manifeste.
D'ailleurs l'équation So" = w -i- /z donne
, 0 ^, y , tang5o°— tançm 4 3
n = 5o° — m : d ou tang« = ^^ — ^ _ _■
iH- tang/«tan25o' i 5
donc, en appliquant encore la formule (D),
'^ ~ 5 ~ 3.5^ "^ 575"^ ~ jTô"' ^ '
ainsi (w -f- «), ou l'arc de 5o degrés, est représenté par la somme des deux séries
La seconde de ces deux séries n'est pas très-convergente, et il faudrait un assez grand nombre de termes pour obtenir un degré d'approximation sufiBsant.
429. Mais on peut parvenir à deux autres séries beaucoup plus convergentes.
Soit c l'arc dont la tangente est égale à rj il en résulte
Or on a, d'après les formules trigonométriques,
1 tane «' 5 , , 1 tans 2 c
I — tang-^c 11 1 — tang-'ap
Comme cette dernière tangente diffère très-peu de l'unité, on peut déjà conclure que l'arc 4 «' diffère peu de 5o degrés, et qu'ainsi la tangente de 4p — 5oo doit être une fraction très-petite.
CONCLUSION GÉNÉRALE
Cela posé, soit z = /jc — 60", d'où tangz = tang(4r'- 50°); il vient
tans 4 '' — I I
tangz = — '— — = -77-;
° i-+-tang4«' aig
donc
289 3.st39^ ' S.'iSg^ d'ailleurs l'équation z = 4 '' — ^o" donne
Mettant dans cette expression, à la place de v et de z, leurs valeurs, on obtient
V^Sg 3.239^"^ 5.239* "j'
d'où l'on conclut enfin, pour le rapport de la circonférence au diamètre, ou pour le rapport de la demi-circonférence au rayon.
Il est facile de s'assurer que les quatre premiers termes de la première série et les deux premiers termes de la seconde donnent la valeur de tt à moins de 0,00001 près.
430. Conclusion générale. — En réfléchissant à tout ce qui vient d'être dit sur les séries circulaires ou trigonométriques, on voit le parti que l'on peut tirer de l'emploi des symboles imaginaires pour résoudre des questions d'une très-grande utilité. Comme, pour parvenir à ce but, on étend à des expressions imaginaires des formules qui d'abord n'avaient été reconnues vraies que pour des quantités réelles, on pourrait être tenté de révoquer en doute l'exactitude des résultats auxquels on est conduit ; cependant si, après certaines transformations, on parvient à des expressions débarrassées d'imaginaires, qui s'accordent avec celles que fournirait un raisonnement rigoureux et direct, on est forcé d'admettre la légitimité des moyens employés.
C'est ainsi que les analystes ont fait les découvertes les plus importantes, auxquelles on ne parviendrait que très-difficilement par des moyens en apparence plus satisfaisants.
GoS CIIAPITUE X. — CONCLUSION GÉNÉRALE.
La mélhodo suivie pour obtenir les cxprcs.iions de sinx et cos.r ofîrc encore l'exemple d'un raisonnement qui conduit promptement au but, quoique laissant d'abord un peu de vague dans l'esprit.
Pour parvenir à ces expressions, on suppose que, l'arc n devenant nul,
le rapport — 2_ se réduit à i. Au premier abord, on a de la peine à
concevoir que, l'arc étant nul, il puisse exister un rapport entre l'arc et sa tangente, et que ce rapport soit égal à i ; mais si, au lieu de supposer l'arc tout à fait nul, on suppose qu'il ne diffère de zéro que d'une quantité extrêmement petite, le rapport entre la tangente et l'arc est alors calculable et diffère très-peu de l'unité; et plus l'arc est petit, moins te rapport diffère de l'unité. D'où l'on peut conclure qu'à la limite de décroissement
de l'arc, c'est-à-dire quand a devient nul, on a — ^ = i. L'exactitude
des formules auxquelles on parvient ainsi , exactitude qui se trouve vérifiée par les applications que l'on en fait à la détermination des sinus et des cosinus de certains arcs, confirme aussi l'exactitude des principes qui y ont conduit.
La considération des rapports des grandeurs variables, dans les limites de leurs accroissements ou de leurs décroissements, est l'objet de V Analyse injïniiésimale , nouvelle branche de Mathématiques à laquelle la théorie des séries peut être regardée comme une espèce d'introduction.
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NOTES DE M. PROUIIET.
NOTIONS SUR LES NOMBRES INCOMMENSURABLES
(Parje 1 17.)
Lorsque les grandeurs d'un certain ordre sont rapportées à l'une d'elles prise comme unité, on peut les partager en deux classes, suivant qu'elles ont on qu'elles n'ont pas de commune mesure avec cette unité.
Les grandeurs de la première classe, que l'on nomme pour cette raison commensiirables, sont formées par la réunion successive de plusieurs unités ou de plusieurs parties aliquotes de l'unité. Elles sont alors exprimables par un nombre entier ou fractionnaire qui en donne l'idée la plus nette et permet au besoin de les reproduire.
Les grandeurs incommensurables avec leur unité ne sont pas susceptibles d'une génération ni d'une expression aussi simples. Il faut recourir, pour les déduire de leur unité, à des opérations d'un ordre plus élevé.
Considérons, par exemple, ^2. On sait qu'il n'existe aucun nombre dont le carré soit égal à 2, mais qu'on peut trouver une série de nombres croissants dont le carré soit inférieur à 2, et une autre série de nombres décroissants dont le carré soit supérieur à 2. Imaginons donc que l'on ait porté sur une ligne droite, à partir d'un certain point O, des longueurs commensurables OA, OA', OA",..., représentées par les nombres de la première série, et des longueurs OB, OB', OB", ..., représentées par les nombres de la seconde série; comme les dislances B.\, B' A',... vont en décroissant et peuvent devenir moindres que toute distance donnée, on conçoit qu'il existera entre la série des points A et celle des points B un point de démarcation M. La distance OM, limite commune des longueurs OA, OA', OA", ... et des longueurs OB, OB', OB",..- sera représentée par \/2.
Ainsi l'expression v'2 représentera une grandeur aussi bien que 5, 6, -, - :
c'est pourquoi nous dirons que y' 2 est un nombre, et nous le nommerons incommensurable, quoique cette qualification appartienne plutôt à la grandeur représentée.
De même ^5, v''> V'^ — v'j>-- représenteront des grandeurs incommensurables avec l'unité. On conçoit qu'il existera une grande variété de nombres incommensurables. Les plus simples sont les radicaux et leurs diverses combinaisons. La suite de l'Algèbre nous conduira à d'autres classes de nombres incommen su raldes.
Mg. B. 39
6lO NOTE II.
Dans le calcul algébrique, où l'on n'a en vue que les opérations à eirectuer sur les grandeurs, indépendammctit de cis grandeurs elles-mcmcs, on n'a pas à tenir compte de leur nature commensurable ou incommensurable, parce que les transformations qui constituent ce calcul s'exécutent en vertu de théorèmes démontrés pour des nombres commensurables, et que l'on étendra sans peine à des nombres incommensurables.
Par excmi)le, on a démontré que ab^ba lorsque a et b sont commensurables. Or, si a et i sont incommensurables, ab sera la limite (*) d'une série de produits
dV, a"b", a"'b'",...,
a', a", a'", ■ ■ ■ , b' , b" , b'",. . . étant des nombres rationnels (**) ayant respectiveir.ent a et b pour limites. De même ba sera la limite des produits
et comme on a constamment
on en conclut qu'on a aussi, à la limite, ob = ba.
SUR l'équatiox du second degré.
(Page 1,^0.)
Lorsque a est très-petit, le numérateur et le dénominateur de la formule (i) sont très-peu différents de zéro; de sorte que, si l'on veut obtenir la racine correspondante avec une certaine approximation, il devient nécessaire de cal-
(*) La limite d'une grandeur variable est une grandeur fixe dont la première approche continuellement de manière à on différer d'aussi peu qu'on voudra.
(** ) Le nombre ou rapport commensurable est encore nommé rationnel. L'étymologie de ce mot ne pouvant en donner qu'une idée fausse, nous croyons devoir transcrire ici une Note de M. Terquem. {Journal de Mathématiques pures et appliquées de M. Liouville, mars iSoG.)
« On trouve dans Kepler {Harmonies mundi, p. lo, édit. de iCfi)) un point de philologie mathématique qui éclaircit une expression de sens assez louche. Les Grecs distin[;uaient deux sortes de rapports : les uns exprimables, etf'ables, xô';ci; les autres non exprimables, inejjables, àxo'; oi. Or le mot xô')oç a deux acceptions : parole /verbum^ et raison {ratio'). Au lieu de prendre la première, les Latins, en traduisant, ont pris la deuxième : de là le rapport rationnel et le rapport irrationnel, ce qui n'a pas de sens; tandis que l'expression exacte est rapport exprimable ou rapport inexprimable. Cette observation de Kepler est d'une grande justesse. »
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culer ses deux termes avec un grand nombre de chiffres décimaux. La formule (3) n'offre pas le même inconvénient, mais on peut profiter de ce que x'
diffère alors très-peu de j pour en obtenir des valeurs de plus en plus approchées.
En effet, si 1 on pose « = -, on pourra écrire
Y désignant une quantité très-petite. En portant cette valeur dans l'équation proposée aar'-r- bx = c, on aura
équation qui déterminera la valeur A&j. En développant et remarquant que h«. — c = 0, on aura
(3) aj'^{b -T-ia(/.^y ■= — av'.
Cette équation étant dans le même cas que la première, sa plus petite racine
devra très-peu différer de — ■; '■ et même de -^' Posons donc
b -^ 2ayi b
et remplaçons j' par cette valeur dans l'équation (3), nous aurons, toutes réductions faites,
(4) az^-.-(2al3 -^ -iaa. -h b)z =^ — (a/3'-f- laa.^).
On obtiendra une valeur très-approchée de la plus petite racine de cette
équation en prenant la Iraction ■ ■ — ; ; mais, comme a /s' est beau-
•2a^-T-2ac/.-^b
coup moindre que jav.^î, et 2 a jS -';- 2 a cf. beaucoup moindre que b, on pourra
prendre
pour valeur approchée de z ; et ainsi de suite.
En s'arrètant là, on aura pour x' la valeur approchée
et, en remplaçant a et /3 par leurs valeurs,
b b' ■ b' La racine x' étant calculée, l'autre s'obtiendra par la formule
6l2 KOTE lY.
DÉVELOPPEMENT DE { a -h b \J — I )". (Pa;je 242.)
Pour obtenir (« -r- bsf—i)"', il faut changer, dans la formule
( « -i- ô l" = a™ -t- mw"—' 0 H «"■" " o-
b en b y/— I, ce qui donnera, en se rappelant que les diverses puissances de y/ — 1 sont périodiquement (+ ^—i, — •> — V~') -^'/'
(a-i-bJ — i) — a-" -i- ma"'-^ b \J — i a'" 'b
'n{m — i)iin — 7)j — -
'b'sj—i
ou, en réunissant les termes réels et les termes imaginaires, et mettant y'^ en facteur commun.
m{m — i)(to — 2)(m — 3) ,„_4r«
ma'"—' b ■ a">—^b'
On voit que la partie réelle est composée des termes de rang impair du développement de (fi -i-b)'", pris alternativement avec le signe -h et le signe —, et que le polynôme qui multiplie ^ — i se compose de la même manière avec les termes de rang pair.
SUR LA BASE DES LOGARITHMES NÉPÉRIENS
(Page 822.)
1 . On peut encore démontrer que e est la limite vers laquelle tend ( iH — j à mesure que m prend des valeurs de plus en plus grandes.
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En effet, supposons d'abord m entier et positif; nous aurons, d'après la formule (lu binôme,
Posons
\ w; / \ lu I \ m J
" ~" "" 1.2 I.-2.6 ■■■ 1.2..i...rt
il en résultera
d'où
Donnons d'abord à n une valeur constante et faisons croître rn indéfiniment. Si l'on compare terme à terme les expressions de S„ et S„, on voit que ces deux quantités diffèrent de moins en moins et que la limite de leur différence est zéro ; donc on aura
lini('n--!-y'' = lim(R'„ — R„).
Or, si maintenant on fait croître n indéfiniment, on sait que R„ a pour limite zéro, puisque la série e est convergente; d'un autre côté, les termes de R„ sont respectivement moindres que les termes de même rang de R„ Donc R„ est
6l4 NOTE IV.
moindre que R„ et a c.ialenient zéro pour limite. Donc on aura
li.n(.-;;^)'"=e;
ce qu'il fallait trouver.
2. Nous avons fait varier m en faisant passer cette quantité par des valeurs entières. Je dis maintenant que, si m tend vers l'infini en prenant des valeurs
Iractionnaires, ( iH 1 aura aussi e pour limite.
En eRet, désignons par A le plus grand nombre entier contenu dans m; nous aurons
(■-x^)*<(.^,^r<(-ir'-
inégalités que l'on peut encore écrire
Or, lorsque h tend vers l'infini, on a
d'ailleurs
donc le premier et le dernier membre des inégalités précédentes ont pour
limite e. Donc I iH ) i qui est toujours compris entre ces deux quantités,
a aussi e pour limite. ,
3. Supposons en dernier lieu m négatif et mettons le signe en évidence. On a
et l'on voit aisément que le dernier membre a pour limite e,
4. On peut se demander vers quelle limite converge I i -t j • P.ir des raisonnements analogues à ceux que nous venons de faire, on trouverait
hniln-— =- H 1 : ô-*--'-;
DES FONCTIONS DÉRIVÉES. 6l^
d'un autre côté on a
et, par suite,
lim 1 I -i- — ) = e^ .
La comparaison de ces deux résultats donne ce théorème important
DÉRIVÉES
(Page 34
Notions préliminaires,
1. Une quantité Tariable^' est dite fonction d'une autre quantité variable x, toutes les fois que chaque valeur de 7 dépend, d'après une loi quelconque, de la valeur attribuée à x. Ainsi, dans les exemples suivants :
3x -h-/ •^ ' ^ Jar-f-4 -^
jr est une fonction de x.
1. Une fonction est explicite lorsqu'on indique les opérations qu'il faut effectuer sur la variable dont elle dépend, comme cela a lieu dans les exemples qui précèdent. La fonction est implicite lorsqu'elle est liée à sa varii\ble par une équation non résolue, ou même par quelque condition qui n'est pas encore exprimée par une équation. Ainsi, x etj étant liés l'un à l'autre par l'équation
3/* — !\xy -T- bx^^^ 2!^,
y sera une fonction implicite de x. On la rendrait explicite en résolvant cette équation par rapport s^jr.
3. Une fonction explicite ou implicite d'une seule variable x s'indique par une des lettres /, çs, ^, F, . . ., suivie de la lettre x que l'on place entre parenthèses, comme /(j:), F(ar), çj(a:},.... Les lettres y, F,..., que nous nommerons des caractéristiques, désignent donc un certain ensemble d'opérations à effectuer sur la variable x. Des fonctions de formes différentes s'exprimeront a l'aide de caractéristiques différentes.
6l6 NOTE V.
Ces notations sont tics-commodes pour indiquer le résultat de la substitution d'un nombre à la place de x. 11 suffira de mettre à la place de x dans/(j:) le nombre particulier que l'on a en vue. Par exemple, si l'on pose
f{x)— 5jr°-— 3.r-i-4, on aura
k. Si l'on a y =:/(x), on peut considérer x comme fonction de j- et poser
Les deux fonctions/" et -^ sont dites inverses. Dans le premier cas, x est appelé la variable indépendante et^- la variable fonction. C'est le contraire dans le second cas.
5. Une fonction est entière, fractionnaire, irrationnelle, suivant la nature des opérations qu'elle comporte.
Elle sera algébrique si elle n'exige pas d'autres opérations que l'addition, la soustraction, la multiplication, la division, l'élévation à de certaines puissances ou l'extraction de certaines racines; ou bien encore, lorsqu'elle sera donnée par une équation algébrique non résolue,
La fonction sera transcendante si elle renferme des logarithmes, des sinus, etc., en un mot, si elle dépend d'opérations que l'on ne puisse ramener à des opérations algébriques.
6. Une variable est dite fonction de plusieurs autres variables lorsque sa valeur dépend de celles que l'on attribue à ces dernières. Par exemple, si l'on a
zz:^ 3x- -i- 2 .r K -h 5,
z sera dit une fonction de x et de y, ce qu'on est convenu d'exprimer de la ma nière suivante :
Les fonctions de plusieurs variables se distinguent comme les fonctions d'une seule variable en explicites et implicites, algébriques et transcendantes, etc.
7. Lorsque^ est une fonction d'une variable u, tandis que celle-ci est fonction d'une variable x, on dit que^ est une fonction de fonction dex.
En posant
la dépendance qui existe entre j- et x pourra s'exprimer par la notation
On peut supposer de même que^' dépende de x par l'intermédiaire de plusieurs fonctions, comme si, par exemple, on avait
^-/Ipii^C-^-)]'
8. Une fonction est dite composée lorsque sa valeur dépend de celles de plusieurs variables qui sont elles-mêmes des fonctions d'une ou de plusieurs variables : comme si l'on avait
-=/(«."). u = o{x,y), v-== ■ij{x,j).
La liaison qui existe entre s et les variables indépendantes x qX j peut s'exprimer, dans cet exemple, à l'aide de la notation
9. L'Algèbre n'est, à proprement parler, que l'étude des fonctions. Dans l'Algèbre élémentaire, on s'occupe principalement des fonctions explicites, en faisant abstraction des valeurs particulières des nombres sur lesquels les opérations doivent s'exécuter. Dans l'Algèbre supérieure, généralisant de plus en plus, on étudie les propriétés des fonctions indépendamment de leur forme, c'est-à-dire indépendamment de la nature et du nombre des opérations qu'elles comprennent. C'est ce que la suite de cette Note achèvera de mettre en évidence.
Développement d'une fonction entière f{x) suivant les puissances croissantes de h quand on remplace x par x -+- h.
Soit
/(x) = Kx'"^ A, x"^' -+- A. x""-'-^. . .-H A„_, x -f- A„
une fonction entière de x, et proposons-nous de trouver ce qu'elle devient lorsqu'on remplace x par x-\-h.
On aura d'abord, d'après les notations adoptées,
et il est clair que le développement sera du m''^"^ degré par rapport à /;. On pourra donc poser
/(x-hA; = P-i-P, k-r-VJl---^ P, P-v-...-r-P„A'",
P, P,, P.,..., P„, étant des fonctions de x, dont il reste à déterminer la forme. On trouve, en prenant dans le développement les termes indépendants de h,
P ^^ A x"' -4- A, a:"'"' -i- . . . -;- A„, c'est-à-dire
ce qui doit être, puisque _/"(:r -i- A) doit évidemment se réduire à /"(x) lorsque A = o.
En groupant les termes qui contiennent h en facteur, on obtient
P, = inkx"'~^~\- [m — i) A, x'^-'i- (m — 2) A.x"'"'-;-. . .,
polynôme dont chaque terme se déduit du terme correspondant de f{x) en multipliant ce terme par l'exposant de x, et diminuant cet exposant d'une unité. Nous conviendrons d'appeler dérivée d'une fonction f(x) et de désigner
6l8 NOTE V.
par/'(x) tout polynôme qui se déduira dc/{x), d'après la loi dont nous venons de parler. Nous poserons donc
On trouve ensuite
_ m(w— i)Ax"~'-t-f/w — 0(ffi— 2)A, x'^' _
Or, si l'on compare le numérateur de cette expression à/'(j.), on voit qu'il se déduit de /'(x) d'après la même loi que/'(x) se déduit de/(j:). Ce numérateur sera donc la dérivée de /'{x) oti la dérivée de la déiivce de/(x). Nous l'appellerons dérivée seconde de J\x), et nous le désignerons pary"(x); en sorte qu'on aura
On verra de même que, si l'on désigne par /'"(j-) la dérivée première def"(x) ou la dérivée troisième de /(x), pary~"(a:) la dérivée quatrième, et ainsi de =àuite, on aura
Le développement demandé sera donc
i .î. ..^rn — I j 1 . 2 . . . /rt
On remarquera que la dérivée première est du degré m — i par rapport à x; la dérivée seconde du degré m — 2,. . .. Hn sorte que la dérivée m""'" sera du degré m — m ou zéro, et se réduira à la constante m{m — i). . .3.2. lA. .
11. Comme f{x-\-h) est symétrique par rapport à a: et à A, c'est-à-dire ne change pas lorsque l'on change x en h et h en x, on aura également
si l'on suppose A =^ 0, cette formule devient
/(a-) = /(o) + xf {0) -f- X'- ^ -I- . . . ,
en sortp qu'on pourra écrire une fonction lorsque l'on connaîtra les valeurs de cette fonction et de ses dérivées pour x ^= 0.
12. Si l'on voulait développer une fonction entière suivant les puissances du binôme .r — a, on y parviendrait très-simplement de la manière suivante. Ou a identiquement
Donc, en considérant x — a comme un seul terme,
La dérivée d'une fonction quelconque est la limite vers laquelle tend le rapport de l'accroissement de la fonction à l'accroissement de la variable lorsque ce~ lui-ci tend vers zéro.
De la formule
f{x + h) = f{x)-^hf'{x)^h'--L-^ + h'l-^^...
on tire
On voit donc que le rapport de l'accroissement de la fonction à l'accroissement h de sa variable se compose de la dérivée f {x), et de termes contenant tous h en facteur, termes qui disparaîtraient si l'on supposait h égal à zéro. f'{x) est donc la limite vers laquelle tend le rapport de l'accroissement de la fonction à l'accroissement de la variable quand celui-ci tend vers zéro.
Cette propriété dont jouit la dérivée d'une fonction entière sera prise désormais par nous comme définition de la dérivée d'une fonction quelle qu'elle soit. Ainsi, f{x) désignant une fonction quelconque, nous poserons
/-,. N ,• f{x-^h)-f{x) f'{x) = hm -^^ j^ — — ' pour Ii — o.
14. Nous continuerons à représenter la dérivée d'une fonction f{x) par/' (a:). Lorsque la fonction sera désignée par une seule lettre, la dérivée s'indiquera par la même lettre affectée d'un accent. Enfin quelquefois nous nous servirons de la lettre d suivie de la fonction. D'après cela on aura
dérivée de /{x) ^^ f'{^) = df(x), dérivée de j- = j' — dj'.
Le lecteur devra bien se pénétrer du sens de ces notations, dont chacune présente quelque avantage spécial, et entre lesquelles on choisira suivant la nature de la question.
15. Lorsqu'une fonction renferme plusieurs variables, nous appellerons dérivée partielle, par rapport à une de ces variables, la dérivée qu'on obtient en considérant toutes les autres variables comme constantes. Si l'on a
les dérivées partielles de z s'exprimeront par
d^z, d^z, ou f^{x,j), f^{x,y).
16. Les dérivées successives d'une fonction d'une seule variable se désigne-
ront par
r', J", j'",--., /'(-r), /"(-r), /'"{x),..., dy, (Py, 'l'y,....
Pour les fonctions de plusieurs variables,
dltz, <V^r, d^,z, ou
/"ti^yj'l^ f'yi^^yjr), f^i{l,r)
représenteront les dérivées de z ou de f{x, y) prises deux fois de suite par rapport à X, ou d'abord par rapport à x, et ensuite par rapport à j. On exprimera d'une manière analogue une plus lon[,'ue suite de dérivations.
Enfin nous nous servirons fréquemment de la caractéristique A placée devant une variable pour indiquer un accroissement indéterminé attribué à cette variable.
Dérivée d'une fonction de fonction,
Soient
j^/{u), u=zo{x),
et proposons-nous d'obtenir la dérivée de j par rapport à x.
Soient àj et A« les accroissements des fonctions y et n correspondant à un accroissement arbitraire àx attribué à la variable indépendante.
Le problème revient à trouver la limite vers laquelle tend le rapport — quand
Aj." tend vers zéro. Or on a identiquement
Ajr _ A^ A?<^ Ax Am Ax Donc
lim — ^ lim • — • lim
Ax Au Ax
Mais les accroissements A^-, lu, Ax étant nuls en même temps, on aura
lim- — = y , lim- — ^=f'[u), hm — =a'fxj. Ax -^ ' Ah -^ ^ ^' AX '^ '' ^
Donc
Ainsi l'on obtient la dérivée d'une fonction de fonction en prenant la dérivée de chaque fonction par rapport à la variable dont cette fonction dépend immédiatement, et en multipliant ces dérivées entre elles.
On trouverait une règle analogue pour des cas plus compliqués. Par exemple, si l'on avait
r =/("). «=?('')» ^—'p{-^)f on aurait
18. L'utilité de la règle que nous venons d'établir tient surtout à ce qu'elle permet d'éviter de longues substitutions. Par exemple, si l'on avait à prendre
la dérivée de la fonction
qui revient à
au'" -J- bu'' , en posant
u =. ux"-— fi, on trouverait
j' = {mau"'~' -f- pbiiP-^) u' = [ w« ( a.c -+- fi )"""' -1- pb{v.x'' ■+- ^5)P-']/z a.r""'.
On serait arrivé à un résultat bien plus compliqué si l'on avait développé les calculs indiqués dans la valeur de^-.
Règles pour trouver la dérivée d'une somme, d'un produit, d'une puissance, d'un quotient de plusieurs fonctions dont les dérivées sont connues.
19. Dérivée d'une somme. — SoM y =^ u ^r- v -h z une somme algébrique de plusieurs fonctions de la même variable; nommons Aj)', A«, Ac, Az les accroissements simultanés de ces fonctions, c'est-à-dire ceux qui répondent à un même accroissement \x de la variable indépendante. On aura
A.v = A?i -T- A»» -H Az, d'où
Aj' A^^ Ae _ i\z
Ax \x Ax Ax
et, si l'on fait tendre Ax vers zéro, on aura, à la limite,
Ainsi la dérivée d'une somme de fonctions est égale à la somme des dérivées de ces fonctions,
20. Dérivée d'un produit. — 1° Considérons d'abord le produit
j- = au, a étant une constante et u une fonction de .r; on aura Ax ^= a{^u ■+- A-'/) — au = a Au,
d'où
Ar _ A M A.c Ax
et, en passant à la limite,
j'= au'.
Donc la dérivée du produit d'une Jonction par un facteur constant est égale au produit de la dérivée de cette fonction par le facteur constant. 2° Soit un produit de deux fonctions
y r= uv,
on aura
Aj =^ {u -i- Au) [v -^ Av ) — uv :^ u Au -r V Au -\- Au Av,
d'où
Av Al' Su , jiv
A^ A.C Aj: A.c
etj en passant à la limite,
y' ■=^ liv'-r- vu' ;
car le terme Au — ? produit de deux facteurs, dont 1 un tend vers zéro et A.r
l'autre vers une limite eu général finie f', a pour limite zéfo.
3° Soit un produit de trois fonctions j- =^ uvz.
Si l'on considère m'z comme le produit de uv par -, on aura, d'après la rèjjle relative à deux facteurs,
uvz' -^{^uv)' z
en désignant par (««*)' la dérivée de uv, et comme {uv)' = uv' -^ vu' on aura
jr'=^ uvz' -~- uzv' -h vzu',
d'où l'on est porté à conclure cette règle générale :
La dérivée d'un produit de plusieurs fonctions est égale à la somme des dérivées que l'on obtient en considérant tour à tour chaque facteur comme seul variable.
On démontrerait aisément que cette loi s'applique à tous les cas en faisant voir que, si elle est vraie pour un produit de m facteurs, elle le sera encore pour un produit de tk-hi facteurs.
11 est bon de remarquer que la dérivée du produit
y ^= uvzt . . . ù) peut se mettre sous la forme
d'où
\ u V Ctt /
Ainsi la dérivée d'un produit, divisée par ce produit, est égale à la somme des quotients que Von obtient en divisant la dérivée de chaque facteur par ce facteur.
21. Dérivée d'une puissance. — 1° Soit d'abord m entier et positif. Si, dans la formule
on suppose les facteurs u, v,..., o égaux entre eux et au nombre de m, on aura
j' ^z.iC' m — ) ou y'z^mu 'u.
Ainsi la dérivée d'une puissance entière d'une fonction s'obtient en multipliant cette fonction par l'exposant et par la dérivée de la fonction, et en diminuant l'exposant d'une unité.
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2° Soit r = u" une puissance fraclionnaire et positive d'une foiiclion u, on aura
et prenant, d'après la règle précédente, la dérivée des deux membres qui sont des puissances entières, on aura
d'où
^ mu u m u u
et enfin
formule qui est comprise dans la formule r' = mu"' '«', en chanf;cant m en — •
30 Soit
on tire de cette équation, en multipliant les deux membres par u'",
ru"'=i I.
Prenant la dérivée de chaque membre, on obtient
j' lim _i_ niju""^^ u' =^ 0,
d'où
^' = — tnr u\
et, après réduction,
^'= — mu~"'~' u',
résultat qui rentre dans la formule donnée pour le cas d'un exposant entier et positif.
Ainsi, dans tous les cas, on auia
du'" :^ mu"'~' u' .
Remarque. — Si m^^ -■, on auia
du^ = — u ^ u',
ou, revenant aux notations ordinaires,
d\fu — ^•
Ainsi la dérivée de la racine carrée d'une fonction est égale à la dérivée de cette fonction divisée par le double du radical.
Dérivée d'un quotient. — Soit
on peut écrire
J' r:^ )IV~'.
En appliquant les rèjjles relatives aux produits et aux puissances, on aura
7= // V — uv V ■= >
et enfin
22. Les règles que nous avons données dans ce paragraphe et dans le précédent ramènent la recherche des dérivées des fonctions à celles des dérivées des fonctions simples ou élémentaires. Si donc on remarque que la fonction algébrique élémentaire est .r'", et que sa dérivée est mx'"~'^, on voit que nous savons déjà prendre la dérivée de toutes les fonctions algébriques.
>"ous croyons utile de récapituler ici les formules trouvées jusqu'à présent. Ce sont les suivantes :
r-=/[?(-r)], r'=/'[?(-r)].'Cx),
r=/\?[J^{^)]\, .>■' = /' |?!il(x)Jj?'[i(a:)],i'(x), ^- =^ H -i- c -f- z, y ' = II' -h v' -^ z' ,
\ u V Ui I
y — au, y' = au',
yrrzu", y' ^^mu"'~^u',
Nous engageons le lecteur à en faire l'application aux exemples suivants :
a-f-x, a — j:, ax, — j ax", ax'^-i- à',
{ax'^-h bx")P, ^{ax--hbx"')P,
. , • s ax'^-i-bx" I
(ax™-!- bx'Y^cx'i^ dx" j',
cxi-!-dx'' {x — a)""
i- — -^i \lx^~a-, J[ax"'), /{x--i- a-],....
{cxi^rdx-^)' ' J ^
Dérivées des fonctions circulaires directes et inverses (*). 23. On nomme fonctions circulaires directes les fonctions suivantes sinx, cosx, langx, cotx, sécx, cosécx,
(*) Ce paragraphe exige des notions de Trigonométrie. T'oir le Traité élémentaire de Trigonométrie reciiligne et sphcrique, etc., de .M. Bourdon.
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et fonctions inverses
arcsinjT, arccosx, arc tang.r, . . . .
On convient de désigner l'arc dont le sinus est x par la notation arcsinx.
Comme toutes les lignes trigonométriques d'un arc peuvent s'exprimer par une fonction algébrique de l'une d'entre elles, on Toitque les fonctions directes peuvent se ramener à une seule, à sinx par exemple, et les ionclioiis inverses à arc sinx.
Dérivée de sinx. — Soit
^- = sinx;
on aura
. , , . i\r sin(x-h A.c) — sinx Ar = sinfx H- Ax I — sinx, — ^^ ■>
et, d'après une formule de Trigonométrie,
sinf — sin <7 = 2 sin - (z' — ?) cos - {p -+- q).
. Ax 2 sin — cos Ar 2
Ax Ax
ou, sous une autre forme,
/ . Ax \ / sin — A y _ / 1
Ax \ Ax
\eos(x + ^).
Mais, lorsque Ax tend vers zéro, le premier facteur tend vers l'unité et le second vers cosx. On aura donc, à la limite,
j ' = cosx.
Dérivée de cosx
y := cosx,
. Ax sin —
^ ^ cos(x-f-Ax)-cosx ^ _ ^.^ fj._^_^]
Ax V 2 / Ax
hm — =r =— sinx.
Ax
On pouvait arriver à la même conclusion en partant de la définition de cosx et en appliquant la règle des fonctions de fonction, comme il suit :
cosx = sin(90° — x), dcosx— cos{Qi)°—x)xd{QO<>-x) — &mxX — l^— sinx.
Mg. B. 4o
VG. Dérivée de tangx. — On a
sinx
donc, d'après la règle des quotients,
cosxrfsinx — sinxdfcos.T cos*.rH- sin'x
d tanfî^ = 1 = ; '
" cos'j: cus'.r
ou enfin
rt tanffx = — •
cos'u:
27. Dérivée des autres fonctions directes. — En partant des relations
cotj; ^= 1 séca- = > cosécjr = -^ — •>
sina; cosu; sm.r
et en appliquant les règles données dans les paragraphes précédents, on trouvera sans peine
d coix ■= ; 1
sur j;
, . sin.r
dsecx =rr = tang.r secr,
cas- -t
coso:
d cosecx z=z -_ 7= — cot j: coscc x.
siii- x
28. Dérivée des fonctions circulaires inverses. — Si l'on a l'équation
'et que l'on en tire
les deux fonctions y et jj sont ce que nous sommes convenus d'appeler des fonctions inverses.
11 existe, entre les dérivées de deux fonctions inverses, une relation trèssimple, qui consiste en ce que leur produit est égal à l'unité.
En effet, on a
/'(j:) = lim^, o'(j>')==lim— ;
donc
f'(x) f'(r) = lim — lim — == lim ( -^ — =
D'après ce théorème, des formules
y =r. sinx, dy = cosx,
r = cosx, </?' = — sinjr,
r = tang.r, dy = r—
" -^ cos'x
on tirera tour à tour
</arcsiny ^=3 • r=: ±
COSA- \/i—j'
darc cos r ■-= : = q= ,
<^arc tangx = co%°x-
On obtiendrait avec la môme facilité les dérivées des autres fonctions inverses ; nous ne les donnons pas, parce qu'elles sont peu usitées et qu'on peut toujours les éviter.
Le lecteur pourra s'exercer sur les exemples suivants :
sinrtx, cosa.r, arcsinaj:, sin'"a.r, cos^ax, sin'"x cos^x, cosx(2 sin'x-f- 3 sinx), cosx(3 sin*x — !\ sin'x).
Dérivées des fonctions exponentielles et logarithmiques. 59. Dérivées des Jonctions exponentielles. — 1° Soit
e étant la base des logarithmes népériens ou la valeur do la série
I 1.2 I .2. j On aura
A^=eJ:+Ax — e* = e'=(eAJ^ — i), —— = e*
si l'on pose
ei-r — I =; - 1
d'où
eA^= , A.r ^ <• )
on aura, en désignant par l. les logarithmes népériens.
ryJ.l^H^ l.
Or, lorsque Aor tend vers zéro, a tend vers l'infini, et /. I i -4- - j vers l.e
ou I.
Donc
Ainsi la fonction e' jouit de la propriété d'être égale à sa dérivée. On aurait pu arriver à la môme conclusion en se rappelant que e' a pour
valeur la scric convergente
7° Soit
y -^ a", on a identiquement
n = :;'•«, et par suite _y =^ <;'■«■»■.
Donc, d'après la règle des fonctions de fonction,
r' ■= l.aet"-^ ^= a^ La,
30, Dérivée de logx, — Soient^' — loga-, et a la base du système; on aura
et par conséquent, d'après le principe des fonctions inverses,
axi.a ~ xl.a On aura donc
^ ^ xl.a'
ou bien encore, si l'on remarque que
loge on aura
jr'— rflogx= ,
loge désignant le logarithme de la base népérienne dans le système considéré. On peut aussi obtenir directement la dérivée de log.r. On a, en efiet,
Ar = log(a--4- \x)— logx = logf H ^ j,
Aj: X X
Or, à la limite (Note IV), le numérateur de cette expression tend vers logr. Donc, etc.
Théorèmes généraux sur les dérivées.
31. TiiÉor>F.ME 1. — Une fonction est croissante ou décroissante suivant que sa dérivée est positive ou négative.
Soit/ la fonction considérée : puisqu'on a
lim — ~ y t A.r -^ '
on peut écrire
Ar
Ax ■'
e étant une quantité qui devient nulle en même temps que A^, et qui, par conséquent, sera très-petite lorsque l'accroissement Ax sera lui-même très-petit.
II résulte di! là que, si la dérivée y' est différente de zéro, on pourra supposer àx assez petit pour que : soit, en valeur absolue, moindre quej>', et, par
conséquent, — ^ finira par être de même signe que_^-'. Par suite, si la dérivée
est positive et que àx soit positif, il en sera de même de Aj; et si la dérivée est négative, au contraire, Ar sera négatif lorsque Ax sera positif.
Or supposer que Ax soit positif, c'est admettre que la variable croisse. Donc la fonction croitra ou décroîtra, lorsque la variable sera croissante, selon que la dérivée sera positive ou négative; ce qu'il fallait démontrer.
Corollaire. — Il résulte de là que, si la dérivée d'une fonction f{x) est nulle pour une valeur a de ;r, et présente des signes contraires pour des valeurs de x un peu supérieures et un peu inférieures à a, la fonction aura un maximum ou un minimum correspondant à la valeur x ^= a.
En effet, si f'(x) est positive pour les valeurs de x comprises entre a — A et a, et négative pour les valeurs de x comprises entre ael a-i-fi, h désignant une quanliti'î positive très-petite, on voit que, si l'on fait varier x d'une manière continue depuis a — h jusqu'à a -+- h, la fonction f{x), d'abord croissante depuis x:= a — h jusqu'à x = a, deviendra ensuite décroissante de -c =; a à x ^= a-hh. Doncy(a) sera sa plus grande valeur.
On venait de même que f{a) serait un minimum si la dérivée, en s'annulant, passait du négatif au positif.
Exemple. — 1°
_;-^=sinj:, ^-'=cosa-;
cos.r est positif quand x varie de zéro à — ; donc sin.z' croît dans cet intervalle.
Celte dérivée est nulle pour j:= -, et cban-e de signe quand x passe de -
à - -1- /i: donc bin- est un maximum : ce qui s'accorde avec ce que nous sa- 2 i
vons de cette fonction.
jO jz=x{-2a — x), _)'=!'> a — 2X;
la dérivée v' est positive de x — o h x — a, nulle pour x = a, négative de j: = a A X =- 2 a.
Par conséquent, le produit x{2a — x) croît dans le premier intervalle et décroit dans le second. 11 est donc maximum pour x =: a, ce qui s'accorde avec le théorème démontré (n° 107).
32. Théorème 11. — La dérivée d'une fonction ne peut pas être constamment nulle.
Supposons quej>- soit une fonction de x dont la dérivée 7' soit constamment nulle. Soient
63o KOTE V.
Il valeurs croissantes de In variable, et
les valeurs correspondantes de la fonction. Puisque la dérivée de y est nulle, les rapports
JTj — J-, j', — .r. a„ — -^n— 1
doivent être très-petits, si les valeurs successives de x sont assez rapprochées. Nommant c le plus grand de ces rapports, on aura en valeur absolufl
d'où, en ajoutant membre à membre,
Mais si, laissant constantes les valeurs extrêmes Jc^ et .r„, on rend de plus en plus nombreuses lesvaleurs intermédiaires, s, et par suite s{x„ — jr, ), pourront devenir plus petits que toute quantité donnée. Donc_7'„ — j, est moindre que toute quantité donnée, c'est-à-dire nulle. Donc
Ainsi deux valeurs quelconques de_;- sont égales. Donc^' ne dépend jjas de x et ne peut être qu'une constante; ce qu'il fallait démontrer.
Il résulte encore de là que, si la déi ivée d'une fonction est toujours très-petite entre deux limites Jonnées, la fonction doit différer très-peu d'une constante entre ces limites.
Exemple.
La dérivée est très-petite quand x est très-grand. Donc alors j' diffère très-peu d'une constante : ce que montre d'ailleurs la simple inspection de la fonction.
33. Théorème III. — Deux fonctions qui ont la même dérivée ne peuvent différer que par une constante.
Il est d'abord évident que deux fonctions égales doivent avoir la même dérivée. Deux fonctions qui ne diffèrent que par une constante, ayant des accroissements cjaux, ont aussi des dérivées égales.
Je dis que réciproquement si deux fonctions u et v ont des dérivées égales, elles ne peuvent différer que par une constante.
Soit donc
u' — c' = o, et posons
En prenant la déri?ée des deux membres de cette égalité, on aura h'— v'^f, ou, à cause de l'hypothèse u' — c' — o,
Ainsi la différence des deux fonctions a une dérivée nulle; donc cette différence est une constante.
34. Problème. — Revenir de la dérivée à la fonction primitive, dans le cas où cette opération peut se faite immédiatement.
Le problème qui a pour but de trouver une fonction dont on connaît la dérivée offre, en général, d'assez grandes difficultés; mais il sera facile à résoudre si l'on se donne quelques-unes des fonctions que nous avons obtenues par l'application des règles établies dans les paragraphes précédents.
Ainsi nous avons trouvé
dx'"=^mx"' *, d'où d ^j.-"»;
donc la fonction primitive de x"' est -^ 1- c.
c désigne ici une constante arbitraire, que nous devons ajouter, d'après le théorème 111, à la fonction j si nous voulons obtenir la fonction la plus sé-
A« -î- I ru
nérale qui ait pour dérivée j;".
De même, de ce que les dérivées des fonctions
e', tx, sinx, cosx, taiigx sont
e^, x~*, cos.r, — sinjr, see'x,
nous en concluons que les fonctions primitives de
e^, x~\ cosjT, s'inx, séc-ù." sont respectivement
e' -f- c, /x-4-c, sinx -h c, — cosjr-i-e, tangx -i- c.
On trouverait avec la même facilité les fonctions primitives d'expressions dans lesquelles les fonctions simples, dont nous venons de parler, entreraient par voie d'addition ou de soustraction, avec des coefficients constants.
35. Problème. — Connaissant les dérivées de plusieurs fonctions, trouver la dérivée d'une fonction composée de ces fonctions.
Soit j' =f{u, v) une fonction composée de deux fonctions de x, u et v. Appelons U et V les dérivées partielles de ^- par rapport auetav; on aura
(i) f{u-j-diU, v) — f'u, r) — Uù«-^ a A«,
(2) /(h, v-r-\v)—f{u, f)= VAf -f-/3Ar,
y. et ^ désignant des fonctions de k et de f qui s'évanouissent en même temps que Am et \v.
L'égalité (i), par le changement de c en c -f- Ai', prend la forme
(3) /("-+- i^Wj *" -+- Ac' — /(", *" ■+- Af) = U, A;/ -+- rt, A«,
U, et a, désignant ce que deviennent U et a par cette substitution. Si l'on ajoute (i) et (3), on aura, après réduction,
/(« -f- Ah, f-+- Af) — f(u, *»)= ^x = 'VA«'-<-U, Au -h v.^ Au -+- /3 Af ,
d'oVi
... Ar ^, Al- „ Aw An Ac
Si maintenant l'on suppose Ax é^al h zéro, les quantités
Ar ,, A« Al'
-^î U,, — 5 — , a,, /3 Ax ' Ax Ax " ^
atteindront leurs limites respectives
et l'égalité (4) deviendra
j>-'=U«'-f- Vf'.
Or Uh' est la dérivée que l'on obtiendrait en considérant, dans f(n, v), V comme constante et u comme seule variable; une remarque analogue s'applique à Vc'. De là cette règle :
La dérivée d'une fonction composée de deux fonctions est égale à la somme des dérivées partielles obtenues en considérant tour à tour chacune des fonctions composantes comme seule variable.
Ce théorème s'étendrait, par une analyse semblable, à une fonction composée d'un nombre quelconque de fonctions. La règle relative à la dérivée d'un produit peut en être regardée comme un corollaire.
36. Problême. — Trouver la dérivée d'une fonction implicite. Désignons par^ une fonction implicite de x, donnée par l'équation
si nous supposons que^ ait été remplacé dans f(x,r) par sa valeur en fonction de X, f{x,j) sera identiquement nulle, ainsi que sa dérivée. On aura donc
'if(.x,j)^o,
et, en appliquant la règle des fonctions composées.
d'oii
f.ri^,J') , X
fy C^-, J) ^
en posant, pour abréger,
a} y' -f- b' x' z^ a}b' \ X — ib'^x, Y =; ■ia.^jr.
Exemple.
par suite
Application de la théorie des dérivées aux développements de l.{i->r x) et de arc tnngx en séries convergentes ordonnées suivant les puissances croissantes de X, lorsque cette variable reste comprise entre — i et ~\-i.
37. Théorème. — Lorsque la dérivée d'une fonction peut être développée en série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes de la variable, il en est de même de la fonction proposée.
Nous ne démontrerons ce théorème que dans le cas où la série qui représente la dérivée a ses termes de même signe, et dans celui où cette série a ses termes alternativement positifs et négatifs.
Soit/(x) la fonction proposée, et supposons que sa fonction dérivée /'(ar) puisse être représentée, au moins entre certaines limites, par la série
posons
A, JT -;- A , jr' -+■ A, a.'
^{xj=A„x-i-——--^~~-
Je dis que cette nouvelle série, qui a éjalement pour dérivée f'{,^), est convergente entre les mêmes limites de la variable.
En effet le terme général de la seconde série peut s'éci ire
et l'on voit que, lorsque « -t-i est supérieur à x, il est moindre que le terme qui occupe le même rang dans f'{x). Donc les termes de la série &(-r) finissent par être moindres que ceux de la série /'(x), et puisque celle-ci est convergente, il en est de même de l'autre, à plus forte raison.
En effet, i° si la série f'{x) a ses termes de même signe, la valeur numérique de p{x) sera inférieure à celle de f'[x), et par conséquent sera une quantité finie; 2° si les termes de la série /'(jr) ont alternativement le signe -tet le signe — , ces termes devront décroître indéfiniment pour que la série f'{x) soit convergente, et cette condition de convergence sera évidemment satisfaite par la série f^ix).
Maintenant /(j:) et <i>{x), ayant la même dérivée, ne peuvent différer que par une constante. Donc
/(j;) = C-+- ^{x) = c •+-A„JrH ' h. ...
Donc f{x) peut être développée en série convergente; ce qu'il fallait démontrer,
Développement de /.(n-x). — On a dans cet exemple
/(.r)=/.(n-x), /'(x) = — !_; on trouve par la division
Si X est inoindre que l'unité en valeur absolue, tend vers zéro, à me-
l-i- X sure que n augmente. Donc on aura
série convergente quand x varie de — i à -t- i . On aura donc, entre ces limites,
/(x)r= /.(l-Hx)=X — — -f-^— Î^-H....
On n'ajoute pas de constante, parce que L(i-^x) doit être nul pourx=:o. 39. Développement de arctangx. — On a, dans ce cas,
f'{x) — arctangx, f'ix)— : — , _ x'-f- x*— x°-i- . . . .
Cette série est convergente pour les valeurs de x qui sont comprises entre — i et -hi. On aura donc, en remonta.nt à la fonction primitive, et reinarquant que arctangx doit s'évanouir pour .r = o,
.r' X» x' arc tangx = x 1 ;-...,
série convergente pour les valeurs de x comprises entre — i et -f-^
Calcul des logarithmes au moyen de la série qui donne le logarithme de n-{~\ quand on connaît celui de n. — Calcul des logarithmes népérirns. — Valeur du module des logarithmes vulgaires. — Calcul des losrarithmes -vulsraires.
Si dans la formule
qui est convergente pour x < i, on suppose x= — , on aura
\ «,/ ' Il in' in'
Au moyen de cette série, on pourra calculer le logarithme népérien de « -f-i
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quand on connaîtra celui de n. Or, comme /. i := o, on aura successivement 1.2, 1.3, /.4,....
Mais cette série étant peu convergente, du moins lorsque n n'est pas trèsgrand, je vais en déduire d'autres plus commodes pour le calcul arithmétique.
A cet effet, j'écris les deux séries
et je retranche la seconde de la première : j'aurai
Je pose
I -^ .r n ^- z , , , z ;= 5 d ou x
Cette valeur étant moindre que i , les séries (i) et ( 2 ), et par suite celle qu'on en déduit, sont convergentes. On aura donc
/. — = l. :^ = l.(n^z) — i. Il,
et par conséquent
\_2n-rZ Ô{2lt -h Z j J
série très-convergente.
41. Exemple. — Supposons qu'on ait à calculer le logarithme népérien de 2 avec sept chiffres exacts. On aura
«=,, z=r, l.n=.o, et /. a = | + ^ + ^ +. . . .
Les termes de cette série décroissent plus rapidement que ceux d'une progression géométrique dont la raison serait égale à -• Il suit de là que, si l'on s'arrête à un terme a, l'erreur commise sera moindre que
Or on trouve que le huitième terme de la série est moindre que — r- Il suf- ^ lo'
fira donc do calculer les huit premiers termes de la série avec huit chiffres
exacts: leur somme donnera la valeur du logarithme de 2 à moins d une unité
du huitième ordre.
z Un nombre Lien moins grand de termes sera nécessaire si le rapport — est
Ircs-pelit, et l'on démontrera facilement que le premier terme de la série sera
suffisant, pour caloiler la différence des deux logarithmes avec sept chiffrés
exacts, lorsqu on aura — < - — • ( ).
42. Calcul des logarithmes vulgaires. — Valeur du module. — Ce que nous venons de dire s'applique aux logarithmes népériens. Quant aux logarithmes vulgaires, comme ils ne diffèrent des précédents que par le facteur constant qu'on nomme le module, il est clair qu'en représentant ce module par M, on aura
log(n-Hz) — log« =^ 2M h-:^. — ^- Ci-^-- I*
M une fois calculé, on pourra donc se passer des logarithmes népériens. Or on a
/. 10 L-i^t~l.b On trouve, en faisant le calcul,
Calcul du rapport de la circonférence au diamèti e, d'après la série arc tang x.
Si dans la série
arc tang a- = .T -H — : i--.
on fait X =^\, on aura
expression due à Leibnitzj mais, comme cette série est peu convergente, nous allons en chercher d'autres qui soient plus commodes pour le calcul arithmétique.
On a
en posant On aura donc
et par suite
, ,. tanga — tanr;i A — B
iangia — b)— — — " -, — — ■ )
TV ,. I — B
:i et — = arctangB -+- arc tang
Par exemple, si l'on prend B ^ -, on aura
y = arc tan{j — r- arc tang - •>
et, chacune des parties du second membre pouvant se développer en série assez convergente, on n'aura qu'un petit nombre de termes à calculer. On peut varier beaucoup les formules de ce genre.
(Page 4^7.)
Différences des divers ordres.
Lorsque l'on a une suite de quantités
et que l'on retranche chacune d'elles de la suivante, les résultats obtenus se nomment les différences premières de ces quantités et se désignent par la caractéristique A placée devant le terme soustrait, de cette manière :
A?i„ = «, — «0, \ii ^= II, — «,, Aw, ^= "3 — «;,....
Les diflerences premières forment une nouvelle suite
dont les différences, par rapport aux termes de la suite primitive, se nomment différences secondes. On les désigne par la même caractéristique A, affectée de l'indice 2 placé en exposant, comme il suit :
A'«o= A Am„ = A?i, — Atto, A'u, =^ A A?i, ~~ Au, — A«,,
Les différences secondes donneront lieu à des différences troisièmes, celles-ci à des différences quatrièmes, et ainsi de suite. Ces divers ordres de différences
s'exprimeront par A', A',. . ., et l'on aura, en général, A''u„= A''-'^/„^,— ^''~'ll„.
2. Lorsque la suite primitive est illimitée, il y a des difTérenccs de tous les ordres; mais, si elle se compose d'un nombre fini m de termes, on voit qu'il n'y aura que m — i différences premières, m — 2 différences secondes, une seule différence {/n — i)''"", et il n'y aura pas lieu de considérer de différence dont l'ordre dépasse m — i.
Si les différences d'un certain ordre étaient constantes, les différences de l'ordre suivant, et par suite celles d'un ordre supérieur, seraient nulles. C'est ce qui arrive dans l'exemple suivant, où u^ = «- :
u au S'il \'u
Nous reviendrons sur ce résultat, qui tient à un théorème général; mais nous remarquerons le parti que l'on peut en tirer pour former rapidement une Table des carrés.
Supposons qu'on ait d'abord écrit les deux premiers nombres de la première colonne et le premier de chacune des colonnes suivantes : je dis qu'on pourra continuer le tableau aussi loin qu'on voudra par de simples additions.
En effet, si l'on ajoute o, premier nombre de la troisième colonne, au nombre i , qui est sur la même ligne dans la deuxième, on formera 3; en ajoutant 3 à 1, on aura /|, carré de 2.
Si l'on ajoute 2 à 3, on aura 5; 5 à ^, 9, carré de 3; et ainsi de suite.
Les cubes donnent lieu à une remarque analogue : seulement lés différences ne sont constantes qu'à partir du troisième ordre.
Etant donné m~i-i nombres «„ n^,.. , 11^, trouver . 1° l'expression du terme général u„ en fonction du premier terme m, et de ses différences successives ; 2° l'expression de A" u^ en fonction des nombres proposés.
Expression de ii,^. — On a, par définition
Ajoutant ces trois égalités membre à membre, on trouve
La même formule, appliquée à la suite Ar/„, Su,,. . ., donne A«, :^ Af/, -(- 2 A-«„ -^ A'//„;
T)ES DIFFÉRENCES. 63q
on a d'ailleurs, par définition,
i/j = 11^ -h àti^ • ajoutant ces trois égalités, on aura, après réduction,
11,^^ «0+ 3 Aj/(|+ 3 a- «,,-)- A^?/(,;
et ainsi de suite.
Les coefficients de u^ étant ceux du carré d'un binôme, les coefficients de u, ceux du cube, on est porté à conclure que la formule générale doit être
" ( n — 0 , (i) ii„ = u„ -h n Aug H ■ A'Hg -H. . . .
Pour s'assurer de la justesse de cette induction, il sufiît de chercher si celte loi, étant vraie pour l'indice n, l'est encore pour l'indice suivant n-hi.
Soient i. A, B, C,... les coefficients de la n'"''' puissance d'un binôme, et supposons qu'on ait trouvé
La même formule, appliquée à la série des différences premières, donne
Ah„ = A«o -4- A A'- II, -h B A' K„ -H C A* ii„ -■-
On a d'ailleurs, par définition.
Ajoutant ces trois égalités, on trouve, toutes réductions faites, "„+,= «o-t-(A -^ i)Af<„-f-(B-f-A)A'n„-.^
Or on sait que, si i, A, B, C, ... sont les coefficients delà n'™" puissance d'un binôme, i, i -H A, A -i- B, B -4- C, . . . sont les coefficients de la (n -i- 1 )'""« puissance. Donc le théorème s'applique à "„^.,.
La formule (i) peut s'écrire symboliquement
pourvu qu'après le développement, effectué comme s'il s'agissait de multiplier par H„ la n"""^ puissance du binôme i -+- A, on considère les exposants comme des indices.
Expression de A"«„. — On a, par définition
A«o = ", — Wq?
Aï/, = w, — ti,,
A"«o =^ A«, — Aj/j.
Si l'on retranche la dernière é^jalité de la somme des deux premières, on aura
A^//o= //, — 2«, -I- Wj.
64o NOTE YI.
En opérant de la môme manière sur cette éjalilé et les deux suivantes,
A'«„ =■ à*ll^ — A' I/o, on obtiendra
et ainsi de suite. Tous ces résultats partiels sont compris dans la formule
, N „ ri(n — i)
(■2] à Ua~n„ — nu„_,-i M„_, — ....
OU dans la formule symbolique
pourvu qu'après le développement du second membre on change les exposants en indices.
La généralité de cette loi se démontrerait comme dans le numéro précédent.
applications. — i° Soit la suite des carrés
on a
AKo = i, A'«„-=2, A'«|,=^o, A*«|, = o,....
Donc, d'après la formule (i)
u„=^ «j -'r- nAUg-i A'«|, = rt -t- «(« — 1)=; «';
le terme général de la suite est donc «', comme on devait s'y atttendre. D'après la seconde formule, on aura
d'où l'on conclut, puisque les dlfTérences d'un ordre supérieur au second doivent être nulles, que l'on a
quand n est plus grand que 2.
2" Soient
les diflerences premières de cette suite sont
les différences deuxièmes
les différences troisièmes
et les différences d'ordre supérieur sont nulles. On a, dans cet exemple,
et il n'y a pas besoin d'aller plus loin, puisque les différences d'ordre supérieur sont nulles. On aura donc, en remplaçant Au„, A'wo, A'?/„ par leurs valeurs,
et, toute réduction faite,
On retrouve ainsi la formule qui sert à calculer la somme des carrés de la suite naturelle des nombres.
Connaissant les résultats de la substitution de m nombres entiers consécutifs dans une Jonction entière du degré m, on obtient facilement, au moyen des différences, les résultats de la substitution de tous les autres nombres entiers positifs ou négatifs. — Application au cas d'une fonction entière du troisième degré dont on connaît les valeurs correspondant aux valeurs — i , o et -i-i de la variable.
6. Dans ce qui précède, nous n'avons fait aucune hypothèse sur les valeurs des quantités u^, «,, «,, . . .; mais si l'on suppose que les termes de cette suits sont les valeurs consécutives que prend une même fonction, entière et du dejjré m, quand on attribue à x des valeurs en progression par différence, on arrive à ce théorème important :
La différence de l'ordre m d'une fonction entière et du degré m est constante si la différence de la variable est elle-même constante.
Soit, en effet,
u =zf(^x) = Aj.r'"-)- A, .r"""'-*- A, j:'"~'-(-. . .
la fonction considérée; nommons h la différence constante des valeurs consécutives de X, et j:„ la première valeur attribuée à x, on aura
d'où
^u = f{x„ -^ h) — f{x) = mk^x'^-'k -+-
La différence première est donc du degré m — i, et son premier terme s'obtient en multipliant par k la dérivée, prise par rapport à x„, du terme A„x"<).
Pour obtenir la différence seconde, il suffira d'opérer sur Am comme nous venons de le faire sur la fonction elle-même, et l'on aura pour valeur de A'u un polynôme du degré m — 2, dont le premier terme sera
(m — i)mAoJr'^"-^À»; Mg. D. 4l
et ainsi de suite. De sorte que la difierence m'""' sera nécessairement, d'apris
celte loi,
et ne dépendra pas de la valeur initiale attribuée à x.
7. Le théorème que nous venons de démontrer simplifie consiclérablenient le calcul des substitutions dans une fonction entière, lorsque les nombres à substituer l'ormenl une progression arithmétique. Si la fonction est de degré m, il suffira de connaître les résultats de m substitutions. On en déduira /n — i différences premières, m — 2 différences secondes, etc., une différence (m — i)""". Quant aux différences m'""'", qui sont constantes, elles sont données par la
formule
A™ Il =1.2.3.. . mX^h"'.
Ces calculs effectués, on pourra ensuite former les substitutions ultérieures par de simples additions.
Exemple. — Soit
f(^x) = sc* — ^x'-T- 5x — I.
Supposons que les valeurs à substituer soient les termes de la suite naturelle des nombres. Je commence par substituer les nombres — i, 0, -hi, et j'ai le tableau suivant, dans lequel je n"écris d'abord que les nombres qui sont marqués du signe *.
au
Pour continuer ce tableau, je remarque que l'on a
Donc — 2 sera le nombre qu'il faudra écrire au-dessous de — 8 dans la qua trième colonne.
J'aurai ensuite
ùi.u^ =: AKj -•- A' i/o =; 2 — 2=0.
Donc zéro sera le nombre à inscrire au-dessous de 2 dans la troisième colonne. Enfin j'aurai
Donc I est la valeur de 11^ ou de/(2).
On calculera de même /(3), /(/)),.. .. Une opération inverse permettra de prolonger le tableau dans le sens opposé et de calculer /( — 2},/( — 3},. . . .
8. Le théorème démontré au commencement de cet article admet une réciproque, qui consiste eu ce que, si une suite u,,, u^, j/,,. . ., u, admet des diffé-
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rences m'*^"-"" constantes, u^, «,, u,,..., «„ sont les valeurs consécntives que prend une fonction du m^'^"" degré quand on y substitue à la variable des valeurs équidistantes.
En effet, le tei-me général de la suite sera, d'après la formule (i\ p. G3r),
n( n — T: . n(ji — T' . . . ( « — ?« -i- 0 m
et le second membre s'arrêtera là, puisque les diHërences d'ordre supérieur sont nulles. On voit donc que les termes donnés sont les valeurs d'une fonction entière de « correspondant aux valeurs o, i, ■>,..., n de cette variable, c'est-à-dire à des valeurs équidistantes.
On remarquera que la difîerence de la progression est i . C'est , en effet, à cette valeur qu'on peut toujours ramener cette différence, puisqu'il est évident que faire x= a, «-f-A,. . ., a-^nh dans f{x) revient à faire x = o, i, a,..., n dans /{a -i- X h).
Formules d'interpolation.
9. Il arrive souvent que l'on connaît les valeurs que prend une fonction de forme inconnue f{x) pour certaines valeurs x„ x,, a:,,. . ., x„,. .., x^ de la variable, et que l'on a besoin de déterminer des valeurs intermédiaires de la fonction. Il est clair que ce problème ne peut pas être résolu dans toute la rigueur mathématique; mais on peut en donner une solution suffisamment appro chée. A cet effet, on déterminera une fonction o{x) qui jouisse de la propriété de prendre les mêmes valeurs que /(x) pour les valeurs x„, x,,. . . , en sorte que l'on ait
Puisque la différence des deux fonctions ç{x) etf(x) est nulle pour xz=x^ et pour X = .T„^.„ si ces deux valeurs ne sont pas éloignées l'une de l'autre, on conçoit que la différence entre p{x) et f{x) ne pourra pas être très-{yande dans l'intervalle. On pourra donc, sans erreur sensible, substituer f{x) à /(a) pour les valeurs comprises entre x„ et .2"„+,. On donne à cette opération le nom d'interpolation.
L'interpolation peut encore s'appliquer à des fonctions connues, mais dont la forme compliquée se prête difficilement au calcul.
Le problème de l'interpolation, tel qu'il vient d'être posé, est nécessairement indéterminé, car on peut, en général, y satisfaire avec une fonction !p{x) de forme donnée, pourvu qu'il entre dans la composition de celle-ci autant de constantes arbitraires qu'on lui impose de conditions.
10. Le problème de l'interpolation cesse d'être indéterminé lorsqu'on assujettit la fonction (i{x) à être entière et d'un degré inférieur d'une unité au nombre des valeurs données de/(x).
Car si deux fonctions entières du degré m, ^{x) et >p{x) pouvaient prendre la même valeur pour m -f- i valeurs .r„, ;c,,. . ., j:^ de la variable, l'équation
qui est au plus du wi""'* degré, admettrait m ■+- 1 racines x„, x^,. . ., x„, ce qui est contraire à un théorème démontré (239).
11. Formule de Lagrange. — La fonction 9(^) étant choisie entière et du degré m, on pourra poser
9>(a:)= Ao^r^-t- A, ^'""•-H A.ar"'~'-t-. ..-•- A^,
et, pour déterminer les m -t- i coefficients inconnus, on aura à rcsoudre le: équations suivantes, qui sont en môme nombre :
AoO."'-)- A,x'"~'-i- AjX™~'-+-. . .->- A„= H,,
Ag .v" H- A, .r™ ■ -H A,x^ ' H-. . .-)- A„ — «„.
Remarquons maintenant que, si l'on tire de ces équations les valeurs de A,, A ... A , chacune de ces inconnues sera exprimée par une fraction dont le dénominateur sera indépendant de ?/„, k,, u.,..., et dont le numérateur renfermera ces quantités au premier degré. Si donc on remplace A„, A,, A,,... par leurs valeurs, on pourra mettre <p{x) sous la forme
X , X„ . . . , X,„ étant des fonctions de x et de .r^, .r,, .r„ . . . , x„^.
Or (f{x) devant se réduire à u^ pour x=^x^, à m, pour x^= x^, . ., on voit que toutes ces conditions seront remplies si l'on choisit la fonction auxiliaire X^
de telle sorte qu'elle s'évanouisse pour x=x^, x,,..., Xi^_^, x^^ , x^, et
qu'elle se réduise à l'unité pour x = x^.
D'après cela, la fonction X„, qui est entière et du m"'"' degré, et qui doit s'annuler lorsqu'on y substitue à ^ les m valeurs x^, x^,..., x^, ne peut être que de la forme
X, = B(x — x,)(x— jr,).. .[x — x^),
R désignant une constante ; mais elle doit se réduire à i lorsqu'on y fait x = x^.
Donc on aura
d'oîi, en éliminant B par division,
" {x„ — x,)(Xo — x,)...{x„ — x„)' on trouvera de même
et ainsi de suite.
Donc on aura
(x„ — x,)(x„ — Xj)...(ar„ — x„) " {x — x,){x—x,)...{x — x„) ^^
Cette formule ne suppose aucune relation entre les valeurs x^, a\, .r,, . . , x\„. Ses diflérents termes sont calculables par logarithmes.
12. Formule de Newton. — Cette formule suppose que les valeurs de la variable sont équidistantes.
Nous avons trouvé la formule
«„ = K„ -H « Ah„ -!- —^ -\-u^-^.. -t- A «0-
Posons
X — x^z^ nn, d ou « = ■> n ^= — •
Aux valeurs « =^ o, 1,2,... correspondent, pour x, les valeurs x^, x„-^h=^ x^ x^ -+- 2/1 = x\, et ince versa.
Par suite, la fonction
X — x^ f X — Xg \
jouira de la propriété de se réduire à u^ pour x =: x^, à h, pour x = x^,, , . Ce sera donc la fonction demandée, puisqu'elle est évidemment du degré m.
13. Application de la formule d'interpolation de Newton à la repréxntation exacte d'une fonction entière f{x) du degré m dont on connaît les valeurs u^, //,,..., M„, correspondant aux valeurs de x, x^, x„ -i- k, x„-+- 2k, ..., ar^ -f- mh. Si la différence h et les quantités u^, Ah,,, A'Kq,..., A"';/, sont positives, X -f-(77i — i)A est une limite supérieure des racines positives de l'équation f\x) = o.
Puisque la fonction qu'il s'agit d'interpoler est entière et de degré m, on aura exactement
' ^ I ' fi " i .2.0 ... m
Or quand on substituera dans le second membre un nombre plus grand que ^■^_^r,„ _,•) A, tous les coefficients seront positifs. Donc, puisque Au^, A-m„,... sont positives, /{x) sera positive et ne pourra s'annuler pour aucune valeur de X supérieure à x^-+- (m — 1)^.
On démontrera, avec la même facilité, que si «„, Af/,,,. . . ont alternativement le signe -H et le sijnc —, x^ — {m — ï)h est une limite inférieure des racines de îa proposée.
Qf.(j NOTE VII.
APPLICATION DE LA THÉORIE DES DIFFÉRENCES A LA RÉSOLUTION KUJIÉUIQLE des' ÉQUATIONS.
(Page 466.)
Sévaration des racines d'une équation par la substitution de différents norr.brts à l'inconnue. — On dit que les racines d'une équation sont séparées, lorsque l'on connaît, pour chacune d'elles, deux nombres qui la comprennent et qui n'en comprennent pas d'autres.
Pour séparer les racines d'une équation /(.r) := o, on commencera par substituer à la place de x les nombres entiers — 3, — 2, — i, o, i, 2, 3, . . ., en s'aidant des propriétés des diflerences. On prolongera le tableau des substitutions jusqu'à ce que l'on connaisse, à l'aide du théorème démontré à la fin de la Note précédente, que les substitutions ultérieures donneraient des résultats de même signe. Ce premier travail fera donc connaître deux limites de racines réelles, l'une supérieure, l'autre inférieure.
Cela posé, si la suite des valeurs de /{x) présente autant de changements de signe que le degré de l'équation ou la règle des signes de Descartes promettent de racines réelles, on en conclura que, entre deux des nombres conséculifs qui ont donné des résultats de signes contraires, il existe une racine réelle et une seule. La séparation sera effectuée, et l'on connaîtra chacune des racines à moins d'une unité près.
Soit, par exemple, l'équation
f{x) =1 .C*— I !.£■'-+- îSj-'-H !\!\X — 120 = o;
en faisant le tableau des substitutions, d'après la règle donnée (>'ote YI, 7;, on trouve qu'aux nombres
correspondent respectivement les valeurs suivantes de f x) :
Comme il y a quatre changements de signe et que l'équation est du quatrième degré, on en conclut que cette équation a toutes ses racines réelles, savoir : une racine négative comprise entre — 3 et — 2, et trois racines positives dont les parties entières sont respectivement 2, 4, 6. La séparation des racines est donc effectuée.
'2. Etude spéciale du cas d'une équation du troisième degré. — Dans le cas que nous venons de traiter, la substitution de nombres entiers a suffi pour séparer les racines, parce qu'elles étaient toutes réelles et qu'elles différaient entre elles de plus d'une unité. Jlais on comprend qu'il n'en sera pas toujours ainsi et qu'il faudra recourir à des substitutions intermédiaires, soit pour savoir
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si deux nombres qui donnent des résultats de même signe ne comprennent pas de racines, soit pour s'assurer s'il n'y en a pas plus d'une entre deux nombres qui donnent des résultats de signes contraires.
La marche même du calcul indiquera dans quels intervalles devront se faire les nouvelles substitutions.
Soit, par exemple, l'équation
/',.r) = .v' — 7.r--i- :>ar -H |i = 0.
Cette équation a une racine négative dont on trouvera sans peine la partie entière. Elle peut avoir deux racines positives; mais il y a doute, et la substitution des nombres entiers ne lève pas ce doute; car, en allant jusqu'à la limite supérieure des racines positives, on trouve qu'aux valeurs suivantes de x,
correspondent respectivement les valeurs àe/{.v)
I, 87, 25, II, I, I
qui ne présentent aucun changement de signe.
Si donc il y a des racines positives, leur différence devra être moindre que l'unité. Comme f(x) décroît devr=ro a x = If, et croit au delà, on est porté à croire que ces racines ne peuvent se trouver qu'entre 4 et 5.
Il faudra donc substituer entre 4 et 5 des nombres équidistants d'un dixième, ce qui pourra se faire d'après la règle donnée (Note YI, 7), au moyen des trois substitutions initiales /(4 — o, i), /"(4) et/(4 -h 0, i), dont la seconde estdéjà rfiectuée et dont les deux autres ne présentent pas un calcul très-compliqué. Cependant, pour répondre au programme, nous indiquerons encore le moyen suivant.
Soit
y(x) = :r'-H rtor'-i- (Jx H- c.
Désignons par A, A', A'' lesdifférejices qui correspondent h des accroissements A
donnés à x, et par 0, 6°, 6' celles qui correspondent à des accroissements —
On trouvera d'abord, en faisant le calcul,
A :^ 3 A.c' -:- (3 h- -+- 1 ah) x -^ li*-+- ck^ -\- à':,
Pour oi.tenir c, 0-, 0', il n'y aura qu'à changer k ea — dans ces'formules. On obtiendra, en commençant par la dernière,
luuo et, par conséquent,
^ ' lOJO
^4^ KOTE VII.
La valeur de c' sera
100 \ lu / 100
ou bien
lUU
Ou aura ensuite
10 ' \ 100 ' 10 / ' 1000 ' lOO ' 10
— {3k^x-^ah-j(- -] —h'(- —]
\I0 lOi")/ \lO 1000/
^ A _ 1 c^,_ ^s, (JL _ _L\ _ ,. (± _ _i_),
lO 2 \I0 100/ \.I0 1000/
et enfin, en ayant égard à (i) et (2),
(3) . _ A-|A°-HiA' I ,, I „
4. Les valeurs de !?, o", o' étant calculées, soit directement, soit par les formules précédentes, on substituera des nombres croissants de dixième en dixième, à partir de 4, et l'on trouvera
/(4,2) -= -T- o,ooS, /(4,3) = — 0,323, /(4,8)--o,oS8, /(4,9^==^ 0,379.
Par conséquent, il existe une racine entre 4,2 et 4,3, et une autre entre 4,8 et 4,9- Il sera bon de pousser le calcul des substitutions jusqu'à /(5), dont la valeur déjà calculée fournira une vérification.
Les racines étant séparées, on trouvera des valeurs approchées de chacune d'elles, à moins d'un centième, en substituant des nombres équidistants d'un centième entre ses deux limites. Nous n'entrerons pas dans de plus grands détails sur ce calcul, qui ne peut être profitable au lecteur qu'autant qu'il l'exécutera lui-même. C'est la raison qui nous a fait supprimer les tableaux des diverses substitutions qui auraient tenu beaucoup de place sans offrir beaucoui' d'intérêt.
5. Usage des constructions graphiques dans l'application de la méthode précédente.— La méthode que nous venons d'exposer ne réussit pas toujours aussi facilement. 11 y a quelquefois doute sur les intervalles entre lesquels des racines peuvent exister. L'emploi des constructions graphiques donne souvent, à ce sujet, d'utiles indications.
Soit
APPLICATION DE LA THÉOUIE DES DIFFÉRENCES, ETC. C-jQ
l'équation proposée, et considérons la courbe (*) qui a pour équation
La résolution de l'équation (i) reviendra à déterminer les points pour lesquels on a ^T' =^ o, c'est-à-dire à calculer les abscisses des points où la courbe rencontre l'axe des x.
Les premières substitutions faites dans y (.r) permettront de figurer un certain nombre de points de la courbe et donneront un premier aperçu de su lorme.
En s'aidant de quelques théorèmes généraux relatifs aux ordonnées maximum ou minimum, au sens de la concavité, etc., on sera souvent averti de la possibilité ou de l'impossibilité de l'existence de certaines racines dans les intervalles considérés.
Par exemple, si le lecteur prend la peine de construire les divers points de la courbe qui a pour équation
j- =^ x^ — 7 j:- -H 2 a: -H 4 1 > correspondant aux abscisses — i, o, i, 3, 3, 4, il verra que l'ordonnée, d'abord égale à ^i pour ce — o, décroit très-rapidement dear=;oàx=4> ^^ qu'elle croît, au contraire, à partir de jt = 5. Elle doit donc avoir un minimum entre X =; 4 et x = 5, et ce n'est que dans cet intervalle qu'elle peut rencontrer l'axe des X. Toute autre supposition donnerait à la courbe une forme incompatible avec son degré.
6. De la résolution des équations transcendantes. — Le caractère à l'aide duquel on reconnaît qu'il existe entre deux nombres au moins une racine d'une équation algébrique est encore applicable au cas d'une équation transcendante f{x) = o, pourvu que son premier membre soit, dans l'intervalle considéré, une fonction finie et continue, c'est-à-dire une fonction qui varie par degrés insensibles quand les valeurs consécutives de x sont de plus en plus rapjjrochées les unes des autres. Il est visible, en effet, que /"(x) ne pourra varier de f{a) h. f {b) sans passer par toutes les valeurs intermédiaires. De sorte que, si /(a) et f {b) ont des signes contraires, /(x) aura dû passer, dans l'intervalle, par la valeur zéro, au moins une fois.
D'après cela, la marche à suivre pour résoudre une équation transcendante sera à peu près la même que celle qu'on a suivie pour les équations algébriques; on commencera par substituer différents nombres pris dans le voisinage des valeurs où un premier aperçu aura fait présumer qu'il existe des racines. La manière dont ces résultats varient et l'emploi des constructions graphiques fourniront des indications utiles, dont la sagacité de l'opérateur tirera parti suivant les cas.
Prenons pour exemple l'équation suivante :
f (x) = X — cos X = o,
traitée par Euler (**), et qui répond à ce problème : Trouver un arc égal à son cosinus.
'*) Voir V Application de l'Algèbre à la Géométrie.
(**, Introductio in analjsin infuiitorum, t. II, chap. XXVI.
G5o NOTE VI r.
En substituant les nombres o et -, je trouve
ce qui m'ajjprend d'abord que l'équation possède une racine entre zéro et go degrés; et elle ne peut en ayoir qu'une seule, puisque dans cet intervalle la fonction x — cosj: est toujours croissante.
Pour approcher de la racine dont je viens de reconnaître l'existence, je remplace l'équation proposée par l'équation équivalente
o[x] = lojx — loj cos.i,
qui me permettra de faire usage des Tables. Comme, d'ailleurs, il est visible que la racine cherchée ne peut être très-près de zéro, je substitue 3o degrés, ce qui me donne
s(3o<') = — o,aiS53:9.
J'en conclus que la racine est plus grande que 3o degrés. Elle est même audessus de 4o degrés, puisque
5;(4oo)— _o,o4o3i66.
On a ensuite
Donc la racine est inférieure à 45 degrés, et comprise entre 45 et '^o degrés.
Comme o(4o°) et o(45°) sont à peu près aussi éloignés de zéro, l'une au-dessous, l'autre au-dessus, on juge que la racine cherchée est à peu près à égale distance de 4o et de 4") degrés. C'est pourquoi on posera tour à tour x = 43° et ^ = 42°, ce qui donne
La racine est donc comprise entre 42 et 43 degrés. Comme, d'ailleurs, f (43°) est environ le tiers de la différence 9(42°) — (43°), on substituera les deux nombres 42°2o' et 42° 21', et les résultats obtenus étant de signes contraires, on en conclura que la racine cherchée est 42° 20' à :' près.
7. L'exemple précédent montre comment, à l'aide de substitutions alternatives, on peut resserrer une racine entre des limites de plus en plus rapprochées. On aurait pu, au lieu de suivre cette marche, substituer des nombres en progression arithmétique. Lorsque ces nombres sont assez voisins pour que les différences des résultats puissent être considérées comme égales entre elles à partir d'un certain ortlre, on continue l'opération comme s'il s'agissait d'une équation algébrique.
SUR LA MÉTHODE DE NEWTOX
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1. Cette méthode a été exp«sée dans le teste et appliquée à quelques exemples; mais il est nccessaire de la reprendre ici, soit pour l'étendre aux équations transcendantes, soit pour y apporter quelques modifications qui lui donnent un degré de certitude en harmonie avec sa simplicité et sa rapidité.
Soit f{x) = 0 une équation algébrique ou transcendante. Supposons que l'on connaisse deux nombres a &i b entre lesquels existe une seule racine de cette équation, de telle sorte que l'on ait, par exemple, ■
Supposons de plus que la différence b — a soit une fraclion assez petite, 0,1 par exemple. Soit z la quantité, moindre que 0,1, qu'il faut ajouter à a pour avoir la racine cherchée.
On a, par définition,
e étant une quantité très-petite si z est lui-même très-petit. On aura donc, en remarquant quey(rt -r- z) ;= 0,
d'où
Si donc y (a) n'est pas très-petite, ,' " ■ sera, en général, moindre que z° ou
que 0,0 j, de sorte que, si l'on prend z z^ : — -et qu'on l'aioute a a, a -h z
sera la valeur de la racine à 0,01 près.
En partant de la nouvelle valeur a -^ z, on pourra en approcher davantage
en y. ajoutant ^ , et Terreur commise sera en gênerai moindre que
0,0001 ; et ainsi de suite.
2. Les explications que nous venons de donner reposent sur quelques hypothèses qui ne se réalisent pas toujours, si l'on n'a pas déjà une valeur assez rapprochée de l'inconnue. Il existe même des cas dans lesquels l'application de la méthode de IVevvton éloignerait de plus en plus de la racine cherchée.
La considération des courbes met en évidence cette imperfection de la méthode, et montre comment on peut y remédier.
652 ^0TE vin.
Soient MN {fig- i) une portion de la courbe représentée par l'cquation
Pi le point d'intersection, correspondant à la racine cherchée. Posons OA = a, 0B=:*, AM=^/(a), BN = —/(*).
Fig. I.
Menons par le point M la tangente MC. D'après un théorème connu de Géométrie analytique, on a
tanjjMCX =/'(«); donc
tang MCA = —/'(«).
Maintenant le triangle rectangle MAC donne
AC
AM
tançr MCA
AC est donc la valeur désignée plus haut par z et que nous ajoutions à a pour cbtenir une valeur plus approchée de la racine : la fi<jure montre qu'en effet )e (■oint C est plus rapproché du point R que le point A.
3. Mais si la courbe, au lieu d'avoir la forme que nous lui donnons, était comme dans la fig. 2, on voit que la nouvelle valeur nous rejetterait au delà du
point R, et d'autant plus loin que /'(a) serait plus petite. Cette circonstance tient à ce que l'arc MR tourne sa concavité vers l'axe des x (*).
(*j Dans ce cas /"(a) çX f{cL) sont de signes contraires. Voir VJppUcaùon de l'Algèbre à la Géométrie.
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Dans ce second cas, en partant de la valeur approchée par excès OB == h, on aura une nouvelle valeur approchée dans le même sens, si l'on retranche de OB la valeur absolue de la sous-tangente BE,
fib)
et cette formule donnera des valeurs toujours approchées par excès et convergeant vers la véritable racine.
4. Dans tous les cas, si l'on mène la corde MN, qui rencontre l'axe des x en D, le point R sera compris entre le point C et le point D {fig. i), ou entre le point E et le point D (fg. 2). OD sera donc une limite supérieure de la racine OR si l'arc MR est convexe par rapport à l'axe des x, et une limite inférieure dans le cas contraire.
On trouve, en calculant OD par les règles de la Géométrie analytique,
5. En résumé, pour rapprocher indéfiniment d'une racine, on en déterminera d'abord deux limites a et b, l'une inférieure, l'autre supérieure. Ces deux limites devront être assez rapprochées pour ne comprendre aucune racine des équations /'(x) = o, /"" (x) = 0, afin que la courbe qui a pour équation ^- =^/(ar) n'ait, entre les points M et N, ni tangente parallèle à l'axe des x, ni point d'inflexion.
Ces conditions étant remplies, il peut se présenter deux cas. Si /"(à) est de même signe que f{a), ce qui correspond au cas où l'arc MR (;st convexe par rapport à l'axe des x,
seront deux nouvelles valeurs approchées de la racine.
Si /"(a) est de signe contraire à /(a), ce qui correspond au cas 011 l'are MR est concave par rapport à l'axe des x, on aura pour nouvelles limites
Dans tous les cas, en opérant sur les nouvelles limites de la racine, comme on l'a fait sur les premières, on se procurera une suite indéfinie de valeurs approchées et dont le degré d'approximation sera toujours connu avec certitude.
SOMMATION DES PILES DE BOULETS, (Page 596.)
\. La sommation des piles de boulets dépend de quelques-unes des formules démontrées dans ce paragraphe.
Pile triangulaire. — Dans une pile triangulaire, la base se compose de plusieurs files de boulets dont la première contient n boulets, la seconde n — i, la suivante n — 2, et ainsi de suite jusqu'à la dernière qui ne contient qu'un boulet.
Le nombre des boulets de la base est donc
H -r n — I -T- « — a -i- ...-;- 2 -t- I , ou (lo7)
La tranche horizontale située au-dessus ne diffère de la base qu'en ce qu'elle contient un boulet de moins sur chaque côté, ce qui donne pour le nombre de ses boulets
{n—^) n ■i et ainsi de suite.
Le nombre total des boulets de la pile sera donc
n(n-^i) (/i — i] n (n — a'jfn — i) . ,
c'est-à-dire, en désignant par T la somme des n premiers nombres triangulaires
Pile quadr angulaire. — Dans une pareille pile, la base est formée de «' boulets rangés en carrés; la couche qui vient après de [n — i)- boulets, et ainsi de suite jusqu'à la dernière couche qui n'en a qu'un. D'après cela, le nombre Q des boulets est donc égal à la somme des carrés des n premiers nombres : on aura donc (414)
2. Pile rectangulaire. — Dans cette pile les tranches successives sont disposées en rectangles, de telle sorte que la différence entre le nombre des boulets du grand côté et du petit côté du rectangle soit toujours la même.
Supposons que la première tranche à partir du sol contienne n boulets sur le petit côté et « -i- A sur le graaù.
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La seconde tranche contiendra n — i boulets dans le sens de la largeur, et n — I -i- A dans le sens de la longueur, et ainsi de suite.
Le nombre de boulets de la première sera /a («-i-â) ou «*-)- nA; celui de la seconde (« — 0--j-(« — i)A; celui de la troisième (« — 2)--+- (« — a)/;, et ainsi de suite.
Donc, en nommant R le nombre cherché, on aura
R. = n- -r {n — !}--)-(« — 2)--T- . . . -h I -T- /i (« -h « — I -h . . .-h 2 -h I ) «(« -(-l)(2« -i- i) hn{n-Jr-i) 6 2
et, après réduction,
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