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D'UN SEGMENT DE COURBE PLANE
1. Infiniment petits. — Le calcul différentiel et le calcul intégral reposent sur la notion des quantités infiniment petites et sur l'emploi de deux théorèmes fondamentaux.
On appelle quantité ùifuiiment petite une quantité variable (jiii tend vers zéro. Ainsi, pour exprimer ce lait que sin ^ tend vers zéro, quand r tend vers zéro, on dit que sin .r est infiniment petit en même temps que jr.
Considérons différentes quantités :
(jui sont infiniment petites en même temps : cela veut dire que, quand l'une d'elles tend vers zéro, il en est de même des autres. 11 est important de comparer ces quantités entre elles : comparons-les, par exemple, à a que nous nommerons pour cette raison infiniment petit principal.
Infiniment petits du premier ordre. — On dit que ^ est infinies ment petit du premier ordre par rapport à a, si le rapport ■^—
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Ic.ul vers une limite finie et différente de zéro, quimd a tend
vers zéro :
lini-ii=:Â-, k^O.
On peut alors poser
£ étant infiniment petit en même temps que a ; on en conclut
On a ainsi l'expression générale des infiniment petits du premier ordre : ce qui varie d'un infiniment petit du premier ordre à un autre, c'est la valeur de la constante k et de Tinfiniment petit £. La quantité aA' est i\\t^e\ée partie principale de [^. On peut remar([uer que le rapport de jj à sa partie principale tend vers 1, quand a tend vers zéro. On a, en effet
et le second membre tend évidemment vers 1 quand a tend vers
Exemples. — Soit a un infiniment petit. La quantité
P = sin 2a ^
est infiniment petite avec a ; elle est du premier ordre par rapport à a, car le rapport
3 sin 2a ^ sin 2 a
tend vers 2 quand a tend vers zéro, puisque le rapport du sinus
à l'arc tend vers 1. La partie principale de ,3 est 2 a : le rapport
de 3 à sa partie principale 77- tend vers 1. * za
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De même
est un infiniment petit du premier ordre, car — tend vers 3 ; la
partie principale de ^ est 3a
Infiniment petits du second ordre. — Soit encore jB une quantité infiniment petite en même temps que a ; mais supposons
que -^ tende vers zéro avec a. Alors ^ est dit infiniment petit
d'ordre supérieur au premier. On dit que ;3 est infiniment petit
du second ordre par rapport à a, si le rapport -^ tend vers une
limite différente de zéro :
lim-4-=A', A=^0.
On peut alors poser
aî tendant vers zéro avec a ; d'où
C'est là l'expression générale des infiniment petits du second ordre. La quantité krj} est la partie principale de ^ et le rap-
port 7^ tend vers 1 quand a tend vers zéro. A: et- ^
Exemple. — Soit
3 = 1 — cosa;
^3 est infiniment petit avec a. On peut écrire
Quand a tend vers zéro, le rapport entre parenthèses tend vers 1 ; donc
hm -V = -7r-
[i est infiniment petit du second ordre par rapport à a et sa
partie principale est
Infiniment petits d'ordre n. — On peut généraliser ces notions comme il suit :
On dit que fi est un infiniment petit d'ordre n^ par rapport il a, n étant positif, si le rapport
a" tend vers une limite k différente de zéro. On peut alors écrire
£ étant infiniment petit avec a ; d'où
A- a" est la partie principale de [^; le rapport de ^ h sa partie principale
tend vers 1 quand a tend vers zéro.
Dans cet énoncé général, n est assujetti ii être positif ; il peut être entier ou fractionnaire.
Exemples. — Soit
Cette quantité est infiniment petite avec a. En remplaçant e" par le développement en série connue
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on A\
^^ TTT^'^ 1.2.3.4 "^•••' donc
3 est infiniment petit du troisième ordre et sa partie principale est -^.
Soit encore
3 est infiniment petit nvec a ; on a
:im -
donc
,3 est infiniment petit d'ordre tj par rapport à a, et sa partie prince
cipale est
A\j2 ou \j2l.
Remarque. — Cette classification n'embrasse pas tous les infiniment petits. 11 peut se faire qu'une quantité ^ soit infiniment petite avec a, mais ne soit d'aucun ordre ^ ni entier ni fractionnaire. Par exemple
est infiniment petit avec a, mais le rapport
tend vers zéro avec a quelque grand que soit l'exposant n. On •ne peut donc assigner aucun ordre d'infiniment petit à [^ par rapport à a.
2. Ordre du produit de deux infiniment petits. — Si [3 est infiniment petit d'ordre m par rapport à a et y d'ordre ii, le produit jiiv est d'ordre jnn. En effet, on a alors
où /i et k' sont des constantes non nulles et s, s' des infiniment petits. On en conclut
7( désignant la quantité infiniment petite s /i' + sVi -{- ss^ Donc pv est d'ordre ni-\-ny et sa partie principale est
3. Principes de la méthode infinitésimale. Deux points de vue. — On peut employer, à deux points de vue différents, les quantités infiniment petites, dans la recherche des quantités finies.
Le premier point de vue, que les anciens n'ont pas connu et dont la découverte est due à Newton et à Leibniz, consiste à regarder la quantité que l'on cherche comme la limite du rapport de deux quantités infiniment petites. Par exemple, si l'on considère une courbe ayant pour équation en coordonnées cartésiennes
et si l'on cherche le coefficient angulaire de la tangente en un point M de coordonnées .r et //, on considère un point voisin M de coordonnées .r -f- A.r, ij -\- Aij et on cherche la limite du rapport
Ail
A.r quand A.r tend vers zéro. On est ainsi amené à la notion de déri-
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vée i de sorte que ce premier point de vue conduit au calcul des dérivées ou au calcul différentiel.
Le deuxième point de vue, sous lequel on peut employer les infiniment petits, consiste à regarder une quantité finie comme la limite de la somme d'un nombre infiniment grand de quantités infiniment petites. Ce point de vue était connu des anciens. Par exemple, en géométrie élémentaire, on considère la longueur d'une circonférence comme la limite vers laquelle tend le périmètre d'un polygone inscrit dont le nombre des côtés augmente indéfiniment, chacun d'eux tendant vers zéro ; on définit d'une façon analogue les aires planes ou courbes, certains volumes, etc.. Ce second point de vue conduit au calcul intégral ; nous verrons, en effet, qu'une intégrale est précisément la limite de la somme d'un nombre infiniment grand de quantités infiniment petites.
4. Deux théorèmes fondamentaux. — La méthode infinitésimale, envisagée successivement sous ces deux points de vue, repose sur deux théorèmes correspondants.
Premier théorème. — La limite du rapport de deux infiniment petits n'est pas cliangèe, quand on remplace chacun d'eux par un infiniment petit dont le rapport a{>ec lui a pour limite Vunitè.
Soit le rapport de deux infiniment petits
T ' Prenons deux autres infiniment petits ,3' et y' tels que
lim -^=1, lim J^ = l.
Il faut montrer que
lim — y = Il m -5—.
Ce fait est évident, car on peut écrire
£ et t' tendant vers zéro en même temps que P et y- On a donc
e le rapport , tend vers 1 et on a bien
lim -i-r = lim -^ — .
En particulier, pour trouver la limite du rapport de deux infiniment petits j^ et y, on peut remplacer chacun d'eux par sa partie principale, puisque le -rapport d'un infiniment petit à sa partie principale tend vers 1.
Exemple. — Pour évaluer la limite du rapport
sin 3 a
sin 1 a
quand a tend vers zéro, on peut remplacer respectivement sin 3 a et sin 2 a par 3 a et 2 a, car les rapports
sin 3 a sin 2 a
tendent vers 1. La limite cherchée est donc celle de -t — ou -^r- .
Deuxième théorème. — La limite de la somme d'un nombre infiniment grand d'infiniment petits, TOUS DE MÊME SIGNE, n'est pas changée quand on remplace chacun d'eux par un autre dont le rapport avec lui a pour limite Vunitê.
Soient ai, a^,.,., a„ les quantités infiniment petites proposées, toutes de même signe ; supposons qu'on ait
lim (a^-f-a, + -f- aj = A
quand toutes ces quantités tendent vers zéro, n croissant indéfiniment. Soient maintenant ^,, p,,..., %^^ d'autres quantités infiniment petites, en même nombre, telles que
lim A= 1, limA=^ l,.....,lim-^=l
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Il faut démontrer que l'on a également
■lini (?. + ?,+ + p„) = A.
Considérons les rapports
dont les dénominateurs sont tous de même signe par hypothèse. D'après un théorème élémentaire d'algèbre, le rapport
obtenu en divisant la somme des numérateurs par celle des dénominateurs est compris entre le plus grand et le plus petit des rapports (1), de sorte que l'on a
-^-^ étant le plus petit et -^-^ le plus grand des rapports (1).
Quand n augmente indéfiniment tous les rapports (1) et en par-
ticulier * '" et -^-^ tendent vers 1 par hypothèse. Le rapport
étant compris entre deux quantités qui tendent vers 1, tend luimême vers 1, et comme le dénominateur tend vers A, il en est de même du numérateur.
Le théorème est donc démontré. On peut, en particulier, pour évaluer la limite de (aj-j-a^H- + aj, remplacer chaque infiniment petit composant la somme par sa partie principale.
Remarque. — Il est essentiel de supposer les quantités a^, oL^y.-.^y.,, toutes de même signe; s'il n'en était pas ainsi, on ne pourrait plus faire la démonstration, car le théorème d'algèbre sur lequel nous nous sommes appuyés ne serait plus applicable. Il est facile de montrer, par un exemple, que la proposition n'est plus vraie.
COURS D'ANALYSE Soit n un nombre pair, ii = 2]) ; posons
où tous les a d'indices impairs sont égaux au premier rj.^ et tous ceux d'indices pairs au deuxième a^. La somme a^ + a^^ .. +a^,
est — ou 1. Soit d'autre part :
Quand /? augmente indéfiniment, toutes ces quantités deviennent infiniment petites et les rapports
tendent vers 1. Mais comme les a n'ont pas tous le même signe, on ne peut pas allirmer que la somme
tende vers la même limite que la somme des a. KfTectivement la somme des [3 est nulle et celle des a égale à i.
5. Application du deuxiiîme THÉoniiME . Aire cViiii sei^ment de courbe plane. — Considérons une courbe plane ayant pour équation, par rapport à des axes rectangulaires
prenons un arc continu M^ M [fig. 1) de cette courbe et abaissons les perpendiculaires M^P^^ etMP sur l'axe 0.r. Proposonsnous d'évaluer l'aire P^^M^^MP. Nous supposerons d'abord que l'arc M(, M soit au-dessus de 0^* et que l'abscisse .r de M soit supérieure à l'abscisse a de M^.
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Divisons P^ P en n parties par des points Pj, P,, ,P«_i et menons les ordonnées P, M^, P, M,, ,P,, _i^l„_i. Ces ordonnées
divisent l'aire S en n parties que nous appellerons a^, a^, , a,,.
L'aire A étant évidemment la somme des parties dans lesquelles on l'a divisée, on a
Inscrivons maintenant dans la courbe des rectangles de la façon suivante. Par le point M^j, menons une parallèle à O.r, M^^ H,, jusqu'à la rencontre de l'ordonnée M^P^; par M^ menons une parallèle à O.r, ^I^ II,, jusqu'à la rencontre avec M^P^, et ainsi de suite, par M,(_, une parallèle à Oj", M,j_i H„, jusqu'à la rencontre avec M P. Xous formons ainsi n rectangles inscrits P^, M^,
Hj Pj, Pj MjH^ P,,... dont nous appellerons les aires 3^, 3^, Z^^.
Xous allons démontrer que l'aire A est la limite de la somme de ces rectangles quand n augmente indéfiniment et que toutes les divisions P(j ^^i' ^^i ^^2' > Pn-i P tendent vers zéro.
Il s'agit donc de démontrer que
lim {?,+ ?,+ + .3,,; = A,
OU encore que la somme ?!+?.>+ + ?u ^ même limite que
a^-f-a^ + a,r Pour cela, comme les quantités a^, a^, ,a„
sont toutes positives, il suffit de vérifier que tous les rapports
tendent vers 1
Supposons d'abord que le long de l'arc M^j M l'ordonnée varie toujours dans le même sens, par exemple en croissant, comme dans la figure 1. Considérons le rapport
nous allons démontrer qu'il tend vers 1 ; la démonstration est la même pour tous les autres. Menons par M^ une parallèle à Ox vers la gauche, jusqu'à la rencontre avec M^ P^ en K^, et appelons !Ji ^* Ui ^^^ ordonnées M^ P^ et M^ Pg, \x l'accroissement P, P^ de l'abscisse. L'aire rj.^=^V^^\^'M^V^ est évidemment comprise entre le rectangle P^ K^ Mg P^ de surface y^ \x et le rectangle P, M, Hg Pg appelé j^^ tle surface y^ A.r.
Z/i Aj: < a, < y^ Ix.
Divisons par y, \x == p^
Quand n augmente indéfiniment, A^ tend vers zéro, y^ tend y
Fi
Il n
vers y, et le rapport -^ tend vers 1. Donc -^, étant compris entre 1 et un rapport qui tend vers 1, tend lui-même vers 1.
lini-^=:l.
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La même démonstration s'appliquant à tous les rapports, le théorème est démontré ; l'aire A est la limite de la somme des rectangles inscrits.
Si sur l'arc M^M l'ordonnée ne varie pas toujours dans le même sens [fig. 2), on peut partager cet arc en parties M,, M,, M, M^,, M^ M le long de chacune desquelles l'ordonnée varie dans le même sens. Le raisonnement précédent s'applique alors à chacune des aires partielles limitées par les ordonnées des points intermédiaires Mj, M^ et par suite h l'aire totale A qui est donc, dans tous les cas, donnée par
A = lira (?. + ?,+ + ?„).
6. Expression analytique. — - Appelons (fig. i) a et j: les abscisses des extrémités ^l^ et ^I,i, o'j, .r^,..., a.\^_i les abscisses des points intermédiaires Mj, ^I^,... M„_i ; les ordonnées M^ P^, M, P„... }ln-i Ph_i sont/'(rt), f(x^),...,f[x„_y) ; les segments Pq Pj, Pj P,,..., Pn-i P servant de bases aux rectangles sont .r^ — a y .r„ — j^j,...,.r — ^^^^n-u ^t on peut écrire
A = lim [(,r. - fl) /•(«) + (x, - ,r,) f[jc,) + ...
quand n augmente indéfiniment, toutes les différences x^ — a, x^ — -rj,..., X — j:,j_i tendant vers zéro. On peut écrire cette expression sous forme abrégée
A = lim Sf{x) \x
le signe S signifiant qu'il faut faire la somme des produits de chaque ordonnée par l'accroissement correspondant de l'abscisse. On écrit habituellement
A = r f[x) dx
où le signe j qui représente une lettre S s'énonce « somme ».
On dit « A égale somme f[x) dx)}.
Cette expression | f(x) dx est ce qu'on appelle une intégrale
simple. Nous verrons prochainement comment le calcul de ces intégrales simples se ramène à la recherche des fonctions primitives.
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7. Valeur algébrique de Faire d'un segment. — Les raisoniiemenls géométriques que nous avons faits sont indépendants de la disposition de la courbe par rapport aux axes des coordonnées. Mais quand nous avons établi la formule
A = lim [(.r, — a) f[a) + [x, — x,) f{x,) + ...] = lim S f[x) ^-^ = / f{^) dx,
nous avons supposé que l'arc M^ M était au-dessus de O^ et que X était supérieur \\ a.
Voyons ce que représente cette même limite quand ces conditions ne sont pas remplies.
Supposons d'abord que x soit supérieur h a mais que l'arc
Fig. 3
M^M soit au-dessous de Ox[fig. 3). Alors dans l'expression analytique que nous avons écrite
A =llm [(.r.-«) /■(«) + (.-^^-.r,) f[x,) + . . . + (.r -x ,._,) /-(.r..^,)]
toutes les ordonnées /'(«), f{^i) y-y fi^Cn-i) sont néi>atives; les
produits [x^ — a) f{ci)y [x^ — *^i) /^(-^i)? représentent donc les
aires des rectangles inscrits changées de signe et la somme de ces produits a pour limite l'aire P^, M^^ M P chajigée de signe. Pour ne pas avoir à modifier les formules, il suffit donc de regarder comme négatives les aires des segments situés au-dessous de O.r; on aura encore, dans ce cas
A =:= J /•(^•) dx.
Si l'arc M^, M [fig. 4) est partiellement au-dessus et partiellement au-dessous de l'axe 0 x qu'il coupe aux points M', M" M'', dans l'expression de la somme
A = lim [(x, - a) f{a) + [x, — x,) f{x,) + ... + {x — j-„.,) /"(.r,,.,)] = j f[x) dx
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1rs aires de ceux des rectangles inscrits qui sont au-dessus de l'axe entrent positivement et les aires des rectangles inscrits
qui sont au-dessous entrent négativement. La somme A représente donc la différence entre les aires des segments situés audessus et les aires des segments situés au-dessous de l'axe Os.
A = P,M,M— MR^F
Fîg. 5.
Cds où .V est inférieur à a.
Si v était inférieur à a [fig. 5), les différences
représenteraient les bases des rectangles inscrits changées de signes ; dans la somme
Sf{x)\x
les aires des rectangles à ordonnées positives entreraient donc négativement et inversement.
L'expression
jf x)dx
représenterait alors la différence entre les aires inférieures et les aires supérieures : M' RjNF — PMM — M'^ M„ P„.
Dans tous les cas, nous conviendrons d'appeler cette expression la imleur algébrique de Faire P^ M^, MP.
Remarque. — Les définitions précédentes s'étendent d'ellesm^mes au cas où la fonction /^(.^) présente des discontinuités en nombre fini entre a et x. La courbe 1/ == /*(.r) a alors une forme
K Pj
Po H
Fig. C.
comme celle de la figure 6, où il y a deux discontinuités pour les deux abscisses OU et OK. L'aire de cette courbe a une valeur parfaitement déterminée, donnée toujours j^ar la formule I /*(.r) d.r ; en supposant a<a:, elle est la somme algébrique des aires 1, 2 et 3, où l'aire 3 est négative.
8. Aire d'un segment en coordonnées obliques. — Soit une courl)e
rapportée à des axes 0.r et 0// faisant entre eux un angle 0 (fig. 7).
Considérons un segment limité par un arc de courbe M, M, les deux ordonnées extrêmes ]\I„ P^ et MP et par l'axe Or. On voit, par des raisonnements identiques aux précédents, que l'aire
de ce segment est la limite vers laquelle tend la somme des porallèlogrammes inscrits ayant leurs côtés parallèles aux axes. Si l'on appelle y l'ordonnée qui constitue un côté d'un de ces parallélogrammes et A.r le segment d'axe O.r qui constitue l'autre côté, l'aire de ce parallélogramme est
ij A.r sin 8.
On en conclut que la valeur algébrique A de l'aire considérée est la limite de la somme
S [y A.r sin 0] = sin 8 S?/ A.r, car sin B peut être mis en facteur dans la somme. On a donc enfin
A = sin 8 1 ycLv d'après la notation précédente.
Différentielle du premier ordre, — Soit
une fonction d'une variable indépendante x. Donnons à x un accroissement arbitraire //, y prend un accroissement
et le rapport
\y _ fU^h)-f[^)
tend vers la dérivée f\x) quand Ji tend vers zéro. On peut donc écrire
i étant infiniment petit avec //, ou encore ltj=hf'[.r)+ln.
Cette relation montre que, si x ne possède pas une valeur
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particulière rendant nulle ou infinie la dérivée f'{x), A?/ est infiniment petit du premier ordre par rapport à h et admet pour 'partie principale
hf'ix).
Cette quantité s'appelle différentielle de y ; on la désigne par dy.
Définition. — La différentielle d'une fonction y d'une variable indépendante jc est égale à la déri{>ée de la fonction multipliée par un accroissement arbitraire attribué à la variable
OU encore
Cet accroissement h étant supposé infiniment petit, dy est la partie principale de A// ; on peut donc, d'après les deux théorèmes l'oiidamentaux, remplacer Ay par dy toutes les fois que l'on veut chercher la limite d'un rapport ou d'une somme d'infiniment petits où figure Ay.
Kn particulier, la différentielle de la variable indépendante elle-même x est égale à sa dérivée 1 multipliée par // :
dx = //.
Remplaçant h par dx^ on écrira l'expression de dy sous la forme
ou
Différentielle d'une fonction de fonction, — Soit
y = fM> '' = ?(•'•)> r étant la variable indépendante.
On sait que la dérivée de // par rapport à x est donnée par la formule
lyFIMMEXT PETITS. DIFFÉRENTIELLES 19
Multiplions les deux membres par djc, et rappelons-nous que, par définition,
dj/ z= y'^dxy du = u'j, d.r,
nous avons
dy = f'{u)duy
comme si u était la variable indépendante. Ainsi, tandis que, dans la notation des dérivées, on a deux formules différentes pour exprimer la dérivée première de y par rapport à .r, suivant que y est exprimé directement en x ou est une fonction de fonction de x, dans la notation différentielle on a la même formule pour les deux cas.
11. Différentielle d'une fonction composée. — Pour obtenir les différentielles premières de toutes les fonctions d'une variable, il suffit de reprendre les résultats établis en algèbre pour la dérivation des fonctions d'une variable et de les traduire dans la notation différentielle.
Somme. — Soient 11, v, w des fonctions de x; considérons la somme
On a
Multiplions par dx et remplaçons \j'^ dx, u'^, dx, v'^ dx, w'^. dx par leurs valeurs dy^ du, dv, dw, il vient
dy = du -{- dv -\- dw.
Produit. — Considérons le produit
y = uv.
On a
y'x = «^i + vu'^
et, en multipliant par dxj
dy = udv -f- çdu.
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Quotient. — Si on a
on trouve
s>u';—uv'.
et, en multipliant par cLv,
dy =
9 du —^ uds>
Fonction composée. — Soit enfin le cas général où y est une fonction donnée de //, f>, «', ces quantités étant fonctions de x.
Kn désignant, suivant l'usage, par f!^, f'^y f[^ les dérivées partielles de la fonction f[ii, s>, w), prises successivement par rapport à ?/, (', (V, on a trouvé en algèbre
on en déduit, en multipliant par dx^
^^y = fL du -\- f^ds> -\- fi, div.
12. Remarque sur les différentielles premières. — On voit, d'après ces règles dont la dernière comprend toutes les précédentes, que, pour prendre la différentielle première d'une fonction d'une variable, il n'est pas nécessaire de savoir quelle (\sf la variable indépendante choisie ; en effet, si l'on a
il suffit de savoir que u, c, (v sont fonctions d'une variable indépendante, d'ailleurs non spécifiée, pour écrire la différentielle
dy=fidu^fjs>-^fi,dsv.
Celte propriété ne s étend pas aux différentielles d'ordre supérieur dont l'expression peut changer avec le choix de la variable indépendante.
Tableau de différentielles usuelles. — N
ous reunissons
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dans le tableau suivant les expressions des différentielles usuelles :
dx''' = mx '"-* dx,
(m constante positive ou négative)
d log X = dx^
(le signe log désignant un logarithme népérien).
de^ = e^ dx, da^ = a^ log a dx. d sin X = cos x dx, d cos x = — sin x dx,.
d Xdiwçrx = 5 — dx.
cos X X k
^ arc tang — = -^ ,
dx.
d arc sin — r-= -, - dx.
d arc cos -V- = - dx.
(A- constante).
Dans les trois dernières formules, nous prenons pour
arc sin — ^ et arc tang -j— les arcs qui s'annulent avec Xy pour
A' ri
arc cos -j- l'arc qui est égal à —^ pour x = 0. Nous conserverons ces conventions dans tout le cours de l'ouvrage. ,, k — x 2 A- ,
rf log (^ + t/?+T) = ^^== '^■'■>
où Z est une constante positive ou négative.
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14. Différentielles d'ordre supérieur. — Soit ij une fonction de la variable indépendante x
on a
dy=f{x)dx.
Cette différentielle première dy est une fonction de^ et de dx. On convient de regarder V accroissement dx, attribué à la s>ariahle indépendante, comme une constante indépendante de x. Alors dy devient une fonction de x qui admet à son tour une différentielle ; la différentielle de dy, d[dy), est, par définition, égale à la dérivée de dy qui est f"[x)dx multipliée par l'accroissement dx attribué à x :
d{dy)=r(,r)d.v^
Afin d'abréger l'écriture, on emploie la notation d^y pour désigner d(ily) et on a, pour expression de \ii différentielle seconde de y
dhj =^ f" {x) dxK
Cette différentielle est, à son tour, une fonction de x dont la nouvelle différentielle est
dhj = f"'{x)dx\
car dx est constant; on a ainsi l'expression de la différentielle troisième. On obtient de même, n étant un entier positif,
d''y = p'^ ix) dx'\
Inversement, les dérivées successives de y par rapport à x s'écriront avec la notation différentielle :
dx ' d'y
/=rw=,,.,
,An) ^ An) UA ==, JllL
Fonction de fonction. — Soit
X désignant la variable indépendante. On a
Pour avoir la différentielle seconde de dy il faut donc prendre la différentielle du produit f (//) du dont les deux facteurs varient avec x. La différentielle de f'{if) est f"[it) dic ; celle de du est d^ u ; on a donc
d-y = f Ut) diâ^ -\- f'xji) d'^u.
La différentielle troisième s'obtient de même en différentiant l'expression précédente et remarquant que chacun de ses ternies est un produit. Ce qui donne
d'y = f"\u) du' + 3 fin) dudSi -^f'{u) dhi ; et ainsi de suite.
Fonction composée. — Soit
y = f{u, V, iv), u, ç, w étant fonctions de la variable indépendante x. On a
dy = fju + f:,dv+f;jw.
On obtient la différentielle seconde en remarquant que chaque terme de dy est un produit. Donc :
d'y = d in) du -+- d (/;:) dv + d [fi) d>v + nd'u
Développant d (fi) par la règle de différentiation des fonctions composées, on a
d 'f,) = f!.>d', + A''^" + f<uJ^->
fj^ désignant la dérivée partielle de f prise deux fois par rapport
à //, fu. la aéiivée partielle de /^ prise d'abord par rapport à u, puis par rapport ii ('... etc. Calculant de même t/ (/lO, d[f;,) et se rappelant que
rtt f" f'i f"
fuc /itif /«" /nu?"'
on a
On calculera de même les différentielles d'ordre supérieur. Il est inutile de chercher à retenir ces formules générales ; car il sera aisé de former les différentielles des fonctions composées de proche en proche, dans chaque cas particulier.
Exemple. — Soit un produit
On a d{jm>) = udv -\- vdu; d^[in>) = ud-{> + 2 duds> -\- \>d^u;
où l'on peut remarquer que, dans d'^ ('<^), les coefficients numériques sont ceux du développement de [a -f- />»)" par la formule du binôme.
n. Remarques sur les différentielles d* ordre supérieur. — Nous avons vu que, pour les différentielles du premier ordre, les formules restent les mêmes fjuel (jue soif le choix de la variable indépendante. Par exemple si
on a
dy = fu du
que // soit la variable indépendante ou non.
Mais, dans les expressions des différentielles d'ordre supérieur, le choix de la variable indépendante joue un rôle, car cette variable indépendante est caractérisée par ce fait (j ne ses différentielles d'ordre supérieur sont nulles.
Ainsi, quand on a
on trouve
quel que soit le choix de la variable indépendante. Mais si // est pris pour variable indépendante du est regardé comme une constante, (Pu = 0, et on a la formule
qui n'est exacte que si // est la variable indépendante.
ni. - FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES
Dérivées et différentielles partielles. — Soit
une fonction des deux variables indépendantes .r et y. Ces deux variables étant indépendantes, on peut laisser y constant et faire varier seulement .r; la variable z est alors fonction de x et ses dérivées par rapport à œ
sont les dérivées partielles de - par rapport à .r.
D'après la notation différentielle, y étant toujours regardé comme une constante, les différentielles successives de - par rapport à r seront
dz = fjx, d-z=fl!,dx\,.. ;
ce sont les différentielles partielles de z par rapport à x. Pour éviter toute confusion entre les différentielles partielles et les différentielles totales que nous étudierons plus loin, nous con-
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vieiulrons (remployer un ô de ronde pour désigner les difTérenlielles partielles et nous écrirons
ou encore
\ous avons ainsi, dans la notation différentielle, les expressions des dérivées partielles de z par rapport à x.
De même, z est une fonction de y quand on regarde x comme constant ; ses dérivées partielles successives par rapport à y s'écriront:
ày ''-" ô//- '''"'"'
àz La ([uantité -T — est une fonction de .r et y ; si l'on y regarde y
comme constant, elle a une dérivée partielle par rapport à .r
àx \àyj ~ ''■' ' de même -v— a une dérivée partielle par rapport à y
ày \ àx ) '''
On démontre, dans les éléments de l'algèbre, que ces deii.
r/itantifcs sont i'^dles. Nous les écrirons
àxài/
où l'ordre des facteurs O.r et à y du dénominateur peut être
interverti. D'une manière générale la dérivée d'ordre k de
OVr.
•JT* P«»' rapport a y
dy" \ dx'' )
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est identique a la dérivée d'ordre h de — — -j- par rapport a :v
Ces deux dérivées partielles identiques se désignent par la notation
19. Différentielles totales. — Soit encore z une fonction de deux variables indépendantes jr et 1/
La diflerentielle totale de - est, par définition,
ou
dz = —^ dx H — -^ dy, àx ày '^
dx et dy étant des accroissements arbitraires attribués aux variables indépendantes, accroissements que nous supposerons habituellement infiniment petits.
Cette différentielle totale du premier ordre, admet à son tour une différentielle totale que l'on désigne par d"^ z et qu'on calcule en faisant l'hypothèse que les accroissements dx eidy des variables indépendantes sont constants. On a alors
cP-. = (/;Wx + f:;dy) dx + {f;:,dx -+- f^idy) dy,
car pour former d [dz) il faut prendre la dérivée partielle de dz par rapport à x multipliée par dxy plus la dérivée partielle de dz par rapport à y multipliée par dy. En réduisant, comme f^y est égal à f^^, on a
d^z = f^^dx' + 2 f^'ydxdy + fllJif ou encore
d'z = 44 rf^'' + 2 -4^- d^-^y +^dy\ d.r^ dxdy ày^ '^
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Dans la théorie des surfaces, on désigne ordinairement par />, q, t'y s, t, les dérivées partielles premières et secondes de. z par rapport à .r et 1/
à^_àj^_ à'^z _ àq _
àx' ~ d.r ~ ''' 'W ^ àtj ~ ^'
à^z _ àp _ à(j _ à.tdt/ àt/ à.t' ' *
On a, avec ces notations, les expressions suivantes des différentielles totales premières et secondes de z
dz = ])(Lv + qdy d'z =^rdx'- 4- 2 sdxdij + tdy\
KxEMPLE. — Soit :
on a
2 — XT — ''
àxàfj df/ ô
àrz _ àq
dz = (3 x' -f- 4 .r//) dx -\- (2 ,1' + 4 y3) dy, d}z == (6 .r -f- 4 //, dA- -f- 8 .r^/./v/// + 12 y^ dy\
I. — FONCTIONS PRIMITIVES. — INTÉGRALES INDÉFINIES
20. Fonction primitive. — Xous venons de voir comment on calcule la difï'érentielle d'une fonction d'une variable indépendante .r. On peut se poser le problème inverse de trouver une fonction d'une ^^ariable indépendante x ayant une différentielle donnée f'.v) dx.
Remarquons d'abord que, si l'on a trouvé une fonction es (r) répondant à la question, c'est-à-dire telle que
d'^ [x) = f[x) dxy ou encore
la fonction la plus générale répondant à la question est
C désignant une constante arbitraire. Cela résulte de ce que deux fonctions ayant même dérivée ne diffèrent que par une constante.
La fonction la plus générale »(.r)-}-C admettant une différentielle donnée f[x) dx s'appelle fonction primitive de /'(.r) ou encore intégrale indéfinie de la différentielle f[x) dx.
Dans des cas simples, on aperçoit immédiatement cette inté-
x^ grale indéfinie. Ainsi l'intégrale indéfinie de x dx est^r-H-C;
celle de x-ilr est ~ -f- C ; celle de cosxdx est sin j^ + C, etc..
21. Existence de Vintègrale indéfinie, — Soiif{jc)dx une différentielle donnée, nous allons montrer qu'il existe toujours une fonction » (r) ayant pour difFérentielle f[x) dx ; la fonction la
plus générale ayant pour différentielle f[x') dx ou l'intégrale indéfinie de f{.v) dx est alors cp (.r) -J- C.
(^)nstruisons la courbe ayant pour équation en -coordonnées rectangulaires (fig. 8)
Considérons un arc continu de cette courbe, une ordonnée fixe Mj,I\ d'abscisse a et une ordonnée variable MP d'abscisse .r. L'aire A du segment P^^^o ^^^ est évidemment une fonction de .r, car elle est déterminée dès que x est connu :
Nous allons démontrer que cette aire a précisément pour différentielle f[x) dx,
dX=f{x)dx.
Kn effet, quand x croît de PP' = A.r, l'ordonnée MP=y prend une nouvelle pusitiou:
y + Ay = M'l>' et l'aire croit d'une quantité AA égale i« PMM'P'.
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Menons par M et M' des panillMes MU et M'K à l'axe Or : raccroissement AA est évidemment compris entre les deux rectangles PMIIP' et PKM'F : on a donc
;/A.r < AA < f// + A//) A.r, et, en divisant par A.r que nous supposons positif,
Quand A.r tend vers zéro, il en est de même de A// ; le rapport —^ étant compris entre // et une quantité qui tend vers y, ij.r
tend lui-même vers ij. La dérivée de A par rapport à x est donc y, et l'on a
puisque ?/ =zfÇr).
On a donc ainsi défini graphiquement une fonction A = z> (.r ayant pour différentielle f{.v)dx. La fonction la plus générale admettant cette différentielle est cp(.r)-|-C. Ce fait se conclut d'ailleurs de la fiofure, car le choix de l'ordonnée initiale M. P„
est arbitraire ; si on prend une autre ordonnée initiale M'^^P'o et si on appelle A' l'aire P'o Mq MP, cette aire A' est encore une fonction de x ayant pour diff'érentielle /'(j") ^.r; elle est égale à A plus la valeur algébrique de l'aire P'^j M'^ M^, P^^ qui est une constante.
22- Notation. — Nous avons vu (n" 7) que la valeur algébrique de l'aire l^M^^MP est la limite de la somme des rectangles inscrits:
A = lim [>, — a) f[a) -+- [x^ — .r,) f [x^ -f- ...
-ir [x— x„_,)f{x„_,%
limite que l'on écrit symboliquement
ff[x)dx.
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D'après cela, pour désigner la fonction la plus générale ayant pour aiirérentielle f [:r)dxy c'est-à-dire l'intégrale indéfinie de f[.r) (Lv, on emploie la notation j f[jc) dx. L'on a donc, en appelant ^[x) une fonction particulière ayant pour différentielle /'(.r) dx,
ffix)dx=o{x) + C,
C désignant une constante arbitraire.
Quand on détermine ainsi l'intégrale indéfinie d'une différentielle donnée f[x) dx, on dit qu'on intègre cette différentielle ; on dit également qu'on fait une quadrature, pour rappeler que cette opération revient à déterminer l'aire d'un segment de courbe.
On peut envisager le résultat ainsi obtenu à deux points de vue : l** Si l'on donne la différentielle /"(j:^) dx et qu'on ne sache pas trouver analytiquementla fonction admettant cette expression pour différentielle, on peut la définir graphiquement comme l'aire du segment de courbe y^f(,v) ; 2** si l'on donne une courbe i/=:if(x), toutes les fois qu'on sait trouver une foncti(»n cp (x) admettant pour différentielle f[x) dx, on sait calculer introl'aire d'un segment de cette courbe.
23. Tableau d'intégrales indéfinies usuelles, — Dans le tableau suivant, n désigne une constante quelconque, positive ou négative, dilféreutede — 1; C désigne la constante arbitraire duite par l'intégration.
•'J / .Tr=r = »''■*>" ^' H- C-.
J Vi-
dx y^4,| =arctang.r4-C,
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On ramène immédiatement à ces intégrales les suivantes dans lesquelles k est une constante positive, racine carrée arithmétique de A-^
— - ^=: arc sin \- L,
~? =-T- arctang -^ + C,
Si, dans le second membre de (9) on chasse le dénominateur A sous le signe log, on peut écrire ce second membre :
log [x + sjx^ ± A^) — log A 4- C ;
le terme ^ — log A s'ajoute à la constante C ; on peut donc écrire en désignant par l une constante positive ou négative, l = ±k^ :
APPELL. Analyse.
formule facile à vérifier par la différentiation (voir le numéro 13). On peut facilement ramener à ces intégrales types les suivantes :
dx r (hr
dx
ax^ -h bx
où «, hy 6' sont des constantes, ?i un exposant différent de — 1. En effet, en écrivant d'abord
C i^ax 4- bfdx = — f{ax + bf'd [ax + b)
On voit que, au facteur— près, cette intégrale rentre dans le
type (1) où X serait remplacé par ax -\-b; donc
(12) J{aa- + h)"d.,- = -i -j;^^ («^ + *)" ^ ' + C,
formule qu'on vérifie immédiatement par différentiation. Prenons maintenant le cas de n= — 1 ; en écrivant alors
r dx 1 Ç
J ax -\- b a J
d (ax -\- b) ax -]- b
on voit que, au facteur — près, cette intégrale rentre dans le type (2) où X serait remplacé par ax-\-bf donc
Pour évaluer la deuxième intégrale, écrivons, en décomposant le trinôme ax^-\-bx-\-c en carrés
/dx 1 r dx
ax^ H- bx -h r al . b , c
^ a a dx
2a ) 4 rt*
Vf
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Trois cas sont à distinguer suivant que b^ — ^a c est négatif, positif ou nul.
Si // — ^ac est négatif, on peut poser
4 ac — b^ ,, , ^ I k ac — b'^ A.'", k.
et l'intégrale peut s'écrire
intégrale du type (8) où x est remplacé par x -\- -^ — . On a donc alors
i dx 1 ''"^ 2 a
J ax^ 4- Z'jr -\-c a k ^ A-
Si P
V^ 4rtc — Z»^ "V^ 4 «6- — b' — 4 rtc est positif, posons
4a^ ="' "-y 4a^ et l'intégrale peut s'écrire
dx
ax'~ -[- bx -f- c a
intégrale du type (10) où x est remplacé par J^-f-^r — . Donc
É^JT i - 2 a _ ^,
5 ï =^ ri — r lt>S i r^-
Dans ce cas, les racines du ivm6mea.T^-hhx-i-c sont réelles : si on les appelle y et x" on voit qu'elles sont égales à
* • A- et ' '■■
on peut donc écrire alors
Enfin, si Z»^ — 4^c est nul, on a
Passons maintenant à l'intégrale
dx
\^ax^ H- bx + 6'
Deux cas sont à distinguer suivant le signe de a.
Supposons d'abord a positif. Nous mettrons, devant le radical, y/a en facteur et nous décomposerons encore le trinôme en carrés ; il vient ainsi l'intégrale :
1 /> dx
ko} En récrivant
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on voit qu'elle rentre dans le type (il) où on remplace x
par r -}--;; — et l par -, — 3 . Donc on a dans ce cas, a >0,
^ la 4 «
^ ' I \/ax'' -\- bx + c
ce qu'on peut encore écrire
bx
Soit enfin a négatif. Nous mettrons alors y/ — a en facteur et nous écrirons
1 /> dx
La quantité b- — 4 «c- est nécessairement positive, car, si elle était négative, la quantité sous le radical serait négative quelque soit X et rintégrale serait imaginaire.
Nous pouvons alors poser
_ A^ — 4 ac
elle rentre dans le type (7) où .r est remplacé par ^r-f-^.Donc, dans ce cas, a < 0, on a :
K'-'J I I „ — ; / arc sin -, 1-^
Sax^-\-bx -\-c \ — a k
ou encore
/dx 1.2 ax + b --- = -7t= arc sin -h^.
\/a.v^ H- Ù.V + c V^— a si h^ — ^ ac
24. Intégrale d'une somme de différentielles. — Intégrale de kf(x)dx.
Soient
/; {x) dx, f^ {x) dx, f^ (.r) dx
plusieurs différentielles ; l'intégrale indéfinie de leur somme
/[/;w+/;w+/,(.r)]rf^
est égale à la somme des intégrales indéfinies
//; W dr +//; (.r) dx +jf, (.r) d.v ;
en effet, ces deux expressions ont toutes les deux pour différentielle
f^[x)dx^f,[x)dx-^f,[x)dx.
On voit de même que, A* désignant une constante, on a JX/(.r)./.r=Aj/'(.r)^.r,
car les deux membres ont la même diflorentiolle A' /"(.r) É^.r.
Par exemple, soit à trouver l'intégrale indéfinie d'un polynôme
^[ax^^bx-\-c) dx
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a, h, c étant constants ; cette intégrale est égale à 1 ax-dx -{- 1 bxdx -\- j cdx
c'est-à-dire à
ax^ hx' ^
ex
2^. Intégration par parties. — Soient u et i> deux fonctions de r, on a
udv -\- ç'dit = d [uv)y d'où en prenant les intégrales indéfinies des deux membres,
I ud9 -\- I vdu = in> -{- C
ou encore
j ud^' = liif — I i>di/y
où il est inutile d'écrire explicitement une constante arbitraire dans un des membres, car chaque intégrale indéfinie n'est déterminée qu'à une constante près.
Quand on peut mettre une différentielle donnée sous la forme Il di>j on voit que la relation ci-dessus permet de ramener la recherche de fitdi> à celle de f{*du qui peut être plus simple. On a ainsi ce qu'on appelle la formule d'intégration par parties.
Exemple I. — Soit
I X log.z- dx :
cette intégrale est de la forme fiidç si l'on fait
// = log X, ^ = -9- -^ ^
on a donc
/ a: log xdx =-^x^ log x — -^j- / x'd log x.
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La deuxième intégrale est
jx'^ = jxd.v= -^x' + C.
ix lo^xJx = -Y '^^ log .r -. j:^-^ C.
Exemple II. — Soit de même
I arc sin xdx; si on applique la formule précédente en faisant
u = arc sin x, if = x, on voit que cette intégrale est
/xdx
xdx
OU enfin
X arc sin x-\-sJS. — x^ -f- C .
Exemple III. — Soit à calculer l'intégrale
où rt et a sont des constantes.
Nous appliquerons la formule d'intégration par parties, en faisant
n = yj ax^ + 3^ > P = X.
Nous aurons :
=. dx.
Dans la deuxième intégrale, remplaçons ^.r* par fl.r*-ha — a, nous aurons identiquement
Vax*-i-aL v/«.*'*
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/ /rt.r'^-l-a(/.r = ./• \/<:x' + a — / ^ax^ -\-ndx
fl^'^H-a
En faisant passer l'intégrale | V^rt.r^+a r/.r dans le premier membre et en divisant par 2, on a enfin
(18) f\/^:^zçidx~x^-Zc^+^+^ C--£;L=^.
J ' 'ij^a.^+.
L'intégrale demandée est ainsi ramenée à l'intégrale
dx
^ ax^ -h a
qui rentre dans les types connus (16) ou (17) suivant le signe de a.
Remarque, — L'intégrale
J y ax^ -\- ùx -\- c dx
se ramène immédiatement à la précédente. Il suffit pour cela de décomposer en carrés le trinôme placé sous le radical :
ax^ -\- bx -\- c = a \x -\- —^ — 1 — ■ -, .
\ la / 4 rt
L'intégrale s'écrit alors
elle rentre dans le type (i8) où x est remplacé par x -\- tj- et a
h'^ — ^ac par .
Donc
dx x^ -h bx -\- c
Cette formule ramène l'intégrale cherchée à une autre d'un type connu (16) ou (17).
II. - APPLICATION. — ÉVALUATION DE QUELQUES AIRES
26. Segment d'hyperbole équilatère compris entre V hyperbole et son asymptote. — Soit l'hyperbole équilatère rapportée à ses asymptotes,
calculons l'aire A comprise entre une ordonnée fixe M^ P^^ d'abs-
cisse positive «,ct une ordonnée variable MP d'abscisse a'. On a trouvé en général
dk = ydx.
Comme, actuellement, y = — ,
dK
dx
A = log X — log a = log
FoycTioss rnniiTivKs. f.\tégi{Ales i s défîmes o d'où
A = J— -=log,r + C.
On détermine la constante en remarquant que l'aire s*aniiule
(luiind x es/ (''i;a/ à a ; on a donc
0 = log a -\- C, C = — log (i . Donc enfin
Si on suppose a= 1, on a, en particulier,
A = log X.
On a donc ainsi une représentation graphique simple du logarithme népérien, qu'on appelle pour cette raison logarithme hyperbolique.
Quand le point P s'éloigne, x augmente, l'aire A augmente, et quand x augmente indéfiniment, A devient infinie.
Dans d'autres cas , l'aire comprise entre une courbe et une asymptote peut être finie ] c'est ce qu'on verra dans l'exemple suivant :
Courbe ?/ = -;^. — Cette courbe a, dans l'angle yOx, la
même forme générale que l'hyperbole précédente [fig, 9) ; elle se rapproche plus rapidement de Ox. L'aire A du segment P^jM^jMP a pour différentielle
r/A = ydx = — '— = 'V~ * dx.
En intégrant, on a
,1 Texpression de l'aire devant s'annuler pour x = a, on a C = — ,
d'où
Quand x croît indéfiniment, l'aire du segment tend vers
la limite — ; l'aire comprise entre M^ P^^, la courbe et l'asymp-
tote Ox est donc finie.
28. Aire d'un segment parabolique. — l"* Soit d'abord une parabole
,j = Lv^
rapportée à son axe comme axe Oy et h la tangente au sommet comme axe O.r. (Cherchons l'aire A du segment OMP (fig. 10). On a
(lA = ?/(Ijc = kœ'^dXf
L*aire devant s'annuler avec œ, C est nul et on a
kx
xy_
L'aire OMP est donc le tiers du rectangle OUMP; l'aire comprise entre l'arc OM et sa corde est donc le sixième du même rectangle.
Fig. Il
2" Prenons maintenant un cas plus général et considérons un segment de parabole limité par un arc de parabole M^^M,, une perpendiculaire V^ P, à l'axe de la parabole et deux parallèles Mol\ et M,P, à cet axe (fig, 11).
Prenons comme origine le point P^,, comme axe Otj la droite P., M„ et comme axe O.r la droite PoP,- Appelons U la dis-
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tance P^^ Pj, y^ et y^ les deux ordonnées extrêmes M^^P^et M, P,. L'équation de la courbe est de la forme
y = ax^ -\- hx -f - ^'
rt, h^ c étant des constantes. Si on appelle A l'aire P^M^MP comprise entre M^^P^j et une ordonnée variable MP d'abscisse x, on a :
(lA = ydx = ax^dx -f- bxdx -j- cdx
d'où, en intégrant,
A = rt —^ -f- h -^ — h ex -j- C.
L'aire A devant s'annuler avec .r, la constante C est nulle ; l'aire P^, M^ MP est donc
L'aire demandée, S = P^, M^^ Mj P^, s'obtient en donnant à x la valeur h :
S = a -^ -\- b —y -\- cil.
Pour interpréter ce résultat, remarquons que les ordonnées y^ et y^ correspondant à j: = 0 et x = h sont :
^0 = ^^ Vi = ^^^' + ^^^ + ^•
Introduisons, en outre, l'ordonnée médiane M'P' équidistante des ordonnées extrêmes ; en appelant y,„ cette ordonnée qui
correspond a x^-^y on a :
On vérifie alors immédiatement que l'on a
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Sinusoïde. — I*rcnons enfin la courbe
sin.r
et cherchons Taire A comprise entre l'arc de courbe OM, l'axe 0^ et Tordonaée MP. On a
(Ik = ijdx ^= sin xdx A= — cos v -f- C.
l/aire devant s'annuler pour ,r =0, on a C = 1, d'où
A =1 — cos .r:
sin-
L'aire de l'onde OMO' s'obtient en faisant .r=7:; elle est donc 2. Si J* a une valeur supérieure à -, égale à OP' par exemple,
Fig. 12.
la formule donne pour A la différence OMO' — O'M'P': en particulier pour .2' =271, elle donne 0, ce qui est bien la différence des ondes OMO' et O'M'O'.
III. - INTÉGRALES DÉFINIES
30. Dèûnition. — Soit /'(.r) une fonction continue donnée et '^ (.r) une fonction ayant pour dérivée f(x)
nous avons appelé intêi(rale indéfinie de la différentielle f[x) dx et désigné par la notation j f [x] dx la fonction la plus générale ayant pour différentielle f[x) dx ; nous avons vu que Ton a
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OÙ C est une constante arbitraire.
Assujettissons cette intégrale à s'annuler pour une valeur don-
née de ^, X = a\ nous aurons
Nous affecterons d'un indice inférieur a l'intégrale indéfinie ainsi particularisée, de sorte que nous aurons
jj[x)djc = ':^[a:) — '^[a).
Géométriquement {fig. 13), si on trace la courbe y = f(jc)^ cette expression donne la valeur algébrique de l'aire du segment
Mo
, ai
Fig. i3.
PjjM^jMP depuis l'ordonnée M^^P^,, correspondant à l'abscisse a, jusqu'à une ordonnée quelconque MP d'abscisse x. En effet cette aire s'annule manifestement quand x =^ a ou quand P coïncide
avec P^j.
Cherchons maintenant la valeur de l'intégrale | f{x) dx^ pour une valeur donnée attribuéee à x,x = b, nous aurons une expres-
f{a-) dx et qui a pour valeur
Ç f[x)dx = o{h)-o{a];
Ja
cette expression est rintàgrale définie de f{x) dx prise entre les limites a et h. La quantité a est la limite inférieure ; h la limite supérieure : l'expression s'énonce « somme de a à bf{x)dx)). Géométriquement (fig. 13) cette intégrale représente la valeur algébrique de l'aire du segment de la courbe 1/ ^f[x) depuis
Tordonnée M^^P^, d'abscisse a jusqu'à l'ordonnée M, P, d'abscisse h.
Analytiquement ce symbole
ff{x)d.v
est la limite de la somme algébrique des rectangles inscrits :
Xb f[x) dx = lim [(.r, — a) f[a) -\- [x^ — x,) f(x^) + ...
Calcul des intégrales définies. — D'après la formule
si l'on connaît une fonction cp (x) ayant pour dérivée /*(^), on obtient immédiatement la valeur de l'intégrale en prenant la différence des valeurs de œ [x) pour x = h et x= a.
Ainsi, — étant la dérivée de log.r,
f ^ = log ^^ — i«g « ;
-7====== étant la dérivée de arc sin x, on a
dx . A ^
„ = arc sin 1 — arc sin 0 = -7s/i—x' 2
car, en suivant par continuité, la variation de arc sin.r quand x varie de 0 à 1, on voit que arc sin x part de 0 pour arriver
a -y-, de sorte que
arc sin 0 = 0, arc sin 1 = -^.
Mais, dans la plupart des cas, on ne peut pas exprimer à Taide de fonctions déjà connues la fonction ^[x) dont nous avons
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seulement prouvé l'existence ; on est alors obligé d'avoir recours à d'autres méthodes pour calculer l'intégrale définie
Vwrfx.
Nous donnerons ])lus tard des méthodes analytiques, graphiques ou mécaniques, pour évaluer les intégrales définies. Nous nous bornerons, pour le moment, à remarquer que le calcul d'une intégrale définie revient toujours à la détermination de l'aire d'un segment de courbe.
Propriétés des intégrales définies
Théorème I. La s'aleiir d'une i/itéi>rale définie ne dépend pas </(' 1(1 vmiahle d'intégration, mais seulement des limites. — Vax elfct, dans le second membre de la formule
ne figure plus la variable x.
Théorème II. Ufie intégrale définie change de signe quand on i/f/ervcrtit les limites. — En effet, on a, en intervertissant a et />,
expression qui est de signe contraire à la précédente.
On peut aussi se rendre compte de ce fait d'une autre manière en se reportant à la définition même de l'intégrale ; en effet, en supposant, pour fixer les idées, a<h, dans la somme
VWrf.r,
les ordonnées /*(.r) sont multipliées par des accroissements infiniment petits </.rqui sont positifs, car x croît de a à h, et, dans la somme
v)dx,
APPEi.L. Analyse.
les mêmes ordonnées f[.r) sont multipliées par des accroissements infiniment petits dx qui sont négatifs, car x décroît alors de h à a. Les deux sommes sont donc formées d'éléments égaux et de signes contraires ; elles sont égales en valeur absolue mais de signes contraires.
Théorème III. Fractionnement de l'intervalle d'intégration. — Soit c un nombre tel que la fonction f[x) soit continue dans les deux intervalles («, c) et {b, c) ; on a
r /-(.r) dx = r /-(.r) d.r + f f{x) dx.
Ja Ja ty'e
En effet, la première intégrale est cp (/>) — (p [a) et les deux autres o[c] — cp(a) et ç [b) — cp (c) ; si on substitue ces valeurs, le théorème devient évident.
Graphiquement, en supposant c compris entre a et b, ce fractionnement de l'intervalle revient à diviser l'aire du segment Pg Mq m, P, [fi^. 13) en deux autres, à l'aide d'une ordonnée intermédiaire M P d'abscisse r, et à écrire que l'aire totale est la somme des deux aires partielles.
Remarque. — En faisant passer les deux intégrales du second membre de la formule ci-dessus dans le premier, et en intervertissant ensuite leurs limites, on peut écrire la formule
£ f[x) dx+£ /•(.,) dx+£ /■(,,) </.r =0.
Théorème IV. La déris^èe de l'intégrale ( f[x) dx, par rap-
port à la limite supérieure b, est f[b] ; la déri\>ée, par rapport à la limite inférieure a, est — f(a).
Kn effet, appelons ^ (x) une des fonctions primitives de /"(.r), c'esl-ii-dire une fonction telle que
On a
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La dérivée de I, par rapport à Z», -y^-, est 'y(^),c'est-k-dire/'(/>); et
dû
dl
sa dérivée -7— , par rapport à a, est — »'(«), c'est-k-dire — f{a.
Théorème V. Supposons (pie h soit supérieur à a et que^ pour toutes les valeurs de x comprises entre a et h, on ait
fir\ pou{>ant être égale à g [:r)pour certaines valeurs particulières isolées de .i\ on a également
Çf{x)d.c>fg[x)d.v.
En effet la première intégrale est
lim [r.r, -a) f{a)+ [x,- x,)f[x,] + ... [b- x „_^ f [x ,_,)]
et la deuxième
lim [(.r, — a) g{a) + (.r, — .rj g (.rj + ...4" [b — oc,,_^ g [x,, _,)].
Gomme Z»>rt, les facteurs (.r — a), [x^ — •^i)---> (^ — ^„_,)sont positifs, et les termes de la première somme sont tous plus
Mo
Mi
Fig. 14.
grands que ceux de la deuxième. La première somme est donc plus grande que la deuxième.
Graphiquement (fig, 14) la première intégrale est l'aire du
5a COURS D'ANALYSE
segment P,.M,,M, P, de la courbe i/=f{.r), la deuxième l'aire du segment de même base P^M'^^M'^P, de la courbe y=^ W; la première courbe étant au-dessus de la deuxième, la première aire est évidemment supérieure à la deuxième.
Application. — Ce théorème permet de comprendre entre des limites une intégrale qu'on ne sait pas trouver exactement : soit par exemple (*)
où n est une constante plus grande que 2. Comme .r est moindre que 1, on a .r*>j^">0.
L'intégrale I est donc comprise entre
j vi — y I
c'est-à-dire entre
arc sin -^ et -y
ou encore entre
^ = 0,52 et -i- =0,50.
33. Valeur moyenne d*une fonction dans un intervalle. Considérons une intégrale définie
;•) Voyez Scrrct. Calcul intégral.
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et supposons h>a. Soit M la plus grande valeur que prenne /'(.r) quand x varie de a à h, et m la plus petite valeur de f[:v) dans le même intervalle. On a
M > /- (.r) donc, d'après le théorème précédent,
r Udr >f f(,r) dx.
Or, M étant une constante, l'une des déterminations de l'intégrale indéfinie de M^/.r est M^ et l'intégrale définie, entre les limites a et h, est M [b — a). Donc
On trouve de même
f f{x)dx > m [b-^a).
D'après cela, en appelant jjl un nombre convenablement choisi entre M et m, on peut écrire
Si la fonction est continue dans l'intervalle d'intégration, elle passe au moins une fois par toute valeur comprise entre son maximum M et son minimum m ; elle passe donc par la valeur ix pour une valeur de r, .r==;, comprise entre a et Z», et on peut écrire
ix = /•($), a^l^b.
D'où la formule
Ces formules sont évidentes graphiquement. L'intégrale I f[x)dx représente l'aire du segment P^^M^M^Pj [fig. 15) de la
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courbe ij z=f{x). Cette aire est évidemment comprise entre le rectangle l^R^R, Pi de base (Z* — a) ayant pour hauteur l'ordonnée maximum M, et le rectangle P^S^S^Pi de même base ayant pour hauteur l'ordonnée minimum, c'est-à-dire entre M {b — a) et
Fig. i5.
ffi {h — a). L'aire est donc équivalente à un certain rectangle ^0 V-Q [^1 ^1 ^^ ^"^^ ^0 ^1 ^y^^^ une hauteur |jl comprise entre M et m\ la base supérieure tx^^ pt^ de ce rectangle coupe la courbe en un point H d'abscisse $ comprise entre a et /» et on peut écrire
/* VW dx = (h - «) fx = [b -a) fil),
On appelle {>aleur moyenne de la fonction f[.v) de la %'ariable .r dans Vinlervalle a, />, la quantité {x que nous i>enons de définir
i^=-^/Vw'/^-
quantité qui est telle que le rectangle de base P^, P, et de hauteur jjl soit équiçalent au segment 1\ M,, M^ P,.
Voici comment on peut justifier cette définition. Partageons la
droite P^^ P, en n parties Ix égales à par des points de
division d'abscisses j*,, jr^.. .r„_, et considérons les /i ordonnées équidistantes :
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La valrur moyoïiiie de ces ordonnées est, d'après la définition nrdiiiaiiT <U' la moyenne de n quantités,
n ou, en multipliant haut et bas par A.ret remplaçant nl.v par h — (i^
[f[a) lx-^f{,v,)Lv-{- ... +/'(.i„_J A.r]
Quand n augmente indéfiniment, le numérateur tend vers I f [.v) dx et la moyenne entre les n ordonnées équidistantes tend vers
il est donc naturel d'appeler cette expression la çaleur moyenne (le f[x) dans l'intervalle {a, b).
l'.xiMPLEs. — I* La valeur moyenne de sin^" de 0 à - est
/ sin X dx = [[ — cos tc) — ( — cos 0)]= ;
2** La vitesse d'un mouvement vibratoire simple, comme ceux qu'on étudie en physique, est donnée en fonction du temps t par la formule
. 2 71/ Çz= a Sin ;=;
où a est une constante linéaire et T une constante donnant la
durée de la vibration. La force vive de la molécule vibrante de
masse ni est
, . ., 2ti/ tnç- = ma- sin-
la valeur moyenne de cette force vive, pendant que la variable t varie de 0 à T, durée d'une vibration, est
T .2 TU
ma^ sin* — = — dt
ri
OU
1/intégrale indéfinie est
T . ^TJ
t z — sm
et l'intégrale définie est la différence des valeurs que prend cette fonction pour / =: T et / = o, c'est-à-dire T. La valeur moyenne demandée est donc
2 • 34. Formule des accroissements unis. — La formule
OÙ Ç est un nombre compris entre a et A, est identique à la formule qu'on appelle formule des accroissements finis. Soit, en effet, ^ (.r) une fonction ayant pour dérivée f[.r)
l'intégrale définie est égale à ï) (/>) — (p (<?) et la formule peut s'écrire
ce qui est précisément la formule des accroissements finis.
35. Intégration p&r parties. — Soient n et f deux fonctions de .r ; considérons une intégrale définie de la forme
Une des valeurs de l'intégrale indéfinie étant //<», l'intégrale définie est
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o» les indices h et a signifient qu'il laut successivement remplacer .r par h et par (i. On peut donc écrire
ou, en transposant,
udç = (//(^}^ — [inf)^
Telle est, pour une intégrale définie, la formule d'intégration par parties.
Notation. — Pour désigner la différence des valeurs que prend une fonction de .r, F (.r) pour .r = h et .i= «, on emploie habituellement la notation
de sorte que l'on a, par définition.
Par exemple, dans la formule précédente
et cette formule peut s'écrire
l((lç -=
Exemple. — Soit \ une quantité positive, calculons les deux intégrales
A= / e ~'^ sin x d,r, B = / e "" *"^ cos x dx,
où la limite supérieure est l'infini positif. Nous reviendrons plus
tard en détail sur les intégrales dont une limite est infinie. Nous admettrons ici que les règles précédentes s'appliquent. En posant:
n = e~ '^y i' = — cos jTj velu = Xe^^^cos jc, on peut écrire
«yj- = 0 t/j — 0
Or, (w^)gç = 0, car g-* == Of et (''^)o = — A > "" ^ ainsi la relation
A ==: 1 — aB.
En posant ensuite
// = e~ ^j i> = sin .Vy ^*dii = — \e ~'^ sin .r,
et remarquant ([ue maintenant (// r) ^^ =0 et (// r)^, = 0, on a
IV. - CHANGEMENT DE VARIABLE DANS UNE INTÉGRALE DÉFINIE SIMPLE
36. Changement de variable. — Soit une intégrale définie Sup[)osons (ju'on exprimer on (onction continue d'une variable /
de telle façon que / variant de a à p, .r varie de a à ^, sans passer
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j>;ir rinfini ni par aucune valeur pour laquelle /'(.r) cesse d'exister. Nous allons démontrer que l'intégrale proposée est égale à la
siii\aiite ;
obtenue en remplaçant, sous le signe d'intégration, j- par tj; (/), djc |)ar la différentielle V if)dt de '} (/), et en mettant les nouvelles limites a et ,3.
Pour démontrer cette règle, nous ferons d'abord deux hypothèses restrictives que nous ferons disparaître ensuite. Supposons : 1** que / variant de a à p, la dérivée ^' it) ait un signe constant de telle façon que
vai'ie toujours dans le même sens àe a\\h]2^ que la fonction
conserve également un signe constant quand / varie de a à ^. Intercalons, entre a et fi, [n — i) valeurs de t
^, tv .^
rangées par ordre de grandeur de a à |^ ; à ces valeurs, la formule .r = 'l /), fait correspondre n — 1 valeurs de x.
rangées, de même, par ordre de grandeur de rt à ^.
La première intégrale (1) est, par définition, la limite de la somme d'infiniment petits tous de même signe
(.r. - a)f{a) + [x,- x,) f{x,) +... + (ft - .r„_.)/-(^,._,) ;
la deuxième intégrale (2) est, de même, la limite de la somme :
D'après le deuxième théorème fondamental (n® 4), pour
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démontrer que ces deux sommes ont la même limite, il suffit de montrer que le rapport d'un terme de la première somme au terme correspondant de la deuxième a pour limite l'unité. Or, un terme de la première somme est de la forme.
el le terme correspondant de la deuxième
A X étant l'accroissement de x correspondant à l'accroissement A / de t. Le rapport de ces deux termes peut s'écrire
comm.r X = ^ [f)y ce rapport tend évidemment vers 1, quand A / tend vers zéro, puisque — ^ tend vers la dérivée '\' [t).
\jVk règle est donc démontrée.
Nous avons fait deux hypothèses restrictives. Pour les faire disparaître, supposons d'abord que, /*[•} (/)] restant de même signe quand / varie de a à j3, ^' [t) n'ait pas un signe constant, ou, ce qui revient au même, supposons que x^^'l[t) ne varie pas toujours dans le même sens.
Admettons, par exemple, que, / croissant de a à y, :r croisse de a à r, puis que, t continuant à croître de v à p, x décroisse de c h /». La formule s'applique alors séparément à chacun de ces intervalles : on a
£f{.,)d.c=£f\:m'V{i)di, r'/-(.r)rfx = fV['tW]|'(')rf';
en ajoutant, et appliquant le théorème sur le fractionnement de l'intervalle d'intégration, on a
jy[x)dx=fj\_^{i)\'V[i)di.
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On lî'vcra, de niômc, la deuxième restriction en divisant l'intervalle (a, p) en intervalles dans lesquels /'[•!; (/) ] conserve un signe constant.
37. Applications. ±^ Aire d'une demi- ellipse. — L'é([uation de Tellipse étant
'arc supérieur ABA' est représenté par l'équation (fi*(. 16).
obtenue en résolvant par rapport à // et prenant la racine positive.
o Fi g. iC.
L'aire de la demi-ellipse est alors
A= / — t/rt^ — x^ d.v, J a
.V variant de — a (point A) l\ -{- a (point A). On a donc, en faisant sortir le facteur constant - du signe d'intégration,
A = — / Va' — j;' cLv.
Faisons le changement de variable
X =a cos /,
/ variant de r à 0, a: varie de — a l\ -\- a. Alors
Va^ — x^ = a sin /, dx = — a sin / dt
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A = j a- sin^ / dt = ahj siii^ l dt,
en se rappelant qn'on peut intervertir les limites d'intégration condition de changer le signe de l'intégrale, domine on a
1 — cos 2 / sm / = r; ,
on peut écrire
, r- { dt cos2 tdt\
Une des valeurs de l'intégrale indéfinie est
t sin 2 /
et l'intégrale définie est la différence des valeurs de l'intégrale indéfinie pour /=7:et ^ = 0, c'est-à-dire :j. Donc
Tzah
2" Aire de la cycloïde. — La cycloïde est la courbe engendrée par un point d'une circonléieiice qui roule, sans glisser, sur une
Fig. i;.
(Irniic li\r. Soit une circonférence de laxoii u roul;mt sans «•lisscisui- un a\c i\\r D r et soit M le point de la circonlérence qui décrit la courbe ; la circonférence roulant sur la droite, prenons comme origine le point O où le point M a touché l'axe dans le rcmlrmciil. .l(>it;iiniis !»• cfiitrc (". du cercle au point de contact 1 et au \)tn\\[ M cl appelons n langle KIM dont le cercle a touiné
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depuis rinstaiit où M était en O. A cause du roulement, la longueur 01 est égale a l'arc YS\ c'est-à-dire à a u. L'abscisse de M estOl — IP :
:vz= a [u — sin //; ;
l'ordonnée est CI — CQ :
y= a il — cos //).
Pour avoir la cycloïde complète, d'un point de rebroussementO à l'autre O , il laut faire varier .r de 0 à 27:<7. ou u de 0 à 2t,. Donc l'aire totale est
X = [>jd.c.
Changeons de variable en indroduisant la variable u ; on a cLv =z a {\. — cos u) du et les nouvelles limites sont 0 et 2 t: :
A = <7^ I fl — COS // - du.
,,1-1- cos 2u Développant le carré et remplaçant cos - u par ^ , on a
kr=^a- \ [—z 2cosz/-) :^ )du.
L'intégrale indéfinie est
3 ,^ . sin 2 // -^ u — 1 sin u -\ ^ ;
la différence des valeurs qu'elle prend pour u = 2t. et u = 0 est 'St:. Donc
A = 3 Tza- ;
l'aire de la cycloïde est donc égale ii trois fois Taire du cercle générateur.
Aire d'une courbe fermée, — Supposons d'abord que la
courbe ne soit rencontrée qu'en deux points M, et Mg par une parallèle à O/y et appelons //, et y^ les ordonnées de ces points ; menons à la courbe les tangentes parallèles à 0//, M^ P^^ et M' P',
Mo
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d'abscisses a et h. Le long de Tare supérieur M^^ M, M', //, est une fonction de .r et l'aire du segment P^M^^M, M' P' est
le long de l'arc inférieur, ?/, est fonction de .r et l'aire du segment P, Mo M, M' F est
L'aire A de la courbe est la différence entre ces deux segments
*/n Jn %,'a
En remarquant que on peut écrire encore
Cette expression s'interprète d'une manière simple : on dit qu'elle est égale à l'intégrale
fyd,
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pris»' sur le conloiir de l'aire C dans le sens de la flèche. En eflet, i ma taillons un point mobile parcourant le contour dans le sens in(li(jué et multiplions son ordonnée par la projection dv de son déplacement infiniment petit ; quand ce point décrit l'arc supérieur Mo Ml M', la somme des produits ainsi obtenus est
et, quand il revient de M' en M^, sur l'arc inférieur M'M, M^, elle est
hi somme totale est donc bien A.
Pour faire le calcul efFectif, supposons qu'on ait exprimé les coordonnées .r et // d'un point quelconque M de la courbe en fonction d'une variable auxiliaire /, de telle façon que, t variant de a à fi, le point M décrive la courbe une fois et une seule lois dans le sens de la flèche ; soient
ces expressions. L'aire de la courbe est alors, en faisant le changement de variable exprimé par ces relations :
Quand une intégrale j yd.ic est ainsi prise le long d'une courbe (', on convient de la désigner par la notation
Si la courbe fermée a une forme plus compliquée, sans point double, comme celle de la figure 19, on vérifie facilement, de la même façon, que l'aire de la courbe est égale \\ l'intégrale
prise sur la courbe dans le sens de la flèche. Kn effet, imagi APPELL. Analyse. f>
nons un mobile M partant de A, parcourant la courbe dans le sens de la flèche et multiplions h chaque instant l'ordonnée y du mobile par la projection dx de son déplacement infiniment
petit : quand le mobile parcourt l'arc A, M, A,, la somme 1 ydjc,
ainsi formée, est l'aire du segment B, A, M^ A^ B^ prise positivement; quand le mobile revient de Aj en A3, la partie correspondante \ ydx est l'aire B, A, M^AgBj prise négativement; quand
il décrit AjA^, la somme obtenue est l'aire B3 A3 MjA^B^ prise positivement ; enfin, quand il revient de A^ en Aj, la somme obtenue est l'aire B^A^M^ A^B, prise négativement. La somme totale est donc bien l'aire de la courbe.
Si le mobile tournait en sens contraire, la somme
serait l'aire de la courbe changée de signe. .
Examinons, enfin, le cas où la courbe aurait un point double. Dans la disposition de la première figure (20, I), l'intégrale
prise le long de la courbe, dans le sens de circulation indiqué par les flèches, est égale à la différence des aires des deux boucles.
En effet, cette somme se compose de l'intégrale | ydjTj prise le long du contour A, M, P M', A, de la première boucle, et de l'intégrale j yd.v, prise le long du contour PM',A,M, P de la
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Lk'u\ièiiic, et ces deux intégrales sont : l'une, l'aire de la première y Mi
Fi g. 20.
boucle, et l'autre, l'aire de la deuxième prise négativement. Dans la disposition de la deuxième figure (20, II), l'intégrale
ic,y''-^
est la somme des deux boucles. On étudierait de même le cas où la courbe présenterait plusieurs points doubles.
Exemple. Aire d'une ellipse, — Soit l'ellipse
ayant pour centre un point quelconque (j^o'^o) ^* ^^^ ^^^^ a ti b parallèles aux axes coordonnées (fig. 21).
if
Fig. 21,
On peut exprimer les coordonnées d'un point M de Tellipse en posant
X = Xfi-\- a cos t, y = y^ -^ b sin t.
Pour faire décrire au point l'ellipse dans le sens de la flèche, il sulîit de faire décroître /de t: à — 7t. Comme
dx = — a sin t dt, l'intégrale \ yd.v prise sur le contour, dans le sens indiqué, est — / 'Vo -\- ^ sin t) a sin t dt.
Permutons les limites en changeant le signe et remplaçons
1 — cos2/ -, ,, .
swv t par :t . ]\ous avons, pour 1 aire,
/^ . ah f*^' ah (^ ay^ I sin fdf -) :y~ j dl :j— / cos 2t dt.
La première de ces intégrales est nulle, car l'intégrale indéfinie — cos t prend la même valeur aux deux limites ; il en est de même de la troisième intégrale ; quant à la deuxième, elle est égale à la différence des valeurs que prend l'intégrale indéfinie / aux limites ;t et — tî, c'est-à-dire à 2 iz.
On trouve ainsi, pour l'aire, Tzah.
V. - DIFFÉRENTIELLE DE LAIRB D'UN SECTEUR
40. Coordonnées polaires. — Soit une courbe rapportée à un système de coordonnées polaires, /• désignant le rayon vecteur OM
Fi
•g. au.
d'un point, 0 l'angle polaire. Considérons le secteur 0M„ M, limité par un rayon vecteur fixe 0M„, correspondant h l'angle ô^, et un rayon vecteur variable OM, correspondant à l'angle 0. Nous nous
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proposons d'évaluer ralre A de ce secteur (|ui est évidein nient une fonction de Q [fig. 22\
Prenons un point M^ voisin de ^F : les coordonnées du point M «'tant ;• et 0, celles de M' sont /• -(- A /• et 0 -f AQ. Soit A A l'ac- (•rolsscmenl MOM' de l'aire du secteur. Si, de O comme centre iivee ()M CDinnie layon, on décrit un arc de cercle MU, le secteur OMH est plus petit que A A ; de même si, de O comme centre avec OM' comme rayon, on décrit un arc de cercle M'K, le secteur OM' K est plus grand que A A. On a donc, en remarquant que les aires des deux secteurs circulaires OMH et OM'K sont
i- ,.2AQ et-i-(/-f Ar^AB,
-i-z-'AO < AA < -^ /• + A//AO.
I)i\ isant par A 8, on a
Quand Attend vers zéro, il en est de même de AA et A/-. Le
AA
rapport —rrry <^tant compris entre — /- et une quantité qui tend
vers .-y /•', tend lui-même vers cette limite, et l'on a
Kn intégrant, et remarquant que A est nul pour 8 = 8^,
on a
=Xt
Cette dernière formule est aisée à retenir ; elle signifie <[ue l'aire A est la somme des secteurs circulaires infiniment petits inscrits, tels que OMH.
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41. Différentielle de Taire d*un secteur en coordonnées cartésiennes. — Appelant x et y les coordonnées du point M, on a
X = r cos 8, 1/ = r sin 8.
Comme r est fonction de 0 le long de la courbe, .r et y peuvent «^tre regardés comme fonctions de 8. On a
-:i-:r=: tang 9, 9 = arc tang -^— ?
d'où, en différentiant,
x'+ij- Comme r' -\- \f = z*^, on voit que
■ i^d^^xdy — ydx,^
et, par suite,
dK = —^r- (xdy — f/f^'^) •
On peut facilement retrouver cette formule en se servant de l'expression de l'aire d'un triangle en fonction des coordonnées
des sommets. Soit un triangle OM,M„ dont les sommets M, et M, ont pour coordonnées (.r,,yi) et (j^,,y,). L'aire 0M| Mi peut 86 décomposer comme il suit (fig. 23).
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c'est-à (liiM^ on calculant les divers termes,
OM,M, = -y .r^i/^ + — (.r^ — .ig (i/^ -f y,) — x^y^.
Cette valeur est positive dans le cas de la figure, c'est-à-dire quand un mobile suivant le coté Mj M^ tourne autour de O, de Ox vers Oy. Elle serait négative dans le cas contraire.
Si, en particulier, nous prenons un secteur de courbe infiniment petit tel que OMM' [fi*^. 22), on peut assimiler ce secteur à un triangle dont les sommets M et M' ont pour coordonnées
l'aire dk de ce triangle est donc
dk = ^{x[y^ drj) - y {.r + dx)-\ ,
dk = -7j- {xdy — ydx) .
Applications. 1° Aire de la lemniscate
La lemniscate est la courbe qui a pour équation :
r"" = a"" cos2H.
Cette courbe a la forme indiquée dans la figure 24. Appe-
lant A l'aire du secteur M<, OM compté à partir de Taxe polaire O.r, on a
dk = 4:- rVQ =
fl* cos
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Ou a donc, en intégrant,
A = —r- (i- sin 2 8,
car la constante à ajouter est ici nulle^ l'aire devant s'annuler
ivcc 0. Quand M vient en 0,9 tend vers j et l'aire du quart d<
la courbe totale M^ MO est
2" Secteur d'hyperbole équilatère. Sinus et cosinus hjrperboliques. — (Considérons d'abord un cercle [fig- 25, I)
rig. .:;.
de rayon I , <'l appelons A Taire du secteur OM^ M comptée depuis
Taxe Ox. On a
dk = -^ [xdy — ydv) .
On peut exprimer les coordonnées d'un point du cercle en l'onction d'un paramètre / en posant
Alors
.r = cos t, ]i = sin /.
dx = — ^\\\t dt = — //f//, dy ^= cos/ dl = xdty
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car r'-j- //-=!. Donc, en intégrant
sans ajouter de constante, car A s'annule avec/.. On a donc enfin :
Prenons de même une hyperbole équilatère dont le demi-axe transverse est i [fi^^. 25, II)
et appelons A l'aire du secteur M^OM comptée à partir de l'axe transverse. On a
(l\ = -j- [xdij — ydx).
On peut exprimer les coordonnées d'un point M de la courbe en fonction d'un paramètre en posant
en effet, on vérifie immédiatement que, quel que soit /,.r^ — V'^^ ^ ■ Quand / est nul, x= 1, 7/ = 0, le point M part de M^, ; quand / augmente jusqu'à Tinfini, le point M décrit la branche infinie M,M. Ona
dx = :j dt = ydty
do
ne
et + e-' dy = ^r dt = xdt;
dk=-^ (jc^ — tf) dt ==-^dt.
car .V- — 1/'= i- Intégrant et remarquant que A s'annule avec /, on a
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Les coordonnées d'un point M de l'hyperbole s'expriment donc, en fonction de l'aire A du secteur hyperbolique, par des formules analogues à celles qui donnent les coordonnées d'un point d'un cercle en fonction de l'aire A du secteur circulaire .
C'est en raison de cette analogie que les fonctions
s'appellent cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique de / ; on les écrit quelquefois
cos hyp ty sin hyp /.
On peut donc écrire
e ' = cos hyp t -\- sin hyp t e~ ' = cos hyp / — sin hyp /.
On trouvera dans le Recueil de formules numériques de Houël (Gauthier-Yillars), p. XVIII, 36-55, une table donnant les logarithmes de ces fonctions pour des valeurs positives données de /.
3° Aire d*une courbe fermée. — Soit une courbe fermée, sans point double, qui n'est rencontrée qu'en deux points Mi et Mj par un rayon vecteur [fi^. 2(3). Supposons d'abord l'origine hors de la courbe, et menons de 0 deux tangentes OMq et OM' faisant avec O.v 1rs :iii glesOo et 0'. Soient/', et r, les deux valeurs OM, Fijr. aO. ^^ O^X^ des rayons vecteurs correspondant à
un angle polaire 0. Les aires des secteurs OM^MjM' et OMoMjM' sont respectivement
et Taire de la courbe, diflcrence de ces deux secteurs, est
Oïl peut écrire aussi, en intervertissant les limites de la deuxième intégrale,
formule qu'on peut interpréter en disant que Taire est égale îi rintégrale
prise tout le long de la courbe dans le sens indiqué par la flèche
Si le point O est intérieur à la courbe {fi<,'. 27), Taire est donnée par l'intégrale y^^T])
Fig. 27.
car 8 doit varier de 0 à 2r pour que M décrive la courbe. On peut dire encore que Taire est donnée par Tintégrale
prise le long de la courbe dans le sens de la flèche.
On verrait, comme au N** 38, que les mêmes résultats s'appliquent à une courbe fermée, d'une forme quelconque sans points doubles.
Si la courbe présente un point double (Ji^. 20), Tintégrale
^ J; .^/e = -j-j ixdy — ydx),
prise le long de la courbe dans le sens de la flèche, représente, suivant les cas, la différence ou la somme des aires, des deux boucles.
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VOMMi: DIX SOLIDE A BASES PARALLÈLES
I. — FORMULE GÉNÉRALE
43. Formule générale donnant le volume d'un solide à bases parallèles. — Soit un volume limité latéralement par une surface ([uelconcpie, en haut et en bas par deux plans parallèles (jue nous appellerons les plans de base [fig. 28).
Prenons pour plan des vi/ un plan parallèle aux plans de base, pour axe des z une droite Oz obli([ue sur le plan jr Oy, l'aisant avec la normale ON à ce plan un angle 8. Soient z^ et z^ les valeurs de z correspondant aux deux bases ; A,, et A, les points où ces deux bases prolongées rencontrent O z. Coupons par un plan parallèle au plan des .rt/ rencontrant Or au point A et ayant pour cote
OA
Soit S la surface de la section faite par ce plan ; cette surface, que l'on peut évaluer par les méthodes précédentes, est évidemment une fonction de - ;
I^e volume V compris entre le plan de base inférieure r, et la section S située à la cote r, est une fonction de z. Nous allons montrer (pie la difFérentielle d\ de celte fonction V de z est donnée par la formule
(/V = S(/rcosO.
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KiieftVt, supposons, pour fixer les idées, que, ([uand z îui<^niente, S diminue. Faisons croître z de A 3 = A A' et soit
S' = :p (3 4- Ar
la nouvelle valeur de la surface de la section. L'accroissement AV du volume est une tranche de hauteur Ar cos 0, car la hau-
Fig. «8.
leur est la projection de A A' ou \z sur ON. Cet accroissement est compris entre un cylindre de base S ayant pour hauteur Iz cos h et un cylindre de base S' ayant pour hauteur A 3 cos H.
S'\z cos ô < AV < SA3 cos Q.
En divisant par A-, on a
AV
S'cosO <__<Scose.
Quand \z tend vers 0, • — - — tend vers la dérivée — -. — , S' tend
d\ vers S; la limite — - — ■ est donc égale ii ScosO, et on a
— ; = ScOSli,
az (IW = Sdz cos^.
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Kn intégrant de z^, qui donne la base inférieure, à z^y qui lionne la base supérieure, on a le volume total considéré
== cos e r
«I Sch.
C^elte formule est aisée à retenir : elle exprime que le volume V est la somme des cylindres infiniment petits inscrits S cos 8 dz.
Remarque. — Pour simplifier le raisonnement, nous avons supposé que la projection de S sur le plan de S' (fig. 28) entoure complètement S'. Si cette projection était en partie sur S' et en partie en dehors, la forme du raisonnement devrait être un peu modifiée, mais le résultat final serait le même : le volume V, limite de la somme des cylindres inscrits S cos Q dz^ est toujours donné par la même formule.
II. — CAS PARTICULIER OU S EST FONCTION DU SECOND DEGRÉ DE X
44. Formule. — Supposons que l'aire S soit une fonction du second degré de z
a, py Y désignant des constantes. Cette propriété est indépendante de la position de l'origine et de la direction de l'axe des z. Kn eflet, si on prenait une autre origine en conservant la même direction d'axes, les formules de changement de coordonnées donneraient, entre l'ancienne cote z d'un point et la nouvelle z'y une relation de la forme
Par celte substitution, l'expression S du second degré en z se transformerait évidemment en une expression du second degré en z.
De même, si on changeait l'orientation de O;; en prenant un nouvel axe O^' faisant avec la normale ON au plan des xtf un
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angle 0', on aurait, entre Tancien et le nouveau z d'un point M, la relation
-; cos 8 = ^' cos 0'
dont les deux membres représentent la distance du point M au phi 11 (It's ri/. 11 est alors évident qu'une expression du deuxième degré on 3 est du deuxième degré en z'.
Pour simplifier les calculs, nous supposerons qu'on ait choisi pour plan des jry le plan de la base inférieure; alors Zq = 0. La surface S étant, par hypothèse, du deuxième degré en -, on a
S = az' -h bz -h r, et
V == cos e f^laz^ -h f^z -\- c) dz.
En intégrant, on a immédiatement
ou, en réduisant au même dénominateur,
Zi cos ^ 2 I j / , a \
V = T, (2 a -1' +3 h zi -h bc).
Appelons S^, la base inférieure, S^, correspondant à .z = 0, on a
S, la base supérieure, correspondant à r =: ?,, Si =azi^ 4- hzi -f- c;
S^ la section médiane, correspondant à ^ = -y-,
La parenthèse figurant dans l'expression de V est, comme on le vérifie immédiatement,
So -f- S, 4- 4 Sm ;
d'autre part, le facteur -, cos 8 est la hauteur li du solide; on a donc enfin la formule
il)
Cas particulier où S est linéaire en z. — Cette formule établie pour a quelconque, s'applique évidemment quand a est nul, c'est-à-dire quand S est du premier degré en ^,
Mais alors
So = Cy Si = bzi -h c, S„, = h -^ 4-
donc
Swi — ipQ
et la formule générale devient
v--x(^«+Si)
45. Solides élémentaires, — La formule précédente (1) s'applique aux solides élémentaires, tronc do pyramide, tronc de cône, tranche de sphère. En effet, considérons un tronc de pyramide ou de cône (//^'. 21) ; prenons comme origine le sommet 0 de la pyramide ou du cône, pour plan des .vt/ un plan parallèle aux deux bases S^, et S,, pour axe des - une perpendiculaire h ces deux bases. Soient k la distance du point O au plan S^,, et S la section faite dans le solide par le plan situé il une distance du sommet OA = z. Comme, dans une pyramide ou un cône, les sections faites par des plans parallèles sont proportionnelles aux carrés de leurs distances au sommet, on a
l-ijf. Mj.
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S est donc une fonction du second degré de z et la formule précédente s'applique.
11 en est de même pour une tranche de spliin? à bases parallèles S„ et S,. Kn effet, si on prend encore l'axe Oc perpendiculaire aux bases, l'origine étant au centre de la sphère, Taire S de la section faite par un plan à une distance r du centre est
(Kl II désigne le rayon de la sphère, dette expression est du deuxième degré en z.
46. Tranche elliptique d'une surface du second ordre. — La même formule s'applique à une tranche de surface du second ordre com[)riso <Mitre deux plans parallèles, pourvu que cette trnnche ait un volume fini, ce qui ne peut arriver que si les plans de bases de la tranche coupent la surface suivant des l'/ii/jses.
Prenons, par exemple, une tranche d'ellipsoïde limitée par deux plans parallèles S^, et S, [fi^. 29).
lig. )o.
Prenons pour origine le centre de Tellipsoïde, pour axe des z le diamètre conjugué de la direction des plans S^^ et S,, pour plan des .ri/ \xn plan parallèle ii ces plans, et enfin pour axes des .v et des i/ les axes de la section de la surface par le plan des .rt/. L'ellipsoïde, étant ainsi rapporté à un système de diamètres conjugués, a pour équation
APPELL. Analyse. <>
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Coupons l'ellipsoïde par un plan parallMe au plan des .ry,
- = (lonst.
Nous aurons, comme section S, une ellipse
cpii se projette en vraie grandeur sur le plan des xij. Les axes de cette ellipse ont pour longueurs
et son aire est
Cette expression étant du deuxième degré en -, le volume de la tranche est donné par la formule
Le même raisonnement s'applique à une tranche d'hyperboloïde limitée par deux sections elliptiques parallèles.
Volume d'un ellipsoïde. — L'ellipsoïde étant rapporté ;i ses axes a y />, c a pour équation (fig. 31),
fl* b* c*
Si on le coupe par des plans parallèles au plan des j-^, Taire de la section est fonction du deuxième degré de z; la formule s'applique donc, comme nous venons de le voir, ii une tranche quelconque, comprise entre deux plans parallèles au plan.rO//. Pour avoir l'ellipsoïde entier, nous prendrons comme plan dr
o L CM i: ij ' r.\ s oi.ii) /■: i /; i s /; s ir\ n a i.i. 1. 1. 1:
se supérieure le plan tangent z =^c : ce plan coupant la surface iv;mt un point, on a S,=0. Prenons de niAnie comme plan de
Fig. 3..
hase inférieure le plan tangent 3 = — r, alors 8^^ = 0. La section médiane est dans le plan des x y ; elle a pour aire
La distance li des plans de buse étant ici 2 c, on a, pour le
volume,
V =: — — . 4 t:^ A ^= -77- t: a bc .
Paraboloïde elliptique. — Soit une tranche de paraboloïde elliptique ayant pour hases deux sections parallèles S^j et S^. Prenons comme axe des 3 le diamètre conjugué des deux hases,
Fig. I2.
pour plan des .v y le plan tangent parallèle aux deux hases, comme axes O.r et Oy des parallèles aux axes des deux hases. L'équation de la surface est
Le plan z = C' coupe la surface suivant une ellipse dont les axes ont pour longueurs \ az et \ hz et dont l'aire est
Otle expression étant linéaire en -, la formule simplifiée s'applique, et on a
47. Autres solides dont le volume est donné par la même formule. — Soient, dans l'espace, un plan fixe P et un certain nombre de droites D,, D^,....I)„ dont aucune n'est parallèle au plan P.
Dans la figure 331e nombre n est égal à 4.) Un plan S parallèle au plan P coupe ces droites en/e points A,, Aj,..,A„ que nous joindrons dans l'ordre A^ Aj....A„ , de façonà former un polygone S.
Fig. 31.
()uand le plan S se déplace parallèment au plan P depuis une position Sjj jusqu'à une position S,, le polygone engendre un solide dont le volume est donné par la formule l). Pour le montrer, prenons pour plan des .ri/ le plan P; il suffit de prouver que l'aire S du polygone A, A,.... A„ est une fonction du deuxième degré du r du plan de ce polygone.
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Les droites D^^ D,,...., D„ ont des équations de la forme suivante :
-^It,.
liC plan z = C' , coupe la droite D^ en un point A,, dont les coordonnées sont
et la droite D, en un point A^, dont les cordonnées sont
(AJ x^ = a^ z + //,, y, = />, z 4- Aj ;
ce plan coupe O- en A.
La surface du triangle A A, A^ se projette en vraie grandeur sur le plan des.!// suivant un triangle ayant un sommet à l'origine. L'aire de ce triangle est
A A, A, = -j [x,y, — tj,x^],
AA,A, = ^ [{^', -4-/^) [K-^K) — {^--\-^i) (««-^^/'J].
Cette aire est donc une fonction du deuxième degré de -. Il en est de même des aires A A, A,, AAjA^... et par conséquent de
l'aire S du polygone A, A, A„ qui est la somme algébrique de
toutes les aires triangulaires.
Le théorème est donc démontré.
On peut faire rentrer dans cette catégorie de solides, le tas de pierres. Ce solide est limité d'une part par deux bases rectangles A, A, A3 A^ et B, Bj B^ B^ ayant leurs côtés parallèles et leurs centres C et D sur une perpendiculaire aux bases ; d'autre part, par quatre trapèzes tels que AjB,B^ A,... etc. Le volume du tas de pierres est donc donné par la formule (1).
Re.marque. — Supposons que les droites D,, Dj,...,D„ soient
parallèles à un même plan. Nous pouvons toujours prendre le plan des 1/ z parallèle à ce plan. Alors tous les coelïicients a,, fl„...,a„ sont nuls et Taire de chaque triangle tel que A A, A^ est une l'onction linéaire de z. L'aire S devient donc, dans ce cas, une fonction linéaire de z. Il en résulte que la section médiane S„, est alors la demi-somme des deux bases
et le volume du solide devient
48. Tranche de surface réglée. — Le volume que nous venons de définir dans le numéro précédent est donné par la même formule, quels que soient le nombre et la distribution des droites 1)^, D,,..., D„ . En supposant que le nombre n de ces droites augmente indéfiniment, on voit qu'elles forment une surface réglée quelconque et que le volume considéré devient une tranche de surface réglée comprise entre deux plans parallèles, (le volume est donc encore donné parla même formule.
Surface réglée à plan directeur. — Si la surface réglée a un
plan directeur, l'aire de la section S est une fonction linéaire
de z, Sfn est égal à-:T-(Sç -|- S,) et le volume de la tranche devient :
KxEMpLK. ConoXde. — On nomme conotde la surface engendrée par une droite mobile MX s'appuyant sur une droite fixe A B, restant parallèle à un plan fi.xe Q et assujettie h rencontrer une courbe quelconque de l'espace. La droite A B est l'arête du conoïde, Q le plan directeur (fi^r. 34).
Cherchons le volume d'une tranche du conoïde comprise entre l'arête et une section plane S, parallèle à l'aréle. L'une des
voLV mi: u l y solide a hases parallèles
hases du solide ainsi délini est Sj ; l'autre Sq est mdle^ car elle se réduit h Faréte A B ; enfin la hauteur h de ce solide est la
Fig. i4.
distance de rar<M«' A B à la section S,. Le volume est donc
On pourrait facilement vérifier ce résultat, en décomposant le volume considéré en tranches prismatiques par des plans parallèles au plan directeur Q.
III. - SOLIDES DE RÉVOLUTION
49. Formule. — Les axes étant rectangulaires, soit, dans le plan rO.r, une courbe C. ayant pour équation [fi^. 35)
Cette courbe est considérée comme la méridienne d'une surface de révolution autour de Oz. Prenons sur la courbe C un arc Mç M, et abaissons les perpendiculaires M,, P^, et M, P, sur l'axe 0^. Quand on fait tourner le trapèze curviligne Po^^, M, P, autour de 0:=, il engendre un volume limité latéralement par la surface de révolution, supérieurement et inférieurement par deux parallèles de rayons M© P© et M^ P,. Découpons ce solide en
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tranches infiniment minces par des plans pcrpcndiculaiics ii Taxe Ov. La section S du solide par un plan perpendiculaire à
Fig. r^.
l'axe, situé \\ la hauteur OP = -, est un cercle de rayon M P = .r, et on a
Donc, d'après la formule générale précédemment établie (n*» 44) :
V = Cr^r^dz = TT rx^dz,
car, actuellement, cos6=l.
Dans cette intégrale, ût est une fonction de - définie par l'équation de la méridienne /"(.f, z^ = 0.
On peut dire que le volume est égal ii l'intégrale t: j a** (fr prise le long de l'arc de courbe M,, Ml
50. ExEMPLK. — Supposonsquelaméridiennesoit une hyperbole équilatère ayant les axes pour asymptotes. Son équation est
oc A* srr A I OC — •
Le volume de la tranche PqMoM, P, est alors (/?^'. 35).
voi.iMi: D'iw soi.iDi: A liAsi.s j'AJi A/. /./:/./■: s
r'intéfTiale iiuléfinio étant , on a
Ukmaikxi:. — Quand on fait croître z^ iiKltllMiiiMMit, V tend vers une limite
Nous avons vu, au contraire, que Taire du segment i)l;iij PoMoM, P, augmente indéfiniment, quand M, s'éloigne sur Tlivperbole (n** 26).
51. Volume de révolution engendré par une courbe fermée plane. — Soit, dans le plan des jz^ une courbe fermée C située d'un même côté de l'axe de révolution O^ [fi^'. 3G).
Fig. 3«.
Proposons-nous encore de calculer le volume engendré par la rotation de l'aire C autour de Oc. Pour cela, menons les tangentes il C perpendiculaires à Or, l^M^^ et PjM,. Une parallèle 'd 0.r située à une hauteur OP = z coupe la courbe C en deux points M' et M" d'abscisses jc' et jc". Le volume cherché V est la différence des volumes engendrés par les segments P^^M^^MMiP, et P,MoM"iM,l\ :
V = T.rx'Hz — T. r^"^dz
COCUS D'AyALYSE
On peut écrire aussi
en intervertissant les limites de la deuxième intégrale et changeant son signe. On peut dire alors que le volume V est égal à rintégrale
c/lC)
rW-,
prise le long de la courbe C dans le sens de la flèche; c'est ce qu'on convient d'indiquer par l'indice ('..
Le moyen le plus simple de calculer cette intégrale (3) est d'exprimer les coordonnées .r et z d'un point de la courbe C en fonction d'un paramètre /,
de telle façon que, t variant de a à b, le point de coordonnées x et z fasse une fois le tour de la courbe C, dans le sens de la llèche. On a alors, en prenant t comme variable dans l'intégrale (3),
Cas où la courbe coupe Vaxe. — Dans ce cas (fig. 37), on
li^r. i:
évaluera séparément les volumes engendrés par les deux aires
\<>ii mi: iji.\ s (t /.//)/: A /;.<>/ s /m /m /././././■; 5
A(:,B et ACJi, situées de part et d'autre de Taxe Or. Il est facile de vérifier que l'intégrale
prise le long de la courbe C dans le sens de la flèche, représente, alors, la dilFérence V, — V, entre les volumes V, et V, engendrés par les deux aires A C, B et A C^ B.
Kn effet, le volume engendré par A C, B est
V.-V.= it/' .v^'dz + T.f .,-.Vr, c'est-;i-dire
l'intégrale étant prise le long de la courbe dans le sens de la fièche.
Ainsi, dans ce cas, l'intégrale prise le long du contour repré-
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sriilr hi (lillV'j « iKc des volumes engendrés par la portion d'aire placée à droite et la portion d'aire placée à gauche de l'axe. Ce l'ait devient d'ailleurs évident si l'on remarque que, .r et z désignant les coordonnées d'un point M qui décrit la courbe dans le sens indiqué, dz est positif quand le point monte et négatif ({uand il descend. La somme
\lz.
contient alors positivement les éléments du volume engendré par l'aire A C, B et négativement les éléments du volume engendré par l'aire B C^ A.
53. Exemple. Volume du tore. — Le tore est une surface de révolution dont la méridienne est un cercle. L'axe de révolution étant pris pour axe Oz, prenons pour axe des .r la perpen-
Fig. 38.
diculaire abaissée du centre G du cercle générateur sur O^. Soit OG = a, et soit R le rayon du cercle. Nous supposons que le cercle ne coupe pas Taxe, c'est-h-dire que a est supérieur à H. Le volume V du tore est égal à l'intégrale [fig. 38}
prise sur la circonférence du cercle générateur. Or les coordonnées .r et z d*un point M de cette circonférence sont
.r = a -j- R cos /,
Hsin/,
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/ ilésîgluuit l'angle .r OM. Pour ([ue le point M fasse le tour de la ciicoiilV'rt'iuN» dans le sens de la llèehe, il faut l'aiie varier/ de 0 a 2-.
Donc
V = ttR r"^^ -I- R cos t)^ cos tdf, V = TZciHl /'cos fil(-]-2 r,a\\- f cos'- (dt -\- rR ' Tcos' ( df.
La première et la dernière intégrale sont nulles; en «llrt, dans rintervalle de 0 ii 2 iZy les fonctions cos/ et cosV prriniriii des valeurs deux à deux égales et de signes contraires; les éléments de chacune des deux intégrales ont donc deux à deux des sommes nulles, et les intégrales elles-mêmes sont nulles.
(hiiiiil il lacl('u\ième intégrale, en y remplaçant cos" / par
h cos
^ , elle clevient
I cos'^
1 r-, ,^ , , I l sin 2t 1 2 '^ l(/l ^-y I 1 4- cos 1 f dt ~ — / H y ^= it.
On a donc
Le volume est égal à Taire du cercle générateur multipliée par la circonférence que décrit le centre du cercle en tournant autour de l'axe.
Cas où le cercle coupe Taxe. — Si le cercle coupe Taxe (cercle pointillé dans la ligure :i8), a est moindre que R. L'inté-
grale
prise le long de la circonférence du cercle générateur dans le sens de la flèche, est égale ii la différence des volumes V, et V, engendrés par le segment ACj B et le segment B(!, A. On a donc alors, par le même calcul,
54. Centre de gravité d*une aire plane homogène. — Théorème de Guldin. — Quand un connaît le centre de gravité d'une aîre plane supposée homogène, on en déduit facilement le volume engendré par cette aire tournant autour d'un axe fixe Or de son plan.
(Commençons par rappeler les formules donnant le centre de gravité d'une aire plane.
Soit une aire plane homogène A, rapportée à deux axes O.r et 03,G son centre de gravité, et X l'abscisse G G' du centre de gravité. Nous allons montrer que Ton a
(5) k\^\Çx^dz.
l'intégrale étant prise le long de la courbe G qui limite l'aire, dans le sens de la ilèche [fi^j;. M) et 37).
En effet, décomposons l'aire A par des parallèles à 0.r en rectangles infiniment petits M' N' N" M" de hauteur d Zy et appelons .i' et x" les abscisses des deux points M' et M". Le centre de gravité G du rectangle, étant au centre de figure, a pour abscisse
D'ailleurs, quelle (jue soit la position des deux points M' et M' par rapport à l'axe, qu'ils soient tous les deux d'un coté comme dans la figure 36, ou l'un à droite et l'autre à gauche, comme dans la figure 37, l'aire du rectangle est
(.*•'— y Vr.
Le moment de l'aire du rectangle M' N' N" M" par rapport à () :: est donc
(.r'^x")dz Y
ou
l.(,r-^a"^)dz.
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La somme de ces moments étendue à toute l'iiire est
'] dz
m ;ij»|)rl;int -„ ri Zi les r- des points Mo «l M, sitih-s au plus bas et ;iii [dus haut de la courbe.
(Icttc somme étant égale au produit de l'aire totale A par l'abscisse X du centro de gravité, on a
Or, cette dernière intégrale est, comme nous Tavons vu plus haut, égale à l'intégrale
prise le long de la courbe limitant l'aire A, dans le sens de la flèche. La formule (5) est donc démontrée.
On trouverait de même l'ordonnée Z du centre de gravité G, par la formule
(6) kZ^l-Ç zhlx.
Théorème de Guldin. — Le ^^olume engendre par une aire plane A tournant autour d'un axe Oz situé dans son plan et (jui ne la traç>erse pas, est égal à l'aire A multipliée par la circonférence décrite par le centre de gravité de Vaire supposée homogène.
Va\ effet, nous avons trouvé (n** 51) que le volume engendré V est donné par la formule
Mais la formule (5 montre que l'intégrale du deuxième membre est égale à 2 A X, X désignant l'abscisse du centre de gravité. On a donc
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ce qui démontre le théorème, car 2 7:Xou2 7:GG' est la circoiiféronce décrite par le centre de gravité.
Cas où la courbe coupe Taxe. — Dans ce cas, la différence des volumes V, et V,, engendrés par les parties de l'aire situées à droite et à gauche de Taxe, est encore donnée par la formule
V, — V, = îî Çx'dz.
On a donc alors, d'après (5):
Ainsi, en appliquant à une aire qui traverse l'axe la formule fournie par le théorème de Guldin, on trouve la différence
Kn particulier, si on fait tourner une aire plane autour d'un axe de son plan passant par le centre de gravité, on a X =0,
ce qui signifie que les volumes engendrés par les deux parties A (], B et A (Ij B sont alors équivalents.
Le tore fournit un exemple simple de l'application de ce théorème. Nous avons trouvé en effet que le volume du tore égale l'aire A =::= -n R* du cercle générateur multipliée par la circonférence 2Tza décrite parle centre du cercle, qui est évidemmentson centre de gravité.
CHAPITRK IV
Hl'CriFICATION DES COURBES. — AlHI S DIS M lil ACKS DE RÉVOLUTION ET DES SURFACES CONIQUES.
I. — RECTIFICATION DES COURBES
55- Longueur d'un arc de courbe. — Pionons sur une courbe <lomn'<'. |>l;m«» ou (raurhr. <1«mix points A et B. I^ar définition, la Ion;^u«'ur (!•• Iiin- (Ir loiiilx' AB est la limite vers laquelle tend
]r jxiiinrtic (l iiiie ligne brisée AMjM,, ^'n_|B inscrite dans
Tare, quand le nombre des côtés de cette ligne augmente indéfiniment, chacun d'eux tendant vers zéro (fii»". 39).
Nous admettrons d'abord que cette limite existe et est indépendant»' (!»' la loi suivant laquelle on lait tendre les cotés de la ligne brisée vers zéro. Nous admettrons, en outre, que la longueur de l'arc ainsi définie possède, comme un arc de cercle, cette propriété que le rapport de la corde ii l'arc tende vers l'unité quand l'arc tend vers zéro. Voici comment on peut alors obtenir facilement la différentielle de l'arc.
Soient
les coordonnées d'un point M de la courbe exprimées en fonction d'un paramètre /. Appelons s l'arc de courbe O'M compté
APi'i 1 1 . Aiialvse. 7
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il j);nlir d'iiiu' origine fixe O', prise sur la courho, juscju'uu point M : cet arc est évidemment une fonction de /. (^uainl on fait croître f de A/, les coordonnées r, //, - subissent des acci-oissements A.r, A//, A 3, le point M se déplace de M en M' et l'arc s croît d'iin arc M M^ égal à A.s-. On a alors
d'où
corde MM' = \/A.r'-\- ^î/'-h^z\ arc MM' An
corde MM' ^^.^2 _j_ a,/- -\- A 3^
Quand A/ tend vers zéro, le rapport de l'arc à la corde tend
vers 1, comme nous 1 admettons; ~- — > — - — ? --^ > -— tendent
- , , . , fffi (l.r di/ dz -,
vers les dérivées — r- » —7- » -7^ > — r- •> et 1 on a dl dt dt dt
dt
on en déduit, en chassant le dénominateur, puis multipliant [)ar dt.
ds :== \/d.v^ 4- dy' + ^/::'.
(iflle lormuh; est aisée ii retenir, car elle exprime (jue l'ai r infiniment petit MM' est égala sa corde.
Voici cominciil on |kmU t'iahlir avec rigiHMir la (onnulo (lonnant la dillV'ronlit'lU' <lr larr. On |KHirra |>ass(«r ceH<> «Irmoiislralioii dans une pctMnit'ro lecture.
Soit, flans Irspacc. nnt- courl)»*, piano on içauclu', trlli' «pif 1rs roonionni'os
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rcclaii^ulalifs (11111 point de la courht' s oxjn'imciil .-n runcliori d iiii paraiiM'Ii»' / par les Irois ('(pialioiis
Suj)p(>sons (pu', / variaiil de a à A, les loiictioas /*, o, 'l soient continues et ;idinellent des di'rivées /' (/), cp'(/), 'l' {t) également continues; enfin, supposons que, / variant de a h h [a < hj, le point M {x, y, z) décrive un arc de courbe AB en se déplaçant toujours dans le même sens.
Prenons alors une série de valeurs de / comprises dans l'intervalle n, h et rangées par ordre de grandeurs croissantes
à ces valeur's de < corres|)()n(lent sur la courbe des points Mj, M, ,-M/j-i.
Nous allons déinoiilier i|ii(' le contour polygonal AM,M,....M„.iB tend vers nue limite cpiand, le nombre // augnuMilaiil indéfiniment, toutes les différi^nces
'i -('^ 'i — 'p ^■^—h^ > h — tn-,.
lendeiil vers zéro. Cette limite est ce qu'on appelle la longueur de l'arc AB. Pour (iénioiitrei- I existence de cette limite, remarquons que le côté M/.M/,-(-t a pour longueur
M,M,„ = V'l/V/^>. ) - A'/.-)]- + [? {^icu)- ? [h)f -I- ['\ (//.-n) - 4^ l'A-)]-^. Or. les rapports
tic+i — f/,- ' t/. + i — t/.-
tendriil vers les dérivées fit/;), ç\6.),.« qnand ti,^_x — //,• tond vers zéro et, par
, I . ^Ïa^^/.+i . I 1 r •.
€onsequenl, le rapport tend vers la limite
Xous pouvons donc écrire
£/■ élaiil une cpiautité qui tend vers zéro en même temps que tk+i — //.. Telle esl l expression de l'un des côtés du polygone inscrit dans la courbe. Pour jivoir le [lériinèlre P de ce polygone, faisons la somme des côtés M/,M/,+t, en
lOO cou H s D A y A LYS E
(loimaiit suocessivemciit à A les valeurs o, ï, 2, , «— i el remarquant que
t,.=za, el /„ =: h. Xous aurons
f=:ù (7a-h - 1,.) \jr- [tL) + ?'- {h) + ^-- {tk) + 2: (/a+, - '/.) S/..
Quand le nombre des points de division /j, ,/h-i augmente indéfîniincnl .
chaque différence Z/.+i — f^ tendant vers zéro, la première somme tend vers l'intégrale définie
Quant à la deuxième, elle tend vers zéro : en effet, en appelant i un nombre positif égal en valeur absolue à celle des quantités Zk qui a la plus grande valeur absolue, on voit que la valeur absolue de S(^a:41 — '/.)î/tCst moindre que £S(^/i+i — tk), c'est-à-dire moindre B(b — a), car
d'après les hypothèses faites sur la nature des fonctions f, o, 'h, i tend vers zéro, quand toutes les différences ^a+i — t^ tendent vers zéro et la somme -('*+! — 'a)'* tt^nd bien vers zéro. Le périmètre P tend donc vers l'intégrale définie : cette limite de P est la longueur de l'arc de courbe considéré.
Si, au lieu de calculer l'arc AB tout entier, on avait calculé la longueur s d'un arc AM, M correspondant à une valeur de t comprise entre a et h, on aurait trouvé de même
d'où, en diil'érentiant et remarquant que
dx=f'{t)dt, dij = o' {t) lit, dz=^'[t)dt,
ds = ^/djc' + di/ -f dz' .
Voici quelques applications immédiates de ces formules. Nous en donnerons d'autres, notamment la rectification de l'ellipse, quand nous aurons étudié les développements en séries de puissances.
56. Chaînette. — La courbe appelée chainelte est la figure d'équilibre d'un fil homogène pesant suspendu par ses deux extrémités. Klle a pour équation [fig. 40)
Il l'A I iri( ATio \ I) i: s cor n n /■: s
a désignant une longueur, ('ette courbe est symétrique par rapport à l'axe 0// ; elle a la l'orme incli([iitM« sur la figure 39 ; Tordonnée du sommet B est égale à d .
(laloulous Tare BM:=:.s-. Nous prendrons ici l'abscisse comme le paramètre en fonction duquel s'expriment les coordonnées. On a
donc
ds = {^(h- + (t
yj
En développant la quantité sous le radical, on voit qu'elle est
le carré de e~<' -\-e^~" .
Donc
^/s = — fe« -\-e " \dA
Kn intégrant et remarquant que s doit s'annuler avec l'abscisse x du point M, on a
Il est aisé de construire 5 : en effet, on vérifie immédiatement la relation
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qui permet de construire .v comme côté de l'angle droit d'un triangle ayant pour hypoténuse t/ et pour autre coté a. Voici comment on peut faire cette construction : menons la tangente en M, l'ordonnée MP, et abaissons la perpendiculaire P(] sur la tangente : nous allons montrer que
En ert'et, l'angle t que fait la tangente en M avec O.r est tel que
(li, I / ± t.„g.__^-__.(^,«-.
donc, d'après la valeur de *•,
tanjrg--^^ — .
On en conclut, comme a^-{-s-—tf,
sin 7 =
COS
(]omme, dans 1? triangle MP(^, l'angle en 1^ est égal à t, on a
MC --=^ If sin T -^= Sy VC — // cos 7 ^-: a.
UKMAnQiR. — Si on appelle A Taire du segment OBMP, on a
d'où, en intégrant et remarquant que A s'annule avec .r,
ou encore
L'aire A est donc le double de l'aire du triangle MVC.
HKcnucAJioy des col hues loi
57. Cycloïde. — Calculons l'arc OM de la cycloïde [/i^^. 17). Kii appelant n l'angle dont le cercle a tourné, on a trouvé (n** 37) pour les coordonnées du point M
x^^ai^n — sin //) , ij = a ( 1 — cos //),
a désignant le ravon du cercle roulant. On en conclut
dx =^a (1 — cos //) (lu, dy ■-=^ a sin // dtt.
Le coefficient angulaire de la tangente est donc
dti sin ti n
—r- '-^-r- = cotang -7^-.
d.f 1 — cos it "2
Cette formule montre que la tangente coïncide avec la droite MB joignant M au point B diamétralement opposé au contact. Kn eftet, cette droite MB fait avec BI un angle moitié
de I(]M, c'est-à-dire égal à -;^ : elle fait donc avec O.r l'angle
TZ II ,.^ . , . , . Il
-^ T *^^ ^^*" coeliicient angulaire est bien cotang -tj-.
On a
ds =^ ^dx- -h dy- = rt v^(l — cos //)"+ sin- // du. Développant et remplaçant 1 — cos // par 2 sin'- -y, on trouve
d'où, en intégrant,
ds -^ 'lu sin -TT- (///,
s ^= — 4 rt 00s -7^ — |-C,
L'arc, étant compté à partir de O, doit s*annuler pour w =-=(); donc C =^ 4 a et
A- = arc OM = ^411 ( 1 — cos -^ j
H.î corn S D'ANALYSE
Va\ particulier l'arc O O', terminé au point le plus haut O' de la . cycloïde, correspond à w=7:. Donc
arc()0':^4fl.
Kkmahque. — Uarc O M est ê^al au double de la tangente M B. Kn effet
arc O'M =:: arc 00' — arc OM = 4 <7 cos -;j-. Le triangle rectangle I M B, dans lequel l'angle en B est -^j-, donne
MB = 2rtcos — ;
donc
arc O'M == 2MB.
58. I^arabole. — Soit une parabole rapportée à son axe Oy çt à la tangente au sommet O.r (fig. 41) :
On a
dt/ =: — duy ds = \/d:v^-\- dt/^ ^=i/ l 4- —j- dj\,
et, en intégrant,
*• = arc Om=:fi/i-\-'^da:,
Appliquons la fornxule d'intégration par parties I udt' = tw — I i>du en faisant
ni:ciiri(\iio.\ des coi'iinr.s
loS
Nous avons
V jr
La clcrnirre intégrale peut s'écrire
ou encore
.,-;.iog(-^+V^i + -;!)+(:.
On a donc
=.Vi+^-v+/'iog(^+v/^+7^)- ^■'
ou en résolvant, par rapport à s et remarquant que la constante C est nulle, car s s'annule avec .r,
, = 4.Yi + ^ + 4-/.iog(-;-+y^i + -;!).
Telle est lexpression demandée. Interprétons géométriquement les diverses quantités figurant dans la formule. Si on
io6 coins D AyAi.ysK
ahaîssc rordoiinée MJ*, <mi sait (juc le puinl T où la fanjrciilc v\\ M coupe O.r est au mili«'ii <l«' OV . Donc
OT — ir
Alois, comme // ^ .^r— ,
La projection du loyer F sur la tangente MT se Tait au point T, situé sur la tangente au sommet O.i'. On a donc
Portant dans l'expression de a-, on a
s = MT-h4ri<>g^
T -4- FT
AiM'MCA I ION. L(i vlulinelU' est le lieu <hi foijcr «Vitnc pniahole
Fi g. i-i.
(jui roule sans glisser sur un ave fixe, — Soit O'X Taxe lix<' : considérons une position de la parabole roulante, soit () son
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somnu't. ()// son ;i\c, ()./ l;i tangrnlc ;iu somiiu't, M le puiiit de contact av(H' OX, et 1' rintcrsection de O.r et ()X. Supposons (|ue rori^ine () soit le point avec lequel a coïncidé le sommet 0 dans le I oiilrmciit . d»' sorte que (/'V- 42)
()M = aic()M.
Le loyer F se projette en T sur (3'X : en ap[)('hml X et Y les oordonnéesde F par rapport à O'X et à la perpendiculaire C'Y,
<ni a
X = OT = O'M — Mï = iii c OM — MT ;
D'après l'expression ci-dessus (1) de l'arc 0M=:6', on a donc :
équation du lieu décrit par le foyer. On peut écrire :
on en conclut ;
ÏX
et, en ajoutant,
é(iuîition d'une chaînette, dans laquelle ar=-I—,
loH coins D'ASALYSf:
59. Rectification d'une courbe gauche. — Soit, par exemple, la courbe gauche tléfiiiie par les équations
(Cherchons l'arc n de cette courbe à partir de l'origine. On a
ds = \/d.v- 4- df -h dz:" ; dy ■=^ 2.rd.v, dz --^^ 2 x^dx.
ds = y/1 -f- 4 .r' -h ^ A-' cl, par suite, ds ^(1-^2 .r^) d.v et, en intégrant.
sans ajouter de constante, car on suppose que, pour .r = 0, s r^ 0. On a donc :
60. Différentielle d'un arc de courbe plane en coordonnées polaires, — Considérons une courbe plane rapportée il un système de coordonnées polaires r et e, OM = /•, .rOM =^(/ig. 43).
Les coordonnées rectangulaires .r et // d'un [)oint M sont données par les formules
r == /• cos h, y = /• sin 0.
Le long de la courbe .r, //, /•, 0 sont IVuictions d'un même paramètre et on a
d.c = cosft^/r — rsinQ^Q^ dy = s i n 0 dr — /• cos Ô d% , donc
ds == \/d.i^ -h dy* = yjdr" -\- i^d%'
i{ K ( ri j ICA 11 o y D i: s < orn n i: s
On peut rclroiiver rapulonieiit cette loiiiuilf' de la (acon suivante. Soit M' iiii point infiniment voisin de M ayant ponr coordonnées r-\-(lr et H-\- dH. Si on décrit de () eoinine centre nn are de cercle MP de layon /*, on a
PM' =: dr, arc PM = /v/O, arc MM' = ds.
(loinnie nn arc infiniment petit est égal à sa cord<', le liiangle infinitésimal MPM' rectangle en P, donne
MM'- -= M p-
PM
ds
dr- -f- r-dH-.
61. KxEMPLE. Cardioïde. — Soit nn cercle de diamètre ti, 0 un point de la circonférence. Prolongeons chaque rayon
Fig. 44.
vecteur OP du cercle d'une longueur constante égale au diamètre du cercle (/fy. 44)
PM = a.
Le lieu de M est une courbe appelée cardioïde. Kn prenant le diamètre OA comme axe polaire, l'équation de la courbe est
Alors
/• =z a{i -\- cos 9)<
ds = a V^sin- 8 + (l + cos Hf (/9,
ds
rt 4/2 (1 H- cos 8) f/0 =2 a cos -y d^.
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I/îirc A M — .V qui s'annule avec 0 est donc
4 a sin — .
La longueur d'arc AMO, correspondant à 0 = tt, est donc arc AMO = 4 r/.
II. — AIRE D'UNE PORTION DE SURFACE DE RÉVOLUTION COMPRISE ENTRE DEUX PARALLÈLES
62. Formule générale. — Prenons comme axe des - Taxe de la surface de révolntlon. Le plan des .vz coupe la surface suivant une courbe appelée méridienne de la surface. Prenons sur cette méridienne un arc continu AB situé du côté des r positifs; nous nous proposons de calculer Taire enjrendrée par la révoluti(»n
de AB autour de Or : cette aire est limitée par les deux parallèles A^iA' et BAB décrits par les p(unts A et B. Nous avons représenté sur ia fijrure \'t le cpiart de l'aire, cpiart situé dans le diètlre formé par les [)lai]s rO.r et rO//.
Inscrivons dans l'arc ABune ligne polygonale AM,Mj... M„.,B : cpiand la ligne AB tourne autour de Or, la ligne polygonale engentlre un<' aire composée de la somme des surfaces latérales
if/i/-: ij'i y/-: sini aci: di: ninoij'rios m
(lo n IfoiK's (le toiu'. L'aire cntreiuliôr pai- Tare \\\ est, par tléfiiiitioii, la liinltc vers laquelle tend l'airr nioeiulréo par la ligne p()l\ noiialr iiisei'ite (juancl le nonihrr // de ses côtés augmente iiid«'[iiiiin»'iil. cliaeun dVux tendant vers zéro.
Suicnl Met M deux sommets conséeutifs de la ligne polvgonale avani pour ahseisses ./• et .r -f" ^•^" ? •^' = ^\W f -{- \.r ^^ Ml*'. l/aiic riignidice par la droite MM' est égale ii MM multipliée par la dcrui-soinnie des eireonférences des hases du tronc
li'aîre cherchée A est la limite de la somme des quantités analogues évaluées successivement pour tous les côtés de la ligne polygonale :
l) A = lim y 2 tL- + 4^) MM'.
le signe S indiquant qu'il faut Caire la somme des quantités qui le suivent.
Soit As la longueur de Tare MM'. Considérons la somme
étendue aux difFérents arcs sous-tendus par les côtés de la ligne polygonale. Nous allons montrer que cette nouvelle somme (2) u même limite que la première (1) quand les côtés de la ligne polygonale tendent vers zéro.
Kn efVet, dans la somme (1), tous les éléments ont le mémo signe ; le rapport d'un élément de la somme (1) à Télément correspondant de la somme (2
Ar
•' "^ 2 MM'
An
MM' ,
tend vers 1, car A.r tend vers zéro et —r— est le rapport dune
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corde à l'arc sous-tendu. Donc, d'après le théorème fondamental sur les sommes d'infiniment petits [n^ 4), les sommes (1) et (2) ont m<^me limite et on a
A = limV2T:.rA*'.
dette dernière limite est l'intégrale | Ir^.vds : on a donc, en faisant sortir 2r du signe d'intégration.
(]ettc dernière formule est aisée à retenir : elle exprime que l'aire A est la somme des aires des troncs de cône engendrés par les éléments d'arcs infiniment petits ds.
Pour calculer effectivement A, on exprimera les coordonnées ./• et 3 d'un point M de la méridienne AB en fonction d'un paramètre A/, do l'acon que le point M (.^,3) décrive l'arc AB quand w varie de //„ à //, :
on a alors
ds = Vd.i- 4- (izr = y//*'- {a) + 6'' {ff) du, et
K==:.l,z( "'f(n) \Jf' (//) 4- 'V' ('0 du.
*^ ut
AIRE D'UNE SURFACE DE RÉVOLUTION
Ii3
rons le (jiiarl //:,'. 45^ Ar/AB/yB'. Prenons ici x comme variable indépendante. Xous aurons :
dz
z = — (Iv, ds = W.r^ + dz' = \ /l + 4- (fr, P V ir
Appelant .r^ et .i\ les abscisses des points A et B, on a
A = 2./.,W. = 2./yi + ^./...
Ecrivons ceci
et nous voyons que l'intégrale indéfinie est -^ (/j^-\-.i'-) ^ ; on a donc :
Aire d'un ellipsoïde de révolution allongé. — Soit
l'équation de l'ellipse méridienne OBA dont nous figurons le quart : le grand axe OA ^^ a de cette ellipse est dirigé suivant l'axe de révolution O". Xous pouvons exprimer les coordonnées d'un point M de l'ellipse en posant //'a'. "«<>
.r = h cos II, .z = a sin //, et, pour que le point M décrive l'arc BA, il faut ,y
faire varier ii deOà -^. On a
Fig. .\G.
ds = ydj' -\- dz' -■= y 0'- sin- ii-\-a^cos^ u du,
APPELL. Analvse.
Il/, COURS D'ANALYSE
OU, en remplaçant cos'^// par 1 — sin-u et introduisant l'excen-
tricité e = — V^rt* — />»*,
ds = a V i — e'- sur u du.
Alors l'aire A = 27r j .ids^ engendrée par Tare BA, est
A -^= 2 t:*-/ /> / v'I — c^ sin^ u cos u du.
Pour évaluer cette intégrale, faisons un changement de variable en posant
e sin u = sin / ;
u partant de 0, nous prendrons pour t la valeur 0 ; // croissant, /croît, et, pour /< = -ir-, / prend une valeur f^ définie par
e = sin /j, t^ = arc sin^».
On a alors
e cos u du = cos / df,
V 1 — e'- sin- // = cos/,
. 2r.ulj r^i , .
A = / cosU dt,
c Jo
Hemplaçant cosv par ir , on voit que 1 intégrale mdé-
r • ^ / , sin2/
finie est -77 H -, — , et Ion a
. Tz ah r sin 2/, 1
Remettons pour /, sa valeur arc sine, en remarquant que sin 2 /, = 2 sin /, cos /, = 2 e/ 1 — e*,
il vient enfin, pour l'aire du demi-ellipsoïde,
. /arc sine , ,-, r-X
A = 7Cû6»( l-vl — c^ j.
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Comme vérification, on doit retrouver l'aire d'un hémisphère
de rayon a en faisant b ^=a et, par suite, e = 0 : effectivement on
- arc sine ,
a alors = 1 et
65. Aire dun ellipsoïde de révolution aplati. — La méri dienne est une ellipse AB ayant pour petit axe l'axe de révolution Oz; son équation est (fi^'. 47)
On peut écrire, pour les coordonnées d'un point M de la méridienne,
r = a cos ?/, z^=h sin //,
u variant de o à -^ quand M décrit l'arc AB. if
Alors ^ ^'^- ^7.
ds = /a- sin- u + b^ cos" a du, ou, en remplaçant cos';^ par 1 — svvru et introduisant le rapport
ds=b^i-\-f'sin'uclii.
On a donc, pour l'aire du demi-ellipsoïde,
A = 2 7ï / jcds =2tz ab j ^i -}- /*=^ sin^ // cos // du.
En désignant par e la base des logarithmes népériens, faisons le changement de variable
/"sin // =
sinhyp/;
Il partant de 0, f part de 0 ; m croissant, t croît, et, pour u = -^, t prendra une valeur /, définie par
^=i::=£n, ,,=iog[/-+vT+7].
Comme
^l+/-sin-,/==y/l_|_ ^ _ j __in ,
f cos II dii= K df,
A =^ Ç\e' + e-'fdl = ^ f''i2+e'-' + e-^')
rf/,
D'ailleurs
^ =2/-Vl+A
on peut donc écrire enfin
Comme vérification, quand h tend vers «, f tend vers 0, et on doit trouver l'aire d'un hémisphère de rayon a. KfTectivement, quand f tend veré 0, la parenthèse se réduit à 2 et on a
A = 27ca^
66. Aire d'un tore. — Le tore est engendré par un cercle tournant autour d'un axe O::. Supposons que le cercle ne coupe pas l'axe (//^^ 38) et prenons comme origine la projection du centre G du cercle sur l'axe de révolution. Soit OG =^ a ci soit R leravon
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GM du (M'irl(» nciHMîihHir. L'airo du tore est étralo à rintéorale
prise tout le long du cercle C. En appelant t l'angle de GM avec Or, on a, pour les coordonnées de M,
.r = <7 -|-R cos /,
y =r R sin /,
et. poiii' que le point M décrive la circonférence, il faut faire vai ior / de 0 à 2-. On a évidemment
donc
A = 2 t: Ç.r<h == 2- R p '(« 4- R cos t) dt.
L'intégrale indéfinie est «/ H- R sin /, et l'intégrale définie 2 r.a. Donc
A = 27:R.27:rA==4 7r-rtR.
L'aire A est donc égale à la longueur de la courbe qui tourne (2-R , multipliée par la circonférence que décrit le centre de gravité de cette courbe (2 7i«). C'est là un cas particulier d'un second théorème de Guldin (n** ^^).
67. Cas où la, courbe traverse Taxe. — Dans ce qui précède, nous avons supposé que la méridienne AB de la surface ne traverse pas l'axe. Supposons qu'elle le traverse au point E. Alors on évaluera séparément l'aire A,, engendrée parla rotation de l'arc AE, et l'aire A,, engendrée par la rotation de EB. Pour un point M de l'arc AE, l'abscisse .r est positive. On a donc (fig. 48)
t/,'AEj
Fig. 48.
l'intégrale étant prise de A en E. Pour un point M^ de EB,rabs-
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cisse .r^ est négative. L'élément ^/s placé en Mj engendre la surface latérale d'un tronc de cône, dans lequel le rayon de la circonférence équidistante des bases est — .r,. L'aire de ce tronc de cône élémentaire est
— 2 T.x^ds,
et l'aire A^ engendrée par ?2B est
AE) «^(EB
La somme des deux intégrales du deuxième membre est évidemment l'intégrale 2r. j .rds prise le long de la courbe de A
en B.
Ainsi, dans ce cas, l'intégrale
2 TT / .rds,
AB
qui représente l'aire totale quand la méridienne AB ne traverse pas l'axe de révolution, ne représente plus que la différence des aires engendrées par les arcs de méridienne placés de part et d'autre de l'axe, (^ela se voit d'ailleurs a priori , car, dans la somme
..fxds,
le facteur ds est positif, mais r est positif ou négatif suivant que l'élément ds est ii droite ou à gauche de Taxe Or. Les éléments d'aire, provenant d'éléments linéaires ds situés ii droite de O ::, entrent donc positivement dans celte somme et les autres négativement. Par exem|)le, pour le tore, quand le cercle générateur coupe l'axe (cercle pointillé de la ligure 38), l'expression
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représente la différence des aires engendrées par les arcs CietCj.
68. Centre de gravité d'un arc de courbe plane supposé homogène. Théorème de Guldin. — Soit un arc de courbe pbiiic A \^ supposé homogène, rapporté à deux axes Or et Or. Soit G le centre de gravité z (le cet aie, X et / ses coordonnées. Si on prend sur la courbe un élément ds, le moment de ds ^ par rapport à Oz est .tels ; la somme algéhricpie de ces moments est (fi^. 49)
l'intégrale étant prise sur l'arc AB. D'autre part, en appelant / la longueur totale de l'arc, la somme de ces moments est égale àX/. On a donc
\l=l\i'ds.
^(AB
On trouverait de môme, en prenant les moments par rapport i» O.r.
Zl
= fzds.
c/(AB)
Ces formules déterminent les coordonnées du centre de gravité G de l'arc. Elles conviennent, quelle que soit la position de l'arc AB par rapport aux axes.
Théorème de Guldin. — L'aire engendrée par une Ligne plane, lournant autour d'un axe situe dans son plan et ne la traversant pif s, est égale à la longueur de la ligne multipliée par la circonférence (jt'.e décrit le centre de grasnté de la ligne supposée iioniogcne.
En effet, l'aire engendrée par la ligne AB est, d'après ce qui précède.
= 2 TT / xds\
»^(AB
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mais riiilégrale du second membre est égale à X /, on a donc
A=/.27zX,
ce qui démontre le théorème, car 27rX est la circonférence de rayon X = GG' que décrit le centre de gravité en tournant.
Cas où la méridienne AB traverse Taxe. — Dans ce cas, Li di/Jérence des aires eni^endrées par les parties de la méridienne A B situées de part et d'autre de l'axe est donnée par la même intégrale
t/(Al
rds^
(ABJ
qui est toujours égale à
tX
L'application du théorème de Guldin donne donc alors la dilîerence des aires engendrées par les parties de AB placées de part et d'autre de l'axe.
Par exemple, si le centre de gravité de l'arc AB était sur l'axe, on aurait X =0 : les parties de la méridienne placées de part et d'autre de l'axe engendreraient des aires équivalentes.
in. — AIRE DUNE PARTIE DE SURFACE CONIQUE OU CYLINDRIQUE COMPRISE ENTRE DEUX GÉNÉRATRICES
69. Formule générale pour une surface conique. — Soit une surface conique (/.'^'. .")()), dont le sommet est à l'origine O et dont la directrice D est une courbe gauche quelconque, telle que les coordonnées d'un point M de cette courbe s'expriment en fonctions d'un paramètre /par les formules
Considérons la portion S de surface conique limitée par une génératrice fixe 0M„, une génératrice variable OM et l'arc M^M de la directrice I). Celte surface S est évidemment une fonction du
MltE D'ISi: sriiFACE COMOri: lai
paraniMi'(> / dcliiiissant la position du point M. (hiand on fait croître / de dt, le point M se déplace infiniment peu de M en M', les coordonnées de M' sont .v -\- d.v, y -\- dij, z -\- dz, et la surface
Fi g. 5o.
S aun^iiHMite de sa difTérentielle <^/S, égale à l'aire du secteur infiniment petit MOM', qu'on peut confondre avec le triangle MOM' :
dS = MOM'.
On sait que Taire d'un triangle dans l'espace est égale ii la racine carrée de la somme des carrés de ses projections sur trois plans rectangulaires. Si donc nous appelons <^/Sx, ^/S,,, dS. les projections du triangle MOM' sur les trois plans coordonnés yO'.j -Or. i()//, nous aurons
ds = \/jds7fTW7fTW^'
Evaluons dS.. La projection de la directrice D sur le plan :r(Ji/ est une courbe D', lieu du point P du plan ,rOi/ dont les coordonnées sont données par .r = f (/), y = cp (/). La droite OM se projette en OP. La droite OM' se projette en OP'; le point P ayant pour coordonnées .r -|- d.r, // + ^y- I^c triangle MOM' se projette donc sur le triangle POP' qui a pour surface Ç\^ 41)
dS^ =-^[jrdt/
ydx)
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On trouve de même, en permutant,
(lSy= —(^ zdx — xdz ) .
On a donc la formule :
,« = —s/[y<lz — zdyf + [zdx — xdzf + [xdy —ijdxf,
OU encore, en remplaçant r, ijy z en fonction de t et d.v, dij, dz l>m-f{l)dl, i{l)dl,'Y{l)dl,
rfs = -^ v/ ('fi' - W +(!/■'-/•}?+(/?'-?/■')' '^'^
En intégrant de /« à /, on aura l'aire conique limitée par les deux génératrices OMq et OM.
KxKMPLE. — l*renons, par exemple, la courbe gauche du troisième ordre définie par les équations
et cherchons Taire de la surface conicjue ayant son sommet à l'origine, ayant cette courbe pour directrice, et limitée par deux génératrices fixes OM^, OM et par la directrice. Actuellement
dx z=z—dty dy z=2tdty dz = 3 t^dt ,
l/dz — zdy = l^di, zdx — xdz = — t^dt,
Donc
xdy — t/dx = -7j- l^dt.
dS = i\/t' + â+l-t^d,i
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ou, en extrayant la racine,
Intégrant entre t^^ qui donne le point Mq, et /, qui donne le point M, on a
^— TVT-^li :^ TTJ'
ce qu'on peut exprimer comme il suit, à l'aide des coordonnées des deux points M^ et M,
70. Kemahqle. — L'expression de S ne changeant évidemment pas quand on développe le cône, celle de <^/S ne doit pas changer. C'est ce qu'on vérifie en remarquant que les côtés du triangle MOM' {^fig. 50) ne changent pas dans le développement. On peut aussi mettre ce fait en évidence analytiquement, en remarquant que l'on a identiquement
ainsi qu'on le vérifle en développant les deux expressions de dS. Or, si l'on fait
OM
on a
/ - = :v- -\-y^^zr^ rdr = .id.v -\- ydy + zdz,
donc
dS = ±.^r'ds'—r'dr' =^\/ds' — dr^ ,
formule dont les éléments restent invariables quand on développe le cône, car l'arc s de la directrice ne change pas dans le développement, ni la longueur /• de la génératrice OM.
ii4
Cette dernière l'ormule peut d'ailleurs s'écrire immédiatement, car, O'M' = /• étant pris comme base du triangle MOM', la hauteur MU de ce triangle est
V/mm' — Mil',
ou
s/ds'—dr\
li. Aire d'une partie de surface cylindrique. — Soit, dans l'espace, un arc de courbe AB décrit par un point M de coordonnées
Considérons le cylindre projetant cet arc de courbe sur le plan dos .iij en A,Bj. On veut calculer l'aire ABB^A, limitée par
^4?ïî
Al
Fig. r>i
les arcs AB, A,B, et les génératrices extrêmes A A, etBB,. Soient M et M' deux points infiniment voisins de AB correspondant aux valeurs / et f-\-(ll du paramètre. Soient M, et M', leurs projections. L'élément MM' est un élément d'arc ds de AB, l'élément M,M', est un élément d'arc f/.v, de la projection A,B,,
L'aire du rectangle élénienlairr MM'M',M, est
AlIiE D'LWi: SI lllACE C Y LI .\ D RI QU E iiS
La surlacc, qui est la somme de ces rc( l;in^lr.s, est donc
S=j-ds^=j\.>Jd.v'-
(lif- Si on veut introduire la variable /, on aura
s=/'H')v'r(') + ï'MO'^'.
a et h désignant les valeurs de / donnant les points extrêmes A etB.
Cette formule est d'ailleurs évidente, si on développe le cylindre en faisant coïncider AjE, avec une portion de l'axe Or. L'aire devient plane, et on peut lui appliquer tout ce qu'on a vu sur la mesure d'un segment de courbe plane.
QUELQUES MÉTHODES D INTÉGRATION
Nous nous occupons, dans ce chapitre, de quelques catégories de difï'érentielles pour lesquelles il existe des méthodes générales d'intégration. Ce sont les différentielles rationnelles, et celles qui peuvent être rendues rationnelles par un changement de variable.
Nous indiquons, en commençant, quelques cas simples de réduction immédiate aux types élémentaires connus.
I. - RÉDUCTION AUX TYPES ÉLÉMENTAIRES
72. Cas deréduction aux types élémentaires. — Ktantdonnée une intégrale
fr(.r)d.r,
il faut d'abord voir si, par un changement de variable, on ne peut pas la ramener à un des types élémentaires du tableau (23). Kn d'autres termes, il faut voir si, en appelant // une certaine (onction de .r, l'intégrale ne peut pas se mettre, l\ un (licteur constant près, sous une des formes
r du
J V^i'TT'-
etc.
L'intégration est alors immédiate.
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v\i;.Mi'i.i:s. — l" Soit à trouver:
On peut remarquer que le numérateur est, au facteur 3 près, la difrérentielle du dénominateur, car
,/ rr' H- 3 .;• + 2) = 3 Çr' + 1) ./.r .
En faisant
on peut donc écrire l'intégrale
1 rdit
1 r du
comme cette dernière intégrale est égale h ^-log// + C, l'intégrale proposée est égale à
ylog(.r» + 3.r+2) + C.
2*^ Soit de même :
I tang X dx.
En écrivant cette intégrale
/sm.rd.r ndcos.r
cos.r J cos.r *
on voit qu'elle est de la forme
r du
H étant ici égal à cos.r. Donc
I Uxngx dx = — logcos.r-f-C.
On trouve, par un calcul semblable,
j cotanga:</.i==logsin:i-|-C.
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3** Soit l'intégrale :
on remarquera que le numérateur est, au facteur 2 près, la différentielle du trinôme sous le radical. Si donc on fait
on a
r du
intégrale qui est égale à
II. ~ INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES RATIONNELLES
73. Méthode générale, — Dne fraction rationnelle R(.r) d'une variable ./ est une fonction de .v qui peut se mettre sous la forme (lu ([uotient de deux polynômes entiers en jr :
m et/? désignant deux entiers. Pour calculer l'intégrale
jR(.r)rf^,
on décompose la fraction rationnelle \\ ./^ en fractions simples et on intègre ensuite chaque fraction simple séparément. Comme on l'a vu en algèbre, pour faire cette décomposition, il faut connaître les racines du dénominateur de R(.r). Ces racines une fois connues, la décomposition de la fraction rationnelle en fractions simples peut se faire par la méthode des coefficients indcterrai-
(Jl I:L0( /:s MF.IIIODI.s U I.XTKGHATION luy
lies cl ir<'\igc plus ([ue la résolution d'équations du premier degré.
Les seules dldicultés que pourra présenter l'intégration, seront donciVordre (diichiique; elles porteront sur le calcul des racines (lu dénominateur.
I. Soil à ('(tic nier
Les racines du dénominateur sont deux racines simples réelles 1 et 2. Comme le degré du numérateur surpasse d'une unité celui du dénominateur, la méthode de décomposition d'une fraction rationnelle en fractions simples donnera la fraction considérée
sons loi nif d'une partie entière du premier degré suivie de deux 1j actions simples ayant pour dénominateurs .r — i et :r — 2,
Les coefficients A, B, C, D doivent être (Moisis de façon à rendre le deuxième membre identique au premier. En chassant les dénominateurs, on a l'identité
Identifiant les termes en .v^ et en x\ on a
A=:l, B — 3Arz..O, B=3.
Faisant ensuite .v ^ 1, puis .r = 2, on a
L'intégrale proposée est donc identique à
2(U rOf/.r
APPELL. Analyse.
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c'est-à-dire à
^_,_3,,._21og(.r— l)+91og(.r-2) + C".
H. Soit à calculer :
Actuellement, le dénominateur admet la racine triple .r = 0, et deux racines simples imaginaires conjuguées annulant le trinôme y-î_|_ .r-f-l.
(^omme le numérateur est d'un degré inférieur à celui du dénominateur, il n'y a pas de partie entière dans la formule de décomposition et l'on a une décomposition de la forme
où il reste ii déterminer A, B, C, M et X. Pour cela, chassons les dénominateurs, nous aurons l'identité
Kgalons les coefficients des mêmes puissances de v dans les deux membres, en suivant l'ordre des puissances croissantes : nous avons
A = l, A-hB = 0, A_f-B-f-C = 0,
B-hC + N = 0, C-f-M=l.
D'où on tire immédiatement
L'intégrale proposée est donc identique ii
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Les deux premières intégrales s'obtiennent immédiatement : elles sont de la forme
/« 4- l où m est égal à — 3, puis à — 2. Reste à calculer
Pour cela, décomposons le trinôme du dénominateur en carrés, l'intégrale devient
et, en faisant, pour un instant,
de façon à ramener le dénominateur à la forme i"-|-l,
En écrivant cette intégrale
(If
r* uU 1 Ç
on voit qu'elle est égale à
-ylog(i^+l) + -^arctang/4-C'% ou, en revenant à la variable a*,
l,„g[|(,.+ 4) V l] +^ arc tnng '^+ G";
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la quantité soumise au signe log peut s'écrire, un peu plus simple ment, -:T-r^*-f-J^-f-ll ; en remplaçant le logarithme du produit par la somme des logarithmes des facteurs et fondant la
constante -7j- log -7j- dans la constante arbitraire, on a enfin
i- log {x' + .r + 1) + -^ arc tang ~y~ + ^" '
En résumé,
/ - + a^^^ .^_ J- + 1 _!- ^log(.r^4-^-f- 1)
z- arc tang — y,-—z h
75. Cas général. — Si l'on considère une fraction rationnelle quelconque H(.r), et si on la décompose en fractions simples, on trouve des termes des divers types suivants : d'abord une partie entière
(I) a^-\-a^x-i-fi^x--{- -\-(i,.'i-'' ,
quotient du numérateur par le dénominateur ; puis des termes de la forme
II) -A_^ A' A
r — a (x — ay [x — a )*
provenant d'une racine réelle a d'ordre a du dénominateur (A, A\...,A(«~** sont des constantes); puis enfin des termes de la forme
M,-t-t-N. My»H-N. M.r+N.
provenant d'un couple déracines imaginairesconjuguées d'ordre v du dénominateur; fx^-\-j}X-\-fj est un trinôme du deuxième
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degiM' adinottant Ces deux racines conjuguées; M^, X,, ,M,,Nv,
des constantes.
Pour calculer l'intégrale
il sulTit de calculer les intégrales des expressions (I), (II) et (III) multipliées par dx, La partie entière (I) donne l'intégrale
^o-'^+^'.-j + +«. T-xT + ^'^ ;
les fractions simples (II) provenant d'une racine réelle donnent l'intégrale
A log .V — ^j —
Il reste donc à calculer les termes de l'intégrale provenant des fractions simples telles que (HI). Ces termes se calculent par voie récurrente comme il suit.
M.r-hN somme (III) donne une intégrale de la forme
/M.X -4- Al 7—7- ; — -. dx. — Chacun des termes de la ix'-\-px
J {.r^+px + qf ■ '
OÙ n a des valeurs entières positives, /i = 1, m = 2, ,/i=v.
Pour calculer cette intégrale, décomposons d'abord le trinôme x'-\-j)x -f-// en carrés :
Les racines du trinôme étant imaginaires, q — -7- est positif;
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mais le calcul que nous allons faire pouvant s'appliquer également au cas où les racines seraient réelles, nous ferons
h pouvant être positif ou négatif. L'intégrale s'écrit alors
et, en faisant le changement de variable,
dt,
intégrale qui se partage en deux parties
Comme 2tdt est la différentielle de l'-\-h, la première intégrale est
quand n est différent de 1, et
(juand/i = 1.
Reste à calculer l'intégrale
(j i i: i.ijr i: s .1/ 1: tiiode s ij ' i y r E G n a ti o\ 1 3 5
Nous allons, eu supposant /e supérieur à 1, établir uuc formule 1 «lin rente entre I„ et I„_,. Pour cela, partons de
et écrivons cette intégrale sous la forme / itch en posant :
L'intégration par parties donne
1 u(l^> = i(ç — j vduy c'est-à-dire
Dans la dernière intégrale écrivons le numérateur sous la forme
cette intégrale devient I„_i — Jl\,^. On a donc
^"-^ = (^^4-/eV»~ + 2 (/« — 1) (I„_,— /J„ ), d'où, en résolvant par rapport à I,
(1) 2 [n - 1) /,!„= -^^rpÂp- + (2«-3) I,.., .
Le calcul de I„ est ainsi ramené à celui de I„_i.
Cette formule étant établie, pour calculer une intégrale L, où v est un entier positif quelconque, on fera successivement, dans la lormule récurrente (1),
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et on sera ramené finalement à calculer l'intégrale 1, :
/i Quand // est positif, cette intégrale s'écrit
Quand h est négatif, h = — k'^, on a
Remarque. — Au point de vue pratique, il y aura avantage ii commencer le calcul par I,, I^, etc.. Car le calcul de I2 servira pour celui de I3 ; celui de I3 pour I^ ; et ainsi de suite.
Exemple. — Soit à calculer :
Décomposant le trinôme en carrés, on a
.x.^ + 4.i- + (i=(.r-f-2)' + 2; si on pose alors
.r-f-2 = /, l'intégrale I devient
4 [t'^iy
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en posant, comme plus haut.
\;i ([uanllté /( est égale à 2. Si, dans lu furmule récurrente (II), on lait «=:.'{, puis « = 2, on a
D'où
= / ■> . >■> = ;— arc tauff ■
L'intégrale proposée I a donc pour valeur, à une constante près,
rn^ 7=r arc tanor --r— ,
ou, en revenant à la variable x et réunissant les termes de même dénominateur :
3 1 .rH-2
arc tan g
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III. - INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES RATIONNELLES
EN sin.i' ET cos.r
11. Méthode générale. — Soit une intégrale de la forme : I = j H (sin.r, cos .r) dx^
où R désigne une fonction rationnelle de sin.i- et cos.r. On ramène cette intégrale ii l'intégrale d'une dillerentielle rationnelle en faisant le changement de variable
tang^==^,
où t est la nouvelle variable. On tire de là
sin.r = -: T-f cos.r=r
-^= arc tang /, dv = -j-^TT^'
L'intégrale proposée devient alors
'=/«(tt7'tt?-)tt7-=
c'est l'intégrale d'une différentielle rationnelle en /.
HEMAnQUK. — Une fonction rationnelle en tang.r, cotang.i', séc.r et coséc.r est aussi une fonction rationnelle en sinjc et cos.r, puisque :
sin.r cos.r
taniror = > colan£r.r = — : >
^ cos.r *=• sin.r
sccr == y cosecj:
cos.r sin.r
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II. Soit à calculer
J' cos X j i-f-cos.r En faisant
X i — t' , Idl
tang -2" = ^ cos^- = -j-qTTT ' '^•'' = TT^
on a à calculer
La l'onction sous le signe d'intégration est rationnelle en /■. Kn la décomposant en fractions simples, on a une décomposition de la forme
Chassant les dénominateurs et identifiant, on trouve A =2, B=— 4.
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On est donc ramené à calculer
.. r dt , C (U ,. 4 /
2 I -7 ; 4 / -r. T- =i arc tane / __. arc tang— ^.
En revenant à la variable r, on a enfin
/cos.r , 4 / 1 jc \ ,,.
—- cix = :r 7=r- arc tang | . tang —^ ) -|- C*
III. Aire (Tun secteur pdraholujue compté autour du foyer. — Considérons une parabole de ioyer F et de sommet A. Soient /• et 0 les coordonnées polaires d'un point M, /• désignant le rayon vecteur FM et 6 Tangle polaire AFM . Nous nous proposons d'évaluer ^ l'aire du secteur AFM : c'est là une question qui se présente en mécanique pour le mouve- Fiir ''rx ment parabolique des comètes autour du soleil
L'équation de la parabole, rapportée à son foyer et à son axe, est
1 4- cos e
D'autre part, la différentielle de l'aire S d'un secteur est (N°40)
1 1 (i-f-cosQ)^
Donc
}^ r' dh
""^ 2 X (i-hcosej^»
La limite inférieure est zéro, car S est nul avec 0. Pour évaluer cette intégrale, faisons
ô .1 — /* ,^ 2dt
tang-;T- = /, ces ô = -7-— — 7- » dH =
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II \iriit, comme / s'annule avec 0,
IV. - QUELQUES INTÉGRALES SE RATTACHANT AUX PRÉCÉDENTES
79. Intégrales d*un produit de sinus et de cosinus. — lo Soit d'abord une intégrale de la l'orme :
I cos [a.i -f- %) cos [bx -\- 3) </jr,
où a y h y a et ^ désignent des constantes. On remplacera le produit de cosinus par une somme, d'après l'identité
cos
X cos a = -;j-| cos Çk -{- jjl) -\- cos (a — |jl) L qui donne (l) cos{ax -h a) cos (^.r -h ^3) = -^^ cos[(rt + />»).r-|- a -f-3]
+ cos[(«— h)jc-\-y.— P] .
D'où on tire immédiatement
1 sin[(./-t-^>).i'4-«-ha
2 a-hb
l cos(rt.r + a)cos(/Ar -f- 3)^.r =
J_ sin[(;^— />).r-f- g — a ■^ 2 a — b
Cette intégrale change de forme quand « + ^ ou a — /> est nul. Par exemple, si b = a, v disparait dans le deuxième cosinus du second membre de l'identité (1) et on a
I cos {a:v -|- a) cos [ax -f- ?) ^^-^ = —
l sin (2 flrx -h a + ?)
cos(a
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2" lin partant de l'identité
sinA sin jjl = —y- [cos(). — jx) — cos(a -\- {jl)],
on trouve de même pour
1 sin (<7 r -j- a) sin [b.r -f- ^)(I.Tj l'expression
1 sin[((i^— h) .r -4- g — j^] 1 sin [(^ -(- h) .r -|- a -f- ?] "2 ;r=^Â 2 7+71
qui change de forme, quand h =: a ou h =^ — a. • Si h =r. ciy on a
/ sin [ri.r -+- a)sin («.;• + '^)(l.f = -:y.Tcos[oL — j^) 1 sin(2r/.r-ha + ^)
:î*' Enfin, ridrnlih'
sin^cosa = -:r-[sin(A + jjl) -{- sin (a — u)],
donne de même pour l'intégrale
/ sin (<^/.*- -\- a)cos(/Ai- -|- fi)^/.r, l'expression
1 cos[(a-i-/^) ■<•+«+ ?>] 1 cos[(^/ — A).r + a — ft]
qui change de forme pour « = it />, et qui devient, pour a = A,
1 cos(2./.r-f-a-h?) !.. ,.
~T 27;^ --+-^xsin(a-A-
4° Si Ton a une intégrale portant sur un produit de plusieurs sinus et cosinus d'r.rcs linéaires en .v comme les précédents, on
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rcinplîHM' (M' proflmt par imc soiimir <!<' sinus et cosinus : l'intégralioii est alors imiiH'dialr.
Par exenipli", si le produit conipimcl trois fiicteurs.
COs7 COSJJLCOS V,
où
A = (1,1 -f- a, jJ- = l>'i -f- [^' V = r.r -f- r,
on remphuc (ralxncl cos). cos u. par une somme
1 ,. .1 COSAcosjJL = -y-cos(Â -f- ;jL H (OS /. — ;;. ;
en multipliant pai eosv, on a deux produits qu'on remplace,!» leur toui , |iai des sommes
cos(a-(- ;jl)cosv =-— cos(âH- a + v) -\ — yCos'A-f-a — v),
cos y. — 'X cos V = -:t- cos (a — \^ -\- ^*} H i^-^^os \J^ — ijl — v .
On a donc finalement
cos A cosjJL cos V = — cos (a -h a H- v) 4- -7- cos (a -j- ul — v)
H- -T-COS(A ;JL -|- V; + -j- COS (A ;JL V).
L'intéfrration est alors immédiate.
80. Puissance positive d*un sinus ou d'un cosinus. — La méthode que nous venons de donner pour trouver l'intégrale d'un produit de sinus et cosinus, s'applique évidemment quand plusieurs facteurs du produit deviennent égaux. Supposons-les tous égaux, nous aurons une intégrale de la forme
ou
1 cos'" a.r -f- a) (^^^ Tsin'" [ft.r -^ 7.^/./,
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m étant un entier positif.
Si l'on fait
CCS intt'gralcs deviennent
— / cos"'w du. — / sin'"// du.
Pour les évaluer on remplace cos'"// et sin'"« par une somme de cosinus et de sinus des multiples de u. Les expressions de cos"'/i et sin"'« par des sommes peuvent se calculer de proche en proche; par exemple :
cos"/<= -jT — I ry-cos Au ;
multipliant par cos?/ et remplaçant le produit cos//cos2// par une somme, on a
COS « = -Tj-COS// -\ T-COS J U -f- -7-COS u
== —J- COS // -j 7-COS Ci u .
Multipliant par cosm et remplaçant chaque terme du second membre par une somme, on acos*//; et ainsi de suite. On peut opérer plus rapidement comme il suit. Posons
COS // H- / sin u = )v, COS // — / sin // = u,
d'où, d'après la formule de Moivre,
cos'/i// H- « sin/i// = ).", cos/^// — /sin/t// = |ji"
On en conclut, par addition et soustraction,
C08// = -j(X + a), sin// = -27-(^ — 1^)>
cos/tM = -^ (X" -h {x"), sinw// = -^ (A" — ja").
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On a donc, d'après rexpression de cos // ;
Dans cette formule, on développe ( ^ -h li.)"' par la formule du
binôme et on réunit les termes qui ont mêmes coefficients : le
premier et le dernier, le deuxième et Tavant-dernier, etc.. Or
on a
X»'4- jl'" = 2cos/w//,
);» - ' -f- |i»» - ^ = 2 cos [m — 2)u...
cos'"// =-;^^ 2 cos mu -\- 2m cos [m — 2)//
H —:y ^cos [m — 4)// -h ... .
L'intégrale 1 cos'"// du s'obtient alors immédiatement.
Exemple. — Soit à calculer
[ cos^ u du.
On a
cos*// = -i^(X + l^r = -^[A^ + l^*+4X;x(r-+ ix^) +
d'où cos*// = -7?-(cos 4 // -f- 4 cos 2 // + 3).
On en déduit immédiatement
JcosUi du = -l-(Jlî^ + 2 sin 2 // 4- 3 //W C'.
On calcule par la même méthode
I sin'"// du ; APPELL. Analyse, ïO
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il suffit de partir de l'identité
et d'élever les deux membres à la puissance m en remplaçant ensuite les termes tels que )/ + ^^' par 2 cosjju et les termes tels que X* — {t-'' par 2isin (jn.
Nous verrons plus loin que les quantités X et m, peuvent être écrites
d'après une formule due à Euler,
e"' = cos II -\- i sin m.
81. Remarque sur V intégrale l cos'"« sin^'w (/«. Pour calculer l'intégrale
I cos"*// sin''//<///,
où /;/ et p sont des entiers positifs, on peut remplacer cos'"// et sin''// par des sommes de cosinus et sinus des multiples de //. Kn faisant le produit de ces deux sommes, on aura à calculer (!cs intégrales de la forme
I cos nu cos n' Il du,
l cos nu sin n'udu.
Quand un des exposants /// ou/> est impair, le calcul se simplifie. Soit, par exemple, /// impair : /// =2 // + 1. On écrira l'intégrale
j cos'"// sin'// //sin //, ou, en posant sin // = /,
J(l_,.)Vrf,,
intégrale que Ton calcule immédiatement après avoir développé
QUELQUES MÉTHODES D'INTÉGRATION i47
(1 — t-f par la formule du binôme. De même, si p est impair, on fait cos //= t.
I1\i:mi>le. — Soit:
I cos'w sin^ H du.
En posant sin u = ^, on a
J(l — t^fi'dt =J(^» — 2 i« 4- t')dt,
c'est-à-dire
V. — INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES RATIONNELLES PAR RAPPORT A X ET A \/ ax'^ -[- bx -\- C-
82. Mèthade. — Imaginons une fonction rationnelle R (^,y) de .r et de
y z=z \/ajc- -\- Lv -\- c.
Nous allons montrer que l'intégrale
fR[.r,!,)d.v,
peut t^tre ramenée à l'intégrale d'une diflerentielle rationnelle.
Pour cela, nous distinguerons deux cas suivant que a est positif ou négatif.
Cas de <i positif. — Supposons a > 0. Nous écrirons
// = Va sjx^ + px 4- </.
Désignons alors par u une nouvelle variable, et posons
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Élevant au carré et supprimant les termes x^ dans les deux membres, on a
(2) pa:^q = ^2iLv-]-u\ x= 2// + y! ' Remplaçant .r par cette valeur dans l'équation (1), on a
(3) »/a-^ +pa^+ q = 2;+i> •
De cette façon, .r et y sont des fonctions rationnelles de u. En différentiant l'expression (2) de Xy on a
(4) ^,= 24+4|^rf«.
Si alors, dans l'intégrale proposée
jR(.r,y)</.r,
on remplace .r, y et dr par leurs valeurs ci-dessus, elle se transforme en l'intégrale d'une diflerentielle rationnelle en ii.
Exemple. — Soit h trouver l'intégrale :
rdx
Si l'on fait
\^X^ -i-2X-\-3 =X — lly
on trouve
, Vx' -h 2 .r -h 3 = —
rf.r = 2 — TTT — :r- — <///.
L'intégrale I devient donc
2fhi
_ r 2 dit "J /i«— 3 '
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Décomposant la fraction rationnelle en fractions simples, on a
Lr_J_ Ul
OU, en revenant h la variable .r,
Cas de a négatif. — Quand « < 0, on peut écrire
y =yj ax^ -\-bx -\-c =\1 — a y/ — x- -\- ]k
en mettant en facteur y/ — a qui est réel. Pour que la valeur de y soit réelle, il faut que le trinôme — x'^ -\- p x -{- q ait des racines réelles et que x soit compris entre ces racines. Appelons a et 1^ les racines de ce trinôme, a étant supposé moindre que ^. On peut écrire
V/— x^-^px + 7 = \/{x- — a)(? — :r), a ^ X ^ jS.
Posons alors (5) X — a = (j3 — x)ii'y
Il désignant une nouvelle variable. Nous avons
quant au radical, il devient
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OU, en remplaçant r par sa valeur (6),
(7) \/(.'r ~ a)(fi -^ ^) = (? - a) y^p^ Enfin la relation (G) donne
Par ce changement de variable, l'intégrale proposée
devient donc l'intégrale d'une différentielle rationnelle en u.
Exemple. — Soit à calculer l'intégrale :
-J U — l) JU
(.-r-A)v^(.r_a)(fi-.r) où
et où X est extérieur à l'intervalle (a, |^).
Nous supposons, pour fixer les idées, ). < a.
Fin faisant la substitution que nous venons d'indiquer, on trouve
r 2 (lu
J a_-A-|-(fi — A)//^ '
// ^^ r, arc tanff w/\/-^- ^ )+ (^''
En particulier, si l'on voulait l'intégrale définie '5 da
II = r — ^'^
la formule du changement de variable
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montre que, u variant de 0 à oo , .r varie de a à [i. On a donc
2 du
Nous venons de calculer l'intégrale indéfinie J : l'intégrale définie II est la difïerence des valeurs que prend J pour ?^ = 0 et
pour u = X. Comme arc tang 0 = 0, arc tang x = -;r , on a
v/(a_).)(fj-).) 85. Cas de a nul. — Si ^ est nul, on a
On fera
2udu
hx -\- c =11- y y = u, dx =
et la différentielle
'R{x,ij)dx
deviendra rationnelle en u.
86. Interprétation géométrique du changement de variable employé. — Voici comment on peut interpréter géométriquement les substitutions qui nous ont servi à ramener l'intégrale
jR(.r, //) dx.
ou
y = slax- + bx
à l'intégrale d'une fonction rationnelle de «, et comment on peut trouver d'autres substitutions permettant d'arriver au même résultat.
Si l'on considère x et y comme les coordonnées cartésiennes d'un point M, l'équation
y ^= >jax^ -h ^^•'* + <^S
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représente une conique. Pour ramener l'intégrale
Jr [x, y) dx,
h l'intégrale d'une fonction rationnelle, il suffit d'exprimer les coordonnées x et y d'un point M de cette conique en fonction
rationnelle d'un paramètre u. Pour cela, prenons un point fixe quelconque M^^ sur la conique (^g. 53), ayant pour abscisse 0*^ et pour ordonnée
y^=s/ax^^^ bx^ H- 6- ;
puis coupons la conique par une sécante variable Mo M passant par M. Cette sécante a une équation de la forme
Comme elle coupe la conique en un seul point variable M, les coordonnées x et y de ce point M s'expriment rationnellement en fonction de //. On voit qu'il y a une infinité de façons de réaliser la transformation de l'intégrale en une intégrale d'une fonction rationnelle, puisque le choix du point Mo est arbitraire.
Il est aisé de voir que les substitutions employées dans les numéros précédents rentrent, comme cas particuliers, dans celles que nous venons de définir.
Prenons d'abord la conique
c'est une hyperbole équilatère (fig. 54, I), dont les asymptotes
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sont parallèles aux bissectrices des angles des axes. Nous avons posé
\/x^ -[-px -\-fJ=X—U,
ou
Cette dernière équation, dans laquelle u est variable, représente une droite mobile parallèle à l'asymptote C A, c'est-à-dire passant par un point M^ de l'hyperbole rejeté à l'infini dans la
Fig. 54.
direction CA. Cette droite ne coupe la courbe qu'en un point variable M, dont les coordonnées s'expriment dès lors rationnellement en II.
Prenons ensuite la conique
ij = V—x' -{- px-\-q .
Pour qu'elle soit réelle, il faut que les racines du trinôme soient réelles ; on peut alors écrire
Cette équation représente un cercle (fig. 54, II), ayant son centre sur Ox et coupant cet axe aux points A' [x = a) et B' [x = P). Nous avons posé
d'où
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Cette dernière équation représente une droite B'M', passant par le point fixe B' du cercle et coupant le cercle en un seul point variable M'.
87. Remarque sur les courbes unicursales en général, — Étant donnée une courbe plane algébrique
on dit qu'elle est nnicnrsale^ quand les coordonnées .r et // d'un quelconque de ses points peuvent être exprimées en fonction rationnelle d'un paramètre //. Telles sont les coniques, les courbes du troisième ordre avec un point double, les courbes du quatrième ordre avec trois points doubles ou un point triple. Si l'on veut calculer l'aire d'un segment ou d'un secteur d'une de ces courbes, on est conduit à calculer des intégrales de la forme
Jijd^v, f(-rdt/ — ydx).
le long d'un certain arc de la courbe. Comme .r et y peuvent être exprimés rationnellement en fonction de ?/, on voit que, en introduisant cette v;nia])le //, on sera ramené à intégrer des fractions rationnelles en u. Il en est de même, si on a à calculer, le long d'un arc de la courbe unicursale, une intégrale de la forme
R étant une fonction rationnelle de x et //
88. Exemple. — On peut ainsi ramener à l'intégration d'une fonction rationnelle l'intégration d'une différentielle de la forme
K,r"-\- B.r''-4- ... H-Lr' ,
A>«'_|_BV-f...-hKV'
ou A,B,...,L,A',B',.--,K' sont des constantes, ayfjy...yl,a\h\...^k'y des exposants commensurablcs, entiers ou fractionnaires, positifs, négatifs ou nuls. Il su (lit, pour cela, de réduire toutes les frac-
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lions (i,hy...,l,a' ,h,...^k' au môme dénominateur o et de faire ensuite
X = lâ , <1x = on^~~^{lii.
Tous les exposants deviennent alors entiers et la difTérentielle devient rationnelle.
Ainsi soit à calculer :
1 1 Les exposants de r sont-:y et — ; en les réduisant au même déno-
1 ,.32 mmateur, on peut les écrire — et — r; on iera alors
.r = //*, d.r = 6 n^duy
et l'intégrale deviendra
qui est l'intégrale d'une fonction rationnelle. Géométriquement, on peut dire que la courbe
est unicuFsaley puisque la substitution r ^= lâ donne .r et y en fonctions rationnelles de u.
VI. - INTÉGRALES DE DIFFÉRENTIELLES BINOMES
89. Cas d' intègrabilitè. — Une difTérentielle binôme est une diflerentielle de la forme
x'\a + hx'^f dx,
OÙ a et h désignent des constantes quelconques, m, n etp des exposants commensurables, entiers ou fractionnaires, positifs, négatifs ou nuls.
L'intégration d'une différentielle binôme
peut être effectuée, à l'aide des fonctions élémentaires, dans
chacun des trois cas suivants ;
1^ p est un nombre entier, positif, négatif ou nul ;
1^ est un nombre entier, positil, negatil ou nul ;
30 \- p est un nombre entier, positif, négatif ou nul.
Nous allons traiter le premier cas ; puis, nous verrons que le second cas se ramène au premier, et le troisième au second, et par suite au premier.
Premier cas. — Supposons p entier. Tout d'abord, si p est un entier positif, on développera [a -\- bx'^f par la formule du binôme, on multipliera le développement par .r^V/.r et on sera ramené à l'intégration d'une somme de termes de la forme
Exemple. — Soit à calculer :
fx~~U-\-x'A dx.
Développant le cube
f 1 4-.r 6 j = 1 _|_ 3.rT -1-3 .rT + a;T,
et multipliant par r '^dx, on est ramené à calculer
J ( x"t _|-3 .r-T 4- 3 .t"T 4- -^dx ,
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intégrale qui est égale à
•^ 2 x~T — 9 ^ "3" — 18 .r~T 4- log r + C'\.
— Supposons ensuite yy entier, mais nci^atif. On ramène alors l'intégrale I à l'intégrale d'une fonction rationnelle comme il suit. Les exposants m et n sont des fractions positives ou négatives ; réduisons-les au même dénominateur et soient, après cette réduction,
Faisons le changement de variable
j; = «^ , on en conclut
:r"' = if'^ , .r" = u\ dx == \u'-^du,
et l'intégrale devient
\Çu'^-^^^-\a-{-hn^'fdu,
où tous les exposants \ -\- [jl — ij v, /^ sont entiers, positifs ou négatifs ; on est donc ramené h l'intégration d'une fonction rationnelle.
Exemple. — Soit h calculer :
{.V Ml — .r 6 ) d,i
Actuellement/; = — 2, entier négatif. On réduit les fractions
m = T-, /i =— au même dénominateur 12.
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on fait, ensuite, x = u^'^ et on est ramené à l'intégrale
. i2j'«»(i - u'i-'du = nj ^ du,
(jue l'on calculera, d'après la méthode du n** 76, en décompo-
sant Ta" 6ï^ une partie entière du quatrième degré suivie
de fractions simples correspondant aux racines du dénominateur.
Deuxième cas. — supposons maintenant entier. On
ramène ce cas au précédent [p entier), en prenant comme nouvelle variable le binôme a-\- bx^ . Posons donc
a + bx'' = tf
t désignant une nouvelle variable. On en tire
= b « (^ — a) « , clx = — b n (^ — a) « * df.
L'intégrale
l=Cj;*»{a-^bx''Yclx,
devient alors
I = b " (P(^t — ay^
On est ainsi conduit à l'intégrale d'une diflerentielle binôme en t de la forme
r=Jr'(a'-f-^v"frf/,
ou m = Pi n = l,y/ = 1,
QUELQUES MÉTHODES D'INTÉGRATION iSg
Comme est supposé entier, l'exposant p' est entier, et
l'intégrale V rentre dans le premier cas.
Exemple. — Soit
I = r^ w 1 _[_ x~'t\ * dx.
1 3 /w -h 1 Ici m = -rr , n = — —, = — 1.
On voit que est entier. On prend alors comme nouvelle
variable le binôme
dx = ^{t 1) 3 dt,
et l'intégrale devient
On est donc ramené au premier cas. Pour achever l'intégration, on fait, conformément à la méthode du premier cas,
t = «V, et on a
intégrale d'une fonction rationnelle.
Troisième cas. — Supposons enfin \- p entier. On
ramène ce cas au précédent de la façon suivante. On peut écrire
a -4- /;j:" = x'\ax-''-\- b), [a -f- bx"j' = x-'^^ax- " -j- bf
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D'après cela, l'intégrale
peut s'écrire
I = Cx"'' ""^h H- «.r-" Ydx,
intégrale de la forme
où
rn^ = m + np, n^ = — n\
donc
JH^ -\- i m -\- nj)-\- 1 r m -\- i
/« + 1 , . m^ -f- 1 Comme 1- j) est suppose entier, est entier, et
Il ^ * * /?!
l'intégrale Ii rentre dans le deuxième cas. On la ramènera au premier en posant
Application, — Rectification de la courbe
y = aa^y
oii a est une constante et k un exposant quelconque.
On a, en appelant s l'arc de courbe compté à partir d'un certain point fixe,
ds = s/dj-" 4- dy' = \/l -h k'ci\t^ * - * dx. s = f[\.-\- k\i\v^ ' - ')-Tdx ;
on a donc l'intégrale d*une dinVrentielle binôme où
QUELQUES MÉTHODES D ISTÉGRATIOS i6i
Kxaminoiis les cas d'intégrabilité.
1" p n'est pas entier.
1 = -y-j :j- . On pourra donc intégrer exactement si
E désignant un entier positif ou négatif.
o° \- P = 9-7 9 +T' ^^ pourra donc encore intégrer exactement si
E' entier.
En résumé, on pourra intégrer exactement, à l'aide des fonctions élémentaires, toutes les fois que k sera le rapport de deux en tiers coiisèc u tifs .
Par exemple, si l'on prend la parabole semi-cubique
on est dans le deuxième cas, E = 1. iMors on a immédiatement :
APPELL. Analyse.
I. — EXAMEN DE QUELQUES CAS PARTICULIERS INTERVALLE DE CONVERGENCE
91. Généralités. — Le développement d'une fonction f{jc) en une série de la forme
où«^,rti, ,«„,.-. sont des coeiricients constants, est d'une grande
importance aussi bien dans la théorie que dans les applications. Cette importance tient surtout à ce que, dans les limites dans lesquelles elles sont convergentes, les séries de puissances peuvent être dilFérentiées, intégrées, multipliées les unes par les autres comme des polynômes.
92. Premier exemple. Progression géométrique décroissante. — La théorie des progressions géométriques donne le développement
convergent pour toutes les valeurs de x comprises entre — 1 et -h 1. On a, en elTct, en faisant la division et désignant par y; un entier positif quelconque
(2) ^_^ = H-.r+ v' + -ha:':
Si r est moindre que 1 en valeur absolue, .r'' + * tend vers zéro
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<jiiancl p augmente indéfiniment, le premier membre tend vers
- et Ton obtient le développement (1).
93. Expression du reste. — Si, dans la série (1), on prend la
somme des p premiers termes, cette somme diffère de -j de
la quantité
/•^, = .1-^' + ' -^^iP^^-\- ,c''
([u'on appelle le reste de la série. Cette quantité mesure l'erreur
(jue l'on commet quand on remplace la fonction -^ par la
somme des p premiers termes de son développement.
D'après l'identité (2), dans laquelle on fait passer le terme
dans le deuxième membre, on a immédiatement
' 1 — aformule qui résulte également de la sommation de la série
écrite sous la forme
Nous allons calculer une limite supérieure de ce reste.
Supposons que .r, au lieu d'être en valeur absolue moindre que 1 , ce qui suffit pour assurer la convergence de la série, soit, en valeur absolue, inférieur ou égal à un nombre positifs moindre que 1, nous écrivons cette hypothèse :
en convenant de désigner par ] .r j la valeur absolue de x. Dans cette hypothèse, comme la valeur absolue d'une somme est au plus égale à la somme des valeurs absolues de ses différents termes, on a, pour la valeur absolue du reste /^
(3) \rA^t>-^ + :'■*'■+...,
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OU encore, en remplaçant le deuxième membre par sa valeur,
(4) ■ l'Vl^T
On a ainsi une limite supérieure du reste qui convient pour toutes les çaleurs de x inférieures ou égales à s en valeur absolue.
94. Autres développements en progression géométrique . — Voici quelques développements qui se tirent immédiatement du précédent :
1** Soit a une constante différente de zéro, on a :
comme on le voit en remplaçant dans (1) x par — . Ce nouveau développement (4) est convergent quand la valeur absolue de — est moindre que 1
c'est-à-dire quand x est compris entre — a et -{-a. 2** Si, dans la formule (1), on change x en — .r-, on a :
développement convergent pour x compris entre — i et -|- 1.
95. Représentation graphique. — Considérons la courbe (f.g. 55).
Cette courbe est une hyperbole ayant pour asymptote la droite AB, .r=l.
Si Ton veut représenter graphiquement la fonction définie par le développement (1)
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ll<' ((Hiilx' iTexlste que pour les valrms dr / (•(nn[)rises entre - i et-h 1, et, dans cet intervalle, elle coïncida ;i\t'c
i — .r Le développement en série ne représente donc que l'arc de
Fig. :-.0.
courbe compris entre AB et la droite A'B' symétrique de AB par rapport à ()//.
De même, la courbe y^ -j— — — ^ »i 1^^ forme indiquée (fig. 56) ;
le développement
convergent seulement quand x est compris entre — 1 et -j- 1, représente l'arc BB' compris entre deux parallèles AB et A'B' à O^, placées symétriquement par rapport à Oij à une distance i de l'origine.
96. Intervalle de convergence d'une série entière.— Théorème. Une série entière converge dans un inlervalle symétrique par rapport à zéro.
Considérons une série
et supposons qu'elle converge pour une valeur particulière a de la variable r, nous allons démontrer qu'elle est convergente pour
toutes les valeurs de x comprises entre — a et -f- «, c'est-à-dire telles que
En effet, la série étant convergente par hypothèse, le terme général
tend vers zéro. La série proposée peut s'écrire :
Supposons que la valeur absolue de — soit moindre que 1,
Comme //„a" tend vers zéro quand n augmente indéfiniment, il est évident que, pour toutes les valeurs de l'entier n dépassant un nombre fixe sutlisamment grand, ti„y." est, en valeur absolue, moindre que 1. Pour toutes ces valeurs de //, le terme général de la série projxisée
est, en valeur absolue, plus petit que —
, c'est-à-dire plus petit
que le terme général de la progression géométrique décroissanle dont le terme général est -^ . La série proposée est donc
convergente.
D'aprrs crUi, on voit que la série converge nécessairement dans un intervaUe symélri(|ue par rapport à 0, car, dès qu'elle converge pour une valeur a de .r, elle converge, dans tout l'intervalle de — a à 4- a. I^e fait que nous avons vérifié pour les
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développements de -j , , -j — — - est donc général. Si on
veut construire la courbe définie par une équation de la forme
cette coiii])(> n'existe qu'entre deux ordonnées symétriques par rapport a Taxe O//, comme dans les figures (55) et (56).
En imaginant qu'on ait déterminé un nombre a aussi grand que possible en valeur absolue, tel que la série converge pour x = a, nous appellerons intervalle de corn>ergence l'intervalle de — a à -f- a. 11 faut observer, au sujet de cette locution, que la série est supposée converger pour j- = a ; elle converge alors pour toutes les valeurs telles que
mais elle peut diverger pour .r = — a. Par exemple la série
est convergente pour œ—i. Elle est donc convergente pour I .r I < 1. Mais elle est divergente pour ûc = — 1.
97. Remarque. Dans Vinterçalle de convergence de — a à -f- a, In sri'ie obtenue en prenant les valeurs absolues des ternies de la série proposée est convergente. — Cela résulte de la démonstration même, car nous avons vu que, pour ?/ suffisamment grand, la valeur absolue de chaque terme est plus petite
que
, c'est-à-dire plus petite que le terme général d'une
progression géométrique décroissante à termes tous positifs.
Exemples
1° La série
l-h2.r-l-3.r2-f- ...-h,2.r"-* + .•-, est convergente quand x est compris dans l'intervalle — 1^+ 1>
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et divergente quand x est, en valeur absolue, supérieur à 1. En effet, le rapport d'un terme au précédent
tend vers x quand n augmente indéfiniment. Dans cette série, l'intervalle de convergence est un intervalle quelconque de — a à -|- * compris dans l'intervalle de — 1 à -j- 1. La série est divergente pour les valeurs ±1, car, pour x =± 1, le terme général augmente indéfiniment.
2^ La série
est de même convergente pour \ x \ < 1 et divergente pour
I j7 I > 1. A l'une des limites x = — 1, elle est convergente :
on peut donc prendre y. = — 1 ; à l'autre x = -j- 1, elle est
divergente. L'intervalle de convergence est donc de — i à -|- 1.
3** La série
est convergente pour | .r | < 1, divergente pour | .i- | > 1 ; elle converge aux deux limites :r = dz 1 ; l'intervalle de convergence est de — 1 à -\- i.
4** La série bien connue
est convergente pour toutes les valeurs de x: on peut dire qu'elle converge dans l'intervalle symétrique — oo Ix -\- oo.
5*^ Le développement de <^/^, où a est une constante positive, se ramène immédiatement au précédent. Pour cela, on pose
/ désignant une nouvelle variable; en prenant les logarithmes népériens des deux membres, on a
t = .rlogrt.
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Alors
a' == e' = 1 + ^8-iL + _i!il2ÇLl + . . . .
[.e développement converge pour toutes les valeurs de x^
de — ce à -^ oc .
II. - LIMITE DU RESTE. - DIFFÉRENTIATION ET INTÉGRATION DES SÉRIES ENriÉEŒS
99. Enoncé des théorèmes. — Pour obtenir la dérivée ou la l'onction primitive d'une (onction définie par une série entière dans l'intervalle de convergence, il suffit de dériver ou d'intégrer la série terme à terme. C'est là un théorème très important qu'on pourra admettre dans une première lecture. Nous en donnons une démonstration imprimée en plus petits caractères.
100. Limite supérieure du reste de la série dans un intervalle compris dans l'intervalle de convergence. — Soit, comme plu.s haut,
une série qui converge pour x := iz. Nous avons vu qu'elle converge pour toutes les valeurs de x comprises dans l'intervalle — a, -j-a, c'est-à-dire pour
Dans cet intervalle, la série définit une fonction que nous appelons f{x]. Quand on arrête la série au rang y?, on commet sur la valeur de f{x) une erreur appelée le reste R;; de la série.
^P = f[^) — K + «1^ + ••• + «i'^) ou encore
Nous allons évaluer une limite supérieure de ce reste en supposant que x soit assujetti à la condition
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g éiani un nombre positif détermine plus petit que i, mais d'ailleurs aussi près de i qu'on le veut. Nous supposerons donc x compris dans un intervalle déterminr. plus petit que l'intervalle de convergence.
I.a série étant supposée convergente pour a; r= a, le terme général «„ a" tend vers zéro quand n devient inlini. Nous écrirons la série comme plus haut
et le reste R,
Puisque «„ a" tend vers zéro quand n augmente indéfiniment, on peut choisir le nombre/? assez grand pour que, n étant supérieur à p, la valeur absolue de ««a" soit moindre que i. Ce choix étant fait, on a
Comme, d'autre part,
et que la valenr absolue d'une somme de termes est au plus égale à la somme de» valeurs absolues de ces termes, on a
ou, tu remplaçant la progression géométrique décroissante du second membre par sa somme
On a ainsi une limite commune du reste pour toutes les valeurs de x telles que
vH'<'-
101. Intégration d'une série de puissances — Soit une série de puissances
Nous allons démontrer que, dans l'intervalle de convergence, l'intégrale de.
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la fonction f .r s'ohiicnl en intégrant la série terme a terme, c'est-à-dire ({ue 1 ou tt
j f[x) dx — a,x + a^^ + «2 "f- + ... + ^'" T^I^Y + •-
l'ii . Ili t, supposons, comme plus haut, que la série f{x) soit conTcrgcnte dans lini. ivallo de — a à -\- a. Donnons à x des valeurs telles que
Nous pouvons écrire alors
f{x) = «0 + a^x + a,x^ -{-.,. -\- a j, xp -\- Rj, ,
Ry, désignant le reste de la série. Nous avons donc, en multipliant par dx r[ iutéu^ranl de o à x,
J/*^ r- x^ xi'^^ (^
I f{^) dx =2 a^x 4- rt, ._ 4- rt^_^ -f . .. + a,, + / R^, dx.
Mais nous avons vu (X^ 100) que l'on a
donc la valeur absolue de l'intégrale 1 R^, dx est moindre que la valeur
Jo
/■^ e /> + 1 ar ô i' -^- 1 absolue de | «/x, c'est-à-dire de , car e est une constante.
Si alors on fait croître p indéfiniment, le terme
JRp dx
tend vers zéro, cavzP^^ tend vers zéro, et Ion a
f{x) dx =a^^x -\- rt, — 1- ... -f an
102. Diffèrentiation d'une série entière. — Nous allons démontrer
de même que, dans lintervallc de convergence, la déri\'ée de la série f {x) s'obtient en prenant les dérivées des divers termes de la série. Considérons, en effet, la série
/; {x) = a^ -\-2a,x -{- ... + /Jrt„ a:'»- » + ... obtenue en dérivant terme à terme la série f{x).
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Nous allons montrer d'abord que cette nouvelle série converge, comme /■(j-),lj«iur les valeurs de x moindres que a en valeur absolue :
Kn eJfft, comnu" la série f{x) est supposée convergente pour x = a, a„u" tend vers zéro. Donc on peut toujours assigner un nombre fixe tel, que, //étant supérieur à ce nombre, «n «" soil, en valeur absolue, moindre que i. Kn écrivant la série f^ (jr)
on voit que, à partir d'un certain rang les termes de la série entre parenthèses sont, en valeur absolue, moindres que ceux de la série
qui est convergente, car
< I (voirn. 99).
La série de puissances /*, (x) est donc convergente pour toutes les valeurs de X moindres que a en valeur absolue. Son intervalle de convergence est un inler\"aUc de — a' à -|- a', a' étant inférieur à a en valeur absolue, mais aussi près de a que l'on veut.
('eci posé, nous pouvons appli(|uer à la série f^ {x)\e théorème précédent sur l'intégration des séries de puissances et nous aurons, en intégrant terme k terme la série f^ [x),
/*, {x)dx = a^x -f a^L'^ -f ... «„ x" + ...
r'cBl-à-dirc
r,{x)dx = r{x)-a,
Kn difTérentianl cette relation par rappport à j*, nous avons
Donc la dérivée — 7 est donnée par le dévelo
ftx
tppement
-^j-=«, 4. art.or + ... -{- /i<i„x"-« + ...
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Développements de log {1 —jc), log [1 + x), log ^ _
— Nous avons rappelé au numéro 95 le développement de -.
|);n une progression géométrique
convergente entre — 1 et + 1. Multiplions les deux membres par d.r et intégrons-les de 0 à r. Nous avons, après avoir changé les signes,
log(l_.r) = — .r — ^
dévrl()|)|)rment convergent également entre — 1 et + 1. Le développement converge encore pour .r = — 1 ; on peut le démontrer et nous admettrons qu'il continue à représenter la fonction ; on a donc alors :
fin changeant .r en — .r, nous obtenons le développement de
log(l+,r)
log{l + .r) = .r - ^+ -Ç-- + (- l)»-'-f-+ -
Retranchant les deux développements précédents terme à terme et remplaçant la différence des deux logarithmes par le logarithme du quotient, on^a
On ramène aux développements précédents le développement de log (rt -f- '^]y où a est une constante positive difjèrente de 0.
En eiret, si l'on écrit ^/ + ^- = r/ H + -^ j , on a : \o^[a-\-x) = log ^* -4- logfl H- — ). On est alors ramené au développetdelog(l + — ), qui se déduit du développement de
men
je log(l H- x) par le changement de x en — ; et on
V 1 r^ 1 x^ log(« + a-) = loga + _ - ^ _ +-^ -5
développement convergent pour
104. Développement de arc tang x. — Nous avons établi plus haut, comme une conséquence de la théorie élémentaire des progressions géométriques, le développement
convergent pour x compris entre — 1 et + 1. Kn multipliant par dx et intégrant de 0 à.r, on a
arc tang x= x r
développement qui converge également entre — 1 et -f- 1. Ce développement converge encore pour la limite ./• = 1 ; comme
arc tang 1 est égal à-r-, on a, comme dans l'exemple précédent,
Celle série converge très lentement et ne convient pas pour le calcul de -.
SÉRIE DE MAC-LAURIN. APPLICATIONS l'S
Série de Mac-Laurin. ^Nous venons de développer
certaines fonctions particulières en séries de puissances entières et positives de la variable. Nous allons indiquer une formule générale permettant de former le développement en série de puissances d'une fonction quelconque donnée f{-i'), pourvu que ce développement soit possible.
Soit donc /*(.r) une fonction donnée : supposons cette fonction développée en une série de la forme
Comme nous l'avons vu, cette série converge dans un intervalle de — a à + a. Dans cet intervalle, la fonction f{x) est continue et a une dérivée
(2) f'{x) = a^-^2a^x-^?> a,x' + . . . + na„x—' + . . . ,
définie par une nouvelle série de puissances, convergente dans le même intervalle. Cette dérivée première possède alors une dérivée
(3) f" [x] = 2a, -f- 2.3«3.r + ... + (,i _ i)na^x--'-^ ... Cette nouvelle série a, de même, une dérivée
et ainsi de suite, jusqu'à la dérivée d'ordre n.
D'après cela, une première condition pour qu'une fonction donnée f[x) puisse être développée en une série de puissances dans un intervalle — a-j-a, est que, dans cet intervalle, elle admette des dérivées de tous les ordres restant toutes finies. Cette condition étant remplie, si le développement est possible,
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on obtitîiulra les coeiricients «^, «i, — , a,^ .... en faisant .r = 0 dans les formules précédentes (1) h (5). On a ainsi
' OTJ'"" "~1.2.../i ■■
Porliint ers viileurs dans le développement de f{x), on a
(C) /•(.'■) = A(0) + x/' ('*) + TX ^"(*^^ + tÈt ^"'(^)
106. Légitimité du développement. — Telle est la formule de Mac-Laurin. Klle donne le développement de/'(.r) quand il est possible. Mais dans quelles conditions ce développement est-il possible ?
Pour cela, il faut et suffit :
1" Que la série du second membre de la formule ait tous ses coefficients finis :
2" Qu'elle soit convergente dans ([uelcjue intervalle symétrique par rapport à l'origine);
3" Que la somme de cette série soit égale à f[x).
Les deux premières conditions sont aisées à vérifier. La troisième est beaucoup plus difficile à vérifier; on y arrive par divers procédés dont on trouvera plus loin des exemples à propos des développements de sin.r, cosj:, (1 -\- x)"\ On v arrive également, dans certains cas, en évaluant l'erreur commise quand on substitue il la fonction les n premiers termes de la série (0). Dans les applications, on admet fréquemment que, quand la série est convergente, elle représente la fonction ; mais il existe des exemples du fait contraire.
107. Développements de sin .r et cos .r. — Soit d'abord /' (.r) = sin .r ; on a. successivement,
f W = <?«» •''. r W == — si" .»\ / " (r) = — cos r, /•*(.r) = sin j-, etc..
SERIE DE MAC-LAURIN. APPLICATIOSS
Fiiîsant r = 0, on voit que la fonction et toutes les dérivées (Toi (lie pair s'annulent; les dérivées d'ordre impair sont alternativement égales à -|- 1 et à — 1.
On trouve ainsi le développement
sin .1' = :i' T-TT^ — }-
Ce développement est convergent pour toutes les valeurs de a: de — X à + X.
Mais ce fait ne suffit pas pour qu'on puisse affirmer, en toute rigueur, que la somme de la série est bien égale à sin r. C'est ce <[ue nous vérifierons plus loin.
Pour avoir le développement de cos .r_, il suffit de prendre la «Iciivcc (lu d«'veloppement précédent. On a ainsi
cos :v = 1 —
108. Formule d'Euler. — On peut rattacher ces deux développements à celui de e^ de la façon suivante. Soit i l'unité (•om[)lexe telle que
ot, par suite,
P = — /, i' = iy...
on a, par définition,
En remplaçant les puissances successives de î par leurs valeurs, on voit que les ternies de rang impair sont
cl foi nit'iit le développement de cos jc, puis que les termes de rang pair sont
et forment le développement de i sin u-
APPELL. Analyse.
e"^ = cos .r -f- i sin .r.
('hangeanl x on — .r, on a de même
Si, enfin, Ton ajoute et retranche ces formules membre h membre
on a
cos.r = -^[e -h- e
sin .r = -77^ (e'-^ — e~ '^)
Ces relati(»ns nous ont servi sous une autre forme (N°80).
109. Vérification. —Voici comment on peut vérifier que les deux développements ci-dessus représentent bien sin .r et cos x. Posons
et proposons-nous de déterminer les fonctions u et c de la variable X. On voit immédiatement, en différentiant, que Ton a
du (h
dx ' dx
On en conclut, en multipliant la première équation par // et la deuxième par i» cl ajoutant,
du dv _
dx dx
Le premier membre de celte relation étant la dérivée de —(//* -f-<''), on en conclut, par riniégralion, que w' -)- 9^ est constant
SERIE DE MAC-LA CRIN. APPLICATIOSS
C dési<rnant inio constante. Pour déterminer cette constante, faisons a: = 0; alors n se réduit à 0, (^ h 1, donc C = 1 et on a
On tire de là
, , , . (l u et, en portant dans la relation —j— = i>, ^ de
=.±^\. — u\ zhd.i =
dx ^ ' ^i — H^
Dans cette dernière relation, le premier membre est la différentielle de zhxy le deuxième de arc sin//; on a donc, en prenant le signe +
JT -j- a = arc sin ii, u = sin (.r + a),
a désignant une constante arbitraire ; en prenant le signe — , on a de même
— X -\- [j = arc sin u, u = sin ( — x -{- ,3)
^ désignant une constante arbitraire. Ces deux expressions rentrent Tune dans l'autre, car, en posant
? = - a + 7:, la deuxième devient
n = sin (7: — X — a) =: sin (:r -j- a).
Ensuite la formule ^ = — ^ — donne
ax
^> = cos (.r-f- ^)'
Pour déterminera, remarquons encore que // et v se réduisent, respectivement, à 0 et 1 pour j: = 0. Nous aurons, en faisant
0 = sin a, 1 = cos a.
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Donc
a = 2 Au,
où k est un entier positif, négatif ou nul, et Ton a enfin
n = sin (x -f- 2 Air), r = cos (.r + 2 Ait)
c'est-à-dire,
a = sin:t*, (> == cos^.
110. Développement de (l + j^)"*. — Soit m un nombre quelconque, positif ou négatif, entier ou fractionnaire. Appliquons la formule de Mac-Laurin au développement de
On'a immédiatement
f"{j:) = m [m — 1)(1 -I- .r)»'-», pf){x) = m {m — 1).... [m _ y> -f- 1) (1-+- .r)»-^
En faisant j: = 0, on en déduit
/•(O) = 1, f (0) =//i, /" (0) = m {m ~ 1), /fi') (0) = m (m — 1)... {m — p -h 1).
La formule de Mac-Laurin donne alors
On a ainsi la formule du binôme étendue ù un exposant quelconque.
Pour voir dans quelles limites cette série est convergente, prenons le rapport du terme en r '' * ' au terme précédent en .r'', nous avons pour ce rapport
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Qiiaïul /> augmente incléfinimei^t, ce rapport tend vers — x. Donc quand .r est moindre que 1 en valeur absolue, la série est divergente; quand x est supérieur h 1 en valeur absolue elle est convergente. Nous allons vérifier que, dans l'intervalle de — 1 à -h 1> la somme de la série est égale à (1 -f-:r)'".
Vérification. — Posons
En prenant la dérivée, on a
puis, en multipliant ce développement par .r,
dii r m— 1 (m — i)im—2) , "1
x-jL-^m \x H j— .r^4- ^ f-y^ ^.r^_f-... I .
Ajoutons ces deux équations membre h membre, en ordonnant le deuxième membre par rapport à x^ il vient
,. N du r. m mim — 1) , 1
où la série du deuxième membre est y.
On a donc
d'où
X dy
dif dx
Le premier terme est la difTérentielle de logy, le deuxième de m log(l-|-.r); les difTérentielles de ces deux fonctions de x étant égales, ces fonctions diffèrent par une constante et on a
log y = m log(l + a-) H- C.
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Pour déterminer C, faisons ^ = 0; alors, d'après la série qui déHnit y y on i\ y = i. Comme log 1 = 0, on a
Donc enfin
log y =/;îlog(l -h x).
Développement de [a -\- jcY'y a étant une constante différente de zéro, — On peut écrire
(rt-4-.r)
1 -|- — j ; ce dernier développement se déduit immédiatement de celui de (1-|-J7)'"en y changeant jr en — ;
développement convergent pour x compris entre — a et -|- a.
Application à —== . Développement de arcsinx. V 1 — x
On a
D'après la formule générale précédente où on change x en — or*, on a
(1 — .r«) = 1 -u* H ^-^ Lj:^
raisons m = ^r- , alors
V /; /.• / /; /; /; i/ . u '- /, . ( r ni.\. a rrrrci rro y s i S'î
o[ on tioiive
Multiplions les deux membres par dx et intégrons de 0 à .i \ il vient
arc sin .i- = .r
Ces développements sont convergents pour r compris «Mitre — 1 et -|- 1 et Tare étant compris entre — -7^ et-| — :^-
ii2. Méthode des coefficients indéterminés. — Dans les applications, on emploie souvent la méthode des coefficients indéterminés pour calculer les premiers termes du développement d'une loïKlioii fil >.iic de puissances.
Prenons par exemple la fonction
sin .r
tanff.r = >
*^ cos .r
qui est finie, ainsi que toutes ses dérivées, pour \v = 0. Posons
sin.^•
cos .r " * *
Le premier membre changeant de signe avec .r, il doit en être de même du deuxième. La série ne doit donc contenir que des puissances impaires de x. Les coefficients a^^ «,, «^,... sont nuls, et on peut, dans la série, mettre .r en facteur. On a ainsi, en chassant le dénominateur,
sin.x- = .^cos.r [a^ -\- a.^c^ -f- a^x^ -\- ...), et, en remplaçant sin x et cos x par leurs développements,
■■■(■- 4+ TÏr--)-
En Taisant le produit des deux séries du deuxième membre et ordonnant suivant les puissances croissantes de r, on doit trouver une série identique au premier membre : on a donc
rt, = 1, 2 — r^a— (j"' "24 2 "^'^s— 120 *••'
d*où
On a donc
tan g X =:r — —r. \
Série de Taylor. Formule. — La lormule de Mac-Laurin
permet d'étudier une fonction f[j-) dans le voisinage de la valeur
j-=0; nous avons vu, en ertct, que la série de Mac-Laurin con-
crge dans un intervalle symétrique par rapport à 0.
l*our étudier la fonction f\.r) dans le voisinage d'une autre
valeur [a ><0), on fait un changement de variable en posant
alors .r étant voisin de «, x' est voisin de zéro ; et on est ranien> it étudier la fonction de .r'
dans le voisinage de ^ = 0. Pour cela, on développe f[a-\-a/) suivant les puissances positives croissantes de x'. La formule qui donne ce développcinent est la formule de Taylor. Si, pour un instant, on pose
il s'agit de développer 'i .r' en série de puissances entières et positives de r'. (l'est ce «ju'on fait en appliquant il ^{x') le développement de Mac-Laurin ;
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Or l'identité
et les identités qu'on en déduit en prenant les dérivées successives dos deux membres par rapport à x' , donnent évidemment, poui- .r=0,
s" (0) =/"(«), etc..
On a donc le développement
(T) fa + .,■') =f[„) + ^f' («) + Jj /•"(«) +
(jui est le développement de Taylor. Pour que ce développement soit applicable, il faut et il suffit que cp (r') soit développable par la lormule de Mac-Laurin.
Le développement (T) converge pour les valeurs de :v' comprises dans un certain intervalle symétrique par rapport à j:' = 0, c'est-à-dire pour
C^oninu' on a posé
ce développement représente donc la fonction f [jc) pour les valeurs de X comprises entre a — a et a-\- a.
En remplaçant, dans le développement (T), a par x et x' par /<, on écrit la même formule
114. Interprétation géométrique. — Considérons la courbe ayant pour équation
Si on développe /'(.r) par la série de Mac-Laiiriii, on obtient un développement qui représente un arc BB, de la courbe comprise entre deux ordonnées symétriques par rapport à Oy (fig. 57).
Fig, 5;.
Pour étudier la courbe dans le voisinage d'un autre point A, d'abscisse a, on considère l'ordonnée AO' du point A et on transporte les axes parallèlement à eux-mêmes en O' de façon à les amener en 0'.r et O'y' . La nouvelle abscisse x' d'un point de la courbe est liée à l'ancienne .r par la formule
x=a -\- jc" .
l/équation de la courbe devient
et, pour étudier la courbe au voisinage du point A, on développe f[a -f- x') suivant les puissances de .r'. La série de Taylor ainsi obtenue représente un nouvel arc CC, de la courbe compris entre deux ordonnées symétriques par rapport à O'y'. Soit, par exemple,
équation d'une hyperbole ayant pour asymptotes .r=lety = 0. Si on forme le développement de Mac-Laurin,
y = l-har-h.i:^+.
il est convergent pour
CM. (II. ni-: ( ertaim:^ i \ i i:<: ha i.r.s
il représente l'are B oo compris entre Tasyniptote .^• svmélrîqiie de l'asymptote par rapport à Oy (fig. 58).
,87 1 et la
ir
Fig. 58.
Pour étudier la courbe au voisinage du point A d'abscisse 00' = 2, on lait
alors
cette nouvelle série, étant convergente pour
représente l'arc d'hyperbole — x C compris entre l'asymptote verticale ^' = — 1 et la symétrique de cette droite par rapport h la droite Oy.
VI. - APPLICATION DES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES DE PUISSANCES AU CALCUL DE CERTAINES INTÉGRALES
Nous donnerons, à la fin de l'ouvrage, des méthodes d'approximation et des procédés mécaniques pour évaluer les intégrales. Nous indiquerons ici comment, dans certains cas, on peut calculer, approximativement, une intégrale en la développant en série.
Intégrale j e~'V.r. — Cette intégrale ne peut pas s'ex
primer sous forme finie. Pour de petites valeurs de x^ on la calculera approximativement en la développant en série. Comme
1 ' 1.2 1.2.3 on a
e~' dx = X
(^ette série est convergente pour toutes les valeurs de x ; elle converfçe très rapidement quand x est inférieur à 1.
On a construit des tables pour le calcul de cette intégrale de la façon suivante.
Nous démontrerons plus loin que l'intégrale
, 1 /est égale à -;t-V7:. On considère alors la fonction
(|ui se réduit à 1 quand la limite supérieure x croît indéfiniment. D'après le développement ci-dessus, on a
où les coefficients a^y «,, ... ont pour valeurs
On trouvera dans les tables de Houi^l (p. Gl) les logarithmes des ciiellicients ^/,, //j,....,^/,^, et les valeurs de la fonction {x) de .r = 0 h .r = 2.
116. Rectiûcation de l'ellipse. Exemple d'intégrale elliptique. — Soit une ellipse rapportée ii ses axes
CALCUL DE CERTAINES INTÉGRALES
On peut exprimer les coordonnées d'un point M de la courbe en fonction d'un paramètre it en posant
r = a cos it, t/= bs'in n.
Pour // = 0, on a le sommet A; et, pour //=-—-, le sommet B. Calculons l'arc AM = s. On a
ds = \/d.v--^(hf = si a' sm' H -ir h' cos' H du.
Remplaçons sin^ 11 par 1 — cos ^//, a- — b^ par c* et désignons par c Ve.rccntricité de l'ellipse
a Nous pourrons écrire
ds = a Vi — e^cos" u du , s = a \ V^ 1 — é' COS" u du.
L'intégrale ainsi obtenue ne peut pas être calculée sous forme finie à l'aide des fonctions élémentaires algébriques, exponentielles et logarithmiques^ circulaires directes ou inverses. C'est un cas particulier des intégrales elliptiques. On la calculera par les méthodes d'approximation que nous donnerons plus tard; on pourrait aussi la calculer en la développant en série procédant suivant les puissances de e-.
Faisons le calcul pour le quadrant d'ellipse AB ; il faudra
intégrer de Oh -y . On a donc, en appelant / le périmètre de Tellipse.
—-== a j Vi — e' cos^u du .
Comme e^ cos^ u est moindre que 1 , on peut développer
Vl — e^cos'u par la formule du binôme
(1 — e^ cos* u)^ =i — Tj-f^^ cos-^ u
igo COURS D'ASALYSE
Kn multipliant par a du et intégrant terme à terme de 0 à-^, on
aura une série donnant -j- 1. Pour avoir le terme général de cette
série, il faut calculer l'intégrale
Kcrivons-la
/ cos*"~'//r/ (sin //),
et intégrons par parties; nous aurons
W (/i) = (cos* "-* //. sin u) ^ -- (r--- "-'
(2/1 — 1) r ' cos*"-'/^ sin^ // du.
La partie intégrée s'annule aux limites; l'intégrale du second membre peut s'écrire
r * cos' ""' // (1 — cos^ //) du
c'est-îi-dire
Donc on a
En donnant l\n successivement les valeurs 1, 2, ..., w, on a ainsi les relations
V(l)=iv(0),
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d'où, «Il imiltij)liant membre à membre,
traillciirs
Le coeflTicient de e'" clans la série donnant -,- est donc
ou. (riiprrs la valoiii- de ^r(/î),
On a donc enfin pour -y la série
Calculons le rayon R d'une circonférence de même longueur que Tellipse.
il vient, en remplaçant / par sa valeur, et calculant les coefficients numériques
On peut obtenir des valeurs approchées de R en fonction desdeux axes a et b de la façon suivante.
iga
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Une première valeur de R, approchée par défaut, est -^(rtH-^).
En effet,
développant par la formule du binôme, on a
On en conclut la valeur suivante de — ^ — que nous écrivons
en réduisant les coefficients numériques aux mêmes dénominateurs que dans le développement de R :
On voit que — ^ — est une valeur approchée de R par défaut,
et que la différence R ^ — est de l'ordre de e\
Une deuxième valeur de R, approchée également par défaut,
mais un peu moins, est v/ri/>. Kn effet h étant égal h a^i — e', on a
V/^lÂ = a (1 — >)^= a \\ — ^e'— -^ c*— 4^e« ^ ' L 4 (>4 25b
Kn combinant ces deux formules donnant -. — et \ ah, on
4>btient, d'après M. Boussinesq, une valeur de R approchée par excès. On a en eflel
16:384 < xpression qui ne diffère de R que par le terme en e*.
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On tJ*ou\'cra des renseignements détaillés sur cette question de la rectificalioiî do l'ellipse dans un article intitulé Essai teclinique sur la rec/i //(■(/ //on rie l'ellipse j par M. Williot [Annales des Ponts etChanssrrs. jniUrl 1S96).
117. Intégrale elliptique H(^). — Nous avons trouvé dans le juiinéio pKncvlent ([ue l'arc d'ellipse AM est donne par
s=a 1 vi — e^ cos- u du .
Donc l'arc BM, compté à partir du sommet du petit axe, est
arc BM =a \ V i — e' cos" u du.
Fn faisant u = -^y — cp, dit = — d-^^ et remarquant que les limites de ^ sont cp et 0, on a, après avoir interverti les limites,
arc BM = a j v 1 — e- sin'" 'j do.
On pose, habituellement,
E('f , k) = CWi — kWin'o d'^,
A étant un nombre positif plus petit que 1. Avec cette notation
arc BM =flE(^, e).
L'intégrale E('^, k) est une intégrale elliptique qui a été étudiée par Legendre et appelée par lui intégrale elliptique de seconde espèce. Sa valeur dépend des deux nombres ^ et k. Comme k est moindre que i, on peut poser
A==sine.
On appelle cp l'amplitude. A* le module, H l'angle du module. On trouvera (hins les tables de Ilouël (p. 58) les valeurs de APPELL. Analyse. i3
E(tp, X) cl de logE('f , k) pour les valeurs successives des angles cp et 0 exprimées en parties du quadrant, de dixième en dixième de quadrant.
Ces tables pourront donc servir h la rectification de l'ellipse.
118. Autre exemple d* intégrale elliptique. Pendule simple. Intégrale elliptique de première espèce. — Imaginons un pendule simple de longueur 0M = / oscillant dans le vide entre les
deux positions extrêmes OA et OB, symétri(|ucs par rapport à la verticale OM^, et Taisant avec la verticale l'angle a. Soit A l'angle rOM que fait le pendule avec la verticale ii l'instant /. On démontre, en mécanique rationnelle, que l'on a
;- = ±:v2;cos y. —
a (Il ^
cos a .
nous aurons
Remplaçons cos X et cos a par 1 — 2 sin- -^j- et 1 — 2sin-~
\/ sur Ty sin*-;y-
où nous prenons le signe -f- en supposant que le pendule monte. Kn intégrant et c<»mptant le temps Ix partir de l'instant où le mobile est en .M„, on a
I y/sin'A^sin.^
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C'est encore là uih' ind i^iale ellij)li(|iit'. Illle se ramt'iir lacileinciil il la Idiiiif <|iie Legeiidre a iioiuiikm' inlri^rnlc de [/icmière cspcLC. Faisons iiii chanprenient de vaiiable en posant
sin-^
■ — ^ = sin=,
cp désignant une nouvelle variable qui part de zéro avec A et qui devient égale à~ pour ). = a. En posant, pour abréger,
sin — = A*, on a
sin-7T- = A- sin cp, -— - = arc sin(Asin »),
A Acoscp^/'v / ^ \
^^•^—777 /./ • '. -> V sin-—- — sin^-:^ = /:cos'^.
-^ Vl — A- sur 'j y 1 1
V / Jo \/l_/,^ singes
C'est là l'intégrale elliptique de première espèce, désigné( par Legendrc par la notation
La quantité k est le module, '^ l'amplitude. On trouve dans les tables de IIouôl (p. 58) les valeurs de cette intégrale : dans ces tables on a posé
A* = sin 9,
et on a calculé les valeurs de F(:p, A) et de son logarithme pour les valeurs des deux angles cp et 8 de dixième en dixième de quadrant. Dans le mouvement du pendule simple, H est égal à la
moitié de l'angle d'écart maximum, 0= — - .
119. Durée d'une oscillation du pendule. Développement en série suivant les puissances du sinus du demi-angle d'écart maximum. — Nous avt)ns trouvé plus haut l'expression du temps / que met le pendule à s'écarter de la verticale d'un angle X. Pour avoir la durée T d'une oscillation simple, il suffit
de doubler le temps que met / à acquérir la valeur ~ .
On a donc
Cette intégrale F (-y>^*) est ce que Legendre appelle inte-
i^rale complète de première espèce. On la désigne ordinairement par K.
Jo VI — A-sin-^'^
On a, avec celte notation,
T = 2 Kv/-^.
Pour calculer K, nous allons le développer en une série procédant suivant les puissances de A ==sin-;r- , comme nous avons
fait pour développer la longueur d'une ellipse en série procédant suivant les puissances de rexcentricité.
Ecrivons
K= p(l — A'^sin^'f)"Trf^,
et développons, par la l'ormulc du binôme, la quantité sous le signe d'intégration
é^ lAXi In
Nous aurons ii calculer les intégrales
V(/i)=jp"sin«"^f/^.
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Or. on laisanl -^ = -^^ //, r/'^ = — du, r\ o\\ remarquant que, '^
variant de 0 à-^ , ti varie de -^ îi 0, on a, après \\\u\v changé le signe et interverti les limites,
W 'n^= I * cos""// (lu.
Jo
Cette intégrale est celle que nous avons calculée au n° 1 16.
^ ' 1 l.-iA) In
Donc enfui
Vil. — APPLICATION DES DÉVELOPPEûIENTS EN SÉRIES DE PUISSANCES A L'ÉTUDE DES FORMES INDÉTERMINÉES
120. Formes indéterminées. — Les principaux types de formes indéterminées sont
-J, f-, OXx, 0% X», r, x-x.
Forme — p . — Soient f{x) et cp (x) deux fonctions de x qui s'annulent toutes deux pour x = fl. Le rapport
n*a aucun sens pour x=a; mais il peut arriver que ce rapport tende vers une limite quand x tend vers a ; on dit alors que cette limite est la valeur du rapport pour x=a.
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On démontre, dans les éléments de Talgèbre, que si le rapport des dérivées
aune limite pour x = rt, le rapport
a également une limite et que ces limites sont les mêmes. Dans un grand nombre de cas, on peut employer les développements en série de la façon suivante. Si Ton pose
le problème est de voir si le rapport
tend vers une limite quand .r' tend vers zéro et de trouver cette limite si elle existe. Si les deux fonctions sont développablcs par la formule de Taylor, on les développera suivant les puissances de x'; on pourra supprimer une certaine puissance de .r', comme facteur commun au numérateur et au dénominateur, et on verra immédiatement s'il existe une limite. Par exemple, prenons le rapport
r — sin .;•
log(l-4-J-)— ^4--^
pour ^' = 0. Ce rapport prend la forme — . Développons les deux termes suivant les puissances de r. On a
sin .r
log (1 -h .r=.r — -^ 4- -TT — -T- -+-.
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Le r;n)|)()i'l cofisitléré est donc
Divisant haut et bas par .r' et faisant tendre x vers zéro, on troiivr (Mnnme limite -^ .
Comme deuxième exemple, prenons
pour .r :^=0. C^e rapport prend alors la forme -— , car, v tendant
vers zéro, (1 -|-.r)~ tend vers e. On peut encore développer le
numérateur suivant les puissances croissantes de x. Il suffit de
i;n([uer (juc l'on a identiquement
icm;
^ — log^l+x)
car les deux membres ont même logarithme népérien. Remplaçant log(l H- i) par son développement en série, on a
en posant
Si, dans la série
TT
on remplace u par sa valeur et si on ordonne le résultat pa rapport aux puissances de .r, 0:1 a
Donc
et le rapport proposé
devient, après suppression du facteur x au numérateur et au dénominateur,
La limite cherchée est donc ^e.
Forme ^. — Si deux fonctions /"(^j etcp(.r) deviennent infinies pour x = a, le rapport
GO
prend, pour x = a, la forme ^. En écrivant ce rapport
on est ramené a la lorme —-r •
On peut, dans certains cas_, trouver directement la limite, sans passer par cette transformation. Soit par exemple le rapport
où j) et m sont des nombres positifs. Quand x augmente indéfiniment, ce rapport prend la forme ^. Pour trouver sa limite, développons e"'^ en série; le rapport devient
. . mx m.r- m" x
APPLICATION AUX FORMES INDETERMINEES
Soit n un entier supérieur \\ p. Divisons le numérateur et le dénominateur par .z'% il vient
1 JH 1 /7Z" /«"^^
Quand ,r augmente indéfiniment, le numérateur tend vers zéro;, le dénominateur augmente indéfiniment, car, après les n premiers termes du dénominateur qui tendent vers zéro, viennent des termes tous positifs qui augmentent indéfiniment.
Le rapport tend donc vers zéro.
Forme OXx . — Cette forme se ramène à l'une des précédentes. Soit, en effet, un produit
dans lequel f(x) devient nul pour x = a et o[x) infini. En écrivant ce produit
'fW
on voit qu'il prend la forme -r- , et en l'écrivant
on voit qu'il prend la forme ^.
Considérons par exemple le produit
;r"'logx,
où m est positif. Quand x tend vers zéro, ce produit prend la forme OX!ûc .
La fonction log x ne peut pas être développée par la formule de Mac-Laurin. Nous ferons un changement de variable en posant
Pour faire tendre .r vers zéro, il faudra faire croître t indéfiniment par valeurs positives. On a alors
Pour t infini, ce dernier rapport tend vers zéro, d'après l'exemple précédent; le produit .r'"log.r tend donc vers zéro avec X.
Formes 0®, ao^, 1*. — Ces formes se ramènent aux précédentes en prenant les logarithmes des fonctions qui se présentent sous l'une de ces formes.
Ainsi, prenons la fonction
OÙ, pour X = a,
L'expression
log?/=:cp(.r)log/*(.r),
prend_, pour x=a, la forme Ox co.
Soit, par exemple, l'expression
où X tend vers zéro. On a
\ogy = x Ipg^.
Quand x tend vers zéro, le produit x log x tend vers zéro, comme nous venons de le voir ; donc log ?/ tend vers zéro, et i/ tend vers 1.
Forme x — x. — Soit une différence
dans laquelle f[x) et cp (,r) deviennent infinis pour x = a. On écrira cette différence
APPLICATION AUX FORMES IN DÉT E RMIN É ES 2o3
Quand i* tend vers a, le rapport
prend la forme ^ . Si ce rapport tend vers une limite l différente
de 1, le facteur i ' . " [ tend vers la limite 1 — l différente de
zéro, et comme f{,r) devient infini, la quantité considérée augmente au delà de toute limite.
Si le rapport ' ., [ tend vers 1, le facteur 1 — ^. ' ; tend vers
zéro ; le facteur f[oc) devient infini, et la quantité considérée prend la forme
XXO.
Prenons, par exemple, la différence
0 == '^x' + x' + 1 — V^.rM^
pour .^=-(-00 . Cette différence se présente alors sous la forme X — X. On constate immédiatement que le rapport des deux radicaux tend vers 1. La différence peut donc avoir une limite. Pour la trouver, écrivons
car, X étant positif,
et, dans tous les cas, On a donc
ou
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Quand .r est très grand, // et s> sont moindres que 1 et on peut développer (l-f-«) ^ et (l-f- f') * par la formule du binôme
Remplaçant // et (' par leurs valeurs et ordonnant les deux séries par rapport aux puissances de — , on a
La différence o devient alors
et, pour j==-|-x
On peut remarquer que, pour .r = — x la différence o n'est pas indéterminée; elle est infiniment grande et négative.
I. — SÉRIES TRIGONOMËTRIQUES
121. JPropriètès générales. — Soit une fonction F(/) connue dans un intervalle [a, h)
(3n peut toujours, pour simplifier, ramener cet intervalle à <Ure — - et H- 7z en faisant le changement de variable
AWw ou tire
On voit, en effet, que pour f = a, .r = — t: et pour t = hy Nous poserons
La fonction /' (r) est alors connue dans l'intervalle de — - à Si cette fonction f[x) est finie et continue dans Vinters^alle de
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- // -f- T., on peut toujours, pour toutes les valeurs de x comprises dans cet intenta lie
la développer en une série convergente de la forme
(1) f{jc) = «0+ ^/, cos..r 4- A, sin .r + a^ cos 2 x + /», sin 2 .r -j- -|-fl„cos nx-\-hn sin /ij -{-...;.,
/es coefficients a ^, «„ ...., «„,/>„ ..., /'„,... c'/<'/«/ <:/es conaianfrs con ven a hlem en t ch oisies .
Ce développement n'est plus valable pour les valeurs limites — ^et-f-'î^ ^^ •^- Pour ces deux valeurs limites la série prend la même valeur.
On démontre que la somme de cette dernière série n'est égale ni à f( — -) ni à f{-\-'^)y ni»is à la moyenne arithmétique
On démontre également que la série obtenue en intégrant terme à terme une série telle que (1) est convergente et que la nouvelle série a pour somme une fonction primitive de f[x) dans le même intervalle de — 7c à + t:.
Mais on ne peut pas affirmer que la série obtenue en différentiant terme à terme une série telle que (1) soit convergente. Nous ne démontrerons pas toutes ces propositions, nous nous contenterons de quelques indications.
122. Détermination des coefficients. — La détermination des coefficients du développement (1) repose sur les faits suivants :
1* Si m cl /i sont deux entiers positifs différents, on a
/ cosmx cos t:x dx ==0, / sin mx siu njc dx = 0.
si: RI ES TitiGoyoMÉrniquES io-
En l'fîVl, on a icleiit'miKMiitMît
(•(»s ni.v i
os n.v=z— [cos [m — n) j'-f-cos [m -\-n) x]
sin mx sin /?.r = -^- [cos [m — n) x — cos [m -\- n) x] ;
Les intégrales indéfinies sont donc
1 r sin [m — //) X _, sin [m -\- n) x^
elles s'annulent évidemment aux deux limites.
2" Quels que soient les entiers positifs m et /i, qu'ils soient diflerents ou non, on a
/ sin mx cos nx dx = 0.
En efï'et, on a
sinm.rcos nx= — [sin [m -\-n)x -f- sin ni — n)x'].
Si m — n n*est pas nul, l'intégrale indéfinie est
1 r cos[m-\-n)x cos {m — n)x "1
2 L ffi-\- n ifi — 'i J '
l'intégrale indéfinie prend les mêmes valeurs pour x=^ — - et X =7:; l'intégrale définie est nulle.
Si m = n, on a
sin mx cos mx = -^ sin 2 /«.r,
et l'intégrale entre les limites — t: et +7: est encore nulle. 3** On a, n désignant un entier non nul,
/•-Hï: /»-4-r
j cos^nxdx =T,y j s'in-nx dx=7z.
En effet,
, 1 -h cos 2nx . , 1 — cos 2 nx cos^nx = r; , sm nx = r; .
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Les deux intégrales indéfinies sont donc .r , sin2/?.r
Le sinus s'annule aux limites ; chacune des intégrales définies 4»st donc
Si /i = 0, la première intégrale devient
et la deuxième devient nulle.
Ceci posé, prenons le développement supposé
l) ^(.r) =zaQ-\- a^ cos j: -{- h^ sin .r -}- <7j cos 2 :v -\- b^ sin 2 x -j- H- <^'„ cos n.v -f- A„ sin /?.r -{-
Pour déterminer r/„, n > 0, multiplions les deux membres par cos/i.rt/.r et intégrons de — 7:îi-|-7:. Nous avons, dans le premier membre,
I / (j-j cos //./• (h:
Dans le deuxième membre, nous avons une somme d'intégrales qui sont lotîtes nulles^ d'après les remarques précédentes, excepté celle qui multiplie a^. On a donc
cosnxdjc = an j cos^ nxdx.
Le coefficient de ^„ étant i: :
1 /"*',• n„= --- I f[x) cos fiA- (l.r.
De mt^me, pour avoir /»„, on multiplie par s'mnxdx et on intègre de — 7:ii -4-r. T(»utes les intégrales du deuxième membre .sont nulles sauf celle <pii contient /»„ et on a
I f{x) sin/i.r(/x = A„ / sin^//.rr/.r.
SÉRIES TRIGOyO. M ÉTRIQUÉS 209
D'où, comme le coefficient de /»„est7:,
sin nxdjc.
Nous avons ainsi tous les coefficients a^, rt,, ...,^,, Z»,, — 11 reste à calculer «'„. Pour cela, on multiplie par dx les deux Hiciul^res du développement et on intègre de — 7:à-|-7:. Toutes les intégrales du second membre sont nulles, sauf celle qui contient «0, et on a
On voit que <7o est la valeur moyenne de la fonction /*(.r) dans l'intervalle de — 7:à-)-7:;rt,i et ^„ sont les doubles des valeurs moyennes de f(x)cosnx et f[x)s\nnx dans le même intervalle.
On peut dire que le développement en série trigonométrique d'une fonction /"(.r) dans un intervalle — Tzà + '^est connu, quand on connaît la ç>aleiir moyenne de la fonction f [x] et des produits f[x) co^nx, f[x) sin nx dans cet intervalle.
Nous admettrons que le développement ainsi obtenu représente bien f[x)i entre les limites — 7: et -|- tt, et est égal à
|-[rN+/"(-'^)l. .
aux deux limites 7: et — ?:. La démonstration de ces propositions nous entraînerait en dehors du cadre que nous nous sommes tracé.
123. Application. — Soit à développer la fonction entre les limites — 7: etH- -.
APPELL. Analyse.
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Résumons les valeurs des coefficients rt^» ^n> ^>n trouvées plus haut
Actuellement
(i„ = — / /*(.r) cos nxdr, j
il « = 1,2,.
h„= — j f[x)s\ïinxdx, ]
car l'intégrale indéfinie -^ prend les mêmes valeurs aux deux limites. Eln général, on aura
1 r-f En effet, la fonction sous le signe |
^ cos/îj-^.r = 0.
-iy cos /e.r
est impaire] elle change de signe avec j*. Dans l'intégrale définie
de — t: à -I-t:, la différentielle -^ cos /2.r</vr, prend donc des
valeurs deux à deux égales et de signes contraires, et la somme de ces valeurs est nulle. *
Calculons maintenant
f^n = -^- I -Tj- sin nx dxy [n = i, 2 , x ) .
Nous intégrerons par parties en faisant
X cos nx
l'intégrale peut alors s'écrire
I udt» = tuf — / vdtt
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c'est-à-dire
cos nx
-75 — / cosnxdx.
In J-,_
La dernière intégrale est nulle. La partie intégrée donne
car
cos/?7: = cos( — /it:) = ( — 1)".
Telle est l'intégrale qui figure dans ^„. Pour avoir Z>,i, il faut la
diviser par ?:; donc
IV
Faisant /e = l,2, ..., on a
D'où le développement demandé :
-— - = sin ^ — sin 2x-\--:t- sin 3 x
Ce développement représente la fonction -Centre les limites
— - et-h^- Aux limites, il ne représente plus la fonction, car la série s'annule pour .r = dr 7:. La somme de la série est alors égale à
qui est bien 0 dans le cas actuel, car
124. Représentation graphique. — Construisons la courbe définie par l'équation
y = sinj; — -s-sm 2x+-=-sin 3x — ,
OU, pour abréger,
9 [x) désignant la fonction définie par la somme de la série
o(^) =sin:i- ij-sin 2x-]- -^j-sinS.r
On a évidemment
d'après les propriétés élémentaires du sinus. Marquons alors, sur Ox, les points (fig. 60),
V^^IX
d'abscisses
et les points symétriques
A', d*abscisscs
Bi B,
B Fig. 6o.
Si on connaît la courbe entre les ordonnées ^les points A' et A, on la connaît pour toutes les valeurs de .r, car la relation
montre que Tordonnéc est In même aux points correspondants de tous les segments A' A, A A,, A, A,, ... C'est là un fait analogue à celui qui se présente pour la sinusoïde, dont il suffit d'avoir tracé une ondulation autre — i: et -h" pour pouvoir construire
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toute lu courbe en transportant le long de Ox la même ondulation.
Construisons donc la courbe donnée entre les ordonnées des points iV et A, c'est-à-dire pour jc compris entre — t: et -j-::.
Dans cet intervalle, la somme de la série est égale h -^ , et
l'ordonnée y de la courbe est identique à Tordonnée
du segment de droite B'B, passant par O et ayant pour coefficient angulaire— . La courbe est donc formée de ce segment
de droite entre les limites — tz et-\-7:y c'est-à-dire entre les droites A'B' et AB. Quand x est égal à 7: — s, £ étant positif et très petit, l'ordonnée de la courbe est égale à celle de la droite, quelque petit que soit s; mais pour
l'ordonnée de la droite est -^ = AB et celle de la courbe est 0.
Il y a donc, dans la courbe, une discontinuité pour x = r^. De même, pour x voisin de — 7:
X= TT-f- £,
l'ordonnée de la courbe est égale à celle de la droite B'B ; mais pour
l'ordonnée de la droite est A'B', celle de la courbe 0. En résumé dans l'intervalle de — 7: à -j-r, la courbe
se confond avec le segment de droite B'B, mais elle s'en sépare brusquement aux limites. Elle se compose de tous les points de la droite B'B situés entre les extrémités, mais les points obtenus pourar=db7t ne sont pas les extrémités B' et B; ce sont les points A' et A.
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La Ibnctioii
étant ainsi représentée graphiquement dans l'intervalle de — t: -j-t:, il suffit, pour avoir la représentation graphique de cette fonction dans tout intervalle, de reproduire périodiquement le même tracé entre les points AA,, A^A^, ..., A' A',, A'^A', ... comme le montre la figure 60. La courbe
se compose donc d'une infinité de segments de droites égaux et parallèles B'B, BB,, B,Bj ... et des points A', A, A,, A^ ..., les extrémités de ces segments n'appartenant pas à la courbe et devant être remplacés par les points A', A, A,,...
On voit bien, par cette discussion détaillée, comment la série
trouvée représente la fonction -:y entre les limites — t: et -[- t:.
HEMAitQUE. — L'exemple (jue nous venons de traiter nous montre que l'on ne peut pas toujours difï'érentier les séries trigonométriques.
En eflet, si on prenait les dérivées des divers termes de la série (3), on aurait la série
cos.r — cos 2 j:-4-<*t)s 3.r — ,
qui est manifestement divergente, car le terme général cosw.r ne tend pas vers zéro.
125. AuTHE EXEMPLE. Développement de j- . — On pourra applicpier, de même, la méthode générale au développement de -7- . Les intégrales donnant les coefficients se calculeront facilement h l'aide de l'intégration par parties.
Mais, nous pouvons déduire ce développement de celui de — .
.r 1 1 (3) ^ = sin ;r ~ sin 2 .r -h — sin 3 .r — ,
en admettant que, pour intégrer une série trigonométriqùe, il
> /. /; / /. s / /; / o' o y o M Ï-: T m que s a 1 5
sullit (linlciirt r U'iine ii terme. On a ainsi, m iiiU'jri'ant les deux membres de (3) et désignant par a^ une constante d'intégration,
- — = 11^ — cos .r -f- -rj^ t'os 1 x ^^ cos .> jc -|- ,
oîi il reste ii détorniiiiei' a^. Pour cela, d'après la méthode générale, on multiplie les deux membres par d.r et on intègre de — tz a-j--. On a alors, puisque toutes les intégrales du deuxième membre sont nulles, sauf la première,
Donc
pr COS X -\- -TyT cos 2 X — cos 3 .r -f-.
Aftut'llement, la fonction développée en série est
La série est égale h f[x)y entre les limites — t: et -+-::. Aux limites, la série prend la valeur
mais, comme
la série pour .r=zbr: est égale à la fonction. Le développement est donc valable pour
Si l'on construit la courbe
-'- l 1 . //= j.. — cos ,r + -TTj cos 2 .r :rjCos3.r-j- »
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cette courbe, dans l'intervalle — t: ii H-t: et aux limites de Tintervalle, coïncide avec l'arc de parabole B'OB (fig. 61).
^ A yk
JKA.A
Fig. 6i.
La courbe tout entière s'obtient en répétant indéfiniment le même arc de parabole dans tous les intervalles (t:, 3 t:) (3?:, 5 tt),... etc. Les points B', B,... sont des points anguleux.
ET DE SES DÉRIVÉES DANS UN INTERVALLE
126. Sur une suite de polynômes {^). — Considérons un intervalle de — /t à -j-/' t.'t formons une suite de polynômes en a-
de degrés respectils 0, 1, 2, .,., w, possédant les propriétés suivantes :
1" Le premier polynôme 1\=1. Sa valeur moyenne dans l'intervalle ( — //,-!-//) est donc 1.
2« On a, pour /i > 0, -^ = P„_i.
3° La valeur moyenne de chacun des polynômes P,, P,, ..., P„> dans l'intervalle de — /< îi -f- //, est nulle.
Il est facile de voir que ces propriétés déterminent complètement les polynômes et permettent de les former de proche en proche.
(i) Voyez Léal'té, Comptes rendus, i4 juin i88o, Journal de Liousille^ juin t88i.
EXPRESSION D'US POLYSO^I I 1. TC
Calcul <U- \\. —On a
dx donc
r, étant une constante d'intéerratlon. Cette constante se détermine par la propriété (S**) en écrivant que la valeur moyenne de P, entre — // et -f- // est nulle :
/ P,^.r = 0, / (r — cj djc = 0.
Effectuant l'intégration, on trouve que l'intégrale se réduit à
cji.
Donc fj^zzO, et le premier polynôme est :
Calcul de P„. — On a
dx — '< — •''^
lonc
A 8 cy <^2
c, étant une constante d'intégration que l'on détermine en écri vaut que
on a ainsi
et le deuxième polynôme P, est
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Calcul de P,. — On a
dx ~~ * 2 «
On détermine c* en écrivant
ce qui donne d'où
iy.r=0,
et ainsi de suite.
Convenons de désigner par
la valeur moyenne de la fonction tp (.r) dans l'intervalle de — /ta + /<:
moy © (.i)
</ar.
Nous pourrons résumer les propriétés des polynômes Pn(j') dans le tableau suivant :
I>, = 1, |moyPJ = i,
4f =•*»-.' ~ I moy P„ 1=0, «-1.
127. Expression d'un polynôme en fonction des valeurs moyennes de ce polynôme et de ses dérivées dans Vintervalle de - h à + h.
Soit f[x) un polynôme en x de degré p. Nous voulons déterminer ce polynôme connaissant les valeurs moyennes de ce polynôme f(x) et de ses dérivées fj^x)y f"(x)y ... ;/*<"! (.r) dans Tintervalle de — /i ii -{-h y c*est-îi-dire connaissant
I '«oyfix) I , I moy/V) I , I moyf^^ (.r) |
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lù'rivons le polyiiùine iiuoiniii / ./ sous la lorme (1) f[x) = a„I>„+ a,l>, + «,P, + + a,\\,
OÙ Po, P,, ,P^, sont les polynômes que nous venons de définir,
(i,^, a^,...,a,, des constantes. l*our déterminer ces constantes, prenons d'abord la valeur moyenne des deux memhi «s <lt* f[x) dans l'intervalle de — 1i{\ -\- h. Comme la valeur moyenne d'une somme est la somme des valeurs moyennes de ses parties et que
I moy P, I = 0, (1rs (juc // > 1, on a
I moy/*(j7) I =a^, I moyP, | = a^,
car
|moyI>J=l.
On a ainsi la valeur de Reprenons ensuite les dérivées des deux membres de la formule
(1) en nous rappelant que P„= 1, — 7-^ = P„_i pour /« > 1. Nous aurons
Prenant les valeurs moyennes des deux membres, on trouve, comme plus haut,
Dérivant de nouveau les deux membres par rapport à x,
f" W = «.!', + "al', + + «,.P,.-. ;
puis, prenant les valeurs moyennes, on a I "^oyf"[x) I =a..
Et ainsi de suite jusqu'à
On a donc les valeurs des coefficients «o, «,, ••,«;, et on peut
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écrire le polyn<\me cherché sous la forme suivante où on a remplacé Pp par sa valeur 1 :
(3) f[x) = I moy/-(.r) | + | moyf'(x) \ P.+ | raoyf"[x) | P.
+....+ lmoy/^'(x)|P,.
Telle est la formule demandée. Il serait aisé de vérifier que, quand h tend vers zéro, elle se réduit à la formule de Mac-Laurin pour le polynôme fi^r).
128. Extension à une fonction quelconque fU). — On est conduit, par analogie avec la formule de Mac-Laurin, à étendre la formule ci-dessus h une fonction f[x) quelconque admettant des dérivées de tous les ordres entre — h et -f- //. Le deuxième membre devient alors une série, et on parvient au développement
(4) /-(.r) = I moy /^W | -f- 1 moy/^(^) 1 P, + | moyf"{x) \ P,
H- + lmoy/^"^(.2r)|P„4-
Mais cette formule n'est exacte que dans des cas difficiles à reconnaître. Pour s'en convaincre, il suffit de remarquer que, si on vendait l'appliquer à la fonction
/; (j)= A, sin-^ -h B, cos -j-,
où V est un entier non nul, A^ et B^ des constantes, on trouverait pour tous les coefficients
In^oyAWl» |moy/;'(.r)|,
Imoy/^r^WI.
la valeur zéro. Le développement n'est donc pas applicable à cette fonction.
11 en serait de même pour la fonction /'(.r) obtenue en ajoutant des fonctions telles que f^ (x), dans lesquelles on donnerait à v une suite quelconque de valeurs entières
Néanmoins cette série (4) peut rendre des services dans la pratique.
I. — L'ÉLÉMENT DIFFÉRENTIEL DEVIENT INFINI
129. L'élément différentiel devient infini à Fune des limites. — Quand on a défini l'intégrale
l^fflx)dx,
on a supposé que la fonction f[a:) restait finie pour toutes les valeurs de X comprises entre a et b ou égales à a ou à h. L'intégrale représente alors l'aire du segment de la courbe
entre les ordonnées d'abscisses a et b.
Supposons que fia:) reste finie pour .r = rt et pour x compris entre a et by mais devienne infinie pour .r = b. Pour fixer les idées, nous admettrons que la limite supérieure b est plus grande que rt, et que f[j:) de{>iennc infinie en conseivant tin signe constant, le signe -|- par exemple. La courbe
'a alors pour asymptote la droite BB' d'abscisse ^, comme le montre la figure 62. Nous supposons que l'ordonnée AA' a pour abscisse a.
Pour voir si l'on peut attribuer un sens à l'intégrale I, on procède comme il suit. Au lieu d'intégrer de a à b, on intègre de a à un nombre plus petit que b mais très voisin de by c'est-à-dire
•jij COURS D'AyALrSE
de «à b — e, e étant un nombre yyos////' très petit. On a alors l'intégrale
qui a un sens parfaitement défini; si M'M est l'ordonnée ayant pour abscisse b — e, cette intégrale mesure l'aire du segment AA'M'M. On fait ensuite tendre t vers * zéro, c'est-à-dire tendre le point M vers
le point B.
Quand £ est très petit, l'ordonnée
UM'= f[b — e)
Kig. in. est très grande, et, quand £ tend vers zéro,
rintégrale J, c'est-h-direl'aire AA'M' M, va évidemment en augmentant. Deux cas peuvent alors se présenter ; 1® Quand £ tend vers zéro, l'intégrale J tend vers une limite : cette limite est, par dèfinitiony ce qu'on appelle valeur de l'intégrale
f[x) dx.
fr
Dans ce cas, l'aire comprise entre l'ordonnée AA', la courbe et l'asymptote BB' est finie.
2" Quand s tend vers zéro, l'intégrale J augmente indéfiniment. On dit alors que l'intégrale
fh)dx,
est infinie. L'aire comprise entre la courbe, l'ordonnée AA' et l'asymptote est infinie.
Exemples. — Soit d'abord voyons si l'intégrale
de
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est fini*' ou non. Pour cela, calculons d'abord
t positif et très petit. L'intégrale indéfinie étant on a
Quand £ tend vers zéro, J tend vers 2 \ b — a. L'intégrale proposée a donc un sens et on a
Ja Sjb — X
Soit maintenant
fy, '
Nous allons voir que l'intégrale
{b-.vy
est infinie. En effet, calculons d'abord
r^-' dx
Ja {b — xy '
L'intégrale indéfinie étant -^ ;- , on a
expression qui devient infinie quand e tend vers zéro.
r dx
. Cas particulier où V intégrale est de la forme j -j-. -r;^.
Soit n un nombre positif, entier ou fractionnaire, considérons l'intégrale définie
i_r_if_
dont l'élément différentiel devient infini pour x=b. Nous allons montrer que cette intégrale est finie quand n< 1, infinie quand n ^ i.
En effet, supposons d'abord n différent de 1, et calculons l'intégrale
où e est positif et très petit. L'élément différentiel pouvant s'écrire
{b — jc)-»
rintégrale indéfinie est
et l'intégrale définie J==
Si /i<l, 1 — n est positif, £ est élevé à une puissance positive, et, quand e tend vers zéro, J tend vers la limite
{b-^ay-^
L'intégrale proposée est alors égale à cette limite.
Si /i> 1, 1 — ;/ est négatif, c est élevé à une puissance négative, et, quand t tend vers zéro, J augmente indéfiniment. L'inlégrale proposée est alors infinie.
Nous avons réservé le cas de/t=l. On a, alors
<ùr l'intégrale indéfinie est — log(A — x). Quand e tend vers
/. / /. /; M r y r Dirr i: n KyriE i dévie y t / y f lyi i -x "i
zéro, J augnu'iite iiiJétiuimcnt ; l'intégrale proposée est donc infinie pour // = 1.
131. Intégrales comparables aux précédentes. — Soit une intégrale
où f[x) est finie quand .r est égal à a ou compris entre a et b, mais augmente indéfiniment par valeurs positives quaiul r tend vers h.
Considérons le produit
où II est un nombre positif. Quand x tend vers />>, ce produit prend la forme 0 X x . Supposons que l'on puisse déterminer l'exposant n de telle façon que le produit
tende vers une limite l quand x tend vers b. Alors, on peut énoncer la règle suivante : 1** Si, pour une certaine valeur de n moindre que 1, le produit
a une limite /, l'intégrale proposée est finie.
2** Si, pour une certaine valeur de n supérieure ou égale à 1, le produit
{b-xYf[x)
a une limite l dilfèrente de zéro, l'intégrale proposée est infinie.
Premier cas. — Supposons d'abord qu'il existe un nombre n moindre que 1, tel que le produit
i,b-xrf{x)
tende vers une limite /, limite qui peut d'ailleurs être nulle, quand .r tend vers b. Dans ces conditions, il est évident que ce produit est très voisin de / quand x est très voisin de b. Parta- APPELL. Analyse. <5
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geons alors riiilervalle (riiitégration //, h] en deux pailios, l'une Je a il c et l'autre de c à /y, c étant plus petit que h, mais très voisin de h.
L'intégrale I s'écrit
1 = f/'r <lv-\- I f .v]dx.
La première intégrale, prise entre les limites a et c osl finie. il reste \\ montrer que l'autre intégrale est aussi finie. En cllct, le produit
tendant vers /, si on appelle M un nombre positif fixe supérieur à cette limite l, il est évident que, .r étant très voisin de />, le produit [h — .r)"/'(.r), qui est très voisin de /, est inférieur à M. On peut donc choisir c assez voisin de h pour que, jc étant compris entre c et h, on ait
(^ — ^)Y(^)<M, Mais on a alors (n® 32)
c ' ici' .« )
Comme M est constant, on peut le faire sortir du signe d'intégration; et on a, dans le deuxième membre, l'intégrale
qui est finie, car n < i. L'intégrale du premier membre ff[x)dx
étant moindre qu'une quantité finie est finie. Donc, dans ce cas, [n < 1) l'intégrale proposée est finie.
Deuxième cas. — Supposons maintenant qu'il existe un nombre n supérieur ou égal à 1, tel que le produit
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Iciitlr \t I s iiiK limite / (li'/f'érente de zéro, quand j: tend vers Ij. On pouiia ti I il < (OUI me plus haut
l = fr,rd.v+Çfl,,)d.v,
( » hiiil moindu' ([iic //, mais très rapproché de b. La première intégrale estlinie; nous allons montrer que la deuxième est infinie. Soit //?, un nombre positif moindre que /,
Quand r <'st très voisin de h, le produit
rsl hrs Noisiii de / ri. j)ar suite, siqx'iieur il /)i. On peut donc |n»Midir r asst'Z voisin de A j)()iir (juc, dans tout l'intervalle (c, ^;, on ait
Jj — •</'/ -^ > f^h (• t'st-it-dire
On a alors
Or rintègrale du deuxième membre est infinie cay n ^ 1, celle du premier membre est donc également infinie. Dans ce cas, l'intégrale proposée est infinie.
Remarque. — Nous avons supposé, pour fixer les idées, (jue / .r) devient infinie en restant positive, quand .r tend vers h. Les mêmes conclusions s'appliquent au cas où f[.v) devient infinie en restant négative quand x tend vers h. Kn effet, dans cette dernière hypothèse, la courbe
s . loiun,. a rinfini pour x = b au-dessous de Taxe O.r. Il suffirait donc dr clianger le sens de O^ pour être ramené au cas précédent.
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132. L*èlèment différentiel devient infini pour la limite inférieure, — Nous «vous supposé que l'élément différentiel /"(j") devient infini quand .r est égal à la limite supérieure b. Les mômes conclusions sul>':>isteraient évidemment si f[x) devenait infmi quand r est égal à la limite inférieure a. Il suffirait, pour ramener ce cas à celui qui a été traité en détail, de changer le sens de l'axe O.r dans le tracé de la courbe 1/ = f^a-).
Pour voir si l'intégrale
£Md:r,
ou
a un sens [h>a), on considérera le produit
pour it = a.
S'il existe un nombre positif /i, plus petit que 1, tel que ce produit ait une limite, l'intégrale est finie.
S'il existe un nombre n égal ou supérieur h 1, tel que ce produit ait une limite différente de 0, l'intégrale est infinie.
Exemples. — I. Soit l'intégrale
La fonction
devient infinie pour .r = 1. On cherchera s'il existe un nombre /i, tel que le produit
tende vers une limite pour .r = 1.
Comme
V 1 —r' =V/1 — rv'i -hx4-^%
L I i.i.Mi:.\i i)irii:ni:.\TiiL UKVir.y r jxi lyj 2-29
on voit qu'on prenant /^ ^=r -y , le produit
tend vers — (puind r tend vers V ->
Le nombre n étant moindre que 1, l'intégrale a un sens.
II. Soit rintégrale
f log.iv/.r,
dans hupielle le coellicient de cf.v
/•(.r;=log,r,
• '<t infini négatif pour .r = 0, eettr lonetîon «'tant d'ailleurs finie pour toutes les autros valeurs de .v entre U et 1. Ici ^^ = 0; le produit il considérn .1 — a)" f {:v) est donc
.r"log./".
Il faut voir comment se comporte ce produit pour.r=:0. Or, quelle que soit la valeur positive attribuée ii /?, ce produit tend
vers zéro (p. 202). Kn prenant par exemple, /e = — - ,
.r 2 log.r
tend donc vers une limite quand .r tend vers zéro. L'exposant n étant moindre que 1, l'intégrale a un sens.
III. Soit l'intégrale
," Js
où l'élément difTérentiel devient infini pour .v = 1. En écrivant
on voit inmu'diatement que le produit
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leiul MIS J- pour .r = 1. Cette limite étant diflerente de zéro,
et l'exposant n égal à 1, l'intégrale est infinie.
Pour se rendre compte de ce résultat, on peut dire <jue,
dans le voisinage de x -=: 1, la fonction ^ __ ^ ^ devient infinie
comme -: et que son intégrale se comporte comme
__ i. — - — , intégrale qui devient infinie pour .r = 1.
IV. Soit l'intégrale
log
Jo loff.r *
La fonction
est nulh' pour.r = 0, car logO^- — x ; elle est finie tant que .r va de 0 à l ; elle devient infinie négative (juand .r tend vers i. Le produit à considérer est ici
pour. 1*^=1. Faisons .r -= 1 — .v\ n(»us aurons à étudier le rapport
logl— .I-'; '
quand .v tend vers zéro par valeurs positives. ()r,.r étant nioindrr que 1, on a
log{l—.r') == — .*' 2" — -y] ;
on voit donc que, si on prend /ï=: 1, le rapport devient
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et ([u'il tond vers — l pour./ -=:(). Donc le produit
1— r log.r
tend VOIS — 1 quand x tend vers 1. Celte limite étant diffiTcnte de z(''/-() et l'exposant n égal à 1, l'intégrale est infinie.
COS U
où l'élément différentiel
' "^ ^ cos\r devient infini pour .r = — - . Kcrivons
sin^(^-.) nous voyons que le produit
tend vers 1 quand .r tend vers -^ . Ici l'exposant n est égal à 3;
il est supérieur à 1 et le produit tend vers la limite 1 différente de 0. L'intégrale est infinie.
Pour se rendre compte de ce résultat, on peut dire que, dans le
voisinage de -^Aix fonction = — devient infinie comme -, —.
° 2 ' cos'o- /t. y
et que son intégrale se comporte comme \2 /
du-
qui est infinie pour .r= ~ .
134. L'élément différentiel devient infini entre les limites.
— Soil une intégrale
OÙ rélément différentiel devient infini pour une valeur c comprise entre les limites. Il faudra alors considérer séparément les deux intégrales
dans chacune desquelles l'élément différentiel devient infini pour une limite j' = c. Pour que l'intégrale proposée ait un sens, il faut que chacune de ces intégrales en ait un, et, alors, l'intégrale proposée est, par définition, égale à la somme de ces intégrales:
ï=ff[j:)d.v+ff{^)dj:.
Exemples. — I. Considérons l'intégrale
dans laquelle l'élément différentiel devient infini pour.r=0. Construisons la courbe [fig. 63)
Fig. m.
elle a deux branches infinies asymptotes à Oy. On considérera, séparément, les deux intégrales
/•« d.v /•! djr
Ces deux intégrales ont un sens, car elles sont de la forme
dx
r (ix
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où // a la valriir -^ inoindir (jiic I. I.'iiitf'grale indéfinie est, pour
chacune d'elles,
et rintégrale définie 3. Géométriquement, cela veut dire que Taii r comprise entre la branche de gauche et l'axe Oy est égale à 3; Taire symétrique également. L'intégrale proposée est alors égale à G ; elle donne l'aire totale.
II. Soit l'intégrale
La courbe
a une forme analogue à la précédente (fig. G3). Mais ici les deux intégrales
r" dx pdx
sont infinies toutes les deux, comme on le vérifie immédiatement, et l'intégrale proposée n'a pas de sens. Chacune des deux aires à droite et h gauche de l'asymptote est infinie.
Il serait absurde d'appliquer à une intégrale de ce genre les règles qui ont été établies pour le cas où la fonction h intégrer est finie dans l'intervalle d'intégration. Ainsi, pour cette intégrale
r^' dx
il serait absurde de prendre l'intégrale indéfinie et de
dire que l'intégrale définie est égale à la différence des valeurs
de aux deux limites, c'est-à-dire \\ — 2. Cette règle établie
pour calculer les intégrales définies suppose en effet essentielle^ ment que la fonction à intégrer reste finie entre les limites, ce qui n'a pas lieu ici.
aJ
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135. L'élément différentiel devient infini aux deux limites. — Ce cas se ramène aux précédents.
Soit une intégrale
r/-(.r)rf.r,
on /■ i.r devient infini aux limites a et />, et reste fini entre les limites. Soit c un nombre quelconque compris entre a et b.
On considérera les deux intégrales
Fig. G;.
dans chacune desquelles l'élément différentiel devient infini pour une limite.
Pour que l'intégrale proposée ait un sens, il faut que chacune de ces deux intégrales ait un sens et alors la proposée est, par définition, égale à leur somme.
KxE.MPLE. — Soit a > ^; l'intégrale
n un sens. La courhe
présente deux asympl(»tes d'abscisses a et ^. Si on appelle y un nombre intermédiaire, on considère les deux intégrales
Jr^ dx r^ d.r
Ces deux intégrales ont chacune un sens, car les produits
(.r^a}Vl>), (3--.r)-î/(.r},
tendent vers des limites pour .r =:a et.r= 3.
L'intégrale pr<»posée n donc un sens; elle représente Taire
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136. L'élément différentiel devient infini aux limites et pour des valeurs intermédiaires . — Soit l'intégrale
= fLr:d.c,
où/'(.r; devient infini, pour x = Oy jr = b, «t des valoins iiitcrim'' diaires .r= a, .r = p, x = Y- Supposons
On consid^Tora les intéjjrales
(J) ff-v.,!.,; f /■:>:>/■>: f/,r,.h; f^dx.
Pour que l'intégrale proposée ait un sens, il faut que chacune de ces intégrales, traitée par la méthode du numéro précédent, en ait un. L'intégrale proposée est alors, par définition, la somme des intégrales (J). .
n. — INTÉGRALES DANS LESQUELLES UNE DES LIMITES EST INFINIE
Définition. — Soit une intégrale de la forme
Cette notation n'a aucun sens par elle-même, car jusqu'ici nous avons donné toutes les définitions en supposant les limites finies. Pour voir si l'on peut attribuer un sens à l'intégrale considérée, on considère l'intégrale auxiliaire
OÙ la limite supérieure est finie. Puis, dans cette intégrale, on fait croître h indéfiniment. Alors deux cas se présentent :
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1" Si riiitégralc / /*(j) dv tend vers une limite quand b aug- Tnentc indéfiniment, cette limite est, par définition^ la valeur de l'intégrale
Cf{x)dx.
2" Si l'intégrale / /"(•*) d.v ne tend vers aucune limite quand b
augmente indéfiniment, soit qu'elle devienne infinie^ soit qu'elle devienne indéterminée ^ on dit que la notation
lj}(x)dx,
n'a aucun sens ; ou encore on dit, suivant les cas, que l'intégrale
ff:,)d.r,
<*st infinie ou indéterminée.
Exemples. — I. Soit
(Considérons l'intégrale auxiliaire
comme on le voit immédiatement en remarquant que l'intégrale indéfinie est — e'\ Quand b augmente indéfiniment, e~^ tend vers zéro. L'intégrale auxiliaire tend donc vers la limite 1 ; l'on a alors
Géométriquement, si l'on construit la courbe
qui est asymptote ii Ou*, notre raisonnement montre que Taire comprise entre la courbe, Taxe Ot/ et l'asymptote Ox est finie et a pour valeur 1.
lyTKGRAi.i:^ I) \ys lesquelles iwi: U/.s i.IMITKS K.si l.\l IMi: ï\-
III. Soit enfin
/ cos AcLv.
^ In
On a
j cos .l'd.v = sin h.
Quand h augmente indéfiniment, sin h n'a aucune limite, tout en restant compris entre — 1 et + 1. L'intégrale proposée est donc indéterminée.
138. Examen de quelques cas où la fonction f[.v] conserve un signe constant pour de très grandes valeurs de .r et tend vers zéro quand .r augmente indéfiniment,
1'^ Cas particidier. Soit l'intégrale «^-^
dx
r" dx
où p est un exposant positif quelconque et a un nombre que nous supposons positif, pour éviter que la valeur zéro, rendant — — infini,
soit comprise dans l'intervalle d'intégration.
La fonction — - conserve évidemment un signe constant quand p
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augmente indéfiniment. Nous allons montrer (juo : rinlrorale a un sens quand /> > 1 ; l'intégrale est infinie quand p<i. Kn effet, calculons d'abord l'intégrale auxiliaire
Si p est plus grand que 1, 1 — p est négatif et, quand b croît indéfiniment, //~^' tend vers zéro. L'intégrale a donc alors une limite, et on peut écrire
Si p est inlérieur à 1, 1 — p est positif et, quand b croît indéfiniment, />'~^ croit aussi au delà de toute limite; l'intégrale proposée est donc alors infinie.
Si y^ = l, on a
/•'' dr
expression qui devient infinie avec b. Donc Si on construit la courbe
cette courbe a pour asymptote O^ : l'aire comprise entre une ordonnée fixe, la courbe et l'asymptote a une valeur finie pour y> > 1 ; ï'ile est infinie poury^^ I .
2° Jnic^ralcii se ramenant a uj précédentes. Soit une intégrale
dans laquelle la fonction /*(j-) conserve un signeconstant, le signe-fpar exemple, quand .r augmente indéfiniment ; nous supposerons, de plus, que celte fonction tende vers zéro quand jc devient infini.
LMEGHAii-'^ i)t.\s /./:sQi /://./ s i.\/: />/> ii.mui.s /.s/ i.mi.mi. . ;.,
Si on consU uil la coui Ix* ij — / .i , trll»' coui l>t' jx-iil i:(>in>ei ( ).< un nombre quelconque de lois, mais, à partir d'une abscisse dét.'iiuiii) .\ Miliisaniment grande, elle reste d'un même côté de Ox, au-dessus par exemple, et elle est asymptote à O.r. Nous voulons donner nue recèle pour reconnaitre dans des cas simples, si l'aire (•(Hiiprist' riitie la courbe et l'axe des x est fini» ou ikmi.
Si on considère deux points Cet B' de la courbe d:ni> \,\ ji;ir-
Fig. G5.
tie qui est «t d» lunii <■ ;iu-dessus de O.r et si on appelle c et h les abscisses dv ers deux points, CC et BB' leurs ordonnées, en supposant
A > c, on peut écrire
ph i^r r*h
La première intégrale du deuxième membre a un sens bien défini; la deuxième représentant l'aire CC'B'B croit constamment avec b\ il s'agit de voir si elle reste finie quand b devient infini.
Pour cela, on considère le produit
où j) est positif. Ce produit se présente sous la l'orme
X XO
(juand X augmente indéfiniment. On cherche si, par un choix convenable de p, on ne peut pas amener ce produit à avoir une limite.
1^ Si,/; ayant une certaine \i\\euv supérieure à 1, le produit / / / trnd vris une limite /, l'intégrale proposée est finie.
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2^ Si, p ayant une certaine valeur inférieure ou égale à 1, le produit a:^'f[x) tend vers une limite l, différente de zéro, l'intégrale proposée est infinie.
Premier cas. — Supposons d'abord qu'il existe un nombre p supérieur à 1, tel que le produit
■.rY(,r),
tende vers une limite l, limite qui peut d'ailleurs être nulle, quand v augmente indéfiniment. Dans ces conditions, il est évident que ce produit est très voisin de / quand x est très grand.
Partageons alors l'intervalle de « à x en deux parties de a à c et de fax, c étant très grand. On a
t/rt t'a t'^c
La première intégrale du deuxième membre est finie; il reste il montrer que la deuxième est aussi finie. Or, le produit
tendant vers /pour jc infini, si on appelle M un nombre positif fixe supérieur à /, il est évident que, .r étant très grand, le produit x^'f[x)y qui est très voisin de /, est inférieur à M. On peut donc choisir c assez grand pour que, .r étant supérieur à c, on ait
.'rY(.r)<M,
Mais on a alors
fh)d.<n(^.
Comme p est plus grand que 1, la deuxième intégrale est finie; la première, qui est moindre, est finie également, et l'intégrale proposée est finie.
Deuxième cas. — Supposons maintenant qu'il existe un nombre p inférieur ou égal à 1, tel que le produit
INTEGRALES DANS LESQUELLES UNE DES LIMITES EST INFINIE
tende vers une limite Z, dilJerente de zéro^ pour x = x . On pourra écrire l'intégrale proposée, comme plus haut,
c étant très grand. La première intégrale est finie : nous allons voir que la deuxième est infinie.
Soit m un nombre positif moindre que l
0<rn< l.
Quand .2; est très grand, le produit j;^/'(.r) est très voisin de l et, par suite, supérieur à m. On peut donc prendre c assez grand pour que, x étant supérieur à c, on ait
xPf{x)>m,
Alors
ff[x)dx>mf^.
Comme p ^i, l'intégrale du deuxième membre est infinie, celle du premier également. L'intégrale proposée est donc infinie.
III. Soit
On a
Donc le produit
tend vers 1 quand x augmente indéfiniment. L'exposant p étant égal à 1, et la limite de x f[x) différente de zéro, l'intégrale considérée est infinie.
On peut se rendre compte de ce fait en remarquant que, pour .rtrcs grand, la valeur principale de
est — et que 1 intégrale proposée se comporte comme
qui est infinie avec x.
INTÉGRALES DANS LESQUELLES UNE DES LIMITES EST INFINIE
140. Remarque. — Nous avons, pour simplifier, supposé que f[jc) conserve le même signe quand a: est supérieur à un nombre fixe suffisamment grand et que /"(.x) tend vers zéro quand x devient infini. Il ne faudrait pas croire que cette dernière condition est nécessaire pour que l'intégrale
lA
x)dxj
soit finie, quand f[x) conserve un signe constant pour x très grand.
Soit, par exemple,
cette fonction conserve le signe + quand x augmente indéfiniment ; mais elle ne tend pas vers zéro, car, si on donne à x une valeur de la forme A-::, k étant un entier quelconque aussi grand que l'on veut, on a
La courbe
^ 1 H-:r''sin^^ '
est donc au-dessus de 0^ ; elle n'est pas asymptote à Ox, car elle touche la droite y = 1 en tous les points ayant pour abscisses
IZX
Fi g. GC)
0,71,27:, , A-7Ï, .... Pour la tracer, on peut remarquer qu'elle
touche aussi la courbe v= -1 — ; r ^^ ^^"^ ^^^ points d'abscisses
Cependant l'intégrale
dx
^•'Slll'^'
est finie. Pour le voir, on ne peut pas employer la méthode précédente qui suppose que la courbe est asymptote à Ox.
Nous emploierons une méthode qui réussit dans beaucoup de cas et qui consiste h partager l'aire comprise entre la courbe et l'axe Ox en tranches, par des ordonnées, et à vérifier que la série formée par la somme de ces tranches est convergente. Nous partagerons ici l'aire par les verticales d'abscisses
0, 71, 2,1, St:,
Nous aurons alors en appelant Uq,u^,...,u^^, les aires de ces tranches qui sont toutes positives,
Ifn = / f{'^) dx.
Mettons à part //„, nous allons montrer que la série
est convergente. Pour cela, nous chercherons une limite supérieure de w„. Si, dans l'intégrale u,^^ on fiiit
on a
et, comme
dt
" J, i-{-{n7z-\-/ysmU '
dt
Cette intégrale est aisée à évaluer; on peut écrire, en divisant haut et bas par cos" /,
ffn < -^
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et, en intégrant
arctang (/i^-'tang ^) .
Or, quand t part de zéro, Tare tangente part de 0 ; quand / = -^ ,
l'arc tangente est égal h -^ et, t continuant à croître jusqu'à -,
l'arc tangente croît jusqu'à t:. Donc, pour ^ = 0, l'intégrale indéfinie est nulle ; pour t = -, elle est égale à t:, et on a
La somme
a donc ses termes respectivement plus petits que ceux de la série convergente
Elle est donc convergente et l'aire comprise entre la courbe et Ox a une valeur finie.
Ce résultat tient à ce que, dans la courbe, les ondulations qui vont toucher la droite ?/=l, deviennent de plus en plus étroites, de. telle façon que la somme de leurs aires est finie.
141. Examen de quelques cas où, :r croissant indéfiniment, f (.r) change constamment de signe.
Premier exemple. — Soit l'intégrale
sin j: , ax.
Actuellement, la fonction à intégrer
sin x
est, quelque grand que soit x, tantôt positive et tantôt négative.
Construisons la courbe
sin^r
quand x varie de 0 à + x : cette courbe part du point ^==0, 7/ = 1 ; elle coupe O^ aux points
TT, X = 2 71, , .r = /: 7r_,
La courbe a la forme d'une sinusoïde, mais l'ordonnée maximum de chaque onde est moindre que l'ordonnée maximum de la précédente [fig. 67).
Fig. C;,
Appelons ?^j, «2) — y ?/„les valeurs absolues des aires des diverses ondulations. On aura
(^ sin.r - r^-^sinœ
dx.
sin.r
dx, etc.
en
général
n-\-i ={—!)- .^llf.
Jnr. ^
dx.
La figure montre que les aires successives u^,u^, vont en décroissant et que l'aire 7/„^i tend vers zéro, quand n devient infini. C'est ce qu'on vérifie sur l'intégrale précédente donnant u^^^. Faisons-y le changement de variable
x = nT^-\-t\
les nouvelles limites pour t sont 0 etîc; on a de plus
sin.r=sin(/i7:H-/) = (— l)"sin^;
do
ne
C" sin t "«+1 = ; -r— df.
IMÉGRALES DANS LESQUELLES L\\E DES LIMITES EST INFINIE
Cette intégrale diminue évidemment quand îi augmente, et tend vers zéro quand n devient infini.
D'après cela, Tintégrale proposée
sin X
dxy
qui est la somme algébrique des aires des diverses ondes comprises entre la courbe et l'axe Ox est la limite de la somme de la série
Cette série a ses termes alternativement positifs et négatifs ; chaque terme est plus petit que le précédent et le terme général w,i tend vers zéro. La série est donc convergente et l'intégrale considérée a une valeur déterminée égale à la somme de la série.
Nous verrons plus loin que cette valeur est -^ .
Deuxième exe^iple. Intégi^ales de Fresnel. I sin^^ dxy j cos x^ dx. — Ces intégrales se présentent dans la ^ théorie de la diffraction de la lumière. Nous allons montrer qu'elles ont un sens. Prenons la première et construisons la courbe
sin^r
Fig. 68.
pour les valeurs positives de x. La courbe part de l'origine, elle coupe l'axe O^ aux points
Elle est ondulée comme une sinusoïde; chaque ondulation a pour ordonnée maximum ou minimum -|- 1 ou — 1. Mais les ondulations vont en se resserrant de plus en plus. En effet, la distance de deux points d'intersection consécutifs avec 0.r, A„A,i+^, est
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ce qu'on écrit, en multipliant et divisant par la somme des radicaux,
Cette distance décroît quand n augmente et tend vers zéro. On en conclut, comme le montre la forme de la courbe, que si
désignent les valeurs absolues des aires des diverses ondes, on a u^> u^>u^ >?^„
et lim ?/„ = 0 pour x = az .
L'intégrale / sin a:^ d:v, étant égale à la somme algébrique de
ces aires, est égale à la somme de la série suivante à termes alternativement positifs et négatifs
Ji, — u^ -\- 7/3 — u^.
Cette série est convergente, puisque ses termes décroissent constamment et indéfiniment. L'intégrale considérée a donc un sens. Le même raisonnement s'applique h
/co?> x-cLr.
On démontre que la valeur numérique des deux intégrales de Fresnel est \/4-*
142. Cas où les deux limites sont infinies. — Si on a une intégrale de la forme
/J+ce t/— 00
pour voir si elle a un sens, on la partage en deux
£mdx+fj[x)dx,
Si chacune de ces intégrales a séparément un sens, la proposée en a un.
Cas où l'équation n'est pas résolue. — Soit
l'équation d'une courbe non résolue par rapport à y. En égalant h zéro la dérivée par rapport à .r de la fonction F(.r, y) où y est regardé comme fonction de x, on a
dx dy dx '
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d'où
dF
dj:
OF
dy
L'équation de la tangente au point (.^, ?/) devient alors, si on y remplace -y— par cette valeur,
Points singuliers. — Il peut arriver, exceptionnellement, qu'en un point (x, y) les dérivées partielles -^r — et -^- — soient nulles
Or lôy
L'équation précédente de la tangente devient une identité-, on <lit que ces points particuliers sont des points singuliers .
Ce sont ordinairement des points où plusieurs branches de courbe se croisent et où, par suite, il existe plusieurs tangentes.
Exemple. — Prenons l'équation d'une courbe algébrique dans laquelle les termes de moindre degré sont du deuxième degré
Kx' + 2 B.ry + Of + 'f 3 (-^^ y) + + ?« (.^, ^) = 0
oùA,B,C désignent des constantes, ©^(.r,?/) l'ensemble des termes homogènes du troisième degré en x et y, On[x,y) l'ensemble des termes homogènes de degré n en x et y. L'origine x = 0, ?/ = 0 est un point de la courbe, mais les ~~x dérivées partielles du premier membre de l,i^, ,.„j l'équation s'annulant pour .r = 0, y = 0,
l'origine est un point singulier. Pour trouver les tangentes en ce point, nous procéderons comme il suit. Coupons la courbe par une sécante [fig. 69),
y=imXy
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passant par O. L'équation aux x des points de rencontre s'obtient en remplaçant // par mx dans l'équation de la courbe. On a ainsi une équation qui, quel que soit r?i, admet la racine double v =r 0. Les autres points d'intersection ont pour abscisses les racines de l'équation
(1) A H- 2 Bm + Cm' + -^'f 3(1, m) + + -r""' 'f n(i, "i) = 0.
Ainsi, toute sécante passant par O coupe la courbe en deux points confondus avec 0 : on dit que ce point esiunjjoint double de la courbe. Pour que la sécante OM devienne tangente en O, il faut déterminer le coeflicient angulaire m de façon qu'un nouveau point M d'intersection vienne se confondre avec 0, c'est-àdire que l'équation (1) ait une nouvelle racine nulle. Pour cela, il faut et il suffit que m soit une racine de l'équation :
On peut donc mener au point 0 à la courbe deux tangentes qui sont réelles et distinctes, ou confondues, ou imaginaires, suivant que l'équation en m a ses racines réelles et distinctes, ou
y égales_, ou imaginaires. En y remplaçant ni par -^ et chassant le
dénominateur, on obtient une équation homogène du deuxième degré représentant l'ensemble de ces deux tangentes
Aa;'-h2Bxij-hO/ = 0.
Cette équation s'obtient en égalant à zéro l'ensemble des termes de moindre degré dans l'équation de la courbe.
Quand les tangentes en O sont imaginaires
B^ — AC
il n'y a pas de points réels appartenant à la
courbe dans le voisisinage de O : ce point
s'appelle alors un point isolé de la courbe. Tel serait le cas de la
courbe
pour laquelle l'origine est un point isolé (fii^. 70).
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145. Cas où les coordonnées x et y d'un point de la courbe sont fonctions d'un paramètre u. — Si l'on a, le long d'une courbe,
on en déduit
dx = 'j>' [n) du, dij = '^' [u] du ,
et l'équation de la tangente devient :
^w=-S-[^-?wi-
146. Cosinus directeurs de la tangente. — Soit s l'arc de courbe AM compté positivement dans le sens AM, à partir d'une origine A prise sur la courbe {fig. 71). Menons la tangente Mt dans le sens positif AM et appelons i l'angle de Mz avec Ox. Nous allons démontrer les formules
d:v = ds cos 7, dy ^=^ds sin t.
Pour cela, considérons un point voisin M, de la courbe obtenu
en faisant croître s d'une quantité positive As. Les coordonnées J? et y de M subissent des accroissements MQ = A^,QMj ^Ay et le triangle QMM^ donne
A.r = corde MMj.cos(MM,, 0.r)
Ay = corde MM,sin(MMj, 0.r)
oii(MM,,0.r) est l'angle de MM, avec 0.r. Divisons] ces deux relations par A,v, et faisons tendre As vers zéro en remarquant
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corde MM. ^ m i» i f^TZl 7^ n i
que ~ tend vers 1, et que 1 angle (MM,, Ojc) tend vers t,
nous aurons
dx dy
—-— = cos a-, —y- = sin o-.
as as
Ce sont les formules à démontrer.
On peut facilement les retenir en remarquant qu'elles expriment que les projections d'un élément d'arc ds sur les deux axes sont d.v et dy,
147. Position de la courbe par rapport à la tangente, — Prenons, sur la courbe, un point M, voisin du point de contact M de la tangente M; : soient j: -\- h l'abscisse et
l'ordonnée de ce point. Soit, d'autre part (fig. 71), M^ le point de la tangente ayant même abscisse jf -\- Ji que M, et y^ l'ordonnée de ce point M^. Cette ordonnée est fournie par l'équation de la tangente, où on fait X:=^-|-A
ou encore
Si on développe l'ordonnée y^ de la courbe par la formule de Taylor, on a
On remarquera que l'ordonnée y^ de la tangente s'obtient en limitant le développement de l'ordonnée y^ de la courbe h ses deux premiers termes.
Pour avoir la position de la courbe par rapport à la tangente, formons la différence?/, — y^ :
Supposons d'abord, ce qui est le cas général, quef"{x.) n'est
pas nul au point M. Alors, ïi étant pris pour infiniment petit principal, la diflerence ?/j — y^ est infiniment petite du deuxième ordre. Quant au signe de y^ — y^^ il est, pour h infiniment petit, le même que celui de f'Ç'^), car la parenthèse a évidemment le signe de f'^i-r) quand h tend vers zéro.
Si donc f"{'T) est positif, y^ — y^ est positif, quel que soit le signe de // ; aux environs du point M, la courbe est au-dessus de la tangente; elle tourne, en M, sa concavité vers les y positifs.
Si f"['X^) est négatif y^ — y^ est négatif, quel que soit le signe de // ; aux environs du point M, la courbe est au-dessous de la tangente; elle tourne, en M, sa concavité vers les y négatifs.
Pour obtenir les points d'intersection de la tangente avec la courbe, il faut chercher les valeurs de // pour lesquelles la différence 7/j — y^ est nulle. On a ainsi l'équation
o=^[rw+4-r(^)+ ].
qui admet la racine double h == 0. C'est ce qu'on exprime en disant que la tangente coupe la courbe en deux points confondus avec le point de contact.
Points d'inflexion. — Supposons maintenant qu'au point M on ait
f" (.r) étant différent de zéro. On a, dans ce cas,
La différence?/, — //^ est alors infiniment petite du troisième
ordre, quand h est pris pour infiniment petit
M/ ^ principal. Le signe de la parenthèse étant
mT celui de f"'{^i') pour // suffisamment petit,
on voit que y^ — y^, contenant h^ en facteur,
_j change de signe avec //. La courbe est donc,
Fig. 72. ' " gauche de M, d'un côté de la tangente; a
droite de M, de l'autre côté. La tangente M/ traverse la courbe (/?J,^ 72); le point M est appelé point d'inflexion. La tangente en ce point a trois points commwns con-
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foncliis avec la courbe, car l'équation donnant les valeurs de h qui correspondent aux points de rencontre de la tangente avec la courbe
contient, actuellement, Ji^ en facteur et admet la racine triple
Sif"'(x) était nul en même temps que /''Y-')» /^^ W étant différent de zéro, la courbe serait, aux environs de M, d'un même côté de la tangente, mais cette tangente aurait, a^ec la courbe, quatre points communs confondus en M.
148. Propriété caractéristique de la tangente. — De toutes les droites passant par un point M d'une courbe, la tangente est celle qui se rapproche le plus de la courbe. Soit
l'équation d'une droite passant par le point M(.r, y) de la courbe. Si on prend, comme plus haut, le point M^ de la courbe d'abscisse X -\- ]i et d'ordonnée
y-f^r + ll),
le point Mg de la droite ayant même abscisse X = .rH-A a pour ordonnée
y^ = y -\- mh = f{x) -f- mh.
La différence ?/, — y^ des ordonnées correspondantes de la courbe et de la droite est donc, en développant f[jc-\-h) par la formule de Taylor,
Tant que m est différent de/''(.r) cette différence est infiniment petite du premier ordre par rapport à //. Pour qu'elle devienne infiniment petite d'un ordre supérieur, il faut et il suffit que m =f'[.r), c'est-à-dire que la droite devienne tangente à la courbe.
449. Autre manière d'obtenir Féquation de la tangente. — Soit une courbe définie par les équations.
Pour que la droite
AX + BY + C
soit tangente à la courbe au point M correspondant à une valeur u du paramètre, il faut et il suffit que Féquation
qui donne les valeurs de u correspondant aux points d'intersection de la droite avec la courbe, admette cette valeur de u comme racine double. Il faut donc que cette valeur de u annule aussi la dérivée du premier membre de (2) :
D'après cela, en remplaçant G par sa valeur tirée de (2), on a pour Téquation de la tangente cherchée
A [X — cp (/.)] + B [Y — d; (//,)] = 0 ; et d'après (3), en remplaçant r— par sa valeur,
ce qui est bien l'équation déjà trouvée.
Points d^inflexion. — Si le point M correspondant h u est un point d'inflexion, la tangente en ce point coupe en trois points confondus, et l'équation (2) admet u comme racine triple.
On a donc la nouvelle condition
(4) A'y'(/0+Bf(«)-O.
L'élimination de A et B entre les deux relations (3) et (4) donne l'équation
qui est vérifiée par les valeurs de n correspondant aux points d'inflexion.
TA.\r.E.\T/:, SORMALE, S OU S-TA SG E NI E , ETC. n-]
Ordre de contact de deux courbes. — Considérons deux
courbes planes (Tig. 73)
y = 'iW.
ayant un point commun M de coordonnées .r et ?/. Soient y, et i/^
les ordonnées M^P, et M,Pj des deux courbes correspondant à une
abscisse
h étant infiniment petit. On Formons la différence
yi='l'>
des deux ordonnées et développons-la suivant les puissances de h par la formule de Taylor. Comme cette différence s'annule pour A = 0, elle contiendra une certaine puissance de h en facteur et sera de la forme
:=h'':a^^-\-a,h-\-aJi'
Fig. 7J.
OÙ a^ est différent de zéro. On dit alors que les courbes ont au point M un contact d'ordre n — 1. Si on cherche les valeurs de h donnant les points communs aux deux courbes, il faut déterminer h de façon que M^ coïncide avec M^, c'est-à-dire que //^ — ^2"=^- ^" a ainsi l'équation
aji
ajr
qui admet la racine nulle d'ordre n, h^^O. On peut dire alors que les courbes ont n points communs confondus en M.
L'ordre de contact des deux courbes au point commun M est donc égal au nombre de points d'intersection confondus en ^I, diminué d'une unité.
Ainsi, en un point ordinaire, une courbe et sa tangente ont un contact du premier ordre (deux points d'intersection confondus). En un point d'inflexion, une courbe et sa tangente ont un contact du deuxième ordre (trois points d'intersection confondus).
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151. Sous-tangente, tangente, sous-normale, normale. — Soit M (.i', //) un point cFune courbe, MT la tangente limitée ii
Taxe O.r, MN la normale limitée au même axe et MA l'ordonnée du point M [fig. 74).
La sous-tangente S^ est le segment TA. L'équation de la tangente étant
on aura Tabscisse du point T en faisant Y = 0, ce qui donne
L'abscisse de A étant .r, la sous-tangente est r — X ; donc
y _ ydx
La tangente t est la longueur MT ; le triangle rectangle MAT donne immédiatement, d'après la valeur précédente de TA,
y\J^^-^-y ly
La sous-normale S„ est le segment AX. L'équation de la normale étant
on a, en faisant Y=0, l'abscisse X du point X : d'où, la valeur X — LV de la sous-normale
%.^yy ^y-jj
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La normale n est la longueur MN. Le triangle rectangle MAN donne
n = ij\/l-i-ij- = ij
dx
152. Courbe ayant une sous-normale constante. — En écrivant S,j= a, on a l'équation
qui est ce qu'on appelle l'équation différentielle des courbes cherchées. En y remplaçant y' par -~- , on a
(5) i/di/ = ado-.
Le premier membre est la différentielle de-^i/-, le deuxième
de ax : ces deux fonctions ayant même différentielle, ne diffèrent que par une constante et on a, en intégrant les deux membres,
OÙ .Tq désigne une constante arbitraire.
Cette relation est ce que l'on appelle l'intégrale générale de l'équation différentielle (5) ; elle donne l'équation des courbes cherchées; elle représente des paraboles de paramètre «, ayant Ojc pour axe. Quand on fait varier ^\,, on trouve la même parabole qui se transporte parallèlement à 0.r.
153. Courbe ayant une sous-tangente constante. — En écrivant Sf = rt, on a l'équation différentielle
JL — ^ ^^
-^==^' ^="rf^
On peut, comme dans l'exemple précédent, séparer les variables, c'est-à-dire faire passer tous les termes en y dans un membre, tous les termes en x dans l'autre.
On a ainsi l'équation
dy _ dx
d'où, en intégrant et désignant par r^ une constante arbitraire
logy
ij = e
On a ainsi l'intégrale générale de l'équation difïerentielle (7). Elle représente des courbes ayant la forme indiquée (fii^. 75). Quand .r^ varie, elles se déduisent toutes, comme dans l'exercice précédent, de l'une d'entre elles, en la déplaçant parallèlement à Ojc. Ce fait pouvait être prévu, car la propriété Fig. 75. imposée à la courbe ne dépend que de
la position de la courbe par rapport à l'axe 0.1' et non par rapport à O//.
154. Courbe ayant une normale constante, n = a, on a l'équation dilïercntielle
ou, en élevant au carre et remplaçant y par —~ y\dx^^chf-)=aHxK Séparons les variables, il vient
En écrivant
et, en intégrant,
où J'o désigne une constante. On a ainsi l'intégrale générale de l'équation différentielle (8). Cette équation, rendue rationnelle,
représente un cercle de rayon a ayant son centre N en un point quelconque .r„ de O.v {ftg. 70). 11 est évident (pie, pour un quelconque de ces cercles, la normale MX est constante.
Mais il y a, actuellement, une autre solution. Quand on fait
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varier la constante arbitraire a\ qui figure dans l'intégrale générale (9), les cercles représentés par cette équation restent tangents aux deux droites ij=àza', on dit qu'ils ont ces deux droites pour eiH'eloppe. Comme la normale en un point d'une de ces deux droites est la même que la normale à celui des cercles (9) qui lui est tangent, ces droites sont aussi des lignes répondant à la question.
C'est ce qu'on peut vérifier, car l'équation différentielle, écrite sous la forme
ydij = ±\/a- — y-(lr,
est satisfaite pour i/ = ±ia. En effet, le long de l'une des droites
par exemple, on iidj/ = 0, ^ a- — ?/"=0. La solution constituée par l'ensemble des deux droites y=±a, enveloppe des courbes (9) représentées par l'intégrale générale, est ce que l'on appelle une solution singulière de l'équation différentielle.
155. Courbe aux tangentes égales. — En écrivant que la longueur MT de la tangente est constante, on a
dy
ou, en élevant au carré et remplaçant y' par
Séparant les variables et extrayant les racines, on a
(10) D'où
On a ainsi l'intégrale générale de l'équation différentielle des courbes demandées avec une constante arbitraire œ^. Quand :r^ varie, la courbe ne change pas de forme, mais se déplace parallèlement à 0:r. Cela tient encore à ce y que la propriété imposée à la courbe
dépend uniquement de la position de A la courbe par rapport à O.r et non pas
par rapport à Oij.
Il serait aisé d'effectuer l'intégration indiquée dans l'équation (11) en employant la méthode générale du n^ 82.
Mais, actuellement, il est plus avantageux d'exprimer les coordonnées d'un point de la courbe en fonction d'un paramètre. Posons
y ^=a sin u, \ cr — y- = a cos ?/,
(12) (ly = a cos II du.
On trouve, en portant dans (11),
Fig. 77-
COS
dx = a — ; au ,
sin u
ou en remplaçant cos^u par 1 — sin'//,
d.v = a ( — ; sin // ) du.
\ sm // /
L'intégration donne
X — .r,,= //( log tang~ + cos // 1 .
Les coordonnées d'un point de la courbe sont ainsi exprimées en fonction d'un paramètre //.
La signification de // est simple : on a, en effet,
du
Donc // est l'angle de la tangente à la courbe avec Ox [fig. 11),
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Construiso4îs celle des courbes qu'on obtient en faisant .2\ = 0
.v= al \o g tan g -^ — |- cos /m ,
y = a sin it.
Pour que tang -^j- soit positif, il faut faire varier n de 0 à 7t.
Deux Videurs supplémentaires de u donnent deux points de la courbe symétriques par rapport à Taxe Oi/. En effet, soient .ij et y, les valeurs des coordonnées correspondant à la valeur
On a
y^z=ia sin
Mais
t^»»^g(^-— "2-; =eotang-:^= ,
cos y, — u) --= — cos u, sin (t: — u) =: sin //.
Donc
Faisons donc varier /< de 0 à 7^ . Pour ?< = 0, .i' := — X , // = 0 ;
la courbe est asymptote à 0.r. Quand u augmente, x et // augdx dii . .p 1^ "^ r.
mentent car —7— et— f^ sont positils. Pour u = tt > ■*' =: 0 et du du 1
jj =z a : au point A ainsi obtenu, la tangente se confond avec
Taxe des y. La courbe s'achève par symétrie par rapport
Rectification de la courbe. — Appelons *• Parc de courbe compté à partir du point de rebroussement A. On a
ds = ^dx-^dy-.
Remplaçant d.v n (hj par leurs valeurs (12) et (13), on a, après réduction,
cos u j
ds= a—. du.
sin II
D'où, en intégrant,
5 = rt logsin 7/,
sans ajouter de constante, car, s étant compté à partir du point A doit s'annuler pour ?/ = -^^ , ce qui a lieu, puisque log 1=0.
II. - MAXIMUM ET MINIMUM DUNE FONCTION DUNE VARIABLE
156. Règle. — Nous rappelons rapidement la règle qui permet de trouver les maxima et minima d'une fonction
d'une variable .r, pour préparer la méthode que nous emploierons plus loin, au sujet des maxima et minima des fonctions de deux variables.
Supposons que, pour .r = rt, la fonction /"(.r) soit maximum. Cela veut dire que, .x étant très voisin de a, f[.v) est moindre que f{u). Si on fait
.r = rt -f- A ,
Il étant un nombre positif ou négatif qui tend vers zéro, on doit avoir, pour toutes les valeurs de Ji inférieures, en valeur absolue, a une certaine limite,
(Max.) \ /•(« + /')-/•('')<«.
( excepté pour // =().
De même, si, pour x = a^ la fonction est minimum, on a, pour toutes les valeurs positives et négatives de // inférieures, en valeur absolue, à une certaine limite,
(Min.) \ /•("+/')-/•(«} >0, ( excepté pour h ==().
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Nous n'examinerons en détail que le cas simple où, pour de petites valeurs de h, la fonction f[a-\-]i) est développable par la formule de Mac-Laurin.
Développons f[a -\- h) par la formule de Mac-Laurin suivant les puissances de h : nous aurons
Si f [a) n'était pas nul, la parenthèse aurait, pour de petites valeurs de //, le signe de f'-^a), et la différence
le signe de
/.fia).
Cette différence changerait alors de signe avec // et, pour .r = «, la fonction ne serait ni maximum ni minimum.
Donc, pour que la fonction soit maximum ou minimum, pour :r = <7, il faut que l'on ait
Si cette condition est remplie, on a
/■>+/'; -/>: =/'{4-r(«)+xl:3 r:«) + ■•••]•
En général f"(a) ne sera pas nul. Si f"\o) n'est pas nul, la quantité entre parenthèses a, pour de petites valeurs de //, le signe de f"{a), et la différence
le signe de
Le signe de f[a -f- //) — /"(«), pour de petites valeurs de h, est alors indépendant du signe de h et égal au signe de f" {a). Donc si, f [a] étant nul, f" [a) est nà^mtif, la fonction est maximum pour x = a; 5/, f[a) étant nul, f"[a) est positif , la fonction est minimum pour x = a.
157. Cas exceptionnel. — Si on avait f {a) = 0, f"{a) = 0, le développement de f [a -\- h) — f [a] aurait pour premier
iQYme-pr- f"'[ij)' Si àonc f" [a) n'était pas nul aussi, la différence
f[a-\-h) — /'(rt) aurait, pour de petites valeurs de h^ le signe de h^ f"'[a) : elle changerait de signe avec h et la fonction f{x) ne serait ni maximum ni minimum pour x = a. Pour qu'elle soit maximum ou minimum quand /"'(«) = 0, f'\ii) = 0, il faut donc en outre f" (a) = 0. Alors le premier terme de
est
Si/''^^^(a) est différent de zéro, la différence f[a-\-h) — f[a) conserve un signe constant indépendant du signe de //, et égal k celui de/'i'vj(«).
Donc sif'{a), f" {a), f" (a) étant nuls, /^^^^ [a) est négatif, x= a donne un maximum; et si /^^""^(a) est positif, v =: a donne un minimum.
D'une manière générale, pour que la lonction f [.i') soit maximum ou minimum, pour .r = «, il faut et il suffit, dans les hypothèses faites, que la première dérivée qui ne s'annule pas pour a- = a soit d'ordre pair. La fonction est maximum ou minimum suivant que cette dérivée prend, pour .r^=:a, une valeur négative ou positive.
158. Représentation graphique. — Construisons la courbe y =f{j:). Admettre qu'au voisinage du point A, .r = a, y =f[a)^
la fonction f [.r) est développable par la formule de Taylor, c'est admettre, en particulier, ([u'au point A il existe une tangente à la courbe non parallèle à Oy, car f [a) est fini.
Pour que l'ordonnée u = f U) soit maxil'ig. 78. * . .
muni pour ^ = fl, il faut alors évidemment
que la tangente en A soit horizontale, f'(a) = 0, et que la
courbe, au point A, tourne sa concavité vers les // négatifs, c'est-
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ii-clire (juc la dérivée seconde fia) soit nci^^ilive si elle n'est pas nulle. On retrouve bien ainsi les conditions analytiques du maximum.
On retrouverait de même celles du minimum.
Remarque. — La représentation graphique permettra de trouver tous les maxima et minima de la fonction, même ceux qui ne rentrent pas dans l'hypothèse simple que nous avons laite en admettant que, dans le voisinage du maximum ou du minimum, la fonction est développable par la formule de Mac-Laurin.
En effet, on verra immédiatement sur un tracé graphique quelles sont les ordonnées plus grandes ou plus petites que les ordonnées voisines.
Par exemple, dansla courbe auxtangentes égales (N^ 155, fig. 11^, 1 ordonnée du point de rebroussement A est un maximum. En
ce point, la dérivée —j— est infime, car la tangente est verticale.
COURBES GAUCHES. — TANGENTE. — PLAN OSCULATEUR
159. Équations définissant la courbe. — Pour définir une courbe gauche par rapport à trois axes rectangulaires O.r, Oi/, 0.z, on peut donner les expressions des coordonnées d'un point M de la courbe en fonction d'un paramètre u :
f, 'fy 6 étant des fonctions continues.
160. Tangente. — Soit M, un point de la courbe, dont les coordonnées .r, y, z correspondent à la valeur h du paramètre, Mp un point voisin, dont les coordonnées :r^, t/j, -, correspondent à la valeur ii -f- // du paramètre :
Les équations de la sécante MM, sont, en désignant par X,Y, Z les coordonnées courantes,
(MM,) X — .r _^^[z=JL = llZ±.
On peut écrire ces équations, en divisant tous les dénominateurs par l'accroissement // de // ;
(MM.) = ^
Quand // tend vers zéro, le point M, se rapproche indéfiniment de M, la sécante MMj devient la tangente M/ en M. Le rap-
.r. — .r f{n-i-h) — f {u) . . , . , dx
-, ou — ^ -, ^ — tend vers la dérivée —z — ou
port
f'{if), de même '^' . '^ et ''
— tendent vers —- et — ; — ou
'f'{ff) et 'i{ft) ; les équations de la tangente sont donc X — ^ Y — ;/ Z — -
du du dz
au (tu
dx du
du
dz du
ou
dx ~
~ ày
- dz '
ou encore
wv?r
161. Cosinus directeurs de la tangente. — Prenons [fig. 79) sur la courbe une origine des arcs 0' et un sens positif des arcs.
^'jg- 79-
Appelons .s l'arc O^M regardé comme positif ou comme négatif, suivant que O' M est dirigé dans le sens positif ou en sens contraire. Menons une demi-droite M/ tangente à la courbe dans le sens dans lequel se déplace le point M quand s augmente. Nous allons calculer les cosinus directeurs de cette demidroite M/. Soit M^ un point de la courbe correspondant à l'arc 0' Mj = .s- -|- A .s-, l'accroissement as étant jwsitif. Le segment MMj compté positivement dans le sens MMp a pour projections sur les trois axes :
yi—y
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en employant les mêmes notations que dans le numéro précédent. On a donc, en désignant par a, fi, y les cosinus des angles que fait le segment MM^ avec les trois axes,
On en tire, pour a, [3, y, des expressions qu'on peut écrire
\s ' MM, ^~ ^s ' MM, '
As MM,
Quand A.s- tend vers zéro, M, tend vers M, la direction du seg-
As ment MM, tend vers la demi-droite M^, le rapport ,.., d'un arc
a sa corde tend vers 1, et les rapports
ih~y
As '
As
dent vers les dérivées
d:v ds'
dz ds'
Les cosinus directeurs a, [:i, v de la tangente M/ sont donc donnés par les équations
,,, , dj- ,, dii dz
^ ' ds ' ds * ds
Ces équations sont aisées à retenir : elles expriment qu'un clément infiniment petit d'arc ds^ dirigé suivant la tangente M/, a pour projections, sur les axes, dx, dy, dz.
162. Tangente à une courbe gauche définie par deux équations non résolues. — Soient
les équations d'une courbe gauche. Chacune de ces équations envisagée isolément définit une surface, et la courbe est l'intersection de ces surfaces. On peut toujours imaginer que l'on ait
exprimé les coordonnées d'un point de la courbe en fonctions d'un paramètre u :
Si on substituait ces expressions dans les fonctions F et G, le résultat serait identiquement nul, quel que soit u, car les coordonnées d'un point quelconque de la courbe vérifient, par hypothèse, les deux équations (1). On a donc, en différentiant ces deux relations par rapport à u.
OF , OF ^ ôF , ^
r Oc
OF OG
OF OG
O.r ÏSij
Oî/ 0.r
Les équations de la tangente sont alors
dd' dij dt
où il reste à remplacer d.v, dij, dz par les valeurs proportionnelles que nous venons de trouver.
Points singuliers. — La tangente est ainsi déterminée en chaque point de la courbe définie par les équations (1).
Il V aurait exception si les coordonnées du point de contact vérifiaient les relations
OF
OG
Oc
OG
OG
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car, dans ce cas, les équations (2) se réduiraient à une seule et les dénominateurs des relations (3) seraient tous nuls. Les deux surfaces (1) qui, par leur intersection, donnent la courbe seraient alors tangentes au point considéré.
Un point de ce genre s'appelle un point sinij^idier de la courbe gauche. C'est en général un point où se croisent plusieurs branches de la courbe.
Nous reviendrons sur cette question dans la théorie de l'indicatrice.
163. Différentielle de la longueur d'un segment de droite. — Soit un segment de droite A B dont les extrémités A et B ont pour coordonnées .r, y, .z et .1^, ?/,, z^. Sup- ^^' posons que ces coordonnées soient fonctions d'un paramètre u, de telle façon que les extrémités A et B décrivent deux courbes, quand u varie. Lorsqu'on fait varier infiniment peu it, les points A et B subissent des déplacements infiniment petits AA' et BB' ayant pour projections d.r, (hj, dz et dx^, dy^, dz^. La longueur / du segment :
a pour diderentielle
Nous écrirons cette expression
di _ (-^1 — ^) ^^ + (//i — //) <y + ('i — -) ^^
(.r — .rj d.r^ + (// — //.) dy^ -f- [z — .z^) dz^
Le segment AA' de projections dj-y dy^ dz l'ait avec les axes
11, . d.r du dz , , ,.
des angles ayant pour cosinus —7— , ■—- , -7— , c est-a-dire
ds d,s ds
d.v dy dz
AA'' lùr' ~ÂK^'
TAXGEyJE
Le segment AH, j)ris dans le sens AB, (ait avec les axes des angles ayant ponr cosinns
On a donc, en prenant le cosinus de l'angle de ces deux directions,
cos iVAB = -"' ~ ''' '^''^ '^- -!/)^I/^(^- ^ ^^
XX'. l
On trouve, de même.
COSDKA— ^^, ^
La formule donnant dl peut alors s'écrire
^// = — A A', cos .VAB — BB'. cos B'BA.
Applications de cette formule. — i** Supposons, par exemple, ([ue la droite AB se déplace de telle façon qu'elle reste constamment normale aux courbes décrites par les points A et B. On
a, alors, cos A'AB = 0, cos B'BA =. 0,
dl=0, l=C\
La droite a donc une longfueur constante.
2** Réciproquement, imaginons un segment AB de longueur constante / qui se déplace en restant normal à la courbe lieu du point A. Le point B décrit alors une courbe à laquelle la droite AB est aussi normale.
En effet, dans la formule générale on a. actuellement.
(U =0, cos A'AB ^= 0. Elle donne donc
cosam^o,
ce qui démontre que AB est normale au lieu du point B.
3" Supposons, enfin, (jue la droite AB change de longueur et de position de telle façon qu'elle soit constamment normale au lieu C du point A et tangente au lieu C, du point B [fi^. HL .
APPELL. Anulvse. i8
Dans ces conditions ,
cosiVAB = 0,
cosB'BA=l,
car l'angle de BB' (tangente en B) avec BA est nul. La loi mule devient alors
BB
Mais, si nous prenons une origine O^ des arcs sur la courbe C,, en Taisant 0^ B =flp on a
BB'=./.s-,, donc
dl = — ds^,
k désignant une constante. La somme
arc Ô^-}- droite BÂ
est donc constante. L'on peut tracer mécaniquement la courbe C
de la façon suivante. Prenons un fil inextensible de longueur k. Attachonsle en 0, ; enroulons-le partiellement sur la courbe jusqu'en B, puis, tendons-le jus({u'en A. Si, ensuite, nous tenons le point A à la main en enroulant ou déroulant ce fil sur la courbe C, et le maintenant tendu, le point A décrit la courbe C. Nous reviendrons plus loin sur cette propriété à propos des développées et des développantes.
Fig. 8
PLAN OSCULATEUR
164. Piaj2 osculateur. — On démontre, pour les courbes gauches comme })our les courbes planes, que, de toutes les droites passant par un point M de la courbe, la tangente est celle (jui se rapproche le plus de la courbe dans le voisinage du point M. On est naturellement conduit ii chercher, de même.
PLAN OSCULATEUR
quel est, parmi tous les plans passant par un point M d'une courbe gaucho, celui <[ui se rapproche le plus Je la courbe clans le
Fig. 82.
voisinage du point M. On est ainsi amené à la notion du plan osculateur que nous définirons comme il suit :
Définition. — Soient M un point de la courbe, M^ un point voisin, M/ et M,/j les tangentes en ces deux points. Le plan osculateur en M est la limite vers laquelle tend un plan passant par M/ et parallèle à M^ /^ quand M^ tend vers M.
Si par M on mène une parallèle Mi' à M^ /j, on peut dire que le plan osculateur est la limite du plan t^W .
On peut voir géométriquement que le plan ainsi défini existe. En effet, par un point fixe O menons des parallèles OA aux différentes tangentes Mi de la courbe : ces parallèles forment un cône qu'on appelle le cône directeur des tangentes. Soit OA^ la génératrice de ce cône parallèle à M^ i^, le plan /Mi' mené par Mi parallèlement à M^ i, est parallèle au plan AGA^ et, quand M, tend vers M, OA^ tend vers OA et le plan AOA^ tend vers le plan tangent au cône directeur des tangentes le long de OA. Le plan iMi' tend donc vers une position limite parallèle au plan tangent au cône directeur des tangentes le long de la génératrice OA parallèle à Mi; cette position limite est le plan osculateur en M. .
Équation du plan osculateur. — Formons d'abord l'équation du plan iMi'. Soient
les coordonnées du point M,
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celles du point Mi- Les cosinus directeurs de la tangente en M sont proportionnels à
fi"), ?'(")> '}''(");
ceux de la tangente en M^ sont proportionnels à
Le plan tSlt!, passant par M, a une équation de la forme
Ce plan devant contenir M/ et la parallèle ^It' à M^/^, on a, pour déterminer A, B, C, les deux conditions
^' [ Af («-{-/') +B'y(.^+ A) + C'y(/^+/0 = 0.
Si l'on développe /*' (m + A), o'{u-{-h)^ 6' [n-{-h) par la formule de Taylor, la deuxième relation s'écrit
(2) A/-' („) + B-f' in) + C'}' {„) + /, [A/-" («; + Bf («) + Ci" («)] + -^ [•¥'"(«)+ ]=o-
D'après la première des conditions (1), le premier terme de cette relation (2) est nul, et on peut l'écrire, en divisant par // ,
Af" («) + Bf («) + Cf («) + A [A/'" („) + ] = 0.
Si, maintenant, on fait tendre h vers zéro, le plan AI/' tend vers le plan osculateur et les deux relations déterminant A, B, C deviennent
A/''(/0-f-Bcp'(//) + oy(//) = o,
Af {h) 4- Bf (//.) + C'V' {n) = 0.
On en tire
L'équation du plan osculateur en M est donc
PLAX OSCULATEUR i-j'^
Comme on a, // étant la variable indépendante,
ilv = f [n] du, (Iji = '^' [il) du y dz = 'Y (w) du,
d\v ^f"dii\ d'^ij = fdu\ d-z = ydu\
on peut aussi écrire cette équation
idyd-z-^ dzdhj) (X — JL'] + [d.zd\v — dxd-.z^ -Y — y) + [d.vd-y — dyd-x) (Z — - -; =0.
165. Théorème I. Le plan oscillateur eu un point M est la limite vers laquelle tend un plan passant par la tangente ^U en ce point et par un point M^ infiniment voisin de M. — En effet, un plan quelconque passant par le point M a pour équation
A(x— jr) + B(Y — ^) + c ;z— -; = o.
Ce plan contenant la tangente M/, on a
(3) \f' u + Bcp^ u + Ol' u] = 0.
Exprimons que ce plan contient le point Mj de coordonnées .rj, //j, -j, il vient
A ;.r, — .r] ^B'y, — y+C >, — z] = 0 ou encore, comme .v=f{^u^j a\=fu-{-iï,...
A [fu + h) ~f:u]] + B [^ (/. + y/; — :p {u]] -^C['i^[u-i-/r—'H"]] = ^'
Développons f[u-\-h),'^(u-\-h)y'l{u-\-/t:, par la formule de Taylor, nous pourrons écrire la dernière condition
/, [A/- ,jr + 13-f ,», + C|' ;»; ] + -^ [A/- :«,+B=" («)-(-Cf' («)]
Le premier terme de cette relation est nul en vertu de (3) ; supprimant alors le facteur -^ , on peut écrire
A f" [if-^ 4- Bf [u] 4- Cr y; + 4" f'^^' ' ' "' + ^^^'
Quand // tend vers zéro, cette relation donne l'équation
qui, jointe à (3), détermine des quantités proportionnelles h A,B,C.
On retrouve ainsi les conditions qui définissent le plan osculateur, et le théorème est démontré.
166. Théorème II. Le plan oscillateur en un point M d'une courbe est la limite d'un plan passant par M et par deux points infiniment çoisins M^ et M^. — Soient :
les coordonnées du point M^,
celles du point M^. L'équation d'un plan passant par le point M de coordonnées .r, y, r,
est
En exprimant que ce plan passe par les deux points M^ et M^, on a, pour déterminer A, B, C, deux conditions qu'on peut écrire
A [f[n + h] - /•(«)] + B [cp (« + h) - ç (h);
En développant par la formule de Taylor suivant les puissances de h et /i, on peut diviser la première condition par //, la deuxième par k, et on a
(■'») V (") + B?' («; + C'V («- + A [Kf („) + B=" {,,) 4- O'i" («)]
T7ïjIM""k")+ ]+ =«,
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+Tj^LAr';";+ ]+ =«•
En retranchant ces deux développements membre à membre, on obtient une équation de condition dont tous les termes sont divisibles par // — k et qui s'écrit :
T.; A/-"(«)+Bf.;« +€■}'':»; +-^:^ [A/ '\«,+ ]+ =o,
les termes non écrits contenant tous h ou k en facteur. Si, maintenant, on fait tendre // et k vers zéro, les relations (5) et (6) deviennent
A/"(„;+B-/(«)+Ct"(«)=0.
Ce sont les relations qui déterminent les coefficients A, B, C de l'équation du plan osculateur. Le théorème est donc démontré.
167. Ordre de contact du plan osculateur avec la courbe, — On peut dire, d'après le théorème précédent, que le plan osculateur en M coupe la courbe en trois points confondus en M. En appliquant la même locution que pour le contact de deux courbes planes (n*^ 150), on peut dire que le plan osculateur a, avec la courbe, en M, un contact du deuxième ordre.
Cette façon d'envisager le plan osculateur permet de retrouver immédiatement son équation par une méthode analogue à celle que nous avons suivie (n'' 149) pour la tangente à une courbe plane. En effet, considérons un plan quelconque
AX4-BY + CZ + D
Les valeurs de // correspondant aux points de rencontre d'une courbe
avec le plan, sont racines de l'équation
(7) kf{u) + B<p («) -h Oh (//) -h D = 0.
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l\>iir que le plan considéré soit osculateur au point M qui correspond à une certaine valeur de ?/, il faut qu'il coupe la courbe en trois points confondus en M, c'est-à-dire que l'équation (7) admette cette valeur de u comme racine triple. Cette valeur de ii doit donc annuler les deux dérivées première et seconde du premier membre de l'équation (7), ce qui donne les deux relations
A/'(//)-4-Bcp'(/04-Oy(.^) = 0,
^^' ' kf" [u)-^Bf {u) H- Oh" (u) = 0,
«|ui fournissent, pour A, B, C, les valeurs déjà trouvées plus haut.
168. Points où le plan osculateur est stationnaire . — En un point ordinaire d'une courbe gauche, le plan osculateur coupe la courbe en trois points confondus, de même qu'en un point ordinaire d'une courbe plane, la tangente coupe en deux points confondus. Il peut exister, sur une courbe gauche, des points exceptionnels où le plan osculateur a plus de trois points communs confondus; on dit qu'en ces points le plan osculateur est st(ttionnaire. Ces points sont analogues aux points d'inflexion dos courbes planes, si on regarde un point d'inflexion comme un point où la tangente a plus de deux points communs confondus avec la courbe.
Si le point M, correspondant à la valeur u du paramètre, est un point où le plan osculateur est stationnaire, en appelant
AX-4-BY4-CZ-f-D^0
Téquation de ce plan osculateur, l'équation (7) doit admettre // comme racine quadruple. Les coeflicients A, B, C du plan osculateur en M vérifient alors non seulement les relations (8), mais la nouvelle relation
(î); kf" (//) H- B^'^' [it) H- C'\"' {fi] ==: 0.
Remplaçant, dans cette relation, A, B, C par les valeurs proportionnelles tirées des équations (8), on a la condition
<|ui détermine les valeurs de u correspondant aux points où le plan osculateur est stationnaire.
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169. Le plan osculateur en un point d'une courbe gauche traverse, en général, la courbe, — Kn effet, considérons d'abord le plan P déterminé par un point M d'une courbe gauche et deux points voisins M^ et ^ï^. Voyons quelle est la disposition de la courbe par rapport au plan P. Nous figurerons en pointillé les arcs de courbe situés au-dessous du plan P et en traits pleins les arcs situés au-dessus. Supposons qu'un mobile parcourant 1 courbe rencontre les points ^Ij ,^1,^1^ dans l'ordre ^Ij MM,. Al avant d'arriver au point Mj, il décrit d'abord un arc i situé au-dessous du plan [fiii: 83, I) ; il traverse le plan en M^ et par-
OIS
Fig. 81.
court un arc 2, de M^ en M, situé au-dessus; puis un arc 3, de M on M^, situé au-dessous; enfin il décrit un arc 4 partant de M^ et situé au-dessus du plan. Si, maintenant, les deux points M^ et M^ tendent vers M, en suivant la courbe, le plan P tend vers le plan osculateur en M, les arcs 2 et 3 deviennent nuls, et la courbe a, par rapport au plan osculateur en M, la disposition de la figure 83, II). L'arc 1 est au-dessous du plan, l'arc 4 au-dessus ; le plan osculateur traverse donc la courbe au point M.
Cas d'exception. — Il peut se faire exceptionnellement que le plan osculateur en un point M coupe la courbe en quatre points confondus, c'est-à-dire soit stationnaire. Dans ce cas, il ne traverse pas la courbe.
no. Perspective d'une courbe gauche. — Soit O un point 11 xe, R un plan fixe appelé plan du tableau : la perspective d'une courbe gauche C se définit comme il suit {fig, 84).
On joint le point 0 à un point M de la courbe gauche et on prend la trace m de OM sur le plan R. Le lieu des points m 4'st une courbe plane c appelée perspective ou projection centrale deC.
Quand le point O s'éloigne indéfiniment dans une direction
uSi
déterminée, la perspective devient la projection de C sur le plan R faite parallèlement à cette direction.
On démontre facilement que la tangente à la courbe perspective c au point /w est la perspective de la tangente en M h la courbe C.
Nous allons démontrer que si, sur la courbe C, il existe un point I tel que le plan osculateur P, en ce point, passe par le point de vue 0, la perspective i de I est un point d'inflexion de la courbe perspective c.
En effet, soit a h la trace du plan osculateur P en I sur le plan de projection R; 0 1 / la projetante du point I qui est tout entière dans le plan P; le point / est sur a h. Soit AB la tangente en I à la courbe gauche ; cette droite étant située dans le plan osculateur P en 1 a pour perspective ah [fig, 85).
Fig. 84
Fig. 85.
Donc la courbe perspective c est tangente en / à a h. Nous allons voir que, au point ?, la tangente a h tras>erse la courbe c. Vax effet, dans l'espace, la courbe C traverse le plan osculateur P; Tare M I tracé en trait plein est en avant de P et l'arc I M' tracé en pointillé est en arrière du plan P. Donc, sur la perspective, l'arc tn i est en avant de a h et im' en arrière de a h. La tangente a h traversant la courbe plane c en /, le point / est un point d'infle.vioft.
Cas d'exception. — 1^ Nous avons supposé
Kig. 8r,. 4"^ ^" tangente A B en I ne va pas passer
par le point de vue O. Si cette circonstance
se présentait {/ig. 80), la perspective de A B serait un point / et
la courbe c présenterait, en /, un rebroussement.
EXEMPLES
2' Il peiif enc(HH' arriver que la tangente AB en I ne passe pas par O, mais que le plan osculateur P en I soit stationnaire. c'est-à-dire coupe la courbe en quatre points communs confoncliis. Alors il ne traverse pas la courbe et, en perspective, la tangente (I h ne traverse pas la projection v.
171. Normales à une courbe gauche. Plan normal. — Vnc droite MX est normale à une courbe gauche en un point M quand elle est perpendiculaire à la tangente ^U en ce point. On peut donc en un point M mener une infinité de normales hune courbe gauche : toutes ces normales sont situées dans un plan passant par M et perpendiculaire à la tangente ; ce plan est le plan normal à la courbe 'fi^. 87).
Normale principale. Binormale. — Parmi les normales à une courbe gauche en un point M. on en distingue deux qui sont particulièrement importantes.
On appelle normale principale la normale MX' h la courbe située dans le plan osculateur; la normale principale est donc l'intersection du plan osculateur et du plan normal.
On appelle binormale la normale MX ' perpendiculaire au plan osculateur.
En un point M d'une courbe, la tangente M/, la normale principale MX' et la binormale MX' forment un trièdre trirectangle.
Quand la courbe est plajie^ le plan osculateur se confond avec le plan de la courbe; la normale principale est la normale située dans le plan de la courbe, et la binormale est perpendiculaire au plan de la courbe. Dans une courbe plane, la binormale a donc une direction constante.
III. — EXEMPLES
172. Hélice circulaire. — Soit une hélice tracée sur un cylindre de révolution de rayon a. Prenons comme axe des - Taxe du cylindre , comme axe des .r la perpendiculaire AO abaissée d'un point A de l'hélice sur l'axe du cylindre ; comme axe des // une perpendiculaire au plan rOz. Soit M un point de
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l'hélice, P sa projection sur le plan des .vjj. Comme le point P se trouve évidemment sur le cercle de base du cylindre dans le plan .i'Of/, on a OP = a.
Appelons ii l'angle AOP ; on a
arc AP =^ <'///.
D'après la définition de l'hélice, l'ordonnée :; = MP du point est proportionnelle à l'arc AP, c'est-à-dire à n. On a donc, pour les coordonnées du point M,
1> .r :^r n cos ity // := a sin n^ z = kt/y
h désignant une constante.
Pas de l'hélice. — Le pas d'une lièlice est la longueur de la génératrice du cvliiulre comprise entre deux spires consécutives.
ig. 88.
Fig. St).
On peut dire aussi <pie c'est la longueur dont croit r quand le point P l'ait un tour sur le cercle de base, c'est-à-dire quand u croit de 2 t.. Si on désigne ce pas par //, on a donc, d'après l'expression (1) de -,
Sens d'enroulement d'une hélice. — Imairinons un observateur placé dans l'intérieur du cylindre suivant l'axe du cylindre, ayant, par exemple, les pieds en 0 et la tête en ::. Supposons qu'un mobile parcoure l'hélice dans un sens tel que Tobservatcur voie cr mobile aller de ses pieds vers sa tête ; alors, pour rhélice
i:\ i:m l' i.Ks u8-)
représciilcc clans la figure 8, robservaleur voit ce mobile toiiiner autour de lui de sa gaucJie vers sa droite. Ce fait est indépendant du sens dans lequel l'observateur se place le long de l'axe. Car si on imagine un deuxième observateur ayant les pieds en O, mais la tète en z'\ si un mobile suit l'hélice dans un sens tel que cet observateur le voie aller de ses pieds vers sa tète, il le voit encore tourner de sa gauche vers sa droite. Cela tient d'ailleurs à ce que la partie de l'hélice située au-dessous du plan .vij et la partie située au-dessus sont égales comme symétriques l'une de l'autre par rapport à l'axe 0.v. D'après cette propriété, on dit que l'hélice de la figure 88 est e/iroulée de liduclw à droite (dextrorsum).
Au contraire l'hélice de la figure 89 est enroulée de droite à ^'Y/7/67<e(sinistrorsum). C'est là le sens ordinaire des vis. Elle est représentée parles mêmes équations (1) à condition qu'on prenne comme sens positif de G// la perpendiculaire dirigée en arrière sur le plan .vOz.
Ainsi pour passer d'une hélice à l'autre il sullit de changer le sens de Oij en conservant les mêmes formules.
173. Cosinus directeurs de la tangente. Longueur de Tare d'hélice. — Prenons comme origine des arcs s le point A correspondant à ?< = 0, et, comme sens positif des arcs, le sens dans lequel se déplace le point M quand u croit. On a
ds = ^dx^- 4- dif + dz- -=^ \'d' + lî-du
nous choisissons le signe -f- devant la racine carrée, puisque .scroît avec u.
On a immédiatement, en intégrant,
H=^\ld^-^lr u,
sans ajouter de constante, car s s'annule avec u. Cette formule est évidente géométriquement ; en effet si l'on développe le cylindre le triangle curviligne AMP devient un triangle rectangle ayant pour hypoténuse l'arc AM = s et pour cotés de l'angle droit l'arc AP = «z^ et l'ordonnée MP-=/,v/. Donc
S- ^=^ a^ ir -\- k ir .
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Menons la tangente M^ dans le sens des arcs positils, c'est-àdire de a croissant; les cosinus a, ,3, y des angles de M/ avec les
axes sont
(Lv f, (hj dz
ou, d'après les valeurs ci-dessus de cLvy dy^ dz, ds,
rt sin u ,, <^/ cos // /•
Le cosinus appelé y étant constant, la tangente à l'hélice fait un angle constant avec les génératrices, propriété rendue évidente par le développement du cylindre.
174. Plan oscillateur. — Difîerentiant deux (ois les équations de l'hélice (1) où u est variable indépendante, on a
dx = — a sin ii du , dt/ = a cos n du , dz = kda ,
d'.v = — a cos u du^ , d-y =z — a sin u du-, d'z =0,
car u étant variable indépendante, a'-ft est nul. L'équation du plan osculateur à l'hélice au point .r,ij,z étant mise sous la forme
les coefficients A, B, C ont pour expressions
A :=: dyd-z — dzd'^y = ak sin udu^,
B = dzd^x — dxd-z == — ak cos.u du-\
C = dxd-y — dyd'.v = crdu\
L'équation du plan osculateur est donc, en supprimant le I acteur du'^^
(X — x) ak sin u — (Y — y) ak cos u -\- 'L — r) ^r ^= 0.
On peut, dans cette équation, remplacer ^/ cos // et <^/ sin // par les coordonnées x et // du point de contact. Elle devient alors
OU, en développant,
(2) *(yX-^-Y) + «»(Z_..) = 0.
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Telle est réquatioii du plan oscillateur à riiélice au point (r, y, z] . Otte équation montre (|ue : Le plan ose iihi leur à lliélice en un point M contient la normale MX' au cylindre. En effet, la normale MX' au cylindre se projette horizontalement suivant le rayon OP ; elle a donc pour équations :
yX — .iY:=0, Z_- = 0.
Le plan osculateur (2J contient évidemment cette droite. D'après cela, la normale principale à l'hélice en M est la normale MX' au cylindre.
Problème. Déterminer les points de contact des plans osculateurs menés à Vliélice par un point donné O' de coordonnées x ,y\d . — Soit M un des points de contact d'un des plans osculateurs cherchés; x,y,z les coordonnées de ce point. Il faut écrire que le plan osculateur 2) au point M passe par O', ce qui donne la condition
Il faudra prendre, sur l'hélice, tous les points (j-, ?/, -) vérifiant cette condition. Si on regarde r, y, z- comme des coordonnées courantes, cette équation représente un plan Q passant par le point 0' donné. Les points de contact cherchés étant à l'intersection de ce plan et de l'hélice, on voit que \es points de contact des plans osculateurs à Vliélice issus d' un point donné 0^, sont sur un plan passant par ce point.
Si donc on fait la projection conique ou perspective d'une hélice sur un plan donné, le point de vue étant un point quelconque O', les points d'inflexion de la courbe perspective sont en ligne droite. En effet, les points d'inflexion de la courbe perspective ne peuvent provenir actuellement que de la perspective des points de contact I^, I^,.. I,j des plans osculateurs à l'hélice issus du point de vue O'. Ces points de contact I^, I^,.. I„ étant sur un plan Q passant par 0', les projetantes G' I^, O' I^,.. O' I„ sont dans le plan Q et leurs traces sur le plan de projection sont en ligne droite.
Cette propriété subsiste quand le point O' s'éloigne indéfiniment dans une direction donnée, c'est-à-dire quand on projette la courbe sur un plan, parallèlement à une direction donnée. Par
exemple, la projection orthogonale de l'hélice sur le plan r 0 est la courbe définie par
a ou
.r =rrt cos
Cette courbe a une infinité de points d'inflexion tous situés sur 0-.
Remarquons, en terminant, qu'il n'y a pas sur l'hélice de points où le plan osculateur est stationnaire, c'est-à-dire coupe en quatre points confondus. Nous avons vu, en effet, que, pour une courbe
si de pareils points existent, ils sont donnés par l'équation
A, B, C étant les coefficients du plan osculateur. Or, actuellement
A = al\ sin n dn:\ B = — ak cos u du\ C = crdii\
f" [u) = a sin //, f iu) -=: — n cos u, 'Y' (^/) = 0.
La quantité
est donc ici, en supprimant le facteur du^ ^ a'^k : elle est constante et ne peut pas s'annuler.
175. Altre exemple. — Cherchons le plan osculateur à \\\ courl^e définie par les équations
vV -^' = "2"' ^"""6"' ' '
où A est un paramètre variable.
Actuellement
)-* d.v == \d\, di/—^ d\ dz = £l,
d'x = dV, d'y = Idl' , d^z =- 0.
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Les coeliicienls de l'équation du plan osculateur sont donc
A = di/cPz — dzd'y = — un:\
B = dzd\r — d.vd'z = /a ' ,
A- C = d.vd'i/ — dyd^x := -^ </):\
et l'équation du plan osculateur au point !j-, i/, z) est
ou
, en remplaçant 1,1/ yZ par leurs valeurs et changeant les
signes,
>,X-Y-^Z + ij^=0.
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I. - SÉRIES DE MAC LAURIN ET DE TAYLOR
176. Représentation géométrique d'une fonction de deux variables. — Soit une fonction :: des deux variables indépendantes, a: et i/,
Par rapport à trois axes rectangulaires Or, 0?/,0r, cette équation représente une surface, qui figure géométriquement la variation de la fonction z.
177. Développements en séries de puissances entières et positives des variables. — Soit d'abord la fonction
à développer suivant les puissances entières et positives de. r et //. Les identités :
donnent, en multipliant membre à membre,
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Si l'on fait croître p et (j indéfiniment, en supposant x ei y moindres que 1 en valeur absolue, .r'', y"^ tendent vers zéro et l'on a le développement
où les exposants Jii et n prennent toutes les valeurs positives entières. Ce développement est convergent pour
Cas général. — Prenons maintenant une série ordonnée par rapport aux puissances positives croissantes de deux variables x et y
OÙ jJi et 71 prennent toutes les valeurs entières et positives, les coeilicients constants Oqq, a^^, ^o^,..., «„,.„ se succédant suivant une loi déterminée.
On a alors le théorème suivant :
Une série de la forme (1; est convergente pour des valeurs de x et y comprises dans des intervalles symétriques par rapport à zéro.
On démontre ce théorème par un raisonnement qui est l'extension naturelle de celui qui a été employé au n** 96.
Supposons, en effet, que la série (1) soit convergente pour ^- = a, y = P; nous allons démontrer qu'elle est convergente pour toutes les valeurs de x et y telles que
— et
désignant les valeurs absolues de — et — .
En effet, la série, étant convergente pour j^ = a, y=[i, le terme général
tend vers zéro, quand l'un des entiers m ou n croît indéfiniment,
■nyi
et quand ces deux entiers croissent indéfiniment suivant une loi
quelconque.
lim«,„X'P"=0.
On peut donc assigner des valeurs de m' et n' assez grandes
pour que l'on ait
pour toutes les valeurs de m et n telles que m ^ m', n ^ n .
Cela posé, écrivons la série (1) sous la forme suivante :
La' série se compose d'abord d'un nombre limité de termes pour lesquels les exposants m et n sont moindres que di' et n' ; pour les autres termes, en nombre illimité.
I ^/.,,„a"'?» I <1, l't, par suite, pour la valeur absolue du terme général
-MTmr
Or, la série dont le terme général est
est convergente, d'après le cas particulier précédent, et a pour somme
dès que
['-ITÛL'-Ifl}
fl<.
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La série proposée est donc également convergente, tlès que ./• et y possèdent des valeurs telles que
Ce qui démontre le théorème.
Interprétation géométrique
somme de la série
Si l'on appelle z la
^fn,.,rf'"\f/"
la fonction r définie par cette relation existe pour
Si donc, on considère dans le plan des j^y les quatre droites
ces quatre droites forment un rectangle AB CD (fig. 90), et, pour tout point P de coordonnées w et i/ situé dans ce rectangle, la valeur de ~ existe. On peut donc dire que Féqua- d tion (2) définit une portion de surface courbe A' B' CD' se projetant horizontalement sur le rectangle A B C D.
On a ainsi l'extension aux fonctions de deux variables des théorèmes rencontrés antérieurement pour les fonctions d'une variable (n* 96).
On peut appeler le rectangle A B C D le rectangle de convergence de la série (l.
179. Bifférentiation et intégration des séries de puissances entières et positives de deux variables. — Une série telle que (1) définit, dans le rectangle de convergence, une fonction de jr et y.
f[x,y) = fl'o.o-h ^'i.o-*' + <^'o,iy 4- + ^n,,n-f''"t/'-\-
On peut démontrer, comme nous l'avons fait pour le cas d'une
Fig. <K».
variable, les deux théorèmes suivants que nous énonçons seulement :
1** Si Von prend les dérivées partielles de tous les termes de la série ^ [x ^ y) par rapporta x ou à y, la nouvelle série obtenue converge dans le même rectangle que la première et a pour somme la dérivée'partielle
àf df
-^ ou --!—.
ox dy
2° Si Von multiplie tous les termes de la série par dx et si l'on intègre, par rapport à x de 0 à x, la nouvelle série obtenue est convergente dans le même rectangle que la proposée et a pour somme
On a un théorème semblable pour l'autre variable y.
180. Série de Mac-Laurin pour une fonction de deux variables. — Etant donnée une fonction de deux variables f{x,y), proposons-nous de la développer en une série procédant suivant les puissances entières et positives de x et y.
fi^fU) = «0,0 4- «i.o-î'4- «0.1?/ 4- chfi^i'^ -h a^yvy + a^.y- +
Le problème est de calculer les coelïicients «,„ „ quand la fonction est donnée. Pour cela, prenons les dérivées successives des deux membres par rapport à x et y.
oy __
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les termes non ('crits contenant ./• ou [/ en facteur. Dans tous ces développements, faisons .i'=Ojjj=0; nous avons :
1 /,v/-\ / dY \ i /dY\
"-^Tiiô^;„' ""^liTô^jo' "«•'=tI-ô7-;,-
On a ainsi le développement demandé :
-M-im.-MMMm-^
OÙ les indices o signifient, qu'après avoir pris les dérivées, il faut y remplacer .r et 1/ par 0.
On a ainsi l'extension à deux variables de la série de Mac- Laurin.
Pour que ce développement soit applicable, il faut
1" Que toutes les dérivées -r^ r-^ — soient finies et détermi-
nées ;
2° Que la série soit convergente;
3"* Qu'elle ait pour somme la fonction donnée /(.f,y).
Si l'on suppose ces conditions remplies, la série représente la fonction /"(.r, y) pour toutes les valeurs de x et y qui la rendent convergente, c'est-à-dire pour toutes les valeurs de x et y comprises, respectivement, dans des intervalles symétriques par rapport à 0.
Géométriquement , si l'on considère la surface
la série
représente la portion de cette surface qui se projette sur le plan àcs xy dans un certain rectangle ABCD ifig. 1)0).
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Autres notations. — Désignons par y;, </, / -, s, t les dérivées partielles de 3 par rapport à .r et y (Voyez n** 19).
^ d.r 0.1- ' ^ dt/ 0// '
_ i)'z __ oy
d.rOy d.rOy
(Convenons en outre de désigner par z^, p^^ y^, î\, s^^ t^, les valeurs de la fonction et de ses dérivées pour .r = 0, y = 0. Nous pourrons alors écrire les premiers termes du développement de la façon suivante :
- = 'o 4- Po-t' + ^o/y + -9- [v' + 2 v'// + ^o.y') +
181. Série de Taylor. — La série de Mac-Laurin permet de développer la fonction
pour les valeurs de .r et // situées dans un rectangle ayant pour sommet l'origine, et, par suite, d'étudier la surface représentée par l'équation (3), dans le voisinage du point où elle coupe l'axe Oi;.
Si l'on veut étudier la même fonction /\.r, //) dans le voisinage d'autres valeurs
on ramène ce cas au précédent en posant
et on étudie la (onction
pour des valeurs de .r' et //' voisines de zéro. Si Ton développe cette fonction de .r' et //' suivant les puissances positives et croissantes de a/ et y, on doit, pour former les coeflicients du déve-
SÉRIES DE MAC-LAI RIS ET DE TAYLOR loppcnu'iit, calculer los valeurs des dérivées partielles
pour u'=: //^^O, c'est-à-dire les valeurs des dériv«M's
df df oy oy
pour .1':== a , 1/ =: b ; nous désignerons ces valeurs par 0/' (Y iV/- tV/'
iVhVv
On a alors le développement
ou, encore, en appelant
Py q, r, s, ^ les valeurs des dérivées premières et deuxièmes de f[.v, tj) pour
l4) /"> + 'i\ h + y'j = fia, h] -hjj.v' -f- fjy' -h
— v.r'^ + 2 6-.ry+/y^;+.
Ces développements sont convergents pour les valeurs de a' et 1/^ comprises dans des intervalles symétriques par rapport à zéro.
Au point de vue géométrique, considérons, sur la surface, le point R dont la projection O^ sur le plan .r O // a pour coordonnées a et b.
Le changement de variables
.r = rt -t- .r ,
Fig. 9'-
revient à transporter les axes de coordonnées, parallèlement à eux-mêmes, au point O', en O' x' ,0' tj ,0' z' [fig. 91).
Par rapport à ces nouveaux axes, la surface a pour équation
Le développement en série (4) suivant les puissances de x' et y' est convergent dans un rectangle situé dans le plan des .r'y', ayant son centre en O' et ses cotés parallèles aux axes; ce développement représente donc la portion de surface qui se projette horizontalement dans ce rectangle.
Autre notation. — Changeant, dans le développement ^4), a q\ h en X et y, x' et y' en // et k, on a le dévelopjDcment
f{x + h,y + k) =fix, y) + /, -^ + A- ^
ou encore
f[.ic-\-h, y-\.k)=f'x,y^-\-i)h-\-(ik
_j_ _L 'rli^ _L_ 2 shk -]- lIA A-
développement convergent pour des valeurs de // et k suffisamment petites en valeur absolue.
n. - PLAN TANGENT A UNE SURFACE.
182. Définition et équation. — Soient une surface ayant pour équation
et un point M de cette surface ayant pour coordonnées .r, y, z. Par définition, le plan tangent en M est le lieu des tangentes menées, en M, à toutes les courbes tracées sur la surface par le point M. Imaginons une courbe quelconque M C tracée sur la surface et passant par M ' fig. 1)2). Le long de cette courbe, les coordonnées d'un point sont des fonctions d'un P«i*aniètre // vérifiant identitruement la relation
Quand on fait vaiîor u infiniment peu, le j)oint M subit, sur
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la courbe (^, un déplacement infiniment petit MM' ayant pour .projections les différentielles dx^dij^ dz des coordonnées regardées comme fonctions de u. Les équations de la tangente M/ à la courbe C sont alors
— X _ Y — y _ Z— 3 dx dy dz
Comme les fonctions x, y, z de la variable u vérifient identiquement h\ relation
on a, en appliquant la règle de différentiation des fonctions composées,
relation que nous écrirons
;2) dz^pcLv + qdy,
en désignant, pour abréger, pary> et q les dérivées partielles de z par rapport à x et y :
ou encore
dz <)z
fin remplaçant dans l'équation homogène (2) dx, di/, dz par les quantités proportionnelles X — x,\ — //, Z — z tirées des équations (1) de la tangente, on a l'équation du lieu des tangentes
(3) Z - z =p [\ - .;■; + y : Y - .,/; . Telle est l'équation du plan tangent au point (.r, y, r).
183. Normale. — La normale au point (.r, //, ?) à la surface, étant la perpendiculaire au plan tangent, a pour équations
(4) Xzi:L = I^=J^.
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184. Cas OÙ la surface est définie par une équation non résolue. — Soit
l'équation de la surface. Cette équation définit z comme une fonction implicite de .v et y qu'on peut désigner par
Pour calculer la dérivée partielle de z par rapport à .r,
~l.z=r.p^ on prendra la dérivée du premier membre de (5) par
rapport à .r, en y regardant z comme fonction de a: : on a ainsi
ou
On a, de même, en difFérentiant par rapport à y, OF OF „
Ces relations donnent les valeurs de y; et q : en les portant
dans les équations du plan tangent et de la normale, on obtient
les équations
V /^' ^F ,^. OF ,,, . dF 'Plan tancent (\ — .r \- ^\ — t/ 1_ /_-;__=: 0;
(.Normale — ^r.; — ^=z — — — = — —
^ ' dl^ iM' db
OF
OF
ôF
OF i)z
Nous prendrons, ordinairement, les équations du plan tangent et de la normale sous les formes (3) et (4). Quand l'équation de la surface n'est pas résolue par rapport à ::, on se rappellera quey> et q sont définis par les relations
OF OF
O.r Oy
DF >)F OF
^soient nulles toutes les trois. Alors l'équation du plan tangent
n'existe plus. Les valeurs dey^ et (j apparaissent sous forme indètevminèe. Les points spéciaux pour lesquels cette circonstance se présente s'appellent points singuliers de la surface. En un tel point, les tangentes aux diverses lignes tracées sur la surface ne forment plus un plan, mais un cône dont le degré peut être plus ou moins élevé. Par exemple, le sommet d'une surface conique est un point singulier de la surface : les tangentes aux diverses courbes tracées par ce point sur la surface conique forment évidemment un cône qui se confond ici avec la surface conique ellemême.
186. Remarque. — La tangente à une courbe en un point M est la limite d'une droite joignant le point M à un point M' infiniment voisin. Il ne faudrait pas croire que le plan tangent à une surface en un point M est la limite d'un plan passant par M et par deux points infiniment voisins M' et ^\" pris sur la surface. Le plan MM^ M'' tend vers des positions limites diverses qui dépendent de la façon dont les points M' et M'' tendent vers M en se déplaçant sur la surface.
Par exemple, si les points M' et M" tendent vers M de façon que les droites MM' et MM'' tendent vers deux tangentes distinctes à la surface, le plan MM' M" tend vers le plan tangent, car sa position limite contient deux tangentes à la surface. Mais si les points M' et M" tendent vers M en suivant tous deux une même courbe tracée sur la surface par M, le plan MM'M" tend vers le plan osculateur à cette courbe et non vers le plan tangent il la surface.
187. Position d'une surface par rapport au plan tangent dans le voisinage du point de contact. — Prenons, sur une sur lace
un point déterminé A de coordonnées a, h, c
ayant pour projection O' sur le plan des jy; appelons p et q les valeurs des dérivées ~- et — ^ en ce point, /•, s et t les valeurs des
dérivées secondes ^-^ ? — -r — et -r-^ au même point. Soit M o.v^ ù.ivt/ 01/ *
un point de la surface, voisin du point A, P sa projection sur
le plan des jt/ ; pour étudier la surface dans le voisinage du point A, transportons l'origine au point 0' en prenant de nouveaux axes 0' y y' z' parallèles aux anciens (fi^. 93). Nous aurons
.r = fl _j_ -f'.
y = h^ll'^
et l'ordonnée z conservera la même valeur.
Les quantités .r' et y' sont les coordonnées du point P par rapport aux axes OV, O'y' . La valeur de - en fonction de x et y devient
ou, en développant par lu formule de Taylor,
(7) .. = />/, b) ^px' -f- qy' +-^ (/'.r'^ + 2 .vr'//' + ty^] +
pr.iy TA y G EXT a lwe surface 3o3
L'ordoiiiu't' Ml* rencontre le plan tangent en A en un point M^, dont nous appellerons z^ l'ordonnée MJ\ Comme le plan tangent en A a pour équation, par rapport aux anciens axes,
et que les coordonnées du point P sont
l'ordonnée z^ du plan tangent est
(8) z^ = c-{-jj.i'-\-rji/'.
La quantité c étant égale à fa, h , on voit que l'ordonnée -, du plan tangent s'obtient en s'arrètant aux termes du premier degré inclus, dans le développement de l'ordonnée z d'un point M de la surface suivant les puissances de x' et ij' .
Pour voir comment la surface est placée par rapport au plan tangent, faisons la différence c — z^ des ordonnées MP et M,P. On a
(9) z-z,=.-^[rr^^2s:,'y'^ty'^^ ,
où les premiers termes non écrits sont du troisième degré en x' et 7/'.
Désignons par p et cp les coordonnées polaires du point P par rapport aux axes x' O' y' . On a
X— pcos'^, 7/=psino,
et, par suite,
2 — z^ =-^ I /• cos- 'f+2.s' cos cp sin cp-j-^sin^cp-l-p/^ (?/■+" ]
où^(cp) est un polynôme homogène du troisième degré en cos cp et sin cp. D'après cette expression, si cp n'a pas une valeur annulant le trinôme
A('f) ^^ '' ^^^' 'f + - *" c^s 'f s"^ 'f + ^ sin" '^,
on peut prendre p assez petit pour que la quantité qui multiplie p^ ait le signe de ce trinôme ^('f). La différence z — r^ a alors
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In sitçne de ce iiK^me trinôme. D'après cela il y aura à distinguer trois cas, suivant la nature des racines du trinôme /^ {^].
Premier cas. — Soit d'abord rt — s^ positif. — Alors le trinôme £ ('p) ne s'annule pour aucune valeur de cp : il conserve, (luel que soit cp, un signe invariable. Donc, dans le voisinage du point de contact A, le signe de - — z^ est invariable; la surface, au voisinage de A, est située d'un même coté du plan tangent en A. On dit alors que la surface a, au point A, une courhure totale positi^^e, ou encore qu'elle est corn>ej'e en ce point.
On peut se rendre compte d'une autre manière de ce fait que, dans le cas actuel (// — 6->0), le plan tangent en A n'a en commun avec la surface, dans le voisinage du point A, que le point de contact A lui-même. En effet, pour obtenir l'équation de l'intersection de la surface par le plan tangent, il faut écrire
La projection de l'intersection sur le plan des x' y' a donc pour équation :
o = ,.y^ + 25.ry + /y^-4- ,
les termes non écrits étant au moins du troisième degré en a' et //'. Cette équation ayant, comme termes de moindre degré, des termes du second degré, représente une courbe ayant un point double à l'origine. Mais ce point est un point isolé; en effet, l'équation du faisceau des tangentes à l'origine est
r.,'^ + 24-,ry + /y^ = 0,
équation représentant deux droites imaginaires, car rt — .s^ est supposé positif.
Exemples. — Par exemple, un ellipsoïde, un hyperboloïde à deux nappes, un paraboloïdo elliptique sont des surfaces convexes en chacun de leurs points. Un t(»re est convexe en tous les points de la partie engendrée par la moitié de la circonférence générative PAP' (/?^^ 94) opposée à l'axe. Quand une surface est convexe, en un point A, si on mène un plan parallèle au plan tangent en A à une distance très petite du plan tangent du côté où
PL.iy TAyGi:yT a i\\e surface
se trouve la suiface au voisinage de A, ce plan coupe la surface suivant une petite courbe fermée. C'est ce qu'on voit sur la figure 94 qui représente un tore, le point A étant pris sur la
partie convexe du tore. Un plan parallèle au plan tangent, très voisin de ce plan et placé de l'autre côté, ne coupe pas la surface au voisinage de A.
s- ncî^a
tif.
En écrivant
Deuxième cas. — Supposons ri le trinôme f\ ( -p) sous la forme :
f^ [z> = cos'cp / tang- cp _[_ 2 s tangcp -|-r^,
on voit qu'il s'annule pour deux valeurs de tangcp
tangcp=:A, tangcp = )/,
réelles et distinctes. A ces deux valeurs de tang cp correspondent, dans le plan .r'O't/, deux droites O'E et O'E' {fig. 95), de coefTicients angulaires A et À'; soient, dans le plan tangent en A, AD et AD' les deux droites ayant pour projections O'E et O'E'. Quand le coellicient angulaire tang cp de O'P n'est pas égal à A ou a', le trinôme ^ f'f) n'est pas nul, et, par suite, z — -, a le signe de ce trinôme pour des valeurs sulïlsamment petites de 0, Comme le trinôme fl (cp) a des signes différents suivant que tang cp est ou non compris entre les racines A et a', la différence c — z^ i\ un certain signe pour les points M de la surface, voisins de A, se projetant horizontalement dans l'angle EO'E' ou dans l'angle opposé par le sommet, et le signe contraire pour les points M voisins de A se projetant dans les angles adjacents. La surface traverse donc le plan tangent dans le voisinage du point A.
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On dit alors que la surface possède en A une couvhure totale
ne^atwe.
Pour avoir l'équation de la courbe d'intersection de la surface et du plan tangent, faisons encore
nous aurons, comme projection de l'intersection, 0 ^ r.z'^ 4_ 2 s.T'iy 4- tt/'' +
Cette équation représente une courbe ayant un point double à l'origine 0' ; le faisceau des tangentes au point double a pour équation :
ra;"-i-2s.r'u'-{-ti/" = 0',
ces tangentes sont réelles, ce sont précisément les droites O' E et O' E'. Donc le plan tangent en A coupe la surface suivant une courbe, ayant un point double au point de contact et pour tangentes en ce point les deux droites AD et AD'. Ces deux droites AD et AD' se nomment les directions asymptotiques au point A.
Exemples. — Par exemple, un hyperboloïde à une nappe, un paraboloïde hyperbolique sont des surfaces dont la courbure .
Fi g. 9(i, Fi g. 97.
totale est négative en chaque point. Le plan tangent à un paraboloïde hyperbolique en un point A, le coupe suivant deux droites AD et AD' [fig. 96).
Un tore est à courbure totale négative, en tous les points de la partie de surface engendrée par la moitié de la circonférence génératrice {fig. 1)7) tournée vers l'axe. Le plan tangent P, en un de ces points A, cotipe le tore suivant une courbe ayant un point
PLAN TANGENT A UNE SURFACE
double en A. Si on mène les tangentes AD et AD^ au point double A, on obtient les directions o^ymptotiques au point A.
Troisième cas. — Supposons enfin /•/ — s- nul. — Alors le trinome
f^ (tp) = cos-tp ^j tang- cp -|- 2 6- tang '^ -{- /•),
est un carré parfait.
/;(=)=^cos^ç(tangs-).)^
Ce trinôme a un signe constant, quel que soit 9; il s'annule pour tang cp =)v.
Donc, tant que le coefficient angulaire tan^cp de O'P n'est pas égal à A, la difterence 3 — -^ a, dans le voisinage de A, un signe constant. Si on fait tang cp =: )v, c'est-à-dire si le point P est sur la droite O'E de coefficient angulaire A, f^ (») est nul, et alors, pour p suffisamment petit en valeur absolue, - — -j a le signe du premier terme de son développement qui ne s'annule pas pour tangcp=À.
Donc la surf\ice est d'un même côté du plan tangent, dans toutes les directions autour du point A, excepté dans une direction AD {fig. 98) ayant pour projection O'E et la direction opposée. Pour ces deux directions opposées, on ne peut rien affirmer, sans faire d'hypothèses particulières sur la façon dont se comportent les termes successifs du développement de ^ — z^, quand on y fait tang cp =}..
Dans ce cas, on dit que la surface a, au point A, une courbure totale nulle.
Le plan tangent en A la coupe suivant une courbe, dont la projection a pour équation
0 =j\v" + 2 sx'y' + ty'- +
Actuellement, cette courbe possède en O' un point double à tangentes confondues avec O'E. Le plan tangent en A coupe donc la surface suivant une courbe ayant en A un point de rebroussement de tangente AD, ou, plus généralement, un point singulier
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OÙ deux branches de courbe sont tangentes entre elles et à la droite AD. Les deux directions asymptotiques, au point A, sont alors confondues avec cette droite AD.
Exemples. — Dans une surface conique ou cylindrique, la courbure totale est nulle en chaque point A; en effet, le plan tangent à une de ces surfaces en un point A, étant tangent tout le long de la génératrice AD du point A, coupe la surface suivant deux droites confondues avec AD. Cette droite est la direction asymptotique en A. Ainsi la quantité rl — s'- est nulle en tous les points d'une surface conique ou cylindrique. Nous verrons plus tard que cette propriété est caractéristique des surfaces appelées surfaces développa blés.
Dans un tore, le plan tangent perpendiculaire à l'axe touche la surface tout le long d'un cercle C. En un point A de ce cercle la courbure totale est nulle : le plan tangent en A coupe la surface suivant deux circonférences confondues avec C, c'est-à-dire deux courbes tangentes en A. La tangente AD à ce cercle C est la direction asymptotique en A. Le cercle C et son symétrique par rapport au y plan de l'équateur du tore partagent la surface
en deux parties. Sur la première partie qui est opposée à l'axe, la courbure totale est positive; cette partie est marquée {fig. 99) sur la figure par des -|-. Sur la deuxième partie, qui est tournée vers l'axe, la courl)ure totale est négative; cette partie est marquée sur la figure par les signes — .
APPLICATION. PLA.\ I ASGEST AUX SURFACES RÉGLÉES
Quaiul II
ce
tte droite engendre une surface réglée.
Les droites G sont les génératrices de la surface. Soit AB une position de la génératrice, nous nous proposons d'étudier les variations du plan tangent à la surface en un point M qui se déplace sur cette génératrice.
Considérons la section C de la surface par un plan P parallèle au plan des xij et menons la tangente M/ à cette section au point où le plan P rencontre la génératrice AB [fig. 100).
Le plan tangent en M, devant contenir les tangentes à toutes les courbes passant
par M sur la surface, contient les deux droites M; et MA : c'est le plan /MA. Ce plan a pour trace sur le plan des xy la droite Kl' parallèle h M/. Le long de la courbe C, z est constant ; les coordonnées d'un point de cette courbe sont donc exprimées en fonctions de H par les formules
Fi g. loo.
.r = az-{-]i.
hz-^k
où - est constant; et le coeiïicient angulaire m de la tangente M/ à cette courbe est
dy ___ zdb + dk
d.v zda -f- dli
Cette même quantité m est le coeflTicient angulaire de la trace Ai' du plan tangent en M sur le plan des xy.
Quand le point M se déplace le long de la génératrice AB, // garde une valeur constante, ainsi que da, dby dh et dk^ tandis que c varie de — x h -|- ^ • ^^ ^^i* ^^^ ^'* varie avec 3 toujours dans le même sens et prend une fois, et une seule fois, toutes les valeurs possibles de — x à -f- oc. Cela résulte de ce que
dm
dadk — dhdh
dz
zda
dhf
conserve un signe constant quel que soit z.
Le plan tangent, quand le point M décrit la génératrice AB, d'un bout à l'autre, tourne donc toujours dans le même sens
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autour de AB et prend une fois et une seule fois toutes les positions possibles.
Cas exceptionnel. — Il peut arriver, exceptionnellement, que m soit indépendant de z. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suflit que l'on ait
(1) fladk — dbdh = 0.
Dans ce cas, le plan tangent est le même en tous les points de la génératrice AB.
189. Classification des surfaces réglées : surfaces gauches et surfaces développables. — Lorsque la condition (ij est remplie pour toutes les génératrices d'une surface réglée, c'est-à-dire est remplie quel que soit u, on dit que la surface est déi>eloppahle.
Si, au contraire, cette condition n'est pas remplie, quel que soit//, on dit que la surface réglée est gauc/te.
D'après cela, pour une surface développable, le plan tangent est le même tout le long de chaque génératrice, comme pour un cône ou un cylindre. Pour une surface gauche, au contraire, le plan tangent varie quand le point de contact se déplace le long d'une génératrice : il peut exister sur la surface gauche des génératrices particulières pour lesquelles la condition (1) est vérifiée, mais ce sont des génératrices exceptionnelles.
Par exemple, la droite
// //. ir
.1' = — .z-{-ii, i/ = ~j- --h ^j-,
engendre, quand // varie, une surface développable ; car on a
donc
(2) dadk-dhdh={) identiquement.
Au contraire, la droite
X = irz 4- // , i/ = HZ -+- li,
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engendre une surface gauche, car
a = //"", h = u, ïi ■= itf k = II,
donc
,/,, dk — dhdh = [2 II— l; dii^,
expression qui n'est pas nulle quel que soit ii. La génératrice
it=~ est une génératrice exceptionnelle de la surface, le long
de laquelle le plan tangent est le nième. Parmi les surfaces du deuxième ordre, le paraboloïde hyperbolique et l'hyperboloïde h une nappe sont des surfaces réglées gauches.
Rkmauque. — Les surfaces développables ont en tous leurs points leur courbure totale nulle [rt — s'^=0 , car le plan tangent en chacun de leurs points coupe la surface suivant deux droites confondues avec la génératrice de contact, comme dans les cônes et les cylindres.
Les surfaces réglées gauches ont, au contraire, en chacun de leurs points leur courbure totale négative [rt — s- <0), comme il ariive pour l'hyperboloïde à une nappe.
190. Deux surfaces réglées gauches ayant une génératrice commune sont, en général^ tangentes en deux points au plus de cette génératrice ; si elles sont tangentes en plus de deux points, elles se raccordent le long de la génératrice. — Soient une surface engendrée par les droites
.r = rt--h//, ij^hz-\-k,
et une deuxième surface engendrée par les droites
Supposons que ces deux surfaces aient une génératrice commune AB.
Le plan tangent à la première surface, en un point M d'ordonnée z fig. iOO), a pour trace sur le plan des :itj une droite Xt' dont le coelïlcient angulaire est
zdh-\-dk
zda -\- dh
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De même, le plan tangent au même point M à la deuxième surface a une trace de coefïîcient angulaire
zdh^ -\- dk\
Pour que les plans tangents en M aux deux surfaces coïncident, il faut et il suflit que l'on ait m ^=m^ et, par suite,
zdh-^dk zdb^-}-dk^
zda H- dit zda , -\- dit ,
Cette équation étant du deuxième degré en :: a, au plus, deux racines réelles ou imaginaires, à moins qu'elle ne se réduise à une identité; ce dernier cas se présente, si l'équation est vérifiée par plus de deux valeurs de :;.
Le théorème est donc démontré.
191. Application. Hyperboloïde de raccordement. — On se sert de cette propriété, en géométrie descriptive, pour mener le plan tangent en un point ^I à une surface réglée. Pour cela, on
^ construit, comme il suit, un hyperboloïde quia même plan tangent que la surface tout le long de la génératrice du point M. Soient A, B, C trois points de cette génératrice [fig. 101) ; A A' une tangente à la surface au point A, BB' une tangente en B, CC une tangente en C. Considérons l'hyperboloïde engendré par une droite mobile s'appuyant sur les trois droites fixes AA^, BB', CC : cet hyperboloïde a en commun avec la surface la génératrice ABC; il a, de plus, même plan tangent que la surface aux trois points A, B, C. Donc il a même plan tangent que la surface tout le long de ABC. Pour avoir le plan tangent en M à la surface, il suffit alors de mener le plan tangent à l'hyperboloïde en M , c'est-àdire de construire la génératrice rectiligne de l'hyperboloïde du deuxième système MM' : le plan tangent cherché est AMM'.
192. Cas particulier de deux surfaces réglées ayant même plan directeur. — On dit qu'une surface réglée a un plan directeur, quand ses génératrices sont toutes parallèles Ix un même
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plan; ce phni so nomme plan (Urectciu'. On a alors le théorème suivant.
Si (Jcit.v surfaces réiilàes gauches, ayant même plan directeur^ ont une i^ènèratvice communCy elles sont tangentes en général en un seul point à distance finie sur cette génératrice : si elles sont tangentes en plus d'un point à distance finie sur la génératrice, elles le sont tout le long de la génératrice.
En efFet, nous pouvons toujours supposer qu'on ait pris comme plan des i/z le plan directeur commun aux deux surfaces. Les équations d'une génératrice de la première surface sont alors
:r = //, ij = ljz-{-k.
et celles d'une génératrice de la deuxième
Dans ce cas, les quantités a et a^ sont identiquement nulles et l'équation
zdh-^dk _ zdh^-\-dk^ zda -\-d/i ~ zda^-\-dh^ '
qui détermine les - des points de la génératrice commune où les surfaces se touchent, se réduit à l'équation du premier degré
zdh 4- dk _ zdh^ -h dk^ dîi ~~ dh^ '
ce qui démontre le théorème.
193. Point central. Ligne de striction. Paramètre de distribution. — Dans une surface réglée on appelle point central sur une génératrice le pied de la perpendiculaire commune à cette génératrice et à la génératrice infiniment voisine.
Le lieu des points centraux forme une ligne située sur la surface et appelée ligne de striction.
Pour étudier la distribution des plans tangents le long d'une génératrice, prenons cette génératrice pour axe O", pour origine le point central O, pour axe des .r la perpendiculaire commune OA à la génératrice O- et à la génératrice infiniment voi-
sine AB [fig. 102). La droite AB étant perpendiculaire à O.r, sa projection AR sur le plan xOz a pour équation
et sa projection sur le plan yOz
^ = -tanga,
a étant l'angle -de AB avec 0-. Dans ces équations, o et a désignent donc la distance de deux génératrices infiniment voisines, Oz et AB, et l'angle de ces génératrices. Ce sont deux quantités infiniment petites. On peut toujours choisir le sens positif de 0// de telle laçon que S et a soient positifs.
Si l'on coupe la surface par un plan (^, parallèle au plan des .r//, rencontrant 03 et AB aux points M et M', le plan tangent en M est déterminé par la génératrice Oz et par la tangente en M à la courbe de section. Cette tangente est la droite MM', puisque M' est infiniment voisin de M. La trace horizontale 0/ du plan tangent en M est donc parallèle à MM' : son coeiïicient angulaire est
Fi g. 102.
If et d' étant les coordonnées du point M'. Or, ce point étant sur AB, ses coordonnées vérifient les équations
d'oi
ou
tanga
Les quantités a et o étant innniment petites, le rapport —
tang
1 V !• V ^ tanga a la même limite que—, car 2_ tend vers 1. Si donc on pose
insr a
A==lim — > a
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Ce coedîcient k s'appelle le paramètre de distribution lo long de 0-.
Surfaces gauches. — Si nous supposons que o et a sont des infiniment petits du même ordre, k est fini et différent de zéro. Le plan tangent en M varie, quand le point M décrit la génératrice; la surface est gauche. Au point central 0,
le plan tangent se confond avec zOa\
Quand le point M va de O ii l'infini positif sur O^, 3 varie de 0 à -f- X , m également; le plan tangent tourne donc autour de O^ depuis la position .lOz jusqu'à f/Oz. Quand M va de O à l'infini négatif sur Oz, avarie de 0 à — oo , m également ; le plan tangent tourne autour de O" en sens contraire depuis .vOz jusqu'à t/'Oz,
Surfaces développables. — 11 peut se faire que o soit infiniment petit d'ordre supérieur à a. Alors le paramètre de distribution k
/i = lim — , a
est égal à zéro. Dans ce cas, on a, pour z différent de zéro,
quel que soit 3 ; le plan tangent est le même tout le long de la génératrice Oz. Si ce fait a lieu pour toutes les génératrices de la surface, celle-ci est dèi>eloppable.
L'exemple le plus simple est un cône : alors o est rigoureusement nul, car deux génératrices quelconques se rencontrent.
11 peut se faire aussi que a soit infiniment petit d'ordre supérieur à 5 : alors Â-=x , et on a
quel que soit z. Le plan tangent est encore le même tout le long de 0-. Ainsi, dans un cylindre, a est rigoureusement nul, car les génératrices sont toutes parallèles : donc k = oo ,
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IV. - MAXIMUM OU MINIMUM D'UNE FONCTION DE DEUX VARIABLES INDÉPENDANTES
Recherche du maximum ou du minimum. — Soit
une fonction des deux variables indépendantes :v et y, on dit que cette fonction est maximum pour r = a^i/ == b, quand, jjour toutes les s>aleurs de x et y voisines de a et h respecti^>ement, on a
De même, la fonction est minimum pour r ==«_, y=zb, quand, pour toutes les {>aleurs de .v et y ^>oisines de a et h on a
Cherchons les conditions du maximum.
Pour donner à x et y des valeurs voisines de a et b, nous poserons :
x=a-{-x', y=zb-{-y',
où x' et y' sont assujettis à rester i'oisins de zéro. On doit avoir
pour toutes les {'aleurs de x', y' voisines de zéro. Développons le premier mem}3re par la formule de Taylor, en appelant/), </, /•, s, / les valeurs que prennent pour x^=a,y=:b, les dérivées partielles premières et deuxièmes de /"(.r, y). Nous avons
(1) /•(« + ./•', b-\-y')^f{a, b)=px'^rjy'
-h-^(r.r''-^2sx'y'-hty'-')-i-
Pour qu'il y ait un maximum, (piand x = a,y=b, il faut et il suHit que cette dillerence (1) soit négative pour toutes les valeurs de y et y' voisines de zéro et qu'elle s'annule seulement pour x' = 0, //' = (). Pour plus de symétrie, posons
x' = .0 ces C5, ?/' = p sin C5,
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'^ étant un angle quelconque et p une quantité positive ou négative assujettie à rester très petite en valeur absolue. La difï'érence (1) prend alors la forme •
(2) p [p cos 'f + </ sin 'j) H- -;j- p"^ (/• COS" 'f -}- 2 S cos cp sin cp -f^ ^ sin^ '^) +
Pour qu'elle puisse conserver un signe constant pour toutes les valeurs de 0 voisines de zéro, et pour toutes les valeurs de z>, il faut que y^ et q soient nuls. Car, siy^ et </ n'étaient pas nuls tous deux, /; cos cp -|- </ sin 'j ne serait pas nul, puisque 'j est quelconque, et, pour de petites valeurs de c, le terme du premier degré en p donnerait son signe à l'expression '2' : cette expression changerait donc de signe avec p.
Ainsi p et q doivent être nuls. Supposons cette condition remplie et admettons que /•. s, t ne soient pas tous nuls, nous voyons qu'alors la différence ^2] se met sous la. forme
— - p- (/• COS" cp -|- 2 A- sin '^ cos '^ -\- t sin'- 'f ) + ,
dans laquelle le terme en p- donne son signe pour les petites valeurs de p. Pour qu'il y ait maximum pour .r = «, î^ = ^, il fatit que le trinôme
/• cos'- cp -|- 2 s sin ',p cos cp -}- / sin- cp,
soit négatif ^onv toutes les valeurs decp qui ne l'annulent pas. Il faut donc, en général, que le trinôme ait ses racines imaginaires ou égales et que son premier terme soit négatif.
Laissons de côté le cas des racines égales qui est un cas douteux. Alors il faut
avec
/•<0, ou /<0;
ces deux dernières conditions s'entrainent évidemment l'une l'autre, car rt est positif. Les conditions ainsi trouvées
^Max.^ p = 0, ry = 0, rt — s'>0, /•<0ou/<0,
3i8 COURS D'ANALYSE
comme nécessaires, sont évidemment sulïisantes pour l'existence d'un maximum; car si elles sont remplies la différence
est négative pour toutes les valeurs de :v' et y' voisines de zéro. On trouve de même que les conditions nécessaires et suflisantes pour l'existence d'un minimum sont
(Min.) 7^ = 0, 7 = 0, /•/ — *-'>0, /•>0 ou ^>0.
Interprétation géométrique. — Considérons la surface
où l'axe des z est supposé vertical. Chercher les maxima et minima de ' revient à chercher sur la surface les points qui sont plus haut ou plus bas que les points infiniment voisins. Soit a, Ij, un système de ~7 valeurs de .r et î/ donnant un maximum. Le ^ point A correspondant de la surface est plus haut que les points infiniment voisins (fii(. 103).' Les conditions
Fi g. io3.
expriment qu'en ce point A le plan tangent est horizontal, car ce plan ayant en général pour équation
se réduit actuellement à
La condition
exprime, qu'au point A, la surface a une courbure totale posithe^ c'est-à-dire qu'elle est, au voisinage de A, d'un même côté du plan tangent. Knfin
signifie qu'elle est, au voisinage de A,]au-dessous du"plan tangent
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en A. Toutes ces conditions sont évidentes a priori par la géométrie.
196. IvviMPLE. — Soit h chercher les maxima et minima de la fonction
Calculons p, q, /*, s, t :
Commençons par chercher les valeurs de j: et t/ qui annulent p et fj : nous aurons à résoudre le système
qui donne, par soustraction,
Prenons d'abord // — .r = 0 ; nous trouverons, en portant dans les deux équations,
(II) .r = 0, /y = 0.
prenons ensuite r -{- t/ — 1=0, nous aurons de même deux systèmes de solutions
{III) x = 0, y = l.
(IV) .r = l, y = 0.
On a ainsi quatre couples de valeurs de r et //, annulant/; et q. Il faut maintenant voir, successivement, quel signe chacun de ces couples de valeurs fait prendre à /•/ — s^.
On a
Le couple (I), x=-7^,y=-T^, donne
'*'"■* ""ÏT 9 ~ 3'
donc
à ce couple correspond un minimum de z
Les autres couples (II), (III), (IV) donnent tous
ils ne correspondent donc ni à un maximum ni à un minimum.
197. Remarque sur le cas rt — s^ = 0. — Lorsque, pour x=ia, y ^=^by on a
sans que r^ Sy t soient nuls tous trois, nous avons dit qu'il y a doute.
Cela tient à ce que, dans l'expression de la différence
le trinôme
/• cos- » H- 2 s cos 'i sin es + / sin^ '^,
est alors un cavrè parfait. Ce trinôme conserve donc un signe constant, excepté pour la valeur cp^^ de cp qui l'annule. Si donc on attribue à cp cette valeur spéciale, le signe de la différence dépend des termes suivants du développement, termes qu'il laudra étudier dans chacjue cas particulier.
Exemple I. — Prenons, par exemple, la fonction
MAXI^^'^r or misimum d'iwe fonction de deux variables 3a i Actuellement,
Donc/; et q s'annulent pour x = 1, ?/ = 1 ; la valeur correspondante de la fonction est
De plus, en ce point .r = 1, ?/ = 1,
/•/ — 6-=rO, /•>0.
Nous allons voir que la fonction n'est pas minimum. Pour l'étudier dans le voisinage des valeurs 1 et 1, employons la méthode générale; faisons
x' = p cos 'j, y' = 0 sin c5,
Nous avons
= p'^(cos 'J — sin cp)- -|- p^sin^cp.
Tant que '^ n'a pas une valeur particulière telle que cos cp — sincp:=:0, tang<p = l,
la différence esl positwe, pour de petites valeurs de p, car le premier terme donne son signe. Mais, pour tang 3 = 1, la différence prend le signe du terme p^sin'^cp : elle change de signe avec p et, par suite, ne conserve plus un signe constant.
Donc, dans le voisinage de j:' = 1, y = 1, la différence
ne conserve pas un signe constant quels que soient '^ et p : il nV a ni maximum ni minimum en ce point.
II. Prenons, comme deuxième exemple, la fonction
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Nous verrons, de même, qu'au point r = 1, ?/ = 1, on a
/^ = 0, ry=0, rt — s^ = 0,
Pour étudier la fonction au voisinage de ce point, faisons .r = 1 + p cos (p, ?y = 1 -j- p sin cp ,
nous avons
/XH-.r',H-7/0 — /^(l,l) = p^(cos'^— sin'^)2 + p^sin^'f.
Pour de petites valeurs de p, cette différence a le signe du terme en p^ tant que tang cp est différent de 1, c'est-à-dire le signe -f-.
Pour tangcp = l, elle a le signe du terme p*sin*cp, c'est-àdire + encore. Donc cette différence est constamment positive : la fonction est minimum pour ^=1,// = 1.
Equation de V enveloppe. — Soit
l'équation d'une courbe plane C contenant un paramètre k. Quand A varie d'une manière continue, cette courbe se déplace d'une manière continue.
On dit qu'elle admet une (?/zç'e/o/^y>)(?, quand il existe une courbe E à laquelle les courbes C sont toutes tangentes. Les courbes C sont les eiweloppées.
Soit [fig. 104), M '^v,y) un des points de l'enveloppe et
Fig. 104.
l'équation de l'enveloppée C qui touche l'enveloppe E en ce point. Le coefficient angulaire de la tangente à l'enveloppée est donné par
où d.v et di/ sont les projections d'un élément d'arc MM' de l'enveloppée.
Pour avoir le coefficient angulaire de la tangente à l'enveloppe au même point, remarquons que, le long de l'enveloppe, les coordonnées .r et u du point de contact M sont fonctions de X,
car le point de conclu -t M est déterminé quand À est donné. Ces fonctions de ). vérifient identiquement la relation
Quand on fait croître X de sa différentielle d\, les coordonnées du point de contact M croissent de leurs différentielles d^x et d\ij, et, comme f{j:,y,\) reste nulle, sa différentielle l'est; on a donc
Géométriquement, d^Xyd^y sont les projections d'un élément d'arc MMj de l'enveloppe E. Le coefficient angulaire de la tangente à l'enveloppe en M étant égal à celui de la tangente à l'enveloppée, on doit avoir
dy d^y
dx d^x Les équations (1) et (2) donnent alors :
Donc les coordonnées du point de contact M vérifient les deux relations
(3) Ar,y,/)=o, -|-=o.
En éliminant A entre ces deux équations, on a l'équation de l'enveloppe E, quand cette enveloppe existe.
Réciproquement, soit E la courbe dont l'équation est obtenue en éliminant A entre les deux relations (3), en tout point .r, y de cette courbe, qui n'est pas un point singulier de l'enveloppée correspondante C, la tangente est la même à E et à C. En effet,
comme, au point considéré -(-=0, les équations (1) et (2) donnant les coefficients angulaires des tangentes aux deux courbes C et E au point .r, y sont
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Si — ^ et ^ ne sont pas nuls à la fois , c'est-à-dire si le point (.r, //) n'est pas un point singulier de l'enveloppée
ce qui démontre le théorème.
En résumé, la courbe obtenue en éliminant A entre les deux relations (3) est ou bien l'enveloppe des courbes
/■(.r,y,).)=0, OU le lieu de leurs points singuliers.
Remarque. — Eliminer ). entre les deux équations
revient h exprimer que l'équation f(.v,j/,'/?=0, en A, admet une racine double.
199. Le point de contact de Venveloppèe C avec Fenveloppe E est la limite d'un des points d'intersection de C avec une enveloppée C infiniment voisine. — En effet, l'équation de C est
celle d'une enveloppée voisine C
(C) /■(.r,y,).+AA;=0.
Les points d'intersection de ces deux courbes sont donnés par le système des deux équations (C) et (C), ou par le système équivalent
/■(.r,y,/ + A).)-/-Cr,y,/.) _ ,, A/. ~
Quand A), tend vers zéro, ce système devient précisément le sys-
tènie (3) qui définit les points de contact de l'enveloppée avec Tenveloppe E. Le théorème est donc démontré.
200. Exemple I. Enveloppe d'un cercle de rayon constant R dont le centre décrit une courbe donnée. — Soient a et b les
coordonnées du centre P du cercle (//j;' . 105) ; ce point devant décrire une courl)e donnée ïIIF, a et b sont des fonctions données d'un paramètre A
L'équation du cercle mobile est alors
R étant constant. Pour avoir les points de contact M et M' du cercle avec l'enveloppe, il faut associer à l'équation du cercle l'équation obtenue en dérivant par rapport à A
. (la , ^ db
clK
ifk
Si, dans cette équation, on regarde .r et y comme des coordonnées courantes, elle représente une droite passant par le point \*[a,b) et normale à la courbe IIIF lieu du point P. Les points do contact du cercle avec l'enveloppe sont donc aux extrémités du diamètre MPM' normal à la courbe lieu des centres. Les j)oints de l'enveloppe s'obtiennent encore en portant sur la normale en P deux longueurs égales à R
PM = PM' = R
Les courbes ainsi obtenues s'appellent courbés parallèles à la courbe donnée Illi' : les tangentes à ces courbes en M et M' étant tangentes au cercle sont normales au* diamètre MPM' et, par suite, parallèles à la tangente en P à la courbe donnée IIIF.
Gèomètriquenient, si P' est une position du centre voisine de P, les points communs aux deux cercles de centres P et P' et de m^me rayon, sont sur la perpendiculaire à PP' en son milieu.
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Quand P hiid \t rs P, PP^ devient tangent h la courbe HIT et la perpendiculaire au milieu de PP' devient la normale en P à cette courbe. Les points de contact du cercle avec son enveloppe sont donc sur cette normale, comme nous l'a montré le calcul.
201. Kxi-MPLE 11. — Dans l'exemple précédent, nous avons trouve iiiir Ncritable enveloppe. Il peut se faire, comme nous l'avons dit, que la règle indiquée fournisse des lieux de points singuliers. Kn voici un exemple élémentaire. Soit à trouver Tenveloppe des courbes
D'après la règle, il faut éliminer A entre cette équation et la dérivée par rapport à â
Fig. io6.
L'élimination est immédiate et donne comme enveloppe
équation qui se décompose en
et qui représente l'axe Oy avec les deux parallèles AA^ et BB', à l'unité de distance de cet axe. Construisons les courbes C. Nous voyons que leur équation se déduit de celle de la courbe
en changeant ?/ en 7/ — X. Les courbes C s'obtiennent donc en faisant glisser la courbe (6) parallèlement à elle-mé4ne le long de O//. Cette courbe (6) a la forme indiquée [fi^. 106), avec un point double à l'origine O et deux sommets en A et B. Quand on la déplace le long de 0/y, elle a bien pour enveloppe les droites AA' et BB^; mais elle n'a pas pour enveloppe l'axe Oi/ trouvé dans le calcul. Cet axe est le lieu des points doubles des enveloppées.
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II. — ENVELOPPE D'UNE FAMILLE DE COURBES DANS L'ESPACE
202. Condition pour qu'il existe une enveloppe. Equation de Venveloppe. — Soit, dans l'espace, une courbe définie par deux équations simultanées :
dépendant d'un paramètre 7.. Quand on fait varier )s d'une manière continue, la courbe C se déplace d'une manière continue; on peut alors se demander si les diverses positions de la courbe C ont une enveloppe, c'est-à-dire s'il existe une courbe E à laquelle les courbes C soient toutes tangentes. Nous allons voir que cette enveloppe n'existe pas, en général; pour qu'elle existe, il faut qu'une certaine condition soit remplie.
Supposons que l'enveloppe E existe. Soit M (.r, ?/, -) un point de contact d'une courbe C avec l'enveloppe. Les coordonnées d'un point quelconque de C sont des fonctions d'un paramètre u vérifiant identiquement les deux équations (C), où), a une valeur constante donnée. Quand ii varie, les fonctions fÇr, ?/, ^, X) et ç (j", //, z, )») restent nulles, leurs différentielles sont donc nulles, et on a
djc dx
dy-\-
du 1
Ces équations définissent les projections c^.r, dy, dz d'un élément
d'arc infiniment petit MM' de la courbe C [fig. 104) ; elles donnent
, dii dz ,11 1 • 1
pour les rapports -j-- , -7— un système de valeurs bien déterminées,
tant que Ton n'a pas
Oj-
de
- Oy
iy
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Si ces dermères conditions étaient remplies, les équations (1) se réduiraient à une seule, le point correspondant ût, y, z serait ce que l'on appelle if/i point singulier de la courbe C. Nous supposerons que le point M n'est pas un point singulier, les
rapports -j- et -j^ sont alors déterminés et les équations de la
tangente en M à la courbe C sont
dx dij dz
Cherchons, maintenant, les projections ^^.r, r/,//, f/,- d'un élémentd'arc infiniment petit MM, de l'enveloppe E. Le long de l'enveloppe, les coordonnées jc, i/, z d'un point de E sont fonctions de)v, car, pour chaque valeur de )., il existe, sur l'enveloppe, un point de contact avec l'enveloppée C correspondante; soient
•* — Vi i/v -> y — ^2 v\ 1 ^ — 1^3 v^j '
Ces fonctions de A vérifient identiquement les deux équations
Les premiers membres de ces équations restant nuls quand À varie, leurs différentielles sont nulles. On a donc, en désignant comme plus haut, par </i.r, d^y^d^z, les différentielles de x,y,z regardées comme fonctions de ).,
Les projections de l'élément d'arc infiniment petit MM, vérifient ces deux relations. La tangente en M à l'enveloppe E a pour équations
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Pour que cette tangente soit la même que la tangente à la courbe C, il Tant et il suffit que l'on ait
^•^^ d.v " <// ~" dz
en appelant k la valeur commune des rapports. De ces équations (3) on tire (l^.^•, d^y^ d^ z et, en portant dans (2), on a
Mais, d'après les relations (1), ces équations se réduisent à
cU ox
Donc, si les courbes C ont une enveloppe, les coordonnées .r, î/, z d'un point de cette enveloppe regardées comme fonctions de )., doivent vérifier les quatre équations simultanées
Il faut, par suite, que les valeurs de x^y^z, en fonction de X, tirées de trois de ces équations, vérifient identiquement la quatrième, quel que soit \.
Si cette condition n'est pas remplie, l'enveloppe n'existe pas.
Si elle est remplie, soient
les valeurs de .r, //, -, en fonction de X, tirées de ces équations (4). La courbe définie par les relations (5) est, ou bien l'enveloppe des courbes C, ou le lieu des points singuliers de ces courbes. En effet, appelons d^.v^ d^y^ d^z les différentielles des fonctions Xy y, " de \ définies par les relations (5) ; ces fonctions rendent identiquement nulles les expressions /'(.r,//, r, X) et cp (.r, //, -, ).) ; elles
FXVELOPPE D'USE FAMILLE DE COURBES DASS L'ESPACE 33i reiulciil (loiu- nulles leurs difTérentielles et on a les deux équations
O.r * 0// '-^ Os * Oâ
O.r ^ 0/y **^ Or * Oa
^lais, comme les valeurs (5) de .r, //, 3 annulent, par hypo-
thèse, -^ et — ^, on a
Oa Oa
\ O.r ^ 0// '-^ Or *
Les relations déterminent les rapports -^ , —~- si les deri-
vees partielles -r^- , -^- , -r^ ne sont pas proportionnelles a
-r-^, ^— -, -— ^ , c est-a-dire si ce point .i\ u,z considère n est O.r 0// ' O3 ^ *^
pas un point singulier de la courbe C. Comme ces relations (6 sont identiques aux relations (1) qui définissent les rapports
-jr— , -7— pour la courbe C, on voit que la courbe (5) est tangente
à la courbe C, à condition que le point .r, ?/, z défini par les rela* tions (5) ne soit pas un point singulier de C.
203. Exemple. — Un cas simple où les équations (5) se réduisent à trois est le suivant. Supposons qu'une des équations des courbes mobiles ne contienne pas A, par exemple la première. Ces deux équations sont alors
les courbes mobiles s'obtiennent en coupant une surface fixe /'(.r, ?/, z) = 0, par une surface mobile o [x, y, c, )v) = 0, dépendant
d'un paramètre. Comme actuellement -A- est identiquement nulle,
les équations (4) se réduisent à trois
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On pourra, en général, tirer, de ces équations, .r, //, z en fonctions de ).
la courbe ainsi définie, si elle est réelle, sera ou bien l'enveloppe des courbes considérées ou le lieu de leurs points singuliers.
Prenons, par exemple, un hyperboloïde à une nappe de révo lution autour de 0^
(8) j^!+yl_4_i=o,
et, sur cet hyperboloïde, les courbes C définies par l'intersection de la surface avec les plans verticaux
■9) X cos AH-?/ sin }. — R == 0,
où R est constant et où A est un paramètre variable. Ces plans, étant à une distance constante R de l'origine, sont les plans tangents il un cylindre de révolution de rayon R ayant Oz pour axe. Pour avoir un point de l'enveloppe de ces courbes C, il faut joindre, aux deux équations (8) et (9), la suivante
'10) — .r sin ). -f-// cosX = 0,
obtenue en dérivant (9) par rapport à A. Résolvant les équations (8), (9) et*(10) par rapport h .r, //, 3, on a immédiatement
(E) ^ = RcosÀ, y = Rûn\ ^ = ±-^V/lV — a%
relations qui définissent un point de l'enveloppe. Pour que - soit réel, il faut R^«. Quand R est supérieur à a, l'enveloppe se compose de deux parallèles de l'hyperboloïde, ce qui est évident géométriquement. Quand R==a, les équations (K) donnent le cercle de gorge, qui n'est plus une véritable enveloppe des courbes C, mais le lieu de leurs points singuliers. En effet, dans ce cas, les plans (9) sont les plans tangents à l'hyperboloïde le long du cercle de gorge; ils coupent l'hyperboloïde suivant des courbes C formées de deux génératrices se coupant sur le cercle de gorge; ce dernier est alors, non renveloppe des courbes C, mais le lieu de leurs points doubles.
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204. Application à une droite mobile dépendant d'un paramètre. Surfaces gauches. Surfaces développables. Arête de rebroussement. — Nous avons déjà donné la classification des sui facos réglées en surfaces gauches et surfaces déçeloppables. Xous allons retrouver ici cette classification comme application de la théorie des enveloppes dans l'espace.
Soit une droite mobile ayant pour équations
(D) x = a.z^h, jj = l,z-\-k,
où a, b, h et k sont des fonctions d'un paramètre A. Quand le paramètre varie, la droite se déplace et engendre une surface réglée.
Deux cas sont à distinguer suivant que cette droite a ou non une enveloppe.
Condition pour que la droite ait une enveloppe. Surfaces développables. — Cherchons la condition pour que les droites (D) aient une enveloppe. D'après la règle générale, nous devons associer aux équations (D), les équations obtenues en dérivant par rapport à )v, c'est-à-dire les équations
da dJi ^
db dk
dK dK
Les quatre équations ainsi obtenues doivent être compatibles en J7, y, z. Les deux dernières donnent, pour -, deux valeurs
dh dk
da' ^ db '
si ces valeurs ne sont pas identiques entre elles, les droites n'ont pas d'enveloppe.
Pour qu'il y ait une ençeloppCy il faut et il suffit que les deux valeurs de z soient identiques, c'est-à-dire que l'on ait
da dk — db dh = 0, ou, en se reportant au n® 189, que les droites forment une sur-
face dêi'elo/jpable. Dans ce cas, les coordonnées d'un point de l'enveloppe sont définies par
dh dk
da
X = az -\-h^ y = hz -\- k.
Cette enveloppe s'appelle V arête de rehroussement de la surface développa ble.
Nous retrouvons donc, sous un nouveau point de vue, la classification des surfaces réglées que nous avons déduite de la théorie du plan tangent.
Quand les droites mobiles (D) n'ont pas d'enveloppe, elles engendrent une surface gauche.
Quand elles ont une enveloppe^ elles engendrent une surface dcveloppable. L'enveloppe est l'arête de rebroussement de la surface.
On a ainsi un mode de génération simple des surfaces développables :
Soit une courbe quelconque ; les tangentes à cette courbe forment une surface développable dont la courbe est V arête de rebr'oussement.
Nous savons que le plan tangent à une surface developpable est le même tout le long d'une génératrice, comme dans un cône et dans un cylindre. Nous verrons plus loin qiie ce plan tangent est le plan osculateur à l'arête de rebroussement, au point où la génératrice touche cette arête.
Exemple. — Les droites ayant pour équations
engendrent une surface developpable. En effet, en dérivant ces deux équations par rapport à A, on obtient deux équations qui donnent pour z la même valeur
Portant cette valeur de r dans les deux équations do la droite, on a, pour les coordonnées d'un point de l'enveloppe, c'est-à-dire de Varête de rebroussement,
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Cette courbe est une courbe gauche du troisième ordre ou cubique o-auche.
On poui la vérifier aisément, comme exercice, que le plan tangent à la surface développable le long d'une des génératrices est le plan osculateur de la courbe (F!) (Voyez exercice n^ 210).
206. Cônes et cylindres. — Les exemples les plus simples de surfaces développables sont les cônes et les cijlindres. Il est aisé de vérifier que, pour ces surfaces, la condition générale dadk — dbdh = 0 est remplie. Prenons d'abord un cône et supposons qu'on ait choisi pour origine le sommet du cône. Les génératrices du cône ont alors pour équations
a et h étant fonctions de A. Comme /i et k sont identiquement nuls, la condition est satisfaite. Les coordonnées d'un point de Tarète de rebroussement sont données par
Cette courbe se réduit à un point, le sommet du cône.
Prenons maintenant un cylindre et choisissons l'axe O3 parallèle aux génératrices. Ces droites auront pour équations
.r = /i, ij = k,
Il et k étant fonctions d'un paramètre \. La condition est encore remplie, car a ei h sont identiquement nuls. En considérant le cylindre comme la limite d'un cône dont le sommet s'est éloigné indéfiniment sur Q-, on peut dire que l'arête de rebroussement est un point ii l'infini sur Or.
207. Le plan tangent à une surface développable coïncide avec le plan osculateur à l'arête de rebroussement. — Soit M un point de l'arête de rebroussement,
les expressions des coordonnées du point M en fonction d'un paramètre u.
Quand le point M décrit l'arête de rebroussement, la tangente M/ engendre la surface développable : nous allons montrer que le plan tangent h la surface développable, en un point quelconque M, de la génératrice Mt, est le même, quelle que soit la position du point M,, et coïncide avec le plan osculateur en M à l'arête de rebroussement. Pour déterminer le plan tangent en un point d'une surface, il suffit de connaître les tangentes à deux courbes passant par ce point sur la surface. Par le point M^ de la surface développable, passe d'abord la génératrice M^ M ; le plan tangent eu Mj contient donc cette génératrice. Soit ensuite C^ une. deuxième courbe passant par M^ sur la surface : quand le point M, décrit cette courbe, la longueur MM^ de la tangente à l'arête de rebroussement varie en fonction du paramètre h qui fixe la position du point M. Les équations de la tangente MM^ sont
Fi g. 107
Le point Mj (.r,, ?/,, -,) étant sur cette droite, on a
en appelant p la valeur commune de ces rapports.
Comme jc = f(^n)y y = 'f (/'), ^ = | {n), on a donc, pour les coor données du point Mj,
(M.) y. = y(„)+py'(«),
( -, = 4,(«) + pf(«).
Dans ces expressions, p doit être regardé comme une fonction de M, de telle façon que, quand ii varie, le point Mj décrit la courbe C,. Cela posé, le plan tangent à la surface développable en Mj contient la génératrice MM^. Il passe donc par le point M et son équation est de la forme
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vu ('Clivant quil contient la droite MM^, tangente à l'arête de rebrousscnient, on a
Il faut écrire qu'il contient aussi la tangente Mj/j h la courbe C^. Or, d'après les expressions des coordonnées du point M^, les cosinus directeurs de cette tangente M^/^ sont proportionnels aux
diilerentielles (I.t\, dt/^, dz^.
d.i\=f{u) [du -\- d^] H- ^f'^ij du,
dVi = 'f '('0 [dit -\-dp]-\- pf{u) du, d-i = '^'i") [^" H- dp] + ?•}''{") du.
On doit avoi]
\d.v^ -h Bdi/^ + C^-^ = 0.
Remplaçant du\, di/^, dz^ par leurs valeurs, et tenant compte de la condition (13), on voit que le coefficient de (^du-\-dp) disparaît et il reste la condition
(14) Af"{u) + Bf{u] + C>i\u) = 0.
Les conditions (13) et (14) déterminent les coefficients A, B, C ^ du plan tangent (12). Mais ce sont précisément les équations déterminant le plan osculateur, en M, à l'arête de rebroussement. Le théorème est donc démontré.
in. - ENVELOPPE DUNE FAMILLE DE SURFACES DÉPENDANT D'UN PARAMÉTRE
208. Équation de Fenveloppe. Caractéristiques, Arête de rebroussement. — Soit
l'équation d'une surface S contenant un paramètre variable A. On peut se proposer de chercher une surface E à laquelle chacune des surfaces S soit tangente tout le long d'une courbe C.
Cette surface E, quand elle existe, est Vem^eloppe des sur-
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faces S; les surfaces S sont les enveloppées et la courbe C, suivant laquelle chaque surface S touche l'enveloppe E, est Ia caractéristique de la surface S.
On démontre, par une méthode analogue à celle que nous avons suivie pour l'enveloppe d'une famille de courbes dans un plan, les théorèmes suivants.
Si les surfaces S ont une enveloppe E, la courbe caractéristique, suivant laquelle chaque surface S touche son e/iveloppe, est définie par les deux équations
OF
(C) F(^,y,..,>0=o, -ôr=^-
U enveloppe est le lieu géométrique de ces courbes : on obtient son équation en éliminant )v entre les deux équations (C).
Dans tous les cas, V équation résultant de cette élimination représente, ou V enveloppe des surfaces S, ou le lieu de leurs points singuliers .
La caractéristique C, suivant laquelle une surface S touche V enveloppe , est la limite de la courbe d' intersection de la surface S avec la surface infiniment voisine, obtenue en faisant varier infiniment peu le paramètre X.
Nous nous contentons d'énoncer ces théorèmes; mais il est important de faire la remarque suivante :
Quand le paramètre \ varie, les courbes caractéristiques C ont une enveloppe A : cette enveloppe s'appelle l'arête de rebroussement de la surface enveloppe.
Les caractéristiques sont des courbes de l'espace définies par les deux équations simultanées :
Pour montrer qu'elles ont une enveloppe, il faut montrer que le système de quatre équations obtenu en associant aux deux précédentes les équations dérivées par rapport à \ :
se réduit à trois.
ESVELOPPE DE SURFACES A UN PARAMÈTRE
Or cela est évident, car ces équations se réduisent aux trois suivantes
OF (VF
Ces équations déterminent jc, //, z en fonction de \. Lorsque A varie, le point ainsi déterminé décrit l'enveloppe des caractéristiques, c'est-à-dire l'arête de rebroussement A de la surface enveloppe. Il peut arriver que les valeurs de x^y,z tirées des équations (A) soient imaginaires : l'arête de rebroussement n'existe pas dans ce cas.
209. Exemple. Enveloppe d'un plan mobile à un paramètre : surfaces dèveloppables, — Soit
(1) A.r + By + (:c4-D=0,
l'équation d'un plan mobile, dont les coefficients A, B, C, D sont fonctions d'un paramètre A. Cherchons l'enveloppe de ce plan. D'abord, pour avoir la caractéristique suivant laquelle le plan touche son enveloppe, il faut joindre, à l'équation du plan, l'équation dérivée par rapport à Â :
(2) A'^ + BV + C';+D' = 0,
A', B^, C, D^ désignant les dérivées des coefficients par rapport à A.
La caractéristique est donc une droite. L'enveloppe est le lieu de ces caractéristiques; c'est donc une surface réglée. Cette surface est développable, car, le plan mobile touchant son enveloppe tout le long de la caractéristique, le plan tangent à la surface réglée est le même tout le long de la génératrice. Enfin les caractéristiques (génératrices rectilignes de la surface) ont une (enveloppe A, dont les points sont définis par les trois équations
A^ + B?/-4-C^-hD = 0, (A) ) A^a; + B'y + C.c-hD' = 0,
où les dérivées secondes des coeflicients par rapport à A sont
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désignées par deux accents. Ces équations déterminent r, y, z en fonction de )., et, quand A varie, le point ainsi défini décrit Tenveloppe des génératrices de la surface développable, c'est-àdire l'arête de rebroussement de la surface.
Nous avons vu que le plan tangent à une surface développable est le plan osculateur à l'arête de rebroussement de la surface ; actuellement, le plan donné
A.r + Bî/ + C3 + D=:0,
est donc le plan osculateur à l'arête de rebroussement définie par les Irois relations (A).
En résumé, on voit qu'un plan mobile, à un paramètre, enveloppe une surface développable, et que ce plan est osculateur à l'arête de rebroussement de la surface.
Réciproquement, toute surface développable peut être considérée comme l'enveloppe d'un plan mobile à un paramètre : en effet, elle est l'enveloppe de son plan tangent, c'est-à-dire du plan osculateur à son arête de rebroussement.
On peut également présenter ce résultat en disant que l'enveloppe du plan osculateur d'une courbe gauche est la surface développable engendrée par les tangentes à cette courbe : la caractéristique du plan osculateur à une courbe (intersection d'un plan osculateur avec un plan osculateur infiniment voisin' est donc la tangente à la courbe.
On se rappellera ce fait par le procédé mnémonique suivant :
le plan osculateur en M à une courbe
gauche est le plan du point M et de deux
points infiniment voisins Mj et M' ; le
plan osculateur en M^ est le plan du
Fig. io8. point M' et de deux points infiniment
voisins M et M". L'intersection de ces
deux plans est la corde MM' joignant deux points infinimeiU
voisins, c'est-à-dire la tangente à la courbe en M.
210. Exemple de l'enveloppe d'un plan à un paramètre. — Soit à trouver l'enveloppe du plan
(4) i,-^-JL,+}L^o.
ENVELOPPE DE SURFACES A UN PARAMETRE i\l
\a\ caiMc tt'i isti(|ue s'obtient, en associant à cette équation réquation dciivée
Pour avoir Tenveloppe, il faudrait éliminer A entre ces équations (4) et (5). On aurait «linsi une surface développable.
I/aréte de rebroussement A de la surface s'obtient, en associant aux (Hjuations (4) et (5) la nouvelle équation dérivée
Les trois équations (4), (5) et (6) donnent les coordonnées d'un point de l'arête de rebroussement; en les résolvant, on a :
A) '-T' '^^IT
Le plan mobile est alors le plan osculateur à cette courbe : c'est ce qu'on vérifiera en se reportant au calcul du n*' 175.
La caractéristique définie par les équations (4) et (5) est la tangente à la courbe A.
211. Althe exemple. Enveloppe d'une sphère de rayon constant dont le centre décrit une courbe donnée, — Soient ^/, A, r, les coordonnées du centre M de la sphère : ce point décrivant une courbe donnée F, ses coordonnées sont fonctions d'un paramètre u :
L'équation de la sphère mobile est donc
Pour avoir la courbe caractéristique suivant laquelle cette sphère touche son enveloppe, il faut associer à cette équation l'équation dérivée par rapport au paramètre u
(10) [x-fi,r] /'(«; + [y - -f («)] -f' i'<] + [= - i («)] ¥ (") = 0-
Si l'on regarde .r, y, :;: comme des coordonnées courantes, cette
équation représente un plan passant par le point M(«, h, c) de la courbe F et perpendiculaire à la tangente M/ à cette courbe, car les cosinus directeurs de cette tangente sont proportionnels à f [u), '•^'{fi)-, '^' {ff)
ifig-m).
La caractéristique de la sphère S est donc à l'intersection de celte sphère avec le plan normal à la courbe T, au point M,
centre de la sphère : on peut dire que
tig. 109. ^ * , *■ *■
cette caractéristique est le cercle obtenu en portant sur les normales à la courbe T, au point M, des longueurs constantes égales à R. L'enveloppe est le lieu de ces caractéristiques, c'est-à-dire le lieu obtenu en portant sur toutes les normales à la courbe F des longueurs constantes égales à R ; ces normales sont aussi les normales à la surface enveloppe.
La surface enveloppe ainsi obtenue est une surface canal. Par exemple, si la ligne F est une ligne droite, la surface canal devient un cylindre de révolution autour de cette droite : les caractéristiques sont les parallèles du cylindre.
Dans le cas général, les caractéristiques ont une enveloppe arête de rehroussejnenl de la surface canal ; mais cette enveloppe peut être imaginaire, quand R est suilisamment petit.
IV, - ENVELOPPE D'U^iE FAMILLE DE SURFACES A DEUX PARAMÉTRES
Équation de V enveloppe. — Soit
l'équation d'une surface mobile S, contenant deux paramètres variables ), et [jl. On peut chercher à déterminer une surface E à -laquelle toutes les surfaces S sont tangentes. Nous nous bornerons à énoncer les résultats suivants, analogues à ceux qu'on a dcnioiitrés pour l'enveloppe des courbes. Si la surface erweloppc existe ^ on obtient son équation en éliminant \ et [jl entre les trois équations :
Exemple I. — Cherchons l'enveloppe du plan
Le point de contact du plan avec l'enveloppe s'obtient, en associant à cette équation les deux équations dérivées par rapport à A et ix :
a:4-uL=0, //-f-A = 0.
L'enveloppe s'obtient en éliminant A et jjl entre les trois équations, ce qui donne le paraboloïde
214. Exemple II. Enveloppe d'une sphère de rayon constant R, dont le centre décrit une surface fixe donnée. — Soient a, h, c les coordonnées du centre de la sphère,
l'équation de la surface S que décrit ce point. L'équation de la sphère mobile est
(S) (^ - af + [,j- hf + [z -f[a, b)Y - R' = 0,
avec deux paramètres a et h. Pour avoir les points de contact de la sphère S avec son enveloppe, il faut associer à l'équation (S) les deux équations dérivées par rapport a a et à b.
Ces deux équations s'écrivent comme il suit, en désignant par
p et q les dérivées partielles -:-i— et-Yy- :
Voici comment on peut interpréter géométriquement ces équations : si on regarde x, y, z comme des coordonnées cou-
rantes, ces deux équations représentent la normale à la surface S, au point C(âr, b, c). En effet, les équations de la normale h cette surface sont
en y remplaçant c par f^a, h) et chassant les dénominateurs, on obtient les deux équations (2).
Ainsi, la sphère touche son enveloppe en deux points M et M', situés à l'intersection de la sphère avec le diamètre normal à la surface 2 (fig. 110).
On peut dire aussi qu'on obtient Tenveloppe, en portant sur les normales aux divers points C de la surface 2 des longueurs CM = C]Vr=R. La surface enveloppe, lieu des points M et M', s'appelle surface parallèle à S : les plans tangents en M et M' à l'enveloppe étant tangents à la sphère, sont, en effet, parallèles au plan tangent en C à S, puisque ces trois plans sont tous perpendiculaires au diamètre MCM^
tC
I. - DÉFINITION ET FORMULES
215. Courbure d'un cercle. — D'après l'idée vulgaire de courbure, un cercle a une courbure d'autant plus grande qu'il s'éloigne plus rapidement d'une de ses tangentes, c'est-à-dire que son rayon est plus petit. En précisant cette notion, on convient d'appeler courbure d'un cercle de rayon R, l'inverse du rayon
On peut, comme il suit, évaluer la courbure d'un cercle dont on connaît seulement t..
rig^. III.
un arc MAf . Menons les tangentes M^ et Wt'
au cercle, aux extrémités M et M' de l'arc considéré, dans un même sens de circulation sur le cercle, et appelons s l'angle de ces deux tangentes. Cet angle étant égal à l'angle au centre MOM', on a [fjg. 111)
arcMM' = R£,
d'où
R arc M\r formule qui donne la courbure du cercle.
216. Courbure moyenne d'un arc de courbe. Courbure en un point, — On étend les notions précédentes à une courbe plane quelconque de la façon suivante :
Soit [fîg. 112) MM' un arc d'une courbe plane, Mret MY les tangentes menées, aux extrémités de cet arc, dans un même sens
de circulation sur la courbe, et désignons par £ l'angle de ces deux tant gentes, que l'on nomme l'angle de contin<j^ence . On appelle courbure moyenne de l'arc MM' le rapport
arc MM'
Fig. 112. Quand le point M' se rapproche du
point M, ce rapport varie.
On appelle courbure au point M la limite vers laquelle tend la courbure moyenne de l'arc MM', quand le point M' tend vers le point M :
Courbure en M = lim
arc MM
On désigne cette courbure par -5-, et on convient d'appeler R
le rayon de courbure de la courbe au point M. Ainsi, le rayon de courbure en un point est inverse de la courbure en ce point :
^ ,. arc MM' R = lim
217. Centre de courbure en un point d'une courbe; cercle de courbure ou cercle osculateur. — Le centre de courbure C d'une courbe en un point M est le point obtenu en portant, sur la normale, dans la concavité de la courbe, une longueur MC égale au rayon de courbure R au point M (Voyez figure 112).
Le cercle de courbure ou cercle osculateur en M est le cercle décrit du centre de courbure C comme centre, avec le rayon de courbure R comme rayon. Ce cercle est tangent à la courbe eUsM ; nous verrons plus loin qu'en général il traverse la courbe au point M; de tous les cercles passant par M, c'est celui qui se rapproche le plus de la courbe, au voisinage du point M.
218. Expression du rayon de courbure en coordonnées rectangulaires. — Soit une courbe plane, sur la([uelle nous pren-
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(Irons une origine O' des arcs s. Désignons par o- l'angle de la tangente Mt à la courbe avec une direction fixe O.r (Voyez fig. 112). Quand le point M se déplace en M', Tare O'M augmente de l'arc M\r = Ai-, et Tangle t augmente de At. L'angle s des tangentes Mt et M't^ est égal à la valeur absolue de At. On a donc, pour la courbure moyenne de l'arc MM', l'expression
£ At
arc MM' As
où il faut choisir le signe de façon à avoir un résultat positif.
La courbure — au point M est alors donnée par la formule
1 ,. £ . ,. At
-_. = hm ^Y^jT- = =h hm — —
R arc MM' As
At dv
As ds
Or la limite de -; — est —r- ; on a donc
R —ds
où le signe doit être choisi de façon que — soit positif.
En désignant les coordonnées d'un point M de la courbe
par .r et //, on a
dit tang.=:---,
d'où
et d7=^
du (j = arc tanff ^^, ^ dx
d.vd-i/ — di/d'.v
d.v- dxd-y — di/d^x
i+i-^y dx'+d,f
D'autre part :
donc
ds=\/dx^-\-di/',
\rd\f/ - [dx'-^-dif)
1 di _j_ d.rd-i/ — dyd^x
Supposons que les coordonnées d'un point de la courbe soient exprimées en fonction d'un paramètre n par les formules
on aura, en prenant n comme variable indépendante,
d.v =f[n) du , (Ifj = 'f' { u ) du ,
d^r = f [u) du\ dhj = f(u] du\
1 ^ff-:^f'^ ^
yy2_L_,,/2NT
Si on suppose l'équation de la courbe résolue par rapport à y et si on prend r comme variable indépendante, on a, en désignant par ij' et ij" les dérivées première et deuxième de y par rapport à x :
dy = y'dx, d^y = y"d.i'^ , d'jc = 0 ;
et, par suite,
Dans toutes ces formules, il faut prendre le signe de telle façon que R soit positif. Par exemple, dans la dernière formule, il faudra prendre le signe + si y est positif, c'est-à-dire si la courbe en M tourne sa concavité vers les // positifs ; il faudra prendre — , dans le cas contraire.
En un point d'inflexion, //''== 0, le rayon de courbure est infini : le cercle osculateur se confond avec la tangente.
219. Rayon de courbure d'une conique. — Considérons une conique rapportée à un axe 0.r et à la tangente au sommet Oy. L'équation de la courbe est de la forme
p est le paramètre de la conique ; le genre de la conique dépend du signe de q :
Si 7<0, la courbe est une ellipse;
Si ^>(), hyperbole ;
Si ^ = 0, parabole.
COURBURE. DÉFIMTIOS ET FORMULES
Appelons n lu longueur de la normale MX du point M à l'axe ; nous allons montrer que le rayon de courbure en M est
En effet, on a (X*» 15) et, par suite, pour une courbe quelconque,
1 _ ±y" ±fy
Si nous supposons y positif en M , y" négatif, on a
Appliquons cette formule aux coniques. En différentiant deux fois l'équation (1), on obtient
yy'=p + q^^', yy"+y" = q\
remplaçant dans la deuxième équation y' par sa valeur tirée de la première
'fu"^'l!l'-'KP + 'l^T-
Remplaçons dans le deuxième membre y^ par sa valeur (1) et réduisons, il vient :
yhj" = —y;-.
D'où, en substituant dans la valeur de-:^-,
ri
Ce rayon peut donc être construit graphiquement, à l'aide de deux quatrièmes proportionnelles.
Application aux sommets d'une ellipse . — • Soit une ellipse de sommets A, A' et B, B'. Cherchons les rayons de courbure aux
sommets. Le grand axe étant pris pour axe des .r et la tangente au sommet A' pour axe des //, l'équation de la courbe est
y^ = 2 X jc^.
Donc
HF
D'autre part, la longueur n de la normale MN est
Comme
on voit que, au point A' (^ = 0, 7/ = 0) on a
et
Alors
(Sommets A et A').
Aux sommets B et B', la normale MN a pour longueur h\ le rayon de courbure est donc
(Sommets B etB'),
Fig. ni.
blables AEC et AEB donnent
AC h
Pour construire les centres de cour- A bure correspondants, on trace le rectangle formé par les tangentes aux quatre sommets (fig. 113), et, du sommet E de ce rectangle, on abaisse une perpendiculaire sur la droite AB ; les points C et D où celte perpendiculaire coupe les axes sont les centres de courbure relatifs aux sommets A et B . En elFet, les triangles sem-
AC = — =R., a
BD=^ = R
Ces points étant construits, on peut tracer les cercles osculateurs à Tellipse aux quatre sommets et en conclure un tracé approximatif de la courbe qui se rapproche beaucoup de ces cercles au voisinage des sommets.
En A et A', les cercles osculateurs sont intérieurs à l'ellipse ; en B et B^, ils sont extérieurs.
Rayon de courbure de la chaînette. — Soit
l'équation d'une chaînette (fig. 40). On a Donc
La longueur n de la normale jusqu'à l'axe Ojc est
Le rayon de courbure, en un point d'une chaînette, est égal à la longueur de la normale du point de la courbe jusqu'à l'axe Ox.
221. Rayon de courbure de la cycloïde. — En calculant l'arc de cycloïde (N® 58), nous avons trouvé
ds = 2a sin -^ du.
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D'autre part, la tangente à la cycloïde, au point M, étant la droite MB qui fait avec la verticale IB, c'est-à-dire avec une
direction fixe, l'angle -7T-; l'angle s de deux tangentes infiniment
voisines est
Le rayon de courbure est donc
ds , u
n= = 4 a sin -7^-.
Or, dans le triangle BMI, on a la longueur n de la normale
n = MI = 2 « sin -y- ; donc
R=:2MI
Le rayon de courbure, en M, est égal au double de la normale MI.
222. KxEncicE. Trouver une courbe plane dans laquelle le rayon de courbure soit proportionnel à la longueur de la normale. — Soit n la longueur de la normale depuis le point de la courbe jusqu'à l'axe Or, k une constante, on doit avoir
Supposons 1/ positif, on a
Si 1/" est positif,
la courbe a la forme I [fig. 114) et l'équalloii du j):oblème est
corniu ni:, défimtion et fohmi les Si, au contraire, ij est négatif,
la courbe a la forme (H) [fig. 114), et l'équation s'écrit
L'équation (2) se déduit de (1) par le changement de A- en — /.-. D'après cela, on peut considérer l'équation (1) comme exprimant la propriété demandée dans tous les cas, à condition de regar-
Fig. 114.
der k comme positif, si la courbe a la forme (I), et comme négatif, si elle a la forme (II). On peut dire aussi, en désignant par C le centre de courbure relatif au point M, que k devra être regardé comme positif, si les deux segments CM et MX sont de même sens, et comme négatif, si CM et MX sont de sens contraires. Intégrons alors l'équation différentielle des courbes cherchées
cette équation est dite du deuxième ordre, car elle contient la dérivée seconde de la fonction inconnue //. En divisant par y/ l-|-î/'^, on peut écrire
Remarquons que l'on a
d;i' dy' d,j dy< _,,
dx chj dju
<iy
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car — ^ = 1/'. L'équation devient alors, en remj^laoant //" par cette expression et multipliant par 2di/ : 2?/dj/ _ 2 djj
Le premier membre est la différentielle de log (!-}-//'-), et le deuxième, celle de -T-l^g y- ^^s deux fonctions, ayant des difTé-
rentielles égales, ne diffèrent que par une constante et on a
en désignant la constante par 7~ l<^g ^- Si l'on écrit
log (1 +//-) = log (-f)',
on a, en passant des logarithmes aux nombres,
On déduit de la, puisque y' =j- ^
On a ainsi, avec deux constantes arbitraires .r^ et «, l'équation des courbes demandées. Quand on fait varier la constante .r^y la courbe se déplace parallèlement à O.r. Quand on fait varier <?, la courbe change de forme en restant homothéticpie par rapport au point .r = .rjj, y = 0.
COIRBURE. DÉFINITION ET FORMl LES
Cas d'intégrabilité. — La difrérentielle, soumise à l'intégration, (liuis le deuxième membre de l'équation (3), est une diflerentielle binôme de la (orme
Cherchons les cas d'intégrabilité, d'après ce que nous avons vu' X" 80). Actuellement y^ n'est pas entier. On a
/«-hl k m-f-i A — 1
(lO
L'intégration est possible, quand l'un de ces nombres est un ntier E positif) négatif ou nul. On peut ne intégrer quand
ou
Fig. iij.
c'ost-à-dire
A=2E, ou A = 2E+1,
c'est-à-dire quand k est un entier quelconque^ pair dans le premier cas, impair dans le deuxième.
En prenant k = — 1, on trouve un cercle ayant son centre sur O.r, résultat évident ; et A* = 1, une chaînette ayant Or pour base(X^ 220).
Pour A- = — 2, on trouvera une cycloïde engendrée par un point d'un cercle roulant sur 0.r (X° 221).
Achevons les calculs pour k = 2. Alors
d'où
Élevant au carré, on a une équation qu'on peut écrire
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La courbe est une parabole ayant l'axe Ojc pour directrice. Donc, clans une parabole, le rayon de courbure est égal au double de la normale depuis le point de la courbe jusqu'à la directrice :
ÉTUDE D'UNE COURBE PLA.NE DANS LE VOISINAGE D UN POINT
223. Développement de l'ordonnée en série. — Soit O un point quelconque de la courbe : prenons ce point pour origine, pour axe O.r la tangente, pour axe O// la normale du côté de la concavité de la courbe (fy. 116).
Soit
Fijf. ii(i.
l'équation de la courbe. En supposant v suffisamment petit, on pourra, si l'origine
n'est pas un point singulier de la courbe, développer t/ en série
par la formule de Mac-Laurin :
y=/-,0)+^/'(0) + -^/-"(Oj
Cette série sera convergente dans un intervalle symétrique par rapport à zéro et représentera, par suite, un arc de la courbe compris entre deux ordonnées placées symétriquement par rapport à Oy.
Comme la courbe passe par l'origine, ^(0) = 0 ; et comme la courbe est tangente à O.r, le coefficient angulaire f^[,r) de la tangente est nul au point O : /''(0) = 0.
Cherchons le rayon de courbure à l'origine.
On a, en général,
Actuellement, on a
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A roiigine, .r = 0, j/ s'annule et //'^devient égal à f'iO). On a donc, en appelant R,, le rayon de courbure à l'origine,
On pourrait, de même, avoir une signification géométrique
de f"(0). Pour cela, prenons la dérivée de -5- par rapport à x^
en appelant R' la dérivée —r— • Il vient : * a.v
Faisant, dans cette formule, .r = 0 et remarquant que y' s'annule pour r = 0, on a
R^ désignant la valeur de R^ = -— — , au point O.
On peut alors écrire le développement (1) de //,.en y remplaçant /*(0) et f [0) par zéro, f [0] par la valeur ci-dessus
OÙ ciyb,... sont des coefficients constants, dont le premier a pour valeur
Cette formule (2) va nous permettre d'établir divers théorèmes.
224. Le centre de courbure, en un point d'une courbe plane, est la limite du point de rencontre de la normale en ce point et de la normale infiniment voisine. — Démontrons le théorème pour le point O. Le centre de courbure, en O, est, par définition, le point C,, obtenu en portant sur la normale Oy, dans le sens de la concavité, une longueur OC^ égale à Rj, {fig. 116).
Soit M, un point voisin de O. La normale, en ce point, a pour équation
et le point A, où elle coupe la normale Oy (X=0), a pour ordonnée
Remplaçons la dérivée y' par sa valeur tirée du développement (2) ; il vient
ou, en simplifiant,
Quand le point M se rapproche indéfiniment du point O, les coordonnées a: et y tendent vers 0, et l'on a
limY = Ro.
Le point A tend donc bien vers le centre de courbure C^,.
225. Si on abaisse d'un point M de la courbe la perpendiculaire MP sur la tangente en 0^ le rayon de courbure en O est donné par la formule
ÔP'
R. = lim — z=r-^ 2MP
quand M tend i>ers 0.
En effet, en désignant par .r et y les coordonnées de M, on a
{fig, 116) _
OP' = .rS yiP=y.
Le développement (2) donne immédiatement
2MP _2y _ 1 ., OP^ ~ .«' ~ R„
ajc
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Donc, en prenant les inverses,
OP* R, = lim-4Lr-.
226. Le cercle de courbure {ou cercle osculateur), en un point O d'une courbe, est la limite vers laquelle tend un cercle tangent en O à la courbe et passant par un point M infiniment voisin de O. — Kn eli'et, figurons le cercle tangent en O à la
courbe, c'est-à-dire à O.r, et passant par un point M de la courbe.
Soit R le rayon de ce cercle. L'ordonnée MP le coupe en un deuxième point M' et on a évidemment [fig. 117).
P>r = 2R — PM.
La relation élémentaire
ÔP' = PM.P\r,
s'écrit alors
d'où
PM
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Quand le point M tend vers O, PM tend vers zéro, le rap-
(TÎ72 port -^_ tend vers R^, et on a
limR=:R„ ce qui démontre le théorème.
227. Le cercle de courbure, en un point O (Tune courbe, est la limite d'un cercle passant par O et par deux points de la courbe infiniment voisins de O. — Soient M et M^ deux points de la courbe voisins de O. Les trois points OMMj déter-
Fig. Il 8.
minent un cercle. Ce cercle tend vers le cercle de courbure en 0, de (juelqiie manière que Von fasse tendre les points M et M, i^ers O le lon£( de la courbe (fi^. 118, 1).
Pour simplifier, nous nous bornerons au cas où on Tait tendre les deux points M et M, successivement vers 0. Si on fait d'abord tendre M^ vers O en laissant M fixe, le cercle OM^M devient un cercle tangent en O à la courbe et passant par M. Si, ensuite, on fait tendre M vers O, ce cercle devient le cercle de courbure en O, d'après le théorème précédent.
228. Le cercle de courbure, en un point d'une courbe, traverse en général la courbe. — En effet, considérons d'abord un cercle, passant par le point 0 et deux points voisins M et M^ pris sur la courbe dans le voisinage de O (^/Ig 118, 1). Si un mobile suit la courbe en marchant de la gauche vers la droite, il est d'abord hors du cercle jusqu'au point M,, sur l'arc M,0, il est dans le cercle, sur l'arc 0^1, en dehors, et, sur l'arc qui suit le point M, il est dans le cercle. Nous avons, sur la figure 118, pointillé les arcs intérieurs au cercle et tracé en traits pleins les arcs exté-
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rieuis. Si, inainlenant, les points M et ^I, tendent vers O, les arcs M,0 et OM disparaissent, le cercle devient oscillateur en 0 et il ne reste que les deux arcs B,() et OB qui sont: l'un extérieur, l'autre intérieur au cercle osculateur (fiiJ^. 118, II).
229. Ordre de contact dune courbe et du cercle osculateur. — Considérons un cercle quelconque de rayon R tangent h la courbe en O. L'ordonnée MP d'un point de la courbe rencontre ce cercle en un point M,, voisin de O, dont nous appellerons //, l'ordonnée (//j;'-. 119). L'équation du cercle étant
Fij<. I
l'ordonnée y^ est la plus petite racine de cette équation du deuxième degré en //
Nous écrirons
et nous développerons ( 1 ^ ) par la formule du binôme. On
fl-^f=l-i-^ V IV / 2 K^
a ainsi
Cela posé, calculons la difïerence MP — M^P des ordonnées correspondantes du cercle et de la courbe. L'ordonnée y de la courbe étant, d'après le développement (2) du X* 223,
■\-ax
on a
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Donc, si R est différent de R^,, c'est-à-dire si le cercle considéré est distinct du cercle de courbure, la différence y — y^ est infiniment petite du deuxième ordre.
Mais, si R = R^, c'est-à-dire si le cercle considéré se confond avec le cercle de courbure en O, la différence y — y^ devient infiniment petite du troisième ordre au moins. On peut donc dire que :
De tous les cercles tangents en un point à une courbe, c'est le cercle osculateur qui se rapproche le plus de la courbe.
Ces formules montrent également qu'en général le cercle osculateur traverse la courbe. En effet, supposons que le cercle considéré se confonde avec le cercle osculateur
on aura
où les termes non écrits sont du quatrième degré au moins en x. Quand x est infiniment petit, la différence y — y^ a le signe du premier terme ax^. Elle change donc de signe avec x : si, d'un côté du point O, le cercle est au-dessus de la courbe, de l'autre côté, il est au-dessous.
Si on cherche les abscisses des points d'intersection de la courbe et du cercle osculateur, il faut chercher les valeurs de x pour lesquelles y — y^ est nul :
Cette équation admet la racine triple
On peut dire que le cercle osculateur en un point coupe la courbe en trois points confondus avec ce point, ce qui est, sous une autre forme, le théorème du N** 227. On peut dire aussi, d'après les définitions posées au X** 150, que le cercle osculateur a, avec la courbe, un contact du deuxième ordre.
Cas exceptionnel. Sommets. — Pour certains points particuliers d'une courbe, il peut se faire ([ue le coefficient a soit nul. Dans ce cas, la différence
y — Vi^
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commence par un terme en ^\ elle est infiniment petite du quatrième ordre avec x ; comme elle ne change pas de signe quand / change de signe dans le voisinage de 0, le cercle osculateur laisse la courbe d'un même coté aux environs du point de contact. En un point de ce genre, le cercle osculateur a un contact plus élevé avec la courbe qu'en un point ordinaire. On peut dire qu'il a quatre points confondus communs avec la courbe, car l'équation // — //^ = 0 a une racine quadruple nulle. Le contact est du troisième ordre.
Un point de cette nature s'appelle un sommet de la courbe. On peut caractériser ces points en se reportant à la valeur du coeflicient a (X« 223)
Comme R'o est la valeur que prend la dérivée de R par rapport à r au point O, on voit que a est nul toutes les fois que R'o=0, c'est-à-dire en tous les points où le rayon de courbure passe par un DKi.viniuni ou un minimum.
On trouvera donc les sommets d'une courbe, en écrivant que R
ou-j^- est maximum ou minimum.
L'exemple le plus simple de sommets est fourni par les quatre sommets d'une ellipse. En chacun de ces points, le cercle osculateur a quatre points confondus communs avec l'ellipse, il ne traverse pas la courbe [flg. 113).
UI. — EXPRESSION DU RATON DE COURBURE D UNE COURBE PLANE EN COORDONNÉES POLAIRES
230. Angle de la tangente avec le rayon vecteur, — Soient /• et 0 les coordonnées polaires d'un point M,
l'équation de la courbe. Appelons Y l'angle de la tangente en M avec le prolongement MR du rayon vecteur. Soit M', un point infiniment voisin de M, ayant pour coordonnées polaires r -f- <^ '* et 8 4-^8; décrivons, de O comme centre, avec OM =r comme
rayon, un arc de cercle MP. Quand M' tend vers M, l'angle PM'M tend vers V. Le triangle infinitésimal MPM' est rectangle en P, on a
MP = /ï/e, PM' = dr, plfM = V.
Donc, d'après les formules élémentaires sur les triangles rectangles,
A'^0 = <5?7-tang V, d'où tangV = — ^ — = — T' en désignant par /• la dérivée , . .
Rayon de courbure. — Soit a- l'angle de la tangente M/ avec Or : on a, dans le triangle OAM [fig. 130),
ou, d'après la formule
tan g \= — ^> 0- = arc tang —j--\- ^.
D'autre part, la difFérentielle de l'arc est (N** 61
ds=^\/dr^-^r^d^^.
Pour avoir le rayon de courbure, il suflit d'appliquer la formule
1 _ di R ""- ds '
telle qu'elle résulte de la définition même (N» 218).
Nous ferons le calcul, en prenant comme variable indépendante 0
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ot désignant par /" la dérivée seconde de /• par rapport ii h. Nous écrirons
. 1 (ih
R (is
Or, d'après (1),
et, d'après (2),
Donc
1 r'-\-2r'*- — rr''
où le signe doit être choisi de façon (pie -^ soit positif.
Pour la retenir plus facilement, il est commode de mettre cette formule sous la forme suivante :
) désigne la dérivée seconde de —, par rapport a h.
Points d'inflexion. — Ce sont les points où R =x , T7 = ^^ J ^^^ sont donc donnés par l'équation
ou
Sommets. — Ce sont les points pour lesquels R ou -jr- passe
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par un maximum ou un minimum. On les obtient en écrivant l'équation
qu'il est inutile de développer.
Exemple. Cardioïde (X° ()2). — L'équation de la cardioïde est
r = a (l + cos 0).
On a donc :
/•' = — «sin8, /•" = — rtCosO.
Après des réductions évidentes, on a
,.2 _^ 2 I'" — rr" = 3 a\i + cos H) = 3 ar, r^-^r" = 2a\l + cos H) ==2 ar.
ar
Donc
(2rt/-)T 2s/2ar
Le rayon de courbure varie proportionnellement à la racine carrée du rayon vecteur ;•. Il est nuf, au point de rebroussement.
Le rayon de courbure étant toujours fini, il n'y a pas de points d'inflexion. Quant aux sommets, on les obtient en cherchant les points où R est maximum ou minimum. Comme R varie proportionnellement à V r, il suflit de chercher les points où /• est maximum ou minimum. On trouve les points 0 = 0, 0 = 7:.
La première valeur donne un véritable sommet, le point /•=2 a, où le rayon de courbure atteint un maximum
La deuxième valeur donne le point de rcbroussement r=(), où R atteint son minimum 0.
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Spirale logarithmique. — Cvlie courbe a pour ('([uu
tion
/• = ae"
où (i est une longueur donnée et m un nombre constant, que nous sup|)<>s()ns positif. Elle a la forme indiquée dans la figure 121 ; elle est asymptote au pôle.
Dans celte courbe
tang \ =r -^ = ;
l'imirle V est donc constant. Comme
Mais
ds
/• =r mae ' = mry donc
Le rayon de courbure est proportionnel au rayon vecteur. C'est ce qu'on peut voir géométriquement. Le centre de courbure, en M, est la limite du point de rencontre C de la normale en M et de la normale au point infiniment voisin M'. Les angles OMC et OM'C (fig. 121 sont égaux, car l'angle V de la tani^ente avec le ravon vecteur est constant. Alors
Fig. 121.
OMC = OMC=-:^ — Y.
Le quadrilatère OMM'(^ est inscriptible, et l'angle COM est le supplément de CM'M. Mais, quand M' tend vers M, M'M tend vers la tangente, l'angle CM'Sl devient droit, puisque M^G est une normale ; donc COM devient droit.
Pour avoir le centre de courbure en M, il suffit donc de prendre rintersection de la normale en M avec la perpendieu-
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hilrc 0(1 à OM. Le rayon R = MC est alors, dans le triangle COM,
sinV '
car
tan g V ==
(]ctte courbe n'a ni sommets ni points d'inHexion
IV. - EXERCICES SUR LES RAYONS DE COURBURE DES COURBES PLANES
232. Courbe dans laquelle R= '^ (t). — Supposons qu'on veuille trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure R est une fonction donnée de l'angle 7 que (ait la tangente avec une direction fixe O.r.
l^omme n = —r-, la relation donnée ((1
devient
D'autre part, on a, en appelant .r et // les coordonnées d'un point
le la courbe (X^ 140
d.v = ds cos 7, (il/ = ds sin t.
Remplaçant ds par sa valeur, on aura
d.v = cp (o") cos t^/t, ^/// = 'j (ff) sin t f^y.
])'où on tire .r et ?/ en intégrant
a' — ./y = I '^ (a-) cos T^T, Z/ — //o=/'f(') sincr^/cr,
•^0 ^t ^0 désignant des constantes d'intégration. On a ainsi les coordonnées d'un point de la courbe cberchcr en fonction d'un paramètre 7.
Quand on fait varier .r^ et //„, la courbe ne change pas de forme,
KXKHCICns SIH LES RAYOSS DE COURBURE '\^\[\
elle ne lait ([ue se transporter parallèlement à elle-même. En eil'et , en portant l'origine an point x^ et //„, on réduit les équations ii la même ((unie ([iic si x^ et y^ étaient nulles.
lv\KMi»i.i:s. — l** Soit il trouver une courbe dont le rayon de courbure est constant et égal ii a
ds
flO"
On a alors :
^.r = « cos 7d'7, dy = « sin 'idi.
Vax intégrant
X — a'^^ = rtsinT, y — ^o "^^ — «cost.
Éliminant a-, on a l'équation de la courbe
c'est un cercle de rayon a.
2" Soit il trouver une courbe telle que
R = 4«sinT,
a désignant une constante. On a alors
c?5 = 4rtsin o'dfa', dx = 4 rt cos T sin tû^t, dy ^=^^a sin" rsdi^
ou encore
dx = 2a sin 2 t^t, dy = 2a [1 — cos 2 t) d^.
Intégrant, on peut écrire
X — x^^ = a [^l — cos 2 t) , y — y^==aÇ27 — sin 2 t) .
en portant l'origine au point x^^, y^ et remplaçant 2t par //, on retrouve les équations d'une cycloïde (S° 37), sauf le changement de X en y et de y en x.
La courbe est donc une cycloïde dont la base est parallèle liOy.
APPEi.i.. Analyse. ai*
Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure est une fonction donnée de l'arc s, — Si on donne
on en déduit, en remplaçant R par sa valeur -^ :
ds , . ds
et, en intégrant,
Cette équation donne s en fonction de o- ; on a, par suite, R en fonction de a, et on est ramené au problème précédent.
La quadrature (i) donne o" à une constante arbitraire près; la valeur de cette constante change non la forme, mais seulement la position de la courbe. En effet, en faisant tourner les axes de coordonnées, on ne change pas s, mais on change a- en o--)- C**, puisque t est l'angle de la tangente avec Or.
NOTIONS GÉNÉRALES. — FORMULES
233. Courbure. — Nous avons vu comment, dans une courbe plane, l'idée de la courbure se trouve liée à la variation de la direction de la tangente . On étend cette idée aux courbes gauches. Si la tangente à une ligne dans l'espace conservait une direction fixe, cette ligne serait une droite. La ligne est donc courbe parce que la tangente change de direction, et il est naturel de mesurer la courbure par la variation de la direction de la tangente. On définit la courbure d'une courbe gauche de la façon suivante.
Soit une courbe gauche, sur laquelle on a choisi un sens positif pour les arcs s [fig. 122), et soit M^ la tangente, menée dans ce sens. En géométrie pltine, on peut évaluer la variation continue d'une direction, en menant par le centre d'un cercle de rayon 1 une parallèle h cette direction et évaluant la variation de la longueur de l'arc découpé par cette parallèle sur la circonférence. Dans l'espace, pour évaluer la variation continue de la direction de la tangente M^, on considère une sphère de rayon 1 et de centre O ; on mène, par le centre, un rayon OA parallèle à M/. Quand le point M décrit la courbe gauche dans le sens des arcs positifs, à partir d'un point M, la droite OA décrit un cône
Fig. 122.
appelé coue directeur des tangentes (N** 164), et l'extrémité A du rayon OA décrit, sur la sphère, une courbe A^A, dont nous désignerons l'arc par t, en prenant comme sens positif de t le sens Aj, A. On peut dire que cet arc <j mesure la variation continue de la direction de la tangente depuis la position M^^^^^ jusqu'à M^
Courbure moyenne d'un arc MM^. — Sur la courbe gauche,
Taisons croître *• de \s ; le point M se déplace et vient en M^ de
telle façon que
\s = arc MM^ ;
la tangente passe de la position M^ l\M^t^ et, sur la sphère, le
point A se déplace jusqu'en A,, l'arc v de la courbe sphérique
augmente de
At=: arc AAj.
On appelle, par analogie avec ce qu'on a vu pour les courbes planes, courbure moijennc de l'arc MM^, le rapport
quantité positive,
Courbure en un point. — La courbure, au point M, est la limite vers laquelle tend la courbure moyenne de l'arc MM,, quand cet arc tend vers zéro. On a donc :
At (h
courbure en M = lim
As ds
Le rayon de courbure R, en M, est l'inverse de la courbure; donc
,^ ,. As ds il = lim— ; — =— -— • Il du
(^ette quantité R est positive.
Remarque. — En désignant par e l'angle des deux tangentes M/ et M/,, angle qu'on appelle angle de contingence^ on peut dire aussi que la ccmrbure, en M, est la limite du rapport
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quand Mj tend vers >[. Kii effet, l'angle £ des deux tangentes M/ et M, /j est égal à celui de leurs parallèles OA et OA^ : il est donc mesuré par l'arc de grand cercle joignant les extrémités A et A, de l'arc de la courbe sphérique Ao". On en conclut
que le rapport tend vers 1, quand M, tend vers M et, par
suite, Aj vers A. Fin effet, on peut écrire
Aor Aa- corde AA,
£ corde AA, £
Comme le rapport de l'arc At à sa corde tend vers 1, et que, d'autre part, le rapport de l'arc de grand cercle AAj, ou s, à sa corde, tend vers 1, on a bien
hm = 1
Les deux rapports
ont donc même limite, et l'on a :
courbure en M = lim — ^ .
As
234. Torsion. — Dans une courbe plane, le plan osculateur est fixe tout le long de la courbe, puisqu'il se confond avec le plan de la courbe. On peut dire également que, dans une courbe plane, la direction de la binormale, perpendiculaire au plan osculateur, est la même tout le long de la courbe. Réciproquement, on démontre (N° 250) que toute courbe, dans laquelle la binormale a une direction fixe, est plane. On peut dire qu'une courbe est gauche parce que la binormale change de direction, et il est naturel d'introduire, pour les courbes gauches, un deuxième élément caractérisé par la variation de direction de la binormale, comme la courbure est caractérisée par la variation de la direction de la tangente.
Ce nouvel élément est la torsion.
Soit MX' la binormale, en M, à la courbe gauche. Nous choisirons plus loin un sens positif sur cette binormale : mais, pour le moment, MN^' est simplement une perpendiculaire indéfinie. au
plan osculateur. Pour évaluer la variation continue de la direction MN'' quand le point M parcourt la courbe, de M^, en M, nous mènerons, comme tout à l'heure, par le centre O de la sphère de rayon 1, une parallèle à MN'' : soit BOB' le diamètre parallèle à la droite indéfinie MN^' [fig. 122). L'extrémité B de ce diamètre, suivie par continuité, part d'une position B^ quand M part de M„, et décrit une courbe sphérique BqB, dont nous appellerons l'arc T, en convenant de compter cet arc positivement dans le sens B^^B. En même temps, le point B' décrit un arc B'^^B' égal à T, dans le sens contraire.
Torsion moyenne d'un arc MM^. — Sur la courbe gauche, l'aisons croître s de A*-; le point M vient en M^, de telle façon que
As = arc MM^ ;
la binormale passe de la position MN'', à la position M^NJ', et, sur la sphère, le point B se déplace jusqu'en B^, l'arc t de la courbe sphérique augmente de :
AT=:arcBB^.
On appelle alors torsion moyenne de Tare MM^, le rapport
At
As
quantité positive.
Torsion en un point. — La torsion, au point M, est la limite vers laquelle tend la torsion moyenne de l'arc MM^, quand cet arc tend vers zéro. On a donc
AT T
torsion en M = lim = — ; —
As ds
Le rayon de torsion T, en M, est, par définition , V inverse de la torsion ; donc
rj, y _As^ ds
At d-z
Cette quantité T est positive.
( ont ni II/: i.r torsion. roiiMi r.i.s
Remarque. — En désignant par 7, Tangle des deux binormales >ÏX" <'l Mj Xj", on peut dire aussi que la torsion, en M, est la
limite du rapport —r—') quand ^I^ tend vers M. l'ii ('Het, l'angle r^
(les deux binormales est mesuré par l'arc de grand cercle de la sphère joignant les extrémités, B et Bj, de l'arc de courbe sphérique A t. On en conclut que le rapport
At _ At corde BB,
Tj corde BB, r^
tend vers 1. quand M, tend vers M, et, par suite, que les deux rapports
At r
Is
Xs
ont même limite.
235. Propriétés géométriques des courbes 7 et ",. — Pour arriver, tl'une façon simple, aux formules donnant la courbure et la torsion, nous ferons d'abord quelques remarques géométriques sur les courbes a- et t; ces remar* ques nous permettront de définir le sens positif de la binormale et de la normale principale.
Soit AF la tangente à la courbe sphérique t, dans le sens des t positifs. Celle droite AF est parallèle à la normale principale MX^ [fig. 123). En effet, le cône, engendré par les droites OA, est le cône directeur des tangentes à la courbe : le plan tangent OAF à ce cône est parallèle au plan osculateur en M à la courbe (N** 164). La droite AF étant dans un plan parallèle au j)lan osculateur et étant perpendiculaire à la droite OA parallèle à M/, est parallèle à la normale principale MX'. Xous choisirons, comme sens positif sur la normale principale, le sens de AF : nous verrons, plus tard, que la partie positive MX' de la normale principale, ainsi définie, est la partie qui se trouve dirigée vers la concavité de la courbe en M. Passons
Fig. l'ij.
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mainleiiant au conc engendré par les parallèles B^OB aux binormales et aux courbes sphéri(pies, lieux des points B et B' : nous mènerons à ces courbes les tangentes BJI et B'IT, dans le sens dans lequel chacune d'elles est décrite. Comme le plan tangent OAF au cône <? est parallèle au plan osculateur en M, la droite B'OB, parallèle à la binormale, est perpendiculaire au plan OAF. Ainsi, on obtient le cône décrit par les droites BOB, en prenant les perpendiculaires élevées par O aux plans tangents OAF du cône 0".
Le cône ainsi obtenu, ou cône t. est dit supplémentaire du cône a. Il est aisé de voir que, réciproquement, le cône t est supplémentaire du cône 0", c'est à-dire que la génératrice OA est perpendiculaire au plan tangent OBIl du cône t. En elTet, soient OAF et OA,F,, deux plans tangents voisins du cône c : ces deux plans étant perpendiculaires aux génératrices OB et OB, du cône t, leur intersection 01 est perpendiculaire au plan BOB^ . Quand OA, tend vers OA, l'intersection 01 des deux plans tangents tend aussi vers ()A, le plan BOB, tend vers le plan tangent OBII au cône t. Comme le plan BOB, est perpendiculaire à 01, le plan tangent OBII est perpendiculaire à la limite de 01, c'est-à-dire à OA.
D'après cela, les tangentes AF et BII aux courbes sphériques a etT sont paiallèles : en effet, AF est perpendiculaire au rayon OA de la sphère et à la droite OB perpendiculaire au plan OAF ; donc AF est perpendiculaire au plan AOB . On voit de même que BH est perpendiculaire au plan AOB. Ces deux droites sonl donc parallèles. On peut toujours supposer que ces deux tangentes AF et BH sont parallèles et de même sens. En cflet, nous avons mené les deux tangentes BII et B^IF aux deux courbes sphériques, lieux des points B et B', dans le sens où chacune d'elles est décrite. Les deux points B et B^ étant symétri([ues par rapport à O, ces deux tangentes BH et B'IF sont para If ries et de sens contraires. Comme elles sonl parallèles à AF, Tune d'elles est de môme sens que AF, l'autre de sens contraire. Nous supposerons qu'on ait appelé B celui des deux points B ou B' qui décrit la courbe t dont la tangente est de même sens que AF.
Cette convention détermine le sens de la demi-droite OB ; c'est ce sens que nous choisirons pour sens positif de la binormale MX' .
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Les deux tangentes AF et BJl sont alors parallèles, de nirm<' sens, et parallèles à la normale principale MX'.
Formules de Frenet. — Désignons par
les cosinus directeurs de la tangente M/ à la eourhe gauche, par
les cosinus directeurs de la normale principale MX , ri par
(MX-, a", ?", Y",
(MMix de la l)i-normale.
Les cosinus directeurs de la tangente sont donnés par les formules (n« IGl).
^ ' fis ' (h • (Is
Si on prend le centre O de la sphère comme origine, le point A, décrivant la courbe t, a pour coordonnées
car le rayon OA, parallèle à la tangente, a pour longueur 1 et pour cosinus directeurs a,j3,Y. La tangente AF à la courbe, lieu du point A, étant parallèle à la normale principale, a pour cosinus directeurs a',3',v'. En appliquant les formules générales (1), donnant les cosinus directeurs de la tangente d'une c<mrbe, à la courbe or, on a donc
((7 d'y * dv
car les coordonnées d'un point de cette courbe sont a, [i, y, et son arc est i. Xous écrirons la première de ces formules
7 fi f^^ / ^^
rfa = a rt T, —7- = a — j— •
ds ds
Mais, d'après la définition de la courbure, on a, R désignant le rayon de courbure,
On transforme, de même, les deux autres formules et on trouve
ds~~'K' iU^~K' ds ~TÏ"
Élevant ces relations au carré et ajoutant, on a, en vertu de la relation a'- + P'^ H-y'- = 1,
Passons à la courbe t, lieu du point B. La droite OB étant parallèle à la binormale MX'', les coordonnées du point B sont
La tangente BII à la courbe t, étant parallèle à la normale principale MN', ses cosinus directeurs sont a', ^' , y'; donc en appliquant à la courbe t les formules générales (1) donnant les cosinus directeurs de la tangente à une courbe, on a
v_'^«" 3'_iËl ./_'¥'
Nous écrirons la première de ces ruriuules
as as
Mais, d'après la définition de la torsion et en désignant par T le rayon de torsion, on a
L —A ï "~ (Is ' d'où
ds ~" ï On transforme, de même, les deux autres formules et on a
*■ -* ds ~ J ds ~ t' ds ~ t'
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Elevant ces relations au carré et ajoutant, on a
1 (cItI'V /(lyy (<i^'"Y
Nous avons ainsi les dérivées de a, j^, y, y. , ,^^ ?*' ' P*^^* rapport à l'arc s. Pour compléter le tableau des lormules, il reste à calculer les dérivées de a', ^3', v' par rapport à s. Or, entre a, a', a", a lieu la relation
ai 4- a^* 4- *'''=!,
car a, a', y!' sont les cosinus des angles que lait la direction Ox avec les arêtes du trièdre trirectangle M/, MX', MN '^ Différentiant cette relation par rapport à 5, on a
dcL , tW ,, tW
ds as as
Remplaçons —7— et — ; — par leurs valeurs précédemment trou-
ol' a' ^! . /^^ vées -ïT- ^t "Tp- , puis divisons par a', nous aurons
doL' __ g ol"
ds ~~ R ~T~'
On trouve, de même, deux autres formules en remplaçant a par ^ et v ; ce qui donne le nouveau groupe
ds
ds ""
dv'
Elevant ces formules au carré et ajoutant, en tenant compte des relations
on a
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Tel est l'ensemble des formules relatives à la courbure et à la torsion des courbes gauches.
237. Usage de ces formules pour le calcul de H et T. — Si on donne une courbe gauche définie par les équations
on a
(U- = f (n) (la, ily = '/(//) du, dz '-=■. ^l^'iu) du ,
ds == \/fM^^YM^ du .
Le signe du radical dépendra du sens choisi pour les arcs positifs. Par exemple, si on convient de compter les arcs s dans le sens dans lequel se déplace le point x, y, z , quand u croit, ds et du sont de mêmes signes, le radical est pris positivement.
Les cosinus directeurs de la tangente a, j^, ^ sont alors donnés par les formules
d.v f ^ d]f dz
ds \J'm _j_ ,riï _j_ ^'i- ' ' ds ' * ds
ce sont donc des fonctions connues de //. Les formules
K ^ ds'
iWiihm-Ai):
donnent, ensuite, — , -Jy- , -^ et-— en fonction de u. rormanl
ensuite ,... on a, par les lormules as
R T ds '""'
-ijr-i "T^^'np"" et -FÎ7 en fonction de //. On en déduit les cosinus
directeurs a'', ^'\ y" de la binormale en fonction de u.
On a, ainsi, tous les éléments de la courbe, au point M, exprimés en fonction de u.
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Dans cci'laiiis cas, si on connaît le plan osculah'ur, on connaît directement a",|^'',Y''en l'onctiou de u et on peut calculer v.\ ,j ,7 , T par les forinnles
T-\/hû-)A±-)Air.
ds T' ' T V \^/6- J ' \ ds J ' \ ds
238. Remarque sur le cas particulier où s est pris comme variable indépendante. — Si l'arc s est pris conimo variable indépendante, r/-.s' = 0, on a alors ;
dx
doL
ds'
ds
' du-
ds' R ''
K^ V ds^' / ^\ ds' J ^\ ds' J
Mais c<'lt«' formule simple ne s'applique que si s est la variable indépendante, cas qui se présente rarement. Dans le cas général, où la variable indépendante serait quelconque, on aurait
d.r ds '
j dsd-.v — dxd-s
dy. --^= ; f
ds'-
dy. dsd'jc — dxd-s
ds ds'
Les quantités "î^-,-^ seraient alors données par des expressions analogues, et, en faisant la somme des carrés de ces expressions, on aurait une formule générale donnant -rr^, formule qu'il est inutile d'écrire ici.
239. Normale principale. Centre de courbure. — Avant de faire des applications, il nous reste à vérifier que la direction de la normale principale MV, définie par les cosinus directeurs a', ,3',^, est située du côté de la concavité de la courbe.
Pour cela, nous allons montrer que, si Mj est un point de la courbe infiniment voisin de M, la projection du segment MM, sur la direction MN' est positive, c'est-à-dire que le point M, se projette sur la partie positive de MN' {fig. 124).
En effet, .r, y^z étant les coordonnées du point M et ^^j, y , r, celles de M,, le segment MM^ a pour projec- ' tion sur les axes
et, sur la direction MN', la quantité
p == a'(x. - x) + fy(y, - y) + t'(.^ - z).
Il faut vérifier que P est positif. Soient
les coordonnées de M en fonction de l'arc s : celles de M^ s'obtiennent en faisant croître s d'une quantité infiniment petite //. On a donc
•^■i = /*(*' + ^0. Vi = ? (* 4- h), z, = 'h[s-\- h) ;
développons par la formule de Taylor :
Nous avons
Donc
de même
2 R ' Portant dans la valeur de P et tenant compte des relations
aa' + 3fi' + 1-.' = 0, a'^ + ?'^ + y'^ = 1 , on trouve
2R ^'"' quantité positive pour // infiniment petit, positif ou négatif.
Centre de courbure. — Le centre de courbure C s'obtient en
cornu m E et torsios. formules 385
portant sur lu normale principale MX', flans la concavité de la combe, une longueur MC égale au ravon de courbure R. Les coordonnées du point C sont égales k celles de M, augmentées (les projections de MC sur les trois axes : elles ont donc pour expressions :
(C) ^ + IW, y+H?' z + XW.
240. Cercle osculateur. — Le cercle osculateur est le cercle situé dans le plan osculateur, décrit du centre de courbure comme centre, avec le ravon de courbure comme ravon.
COURBES GAUCHES. TABLEAU DE FORMULES
(Courbe) a: = f{it), ij = o{u), z==z'l(ii).
(Arc) ds = \^dx--{-df/--\-dzr.
(Tangente) ___=_^_=__^_.
(Plan osculateur) (X — X^) (yd^z — dzd' y) -\- ...-{- ... =0,
dx
ds ="'
dy 0
ds ^"'
dz
ds ~ ' '
doL ol' ds ~ R'
ds R '
ds R
lV~\ds) '^[ds ) ~^\ds) '
i^__^ ^__?^ df ^ -'
ds T ds T ds T
dT.' a ^" dp' .3 ds ~ R T ' ds ~ R
T ' ds
i'^'x^cr
II. - APPLICATION AUX HÉLICES. HÉLICE OSCULATRICE
241. Hélice circulaire. — Les coordonnée^ d'un point de cette courbe sont données par les formules suivantes (N° 172)
x = aQOsu, 1/ = as\n II, z = /xi(,
le pas étant égal à 27zk. On a
d.v = — a sin ndn , dij^=a cos udii , dz = hdu ,
ds-
-+-k'dn.
Les
cosinus directeurs de la
tangente
sont
al
ors
a sin fi
ds
^cr-\-lr '
dy ds
a cos H
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Les cosinus de la normale principale MX^ sont donc égaux et de signes contraires à ceux du rayon OP ; cette normale MX' est parallèle h PO; elle est normale au cylindre, comme nous l'avons déjà vu (X« 174).
Nous pouvons maintenant calculer da.' y d'^' , d^ t et, en divisant par dsy nous avons
a ol" da' s'mif
^ '^^ d'^' _ COSli
R T ds
Faisant la somme des carrés, on a
d'où, d'après la valeur de R,
Connaissant a, !3, y^R et T, les dernières formules donnent ^", p", f.
Nous ne ferons pas ce dernier calcul, qui serait une simple vérification, car les valeurs de a",^'',y'' résultent immédiatement de l'équation du plan osculateur(N* 174), la binormale étant perpendiculaire à ce plan. Nous nous bornerons à remarquer que la formule
ds~ K T '
donne, actuellement, puisque y est nul,
ou, d'après les valeurs de T, R, y,
APPELL. Analyse.
Cette v;:leur étant négative, la binormale MN^^ fait avec Oz un angle obtus. Elle est donc dirigée comme le montre la figure 125.
Remarque I. — En partant des valeurs de aJ' , [îi'^, y'', telles qu'elles résultent de l'équation du plan osculateur, on pourrait calculer directement T à l'aide des formules :
ds
df
ds
ds
i (d^"Y (dfj'v (dj'Y
T' \ ds ) ~^\ ds ) ~^\ ds /
Remarque II. — On voit que, dans une hélice circulaire, les rayons de courbure et de torsion sont constants. Nous verrons plus loin que, réciproquement, toute courbe, pour laquelle R et T sont constants, est une hélice circulaire.
242. Hélice quelconque. — Considérons un cylindre quelconque, dont les génératrices sont parallèles à O^, et, sur ce cylindre, une hélice obtenue en enroulant sur lui un plan dans lequel on a tracé une ligne droite. Prenons pour axe 0.r la perpendiculaire abaissée d'un point A de l'hélice sur Oz [fig. 126). Soit M un point de l'hélice, P sa projection sur le plan des xtj. Le lieu de P est ^^* '^^* la section droite du cylindre, dont
nous désignerons l'arc par /,
arcAP = /.
Nous appellerons s l'arc de l'hélice,
arcAM = s.
on a P
Si on exprime les coordonnées du point P en fonction de /,
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L'arc AP étant égal à /, on a
cW = (Lv' + (h/ ^ [f' (/) 4- f (01 dL\ donc
Appelons p le rayon de courbure de la section droite AP en P : comme t est lare AP, on a (N® 238) ;
f -\ir) '^\dû )'
Ceci posé, passons h l'hélice, lieu du point M. Ce point a mêmes coordonnées .v et i/ que P ; son ordonnée MP = z est proportionnelle à l'arc AP : donc
(M) -r^nj), y = -fW. •2 = >-«.
A désignant une constante positive. D'après cela,
(U = f [t) dt, dy = 'J {t) dt, dz^=^ \dty ds = \/dj;---\-di/'-i-dz' = Vi -h )^' dt.
On a :
^rfv' ' \^i-j-v ' vi
Comme y est constant, la tangente fait un angle constant avec les génératrices du cylindre, propriété élémentaire bien connue.
_ . doL d?j d-x
Formant ensuite-^- , -r— ? -r^, on a ds ds ds
D'où, en ajoutant les carrés, ou, d'après la valeur de — r >
Le rayon de courbure, en M, varie clone proportionnellemenl au rayon de courbure correspondant de la section droite.
Comme y' est nul, la normale principale est perpendiculaire aux génératrices du cylindre, et, comme elle est perpendiculaire à la tangente, en M, à riiélice, elle est normale au cylindre. Le plan osculateur d'une hélice quelconque contient donc la normale au cylindre en ce point. C'est là une propriété qui tient au fond à ce que l'hélice est le plus court chemin d'un point à un autre sur la surface du cylindre. Nous verrons plus tard que, sur une surface quelconque, la ligne la plus courte entre deux points est une courbe telle que la normale principale, en chacun de ses points, coïncide avec la normale à la surface.
Revenons à l'hélice et calculons sa torsion. Comme y' =0,
on a '-^=\j et, par suite,
ds
Le cosinus y est constant et égal à , =. ; comme on a
et que y' est nul, il vient
Alors la dernière formule donne
dans cette formule, on voit qu'il faut prendre y'' = — / , -y
puisque R et T sont positifs. On a donc
Ainsi, dans une hélice quelconque, le rapport du rayon dr courbure au rayon de torsion est constant. Nous verrons plus tard
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([uc. n'ci[)ro<[uement, toute courbe gauche, pour la(|uelle -=r ^st
constant, est une hélice,
l{rmar<[iions, en outre, (jue, v" étant négatif, la binormale MV est placée comme le montre la figure.
Remaiuh i; (;i:oMÉTRiQUE. — Il est aisé de démontrer géométriquement que la normale principale d'une hélice est normale au cylindre. Kn eifet, la tangente à l'hélice faisant un angle constant avec une direction (ixe Or, le cône directeur des tangentes est un cône de révolution autour de Oc, et la courbe t, découpée par ce cône sur une splu rr de rayon 1, est un petit cercle dont le pôle est sur Oz Ji^. 127). La tangente AF à la courbe t est alors perpendiculaire au plan AO-, et, comme elle est parallèle à la Fig. i-^;.
normale principale, cette dernière est perpendiculaire à Or, c'est-à-dire aux génératrices du cylindre sur lequel est tracée l'hélice.
243. Courbes sinistrorsum et courbes dextrorsum. — Dans les figures précédentes, nous avons représenté des hélices de.vtrorsum tournant de gauche à droite. Pour ces hélices, le trièdre M/, MX', ^VS" , formé par la tangente [fîg. 125 et 126;, la normale principale et la binormale, dont les sens positifs sont déterminés par les conventions adoptées, est disposé de telle façon, qu'un observateur, ayant les pieds en M, la tète en t et regardant dans l'angle N'MN", voit MN' à droite et MX'^ à gauche. Dans une hélice tournant de droite à gauche, la disposition du trièdre est inverse.
Si l'on considère maintenant une courbe gauche quelconque, on voit, qu'aux environs d'un point M, elle peut aflecter deux allures difFérentes, suivant que le trièdre des directions positives M /, ^IX', MX", présente une disposition ou l'autre. Si cette disposition est la même que dans une hélice sinistrorsum, on dit que la courbe, au point M, est sinistrorsum ; sinon, elle est dextrorsum.
On peut se rendre compte aussi de l'existence de ces deux
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caSj en remarquant que, sur une petite étendue, un arc de courbe gauche quelconque peut être assimilé à un arc d'hélice circulaire : alors cet arc d'hélice peut tourner de gauche à droite ou de droite h gauche.
244. Hélice circulaire osculatrice. — On appelle hélice osculatrice, en un point M d'une courbe gauche, l'hélice circulaire ayant, en ce point, même tangente M /, même normale principale MX', même binormale orientée MN'', même rayon de courbure et même rayon de torsion. Un petit arc de cette hélice, au voisinage du point M, peut être pratiquement substitué à un petit arc de la courbe.
Soient R et T les rayons de courbure et de torsion de la courbe en M, a le rayon du cylindre de révolution sur lequel est tracée
l'hélice osculatrice, h son pas et k la quantité -jj^ • Nous avons
vu que les rayons de courbure et de torsion d'une hélice circulaire sont
Actuellement, R et T étant connus, on tire a et k de ces formules. On a, immédiatement,
RV ^__ R^T
Pour mettre l'hélice osculatrice en place, rappelons-nous que la normale principale à une hélice circulaire rencontre normalement l'axe du cylindre sur lequel est tracée l'hélice et que la génératrice MG du cylindre, passant par un point M de l'hélice, est située dans le plan N"M/, en dehors deVangle^"}Al[fiij;. 125) et fait avec M/ un angle aigu, /MG= -p, dont la tangente trigonomé-
trique est-j-, c'est-à-dire -rr- , d'après les équations précédentes.
Ail.
Il faudra donc, pour avoir la direction des génératrices du cylindre, mener par le point M de la courbe, dans le plan N "M/ {fig. 128), une droite MG située en dehors de l'angle N''M / et
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laisiiiit avec M; un angle aigu f M G = o, dont la tangente
est
On porte ensuite, sur la normale princi-
RT' pale MX', une longueur MB =« = ^^ ^ ,p^
et on a un point de l'axe du cylindre. L'axe lui-même est la parallèle BB' à MG menée par B. L'hélice osculatrice est ainsi entièrement définie.
Fi g. i'28.
Théorème. L'axe du cylindre circulaire^ sur lequel est située l'hélice osculatrice à une courbe., en M, est la limite de la perpendiculaire commune à la normale principale à la courbe y en M, et à la normale principale infiniment voisine.
En effet, comme, dans une hélice circulaire, toutes les normales principales rencontrent normalement l'axe du cylindre, on peut dire que l'axe du cylindre est la perpendiculaire commune à deux normales principales quelconques. Si donc, on assimile un arc infiniment petit MM^ d'une courbe gauche à un arc d'hélice circulaire, l'axe du cylindre contenant cette hélice est la perpendiculaire commune aux normales principales à la courbe, en M et M,.
Ce théorème détermine complètement l'hélice osculatrice, car, une fois l'axe BB' du cylindre connu en position, le rayon du cylindre est BM, et l'hélice, ayant même tangente que la courbe, est déterminée, car, sur un cylindre, il n'y a qu'une hélice tangente à une droite donnée tangente au cylindre.
245. Remarque sur les caractéristiques des trois faces du trièdre M /NX' le long d'une courbe. — En chaque point d'une courbe gauche, nous avons défini un trièdre, dont les arêtes sont la tangente M/, la normale principale MN', la binormale MN"
(fig. 129;.
La face t MX' de ce trièdre est le plan osculateur ; la face N'MN'' est le plan normal ; la face ^MN" s'appelle le plan rectifiant. Voici la raison de cette dernière dénomination : quand le point M
iga
décrit la courbe donnée, le plan iMN'' enveloppe une surface développable sur laquelle est tracée la courbe: on démontre que, par le développement de cette surface sur un plan, la courbe donnée se transforme en une droite, c'està-dire est rectifiée. Nous énonçons seulement ce fait, pour justifier le nom de plan rectifiant.
Les caractéristiques des trois faces du tricdre, c'est-à-dire les droites par lesquelles les trois faces du trièdre touchent leurs enveloppes respectives, ont dos positions simples.
Plan osculateur. — Le plan osculateur enveloppe la surface développable engendrée parles tangentes (N** 209). La caractéristique de ce plan est donc la tangente.
Plan normal. — La caractéristique du plan normal est la droite CC^ menée par le centre de courbure G perpendiculairement au plan osculateur. Cette droite se nomme droite polaire correspondant au point M. En effet, l'équation du plan normal est, en appelant a', y, z les coordonnées de M
Quand M décrit la courbe, ,v, y, z, ol, ,3, y sont fonctions de l'arc s. L'équation du plan contient donc un paramètre s, et, pour avoir la caractéristique du plan, c'est-à-dire l'intersection du plan normal avec le plan normal infiniment voisin, il faut associer, à l'équation (1), l'équation dérivée par rapport à s.
Cette équation est, d'après les formules de Frenet et la relation a^ + fi^+Y'- = l,
elle représente un plan perpendiculaire à la normale principale et passant par le point
comme on le vérifie immédiatement.
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Ce point est précisément le centre de courbure C (X** 239). L'ensemble des équations (1) et (2) représente donc bien la droite CC passant par le centre de courbure et perpendiculaire au plan osculateur, ou droite polaire.
Plan rectifiant. — Quand le point M décrit la courbe donnée, la caractéristique du plan rectifiant, ou intersection du plan rectifiant, en M, avec le plan rectifiant au point infininiciit xoi^in M^, est la génératrice MG du cylindre circulaire, sur lequel est tracée l'hélice osculatrice, en M. En effet, les plans rectifiants en M et Mj sont perpendiculaires aux normales principales, en M et Mj ; leur intersection est donc parallèle à la perpendiculaire communie à ces deux normales principales, c'est-îi-dîre à Taxe du cylindre contenant Thélice osculatrice.
Ligne dont la courbure est nulle. — Si l'on cherche la
ligne dont la courbure est nulle, — = 0, en chaque point, on
doit évidemment trouver une droite. En effet, les formules
ds ~ W ds "~ R ' ds~ R' deviennent alors
il_o !lL-0 ^=0 ds ~ ' ds — ' ds
Elles montrent que a, ^S, y sont constants. La tangente à la ligne ayant une direction fixe, prenons l'axe Or parallèle à cette direction, nous aurons
OU
ds ' ds ' ds
On en conclut
A,B, C étant des constantes. La ligne est donc une droite parallèle h 0^.
247. Ligne dont le plan osculateur est indéterminé en chaque point. — Pour que le plan osculateur soit indéterminé, il faut et il suflit que les coefFicients de Téquation du plan osculateur soient nuls en tous les points de la ligne :
dyd''z — dzdhj = 0, dzd-,v — dxd'z=0, dxd^ij — dyd^œ = 0.
On en
conclut
dh,
dx
du
dz
Tout d
'abord la
relation
drz
dx dx
donne, en intégrant,
log dx = log dz -\- log a , a désignant une constante. On en déduit
dx = adz^ X = az-\- h,
h étant une nouvelle constante. De même la relation
dfj ~ dz
donne
y = hz-\-k,
h et k étant deux constantes. Les deux équations ainsi obtenues
.f = «--[-//, y =: ljz-\-k, définissent une lii^ne droite.
Courbe dont la torsion est nulle. — Nous allons montrer
qu'une courbe, dont la torsion est nulle, en tous ses points, est
plane. En effet, si —- = 0, les formules
dT." _^ d^_J[_ dy'^_Y_ ds "^ T' ds ^ T' ds ~ T'
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donnent
i?îl=o, ÉÏL^o JÏL^o.
ds ' ds ' ds
Donc a", P", y^' sont constants et la binormale a une direction fixe. Prenons l'axe Oc parallèle à cette direction, nous avons
Alors le plan osculateur est perpendiculaire à Oc, et on a
di/d'z — dzd'y = 0, dxd-z—dzd'jc=0.
Ces deux équations sont du premier degré en ^c et d^z\ comme le déterminant
dyd^x — dxd-yy
ne peut pas être nul, car, s'il était nul, le plan osculateur serait indéterminé, on a
^^ = 0, d'z = 0, c'est-à-dire
la courbe est donc située dans un plan parallèle au plan des xy.
249. Une courbe, le long de laquelle ~f=r est constant, est une
hélice. — Pour démontrer ce théorème, remarquons que les formules
dx ol' ds~ R'
ds ~ R'
dy Y
do." a' ds T'
dr ?'
ds T '
df_ i ds T
donnent, par division, en supposant -^ ^ X,
d^' = \d%, d'^" = Ae/?, df = \dy. Comme A est supposé constant, on a, par l'intégration, ^"==\i — a. '^j" = ip—b, •/' = Xy — c,
OÙ a, b, c sont des constantes d'intégration. Multipliant la première de ces équations par a, la deuxième par |3, la troisième par Y ^t ajoutant, on a
(1) 0==X — («a4-Ai3 + ry),
Cette relation (i) montre que a, b, c ne peuvent pas être nuls en même temps, car elle donnerait '). = 0. Elle exprime que la tangente à la courbe lait un angle constant avec Ta direction
En effet, appelons 9 l'angle de la tangente avec cette direction D, on a
cos
s/7i} -\- b' + c^ Va^-^b
0 est donc constant. On en conclut que la courbe est une hélice tracée sur un cylindre, dont les génératrices sont parallèles à la direction (D). En efïet, si, par les difïerents points de la courbe, ou mène des parallèles à (D), l'on obtient un cylindre, dont la courbe coupe les génératrices sous un angle constant. En développpant ce cylindre, on transforme la courbe en une droite.
Une courbe, dans laquelle W et'V sont constants^est une
hélice tracée sur un cylindre de révolution. — En eilet, -=r étant
constant, la courbe est une hélice. Or nous avons vu (N'^242) que, dans une hélice tracée sur un cylindre (juelconque, le rayon de courbure R, en un point ([uelconcjue, est en rapport constant avec le rayon de courbure p du point correspondant de la section droite du cylindre. Si donc R est constant, p l'est aussi et la section droite du cylindre est un cercle. Ce qui démontre le théorème.
ETUDE D'UNE COURBE GAUCHE /: .\ f.V POIM'
IV. - ÉTUDE DUNE COURBE GAUCHE DANS LE VOISINAGE D'UN POINT NON SINGULIER
Fig. i3o.
251. Développements des coordonnées en fonction de lare. — Prenons coninio origine un point O de la courbe, pour ax(î des r la tangente, pour axe des /y la normale principale, pour axe des ::
la binormale. Soit M un point de la courbe voisin de O, s l'arc OM, a, ;i. Y, ol\ 3', y, a^ .3'^ y" les cosinus directeurs de la tangente, de la normale principale et de la Ijinormale en ce point, R et T les rayons de courbure et de torsion au même
point. Au point O, « est nul, R et T prennent les valeurs R,, etï„, et les neuf cosinus prennent, à cause du choix des axes, les valeurs suivantes.
Les coordonnées .r, y, - du point M sont des fonctions de s
que nous développerons par la formule deMac-Laurin en remarquant que /"(O), cp (0), •} (0) sont nuls.
Calculons les premiers coeflicients de ces développements. On
1, 1 1 . . dx du dz ^ , « o
a d abord, en écrivant que --7— , —^ •> -j- sont égaux a a, p, y,
m=«. 'f'W = P. fi^)=ï;
ilérivant encore par rapport à s, et, remplaçant -7- par -j^,,
ds ^' '* R on a
dérivons encore une fois, en désignant par R' la dérivée de R par rapport à s et rappelant que — y- == ^ ™- , etc., il vient
rW= Rî-^'— Rr--RT'
R^ R^ RT
Si l'on fait, dans ces formules, s = 0, les neuf cosinus se réduisent aux valeurs du tableau (1) et on a
r(o)=-^. 'f"'(o)=-|-, •no)=-Tif;.
Les développements de Xj ?/, r sont donc
cî
Si l'arc, s = OM, est infiniment petit, a: est, par rapport à 5, du premier ordre, t/ du second, z du troisième; :v a le signe de s, 1/ a le signe + et z celui de — 5*. La courbe a donc la disposition indi- ({uée sur la figure 130, où on a ponctué la partie de courbe située jui-dessous du plan des jct/. Comme z change de signe avec 5, on retrouve ce théorème que \e plan oscillateur traverse la courbe.
AX + BY+CZ
La distance du point M (.r, //, -) à ce plan est
En remplaçant .r, //, 3 par les développements (2), on voit que, si A n'est pas nul, 0 est infiniment petit du premier ordre par rapport as; si A est nul, sans que B le soit, le plan passe par la tangente et ne coïncide pas avec le plan osculateur, 0 est du deuxième ordre; si A et B sont nuls, le plan coïncide avec le plan osculateur en O, 0 est du troisième ordre. Le théorème est donc démontré.
253. Cercle osculateur ou cercle de courbure. — Soit M un point de la courbe {//i,^. 130), A sa projection sur le plan osculateur Mi/^ en 0, P sa projection sur la tangente Ox. Nous allons d'abord démontrer, comme pour une courbe plane, que le rayon de courbure R^, au point O, est donné par
R„ = lim_^£l_.
quand M tend vers O. Pour cela, remarquons que, dans le triangle rectangle MAP, Tangle en P, que nous appellerons 8, mesure l'angle du plan OPM avec le plan .rO//, osculateur en 0. Quand M tend vers 0 , le plan OPM , passant par la tangente Ox et le point M infiniment voisin de O, tend vers le plan osculateur en O, :rO//, et Q tend vers zéro.
Comme on a
AP = MPcose,
on voit que
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et, comme cos 8 tend vers 1,
lim
OP
lim
OP
lim
2MP 2AP 2 y '
car OP = ar, AP = ?/. D'après les développements (2), on a
Ho
en divisant le numérateur et le dénominateur par s^ et faisant tendre ensuite 5 vers zéro, on trouve
lim
Ro^
ce qui démontre la proposition que nous avions en vue.
Nous conclurons facilement de ce résultat le suivant, que
nous avons déjà établi pour les courbes planes :
Le cercle de courbure, en un point 0 d'une courbe, est la limite d'un cercle tangent en O à la courbe et passant par un point aM infiniment ç'oisin de 0. En effet, soit O//' Tintersection du plan OPM avec le plan des i/z ; le centre C d'un cercle tangent à Or et passant par M, se trouve sur Oi/', Appelons R^ le rayon de ce cercle et M' le deuxième point où PM rencontre ce cercle : on a
ÔP-==PMxPM';
mais PM' est égal à 2IV — PM ; donc
ÔP'' = PM(2R'— .PM),
ÉTUDE D'USE COURBE GAUCHE ES UN POIXT
teur jcOy au point O, Oy' tend vers Oy, le centre C tend vers un point C,, de Oy et le rayon R^ tend vers le rayon de courbure R„, car, dans la formule donnant R\ PM tend vers zéro,
et^p^tend vers R,.
Le cercle considéré tend donc vers le cercle de courbure en O.
Remarque. — De même que dans les courbes planes, le cercle osculateur, en un point O, est la limite vers laquelle tend un cercle passant par le point O et par deux points de la courbe infiniment voisins de O. Nous nous bornerons à énoncer ce théorème.
254. Différence entre un arc et sa corde. — Soit, comme plus haut, s l'arc OM supposé infiniment petit; nous allons évaluer la différence
Or, on a,
arc OM — corde OM.
corde OM = ^ x^ -{- y^ -\- z-
en remplaçant x^ y^z par les développements (N® 251), ordonnant par rapport à s et se bornant aux termes en 6^ on a
corde OM = y/.= --^+... =.(l_ -^ + ...) \
Développons la parenthèse par la formule du binôme, nous aurons
corde OM = y ( 1 ôtiîi — H • • ) »
d'où enfin
arc OM — corde 0M =
Cette différence est donc du troisième ordre d'infiniment petit
par rapport a .«?, et sa partie principale est ,^.„g •
Plus courte distance de deux tangentes infiniment voi
APPELL. Analyse. a6
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sines. — La tangente en O est Oa: ; la tangente, en M, a pour
équations
(Mi) d^ dy_ dz_
ds ds ds
La plus courte distance o de ces deux tangentes, étant perpendiculaire à Oxy se projette en vraie grandeur sur le plan des yz^ suivant la distance du point O à la projection de la tangente Mr sur le plan des yz :
Donc
dy
ds ^ ds
y—rr —2
Le dénominateur est égal à \/ 1 — (— - ) •> d'après la relation ds^ = d.v'--i-dy--^dz\
Remplaçant, au numérateur, y et z par leurs développements (2) n<> 253, on a
12R5T„ ' •• 12RST„ ■ • • .s» _^
car, au dénominateur, on peut mettre— en facteur. Cette plus
courte distance o est donc du troisième ordre par rapport à s et
s^ sa partie principale est ■ . Dans les questions où on peut
négliger des infiniment petits du troisième ordre, on peut raisonner comme si o était nul, c'est-à-dire comme si deux tangentes infiniment voisines à une courbe gauche se rencontraient.
On retrouve facilement, comme exercice, les résultats indiqués antérieurement pour Thélice circulaire osculatricc, en cherchant
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la position limite de la perpendiculaire commune à la normale principale Oij et à la normale principale infiniment voisine.
V. -DÉVELOPPEMENT D'UNE SURFACE DÉVELOPPABLE SUR UN PLAN
256. Figure schématique d'une courbe gauche. — On peut se représenter une courbe gauche comme un polygone gauche
ABCDE d'un nombre infiniment grand de côtés infiniment
petits. Les tangentes sont alors les prolongements des côtés BB',
ce, ; les plans osculateurs sont les plans de trois sommets
consécutifs ABC, BCD, etc.; les cercles de courbure, les cercles passant par trois sommets consécutifs ABC,BCD
257. Une surface développabîe peut être exactement appliquée sur un plan. — C'est cette propriété qui est Torigine du nom de surface développabîe : l'opération qui consiste à appliquer la surface sur un plan s'appelle le développement de la surface.
Pour démontrer cette propriété, nous généraliserons le mode de raisonnement employé, dans les éléments, pour développer les cônes et les cylindres.
Considérons Farète de rebroussement comme un polygone ABCDE... d'un nombre infiniment grand de côtés infiniment petits. Les tangentes successives à l'arête de rebroussement sont les prolongements des côtés du polygone; une première tangente est ABB', une deuxième BCC, une troisième CDD',
etc Les tangentes définissent une surface
polyédrale dont les faces sont les angles B'BC',C'CD',D'DFy,... que nous numérotons 1,2,3,.. [fig. 132). Cette surface polyédrale a pour limite la surface développabîe, quand le polygone ABCDE... devient une courbe. On peut développer, sur un plan, cette surface polyédrale de la façon suivante.
Faisons tourner le plan de la face 1 autour, de BCC, de façon à l'amener dans le prolongement de la face 2. Faisons ensuite tourner l'ensemble des faces 1 et 2 ainsi obtenu, autour de CDD'.
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jusqu'à ce qu'il se place dans le prolongement de la face 3. Puis, faisons tourner Fensemble des faces 1,2 et 3 ainsi obtenu, autour de DEE^, jusqu'à ce qu'il se place dans le prolongement du plan de la face 4? et ainsi de suite... Nous arriverons finalement à mettre toutes les faces de la surface polyédrale dans un même plan, et nous aurons ainsi réalisé le développement de la surface sur un plan.
258. Quand on applique sur un plan une surface dèveloppable,le rayon de courburOy en un point de F arête de rebroussement, ne change pas. — Pour démontrer ce théorème, remarquons que, dans l'opération que nous venons défaire pour développer la surface polyédrale, dont les faces sont 1, 2, 3,.., les côtés et les angles du polygone ABCDE... restent les mêmes. Pour les côtés, la proposition est évidente. Pour les angles, quand on amène, par une rotation autour de BCC, la face 1 sur le prolongement de la face 2, l'angle ABC du polygone ne change pas, car le côté AB, tournant autour de BC, décrit un cône de révolution d'axe BC. De même, quand on amène les faces de Tensemble 1 et 2, ainsi obtenu, à coïncider avec le prolongement de la face 3, par une rotation autour de CDD', l'angle BCD ne change pas, et ainsi de suite... Il résulte de là, que les rayons des cercles, passant par trois sommets consécutifs du polygone ABC, BCD,... ne changent pas. Quand les côtés du polygone tendent vers zéro, le polygone devient une courbe et les cercles, passant par trois sommets consécutifs, deviennent les cercles de courbure aux difierents points de la courbe. Comme ces cercles ne changent pas dans le développement, le rayon de courbure, en un point de l'arête de rebroussement, reste inaltéré dans le développement.
259. Application. — Le théorème précédent donne un moyen de voir ce que devient l'arête de rebroussement d'une surface développable, quand on développe la surface.
Pour cela, on prendra un point O' comme origine des arcs, O'M = s, sur l'arête de rebroussement, et on calculera l'expression du rayon de courbure R de l'arête, en un point quelconque M, en fonction de l'arc ,s' :
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It'vcloppeinent, l'arèfc de rrlxousscnu'ut devient une 'omlx' plane oj|jl, (o étant ce (pie devient le point O' et jjl ce que t le point M. La courbe plane cjjjl a même longueur d'arc que l'arête de rebronssenient
arc w^ = 6', et même rayon de courbure en jjl :
Pour trouver la courbe (oa, on est donc ramené à trouver une courbe plane, connaissant le rayon de courbure en l'onction de Tare, problème que nous avons résolu au n^ 232.
Par exemple, si l'arête de rebronssenient est une hélice circulaire. R est constant (X° 241); donc, par le développement de la surface développable formée par ses tangentes, l'hélice circulaire se transforme en une courbe plane aijajit un rayon de courbure constant R^ c'est-à-dire en un cercle de rayon R.
VI. - DÉVELOPPÉES
260. Développées . — Considérons une courbe quelconque, plane ou gauche C, et menons-lui une suite de normales formant une surface développable, c'est-à-dire admettant une eni>elo/)pe. Cette enveloppe (arête de rebronssenient de la surface développable formée par les normales considérées) s'appelle une déi'cloppèe de la courbe.
D'après cela, une courbe a une infinité de développées. En effet, prenons arbitrairement une normale M„\ au point M^. Au point voisin ^f^, on peut mener une normale MjN, rencontrant M„Ny en un point N^ ; il su (lit, pour cela, de joindre M^ au point N,, où le plan normal, en M,, coupe M^\. De même, au point M^, voisin de M^, on peut mener une normale M.N^ rencontrant M^ X, en un pointN^,... etc., et ainsi de suite. On obtient, de cette façon, une surface polyédrale dont les arêtes, constituées par les pro-
longements des côtés du polygone Nj^N^X^Nj..., sont toutes «o/*- « maies à la courbe.
f)/ Si on suppose que les points M(),Mj,M2,M3, ...
se rapprochent indéfiniment, cette surface polyédrale devient une surface développable , dont toutes les génératrices sont normales à la courbe ; le polygone ^^(jN^NgNg... devient Tarête de rebroussement de la surface développable, c'est-à-dire une développée de la courbe. On a donc ainsi une développée tangente à une normale initiale M^^N^ arbitrairement choisie.
261. Propriété fondamentale des développées . — Considérons une développée D^ de la courbe C ; soit MM^ une normale à C, en M, tangente à D^ en Mj [fig. 135). Désignons par l la longueur de cette nor-, maie
et par s^ Tare de développée O^M^ compté à partir d'une origine fixe O,, de telle façon que la tangente M^M soit menée dans le sens des arcs s^ positifs. Soit M'^M' une normale infiniment voisine h C tangente à Dp en M,, l-\-dl la longueur de ]M'jM'.
D'après la formule générale donnant la différentielle de la longueur d'un segment de droite (X° 1G3), on a
Fig. i35.
dl
MM'cos M'MM.
M.M'.cosM'.M.M
Mais cos M'MM^ =0, car MM, est normale h MM^ ; cos M',M,M = 1, car M, M est tangente à la développée D, ; enfin
-ds,.
On a donc :
ds,.
Intégrant et des
iignant par c une
constante
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Donc la somme de M, M et de l'arc 0,M, est constante. La développée étant supposée connue, on peut tracer mécaniquement la courbe C en prenant un fil inextensible de longueur c, attachant ce fil en O, et Tenroulant partiellement sur la développée de O^ en M,, en le maintenant tendu de M^ en M. L'extrémité M du fil décrit la courbe C.
262. Théorème. La normale principale à la développée y au point M,, est parallèle à la tangente en M à la courbe.
Pour démontrer ce théorème, appelons .î*!, y,,2, les cordonnées du point Mj et convenons, d'une façon générale, d'affecter de l'indice 1 toutes les quantités relatives à la développée. Ainsi s^ est l'arc de développée; a,, j3,,Yj, seront les cosinus directeurs de la tangente M, M à la développée, aj, ^!, yl, les cosinus directeurs de la normale principale à la développée, R, le rayon de courbure en M^.
Les cordonnées du point M étant égales à celles de M^, augmentées des projections du segment M^M sur les trois axes, on a, puisque MjM =1 (fig. 135),
(M) x=jr^-\-h^, ij = fj^-\-lp^, ^ = ^^4_/y^.
Ces formules différentiées donnent (1) dx = dx^^ -\- cf.^dl-\- ld:f.^ , . . . ;
mais on a, pour la courbe C,
dx = cLds, dij ■^= '^ds, dz = ydsj
et, pour la développée,
dx^ = 7.^ds^, dy^ = ^^ds^, dz^=:y^ds^,
ol' 3' '^''
da,= -^ds,, dp, = ^ds,, dy,==-^ds,.
Les formules (1) deviennent donc
a.ds = OL^{ds^ -hdl)-hl-^ ds^,...
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Or, d'après la propriété fondamentale de la développée, on a
donc
(2) ads = -^y[ds^, '^ds = —'^[ds^, rds = ^^y[ds^.
Ces formules montrent que a'p p',, y',, cosinus directeurs de la normale principale à la développée en M^, sont proportionnels à a, p, y, cosinus directeurs de la tangente en M à la courbe. Le théorème est donc démontré.
Remarque. — Faisant la somme des carrés des relations (2) et extrayant la racine carrée du résultat, on a
donc
263 . Si on considère deux développées D, et D, d'une courbe C, les tangentes ^IM, et MM^ à ces deux développées se coupent sous un angle constant, en M, tout le long de la courbe C. — En effet, appelons <^-ji ?ii Yi ^^ '^i-, ^i-> Yâ les cosinus directeurs des tangentes M^M et M^^I aux deux développées, s^ et s^ les arcs, R^ et R, les rayons de courbure des deux déve- Pig, , 5(i. loppées, et a, ,3, y les cosinus directeurs
de la tangente M/, au point M, à la courbe C (//^^ 13G).
L'angle O des deux normales MM^ et .MM^ est donné par
cose = a,a,+ 3„3,-f-y,y,.
Difierentiant, on a :
— sin m = a,rfa, -j- ?//?, -f- y//y. + a//x, -f- ?//?, + Tt^T,.
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Mais, d'après les formules de Frenet appliquées aux deux développées, on a
dy.^
^ds^, d'^^^^ds^, dy^=:^ds^,
car les normales principales aux deux développées, étant parallèles à la tangente M^, ont pour cosinus directeurs a, ,3, y. Portant ces valeurs de ^a^,..., doL^,... dans l'expression de — sin ^dh, on trouve,
— sinQ^e=0, car on a :
les droites MMj et MM, étant perpendiculaires à M/. Comme d^ est nul, 8 est constant.
D'après cela, si on prend deux fils attachés aux deux points 0^ et Oj; des deux développées et ayant pour longueurs respectives :
arcO,M^4-M^M,
arcOjM^-^-M.M,
et si, de plus, on attache ces fils l'un à l'autre par leurs extrémités libres en M, quand on fait décrire au point M la courbe C, les deux fils s'enroulent sur les deux développées et se coupent en M sous un angle constant.
Le plan M^MM, de cet angle étant le plan normal à la courbe C enveloppe une surface développable, qu'il touche, le long de la droite menée par le centre de courbure de la courbe C perpendiculairement au plan osculateur de cette courbe [N° 245), ou droite jwlaire. Comme, d'autre part, ce plan touche évidemment son enveloppe, suivant la droite M,Mj, on voit que la droite, joignant les deux points de contact M, M,, est perpendiculaire au plan osculateur à C, en M, et passe par le centre de courbure de C, relatif au point M.
Courbes planes. — Une courbe plane possède une déve
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loppée située clans son plan ; elle possède, en outre, une infinité de développées, dans l'espace, qui sont des hélices tracées sur le cylindre droit, ayant pour base la développée plane.
Développée plane. — Les normales à la courbe, situées dans le plan de la courbe, ont évidemment une enveloppe qui est la développée plane. Le point de contact M d'une de ces normales avec la développée est le centre de courbure M^ de la courbe donnée, relativement au pied M de la normale. En effet, ce point de contact M^ est le point de rencontre de deux normales infiniment voisines, c'est donc (X** 224) le centre de courbure. Ainsi la développée plane d'une courbe plane est aussi le lieu des centres de courbure de la courbe. Le tracé de cette courbe donne donc la représentation graphique de la variation du rayon de courbure.
Exemples. Ellipse. — Soit l'ellipse, rapportée à ses axes.
Les coordonnées d'un point M (.r, i/) de la courbe, en fonction d'un paramètre «, sont
X = acos u^ 1/ = bsin H.
L'équation de la normale à l'ellipse, au point M i^.r_, //), est
(X~^)^a: + (Y — 7/)./// = 0, ou
— (X — a cos n) a sin u -f- (Y — h sin //) h cos u = 0,
ou enfin, en remplaçant a^ — h^ par c' et divisant par coswsinw, aX h\
cos u sin u
Pour obtenir le point de contact de cette droite avec son enveloppe, il faut associer à l'équation précédente sa dérivée par rapport au paramètre // :
flX sin u Fi cos u
sin'w
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En résolvant ces deux équations par rapport à X et Y, on a les coordonnées du point de contact Mj, c'est-à-dire du centre de courbure de l'ellipse, relatifau point M. On trouve ainsi
1 = — s\n II.
Quand u varie de 0 à -^, le point M,
décrit un arc de courbe, situé au-dessous de O.r, tangent à O.v au point C
(X= — ,Y = 0J, qui est le centre de courbure relatif au som-
met A, et tangent à 0//, au point D (X=:0, Y = ^),qui est
le centre de courbure relatif h B.
On achève ensuite la courlje par symétrie.
Cycloïde. — La cycloïde est engendrée par un point M d'une circonférence, de rayon <?, roulant sur un axe fixe Ox.
Supposons que le point qui décrit la courbe parte de 0 : alors,
Fig. .38.
quand le cercle roulant est dans une position quelconque, on a, en appelant I le point de contact, 01 = arc IM.
Quand le cercle roulant a fait un demi-tour, le point M est au point le plus haut F de l'arc de courbe et le point de contact est en E à une distance OE = 7:^/, égale à la demi-circonférence roulante.
Ceci posé, la normale en M est MI et le centre de courbure M^
s'obtient en prenant IM^ = IM (X*'221). La développée est le lieu du point Mj.
Prolongeons FE d'une longueur EO^ = 2 « = FE et menons par O, une parallèle 0^a\ à Or. Puis, considérons le cercle symétrique du cercle roulant, par rapport à O^- ; ce cercle touche Oj x^ en un point I, ; il passe évidemment par M^. Xous allons montrer que
arcI^Mj = OJ^.
En effet
arc IjM^
arc IM, = OE — arc DI = OE = EI==:O.I..
L'arc I, Mj étant égal à 0^ I^, on peut considérer le lieu du point Mp comme décrit par un point d'une circonférence IiM,l, de rayon a, roulant sur Oj.r^ Quand la circonférence 1MB roule sur Ox^ la circonférence I,Mj I roule sur O^x^ dans le même sens, et, quand M arrive en F^ M^ arrive en O,; le mouvement continuant, M va de F en O^ et M^ remonte de O, en Oj. La développée de la cycloïde OFO^ est donc formée des deux moitiés d'une cycloïde égale à la proposée, l'arc OMj O, étant égal à FO^ et l'arc 0^0^ à OMF; ces deux arcs sont d'ailleurs égaux entre eux.
265. Développées dans l'espace d'une courbe plane. — Soit une courbe plane C, sa développée plane D,, et une développée
gauche D^. D'un point M de la courbe partent deux normales, Tune MM^ tangente en M^ à la développée plane D,, l'autre MMj tangente en Mj à la développée Dj.
Tout d'abord, la projection de 1)^ sur le plan de la courbe coïncide avec D,. En effet, la projection de la normale MMj se fait sui MMj ; si des droites sont tangentes à une courbe dans l'espace, il est évident que leurs projections sur un plan sont tangentes à la projection de la courbe; actuellement les droites MM^ sont tangentes \\ D^, leurs projections MM, sont donc tangentes îi la projection deD,. Ainsi D, est la projection de D,; le point de contact M, est la projection du point de contact M,. La développée
Fi g. i39.
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gauche est donc tracée sur le cyliiulre dioil, ;iviinl pour l)ase la développée plane Dj. Comme l'angle M^MM, est ccMistant uV265), les tangentes MM^ à la courbe D^ font un angle constant avec les géiieiali ices du cylindre; la courbe D^ est donc une kclice tracée sur le cylindre droit ayant pour base D,.
Quand le point M décrit la courbe plane donnée, le plan MMjM^, tangent au cylindre le long de M^M^, s'enroule sur le cylindre et les deux droites MM^ et MMj s'enroulent sur les développées D, et Dj. On a ainsi un cas particulier des propriétés établies au N'* 263.
266. Développantes. — On appelle dès>eloppanle d'une courbe une autre courbe dont elle est la développée. Etant donnée une courbe C^, pour construire une de ses développantes, il suffit de porter sur chaque tangente M^M de la courbe une longueur / telle que :
arcOjMj + ; = r,
c désignant une constante (X° 203).
En faisant varier la valeur de cette constante, on obtient une infinité de développantes. Si on choisit Tare 0,A égal à r, on peut dire aussi qu'on prend sur cha({ue tangente M^M une longueur MjM égale à Tare M^A. La développante considérée coupe la courbe au point A (fig. 140).
Les diverses développantes d'une même courbe sont des courbes parallèles : en effet, si on considère une deuxième développante A'>F, les tangentes aux deux développantes, en M et M', sont perpendiculaires à MjMM' et, par suite, parallèles. La longueur MM' est constante et égale à l'arc AA'.
La détermination analytique des développantes d'une courbe exige une intégration, car elle exige le calcul de la longueur s^ de l'arc O^M^.
267. Exemples de développantes. 1** Dè^>eloppante de cercle, — Considérons la développante qui part du point A, situé sur Ox ; on l'obtient en portant, sur chaque tangente M^M, une
longueur M^M, égale à l'arc AM^. Soient u l'angle AOM^, a le rayon du cercle, les coordonnées du point M^ sont
^^=:acos?/, 7/j = rtsinz/.
L'arc AMj étant égal à au, on a M^M = au. En projetant OM^^Ï sur les axes, on a les coordonnées x qX, y du point M
x=^acosu-\-ausmu yx=z a sin u — au cos u.
Fig. 141.
On peut, avec ces formules, construire la courbe. La tangente, en M, est parallèle au rayon OM^.
La courbe AM, ainsi trouvée, a pour développée plane le cercle donné : elle a donc (N° 265) pour développées gauches des hélices tracées sur le cylindre droit ayant pour base le cercle.
2*^ Développante d'une cliaînette. — Soit une chaînette avant pour équation
Z/ = yie— -1-e-— j.
Nous allons déterminer la développante partant du sommet B de la courbe sur l'axe Oij (Voyez la figure 40 du N'^oT).
Soit M un point de la chaînette. On obtient le point correspondant de la développante, en portant, sur la tangente, une longueur MC égale à l'arc BM. Or nous avons vu (X° 57) que le point C s'obtient en abaissant du pied P de l'ordonnée de M une perpendiculaire PC sur la tangente, et que la longueur PC est égale à a. La tangente, en C, à la développante, étant perpendiculaire à CM, se confond avec CP. La développante, partant de B, est donc une courbe telle, que la longueur de ses tangentes CP jusqu'à l'axe Ox soit constante. C'est la courbe aux tangentes égales étudiée au N** 155.
Les autres développantes de la chaînette sont des courbes parallèles à la courbe aux tangentes égales.
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268. Formules générales. — Soit une surface ayant pour équation
Désignons par p, ^, /•, s, t les dérivées partielles premières et secondes de z par rapport a x et y.
Prenons sur cette surface un point A et considérons une courbe iVM tracée par ce point sur la surface. Appelons s^ l'arc de cette courbe, compté à partir d'un point quelconque de la courbe, a, ^, v les cosinus directeurs de la tangente AB, a', ^', y ceux de la normale principale AV à cette courbe, enfin R^ le rayon de courbure de cette courbe, en A. Le centre de courbure, en A, est alors un point C, de AN', tel que : \
AC, = R
Fier 1A2
Le long de cette courbe, on peut regarder les coordonnées d'un point x,y,z comme fonctions des,, et Ton a, d'après les formules de Frenet,
'^^ -^=*' -d^=^^ -irr^'
d^ _ a.' _d?__^ EL— ^' ds^ ~ R, ' ds^ "~ R, ' 'd^ ~~ RT*
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Mais, comme la courbe est sur la surface donnée, ces fonctions jo, y y z de s^ vérifient identiquement l'équation
z = f{x,y). DifFérentions les deux membres par rapport à 5j, nous aurons
dz _ ^f _dx_ 0/" (///
ds^ 0.r ds^ 0// ds^
ou
Cette relation a d'ailleurs une signification géométrique évidente; elle exprime que la tangente AB est située dans le plan tangent, en A, à la surface.
Dans cette équation (2), y, a, [^ sont fonctions de s^, le long de la courbe. D'ailleurs, p et </ sont des fonctions de jc et y qui dépendent également de s^, le long de la courbe. On a donc, en dérivant par rapport à .s,,
Or
dp d/? dx d/j dy
ds^ O.r ds^ 0// ds^
dq Oy dx ô<jr dy
ds^ ^x ds^ dy ds^
ou encore, d'après les notations adoptées pour les dérivées partielles.
Portant ces expressions dans la formule (3) et tenant compte des formules de Frenet (1), on a
i;-pi-+'j\
/* -ir- + V-It- +'"«' + 2sa? + /3',
et, en résolvant par rapport à R,,
COtHliURE DES COUHBES TRAi lll.s \U R L,\E SU RI' ACE ji;
l);(iis critc formule, les valeurs numériques de /j,/Jj r^s, t dépendent seulement des cordonnées x et y, c'est-à-dire du choix du point A sur la surface, et non de la courbe particulière AM tracée, par ce point, sur la surface. Les quantités a, j3, y sont connues, (juand on connaît la tangente à la courbe et 7/, 3', y', (juand on connaît sa normale principale.
269. Théorème I. ^SV, par un point d'une surface, on trace une courbe (fuelconque, le rayon de courbure de cette courbe, en ce point, est égal à celui de la section plane de la surface par le plan osculateur à la courbe.
En effet, d'après la formule (4), une fois le point A choisi, R^ ne dépend que de a, ,3, y, a', jS', v • I^i est donc le même pour toutes les courbes passant par A, pour lesquelles ces six quantités sont les m«*'mes.
Kii particulier, si on considère la section de la surface par le phiii osculateur, en A, à la courbe AM, cette section plane est une courbe tracée sur la surface ayant, en A, même tangente et même normale principale que la courbe AM. Klle a donc même rayon de courbure R^.
Ce théorème ramène l'étude des rayons de courbure, en A, des courbes passant par A sur la surface, à l'étude des rayons de courbure des sections planes.
Nous allons établir maintenant un deuxième théorème, appelé théorème de Meusnier, qui ramène l'étude des rayons de courbure, en A, des sections planes, passant par A, à l'étude des rayons de courbure des sections normales.
270. Théorème II. Théorème de Meusnier. — Considérons une tangente AB ii une surface, en A, et une section de la surface par un plan BAN' passant par cette tangente iflg. 143) : soit AN' la normale principale à cette section, c'est-à-dire la normale située dans le plan de la section ; désignons par C, le centre de courbure de cette section. D'autre part, menons, en A, la normale AN à la surface et considérons le plan BAN ; ce plan, passant par la normale à la surl'ace, détermine dans la surlàce une section plane qu'on appelle une section normale. Soit C le centre de courbure
APPELL. Analyse. • a?
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(le la section normale, point qui est situé sur la normale à la surface. On a, alors, le théorème :
Théorème de Meusnier. Le centrée de courbure C^ d*unc section oblique est la projection , sur le plan de cette section, du centre de courbure C de la section normale correspondante.
Pour démontrer ce théorème, reprenons les équations de la
normale, en A,
Choisissons arbitrairement, sur cette normale, un sens positif. Pour fixer les idées, nous prendrons comme sens positif la demidroite AN ayant pour cosinus directeurs
Vl-f-/H-7^ ' \/\-^p'-^q' ^i-Jrp'-hq-
le radical étant pris positivement.
Appelons 0 Tangle de la direction AN, ainsi définie, avec la normale principale AN' à la section oblique. L'angle 8 est aussi Tangle dièdre des deux plans BAN et BAN' de la section droite et de la section oblique. Il est donné par la formule
cos9 = Xa' + lJt|B'4-vy'; ou bien
cos ^ = — ^ ' —
En remplaçant, dans la formule (4), y' — y;a' — ry^' par sa valeur tirée de la relation ci-dessus, on a
0') «'^^S^Si-o.
/•a'-f- 26*ap + /p*
L'angle 8 peut être aigu ou obtus, le dénominateur /•a--[-2.saj3-|-/^^ peut être positif ou négatif, mais, comme R^ est positif, cosO a le même signe que rcf? -\-2s^^-\- 1*^^.
1** Supposons, pour fixer les idées, ra^-|-2«a^ + ;fl^>0, alors ô (fii^. 143, I) est aigu. Quand on fait diminuer 8, c'est-à-dire quand on fait tourner le plan sécant autour de la tangente AB, de
laron à le rapprocher de la section normale, Rj augmente, et, pour B = 0, le rayon de courbure prend la valeur
Le centre de courbure de la section normale s'obtient en portant sur AN une longueur AC = R. La comparaison des formules (5) et (6) donne
R,=:Rcos8;
Cette relation démontre le théorème, car elle montre que ACj est la projection de AC sur AS'.
2° Supposons raL^-^2saLp-\- t^-<0. Alors cos Ô est négatif, e est obtus (fiir. 143, II).
Si on fait tourner le plan de la section oblique BAN' autour
Fig. 143.
de BA, en faisant croître Ô, on voit que, pour 8=7:, le plan de la section oblique coïncide avec celui de la section normale, et la normale principale AN' de la section oblique vient coïncider avec le prolongement de AN au delà du point A. Le rayon R,, donné par la formule (5), tend alors vers
2sy.p-ht^*
et le centre de courbure C, de la section oblique tend vers un point C situé sur le prolongement de AN, à une distance AC=R. Dans cette hypothèse, la formule (5) donne
R,=:— RcosO, ou
R^ = Rcos(7r — 8),
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relation qui démontre le théorème de Meusnier dans ce cas, puisque, dans le triangle CAC,, l'angle CACj = 'îî — 9. La droite AC^ est donc la projection de AC sur AN^ En résumé, dans tous les cas, on obtient C^ en projetant C, sur le plan de la section oblique.
C'est là l'extension, à une surface quelconque, d'un théorème évident pour la sphère. Soit AB une tangente à la sphère en A : une section oblique, passant par AB, coupe la sphère suivant un petit cercle de centre C, ; la section normale, passant par la même tangente, est un grand cercle de centre C ; il est évident que le centre de courbure C, du petit cercle est la projection de C sur le plan de la section Fig. .44. oblique (fig. 144).
271. Convention pour le signe des rayons de courbure des sections normales. — D'après le théorème précédent, il sullit de connaître les centres de courbure des sections normales, en A, pour connaître les centres de courbure des sections obliques.
Nous sommes donc ramenés à étudier la position des centres de courbure des diverses sections normales, en A, c'est-à-dire des sections obtenues en faisant tourner le plan BAN autour de la normale AN.
Nous avons vu que le centre de courbure d'une section normale peut se trouver, soit sur la partie positive AN de la normale à la surface, soit sur le prolongement de AN [fig. 123, I et II). Dans le premier cas, le rayon de courbure de la section normale est :
dans le deuxième :
/■a^+2sa34-/3
Pour avoir une formule unique dans les deux cas, nous conviendrons de donner un signe au rayon de courbure d'une section normale, en regardant le rayon de courbure comme positif, quand le centre de courbure correspondant C est sur la partie positive
AN de la normale, et, comme négatif, dans le cas contraire. Avec cette convention, R désignera la valeur algébrique du segment AC estimé positivement dans le sens AN choisi sur la normale, et cette valeur algébrique R est donnée par la formule unique
ra*-4-26-a|ii + ^^3=^
Dans cette formule, le numérateur est positif; le dénominateur dépend de a, j3 : il varie, quand le plan de la section normale tourne autour de AM, car a, 3, y sont les cosinus directeurs de AB. Le signe de R dépend donc uniquement du signe du dénominateur.
Si rt — s* est positif (surface à courbure totale positive en A), le dénominateur de R a un signe constant, quels que soient a et fi : toutes les sections normales ont leurs centres de courbure d'un même côté de A. Ce fait peut être prévu, car, dans ce cas, la surface est tout entière d'un même côté du plan tangent en A, et toutes les sections normales tournent leur concavité dans le même sens.
Si rt — s^<0 (surface à courbure totale négative en A), le trinôme du dénominateur est tantôt positif, tantôt négatif; certaines sections normales ont leurs centres de courbure d'un côté de A, d'autres de l'autre côté. Il existe alors deux sections normales particulières, pour lesquelles R est infini : ce sont les sections normales, passant par les deux directions asymptotiques ADet AD', précédemment définies comme les tangentes, en A, à la courbe d'intersection de la surface par le plan tangent (Voyez fi^. 95).
En effet, pour que R soit infini, il faut et il suffit que les cosinus directeurs de la tangente AB vérifient la relation
Or — est le coefïicient angulaire de la projection de la tangente AB sur le plan xOy. Si donc, on appelle cp l'angle de cette projection avec Ox^
-^=tang»,
on a, pour déterminer cp, Téquation
t tang"'p -f-2s tango-f-r = 0;
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cette équation est précisément celle qui détermine les projections (les directions asymptotiques, au point A (N*^ 187).
Si rt — s^=0 (surface h courbure totale nulle, en A), R est toujours de même signe, car le trinôme r:L^-\-2srt.^j-{-t'^^ est un carré parfait. Mais R devient infini, pour une direction particulière de la tangente AB, qui est la direction asymptotique unique AD, existant actuellement en A.
272. Variation du rayon de courbure d'une section normale, en un point d'une surface. Indicatrice. Directions principales. — Il nous reste à étudier la variation des rayons de courbure des sections normales, en un point A. Nous allons montrer que, pour connaître les rayons de courbure de toutes les sections normales en un point, il suffit de connaître les rayons de courbure de deux sections déterminées, rectangulaires, appelées sections principales.
Pour simplifier cette étude, prenons le point A comme origine, comme plan des xt/ le plan tangent en A, comme axe des z la normale en A. On a alors, en appelant p^^ q^, r^, s^^ t^ les valeurs des dérivées p.^ </, r, s, t à l'origine
car le plan tangent, en A, coïncide avec jcOy. L'équation de la surface étant
si on développe z par la formule de Mac-Laurin, le développement commence par les termes du deuxième ordre, car la fonction z et ses deux dérivées premières p et q sont nulles à l'origine. On obtient donc le développement
- = "2- {''o •*■' -4- 2 s^ry -f- t^y") -h . . .
Comme nous le savons, le plan tangent, en A, coupe la surface suivant une courbe ayant, en A, un point double à tangentes réelles ou imaginaires, suivant la nature de la surface. C'est ce que nous pouvons vérifier. En coupant la surface par le plan ^ ^^ 0, on a la courbe
0=:i-(r,x'+2vy+r,y')+...
Les termes de moindre degré dans cette équation étant du deuxième degré, l'origine A est un point double de Tintersection, et les tangentes, en ce point, ont pour équation
Elles sont imaginaires, réelles ou confondues, suivant <[ue r^t^ — si est positif, négatif ou nul, c'est-à-dire suivant, qu'au point A, la courbure totale est positive, négative ou nulle, (^es deux tangentes AD et AD' donnent ce que nous avons appelé les directions asijniptotiques, au point A.
Rayon de courbure d'une section normale. — Considérons la section normale, faite par un plan z AB déterminé par la normale Ac et une droite AB, située dans le plan tangent xKij. Si on appelle cp l'angle de cette droite avec A.r, les cosinus directeurs a. ^3, y de AB sont
(8) a = cos'^, ^ = sin'^, v = 0.
La valeur algébrique R du rayon de courbure, comptée positivement dans le Fîg. i45.
sens Ac, est donnée par la formule (7),
où on fait p = rj =0, où on remplace r, *•, t par r^^s^jt^ et a, ,3, Y par leurs valeurs (8). On a ainsi
-— - = r^ cos^'^ -|-2so cos «^ si n cp -[- t^sm^ cp
Si C est le centre de courbure de la section normale considérée, R est le - du point C, de sorte que G est au-dessus du plan des j^i/ quand R > 0, au-dessous quand R < 0. En faisant varier », on peut étudier, d'une manière simple, la variation de R.
Nous examinerons successivement trois cas, suivant que r^tf^ — *o est positif, négatif ou nul.
Premier cas. r^ f^ — sl>0. — Dans ce cas, -^ conserve un signe constant, quel que soit cp.
Supposons /„>0. alors — est positif, tous les centres de courbure C des sections normales sont au-dessus de A : ce qu'on pouvait prévoir, car, dans ce cas, la surface étant, aux environs de A, au-dessus du plan tangent .rA//, toutes les sections normales tournent leur concavité vers les z positifs. Pour représenter géométriquement la variation du rayon de courbure R, nous porterons [fii^. 140), sur la trace AB de la section
Fîg. 14^^».
normale, une longueui
P_AI--V/R
cette longueur est réelle, quel que soit cp, car R est toujours positif. Le lieu du point I, quand cp varie, est une ellipse de centre A. En effet, les coordonnées du point I sont
cos
sin
et l'équation (9), dans laquelle on remplace R par p^^ donne
— == r^ cos^ '^ -}- 2 s^j cos '^ sin cp -j- t^ sin- cp,
ou, en chassant les dénominateurs,
l = r„X^ + 2»-„XY + /„Y',
équation d'une ellipse de centre A. Cette ellipse étant tracée, pour avoir le rayon de courbure d'une section normale -AB, il suffit de prendre l'intersection de AB avec l'ellipse en I, le rayon de courbure demandé est Al . Cette ellipse s'appelle Vindicatrice relative au point A. Les deux directions d'axes Ail' et Ail'' de cette ellipse s'appellent les directions principales au point A. Comme, dans une ellipse, les diamètres maximum et minimum sont le grand et le petit axe, les sections, ayant pour traces les directions principales, sont celles qui ont le plus grand et le plus petit rayon de courbure. Les rayons de courbure maximum et minimum, R' et R", correspondant aux directions principales AH' et Ail", s'appellent les rayons de courbure principaux au point A.
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],os contres de courbure C et C'^ des sections principales -AU. -Ail s'appellent les centres de courbure principaux relatifs au point A.
Xoiis pouvons encore simplifier les équations, en prenant pour axes A.r et \j/ les axes de l'indicatrice Ail' et Ail'. Alors l'équation de l'indicatrice ne contient plus de rectangle XY et .s,, devient nul. On a donc, avec ce choix d'axes [fig. 147),
= /y cos2.p-f-/j,sin-'^, R = Al
Supposons le grand axe de l'ellipse dirigé suivant A.r ; pour = 0. R atteint son maximum R' et on a
De même, pour -^ = -^ 7 R atteint son minimum R" et on a
ir ~~^''
La formule donnant R s'écrit alors 1 1
cos
7/-sin*'f
Quand le plan de la section normale rAI tourne de z\U vers ::An'', le centre de courbure de la section part de C, descend d'une manière continue, pour arriver en C", quand AB coïncide avec AR". Ce plan continuant à tourner, R repasse par les mêmes valeurs dans l'ordre inverse.
Il peut arriver, en particulier, que les deux rayons de courbure principaux en un point A soient égaux : R' = R".
L'indicatrice en ce point est alors un cercle. Toutes les sections principales en un pareil point ont même rayon de courbure. On appelle un point de cette nature un ombilic de la surface.
Fig. 147.
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Deuxième cas. / ^ /^ — .s'o "^0. — Reprenons la valeur de -^
(9) -ir =
s,,cos z> sin » -J- /- singes
Dans le cas actuel, la surface est à courbure totale négative au
point A : le trinôme, qui donne l'expression de — , s'annule pour
deux valeurs de tang cp
tang'i=:)., tang(p=V,
déterminant deux directions AD et AD^, qui sont asymptotiques en A.
Quand la trace AB de la section normale ^AB passe par une des positions AD ou AD', le rayon de courbure R change de signe
en passant par l'infini. Supposons, pour fixer les idées, que R soit positif, lorsque AB est situé dans l'angle DAD', appelé 1 sur la figure 148, et négatif dans l'angle adjacent appelé 2. Les sections normales, dont la trace AB est dans l'angle 1, ont leur centre de courbure sur A-; celles, dont la trace est dans l'angle 2, ont leur centre de courbure au-dessous de A. Cela tient à ce que la portion de surface, voisine de A, qui se projette sur l'angle 1 et son opposé au sommet, est au-dessus du plan des Ji/; celle qui se projette sur les angles 2, au-dessous. La surface traverse le plan suivant une courbe tangente, en A, aux droites AD et AD'.
Supposons d'abord la trace AB dans l'angle 1, alors R est positif. Pour étudier la variation de R, nous prendrons encore, sur AB, une longueur _
p= AI=V^R.
Le lieu du point I, quand AB varie de AD à AD', est une hyperbole ayant pour asymptotes AD et AD'. Kn effet, l'équation du lieu du point I est, comme dans le cas précédent,
(I) l = ,-,X' + 2.s-„XY + /„Y';
F)g. li
équation d'une hyperbole (/„/„ — •''o^^) ^^ centre A, dont les directions asymptotiques sont AD et AD'. Cette hyperbole étant tracée, pour avoir le rayon de courbure d'une section normale 3AB, dont la trace rencontre cette hyperbole en I, il suffit de prendre
Prenons maintenant une section normale ^AB', dont la trace est dans l'angle 2. Alors R est négatif. Pour étudier la variation de R, nous prendrons, sur AB', un point F situé à une distance de A, telle que :
=zAr=V^— R.
Cette longueur est réelle, car R est négatif; le point F, ayant pour coordonnées polaires p' et '^, a pour coordonnées cartésiennes
X'= p'cos cp, Y' = p'sin cp.
L'équation (9), dans laquelle on remplace R par — p'^, donne, pour le lieu du point F,
^ = r^ cos^cp + 2 s^Qos cp sin cp + t^ sin' cp,
ou, en passant aux coordonnées cartésiennes,
C'est là l'équation d'une nouvelle hyperbole conjuguée de la précédente (I).
Cette hyperbole est tracée en pointillé sur la figure 148.
Cette hyperbole étant tracée, pour avoir le rayon de courbure d'une section normale ^AB', dont la trace rencontre cette hyperbole en F, il suffit de prendre
R = — Âï''.
Ainsi, le rayon de courbure d'une section normale quelconque est déterminé en grandeur et en signe, dès qu'on a tracé ces deux hyperboles conjuguées asymptotes aux directions asymptotiques AD et AD'. L'ensemble de ces deux hyperboles s'appelle encore
V indicatrice relative au point A. Les directions des axes des deux hyperboles, Ail' et Ail'', sont les directions principales en A, les CI rayons de courbure correspondants
^ R' et R''(run positif, l'autre négatif) sont les rayons de courhure princi- . paux ; les centres de courbure correspondants C et C" (l'un au-dessus, l'autre au-dessous de A) sont les centres de courbure principaux.
Si nous prenons, comme axes
coordonnées [fig. 149), les axes de
la quantité s^ s'annule et la formule.
Fig. 149.
l'indicatrice. Ail' et Air'
donnant R, devient
/„ sin^:
Dans la figure, nous supposons /'„>0; alors t^ est négatif. Pour cp = 0, le rayon R a un minimum R' donné par
le centre de courbure correspondant est en C. Quand '^ augmente à partir de zéro, le rayon R = Al augmente, le centre de courbure C de la section -AB va en montant sur kz. Quand la trace AB du plan de la section normale coïncide avec la direction asymptotique AD, R devient infini, C s'éloigne indéfiniment sur kz.
Si le plan i:AB continue à tourner dans le même sens, sa trace AB' rencontre ensuite l'hyperbole conjuguée 1' et on a
R= — AT
Le rayon R est d'abord négatif et très grand, puis il diminue en valeur absolue et, pour cp = T:, il prend la valeur négative donnée par la formule
le centre de courbure de la section cAB, d'abord \\ l'infini au-des-
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SOUS de A, monte jusqu'à la posillon C, correspondant à la section rAll '^ La valeur de ]X" est donc un maximum relatif pour R. Si le plan normal continue à tourner, R repasse par les mêmes valeurs dans l'ordre inverse.
La formule donnant R s'écrit encore
= 117 cos-'^4- TT7, sin^?.
Il peut arriver, en particulier, que R'^ = — R^; alors l'indicatrice est formée de deux hyperboles équilatères conjuguées.
Troisième cas. i\ t^ — .vj = 0. — Dans ce cas, la courbure totale est nulle en A. Les deux directions asymptotiques définies par l'équation
se confondent en une seule AD. Si nous nous reportons à l'expres-
sion de -rr-
/•„ cos- '^ -J- 2.VyCos'^ sincp -\- 1^ sin'a.
nous voyons que le trinôme du deuxième membre est un carré parfait, qui conserve un signe constant quand '^ varie. Ce trinôme s'annule pour une seule valeur de tang'^, correspondant précisément à la direction asymptotique unique AD.
Supposons, pour fixer les idées, /'o>0.
Alors -TT- est toujours positif; toutes les
sections normales rAB ont leur centre
de courbure au-dessus du plan tangent xKy. Pour étudier la
variation de R, portons, sur la trace AB du plan de la section
normale, une longueur :
et cherchons le lieu du point L On trouve, comme plus haut, que ce lieu a pour équation
'I) l = r,X»+2s,XY + /,Y«.
Ce lieu est encore une conique, ayant son centre en A; mais, comme cette conique est du genre parabole,
elle se compose de deux droites parallèles. C'est ce qu'il est aisé de vérifier, en multipliant l'équation par r^ et remplaçant r^t^ pari'o; l'équation devient
d'où
équation de deux droites parallèles. Ces deux droites sont, d'ailleurs, parallèles h la direction asymptotique unique AD qui existe dans ce cas. On appelle ce système de deux droites V indicatrice relative au point A. Cette indicatrice étant tracée, le rayon de courbure de la section normale ::AB s'obtient en prenant
R = ÂÏ',
I désignant le point de rencontre de l'indicatrice avec AB. L'indicatrice a encore deux axes de symétrie, l'un An' perpendiculaire aux deux droites, l'autre An'' parallèle aux deux droites et, par suite_, confondu avec AD. Ce sont les directions principales : les rayons de courbure et les centres de courbure correspondants sont les rayons de courbure et les centres de courbure principaux.
Prenons les directions principales KW et hl\" pour axes
[fig. 151). Alors Sy = 0, et comme
Vo — V=û,
le produit r^^t^ est nul.
Supposons i\ > 0, alors t^
— = t\ cos'j, R = AI ,
COURBURE DES COURBES TRACÉES S l /{ i .\ E SU RE ACE i îi Pour cp = Oj R passe par un minimum R donné par
R' "'"' • le centre de courbure correspondant est en C Quand cp augniciitr, R augmente, le centre de courbure C de la section rAB monte
sur A-, et, pour cp=-— , R est infini. Quand '^ croît de -7^ à t:,
R repasse par les mêmes valeurs en sens inverse. Actuellement, R a donc un minimum R', qui est l'un des rayons de courbure principaux et pas de maximum. On peut dire qu'il a un maximum R'' =x , ou encore, que l'autre rayon de courbure principal est infini.
La formule, qui donne R, devient, dans ce cas,
Rksimé. — En résumé, si on prend pour axes les deux directions principales AO' et All'^ et si on appelle R' et R'^ les rayons de courbure principaux correspondants, avec leur signe, le rayon de courbure R d'une section normale, dont la trace AB sur le plan tangent fait avec Ail' un angle cp, est donné par la formule :
Dans le dernier cas que nous venons d'examiner, R'' = oo ; la
formule devient alors
COS^'J
273. Détermination des directions principales et des rayons de courbure principaux, en un point. — Nous venons de voir que, pour connaître le rayon de courbure d'une section normale quelconque passant par un point A, il suffit de connaître les directions principales Ail' et Ail", en A, et les rayons de courbure principaux R' et R" correspondants. Voici comment on peut calculer ces éléments.
Les axes étant supposés rectangulaires, mais choisis d'une manière quelconque, nous avons trouvé, pour la valeur algébrique (lu rayon de courbure R d'une section normale, dont la trace AB D sur le plan tangent a pour cosinus di-
recteurs a, j3, Y :
Fi g. xyi.
Quand on fait varier AB, R varie et il s'agit de trouver les directions de AB ^' rendant R maximum ou minimum (ce ^^ seront les directions principales) et les valeurs maximum et minimum de R (ce seront les rayons de courbure principaux). Ce problème se ramène au problème élémentaire de la recherche du maximum et du minimum du quotient de deux trinômes. En effet, on a, entre les trois cosinus a, [5,^, la relation
nous pouvons donc écrire
Mais on a (X" 2G8)
relation qui exprime que AB est dans le plan tangent en A. On a donc
Le deuxième membre étant homogène en a et ,3, divisons haut et bas par a et faisons
il vient
R _ ( i-f-<y8);/fa-^- 2 /;<y/;^-f-l -!-/>«
sni
([uotient de deux trinômes du deuxième degré en /;/.
La ([uantilé m est le coenicient angulaire de la projection AjB, de AB sur le plan horizontal. Quand le plan de la section normale tourne autour de la normale en A, sa trace AB sur le plan tangent tourne autour de A et la projection A^B^ de cette trace tourne autour de Aj. La quantité m varie de — x à-f-x .11 s'agit de trouver les valeurs de /«, rendant R maximum ou minimum, et les valeurs maximum ou minimum de R.
Directions principales. — Les valeurs de m^ rendant R maximum ou minimum, s'obtiennent en égalant à zéro la dérivée du deuxième membre par rapport à m :
[(1 + q^) m -hpq)] {tm^ + 2 sm + /) —
{tm H- 5) [(1 -h g') rn^-h 2pqm + (1 -hjj'j] = 0,
ou, en réduisant,
(10) m' [s (1 + f) —pqt] 4- m [r (1 + q^) — t (1 +y.^)]
-f- pqr — *• (i -\-p^) = 0.
Cette équation en m a deux racines réelles, ni' et m'\ qui sont les coeflicients angulaires des projections A^Oi et A^ïll' des directions principales Ail' et AB" sur le plan des J7?/.
On peut déterminer les directions principales par une autre méthode, quand on connaît les directions asymptotiques AD et AD' au point A. Les directions principales sont alors les bissectrices des angles formés par les directions asymptotiques.
Rayons de courbure principaux. — Si l'on fait :
la quantité S est maximum ou minimum en même temps que R.
Or on a
fil) g _ (i + '/')'n^ + 2p,,m-hl+,>^
^ ' (m'-\-2sm-\-r
et il faut trouver le maximum et le minimum de S. A une valeur donnée de S, la relation (11) fait correspondre deux valeurs de m.
APPELL. Analyse. «8
Pour qu*une valeur donnée de S soit un maximum ou un minimum, il faut et il suffit que les valeurs correspondantes de m soient égales.
L'équation en m est
/;2^[(1 + '/'-) — ^S] + 2//^[y.ry— 6S]-|-(l+7^^) — /•S = 0. Pour qu'elle ait ses racines égales, il faut et il suffit que l'on ait
ou, en ordonnant et changeant les signes,
(12) S\n— s») — S [(1 +p') t + {i + q')r- 2pqs]
Cette équation en S a deux racines, S^ et S'^, qui sont le maximum et le minimum de S, c'est-à-dire de . —
Le maximum et le minimum de R sont donc
On a ainsi les deux rayons de courbure principaux.
274. Courbure totale. — On appelle courbure totale, en un point d'une surface, la quantité
Cette quantité est égale h
c'est-à-dire, en remplaçant S'S'^ par le produit des racines de l'équation (12)
rt — A«
On voit donc que, conformément aux définitions déjà posées, la courbure totale est positive, négative ou nulle, en même temps que rt — s*.
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Les surfaces, qui sont à courbure totale nulle, en tous leurs points, sont telles qu'en tous leurs points on ait
Nous verrons plus tard que ce sont les surfaces dèvelopjjahlcs.
275. Courbure moyenne. — On appelle courbure moyenne d'une surface, en un point, la quantité
facile à exprimer à l'aide des coeflicients de l'équation donnant S. Les surfaces à courbure moyenne nulle :
IV ^ IV
= 0, ou IV + R'' = 0,
sont les surfaces d'étendue minimum.
On les rencontre dans le problème de géométrie suivant :
Etant donné un contour fermé dans l'espace, trouver, pai'mi toutes les surfaces continues passant pa?^ ce contour et limitées par lui, celle qui a l'aire la plus petite possible.
On démontre que la surface répondant à la question est une surface h courbure moyenne nulle, en chaque point. On peut réaliser physiquement cette surface, en construisant le contour en fil métallique fin, et en plongeant ce contour dans un liquide visqueux comme de l'eau de savon ; si on retire ensuite le contour, on trouve la surface d'aire minimum réalisée par une lame liquide fermant le contour.
On peut remarquer que, pour une de ces surfaces, l'indicatrice, en chaque point, est formée de deux hyperboles équilatères conjuguées : ses directions asymptotiques sont rectangulaires.
Exemple. — Soit le paraboloïde hyperbolique équilalèrc
z = xy.
Cherchons les directions principales et les rayons de courbure principaux, en un point A quelconque de la surface (fig. 153).
Actuellement, nous connaissons les directions asymptotiques en chaque point ; en effet, le plan tangent, en un point A, coupe
la surface suivant deux génératrices rectilignes AD et AD' passant par A. Cette ^~-- intersection est une courbe à point / D ^ double et les tangentes, en A, à cette courbe, c'est-à-dire les droites AD et AD' elles-mêmes, forment les direc- ^ Y' ,.^3 tions asymptotiques. Les directions
principales, en A, sont donc les bissectrices An' et An" des angles formés par les génératrices rectilignes passant par A. Nous avons actuellement
L'équation donnant
est ICI
Elle a pour racines
S' = .ry + V/(1+X»)(l + .//), S" = :ry - 1/(1 +^'^) {!+//).
Les deux rayons de courbure principaux sont alors R/ == S' v/l4-.r*-h//% R'' = S'' >Ji-^a;'-+-t/' .
La surface a, en tous ses points, une courbure totale négative, car
Elle a une courbure moyenne nulle, aux points appartenant aux deux axes Ojc et Oi/. En effet, si .r =0 ou // = 0, on a
donc
/; /• ( ■ D /•; Dr s i: s rni'ACE e s rs pois t
(le fait est aisé à vérider géométriquement, car, en un point A (le Or. par exemple, il passe deux génératrices du paraboloïde : 1 iiiu' Al) coïncide avec 0.r, l'autre AD est perpendiculaire à Or.
En ce point A, les directions asymptotiques sont donc rectangulaires. L'indicatrice est formée de deux hi/perboles èquilatères et on a 1V+1V'==0.
n. - ÉTUDE GÉOMÉTRIQUE DUNE SURFACE AUTOUR D'UN POINT. AUTRE DÉFINITION DE L INDICATRICE .
277. Définition géométrique de V indicatrice. — Soit, comme plus haut,
- = "2- (' V^' + -VU + /o//') + . . . ,
l'équation d'une surface rapportée à une normale Ar en un point quelconque et au plan tangent en ce point.
Soit un plan A', parallèle au plan tangent .rA?/, situé au-dessus
Fig. i54
de ce plan à une distance infiniment petite AA'= -. Ce plan coupe la surface suivant une certaine courbe, qui se projette en vraie grandeur sur le plan horizontal {Jtg. 154). L'équation de cette projection est
où z est une constante positive infiniment petite. Soit M un point de cette courbe voisin de A', P sa projection sur le plan tangent
.r\y : construisons la figure homothétique du lieu du point P, en prenant comme centre d'homothétie A et comme rapport d'ho-
mothétielaquantitc-i===--757^- ^^^^'^y sur chaque rayon AP,
il faut prendre un point I tel que :
Al 1 -i2 ÂF
AP
Nous allons vérifier que, z étant infiniment petit, le lieu du point I est une conique ayant pour équation
(I) r„X^H-25,XY + /J^=:l.
En effet, le point Payant pour coordonnées jc et //, et le point I pour coordonnées X et Y, la relation
AP = AIV'2T,
donne, immédiatement,
YV^2T;
en portant ces valeurs de .r et t/ dans l'équation (P) du lieu du point P, on a, pour lieu du point I,
r(/-„X'+2«„XY + /„Y^)
OÙ tous les termes non écrits contiennent - T en facteur. Divi- X sant cette équation par z et faisant tendre r
vers zéro, on obtient, comme lieu du point I, la conique (I).
Dans ce qui précède, nous avons coupé la surface par un plan parallèle au plan Fig. iSr». tangent, placé du côté des - positifs.
Prenons de même un plan A", parallèle
au plan tangent .rAy, mais du coté des z négatifs : ce plan coupe
la surface suivant une courbe, dont la projection est représentée
par l'équation (P), où ^ a une valeur constante ncgatwe {fig. 155).
Soit M un point de cette courbe, P sa projection horizontale ;
amplifions encore le rayon vecteur AP dans le rapport / et
[)renant
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car
nous aurons, comme lieu du point F, la conique (I') ,-,X'+2s„XY + /,Y»=-l.
En effet, on a actuellement
en portant dans l'équation (P), divisant par 3 et faisant tendre z vers zéro, on obtient l'équation de la conique (F). L'ensemble des deux coniques (I) et (F) forme l'indicatrice de la surface au point A. La partie (I) de l'indicatrice provient des plans sécants, parallèles au plan xKy du côté des - positifs, l'autre partie (F) Jirovient des plans sécants, parallèles au plan xXy du côté des - négatifs.
On a donc ainsi un moyen simple de définir les indicatrices en un point.
278. Rayon de courbure d'une section normale. — Soit AB la trace d'une section normale et supposons que cette section soit une courbe AM tournant sa concavité vers le haut [fig. 154) . La droite AB étant tangente en A à la courbe, et MP étant la distance de M au plan des ^//, le rayon de courbure en A est positif, et a pour valeur (X** 225)
^ y AF y ÂP'
Soit, sur AB, le point I de l'indicatrice défini par la relation
On a alors
R=Tl*;
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on retrouve ainsi la représentation du rayon de courbure, à Taide de l'indicatrice.
Soit, de même, AB la trace d'une section normale tournant sa concavité vers le bas [fig. 155), M un point de cette section voisin de A, P sa projection. La valeur absolue du rayon de courbure de cette section, en A, est
Il m
Mais, d'après nos conventions, ce rayon de courbure doit être regardé comme négatif. On a donc :
R ,. AP
R = — lim
Comme la distance MP est égale à — -, z désignant l'ordonnée de M qui est négative, on a encore
H==:lim— ^r •
JL .Z
Mais, pour définir le point F de l'indicatrice, on a pris
Ar =lim :y^--
— • jL .z
On a donc
R=:— Ai".
279. Remarque. — On peut présenter ces résultats de la façon suivante. En coupant une surface par un plan parallèle au plan tangent, en un point non singulier, à une distance infiniment petite de ce plan, et regardant la courbe d'intersection, au voisinage du point de contact, avec une loupe d'un grossissement infini, on aperçoit une conique, ayant le point de contact comme centre. Cette conique est l'indicatrice : c'est une ellipse, une hyperbole ou un système de deux droites parallèles, suivant que la courbure totale de la surface au point considéré est positive, négative ou nulle. Les axes de cette conique donnent les directions principales de la surface au point considéré ; ses directions asymptotiques donnent les directions asymptotiques de la surface
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au point considéré: elles coïncident avec les tangentes, au point de contact, à l'intersection de la surface par le plan tangent.
280. Cas particulier des surfaces du deuxième ordre. — Les théorèmes précédents sont alors évidents, car, dans une surface du deuxième ordre, les sections faîtes par des plans parallèles sont homothétiques. Donc, dans une de ces surfaces, pour obtenir une courbe homothétique de la section de la surface par un plan parallèle à un plan tangent et infiniment voisin de ce plan, il sufïit de prendre la section de la surface par un plan parallèle au plan tangent, à une distance finie de ce point convenablement choisie, ef de part et d'autre.
Il est évident, d'après cela, que, pour un ellipsoïde, l'indicatrice en un point est une ellipse ; pour un hyperboloïde à une nappe, elle est formée de deux hyperboles conjuguées, ayant pour directions asymptotiques les génératrices du point de contact ; pour un cylindre, elle est formée de deux droites parallèles à la génératrice de contact.
281. Usage de V indicatrice pour la détermination des tangentes à l'intersection de deux surfaces tangentes en un point. — Quand deux surfaces sont tangentes, en un point A, elles se coupent, en général, suivant une courbe ayant un point double en A. Supposons qu'on ait construit les indicatrices des deux surfaces en ce point, courbes qui sont situées dans le plan tangent commun en A. On a alors le théorème suivant :
Les tangentes à l'intersection., an point A, sont les diamètres communs aux indicatrices des deux surfaces.
En effet, prenons le point A comme origine et comme axe Xz la normale commune aux deux surfaces. Les équations de ces surfaces sont
(S) c = 4-('V''+ 2 -vry + '„.'/') + . . . ,
Pour obtenir la projection de l'intersection de ces deux surfaces sur le plan des .ry, il faut éliminer - entre ces deux équa-
lions, ce qui se fait en les retranch.int membre à membre. On a ainsi, comme projection de l'intersection
Les termes de moindre degré étant du deuxième degré, la courbe présente un point double à l'origine A. Le plan des xy étant tangent aux surfaces, en A, les tangentes à la courbe d'intersection dans l'espace, au point A, se confondent avec les tangentes à sa projection : ce sont donc les deux droites représentées par l'équation
Or ces droites sont précisément les diamètres communs aux deux indicatrices
/•^X^-|-25^XYH-/,Y^ = dbl,
où les signes des deuxièmes membres se correspondent. En effet, pour avoir les diamètres communs à ces deux coniques, il suffit de retrancher leurs équations membre à membre, ce qui donne l'équation des tangentes écrite plus haut.
Si les indicatrices des deux surfaces, en A, n'ont pas de points réels communs, les deux tangentes sont imaginaires, le point A est un point isolé pour l'intersection des deux surfaces.
282. Faraboloïde osculateur. Tore osculateur. — Une surface étant rapportée à un de ses points A pris comme origine et à la normale en ce point comme axe des -, on peut, en développant z par la formule de Mac-Laurin, écrire l'équation de la surface sous la forme
La loi de la courbure des sections normales faites autour du point A, et, par conséquent, la loi de la courbure de toutes les sections planes piissant par A, ne dépend que des coefficients /•„, Sq, /j,. Cette loi est donc la même pour une deuxième surface tangente à la première au point A et pour laquelle r^.s^^f^ ont
ÉTUDE D'USE SURFACE ES T.V POIST
les nu^mes valeurs. C'est ce qu'on voit aussi par la géométrie, en remarquant que la variation du rayon de courbure des sections normales est représentée à l'aide de l'indicatrice.
cette indicatrice ne dépendant que de r^, a^, t^, deux surfaces tangentes, en A, pour lesquelles ces trois coefficients ont les mêmes valeurs, ont les mêmes indicatrices, et, par suite, deux sections normales ou deux sections planes quelconques, faites par un même plan dans les deux surfaces, ont même rayon de courbure, en A.
Ainsi, au point de vue de l'étude de la courbure des sections planes passant par A, on peut substituer à une surface une autre surface tangente, pourvu que /•„, s^, /„ soient les mêmes, ou encore, pourvu que les directions principales et les rayons de courbure principaux, en A, soient les mêmes.
Voici deux façons simples de réaliser cette substitution.
Paraboloïde osculateur. — Considérons la surface
(P) z.= l-{r,v^ + 2s,nj + t„,f),
obtenue en supprimant dans le développement i^^S) tous les termes suivant le groupe des termes du deuxième degré. Cette équation définit un paraboloïde qu'on nomme paraboloïde osculateur h la surface en A. Dans le voisinage de A, on peut substituer à la surface un petit fragment de ce paraboloïde ; la loi de la courbure des sections planes n'est pas altérée.
Si on prend pour axes A.r et A//, les directions principales Ail' et An" et si on appelle R' et R-' les deux rayons de courbure principaux, on a
l'équation du paraboloïde osculateur est donc alors
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Ce paraboloïde est elliptique ou hyperbolique, suivant que la surface est à courbure totale positive ou négative. Dans le cas où la courbure totale ^st négative, les directions asymptotiques de la surface S, en A, coïncident avec les génératrices rectilignesdu paraboloïde osculateur P passant par A.
Si la courbure totale de la surface S au point A est nulle, l\'=cc et le paraboloïde osculateur devient un cylindre parabolique
— _il_ ^— 21V'
tangent au plan des .vi/ suivant la droite unique avec laquelle se confondent alors les deux directions asymptotiques de la surface donnée S.
Tore osculateur. — On peut aussi construire facilement un tore ayant, en A, mornes directions principales et mêmes rayons de courbure principaux que la surface donnée.
Soient An' et AïF' les directions principales, C et C" les centres de courbure principaux correspondants. Dans le plan de section
Fi g. i5().
principale rAll', traçons le cercle de centre C et de rayon C'A = R'. Dans le plan de section principale ^All", traçons, de même, le cercle de centre C et de rayon CA=R''. Supposons ensuite qu'on fasse tourner le cercle C" autour d'un axe CF, mené par C perpendiculairement au plan du cercle C Nous engendrons ainsi un tore, qui est tangent à la surface donnée en A. En outre ce tore a, on A, les mêmes directions principales
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An' et An' que la surface donnée : cela est évident, par raison de symétrie, car la droite Ail' est tangente h l'équateur du tore en A et Ail" au méridien. Enfin ce tore a, en A, les mêmes rayons de courbure principaux que la surface proposée, car les deux sections principales, en A, étant l'équateur et le méridien, leurs centres de courbure sont les centres C et C" de ces deux cercles .
Nous avons figuré ce tore [fi^. 150, I et II), en supposant successivement que la surface est à courbure totale positive ou négative.
Si la surface est à courbure totale nulle, R'==rX , le tore se réduit à un cylindre de révolution ayant pour base le cercle C", tangent au plan des .r// le long de Ail'.
283. Application. Rayon de courbure de la projevlion d'une courbe. — Soit une courbe gauche AB que l'on projette orthogonalement sur un plan Q en ab : désignons par AX' la normale principale ii la courbe au point A, par p le rayon de courbure de
Fig. i.>7.
la courbe en A et par AT la tangente : cette tangente se projette en ai; nous appellerons cp l'angle de AT avec sa projection at. Considérons, d'autre part, le cylindre projetant la courbe AB, et appelons AN la normale en A à ce cylindre, OTangle NAN^ Le cylindre constitue une surface S sur laquelle est tracée la courbe AB ; et, d'après le théorème de Meusnier, le rayon de courbure p de la courbe AB est égal au rayon de courbure R de la
section normale faitC; dans le cylindre, parle plan TAN multiplié par cos 8
(1) p = Rcosô.
Il s'agit de calculer maintenant le rayon de courbure R^ de la courbe ah en a y c'est-à-dire le rayon de courbure d'une section droite quelconque du cylindre. Menons la section droite du cylindre passant par A, AE : soit Ail' la tangente à cette courbe en A, An'' la génératrice aA prolongée : ces deux droites An' et An" sont les directions principales du cylindre en A, car l'indicatrice du cylindre, en A, est réduite à deux droites parallèles à la génératrice. Les rayons de courbure principaux du cylindre, au point A, sont : le rayon de courbure R' de la section normale Al^^ menée par An' et le rayon de courbure R" =00 de la section normale menée par Ail". La section normale NAT a, sur le plan tangent au cylindre en A, une trace AT faisant avec An' l'angle '^; le rayon de courbure R de cette section est donc donné par la formule (N« 272)
= R, cos-?-^ j^„ :
ou, comme R" = 00 ,
sin
Éliminant R entre les deux relations (1) et (2), on a
cos' cp
' cosli
Cette formule donne le rayon de courbure de la projection au point a.
Cas pahticuijehs. — 1** Si le plan de projection Q est parallèle à la tangente AT, on a y = 0, doii
cosQ
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2'' Si le plau de projection est perpendiculaire au plan osculateur en A à AB sans l'être à la tangente AT, on a 8 = —,
la projection présente alors une inflexion en a, ce que nous avons démontré déjà d'une autre manière (N® 170).
LIGNES DE COURBURE
284. Définition. — On appelle ligne de courbure d'une surface une ligne tracée sur la surface de telle façon que les normales à la surface le long de cette ligne forment une surface dèveloppahle, c'est-à-dire aient une enveloppe, "^ous allons former l'équation différentielle des lignes de courbure. Nous en conclurons que, par chaque point d'une surface, il passe deux lignes de courbure tangentes aux directions principales en ce point.
Équation différentielle des lignes de courbure
Soit une surface ayant pour équation
si, sur cette surface, on considère une ligne de courbure L^, les coordonnées d'un point A de cette ligne peuvent être regardées comme des fonctions d'un même paramètre ).
Fig. i58.
Appelons, comme précédemment, y>>, </, r, s, / les dérivées partielles premières et secondes de r, par rapport à v et i/. Ces dérivées sont des fonctions de x et //, et, par suite, le long de la ligne de courbure, des fonctions de A par l'intermédiaire de.r eii/. Quand Â croît de dX, le point A subit un déplacement infiniment
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petit A A', jc et y croissent de djc et dy^ z, p et (j croissent de leurs différentielles :
dz =pdx -j- (jdij ,
dp = rdx -\- ad If ,
d(j =r sdx H- tdy.
Les équations de la normale AN à la surface, au point A [x, y, z), sont
ou, en égalant les deux premiers rapports au troisième, (1) X = — //Z + .r+yy-,
Dans ces équations, .r, //, 3, />» et ry sont, le long de la ligne de courbnre, des fonctions de a. Nous devons exprimer que la normale (1) engendre une surface développable. Or, les équations d'une droite étant mises sous la forme :
X=rtZ-f-//, Y = //Z + X-,
où a^ h, It, k sont fonctions d'un paramètre A, pour que cette droite engendre une surface développable, il faut et il sullit que les deux équations dérivées
/o\ /A 'M da dli ^ „ dh dk
^ ^ dK dK dk dh
donnent, pour /, la même valeur, c'est-à-dire que l'on ait
dh dk
da dû
(lomme, dans les équations 1}, on a
a= — p, h-= — <i, h = x-\-pz, k=y-hqzy
la condition cherchée est :
d{x-{-pz) ^ d(y-hfjz)
dp dq
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|]n développant, on a :
ds -j- pflz -f- z(f/) dji -\- (ji1z-\- zdq Tp "~ dq
, , zdi) zdq
ou, en supprimant les deux termes égaux et ^ »
dx-\-j)dz _ dij-^qdz ^^^ dp ~ dq
Si Ton remplace ^/c, f/y>>, ^<y par leurs expressions ci-dessus, la condition (,'{) devient
(i-hir)d.v-hpqdi/ ^ pqd.v^{i-^q')df/ rdx -f- sdy sd.v -f- tdij
Vax chassant les dénominateurs, on voit que cette équation est du deuxii'me degré en dx et dy. Elle prend, en efï'et, la forme
(4) d,f[{\.+,,')s-pqt\ + dxdy [(1 + r/^) r - (l +/) /]
+ dx\p,jr — {i+p')s]=Q.
Vax divisant par </.r-, on obtient une équation du deuxit'me degré en —— . Ce résultat montre que, par cJiaquc point de la surface,
il passe deux lignes de courbure. Va\ elTet, si on projette le point A sur le plan horizontal, en A^, et la ligne de courbure en LJ, la tangente AIT à la ligne de courbure, en A, se projette horizontalement, suivant la tangente A,n[ à la projection LJ. Le rapport -j- est le coeflicient angulaire de la tangente, en Aj, à la projection LJ de la ligne. Les coordonnées .r et // du point Aj étant données, les (juantités z, p, q, /', .v, / sont déterminées, et l'étjua-
tion (4) donne pour —.— deux valeurs : par le point A,, passent
donc les projections, LJ et L[', de deux lignes de courbure, tangentes aux deux droites A, IlJ et A, FI,", dont les coellicicnts angulaires sont racines de l'équation (4). Cette équation s'appelle V équation difj'èrentielle de la projection des lignes de courbure sur le plan desxy.
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286. Théorème I. Les deux lignes de coiirhure^ pussanl par un point A d'une surface^ ont pour tangentes^ en ce points les deux directions principales XW et X\\" .
Pour démontrer ce théorème, portons Torigine au point A (Voyez figure 147 ou 149 ou 151) en prenant comme axe des z\'a normale en A, comme axes des x et des y, les directions principales au point A. Alors (N° 272) p, </, ,s' deviennent nuls, /• et t prennent des valeurs r^ et t^. L'équation du deuxième degré (4j, donnant les coefficients angulaires des tangentes aux projections horizontales des deux lignes de courbure passant par A, devient
(t,~r^)dxdy=0,
elle donne donc : ou bien
ou bien
dx^O.
L'une des tangentes aux lignes de courbure, passant par A, est donc l'axe \y ou A 11'^, et l'autre l'axe, \x ou AH'.
Autre démonstration. — Sans faire le changement d'axes cidessus, nous pouvons démontrer le théorème comme il suit. Si,
dans l'équation du deuxième degré (4), nous remplaçons -j— par/;2,
cette équation devient
m^[{i-^q')s-pqt]-^m\{:V + q')r-[\-\-p')t]^ pqr — {i-hp')s = 0.
On reconnaît alors qu'elle est identique à l'équation du N®273, donnant les coefficients angulaires des projections A^Il,' et A,nj' des directions principales sur le plan des xy (fig. 152-158). Les lignes de courbure sont donc, en projection, tangentes à A,n,' et Ajllj', et, sur la surface, elles sont tangentes aux directions principales Ail' et Xlï\
287. Théorème II. — Soit AN la normale, en A, à la surface : par le point A, passent deux lignes de courbure 1/ et L" [fig. io8]. Si le point A décrit la ligne L', la normale à la surface enveloppe une certaine courbe : soit C, le point de contact de AN
avec cette enveloppe. Si le point A décrit la ligne 17', la normale h la surface a, de même, une enveloppe : soit C , le point de contact de AN avec cette deuxième enveloppe.
Les points C et C" sont les deux centres de courbure pj'incipaux relatifs au point A.
Quand une droite mohile
dont les coefficients dépendent d'un paramètre \, a une enveloppe, les coordonnées du point de contact de la droite avec son enveloppe vérifient les équations dérivées par rapport à A
da dh ^ dh dk
d\ ' cD. dl ' d}.
Le Z du point de contact est donc donné par les deux équations compatibles
0 = Zda + d/t , 0 = Zdh + dk .
Actuellement, il s'agit de Tenveloppe des normales
T.e Z du point de contact de la normale avec son enveloppe est donc fourni par les équations compatibles
0 = — Up-^ d (r ^pz\, 0 = — 'Ldq + d [y-^qz),
ou, en développant,
(6) 0 =— Z [rdx + sdij) + dx -\-pdz -f- zdp,
0 = — Z («rAr 4- tdij) -^dy-^ qdz + c^ry .
Portons alors l'origine au point A et prenons, comme plus haut, pour axes la normale AN et les deux directions principales An' et An". Nous aurons
/• et / prenant des valrurs r^ et t^.
Les équations (6), donnant le Z du point de contact de la normale AN avec son enveloppe, deviendront alors
7) 0 = — ■ Zr^dx -\- dx, 0 = — Vj^dy -\-dy.
LIGNES DE COURBURE
Si on dépluce la normale, le long de la ligne de courbure U , tangente à Taxe des r, on a {Ii/ = Oj dx étant différent de zéro. La deuxième des équations (7) est identiquement satisfaite et la première donne pour le Z du point de contact C/
c'est-à-dire
R^ étant le rayon de courbure principal correspondant à la direction principale Ail'. Le point de contact C est donc bien le centre de courbure principal, relatif à la direction principale An'.
De même, si on déplace la normale, le long de la ligne L", on a
rf.r=:0, Jyi^Q;
la première des équations (7) est identique, la deuxième donne
c'est-à-dire
Le théorème est donc démontré.
288. Résumé. — En résumé, les lignes de courbure d'une surface forment deux familles de courbes, \J et L", se coupant respectivement à angle droit. En chaque point A de la surface, les directions principales, Ail' et Ail", sont les tangentes aux deux lignes de courbure passant par ce point, et les centres de courbure principaux de la surface, en A, sont les points où la normale, en A, touche les deux courbes qu'elle enveloppe, suivant qu'on déplace son pied sur la ligne L' ou la ligne L".
On voit que la connaissance des lignes de courbure d'une surface entraîne la connaissance de tous les éléments nécessaires à l'étude de la courbure de la surface en chacun de ses points.
Remarque. — Il faut bien remarquer que C et C" sont les centres de courbure des sections normales de la surface menées
par An' et AII'^ {^fig. 158), et non les centres de courbure des deux lignes de courbure.'D'après le théorème de Meusnier,pour déterminer le centre de courbure de la ligne U , en A, il faudrait connaître le plan osculateur P à cette courbe, en A, et projeter ensuite le point C , centre de courbure de la section normale, sur le plan P.
Le lieu des points C est une développée de la ligne de courbure U, puisque ce lieu est l'enveloppe d'une suite de normales à h' . De même, le lieu des points C" est une développée de h".
Lignes de courbure d'un paraboloïde hyperbolique
èquilatère. — Soit la surface
a Actuellement,
L'équation différentielle de la projection des lignes de courbure sur le plan des a^y étant, en général,
d.x-\-])dz dy-\-qdz
dp d(j
devient actuellement
dy dx
Chassant le dénominateur et réduisant, nous avons {a^^x')dif — [a^-\-if)dx^=.^,
équation du deuxième dcffré en -7^ . On en tire
" dx
En intégrant cette équation différentielle, on a Téquation, en
/.i(;\/:s DE coinnuiiK
termes liiiis, <le 1;» piojtetlon des lignes de courbure sur le phiii des .vy. En séparant les variables, on peut écrire
(tx
dy
ou, en intégrant.
log (^ + \/«* -h .*•' ) =t log ;// -f- \/a'
loff K,
K désignant une constante arbitraire.
Suivant le signe choisi, on a l'un ou l'autre des deux systèmes de lignes de courbure.
Le signe -\- donne, en passant des logarithmes aux nombres,
et le signe —
x-^s/cr^ x'
En faisant varier KetK', on a ainsi les projections horizontales des deux familles de lignes de courbure.
290. Lignes de courbure des surfaces de révolution. — Dans une surface de révolution, les lignes de courbure sont les parallèles et les méridiens.
En effet, considérons une surface de révolution, d'axe O.r et de méridienne AM. Les normales à la surface, le long d'un parallèle quelconque AP, forment un cône dont le sommet CJ est sur l'axe de révolution. Elles engendrent donc une surface développable, dont l'arête de rebroussement est le point C (fig. 159).
De même, les normales à la surface, le long d'un méridien AM, sont dan^ le plan du méridien. Elles ont donc une enveloppe, qui n'est autre chose que la développée plane de la méridienne, et le point de contact C" d'une
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normale AN avec cette enveloppe, est le centre de courbure de la méridienne, au point A (N^ 2G4 .
D'après cela, en un point A d'une surface de révolution, les directions principales sont les tangentes An' et AFl'^ au méridien et au parallèle passant par A, et les centres de courbure principaux correspondants sont : 1^ le point C, où la normale, en A, coupe Taxe de révolution, 2" le point C, centre de courbure de la méridienne au point A.
Par exemple, si l'on considère la suriace de révolution engendrée par une chaînette
tournant autour de l'axe O.r, les centres de courbure principaux, en un point A, sont : l'un sur l'axe 0.i-, en C, l'autre au centre de courbure C'^ de la chaînette. Comme le rayon de courbure d'une chaînette est égal à la normale (N" 220), on a kC = AC", les deux rayons de courbure principaux sont égaux et de signes contraires,
et la surface a une courbure moyenne nulle en chaque point. On a ainsi un exemple simple de surface d'étendue minimum
291. Surfaces dèveloppahles. — Sur une surface développable, les lignes de courbure sont constituées par les génératrices rectilignes et les trajectoires orthogonales de ces génératrices, c'est-à-dire les développantes de l'arête de rebroussement.
En efi'ot, le plan tangent étant le même tout le long d'une génératrice M, M, les normales à la surface le long de la ligne M, M
Fijf. iGo.
ifi^. IGO) engendrent un plan : on peut dire qu elles ont pour enveloppe un point C rejeté à Tinfini sur une des normales. Nous connaissons ainsi un des systèmes de lignes de courbure. Ti'autre système est alors
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loriné des courbes tracées sur la surface et coupaut les lignes du premier système, c'est-à-dire les génératrices reetilignes, à angle droit. (les courbes sont les développantes de l'arête de rebroussement M^D,. On peut les tracer en déroulant un fil enroulé sur l'arête de rebroussement M,I), : un point du fil décrit une ligne de courbure de la deuxième famille.
On voit que l'un des rayons de courbure principaux, en chaque
point, est infini; la courbure totale -^777/7 est donc nulle, en chaque
point. Nous verrons plus loin que, réciproquement, une surface, dont la courbure totale est nulle, en chaque point, est une surface dèifeloppahle.
292. Exercice. — Si deux surfaces se coupent sui\uint une ligne Ly qui est li^ne de courbure sur chacune délies^ elles se coupent y le long de cette ligne, sous un angle constant.
Réciproquement y si deux surfaces se coupent sous un angle constiini, tout le long d'une ligne L, et si cette ligne est ligne de courbure pour une des surfaces ^ elle est aussi ligne de courbure pour l'autre.
Ce théorème est une conséquence immédiate du théorème relatif à deux développées d'une même courbe, d'après lequel les normales, tangentes respectivement aux deux développées, se coupent, tout le long de la courbe, sous un angle constant (\° 203] .
II. — LIGNES ASYMPTOTIQUES
293. Définitiox. — Les lignes de courbure possèdent la propriété d'être tangentes en chacun de leurs points A à l'une des directions principales en ce point. On appelle lignes asyniptotiques d'une surface des lignes tracées sur la surface de telle façon qu'en chacun de leurs points A elles soient tangentes à l'une des directions asymptotiques en ce point.
Comme les directions asymptotiques, en un point A, ne sont réelles que si, en ce point, la courbure totale est négatii>e ou nulle, les lignes asymptotiques ne peuvent exister que sur les portions de la surface formées par les points A où la courbure totale est négative ou nulle.
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294. Équation différentielle des lignes asymptotique s projetées sur le plan des xy. — Nous avons vu (N" 187) qu'eu un point A d'une surliice, il existe deux directions nsyniptotiques AD et AD', réelles ou imaginaires, ayant pour projections horizontales deux droites A^K et AjhV, dont les coedicients angulaires sont racines de l'équation
(1) tm--\-2sm-]-r = 0,
/•, s, t désignant les valeurs des dérivées secondes de z par rapport à j: et 7/, au point A.
Si donc on considère, sur la surface, une ligne asymptotique passant par A, cette ligne admettra pour tangente AD ou AD', et sa projection horizontale admettra pour tangente AjE ou A^E' (/?„-. 152). _
Le coefTicient angulaire de la tangente à une courbe, dans le plan
des^^, est-T^ . Pour que ce soit la projection d'une ligne asymptotique, il faut et il sufïit que ce coelïlcient soit racine de l'équation (1), c'est-ii-dire que l'on ait
ou, en chassant les dénominateurs,
(3) nW 4- '2 sdvdij -h tdy'- = 0.
Telle est l'équation difïerentielle des lignes asyniptoliques. Elle est du deuxième degré en —j^ : pour que les valeurs de-y^ soient réelles, il faut et il suffit que l'on ait
c'est-î»-dire que la courbure totale soit négative.
En intégrant cette équation, on trouvera, sur la surface, deux systèmes de lignes asymptotiques correspondant aux deux valeurs
de —r- • dx
L I c A / s A sy M r I (, I I (ji I S I >9
|{i:.M Vitni »:. — î/r(|iiiit uni (liHV-iriilu'll»' cU's ligiH's ;jsviU|>toti({uos pont s'écrire sous la lornie simple
(4) (ijj(Lv-\-firjrfi/--.0.
10 11 cilet, on a
dp = f'd.v -h ay///, (ifj =^- .vr/.r -\- idif,
en remplaçant clans (4), on retrouve bien l'écpiation \,\).
295. Lignes asymptotiques dune surface réglée gauche, — Sur une surface réglée gauche, une des directions asvmptotiques AD, en chaque point A, est la génératrice AG passant par ce point : l'autre direction asymptotîque AD', en A, est alors nécessairement réelle. L'un des systèmes de lignes asymptotiques est donc formé par les génératrices rectilignes, car, en chaque point A d'une génératrice rectiligne AG, la tangente AD à la génératrice est une direction Fig. i()i.
asymptotique (^fig. 161).
L'autre système est formé par les courbes, admettant pour tangentes les droites telles que AD', qui donnent, en chaque point, la deuxième direction asymptotique.
Exemple. — Soit la surface réglée
3 = A* arc tff -^— ,
appelée hélicoïde gauche eï plan dî fer feu r. Cette surface est engendrée de la façon suivante. Considérons un cylindre de révolution autour de 0^ : sur ce cylindre, une hélice, de pas // = 2-A-, partant du point A de Oj' {/ig. SS) ; puis, prenons une droite mobile N'M, s'appuyant sur l'axe O-, sur l'hélice, et restant parallèle au plan des jcy; cette droite décrit l'hélicoïde en question. On a, actuellement,
Al/ kx
2 kxij k ( //- — x^) 2 kxy
L'équation différentielle
rdx^ + 2 sdjcdij -j- tdif = 0 ,
des Jignes. asymptotiques est donc ici
xydjc' -\- [i/^ — .2'*) dxdt/ — xi/dt/^ = 0 .
En la résolvant par rapport à -t^> on trouve les deux valeurs
di/ y dfi X
dx X dx y
qui donnent les projections horizontales des deux systèmes de lignes asymptotiques. La première valeur de —~~ conduit à une
équation, qu'on p€
!ut écrire :
du
dx
ou, en
intégrant,
= log
.r-f-logC,
Cette équation représente des droites passant par l'origine : ce sont les projections du premier système de lignes asymptotiques, formé par les génératrices rectiligncs de la surface, N'M.
La deuxième valeur de —j — conduit à une équation qu'on peut
écrire :
xdx-\-ydy=:i)^ et, en intégrant,
a désignant une constante arbitraire.
Les lignes asymptotiques du deuxième système ont donc pour projections horizontales des cercles de centre O. Sur la surface, ce sont des hélices, de pas h = 2Tzk\ tracées sur des cylindres de révolution autour de Ov. L'une de ces lignes est l'hélice directrice elle-même.
On peut remarquer que, dans cet exemple, les deux systèmes
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de lignes asymptotiques se coupent à angle droit, en chaque point de la surface, au point M, par exemple. En chaque point, les directions asymptotiques sont donc rectangulaires ; l'indicatrice est formée de deux hyperboles équilatères conjuguées, et la courhure moyenne est nulle. La surface considérée est donc une surface d'étendue minimum.
296. Lignes asymptotiques d'une surface développable. — (lomme, en tout point d'une surface développable,/-^ — s- est nul, les deux directions asymptotiques en tout point sont confondues. IjCs deux systèmes de lignes asymptotiques se confondent <'n un seul qui est formé par les génératrices rectilignes.
297. Théorème. Pour /jit'une ligne soit une ligne asi/mp/ofif/nr d'une surface, il faut et il suffît (jtteîi chacun de ses points, so/i plan osculateur soit tangent à la surface.
En effet, imaginons d'abord une ligne quelconque tracée sur une surface. Le long de cette ligne, x,ij,z sont des fonctions d'un paramètre X vérifiant identiquement l'équation
de la surface et toutes celles qu'on en déduit par différentiation. Une première différentiation donne, avec les notations précédentes,
(5) dz = pd.v -\- fjdt/ .
Une nouvelle différentiation donne
(6) d^z =pd^x -h qd^y -f- dpdx -4- dpdij . En général, pour qu'un plan
soit osculateur à une courbe, il faut et il suffit (N**164) que l'on ait les deux conditions
(7) kdx -4- ^dy 4- ^dz = 0, kd^x + ^dhj -f- Cd'z = 0.
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Actuellement, nous voulons chercher ce que doit être la courbe pour que le plan tangent à la surface
lui soit osculateur. Les conditions (7) que doit remplir la courbe cherchée deviennent alors
dz — pd.v — (jdij =0, (^^ d^z —pd^v — (jd'i/ = 0 ;
en les rapprochant des relations (5) et (6), qui ont lieu pour une courbe quelconque, on voit que la courbe cherchée doit vérifier la condition
dpdv -f- f^^dtj = 0.
C'est donc une ligne asymptotique.
Par exemple, si on considère la surface réglée S, engendrée par les normales principales MN' d'une courbe gauche , cette courbe gauche est une ligne asymptotique de la surface S, car son plan osculateur, en un point M, est évidemment tangent à la surface, en ce point, comme contenant la tangente à la courbe, en M, et la génératrice MX'.
III. - LIGNES DE NIVEAU ET LIGNES DE PLUS GRANDE PENTE
298. DÉFINITION. — Considérons une surface quelconque rapportée à trois axes rectangulaires, le plan des :ri/ étant horizontal. On appelle lignes de niveau de la surface les sections de la surface par des plans horizontaux
Ces lignes se projettent en vraie grandeur sur le plan des :ry : si la surface a pour équation
les projections horizontales des lignes de niveau ont pour équation
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On appelle lignes de plus ^ntndc pe/ite les lignes tracées sur la surlace et coupant à angle droit les lignes de niveau.
299. Équation différentielle des lignes de plus grande pente. — Pour établir l'écpiation dillérentielle de la piojection lioil/.ontale des lignes de plus grande pente, appelons p et fj les dérivées partielles du - d'un point de la surface, par rapport i» .veit/. Nous savons qu'un déplacement infiniment petit quelconque (Lcj dijy dz effectué sur la surface vérifie la relation
dz = pdx -\- qdij .
Par un point M de la surface, passent une ligne de niveau MX et une ligne de plus grande pente MP (fig. 162). Appelons alors
Fig. lOu.
d^v, dj/, d^z les projections d'un déplacement infiniment petit MM, efFectué sur la ligne de niveau, et ^/.r, dt/, dz^ celles d'un déplacement infiniment petit MM', efFectué sur la ligne de plus grande pente.
On aura
d^z=pd^:ic^qd^y.
Mais, comme le long de la ligne de niveau, -est constant, r/,r est nul et on a
pd^:r-hf/d^i/ = 0.
D'autre part, les déplacements MM, et MM' étant rectangulaires, on a
djcd^x -\- dyd^y -f- dzd^ 3 == 0,
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c'est-à-dire, puisque d^z est nul,
(10) dx(1^:c-\-diid^y^{)^
ou bien
D'après la condition (9), on
du
dx ~
!}), on
'lu
dx
pdij-
-qd
donc
;ii)
dette équation est l'équation difierentielle des projections horizontales des lignes de plus grande pente. Si l'équation de la surface est résolue par rapport à :;
les (quantités p et </ sont immédiatement des fonctions connues de .r et /y, et il reste alors à intégrer l'équation (li). Si l'équation de la surface n'est pas résolue et est de la forme
on a, pour déterminer y^ et </, les deux relations (N® 184)
OF . ()F ^^ OF OF
La condition (11) devient alors
où il faut regarder la quantité z, qui peut rester dans — — et ^-^ — >
comme une fonction de x et //, définie par réquation de la surface. Il faudra alors intégrer cette équation (12).
Li(;\/:s 1)1-: .sivkau et lignes de plis Gn.iyDE pi:mi: i»r»
Ui-MAugii:. — Les projections liorizonldles des lignes de /j/tts grande pente coupent à angle droit les projections horizonlulcs des lig/ics do nivean : cela tient à ce que, dans l'espace, Tangle droit M, MM' a un de ses côtés MM, parallèle au plan de projection .^()// : il se projette donc suivant un angle droit, (^e même fait est exprimé par l'équation (10) qui signifie que, dans le plan
des .///, les droites, ayant pour coefficients angulaires -y— et —M-^
sont rectangulaires.
300. Lignes déplus grande pente d'un ellipsoïde. — Soit un ellipsoïde, rapporté à ses axes,
a- Ir c
Les lignes de niveau sont les ellipses 3 = C^% obtenues en coupant la surface par des plans parallèles au plan horizontal.
(Calculons p et </. On a, en difïerentiant par rapport à x et regardant r comme une fonction de x,
de même.
tr ^ 6-
L'équation différentielle
pdif — (plx =0,
de la projection horizontale des lignes de plus grande pente est donc, en remplaçant/; et <y par leurs valeurs,
(^ette équation peut être intégrée immédiatement : en effet, on peut séparer les variables x et //, en écrivant
du dx
tj X
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OÙ m est la constante -— . On a alors, en intégrant et désignant par k une constante d'intégration,
log// = m log.r H- logA-, ou
Telle est_, en termes finis, l'équation de la projection horizontale des lignes de plus grande pente.
Comme vérification, supposons l'ellipsoïde de révolution autour de 0-. Alors
et la projection horizontale des lignes de plus grande pente est donnée par l'équation
qui représente des droites issues du point O.
C'est ce qui est évident à priori, car, dans ce cas, les lignes de niveau sont les parallèles de la surface de révolution et les lignes de plus grande pente les méridiens.
IV. — LIGNES GÉODÉSIQUES
301 . Définition . — On appelle ligne gèodèsiqne d'une surface une ligne tracée sur la surface, de telle façon que le plan osculateur en chacun de ses points soit normal à la surface. On peut dire aussi que le plan osculateur, en chaque point, contient la normale à la surface, en ce point ; ou encore que la normale principale à la courbe, en chaque point, est normale à la surface. On rencontre ces lignes, quand on cherche le chemin le plus court d'un point à un autre^ sur une surface donnée. Ce chemin est nécessairement formé d'un ou de plusieurs arcs de lignes géodésiques.
Pour nous rendre compte de cette propriété, nous emploierons des considérations tirées de la mécanique. Si on voulait pratiquement déterminer le plus court chemin , entre deux points AetB, sur une surface parfaitement polie S, on tendrait entre les deux points, sur la surface, un fil assez fin pour que son poids soit négligeable par rapport à sa tension. 11 est évident que toute posi-
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lion d'équilibre stable de ce fil donnerait une ligne joignant ces deux points et plus courte que les lignes infiniment voisines.
Nous allons montrer que cette figure d'équilibre est une ligne géodésique, c'est-à-dire une courbe telle que le plan osculateur, en chacun de ses points M, contienne la normale MN à la surface. En effet, si on considère un élément ds du fil, placé en M, la S3ule force extérieure, agissant sur cet élément, est la réaction F de la surface, réaction dirigée suivant la normale MX [fig. 163), car la surface est supposée parfaitement polie. Or, on démontre, en mécanique que, si un fil est en équilibre, la résultante F des forces extérieures, appliquées à l'élément ds, est située dans le plan osculateur au fil.
Actuellement, la force F étant dirigée suivant la normale MN, cette normale est située dans le plan osculateur, en M, à la courbe d'équilibre. C'est ce que nous voulions démontrer.
Les deux points A et B étant donnés, il peut exister plusieurs positions d'équilibre stable d'un fil tendu sur la surface, entre les deux points. Chacune d'elles donne une ligne réalisant un minimum, pour la distance curviligne entre les deux points sur la surface : ce minimum est relatif, c'est-à-dire que chacune des positions d'équilibre stable donne une ligne plus courte que toutes les lignes infiniment voisines tracées sur la surface entre les deux points A et B. Si l'on voulait la ligne donnant, sur la surface, le minimum absolu de la distance curviligne des deux points, il faudrait prendre la plus courte de toutes les lignes précédentes donnant des minimums relatifs.
Ainsi les chemins les plus courts, entre deux points, sur une surface, sont formés par des lignes géodésiques, joignant les deux points. Mais la réciproque n'est pas exacte : une ligne géodésique, joignant deux points donnés, n'est pas nécessairement plus courte que les courbes infiniment voisines, tracées sur la surface entre ces deux mêmes points.
Imaginons, entre deux points A et B, une ligne géodésique de cette nature, c'est-à-dire une ligne qui n'est pas plus courte que toutes les courbes infiniment voisines tracées sur la surface entre
les deux points ; cette ligne est encore une position d'équilibre d'un fil tendu sur la surface entre les deux points, mais cest une posilion (T équilibre instable : c'est une position d'équilibre qui serait irréalisable si la surface était parfaitement polie et qui ne peut être réalisée physiquement que grâce au frottement.
302. Lignes gèodèsiques du plan. — On peut dire que les lignes géodésiques du plan sont les droites du plan. En effet, le plus court chemin d'un point A à un point B, sur un plan, est la droite AB. Cette droite est la position d'équilibre d'un fil tendu sur le plan de A en B.
303. Lignes gèodèsiques d'une sphère. — Les lignes géodésiques d'une sphèie sont les grands cercles de la sphère. En
effet, le plan osculateur, en un point quelconque d'un grand cercle, étant le plan de ce grand cercle, ce plan osculateur passe par le centre de la sphère : il contient donc la normale à la sphère.
Si l'on prend, sur la sphère, deux points A et B, il existe deux lignes géodésiques joignant ces deux points (^fig. 164) :
1*^ L'arc de grand cercle AMB plus petit qu'une demi-circonférence ;
2** L'arc de grand cercle APB supérieur à une demi-circonférence.
Ces deux arcs réunis forment un grand cercle complet. Prenons-les l'un après l'autre.
L'arc AMB est le plus court chemin, de A en B, sur la sphère : c'est une position d'équilibre stable, pour un fil tendu sur la sphère, entre les deux points.
L'arc APB, au contraire, n'est pas un minimum relatif pour la distance entre les deux points A et B sur la sphère , car il est possible de trouver, d^ A en B, un chemin infiniment voisin et plus court, comme celui (|ui est figuré en pointillé. Cet arc APB serait encore une position d'équilibre d'un fil tendu sur la sphère entre les deux poinls A et B ; mais ce serait une position d'équilibre instable, car, pour peu qu'on écarte le fil de cette position, il glisse sur la sphère et se détend.
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304. Lignes gèodèsiques d'un cylindre. — Les lignes géodésiques d'un cylindre sont les hélices tracées sur ce cylindre. Nous avons vu, en effet, que le plan osculateur à une hélice quelconque contient la normale au cylindre.
Nous pouvons vérifier ce résultat d'une autre façon : Soient deux points A et B sur la surface : imaginons une ligne plus courte que les lignes infiniment voisines tracée sur le cylindre de A en B. Si l'on développe le cylindre sur un plan, comme les longueurs des courbes tracées sur le cylindre ne changent pas, la ligne considérée deviendra la ligne la plus courte entre deux
Fi g. i65.
points d'un plan, c'est-a-dire une ligne droite. La ligne considérée sur le cylindre est donc un arc d^hélice. Cette ligne est la figure d'équilibre stable d'un fil tendu sur le cylindre entre les deux points.
Supposons que le cylindre ait pour section droite une courbe fermée, comme un cylindre de Yé\o\vxûoi\. K\oys, par deux points donnés A et B de la surface, il passe une infinité de lignes géodesiques qui donnent chacune un minimum relatif pour la distance curviligne des deux points sur la surface.
En effet, représentons-nous la surface du cylindre comme un rouleau de papier d'une longueur indéfinie, l'épaisseur du papier étant infiniment petite. Supposons, en outre, que les points A et B soient marqués sur toutes les feuilles superposées du rouleau ; c'est ce qu'on réaliserait, par exemple, en perçant, avec une épingle, toutes ces feuilles superposées aux points A et B. Alors,
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en déroulant ce rouleau de papier sur un plan, on obtiendrait une bande de papier portant des points A^, B,, A^, B^, . . . , A„, B„, . . . , [fig. 165), en nombre indéfini, provenant tous des traces des deux points A et B ; en enroulant de nouveau le papier, tous les points Ap Ag,..., A„ iraient se placer sur x\, tous les points B^ B^,..., B„ sur B. La droite A^B, donnera, après l'enroulement, un arc d'hélice joignant^ les deux points A et B, et cet arc sera pjus court que tout arc de courbe infiniment voisin tracé entre AetB, sur le cylindre, puisqu'il se développe suivant une droite. De même les droites A^B^, A^Bg,..., B^ A^, BjAg donnent, après l'enroulement, des arcs d'hélice joignant les deux points, chacun de ces arcs étant plus court que toute courbe infiniment voisine entre A et B. On arriverait à ce même résultat avec des fils tendus sur le cylindre^ entre les deux points. En effet, on pourrait tendre directement un fil sur le cylindre entre les deux points A et B, suivant AMB ou APB, en le faisant tourner devant ou derrière ; mais on pourrait aussi tendre des fils entre A etB, après les avoir enroulés sur le cylindre une, deux,..., n fois, dans un sens ou dans l'autre.
305. Lignes géodèsiques des surfaces développables, — Dans le développement d'une surface développable sur un plan, les lignes les plus courtes de la surface doivent devenir les lignes les plus courtes du plan, c'est-à-dire des droites.
Ainsi, les lignes géodèsiques d'une surface développable sont les lignes de la surface qui, dans le développement, deviennent des droites.
306. Déformation d'une surface: les lignes géodèsiques se conservent. — Soit une surface S quelconque : regardons cette surface comme une pièce d'étoffe parfaitement flexible, mais inextensible. Si l'on déforme cette étoffe, la surface change de forme; mais les lignes géodèsiques se conservent. Si on a tracé sur la surface S une ligne géodésique, cette ligne est encore ligne géodésique de toutes les surfaces obtenues en déformant l'étoffe. Cela tient à ce que, l'étoffe étant inextensible, la longueur des lignes qu'on y trace reste invariable, et, par suite, les lignes les plus courtes restent les plus courtes.
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On peut remarquer aussi que, dans cette déformation, l'angle sous lequel se coupent deux lignes tracées sur la surface ne change pas.
307. Courbure gèodèsique d'une ligne quelconque tracée sur une surface S. — Comme, sur une surface S, les lignes géodésiques jouent le même rôle que les lignes droites sur un plan, on est conduit, par analogie avec l'expression de la courbure d'une courbe plane trouvée au n^ 225, à la notion de courbure géodésique.
Considérons une ligne quelconque L tracée sur une surface S; menons la ligne géodésique ^Ig (^fig. 166) tangente à cette ligne L, en un point M, et, d'un point infiniment voisin M', pris sur L, abaissons la ligne géodésique M'P perpendiculaire à ^li^^. On appelle rayon de courbure gèodèsique de la courbe au point M la limite vers laquelle tend
MPle rapport .quand le point M' tend vers M. En appelant H,^
le rayon de courbure géodésique de la ligne L, au point M, on a donc, par définition,
R.= lim
MT
La courbure géodésique est - — . Le rayon de courbure géo-
désique, ainsi défini, ne change pas quand on déforme la surface, comme une pièce d'étoffe flexible et inextensible, car, les lignes géodésiques se conservant, les longueurs des arcs MP et M'P restent invariables, ainsi que l'angle M'PM.
308. Expression du rayon de courbure géodésique. — On peut démontrer le théorème suivant que nous admettrons. Le rayon de courbure géodésique d'une ligne tracée sur une surface S, en un point M, est égal au rayon de courbure y en ce même point, de la projection de cette ligne sur le plan langent à la sur^ face en M.
(]e théorème conduit à une expression simple du rayon de courbure géodésique. Soit z le rayon de courbure, en M, d'une ligne L tracée sur S; MX' la normale principale à cette ligne et h l'angle qu'elle fait avec le plan tangent à S en M. Si on projette la ligne L sur ce plan tangent, le rayon de courbure de la projection est (n** 283) — î— 77 • On a donc : •* ^ ' cos fi
Telle est l'expression du rayon de courbure géodésique. Quand on déforme la surface regardée comme flexible et inextensible, R^,
ne chancre pas ; o et 8 varient, mais — ^—r- est invariable. ^ ^ ^ eos y
Applicatiox. — Soit une ligne L, tracée sur une surface développable. Appelons z son rayon de courbure, en un point M, et 0 l'angle du plan osculateur à la ligne, en ce point, avec le plan tangent à la surface au même point.
- Si on développe la surface sur un plan, la ligne L devient plane et son rayon de courbure, en M, prend une valeur ^' . T.e rayon de courbure géodésique n'a pas changé. Avant le développement, il était donné par
après, il est
car la courbe est tracée sur un plan.
On a donc
cosO
Points d'inflexion du développement. — Les points d'inflexion du développement sont les points où p' est infini, c'est-à-dire : 1" les points où le plan osculateur de la ligne L est normal à la
surface développable (ô =-^ j ; 2** les points où la ligne L a un
rayon de courbure infini (p = ao ).
THÉORÈME DES TASGESTES CONJUGUÉES
V. — DIRECTIONS CONJUGUÉES. — RÉ3EAUX CONJUGUÉS. THÉ9RÉQ1E DES TANGENTES CONJUGUÉES
309. Directions conjuguées. — Soient une surface quelconque S, A un point sur cette surface. On dit que deux droites AB et AB', passant par A, sont des directions conjuguées, quand elles sont situées dans le plan tangent, en A, et forment un système de deux diamètres conjugués de l'indicatrice, relative au point A. i^ar exemple, les directions principales, en un point A d'une surface, sont conjuguées, car elles coïncident avec les axes de l'indicatrice.
310. Réseaux conjugués. — Imaginons, sur une surface, deux familles de courbes telles que, par chaque point A de la surface, il passe une courbe de chaque famille et que les tangentes menées à ces deux courbes, au point A, aient des directions conjuguées. On dit que ces deux familles de courbes forment un rjsca II conjugué. Par exemple, les lignes de courbure forment un réseau conjugué.
311. Théorème des tangentes conjuguées. — Soit une courbe quelconque (C), tracée sur une surface S : considérons le plan tangent P à la surface, en un point quelconque A de cette courbe (C) ; quand le point A décrit la courbe (C), le plan tangent P enveloppe une surface développable, qu'on appelle la déi'cloppable circonscrite à la surface le long de (C) .
Le plan P touche cette développable suivant une génératrice rectiligne AG passant par le point A [fig. 167) : cette génératrice, qui est la caractéristique du plan mobile, est l'intersection du plan tangent à la surface, en A, et du plan tangent au point A' de (G), infiniment voisin de A. On peut alors énoncer le théorème suivant, qui est constamment employé dans la théorie des lignes d'ombre.
Fiç. iG;.
La direction AG de la génératrice de contact est conjuguée de la direction AT de la tangente à la courbe (C).
Pour le démontrer remarquons que, le long de (C), les coordonnées x^y,z d'un point A sont des fonctions d'un paramètre /, qui vérifient identiquement l'équation de la surface donnée
Le plan tangent P, à la surface, au point A [x, //, .3), a pour équation
o\x p eifj sont fonctions de)., par l'intermédiaire de.r et y. L'équation du plan P dépend donc d'un paramètre )v : ce plan enveloppe, quand X varie, c'est-à-dire quand le point A décrit (C), une surface développable (n^ 209). Pour avoir la droite AG, suivant laquelle ce plan touche son enveloppe, c'est-à-dire la caractéristique du plan P, il suffit d'associer à l'équation (P) celle qu'on en déduit en la différentiant par rapport à A.
On a ainsi, puisque a:, y, z, p, q dépendent de \ :
Or, z^p et (j dépendent de )v, par l'intermédiaire de x et ?/; on a donc, comme plus haut (n° 285) :
dz d.v du
dp d:r du
dq d.v du
d). — "" dX ^ Va
L'équation (Q) devient alors, en réduisant et multipliant par <f).,
(R) (X — x) [rd,v + sdy) + (Y — //) {sdx + tdy) = 0,
équation d'un plan passant par le point A (r, y, z). La caractéristique du plan P, définie par les équations (P) et (R), est donc une droite AG, passant par A. Il reste à montrer que cette droite AG est conjuguée de AT.
THÉORÈME DES TANGENTES CONJUGUÉES
Les cosinus directeurs de la tangente AT à la courbe (C), lieu du point r, //, r, sont proportionnels à d.v, (ff/,dz. Prenons le point A pour origine, pour axe des z la normale, pour axes des x et des y les directions principales, en A. Alors .r, //, -, p, q^ s s'annulent; /• et t prennent des valeurs i\ et 1q. L'équation du plan tangent P devient
celle du plan R devient
(R') Xr/r4-Y/o^/^=:0.
La droite AG est alors définie par cette dernière équation, puisqu'elle est dans le plan des œy, Z = 0. La tangente AT est également dans le plan des vy et a pour coefficient angulaire
rt.r
L'équation de la droite AG peut donc s'écrire
C'est bien le diamètre conjugué de AT, par rapport à l'indicatrice
On sait, en effet, que le diamètre conjugué de la droite
Y==mX,
par rapport à une conique
= (X,Y) = 0, est
Règle. — Considérons une intégrale définie
dans laquelle la fonction, soumise à l'intégration, dépend d'un paramètre â, indépendant de .r, les limites a et b étant des quantités indépendantes de A. Cette intégrale définie I est alors une fonction de A et, dans certains cas, on peut avoir à calculer la dérivée de I par rapport à A.
On peut, dans un grand nombre de cas, obtenir cette dérivée par l'application de la règle suivante :
La dérivée de l'intégrale I, par rapport à A, est égale à l'intégrale de la dérivée de f{^r, }.) par rapport à À
dl f 0/-(.r. ).)
pourvu que la nouvelle intégrale, ainsi définie, ait un sens, Kn effet, par hypothèse, on a
I=/'V(.r,).)rf.r.
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Donnons à ). un accroissement A A ; I prend un accroissenjent Al et les limites ne changent pas, car elles sont supposées indépendantes de X. On a donc
\+\\=^f"t\x,\+ù:K)dx,
d'où
AI = f[f{x, l -+- Aa) -/•(.,■, -/,)] dj:.
Divisant par Aa, on a
AI _ rY(.r,A + A>.)-/-c,-.).)
Si nous admettons que l'intégrale
a un sens, nous voyons que, Aa tendant vers zéro, l'expression
de -— ^ tend vers / — — ^^ eh- . On a donc , d'après la défini- Aà Ja Oâ ^
tion même de la dérivée,
dl fàf'u;l)
On peut dire que l'on obtient la dérivée de I, par rapport à A, en dérivant par rapport à A sous le signe I .
En appliquant de nouveau la même règle, on a ensuite
cin /-^OY(.r,A)
cr/:'~X ôA^ '
pourvu que cette nouvelle intégrale ait un sens. ¥A ainsi de suite.
313. Exemple I. — Cette règle permet de déduire d'une intégrale connue d'autres intégrales. Ainsi, considérons l'intégrale
cos fjcdjc.
Cette intégrale est aisée à calculer, car l'intégrale indéfinie est -ysinLr ; on a donc :
(2) I = -:^(sinA/>» — sin)va).
Calculons les dérivées successives de l'intégrale (1) , d'après la règle précédente, nous aurons
—^^ = — / x sin A.r ax, --=-r = — / .v cos Lv av. . . .
D'autre part, comme I est connue explicitement par la formule (2), on peut calculer directement ces dérivées. On a ainsi les formules
/'*.-, d / sin Ib — sin '/m \ _ ( .rs^nl.rd.r = -^[- j j,
/'' , , d- / sin\b — sin)v<7\ .r-cos /a-rf.- = -^ [ ^ j ,
Ces formules peuvent, d'ailleurs^ être aisément A'érifiées, car les intégrales des premiers membres peuvent être obtenues par l'intégration par parties.
314. Exemple II. — On peut, dans certains cas, par l'application de cette règle, déterminer des intégrales définies, qu'il serait difficile de trouver directement. Soit, par exemple, l'intégrale
(3) i=rj!i!iii!if.rf^,
qui a un sens, tant que )s est positif. Pour calculer cette intégrale, remarquons qu'elle est une fonction du paramètre X et calculons
la dérivée —pr- : nous aurons
d^ 'dî
= — 1 e ''^ s'inx dxy car la nouvelle intégrale a un sens. Cette nouvelle intégrale est.
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au signe près, celle que nous avons calculée au n* 35 et que nous avons designée par A. Nous avons trouvé, dans ce numéro,
On a donc
dJ. 1 + â'
Connaissant la dérivée de I par rapport à A, nous aurons I en prenant les fonctions primitives des deux membres regardés comme fonctions de X,
(4) 1 = — arctang A-f-C,
C désignant une constante indépendante de )..
Il reste à déterminer cette constante. Pour cela, remarquons que l'intégrale I, définie par la relation (3), s'annule quand A auofmente indéfiniment, car le facteur e~"*^ tend vers zéro. La nouvelle expression (4) de cette même intégrale doit également
s'annuler, pour A=x . Comme arc tang.x = — , on doit donc avoir
ce qui donne, définitivement,
I =-75 ai'c tang. A.
L'intégrale I est ainsi calculée, en fonction de \.
Cas particulier. — Faisons tendre X vers 0. Le facteur «-^' tend vers 1, arc tang. 1 tend vers 0, on a donc
sin .r , 7t
Nous avons étudié cette intégrale définie dans le n** 141, pour montrer qu'elle a un sens; mais jusqu'ici nous n'avions pas donné sa valeur numérique.
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315. Exemple d'un cas où la règle ne peut pas s'appliquer. — Comme nous l'avons dit, lu règle exige que l'intégrale
df{x,ï
ait un sens. Si cette intég^'ale n'a pas de sens, cela ne veut pas dire que l'intégrale
n'a pas de dérivée, mais seulement que cette dérivée n'est plus fournie par la règle simple que nous avons donnée. Prenons, par exemple, l'intégrale
Z'* sin )wr , J = / dx.
ICn prenant la dérivée par rapport à A sous le signe j , on est conduit à l'intégrale
J/1CC f cos \xdx,
(lui n'a pas de sens, (^est ce qu'on verrait, en construisant la courbe sinusoïdale
jj :=cos)wr,
(jui se compose d'ondes toutes égales entre elles, et en remar- ([uant que l'aire de cette courbe, de 0 à x , n'a pas de valeur déterminée. (Voyez n** 141 pour un lait du même genre.)
On ne peut donc pas, actuellement, calculer la dérivée -yr- parla
l'ègle de la difïerentiation sous le signe j . Mais cela ne veut pas dire que cette dérivée n'existe pas. Nous allons voir, en efFet, que cette dérivée est nulle.
Supposons, pour fixer les idées, \>0, et faisons, dans J, le changement de varialde
les nouvelles limites, pour «, sont encore 0 et -f-x ; d'ailleurs
du
dx
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on a donc :
_ (*^ sin u j J= / an,
eu-pression indépendante de "k. Donc, quand), varie d'une manière continue par valeurs positives, J reste constant et on a
d/s On arrive à un résultat analogue pour A<0. On fera alors
')jc = — // , dj; = ^ .
Quand j; varie de 0 à +00 , n varie aussi de 0 à -|-x et on a
, /'* sin u J J = — / du ,
expression indépendante de L.
Il se présente ici une circonstance curieuse, sur laquelle il est bon d'attirer l'attention. L'intégrale
X" sin X , /** sin u ,
——dx ou/ —;;-du.
est, d'après le numéro précédent, égale à—. L'intégrale
in X.J
J(^* sin kx , ' —dx, 0 "^
dépend de A de telle sorte que :
). ayant une xaleuv positii^e quelconque y J=— ;
). ayant une valeur négati\>e quelconque ^ J= ^
\ ayant une valeur nulle, J = 0.
Ce dernier point est évident, car, pour X=0, tous les éléments de l'intégrale sont nuls.
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316. Diffèrentiation d'une intégrale définie par rapport â un paramètre qui figure sous le signe \ et dans les limites. — Considérons une intégrale définie
\^ff{x,\)dx,
OÙ ). est un paramètre indépendant de x. Nous avons supposé, dans ce qui précède, que les limites a et h étaient indépendantes de À. Supposons maintenant que a et b soient des fonctions de A et proposons-nous de calculer la dérivée de I par rapport à A.
Appelons cp(^_,}.) une fonction primitive de f{.r,X) par rapport à Xy c'est-à-dire une fonction telle que
(5) ii£^ =/■(.;.).
Par définition, l'intégrale définie 1 a pour valeur
on voit qu'elle dépend de ). directement et par l'intermédiaire de a et b, qui sont supposés fonctions de A. On a donc, d'après la règle de dérivation des fonctions composées,
(Il _ 01 da 01 db ^
Calculons successivement ces trois termes. La dérivée partielle de 1, par rapport a <7, — — , est égale a ^-^ , c est-a-dire,
d'après l'identité (5), à — /^(^>^) ; ^^ dérivée partielle de I, par
rapport a b.-^-j-, est — '-i—, — - , c est-a-dire, d après 1 identité (5), * * ôb ob * ^ '
f(by'ï?j ; enfin, la dérivée partielle de I, par rapport à la lettre )., qui figure explicitement dans l'expression (6), -^-y, c'est la dérivée de l'intégrale I, par rapport à A, quand on regarde les limités rt et ^ comme des constantes : cette dérivée, -^:^r- est donnée par la règle de dérivation sous le signe i
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En {Icfiiiitive, on a lu formule suivante
(Il . da .n ^\ ^^^ . r' ^V(-^'>^'0 /
n. — INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES TOTALES
Différentielles totales à deux variables. — Soit
u = F{.r,îj),
une ronction de deux variables indépendantes a: et t/ : nous avons appelé difïerentielle totale de u l'expression
an =~^ — ajc -\ — - — a ii .
dj; àf/ -^
du i)u 1 i- • 1
Dans cette expression, -r;^ — et-:- — sont des lonctions connues de
x et // ; ce sont les dérivées partielles de w, par rapport à r et ni/.
Problème inverse. — Inversement, étant donnée une expression de la forme :
(7) f{x, y) dx + 'j> (:r, ij) dy,
on peut se demander s'il existe une fonction u, de a: et /y, admettant cette expression pour différentielle totale, c'est-à-dire s'il existe une fonction u telle que l'on ait identiquement
du =f[x, y) dx 4- ?(.î^, y) dy.
Cette question peut aussi être posée sous une autre forme : comme
du= — — :lx-{ r — dy,
dx dy
la question revient à demander s'il existe une fonction //, de x et y, telle que
dx i^-'-^J' ^y
Lorsque la fonction?/ existe, on dit que l'expression (7) est une (Uffèrentiellc totale exacte. La fonction u est Vifitègrale de cette différentielle totale.
Nous allons montrer que, les fonctions /'et '^ étant quelconques, l'expression (7) n'est pas en général une difïerentielle totale exacte : pour qu'elle en soit une, il faut et il suffit que les fonctions f et cp remplissent une condition donnée par le théorème suivant.
Théorème. — Pour que Vexpression
f{x,y)dx-^'j^{x,y)d,j,
soit une diffèreiitielle totale exacte^ il faut et il suffît que Von ait identiquement
!•* La condition est nécessaire. — En effet, supposons qu'il existe une fonction //, de x et //, telle que
du =f{x, y) dx + ? (.r, y) dy.
ou, ce qui revient au même, telle que
En dérivant la première de ces relations par "rapport à x, la deuxième par rapport à y, on a
^hi (y
i)'u dydx
rO// d
0X0 y oyox
^^) d.r - dy
2° La condition est suffisante. — Soient deux fonctions f{x, y) et cp(^, z^), vérifiant cette condition (8); nous allons montrer qu'il
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existe une fonction u, admettant /'(.i',//)<:/.r-|-cp .r, y (hj [)()iii' diflérentielle totale, c'est-à-dire vérifiant les deux relations
,^v ^u du ,
et déterminer cette (onction.
Pour cela, cherchons d'abord la lonction u, de .v et //, la plus générale, vérifiant seulement la première des conditions (9)
Comme, dans la dérivation par rapport à .v, ij est traité comme une constante, la (onction la plus générale //, vérifiant cette dernière condition, est une l'onction primitive de f[^,y)', par rapport à JL', augmentée d'une constante arbitraire indépendante de .v. On a donc
(10) „ = ff',v,;,)dx+g{,j),
OÙ la constante arbitraire indépendante de .r est une fonction quelconque de y que nous désignons par ^'(//}. La limite inférieure x^ de l'intégrale est un nombre quelconque que , dans chaque cas particulier, on choisira de façon h simplifier les calculs. La fonction u, ainsi calculée, est la fonction la plus générale vérifiant la relation
Nous allons maintenant déterminer g{y), de façon que cette fonction u vérifie aussi la relation
Pour calculer la dérivée de la fonction (10) par rapport à //, remarquons que, sous le signe 1 la lettre y figure comme un paramètre indépendant de .v et (jue les limites jc^ et x sont indépendantes de y ; on peut donc applicpier la règle de la dérivation sous le signe j et on a
dy Jj-^ àij ' dy
On doit donc avoir
Remplaçons -^-^ par la quantité identique, par hypothèse_, -~. La relation devient
Mais l'intégrale indéfinie de — • ^ dx est '■f{x,y); l'intégrale définie, entre les limites .r^, et .r, est donc
et l'équation h vérifier devient :
ou, en réduisant,
dîj Kn intégrant par rapport à /y, nous aurons g [y] :
où C est une [constante, ne dépendant plus ni de x ni de y, la limite inférieure y^ est un nombre quelconque. Remplaçant g(^y) par cette détermination dans l'expression (10), on a enfin
(11) // = ff{,r, y)dx 4- f'fGro,//) r/// + G.
Dans cette formule, la première intégration est faite, en regar dant y comme constant.
Le problème est ainsi résolu : en supposant remplie la condition
(y _ (>j ^y Oj' '
IXTÉGIîATIOy DES DI F F K RE S TI E LLE S TOTALES 487
nous xt'iiniis de trouver l'expression générale des fonctions //, ayant pour différentielle totale fd.v-{-':idij ] cette expression contient une constante arbitraire C
318. FlxEMPLEs. — 1° Prenons d'abord un exemple tout à fait élémentaire en considérant l'expression
y(lv-{-X(lij.
Actuellement,
On a donc -r^= 1, -^ = 1, et la condition d'intégrabilité,
df _ d-p
est remplie. L'expression proposée est une différentielle exacte et son intégrale u est donnée par la formule
11= j ydx -\- j x^dy-[-C.
Effectuons les intégrations, nous avons
• u ^x]i — oc^y-\-x^y — .r, ?/« 4- G
ou, après réductions,
K désignant une constante. La vérification est immédiate : on a évidemment
du = ydx -\- xdy*
Dans ces calculs, le choix de x^ et y^ est arbitraire. On pourrait, par exemple, faire x=^^, y^'=^- Alors la formule donne
11= i ydx -}- C =zxy-\-C
2** Considérons l'expression
(2x' + 2xy + ,f)dx-{-[x'+2x,j-\-2,f)d,j.
Cette expression est une différentielle totale exacte , car la dérivée du coefficient de d:v, par rapport à ?/,
est égale à la dérivée du coefficient de dy, par rapport à œ. L'intégrale de cette différentielle totale est alors
= r (2 x^ + 2 xy + tf) dx 4- r (.r„^ + 2 x,,j ^■irf)d,j+C
La première intégrale, dans laquelle y est traité comme une constante, est
__ ^ jchj 4- ^2/- ^ xly — :ro?/- ;
la deuxième est
Remplaçant et simplifiant, on a
u =— h oc- y + y-x + //"^ + K,
où K est une constante. On vérifiera, sans peine, que l'expression proposée est égale à du.
ni. — INTÉGRATION LE LONG D'UNE COURBE PLANE
319. Définition. — Soit, dans un plan .rO//, une courbe C [fig. 168) ; prenons, sur cette courbe, deux points M^ et M, de coordonnées .r^,, y^ et .r, y. Considérons, d'autre part, une expression de la forme
f{x,y)dx-ir'i['r,y)dy,
où /"et cp sont deux fonctions données de x et y. Nous allons définir ce qu'il faut entendre par intégrale de f[jc,y) dx-\-'f(x,y)dy prise le long de la courbe C c?e M^, en ^L
Divisons Tare M^M en n parties par des points intermédiaires
INTEGRATION LE LONG D'UNE COURBE PLANE
MpM^, . . . , ^I„_,. a\ aiil pourcordonnées respectives (-t*|,y,) , (•^'2'^>)- • • ■> (•**«-! >i//i-i)> 6t considérons la somme ;
/"(•^o, yo) {'l\ — -ro) + 'f (./'o, //o) (//,-- //o)
Si l'on fait croître w indéfiniment, de telle façon que toutes les
Fig. iC8.
distances M^,MpM^^I.,,..., M„_iM tendent vers zéro, cette somme tend vers une limite qui est, par définition, V intégrale de
prise, de M^, en M, le long de la courbe C. On désigne cette intégrale par la notation
(1) / f[^^y)^^^-^'^\^yy)(^u-
»/(^Mo) le long de C
320. Expression par une intégrale simple ordinaire. — 11 est facile de ramener le calcul d'une intégrale de ce genre à celui d'une intégrale simple ordinaire. Les coordonnées d'un point quelconque de la courbe C peuvent s'exprimer, en fonction d'un paramètre t
(2) x==).(/;, y=ixW,
de telle façon que, t variant d'une manière continue de /,, à /,, le point (.r,y) décrive l'arc M,,M, de M,, en M. En faisant, dans Tinté-
grale (1), le changement de variable défini par les formules (2),
on a
dx = )/ (/) dt , dij =: ik' {t) dt,
et l'intégrale devient
on est donc ramené h une intégrale simple ordinaire.
321 . Quelques exemples d'intégrales prises le long d'une courbe plane. — Nous avons déjà rencontré plusieurs exemples d'intégrales de la nature de celles que nous venons de définir.
Ainsi, l'aire d'un segment de courbe limité par un arc de courbe M^M^, par l'axe Or et par les deux ordonnées extrêmes est égale à l'intégrale
Jj/dj;,
prise le long de l'arc Mj,M^. En particulier, l'aire d'une courbe fermée (N^ 38) est donnée par l'intégrale
Jijdx, prise le long de la courbe. Dans cet exemple on a
L'aire d'un secteur de courbe, limité par un arc M,,M et deux rayons vecteurs OM,, et OM (N** 40), est donnée par l'intégrale
Yj[xdij — ydx),
prise le long de l'arc Mj,M,'et, en particulier, l'aire d'une courbe fermée est donnée par cette même intégrale prise le long de la courbe fermée (N** 42) . Dans ce deuxième exemple ;
Enfin, en cherchant le volume d'un solide de révolution autour de Ozy nous avons trouvé que ce volume était donné par l'intégrale
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prise le long de l'arc de méridienne (X" 50, fig, 35), dans le plan des .vz.
C'est encore là une intégrale, prise le long d'une courbe plane, dans le plan des zx, z jouant le rôle de y.
Condition pour qu'une intégrale
dépende seulement du point de départ M,^ et du point d'arrivée M, et non du chemin suivi. — Kn général, une intégrale
prise de M^ en M, le long d'une courbe C, change de valeur quand, laissant fixes les points de départ et d'arrivée, on fait varier la courbe C, c'est-à-dire le chemin d'intégration. Ainsi l'intégrale
/ (^:cdij — ydx),
prise le long d'une courbe C représente l'aire du secteur OM^ CM (fig. 169). Si on prend la même intégrale, le long d'une autre courbe C , joignant les deux points, elle prend une autre valeur, égale à l'aire du secteur OM„C'M.
Mais il peut arriver qu'une intégrale telle que (3) dépende seulement du point de départ M^ et du point d'arrivée M, sans dépendre du chemin suivi C. Prenons, par exemple, l'intégrale
Fig. 169.
prise le long d'une courbe C joignant
les deux points M„ et M. Comme la quantité sous le signe d'intégration est la différentielle totale de r//, on peut écrire cette intégrale
di^ry).
C ouït S D'ANALYSE
L'intégrale indéfinie est donc .ry et l'intégrale définie, différence des valeurs que prend :rij aux deux points M et M^, est
On voit que cette intégrale ne dépend que des coordonnées des points M„ et M, et non du choix de la courbe C : elle conserve la même valeur, quand on change la forme de C entre les deux points.
Nous allons généraliser ce fait en démontrant la proposition suivante :
Théorème. — Pour quune intégrale
prisCy de^l^ en M, le long d'une courbe C, dépende uniquement du point de départ M,, et du point d'arrivée M, et non du clieniin suiçi^ il faut et il suffit que l'expression
f{x,ij)d.i'-^o{.r,i/)dij, soit une différentielle totale exacte ; c'est-à-dire que l'on ait
y _ Oy ô// dx
1* La condition est nécessaire. — Considérons l'intégrale 1=/ f(x,i/)dx-\-'^{x,i/)di/,
prise le long d'une courbe C, joignant les deux points M^ et M, de coordonnées x,i/ et x^^,^/^^. Supposons que cette intégrale ne dépende pas du choix de la courbe C, mais seulement du point de départ M„ et du point d'arrivée M. Alors cette intégrale est une fonction de x^UyX^yy^ : en effet, la valeur de l'intégrale est déterminée, dès qu'un connaît les coordonnées .r,// et .r„, //^ des deux points M et M,,. On peut donc écrire
IMÉGHATIOy Li: LO.\('. DV y E COURBE PLASE
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Laissons fixe le point M^, et cl('|)l:i((>iis infiniment peu le point M (fîg. 170) en lui Taisant subir un déplacement ;n hltraire MM', de projections dx et <^///. Alors, le premier membre de l'équation (4) croît de la ([uantité
ip) fv'^y y) ^^•^' H- ? (-^^ y) <y y
car l'intégrale prise de M^ en M' se
compose de l'intégrale prise de
Mj, en M, plus l'élément d'intégrale provenant du déplacement MM', élément qui est précisément l'expression (5). En même temps_, le deuxième membre ^{^y y, ^i\,U^^] croit de sa différentielle
OF OF
dx-\ ;^ — dij.
Fig. 170.
Ces deux accroissements sont égaux : on a donc, identiquement, quels que soient dx et dij^
f{x, ij) dx + '^ (.r , y) dfj = -i— ,/^ 4- ^iiy^
ce qui montre <\\\q fdx -\-'^dy esX, une différentielle totale exacte d'une certaine fonction F de xeiî/.
2^ La condition est suffisante. — En effet, supposons que fdx-\-'fdt/ soit une différentielle exacte, c'est-à-dire que
-r- = -T-^. On a alors 01/ ox
f{x, tj) dx 4- 'f (.r, y) dy = d\} [x, y) ,
\]{xyy) désignant une certaine fonction de x et y. L'intégrale I est, dans ce cas, ^
/ f{x.y)dx^'^{x.y)dy= d\].
L'intégrale indéfinie est U, ou, en mettant les coordonnées en évidence U [x^y) et l'intégrale définie, différence des valeurs de U, aux deux points ^I et M^,
L'intégrale a donc alors une valeur indépendante du chemin et dépendant seulement du choix des points M^ et M. Le théorème est démontré.
323. Exemple tiré de la théorie mécanique de la chaleur. — Considérons un corps déterminé, par exemple une masse d'air, ou d'eau, ou de ler... La densité de ce corps dépend de sa température t et de sa pression p ; par suite, le volume f^ occupé par l'unité de masse du corps (quantité qu'on appelle i>oliime spécifique) dépend aussi de ces deux quantités.
Il existe donc, pour chaque sorte de corps, une relation déterminée QwXvQ pyVyt :
qui est la relation fondamentale du corps.
Par exemple, pour les gaz parfaits obéissant aux lois de Mariotte et de Gay-Lussac, la relation fondamentale est
pç ^ p,^, 1 + ai 1 + OLt^ '
a désignant le coefficient de dilatation des gaz,
Nous pouvons toujours imaginer qu'on ait résolu l'équation fondamentale d'un corps (6) par rapport à /, de façon h la mettre sous la forme :
D'après cela, l'état d'un corps déterminé dépend de deux variables indépendantes, h\ pression p et le volume spécifique j' ; t est une fonction déterminée àe p et f*.
On peut alors représenter graphiquement l'état du corps par un point M d'un plan, ayant pour coordonnées [fg, 171)
0A= ^y AM = p,
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p;n- rapport h deux axes rectangulaires 0^> et Op. A chaque état
du corps, répond un point M dans le plan, et, inversement, h
chaque point M, répond un état du corps. Ce point M est le point
rcprcscnldlif àe, l'état du corps. Quand le corps change d'état,
sa pression et son volume spécifique
varient d'une manière continue, le point
représentatif M se déplace dans le plan,
en décrivant une certaine courbe M^jM.
Supposons que le corps soit dans un
certain état, représenté par un point M,
de coordonnées v Qi p ; proposons-nous ~"
A rt
d'amener le corps, de cet état, à un Fig. 171.
état infiniment voisin, représenté par un
point M', de cordonnées {> -\- d^f etp-\-dp. 11 faut, pour cela, lui
communiquer une certaine quantité de chaleur infiniment petite
oQ dont l'expression est de la forme :
oÇl=uh-{-Up,
où les coefficients A et k sont des fonctions de ^ et p déterminées pour chaque corps
Nous ne nous occuperons pas ici de la signification physique de ces coefficients, mais voici maintenant le point capital dans la théorie de la chaleur, où se rencontre une application de la théorie précédente. Considérons deux états déterminés du corps représentés par les points M^ et M de coordonnées ç^^p^et i^yp. Supposons qu'on veuille faire passer le corps de l'état M^ à l'état M, par une suite d'états intermédiaires représentés, successivement, par les divers points d'une courbe continue C, joignant les points M^ et M (fig. 171). Cherchons la quantité totale de chaleur Q (positive ou négative), qu'il faut communiquer au corps pour réaliser cette transformation.
Pour cela, divisons l'arc Mj,M par des points MjjMg,..., M„_,, infiniment rapprochés et en nombre infiniment grand. La quantité de chaleur cherchée Q est la somme des quantités de chaleur infiniment petites qu'il faut communiquer au corps pour l'amener
successivement de l'état M„ à l'état Mj, puis de l'état M^ à l'état M^,... et ainsi de suite jusqu'en M. On a donc :
Jcsu
'(Mo)
l'intégration étant faite le long de la courbe C. (Actuellement, if et p jouent le rôle de :r et ij dans la théorie analytique précédente.)
On croyait, au siècle dernier, que cette quantité de chaleur Q dépend uniquement de l'état initial M^ et de l'état final M, et non de la suite C des états intermédiaires : cela revenait à admettre que la quantité sous le signe d'intégration est une différentielle exacte. Mais on a reconnu que cette manière de voir était inexacte. L'expression
l(h-{-kdp,
n'est pas une différentielle totale exacte ; la dérivée partielle
~r — n est pas égale a - — . Des lors, la quantité Q ne dépend pas
seulement des états initial et final Mj, et M, mais de la suite des états intermédiaires. La quantité de chaleur, nécessaire pour faire passer un corps d'un état à un autre, n'est pas déterminée par la seule connaissance de ces deux états ; elle ne l'est <[ue si on donne la suite des états intermédiaires, c'est-à-dire la courbe C. Il se passe, pour cette quantité de chaleur, quelque chose d'analogue à ce qui se passe pour l'aire d'un secteur M^OM {fig. 169) : cette aire n'est pas déterminée, quand on connaît seulement le point de départ M^ et le point d'arrivée M de l'arc M,,M : elle ne l'est que si on donne l'arc de courbe C joignant les deux points, et elle change avec le choix de cette courbe.
La théorie mécanique de la chaleur va maintenant nous fournir un exemple de différentielle totale exacte. On appelle température absolue d'un corps, à t degrés centigrades, la quantité
T = iH = / + 273.
Cette quantité est, pour un corps donné, une fonction déter-
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minée de v et p, car 1 est une fonction connue de \> et p. Ceci posé, on démontre en physique que l'expression :
est une différentielle totale exacte, c'est-à-dire que l'on a
àp ô ('
On peut alors poser
-Ydi>-{--^dp^=d^[i>,p),
S étant une certaine fonction de r et/?. Cette fonction S s'appelle Ventropie du corps. Si ion considère l'intégrale
/ -Y^^-^-rrrdp,
prise, de M^ en M, le long d'une courbe quelconque, cette intégrale est égale à
«/{Mol
Elle est donc indépendante des transformations subies par le corps, pour passer du premier état au deuxième.
IV. DIFFÉRENTIELLES TOTALES A TROIS VARIABLES INDÉPENDANTES. INTÉGRALES PRISES LE LONG DUNE COURES DANS L ESPACE
324. Conditions pour qu'une expression différentielle à trois variables indépendantes soit une différentielle totale exacte. — Il est aisé d'étendre, h des expressions dilTérentielles à trois variables, la théorie du paragraphe* précédent, relative à des expressions à deux variables.
Considérons une expresssion de la forme
(1) /-(.r , //, z) dx -h 'f {.r, y, z) dij -h 6 (.r, //, .-:) dz,
APPELL. Analyse. 3-2
OÙ f[Xyy,z), 'f{x,i/yz) et '^{a-,!/,') sont des fonctions données de x^yyZ, On peut se demander sous quelles conditions cette expression est la différentielle totale d'une fonction \][ûc,y,z)y c'est-à-dire peut être identifiée avec l'expression
9U , du , ou .
(2) , dl}= — d, + —dy+—d..
La réponse à cette question est donnée par le théorème suivant :
Théorème. — Pour que l'expression (1) soit une différentielle totale, il faut et il suffit que les fonctions f a, <]; vérifient les trois identités :
^ ^ dy dj? ' de dy ' O.r 03
1** Ces conditions sont nécessaires. — En effet, si l'expression (1) peut être identifiée avec une différentielle totale telle que (2), on a, identiquement,
On vérifie alors, immédiatement, que ~- est égal à -^, car ces
deux expressions sont égales à - — — ; on vérifie, de même, les deux
" oxdy
autres conditions.
2** Les conditions (3) sont suffisantes. — Nous allons montrer que, si ces conditions sont satisfaites, il existe une fonction U, de oc,yyZy vérifiant les trois relations (4), et déterminer cette fonction.
Pour cela, regardons d'abord 3 comme constant et commençons par chercher la fonction la plus générale
v érifiant seulement les deuxpremières relations (4)
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Comme z est, provisoirement, regardé comme constant, U est une fonction des deux variables indépendantes jc et y -, d'après la tlK'orie du paragraphe précédent, il existe une fonction U de r et // vérifiant les relations (5), car on a
ô/* _ dp
et cette fonction est donnée par la formule
(6) U= f /-(.r, y, .) d.c + f-f U„, y, ^) dy + C,,),
C(-) étant une constante par rapport à x et y. On pourra donc prendre, pour C(.), une fonction quelconque de c : quelle que soit cette fonction, la fonction U, de.r,?^,-, définie par (6), vérifie les deux premières relations (4). Il reste maintenant à déterminer C, en fonction de r, de telle façon que l'on ait
OU ôU
En calculant— — par la règle de difFérentiation sous le signe | ,
et tenant compte de ce que C est fonction de z, nous aurons h vérifier l'équation
Mais, d'après les conditions (3) supposées remplies identiquement, on a :
Or ~" Or
J ^i "^ — / ^ "^ — V v*^> yj */ iv^fiyUt-, »
de même,
/ ' ^ l: ^y = / — "-St — - ^y='^ v*^o, y, ^) — ^^ Grc^o, :^).
Eu remplaçant les intégrales par ces valeurs et réduisant, on voit que la relation (7) devient
(l ou
K étant une constante indépendante de .v,i/,z.
Finalement la fonction U, admettant pour différentielle totale l'expression (1), est donnée par la formule
t/xo «/î/o t'^o
325. Intégrale prise le long d'une courbe dans Vespace. — Imaginons, dans l'espace, une courbe C (^g. 172i, joignant deux
Mh
Fig. i7«.
points M„ et M, de coordonnées 'l\,y^^'~\^ et i ,y,z\ on peut définir, comme dans le plan, l'intégrale
prise le long de C,de M^enM. Pour cela,onprend, sur la courbe C, des points intermédiaires M^,^I^,..., ^I„ , infiniment rapprochés et en nombre infiniment grand. L'intégrale est, par définition, la limite de la somme
-hf{^n,yn,'^-n)('r—^r„)-\-'f{.r„,y,„z„) {y— y,,) -+-i^(.r„.//..' "«X'— '«),
/ A' 7 / < i n \ I r / / ■ I osr. /> • c y h: coi n n i: u i: i. ' i: s r \ c /; \o i
où n augmente iiitlfliniiiieiit , toutes les ilillerenees r, — .r„, X, — .rp..., //, — //o, .y, — //p..-, 'i— 'o» 'i — 3,,... tendant vns z/to. L'intcgiale I, ainsi définie, peut facilenimi chr ijnncmM' ;i une intégrale simple ordinaire. En effet, le long de la coujIx' (1, on peut exprimer les coordonnées JC^y^z d'un point, en fonetioii d un paramMi'c /
(|ui varie de t^ à /,, quand le point (.r,//,r.) décrit la courbe, de M^ en M. On a alors, d'après la règle du changement de variable dans une intégrale.
Jtù
dt,
où nous écrivons poiiiahiéger A, tjt.,v,)/,|JL', v'iui lieu de ).(/), jji / ,/ / , et des dérivées a'/i, jjl /),v'(/).
326. Conditions pour qu'une intégrale, prise le long d'une courbe dans l'espace, ne dépende que des points de départ et d'arrivée et non du chemin suivi.
(Considérons l'intégrale
I = y f{.v, y, z] (Lv -h z> [.V, y, z) dy + >!> .v,y, z)dz,
prise, de M^, en M, le long d'une courbe C. En général, les deux points M^ et ^I étant donnés, la valeur de l'intégrale change avec la courbe C, le long de laquelle on intègre. Pour que l'intégrale I soit indépendante de la courbe C et dépende uniquement des points de départ et d'arrivée, il faut et il suffit que la f[uantité sous le signe j soit une dift'érentielle totale exacte, c'est-à-dire que l'on ait
dy djc ' dz dy ' tXr 03
La démonstration de cette proposition est identique à celle que nous avons donnée (N**322j, pour le cas des intégrales prises le long: d'une courbe plane.
327. Exemple tiré de la mécanique. Travail. — Considérons un point matériel M de coordonnées .r,//,-, sollicité par une force
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F avant pour projections X,Y,Z. Si le point M subit un déplacement infiniment petit MM^ de projections d.Vy dy^ dzy on sait que le travail élémentaire correspondant de la force F est donné par l'expression
(10) Xd:r-i-Ydi/-{-7Jz.
Supposons que la force dépende seulement de la position du point; dans ce cas X,Y,Z sont des fonctions de .v,j/,z.
le travail élémentaire est alors une expression différentielle comme celles que nous venons d'étudier.
Imaginons que le point matériel passe d'une position M^ h une position M, en suivant une courbe C (fig. 172) : on définit alors le travail total ^ delà forceF, correspondant à ce déplacement, de la façon suivante : on divise l'arc M^^I en une infinité de parties infiniment petitespar des points intermédiaires M^M.,,..., M„ et on dit que le travail total ^ est la somme des travaux élémentaires de la force, pour les déplacements successifs M^,Mj,MjM^....,^I„M. On a ainsi
^= / \dx^\dij-^Zdz,
l'intégrale étant prise le long de la courbe C.
En général, ce travail total ^O dépend, non seulement du point de départ M^, et du point d'arrivée M, mais aussi du chemin C suivi par le mobile. Pour que 'O soit indépendant du chemin suivi, il faut et il suffit que l'expression Hdd'-\-Xdij-\-Tjdz soit une différentielle totale exacte, c'est-à-dire qu'il existe une fonction U(.r,?/,:;), telle que
Xdjc-\-Ydy -h 7ÂZ = d\J{j', //, 3),
ou, encore,
Quand cette fonction U existe, on l'appelle /b/ir//o/« des forces^ et on dit que les forces dcrwent d'une fonction des forces. Dans
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ce cas particulier, le travail total est donné par la formule
^Mo)
Ainsi, prenons un point M attiré par un centre fixe 0, pris comme origine, en raison inverse du carré de la distance [fig, 173).
Si on appelle r la distance OM, la force F a pour intensité
k désignant une constante. Les projections de cette force sur les axes sont
AT k X k y k z
je 11 M
car les cosinus directeurs de OM sont — > — > — .Actuellement,
le travail élémentaire a pour expression
ILdx + Xdy ^7Az= — ^(xdx -f- ydij -f- zdz).
Mais, comme on a
on en déduit, en différenciant,
xdx -f- ydy -\-zdz = rdr
d'où
Xdx-\-Ydy-^Zdz = — -^dr=d(-^\
Cette expression est donc la différentielle exacte de la fonction
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Il serait d'ailleurs facile de vérifier que les projections X,Y,Z de la force sont égales aux dérivées partielles de cette fonction U, par rapport à x^y^z respectivement.
Quand, dans cet exemple, le point matériel passe d'une position Mj, à une autre M, le travail total de la force attractive F est
/' et i\ désignant les distances OM et OM^. Ce travail est indépendant du chemin suivi d'un point à l'autre.
I. - INTÉGRALES DOUBLES
328. Définition. Evaluation d'un volume. — Nous somines arrivés à la notion d'intégrale simple, en évaluant l'aire d'un segment de courbe plane et en démontrant que cette aire est la limite de la somme des rectangles infiniment petits inscrits. Nous avons vu d'ailleurs que, réciproquement, toute intégrale simple peut être graphiquement représentée par l'aire d'un segment de courbe plane.
Nous arriverons, de même, à la notion d'intégrale double, en cherchant à évaluer un volume défini comme il suit : considérons, dans le plan des :vi/, une courbe fermée C, servant de directrice à une surface cylindrique, dont les génératrices sont parallèles à Ozy et proposons-nous de calculer le volume Y limité, latéralement, par cette surface cylindrique, inférieurement, par le plan (les .11/ et, supérieurement, par une portion de surface courbe continue S ayant pour équation
Nous supposerons d'abord que cette portion de surface S est tout entière au-dessus du plan des .ri/.
Divisons l'aire de la base C en un nombre très grand d'éléments superficiels très petits Aw (fig. 174). Pour effectuer cette division, il suffira d'imaginer qu'on ait tracé sur la base C deux systèmes de courbes telles que les courbes d'un même système soient très rapprochées et soient coupées par les courbes de
l'autre : on obtient ainsi une sorte de quadrillage divisant l'aire L en éléments Aw. Soient
Awp Aw^,..., Aw,,,
les éléments superficiels de l'aire C, obtenus de cette façon. Construisons ensuite des surfaces cylindriques verticales ayant, respectivement, pour bases, les éléments superficiels Ao3^,Ao>^, ... et considérons les volumes (^^, f^^,..., (>„ limités, latéralement, par ces surfaces cylindriques, inférieurement, par les éléments plans
Kig. .74.
Awp Aw^, ..., Aw,j et, supérieurement, par la surface courbe donnée S. Il est évident que le volume cherché V est la somme des diverses parties de même nature r^jf^^,..., ('„, dans lesquelles on l'a ainsi divisé :
On peut écrire aussi :
V = lim(f>, + ^, + ...+^'J,
car la somme du deuxième membre est constante, quel que soit n et égale à V. Cela posé, nous allons remplacer chacun des volumes élémentaires f^,,(^j,..., r„ par un cylindre élémentaire inscrit de la façon suivante [fig. 175). Le volume f^, est limité inférieurement, par l'élément Aw, et supérieurement, par la portion
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ABDK de la surface S qui se projette sur Aoj^ ; appelons Z, et 3,, la plus grande et la plus petite valeur que prend l'ordonnée z aux divers points de la portion ABDE de surface S; sur la figure 175, Zj serait l'ordonnée du point D et z^ celle du point A. Menons, par les points 1) et A, d'ordonnées Z, et 3,, des plans horizontaux DIVA^B^et AB'^D'Ty' : nous formons ainsi, deux cylindres ayant pour base commune Awp et, pour hauteurs : l'un Z, ; l'autre, z^\ le premier de ces cylindres a un volume Z^Aw^ supérieur à s\y on peut l'appeler cylindre circonscrit ; le deuxième a un volume ^jAw^ inférieur à f'p on peut l'appeler cylindre inscrit. De même, nous comprendrons le volume r^ entre deux cylindres de base Aw^, l'un circonscrit, ayant pour hauteur Zj. l'autre inscrit, ayant pour hauteur z.y\ et ainsi de suite.
Nous allons démontrer que le volume Y est la limite de la somme des cylindres inscrits quand le nombre des divisions Aw^, Aw^,..., Aw,,, de la base, augmente indéfiniment, chacune de ces aires élémentîiires se réduisant à un point,
(2) Y = lim (3, Ao», + ,-,Aco, + . . . + .-„ A(o,.) .
En effet, les sommes
z^\u)^ -f- -^Aw, + . . . H- -,. Aa>„
sont composées d'un même nombre de termes, tous de même signe ; pour démontrer qu'elles ont même limite, il suffit de démontrer que le rapport d'un terme d'une des sommes au terme correspondant de l'autre tend vers 1, quand n augmente indéfiniment, dans les conditions indiquées. Or on a
Fig. i:5.
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(^uand 1 élément Ato^ se lédiiit à mi point P^ roiclonnée niaxiniuni Zj de la surface S dans Aw^, et l'oidonnée minimum -^ tendent, l'une et l'autre, vers l'ordonnée du point P^,P^Mj, et le rapport
— i- tend vers 1. Le rapport — -^ — , compris entre 1 et un rapport
z, ",Aoj,
tendant vers 1, tend lui-même vers 1. On ferait la même démons-
tration pour les rapports — ,..., — ^ — . On peut donc
écrire
V = lim(-,Aojj4- -,Aoi,+ ...+ r„A(.i,;,
ce qui démontre bien que le volume est la limite vers laquelle tend la somme des cylindres inscrits. On voit (pie nous sommes ainsi arrivés, par une voie analogue à celle que nous avons suivie pour évaluer l'aire d'un segment de courbe plane (N** 5), à un théorème analogue à celui qui consiste à dire que l'aire d'un segment est la limite de la somme des rectangles inscrits.
Xolalion. Pour exprimer que V est la limite de la somme r, Ao), + -,Ao), + . . . 4- r,,Ato,„ on écrit :
en mettant deux signes 1 . On répète deux fois le signe d'intégra tion, parce que, comme nous lèverions plus loin, quand on veut calculer numériquement un volume par cette méthode, on est conduit à calculer, successivement, deux intégrales simples. On appelle l'expression
iS-
une intégrale double q\^ pour exprimer <[u'il faut faire la somme des produits zdiû correspondant à tous les élémenfs superficiels de l'aire de la courbe (], on dit (jue rinl('gr<ilc doit /de csf èlcndiic à l'aire de la eoiirhc (].
Remakque. — On démontrerait, de même, que le volume V est la limite de la somme des cylindres circonscrits Z^A<.),, Z^Aw^,... On en conclut qu'il est aussi la limite de la somme des cylindres ayant pour bases Af)j, At),,..., A<.)„ et, pour hauteurs respectives, le
premier, «mr oKlnnnt'c (ni<'l(<>n(|iu' do l;i suilace S, uvaiil son pied dans A<^. !•• (Iiuxirnic. uii(> ordoimt-r ([urlconque dr l;i sui-rjicc S.
ayant son pied dans Aw^ clc... Vax efl'et, la nouvelle sonimr. niiisi
formée, est oompiise évidemment entre les deux sommes :
r.jAcOj + z^\u).,^ ... + -„A(o„,
et
/, A(.>, + Z^Ao,^ -+-...+ '4Ato,,
(jui tendent, Tune et l'autre, vers V. Elle tend donc aussi vers V. Toutes ces piopositions sont résumées par réquation uni([ue
([iii exprime (|ue, pour avoir le volume, il faut multiplier clia([ue «dément de hase infiniment petit do) par l'ordonnée correspondante - de la surface, et faire la somme des produits ainsi obtenus.
329. Positions diverses de la surface S. — Nous avons supposé S, au-dessus du plan rOy, dans l'étendue considérée. Si S était tout entière au-dessous, tous les c seraient négatifs, et comme les éléments superficiels ch>) sont essentiellement positifs, la somme
zdb) .
fp
représenterait le volume changé de signe.
Si la surface S était partiellement au-dessus, partiellement audessous du plan :rO//, la somme
iho
représenterait la différence entre les deux volumes correspondant aux portions de la surface, situées au-dessus du plan des r//, et aux portions de cette surface, situées au-dessous de ce plan.
Ces considérations sont entièrement analogues à celles que nous avons développées, quand nous avons défini la valeur algébrique de l'aire d'un segment de courbe plane (X** 7).
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II. — CALCUL D'UNE INTÉGRALE DOUBLE EN COORDONNÉES RECTANGULAIRES
^'^Q. Méthode générale, — Pour évaluer le volume V limité par la surface
et la surface cylindrique de base (], nous avons été conduits à l'intégrale double
étendue à l'aire C. Quand on emploie des coordonnées rectangulaires dans le plan des r?/, on divise l'aire C en rectangles infi-
niment petits par des parallèles aux axes de coordonnées, comme le montre la figure 176.
Si on appelle \x et \y les dimensions d'un de ces rectangles parallèles aux axes Ox et 0//, l'aire Aw de ce rectangle est
A(o = A.r Ay ;
le volume V, qui est, en général, la limite de la somme des produits vAw, est alors la limite de la somme des produits zljcly. On écrit dans ce cas
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OU, en remplaçant r par sa valeur,
tirée de Téquation de la surface S,
l'intégration étant étendue à l'aire de C.
Voici comment on conduira le calcul pour évaluer cette double somme. Le problème est de calculer la somme des volumes des cylindres zdxdy, en prenant successivement pour base, é/j^t/y, de ces cylindres, tous les rectangles infiniment petits, dans lesquels on a
divisé la base C. Commençons [fig. ill) par évaluer la somme T de ceux de ces cylindres, qui ont pour bases les éléments superficiels djcdy, compris entre les deux parallèles PA et PjA^, à l'axe Ox, ces parallèles étant supposées infiniment rapprochées et situées à une distance dy l'une de l'autre,
OP=y, OP. =y + </</.
La somme T de ces cylindres forme une tranche du volume V, comprise entre les deux plans verticaux, ayant pour traces PA et PjAj. L'un quelconque des cylindres de cette tranche a pour volume zdjcdy, ou
f[x,y)dxdy.
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y et dij sont les mêmes, pour tous ces cylindres ; on peut donc, dans leur somme, mettre dy en facteur et regarder // comme constant ; ce qui donne, pour le volume de la tranche T,
T = dy. somme des prodiiils f{a-^y)dj\
(lette somme est une intégrale simple prise par rapport à r, donc
^ = ^yff\'^',y)^^^''
11 reste à voir entre quelles limites doit être prise cette intégrale simple par rapport à.r. La droite AP, située à une distance 0P=//, entre dans l'aire G par un jDoint M^, d'abscisse jc^, et en soit par un point M^, d'abscisse r^ : ces deux abscisses sont connues, en fonction de y, puisque la courbe G est donnée. Pour obtenir tous les cylindres contenus dans la tranche T, il faut faire la somme des produits f {jo ,y) dy dx , en laissant dy et // constants et faisant varier r de x^ à .r., : on a donc
Ainsi, la tranche T s'ol)tient par une quadrature. Gette quadrature étant supposée faite, l'intégrale simple
f f\:r,tj)dx,
est une fonction connue de //, car y figure sous le signe j et les limites r^ et .r^ soni loncti(nis de y. On peut donc poser, pour abréger.
La tranche considérée T, comprise entre les plans verticaux ayant pour traces PA et PjA^, est donc
T=^[y)dy.
i*our avoir le volume total, il reste maintenant à faire la somme de ces tranches : cette somme est une intégrale simple
Voyons entre quelles limites elle doit être prise. Pour obtenir
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loiih's les tranches T, il faut donner, successivement, à la droite PA, toutes les positions possibles traversant l'aire C. Si donc, nous menons les deux tangentes à la courbe C parallèles à O.r, soient P^A^, et P^A', et si nous appelons i/^ et //' les ordonnées de ces droites
ôp7=y„, ôF'=y,
il faut faire varier OP = y entre ces deux limites. On a donc, finalement, pour V, somme de toutes les tranches T,
où •!/(//) a la signification suivante :
On peut écrire aussi la formule finale
formule qu'il faut comprendre comme il suit : on calcule d'abord I /'(.r,yKAr; cette intégrale est une fonction de ij ; on multiplie cette fonction de i/ par dj/ et on intègre de //„ à t/'.
Quand on évalue ainsi le volume, en rangeant les cylindres élémentaires zdxdij, par files parallèles au plan des xz^ on dit qu'on intègre d'abord par rapport à .r, parce que la première intégrale à calculer
f[x, y dx,
est une intégrale par rapport à .r. La deuxième intégration se fait par rapport à //.
Il est évident qu'on pourrait opérer dans un ordre inverse, en intégrant d'al>ord par rapport à y, c'est-à-dire en calculant d'abord une tranche du solide comprise entre deux plans parallèles au plan yOzj d'abscisses j; et r-f-^.r, puis en faisant la somme de ces tranches.
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Premier exemple. — Considérons la surface
Prenons comme courbe C, dans le plan des xy^ un demi-cercle
DEF, ayant son centre H sur O.r, à une distance 011=^2 et pour rayon 1 (fig. 178). Le demi-cercle a pour équation
Le volume cherché V est limité, latéralement, par la surface cylindrique ayant ce demi-cercle pour directrice, en bas par le plan des xijy en haut par la surface
On
xy.
V =JJz(Lv(ly =j Jxydxdy,
l'intégrale étant étendue au demi-cercle C. Prenons d'abord la somme T des cylindres élémentaires
zdxdyy
dont les bases dxdy sont comprises entre les deux parallèles à O.r, PA et PjAj, d'ordonnées y, et y-\-dy. Nous aurons ainsi, une tranche du solide
T = dyjxydx;
dans cette tranche y et dy sont constants ; x varie depuis .r,, abscisse du point d'entrée M^ de la droite PA, jusqu'à .r^, abscisse du point de sortie. Donc :
T = dy I xydx.
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Les limites jTj et .r^ sont des fonctions de ^, fournies par l'équation du demi-cercle C,
dans laquelle y a la valeur OP. On a donc
•Ti+^j = 4, Xj — j-, =2v/l— y-.
xydx est ' ^ et l'intégrale définie
jcydx=4ri:4 — '^x^
Remplaçant .r, et .r^ par leurs valeurs, on a
C'est là la fonction ^[y) du cas général. La tranche T est donc
T = 4y/n^rfy.
Pour avoir le volume, il faut maintenant faire la somme de ces tranches.
y = Uy\'Y^^'dy.
On remarque que. pour obtenir toutes les tranches, il faut déplacer PA entre l'axe Ojc et la tangente au cercle P'A', parallèle à 0.r; il faut donc faire varier ?/ de 0 à 1, et on a
\=£^y>^T=^'dy.
L'intégrale indéfinie s'obtient immédiatement, car ^ydy est, à un facteur numérique près, la différentielle de 1 — y^, de sorte qu'on peut écrire
-2f[i-,f)-^d[i-,/); l'intégrale indéfinie est donc ^
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et l'iiilégrale définie entre les limites ?/ = 0 et // = 1, est
332. Deuxiîime exemple. — Prenons comme base d'une surlace cylindrique le triangle OEF, limité par les axes OxOify et par la droite EF [fig. 179) ayant pour équation
puis, considérons le volume limité par cette surface cylindrique,
le plan des jry et la surface
T.e volume V est donné par la formule
l'intégrale étant étendue à l'aire du trianjïle OEF. Evaluons d'abord la somme des cylindres élémentaires {2a:'^-\-y^-\-i) dx dy, compris entre les deux droites PA
et PjAj, parallèles à Oj", ayant pour ordonnées ?/ et y-\-dy. Cette
somme est une tranche T du volume donnée par
Fig. 179.
dyf{2x^
i)dx',
les limites de cette intégrale sont les abscisses x^ et x., des points P et Mj où la droite PA, d'ordonnée y, coupe le contour de l'aire de base OEF ; on a donc :
comme il résulte de l'équation de la droite EF. Ainsi,
t/fl L'intégrale indéfinie est
— 7T — \-y^jc+x,
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et l'intégrale définie, entre les limites 0 et 1 — y.
Donc
-^{^-yY + >f(S->j) + ^~>j-
'^^^y\^i^-yi'+'f-y'+^-y\-
Pour avoir le volume tout entier, il faut faire la somme de toutes les tranches analogues, en déplaçant P de O en F, c'est-à-dire faisant varier y de 0 h 1 :
V =£dij [-|-(1 -yf + f - y» + 1 - y] . L'intégrale indéfinie est
et l'intégrale définie, entre les limites 0 et 1,
333. Interprétation géométrique du calcul. — Si nous reprenons le cas général, nous pouvons vérifier que la méthode actuelle, pour le calcul des volumes, revient au fond à celle qui a été exposée au N° 44 et qui consiste h regarder un volume comme la somme des tranches infiniment minces, obtenues en le coupant par des plans parallèles à un plan fixe.
En effet, l'intégrale
f[x,if)d.v
ou
r\zd.v
représente l'aire de la section M^R^R^M^, faite dans le volume V, par le plan vertical, de trace PA [fig. 177). Cette aire est une fonction ^(jy) de l'ordonnée 0P=//. La tranche comprise entre les deux plans verticaux de traces iVP et A,P, peut être assimilée à
un cylindre ayant pour base la section ^(i/) et pour hauteur PPj=c?y; son volume est donc
Le volume V est alors la somme de ces tranches
334. Remarque. — Nous avons supposé, pour simplifier, qu'une parallèle PA à 0^ coupe le contour de l'aire, à laquelle est éten-
due l'intégrale double, en deux points seulement, M, et M^. Si la courbe C a une forme plus compliquée, il peut arriver que la parallèle PA à O^ la coupe en un nombre quelconque de points, nécessairement pair.
Mais alors on peut toujours, par des lignes transversales, décomposer l'aire C en d'autres C^C^,..., C„ limitées par des contours, qui sont rencontrés chacun en deux points seulement par des parallèles à 0^:^. On calculera les valeurs Ij,!^,..., I„ de l'intégrale double, pour chacune de ces aires partielles, et il ne restera plus qu'à faire la somme des résultats, Ij-f-l2-t-...+I„.
Supposons, par exemple, que la courbe C ait la forme de la figure 180. Menons à cette courbe des tangentes P^A,,, P'A', P''A'', p///^///^ parallèles h 0^ : elles partagent l'aire en quatre parties
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1,2,3,4, qui sont : 1, la partie EA^B ; 2, la partie FIIK; 3,1a partie KEBL; 4, la partie FKLM.
Le contour de chacune de ces parties n'est rencontré qu'en deux points par les parallèles à Ox. On calculera les valeurs IpL,l3,I^ de l'intégrale double étendue successivement à ces quatre parties. L'intégrale étendue à l'aire entière sera
lU. - CALCUL D'UNE INTÉGRALE DOUBLE EN COORDONNÉES POLAIRES
Méthode. — Appelons /• et Q le rayon vecteur OM et
l'angle polaire j^O^Î d'un point M du plan des jcy. Pour évaluer, en coordonnées polaires, l'intégrale double
r, y) ^w, étendue à une aire plane du plan des .r//, limitée par une courbe C,
Fig. 181.
Fig. 182.
on décompose cette aire en éléments superficiels infiniment petits diù par les deux ramilles de courbes [fig. 181)
Les courbes r^C* sont des cercles de centre O ; les courbes 0 = 0** sont des droites issues de l'origine. Un élément superficiel c?a) ainsi obtenu, est un rectangle curviligne ABCD [fig. 182) limité par deux droites OAB et ODC, faisant entre elles l'angle
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infiniment petit d^ et par deux arcs de cercle BC et AD, ayant pour centre 0 et pour rayons respectifs r-\-(lr et /•. Cet élément infiniment petit peut être assimilé à un rectangle ABCD, dont les côtés AB = dr et AD = rd^ ; sa surface est donc
c?oj = rd^dv.
Comme, d'ailleurs,
:r=:/'cosQ, y =: /• sin 8, l'intégrale double s'écrit
f ff{^, y) do) = C Çfir cos e, /sin 8) rdUr,
expression de la forme
ÇÇ^^(r,^]rdMr,
cp(/-,0) désignant une fonction de /et 8.
Remarque. — En écrivant que l'aire ABCD est égale AB.AD, on néglige des infiniment petits d'ordre supérieur, qui n'ont pas d'influence sur la valeur de la somme. Si l'on veut présenter le raisonnement rigoureusement, on remarquera que, en désignant par A9 l'angle AOD et par A/- le côté AB, on a
aire ABCD = Aw =-!.[(,. + A/)- —z^] AB,
car l'aire Aw est la diflerence des deux secteurs OBC et CAD. En réduisant
L'intégrale
JJ<p(r,6)rfu,,
est alors la limite de la somme
^ !p(,',e) (rA,'+-lAr^)Ae.
Cette limite est la même que celle de la somme plus simple
Vo(,',6)/-A,-Afi,
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car le rapport de deux termes correspoiidîuils de ces deux sommes
tend vers 1, quand A/- et AB tendent vers zéro. î.e volume est donc donné par la limite de la somme
ce qu'on exprime en disant qu'il est donné par l'intégrale double
Calcul de Tintégrale. — Pour calculer, elïectivement, l'intégrale, c'est-à-dire pour l'aire la somme des cylindres élémentaires 'f (/',B) 7'd^ dr, relatifs à toutes les aires élémentaires du dans lesquelles on a décomposé l'aire limitée par la courbe C, faisons d'abord la somme des prismes compris, entre deux rayons OP et OP', faisant, avec O^r, les ^ angles polaires jcOP = h , xOV' = ^-\-d^, où c?8 est infiniment petit (fg. 183) .
Nous obtiendrons ainsi une tranche T du volume, tranche comprise entre les deux plans zOV et 3OP'. Cette tranche est une somme de termes de la forme
i^. is;.
'd^dr
dans laquelle dh est le même pour tous les termes ainsi que Q. On peut donc écrire
r seul variant d'un terme au suivant.
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Supposons l'origine O extérieure à la base C. Si on appelle Mj et M^ les points où le rayon OP coupe la courbe limite C, i\ et r, les rayons vecteurs OM^ et OM^ de ces deux points, il faudra, dans la somme
faire varier /• de i\ à t\ : cette somme ^ est alors une intégrale simple prise, par rapport à /•, de /•, à / .,, et on a
Les limites i\ et r,^ sont des fonctions de 8, définies par la forme de la courbe limite. L'intégrale
ir, h\ rdr.
est donc une fonction 4^(8) et on a finalement
Après avoir évalué ainsi la tranche T, il faut faire la somme de toutes les tranches analogues, obtenues en faisant varier 8. Si l'on mène, de l'origine, les tangentes à la courbe C, OA^, etOA', faisant avec Ox des angles 8^ et 8', il faudra faire varier 8 de 8^ à 8'. La somme des tranches T, c'est-à-dire le volume V, est alors
Le volume s'obtient donc par deux (juadratures successives. En remplaçant 4'(8). par sa valeur,
jf"V(/-,8)/Y//-,
on peut écrire
\=C'd^ f"\[r,(i)rdr,
OÙ il faut commencer par calculer l'intégrale de droite : cette
CALCUL D'USE L\TÉGIiALE DOUBLE EN COORDOSSÉES POLAIRES 523
intégrale étant calculée, on la multiplie par d^ et on intègre par rapport h 8, de 8^ à 8'.
Quand on opère ainsi, on dit qu'on intègre d'abord par rapport à /", puis par rapport à 8.
336. Exemple. — Soit une sphère, dont le centre est à l'origine et dont le rayon a une longueur fl. La figure 184 représente le huitième de cette sphère. Dans le plan des xy, sur le rayon OA (dirigé suivant Ojc) comme diamètre, décrivons un demicercle C. Nous allons calculer le volume du cylindre qui a pour base ce demi-cercle et qui est limité supérieurement par la sphère. L'équation de hi surface étant
on a
-hr-t
et, en coordonnées polaires dans le plan des jcy^
Le volume V est alors
l'intégrale étant étendue h l'aire du demi-cercle de base. Soient OP et OP^ deux rayons infiniment voisins faisant, avec Oj', les angles 8 et ^-{-dH. La tranche T du solide, comprise entre les plans rOP et 3OP,, est
T = dHfWa'—r'rdr,
Tj et r^ étant les rayons vecteurs des deux points M^ et M, où OP rencontre la demi-circonférence limite. Le point M^ est évidemment en 0, /•, = 0.
Quant au rayon vecteur r.^=0^\.^y le triangle rectangle AOM^ donne immédiatement
i\= a cosO, (équation polaire de la demi-circonférence de base). On a donc
/a cosQ si a" — r' idr,
[.'intégrale indéfinie étant
l'intégrale définie est
^<7^ sin"^ 8 H — iT-a'\
Donc,
Le volume est la somme des tranches T : pour les obtenir toutes il faut faire tourner le rayon OP de Or jusqu'à Oy, c'est-à-dire
faire varier B de 0 à -^. Donc ;
Y = V T = 4çcâ p (1 — sin"» 8) dh.
En écrivant
sin=^8=(i — cos2 9)sin8,
on voit que l'intégrale indéfinie est
eH-cos8 ^cos^8
et l'intégrale définie
Donc, enfin.
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La tlifréreiice entre le huitième de la sphère, figuré dans 1; figure 184, et ce volume est
337. Remauque. — Si un rayon vecteur, issu de O, coupait la courhe C en plus de deux points, il la couperait en un nombre pair de points : il entrerait dans C en M,, sortirait en M^, rentrerait en Mg, resortirait enM^. ..
11 faudrait alors intégrer par rapport à /• de /', à /•„ puis de
338. Modifications à apporter au calcul précèdent, quand l'origine est dans le champ d'intégration. — Nous avons supposé O en dehors de la base C ; quand O est dans la base, il faut modifier évidemment les valeurs des limites des deux intégrations. Tout d'abord ifig. 185) pour avoir une tranche du volume comprise entre deux rayons vecteurs OP et OP', faisant entre eux l'angle </6, il faut faire la somme des cylindres '•^{rfi) r d^ dr, en faisant varier /• de 0 (point 0) jusqu'à r.^ (point M^ où OP sort de l'aire C).
Fi g. i85.
T=d^f\{r,h)rdr,
Dans cette intégrale r^est une fonction de 8, donnée par l'équation de la courbe C. On trouve donc, en supposant l'intégration faite,
Il faut ensuite faire la somme de toutes les tranches analogues. Il est évident que, pour les obtenir toutes, il faut maintenant faire varier ô de 0 h 2-. On a donc finalement
V= f'^^ (8) d^ = f'^d^ f\ (r, B) rdr,
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OÙ il faut calculer d'abord Viiitégrale de droite^ prise par rapport
339. Autre façon de calculer une intégrale double en coordonnées polaires. — Au lieu de commencer par faire la somme des éléments, compris entre deux rayons faisant entre eux un angle infiniment petit d^, on peut commencer par faire la somme des éléments de l'intégrale, compris entre deux cercles de centre O et de rayons /• et r-\-dr. Supposons, pour fixer les idées, O exté-
Fig. i8G.
rieur à la base. Considérons [fig. 186) un cercle de rayon /*, coupant la courbe limite C, aux deux points M, et M^, et appelons 0^ et 9^ les angles polaires correspondants .:rOMj et .rOM^. Considérons ensuite le cercle infiniment voisin de rayon r-\-dr. Ces deux cercles découpent, dans la courbe de base, une tranche ayant la forme d'une couronne, nous allons calculer d'abord la somme des éléments de l'intégrale
situés dans cette tranche. Il faudra faire une somme de termes tels que
mais, pour tous ces termes, r et dr ont la même valeur, et on peut écrire la somme S
ï = /</rVcp(r,e)rfe;
CMAii. u'lm: /.\ / /:(;/!a/./: doi ni.i: /;.v cooRDoyyKES polaires "ju-
raiigle polaiit' 0 varie seul d'un élément à l'autre de la tranche T, et il varie de H, à f|.. Ou a donc
T = /ï//-^*cp(/-,e;
dh.
Les angles ô, et Ô^ sont des fonctions du rayon /• du cercle M, M.,; l'intégrale
est donc une fonction de t\ <i(/*), et on a
On a, ainsi, la partie T de la somme, correspondant à la couronne considérée ; il faut ensuite faire la somme de toutes les couronnes ainsi obtenues, en faisant varier /• de façon à balayer toute l'aire de la courbe C. Si l'on fait décroître /•, on voit que la plus petite valeur de /• est le rayon /•„ d'un cercle tangent, en A, à la courbe du côté de O : si, au contraire, on fait croître /*, on voit que la plus grande valeur de /• est le rayon /•' d'un cercle tangent en A^ à la courbe du coté opposé h O. On aura donc toutes les tranches auxiliaires telles que T, en faisant varier /• de i\ à /•', et la somme de toutes ces tranches sera
\=S^l=r rdr^[r) En remplaçant 'i(/') par sa valeur, on peut écrire aussi
où il faut commencer par calculer l'intégrale de droite.
Quand on opère ainsi, on dit qu'on intègre d'abord par rapport à 8, puis par rapport \\ r.
Nous avons supposé le pôle O hors de la courbe C. S'il était dans l'intérieur, il y aurait deux sortes de couronnes suivant les valeurs attribuées à r.
V* Pour r pris au-dessous d'une certaine limite i\y on aurait des couronnes fermées situées tout entières dans l'aire. Pour éva-
cou lis DWNAl.YSK
luer lu IraiR'ho ctM jespoiidante T, il raïuba intégrer par rapport à e de 0 à 2r,
J = rdrP^''^(r,^)dH
on fera ensuite la somme des tranches annulaires T de cette pre
1ère sorte, en Taisant varier /• de 0 à /•
2<'Si on prend ensuite /' plus grand que /'„,on obtient des cercles, coupant la courbe en deux points M^ et M^, et la partie correspondante du volume s'évalue comme dans le cas précédent.
IV. — AIRE D'UNE SURFACE COURBE
340. Aire d'une surface courbe. — L'évaluation de l'aire d'une
portion quelconque de surface courbe conduit au calcul d'une
intégrale double étendue h une aire plane. Considérons une portion de surface courbe, limitée par un contour ahcd : pour évaluer l'aire de cette surface, inscrivons dans la surface une surface polyédrale à facettes planes {/fi(. 187). L'aire de la surface courbe est la limite vers laquelle tend la surface du polyèdre inscrit quand, le nombre des laces augmentant indéfiniment, chacune d'elles tend vers zéro en se réduisant à un point ]M, de
telle façon que son plan tende vers le plan tangent, en M, à la
surface courbe.
Soit At l'aire d'une des facettes du polyèdre, l'aire S dr I:i sui -
face courbe est
S =lim > A'j,
Fig. 187.
AIRE D'UNE SURFACE COURBE
le signe ^ indiquant qu'il faut faire la somme de toutes les facettes du polyèdre. On écrit, pour abréger
d(5 désignant une facette infiniment petite.
Si l'on projette la surface courbe sur le plan des jci/y le contour ahcd se projette suivant une courbe C. Nous supposerons, pour simplifier, que la surface courbe se projette tout entière dans l'intérieur de C et que toute parallèle à Oz, ayant son pied à l'intérieur de C, coupe la surface courbe en un seul point. Si ces conditions n'étaient pas remplies, on pourrait toujours découper la surface courbe, en morceaux remplissant séparément ces conditions.
Les faces du polyèdre inscrit se projettent suivant des éléments d'aire du contour fermée C. La face Aa, par exemple, se projette sur le plan des .r// suivant une aire plane Aco, et on a
Ai A ^^ *
Aa)= At cos a, A7 = >
cosa
a désignant l'angle aigu du plan de la face le avec le plan des x\i/ ; on a alors
b:=:lim > A^y^lim > ..
AJ i-J cosa
Quand la face A<j se réduit à un point M de la surface courbe et que le plan de Aa tend vers le plan tangent en M, a tend vers l'angle / que fait le plan tangent en M avec le plan des wt/. On en conclut que l'on a aussi
S = lim 7 ^
^J cos A
la somme étant étendue à tous les éléments superficiels de la courbe plane C. En effet, dans ces deux sommes,
cos a ^ cos X
pi
le rapport des termes correspondants est ^; il tend vers 1,
'^^ ^ cos A
cos a cos APPELL. Analyse. 34
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quand les éléments Aw tendent vers zéro, en se réduisant à des points, car a tend vers A. On a donc
J J cos À
l'intégrale étant étendue à l'aire de la courbe lerniée C.
r.e facteur ^ est aisé à évaluer. En effet, l'équation du plan
cos À *
tangent, en un point de la surface courbe, étant
■L-, = p{X-a:)+qÇi-,j),
le cosinus de l'angle aigu \ que ce plan fait avec le plan des xy est
cos h
(^omnie :: est une l'onction donnée de .r et y,
^=f {■'-,!/), p et q sont des fonctions connues de x et // et l'on a
F(j7,?/) étant une fonction connue. L'aire courbe est alors une intégrale de la forme
étendue à l'aire plane C. On évaluera cette intégrale comme nous l'avons fait plus haut, en prenant soit des coordonnées rectangulaires, soit des coordonnées polaires.
341. Exemple. Aire d^une portion de surface sphérique. — Prenons une sphère de centre O et de rayon a
et, sur cette sphère, un contour fermé E, se projetant sur le plan des xy^ suivant la courbe fermée C. Evaluons Taire S située dans
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ce contour E. Actuellement, en difTérentiant le premier membre de réquation de la sphère par rapport à .r, on a
x-hp-'=-0;
et, en difTérentiant par rapport à y,
î/-hf'--=0.
Donc
1 r"- -1- il-
>J^^f + f = Sj' ' 'i ' ' =^
en supposant, comme dans la figure 184, z positif pour les points de Taire E. Alors
l'intégrale étant étendue à l'aire plane C.
Il est d'ailleurs évident géométriquement que cos A=-^,car,
en joignant le point O à un point M de la surface sphéri([ue, on obtient la normale, en M, faisant avec Oz un angle égal à A. Ecrivant que la projection de OM sur Oz est -, on a
z = a cos )., donc
J J cos A J J z
Supposons, par exemple, que la courbe G soit la demi-circonférence décrite, dans le plan des xi/, sur OA comme diamètre [fig. 184). Pour évaluer l'aire sphérique qui se projette dans cette demi-circonférence C, nous calculerons l'intégrale double précédente, en prenant des coordonnées polaires /• et 9 dans le plan des xy. Nous aurons
z={^a'-~r\ dio=rd^dry J J v/a*_H
Intégrons d'abord, par rapport à /*, en évaluant la partie T de la somme correspondant aux éléments situés entre deux rayons OP et OPj faisant avec O^^ les angles 9 et 8 -f- ^^- Pour tous ces éléments, 8 et d^ sont les mêmes et /• varie de 0 à OM^=:rt cos8, Mj étant le point où OP rencontre la demi-circonférence ; la somme des éléments considérés est donc
= ad^ f
coso ,.^,.
Va^ — f'
L'intégrale indéfinie étant — ^à^ — r^, on a
T = ad^ ( — a sin 9 -f- «) .
Reste à faire la somme des tranches d'éléments telles que T en faisant varier le rayon OP depuis la position Ojc jusqu'à Oij, de façon à balayer toute l'aire du demi-cercle. Il faut, pour cela, faire
varier 8 de 0 à -^ . On a donc enfin
S = VT=:a2r'(l — sin8)^8.
L'intégrale indéfinie est 8 + cos8 et l'intégrale définie
Donc
Théorème de Viviani. — La courbe K, limitant sur la sphère l'aire S, divise le huitième de la sphère représenté sur la figure i84 en deux parties : la partie, intérieure à E, a pour surface S ; la partie extérieure a pour surface le huitième de la surface sphérique totale, moins S,
Tza-
Cette partie extérieure est donc équivalente au carré de côté a. C'est là le théorème de Yiviani.
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342. Autre exemple général d'intégrale double. — Soit une portion de surface courbe, limitée par un contour ahcd (fig. 187) qui se projette horizontalement en C. Soit, d'autre part,'| une fonction continue, ayant une valeur déterminée, en chaque point de la surface. Divisons la surface en éléments superficiels infiniment petits (h et considérons la somme des produits obtenus, en multipliant l'étendue dts de chaque élément par la valeur de } sur cet élément. Cette somme est une intégrale double
On peut la ramener à une intégrale double étendue, à la projection de la surface sur le plan des .iij, projection limitée par la courbe C.
En ellet, en appelant </w la projection de de sur le plan des xy et A l'angle aigu du plan tangent à la surface au point limite de do avec le plan des a*//, on a
d{.ù =û?a cos )v, d'où
Comme plus haut,
cos A
est une fonction de a: et y ; la fonction '^, étant connue en chaque point M de la surface, est une fonction des coordonnées a* et // de ce point. Donc :
et on a, finalement, à calculer une intégrale double
étendue h l'aire plane limitée par la courbe C. On la calculera, comme précédemment, en employant des coordonnées rectangulaires ou des coordonnées polaires.
5}î COURS D'ANALYSE
V. - APPLICATION. — INTÉGRALES fiULÉRIENNES
343. Intégrale eulérienne de première espèce. — Soient a et /), deux constantes positives; on appelle intégiale eulérienne de première espèce l'intégrale
[a,b)=f\,^-\i-ay-^
Cette .intégrale a un sens tant que a et b sont positifs : elle devient infinie, si un des nombres aetb est nul ou néga f if (^°i^0).
La valeur de l'intégrale ne change pas, quand on permute a et b. En effet, si on change de variable en faisant
n=i — (', dit =: — d{>,
les limites deviennent 1 et 0 ; en intervertissant ces limites et changeant le signe, on a l'intégrale
(^a,b)=:f\>'-'[i—i>y-'di',
c'est-à-dire, puisque la valeur d'une intégrale définie ne dépend pas de la variable d'intégration,
Faisons encore le changement de variable
n = sin-hj ^//= 2sinôcosOr/8.
Les limites deviennent 0 et -y et on a
B{a,b) = 2 r ' sin2« - ' e cos'^'' - * 8^8.
Par exemple, en faisant
on a
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On ramène le calcul de ces intégrales au calcul d'intégrales no dépendant que d'un paramètre de la façon suivante.
344. Intégrale eulérienne de deuxième espèce . — Soit a une constante positive; on appelle intégrale eulérienne de deuxième espèce, l'intégrale définie
Cette intégrale devient infinie, quand a est nul ou négatil" (N*> 131). En faisant :
H = :r^, du = 2 .rdjc.
on a aussi
T{a)=2 fl^^-'e-^'dj-.
Voici quelques théorèmes sur ces intégrales. 1« On a
En effet, supposons [a — 1) positif, écrivons r(a)=_ / !(''-' de-'' ,
et intégrons par parties ; nous aurons
r(a)==— le-"//"-* *_f-(rt_l) /^««-«e-"^,/.
La partie intégrée est nulle aux limites, car ?/""* s'annule pour
11=0 et e~" pour u=cc . D'ailleurs l'intégrale / it"~e~"dn est
égale à r(« — 1). Le théorème est donc démontré.
Par l'application répétée de ce théorème, on ramène le calcul d'une intégrale eulérienne r(«) au calculd'une intégrale analogue, dans laquelle a est compris entre 1 et 2. En effet, a étant compris entre 4 et 5, par exemple, on écrira :
et on sera ramené à une intégrale, où le paramètre a — 3 est compris entre 1 et 2.
2** Si a est un entier positif, on a
En effet, d'après la propriété précédente, on a
r(fl) = («—!) r(a—i), r(a — !)=-(« — 2)r(a— 2),
Donc, quand a est entier positif,
Reste à calculer
r(l) = re-"t/î^;
l'intégrale indéfinie est — e~" et l'intégrale définie 1. Donc r(l)=l, ce qui démontre la formule.
On peut remarquer que r(0) est infini : en effet
cette intégrale est infinie, car l'élément différentiel devient infini
pour la limite inférieure « = 0, comme (N® 131).
Ainsi, on a
r(2)=l, r(3)==1.2, r(4) = 1.2.3, etc.
345. JîêductiOi2 des fonctions B{a,lj) aux fonctions V. — Soient a et b deux nombres positifs, considérons la surface ayant pour équation
Proposons-nous d'évaluer le volume limité, latéralement, par les plans xOz et yOz; inférieurement, par la partie indéfinie du plan
lyTKGIi.i LES KULERtENNES
^Çâzzzm.
Fig. .1
des xij située dans l'angle positif j;0/^ et, supérieurement, pai* la surface (4). Ce volume est
l'intégration étant étendue à l'angle indéfini xOy. Nous obtiendrons la formule que nous avons en vue, en employant, successivement, pour évaluer ce volume, les coordonnées cartésiennes et les coordonnées polaires dans le plan des xy.
En coordonnées cartésiennes , on a
r Tr-" - * e- " y-^ - ' e- ^' (Lvify.
Si nous intégrons d'abord par rapport à r, en donnant à y une valeur constante OP et à dy une valeur constante PP^ (fig. 188), nous avons à faire la somme
T = y'' - ' e- " dy l\v-^ - » e - - dx,
x variant de 0 à oo , car l'aire qui sert de base au volume est l'angle indéfini de xOy. Comme on a
T{a) = 2 I x-^-'e-^'dx, la tranche T est donnée par
11 faut maintenant faire la somme de ces tranches en faisant varier
y = OP, de 0 à 00 ; ce qui donne, pour le volume,
V^i-rH/^-'e-vrfy.
Cette nouvelle intégrale étant -^ l (^)j ^^ a enfin :
Prenons maintenant des coordonnées polaires, dans le plan des xy. L'élément superficiel ihù doit, alors, être pris égal à rd^dr. L'équation de la surface devient en faisant
^ = rcos9, i/ = rsinb,
:. =:. z-^" + =^'> - 2 e- '" cos^« - ' 8 sin '^''fi,
et le volume Y est donné par
Il faut étendre cette intégrale à l'angle indéfini My. Prenons d'abord la somme des éléments compris entre un rayon vecteur OA, faisant avec O^ l'angle 8, et le rayon infiniment voisin OA', faisant avec 0:r l'angle 8-}-c?8. Dans la tranche T, ainsi définie, 8 et d^ sont constants, /• varie de 0 à go . On a donc
T = cos2« - * 8 sin^^ - ' 8^/8 / /•-« + 26 - 1 ^- r^^,.^
Cette dernière intégrale est -jr-r(rt-f-^)j comme on le voit, en changeant dans l'expression
T{a)=2 rx^'^-'e-'^'dx, a ei\ a-\- h. Donc
T= i-cos^«-^8sin2^-*8rf8. r(«-hZ»).
Le volume entier est la somme de ces tranches, étendue à tout l'angle ocOy, c'est-à-dire obtenue, en faisant varier 8 de 0 à -^'
V=4-r (« + />) Pcos^" •8siir''-*8f/8.
Mais la dernière intégrale est-;r-B(a,Z>) ; donc
là
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Egalant ces deux valeurs du volume V, on a la formule cherchée :
Comme application de cette formule, faisons
nous aurons
(1. ±Ul_Lll \2^ 2/"~ r(i)
(1 1 \ -y, —1=7:, comme nous l'avons vu plus haut;
ne ù il faut prendre la valeur positive, car Fl-jj- jest positif. Comme
on a
en faisant a = -^ , on obtient la formule
346. Tables numériques. — On trouvera h la page 60 des tables de Ilouël, déjà citées, une table donnant les valeurs de log r(l-f-j7) pour les valeurs de a: comprises entre 0 et 1. Cette table permet de calculer la valeur der(a), pour a quelconque, car, à l'aide de la relation
on peut toujours ramener l'argument à être compris entre 1 et 2.
La même table permet de calculer les intégrales B, car ces
intégrales sont exprimées par des fonctions F par la formule (5).
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VI. — INTÉGRALES TRIPLES
347. Définition. — Considérons une surface fermée S et une fonction '^[:v,îj,z), ayant une valeur déterminée, en chaque point du volume V, limité par cette surface. Divisons le volume intérieur en éléments de volume infiniment petits, d^', tendant vers zéro
en se réduisant à des points ifj'iif. 189).
Sy^ \ Imaginons qu'on multiplie chaque élé-
/ i^^dr? I ïwent de volume ch' par la valeur de la
fonction es (.i;,/y, 3), au point auquel se réduit cet élément, et qu'on fasse la somme des produits ainsi obtenus, on aura une somme qu'on désigne par
fjj?{^'^!/^')^^'y
Fi g. 189.
et qui est le type des intégrales triples.
On dit que l'intégrale triple est étendue au volume V limité parla surface S.
L'expression de ch est différente, suivant le système de coordonnées qu'on emploie, pour décomposer le volume en éléments infiniment petits.
348. Coordonnées rectangulaires. — Décomposons le volume en parallélépipèdes infiniment petits, par des plans parallèles aux trois plans coordonnés, infiniment rapprochés les uns des autres. Un de ces parallélépipèdes a pour dimensions, parallèles aux axes, des longueurs infiniment petites du^y dy et dz. Son volume d{> est donc
dv = dxdifdz,
et l'intégrale triple devient
I =j jj 'f ('*•, !/> '] dxdydz.
Pour calculer effectivement cette intégrale, il faudra faire trois intégrations successives, par rapport aux variables .r, y et z. Voici de quelle façon :
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Il s'agit de faire la somme des éléments
pour tous les parallélépipèdes élémentaires, dans lesquels on décompose le volume A' considéré.
Soit C le contour apparent de la surface S sur le plan des xy.
Fig. 190.
Dans ce contour apparent, prenons un rectangle élémentaire dont un sommet A a pour coordonnées x^y, les trois autres ayant pour coordonnées x-\-dXyy', x,y-\-dy; x-\-dxj y-\-dy {fig. 190). L'aire de ce rectangle est dx dy ; considérons le prisme, ayant ce rectangle pour base et ses arêtes parallèles à Oz. L'arête AA' de ce prisme entre dans le volume Y par un point M^ d'ordonnée z^y et en sort par un point M,, d'ordonnée z^.
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Nous commencerons par faire la somme des éléments
'f (.>p, JJ, '■) dxdijdz,
pour tous les parallélépipèdes élémentaires dxdydz situés dans ce prisme. Ces parallélépipèdes forment une pile de parallélépipèdes superposés : ils ont tous même base dxdy\ ce qui varie, d'un de ces parallélépipèdes à l'autre, c'est l'ordonnée z et *la valeur de dzy mais x',y,dxydy restent constants. La somme P des éléments :
':i{x,y,z)dxdydz,
correspondant à cette pile de parallélépipèdes, s'obtient donc en laissant x, y, dx, dy constants et faisant varier z de z^ à z^. On a ainsi
P=dxdy2^ cp {x, y, z) dz.
Cette somme est une intégrale définie prise par rapport à 3 de z^ à z^ :
P = dxdy I cp (.tv, y y z) dz.
La quantité soumise au signe | dépend de x et y. D'autre part, les limites z^ et -^ sont évidemment des fonctions de :i' et //, définies par l'équation de la surface, qui limite le volume considéré. Donc l'intégrale
est, tout calcul fait, une fonction de x et //, soh f(Xy y) cette fonction ;
La somme, relative à la pile de parallélépipèdes considérée, est donc :
P = dxdyf{x,y).
Il reste maintenant à faire la somme de toutes ces piles en donnant à la base A, d'aire dxdy y toutes les positions possibles
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dans rintéi'ieiir de la courbe de contour apparent C. Or, cette dernière somme,
est, d'après ce qui précède, une intégrale double étendue à l'aire plane C. L'intégrale I est donc alors ramenée à l'intégrale double
=j ffi'^y y) ^^^^y^
étendue à l'aire C, intégrale que l'on calculera par les méthodes précédentes.
Remarque. — Dans cette façon de calculer l'intégrale I, nous avons d'abord intégré par rapport à 3 en rangeant les parallélépipèdes élémentaires cLvdijdz par piles parallèles à 0'. On pourrait, de même, intégrer d'abord par rapport à j; ou à //, en rangeant les^parallélépipèdes par piles parallèles à l'un des axes O^ ou Oy.
349. Théorème de Green. — Comme application de la théorie des intégrales doubles et triples, nous démontrerons une formule, souvent employée en physique mathématique, appelée formule de Green,
Considérons un volume V (fy: 190), limité par une surface fermée S : appelons dç un élément du volume V, et d's un élément de la surface S, placé en M. Désignons par a, p,Y les cosinus directeurs de la normale MN à la surface, menée vers V extérieur. Soit, enfin, H (.r, y, 3) une fonction quelconque de x, y, z, continue en tous les points du volume V. Nous allons établir la formule suivante
L'intégrale triple du premier membre est étendue au volume V: on l'obtient en multipliant chaque élément infinitésimal dç du
volume V par la valeur de -rr — , en ce point, et faisant la somme
de tous ces produits. L'intégrale double est étendue à la surface S : on l'obtient, en multipliant chaque élément infinitési-
mal d's de surface par les valeurs de H et de y sur cet élément et faisant la somme de ces produits.
Pour démontrer la formule, prenons l'intégrale triple
ÔÏI ^
àz
et calculons-la en employant un système de coordonnées rectangulaires ; alors
di' = dxdydz^
et l'intégrale devient
Effectuons d'abord l'intégration, par rapport à z. Soit, dans le plan des jcij, dxdy un élément de surface choisi à l'intérieur de la projection C du contour apparent D de la surface 3 sur le plan des ocij (fig. 190). Considérons le prisme, ayant cet élément pour base, et dont les arêtes sont parallèles à 0:: : ce prisme entre dans le volume parle point M^ en découpant sur la surface un élément ^/o-j, et sort du volume par le point M^, en découpant sur la surface un élément d'étendue d^^ Appelons a^, j3p y^ les cosinus directeurs de la normale extérieure M^N^, en M^; a2îl^2>T2 ^^ux de la normale extérieure M^N^, en M^j. Le rectangle d.vdy du plan des.r// est la projection horizontale de d'j^ et de d'j.,. Donc dxdy est égal à ^o-j. multiplié par le cosinus de l'angle aigu que fait le plan de l'élément d^^ avec le plan des xy^ angle qui est égal à l'angle aigu de la normale indéfinie à d^^ avec O^. Comme la normale extérieure MjNj fait avec O^ un angle obtus, y^ est négatif et le cosinus de l'angle aigu de la normale indéfinie avec Oz est — y,. Donc :
De même, comme l'angle de hi normale extérieure MjNj avec Oc est aigu, y^ est positif et on a
(3) d:vdy = y^û^o-^.
Ceci posé, un élément de l'intégrale triple est
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Faisons la somme P de ces éléments, pour tous les parallélépipèdes (Lvdijdz, situés dans le prisme AM^M^ : nous devons laisser Xj ijy (Lv, <hj constants et sommer par rapport à c ; ce qui donne
en appelant c, et z., les coordonnées z des points M^ et M,. L'intégrale indéfinie est II (.r,//, 3) et l'intégrale définie
H(.r,//,-,) — IF.r,y, -,),
ou, en abrégeant,
H, cl IIj «tant les valeurs de II sur les éléments dc.^ et drs^. Donc
V = dxdij^\—VL,),
P = — W^dxdij H- W^xdij.
Telle est la somme des éléments de l'intégrale triple, correspondant aux parallélépipèdes, situés dans le prisme de base dxdy. Pour avoir l'intégrale triple I, il reste à faire la somme de toutes les expressions telles que P, en faisant coïncider successivement dxdif avec tous les éléments du plan des .r//, situés dans l'intérieur du contour apparent C. On a ainsi
I =//(— \\d.id,j + Il/rrfy),
rinlégrale étant étendue à l'aire C. Mais, dans le premier terme, sous le signe d'intégration, remplaçons dx dij par sa valeur (2), — ^\d'^^j et, dans le deuxième, remplaçons dxdy par Y^^^i» ^^ vient
I=JJy,FI,,/,,+yJI/<r,.
Dans cette somme, l'élément- Jt^ prend, successivement, toutes les positions possibles sur la partie de la surface située au-dessous du contour apparent D, et d<5,^ toutes les positions sur la partie de la surface située au-dessus du contour apparent. On peut donc écrire enfin
I=//yH</„
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la sojniiic étant étendue à tous les éléments superficiels da. La lormule est donc démontrée.
Par exemple, si on fait
on a
relation évidente, car elle exprime que la somme des valeurs algébriques des projections horizontales de tous les éléments superficiels ch d'une surface fermée est nulle. Si on fait
il — .., -^ — 1,
la lornuile devient
l/intégrale du premier membre, somme des éléments du volume, est évidemment le volume total ^ : donc
formule exprimant un volume par une intégrale double étendue a la surface S limitant le volume.
Dans la formule précédente, l'axe des z joue un rôle particulier. Nous pouvons établir deux formules analogues en faisant jouer le même rôle aux axes 0.r et O//.
Soient F(.r, //, -) et G (r, ij, z) deux fonctions finies et continues dans le volume V, on a
Ajoutons les trois formules (^1),(4) et (5) membre à membre, nous aurons la formule générale
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On emploie aussi, en électricité, la formule suivante, obtenue en particularisant les fonctions F, G, H. Soient A(.r,y,c) et » (.r,?/,r), deux fonctions de r, y, z, la fonction ^ ayant des dérivées partielles continues dans le volume V. Prenons
La formule devient :
La (juantité
do: d.r
Oa O'j
ôj;
ai/
est appelée, ordinairement, déris>ée de '^ suivant la normale exlè-
rieure à la surface et désignée par —±~ . Yoici la raison de cette
an
dénomination. Menons la normale extérieure MN, de cosinus
Fig. 191
directeurs a, ^, y (fig. 191) : prenons, sur cette normale, une longueur MN^=A/i et appelons x^i/y z, y, 7/', z' les coordonnées des points M et N^ Quand on passe de M en N', la fonction '^ subit un accroissement
A'f = 'f {x\ y' y z') — 'f {x, tj, z)
Prenons le rapport
quand A/i tend vers zéro, ce rapport tend vers
a — ^ + 3 — ^ 4- V — ^• d^' ' Oy ' Oc
Kn elfet, on a, pour les coordonnées de N',
.i' ^= :r -|- a A/? , //' :=^ tj -{- ^A/? , 3' = 3 + yA/i .
Donc
cp (y, y, -0 = ^(^ + aA/^ //H- ?A/i, ,3 + yA/i)
en développant par la série de Taylor. On en conclut
Ao
f'aisant tendre \n vers zéro, on voit que la limite de -—^ est bien
^ An
a-~ — t-p-^T-* — hY^H-- On désigne cette limite par , ' • J.e
leuxièmo membre de la relation (6) est alors
h— Y- drs,
(S) dii
350. Remarque. — Nous avons établi ces Tormules, en supposant que la surface S ne peut être rencontrée ([u'en deux points par les parallèles aux axes. Si ces parallèles la rencontraient en plus de deux points, elles la rencontreraient en un nombre pair de points. Un raisonnement identique à celui que nous avons Tait montre que la formule de Green est générale et tout à fait indépendante de la forme de la surface.
I - GÉNÉRALITÉS SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
351. Ordre d'une équation différentielle. — Soit ij une (onction inconnue de r : supposons qu'on donne une relation entre ;r, ij et les dérivées de y par rapport à .r jusqu'à un certain ordre n :
/ dy dhj d'Uj\ ^^
ou, avec la notation des dérivées, F (.r, ?/,?/', ^"w, y^"') = 0
Une relation de ce genre s'appelle ime équation différentielle d'ordre n.
Intégrer l'équation, c'est trouver toutes les fonctions y de la variable x qui vérifient l'équation. Quand on a trouvé une fonction y vérifiant l'équation, on dit qu'on a trouvé une fonction intégrale ou sous forme abrégée, une intégrale.
Au point de vue géométrique, on peut regarder .r et y commis les coordonnées cartésiennes d'un point d'un plan. Intégrer l'équation, c'est alors trouv^er toutes les courbes, dont l'ordonnée y, regardée comme fonction de x, vérifie l'équation difFérentielle donnée. Quand on a trouvé une courbe, dont l'ordonnée vérifie l'équation, on dit qu'on a trouvé une courbe intégrale.
352. Exemples. — Nous avons rencontré plusieurs fois des équations différentielles.
Par exemple, pour déterminer une courbe ayant une normale constante, ou une sous-normale constante, ou une tangente cens-
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tante, ou une sous-tangente constante (N°'15i-155), nous avons été conduits à intégrer une équation différentielle du premier ordre. Dans chacun de ces problèmes nous avons trouvé que les courbes, répondant à la question, contiennent, dans leur équation générale, une constante arbitraire. Ainsi, les courbes ayant une normale de longueur constante donnée, a, sont définies par Téquation difFérentielle
qui est àw premier ordre. En l'intégrant, nous avons trouvé, pour équation générale des courbes demandées, la suivante :
contenant une constante arbitraire .r„. Ces courbes sont, comnKî on pouvait le prévoir géométriquement, des cercles, de rayon donné a^ dont le centre est un point quelconque de 0 :r.
Nous avons eu à intégrer des équations du deuxième ordre., quand nous avons cherché les courbes planes, pour lesquelles le rayon de courbure est proportionnel à la normale :
R = kn.
Nous avons trouvé, en intégrant ces équations (N"* 222), des courbes dans l'équation desquelles figurent deuj: constantes arbitraires. Par exemple, si on prend A- =+ 1, en cherchant les courbes dans lesquelles le rayon de courbure égale la normale, on est conduit à intégrer l'une des équations différentielles du deuxième ordre :
En prenant le signe -j-, on trouve, par la méthode indiquée au N" 122, la chaînette :
('. I. y i: RA II II. s s / /.' A /; s /. o i a i lo \ s hi i i i: a i: ,\ / / / /. /. /; v '> » i
ohoLci'^souideNAconsfand'squelconfjiti's, et, en prenant le signe — , les cercles
(Kl a et j sont (/cilv constantes quelconques,
353. Intégrale générale d'une équation différentielle. — I.e fait, observé dans les exemples que nous venons de rappeler, est général. Ktant donnée une équation différentielle d'ordre //, il existe une lamille de courbes, dont l'équation contient // constantes arbitraires:
et qui sont telles que leur ordonnée //, considérée comme fonction de l'abscisse, vérifie l'équation différentielle, quelles que soient les n constantes arbitraires. Cette équation (3) est ce qu'on appelbî Vintégralc'gcncrale àe l'équation différentielle. On peut, théoriquement, la supposer résolue par rapport à y et l'écrire :
Ainsi, dans les exenïples que nous venons de rappeler, l'intégrale générale de l'équation du premier ordre
est :
avec une constante arbitraire x^.
L'intégrale générale de l'équation du deuxième ordre :
est
avec deux constantes arbitraires a et 3.
Nous allons maintenant nous occuper en détail des équations du premier ordre.
II. - ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DUNE FAMILLE DE COURBES DÉPENDANT D UN PARAMÉTRE INTÉGRALE GÉNÉRALE D'UNE ÉQUATION DU PREMIER ORDRE.
354. Equation différentielle du premier ordre. — Une équation clifTérentielle du premier ordre est de la forme
Nous regarderons .r et 1/ comme les coordonnées cartésiennes d'un pojnt d'un plan.
Nous allons démontrer les deux théorèmes suivants :
1° Etant donnée^ dans le plan des :rij une famille de courbes
dont V équation contient une constante arbitraire C, V ordonnée d' une quelconque de ces courbes, considérée comme fonction de f abscisse, vérifie une équation différentielle du premier ordre^ indépendante de C.
Cette équation différentielle est ce qu'on appelle V équation différentielle des courbes (4). Sa formation n'exige que des dérivations et des éliminations.
2** Réciproquement, étant donnée une équation différentielle du premier ordre :
// existe toujours une famille de courbes planes
dépendant d'une constante arbitraire C, telle que l'ordonnée d'une de ces courbes, considérée comme fonction de l'abscisse, vérifie l'équation différentielle^ quelle que soitC.
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L'équation de ces courbes
donne ce qu'on appelle V intégrale générale de l'équation différentielle. La formation de cette équation <}' = 0 constitue l'intégralion de l'équation.
355. Équation différentielle d'une famille de courbes planes dépendant d*une constante arbitraire. — Soit :
l'équation d'une famille de courbes, où C désigne une constante arbitraire. Quand C varie, ces courbes se déplacent et recouvrent une certaine région du plan. Par un point M, pris dans cette région, passent une ou plusieurs des courbes, car, si on assujettit la courbe (4) h passer par un point donné, on a une équation déterminant C et donnant pour (] une, deux,..., y>>, valeurs suivant
qu'elle est, par rapporta C, du premier, deuxième, ,yV^'"^ degré.
(Iherchons le coefficient angulaire de la tangente à une des courbes passant par le point ^I (.r, //). Ce coefficient angulaire est défini par l'équation
obtenue en dérivant (4) par rapport à .r et regardant y comme fonction de .r. Si, entre les équations (4) et (5), on élimine C, on obtient une équation
définissant —- en fonction de .r et y. C'est là l'équation différentielle des courbes (4).
On peut interpréter cette équation en disant qu'elle détermine le coefficient angulaire -j- de la tangente à celles des courbes (4), passant par le point M de coordonnées jc et y. Cette équation (6) peut être d'un degré quelconque en -j- . Elle donne
alors plusieurs valeurs pour -y—, quand x et y sont donnés : cela
veut dire que, parle point donné M (x,ij), passent plusieurs courbes de la famille considérée, et l'équation fournit les coefficients angulaires des tangentes à ces diverses courbes, au point M.
Exemple I. — Considérons l'équation (7) /-2Cr = 0,
qui représente des paraboles, ayant pour axe Or et pour tangente au sommet Oi/ (fig. 192). Par un point quelconque M (.r, ij) du plan, il passe une de ces paraboles, car on peut toujours déterminer C, de façon que l'équation (7) soit satisfaite par les coordonnées d'un point quelconque. En difFérentiant l'équation (7), on a la relation
Fig. it)2.
dy
définissantle coefRcient angulaire, -y—, de la tangente à l'une des
paraboles au point [x^y). L'élimination de C entre les équations (7) et (8) donne l'équation difî'érentielle des paraboles considé-
rées
dx
Cette dernière équation peut être regardée comme donnant directement le coelïicient angulaire de la tangente à celle des paraboles qui passe par le point {x^y).
Inversement, en partant de cette équation difFérentielle (9) et en l'intégrant, on peut remonter à l'équation générale (7) des paraboles. En effet, écrivons cette équation différentielle
2dy
dx
Nous remarquons, alors, que le premier membre est la diffé-
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l'ontielle de 2 log//, le deuxième de log.r, et nous avons, en intégrant,
2 logy = log d' -h log 2 C,
l<>g2(l désignant une constante arbitraire. On peut écrire
logy2=:log2C.r, r==2C.r.
Les paraboles, ainsi retrouvées, fournissent l'intégrale générale de l'équation différentielle (9).
KxK.MPi.i: II. — Considérons les c<Mcles ayant pour équation ,.r-2C)^4-r-(^^-0,
où c est une constante arbitraire. Ces cercles ont leur centre sur O.r, et le rayon de chacun d'eux est égal à la moitié de
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l'abscisse du centre. Ils recouvrent toute la portion du plan située dans les angles aigus des deux droites \0 iV, BOB' [fig. 193), ayant pour équations
Ces deux droites constituent l'enveloppe des cercles, quand C varie de — oc à -|-x . Par chaque point M ;j-, //), situé dans l'un des angles AOB ou A'OB', il passe deux des cercles (10). Cherchons les coefficients angulaires des tangentes à ces deux cercles.
Eli (lifFérentiant l'équation (10) par rapport h x, en y regardant y comme fonction de .r, on a
(12) :r-2C+yy = 0,
//' désignant la dérivée de 1/ par rapport à j\ L'élimination de C, entre les deux équations (10) et (12), donne
(13) 4yV + 4/-(.r + yy7 = 0.
C'est là l'équation différentielle des cercles considérés (10) ; elle est du deuxième degré en 1/' : cela tient à ce que, par un point M(.r, ?/) du plan, il passe deux de ces cercles. Comme les cercles considérés recouvrent la partie du plan, située dans les angles AOB et A'OB^, on peut prévoir que l'équation différentielle (lv3), donnera pour ij' des valeurs réelles, seulement quand le point M (.r, ?/) sera dans l'un de ces angles. I^n effet, pour ([ue l'équation (13) en ?/' ait ses racines réelles, il faut et il suffit que
ce qui montre que les coordonnées x et 1/ du point M doivent rendre positif le facteur .r^ — 3?/^, ou encore que ce point doit être situé, par rapport au système des deux droites .r^ — 3//"=0, dans la même région que l'axe 0.r : ce qui vérifie bien la proposition. Il est intéressant de voir quelles sont les positions que doit prendre le point M, pour que l'équation en y' ait une racine double. Alors le produit
doit être nul. Donc, ou bien le point M doit être sur l'enveloppe des cercles
ce qui est évident géométriquement, car, quand le point M vient se placer sur l'enveloppe A'OA,B'OB, les deux cercles passant par M se confondent en un seul ; ou bien le point M doit être sur l'axe 0.V
ce qui s'explique facilement, car, par un point Q de cet axe, pas-
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sent clcu.v cercles du système tangents entre eux en Q : les cuellicients angulaires des tangentes à ces deux cercles, au point Q, sont donc égaux. L'axe des œ est, pour les cercles considérés, ce qu'on appelle un lieu de contact, lieu des points tels que les deux cercles d(3 la l'amille, <[ui passent par un de ces points, soient distincts, mais tangents entre eux au point.
Nous avons ainsi étudié en détail l'équation différentielle des cercles (10) On pourrait remonter de cette équation différentielle à celle des cercles, c'est-à-dire à l'intégrale générale de l'équation dilï'érentielle. Nous ferons ce calcul plus tard, à propos de l'intégration des équations différentielles homogènes.
356. Existence de l'intégrale générale. Méthode graphique. — Nous venons de voir que, si l'on considère une famille de courbes planes dont l'équation dépend d'une constante arbitraire, l'ordonnée d'une de ces courbes, considérée comme fonction de l'abscisse, vérifie une équation différentielle du premier ordir, indépendante de la constante.
Il s'agit maintenant de démontrer la réciproque. Etant donnée une équation di/fére/itielle du premier ordre
il existe une famille de courbes, dont V équation dépend d'une constante y et telle que l'ordonnée d'une quelconque de ces courbes fei((i}'déc comme fonction de l'abscisse, vérifie Véquation différentielle donnée.
Pour démontrer le théorème, nous emploierons d'abord unr méthode graphique, qui peut rendre des services dans la pratique pour intégrer approximativement une équation différentielle.
L'équation différentielle donnée (A) peut être d'un degré quelconque en -4-. Considérons une des valeurs de— 7—, obtenue en
^^•^' . , du . '^-^^
résolvant l'équation (A) par rapport a -j— • soit
cette valeur.
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11 peut arriver que cette valeur de -y^ ne soit réelle, que si le point
M [x, y) est situé dans une certaine région du plan. Alors, il est évident que les courbes, vérifiant l'équation, seront nécessairement situées dans cette région. C'est ce qu'on a observé, dans
l'exemple II du numéro précédent, où —j^ n'est réel que si le
point M est situé dans l'un des angles AOA' et BOB'.
Nous allons montrer que, par chaque point M,, (.r,,, //J situé dans la région où la valeur considérée
du .,,
est réelle, il passe une courbe intégrale. Pour cela, remarquons
que -p- est le coefficient angulaire de la tangente au point .r,y
de la courbe cherchée : il s'agit donc de construire une courbe, passant par un point donné M^,, et telle que le coefficient angulaire de la tangente, en chacun de ses points, soit donné par la relation (14).
Tout d'abord le coefficient angulaire ii\ de la tangente à la iTj, courbe cherchée, au point donné M„,
; ,j, est connu ; il a pour valeur
On connaît donc la tangente M^T,, en ce point (fig. 194). Si, sur cette tangente, on prend une longueur très petite M^Mj, on obtient un point Mj, de coordonnées .^„ //p qui est, approximativement, un point de la courbe voisin de M,,. Le coefTicient angulaire //', de la tangente en M, est alors donné par l'équation (14) :
et on peut tracer la tangente M, T, en M^. Si, sur cette tangente, on prend une longueur très petite Mj M,, on obtient un point M,, de cordonnées .r^, ?/g, qui est, approximativement, un point de la
j:ajsj i:ycE de lim kghalk ge.\ei{Ai.k
courbe voisin de M,. Le coefficient angulaire ii\ de la tangente en M^ est alors donné par
et ainsi de suite.
En continuant de cette façon , on construira un polygone MçM, M^..., dont la forme donnera une idée approchée de la forme de la courbe intégrale. On peut démontrer rigoureusement, et nous l'admettrons, que si l'on fait tendre vers zéro tous les côtés M„Mj, MjMj,..., le polygone tend vers une courbe vérifiant l'équîxtion dillerentielle
dy
dx
f>yy)'
On voit, ainsi, qu'il existe une courbe intégrale passant par un point arbitrairement choisi M^, et on a un moyen de la construire approximativement.
Il reste à voir que l'équation générale de ces courbes intégrales contient une constante arbitraire.
Supposons, pour fixer les idées, que l'axe O// traverse la région du plan, où existent les courbes intégrales. D'après ce qui précède, si on prend sur O// un point quelconque A (fig. 195), d'ordonnée
OA=y„
il passe, par ce point, une courbe intégrale C. Cette courbe change de forme et de position, quand le point A se déplace sur O y : son équation contient la constante arbitraire //o-
Si Taxe Oy ne traverse pas la région du plan, où -j^ est réel,
on peut prendre une autre droite D D' parallèle Oy, traversant cette région , et se donner arbitrairement le point B où une courbe intégrale rencontre D D' ; l'équation de la courbe contient alors, comme constante arbitraire, l'ordonnée du point B.
357. Exemples. Premier exemple. — Soit à intégrer l'équatioii difrérenticlle :
(il-
b^niployons la méthode graphique, pour obtenir hi l'orme des courl)es intégrales. Prenons, sur la partie positive de 0//, un point A^ d'ordonnée /y^j, et traçons, approximativement, la courbe intégrale, passant parce point fig. 196, I).
Fig. lyO.
Le coeliicient angulaire // „ de la tangente A T, à la courbe, en A, est positif :
Si on prend, sur cetle tangente, une petite longueur AMj du côlé des ./• positifs , l'ordonnée //, de Mj est supérieure à y^, le coefficient angulaire //', de la tangente M^ T^ en ce point est
cette tangente fait donc avec O .r un angle plus grand que la tangente M^ ï,. Si on prend sur ^[, T^ une petite longueur M^ M,, l'ordonnée y., de M., est plus grande que y^ ; le coeliicient angulaire y'., de la tangente en ^ï^
!h ^ Uv
est donc plus grand (|ue y\ et M^ Tg est au-dessus de M^ T^. On continuera de cette façon et on obtiendra un polygone dont les cotés se relèvent de plus en plus et tendent à devenir verticaux. La courbe intégrale A M ;fig. 190, IL, limite de ce polygone, a
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donc une ordonnée qui croit constamment et indéfiniment : elle présente, vers la droite, la forme d'une branche infinie, dont la tangente tend à devenir parallèle à Oy^ quand y augmente indéfiniment. Il reste à voir si la courbe a une asymptote verticale ou si la branche infinie est parabolique. Or, on peut écrire l'équation (15) sous la forme :
intégrons le long de la courbe du point A au point M : x varie de 0 à X et y de y^ li y :
rd.v=rÉL
y. y (17) a; = log-|-, y=y,e\
Quand y croît indéfiniment, il en est de même de x\ la branche infinie est parabolique. On pourrait, de même, tracer approximativement la courbe vers la gauche.
Dans cet exemple très simple, nous avons une vérification de la méthode, puisque l'équation (17) donne l'intégrale générale de l'équation différentielle, avec une constante arbitraire y^.
Deuxième exemple. — Soit l'équation différentielle
Construisons, encore approximativement, la courbe intégrale, qui part d'un point A de Oy, d'ordonnée y^. Au point A (fig. 196, 1), le coefficient angulaire y\ de la tangente AT^ à la courbe intégrale est positif :
Si on prend, du côté des x positifs, une petite longueur AM,, sur cette tangente, les coordonnées x^,y^ de M, sont supérieures respectivement h celles de A ; le coefficient angulaire y\ de la tangente en M^,
est donc supérieur à y\^ et cette tangente M^ T, est au-dessus
APPELL. Analyse. 36
«le MjTj ; en continuant de cette façon, on obtiendra un polygone AMj Mg — , dont les côtés successifs se relèvent et tendent à devenir verticaux. La courbe intégrale AM (fig. 197) présente donc une branche infinie, le long de laquelle la tangente tend à devenir verticale, quand y j. augmente indéfiniment. Actuellement, cette branche admet une asymptote verticale, c'est-à-dire que a: tend vers une limite, quand î/ augmente indéfiniment. Pour le voir, remarquons que, le long de la courbe, a; est une fonction déterminée de // :
L'équation diflerentielle peut s'écrire :
Fig. 197.
da:
dij
On a donc, le long de la courbe,
dy
da: =
Intégrons maintenant du point A_, de coordonnées (0, y^), au point M de coordonnées (j:, y) y nous aurons
dy
La première intégrale est x ; dans la deuxième, la limite supérieure y est supérieure à y^ et le coefficient de dy est moindre
que — J-. D'après un théorème sur les intégrales définies (N**32),
cette intégrale est moindre que
dy
On a donc
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Quand y augmente indéfiniment, x croît constamment le long de la courbe, mais il tend vers une limite, car l'inégalité montre
que r reste inférieur à la quantité fixe — . La courbe a donc une
asymptote verticale BD, dont l'abscisse OB est moindre que — •
358. Démonstration analytique de V existence de V intégrale générale. — Considérons une équation différentielle du premier
ordre supposée, comme plus baut, résolue par rapport \x~-:
On peut, en s'appuyant sur la formule de Mac-Laurin, définir, à l'aide d'une série, l'intégrale générale de l'équation. Imaginons une courbe intégrale, passant par le point A de 0/y, d'ordonnée y,,, ifig. 198). Le long de cette courbe, y est une fonction de x qui peut, sauf dans des cas exceptionnels dont nous ne nous occuperons pas, être développée par la formule de Mac-Laurin en une série
;i8) //=//oH-— Z/0+
-yô
y 0 nr "-'^
convergente dans un intervalle symétrique par rapport à 0. Dans ce développement, ^0»^ C--- désignent les valeurs que prennent, pour X = 0, les dérivées successives de y par rapport à x. Nous allons voir que tous les coefficients de la série (18) peuvent être exprimés à l'aide de y„. D'abord on a, d'après l'équation donnée, •
faisant x =0, y prend la valeur y^ et on a
Si, ensuite, on dérive les deux membres de (19) par rapport
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\\ r, en se rappelant que y est une fonction de x, on a
Si, dans cette relation, on fait .r = 0, y =^y, y' prend la valeur yi précédemment calculée et y" prend une valeur y'^^ donnée par l'équation (20) ; cette valeur est fonction de î/^.
En dérivantles deux membres de (20) par rapport à x , on a :
cette relation, où on fait x^= 0, y = y^^ et où on remplace î/^, yi', par leurs valeurs précédemment calculées, donne y'o\ en fonction de y^. En continuant ainsi, on calculera autant de coefficients y'o^yoyy'o'"' que l'on voudra de la série (18), en fonction de y^. Cette série définira alors, dans son intervalle de convergence, une fonction y de x^ contenant la constante arbitraire ^/^,
et vérifiant l'équation différentielle : cette fonction est l'intégrale générale de l'équation différentielle.
En limitant le développement aux premiers termes, on a une expression approchée de l'intégrale générale, pour de petites valeurs de x.
Il est évident qu'on peut introduire, dans l'intégrale générale, une constante quelconque C : il suffit d'y remplacer y^ par une fonction quelconque de C :
yc = l(C);
alors y devient fonction de x et C : y=(p(.r, C). • On pourra, de même, à l'aide de la série de Taylor, former l'équation de la courbe intégrale, passant par un point donné [x = Xq^ y = y^), ou, ce qui revient au même, obtenir l'expression de la fonction y de x qui vérifie l'équation difFérentielle et se réduit à //^ pour .c = x^. Cette expression est de la forme
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//o, f/o,'", désignant ici les valeurs des dérivées de 7/ pour .r =:./„. Ces valeurs se calculent, de proche en proche, à l'aide des équations obtenues en dérivant une, deux, trois,..., fois l'équation dilférentielle et faisant ensuite x =j-^^ tj^ij^.
La série obtenue converge, dans un intervalle symétrique par rapport à .r^.
Pour certaines positions spéciales du point .v^y y^, les séries peuvent être divergentes : le cadre de ces leçons ne nous permet pas de faire une étude détaillée de ces cas. Nous nous bornerons à remarquer que ces cas exeptionnels se présentent, en particulier, toutes les fois qu'un des coefficients y',), f/i,' ,•-., est infini.
Exemple. — Appliquons la méthode ci-dessus à léqualion
déjà considérée. Si on dérive cette équation, on a successivement
On voit que toutes les dérivées sont égales entre elles et égales il l/. Si donc nous voulons développer l'intégrale générale à l'aide de la série de Mac-Laurin
nous voyons que tous les coefficients //o» I/q)---: sont égaux à t/^ et nous obtenons l'intégrale générale
sous forme d'une série convergente. On voit que l'on a comme nous l'avons vu par un calcul direct.
360. Coefficients indéterminés. — Au lieu de calculer, de proche en proche, les valeurs des dérivées successives ?/J, ^/J^..., correspondant h a: = 0, // = //y, on peut employer la méthode des coefficients indéterminés et essayer de vérifier l'équation différentielle à l'aide d'une série de la forme
En substituant dans l'équation différentielle
et écrivant que les deux membres sont identiques, on obtient une suite de relations permettant de calculer a^, r/^,.--)^» en fonction de y^. Prenons, par exemple, l'équation
En y substituant le développement (22), nous avons
a^ 4- 2a^x -{-'èa^x- -h .. . = j:2 _f. ^^^ _}_ ^^^^, _|_ a,,^v- -\- ..,y.
Si Ton identifie les termes contenant les mêmes puissances de .V dans les deux membres, on a
-yl.
d'où on tire, de proche en proche,
On obtient ainsi le développement
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qui donne riutégrale générale de Téquation pour de petites valeurs de .r.
in. ~ TYPES D'ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE INTÉORABLES PAR DES QUADRATURES.
361 . Premier type. Les variables se séparent. — Soit une équation différentielle de la forme
On peut séparer les variables en mettant, dans un membre, un terme contenant uniquement i/, et, dans l'autre, un terme contenant uniquement .r : pour cela, il suffit d'écrire
On a alors, en intégrant,
où C désigne une constante arbitraire.
Cette, relation donne l'intégrale générale de l'équation différentielle (1).
Exemple. — Considérons l'équation
Cette équation est du deuxième degré en -~ . Pour que les valeurs qu'elle fournit pour —j^ soient réelles, il faut que les
deux facteurs 1 — jv^ et 1 — i/ soient de même signe. Si l'on construit les quatre droites j-^rdzl, y = ±:l, elles forment un carré ABCD (/«g. 199) ; les deux Aicteurs 1— .r' et 1 — y\ sont positifs, quand le point (.r, ?/) est dans l'intérieur du carré ; ils sont
tous deux négatifs, dans les angles opposés par le sommet aux angles du carré ; ils sont de signes contraires, dans les régions indéfinies couvertes de hachures dans la figure 199. Les courhes intégrales sont donc situées dans les régions blanches.
Supposons d'abord 1 — ^-^ et 1 — y^ positifs : nous écrirons, en extrayant les racines,
dx
vr
équation du type (1). Séparons les variables, nous avons dy dx
D'où, en intégrant.
arc sin y =do arc sin :r -f- C.
Telle est l'intégrale générale de l'équation. Pour voir quelles sont les courbes qu'elle représente, prenons les sinus des deux membres : comme on a
sin(arc sin x) = r, cos(arc sin ^) = :± y 1 — x^,
il vient
y = ni X cos
CdiV^l— l'^sinC,
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On peut se contenter de prendre les deux signes -(-, car, C étant une constante arbitraire, on peut, en changeant C en — C, changer à volonté le signe du deuxième terme, et, en changeant G en 71 — C, changer, à volonté, le signe du premier. L'intégrale générale est donc
y = .r cosC -}- V 1 — .r'" sin C,
ou, en rendant rationnel,
(y — X cos C)^ = (1 — jr) sin^C, (2). .r^4-y2— Ir/^ cos C^sin^C.
Cette équation, où C est une constante, représente des ellipses, ayant pour centre l'origine et inscrites dans le carré ABCD ; en posant :
cos C = rt,
on peut l'écrire :
(3) x' + f-2a.ry=i-a\
où la constante arbitraire a est moindre que 1, en valeur absolue. Si nous supposons maintenant 1 — .r^ et 1 — y"^ négatifs, c'està-dire le point X, y placé, en M', dans l'un des angles opposés par le sommet aux angles du carré , nous devrons , pour éviter les imaginaires, écrire l'équation différentielle,
dx ~
et,
en
sépai
•ant les vai
lia blés,
du
dx
Sly'^i Slx^'—i '
l'intégration est immédiate et donne pour l'intégrale générale
log(y + vÇ^^=-r) = log [x ± six' - 1) + D,
D désignant une constante arbitraire. Si l'on passe des logarithmes aux nombres, on peut écrire
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Pour rendre cette intégrale rationnelle, remarquons qu'on peut l'écrire aussi
car, en multipliant membre à membre les équations (4) et (5)^ on obtient une identité 1=1. Ajoutons les équations (4) et (5), il vient
y = x—^ diV/.r^— 1 ^
ou, en isolant le radical, élevant au carré et réduisant,
(6) X- -i-r— 2.ry ^ = 1 — (^ j .
Cette équation, dans laquelle on (ait
prend la forme déjà trouvée (3) avec cette différence que maintenant a est supérieur à 1. Elle représente des hyperboles tangentes aux prolongements des cotés du carré. En résumé, l'intégrale générale de l'équation
est
a désignant une constante arbitraire qui est inférieure à 1, quand 1 — x^ et 1 — y- sont positifs, supérieure à 1, quand 1 — x^ et 1 — //' sont négatifs. Par tout point M (.*', y), pris dans le carré ABCD, passent deux courbes intégrales qui sont des ellipses; par tout point M', pris dans les angles indéfinis, passent deux courbes intégrales, qui sont des hyperboles (/?^'. 199).
Remarque. — On peut passer également de la forme (2) de l'intégrale générale à la forme (G), en supposant C imaginaire et posant :
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cos C -= cos iD = 7^ ,
siii C =^ sin il) =:
Le fait, qui se présente ici, est général. Lorsque les courbes intégrales, trouvées par un certain procédé de calcul, restent réelles quand la constante arbitraire qui s'est introduite prend des valeurs imaginaires, les nouvelles courbes ainsi obtenues sont encore des intégrales de l'équation différentielle, puisque cette équation se déduit de l'intégrale générale par l'élimination de la constante.
362. Deuxième type. Équations homogènes. — Une équation différentielle homogène du premier ordre est de la forme
Cette équation est dite Jioinogène^ car elle ne change pas quand on remplace x pas kx et tj par Ay, k désignant une constante quelconque.
On la ramène au type précédent, en faisant le changement de fonction
JL —-
d'où
(8) y^xz.
Il est évident que, pour connaître y en fonction de x^ il suffît de connaître z en fonction de ./ . Comme on a, d'après (8),
dx '^ " dx l'équation différentielle proposée devient
Les variables peuvent alors se séparer et on peut écrire
dz dx
d'où, en intégrant,
dz
Cette relation donne l'intégrale générale de l'équation (9). En
yremplaçant, après l'intégration, :: par -^, on a l'intégrale gêné-
raie de l'équation (7).
Exemples. — Soit l'équation
Cette équation, ordonnée par rapport à -—f—^ s'écrit D'où ^
dx .'^y ~ 3 V V // /
Cette équation est une équation homogène. Faisons y:=xz et prenons le radical positivement, l'équation devient
ou, en séparant les variables et intégrant,
(11) r '^''^'\ ^log.r-logI),
D désignant une constante arbitraire. Pour ellcctucr la quadrature, faisons
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d'eu
— 3 zdz = iidu .
L'intégrale du premier membre devient
— uda r du , ,
c'est-à-dire
— log(v^r=3? + 2).
L'équation ^ il) s'écrit donc
_ logfyi — Sz' -f-2) =log X — log D, ou, en passant des logarithmes aux nombres, ar{\/i—3z' 4- 2) = D.
Il reste à remplacer z par — : on a ainsi :
OU, en rendant rationnel,
(12; 3(.r2 + if) — . 4 Dr + D^ = 0.
Telle est l'intégrale générale de l'équation (10), avec la constante D. On voit que les courbes intégrales sont des cercles. En faisant un changement de notation et posant
nous pouvons écrire l'intégrale générale
:r^-hr — ^C.r-i-3C2-=0, ou
Nous retrouvons ainsi les cercles, dont nous sommes partis dans l'exemple II du N® 355 pour former l'équation diirérentielle que nous venons d'intégrer.
Exercice. — L'ëquation homogène
a pour intégrale générale
x^ — iCy 4- C2 =1 o,
C désignant une constante arbitraire.
Remarque. — Les courbes^ représentées par V intégrale générale d'une équation différentielle homogène^ sont homothétiques de l'une quelconque d'entre elles par rapport à l'origine.
En effet, soit AB, une courbe satisfaisant à l'équation
M(.r, y) un point de cette courbe (fig. 200). Construisons la courbe A^Bj, homothétique de AB par rapport au point O. Les coordonnées du point M^ [po^^y^) de cette courbe, homologue de M, sont données par les équations :
/• désignant une constante. On a donc
dx^ == kdx^ dy^ = kdy,
dx^ dx x^ X *
l'équation (13), supposée vérifiée, entraîne donc
<hi
dx. , ^^
et la nouvelle courbe A^B, vérifie la même équation, quel que soit A*.
La proposition est donc établie.
Par exemple, les cercles trouvés plus haut
(,r — 2C)^-f-;/ — C^=0, sont homothétiques de l'un d'entre eux par rapport à 0.
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Troisième type. Équations de la forme
a y byC, a', //, c' désignant des constantes.
On peut rendre homogène une équation de ce type, en portant l'origine au point de rencontre des deux droites obtenues en égalant h zéro les deux expressions a:v-\- bi/-\- c et a' x -\- h' y -\- c' . En effet, appelons a et [^ les coordonnées du point de rencontre de ces deux droites : on a
Faisons alors le changement de variables :
qui revient à transporter les axes au point (a, P) : il vient (Lv=dj^, dij = dy^
et l'équation devient
dy, _ n( a-^i -+- l>!h \ dx, '\a'x,-^h'yj'
ce qu'on peut écrire
Le deuxième membre étant fonction du seul rapport --—, on est ramené à une équation homogème, que l'on peut intégrer, en faisant
Cas exceptionnel. — La méthode précédente suppose que les droites obtenues en égalant à zéro les deux expressions a:v -\rby-\-c et a'x + b'y -\- c' ne sont pas parallèles. Quand elles sont parallèles, on a
a~ h ~^'' \ désignant une constante. L'équation proposée s'écrit alors
dy ^A ax^hij-\-c 1
dx ' L \{ax-\-by)-\-c' \
Dans ce cas, on conserve la variable x et on pose
ax^hij^y^, y^ étant une nouvelle fonction de x. On en déduit
y^'-f^Ui — ^^)^ dy 1 dy^ a
dx b dx b
et l'équation devient
1 dy.
b dx où les variables se séparent quand on résout par rapport à dx.
Exemple L — Soit à intégrer l'équation
(15; [2x H- 3y + i)dx + (3^- 4- 4// + i)dy == 0.
De cette équation, on tire
dy _ 2.r-f-3//-hl dx 'Sx -\- ^y -\- i ^
: est donc une fonction du rapport de deux expressionis linéaires en x et y.
/■:of iT/o.ys lyir.GiiAiiLEs par des QIADRATL HES 5;;
l)«'t«'i iniiiDiis les nombres a et ^3 qui annulent ces deux expressions :
on trouve
Faisons alors
(16) .f==.rj+l, y:^y^_l,
l'équation devient
rf.r,
équation homogène. Posons :
nous avons l'équation
dz
et, en séparant les variables.
Dans le deuxième membre, le numérateur est la difTérentiellc du dénominateur ; on a donc, en intégrant,
2 log .r, = _ log ( l + ^z + 2c») + log C ;
ce (ju'on peut écrire
log:rî(H-3c + 2c») = logC, d OÙ
Telle est l'intégrale générale de l'équation. Revenons d'abord
aux variables .r, et y, en remplaçant z par — ^, l'intégrale trouvée
devient :
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Si, enfin, on revient aux variables x ci y parles formules (16), ^j = .r— 1, ?/^==ty+l,
on a rintégrale générale de Téquation proposée (15), sous la forme
Vérification. — Dans cette équation (15), le premier membre est une diflPérentielle totale exacte , car la dérivée du coeHicieiit de dx, par rapport à y, est égale à la dérivée du coefficient de dji par rapport à x. La théorie des difFérentielles totales a deux variables (N° 318) nous montre alors que l'équation peut s'écrire
La fonction soumise à la difl*érentiation est donc constante, le long d'une courbe intégrale ; ce qui donne l'intégrale générale (18).
?]xEMi>LE 11. — Soit à intégrer l'équation :
dx \ Ix — 2y + 1
Actuellement, les deux droites obtenues, en égalant à zéro le numérateur et le dénominateur, sont parallèles : les coefficients de .r et y sont proportionnels, dans les deux termes du rapport. Nous ferons alors :
l'équation devient
ou, en séparant les variables,
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Pour intégrer le deuxième membre, on décompose la fraction lationnelle, en //,. on fractions simples. On a ainsi :
ou, cil revenant aux variables .r et y par la substitution
et réduisant, après avoir chassé les dénominateurs,
8// — 2.r — log ix — y) + 9 log (.V — y -h 2) = C,
('/ désignant une constante arbitraire.
On a ainsi l'intégrale générale de ré({uation (19).
364. Quatrième type. Équations linéaires. — Une équation difVérentielle linéaire du premier ordre est de la forme :
dy
on la nomme linéaire, car elle contient linéairement 11 et —j
Pour intégrer une équation de cette nature, posons
(21) - y=nz,
où - est la nouvelle fonction inconnue de .r et « une fonction auxiliaire de .^', dont nous disposerons, de façon à simplifier l'équation en -:. Par la substitution (21), l'équation devient
(22) /•(x)[«-^ + .^]+„.=(.r)=.iW.
Disposons maintenant de ?/, de façon à annuler le coelficient de zi il suffit, pour cela, de prendre, pour //, une fonction particulière vérifiant la condition :
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qui donne ;
du o (.r) ,
et, en intégrant,
log u^ — / t.;' ( dx.
La fonction u étant déterminée par cette relation, l'équation (22 devient
où « est maintenant connu en fonction de r. On en déduit :
Us, ,. V uu ,
ut[x)
En revenant à la variable y, par la substitution i/=:iiz, on l'intégrale générale de l'équation linéaire (21)
avec une constante arbitraire C.
Exemple. — Soit à intégrer l'équation :
(23) 4^ /_==cos.r- 1.
ctjc sinu;
Faisons y = uz : nous avons
dz , du uz .
u —j 1- z —. -; = cos .r — 1 .
dx ajc sin^r
Déterminons u de façon à annuler le coellicient de 3 :
dx s\\\x '
du dx
u sin X
log// = logtang-y
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Il csl imitlli' d'ajouter une constante, car nous ne voulons pas la l'onction la plus générale annulant le coefficient de ^; une déti'rininatiou particulière de // nous suffit. En passant des loga- I lllunes aux nombres, on a
i/ = tang-;T —
L'équation en 3 devient alors
- cos X — 1 , dz ==: dx ;
tang^
ou, «Ml remplaçant 1 — cos x par 2 sin^-^,
dz = — 2 sin -^cos-j^ dx.
En intégrant, on a
Comme on a posé y ■= uz^ on a, enfin, pour l'intégrale de l'équation proposée,
tj^=2 tang -ly-c^^' -ij- -h C tang-^- ,
sin -^
ou encore, en remplaçant tang -^r- par -^ et réduisant,
cos^
y = sin X + C tang
Il est facile de vérifier que cette fonction rend identiques les deux membres de l'équation proposée (23).
Cinquième type. — Soit une équation de la forme
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OÙ n est un exposant constant quelconque. Une pareille équation se ramène h une équation linéaire.
Kn effet, on peut l'écrire, en divisant par y" :
ce qu'on peut écrire
L'équation prend alors la forme linéaire si l'on y considère ^ ~" comme l'inconnue :
On a, en effet,
équation qui est linéaire.
Le calcul précédent est en défaut, quand /« = !, mais alors l'équation proposée s'écrit :
et les variables se séparent.
Exemple. — Soit l'équation
(24) j:-£.^y^yn0^.f.
Divisons par y^\
En posant d'où
•' dx ~ dx '
/ i^ir A / n> \> i.\ i i.c KAii i.i.s i' \n i)i:s qi adratuhes ■>« nu «'st laniriit' :i rô(jiiali(Mi liin'airr
d—i h V=:loor.r.
losoiis îilors il vient
/ dz du \
Ammlaut le coeHicieiit de r, on a
du
dx
au as
l*oin- v«'rifi«'r cette équation, il suiTît de prendre
logw = log.r, n=x.
On a alors, pour déterminera, la relation
, dz
th = ——^log.,d.i;
Celte intégrale s'obtient faeilement, par l'intégration par parties : on peut l'écrire
Donc
il 1 „
z = log .r H h C.
Alors :
Y = jcz = log .1' -j- 1 -}- Co:,
et, comme
log v + 1 -f- C^-
C'est là l'intégrale générale de Téquation (24), avec une constante arbitraire C.
IV. — INTÉGRALES SINGULIÈRES DES ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE ÉQUATION DE GLAIRAUT
366. Intégrales particulières et intégrales singulières. — Etant donnée une équation différentielle du premier ordre
('• - ih
nous avons vu que l'intégrale générale de cette équation est définie par une relation
contenant une constante arbitraire. Géométriquement, on peut dire que l'intégrale générale représente une famille de courbes planes, dépendant d'une constante arbitraire.
Quand on donne à la constante C une valeur numérique, on obtient une intégrale, qui prend le nom à' inlégrale particulière. Par exemple, l'équation
étudiée au N" 301, a pour intégrale générale
(2) .r^ — 2axij + //" = 1 — rt% a désignant une constante arbitraire.
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Si ou cloiiiH' il (I iiiK' xaleur numérique, <7 = 3 par exemple, on ;i iMH' courbe particulière
vérilianl réipialion (liflerentielle : c'est une inlcgrale particulière. Si on lait // —1, on a une autre intégrale particulière
on
(jui esl repi'éseiitée par une diagonale du rectangle ABCD
On appelle intégrale singulière d'une équation dift'érentielle toute solution de Téquation. qui n'est pas une intégrale particulière. De telles solutions n'existent qu'exceptionnellement. Par exemple^ l'équation (1) que nous venons de rappeler admet la solution
représentée, sur la figure (199), pour un des cotés du carré ABCD. Cette solution ne peut pas être obtenue, en particularisant la constante a qui figure dans l'intégrale générale (2) : c'est donc une intégrale singulière .
367. Théorème. — Quand les courbes représentées par l'intégra le généra le
il' une è(jua(ion (lilJérentielle
ont une enveloppe, cette enveloppe est, elle-même^ une intégrale de C équation différentielle; c'est, en général, une intégrale singulière. En effet^, soit E {fig. 201^, l'enveloppe des courbes (3) : prenons un point M (.r, y) sur cette enveloppe ; appelons
rf,,
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le coefficient angulaire de la tangente Mï à Tenvcloppc, </,//et ^j.r désignant les difFérentielles des coordonnées correspondant à un déplacement infiniment petit sur l'enveloppe.
Par le point M, il passe une courbe G, représentée par Téquation (3), et cette courbe est tangente à l'enveloppe, en M : cette courbe G étant une courbe intégrale, l'équation dilï'érentielle est vérifiée, tout le long de cette courbe, et, en particulier, au
point M ; de sorte, qu'en appelant -y— le
coefficient angulaire de la tangente MT à la courbe G en M, on a
Fîg. 201
Mais les deux courbes E et G étant tangentes en M, on a
dy dx
di.v
On a donc aussi
et cela, pour tous les points M de l'enveloppe E : cette enveloppe est donc une courbe intégrale.
Exemples. — 1** L'équation
a pour intégrale générale
a:^ + //" — 2 a Al/ = 1 — ir,
a étant une constante arbitraire. Quand a varie, les coniques, représentées par cette équation, ont pour enveloppe la courbe
ou
i.\ I i:(,iiM.i s si\(.i I ii.Ki.s DIS i:qrAii(t.\s /ji ritiMir.n okuiii: jS; i\\\\ se compose des quatre droites
.t = =hl, //— -=tl,
rorniaiit les côtés du carré ABCD [fig. IDD^. Ces quatre droites sont des cour])es intégrales, comme on le voit en écrivant l'équation
|)our.r=it:l, les deux membres sont nuls ; de mènie, pour //=iiil. On a ainsi quatre intégrales singulières.
2 ' L équation diflerentielle homogène du N° 302 : a pour intégrale générale
.f-i _4_ if _ 4(:r _!_ 3C'^ =:: 0.
Quand C varie, les cercles, représentés par cette équation, ont pour enveloppe les deux droites
ou
11 est aisé de vérifier que chacune de ces droites est une courbe intégrale. Par exemple, en substituant, dans le premier membre d<^ l'équation différentielle, la fonction
on obtient un résultat identiquement nul.
368. Sixième type. Équation de Clairaut — On appelle équation de Clairaut une équation diflerentielle de la forme
^'-i-ih"'
dif Supposons qu'on résolve cette équation par rapport a y — x -f— '
on pourra l'écrire :
en employant la notation des dérivées. Nous allons intégrer cette équation (4). Pour cela, dérivons le premier membre par rapport à X : nous aurons
y':=xy"^y'^f[y')if,
ce qui peut s'écrire :
On voit alors que les fonctions y de x, vérifiant l'équation, sont telles que l'un des facteurs du produit précédent soit nul. Supposons d'abord
alors
et, comme la fonction doit vérifier l'équation (4), on a^ en y remplaçant i/' par C,
(6) y^Cv+fiC).
C'est là l'intégrale générale : elle est constituée géométriquement par des droites. On vérifie, immédiatement, que la fonction (6) rend identiques les deux membres de l'équation proposée.
Supposons maintenant que la fonction y annule l'autre facteur du produit (5)
Comme cette fonction doit vérifier aussi l'équation donnée, on l'obtiendra en éliminant l'inconnue auxiliaire y' entre les deux relations
L'équation entre x et y ainsi obtenue donne une intégrale singulière de l'équation différentielle. La courbe représentative de
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cette intégrale singulière est l'enveloppe des droites (6), qui constituent l'intégrale générale. En effet, pour obtenir l'enveloppe des droites (6), quand C varie, il faut éliminer C entre l'équation (6) et sa dérivée par rapport à C :
L'élimination de G, entre ces deux équations, conduit au même résultat que l'élimination de //' entre lesdeux équations (7), car le deuxième groupe d'équations ne difiere du premier que par la substitution de C à y'.
Exemple. — Soit un point fixe F sur Taxe 0^ {fig. 202) : trouver une ligne telle qu'en menant la tangente en un quelconque M de ses points et joignant au point F le point T où cette tangente coupe Oy, l'angle MTF Fig. 202.
soit droit.
Appelons a l'abscisse constante du point F. L'équation de la tangente, en M, étant :
Y-y = y(X_x), le point T a pour coordonnées
X = 0, Y=y-.iy; le point F a pour coordonnées
Le coefficient angulaire de TF est donc
celui de MT est y'. Écrivant que ces directions sont rectangulaires, on a
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d'où réquation de Clairaut
L'intégrale générale s'obtient en remplaçant 1/ par (1 : oîl<' est représentée par des droites :
Ces droites sont les perpendiculaires indéfinies TMi) élevées par les divers points T de O// aux droites TF : chacune de ces droites répond à la question; c'est une ligne telle que la tangonte, en un point quelconque D de cette ligne (tangente qui se confond avec la droite), possède la propriété de l'énoncé.
Mais l'équation différentielle admet une autre solution (intégrale singulière), qui est la courbe enveloppe des droites (10). Pour avoir cette enveloppo, il sullit d'écrire que l'équation 1 10) en C a une racine double, ce qui donne
//■ — \((.v ■^-■~ 0, équation d'une parabole de foyer F et de sommet ().
Rkmaiiqie. — On est conduit à une é([nation de (llairaut, toutes les fois qu'on cherche une courl>e plane, dont les tangentes possèdent une propriété, dans l'énoncé de laquelle ne figure pas le point de contact. L'intégrale générale est alors formée par les droites du plan qui possèdent la propriété en question, et l'intégrale singulière est l'enveloppe de ces droites.
369. L'intégrale singulière déduite de Véquation différentielle. — D'après ce (jui précède, si l'intégrale générale d'une équation du premier ordre
•'% Ih II]
a une enveloppe, ({uand la constante arbitraire varie, cette vwwloppe est une intégrale singulière de l'équation. Mais, pouiobtenir ainsi des intégrales singulières, il l'aut connaître l'intégrale générale. Il est utile d'avoir une méthode pour trouver
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(linM Irmeiit l<?s intégi'iiles singulières, quand elles existent, à raido de la seule équation difFérentielle et sans connaître l'intégrale générale. Voici , à cet égard, la règle que nous allons déiiKMitici' :
.S V7 existe des intégiales singulières, enveloppes des intégrales gènèrdles, elles se trouvent parmi les courbes obtenues, en èlimirninarU v t'nlre l'équation différentielle
et Véfjuation dérivée par rapport à v
c'est-à-dire en exprimant que V équation différentielle, où on regarde \' comme une inconnue, admet une racine double.
En etFet, l'équation différentielle, où on regarde y' comme l'inconnue, donne les coefficients angulaires des tangentes aux courbes intégrales, passant par un point V[.v,ij) du plan. Supposons que les intégrales générales aient une enveloppe E [fîg.20\.)', ([uand le point P est voisin de l'enveloppe, parmi les courbes intégrales générales, passant par P, il s'en trouve deux, G et G', très voisines l'une de l'autre, de sorte que les coefficients angulaires des tangentes, en P, à ces deux courbes ont des valeurs très voisines; quand le point P tend vers un point M de l'enveloppe, les deux courbes G et G' se confondent en une seule G, tangente, en ^I, à l'enveloppe et les deux coefficients angulaires des tangentes, en P, deviennent égaux entre eux et égaux au coefficient angulaire de la tangente en M.
Donc, si le point M [x, ij) appartient à Tenveloppe des intégrales générales, l'équation
où y est regardée comme l'inconnue, admet une racine double.
La proposition est donc démontrée.
Mais la réciproque n'est pas exacte. Un point M (,r, y), tel que l'équation F (.»-,//, y) =0 ait une racine double en y', n'est pas nécessairement un point de l'enveloppe des intégrales générales.
Ce peut être un point tel que, parmi les intégrales générales passant par ce point, il y en ait doux distinctes, G et G', tangentes entre elles {jig. 203, I). Ce peut être aussi un point M tel que, parmi les courhes intégrales j^énérales passant par ce point, il y
en ait une présentant, au point M,
un point singulier avec deux tan- M^/" ^G* ^"^""^^-^ goûtes confondues, un rel)rousse-
luent, par exemple ifig. 203, II).
Fig. 20). D'après cela, si on cherche le
lieu des points (r, //\ pour lesquels l'équation F (jr, y. //') = 0 admet une racine double en y', on trouve à la fois ; V l'enveloppe des intégrales générales, quand elle existe; 2" le lieu des points, par lesquels passent deux courbes intégrales distinctes tangentes, lieu qu'on appelle lieu de contact ; 3° le lieu des points singuliers, à tangentes confondues, des intégrales générales.
Pratiquement, pour obtenir l'intégrale singulière enveloppe des intégrales générales, quand elle existe, on commence donc par chercher le lieu des points (.r, y), pour lesquels l'équation différentielle admet une racine double en ij\ c'est-à-dire qu'on élimine y' entre les deux équations :
Soit
le lieu obtenu : en général, le premier membre de celte équation se décompose en plusieurs facteurs, et le lieu, en plusieurs courbes distinctes. La solution singulière cherchée se trouve parmi ces courbes ; on la reconnaît, en essayant successivement ces diverses courbes et en voyant lacpielle d'entre elles vérifie l'équation différentielle. Cette courbe spéciale est, en général, une intégrale singulière. Les autres courbes trouvées sont des lieux de contact ou des lieux de points singuliers.
Il peut arriver qu'aucune dés courbes ainsi obtenues ne \« ri(ie l'équation différentielle, il faut en eonclin<' (|iie rinl.'giale g^nerale n'a pas d'enveloppe.
L\ I i.(.i{ \i.i:s sLMi ijèuks des équatioss du j'iuîmieu onuni-: jyî
KxEMiM.Ks. — l" In pK'init'i' exemple simple est rouriii par ré(|iiation (Uirérontielle
lonnéi' (l;ius le N*^ 356, et déjà prise comme exemple clans les N .>(>i et 3()7. Kn cherchant le lieu des points, pour lescpiels eriir .'(juation en //^ aune racine double, on trouve
(]c li«'ii se décompose en trois :
Les deux premières fonctions vérifient l'équation ; ce sont des intégrales singulières. La troisième y = 0 ne la vérifie pas : elle définit un lieu de contact, comme nous l'avons vu page 557.
2" Soit ré([uation différentielle
lin éerivant que cette équation du deuxième degré en i/., a ses racines «gales, on a la condition
Le lieu, ainsi défini, se compose de trois droites :
fa première l'onction ^ -^ 1, vérifie l'équation, car, si on substitue // y~ 1, on a //' = (); on a ainsi une intégrale singulière.
Les fonctions fj^=^0 et t/ = ^ne la vérifient pas : nous allons
voir ([ue l'une définit un licfi de points de rehroiissement de fin-
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tégrale générale et l'autre, un lieu de contact . Pour cela, intégrons l'équation différentielle. Kn remplaçant y par-^^, on peut séparer les variables et écrire :
di
-v/iéy
dIJ.
])'où
On vérifie, sans peine, que l'intégrale indéfinie du deuxième membre est
on a
donc
OU, en rendant rationnel.
Telle est l'intégrale générale de l'équation. Quand C varie, la courbe représentée par cette équation ne change pas de forme :
elle se transporte, parallèlement à elle-même, le long de l'axe O.r. Construisons la courbe obtenue en faisant C = 0 : cette courbe (fig. 204) a un rebroussement, en O, avec tangente verticale ; le point le plus haut A correspond à o^- = 0, // = 1 ; les points B etB', à tangentes verticales
Fig. 204.
ont pour coordonnées x
y ^=^-j-' Quand C varie, c'est-à-dire quand cette courbe se transporte le long de 0.r, sou enveloppe est la droite AA', y = l (intégrale singulière) ; le lieu du point de rebroussement est l'axe O.r, ?/ = 0; enfin le lieu des points M, où deux positions différentes de la courbe peuvent être tangentes, est la droite BB',
y = -j- (lieu de contact).
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V. - REMARQUES SUR LE GHA.NGEMENT DE VARIABLES
370. Échange de la fonction et de la variable indépendante. — Dans ce qui précède, nous avons constamment considéré ij comme la fonction et .r comme la variable indépendante. Mais il va de soi que , dans une équation difterentielle,
on peut considérer x comme la fonction et // comme la variable indépendante.
Par exemple, l'équation
où on regarde ij comme la fonction inconnue, ne rentre dans aucun des types que nous avons indiqués. Mais, si on y regarde x comme la fonction et y comme la variable, on peut l'écrire, en
, . ,. dv
multipliant par -^— ?
dy
et Ton a une équation linéaire^ car elle est linéaire par rapport à la fonction inconnue et à sa dérivée.
Pour l'intégrer, on suivra la méthode générale indiquée, on
fera
X = uz^
a étant une fonction auxiliaire de y, et -, la nouvelle fonction, inconnue. L'équation devient
dz ^ du ISA
dy dy
Déterminons u de façon à annuler le coefficient de z :
du ^
dy
OU bien
(lu j
en. intégrant, il suffit de prendre, sans ajouter de constante, log« = — //, u = e~'''.
L'équation devient alors
clz = — y^e'^dy^ z=-f,feydy + C.
Va\ intégrant par parties, on a :
Çtfe''dij=^Çy^dey = y^e^-^ 3 Çy^e^dy,
Jy'eydy=fi/dey = ?/ey — 2jyeydy,
j'y e"dy =fydey = yey — JeVy ,
Çeydy=^ey.
On a donc, en remontant de proche en proche,
fy\-'dy = e%f - ^y'+Gy - 6).
Comme on a posé a; = uz, on a enfin, pour l'intégrale générale de l'équation diflerentielle donnée,
^■ = 6^6y-\-3y'^y'-hCe-y.
371. Septième type. Equation de Clairaut généralisée, — Soit une équation de la forme :
qui se réduit à l'équation de Clairaut quand o(^y') = y'. Prenons encore les dérivées des deux membres par rapport à j; : il vient :
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Si, dans cette équation, on regarcK' .r comme la lonclion inconnue et //' comme la variwhle, c'est une équation linéaire.
Il sullil (1 intégrer cetto nouvelle équation, puis de remplace i // par la valeur ainsi trouvée, en fonction de .r, dans l'équation (12i, pour avoir l'intégrale générale de cette équation.
372. Changement de variables en général. — Ktanl donnée une équation dillerentielle
on peut essayer de la simplifier, en prenant de nouvelles vai iables u et p, liées à .r et ?/, par des relations de la forme :
Le long d'une courbe intégrale, .r et y peuvent être regaiclts comme fonctions d'un même paramètre t ; les formules (14, résolues par rapport à u et v,
montrent que u et ^> sont également des fonctions de ce paramètre. On a donc, d'après (14), en faisant varier ce paramètre de dt^
ou o^>
du = --^dii H--r-^— ai>.
En portant les valeurs de x^y^dx^dij dans l'équation différentielle, on la transforme en une équation diflerentielle entre u et r. Si l'on sait trouver l'intégrale générale
de cette équation, on en déduit l'intégrale de la proposée, en y remplaçant u et s> par leurs valeurs (15).
Exemple. — Soit, par exemple, l'équation
(16) (^'4-^') ixdx-\-xjdy)^{,t'-\-y'^x) {xdy^ydx).
Si on prend des coordonnées polaires /• et 0, liées aux coordonnées cartésiennes par les formules
.i==/-cosQ, // = /sinO,
cette équation devient :
^//•=.(/'-j-cose)^/Q,
ou
r =cos 0 ;
dh
équation linéaire en /• dont l'intégrale générale est
7=r Ct'* H — ^{sin Q — cos G).
L'intégrale générale de l'équation (16) est donc :
I. — ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU DEUXIÈME ORDRE
373. Existence de F intégrale générale. — Une équation (liiFérentielle du deuxième ordre est de la forme :
On appelle intégrale générale de cette équation une fonction y de :r et de deux constantes arbitraires C^ et Cg,
y = z> ^.r, Cp CJ,
vérifiant identiquement l'équation. On peut se rendre compte de l'existence de cette intégrale générale par les considérations suivantes, analogues à celles que nous avons développées, k propos de l'équation du premier ordre (N° 358).
Employons, pour simplifier l'écriture, la notation des dérivées.
L'équation (1) définit -yV ou ij" en fonction de x, y, //'. Soit :
une des valeurs y', tirée de l'équation (1). Cherchons à former, à l'aide de la formule de Mac-Laurin, une série ordonnée, suivant les puissances entières et positives de or, vérifiant l'équation (1). Cette série sera de la forme
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11 s'agit de calculer les coefficients ^/o^ ^o? //o s ••• 4"^^ ^^'^^ ^^^ valeurs de la fonction // et de ses dérivées successives pour .r ^^0. Nous allons voir que tous ces coeiïicients s'expriment, en fonction des deux premiers, qui restent arbitraires. En efïet, dans l'équation difFérentiolle donnée (!''"'), faisons a' = 0, //, //', //'' prennent des valeurs //o,///», //o' et on a :
Pour avoir i/l" difïerentions l'équation (1''"*) par rapport à .r, en nÀus rappelant que // et i/ sont fonctions de .r ; il vient :
Hn faisant dans cette relation x = 0, on a y^' en fonction de //o^t ^o> ^'*i' y» e^t connu, en fonction de ces deux quantités. Déiivant de nouveau la relation (3) par rapport à x et faisant ensuite .i:.= 0, on a 7/î,^ en fonction des ?/„ et //^ ... Et ainsi de suite.
On voit donc que tous les coefficients de la série (2) sont des fonctions connues des deux premiers//^ et //„. Si cette série est convergente, elle converge dans un intervalle, symétrique par rapport à 0, et, dans cet intervalle, elle définit une fonction ^^e .r, //„ //;,
vérifiant l'équation, et contenant les deux constantes arbitraires //^ et u'q. Il peut se faire que cette série diverge, cela arriverait, par exemple, si le calcul donnait pour une des quantités i/J , j/i \ •• une valeur infinie. Nous n'examinerons pas les difficultés qui se présentent alors, et nous nous contenterons des considérations ci-dessus, pour établir l'existence de l'intégrale générale.
Ces considérations montrent que, en général, une solution // de l'équation (4) est déterminée, quand on connaît les valeurs (jue prennent cette fonction i/ et sa dérivée y' pour r = 0. En regardant .r et // comme les coordonnées d'un point, on peut dire qu'une courbe intégrale est, en général, déterminée (juand on connaît le point où elle coupe l'axe des // et le coefficient angulaire i/\ de la tangente en ce point.
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Au lieu (les constantes arbitraires //^ et //o, qui figurent clans l'intégrale générale, on peut évidemment en faire figurer d'autres C, et (]j, en remplaçant //^ et y'^ par des fonctions de deux cons-
t;mt«'s ;n])ltraires C, et C^ :
ces <'\ pressions étant assujetties à la seule condition que l'on peut choisir (', et C^, de telle façon que y^ et //é puissent prendre des valeurs quelconques données.
L'intégrale générale (4) devient alors une fonction de .r et des deux constantes Cj et Cj,
Remarque. — On pourrait, de même, par l'emploi de la série de Taylor, former une fonction
qui vérifie l'équation et qui soit telle que cette fonction // et sa dérivée //' prennent, pour x = Xq, des valeurs arbitraires y^ et y[^. On calculera, par le même procédé que plus haut, les valeurs //„', //o ', •• que prennent les dérivées successives pour x = x^ et on vérifiera, de même, qu'elles s'expriment toutes en fonction de y^ et //,;.
Intégrales particulières ; intégrales singulières. — Les intégrales particulières sont celles qu'on obtient en particularisant les constantes arbitraires figurant dans l'intégrale générale. Il peut exister d'autres solutions qu'on appelle singulières.
Exemples d'intégrations par séries
1" Soit l'équation
Supposons la fonction inconnue // développée en série, par la formule de Mac-Laurin :
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L'équation (5) dérivée, par rapport à .r, un nombre quelconque de fois, donne
= ih
en faisant a==0 dans ces relations, on voit que les dérivées d'ordre pair sont, pour jl' = 0, alternativement, égales à — t/^ ct-{-i/^, les dérivées d'ordre impair à y^ et — y^. On a donc :
!/=I/o-^~I/o j-Tj-Z/u OX^""^ 1.2.3.4 ^""^ •"
Kn réunissant les termes en //„, on voit que le coefficient de //^ est :
c est-à-dire cos.r ; et, en réunissant les termes en //'^, on voit que leur coefficient est
c'est-à-dire sin u. On a donc l'intégrale générale de l'équation (5) sous la forme
y=//ocos.i-h//; sin.r,
avec deux constantes arbitraires t/^ et y^. Il est facile de vérifier que cette fonction // substituée dans l'équation difl'érentielle (5) rend les deux membres identiques, quels que soient y„ et //i.
On arrivera au même résultat, par la méthode des coefficients indéterminés, en substituant, dans l'équation difFérentielle, une série de la forme
et écrivant que l'équation est identiquement vérifiée : on trouve
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que tous les coefficients a,,..., a,,,... s'expriment à l'aide des deux premiers et que l'intégrale générale est
y = a^^ cos :v -|- a^ sin JCy
«o et a^ désignant des constantes arbitraires. 2*^ Soit l'équation
(6) y'-uy-y=o.
Actuellement, si on calcule, de proche en proche, toutes les valeurs des dérivées i/'»' y i/'J' y..- correspondant à .2' = 0, aucune de ces valeurs n'est infinie. On est donc conduit à penser que, dans le voisinage de :r = 0, l'intégrale générale est développable par la formule de Mac-Laurin, en une série de la forme.
Substituons ce développement dans l'équation (6), et écrivons que, après la substitution, le coefficient de .x" est nul; il vient
{n H- 2)(n -f- i)a»+2 — na„ — a„ = 0, d'où
Faisant, successivement, n= 1,2,3, ..., on voit que cette relation donne tous les coefficients d'indices pairs, en fonction de a^ :
^i — 2 ' * — 2.4 * 2.4.0*'** et tous les coefficients d'indices impairs, en fonction de a^ :
"' — ~3~' »~X5"' "'— 3.5.7'-* * Donc, l'expression de y devient
6o4 COURS D'ANAf.YSE
Les deux séries, entre parenthèses, sont convergxMites pour toutes les valeurs de œ : on a donc l'intégrale générale de l'équation (6;, avec deux constantes a^ et a^. On peut remarquer que
la série qui multiplie «„ est eT : en donnant à l'arbitraire a^^ la valeur 1 et à a^ la valeur 0, on voit donc que l'équation admet
l'intégrale particulière <?T, ce qu'il est aisé de vérifier.
II. — CAS DE RÉDUCTION AU PREMIER ORDRE
375. Cas de réduction au premier ordre. — Nous allons indiquer deux cas dans lesquels l'intégration d'une équation différentielle du deuxième ordre se ramène à l'intégration d'une équation du premier ordre, suivie d'une quadrature. On peut alors terminer l'intégration, toutes les fois que l'équation différentielle du premier ordre, à laquelle on est conduit, rentre dans un des types intégrables que nous avons indiqués. Ces deux cas types sont les suivants :
1® L'équation ne contient pas /y ; 2^ L'équation ne contient pas .r.
376. Premier type. L'équation différentielle ne contient pas //. — Soit une équation différentielle de la forme
OÙ manque ?/. Dans ce cas, on prend comme fonction inconnue y et on remarque que
-^ dx
L'équation s'écrit alors
Elle est du premier ordre en y' . Supposons qu'on sache intégrer cette équation et soit
CAS DE nr.lJl ( I l<).\ AU l'HEMIEH OliDHE fx,-,
son intégrale générale, ('. désignant une constante arbitraire. D'après la siiiiiilication de//', on peut écrire
On a, ainsi, l'intégrale générale de l'équation 7), avec deux constantes arbitraires C et C.
KxEMPLE. — Soit à intégrer l'équation (9) 3xy' = y^+2.r^
Comme v manque, on prend y' comme inconnue auxiliaire :
du' remplaçant // par —j—. on a l'équation, du premier ordre en //
équation homogène. Pour l'intégrer, on fait :
elle devient
dx ou, en séparant les variables x et r,
i dx dz
Déconq)Osons la fraction rationnelle du deuxième membre en fractions simples ; nous avons
1 dx dz tlz__
En intégrant, on a :
^[loga— log6]==log(.^— 2) — log(.3— 1), ^log^ = log-^— f-.
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c désignant une constante. On tire de là :
Comme on
a posé ?/ =
= zx etqi
le 1/ est
eoal a -7^, il
vient
dx
(il) y= I x^^^^^ dx + c'.
On a, ainsi, l'intégrale générale de l'équation donnée, avec deux constantes arbitraires c et c' .
Il est facile d'effectuer la quadrature qui figure dans l'expression (il) àa y : il suffit de poser
•^ — =11^, dx = 3cn^du^ ce qui donne
on est ainsi ramené à l'intégration d'une fraction rationnelle en u. La décomposition en fractions simples donne
On a donc
^•.1 .s D /•: H r.Duc Tio .V m r n r. m ii: h (t n u n /; Go;
cl, en revenant à la variable .r par la formule
-(vf]-^' 4(f)'- ']-■'■
Remahque. — Dans certains cas, en intégrant l'équation du premier ordre (8), il est plus commode d'exprimer x en fonction de y' et de mettre T intégrale générale de cette équation sous la forme
(12) x^'liy',0.
On peut alors exprimer //, a l'aide de y' ^ en partant de la
relation
dy
dx qui donne, en tirant r/.r de (12),
dy = l/y^^iX)dl/, où y désigne la dérivée de '\ {y', C; par rapport \\ y. On a donc (13} y^fy'^'y\C^dy'^a.
Les équations (12) et (13) définissent x et y en fonction de //': l'élimination de y' donnerait l'intégrale générale de l'équation, avec les deux constantes C et C .
377. Deuxième type. L'équation ne contient pas x. — Soit une équation dilférentielle du d.euxième ordre de la forme :
ne contenant pas x. On la ramène à une équation du premier ordre entre y c^ y-
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îl suflit de remarquer que l'on peut écrire
dx dy dx
ou, comme
IX
L'équation devient alors
(15) v(y,,',,/M.yo,
équation du premier ordre entre ij et i/'.
Si l'on sait intégrer cette équation, on en tire
ou
On a alors ;
di/
dx
On a ainsi l'intégrale générale de l'équation donnée (14), avec deux constantes arbitraires C et C
Remarque. — Pratiquement, il peut arriver qu'il soit plus commode de tirer //, en fonction de y', de l'équation (15) : on trouve alors
Dans ce cas, on exprime aussi x en fonction de y . Pour cela, on part de la relation
d'où on déduit
CAS DE RKDUCTIOS M' PREMIER ORDRE
et, en remplaçant // par son expression (17),
'Y désignant la dérivée de '| par rapport à y'. On a alors
Les deux expressions (17) et (18) donnent .r et //, exprimées en fonction de la variable auxiliaire //'. L'élimination de //', entre ces deux expressions, donne une relation entrée", y,C etC^ : c'est l'intégrale générale de l'équation différentielle.
Exemples. Premier exemple. — On est conduit en mécanique à des équations de ce type , quand on cherche le mouvement rectiligne d'un point sollicité par une force, dont l'intensité dépend seulement de la position et de sa \>itesse du point.
Fi g. 2o5.
En effet, considérons un point M de masse m, qui se meut sur un axe Ox (fig. 205), sous l'action d'une force X, dont la valeur
est fonction de l'abscisse .r du point et de sa vitesse {f = —j—f
L'équation du mouvement est alors d'x
m—TT
équation différentielle du deuxième ordre, dans laquelle manque la variable indépendante /. D'après la méthode générale, on ramène cette équation au premier ordre, en prenant comme inconnue auxiliaire la dérivée
dx
dt APPELL. Analyse. ^9
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On a alors
d'-x dâ
dv dv dx dç dt dx dl dx ^ '
et l'équation
s'écrit
équation du premier ordre, définissant v en fonction de x.
On peut remarquer qu'en chassant le dénominateur dx, ou peut écrire l'équation sous la forme
d'-^=f\^i,s>)dx,
qui est la relation fournie par le théorème des forces vives.
Une fois v trouvé, en fonction de .r, par l'intégration de cette équation,
dx on a, comme {> = —7— , di
, dx
dl =
On a, ainsi, l'équation du mouvement, avec deux constantes arbitraires, qu'on détermine quand on connaît à l'instant initial t = t^, la position initiale x^ et la vitesse initiale ('„ du mobile.
Deuxième exemple. Courbe élastique plane. — Cherchons une courbe plane dans laquelle la courbure, en chaque point, varie proportionnellement à l'ordonnée de ce point. Cette courbe est la figure d'équilibre d'une lame élastique, dont la fibre moyenne est rectiligne à l'état naturel et que l'on courbe en faisant agir sur les deux extrémités des forces et des couples.
Le rayon de courbure, en un point de la courbe, étant R, on doit avoir
J JL
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a désignant une constante. Remplaçant R par son expression, on a TiMi nation du deuxième ordre
dans laquelle manque la variable indépendante .r.
Uemplaçons alors y par — - — =y —j — , il vient
u'dy' _ yfJy
d'où, en intégrant les deux membres,
On tire de là, en résolvant par rapport à y',
la' • Hemplaçant ij par —y- et resolvant par rapport a </^, on a,
après intégration.
lii ■'= / / '", . . , <^y + C-
Telle est l'équation de la courbe. La valeur de la constante C n'intlue pas sur la l'orme de la courbe, car cette constante vient simplement s'ajouter à x\ quand C varie, la courbe se transporte parallèlement à O.r. \a\ constante C influe, au contraire, sur la l'orme de la courbe ; si C* est supérieur à 1, la courbe ne peut pas couper l'axe 0^, car, dans ce cas, pour y =^ 0, y' est imaginaire ; si C" est inférieur à 1, la courbe coupe l'axe 0.r et, aux points d'intersection, elle présente des inflexions, car, y étant nul, y'' l'est aussi, en vertu de l'équation difFérentielle.
6i2 COURS D'AyALYSE
L'intégrale figurant dans l'équation (19) ne peut pas être calculée exactement par les méthodes élémentaires : on la calculera par les méthodes d'approximation.
Intégrale générale. — Soit une équation dillerentielle
d'ordre n. On démontre, par une méthode analytique analogue à celle que nous avons suivie pour les deux premiers ordres, que cette équation admet toujours une solution ;/ fonction de jc et de n constantes arbitraires :
(21) ?/ = cp(.r, (;,C„...,CJ.
Ces constantes doivent pouvoir être déterminées de telle façon que, pour une valeur particulière de la variable .r, 0 par exemple, la fonction y et ses [ii — 1) premières dérivées, par rapport à .r, prennent des valeurs arbitrairement choisies.
Cette solution (21) s'appelle l'intégrale générale de l'équation.
En donnant à certaines constantes des valeurs numériques, dans l'expression (21), on obtient des solutions ou intégrales particulières.
L'équation différentielle peut admettre quelquefois d'autres solutions que l'intégrale générale et les intégrales particulières : ces solutions, quand elles existent, s'appellent, comme pour le premier ordre, intégrales singulières.
379. Type d'équation réductible au premier ordre. — Une é([uation d'ordre n est réductible au premier ordre, quand elle ne contient ni la fonction inconnue, ni ses dérivées d'ordre 1, 2, ...,(/« — 2). En effet, l'équation est alors de la forme :
/ (Jl A I Ii).\s D'ORDIlh: qVELCOSQUK «lî
lin |)i»sai]t
.t on la ranH-n<' l\ la ((triiic
é([uation du picmior ordre. Cette équation étant intégrée, a pour intégrale générale
Pour avoir //, on est ensuite ramené à trouver une fonction i/ telle ([ue
ee ([ui se iera en intégrant, successivement (n — 1) fois par rapport a .r et ajoutant, chaque fois, une constante arbitraire.
KxEMPi.E. — Soit à intégrer l'équation : Posons
l'équation devient
if.r équation linéaire en r. Pour l'intégrer, faisons
et déterminons // <le façon à faire disparaître les termes en c, il vient
du
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La première de ces équations est satisfaite par
La deuxième donne alors
dz , -i-C
On a donc
i> = ?/s = ^'* -f- Cj:\
Pour déterminer ?/ en fonction de :r, revenons à l'équation
nous avons :
Multiplions par djc et intégrons, nous avons
Multiplions par do- et intégrons :
dîj .r* .ï-^
"^ — W"^^"2(^"^^^''"^^'^• Enfln, multiplions par djr et intégrons, nous avons l'intégrale générale de l'équation (22) :
avec quatre constantes arbitraires C, Cj, C^, C„.
I. - GÉNÉRALITÉS
380. Équations linéaires d'ordre n. — Une équation différentielle d'ordre n est dite linéaire, quand elle est linéaire, par rapport à la fonction inconnue et à ses dérivées. Une équation linéaire est donc de la forme :
d"u (f'-Ui dy
où rt^, a^^ ...y tf,j_i. a„, X, sont des fonctions de x. Le terme X s'appelle le second membre de l'équation. Quand le second membre est nul, on dit que l'équation est sans second membre ; on dit aussi, dans ce cas, que l'équation est linéaire et homogène par rapport à la fonction inconnue et à ses dérivée».
L'étude des équations linéaires a une grande importance pour les applications à la physique et à la mécanique.
Théorèmes généraux. — Posons, pour abréger
L'équation s'écrit alors
Voici quelques propriétés qui résultent immédiatement de la forme linéaire de 'f (y)-
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Théorème I. — Soit //, une fonction quelconque de x, C, une constante, on «, identiquement y
cp(C?^)=C'^(y).
En effet
expression qui est évidemment identique à Cï)(y).
Théorème II. — Soient u et \> deux fonctions quelconques de x, on a
En effet,
Comme la dérivée d'une somme est la somme des dérivées de ses termes, on a
c'est-à-dire cp (//) -f- -^ (<>).
En général, quel que soit le nombre des fonctions u^y w^, u^^ . . . , w^, on a
Théorème III. — Soient y,, ^a' • • •> !/j> ^^* fonctions de Xj C,, C^,. . . , C^, des constantes^ on a identiquement :
? (Ci^i 4- C,i/, H- . . . + C,yJ = C.cp (//,) + C/f (//,) + .. . + C/f (y^).
Ce théorème se vérifie immédiatement : il est une conséquence des deux précédents. On a, en effet, d'après le théorème II,
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uKils. (1 apri's le théorème I,
«^t le théorème, (|iic nous avons en vue, est démontré.
SANS DEUXIÈME MEMBRE
382. Théorèmes généraux. Forme de Vintégrale générale. — l'ne équation diUérentielle linéaire sans deuxième membre
s'en il avec la notation précédente
Théorème I. — Soient ij^, //j, ..., //^ des solutions de cette éqnatioti, cest-à'dire des fonctions de x, telles que
la fonction
oii C„ Co,..., C^ sont des constantes quelconques^ est encore une solution.
On a, en eflet,
e'est-à-dire
ce qui démontre le théorème
383. Remahqie. Solutions distinctes. Fonctions linéairement indépendantes. — Soit //j, une solution de l'équation ; une deuxième solution i/^ est dite distincte de i/^j si elle n'est pas de la forme %,. où k est une constante déterminée. Si les deux
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solutions //j et y.^ sont distinctes, une troisième solution y^ est dite distincte des deux premières, si elle n'est pas de la forme :
Âj et A.J étant des constantes. Si les trois solutions yi, y^, y^sonX distinctes, une quatrième y^ est dite distincte de ces trois, quand elle n'est pas de la forme :
/^■lZ/lH-%2+%3'
k^y k^,k^ étant des constantes.
En général, p solutions.
sont dites distinctes , quand la deuxième y^ est distincte de la première, la troisième y^ des deux premières, la quatrième y^ des trois premières, etc.
On dit ausssi, pour exprimer le même fait, que les/? solutions sont lin éa ire m en t in dépen da n tes .
Ainsi les solutions
e'', sin-.r, cos^r,
sont distinctes ou linéairement indépendantes ; il est impossible de trouver des constantes numériques, telles que l'on ait identiquement :
sinlr = Ac"^, ou cos- r = k^e^ -\- k., sin^ ^.
Les solutions
!/t = cos2:f, y.^ = cos-.r,//3 = sin^t-,
ne sont pas distinctes : la deuxième est distincte de la première, mais la troisième, pouvant s'exprimer en fonction linéaire et homogène des deux premières, avec des coefficients constants,
sin^.r = cos'^.i- — cos2./:, ou
n'est pas distincte des deux premières.
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384. Théorème II. Inlci^riilf i^/'/tcrtilr. — S/ l'on a trouvé n soin lions dis lincU -s
!lr!li //.'
(le nujiKa'ntn (niJcrcnlicUc, celte ('(judtion a (ni cl l'intégrale
«//// ('.s7 Vintciirale générale.
Va\ efl'et, cette intégrale contient n constantes arbitraires C,, C^, ..., C„, que l'on peut déterminer par la condition que, pour une valeur particulière w^ de x, la fonction (2) et ses [n — 1) premières dérivées prennent des valeurs arbitrairement choisies, ce qui caractérise l'intégrale générale (N* 378).
Si les solutions //p y^,..-, ijn n'étaient pas distinctes, l'expression (2) ne contiendrait qu'en apparence n constantes : par exemple, supposons que //,,ne soit pas distincte de l/ifl/iy-^l/n-i ; il existerait alors des constantes numériques k^, A.,,... ,A„_i, telles que :
et l'expression (2) deviendrait
y ^ (c, + ^,c;,; //, + (c, -h kA:,:)i/, 4- ... --h (c,._ , + K_ ,c„) y„_ , ,
expression de la forme
// = I^i//i + ^>U> -f- •• . H- ^n- iVn- 1,
contenant seulement n — 1 constantes arbitraires.
On démontre, mais nous n'insisterons pas sur cette démonstration, qu'une équation différentielle linéaire n'a pas d'intégrale singulière : toutes les solutions possibles de l'équation sont données par l'intégrale générale (2;.
385. Abaissement de V ordre de F équation, quand une solution est connue. — De même que Ton peut abaisser le degré d'une équation algébrique, quand on en connaît une racine, de même, on peut abaisser l'ordre d'une équation différentielle
linéaire, sans second membre, quand on en connaît une solution. Soit, par exemple, l'équation du troisième ordre :
/o\ d^y (^^f/ dy
(3) ''^-i^+'''ii^+"^~à+-^y=''-
Soit II une fonction de //•, supposée connue et vérifiant l'équation, c'est-à-dire telle que :
... d^ii (Pu du ^
Faisons alors le changement de fonction
Y étant la nouvelle fonction inconnue ; il vient
dy (lY ^^ du
dx dx dx
àhj _^^ d'Y ^ dY du dhi
dx- dx^ dx dx dx'
d'y ^^Y d'Y du _ dY d'u ^ d'u
dx' dx' dx' dx dx dx' dx'
Si l'on substitue dans l'équation (3), on voit qu'elle se transforme en une équation linéaire en Y, dans laquelle le coeflicient de Y est le premier membre de (4), c'est-à-dire 0.
On a donc, pour déterminer Y, une équation de la forme
d'Y , , d'Y . dY „ dx^ * dx- dx
En prenant alors pour inconnue
on est ramené à l'équation du deuxième ordre Le théorème est donc démontré.
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On voit coniincnt y s'exprime en fonction de Y' : la relation (5) donne
Y =j\'dx,
puis, comme on a posé ;y=/A', on a
y = nfvjj:
Donc, si on sait intégrer l'équation du deuxième ordre (6), on en déduira l'intégrale générale de l'équation proposée (3) par une quadrature.
Inversement, Y' s'exprime en fonction de y par la formule :
.jM.
dx
qui montre que la connaissance d'une solution de l'équation en y entraîne la connaissance d'une solution de l'équation en Y'.
Si, outre la solution y^=iij on connaît une autre solution y^=zy^ de l'équation proposée, on en déduit une solution
ails-)
^ dx
de l'équation (G). On peut alors, par le même procédé, abaisser encore d'une unité l'ordre de l'équation enY^; et ainsi de suite.
Exemple. — Nous avons trouvé (N" 374) que l'équation
dx
admet la solution
Supposons qu'on ait constaté ce fait, on peut alors abaisser l'ordre d'une unité, en posant
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Substituant dans l'équation donnéo, on voit (jue le coeHicient de Y est nul et on a l'équation
a:v' dx
qu'on réduit au premier ordre en faisant
On est donc ramené, après suppression du facteur c^ - , à intégrer l'équation du premier ordre
d:i On en tire
:rda-, log Y'-:^ r. f-logC^
On en déduit
Y ^jrdx ^ cfe "^ d.r -+- C,, C, étant une nouvelle constante et, par suite,
y = e~ Y = ^e' fe~ ^ d.v + C^cT Telle est l'intégrale générale de l'équation (7).
III. — ÉQUATIONS A COEFFICIENTS CONSTANTS SANS DEUXIÈME MEMBRE
386 Méthode générale. — Considérons une équation
d"i/ d"~ 'jy
où les coefficients «'y, «,,...,«„ sont des constantes. dette équation
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peut toujours être intégrée, par la méthode suivante. On cherche d'abord des solutions particulières de la forme
/• désignant une constante. On a
dy
Donc, en substituant dans le premier membre de l'équation,
Le résultat de la substitution est donc égal à e", multiplié par un polvnôme de degré n en /•, que nous appellerons } (r) :
D'où, sous forme abrégée,
Pour que e" soit une solution de Féquation différentielle, il faut et il suffit que '^ (e'^) soit nul, c'est-à-dire que /• soit une racine du polynôme '}(/). Le polynôme <{/ (/) a, en général, /î racines dislinc/es f\, f\,..., r,^. A chaque racine, correspond une solution e" de l'équation : on a ainsi les u solutions particulières
d'où on déduit V intégrale générale
y = C,e'-.^+ C,ev + ... -f- C„eV, avec n constantes arbitraires Cp C^,..., C„.
387. Exemples. Premier exemple. — Soit à intégrer l'équation du deuxième ordre :
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cette équation est linéaire, à coefficients consUmls sans deuxième membre : essayons de la vérifier à l'aide de la lonclion
d'où
dx " ' dx' —"■ • Ou a donc, en substituant,
dans cet exemple, le polynôme ^[f) est H — 4.
Pour que l'équation différentielle soit vérifiée par c'''\ il faut et il suffit que l'on ait
c'est-à-dire
Â ou r
On a ainsi les deux solutions
d'où on déduit l'intégrale générale
avec deux constantes arbitraires. On peut déterminer ces constantes de telle façon que, pour x=^x^, la fonction ij '8) et sa
dérivée -j- prennent des valeurs données à l'avance : c'est ce
qu'il est aisé de vérifier.
Deuxième exemple. — Soit l'éijuation
Faisant
on a
^"(/•' -h 4)^0, d'où
/•:quatio:\s LiyKAini:s a coi: rric n:\TS co.\s / t \ / s f, •; On a donc les deux solutions
d'où rint(''gr»le générale
avec deux constantes arbitraires C^ et C^. Cette forinc de l'intégrale générale est compliquée d'imaginaires ; on les fera disparaître en prenant, pour C, et C^, des constantes arbitraires imaginaires conjuguées. En efl'et, d'après l'identité d'Kuler ;N" 108,.
e'^ = cos z -j- i sin ?, on a
e^'' = cos 2x -\- i sin 2.r, e~^'^ = cos 2jc — / sin 2.r ,
d'où, en remplaçant dans (9),
y = (Cj -]- C J cos 2.r -|- / (Cj — CJ sin 2.r ;
on prend alors C^ et C^ de telle façon que les coellicients de cos 2x et sin 2jc soient des constantes arbitraires réelles A et B
et l'expression de l'intégrale générale devient
y z=z K cos 2x -{- B sin 2^-,
avec deux constantes A et B.
Troisième exemple. Galvanomètre. — Dans la théorie du galvanomètre, on rencontre l'équation
où a et p sont des constantes réelles, 9 un angle inconnu, / la variable indépendante. Cette équation est linéaire, à coellicients constants, sans deuxième membre. Si nous essayons de la vérifier en prenant
APPELL. Analyse. 4«»
nous obtenons la condition
cette équation a pour racines
r^=— a4-Va2— (3% /•, = — a — V^a^ — p% et l'intégrale générale est
(10) - e=c,6>v + c,ev.
Discussion. — Quand a- — i^">0, i\ et r^ sont réels, l'intégrale générale se présente sous forme réelle.
Quand cf} — [i^ est négatif, /■, et i\ sont imaginaires : pour faire disparaître les imaginaires, posons
Alors
Remplaçant e''* et e~'^' par cosy/-}-/ siny/ et cosy^ — i siny/, on a :
e = e-«' [(C, 4- C,) cos y/ + / (C^ — C,) sin y/],
et, en prenant pour C^ et C^ des constantes imaginaires conjuguées, on a, finalement,
8 = e~«' (A cos y/ -f- B sin yt).
Quatrième exemple. — Soit enfin l'équation différentielle :
Faisant on a
équation qui a pour racines
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L'équalion ilillt reutielle admet donc les trois solutions :
d'où l'intégrale générale
Si Ton veut faire disparaître les imaginaires, on se sert des identités
^ix\i :==:cos ^V^ + f sin X \/3,
g-îx V A = cos X v^3 — i sin x v/3 .
L'intégrale générale prend alors la forme :
y = C^e^ + (?~^ (A cos x \/3 + B sin x \/3j , avec trois constantes arbitraires A, B, Cj.
388. Cas où le polynôme 'l (/) a des racines multiples. — En appelant z^, /*.,,..., ;„, les n racines du polynôme 4'(')j i^ous avons obtenu les n solutions
avec lesquelles nous avons construit l'intégrale générale de l'équation différentielle.
Si l'équation ^[i')=0 admet des racines égales, les « solutions ci-dessus ne sont plus distinctes : par exemple, si /•j = /-j, la deuxième solution est identique à la première.
Dans ce cas, on ne peut donc plus appliquer la méthode précédente, pour former l'intégrale générale. Mais nous allons montrer comment on peut encore, dans ce cas, obtenir n solutions distinctes.
Pour cela, nous démontrerons le théorème suivant :
Si i\ est une racine double de '}(/•), V équation dilfsrentieUe admet les deux solutions e'»'' et x e'»^;
Si i\ est une racine triple de ^ (/) Véquation différentielle admet les trois solutions &'^'', xe'^'', .A"»^; et ainsi de suite.
Si r^ est racine d'ordre p de 4^ (') -, Véquation différentielle admet les p solutions &''% xe'''"". .rV'' r^'-* ft''«'^.
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La démonstration de ce théorème se déduit de la remarque suivante. Soit r une fonction de x et d'une autre variable r : en substituant v dans le premier membre '^ [y] de l'équation différentielle, on a un certain résultat
si, ensuite, on substitue, dans le premier membre de la même
équation la fonction ^^ — , on a or
Ces deux expressions montrent que
Kn effet, comme on peut intervertir l'ordre des dérivées partielles, on peut écrire
ce qui démontre l'identité (11). En appliquant deux fois de suite cette même identité, on a
et, en général,
Voici maintenant l'application de cette remarque au problème qui nous occupe. Prenons
d'où
i:Qr.i/ii).\s i.i.m: Miii:s A < OKiric/i:.\js co.\sta.\is r,jL<, On 11, ijuels que soient x et /•, les identités
OÙ le dernier terme de chaque ligne est la dérivée, par rapport à r, du dernier terme de la ligne précédente.
Supposons que j\ soit une racine double de ^ (/•) , on a
•;('•,) =0, fW=o.
Les deux premières des identités (12), où on remplace /par /\, montrent qu'alors
réqualion admet donc bien les deux solutions e'«^, j^e'*»'.
Supposons que r\ soit racine triple, c'est-à-dire annule '^ (/} et ses deux premières dérivées
lW = o. •!'('•;; =0, ■}"(/•,) = 0.
Les trois premières identités (12), où on remplace /• par /•,, montrent qu'alors
'^ (e'-*^) = 0, 'f (.re'-«^) =0, z> (.r^e"»') = 0 ;
l'équation admet donc bien les trois solutions e''*', jce''*'^, j:*e^*^. Et ainsi de suite
En résumé, chaque racine de '} (/) donne un nombre de solutions distinctes, égal à son degré de multiplicité : on aura donc, dans tous les cas, n solutions distinctes //,» /A, -m Z^n» ^^'^^ ^^^' ([uelles on formera l'intégrale générale par la formule
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389. Exemples. — Premier exemple: équation du gahanometre. — Reprenons l'équation
ivw ^'^ a- 9, ''^ ^»'fl n
faisant B = e''' on a ici
Nous avons supposé, antérieurement, les deux racines de '\ (/•) distinctes : supposons maintenant qu'on ait ^ = y} ; alors •} (/) a une racine double
dans ce cas, l'équation admet donc les deux solutions ou
et l'intégrale générale est
(14) e = C^e-'''-hCVe-«'.
Remarque. — C'est d'ailleurs un résultat, que l'on pourrait déduire par continuité du cas général, en supposant que les deux racines, i\ et /.,, d'abord distinctes, tendent l'une vers l'autre. Ainsi, en posant p" — a" = y^ nous avons trouvé [S^ 387) pour intégrale générale de l'équation (13)
B = e ~ *" ( A cosy^ + B sin y/) ,
où A et B sont des constantes arbitraires : nous pouvons remplacer B par — , C étant une constante arbitraire; nous mettrons donc l'intégrale générale sous la forme :
ô=:6'-«^/^Acosy/-f-C^^^^V
A et c étant deux constantes arbitraires. Pour rendre les racines
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sin v/ égales, il suffit de faire tendre y vers zéro ; alors ^ tend vers /
et l'intégrale devient
c'est bien la forme (14), que nous avons obtenue par l'application des règles générales.
Deuxième exemple. — Soit l'équation
dx^ dx- dx
Faisant
on a
Le polynôme '{/(/•) est donc ici (/• — 1)^ : il admet la racine triple /•= 1. Il en résulte les trois solutions
e^^y xe^y x-e^y
et l'intégrale générale
ij = C^e^ -h C,.re^ + C^-r-e" .
Troisième exemple. — Soit l'équation
Faisant y = e''''y on est conduit à l'équation
qui admet /•=« comme racine double et r = — i comme racine double. Il en résulte les quatre solutions
e'% xe'% e-'^ xe-'%
pt l'intégrale générale
ou
Pour lairo disparaître les imaginaires, on fera :
e"'"^ = cos j; — i sin ^,
on remplacera C>j et C3 par deux constantes imaginaires conjuguées, C, et C^ également, et on aura l'intégrale générale
y = A cosx-|- B sin X -\- x[k^ cos j:-|-B, sin x).
EXEMPLES
390. Théorème. — Soit une équation difjérentielle linéaire ai^ec deuxième membre
0//, sous for /ne abrégée^
si l'on connaît une intégrale particulière de cette équation^ on peut ramener son intégration à l'intégration de la même équation sans second membre.
Kn effet, supposons qu'on connaisse une fonction particulière // vérifiant l'écjuation, c'est-à-dire telle que
prenons une nouvelle fonction inconnue Y liée à y par la relation :16) y = Y + H.
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L'équation (15) devient
ï,(Y-|-h) = X; or
on a donc l'équation :
■fm + 'f('')=x,
et comme par hypothèse '^ (//) = X, il reste
La fonction Y satisfait donc à la même équation sans second membre. Si l'on sait intégrer cette équation (17), on trouvera, pour son intégrale générale, une expression de la forme
Kn revenant à la fonction // par la formule /^ = Y -[-//, on a alors, pour l'intégrale générale de l'équation donnée (15)
Il = C,Y, H- C J, + . . . H- (:,Y„ + //,
avec n constantes arbitraires C,, C^, — , C„.
Exemple. — Soit l'équation
on vérifie immédiatement que la fonction
est une solution de l'équation. Faisant alors
on obtient, pour déterminer Y, l'équation sans deuxième membre
dont l'intégrale générale est
Y = C, cos X -\- C^ sin x. L'intégrale générale de l'équation proposée (18) est donc
ij = C^ cos^-f- C^ sin X -\ — :j-e^.
Cas particulier des équations à coefficients constants
— Quand les coefficients sont constants, on peut trouver facilement une solution particulière de l'équation, avec un deuxième membre X, lorsque ce deuxième membre est un polynôme par rapport à la variable indépendante x, augmenté d'une somme d'exponentielles linéaires en x
X = P (.r) + ^e^^ + Be^^ 4- . . . + Le'^
V [x) désignantun polynôme, xV, B,...,L,«, h,,..^l des constantes. Pour le montrer, nous examinerons d'abord deux cas simples : 1° Le deuxième membre est uniquement un polynôme P(:r) ; 2^ Le deuxième membre est une seule exponentielle Ae"^.
Premier cas. Le deuxième membre est un polynôme
— Si on a une équation à coefficients constants, de la forme :
où le deuxième membre est un polynôme P(-^') de degré /^, il existe une solution particulière u de cette équation, qui est un polynôme en x de degré égal ou supérieur à p.
En effet, supposons d'abord <?,, diilerent de zéro : si on substitue, dans l'équation, un polynôme u de degré />, à coefficients indéterminés
on voit que le premier membre devient un polynôme de degré/? : on identifie ce polynôme avec P(.^), en déterminant convenablement \,\,....\,.
Si rt„ est nul, â'„_i étant différent de zéro, c'est un polynôme de degré p-\-i qu'il faut essayer ; et ainsi de suite.
KQUArioss i.i.m: AI Hi:s avkc deimeme membre Gr> Exemple I. — Soil réquatioii :
(il-
i/=y--hi.
Le deuxième membre étant un polynôme Je degré 2, essayons de vérifier l'équation par un polynôme
Ecrivant que l'on a identiquement :
dx on a
2\ - {ly + \x + 12 = ^'^ + 1 ,
ce qui exige
On a donc la solution particulière
Faisant alors
on est ramené à l'équation, sans deuxième membre,
(Lv qui a pour intégrale générale
Donc la proposée a pour intégrale générale
Exemple II. — Soit l'équation
dx' "^ dv ' '
On voit qu'en substituant, clans le premier membre, un polynôme du quatrième degré, le résultat serait du troisième degré seulement : substituons alors un polynôme du cinquième degré
on écrivant que ce polynôme vérifie identiquement la relation
a^u du
on a
d'où
Le coefficient A^ peut être pris arbitrairement ; comme, pour le moment, il s'agit seulement de trouver une solution de l'équaiion, nous prendrons
Nous avons ainsi la solution
o Faisant alors
on a, pour déterminer Y, l'écjuation sans deuxième membre,
cU' "^ d.v ^
Faisant Y -^^&'^, on a à résoudre récjuation
dont les racines sont
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On en conclut les trois solutions
et riiit<'<4^rale générale
ou
Y= Cj + Acos.r-|-Bsin.r.
L'équation donnée en y a donc pour intégrale générale
y = C, -h A cos.r -f- B sin.r -| ^— .r^ — 4.r' -j- 24 x.
Remarquk. — On pourrait aussi, dans l'équation que nous venons de traiter,
d'y , du _ ,
dx' "^ iiv ~ ' prendre pour inconnue
du ..
dx ~~^' on aurait alors ii intégrer l'équation du deuxième ordre
Une fois r trouvé, on en conclut y par une quadrature
y =f'dA\
393. Deuxième cas. — Le second membre est une exponentielle Ae'^^, où A et a sont des constantes. Dans ce cas, l'équation est de la forme
(19) ?(y) = Ae-.
En général, on pourra obtenir une solution de la forme
X étant une constante à déterminer.
En effet, écrivant que u vérifie l'équation, on a :
(20) Âcp((?«^) = Ae«^
Mais, nous avons posé, quel que soit /*,
on a donc, en remplaçant /• par «,
et la condition (20) donne
On a donc ainsi la solution
Cas cV exception. — Le calcul précédent serait en, défaut, si a était une racine du polynôme (]/(/•), car, dans ce cas, cp(Ae"^) serait nul, quel que soit ).. Voici comment on obtient alors une solution :
Si a est racine simple de 4'(/), l'équation admet une solution de la forme l^re'^^ ;
Si a est racine double de tj>(/), l'équation, avec deuxième membre admet une solution de la forme )a-^e"^ ;
Et si a est racine d'ordre y;, l'équation avec deuxième membre admet une solution de la forme ')a-''e"^ .
C'est ce qu'on voit immédiatement en se servant des identités établies plus haut (N*' 388)
cp(e-)==:e -,!.(/•),
, 'f(.rO=^^ni^^M+^-+W]'
V ) ^ '^(xV^)=:e-[fX/-)4-2:r1.'(r)+^^+(/-)],
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Supposons que a soit racine simple de ^ /'j ; alors '}(fl) = 0, •V (rt) étant diilerent de zéro. On a donc, en essayant de vérifier l'équation par
ou
Mais, d'après la deuxième des identités, On a donc
f (.) ' on obtient ainsi la solution
Si a est racine double de 'l (/) on a,
essayant la solution
on a
A(p(.rV^) = Ae'^', d'où, d'après la troisième des identités (21),
on obtient ainsi la solution
Et ainsi de suite.
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En général, si a est racine d'ordre p de '}(/), l'équation sans deuxième membre admet les p intégrales e"^, xe^^, ...,a:''~* e"^, et l'équation, avec le deuxième membre Ae'^, admet l'intégrale
Exemple I. — Soit l'équation
le polynôme '^ (/•) est ici :
ses racines sont 1 et 2. La deuxième membre contient l'exponentielle e^^ ; comme 3 n'est pas racine de <l/('), l'équation admet une solution de la forme :
en substituant, on trouve, après réduction,
On a donc la solution
Faisant alors on est ramené à Téquation sans deuxième membre
dont l'intégrale générale est
L'intégrale générale de la proposée est donc
i:qvAi 10 y s 1. 1 y /■: aihe s a v e c de uxi k m e m e m n u i: c» i i Exemple II. — Soit réquation ;
où le jn('mi< r incmbie est le même ([ue clans l'exemple ï. Le deuxiènie nicinhic est e^ et le coenicient 1 de .r est racine simple de K/). L'équation admet donc une solution de la forme
ti=\.ve^.
(^'est ce qu'on vérifiera directement : la valeur de A est
L'intégrale générale de l'équation (22^ est alors ij ^= C^e' -j- C.,e-' — j'e^.
394. Cas général où le deuxième membre est un polynôme P (.r y suivi d'une somme d'exponentielles . -r- Soit maintenant une équation de la lorme
( 23) 'f » = P U) -h Ae''^ H- Be'' + . . . H- Le'^
Pour trouver une solution particulière n de cette équation, on détermine d'abord des l'onctions //,, //^ , /'a, •••, ''^o vérifiant les
relations
'^{n,j=.Ae'^%
On sait trouver ces ronctions, d'après les deux cas précédents : //, est un polynôme, ii.,,ti^, .... ii^, des exponentielles multipliées ou non par des puissances de .r suivant que a, b, ..,/ sont ou non des racines de 'h (r).
Une fois //,, //^ ..., u^, trouvées, l'équation proposée (23; admet
la solution
?/ = //^ + //.^+... + Uj,.
APPELL. Analyse. ^*
Oïl a, en effet (N*» 381),
ou
o [u) = P (.r) + Ke"' -\-^e^^-\-...-\- Le'\
Ayant trouvé u, on pose
et on est ramené h l'équation sans deuxième membre
cp(Y) = 0.
Exemple. — Soit l'équation
(24) i|.+y=2.r + cos.r.
_ Comme cos .r = -y- e'^ + -^ e '^, on peut écrire
ce qui rentre bien clans le type précédent. On cherche alors des fonctions particulières //j, ?/^, 7/3 vérifiant respectivement les trois relations.
d'il.
dx'
dx'' ' - 2
On obtient une fonction //,, remplissant la première condition, en essayant un polynôme du premier degré ; on trouve ainsi :
Wj = 2.r.
On obtient une fonction u, vérifiant la deuxième relation, en remarquant aue le deuxième membre
ÉQUATioxs li.\/:aii{Es avec devxièmi mi: m hue fin
est de la forme Ae*"^, où a =^i est racine simple de "^ (/•)== r*-!-! on peut donc prendre pour ii^ une expression de la forme
en substituant, on trouve
d'où
Pour vérifier la troisième relation, on peut, de même, prendre
L'équation proposée (24) admet alors la solution Il = it^ H- u.^ H- u^ = 2.r + -^.r((^''^— e~'') = 2x-^^x sin j-. Faisant, alors,
on est ramené à l'équation sans deuxième membre
dont l'intégrale générale est
Y = C^ cos.r-(- C, sin.r.
L'intégrale générale de l'équation proposée est donc
7/ =: C, cosx H- C, sin.r + 2.r + -j-r sm .r.
CHAPITRE XXII
SYSTÈMES D ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES A UNE VARIABLE INDÉPENDANTE
395. Problème général. — II j^eut arriver, et cela se présente liot animent en mécanique, que l'on ait à intégrer un système de 71 équations difTérentielles simultanées d'ordres divers, définissant n fonctions inconnues d'une même variable indépendante. Nous allons montrer que l'intégration d'un pareil système peut toujours se ramener à l'intégration d'une seule équation difïerentielle à une l'onction inconnue.
Nous conunencerons d'abord par quelques cas simples.
I. - DEUX ÉQUATIONS SIMULTANÉES DU PREMIER ORDRE A DEUX FONCTIONS INCONNUES
Méthode. — Soient deux équations de la forme
définissant les deux (onctions inconnues // et 3 de la variable indépendante .v.
On peut ramener l'intégration de ce système à rini<''oration d'une équation du deuxième ordre. Kn effet, déiivons la première équation pai* rapport à .r, en y regardant // et z comme fonctions (\q .r : il vient
d'f/ OF dV (In OF dz
d.i^ ^x 0// d.v Or dx
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Si, entre les trois équations (1) et (2 on «limiiie :: et— 7^
on obtient une équation différentielle du deuxième ordre,
définissant y en fonction de .r. Soit
l'intégrale générale de cette équation : cette intégrale étant supposée trouvée, on obtient également - en fonction de .r, C, etC^ sans aucune infégration, en faisant seulement des calculs algébriques. En effet, si dans la première des équations (1), on remplace 1/ par son expression, on obtient vme relation contenant uniquement .r, -, C^ et C, : en la résolvant par rapport à r, on a
avec les deux mêmes constantes C, et C.,.
397. Interprétation géométrique. — Si on regarde J, y, comme les coordonnées d'un point M de l'espace, on sait que le lieu des points, pour lesquels 1/ et - sont des fonctions déterminées de .r, est une courbe dans l'espace; d'autre part, les coeffi»cients directeurs de la tangente à une courbe gauche au point
(.r,2/,?) sont proportionnels à (Lr^dt/^clz, ou à i, .' > -7-7- Intégrer les équations différentielles (1), c'est donc chercher des courbes gauches telles que la tangente au point, (.r, //,-), à une de ces courbes ait ses coefficients directeurs proportionnels à
1, F{jr,i/,z\ F,;.r,7/,3;,
c'est-à-dire ait pour équations :
L'intégration des équations (1) donne les. équations de ces lourbes sous forme finie :
avec deux constantes arbitraires.
Par un point donné :v^, y^, z^ de l'espace, il passe une de ces courbes, car on peut toujours déterminer C^ et C, par la condition que les deux équations (3) soient vérifiées, quand on y remplace
Exemple. — Soit à intégrer les équations
dx -^ ' ^ ' -' ci Dérivons la première par rapport à x :
d'y ^ ^ j dy dz
dx^ dx "^ dx
Entre ces trois équations, éliminons z et— 7— ; la première donne
^~ 2 dx 2 -^ 2 ^' portant cette expression de z dans la deuxième, on a
dx ~ 2 "^"^ 2^"^ 2 dx' enfin, en portanc cette expression de —7^ dans la troisième, on a
équation du deuxième ordre en y. Cette équation s'écrit
iV_2^_3i,= l+.r.
dx^ dx -^
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C'est une équation linéaire, à coedicients constants, avec (huxirnH membre. Elle admet la solution particulière
par la substitution
elle devient
dx- dx
équation qui admet les deux intégrales particulières
et dont l'intégrale générale est
L'intégrale générale de l'équation en \j est donc
y = C^e-'^-hC^"- — -^ g-
Pour avoir z, il suflit de le tirer de la première équation qui
donne :
i df/ 1 1
ou, en remplaçant tj par son expression et réduisant,
On a ainsi les expressions générales de z et f/y avec deux constantes arbitraires C, et C^.
399. Application. Lignes de force. — Imaginons une loi de force telle que, sur l'unité de masse, placée en un point quelconque M (.r, //, -), agisse une force F (fig. 206), dépendant uniquement de la position du point M. On a alors ce qu'on appelle un champ de forces : les projections F,, F„ F- de la force F agis-
siuit en iiii point M Çx-,7j,.z^ du champ, sont des fonctions supposées connues des coordonnées du point :
On appelle lii^-ncs de force les courbes telles que, en chacun de leurs points M, elles admettent comme tangente la force agisp sant en ce point. Cdierchons les équations différentielles de ces lignes.
Les équations de la tangente ii une courbe, au point .r, y, -, sont
d,v dij dz
Cette tangente devant se confondre avec le segment de droite F de projections F,, F,^, F., on doit avoir
ou
dz
dx
du
dz
Telles sont les équations différentielles des lignes de force. Kn prenant .r comme vari^d>le indépendante, on peut les écrire
dy cp(.>t;,//,c) dz ^[x,y,z)
Ce sont bien des équations de la forme (F traitées dans le N** 396. En les intégrant, on obtient les équations des lignes de force avec deux paramètres C^ et C'^.
400. AuTHE EXEMPLE. Trajectoîres orthogonales d'une famille de surfaces à un paramètre. — Soit
Féquation d'une famille de surfaces dépendant d'un paranuLi-e a: nous supposerons, pour plus de simplicité, cette équation résolue
j:Qi'A j i().\.s si Mr L I A .\ i: Es Dr rurMiiH oitDi:!., Ci.,
pur rapport à ).. Quand on fait v;iiiiM a, la siiilacr \ {liaiig*de forme et de position, de telle façon qu'il passe une de ces surfaces par un point quelconcpie de l'espace J'y, //„, ::„, choisi dans la portion de l'espace, où la fonction /'.r, i/, r^ existe, lin efl'et, on peut toujours déterminer A de façon que l'équation (4 soit vériliée quand on y fait x .=z x^^ i/ = i/^^^ r.== z^.
Nous voulons trouver les courbes qui coupent ces surfaces ii angle droit, c'est-à-dire les courbes telles ipie la tangente en chacun de leurs points M (.r, ?/, r coïncide avec la normale ii celle des surfaces (4 qui passe par ce point.
Les équations de la tangente à une courbe sont
ihv dij dz '
celles de la normale au même point a\!/,' à la surface '-\ sont X— f ^ Y — // __ L—z (>.r 0// d".
Ces deux droites devant coïncider, on a les conditions djc dji dz
djc 0// Or
([ui sont les équations dilïerentielles des courbes cherchées. Comme— ^, -^, -^ sont connus en fonctions de .r,//, -, ces
équations, où on prend .r comme variable indépendante, sont de la forme (1 .
En les intégrant, on obtient les équations des trajectoires orthogonales demandées, avec deux constantes arbitraires C, et (.^.
On peut remarquer que ces courbes sont les lignes de force, correspondant ii une loi de force F, dont les projections seraient
^^ = TF' *''""0//' - àz
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On dit alors que la Torce F (lèrU>e cVuiie fonction de forces /*(^% l/f '); les surfaces
s'appellent les suj- faces de nweau.
Exemple. — Trouver les trajectoires orthogonales des paraboloïdes
où A est un paramètre variable.
Les courbes cherchées ont pour équations différentielles :
c/.r yd dz
car ICI
Egalant chacun des deux premiers rapports au dernier, on a les deux équations
xdx -\- zdz = 0, ydij + zdz = 0, qui s'intègrent immédiatement et donnent
On a ainsi les équations des courbes cherchées, avec les deux constantes C, et C^, On voit que ces courbes peuvent être regardées comme l'intersection d'un cylindre de révolution, de rayon quelconque, autour de Oy
avec un cylindre de révolution autour de O.v
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II - SYSTÈME DE n ÉQUATIONS SIMULTANÉES DU PREMIER ORDRE A 71 FONCTIONS INCONNUES
401. Méthode générale. — Soient n équations simultanées du premier ordre
définissant n inconnues ^/^, ?/^,..., y« en fonction de jc.
Nous allons voir que les intégrales générales de ce système sont de la forme
avec n constantes arbitraires C^, C^,... Q.
Pour cela, nous montrerons que l'intégration du système (5) se ramène à l'intégration d'une équation différentielle d'ordre /?, suivie d'opérations algébriques.
En efFet, dérivons la première équation par rapport à x, en nous rappelant que J/i,!/.,^.--, f/n sont fonctions de w. Il vient
SI, dans cette équation, on remplace les dérivées—^ — > , " ? •*••
—^ du deuxième membre par leurs valeurs (5), on a, pour , ^y une expression contenant uniquement a', l/i^ !/,,"", î/n •
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Dérivant de nouveau cette équation par rapport ;i r. il vient
d^ij^ OG., 0(i., r///, ôG., d//^
d.r^ Or O/y, r/.r * 0//,, <;/./•
_ <-///, <'///, du,, - , /^x
et, en remplaçant —~ , — 'j^ , ..- — ^ — par leurs valeurs d , on a
On continue ainsi, de proche en proche, jusqu'à
d.i On a ainsi le tableau suivant
-J^=^'n:''^UrUz Un)'
Si. entie ces n équations, on élimine les n — 1 inconnues //,, //.. , //„, on obtient une relation de la forme
d'est là une équation difïerentielle d'ordre n, définissant //^ en fonction de r. En la supposant intégiée, on en tire
Les (n — Ij premières relations [y], dans lesquelles on remplace //j par cette expression, forment alors un système de n — 1 équations, à n — 1 inconnues //.,,y3, •.,//„ : la résolution de ces équations donne, par des calculs al'gébricjues, sans intégration
EQUATioss SIM [■/. r.i \/: /: s or rni mier ordre •rvi nouvelle, }lx^Ui^"--< lin ^''^ lonctum de x et des // < (>ii>i;iiit< v
Le système est ainsi intégré.
Remarque. — Il peut arriver, dans certains cas particuliers, que l'une des fonctions //j, y^,..., //„ vérifie une équation diilerentielle d'ordre moindre que n ; il figurera alors, dans l'expression de cette fonction particulière, moins de n constantes : mais il m figurera d'autres dans les expressions de //„ /Z^,..., //„, d«' lacon ii compléter le nombre n de constantes arbitraires. Kii rdri. on peut démontrer comme il suit, que, dans tous les cas, il • ninI. un système. de fonctions //,, .y,,--., //„ de .r, vérifiant le système .'> et contenant, en tout, n constantes arbitraires.
402. Intégration par séries. — Reprenons le système '5) et cherchons à Fintégrer par des séries de Mac-Laurin
«^ Cf/i^o' (.yî)oi Cyr)o'--- s^ï^* l^s valeurs que prennent //, et ses dérivées successives pour .i=0, etc.
Nous allons montrer que les coefficients de ces séries sont des fonctions des n constantes arbitraires (?/,)„, 'y.^^Q,'", '^«)«- H sulfit de le montrer pour /y, ; le raisonnement est le même pour les autres fonctions. Or, d'après le calcul du numéro précédent, les dérî-
/ ri-
vées successives -^p- , ~^ y... sont des fonctions connues de
*^'' VvUr • • ' y«' et ce calcul peut être prolongé, de proche en proche, jusqu'à une dérivée d'ordre quelconque de y,. Si, dans ces expressions des dérivées successives de //,, prolongées indéfiniment, on fait x = 0, y,= [yX'> 1/2 = il/.].^'^ Un = {!/n),. on voit que toutes ces dérivées deviennent fonctions de (y,),,, (yâ/o»-' Wo- Les coeflicients de la série, donnant y^, sont donc fonctions
des 71 constantes arbitraires (?/J^„ {!/.,)of-"i {l/n)o'f ceux des autres séries sont fonctions des mêmes constantes. Si donc ces séries sont convergentes, elles définissent un système de fonctions vérifiant les équations et contenant n constantes arbitraires.
Ce raisonnement montre que, en général , les fonctions ?/j, ?/.>,..., yn vérifiant les relations (5), sont déterminées quand on se donne les valeurs
qu'elles doivent prendre, pour une valeur déterminée .^-^ 0 de la variable.
On démontrerait, de même, en prenant des séries de Taylor procédant suivant les puissances de a: — .r„, que les intégrales des équations (5) sont déterminées, quand on connaît les valeurs qu'elles prennent pour .T==^a\.
403. Intégrales premières. — On appelle intégrale première d'un système d'équations
/5j ) -J^^^'A'''^!/i^I/v-,Un),
une équation entre la variable indépendante .r, les fonctions inconnues y^jy.y, '-^l/n et ftne constante arbitraire, qui se trouve satisfaite , en vertu des écpiations (5) , quelles que soient les valeurs initiales (//J^^, (?/,)(,, ..., (//,,)y que l'on donne aux fonctions inconnues pour :t = x^.
Une intégrale première est donc une relation de la forme
On peut toujours imaginer cette équation résolue par rapport à la constante arbitraire C et l'écrire
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Voici comment on peut vérifier immédiatement qu'iiin' r((ii;itloM, telle que (9), est une intégrale première. Pour que la lonctloii /'reste constante en vertu des équations (T)!, il faut et il sulUt que sa dérivée par rapport à .r, soit nulle :
sions (5),
ou, en remplaçant les dérivées—^, —'/—-n ... par leurs expres-
^^^> d.r ^ cV, ' 'V. - '\'/„
Cette dernière condition ne contient alors que .i,//,, //,,...,//„ : elle doit être vérifiée par tous les systèmes de fonctions satisfaisant aux équations (5) ; mais, comme dans l'intégration de ces équations, on peut, pour une valeur arbitraire .r„ donnée ii .r, prendre, pour ?/,, //^^.-m //«^ ^^s valeurs également arbitraires (y,)^, Wo'---' {l/n)o^ cette condition (10) doit être satisfaite quelles que soient les valeurs données ii r, y^, // .,,..., ?/„, elle doit donc être satisfaite identiquement.
Exemple. — Les équations
dx -y-y-
du.
dx
= \l,—ll^
^Vi—Ui
dx '-'' admettent l'intégrale première
En effet, différentiant cette relation, on doit avoir
<y. . dj/. _4_ j^_o -dJ-^llT-^ dx -^'
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OU, en remplaçant ces dérivées par leurs expressions (H),
!fi — Hz + //a — //. 4- //, — /y, — 0,
ce qui a lieu identiquement.
J)e méme^
est une autre intéorale première de ces équations difterentielles.
404. Usage des intégrales premières. — Deux intégrales premières
sont dites distinctes, ([uand f] n'est pas une fonction de f\ : autrement, il est évident (pie les deux relations (12) se réduiraient ii une seule. 11 est clair, par exemple, ([u'écrire
puis
OU
sin/; -^C.,
c'est exprimer un seul et même lait, à savoir que^j reste constant. Les deux intégrales premières (12) étant supposées distinctes, une troisième intégrnle. première
est dite distincte des deux premières, quand f] n'est pas une lonction de fx^^f,,'-, et ainsi de suite. Ainsi, dans l'exenq^le précédent,
sont deux intégrales premières distinctes. La relation
/:qi A rio.\s simlltaskes du premier ordre 65;
est aussi uue intégrale première de réquation (11 , comme il est aisé de le vérifier ; mais elle n'est pas ilisLincte des deux précédentes, car on a identiquement
donc le fait que
est constant, résulte des deux relations (13).
Revenons au cas général. Si on connaît une intégrale première
des équations différentielles (5), on peut simplifier l'intégration du système, en diminuant d'une unité le nombre des fonctions inconnues. En effet, on peut, de cette relation (14), tirer y„ en fonction de :i\y^,y.j,, . .,y,i_, et C ; en portant cette expression de //„ dans les [n — 1) premières équations différentielles, on les transforme en un système de n — 1 équations simultanées \\ n — 1 inconnues //,,//,,..., ?/„_,.
Si on connaît deux intégrales premières
fi['^>yi^y,^"->yn) = ^\y fÀ'^^yi^yv"^yn)=^'xy
on peut en tirer //„_i et y,, en fonction de Jc, y^,y.,,...,y„-ij C^ et C,. En portant ces expressions de //„_t et //„ dans les n — 2 piemières équations différentielles (5), on les transforme en un système de n — 2 équations simultanées à /i — 2 fonctions inconnues y^, y.^,...,y,,_^ .
Et, ainsi de suite. La connaissance de chaque intégrale première nouvelle sert à abaisser d'une unité le nombre des (onctions inconnues.
Si on connaît n intégrales premières, distinctes des équations (5),
fi{^yyiyyi^'")yn)=^i^
fn{'^,yi^yr"'^y>'.
APPELL. Analyse. '*'*
le système est intégré : de ces n relations (15), on tirera 1/^,^/21" ?Z/« en fonction de :v et de n constantes arbitraires C^ C^,..., C^. Par exemple, pour le système
dx
/il) . -i^=!J^-y-
dx
nous avons trouvé deux intégrales premières
nous pouvons alors abaisser de deux unités le nombre des fonctions inconnues. Résolvons les équations (13) par rapport à lit et //g : nous avons
d'où on conclut facilement
[y, — y^f = ^ (^^i — yfj — (c, — y^f.
et
//. — //a = ^2C:— CÎ + 2C;7/^ — 3//Î.
Portant dans la première équation, on a
-^= i/2C,-qH-2C,y,-3yî,
Jl/2a-q+2C,y.-3yî '■
Cette dernière quadrature s'effectue facilement ii l'aide d'un arc sinus : on a alors y^ en fonction de j*, Cp C^, Cg, et, en remontant, on a y.^ et y^.
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III. - ÉQUATIONS SIMULTANÉES D'ORDRE QUELCONQUE RÉDUCTION A UN SYSTÈME D ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE
405. Méthode générale. — Si Von a à intégrer un système de II équations simultanées d'ordres divers, à n fonctions inconnues, on le ramène à un système d'équations du premier ordre, à un noml)re plus grand de fonctions inconnues, en prenant pour inconnues auxiliaires les dérivées successives des fonctions inconnues primitives.
Exemple tiré de la mécanique. — Considérons un point matériel libre de masse m et de coordonnées r, y, z soumis à une l'orce F dépendant du temps /, de la position du mobile et de sa vitesse. On sait que les équations du mouvement sont
d-x _. dru ^r d'z ,,
X, Y, Z désignant les projections de la force. Ces projections sont
des fonctions données de t,x,y,z, -%— , -j- -, -r— . Les équations
du mouvement sont donc de la forme
d-.v -, i dx dji d
dû
^, / dx du dz \
.ç.. \ dhj / dx du dz \
! d-z 1 dx di) dz \
KUes constituent un système de trois équations du deuxième ordre à trois fonctions inconnues x, y, z de la variable indépendante t.
Pour les ramener à un système d'équations du premier ordre, prenons, comme fonctions inconnues auxiliaires, les dérivées de .r, i/, z, en posant :
dx , dif , dz ,
ir='-'' ~1h-'-I' ir-'"
66o coins D' A v.i /. > </•;
Ou a. îilors, le svsh'iiH* dx
forme de six équations du premier ordie, définissant les six fonctions inconnues x, //, z,x\i/', z' , en (onction de t. Les intégrales générales de ce système sont déterminées, quand on connaît les valeurs .r„, //„, -y, .r'„. //'^,, -'j, des six fonctions inconnues, pour / = /„. Cela veut dire, au point de vue mécani(|ue, que le mouvement du point est déterminé, quand on connaît les coordonnées .r,, //„, '^ du point, à un instant initial /^, et les projections .r'„, // ,,, z\^ de sa vitesse, au même instant, b
Dans cet exemple, une intégiale première est une relation de la (orme
ii- '/,x, //, z,x',i/',.z/) = C,
entre la variable indépendante t et les six fonctions, c'est-ù-clire entre /, l<'s coordonnées du point et les projections de la vitesse. La coiiiialssance <ruiie intégrale premièie permet de lamener rintc'gration du sxsicme l\ celle d'un svslèinc de cIikj e(juations du premier ordre ;i eiiKj inconnues ; cIukjuc nouNtllt' Intégrale premii're permet tred'ectuer un abaissement dune uiiilé dans le nombj-e des inconnues.
On donne, en dyMami((ne, des théorèmes genéiaux, tels ([ue le llK'ori'MKî des forces vincs. 1e lluMH'i'ine des aires, etc., (pu permettent, dans certains cas, d Obtenir des intégrales premières.
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406. Forme générale. — Soient :: une lonctioii des Jeux variables indépendantes r et //, p et </ les dérivées premières de z par rapport à .r et // respectivement, on appelle équation aux dérivées partielles du premier ordre, à d<Mix variables indépendantes, une équation de la forme :
il) F(.r, //,-,/>, </=().
Intégrer cette équation, c'est trouver toutes les fonctions - de r et // qui la vérifient.
Kn considérant .r,//, " comme les coordonnées d'un [loint dans l'espace, toute relation entre .r, //, 3 définit une surface, et l'on peut dire qu'il s'agit de trouver toutes les surfaces vérifiant la condition 1). On appelle ces surfaces les surfaces intégrales.
La différence essentielle, qui sépare l'intégration des équations aux dérivées partielles de l'intégration des équations différentielles à une variable indépendante, est que l'intégrale générale L'quation aux dérivées partielles du premier ordre contient
c fonclion arbitraire, tandis que l'intégrale générale d'une piation différentielle du premier ordre, aune variable indépendante, contient une constante arbitraire. Cette fonction arbitraire doit être telle qu'on puisse en disposer de façon ii faire passer la surface intégrale par une courbe donnée ii l'avance.
Par exemple, l'équation
(i nue t
un
admet comme intégrale générale
o étant une fonction arbitraire : toute surface définie par une relation entre z gX, x — y est une surface intégrale ; par exemple on peut prendre
^= logf.r — //), etc.
En effet, si on prend la surface
?l-^ — jy;.
on en conclut
d'où
quelle que soit la nature de la fonction 'j. Les surfaces
sont des cylindres dont les génératrices sont parallèles à la droite
On peut déterminer la fonction cp, de façon que la surface intégrale (2) passe par une courbe quelconque donnée D. 11 suffit, pour cela, de former l'équation du cylindre, ayant pour directrice la courbe D et ayant ses génératrices parallèles à la droite (3).
I. - EXEMPLES DE FORMATION DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE
407. Objet du paragraphe . — Nous avons vu que, étant donnée une famille de courbes planes dont l'équation dépend d'une constante arbitraire, l'ordonnée d'un point d'une de ces courbes.
i.Qr.iTioys irx dkrivhes partifiies Dr pnEMir.n onuiu r, . ;
considérée comme ronction de Tabscissc, véiili<; une é(juation dilTérentielle du premier ordre (X" 355). Nous allons montrer, par des exemples, que, étant donnée une i'amille de surfaces dont l'équation dépend d'une /b/zr/Zo/i arbitraire, le r d'un point d'une de ces surfaces, considéré comme fonction des deux autres coordonnées .r et y, vérifie une équation aux dérivées partielles du preiîiH'r ordre.
Nous allons traiter successivement, à ce point de vue, les surfaces cylindriques, les surfaces coniques, les surfaces de révolution.
408. Équation aux dérivées partielles des surfaces cylindriques.— On sait qu'un cylindre est engendré par une droite G, parallèle h une direction fixe OG', s'appuyant sur une directrice donnée D(^o^. 207). Soient
ou
az — <?.r = 0,
les équations de la droite OG' à laquelle les génératrices restent parallèles. Les équations d'une génératrice sont de la lorme
az — c.r = G,,
G, et G, désignant deux constantes arbitraires. En faisant varier Gj et G, d'une manière quelconque, on arriverait à faire passer la droite G par un point quelconque de l'espace. Mais il faut exprimer que cette droite G s'appuie sur une directrice donnée D : cette condition se traduit analytiquement par une relation entre les deux constantes arbitraires :
Pour avoir l'équation du cylindre, il faut chercher le lieu des droites (G), dont les coefTicients G, et G, vérifient la condition (4).
L'équation du cylindre s'obtient alors, en éliminant C, et C^ entre les équations de la génératrice G et l'équation de condition (4). On obtient ainsi l'équation
F [az — ex, hz — cy) = 0,
jui est V équation générale des cylindres, dont les génératrices ont la direction donnée. Pour obtenir tous ces cylindres, il suffit de faire varier la forme de la fonction F ; on peut donc dire que l'équation générale des cylindres est (5), F étant une fonction arbitraire.
Nous allons montrer que toutes ces surfaces cylindriques satisfont à une même équation aux dérivées partielles indépendante, de la
Fig. 207.
fonction F. On sait que, si une surface a pour équation :
les dérivées partielles/; et q de - par rapport à jc ei y, sont données par les deux relations
ÔF
dF
obtenues, en dérivant successivement par rapport à x et //, et regardant z comme fonction de x et y. Posons, pour simplifier l'écriture,
az — ex -=: //, bz — ey = ç,
l'équation des cylindres devient
La fonction F(w, f^), dépendant de .r, //, r, par Tintermédiaire de n et ^, a pour dérivées partielles
OF
ÔF
OF
ôF OF
I ÔF
ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PAHTJELLHS IJI PHEMIEH ORDfH: ♦.». Les valeurs de p et <j sont doue <i(»iinées par
dF
dF
F / *)F , ÔF \
1 * . '^^' ^^' ou, en ordonnant par rapport a — - — et >
dF , OF
«y^ — c -— - -h A/; — - = 0, tV/ ' Or
OF , ÙF
Kntre ces deux dernières équations, on peut éliminer le rap-
port de -^^ — a -— — , et on obtient la relation ' mi Or
[ap — r) [h<i — c — ahpq =^ 0, ou
6) ap -\- bq ^=^ c.
Telle est l'équation aux dérivées [)î^rtielles des cylindres.
Interprétation géométrique. — Cette équation exprime une propriété du plan tangent, qui est évidente géométriquement. Ell«' exprime que le plan tangent
en un point M de la surface [fig, 207), contient la droite MA, menée par M parallèlement aux génératrices, c'est-à-dire la tangente, en M, à la génératrice MG, passant par ce point. Kn eiret, cette droite MA a pour équations :
et, en exprimant qu'elle est dans le plan tangent, on a la condition
ap -f- bq = c.
409. Équation aux dérivées partielles des surfaces coniques. — Une surface conique, ayant son sommet à Forigine, est engendrée par une droite mobile G, passant par 0 [/ii(. 208 \ les équations de cette génératrice sont de la' forme
Cl et C, désignant deux constantes arbitraires. Pour engendrer un cône, il faut assujettir cette génératrice G à s'appuyer sur une directrice D, ce qui s'exprime analytiquement par une équation de condition entre C^ et C^
F(C,,Cj=0.
"^ Vis. 2o8. Pour obtenir l'équation du cône, il sullit d'é-
liminer Cj et C^, entre les équations (G; de la génératrice et l'équation de condition (7). On a ainsi, pour Técpiation générale des cônes de sommet O.
F désignant une fonction arbitraire. Posons
la fonction F(-^,-^j prend la forme F ('/, r), et ses dérivées partielles, par rapport à r et //, sont données par les formules
d.r du .r'^ df/ i)i> //'
_dF___dF^J_ ^ 1 dz du .r ' dç u
/cQr.iTioys AUX Di:nivi:r.s r.\nin:i.Li:s or riirMiFii oiwnr '".'
Les oquations \-p-\ — = 0, -r \-(l -z — = 0, qui doi
lient y^ et //, ileviennent donc
OF - . / ÔF 1 dF 1
Ob - / dF 1 dF 1 \ ^^
r / OF 1 OF 1 \ „
y- ^ \ on .V di> y j
ou, en ordonnant,
1 OF / - \ 1 OF
F / - \ 1 OF
1 OF 1 OF
' , . ,. . , 1 t^ï^ . OF
hntre ces deux équations, éliminons le rapport de -^ — a
0/< Oi>
nous avons
ou
Telle est l'équation aux dérivées partielles des surfaces coni([ues ayant leur sommet en 0.
Interprétation géométrique. — Celte équation exprime que le plan tangent, en M, a la surface,
contient la droite MA dirigée suivant OM, c'est-à-dire la tangente en M à la génératrice G passant par ce point, ce qui est évident géométriquement. En efïet, la droite MA a pour équations
et, en exprimant qu'elle est dans le plan tangent, on retrouve bien l'équation (8).
410- Équation aux dérivées partielles des surfaces de révolution.— Une surlace de révolution autour de Oz est engendrée par un cercle G {fi^-. 209), dont le centre est sur l'axe et le plan perpendiculaire à *""^ l'axe : cette courbe génératrice a pour
équations :
~^ G, et C^ désignant deux constantes arbitraires. Pour que le cercle engendre une surface, il faut l'assujettir à s'appuyer sur une
courbe directrice donnée D. Analytiquement, ce fait s'exprime
par une relation
hig. U09.
On obtient alors l'équalion générale des surfaces de révolution, en éliminant G^ et C^ entre cette équation de condition et les équations (G) de la o^énératrice. On obtient ainsi :
OÙ F est une fonction arbitraire.
Si on pose :t:- -\- ij^ = k , on voit (jue F (-, h) dépend de .v et y par l'intermédiaire de // et on a
OF _.) OF
OF
Les dérivées partielles p et </ sont donc données par les relations
Ix \-p~ — -= 0,
OF
Or
,, , .,. . , , , , OF , OF
a ou, en éliminant le rapport de -^- — a
PU — y-^ ^ 0.
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Tello est ré(iualion aux dcrivérs paitiolles des sui hu .s dr révolution autour de ()-.
Interprétation géométrique. — Cette é(|ualion exprime que le plan tano-ent, en M, à la surface contient la tangente MA \\ la courbe génératrice passant par ce point, ce qui est évideiil u. ,,. métriquement. Kn eflet, la tangente au cercle G
en un point M (r, ?/, -), a pour équations
En exprimant qu'elle est dans le plan tangent
Z— 3=/;;X — .r -f-</ Y — //;, on a
411. Généralisation des résultats précédents. — Soient u et r, deux fonctions données de .r, //, z, les équations
définissent une lamille de courbes (G), à deux paramètres C^ et C^. Regardons ces courbes comme les génératrices d'une famille de surfaces. Pour engendrer une des surfaces de cette famille, il faut assujettir la génératrice à s'appuyer sur une courbe directrice donnée D.
Cette condition géométrique se traduit analytiquenient par une relation de condition
entre les arbitraires C, et C^. L'équation de la surface engendrée par les courbes (G), sous la condition (10), est alors
Ll Fii,ç]=0,
où F est une Jonction arbitraire, qu'on peut faire varier à volonté en modifiant la directrice D.
On peut alors loriner une équation aux dérivées partielles, indépendante de la forme de F. En elFet, on a ici :
OF
OF
du
OF
dç
dar
tV
dF
du
OF
àl/
~ du
dF
OF
du
OF
du
dz
di>
~dT'
car F dépend de .v, /y, -, par l'intermédiaire de u et v. Les équa tions :
OF OF ^ OF OF
, OF OF
sont donc, en ordonnant par rapport a — — et
0;r ' ' dz ' 0// ' ' dz
et -— — , dw
OF / 0/^ , 0./ \ , OF / 0(^ , 0^^ \ ^ OF / du du \ OF / Oc Oc \ ^
c^F OF
d ou, en éliminant -^^^ — et — r— du Oc
/ du du \ / Oc Oc \
' ^^ ^'VdT'di/ dr~df/~^'^\~dr^z ~ôF "ôT/
du Oc Oc 0//
àt/ d.r dt/ djc
Telle est l'équation aux dérivées partielles des surfaces considérées. Cette équation est linéaire, en p et q.
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Interprétation géométrique. — Ou vOii liera (juc cette (Mjualani <'xprlino, ([u'en chaque poiut M d'une des surfaces considérées, le plau tangent contient la tangente MA à celle des génératrices G) qui passe par ce point : propriété évidente géométriquement, car le plan tangent, en M, contient les tangentes à toutes les ioiuhes, passant par M et situées sur la surface.
On retrouvera tout ce qui a été dit en particulier pour les cvlindres, cônes, surfaces de révolution, eu particularisant les fonctions // et ^>
(Cylindres) u = az — ex, \> = bz — cy.
Cônes) « = — , v = —
Surfaces de révolution) u == x^ + Z/S ^ = '. En prenant
on aurait des conoïdes ayant pour arête Oz et pour plan directeur xOy.
n. - INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE LINÉAIRES Efî p ET q
412. Forme de Vèquation; interprétation géométrique. — Tne équation linéaire eny^ et q est de la iorme ;i) pf{x,y,z)-^q':^[x,y,z) = ^{x,y,z),
où 3 est une fonction de x et //, p et q désignant les dérivées
partielles -^ et -^ ; les coeflicients f[x,y,z), 'f (x,y,r) et
^ 0.r oy
'^ (x, 7/, z) sont des fonctions données de .r, //, c.
Nous nous proposons d'intégrer cette équation, c'est-ii-dire de trouver toutes les surfaces vérifiant cette condition (1).
Pour cela, nous commencerons par interpréter géométriquement la relation donnée (1). Soit M, un point quelconque de
672 COURS DWSAI.YSE
l'espace ayant pour coordonnées ,i\ //, z ; faisons correspondre à ce point [fîg\ 210) un segment MA, ayant pour origine le point M et pour proj CCI ions sur les trois axes
(MA) fU,ii,z], ^;.r,^,.-), 4.(.r,y,^).
De cette lacon, on lait correspondre à chaque Fig. 210. point M de l'espace un segment MA appliqué h ce
point.
Soit S une surface : pour (juellc vérifie V équation différentielle donnée, il faut et il suffit qu'en chacun de ses points M, le segment correspondant MA soit tangent à la surface. En effet, la droite indéfinie MA a pour équations :
[Mk) — _ —. ~ - — ^.
f{:^'^!h'; '^:^^ih': '^['^'yyy'j
Le plan tangent, en M, à la surface S a pour équation
Pour que la droite MA soit tangente à la surface, en M, il faut et il sulïlt qu'elle soit située dans le plan tangent, c'est-à-dire que l'on ait
ce qui est piécisément l'équation à intégrer.
413. Intégration. — D'après ce qui précède, intégrer l'équation (1), c'est trouver toutes les surfaces S telles, qu'en chaque point M d'une de ces surfaces, le segment correspondant MA soit tangent à la surface.
Pour cela, nous commencerons par chercher des courbes G que nous appellerons les courbes génératrices et qui possèdent la propriété suivante :
En chaque point M d'une de ces courbes, le segment MA correspondant est tangent à la courbe [fig. 211).
Soient dxydij, dz, les projections d'un déplacement infiniment petit effectué sur une de ces courbes G, à partir d'un point M (.r, y, z) ; la tangente, en ce point, devant coïncider avec le seg-
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nin.i MA (Ir i)i.»ircti()ns/';r, //, r), 'f ./,//, : et';(^,y, 3), il faut et il sullil ([iroii ait, tout le long de la courbe.
f,v,!i,z) 'i[.r,tj,z) 'yr,f/,z)
Telles sont les équations différentielles des courbes cherchées : on voit ([u'clles sont identiques aux é([uations différentielles des lignes de l'orce correspondant il lin champ de forces tel que la force, appliquée à un point M (.r, 1/^ z), soit précisément le segment correspondant MA.
L'intégration de ces équations (G^ conduit, comme nous l'avons vu (N"* 396 et399j, aux équations des courj)es (1 sous la forme
avec deux constantes arbitraires. Résolvant ces équations par rapport aux deux constantes, on mettra les équations des courbes génératrices G sous la forme
Ces équations définissent une famille de courbes ii deux paramètres Gj et G,, telle que, par chaque point de l'espace, il passe ime de ces courbes.
Les courbes génératrices étant trouvées, pour engendrer une surface S répondant à la question, c'est-à-dire une surface intégrale, il suffit d'assujettir les courbes génératrices (3) à se déplacer en s'appuyant sur une directrice donnée D. Klles engendrent alors une surface intégrale S : eu eff*et, soit M un point quelconque de la surface S ainsi engendrée, MG la courbe génératrice passant par M, le segment MA correspondant au point M est tangent en M à la surface S, car il est tangent ii la courbe MCr située sur la surface.
Kn outre, en faisant varier la forme et la position de la directrice D, on obtient ainsi toutes les surfaces intégrales S : en effet, étant donnée une surface intégrale S, c'est-à-dire une surface telle que le segment MA, correspondant à chacun de ses
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pohils, lui soit tangent, il est évident qu'on pourra tracer sur cette surface une laniille de courbes G telles que la tangente, en chaque point M de chacune de ces courbes, soit le segment correspondant MA. La surface intégrale considérée S peut donc être considérée comme engendrée par une suite de courbes G. Analytiquement, si on assujettit la courbe génératrice
il s'appuvcr sur une directrice donnée D, cette condition s'exprime par une relation
entre les deux constantes. L'équation de la surface intégrale ainsi engendrée s'obtient, en éliminant Cj et C^ entre les équations de la génératrice (4) et l'équation de condition (5). On obtient ainsi l'équation générale des surfaces intégrales sans la forme
où F désione une (onction arbitraire.
Kkmauqi K. — On voit que la surface intégrale S est dcloiininée, quand on l'assujettit à passer par une courbe donnée D : elle est, en effet, engendiée par les génératrices (4) s'appuyant sur D.
Il y a exception (piand la courbe donnée, par hupielle doit passer la surface intégrale, est une courbe génératrice G,,. Il existe, en elïet, une infinité de surfaces intégrales, passant par une courbe génératrice donnée (j„ ; ce sont toutes les surfaces que l'on obtient, en déplaçant la courbe génératrice G dune manière continue, à partir de la position G^,, ce qui peut être réalisé d'une infinité de manières.
Phi:mii:i< i:xemi>le. — Intégrer l'équation
Cette é([uation lentre dans le type général (1), oii on fait : /•(.r, //, z)^if, 'i[.i',i/,z) = — .r, ^[.i\i/, z) ~ 0.
* ijQr.irroNS alx dérivées partielles du premier ordre 6;'.
Les équations tlifïV'renlielIes des courbes géiuratiitcs sont doue
d:r dij dz
Elles s'écrivent
xdx -\- ydij = 0, ^/r. = 0 ,
d'où, en intégrant,
C, et C^ désignant deux constantes arbitraires. Actuellement, les écjuations des courbes génératrices se présentent toutes résolues par rapport aux constantes arbitraires.
Quand Cj et C^ varient, on voit que ces courbes sont des cercles, dont le plan est perpendiculaire à O^ et le centre sur Oz.
Les suriaces intégrales sont engendrées par ces courbes, s'appuyant sur une directrice quelconque : ce sont des surfaces de révolution autour de O^. Leur équation générale est
F désignant une fonction arbitraire.
Une de ces surfaces intégrales est déterminée, quand on donne une courbe D, par laquelle elle doit passer, excepté dans le cas où cette courbe D serait une génératrice, c'est-à-dire un cercle dont le plan est perpendiculaire à Oz et le centre sur Oz.
415. Deuxiiîme exemple. — Soit S une surface : prenons un point M de la surface, menons la perpendiculaire MP au y plan des x\j (fig. 212) et la normale MX à la surface jusqu'au point N où elle ren- y\%. aia.
contre le plan xOy : on demande de déterminer la surface de telle façon que Vaire du triangle OPS soit proportionnelle à V abscisse du point M.
Soient x^y, z les coordonnées du point M. Le point P, dans le
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plan xOîj, a pour coordonnées x ei y. D'autre part, la normale, en M a pour équations :
et le point N où elle perce le plan aO?/, Z = 0, a pour coordonnées :
X = X + pz , \:=y-]rqz,
La surlace du triangle OPN dont les sommets ont pour coordonnées X, Il et X et Y est donc (n*' 41)
ou
-j-{fjzx—pzy).
La condition
aire OPN =/.ï,
7t constante) conduit donc à Téquation différentielle
8) </ zx — pzy = 2 kx ,
équation du type (1) où
f(Xyy,z) = —zt/, ^U,i/,z) = zx, •h{x,y,z)--=^2kx.
Intégrons cette équation. Les équations différentielles des courbes génératrices G sont ici
dx dy dz
'zx 2 kx
Lgalanl les ra{)ports extrêmes au deuxième, on a les deux équations
xdx -f- ydy = 0, zdz — 2kdy = 0,
ou, en intégrant,
(9) .r-^ + y^ ==(:., .^_4Xy = C,.
Telles sont les équations des courbes génératrices, avec deux
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constantes arbitraires i\^ et C^ : ces équations se présentent loutre résolues par rapport à C, et C,.
Les surfaces intégrales sont engendrées par les courbes (9), assujetties à la condition de s'appuyer sur une directrice donnée I). Leur équation générale est donc
V désionant une fonction arbitraire.
Par exemple, on aura des surfaces intégrales en prenant
((, /), C désignant des constantes, et, d'une manière générale, en établissant une relation quelconque, ii coefficients constants. «Mitre .r'- + //' <>t c" — 4%.
Une surface intégrale est déterminée, quand on l'assujettit à passer par une courbe donnée D. Cherchons, par exemple, celle <|ui passe par l'axe Oij. Elle est engendrée par les courbes (9) assujetties h s'appuyer sur l'axe O^, ayant pour équations
Pour exprimer que la courbe (9) rencontre la courbe (10), il faut éliminer x, y^z entre les quatre équations (9) et (10). Ce qui donne immédiatement :
il) 16PC,— C; = 0.
Il rrsic alors à chercher la surface engendrée par les courbes (9;, quand C, et C, sont assujettis à cette condition (11 . L'équation de cette surface s'obtient, en éliminant C, et C^ entre les équations (9) -et (11) : elle est
i6)t2(.r^ -I- y^) — iz' — ^kyf = 0.
416. Troisième exemple.— Soit^'(.r,//) une fonction de ./ el//. intégrons l'équation : ,
OU
d^ ^g ds ^îT
djr ^ij di/ dx'
D'après la méthode générale, les équations des génératrices sont ici
djc dy dz
ou
dz = 0, -^dx 4- ~-dy = 0.
Ces équations s'intègrent immédiatement et donnent
L'équation donnant l'intégrale générale demandée est donc
F[-Sé'(.f,y)] = 0, ou, en résolvant par rapport à z,
Ainsi, toutes les fois que deux fonctions de r et y vérifient identiquement la relation
dz 0^'- ô- à-[
O.r ày ày àx Tune d'elles est une fonction de l'autre
ni. — ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU DEUXIÈME ORDRE
417. Forme générale. — Une équation aux dérivées partielles ,<lu deuxième ordre, à deux variables indépendantes x et y, est de la forme
/oi i/fO.\s Ar\jj/:/;n/is r \iii h.i.li.s ui hi imimi. oui, m: »•>;.,
(•il />. y. /■. .v. / sont les il«'rl\«M's partielles j)r»iiii«i es «i <lrij\i.iiÉ.> de - par rapport à .r et //.
Intégrer cette équation, c'est trouver les fonctions r de .r et // vérifiant cette équation. La fonction r, la plus générale, satisfaisant à Tequation dépend de deii.v fonctions arbitraires^ de telle façon qu'une surface S, vérifiant ré(|uation, est déterminée, (piand on se donne une courbe par laquelle elle doit passer et la loi des plans tangents à S le long de cetle courbe.
Nous tialterons un seul exemple, en cherchant les surfaces pour lesquelles la courbure totale est nulle en chaipie point. Pour ces surfaces, le z d'un point, considéré comme fonction de / rt ?/, vérifie l'équation
(13) rt — s'=().
(^'est cette équation que nous allons intégrer : nous allons montrer que les surfaces intégrales sont les surfaces développables. En eflet, en introduisant les dérivées premières
r ' ^if
on peut écrire l'équation (13)
Or, nous avons vu (n** 416) que, quand deux fonctions z et ^ vérifient la relation
dz Oa»^ dz iV _^
àjc iSy 0// dd'
l'une est une fonction de l'autre. Donc, actuellement, p est une fonction de fj :
Cela posé, l'équation du plan tangent en un point de la surface est
Z — z=p(\—^r)-hfjy—tf,
ou
p\ 4- ^Y — Z -4- - —pr — 7y = ^-
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Dans cette équation, on a
en outre, le ternie
n-^z—pr — f/ff.
est aussi une fonction de <y. Kn eilet, pienons la différentielle totale de // correspondant à un déplacement quelconque d.ty dij effectué sur la surlace :
du _; (Iz — pd.v — qdij — Adj) — j/d(i.
Comme
d.z ^=pdj' -\- (jdij, p = 'f(//\ dp-^'^'rpdrj, on a
dM = —U:^\(j)-i-l/]d(j.
Cette relation montre que ii est fonction de rj seul, car quand fj ne varie pas d(j = 0, dii=:0 et h reste constant ; et si <y varie, // varie. Donc
ti = 'l (j .
li'é((uation du plan tangent à la surface cherchée est (hmc
La surface est alors l'enveloppe de ce plan, dont l'équation ne dépend que d'un paramètre q : c'est nue surface développable (n« 209;.
Méthode générale. — Une intégrale définie
la courbe dont
repiésciite Taire comprise entre Taxe des x ré([iiation en coordonnées rectangulaires est
et les deux ordonnées qui correspondent aux abscisses a et U. Lorsqu'on ne sait pas calculer exactement cette aire, on en obtient une valeur approchée en remplaçant la courbe y =zf{^x\ par un«' autre courbe qui s'en écarte y très peu et dont on sait calculer l'aire.
419. Méthode des trapèzes. — L ne première méthode consiste à substituer \\ la courbe AB [fi^. 213} un polygone inscrit AM2M3...M„B et à remplacer la surface cherchée par une somme de trapèzes limités par les ordonnées AI\, M,P„ M3P,,..., BP„^,. Pour obtenir une formule simple, on suppose ces ordonnées équidistantes : la distance t de deux ordonnées consécutives est alors la
Fig. 21 3.
♦iSi
coins iJA.yAI.YSE
n"""' partie cle P,P„+i et, en appelant //p '/.,,- ■-, //«+!, les ordonnées APj, M,P,,... , Bl?„ ,, on a. ponr la surface, l'expression approchée
ou
-9-(yi + %. + 2 //3 4- . . . + 2y,, H- /y,, ^ 0
(]ette formule donnera, pour l'aire, une valeur d'autant plus approchée que n sera plus grand.
Emploi de la roulette Dupuit
— Cet appareil est formé de deux roues graduées R et R' [fii^^. 214), réunies à un manche M. La première a 100 millimètres de circonférence et son axe porte un pignon engrenant avec la seconde qui a dix fois plus de dents que le pignon. La circonférence de R est divisée en 100 divisions chacune d'un millimètre, celle de R', en 10 divisions, dont chacune correspond à un tour complet de R. Un index I, fixé au manche, est placé en regard de R, un index analogue en regard de R'.
Pour mesurer la longueur d'une droite, on ramène d'abord chaque index sur le zéro de la graduation correspondante : on place ensuite l'appareil verticalement, de I façon que le zéro de R coïncide avec l'une des extrémités de la droite et on pousse l'appareil de façon que la roulette roule sur la droite jusqu'à l'autre extrémité. Si, à la fin, l'index V est entre 3 et 4 et si I indique 25 divisions, la longueur mesurée est 325 millimètres.
<') Voyez Dariès, Cubaiure des terrasses et Moiifement des terres, p. 71, Gauthier- Villars.
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Cela posé, pour mesurer avec la roulrih- Dupuli l'iiii contour fermé (juelconque, par ex<Mnple, l'aire du v( P,ABP„ji considéré dans le numéro précédent, on prend un papier transparent, sur lequel on a tracé un réseau de parallèles ('([iiidistantes, dont la distance commune est une quantité connue z //^'. 21.") . On dispose ce papier sur le contour dont on cherche
l'aire, de façon que deux des droites parallèles viennent se placer tangentiellement au contour en « et / : si bc, de^... hk sont les points où les parallèles intermédiaires coupent le contour, on substitue à ce contour le polygone inscrit ahd.., tilk... eca dont Taire est évidemment
OU
(ljc-hde-\-...+fik].
En promenant la roulette successivement le long des droites bcj de,..., hk, on lit sur l'appareil la somme de ces droites, et, en multipliant par la quantité connue £, on a une valeur approchée de Taire.
Si le contour présente des points anguleux, comme dans la figure, il laut autant que possible placer le papier transparent de façon que chacun de ces points se trouve sur une des parallèles.
421. Méthode de Simpson.— La méthode de Simpson repose sur ce fait qu'on peut faire passer une parabole dont Taxe est
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parallèle à Oij par trois points donnés. En effet, l'équation d'une telle parabole étant
on peut disposer des coenicients a, [:i, y, de façon que la parabole passe par trois points.
Ceci posé, pour évaluer l'aire d'un segment P^ABP,,^! [fig. 213;, on divise la base P^P^+i en un nombre pair (/i = 2 p) de parties égales et on mène les ordonnées correspondant aux points de division Pj,P2,..., P„+i : soient, comme précédemment. !l\^yi^lh^"-^ynvii ces ordonnées, s la distance de deux ordonnées consécutives.
Dans la méthode de Simpson, on substitue à l'arc de courbe AMjM^ un arc de parabole d'axe vertical, passant par les trois mêmes points. L'aire du segment parabolique PjAM^MgPg ainsi défini est (N'^ 28)
car la distance h des ordonnées extrêmes est ici 2^. De même, par les trois points M3,M^,Mg, on fait passer une parabole d'axe vertical et on remplace l'aire PgMglVLPg par l'aire du segment parabolique
et ainsi de suite. L'aire de la courbe a alors pour valeur approchée la somme de ces segments paraboliques
Si la courbe et les ordonnées sont tracées avec soin, on peut évaluer la somme entre parenthèses ii l'aide de la roulette Dupuit.
^22. Formule de Poncelet. — Les formules précédentes ont le désavantage de ne pas donner de limite pour l'erreur commise : cet inconvénient disparaît avec la méthode de Poncelet. Dans
M i: l lUih l.s l> AI>1> noM M A I loy ,,s ,
cette méthode, on commence par diviser liii* <l. c mn h. ^^^^^^^\. déré en arcs tels que, le Ion- dr chacun d'eux, la concavité soit dirigée dans le même sens : on .jvalue ensuite sépaién^Mit Taire de chacun des segments limités par ces arcs.
Soit alors M, M,, un de ces arcs : admettons qu'il tourne su ( mi cavité vers Taxe O.r. Divisons la base P,l% du segment en un nombre pair de parties égales à s, en six parties, pour fixer les idées (//-.216). Soient MJ\,M3P3,..., M,P„ les ordonnées iiitr,-
Pa
RJ
rr>^^
Pa
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médiaires. Menons par les points M, d'indices pairs, des tangentes il la courbe, en limitant ces tangentes, aux points où elles rencontrent les prolongements des ordonnées voisines, d'indices impairs: ainsi la tangente, en M^, est limitée aux points R^ et R3, où elle lencontre les ordonnées PjM^ et P^Mj. D'autre part, menons les cordes M^M^, M^M^, M^M^., MgM,. L'aire cherchée S est comprise entre l'aire circonscrite C formée par les trapèzes, tels (jue PjRjRjPg et l'aire inscrite I limitée aux cordes : ces aires sont des sommes de trapèzes
Nous aurons une valeur approchée de l'aire cherchée S, en prenant la demi-somme de ces deux grandeurs
L'erreur commise sera inférieure à la demi-difl'érence
en effet, supposons par exemple S> ^r ; l'erreur commise est
et comme c)< (., elle est inlerieure a L. ^ — ou a — ^^ —
On a donc :
On peut interpréter géométriquement cette valeur : soient II et K (fig. 21G), les points de rencontre de l'ordonnée du milieu MJ^^ avec les droites M^Mg et M,M^, on a :
j^p J7£t:^^ kp
erreur < -^IIK.
En général, si, au lieu de 7 ordonnées, on en mène un nombre impair 2ti-\~ I, la valeur approchée de l'aire est
et l'erreur commise est moindre que
II. - INTÉGRATEURS ET INTËGRAPHES
423. Principe des intégrateurs. — Les intégrateurs sont des appareils qui, par un procédé mécanique, enregistrent Taire d'un contour Terme.
La pièce essentielle des intégrateurs est une tige rectiligne AB, qui se déplace parallèlement au papier portant l'aire à évaluer et sur laquelle est fixée une roulette circulaire R, mobile autour
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tle Taxe (le la lio(.. Quand on clrphice la tige i\\\i\r ini.iiin,- , m, tiniie en appuyant la rnnlotte sur lo papier, celle-ei roule suivant une certaine loi, et un compteur enregistre ]o noinhrf d»* tours et (!<' Irai lions de tour (|u'elle accomplit.
llxainiiions (l*;(I)()rd quel<iues déplacements élémentaires dr hi tige AB //-. 217 .
1° La fi[^c glisse sur elle-même, de AB en A'B' par exemple : Il est évid< ut (jue la roulette ne tourne pas*
2** La /fi^c se déplace parallèlement à elle-même, dr lin on ;i balayer l'aire d'un rectangle AA,B,B : la roulette roule constamnienl de B en R, ; si on appelle s l'arc de la circonlcrence d»* la
Aa:
Fig. 217.
roulette, compté, à partir d'une origine fixe, sur la roulette, jusqu'au point de contact avec le papier, l'accroissement \s de cet arc est égal à RRj, c'est-à-dire ii la lianleuv h du rectangle.
3** La tige se déplace parallèlement à elle-mêmey de façon à balayer l'aire AA^'BB^^ d'un parallélogramme {fig. 217) : l'expérience inontre que la roulette enregistre seulement le déplacement normal à son axe, c'est-à-dire que l'arc A.v de circonférence, qui vient en contact avec le papier, est égal à la hauteur h du parallélogramme. Cet arc est le même que si on amenait la tige de AB à A"B", par une translation de AB en A,B, normalement à AB, suivie d'un glissement de A^B, en A"B".
4" La tiiie tourne autour d'une de ses extrémités k^ par exemple, d'un angle Aa [fig. 217 bis). Dans ce déplacement, la roulette roule constamment sur l'arc de cercle RB', décrit de A comme centre, avec AR comme rayon. On a donc, en appelant ). la distance AH
As = AAa.
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424. Mesure des aires. — Imprimons maintenaiil à la lij^«' AH Il 11 déplacement continu qui l'amène de A,^B„ en A, H, en laisant décrire a ses deux extrémités les arcs de courbe A,, VA, et B,jBB, ///^>-, 218). Appelons / la longueur AB, Xla distance AR rt aTanolc
Vig. ai 8.
<pi(' lait la lige dans une position (pielcoiupi»' AB a\«'c uik lion fixe O.r. Soit // l'aire A,J3,,BA ; (juand la tij^e siil)it 1( ('(Mucnt iniiniment petit (pii ramène de AB en AB , Tairi^ do <^/// ^=ABB'A'. Si, par A^ on mène une droite A'IV', r parallèle à AB, on peut regarder l'aiie infiniment pc comme égale îi la somme du parallélogramme ABB "A' r hMir // et du secteur B'OV'B^ dont l'angle est (h. :
' (liicc-- (Icpla- // eroif -aie cl lih> t/f/ c lijin-
du = lh
Calculons l'arc ds de roulette, ([ui s'est appuv<' sur le paj)lrr dans le mouvement de AB en AB' : c( l aie est la soiiimr de deux arcs, l'un : //, piovciiant du (l<''j)]aceinent de A H en A B ol
l'autre ).(^/a, provenant du déplacement de AB en AB dcpla ments élémentaires 3" et 4**^. On a donc
ce-
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L'élimination de // entre ces deux relations donne
(1) du^lds-\-{-^t' — ù\
da.
Cette formule est générale, à condition de regarder ds comme positif ou négatif, suivant que la roulette tourne dans un sens ou dans l'au- ,--''^\ tre. Par exemple, la position des tiges --''^^^î inliiiinicnt voisines AB et A'B' peut a^ -''' J^^^^ ' ^'
être celle de la fii^ure 219 où ^a est ^''^c
négatif : du est alors la différence des j.j
aires AEA' — BEB' : son expression se
compose du parallélogramme AA'B"B ou ///, moins le secteur
B A'B', c'est-à-dire Ih -\- -^^V- d'3,^ car di. est négatif; d'autre
part, on a encore ds=^h -\-\d'y.\ on retrouve donc la formule (1\ Pour avoir l'aire totale A^ B^Bj Aj (fig. 218), balayée par la tige, il laut faire la somme algébrique des éléments du, c'est-à-dire^ intégrer le deuxième membre de la formule (1), depuis la position A,^B,j jusqu'à Aj Bj. On a donc, en appelant a- l'arc total de la roulette qui s'est appuyé sur le papier, a^ et a^, les angles des directions A^^B^, et A^Bj avec 0.r :
(2) Aire A,B,B,A, =:= ls-^-{^~l' -Oji^, -^ù-
La ([uantité .s se lit sur le compteur qui enregistre le nombre de tours de la roulette : a^ — a, est l'angle des deux positions extrêmes de la tige.
On voit qu'on ferait disparaître cet angle en prenant A = -:^,mais cela est inutile, car le terme dépendant de l'angle disparait de lui-même quand on mesure l'aire d'un contour fermé, ainsi qu'on le verra plus loin.
Cas où la roulette est sur le prolongement de la tige
— Nous avons supposé, dans ce qui précède, la roulette placée
entre A et B. Les formules seraient les mêmes, si la roulette était
fixée sur le prolongement de la tige. Si la roulette est sur le
APPELL. Anaivse. *♦*
prolongement de la tige clans le sens AB, Â est supérieur à /. Si elle est sur le prolongement de la tige dans le sens BA, il sufïit de supposer A négatif. Avec ces conventions, la formule (2) s'applique à tous les cas.
426. Aire d'un contour fermé. — Soit une courbe fermée quelconque C dont il s'agit d'évaluer Taire S (fig. 220). Traçons
Fig. 9.-20.
une courbe auxiliaire HIF ne traversant pas l'aire et plaçons la tige AB de telle façon que l'extrémité A glisse le long do H II', tandis que l'extrémité B décrit la courbe C dans le sens de la flèche d'un mouvement continu. Soient A^ et A^ les positions extrêmes du point A sur la courbe IIIF dans ce mouvement, A^ B„ et AjBj les positions correspondantes de la tige. Quand B va de B„ à Bj par l'arc supérieur B„BB,, la somme algébrique des aires élémentaires du, balayées par la tige, est A^ByBBjA^; (juaiul le point B revient de B, en B„ par l'arc inférieur BjB'B^, le point A revient de Aj en A^, et la somme algébrique des aires dt( balayées par la tige est l'aire AjB^B'ByA^j changée de signe. Donc, quand le tour est complet, la somme algébrique j du est égale à l'aire S de la courbe C.
S = Cdu.=:flds -^f(-Lp ^fj\ ,/a.
Comme^ dans ce mouvement, la tige reprend la même direc-
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tion qu'au départ aprrs imr suilr (rnscillatiuiis entre deux dii-.M-lions limites, la somme \ >h. des vaiiutions angulaires csl nulle et on a
Soit « le in»ml)i.' (le t<mis et de fractions de toni- ('deetiirs |);ir la roulette, /• son rayon, on a
s = 2izrn , S:=2TJ'ln.
Si on construit l'appareil de façon que 2:w/-/= 1, on a
L'aire cherchée se lit donc directement sur le compteur.
11 est essentiel, pour que cette formule soit exacte, que le point A ne fasse qu'aller et venir le long d'un arc de IIIT et que 1 ilv. soit nul.
Théoriquement, cette courbe HIF est quelconque. Pratiquement on lui donne la forme soit d'un arc de cercle, soit d'un segment de droite.
427. Planimètre d'Amsler. — Dans cet appareil, la courhe IIH' est un arc de cercle (fig. 221 . On oblige le point A à décrire un arc de cercle, au moyen d'une bride OA, rattachant l'extrémité A à un point fixe O ; le point B décrit la courbe C dont on veut évaluer l'aire. Pour que la formule
s'applique, il faut, qu'après un tour p. ^^^
complet de B sur la courbe, le point A
ait décrit deux fois, en sens inverses, le même arc de cercle et que la tige revienne à sa direction première sans avoir fait de tour sur elle-même.
Quand la courbe C est trop grande par rapport aux dimensions de l'appareil, on peut la fractionner. On peut aussi placer le
point fixe 0 dans Fintérieur de C (fig.222), de telle façon que le cercle, lieu du point A, soit dans Taire cherchée, et faire décrire au point B la courbe C. L'aire balayée par la tige AB est alors Taire de la couronne comprise entre le cercle et la courbe. On a
Fi g. 222.
donc en appliquant la formule (2), et, remarquant que, la direction de la tige faisant un tour complet, la différence a^ — (f.^ = 2iz :
==is-^^(l.p — n\2T..
couronne L'aire de C est alors
La quantité
est donnée par le compteur ; la quantité
^^/2_a)27T + 7:OÂ'.
est une constante de Tappareil calculée une fois pour toutes. On a donc Taire immédiatement.
428. Deuxième forme du planimètre. — On a construit également des planimètres ou intégrateurs, dans lesquels la courbe IIÏT est une droite O.r (fig. 223). La tige AB est articulée, par A, à un chariot assujetti à glisser le long d'une rainure rectiligne, le
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point B parcourt la courbe (1, dont on vrut (i.'iri iniioi' liiii»- S. La roulette R enregistre cette aire d'après la formule précédente
S = ^6- = 2r,rln .
On peut dire que cet appareil donne la valeur de l'intégrale j y^/.r, prise le long de C.
D'autres roulettes fixées sur l'appareil par l'intermédiaire de multiplicateurs d'angles donnent en outre les intégrales
jtfdx, Ji/djc
qui se présentent dans le calcul des centres de gravité et des moments d'inertie.
429. Exercice. — On considère une tige AB qui porte une roulette , comme dans le N^ 424, et on suppose que ses deux extrémités A et B décrivent des courbes fermées d'aires S et S. Démontrer les résultats suivants :
i» Si la tige revient à sa position primitive, sans avoir fait un tour surcllemêmc, on a
S — S = Is, 2° Si elle revient à sa position primitive après avoir fait un tour, on a
3» Si elle fait k tours,
Lorsque 1 extrémité A ne fait qu'aller et venir sur un arc HH' (No 4a6). l'aire S décrite par A est nulle ; les formules donnent alors l'aire S décrite par B.
430. Intégraphes. — Les appareils que nous venons de décrire donnent la valeur numérique d'une aire. Il existe d'autres appareils appelés intégraphes représentant graphiquement la variation de l'aire d'un segment de courbe donnée.
Soit, figure 224, une courbe
COURS D'AyALYSE
coupant 0// en a. Cherchons une autre courbe dont Tordonnée Y vérifie l'équation
L'ordonnée Y de cette nouvelle courbe est donnée par la for mule
Jo
où C est une constante arbitraire.
Soit j; = OP, une valeur attribuée l\x, m le point correspondant de la courbe (1), M le point correspondant de (3),
On a
j/ = ml\ Y = MP.
Y == C -4- aire OamP.
Pour ^ = 0, Y = C; on a ainsi le point A, d'ordonnée arbitraire C; .X croissant, le point M décrit une courbe AM, appelée courbe intégrale. Les intégraphes tracent mécaniquement cette
courbe intégrale, quand un traceur parcourt la courbe donnée (1).
Le principe de ces appareils est le suivant : prenons PE=1, le coefficient angulaire de la droite
l^ /WP , ,1. ^/ X
ïLm est , c est-a-dire yonf (r) .
Dans l'appareil, une tige rigide PP' est assujettie h se déplacer perpendiculairement à O.r : le long de cette tige, glissent librement :
l** un traceur /«, qui décrit la courbe donnée; 2** une roulette M, qui ne peut que rouler et non
glisser sur le papier, et dont le plan perpendiculaire au papier
peut prendre toutes les orientations possibles.
Le traceur m et la roulette sont reliés par un mécanisme tel
que, dans chaque position du traceur, le plan de la roulette a
Fig. 224.
pour Irace sur le piipicr une parallMe 11 ii 11///. Dans r.s ((.iiditions, quand le point ?n décrit ht < <»m he
la l'oulclte roule sur le papier, ensuivant unr courbe, dont la tangente est, à chaque instant, lu trace R de la roulette. Coiuiih- U est
paralli'le à Kw, le coefficient angulaire — — de la tangente à la
courbe, lieu de M, est égal à celui de E//i : on a donc
dx
et le point M décrit une courbe intégrale. On règle Tappai» il (!«• laçon que, pour .r = 0, la roulette soit en A ; on obtient alors la courbe intégrale partant de A.
Nous renverrons pour la description de ces appareils à l'ouvrage intitulé : les Intègraphes, la courbe intégrale et ses appli^ cations, par Abdank-Abakanowics (Gauthier-Villars, 1880} . On a fait également diverses tentatives pour construire des machines, permettant de tracer l'intégrale générale de certaines équations diflerentielles du premier ordre. On trouvera une énuniération détaillée de ces appareils dans une publication faite en Allemagne sous le titre suivant : Katalog niatheniatischer und niathematiscli-physikdlisclicr Modelle, Appavate und Instrumente^ von Walther Dyck, Munchen, Universitaitsbuchdruckerei von Dr. C. Wolf und Sohn, 1892.
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