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Co[He de la circulaire de Monsieur le Ministre de rinstmction
publique à MM. les Recteurs :
Du 17 octobre i838.
MoHtiion Li Rkctihr^
« L«i priaeipAui (libniiret de Paris qtti BViecapent de la publfeation dat LiTrtt enployës daas Tenaelgneniaiit , en me faisant connaître qnHl eiUie d# DombreNsea contre£i^BtdeceaouTragea.aeplaif[nentdeJa faeiliié ayec laquelle ellea sont introduites dans les Collèges et dans les Éeolea primaires y où leur prix semble, disent-ils, les faire préférer aux éditions originales. De là le aouble incqnTénient de propager rusage d*éditions in-^ eorreetes et de décourager les Éditeurs légitimes qui , trompés dans lears prérlsiona , sont souvent forcés de renoncer, au détriment de la science y à améliorer et même à publier des ouvrages quUls craignent de ne pouToir exploiter sans dommage et sans trouble.
» Vous voudresbien, en conséquence, M. le Recteur, inviter les cbofs d^établifsementd^lnstraction secondaire et dHnatruction primaire à prendre des précautions pour qp^'^aueune édition contr^aite ne soit à Tavenir admise dans les Collèges et dans les Écoles. Vous appellerez leur attention sur les inconvéniens qui résultent , pour les études , de Vineorrection de ces édi- Hanté II 7 a a^allleurs , dans le fait de la contreiaçon , une action coupable
?De la foi et la morale réprouvent également , et dont aucun membre de Université ne voudra, J'en suis assuré, se rendre eemplice. Je vous invite à rappeler à MM. les chefs d^établissement de tous les degrés quUls ne doivent employer que des Livres régulièrement approuvés ou autorisés, par 1?l7niversité, et à leur faire remarquer que comme Tindication du nom de l^iteur accompagne toujours le titre des ouvrages dans les notifications des décisions dont ces ouvrages ont été Pebjet . toute erreur est facile à éviter. L'intérêt des études leur prescrit d*y veiller.
» Le Ministre de l'Instruction puhli^me , grand maiire de Wnit^rsit/é,
» Signé Salvandt. »
Tout exemplaire de ia vingt -SSPTiiMB édition du présent owrage, qui ne porterait pas, comme ci-dessous, la griffe de V Auteur et celle du Libraire, ^era contrefait. Les mesures nécessaires seront prises pour atteindre^ conformément à la loi, les
fabricants et les débitants de ces Exemplaires.
AVERTISSEMENT
Établir méthodiquement la nomenclature des nombres et la manière de les écrire en chiffres ; chercher dans leur mode de représentation , et dans la nature des opérations auxquelles ils peuvent donner lieu, des procédés propres à conduire aux résultats de ces opérations; considérer ensuite les nombres d'une manière générale et indépendante de tout système de numération; pénétrer, pour ainsi dire, dans leur intérieur, pour y découvrir les propriétés relatives à leur composition et à leur décomposition ; déduire de cespropriétés , soit de nouveaux procédés , soit des modifications et des moyens de simplifier les procédés déjà connus ; poser «enfin , autant que pos* sible, des règles fixes pour résoudre toute espèce de questions , en faisant ressortir les rapports qu'ont entre elles les différentes quantités qui font partie des énoncés: tel est le plan que je me suis tracé en composant un Traité d'Arithmétique.
J'ai divisé cet Ouvrage en deux parties , et chacune de ces parties en quatre chapitres.
La première partie a principalement pour objet le développement des quatre règles fondamentales : t addition^ la soustraction y la multiplication et la di^ vision. Ainsi, le />rem/«r chapitre traite des opérations sur les nombres entiers ; le deuxième ^ des opérations sur les fractions d'une nature quelconque; le troi-^ sième et le quatrième j qui ne sont qu*ûne extension du second, traitent des nombres complexes et des fractions décimales auxquelles se lie naturellement le système des nouveaux poids et mesures.
vj AVERTISSEMENT.
La. seconde partie renferme surtout des ihéorîes^ dont les démonstrations eùgent l'emploi de nouveaux signes , pour représenter les nombres et les opérations qu'on peut avoir à exécuter sur eux. Ainsi, après avoir, dans une introduction, indiqué l'usage de ces signes et la manière d'opérer sur les nombres exprimés par des lettres , je développe la tbéorie des dittérents systèmes de numération, les propriétés qui ont rapport à la divisibilité des nombres , à leur composition , et à leur décomposition en facteurs. *Revenant alors sur les objets traités dans les premiers chapitres., je déduis de ces propriétés, des modifications dans le procédé delà réduction des fractions au même dénommateur et dans celui du plus grand com.mun diviseur entre deux ou plusieurs nombres ; je fais connaître la théorie des fractions décimales péripdiques et les propriétés principales des fractions continues. Ces différents objets composent le cinquième chapitre.
Les principes établis dans T introduction à la seconde partie me permettent de développer, dans le sixième chapitre , les procédés de l'extraction de la racine carrée et de la racine cubique des nombres ; opérations dont la connaissance est indispensable lorsqu'on veutpasser de l'Arithmétique à la Géométrie.
Le septième chapitre traite des rapports et des proportions ^ de leurs applications aux questions usuelles du commerce et de la banque. Je me suis efforcé de donner des idées nettes et précises sur cette partie que l'on doit regarder comme 1 une des plus importantes en Mathématiques.
Je consacre le huitiènie et dernier chapitre à l'exposition des propriétés principales des progression! et des logarithmes. J'ai traité avec beaucoup de soin et de détail cette dernière théorie qui, par ses applications aux opérations les plus compliquées , rend de si grands services aux calculateurs.
AVERTISSEMENT vij
La considération des logarithmes des fractions et la nécessité de les exprimer aussi bien que les logarithmes des nombres plujs grands que Tunité , conduit naturellement aux nombres négatifs^ et à la manière de les employer dans les calculs.
Je termine ce chapitre par un rapprochement entre les diverses opérations, qui donne naissance à un nouveau point de vue sous lequel on peut envisager les logarithmes 9 et qui doit faire regarder leur emploi comme une septième opération de l'Arithmétique.
On peut voir , d'après cette exquisse rapide 9 que je n'ai rien négligé pour faire de mon ouvrage un traité complet.
Je crois devoir , dans cette édition comme dans les précédentes , répondre à une objection qui m'a été faite par quelquesProfesseurs : Pourquoi introduire dans les ELEMENTS de VÀrithtnétique des notions qui lui sont étrangères^ et qui sont phctôt du ressort de l* Algèbre? Je ferai observer premièrement , pour ma justification , que tous les auteurs qui ont voulu , comme moi , faire connaître certaines propriétés des nombres , mais sans employer les signes de l'Algèbre , n'ont pu les présenter que d'une manière incomplète et peu méthodique ; encore même ont-ils été forcés de faire usage des signes abrégés des opérations arithmétiques. La marche que j'ai suivie , au contraire , m'a permis d'établir un enchaînement entre ces propriétés et leurs applications les plus importantes.
En second lieu , ces propriétés , dont la connaissance est indispensable à ceux qui veulent posséder l'Arithmétique à fond , ne sauraient entrer dans les Éléments d'Algèbre , sans romprela chaîne des théories qui constituent cette autre partie des Mathématiques.
Lorsque, dans la première édition de mon Algèbre, je crus devoir consacrer un chapitre à l'exposition de ces mêmes propriétés ; des observations me lurent faites
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à ce sujet ; et c'est pour m'y conformer qu'en publiant un Traité d'Arithnoiétique 9 j'ai rendu à cette partie des Mathématiques ce qu'on s'accorde généralement à regarder comme étant de son domaine.
J'ajouterai, pour dernière réflexion, quecesÉléments sont principalement destinés à des jeunes gens qui ont à subir des épreuves difficiles , et dont les premiers pas dans la carrière des sciences doivent se faire d'une manière sûre et profitable. Ainsi , les principes fondamentaux ne saurai^it en être présentés avec trop de rigueur.
Dans cette nouvelle édition, comme dans les dix dernières , se trouve une note sur les approximations numériques, qui m'est commune avec mon gendre ,
M. VlKCEWT.
Je l'ai reprise avec soin y et j'y ai introduit , principalement en ce qui concerne la multiplication et la division abrégées, quelques modifications dont l'idée m'a été suggérée p^r la lecture d'un opuscule ayant pour titre: la bivision ABaiGiÊE , etc., par M. P. Guy, capitaine d'artillerie, l'un de mes anciens élèves les plus distingués, lequel opuscule a été l'objet d'un Rapport favorable à l'Académie des Sciences.
Toutefois je n'ai pas cru devoir adopter cette nou- - velle méthode dont l'explication eût exigé beaucoup trop de développements. Je me suis donc borné à remanier en quelques points fondamentaux celle que j'ai fait connaître dans les éditions précédentes^ et que je persiste, avec les améliorations qu'elle a reçues, à regarder, du moins pour les applications usuelles , comme la plus simple de toutes les méthodes connues.
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Pllf DE LA TABLE OES MATIÀIES.
PREMIÈRE PARTIE
INTRODUCTION
I. Oq appelle grandeur ou quautîté tout ce qui est suscep* tible d'augmentation ou de diminution. Par exemple , les li« gnes, les surfaces , les temps , les poids , sont des grandeurs ; de même, toute collection ou réunion d'objets de même nature, par exemple , d'arbres, d'hommes, de maisons, etc., est une grandeur en tant que cette collection est susceptible d'augmentation ou de diminution. On ne peut se former une idée bien exacte d'une grandeur, qu'en la rapportant à une autre grandeur de même espèce ; et cette seconde grandeur, destinc'e à servir de terme de comparaison à toutes les grandeurs delà même espèce, s'appelle unité. Ainsi, quand nous disons qu'un mur a vingt mhtres de longueur, nous sommes censés avoir acquis déjà l'idée de l'unité de longueur appelée mètre, et nous supposons qu'après avoir porté vingt fois le mètre sur la longueur du mur, on soit arrive tout-à-fait au bout.
Uunité, en Mathématiques , est donc une grandeur (tune espèce quelconque, prise arbitrairement ou dans la nature, pour servir de terme de comparaison à toutes les grandeurs de
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même espèce ; d'où il suit qu'il y a atUaiit d'espèces d'unitéâ que d'espèces de grandeurs.
I/uniléest arbitraire quand l'espèce des grandeur à laquelle elle appartient peut varier d'une manière continue, c'est-àdire augmenter ou diminuer d'aussi peu que Ton veut, comme une ligne, un temps, etc. ; au contraire, elle est donnée par la nature même de la- grandeur, toutes les fois que celle-ci augmente ou diminue d'une manière brusque ou discontinue : tels sont les différents genres de collections. Ainsi, dans un ();roupe d'arbres , considéré comme quantité , c'est nécessairement Varbre qui est l'unité.
On appelle nombre, le résultat de la comparaison d'une grandeur quelconque à son unité.
Un nombre est dit entier, lorsqu'il est l'assemblage de plusieurs unités de même espèce. Ainsi, vingt francs, trente livres* poids, huit, douze, quinze unités d'une espèce quelconque, sont des nombres entiers. •
Une fraction est une partie de l'unité.
Plus généralement, on appelle nombre fractionnaire , soit une fraction , telle qu'on vient de la définir, soit l'assemblage de plusieurs unités d'une même espèce, avec une fraction ou partie d'unité.
S. Lorsqu'en énonçant un nombre, on ajoute à la suite de l'énoncé, le nom qui désigne l'espèce de grandeur dont il s'agit, ce nombre s'appelle concret* Ainsi, cinq mètres, quinze heures, six lieues, sont des nombres concrets. La première fois que l'on prononce un nombre, on ne peut y attacher de sens qu'en se représentant une unité d'une certaine espèce, à laquelle on compare une autre grandeur de la même espèce. Mais peu à peu l'esprit, qui s'accoutume aux abstractions, parvient à se peindre unecoUection de plusieurs objets semblables mais quelconques, dont chacun est l'unité. Dans ce cas, la collection s'appelle nombre abstrait, parce qu'en l'énonçant on fait abstraction de L'espèce d'unité à laquelle on la rapporte. Or, c'est sous ce dernier point de vue qu'on doit envisager les nombres^ dans l'exposition des pi^océdés relatifs aux diverses opérations que
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Ton peut avoir à eii'eciuer sur eux , si l'on veut que ces procédés soient établis de manière à pouvoir être appliqués à toutes les questions possibles.
De la Numération,
3. Les premières recherches sur les nombres ont dû nécessairement avoir pour objet de leur donner des noms faciles à retenir ; et comme il existe une infinité de nombres, puisqu'un nombre quelconque étant déjà formé, on peut toujours y ajouter une nouvelle unité, ce qui donne lieu à un nouveau nombre susceptible lui-même d'être augmenté d'une unité, il a fallu trouver le moyen à^ exprimer tous les nombres avec un fjrslème limité de mois combinés entre eux d'une ntamère convenable. Tel est l'objet de la numération parlée.
Il y a plus : les mots qui composent la nomenclature des nombres étant généralement composés de plusieurs sons et variables |ivec les différentes langues , on a dû inventer pour les remplacer, une écriture abrégée et plus générale , au moyen de laquelle l'esprit pût saisir avec facilité et indépendamment (le la parole, les raisonnements qu'on est obligé de faire pour découvrir les propriétés des nombres , ou les lois de leurs diverses combinaisons. Tel est le but de la numération écrite, laquelle consiste à représenter les nombres à l'aide d'un nom-^ hre limité de caractères ou chiffres.
4. Numération parlée. — Quoique la nomenclature des nombres entiers soit connue de la plupart des jeunes gens pour lesquels ces éléments sont écrits, nous croyons devoir en exposer une analyse succincte ,- mais raisonnée.
Les premiers nombres sont : Un (ou l'unité considérée ellemême comme un nombre), deux (ou une unité plus une unité ) , trois (ou deux unités plus une unité) , quatre^ cinq , six, sept, huit, neuf.
En ajoutant une nouvelle unité au nombre neuf, on forme le nombre £/2j:^ qu'on regarde comme une nouvelle espèce d'unité appelée dixaine ou unité du'' second ordre , par opposition à
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Tanité |iriinilive que l'on nomme unité simple ou unité du premier ordre. On compte par dixaines comme ou a compté par unités simples ; ainsi l'on dit : une dixaine , deux dixaines, trois dixaines, quatre, cinq, six , sept, huit et neuf dixaines; ou bien, dix, vingt, trente , quarante , cinquante, soixante ^ septante , octante , nonante. Aux trois derniers mots , quoique conformes à l'analogie , on a substitué les mots soixantedix , quatre-vingts , quatre-vingt-^dix. Ce sont des expressions consacrées par l'usage. Entre dix et vingt, il existe neuf autres nombres, qui sont dix-un, dix'^deux , dix-- trois, dixquatre, dix -cinq, dix-six, dix-sept^ diX'huit, dix-neuf j mais au lieu des six premières dénominations , l'usage a substitué les mots onze, douze, treize, quatorze, quinze et seize.
Entre vingt et trente, il existe aussi neuf nombres qui s'énon. cent de cette manière 2 Vingt-'un, vingt-deux , vingt^trois ,
vingt-quatre , , vingt-neuf. On peut énoncer ainsi tous les
nombres jusqu'à nonante-neuf ou quatre-vingt-dix-neuf
Ce dernier nombre augmenté à' un, donne dix dixaines ou le nombre cent, qu'on regarde comme uUe nouvelle unité appelée centaine ou unité du troisième ordre j et l'on compte par centaines comme on a compte par dixaines et par unités simples. Ainsi cent , deux cents, trois cents, quatre cents, . . . , huit cents, neuf cents, expriment des collections d'une centaine, de deux, trois. . . huit, neuf centaines. En plaçant successivement entre les mots cent et deux cents , deux cents et trois cents, , . . , huit cents et neuf cents, et à la suite de neuf cents, les noms de nombres compris depuis i/ra jusqu'à quatre-^ingidix-neuf, on a formé les noms de tous les nombres depuis cent jusqu'à neuf cent quatre-vingt-dix-neuf {^.
Nous pouvons remarquer déjà que dans les énoncés de tous ces nombres, on n'emploie que les mots génériques, un , deux, trois, quatre , cinq, six, sept, huit, neuf, dix, vingt, trente ,
(*) Tant que le mot cent Ti\st snivi d'aacnn autre nom de nomlire, il est déclinable { dans U cas contraire, il est indéclinable. Il en est de ménic du mol vingt.
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fmranie, cinquante, soixante, eicent. Nous nç parlons pas des six autres mots , onze , douze , . . . seize , dont on aurait pu se passer à la rigueur.
En ajoutant un au nombre neufcenl^quatre^vingt'dix'-neuj, on obtient une collection de dix centaines, ou le nombre mille p qui forme V unité de mille, ouVunitë du quattihme ordre. Paivveiiu à ce nombre , on est convenu , pour ne pas trop multiplier les mots, de regarder mille comme une nouvelle unité princi" pale devant le nom de laquelle on place les noms des neuf cent quatre-vingt-dix-neuf premiers nombres. Ainsi Ton dit s un mille, deux mille {^)^,,. neuf mille, dix mille , onze mille, . . . vingt mille, vingt^un mille, . . . cent mille, deux cent mille j , . , neuf cent quatre-vingt-dix-neuf mille*
Une dixaine de mille forme d'ailleurs V unité du cinquième ordre; une centaine de mille , Vunité du sixième ordre.
Plaçant à la suite d'un nombre quelconque de mille , les noms de tous les nombres infe'rieurs à mille, il est clair qu'on peut ainsi énoncer tous les nombres jusqu'à neuf cent quatre-vingt dix-neuf mille neuf cent quatre-vingt-dix-neuf
Ce dernier nombre augmente' d'un, donne dix cent mille, ou mille millfi, collection à laquelle on a donné le nom de million; de même unç collection de mille millions s^appellc billion (ou milliard); une collection de mille billions se nomme trillion; et ainsi de suite. On compte d'ailleurs par millions, billions, trillions , comme on a compté par mille ; et il est aisé de voir qu'en joignant aux mots génériques indiqués ci-dessus, les mots mille, million, billion, trillion, quatrillion, quintiHiou...etc., 00 formera la nomenclature de tous les nombres entiers imaginables.
Observons , pour terminer, qu'un million est Vunité du septième ordre; une dixaine de millions , Vunité du huitième or^are; une centaine de millions , Vunité du neuvième ordre, . . etc.
i>. Numération écrite. — Quelque simple que soit la nomenclature des nombres, on éprouverait beaucoup de peine à com-
{*) Le mot mille est toujours indéclinable quand il désigne nn nombre.
8 prUMéRATION ÉCRITE.
de droite à gauche, et le nombre sera représente par 208019.
Soit encore le nombre trente-six billions cinq cent millions vingt mille quatre cent sept,
L'ënoncé de ce nombre comprend 7 unités simples, o dixaines, ^centaines; o unités de mille, 2 dixaines de mille, o centaines de mille ; o unités de millions , o dixaines de millions , 5 cen-taines de millions ; 6 unités de billions , et 3 dixaines de bil^ lions; donc le nombre sera représenté par 365ooo2o4o7.
Le système de numération qui vient d'être exposé, a reçu la dénomination de système décimal, parce qu'il faut , dans ce système, dix unités* d'un certain ordre pour former une unité de Tordre supérieur, et par suite, qu'on y emploie dix chiffres pour exprimer tous les nombres. Le nombre dix s'appelle la base du système.
6. Faisons maintenant une observation importante : il résulte de la nomenclature, que tout nombre écrit en chiffres se divise en centaines, dixaines, et unités simples; en centaines, dixaines et unités de mille ; en centaines , dixaines et unités de millions, etc. ; c'est-à-dire en tranches d^unités simples, de mille, millions , billions, • . • , dpnt chacune s'exprime par trois chiffres , excepté la dernière , qui est celle des unités les plus fortes , et qui peut n'avoir que deux chiffres ou même qu'un seul. Lors donc que l'on s'est familiarisé avec la manière d'écrire les nombres de trois chiffres, il suffit d'écrire successivemcnt les unes à la suite des autres, en allant de droite à gauche, la tranche des unités, la tranche des mille, celle des millions, celle des billions, etc.
On peut même commencer par la gauche^ c'est-à-dire écrire d! abord la tranche des unités les plus fortes, et à sa droite les autres tranches par ordre de grandeur des unités. C'est ainsi qu'on doit s'y prendre pour écrire en chiffres un nombre dicté en langage ordinaire, et qui n'est pas déjà écrit en toutes lettres ; mais il faut avoir bien soin de ne pas omettre les zéros destinés à remplacer les ordres d'unités qui manquent; et il ne peut jamais y avoir d'embarras à ce sujet, puisqu'on sait que cha-
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qae tranche , excepté la première à gauche / doit toujours renfermer trois chiffres.
Soit, pour dernier exemple, à écrire le nombre quatre cent six billions vingl^huit millions deux cent cinquante mille quarante-huit.
Écrivez à la droite les unes des autres la tranche des billions, la tranche des millions, la tranche des mille, .enfin celle des unités simples; vous aurez 4o6,oa8,a5o,o48.
7. C'est sur i'obsei^vation précédente qu'est fondé le moyen de traduire en langage ordinaire un* nombre quelconque écrit en chiffres :
Jprës avoir séparé le nombre en tranches de trois chiffres chacune j à commencer par la droite j énoncez successivement chacune des tranches, en partant de la première tranche à gauche, et ayant soin de donner à chaque tranche le nom qui lui convient.
Soit, pour exemple, le nombre 7o3456oi.
Ce nombre étant ainsi partagé : 70,345,601 , se compose de mxante^dix millions, trois cent quarante^cinq mille , six cent un.
On trouvera pareillement que 5302400056702, ou bien 5,3o2,4oo^o56,702, exprime le nombre ci/i^ trillions, trois cent deux BiLLiofrs, quatre cent millions, cinquante^six tkwlv.^ sept cent deux.
8. Il nous reste encore , pour compléter la théorie de la numération , à indiquer le moyen d'écrire en chiffres les fractions. Mais , auparavant , il est nécessaire de donner une idée claire et précise de cette sorte de nombres, tels qu'on les considère en Arithmétique.
Supposons qu'on ait à déterminer la longueur d* une pièce ^étoffe. £n prenant l'unité de longueur appelée mètre, et la portant une fob, deux fois , en un mot, autant de fois que possible sur la longueur de la pièce , il arrivera de deux choses l'une : ou, après que l'unité aura été portée un certain nombre de fois, i5 fois par exemple, sur la longueur de la pièce, il ne restera rien; ou bien l'on obtiendra un reste plus petit
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que le niètxe. Bans le premier cas, la pièce coulicudra un nombre entier de mètres, savoir, i5 mètres. Daus le second ' cas, à ces i5 mètres, il faudra, pour avoir la longueur totale, joindre la fraction ou la partie de mètre qui reste. Mais comment évaluer cette partie? comment la comparer à l'unité ? On pourra d'abord concevoir cette unité divisée en deux parties égales ou en deux moines,' çt si le reste est justement égal à l'une de ces moitiés, on dira que la pièce d'étoffe a i5 mètres et demi de long.
Si le reste est plus petit ou plus grand que la moitié du mètre , on concevra cette moitié divisée en deux nouvelles parties égales appelées quarts; et si ce quart peut être porté une fois ou trois fois juste sur le reste, on dira que le reste est égal au quart ou aux trois quarts du mètre.
Au lieu de diviser l'unité en deux ou en quatre parties égales, on peut aussi bien la concevoir divisée en trois parties égales appelées tiers, en cinq parties égales appelées cinquièmes , en six appelées sixièmes, etc. Admettons, pour fixer les idées, que le mètre ait été divisé en douze parties égales appelées douzièmes, et que ce douzième soit porté sept fois juste sur le .reste , on dira que ce reste est égal à sept fois le douzième ou aux sept douzièmes du mètre. Donc la pièce d'étoffe aura \5 mètres et sept douzièmes de mètre en longueur.
D'où l'on voit que, pour se former une idée nette d'une fraction d'unité d'une espèce quelconque , il faut concevoir cette unité divisée en un certain nombre entier de parties égales, et
supposer que l'on prenne une , deux , trois , quatre , de
ces parties ; l'ensemble des parties que Ton prend est ce qui constitue la fraction. Ainsi , l'énoncé d'une fraction comprend nécessairement deux nombres entiers , savoir : celui qui désigne en combien de parties égales Vunité a été diifisée : on l'appelle dénominateur ; et celui qui marque combien il faut de ces parties pour former la finction : on l'appelle numéra- TECR. Par exemple, cinq huitièmes de mètre, treize vingtièmes de livre, etc., sont des fractions. Dans la première, on conçoit que le mètre est divise en huit parties égales noniuiéeb
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huitièmes , et que l'on prend cinq de ces buttiètnes ; huit est le dénominateur, et cinq le numérateur. Dans la seconde, la livre est conçue divisée eu vingt parties égales appelées vingtièmes, et Ton en prend treize; le dénominateur est vingt , et treize est le numérateur.
11 résulte encore de là qu'une fraction est une grandeur rapportée à une partie de Funité principale , partie qu'où peut elle-même considérer comme une sorte d'unité secondaire. Ainsi la fraction treize vingtièmes de mètre étant composée de treize fois le vingtième d'un mètre , ce vingtième est une unité particulière que la fraction proposée contient treize fois. Cela posé, deux fractions sont dites de même espèce lorsque leur dénominateur est le même. Par exemple , cinq douzièmes , sept douzièmes, onze douzièmes, sont des fractions de même espèce ; mais trois quarts et deux tiers sont des fractions d'es- ' pèces différentes, parce que les dénominateurs sont différents.
Pour exprimer une fraction en chiffres , on est convenu de
placer le numérateur au-dessus du dénominateur, en interpo-
sant une barre. Ainsi , la fraction trois ijuarts se désigne par y ,
sept douzièmes par — , vingt-trois trente^cinquièmes par r^.
Réciproquement, g, -^, -!^, représentent les fractions sept
^mtiemes , treize quinzièmes , quaran ter sept soixante^-dou-^ ziemes. Pour énoncer une fraction , on énonce d'abord le numérateur, puis le dénominateur ; et à la fin de l'énoncé , on ajoute la terminaison ième (*).
9. Les premiers besoins de l'homme en société le conduisent journellement à résoudre des questions pour lesquelles il est obligé de combiner deux ou plusieurs nombres , soit de même nature, soit de nature différente. Ces combinaisons constituent les opérations de V Arithmétique ou le calcul numérique. Afin
(*) il y a une exception à faire pour les mots demi, tiers, quart, qui remplacent ret|)eciivement les mots rfei/^icme, troisième, quatrième*
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d*en faire connaître Torigine et la liaison , nous allons «onç proposer quelques questions relatives au commerce.
Première question. — Un marchand de drap a vendu à une
première personne, 5 mètres ^ d'une certaine étoffe; à une se-
conde personne, 7 mètres - -, à une troisième, 1 2 mètres -^ de la
même étoffe; il désire connaître le nombre total des mètres, vendus.
Il faut, pour cela, qu'il réunisse en un seul nombre les trois nombres de mètres vendus ; en d'autres termes , qu'il fasse I'addition de ces trois nombres composés deniers et de fractions»
a* QUESTION . — Ces trois nombres de mètres ajant été levés st^r
une même pièce dont la longueur était de 3o mètres ■=, le mar^ chand vent sas^oir ce qui doit lui rester.
Il cherchera la différence entre le nombre 3o ^ qui expiî-^
ntait la longueur primitive de la pièce, et le nombre total des mètres vendus, c'est-à-dire qu'il sera conduit à soustraire le second nombre du premier.
y QVESTiOK, -^Unepersonne a acheté 48 mètres d'une certaine marchandise à raison de 25 francs le mètre; on demande la somme qu'elle doit pajrer pour les êfi mètres.
Il est clair que pour obtenir le prix cherché , on doit prendre 48 fois 25 francs, 'OU faire un total de 48 nombres égaux à aS francs. Cette opération s'appelle multiplication, et n'est qu'une espèce d* addition .* elle consiste à ajouter ensemble plusieurs nombres égaux .\
Reprenons la même question , en changeant toiitefbis les valeurs des nombres ou des données de la question.
Une personne a acheté -^ de mètre dune certaine marchan-^
dise, à raison ile^ de franc le mètre; on demande ce qu'elle
doit payer pour les — de mrtrr*
ÉMé.
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Du conçotl que si le mètre coûte —^ de franc, -^ delklèlire.ûui
ne sont qa'une partie du mètre, doivent coûter une partie de — marquée par — ; c'est-à-dire que y pour obtenir la réponse à
la question , il faudra prendre les — de — ; et cette opération
s'appelle une multiplication de fractions. On la nomme ainsi parce que la question qui y donne lieu est absolument la même, aux données près , qu'une autre question qui conduirait à une multiplication de nombres entiers.
Au premier abord, le mot multiplication, qui présente généralement uuc idée d'augmentation , ne semble pas propre à désigner une opération qui consiste à prendre d'un nombre une partie indiquée par une fraction. Mais on a trouvé le moyen de lier la multiplication des nombres entiers et la multiplication des fractions, en disant que multiplier un nombre , quel qu'il soit, par un autre, c'est former un troisième nombre qui soit composé as^ec le premier, comme le second est composé as^ec V unité. Si les deux nombres sont entiers , il est clair, d'après cette définition , qu'il suffit de prendre le premier autant de fois qu'il y a d'unités dans le second ; et si les deux nombres sont des fractions , i^ faut prendre de la première fraction une partie indiquée par la seconde.
4* QUESTION. — Une personne a acheté 12 mètres d'une certaine étoffe pour la somme de 84 francs ; on demande le prix du mètre.
On conçoit que , si ce prl\ était connu , en le prenant 12 fois ou en le multipliant par 12, ondevraitavoir un résultat égala 84. La question conduit donc à trouver un troisième nombre qui, multiplié par le second 1 2 , reproduise le premier 84. Cette opération a reçu le nom de division.
Pour rendre raison de cette dénomination , qui donne l'idée de la séparation d'un nombre en plusieurs parties égales, supposons quel'on ah k partager également une somme de S^raçcs entre 1 % personnes. Il est clair que; si la part de chaque personne v
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était connue, en la multipliant par 12 , on devrait produire 84. On voit donc que diviser un nombre S^ en autant de parties égales qu'il jr a d'unités dans un nombre 12. , et chercher un troisième nombre qui, multiplié par un second 12, reproduise le premier 84 , sont deux opérations identiques.
Reprenons la même question que ci-dessus, mais sur des
donne'es fractionnaires. Une personne a acheté ^de mètre
pour — de franc; on demande le prix du mèdre,
La question se réduit encore, dans ce cas, à trouver un troi-
siènie nombre tel, qu'en eu prenant les rr, ou en le multipliant
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par^, on reproduise — . On a donc encore une division à effectuer, dans le sens qui vient d'être attribué à ce mot, et non dans le sens d'une séparation en parties égales.
, Il nous serait facile de citer de nouvelles questions suscep»tibles de conduire aux quatre opérations dont nous venons de parler ; et puisque ces questions se présentent à chaque instant dans toutes les circonstances de la vie, il faut avoir des moyens d'exécuter les opérations que leur résolution exige,
L'Arithmétique a pour objet spécial d'établir des règles fixes et certaines pour effectuer toutes les opérations possibles sur les nombres. Cette première partie des Mathématiques comprend encore une foule de propriétés qui ont été découvertes à l'occasion des récherches qu'on a du faire pour parvenir à ces règles, et pour en faciliter l'application. JSous allons les exposer successivement , en nous rappelant ( n° 2 ) que , pour rendre les règles in** épendantes des diverses espèces de question, il- convient de considérer les nombi^s <;omme des nombres abstraits. Toutefois, dans les applications destinées à familiariser les commençants -avec les procédés , nous pourrons nous proposer des questions relatives à des nombres concrets,
'Pour aller du simple au composé, nous commencerons par exposer les règles des opérations sur les nombres entiers.
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CHAPITRÉ PREMIER
Opérations sur les nombres entiers.
DE l'addition.
10. j4 jouter ou additionner plusieurs nombres entre eux, c'est réunir tous ces nombres en un seul; ou bien, c'est former un nombre qui contienne à lui seul autant ctunit&s qu'il j en a dans ces divers nombres considérés séparément.
Le résultat de cette opération s'appelle somme ou total.
V addition des nombres d'un seul cbiffre n'offre aucune difficulté; les jeunes gens, dès l'âge le plus tendre, apprennent à faire ces additions au moyen de leurs ^oigts, et finissent par s'en graver les résultats dans la mémoire.
Ainsi, soit à ajouter les nombres 5, 7, 4» 8, et 6 ;
On dit : 5 et 7 font 12 (*), et 4 font 16, et 8 font 24, et 6 font 3o ; donc 3o est la somme demandée.
On trouverait de même que 4^ est la somme des nombres 7, 9,6, 5, 8, 7.
Soient maintenant les nombres 7453 et i534 ^^'on se pro»* ' pose d! additionner.
Après avoir écrit les deux nombres comme on le 7453 voit ici, et avoir souligné le tout, on dit, en com- i534 mençant par les unités simples : 3 et 4 font 7 qu'on 8987 place sous les unités.
{*) L^emploi des doigts pour parvenir à ce nombre 12, sappose des additions successives d^une nnitc. Ainsi l'on dit 5 et i font G et i font 7 et i font 8...J ainsi de suite josqu'à ce qa'on ait ajoute h 5 toutes les unîte's du nombre 7.
En général, il est difficile d'établir par quelles opérations de Pcspriton ob* tient les résultats de ces additions élémentaires; et l'on peut dire, jnsqn'h un certain point , qne chacun a une manière pins on moins simple d'y parvenir»
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Passant aux dhaines , 5 et 3 font 8, qu'on écrit au rang des
dixaines.
Puis 4 et 5 font 9, qu'on e'crit au-dessous des centaines. Enfin , 7 et I font 8, qu'on écrit au rang des mille.
Le nombre 8987, trouvé par cette opération, est la somme des deux nombres proposés , puisqu'il en renferme les unités, dixaines, centaines, et mille, que l'on a rassemblés successivement.
Soit encore proposé et ajouter les quatre nombres 60479 859, 3507, 846.
On les écrit comme ci--contre ; et l'on dit , en com- 5o47 mençalS t par les unités : 7 et 9 font 16, et 7 font a3 , et 869 6 font 29 ; on place les 9 unités simples sous la pre- 35o7 mière colonne, et l'on retient les deux dixaines pour les 846 joindre aux chiffres de la colonne suivante, qui ex- 10259 priment aussi des dixaines.
Passant à cette colonne, on dit : 2 de retenue et 4 font 6, et S font 1 1 , et o font 1 1 , et 4 font 1 5 ; on écrit 5 au rang des dixaines, et l'on retient i centaine qu'on reporte à la colonne des centaines.
Opérant sur cette colonne comme sur les précédentes , on trouve 22 centaines, ou 2 centaines, qu'on écrit sous les centaines , et 2 mille qu'on retient pour les reporter à la colonne des mille.
Enfin, 2 de retenue et 5 font 7, et 3 font 10 ; on place le chiffre o sous les mille, et lé chiffre i sous les dixaines de mille; ce qui donne 10259 pour la somme demandée.
RÈGLE GÉNÉRA LE. — Pourajouier plusieurs nombrcs entre eux, commencez par écrire les nombres les uns au-dessous des autres, de manière que les unités dtun même ordre soient sur une même colonne verticale , et soulignez le tout, ajoutez ensuite successivement les chiffres qui composent chacune des colonnes, en commençant par la colonne des unités simples et passant suC" cessivement aux colonnes qui sont à gauche : écrwez au-dessous dé la barre la somme des chiffres de chaque colonne, si celte somme est expniméepar un seul chiffre; mais si elle surclasse 9
(auquel cas elle est exprimée par plusieurs chiffres dont le dernier à droite représente des unités de cette colonne, et les autres à gauche des dixaines du même ordre ) , écrivez seulement le chiffre des unités au-dessous de la colonne , et retenez les dixaines pour les ajouter aux chiffres de la colonne immédiat tement à gauche, jiprhs avoir opéré de cette manière sur toutes les colonnes, voas aurez obtenu au-dessous de la barre la SOMME DEMANDEE y puisquc cc résultat provient de la réunion des unités, dixaines, centaines, etc., qui entrent dans les nom^ bres proposés.
11. Remarque. — Si la somme des cIiifFres contenus dans chaque colonne devait être tout au pins é{i;ale à 9, il serait indifférent de commencer l'ope'ration par l'addition des unités simples , ou bien par celle des unités de la plus haute espèce. Mais comme il arrive le plus souvent que plusieurs de ces sommes surpassent 9, si l'on commençait par la gauclte, on serait souvent obligé de revenir sur sos pas , pour rectifier un chiffre qu'on aurait écrit , et l'augmenter d'autant d'unités que Ton aurait obtenu de dixaines d'unités de la colonne suivante , en opérant sur cette colonne. Voilà pourquoi il convient dans tous les cas , de commencer par la droite plutôt que par la gauche.
12. La soustraction a pour but de chercher Vexées d^un nombre sur un plus petit. Cet excès s'appelle encore reste ou différence.
On peut aussi définir la soustraction une opération qui a pour but : Étant donnés la somme de deux nombres et l'un deux , trouver Vautre nombre; et sous ce point de vue, la soustraction est l'inverse de l'addition.
Tant que les nombres proposés ne sont que d'un seul chiffre, la soustraction est facile. Ainsi , la différence de 9 à 6 est 3 ; ou bien , ôlez 6 de 9 , il reste 3. De même : 5 de 7, il reste 2.
Il est encore aisé de soustraire un nombre d'un seul chiffre d'un autre , lorsque le reste ne doit aussi avoir qu*un seul
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chiffre. Ainsi , ulez 7 de 1 3 , il reste 6 , puisque 7616 font 1 3i de même , 9 de 1 7, il reste 8, pi^que 8 et 9 font 17.
Ces ope'ratioDs, qui suppos^ent seulement l'exercice de la mémoire sur Taddition des nombres d'un seul chiffre , vont servir de base à la soustraction des nombres.de plusieurs chif* fres.
Soit premièrement à soustraire 5467 de 8789.
Après avoir placé le plus petit nombre au-dessous 8789 du plus grand et souligné le tout, on dit, en corn- ^4^7 Hiençani par les unités simples : 7 de 9 9 il reste 2 , 3322 qu'on place sous la colonne des unités ; passant aux dixaines, 6 de 8, il reste 2, que l'on écrit au rang des dixaines ; opérant de même sur les centaines et sur les mille, ^ de 7, il re6te 3 , et 5 de 8 , il reste 3 ; ce qui donne enûn 3322 pour le reste demandé.
Eu effet , par la nature même des opérations qui viennent d'être faites , on vpit que le plus grand nombre contient de plus que le second, 2 unités simples, plus 2 dixainei^s, plus S centaines , plus 3 unités de mille , et , par conséquent , surpasse le plus petit nombre , de 3322.
Proposons-nous , pour second exemple , de trouuer la diffé-^ rence qui existe entre les deux nombres 83456 et 28784.
Ayant disposé les deux nombres comme dans Texera- 83456
pie précédent, on dit d'abord : 4 de 6, il reste 2, qu'on 28784
écrit sous les unités. 546nà
Mais lorsqu'on passe à la colonne des dixaines, il se présente
une difficulté : le- chiffre 8 de la ligne inférieure est plus fort
que le chiffre 5 de la ligne supérieure et ne peut par conséquent
en être soustrait. Pour lever cette difficulté , pn emprunte par
la pensée, sur le chiffre des centaines du nombre supérieur,
1 centaine, qui vaut 10 dixaines, et on l'ajoute aux 5 dixaines
que l'on a déjà, ce qui donne i5; puis on dit: 8 de 1 5, il
reste 7, qu'on écrit au rang des dixaines.
Passante la colonne des centaines , on observe que le chiffre 4 de la 1i(!;ne supérieure doit être diminué de i, puisqu'on a
emprunté cette uoitë dans la soustraction préc^eute ; alors ou dit : 7 de 3, cela ne se pent; mais en empruntant, comme toutà-I'heiire, i m«Ue, qui vant lo centaines, ce qui donne i3 cen* taines, on ôle 7 de i3, et il reste 6 , qtie Ton écrit au rang dès centaines.
Passatit aux mille : 8 de 2 , cela ne se peut ; mais 8 de 1 2 , il reste 4 » qu'on éorit au rang des mille.
Enfin, comme le chiffre 8 des dixiaines de mille doit, à raison de l'emprunt qu'on vient de faire , être remplacé par 7 , on dit: a de 7 , il reste 5. "
Ainsi, le reste demandé , ou l'excès du plus grand nombve sur le plus petit, est 54672.
Pour bien comprendre comment , par ce moyen , on parvient au but que Ton s'est proposé, il suffit de remarquer que, d'après les artifices employés pour effectuer les soustractions partielles, on peut disposer les deux nombres de la manière suivante :
Dixaines de mille. Mille. Centaines. Dizaines. Unités.
1" nombre... 7 12 i3 i5 6
2* nombre ... 2 8 7 .8 4 '
D'où Ton voit que le nombre supérieur contient de plus que le nombre inférieur, 2 unités, 7 dixaines, 6 centaines, 4 mille, et 5 dixaines de mille, ouïe surpasse de 54672 unités.
Soit y pour troisième exemple, à retrancher 158429 de 3oo4o5. 99 9
Comme 9 , chiffre des unités du nombre infé- 3oo4o5. rieur, est plus fort que 5, chiffre correspondant 158429 du nombre supérieur, on doit emprunter i dixaine 141976 sur le premier chiffre à gauche ; mais ce -chiffre étant un o, il faut avoir recours au chiffre 4 d^s centaines, sur lequel on prend i, qui vaut 10 dixaines ; et puisqu'on n'a besoin que d'une seule dixaine, on en laisse 9 au-dessus du o ; puis on ajoute 1 dixaine à 5 , ce qui donne i5, et l'on dit : 9 de i5 , il reste 6 , qu'on écrit sou» les unités.
Passant aux dixaines^ on dit : 2 de 9, il reste 7.
Pour les centaines , comme le chiffre 4 de la ligne supérieure ne vaut plus que 3 , à raison de Temprunt , et qu'on ne peu^ soustraire 4 <^c 3 , on a recours au premier chiffre à gauche ; mais celui-ci et le chiffre qui est à sa gauche étant des zéros, on emprunte une unité sur le chiffre significatifs ; cette unité eu vaut 10 de l'ordre suivant, 100 de l'ordre des mille ; et puisque l'on n'a besoin que d'une seule unité de cet ordre, on en laisse 99 qu'on reporte sur les deux zéros ; ajoutant i mille à 3 centaines, il vient i3, et l'on dit : 4 ^^ i3, il reste 9, qu'on pl^ce sous la colonne des centaines.
Dans les deux soustractions suivantes, chacun de» zéros étant ren^placé par un 9 , on dit : 8 de 9, il reste i ; et 5 de 9, il reste 4*
Passant à la première colonne à gauche, on dit : i de 2 (car le chiffre 3 est diminué de i) , il reste 1 ; ainsi , Ton a pour le reste demandé , i4ï9'56.
En effet, si l'on réfléchit sur la manière dont le nombre supérieur a été décomposé , on peut disposer ainsi l'opération :
. Ccni. de raille. Dix. de mille. Mille. Centaines. Dizaines. Un'i^'«.
i**" nombre.. 2 9 9 i3 9
^,, nombre. . i 5 8 4 _£ ?-
Donc le nombre supérieur surpasse le nombre inférieur 6 unités, 7 dixaines, 9 centaines, i mille , 4 dixaines de au e^ I centaine de mille, ou de 141976.
RÈGLE GÉNÉRALE. — Pour soustraîrc dun nombre un autre
nombre plus petit j. placez le second au-dessous du premier,
manière que les unités dun même ordre soient sur une me
colonne , puis tirez une barre: soustrayez ensuite successi
. // les
ment les unités du petit nombre des unités du granu,
dixaines des dixaines, les centaines des centaines, etc.,
écrivez les restes partiels les uns à la suite des autres, en ^
lant de la droite vers la gauche^ le nombre exprimé pai
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semble de ces cliifFres est le reste complet, ou le résultat demandé.
Lorsqu'un chiffre de la ligne inférieure est plus fort que le chiffre de la ligne supérieure, augmentez par la pensée ce der^ nier chiffre, de lo unités, et diminuez le chiffra qui est à sa gauche, dune unité.
Si, immédiatement à la gauche et un chiffre supérieur plus faible que le chiffre inférieur correspondant , se troui^ent un ou plusieurs zéros , augmentez toujours, par la pensée , ce chiffre supérieur, deto unités; mais dans les soustractions sui^ vantes, remplacez les zéros par des 9 , et diminuez d'une unité h chiffre significatif supérieur qui est immédiatement à la gauche de ces zéros,
Od troavera d'après ce procède' , que si de 6o3ooo4o i on soustrait 805724787 -
le résultat de ropdratîon est . 297a7S&i4
15. Première remarque, — Si chacun des chiffres du nombre inférieur était moindre que le chiffre supérieur correspondant ^ Userait indifférent de commencer l'opération par la gauche ou parla droite. Mais comme il arrive souvent que l'un des chiffres de la ligne inférieure surpasse le chiffre de la ligne supérieure, la soustraction partielle ne peut se faire que par un emprunt sur le chiffre ou l'un des chiffres à gauche de celui sur lequel on opère : dès -lors , il est nécessaire de commencer par la droite, afin de pouvoir faire les emprunts dont on a besoin.
ii. Seconde remarque, — Il est clair qu'au lieu de diminuer d'une unité le chiffre sur lequel un emprunt a été fait , on peut laisser ce chiffre tel qu'il est, pourvu qu'on augmente le chiffre iiiférieur correspondant , d'une unité. Cette manière d'opérer est en général plus simple et plus commode dans la pratique.
Elle est particulièrement avantageuse lorsque, dans le nombre supérieur, il y a un ou plusieurs zéros entre deux chiffres Significatifs : parce que, d'après le nouveau procédé, il n'y a rien à changer aux chiffres du noiubre supérieur.
Ainsi, dans le dernier exemple, après avoir dit poui les uni-
2Z PREUVES DE l'aDDITION
t£8 simples : 7 de 1 1 , il reste 4» au Heu de dire pour les dixaines: Sdeg, il reste i , on dit : 8 plus i, ou gde io,ilreste i ; de même, aalieu de dire pour les centaines : 7 de i3 , il reste 6, on dit : 7 plus I y o« 8 de 1 4 > il reste 6 ; puis, pour les milles 5 de 10, il reste 5; puis 3 de 10, il reste 7 ; et ainsi de suite.
Toutefois, il faut avoir bien soin de n'augmenter le chiffre inférieur qu'autant que la soustraction précédente n'a pu se bave immédiatement; c'est surtout dans la division que nous aurons à faire usage de cette modification.
Preuves de Paddilion et de la scusiraciion^
t». On appelle preuve d'une opération arithmétique, une autre opération que l'on fait pour s'assurer de l'exactitude de la première.
La preuve de F addition se fait en ajoutant de nouveau i maïs à commencer par la gauche , les nombres qu'on a déjà ajoutés. Après avoir fait la somme des chiffres qui se trouvent dans lapremière colonne à gauche, on la retranche de w partie qui lui répond dans la somme totale; on écrit au-des" sous le reste, qu'on réduit, par la pensée, en unités de tordre au chiffre suivant, pour les joindre aux autres unités d£ cet ordre contenues dans la somme totale. On fait de même la somme partielle des chiffres de la seconde colonne à gauche, et to retranche cette somme partielle de la partie de /« somtne totale qui lui répond j on continue ainsi jusqu'à la dernière colonne , dont la totalité retranchée ne doit laisser aucun reste.
Ainsi , après avoir trouvé que les quatre nombres
doirentavoirpoursomme... losSg
pdur vérifier ce résultat loaSg, on ajoute les mêmes nombres en commençant par la gauche, et l'on dit : 5 et 3 font 8 miH^^
qui Âtés de lo mille donnent pour reste 2 niiire ; ces 2 mille ajoatës au cbifFre 2 centaines, font 22 centaines; ensuite, 8 et 5 font i3, et 8 font 21, que l'on ôte de 22, ce qui donne pour reste l' centaine, laquelle réunie aux 5 dixaines forme iSdixainés ; /^eiS font 9, et 4 font 1 3 j 1 3 de 1 5, il reste 2, qui, suivi du 9) donne 2g; enfin, 7 et 9 font 16, et 7 font 23,' et 6 font 29* 29 de 29, il reste o ; donc l'opération est juste.
La preuve de la soustraction se fait en ajoutant au plus petit nombre le reste trouvé par V opération; et il est évident qu'on doit reproduire le plus grand nombre, puisque ce reste n'est autre chose que l'excès du plus grand nombre sur le plus petit.
Ainsi , dans l'exemple ci'contre , 8345(f
reste. . . .
preuve
après avoir trouvé que 54672 est Teicès du plus grand nombre sur le plus petit y si l'on ajoute cet excès au nombre 28784 9 on doit retrouver 83456 ; ce qui a lieu en effet.
Voici de nouveaux exemples d'additions et de soustrac
lions, avec leurs preuves :
Additions,
Soustractions.
2000400 1 oo3 84o5 128605
2000400 ioo3
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PAOBtÈME. — Un banquier avait en caisse une somme de 65']SoJr. ; mais il a fait divers paiements. Il a donné à une première personne 1 37,5g fr.j à une seconde, i8']0^Ji',; à une troisième^ 220S0 Jr,; à une quatrième, gSSo ^.y et il veut connaître Vétat de sa caisse après tous ces paiements.
Solution, — ^Après avoir réuni en une seule les quatre sommes payées successivement , le banquier soustrait la somme totale de celle qu'il avait en caisse ; et le résultat de cette soustraction exprime ce qui doit lui rester.
Tableau des opérations,
13259 65760 montant de la caisse.
18704 63863 somme payée.
1887 différence.
ztxt<p 11 doit rester au banquier 1887 francs.
On remarquera qu'eu effectuant l'addition et la soustraction précédentes , on a considéré les nombres proposés comme abs^ traits j quoiqu'ils fussent concrets d'après l'énoncé ; mais par venu au résultat 1887, ^^ ^^^ ^ donné le nom de l'espèce des unités exprimées dans l'énoncé. C'est ainsi qu'il faut toujours se conduire dans les applications. Les procédés des opérations étant tout-à-fait indépendants de la nature des nombres , on envisage ceux-ci sous un point de vue purement abstrait , sauf à donner ensuite au résultat final le nom de l'tmité qu'indique l'énoncé de la question.
DE LA MULTIPUCATION.
17. Multiplier un nombre par un autre, c'est (n'^ 9) former un troisième nombre qui soit composé avec le premier, comme le second est composé avec Vunité; et quand les deux nombres proposes sont des nombres entiers, leur multiplication revient à prendre le premier autant de fois quHljr a d unités dans le second.
On appelle multiplicande le nombre à multiplier, multiplia cateurcelui par lequel on multiplie, ou qui marque combien de fois on doit prendre le premier , et produit le re'sultat de la multiplication ; les deux nombres proposés portent conjointement le nom de facteurs du produit,
A proprement parler, la multiplication n'est autre chose qu'une addition ; car, pour en obtenir le re'sultat, il suffirait de placer les uns au-dessous des autres autant de nombres égaux au multiplicande, qu'il y a d'unités dans le multiplicateur, puis d'ajouter tous ces nombres entre eux. Mais cette manière d'opérer serait très longue si le multiplicateur était composé de plusieurs chiffres ; on a donc cherché à la simplifier ; et c'est dans cette abréviation que consiste, à proprement parler, la multiplication,
18. Tant que les denxfacteurs sont exprimés chacun par un seul chiffre , le produit s'obtient par des additions successives du même nombre; ainsi pour multiplier 7 ])ar 5 , on dit : 7 et 7 font 14, et 7 font 21, et 7 font 28, et 7 font 35 : ce dernier nombre étant le résultat de l'addition de 5 nombres égaux à 7, exprime le produit de 7 par 5.
Les commençants doivent s'exei*cer d'abord à ces sortes de multiplications , afin de s'en graver les résultats dans la mémoire, et de pouvoir ensuite obtenir avec facilité les produits des nombres exprimés par plusieurs chiffres. Toutefois , jusqu'à ce qu'on se soit suffisamment exercé, on fera bien d'avoir sous les yeux une table appelée table de multiplication, ou table de PiTHAGORE, du nom de son inventeur, ou du moins de celui qui le premier en a répandu l'usage.
Table de Multiplication.
Sens lioriiODCal.
la
la
ao
JL
La première bande horizontale de cette table se forme en ajoutant i successivement , jusqu'à ce qu'on soit parvenu au nombre g ;
La seconde, en ajoutant 2 successivement ; ^a troisième, en ajoutant 3, et ainsi de suite.
Remarquez d'ailleurs qu'on peut également dresser cette table par colonnes verticales. Chaque colonne verticale est composée des mêmes nombres que la bande horizontale de même numéro. Ainsi, la sixième bande horizontale se composant des nombres 6 , 12 , 18 ,...«, 54; la sixième colonne verticale renferme les mêmes nombres 6, 12, 18, , . . •954*
Cela pose' , pour trouver, au moyen de cette table , le produit de deux nombres exprimés par un seul chiffre , on cherche le multiplicande dans la première bande horizontale; et, en par* tant de ce nombre , on descend verticalement ^usqvL^k ce qu'on soit vis-à-vis du multiplicateur, qu'on trouvera dans la première colonne verticale : le nombre contenu dans la case correspondante, est le produit.
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Par exemple , pour trouver le- produit ie 8 par 5 , on descend depuis 8, pris dans la première bande honzontale, jusque vis-à-vis de 5 pris dans la première colonne verticale ; et le nombre ^o contenu dans la petite oase, est le produit demandé.
On pourrait également prendre 8 dans la première colonne verticate , et se dinger AonsonioZemeRi jusque au^dussous de 5 pria dans la première bande horisontale : on trouverait encore 4o pour le produit demandé.
it^. Supposons maintenant que le multiplicande étant ex^ jinmé par plusieurs ckijffres, le multiplicateur n en ait qu'un
f<?tf/..— SOIT A MULTIPLIEB 845g PAK 7.
On pourrait ( n*^ 17) obtenir le résultat en écrivant les uns au-dessous des autres 7 nombres égaux à 8459 , comme on le
Toit ci-contre ; 8489
et en ajoutant successivement les unités simples , 84^9
les dizaines , les centaines , etc. , on trouverait 84^9
ainsi pour résulta t , Sgi 1 3 . 84^9
Mais il est évident que cela revient à prendre 84^9
successivement 7 fois les 9 unités du multipli- 8459
cande ,7 fois les 5 dixaines , etc. j et à faire la 8459
somme de tous ces produits. 59218
• Ainsi , après avoir placé le multiplicateur 7 au* ^459
dessons du multiplicande , comme on le voit ici , 7
et avoir souligné le tout , on dit d'abord : 7 fois 9 092 13* font63 (voyez la table de multiplication), ou 6 dixaines et 3 unités; on pose 3 sous les unités, et l'on retient les 6 dixaines pour les réunir au produit des dixaines du multiplicande par 7.
Onditensuite : 7 fois 5 font 35, et 6 de retenue font 41 dixaines, ou 4 centaines et i dixaine ; on pose 1 au rang des dixaines , et l'on retient les 4 centaines;
7 fois 4 font 28, et 4 de retenue font 32 centaines, ou 3 mille et 2 centaines; on pose 2 au rang des centaines, et l'on retient 3.
Enfin, 7 fois 8 font 56, et 3 de retenue font 59, que l'on écrit
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à gauche des centaines , parce qu'il n'y a plus de chiffres à multiplier dans le multiplicande.
On trouve ainsi SgaiS pour le produit demandé.
D'où l'on voit que pour multiplier un nombre de plusieurs
CHIFFRES PAR UN NOMBRE d'uN SEUL CHIFFRE, il faut muUipUer
successivement les unités, dixaines, centaines , etc., du mut» tipUcande , pcw le nudliplicateur, et écrire ces différents- pra^ duits partiels au rang qui leur cornaient, en observant, à chaque multiplication partielle, de retenir les dixaines pour tes joindre avec les dixaines, les centaines pour les joindre avec les, cen* taines , etc
Soit, pour second exemple, a multiplier 47008 par 9.
On dit d'abord : 9 fois 8 font 72 ; on écrit 2 au 4?^^^ rang des unités ; et l'on retient 7. 9
Ensuite , 9 fois o donnent o ; mais comme , dans ^23o']^ la première opération, on a retenu 7 dixaines , il faut les écrire au rang des dixaines. .
9 fois o font o ; on écrit o au rang des centaines ,^ puisqu'il n'y en a pas, et qu'il faut cependant en conserver la place.
Ensuite , 9 fois 7 font 63 ; on pose 3 et l'on retient 6. . Enfin , 9 fois 4 font 36, et 6 de retenue font 4^ 9 que Toa écrit à gauche du chiffre précédent.
Ainsi , le produit demandé est 4^3072.
20. Avant de passer au cas où le multiplicateur est composé de deux ou deplusieurs chiffres, nous indiquerons le moyen de rendre un nombre 10, 100, 1000 .... fois plus grand, ou de le multiplier par 10, 100, 1000. . . .
Il résulte évidemment du principe fondamental de la numération (n° 6) , que , si l'on place un o à la droite d'un nombre déjà écrit , chacun des chiffres signiGcatifs de ce nombre, reçu* lant d'un rang vers la gauche , exprime alors des unités 10 fois plus grandes qu'auparavant. De même , en plaçant deux o à sa droite , on le rend 1 00 fois plus grand , puisque chaque chiffre significatif exprime des unités 100 fois plus fortes; et ainsi de suite.
DE LA AfULTiPLICATION. 2q
Donc , pour multiplier un nombre entier quelconque par \o , 100, looo, etc. , il suffit d'écrire à sa droite i, 2 , 3,... zéros.
Ainsi , les produits de 439 par 10, 100, looo, 10000 , elc. , sont 4390, 43900 , 439000, 4390000
2i. Considérons actuellement le cas ou le multiplicande et le multiplicateur soni composés de plusieurs chiffres.
On propose de multiplier 87468
PAR
Ou commence par disposer le multiplicateur au'-dessous dû multiplicande, de manière que les unite's d'un même ordre soient dans une même colonne ; et Ton souligne le tout. Cela posé, on observe que multiplier 87468 par 5847 > l'cvieui à prendre le multiplicande 7 fois, plus 4o fois, plus 800 fois, plus 5ooo fois , et à réunir les produits partiels.
On peut d'abord trouver, d'après la règle du n® 19, le produit de 87468 par 7 ; ce qui donne 612276.
Mais comment obtenir celui de 87468 par 40 ?
Concevons, poiir un instant, qu'on ait écrit les uns au-dessous des autres, ^o nombres égaux à 87468; en faisant y addition de tous ces nombres, on aura le produit demandé. Or, il est évident que ces 4o nombres forment 10 groupes de 4 nombres égaux chacun à 87468; mais 4 nombres égaux à 87468 font en somme 4 ^ois 87468, produit que l'on peut former par la règle du n° 19, et qui est égal à 349872. £n multipliant ce produit par 10, ce qtii revient (n° 20] à placer un o à sa droite , on obtiei\t 3498720 pour le produit de 87468 par 40.
On voit donc que celte seconde opération revient à multiplier le multiplicande par le chiffre 4 considéré comme expri-
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mant des anités simples , à écrire an o à la droite da produit, ^t il placer, comme on le vmt ci^dessus , le résaltat 3498720 ainsi obtenu , an-dessous du premier produit partiel.
Pareillement, pour effectuer la multiplication de 87468 par 800, il suffit de multiplier 87468 par 8, ce qui doune 699744» P^^^ d'écrire deux o à la droite de ce produit; et l'on a pour troisième produit partiel 69974400 , nombre qu'on place au-dessous des deux produits pre'ce'dents. En effet , 800 nombres égaux à 87468 et place's les uns sous les autres , forment évidemment 100 groupes de 8 nombres égaux à 87468, ou bien 100 nombres égaux au produit de 87468 par 8, c'està-dire 699744^^*
On prouverait par un raisonnement semblable , que pour multiplier le nombre 87468 par 5ooo , il suffit de le multiplier par 5, de placer trois o à la droite du produit, et d'écrire le résultat 43734oooo ainsi obtenu , au-dessous des trois premiers produits.
Effectuant maintenant l'addition de ces quatre produits partiels, on trouve enfin pour le produit total, 5114^5396.
N, B. — Dans la pratique, on se dispense ordinairement de placer les zéros à la droite des produits partiels par les chiffres des dixaines, centaines, mille, etc. ; mais on écrit chaque produit partiel au-^ dessous du produit précédent, en le recalant d'un rang vers la gauche par rapport à ce produit , c'està-dire en faisant occuper au premier chijffre à droite le même rang que celui qu'occupe le chijffre par lequel on multiplie.
Règle générale. -* Pour multiplier un nombre de plusieurs chiffres par un nombre de plusieurs chiffres, multipliez d^ abord Uout le multiplicandepar le chijjfre des unités du multiplicateur (d'après la règle du n** 19); multipliez de même tout le multiplicande successivement par le chiffre des dixaines, par celui des centaines, etc., considérés comme des unités simples, et écrivez les produits partiels les uns au-dessous des autres de manière que chacun soit reculé d*un rang vers la gauche paf rapport nu précédent ; puis additionnez ces produits; vous aurez le produit total demandé.
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22. Souvent quelques-uns des chiffres du multiplicateur sont des zéros; et alors il faut apporter quelques modifîcations dans la disposition des produits partiels.
Soit a multiplier 870497
PAR 5oo4o7
On multiplie d'abord tout le multiplicande par 7 ; ce qui donne pour produit, 6093479.
Maintenant, comme il n'y a pas de dixaines au multiplia» cateur , on passe à la multiplication par 4 y chiffre des centaines du multiplicateur, ce qui donne le produit 3481988 ; et comme il faut lui faire exprimer des centaines, on le place sous le premier produit, en le reculant de deux rangs vers la gauche.
Pareillement, comme il n'y a dans le multiplicateur ni mille, ni dixaines de mille , on passe à la multiplication par 5, chiffre des centaines de mille} et l'on écrit le produit 4352485 sous le précédent , en le reculant de trois rangs vers la gauche par rapport à celui-ci.
En général, lorsqu'il se trouve un ou plusieurs zéros entre deux chiffres significatifs du multiplicateur} on ^recule le pro^ duit correspondant au chiffre significatif qui est à gauche de ces zéros, d'autant de rangs plus un vers la gauche, par rap* port au produit précédent, qu'il jr a de zéros intermédiaires^ Au reste, pour éviter toute erreur à ce sujet, ou peut s'as-* surer à chaque opération , si le premier chiffre à droite du produit partiel est dans la colonne des unités de même ordre que celui dtt chiffre par lequel on multiplie,
S5. Si l'un des deux facteurs de la mi^UipUcation , ou tous les deux , sont terminés par des zéros , on abrège l'opération en multipliant comme si ces zéros n'y étaient pas ; mais on le» l)lace ensuite à la droite du produit.
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Exemple. — Soit a multiplier 4?^^^
PAR 2goo
i363ooooo
Après avoir multiplié 47 par 29 , d'après le proce'de' connu , one'critS zéros à la droite du premier; et Ton obtient i363ooooo pour le produit demandé.
En effet, si l'on n'avait d'abord que 47000 à multiplier par 29 , il est clair qu'après avoir multiplié 47 par 29 , il faudrait faire exprimer au produit, des mille, c'est-à-dire des unités de même espèce que le multiplicande; ainsi l'on devrait déjà écrire trois zéros. Actuellement, multiplier un nombre par 2900, revient (n° 21) à prendre 100 fois le produit par 29 ; donc , il faut poser deux nouveaux zéros. Le même raisonnement s'appliquerait à tous les cas semblables,
S4. Pour peu qu'on réfléchisse sur le procédé de la multiplication , on sent la nécessité de commencer l'opération par la droite, du moins dans les multiplications partielles par chacun des chijffres du multij}licateur, à cause des retenues que l'on fait continuellement en multipliant un chiffre du multiplicande par un chiffre du multiplicateur. Mais rien n'empêcherait d'intervertir l'ordre des multiplications partielles par les différents chiffres du multiplicateur , comme on peut le voir dans l'exemple suivant.
Oi^ a commencé ici la multiplication par le ^7^4
chiffre des centaines du multiplicateur, et l'on a 4?7
placé les unités du produit sous les centaines du o^g
multiplicateur; mais dans l'opération suivante, /5632
on a eu soin d'avancer le produit d'un rang vers 30028
la dfoite, c'est-à-dire de le placer au-dessous du —
premier de manière que le dernier chiffre 2 fût 277704 au-dessous des dixainçs des deux facteurs. De même, le troisième produit est avancé d'un rang vers la droite, paf
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rapport au prëcédcnt. Mais dans l'usage ordinaire on forme les produits en allant de droite à gauche , parce que cela est plus naturel et plus commode.
De quelques propriétés importantes de la multiplication.
On est souvent conduit, dans les applications , à multiplier successivement plusieurs nombres entre eux.
Soient, par exemple, les cinq nombres pris au hasard
Former le produit de ces nombres dans l'ordre où ils sont écrits, c'est multiplier d'abord 23 par 35, puis multiplier ce premier produit (8o5) par 72 , puis multiplier ce second produit (57960) par 49» puis multiplier ce troisième produit (2840040) par 1 56, ce qui donne enfin 44^ 046240 pour le produit demandé.
Or, on pourrait, avec ces cinq facteurs, obtenir le même produit d'un très grand nombre de manières: il sufl[Irait,pour cela, d'intervertir à volonté l'ordre des multiplications successives ; et c'est ce qu'on exprime en disant que le produit de la multiplication de plusieurs nombres entre eux , est toujours le même dans quelque ordre qu'on effectue les multiplications»
SIS. Pour nous rendre compte de cette propriété , qui joue un très-grand rôle dans la science des nombres, considérons d'abord le cas de deux facteurs, 459 et 237 par exe
Si l'on conçoit l'unité écrite 4^9 ^ t '9 ^ > ^ j fois sur une même ligne horizon- 1 , 1 , 1 , 1 , taie , et qu'on forme 237 lignes pa~ reilles , il est clair que la somme des unités contenues dans ce tableau est égale à autant de fois les 4^9 unités d'une ligne horizontale, qu'il y a d'unités dans u^e-colonnc verticale, ou dans 237; c'est-à-dire que cette somme est égale au produit de 4^9 par 237. Mais on peut dire aussi que cette somme est égale à autant de fois les 237 unités
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d'une colonne verticale, qu'il y a d'unités dans une ligne horizontale, ou dans 4^9; c'est-à-dire qu'elle est e'gale au produit de '287 par 4^9* Donc , le produit de 4^9 multiplié par 237, est égal au produit de 237 multiplié par 459.
Ce raisonnement est d'ailleurs applicable à deux autres nombres entiers quelconques; donc , etc. . . . (*).
Pour faire connaître une première application de ce principe, snpposons r(ue la natnrc d^unc quesiion ait conduit h multiplier le nombre 75 par5G4i. On fera de ptcfcrcncc le produit de 56.\i par ^5, parce qu^on n^aura ainsi que fieux prodiiiis partiels h former, tandis que Ton en aurait quatre en mollipliant ^5 par 564^.
S6. Avant de passer à la proposition générale , nous commencerons par déduire du cas particulier déjà démontré, une autre propriété qui peut s'énoncer ainsi : Multiplier un nombre quelconque par un premier facteur; puis le produit résultant par un second facteur y revient à multiplier le nombre proposé par le second facteur, puis le produit résultant par le /jrcm/eryîzc/eMry plus généralement, dans toute multiplication de plus de deux nombres entre eux, on peut intervertir tordre des deux derniers facteurs , sans que le produit soit changé.
Ainsi , par exemple , si l'on multiplie 48 par i5 et le produit résultant par 24, on doit savoir le même résultat que si l'on multiplie qS par 24 ^^^^ produit résultant par i5.
En effet, il résulte d'abord de ce qui a élé établi n®2ô, que le produit 36o résultant de la multiplication de i5 par 24) s'obtiendrait également en multipliant 24 par i5 ; et si nous pouvons faire voir que le produit de 48 par 36o est le même que celui qu'on trouverait, soit en multipliant 48 par i5, puis le produit résultant par 24, soit en multipliant 48 par 24 »
{*) On pourrait 'dc'dnire celte proposition de la table même de Pttba- GOHB en observant la manière dont les nombics y sont disposes (n** lu}- '^ snfiirait pour cela de concevoir celte table prolongée au delà dNme limite convenable, 10000 fois toooo par exemple^ si Ton ne considérait qae deux faeiears an-dcasous de cette limite ; mais la dcmonstration ci^dessns nous parait préférable tons le rapport de la simplicité'.
puis le produit rtsultant par i5, la propriété aéra démontrée.
Or, pour former le produit de 48 par 36o, il suflit (n® 17) de poser les uns au-dessous des autres 36o nombres égaux à 48, et de faire l'addition de tous ces nombres. Mais ces 36o noinbresainsi disposés forment évidemment 2^4 groupes de i5 nom* bres égaux à 48, ou bien i5 groupes de 24 nombres égaux à 48 (*). Ainsi l'on obtiendra la somme de ces 36o nombres , ou en multipliant 48 par 24 ^^ prenant f 5 fois te produit résultant, ou en multipliant 48 par i5 et prenant 24 ^*^is ^^ produit résultant; et ces deux manières d'opérer conduisant évidemment au même résultat, on doit conclure que l'ordre des deux multiplications successives par i5 et par 24 peut être interverti.
27. Remarque, ~ La démons I ration précédente donne lieu à une nouvelle proposition qui nous sera également utile par la suite.
On vient de voir que multiplier 48 par 36o , qui est le produit de 24 par t5, revient à multiplier 48 par 24, puis le résultat obtenu par i5. Mais 24 étant lui-même égal nu produit de 6 par 4 9 on peut dire encore que multiplier 48 par 36o , revient à multiplier d'abord 48 par 6 , puis le résultat obtenu par 4 9 et le nouveau résultat par i5, ou bien par 5 eC ensuite par 3 (puisque i5 est égal au produit de 5 par 3). Donc enfin , multiplier un nombre par un produit de deux ou de plusieurs facteurs, res^ienl à multiplier ce nombre succès-^ sivement par chacun des fadeurs^
28. Passons actuellement à la démonstration de ce principe général , que le produit de plusieurs nombres est toujours le même y dans quelque ordre qtCon effectue leur multiplication.
Reprenons les cinq facteurs quelconques
Il résulte du principe établi u** 26, que, dans les muhipli-
(*) Ce raisonnement esc analogne à celai que nons avons fait w^ 81 pour readrc compte <îc la multiplicaiion'par les dixaincs^ centaines, etc., du iiniltiplicaicnr.
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cations iiiccessiTes, on peut faire passer )e facteur i56âla place du (acteur 49; mais on pourrait également le faire passer A la place du facteur 72 , puis à la place du facteur 35, pais euGn à la place du facteur a3. Par la même raison , le facteur 49 que l'on a déji fait passer à la place de i56, peut passera la gauche de 7a, puis à la gauche de 35, et ainsi de suite. On voit , en uu mot , que chaque facteur peut occuper toutes les places possibles dans l'ordre des multiplications successives, sans que le produit de tous ces facteurs cesse d'èlre le méiue. Donc, etc.
De la division.
S9. Diviser un nombre par un autre , c'est (n" 9) trouver un iroisitme nombre, qui, rrtultiplié par le second, reproduise le premier ; ou bien {11° SB), c'est trouver un troisième nombre tel, que le second multiplié par le troisième, reproduise le premier.
Ainsi la division a pour but : étant donnés un produit de deux facteurs et l'un de ces facteurs, déterminer Fauire; cette opération est donc l'inverse de la ni uUipIi cation.
Comme, dans une multiplication de nombres entiers, le produit se compose d'autant de fois le inukiplicande qu'il y a d'unités dans le multiplicateur, on peut encore dii-e que diviser un nombre entier par un autre , c'est chercher combien de fois l^ premier nombre, considéré comme produit, contient le second, considéré comme muUiplicaude ; ce nombre de fois est alors le multiplicateur. Enfin, on a encore vu (II" 9) que diviser un nombre entier par un autre, c'est partager le premier nombre en autant de parties égales qu'il jr a d'unités dans le second.
Ces deux derniers points de vue, sous lesquels on envisage quelquefois la division , ne conviennent rigoureusement qu'aux nombres entiers, tandis que la première définition convient â ton» les nombres possibles, tant entiers que fractionnaires- Toiitcroîs, les dénominations données aux termes d'une diiit été tirées des deux derniers points de vue.
Ainsi, le premier nombre s'appelle dividende (nombre h diviser ou à partager) ; le second s'appelle dis^iseur; et le troî- .sième se nomme quotient, du mot latin quoties, parce qu'il ex* prime combien de fois le dividende contient le diviseur.
Il résulte évidemment de ces définitions , que , lorsqu'on aura obtenu le quotient , pour faire la preuve de l'opération, // suffira démultiplier le diviseur par le quotient , ou réciproquement; et, si l'opération est exacte, on devra reproduire le dividende.
Réciproquement, dans la multiplication , le produit peut être considéré cpmme un dividende , le multiplicande comme le diviseur ou le quotient, et le multiplicateur comme le quo^ tient ou le <fiV/5ei/r; ainsi, l'on fera \^ preuve de la multiplication en divisant le produit par Vun des facteurs; et, si l'opé-^ ration est exacte, on devra reproduire Vautre facteur, ,
Ces notions établies , passons à l'exposition du procédé de la division.
30. De même que la multiplication peut s'exécuter par V addition de plusieurs nombres égaux entre eux , on pourrait aussi trouver le quotient d'une division par une suite de sous*tractions.
En effet , qu'il s'agisse , par exemple , de diviser 60 par 12 : autant de fois on pourra soustraire 121 de 60 , autant de fois la sera contenu dans 60 ; ainsi, le quotient est égal au nombre de soustractions qu'il faudra faire pour épuiser le dividende.
Dans cet exemple, comme on est obligé de faire 5 soustractions successives, il s'ensuit que le quotient est 5.
Mais cette manière d'obtenir le quotient serait trop longue dans la pratique , surtout si le dividende était très grand par rapport au diviseur. Ce qui
constitue essentiellement la règle de la division ; c'est un procédé spécial et abréviatif pour arriver au résultat chercfhé.
1" reste.
ta
51 . Dès que l'on connait de mémoire tous les produits de deux nombres d'un seul chiffre, ou la table de Pytkagore (a** 18), on peut J^^/erminer aisément /e quotient de la division dun nombre éCun ou de deux chiffres, pcar un nombre d'un seul chiffre, pourvu que ce quotient n^ail lui^-méme qu'un seul chiffre.
Par exemple , 35 divisé par 7 donne pour quotient 5 ; ou bien on dit : en 35 combien de fois 7? Il y est 5 fois (parce qu'on sait que 5 fois 7 donnent 35) ; ou bien encore : le 7* de 35 est 5 , parce que 7 fois 5 font 35.
Soit encore 68 à diviser par 9. Comme 7 fois 9 ou 63, et 8 fois 9 ou 72 , comprennent 68 , il s'ensuit que 68 divisé par 9 donne le quotient 7 pour 63 avec un reste 5 ; c'est ce qu'on exprime en disant : le 9* de 68 est 7 pour 63 , et il reste 5.
Pareillement, en 47 combien de fois 8? Il y est 5 fois; ou le 8* de 47 est 5 ; et il reste 7.
On verra plus loin ce qu'on doit faire du reste , lorsque le diviseur n'est pas contenu exactement dans le dividende.
52. Passons au cas où le dividende est composé de plus de deux chiffres, le diviseur n ayant encore qu'un seul chiffre.
D'après la liaison intime qui existe entre la multiplication et la division , il est naturel de chercher à déduire le proce'dé de cette dernière opération, de celui qui aétésuivi pour la maltiplicalion.
Pour cela, reprenons le premier exemple traité n" 19.
Il résulte de cette multiplication, que le produit 84^
59213 se compose de 7 fois les unités, 7 fois les 1
dixaines, 7 fgis les centaines, 7 fois les mille du 592i3 nombre 8459 ; ainsi ce produit est la somme des quatre produits partiels qui correspondent aux quatre chiffres du multiplicande. Donc réciproquement, étant donnés le produit 59213 et l'un dé ses facteurs, 7, pour retrouver l'autre facteur, il faut tâcher, au moins par la pensée, de décomposer 59213 dans les quatre produits partiels, des mille, Aef^cen^ tailles , des dixaines, et des unités de ce second fadeur niulu-
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plié par le premier ; prenant alors le 7* de chacun de ces produits , et réunissant les quotients partit-ls, on obtiendra le quotient total ou le second facteur.
Voici comment on dispose l'opération :
On écrit le diviseur à la droite du dividende ; on les sépare par im trait vertical; puis on tire une barre horizontale audessous du diviseur.
Cela posé , on prend à la gauche du dividende les deux premiers chiffres for- ^210 mant Sg mille, qu'on regarde comme le premier produit partiel; et l'on dit: en 69 4'
combien de fois 7, ou plutôt (pour se con- "^
former à l'usage suivi , lorsque le diviseur ^
est d'un seul chiffre), le 7* de Sgest 8 pour 56 ; le quotient 8 ainsi obtenu exprime les mille du quotient total {*) et s'écrit sous le diviseur, comme on le voit ci-dessus; on retranche le produit 56 de 59 , ce qui donne pour reste 3 mille, qu'on doit regarder comme provenant de la retenue faite dans la multiplication des centaines du quotient par 7.
On abaisse à côté du 3 le chiffre 2 des centaines du dividende , ce qui donne 3a centaines , qu'on regarde comme le second produit partiel ; et l'on dit : le 7* de 32 est 4 pour 28 ; on écrit le chiffre 4 9 qui <loit exprimer les centaines du quotient, à la droite du chiffre 8 ; ensuite on retranche le produit 28 du disfidende partiel 32 , ce qui donne le reste 4 centaines, représentant les retenues faites dans la multiplication des dixaines du quotient par 7.
On abaisse à côté du nouveau reste 4» ^^ chiffre 1 des dixaines du dividende, ce qui donne 4 1 dixaines, et l'on dit:
(^) On pTOOverftit^ si ceJa était nécessaire , qae ce chiffre 8 est le véritablo hififre des mille du qaoticiit, en faisant voir qu^il nVst ni trop fort ni trop fuible. Or , il n^est pas trop fort , puisqae le prodait de 7 par 8000 , on 5booo, peut être soustrait du dividende total ; et il n^est pas trop faible, car )e prodait de 7 par 9000 est (J3ooo, nombre qui est plus grand que le divj- «iende, et ne pcntpAr conséquent en être soustrait.
4o D£ LA DIVISION.
le 7* de 4i est 5 pour 35 ; on écrit le chiffre 5 â la droite des Weux préce'dents, comme exprimant les dixaines du quotient; on retranche le produit 35 du dividende partiel ^i ; le reste
6 exprime les dixaines provenant de la multiplication des uni' tés du quotient par le diviseur.
Enfin , Ton abaisse a côté du chiffre 6 le chiffre 3 , et Ton dit : le 7* de 63 est 9 exactement; on écrit ce chiffre 9 à côté des trois précédents , comme exprimant les unités du quotient; on retranche le produit 63 du dividende partiel 63 ; et comme on obtient o pour reste , il s'ensuit que 8459 est le quotient demandé.
En effet, il résulte évidemment de toutes les opérations précédentes , qu'on a successivement retranché du dividende 59213, 7 fois 8 raille, 7 fois 4 centaines, 7 fois 5 dixaines,
7 fois 9 unités; et puisque , après toutes ces opérations, il ne reste rien , il s'ensuit que 69213 est égal au produit de 84S9 par 7, ou de 7 par 8469 ; ainsi , ce dernier nombre est bien le quotient cherché.
Soit, pour second exemple, à dii^iser ']5^q.6/\. par 8.
La première difficulté qui se présente ici , est de connaître la nature des plus hautes unités du quotient , et d'en déterminer le nombre. Pour y parvenir, observons que, si le premier chiffre à gauche du dividende était plus fort que le diviseur, ou lui était égal, le quotient total renfermerait alors des unités de même espèce que celles du chiffre que l'on considère dans le dividende ; cela est évident. Mais comme , dans cet exemple , le premier chiffre 7 est plus faible que 8, on doit en conclure que les plus hautes unités du quotient ne peuvent être que des unités de la nature du second chiffre à gauche dans le dividende. Alors, on prend les deux premiers chiffres formant 75 dixaines de mille, et l'on dit: le 8® de 75 est 9 pour 72; donc le quotient total renferme 9 dixaines de mille, puisqu'on peut soustraire du dividende 8 fois 9 ou 72 dixaines de mille; on écrit alors 9 sous le diviseur; on retranche le pro-
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clait72 mi1l€, du diifidende partiel 75; le reste 3 qa'on obtient, provient des retenues de la multiplication des mille du quotient total par 8.
On abaisse à côté du reste 3 le chiffre suivant 4 du dividende, et Ton dit : le 8* de 34 mille est 4 pour 32 , et Ton écrit 4 sous le diviseur et à droite du chiffre 9 ; retranchant de 34 le produit 4 fois 8, ou 3a, on a pour reste 2, à côté duquel on abaisse le chiffre 2 des centaines du dividende ; puis on opère sur le nouveau dividende partiel 22, comme sur le précédent, et Ton .continue ces opérations jusqu'à ce qu'on ait abaissé le dernier chiffre 4 <lu dividende; on obtient ainsi pour le quotient demandé, 94^83.
Preus^e,
Dans la pratique , toutes les fois que le diviseur n'est que d'an seul chiffre , on abrège l'opération ainsi qu'il suit :
Soit, pour troisième exemple, à diviser 4^237324 par 6.
Après avoir souligné le 33^^ g
dividende , on du : le 6* de Z i
45 est 7 que l'on écrit au- quotient. . . 7639554
dessous de 45, et il reste 3 . ^ preuve.
qu'on réunit par la pensée 46^^7^^4
au chiffre suivant 2 , ce qui
donne 32; le 6^ de 32 est 5 qu'on écrit à la droite de 7, et il reste 2 qui, réuni au chiffre 3, forme 23 ; le 6* de 23 est 3 que l'on écrit à la droite des deux chiffres précédents, et il reste 5 qui, suivi du chiffre 7, donne 67 ; le 6* de 57 est 9 pour 54 , et il reste 3 qui , suivi du chiffre 3 , donne 33 ; le 6* de 33 est 5 pour 3o , et il reste 3 qui , &uivi du chiffre 2, donne 32 ; le 6* de 3a est 5 pour 3oj enfîn^ le 6* de a4 est 4* Donc le
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quotient cherché est 7539554. En effet, si Tou multiplie ce dernier nombre par 6, on trouve pour produit , 452373a4*
Pareillement, le 8* du nombre 97^5647 | 8
est 1215705. . . 7
et il reste 7.
Preuve par la multiplication. 8
N, B. — Dans cet exemple, lorsqu'on 9725640 est parvenu au chiffre 7 àes centaines du 7
quotient, comme on n'obtient pas de 9725647 .reste , et que le chiffre suivant , 4 , est plus petit que 8 , cela indique qu'il n'y a pas de dixaines au quotient; alors on met un o pour en tenir lieu ; puis, faisant suivre le chiffre 4 du chiffre 7 des unités , ce qui donne 4? ' on dit: le 8"^ de 47 est 5, que l'on écrit à la droite du o, et il reste 7.
55. Venons au cas oii le disfidende et le diviseur sont cornposés de plusieurs chiffres.
Pour découvrir le procédé de l'opération , proposons-nous de multiplier les nombres 594 et 437 ; après quoi nous véri6erons le résultat au moyen de la division.
Il résulte de cette multiplication, que ^94
le produit 259578 se compose des trois 4^7
produits partiels du m ul tiplicande 594 par 4 ' ^^
les unités, les dixaines, et les centaines du 1 782
multiplicateur 437. Donc réciproquement , 2376
étant donnés le produit 259578 et l'un de aSgS^jS
ses facteurs 594, pour trouver le second facteur, ou le quotient de la division du premier nombre par le second , il faut tâcher de mettre en évidence dans le produit 259578, les trois produits partiels dont il se compose. La chose ne parait pas facile, à cause des réductions qui se sont opérées enti«e les chiffres dans l'addition des produits partiels; cependant on y parvient en raisonnant comme il suit:
Le produit partiel de 5^4 P^r 1^ ceii'- f: k ti f^r^f
(aines du quotient ne pouvant donner ^^' —2-?
moins que des centaines, se trouve néces- i_ 4^7
sairement compris dans les aSgS centaines 2 1 978
du dividende. Cela posé, je dis que, si l'on 1 78a
cherche le chiffre qui ex prime le plus grand FTa
nombre de fois que 5g4 ^^^ contenu dans ^
2595, ce chiffre sera celui des centaines z!.
du quotient total. 0000
D'abord, ce chiffre n'est pasplusfort que le chiffre des centaines, puisque son produit par 594, donnant un nombre plus petit que aSgS centaines, le quotient total est au moins égal à autant de fois 100 qu'il y a d'unités dans ce chiffre. £n second lieu , ce chiffre n'est pas plus faible que le chiffre des centaines, puisque, si ou l'augmentait seulement d'une unité, le produit du nouveau chiffre par 694 donnerait au moins 2696 centaines, et ne pourrait par conséquent être soustrait du dividende sSgS^S -, ainsi , ce chiffre doit être celui des centaines du quotients
La difficulté , pour déterminer le chiffre des centaines du quotient, consiste donc à chercher combien de fois aSgS contient 594* ou, ce qui revient au même, à chercher le chiffre qui, multiplié par Sg^ ^ donne le plus grand produit contenu dansaSgS. On pourrait d'abord obtenir ce chiffre en soustrayant successivement et autant de fois que possible , 694 de aSgS; mais on simplifiera cette recherche en observant, d'après la règle (n^ 19) de la multiplication d'un nombre de plusieurs chiffres par un nombre d'un seul , que %5 est , à quelques unités près provenant des retenues , le résultat de la multiplication du chiffre 5 de 694 9 par le chiffre cherché. Or, â Ton divise 2S par 5, on obtient pour quotient 5, qui est évidemment un chiffre trop fort : car, dans la multiplication de 594 par 5 , le produit de 9 par 5 est ^S dixaines , ce qui donne 4 centaines à reporter sur le produit de 5 par 5 ou 25. Essayons donc 4 ; le produit de 694 par 4 est 2876, nombre qui est plus petit que 2695 , et qu'on écrit alors au-dessous de ce dernier
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nombre; ainsi, 4 est le véritable chiffre des centaines da quo* tient; c'est pourquoi on Te'crit sous le diviseur, comme on le voit ci-dessus. (On voit d'ailleurs que 2876 est ]e y produit partiel qu'on a obtenu en multipliant 694 par 4^7-)
Soustrayant 2876 de 2695, et abaissant à côté du reste 219 les chiffres suivants du dividende , on a 21978 , nombre qui se compose encore de la somme des produits partiels de 694 pa^^ les dixaines et par les unités du quotient.
Pour obtenir les dixaines, on raisonnera comnve précédemment. Le produit de 694 par des dixaines , ne pouvant donner d'unités d'aucun ordre inférieur à celui des dixaines, se trouve nécessairement dans les 2197 dixaines du nouveau dividende ; et si l'on cherche le chiffre qui exprime le plus grand nombre de fois que 694 est contenu dans 2197, ce chiffre sera celui des dixaines du quotient. D'abord, il n'est pas trop fort y puisque son produit par 694 pouvant être soustrait de 2197 dixaines, le quotient est au moins égal à autant de dixaines qu'il y a d'unités dans ce chiffre. Ensuite, il n'est pas trop faible y puisque, si on l'augmentait seulement d'une unité , le produit du nouveau chiffre par 594 donnerait au moins 2198 dixaines et ne pourrait plus être soustrait du dividende 21978.
Voyons donc combien de fois 2197 contient 694, ou plutôt, d'après l'observation faite ci-dessus, combien de fois 21 contient 5. On trouve 4 ; mais dans la multiplication de 594 ^^ 4> le produit de 9 par 4 est 36, ce qui donne 3 centaines à re* porter sur le produit de 5 par 4^ ou 20 ; ainsi 4 est trop fort. Essayons 3 ; le produit de 694 par 3 est 1782, nombre plus petit que 2197 (on l'écrit alors sous 2197) : ainsi, 3 est le chiffre des dixaines du quotient ; et on le place à la droite du chiffre 4 <léjà trouvé. (Le produit 1782 est d'ailleurs le 7,* produit partiel de la multiplication de 594 par 437*)
Soustrayant 1782 de 2197, et abaissant à côté du reste 4'^ le chiffre 8 du dividende , on obtient 4i58, nombre qui repré* sente le produit partiel de 694 par les unités du quotient.
Cherchant enfin combien de fois 4i58 contient 594, ou plutôt, combien de fois ^\ contient 5^ on trouve 8 ; mais 8 est trop
fort, comme \l est aise de le voir; essayons 7 : le produit de 594 par 7 est 4(^9 nombre qui , soustrait de la partie res*^ tante du dividende , donne pour reste o ; ainsi 7 est le chiffre des unités du quotient; donc 437 est le quotient demandé.
£n effet, il résulte évidemment des opérations précédentes, qu'on a soustrait successivement du dividende 269578 les produits partiels de 594 par 4 centaines, 3 dixnines, 7 unités; et puisque , après toutes ces opérations , il ne reste rien , il s'ensuit que 269678 est égal au produit de 694 par 437.
34. Soient maintenant deux nombres, 3844637 e/ 667, /im au hasard; etproposons-nous de diviser le premier par le second,
La première difficulté que présente cette opération , consiste à déterminer V ordre des plus hautes unités du quotient , et le nombre de ces plus hautes unités. Il est d'abord évident que, si l'on prenait à la gauche du dividende autant de chiffres qu'il y en a dans le diviseur, c'est-à-dire trois , et que l'ensemble de ces chiffres contint le diviseur, le quotient cherché aurait des dixaines de
53o mille; mais comme il n'eu est pas ainsi
dans cet exemple , le quotient renferme au plus des unités de mille; il en contient au moins une, puisque le produit de 657 par 1000, ou 667000, est évidemment plus petit que le dividende ; ainsi, nous sommes certains déjà que le quotient se compose de «77sz7/e^ centaines, dixaines, ^t unités.
Pour trouver les mille , remarquons que le produit de 667 par des mille, ne pouvant donner moins que des mille, se trouve nécessairement dans les 3844 ^Ulc du dividende ; et si l'on cherche le chiffre qui exprime le plus grand nombre de fois ([ue 667 est contenu dans 3844? ^^ chiffre sera celui des mille du quotient. D'abord, ce chiffre n'est pas trop fort, puisque son produit par 667 donnant moins que 3844 ^^^^9 peut être soustrait du dividende , et qu'ainsi , le quotient est au moins égal à autant de fois 1000 qu'il y a d'unités
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dans ce chifire ; il n'est pas irop faible , car si on raugmentait seulement d'une unitc, le produit par 667 donnerait au moins 3845 mille , et ne pourrait être soustrait du dividende.
Cherchons donc combien de fois 3844 contient 6S7, ou simplement^ comtâen de fois 38 contient 6. On trouve 6 ; mais 6 est trop fort : car dans la multiplication de 667 par 6, le produit de 5 par 6 est 3o , ce qui donne -3 centaines à reporter sur le produit de 6 par 6 ou 36. Essayons donc 5 ; le produit de 65^ par 5 est 3285 (qu'on écrit au-dessous de 3844) ; ^^ l'<>" place 5 an quotient, comme exprimant les mille du quotient total.
Soustrayant 3^85 de 3844 9 ^^ abaissant à côté du reste 669 les autres chiffres du dividende, on obtient 55g637, nombre qui se compose encore des produits partiels de 667 par les centaines, les dixaines, et les unités du quotient, et sur lequel il faut par conséquent raisonner et opérer comme sur le dividende primitif.
Pour obtenir les centaines, on prend les 55g6 centaines du nouveau dividende; et l'on cherche combien de fois SSgô contient 657, ou simplement, combien de fois 55 contient 6. On trouve 9 pour quotient ; mais q est évidemment trop fort. Essayons 8 : le produit de 657 par 8 est 5256 , nombre plus petit que 55g6 ; ainsi , 8 est le chiffre des centaines du quotient; écrivons ce chiffre à côté du chilTre déjà trouvé, et plaçons d'ailleurs le produit 5256 sous 5596 , pour soustraire le premier nombre du second.
Effectuant cette nouvelle soustraction, et écrivant à côté du reste 34o, les autres chiffres 37 du dividende, onobtient34o^7i nombre qui contient encore les produits partiels de 657 par les dixaines et les unités du quotient.
Divisant 34o3 par 667, ou plutôt 34 par 6 , on trouve 5. Le produit de 667 par 5 est 3285, nombre plus petit que 34o3 ; ainsi, 5 est le chiffre des dixaines, et on l'écrit à la droite des deux précédents ; puis on place le produit 3^85 sous 34o3, et l'on fait cette nouvelle soustraction.
Écrivant a côté du reste 1 18 le dernier chiffre 7 du dividende,
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on obtient 1 187, nombre qui contient évidemnient 65^ une fois; ainsi 1 est le chiffre des unités du quotient, et on le place à la droite des trois précédents ; ce qui donne 585 1 pour le quoUent demandé.
Soustrayant d'ailleurs 657 de 1187, on trouve pour reste 53o, ce qui indique que le dividende proposé est compris entre le produit de 657 par 585 1 et celui de 657 par 5852.
On peut d'ailleurs.Téhfier Topcration, en multipliant 657 par 585i , ou 585] par 657, et ajoutant au produicle reste 53o.
Voici les détails de cette preuve %
40957 29255 35io6 53o
A' . B, — On peut observer que , dans le cours des opérations, il suffît de descendre à côté de chaque reste le chiffre suivant (lu IdiTÎdende ; et Ton continue ainsi jusqu'à ce qu'on les ait abaissés tous.
55. La détermination de chaque quotient partiel d'après le moyen indiqué jusqu'à présent, exige un tâtonnement plus ou moinslong ; et encore n'est-on bien sûr de l'exactitude du chiffre essayé, qu'après que l'on a*pu soustraire du dividende partiel le produit du diviseur par ce chiffre.
Il existe toutefois un moyen de s'assurer si le chiffre qu'on essaie est bon, avant d'entreprendre la soustraction dont nous venons de parler. Ce moyen consiste à diviser par la pensée le dividende partiel par le chiffre, en opérant comme dans le 3* exemple du n® 52, à pousser celle opération tant que les chiffres obtenus au quotient de cette division mentale , sont les mêmes que les chiffres correspondants du diviseur proposé, et à s'arrêter du moment ou Vun des chiffres obtenus
est plus grand ou plus petit que le chiffre correspondant du diviseur. Si le chiffre obtenu est plus grand, nul doute que le chiffre essaye' ne soit bon; si le chiffre obtenu est plus petit, on peut également affirmer que le chiffre essayé est trop fort; on le diminue alors d'une unité; puis on opère sur le nouveau chiffre comme sur le précédent.
Soit, pour exemple, à diviser 137836 par i583.
Le premier dividende partiel étant 137836 i583 13783, on est conduit à dire : en i3 com- 12664 87 bien de fois i? i3 fois. Mais le premier \
quotient partiel ne pouvant être que 9 au ^
plus, il faut essayer 9; et pour cela, on
dit : le 9* de 1 3 est i pour 9, et il reste 4 ; ii5
le 9* de 47 est 5 pour 4^9 et il reste 2; le 9* de 28 est 3 , chiffre plus petit que le 3* chiffre 8 du diviseur proposé ; donc 9 est trop fort , car le 9* de 13783 étant moindre que ce diviseur, on ne peut soustraire 9 fois celui-ci du dividende partiel. Essayons maintenant 8; or, le 8* de i3 est I pour 8, et il reste 5; le 8* de 67 est 7, chiffre plus grand que le 2* chiffre 5 du diviseur proposé ; ainsi le chiffre 8 est bon, puisque, le 8* de 13783 surpassant le diviseur proposé, on peut soustraire 8 fois ce diviseur du dividende partiel.
Multipliant i583 par 8 et soustrayant le produit 12664 du dividende partiel, on obtient pour reste, 1119, et pour second dividende partiel, 1 1 196.
On dit ensuite : en 1 1 combien de fois i? 11 fois; mais il est évident que le 2* quotient partiel ne peut être que 8 au plus , puisque le nouveau dividende partiel est moindre que le premier. Essayons donc 8 ; or, le 8* de 1 1 est 1 pour 8, et il reste 3 ; le 8* de 3 1 est 3 , chiffre plus petit que le 2* chiffre du diviseur proposé; d'où Ton conclut que 8 est trop fo^h puisqu'on ne saurait soustraire 8 fois ce diviseur du second dividende partiel. Essayons maintenant 7 ; or, le 7' de n est 1 pour 7, et il reste 4; le 7* de 4i est 5 pour 35, et il reste 6; le 7* de 69 est 9, chiffre plus grand que le 3* chiffre 8 du diviseur primitif; donc le chiffre "7 est bon, puisque le 7* de
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II 196 étant plas {»Tand que 1583^ on peut soustraire 7 fois ce dernier nombre de 1 1 1«^.
Maliipliant i583 par 9 et soustrayant le produit 11 081 de II 1 g6, on obtient pour reste 1 1 5, et pour quotient cherché , 87 •
N. ^.'— Quand on est obligé de pousser l'essai j usqu'au chiffre des unités du premier ordre, il en résulte cet arantage, que la soustradion se trouve toute faite.
x^insi, pour diviser 12670 par i583, après avoir constaté que 9 serait trop fort, on essaie 8 en disant : le 8' de 12 est i pour 8 , et il reste 4 ; l^ &* ^^ 4^ est 5 pour 40 > et il reste 6 ; le 8* de 67 est 8 pour 64 et il reste 3 ; le 8* de 3o est 3 pour 24 > et il reste 6.
On reconnaît donc à la fois que le quotient est 8 , et que le reste de la soustraction est 6 ; c'est-à-dire que le dividende contient 8 fois le diviseur, et en outre 6 unités.
36. Règle générale.— Pour diviser deux nombres en tiers Tun par l'autre, écrirez le diviseur à la droite du dividende; séparez-' les par un trait vertical; et tirez une barre au-dessous du diviseur.
Gela fait , prenez à la gauche du dividende autant de chiffres qu'il jr en a dans le diviseur, ou un de plus si V ensemble de ces premiers chiffres est plus petit que le diviseur ; vous ob« tenez ainsi uif premier dividende partiel dont le chiffre à droite exprime des unités de même ordre que les plus hautes unités du qiA>tient. Cherchez (n^ 3) combien de fois ce dividende partiel contient le diviseur. Ce quotient obtenu, écrivez*le sous le diviseur; multipliez le diviseur par ce chiffre, et soustrajrez Reproduit, du premier dividende piurUeL
Abaissez à côté du reste le chiffre suivant du dividende, ce qui donne Dif second divioinde partiel. Cherchez , comme précédemment, combien défais ce second dividende partiel contient le diviseur, et élevez ce nouveau quotient à la droite du premier; multipliez ce diviseur par ce second quotient , et retranchez le produit, du second dividende partiel.
Abaissez à côté de ce second reste le chiffre suivant du di^ vidende, ce qui donne un troisième dividende partiel, surle^ quel vous opérez comme sur les précédents,
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Continuez celle série d'opéraiions jusqu^à ce que vous ayez abaissé le dernier chiffre , en ayant soin, à chaque opé" ration 9 décrire le quotient que vous obtenez j à la droite des précédents, afin de donuer à ceux-ci leur Yéri table valeur. Si, après toutes ces opérations, il ne reste rien, la division est dite exacte. Si vous obtenez un reste, vous l'ajoutes, dans la preuve , au produit du diviseur par le quotient trouvé.
57. Après s'être bien familiarise avec les diverses parties de ce procède' , on peut encore abréger beaucoup les opérations partielles, en effectuant les multiplications et les soustractions tout à la fois, comme on va le voir dans l'exemple suitant qui est un des plus difficiles qu'on puisse se proposer.
Diviser 9689475 par 2789.
Je prends d'abord les quatre premiers cbiffres à gaucbe du dividende, puisque leur ensemble contient le diviseur; et je divise 9689 par 2789 , ou simplement 9 par a ; il vient 4
pour quotient; mais il est aisé de voir
( n* M) que ce chiffre est trop fort. J'es- ^ ^^ saie donc 3, qui est le véritaUe chiffre 9 Lpo
car le tiers de 9 est 3, chiffre plus .^
grand que le premier chiffre 21 du di- '^
viseur.
Cela posé , au lieu de multiplier 2789 par 3 et d'écrire le produit sous 9639, pour en faire la soustraction , j'opère ainsi qu'il suit : je dis 3 fois 9 font 27 ; ôtez 27 de 9 (dernier chiffra a droite de 9689) , cela ne se peut ; je suppose 9 augmenté de 2 dixaines, ce qui donne 29 , et je retranche 27 de 29; il ^^^ que j'écris au-dessous de 9689, après avoir souligné ce oss^ nier nombre. Observons maintenant que les 2 dixaines ajoutée 809t censées avoir été empnintées sur le chiffre 3, ^^^ vaut plus que 1 ; mais (n* i4) il revient évidemment au mcfflc» et cela est plus commode, de retenir les 2 dixaines pour joindre au produit des dixaines du diviseur par le quotient ) et pour soustraire le tout, des dixaines du dividende 90^» prises en totalité»
Je dis donc ensuite 3 fois 8 font 24, et 2 de retenue font *'^
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26 de 3, cela ne se peut; mais empruntant 3 centaines sur le chiffre des centaines du dividende partiel , j'obtiens 33, et je soustrais 26 de 33 ; il reste 7, que j'écris sous le 3 du dividende partiel; je retiens d'ailleurs les 3 centaines.
3 fois 7 font 21 y et 3 de retenue font 24 > ^4 ^^ ^y ^^^^ "^ *^ peut; mais 24 ^^ ^^9 i^ reste 2, que j'écris sous le 6 du dividende partiel; et je retiens 2 mille.
Enfin, 3 fois 2 font 6, et 2 de retenue font 8 ; 8 de g, il reste 1 , que j'écris sous le 9.
Il reste donc 1272 ; à côté de ce nombre j'abaisse le cliifFre 4 du dividende ; ce qui donne le second dividende partiel \%^tl^ , sar lequel j'opère de la même manière.
En 12724 combien de fois 2789, ou en 12 combien de fois 2? Il y est 6 fois; or 6 et même 5 sont trop forts , comme il est aisé de le reconnaître (n° 51S) ; mais 4 est bon, et j'écris 4 AU quotient à la droite du 3 ; et je dis 4 ^o^s 9 font 36 ; 36 de 4 9 ^^^^ ^'^ se peut; mais 36 de 44 > il.reste 8» que j'écris au--dessous du 4) et je retiens 4*
4 fois 8 font 32, et 4 de retenue font 36; 36 de 2, cela ne se peut ; mais 36 de 4^, il reste 6, que j'écris au-dessous du 2, et je retins 4*
4 fois 7 font 28, et 4 de retenue font 32 j 32 de 37, il reste 5, que j'écris sous le 7, et je retiens 3.
Enfin , 4 ^^^ ^ ^^^^ ^' ^^ ^ ^^ retenue font 1 1 ; 1 1 de 12, il reste i, que j'écris sous le 2.
Le reste de cette nouvelle opération est i568> à côté duquel j'abaisse le chiffre suivant du dividende; j'ai 15687 pour troisième dividende partiel , sut lequel j*opère de la même manière, ainsi que sur les suivants; et j'obtiens enfin pour quotient, 34^6, avec le reste 691.
Voici le tableau des opérations pour un nouvel exemple s
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38. Première remarque sur la division. — Ce deriûei' exemple donne liea à une obsciration importante :
Après avoir troavé pour premier quotient 5, et pour premier reste i473 , on abaisse à côté de ce reste le chiffre suivant, ce qui donne pour second dividende partiel 14739. Or, ce dividende partiel ne contient pas le diviseur ; donc le quotient total n'a pas de centaines, puisque, s'il en avait seulement une j son produit par 89837 devrait pouvoir être soustrait du dividende partiel 14739; ce qui n'a pas lieu. Mais pour conserver au chiffre 5 du quotient la valeur qu'il doit avoir, il faut écrire au quotient un o qui tienne lien des centaines; et abaissant ensuite à côté de 14789 le chiffre suivant 6 du dividende, on continue Topera tion ; ce qui donne successivement le chiffre des dixaines et le chiffre des unités.
En général, toutes les fois qu'en abaissant à côté d^un reste, le chiffre suivant, on obtient un nombre moindre que le diviseur, cela indique que le quotient n'a pas d'unités de l'ordre du chiffre abaissé; alors on met au quotient un 0, pour tenir la place des unités qui manquent, et donner ainsi aux chiffres significatifs déjà trouvés, leur valeur relative. On abaisse ensuite à côté de ce dividende partiel, un nouveau chiffre, et Von continue l'opération.
Z9, Seconde remarque, - Lorsqu'une opération partielleaeté bien faite, c'est^-à-dire lorsque le chiffre du quotient, relatif à cette opération , a été exactement déterminé, on ne peut pas, dans l'opération suivante , trouver plus de 9 au quotient: car supposer que l'on put obtenir seulement 10 , ce serait supposer que le chiffre précédent est trop faible d'une unité.
Il existe d'ailleurs un signe certain auquel on reconnaît qu'un chiffre du quotient est bien déterminé ^ c'est lorsqu'on soustrayant le produit partiel du diviseur par ce chiffre, on obtient un reste moindre que le diviseur. Si ce reste est supérieur ou égal au diviseur, il faut augmenter d'une unité le chiffre trouvé d'abord.
40. Gomme, dans les trois premières opérations de rArit"' i métique^ les calculs s'effectuent à commencer parla droite f
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il est naturel de demander pourquoi , dans la division , ou i'ommeuce au contraire par la gauche. Pour répondre à cette ({aestion , il &ut observer que , le dividende étant la somme des produits partiels du diviseur par les unités ^ les dixaifies, les centaines, etc. , du quotient, tous ces produits partiels se fondent les uns dans les autres ; et il n'est pas possible de mettre d'abord en évidence le produit du diviseur par les unîtes, le produit par les dizaines, etc. ; tandis que, d'après le procédé indiqué précédemment, on détermine survie* champ dans quelle partie du dividende se trouve le produit parles unités les plus fortes .
(Au reste, on pourrait commencer l'opération par la droite, eo Teffectuant par des soustractions successives, comme on l'a indiqué n» 30) (♦).
41. Donnons maintenant quelques usages de la multiplication et de la division.
Première question. — On demande le prix de 2564 ^^^f^^ dun certain ous^rage, en supposant que le mètre coûte ^^^ francs.
Puisque chaque mètre coûte 47 francs, il est clair qu'en répétant cette valeur a564 fois , on aura le prix des 2564 "hêtres . Ainsi il suffit d'effectuer le produit de 47 pstr 2564, ^^ plutôt (n** 95) le produit de 2564 P^** 47 \ ^^ Voi\. obtiendra le nombre de francs demandé.
On a pour ce produit , 1 2o5o8 ; donc, 2564 mètres ont coûté i2o5o8 fr.
^) NoQS ajouterons eacore la remarque suivante :
P(Mir peu qu'on réfléchisse sar le proce'dé général Je la division et sur les exemples qui ont seryi à Tcxpliquer, on est conduit h cette conséquence ,.qne ^ Quels que soient le dividende et le diviseur, le nombre total des chiffres du quotient est égal au nombre plus vv des chiffres du dividende ^ <fuise trouvent h la droite du premier dividende partiel; poisqne le premier dividende partiel donne un chiffre an quotient, et que chacun des chiffres que Ton abaisse ensuite dans le dividende en donne un nouveau.
En d'autres termes, ce nombre total est égal à la différence entre le nombre des chères du dividende et le nombre des chiffres dit diviseur, ou bien, h cette différence plus un, suivant que le premier dividende partiel « un chiffre de plus ou le même nombre de chiffres que le divisenir*
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Seconimb question,-— iLe mètre dun certain ou\frage en maçon» nen'e coule Z^ francs) on demande combien on fera construire de nôtres pour 83g5 francs»
Il est clair qu'autant de fois 89 sera contenu clans SSgS, autant de mètres on pourra faire construire ; ainsi , il suffit de diviser SSgS par 39 ; et le quotient qu'on obtiendra sera le nombre de mètres demandé.
Comme on obtient , outre le quotient 21 5, un reste 10, il faut savoir l'usage qu'on doit faire de ce reste.
Observons que, si le dividende renfermait i o francs de moins, il serait le produit exact de 39 par 2 15 ; ainsi , le nombre de mètres demandé serait 2 1 5 ; mais comme on a i o francs de plus, il s'agit de déterminer la fraction de mètre qu'on peut faire construire avec ces 10 francs.
Or, avec un franc, on aurait évidemment ■^- de mètre,
puisqu'on a un mètre pour 39 francs ; donc avec 10 francs, on doit avoir 10 fois ^ ou -^ de mètre (vojrez n® B)'; ainsi 2i5
mètres plus x- de mètre forment le résultat demandé.
Tel est, en général, l'usage qu'on doit faire du reste d'une division , lorsqu'en effectuant cette opération , on a en vue de résoudre une question relative à des nombres concrets :
On conçoit l^ uni té du quotient (dont la nature est toujours déterminée par l'énoncé de la question ) divisée en autant de parties égales quU jr a d* uni tés dans le diviseur; on prend Tune de ces parties autant de fois qu'il j a d unités dans le reste de la division ; puis on ajoute la fraction qui en résulte au nombre vnticr déjà obtenu.
Taoisième question. — On a pajré^i^'jSJ'r, pour 896 mhues d'une certaine étoffe ) on demande le prix du mètre de cette étoffe.
Si l'on connaissait le prix du mètre ^ en le répétant 895 fois , on devrait reproduire 21478 francs ; ainsi , il suffit encore de diviser 21478 par SgS.
Comme le dividende, outre le produit de 89$ par 23, contient encore 893 francs , il s'ensuit que le prix du mètre est 23 fr., plus une fraction qu'il s'agit de de'terminer.
Pour y parvenir, remarquons que -^-^ re'pété 895 fois,
donne 1 ; ainsi, ^^ répété 89^ fois , donne 893 ; et par coiw
8q3 séquent, 23 plus ^^ est un nombre qui, multiplié par 89S,
reproduit 21478. Donc enfin , le prix demandé est 23 francs
plus ~^ de franc.
Ce résultait s'accorde avec la règle établie dans l'exemple précédent.
Quatrième queStioit. — • Supposons que 498 personnes aient à partager également une somme de 1 348708 francs ; on demande l4^ part^ qj^i res^ient 4 chacune.
2708^- ift
Le quotient de cette division étant 2708 , et le reste 124 , on peut déjà conclure que , si la somme à partager était diminuçe
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d« 1 24 francs, chaque personne aurait pour sa pari, 2708 francs.
Mais comme la somme renferme ia4 francs de plus que le
produit de 2708 par 498, il s'ensuit que chaque personne doit
avoir 2708 francs, plus une partie des 124 francs. Pour se
former une idée de cette partie, on peut d'abord considérer le
nombre 124 comme uw Toirr qu'il faut diviser en 498 parties
égales; et tune de ces parties est la fraction qui doit compléter
le quotient; mais il est plus simple (n"* 8 ) de concevoir Vunité,
qui est ici le franc , divisée en 498 parties égales appelées
498'""', et de prendre 124 de ces parties , ce qui donne 7-g
pour la fraction à ajouter au quotient entier.
49. A^ /?. — Ce dernier exemple nous conduit à uneremarque dont nous ferons souvent usage ; c'est que , diviser le nombre 124 en 498 parties égales, revient à prendre 124 fois la 49^' partie de l'unité. £n effet, si, au lieu de 124» on avait seulement i à diviser en 49^ parties égales , chaque partie
serait 7-^ ; maïs comme le nombre à partager est X94 iois
plus grand , on conçoit que le résultat du partage doit être
124 fois plus grand, ou égal à 124 fois 7-g , ou bien enfin,
De même, diviser 1 5 en 28 parties égales , revient à prendre i5 fois la 28* partie de l'unité. Car, si Ton avait seulement 1
à diviser en 28 parties égales, chaque partie serait égale à -g ;
mais comme on a à partager lâT, ou un nombre i5 fois plus
grand , le résultat doit être égal à i5 fois -^, ou à -g.
En général , diviser un nombre en, autant de parties égales quiljr a d'unités dans un autre, revient à diviser r unité en autant de parties égales qu'il y a d unités dans le second,, ci à prendre fune de ces parties autant de fois qu'il j a d' unîtes dans le premier, ,
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Autres principes sur lu multiplication et la division.
43. Des propositions démontrées n*** SIS. . . .§8, on déduit quelques conséquences qu'il est bon de faire connaître , parce qu'elles sont d'un usage continuel en arithmétique.
Observons avant tout que^ diaprés les définitions mêmes de la multiplication et de la division des nombres entiers, on rend un nombre entier autant défais plus grand ou plus petit qv^il y a d'unités dans un autre , en multipliant ou divisant ie pre^ mier nombre par le second.
Ainsi y lorsqu'on multiplie 24 par 6, le produit i44qtt'oti obtient est 6 fois plus grand que 24» puisqu'il résulte de l'addition de 6 nombres égaux à 24 • De même, si l'on divise 24 par 6 y le quotient 4 est 6 fois plus petit que 24 9 puisque ce quotient répété 6 fois , reproduit 24*
Gela posé, je dis d'abord que si, dans une multiplication, en rend h multiplicande ou le multiplicateur un certain nombre de fois plus grand ou plus petit, le produit est , par ce changemeut , rendu le même nombre de fois plus grand ou plus petit.
Soit, par exemple , à multiplier 47 par 6 , et supposons qu'an lieu d'effectuer cette opération, on multiplie 47 par 24» qui est 4 fois plus grand que 6 ; comme , d'après ce qui a été dit n** 26, multiplieif 47 P^^ ^4 revient à multiplier 47 par 6 et le produit obtenu par 4 9 tl s'ensuit que le produit de 47 par a4 est ^l à 4 fois le produit de 47 par 6 , ou bien , est 4 fois plus grand que le produit de 47 par 6.
Réciproquement , le produit de 47 par 6 (qui est le quart de 24) étant six fo& plus petit que le produit de 47 par 24 9 il s'ensuit que si l'on rend le multiplicateur 4 fois plus petit , ou si on le divise par 4 » le produit est , par ce changement , rendu 4 fois plus petit.
On a vu d'ailleurs ( n*' 2^ ) que , dans une multiplication de deux facteurs , on peut intervertir l'ordre des deux facteurs ; donc ce qui vient d'être dit par rapport au multiplicateur,^ s'applique également au multiplicande ; donc, etc. . * . .
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Il résulte de là qu'on ne change pas la valeur d'un produit, en rendant le multiplicande un certain nombre de fois plus grand, pourvu qiCon rende en même temps le multiplicateur le même nombre de fois plus petit , c'est-à-^ire en muliipliant le premier facteur par un certain nombre, et divisant le second par le même nombre : car, d'après ce qui Tient d'être dit, il y a évidemment compensation; c'est-à-^dire que la seconde opération détruit l'effet de la première.
C'est sur cette dernière conséquence que se fonde un moyen quelquefois employé pour vérifier la multiplication.
Soit 347 à multiplier par 72. Multiplier 347 P^^ 7^ revient à multiplier 2 fois 347, ou 694 9 par la moitié de 72, ou par 36. Ainsi , après avoir multiplié 347 par 72 , on peut ensuite multiplier 694 par 36 ; et si la première opération est juste, on doit retrouver le même nombre.
Maintenant , puisque , dans la division , le dividende est un prodqit dont le diviseur et le quotient sont les deux facteurs, il s'ensuit que , si F on rend le dividende un certain nombre de fois plus grand ou plus petit, c'est-à-dire si on le multiplie ou si on le divise par un certain nombre entier, le quotient est, par ce cbangement, multiplié ou divisé par le même nombre.
En effet , comme, après le changement, le quotient multiplié par le diviseur doit reproduire un dividende un certain nombre de fois plus grand ou plus petit que le premier, il faut nécessairement , le diviseur restant le même, que le quotient soit ce même nombre de fois plus grand ou plus petit.
Au contraire, si, sans altérer le dividende, on rend le diviseur un certain nombre de fois plus grand ou plus petit t le quotient est par^là rendu ce nombre de fois plus petit ou plus grand : c'est en effet la seule hypotbèse admissible pour que la multiplication donne le même produit ou le même c!i<vidende.
Donc, en multipliant ou divisant le dividende et le diviseur par un même nombre, on ne change pas le quotient; puisque si, par 1^ changement fait sur le dividende , on multiplie ou divise
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le quotient par un certain nombre, le second changement rend le re'sultat le même nombre de fois plus petit ou plus (|[rand , et qu^ainsi il y a compensation.
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CHAPITRE IL
Des Fractions.
44. On a déjà vu (n^* i et 8) ce que c'est qu'une fraction , et
quelle idée on doit s'en former. On distingue toujours deux
termes dans une fraction , le dénominateur et le numérateur.
Le dénominateur indique en combien de parties égales V unité
est divisée, et le numérateur, combien on prend de ces parties;
Tensemble des parties que Ton prend constitue la fraction.
Ainsi y dans la fi-action j , qu'on énonce trois quarts, 4
est le dénominateur et indique que Tunité est divisée en 4 parties égales ; 3 est le numérateur et indique qu'on prend
3 de ces parties. De même la fraction — , que Ton énonce
onze douzièmes , exprime 1 1 parties de l'unité supposée divisée en 12 parUes égales.
,3 On a vu également (n^ 42) qu'une fraction telle que —p est
équivalente à la i5* partie du tout exprimé par i3 ; c'est-à-dire (^une fraction peut encore être considérée comme le quotient de son numérateur divisé par son dénominateur; en sorte que treize fois le quinzième de l'unité, ou treize quinzièmes, et la quinzième partie de treize, ou treize divisé par quinze, sont des expressions identiques.
4tt. De la définition que nous venons de donner du numérateur et du dénominateur , résultent évidemment les conséquences suivantes :
bo PRINCIPU FONDAMEIITAUX
1°. «Si, fans altérer le dënominateur d'une fraction, on multiplie ou divise son numéraieur par un nombre , la nou^ yelle fraction sera ce nombre de fois plus grande ou plus pe^ tite que la première.
En effet , lorsqu'on multiplie le numérateur par s , 3, 4 v> on indienne par là qu'on prend a , 3 , 4 9* • • ^^^^ P^^^ ^^ parties; et, comme les parties sont les mêmes , la nouvelle fraction est
a» 3, 4"* ^^^ P'^ grande. Ainsi, soit la fraction -^; il est
clair que -^j -7, ~^, . . ., sont des fractions a, 3, 4 9 * * * ^^^'
plus grandes que la première.
Au contraire , en divisant le numérateur par a , 3 , 4 * ** > ^^
indique que l'on prend a, 3, 4»« * • ^^^^ moins de parties;
3 a donc, etc.... Ainsi, -7, -s, sont respectivement a, 3 fois
plus petits que -3.
2^. Si, sans altérer le numérateur, on multiplie ou divise le dénominateur d^une fixtction par un nombre, on divise ou multiplie la fraction par ce nombre.
En effet, lorsqu'on multiplie le dénominateur par a , 3 , 4«*m on indique que l'unité est divisée en 2, 3, 4f« fois plus de parties égales ; les nouvelles parties sont donc a , 3 , ^^...i6)& plus petites; et comme on prend toujours le même nombre de ces parties, il s'ensuit que la fraction résultante est a , 3, 4}'" fois plus petite.
Au contraire , si l'on divise le dénominateur par a , 3, 4 v) l'unité se trouve divbée en a, 3, 4r- ^oî^ moins de parties égales; les nouvelles «parties sont donc a, 3, 4»* • * ^^^ P^^ grandes; et comme on en prend toujours le même nombre, il s'ensuit que la fraction résultante est a, 3, 4v ^^^^ P^^ grande que la première.
3**. On ne change point la valeur dune fraction en mulù" pliant ou divisant ses deux termes par un même nombre.
£n effet, il résulte des deux premiers principes, que l'effet de
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ropération exccutée sur le dénominateur détruit refTel de i'o* pcration CYéculée sur le numérateur, et qu'ainsi il y a com-pensa tion.
Par exemple, lesfraetions 5, 9. i- —,..., sont toutes * 01?. 10 20 '
équivalentes à la fraction 7, puisqu'elles résultent de la multiplication de chacun de ses deux termes par 2,3, 4> ^y**
De même , la fraction 7^ est éf;ale à chacune des fractions -7:.
— , -,..., puisqu'on obtient ces dernières en divisant lefs
LUe,a4p„=,î,4,...
Ces diverses propositions sont analogues aux principes éta* blis (n* 45) sur la division des nombres entiers, et doivent par conséquent être regai^dées comme une extension des mêmes principes aux fractions.
Comme la troisième proposition est d'une application
continuelle, nous croyons devoir en donner une démonstration
directe et indépendante des deux premières.
Prenons pour exemple la fraction ^, et multiplions par 3 Ics^
deux termes 5 et 8^ ce qui donne -7 ; je dis que cette dernière
fraction est équivalente à la première.
En effet , l'unité principale étant d'abord divisée en huit
parties égales, divisons chaque huitième en trois parties égales :
l'unité se trouve ainsi divisée en vingt-quatre parties égales.
Chaque huitième vaut donc trois vingt- quatrièmes, et cinq
hitièmes valent cinq fois trois, ou quinze vingt^quatrièmes ,
c'est*à-dire que les fractions s et -7 ont absolument la même ^ 8 24
valeur.
On démontrerait de la même manière que les fractions —
RÉDUCTION DES FRACTIONS
et 7^, dont la dernière se forme en multipliant par 5 les deux
termes ii et 12 de la première, sont égales.
i5 Comme, réciproquement, on passe de la fraction — à la frac-
tion^ en prenant le tiers de chacun des termes de la première,
et de la fraction f* ^ ^^ fraction — en prenant /e cinquième des
deux termes de la première , on peut conclure ^}i une fraction ne change pas de valeur lorsqu*on multiplie ou divise ses deux termes par un même nombre.
Nous allons passer aux diverses opérations que Ton peut avoir à effectuer sur les fractions , dans la résolution d'une question dont les données sont des fractions ou des nombres fractionnaires. Mais avant d'exposer les quatre opérations fondamentales , il est nécessaire de faire connaître deux transjbr" mations d'un usage fréquent , et particulières au calcul des fractions.
Réduction des fractions à un même dénominateur.
47. Gettt transformation a pour objet, deux ou plusieurs fractions d^ espèces différentes, ou de différents dénominateurs, étant données , de les réduire à la même espèce, ou au même dénominateur. Or, le principe , qu'on ne change pas la valeur d'une fraction en multipliant ses deux termes par un même nombre, fournit im moyen simple d'exécuter cette transformation.
3 5 Soient, par exemple, les fractions -jct-^ qu*il s'agit de ré--
duire au même dénominateur.
Si l'on multiplie les deux termes 3 et4 de la première, par 7,
dénominateur de la seconde, et les deux termes 5 et 7 de la
21 ' seconde , par 4 y dénominateur de la première , il vient -g et
— pour les deux fractions demandées.
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Ces fractions ont la même valeur que les fractions proposées, d'après le principe du n^ 46; de plus, elles ont nécessairement des dénominateurs égaux , puisque chacun d'eux est le produit des deux dénominateurs primitifs 4 ^' 7*
Soient encore les fractions -, hi — » à réduire au même
dénominateur.
Multipliez les deux termes 4 et 7 de la première fraction , par 88, produit des dénominateurs 8 et 1 1 de la seconde et de la troisième fraction ; puis, les deux termes 5 et 8 de la seconde, par 77, produit des dénominateoi'S 7 et 1 1 de la première et de la troisième ; enfin , les deux termes 6 et 1 1 de la troisième, par 56, produit des dénominateurs 7 et 8 de la première et
delà seconde: vous aurez les nouvelles fractions 77-^ , ^-^ , ^-7;.
Ces fractions ont même valeur que les fractions primitives ,
et leurs dénominateurs sont les mêmes , puisque chacun d'eux
est le produit des trois dénominateurs 7, 8, et 1 1, multiplies
seulement dans un ordre différent. {Fojrez n*** 2tf. • .28.)
Règle générale. — Pour réduire un nombre quelconque de fractions au même dénominateur, multipliez successivement les deux termes de chacune déciles par le produit effectué des dénominateurs des autres fractions.
Voici d'ailleurs la manière d'aj^liquer cette règle dans la
pratique :
Soient les cinq fractions 5» > "3» "~g ^^ T?»
Pour plus de simplicité , Ton dispose ainsi l'opération :
8' TT' 73' ï5' p'
Après avoir formé le produit des cinq dénominateurs 8, 1 1
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i3, a5, 4^, ce qui donne pour dénominateur commun des fractions transformées, le produit 1229800, on divise succèssivement ce produit par chacun des dénominateurs particuliers; et Ton obtient les cinq quotients 1 537^5 ^ 11 1800, ^&oo^ 49^9^ > 28600, que l'on place respectivement au-dessous des cinq fractions proposées ; après quoi , Ton multiplie le numérateur de chaque fraction par lefjuotieni qui lui correspond; et l'on a ainsi les divers numérateurs; de la sorte, toutes les fractions se trouvent réduites au même dénominateur.
La raison de cette manière de procéder est facile à saisir: car le nombre 1229800 étant le produit des cinq dénominateurs, le quotient 1 53726 de la division de 1229800 par 8 exprime nécessairement le produit des quatre autres dénominateurs 1 1 , i3, 25^ 4^' ^ même, 1 1 1800 étant le quotient de la division de 1229800 par le second dénominateur 1 1, est égal au produit des quatre autres dénominateurs 8 , 1 3, 25 , et 43 ; même raisonnement par rapport aux autres quotients. Ce moyen est d'ailleurs , sans contredit, beaucoup plus expéditif que si, pour chaque fraction , l'on effectuait la multiplication des dénominateurs des quatre autres. Mais il n'est réellement avantageux que quand on a plus de trois fractions à réduire au même dénominateur.
48. Il est un cas où la réduction au même dénominateur peut s'opérer d'une manière très simple : c'esi^lorsque le plus grand des dénominateurs est exactement divisible par chacun des autres.
Soient, par exemple, les fractions
11 est facile de voir que 36 est divisible exactement par cha^ cun des quatre autres dénominateurs 3 , 4 » ^ 9 ^^ < 2*
G^la posé , l'on effectue successivement ces divisions , et l'on
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place les quotients 12, 9, 6, 3, au-dessous des quatre puluières fractions; après quoi, l'on multiplie le numérateur de chacune d'elles par le quotient qui lui correspond, en laissant
telle qu'elle était la fraction ^ ; toutes les fractions se trou«>
ve»t ainsi réduites au dénominateur 36.
Quelquefois, sans que le plus grand dénominateur soit divisible exactement par tous les autres , on s'aperçoit qu'en le multipliant par 2 , 3 ^ 4? * * * > ^^ obtient un produit dwisible exactement par tous les dénominateurs ^ dans ce cas, il y a encore lieu à simplification.
Soient proposées les nouvelles fractions
Ti'
ii'
Le dénominateur 36 est divisible séparément par 491^9 ^^ 18, et ne l'est ni par 8 , ni par 24 f i^^is en le doublant , on obtient 72, nombre, qui est évidemuftent divisible par chacun des dénominateurs.
Gela posé , Ton forme les quotients de la division de 72 par ces dénominateurs , et on les place respectivement au-dessous des fractions ; ensuite on multiplie le numérateur de cbacuiie d'elles par le quotient qui lui correspond ; toutes ces fractions acquièrent ainsi le même dénominateur 72*
Ces simplifications demsmdent beaucoup d'habitude ; mais, au reste, nous donnerons plus tard {chapitre y*) le moyen de réduire un nombre quelconque de fractions au dénonunaieur commun le plus simple possible. *
Voici quelques applications de la transformation précédente:
APPLICATIONS
question , parce que si, d'une part, l'unité est, dans la secondi fraction , divisée en un plus grand nombre de parties que dan la piemicre 9 d'autre part, on prend plus de parties puisque le numérateur 7 est plus grand que le numérateur 3. Mais 01 lèvera la difficulté par la réduction au même dënoininateur , car il est évident que de deux fractions qui ont un même dénominateur, celle-là est la plus grande qui a le plus grana numérateur.
Cette réduction opérée, il vient ^ pour la première fiac-
tion , et TT- pour la seconde ; donc la fraction ^ est la plus
grande des deux, et elle est en excès sur l'autre, de ^j
/ fi 8
On reconnaîtrait de même que, des trois fractions -, — f-z?
^ 7 II i3
la plus grande est -^, la plus petite — , et la moyenne-;
car, étant réduites au même dénominateur , elles deviennent
5*72 546 616 respectivement — - — , ^ , ,
* lOOI lOOI looi
On pourrait également réduire les fractions au même numcrateur (ce qui se ferait en multipliant les deux termes de chacune d^ eUes par le produit des numérateurs de totues les autres)', et de ees fractions, la plus grande serait celle qui aurait le plus petit dénominateur, puisque l'espèce des parties étant ptos grande, on en prendrait le même nombre. Mais le premier moyen a Parvantage de faire connaître en même temps les diffé- | rences qui existent entre les fractions comparées deux it deux. |
SEGOimE'QUEffMoN. •*— ^tie/ changement proéÊNt^an^dans une | fraction, en ajoutant un même nombre à ses d&uçcr termes? \
Soit ^ par exemple, la fraction —, aux deux tertnes de h'
i3 quelle on ajoute 6 : il vient -^ pour la fraction résultante.
Or, si l'on réduit ces deux fractions au même dénominateur,
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la première devient — 7;, et la seconde — 7;: donc la fiaclioii
proposée a augmenté de valeur, et elle a augmenté île — ^.
Pour rendre compte de cçfails^ins aucun calcul, observons
que l'unité étant égale à -r— , l'excès de l'unité sur -*- est cx-
primé par — ; de même, l'excès de l'unité sur -^ est exprimé
par --g. Les numérateurs de ces deux différences sont les mê*
mes ; et cela doit être : car 18 et 1 3 ayant été formés parTad*
dition du même nombre 6 aux deux termes 7 et 12 , il s'ensuit
qu'il y a même différence entre 18 et i3 qu'entre 12 et 7.
Mais la différence —^ est nécessairement moindre que la diffé-
reoce — , puisque le premier dénominateur cstplusgrand, etqqe
les numérateurs sont égaux ; donc la fraction -^ diffère moins
lo
de l'iiniié que la fjraclian — ^ par conséquent la pri^fiiière est
plus grande que la seconde.
On conçoit d'ailleurs que plus le nombre ajouté aux deux
termes de la fraction -^ est grand , plus la difier^nce .entre
Tunité et la nouvelle fraction est petite, puisque le numérateur de cette différence étant toujours 5, le dénominateur augmente de plus en plus y et qu'ainsi la fraction devient de plus en pluA grande.
Ce raisonnement pouvant évidemment s'appliquer à tout» autre fraction , on peut en conclure que si, aux deux termes (f une fraction , on ajoute un même nombre, la fraction réiultanie est plus grande ^ue la frxiction proposée; et. elle est (t autant plus grande que le nombre ajouté est plus grand.
Par la raison inverse , une fraction diminue de valeur lors* qu'on retrofwhe un même nombre de ses deux termes.
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Nous avons cru devoir entrer dans quelques de lai Is sur celte propoMtîon y aGn d'empêcher les comuiençants d'assimiler cette circonstance an cas où Ton nutlUpUe ou divise les deux termes dune fraction p4ir un même nombre. Dans ce dernier cas y on ne change pas (n* 46) la râleur de la fraction ; tandis i|a'en ajoutant ou soustrayant un même nombre, on augmente on diminue la fraction.
Réduction dune fraction à de moindres termes,
80. 11 arrive souvent y dans le calcul des fractions, que Ton est conduit à une fraction exprimée par de grands nombres; or, plus le numëiateur et le dénominateur sont grands, plus on a de peine à se faire une idée nette de la fraction.
Par exemple, la fraction —s indique qu'il faut diviser
Tunité en i5 parties égales , et prendre la de ces parties. Mais 12 et i5 étant en même temps divisibles par 3 , si l'on effec-
tue les divisions, il vient ^ , fraction équivalente à la proposée (n^ 46) ; alors, pour s'en former uneidée, il suffit de concevoir l'unité divisée en 5 parties égales et d'en prendre 4 % ^^ qui est beaucoup plus simple.
Lors donc que l'on a une fraction dont les termes sont asséï grands, il est utile de la réduire, s'il y a lieu, à une au4xe fraction dont les termes soient nioindres.
Le premier moyen qui se présente , c'est de diviser les deux termes par les nombres 2 , 3 , 4 > • • . , tan t que cela est possible.
Soit, pour exemple y la fraction -77 à réduire à de moindres
termes.
Il est aisé de voir que les deux termes sont divisibles par ?. ;
effectuant les divisions, on obtien t pour premier résultat, -^<
Les deux termes de cette nouvelle fraction sont encore divi' Bibles par a ; et il vient pour nouveau résultat, ^.
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£isayaiit maiotenanl la division par 3, on trouve -^ , fraclion dont les deux termes sont encore divisibles par 3 ; ce qui donne enfin y pour la fraction -yy réduite à son expression la plus
simple.
Cette méthode est facile et commode ; mais elle ne peut être généralisée maintenant.
Voici une autre manière de réduire une fraction proposée à sa plus simple expression : elle consiste à déterminer directement le plus grand nombre qui divise à la fois les deux termes de la fraction, ou, en d'autres termeç, leur plus grand commun diviseur,
ISi. Goounençons par établir quelques notions préliminaires :
Un nombre est dit multiple d'un autre nombre lorsqu'il le contient un nombre entier de fois , c'est*à-dire quand le premier nombre est exactement divisible par le second.
Réciproquement, le second nombre est dit un sous^multiple, ou une partie aliquote , ou un diwfW du premier.
Ainsi, 24 est multiple de 6, parce que 4 fois 6 font a4t réciproquement, ^ eX ^ sont diviseurs, sous^multiples , ou parties aliquotes de 24* ^^ même, 60 est multiple de la,. puisque 5 fois la donnent 60 ; réciproquement, 5 et la sont diviseurs ou sous^multiples de 6o.
On appelle nombre premier un nombre qui n'est divisible exactement que par lui-même et par l'unité ( laquelle est dhiseurde toiU nombre). Ainsi a, 3, 5, 7, 1 1> i3, . . . sont des nombres premiers; mais 4* ^9 ^* 9' '^9 °^ ^^^ pas des nombres premiers , puisqu'ils admettent tous pour diviseurs , l'un des nombres 2,3, ou tous les deux à la fois»
Deux nombres sont dits premiers entre eux, lorsqu'ils n'ont aucun diviseur commun (autre que l'unité); ainsi, 4 ^^9» 7 ^^ 12, 12 et 25, sontdesnombres/irem<erf entre eux; 8 et 12 ne !>ont pas des nombres premiers entre eux , puisqu'ils sont di?visibles en même temps , soit par 2 , soit par 4*
70 DU PLUS GRAflD COMHUIC DITISEUT..
pAUftER PRiHCiPE. — Toui nombrc qui divise exademenl un autre nombre , dix^ise aussi un multiple quelconque de ce second nombre.
Par exemple , ^4 éUmt diTÎitble par 8, el donnant povr quotient 3 , 5 fois 24 ou 120 divisé par 8 , donnera ( n* 45) pour quotient 5 fois 3, ou 1 5. De même. 60 étant divisible par 12 et donnant pour quotient 5, 7 fois 60 ou 4^0 divisé par 12 , donnera pour quotient 9 fois 5 , ou 35.
Decxième principe. — Toutnombre décomposé en deux parties divisibles Fune et T autre par un second nombre, est lui-même divisible par ce second nombre.
En effet, le quotient de la division du nombre total étant évidemment égal à la somme des deux quotients partiels, si ces deux quotients partiels sont entiers, leur somme, c'e8t*à-dire le quotient total , sera entier.
Troisièks PRiifciPE. — - Tout nombre qui divise séporémeni uifB SOMME décomposée en deux parties , et Tune des parties y divise aussi Vautre partie.
Car, le quotient total étant égal à la somme des deux quotients partiels, si l'on de ces quotients paràtfls étant entier, l'autre était fractionnaire, il s'ensuivfait qu'un nombre entier serait égal à un nombre fractionnaire (n^ 1); ce qui est absurde.
ra. Cela posé , soient les deux nombres 36o et 276 entré lesquels on se propose de déterminer le plus grand coMiIttRi diviseur (n^ HO).
11 est d'abord évident que ce plus grand commun diviseur ne saurait surpasser le plus petit nombre 276; et comme 2^6 se divise lui-même , pourvu qii'il divise 36o , il aéra le ]^tfs grand commun diviseur cherché.
Essayant la division de 36o par 276 , on trouve pouf quo* tient t et pour reste 84; donc 276 n*estpas le plus grand commun diviseur. Je dis maintenant que le plus grand commun diviseur entre 36o et 276 est le même qu'entre le plus petit nombre 276 et le reste 84 de la division,
Fn effet, le plus grand commun diviseur therciic dcvaut
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diviser 36o et l'une de ses parties 276, divise nécessairement 1 autre partie 84 (n* ël, y principe) d'où l'on peut déjà conclure que le plus grand commun diviseur entre 36o et 276 ne peut surpasser celui des nombres 276 et 84 9 puisqu'il doit diviser ces deux derniers. En sçcond lieu , le plus grand commun diviseur entre 276 et 84 > divisant les deux parties du tout 36o, divise nécessairement ce dernier nombre (n" tfl, 7.* priri" cipe); et alors, étant diviseur exact de 36o et de 2769 ii ne peut lui-'Tnéme surpasser le plus grand commun diviseur entre 36o et 276, D'où l'on voit que le plus grand commun diviseur entre 36o et 276 , et le plus grand commun diviseur entre 276 et 84 9 ne peuvent être plus grands l'un que l'autre; donc ils sont égaux.
Ainsi, la question est ramenée à rechercher le plus grand commun diviseur entre 276 et 84 y nombres qui forment un système plus simple que 36o et 276.
Pour cela , raisonnons sur 276 et 84 comme nous avons raisonné sur les nombres primitifs ; c'est-à-dire , essayons la division de 276 par 84 ; alors > si la division se fait exactement ,84 ^^ ^^ P^^* grand commun diviseur entre 276 et 84 j et par conséquent , entre 36o et 276.
En effectuant cette nouvelle division, on a 3 pour quotient et 24 pour reste ; donc 84 n*est pas le plus grand commun di-» viseur cherché. Mais, par un raisonnement analogue à celui qui a été fait ci-dessus , on prouvera que le plus grand diviseur commun à 276 et à 84 9 est le même q^e celui qui existe entre le premier reste 84 et le second 24.
Répétons ce raisonnement : le plus grand commun diviseur eatn» ^76 et 84» dey^t 4i^Âser 84 9 djiyise nécessairement son multiple 3 fois 84 (n^ ^t, i** prittfiipe); ainsi, divisant un tout 276 et l'une de ses parties , 3 {pis 84 9 il divise l'autre partie 24 ; donc déjà , U plus grfuad çouGmAup d^viç^ur 4e 276 et 84» ne saurait surpasser celui de 84 e/ 94* D'un autre côté , le plus grand diviseur commun entre 84 et 24» diyisant 3 fois 84 et 24, qui sont les deu\ parties de 276 , divise nécessaire^ ment 276 ^ ainsi 9 divisant 84 et 27^, il ne peut surpasser le
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plus grand diviseur commun à 84 et à 276. Le plas grand commun diviseur de 276 et 84 9 et celui de 84 et 24 9 ne peuvent donc être plus grands Tun que l'autre ; donc ik sont ëgaux.
La question étant actuellement ramenée à rechercher le plas grand diviseur commun à 84 et 24 9 il faut de même diviser 84 par 24. En effectuant cette nouvelle division , on obtient 3 pour quotient et 12 pour reste; donc 24 n'est pas le plus grand diviseur commun; mais, comme ce plus grand commun diviseur est le même que celui qui existe entre 24 et le reste 12, divisons a4 par 12; nous trouvons un quotient exact 2 ; ainsi 1 2 est le plus grand commun diviseur entre 24 et 12; il l'est donc aussi entre 84 et 24 > entre 276et84f entre 36o et 276. Donc enfin , 12 est le plus grand commun diviseur cherché.
Dans la pratique , on dispose ainsi l'opération :
Après avoir divisé 36o par 276, ce qui donne pour quotient 1 , qu'on place au-dessus du diviseur (au lieu de le placer au-dessous comme à l'ordinaire) , et pour reste 84 9 on écrit ce reste à la droite du plus petit nombre 276, et l'on divise 276 par 84 ; ou obtient un nouveau quotient 3 que l'on place au-dessus du diviseur 849 et un reste 24 qui s'écrit à la droite de 84 ; et ainsi de suite. '
Règle générale. — Pour trouver le plus grand diviseur commun à deux nombres, divisez le plus grand nombre par le plus petit; s'il rCy a point de reste, c'est le plus petit nombre qui est le plus grand commun diviseur,
S'iljr auTireste, divisez le plus petit nombre par ce reste; et si la division se fait exactement , c'est ce premier reste qui est le plus grand commun diviseur.
Si cette seconde division donne un reste, divisez le premier reste par le second; et continuez toujours à diviser par le dernier reste le reste précédent ,. jusqu'à ce que vous obteniez
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un quotient exact; alors le dernier diviseur que vous aurez employé , sera ie plus grand commun dwiseur cherché.
Si le dernier diviseur se trouve être l'unité , c'est une preuve que les deux nombres proposés tant premiers entré eux (n* Ht), puisqu'ils n'ont pas d'autre diviseur commun que Vunité,
Réciproquement , si deux nombres proposés sont premiers
entre euXj et qu'on leur applique le procédé , on trouvera /lé-
cessairement un dernier reste égal à i . Car, d'après la nature
du procédé, les restes vont en diminuant; d'ailleurs, on ne
peut pas obtenir un reste nul avant d'avoir obtenu un reste
égala \y puisque le diviseur autre que l'unité, qui donnerait
ce reste nul, serait commun diviseur des deux nombres.
Ainsi, l'on doit nécessairement , après un nombre d'opérations
plus ou moins grand, obtenir l'unité pour reste.
IÔ
On trouve 87 pour plus grand commun diviseur ; ainsi, en divisant 999 et $92 par 87, on a — pour la fraction -^ ré-dnite à ses moindres termes.
Soit, pour noui^el exemple, la fraction ^ — .
^4 Ml HJUS G%AMm COMailMI BlVIttOB.
LeplusgnuidcoauiuukdiTiteiircstict 48;etcQ diriiuiiles
deax iermet de la firaction par 48, on trouve ^ pour la fractioa réduite à 0a plus tw^le eiprcwion.
M« Soit , pour dernier exemple, la/rmcUan
Le procédé conduit, dans cet exemple, à un reste égal à i i ce qui prouye que 873 et 317 sont deux nombres premier* entre eux j dans ce cas, la fraction est dite irréductible, comme ne pouyant être ramenée à une expression plus simple au moyen de la division de ses deux termes par un même nombre.
Remarque, — - A la troisième opération , on a obtenu le reste S qui est un nombre premier (n** tfi) ; or, comme 5 ne divise pas le reste précédent 78 , on est en droit , sans qu'il soit nécessaire d'aller plus loin, de conclure que les deux termes de la fraction sont premiers entre eux, £n effet , on a reconnu , dans la démonstration du procédé , que le plus grand commun diviseur de deux nombres divise nécessairement le reste de chaque division. Ainsi, 5 étant un nombre premier, il doit arriver l'une de ces deux choses : ou bien 5 divise le reste précédent , et c'est alors le plus grand commun diviseur; ou bien il ne le divise pas, et dans ce cas, ni 5, ni aucun nombre autre que l'unité, ne peut être un diviseur commun aux deux nombres. °
En général , dis qu'on parvient, dans le cours des opérations, à un reste que Von sait être dit nombre pbemier, si ce reste ne di^fise pas le reste précédent , on est certain que les deux nombres proposés sont premiers entre eux; et il est inutile d'aller plus loin.
Mous reviendrons (chap, V*) sur la recherche du plus graud
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cotimnifi diviseur , i^cberobe qnfr est ttne ées opérations les plus fitipof tantes de l^Ari tlunélique.
Passons actuènément aux qûtftre opérations fondamentales sur tes fractions.
Addition des fractions,
5tf. L^additfton des fraeii6ns a pour but de trouver un seul nombre qui ait la mérite valeur que plusieurs fractions réunies.
Il peut se présenter deux cas : ou les fractions qu'on doit additionner sont de même espèce , c'est-à-dire ont même dé« nominafeuv ; ou bien elles seul d'espèces difierentes. Dans le premier cas , <m faii ta somme des nÉtmétateufv , puis on donne à céiie somme le dénwninmeur i^ommun. Dans )e se-cond , 99% comMenee par résktire les ftaetiôns àU même déno* minateur, d'après k règle du n^ 47 , et Ton opère* ensuite sur les nouvelles ffaettons comme il vient d'ètm dit.
Ainsi , la somme des fractions — , -^9 --^ • est égale h ^.
II II 11/ " II
De même, la somme des fractions — x, -^, -~, -^ , est égale à I5.
Soient rHaititenâni à ajouter les trois fractions -^^ y, ^.
64 73 84 iB'96'g6-
Après avoir réduit ces fractions au même dénominateur,
d'après la règle du n® 47 , on fait la somme des numérateurs ,
ce qui donne 220; puis on donne à 220 le dénominateur 96, et
l'on trouve -^ pour la somme demandée.
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De même qu'il faut deux moitiés, itois tiers, quatre quarts, cinq cinquièmes, pour former Tunite' , de même il faut quatrevingt-seize ^i/a/re-i;i/i^^-f eizièmej pour la former ; donc, autant
de fois 220 contiendra g6, autant d'unités il y aura dans —7-.
Ainsi , comme en divisant 220 par 96 , on a pour quotient 2 et
pour reste 28 , il s'ensuit que -— tt est un nombre fraction-
28 n naire (n** I) composé de 2 unités plus une fraction ;^ou -^
(en ôtant le facteur 4 commun aux deux termes).
En général , toutes les fois qu'on parvient à un résultat de forme fractionnaire , et tel , que le numérateur est plus grand que le dénominateur, aîlorSp pour extraire Veniier contenu dans celle expression, on divise le numérateur par le dénotnina" teur : le quotient représente Veniier, et le reste est le numérateur de Isi/raction qui doit être ajoutée à l'entier.
On trouvera par ce moyen , — égal à i t- ; — ^ égal à i o -^
Réciproquement , lorsqu'on a un entier joint à une fraction, pour en former un seul nombre fractionnaire, ce qui est souvent utile, il faut multiplier t entier par le dénominateur, ajouter au produit le numérateur, et donner à la somme le dénomi-' nateur de la fraction proposée.
D 19^ .. 3 fois 5 - 2 ,17 7
Par exemple, 3 ■= revient a — = — plus =, ou a -=: î ï » ~ ^ ' 5 5 ' 5 5 12
est égal à plus -^ , ou à — ^ . 3 Jl est éeal à — r-
Soustraction des fractions.
ST. La soustraction des fractions a pour but de trouver t excès d'une plus grande finction sur une plus petite.
Si les deux fractions ont inciiic déQom'^naleur, on rciranchç
SOUSTRACTION DES FRACTIONS
h plus peut numérateur du plus grand, et Von donne à la différence le dénominateur commun. Si elles n'ont pas même dénominateur, on les y réduit, et Von opère ensuite comme il vient et être dit.
Ainsi, de — soit à soustraire — , il reste — ou -. De même. ' 12 12 la 2
de -J ôtez-^y il reste -7 ou — .
2 7 Soit maintenant à soustraire ^ de g.
, 16 21 Ces deux fractions reviennent respectivement à 17 ^^ ^n;
ce qui donne -r pour leur différence. On trouve pareille-
iq i3 ., 63
ment aue si de la fraction -^ on ôte —, il reste ^.
On peut avoir unentier jointe une fraction, à retrancher d'un entier joint à une fraction.
n 3 39 91 Par exemple, du nombre fractionnaire i3 /•••g^'-'s^»
on propose de retrancher le nombre o -^ g^
Pour effectuer cette opération, l'on commence par réduire ks deux fractions au même dénominateur, ce qui donne g^ pour
la première, et ^ pour la seconde. Ensuite, comme on ne
peut soustraire l| de ^, on ajoute Çn" M) à cette deraièrc
raclion une unité qu'on réduit, a,vec g-|, en uu seul nombre
fractionnais irécip. n" W) ; et l'on obtient |^, donton^ous-
Voici une question où se trouvent réunies une addition
et une soustraction de nombres entiers joints à des fractions :
Un marchand de drap a vendu à dijfférentes fois , sur une
pièce d^ étoffe renfermant 3o mètres ^ , savoir : 7"* 7 > 9" 5 »
n " — j ' i7 désire connaître ce qui doit lui rester de son étojffe.
Il fera d'abord Ut somme des troiis nombres de mètres vendus; puis il soustraira cette somme de 3o"' g : le résultat de la soustraction doit représenter la longueur du reste de l'étoffe.
Pour plus de simplicité, il convient de disposer ainsi l'opération :
7" 7.. .3.. .9 a8i^...Hî
Après avoir placé les uns au-dessous des autres les trois nombres à ajouter, on observe que les fractions qui en ion t partie peuvent être réduites au même dénominateur 12. On place ee nombre à la droite , un peu au-dessus des fractions, et on le souligne. Ensuite , on écrit au-dessous de 12 et respectivement sur la même ligne horizontale que les trois fractions.
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les quotients 3, 4» ^^ > t résultant delà division de 1 2 par chacun des dénominateurs ; après quoi l'on multiplie les numérateurs de ces fractions par 3 , 4» ^^ ' > ^^ V^^ donne 9 , 8 , et 5 ; on faî t la somme 2a de ces trois nouveaux numérateiirB , ce qui donne
pour la somme des trois fractions, — ,ou 1 — . On écrit — au-
la 12 12
dessous des trois fractions, et Ton retient i pour le reporter
à la colonne des parties entières qu'on ajoute à la manière
ordinaire : il vient alors 28 — pour la somme des trois nombres
de mètres vendus.
On place cette somme au-dessous de 3o ~, et l'on effectue
la soustraction comme il a été indiqué précédemment , et en
observant que les deux fractions peuvent être réduites au
même dénominateur, a fois 12 , ou a4-
On trouve enfin a mètres ^ pour le reste de la pièce d'étoffe ;
ce que le marchand peut aisément vérifier en mesurant le coupon restant des trois ventes.
Mubiplication desfracUons.
ë9. La multiplication a en général pour but (n^ 9) , denrt nombres étant donnés , de former un troisième nombre qui .te compose avec le premier de la même manière que le second êe compose iMvec Tumié,
Cela posé, on distingue trois cas principaux dans la multiplication des fractions. On peut avoir :
1^. Une traction a mdltiplier par un entier.
Soit, par exemple, -2- à multiplier par S.
D'après la définition ci-dessus, puisque le multiplicateurs contient 5 fois l'unité, il s'ensuit que le produit doit être cf.al
à 5 fois — , ou doit être 5 fois plus grand que -2-. Or, ou a vu
(u®45) qu'on rend une fraction 5 fois plus grande en multi-
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1- * ' . r 1 • j . . 5 fois 7 35 pliant son numérateur par 5; il viendra ainsi '- ou —
pour le produit demandé.
Donc, pour multiplier une fraction par un entier, il faut
multiplier le numérateur par V entier, et donner au produit
le dénominateur de la fraction.
Le produit — revient d'ailleurs à 2 — , comme on peut
)e voir en extrayant l'entier contenu dans la fraction (n* KO). On trouvera de même que le produit de -7 par 2g est égal
à ?22 ou ,5 11,
Soii encore à multiplier ^ par q. Il vient d'abord, d'après
la règle, 2g pour le produit , ou , si l'on extrait l'entier, 5 -~ , 10 lo
c'est-à-dire 5 -.
Ce résulj^t pouvait être obtenu plus simplement : car, pour
multiplier -g par 9, ou peut (n®4IS), au lieu de multiplier le
numérateur par 9, diviser le dénominateur par 9, ce qui donne
II », I
— ou 5 -.
Ce qui rend cette manière d'opérer applicable à l'exemple proposé, c'est que le dénominateur est divisible par le multiplicateur; or ceci n'arrive pas toujours, tandis que la règle établie d'abord est toujours applicable : l'usage seul peut rendre familières ces sortes de simplifications.
2^. Un ENTIER A MULTIPLIER PAR UNE FRACTION.
Soit à multiplier 1 2 par 2.
Puisque , dans ce cas , le multiplicateur - est égal à 4 ^ois
le 7* de l'unité, le produit doit être égal lui-même à 4 fois
MULTIPLICATION DES FRACTIONS. 8l
le 7* de 12. Or, le 7* de 12 revient (n** 44) à — j et pour
prendre ce nombre 4 fois, ou pour obtenir un nombre 4 fois plus
grand que — , il suffit (n^ M) de multiplier le numérateur
par 4; on obtient alors — ou 6 - pour le produit demande.
Donc, pour multiplier un entier par une fraction, il faut
multiplier T entier par le numérateur, et donner au produit le
dénominateiir de la fraction; on peut ensuite extraire Tentier
s'il y a lieu.
Ainsi , le produit de 29 par g est égal à —^ ou 26 g. De
même , le produit de 24 par ^ est égal à -^ ou 20 ; résultat
qu'on trouverait encore en divisant d'abord 24 par 6 , ce qui donnerait 4^ et multipliant ce résultat par 5. Mais , nous le ré* pétons , ces simplifications ne sont pas toujours possibles.
3®. Uns rRAcrioN a multiplier par une fraction.
Soit à multiplier y par g.
4 ^ Le raisonnement est analogue à celui du cas précédent :
puisque le multiplicateur g est égal à 5 fois le 8* de l'unité, le
produit doit être lui-même égal à 5 fois le 8* du multipli*
cande-rjor, pour prendre le 8* de 7, il faut (n» 4tt) multi-'
plier le dénominateur par 8, ce qui donne r- ; et pour obtenir
uoe fraction 5 fois plus grande que ^ , il faut multiplier le
i5 numérateur par 5 ; ce qui donne enfin ^ pour le produit
demandé.
Donc , jjour multiplier une fraction par une fraction , mul* ^îpliez numérateur par numérateur et dénominateur par déno"
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minuteur ; puis donnez le second produit pour dénominateur
au premier,
Ainsi , le produit de — par ^ est égal à — . De mcine , le
produit de -7 par y est égal à ^, ou, réduction faite, à 7.
60. iV. B. «^ Dans les deux cas précédents , ïe produit est toujours plus petit que le multiplicande; et cela doit être , puisque l'opération revient réellement à prendre du multiplicande une partie indiquée par la fraction m.ultiplicateur ,
61. Enfin, les deux facteurs de la multiplication , on Tun des deux , peuvent être des entiers joints à des fractions ; mais on ramène facilement ces nouveaux cas aux précédents.
Soit, par exemple, à multiplier 7 7: par S -L
Ce» nombres reviennent respectivement (n® W) à -5- et -^ ;
effectuant la multiplication d'après la règle ci-dessus , on ob-
, . 1081 , fi* ^
tient pour produit, — ^, ou, extrayant les entiers, 4^ -^.
On pourrait encore effectuer la multiplication par parties,
c'est-à-dire multiplier d'abord 7 par 5 , ^ par 5 , 7 par ^ , et
un.
â P^^ 5' P^^^ ajouter ces quatre produits ; mais cette opération
serait beaucoup plus longue.
Division des fractions.
62. La division a pourbut (n^ 29) : Étant donnés un produit de deux facteurs et l'un de ces facteurs , déterminer tautre. Il résulte évidemment de cette définition et de celle de la mnltînlication (n^ l$d), que le premier nombre^ appelé divi" dende , se compose avec le troisième , appelé quotient , de la même manièfe que le second, nommé diviseur, se compose avec l'unité.
Cela posé, dans la division comme dans la multiplication de^ fractions, il se présente trois cas principaux. On peut avoir:
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l'. A DIVISER UNE FRACTION PAR UN ENTIER.
Soit, par exemple, -< la fraction - à dmser par 6.
Puisque le diviseur 6 est égal à 6 fois ruiiiié, il s'ensuit que le dividende - doit être égal à 6 fois le quotient cherche ; donc
réciproquement, le quotient doit être le 6* de -. Or, pour
prendre le 6* d'une fraction, ou pour obtenir une fraction 6 fois
plus petite, il fant (n^'ltf) multiplier le dénominateur par 6;
ainsi, Von obtient Tr^rr — >ou^^ pour le quotient demandé.
Donc , pour diviser une fraction par un entier , multipliez le dénominateur de la fraction par rentier, en laissant le nu-" mérateur tel qu'il est.
Il II 23
Ainsi , — divisé par 8 donne -^ pour quotient ; ^ divisé
a3 par 12 donne ^r^r-.
3oo
Le quotient de -^ par 6 est -=- ; mais on peut encore efTec-
i8 tuer la division de -x par 6 en prenant le 6* du numérateur,
ce qui donne -= ; résultat auquel se réduit d'ailleurs -^ lors?-
qu'on supprime le facteur 6 commun aux deux termes.
a". A DIVISER UN ENTIER PAR UNE FRACTION.
Soit à dii^iser 12 par\
De ce que le diviseur 2 est égal à 7 fois le 9* de Tunité^ il
résulte que le dividende 12 est aussi égal à 7 fois le 9* du quotient cherché. Donc , en prenant le 7* de 12 , ce qui donne
— , on aura le 9* du quotient cherché j et pour obtenir ce
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quotient lui-iiiême, il suffit de prendre 9 fois — , ce qui se
fait en multipliant le numérateur par 9 ; et Ton obtient ainsi
qfoisia 108 ^ ^ t» ^ 1-3
^ ou , ou. extrayant rentier, 10 -•
Donc, pour diviser un entier par une fraction , il faut multiplier rentier par le dénominateur, diviser le produit par le numérateur, et extraire l'entier s'iljr a lieu.
Observons que prendre le 7* de ta, et multiplier le résultat par 9, revient à multiplier 12 par ^ ; ainsi, Ton peut
encore dire que , pour diviser un entier par une fraction, il faut multiplier F entier par la fraction diviseur renversée. {Vojez\tn''}SI9,7.\)
y. A DIVISER UNE FRACTION PAR UNE FRACTION.
Soit à diviser ■= par — .
'Le raisonnement est semblable au précédent. Le diviseur —
étant égal à 8 fois le 1 1® de l'unité, le dividende ^ doit aussi
être égal à 8 fois le 1 1* du quotient ; donc le 8* de ^ , ou y »
est le II* du quotient ; et 11 fois j~, ou^, est le quotient
cherché.
Donc , pour diviser une fraction par une fraction , il faut multiplier le numérateur de la fraction dividende par le dé" nominate^r de la fraction diviseur, puis le dénominateur de la fraction dividende par le numérateur de la fraction diviseur, et donner le second produit pour dénominateur au premier ; ou bien, en termes plus simples, multiplier la fraction dividende par la fraction diviseur renversée, {^Fojez le n® tfO, 3'.)
Ainsi , -7 divisé par - revient à -7 multiplié par i « et don 4 7 4 ^ ^ 6'
pour résultat — , ou i — .
ne ai I
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De uiènie , ^ divisé par -^ revient à ^ multiplié par -5 ,
et donne pour résultat ^-^, ou, plus simplement, -7 ( parce que
i5 est facteur commun aux deux termes).
Enfin y si Ton avait un entier Joint à une fraction, à diviser par un entier joint à une^ fraction, on réduirait les eutiers en fractions , et l'on opérerait comme il vient d'être dit.
Soit, par exemple, ï» 7 ^ diviser par 6 5.
Ces deux nombres reviennent respectivement à -7- et -^ ;
d'où , effectuant la division comme précédemment , on déduit
pour quotient, -g—, ou i ^.
De même , 4 *^ divisé par 1 5 g donne pour quotient -^->*
63. iV. B, — Toutes les fois que , ds^ns la division , le diviseur est une fraction , le quotient est plus grand que le dividende; car ce quotient résulte de la multiplication du dividende par le diviseur renversé, lequel devient alors un nombre plus grand que Tunité.
64. Appliquons à quelques questions leç règles dç la multi« pUcation et de la division des fractions.
I. Le mètre d'une certaine étoffe coûte 47 francs = ; on rfc—
ynande le prix de \% mètres g.
. Puisqu'un seul mètre coûte 4?^ ^9 ^^ ^^^ ^^^^K V^^ ^^^ o
doivent coûter 12 fois 47-^ -Pt plus les -L de 47*^ F» c'est-à-dire
qu'il faut multiplier 47 7 p^ii* ^^u ' le produit exprimera alorf^
en francs, le prix demandé.
II T
Pour faire la preuve, on pourrait* diviser 6ïo 7— par 125,
et Ton devrait retrouver 47 f» "^^i^ ^^ ^^^ P^u^ simple (q°45}
de doubler 47 ? c^ de prendre la moitié de 12 ^.
Le double de 47 7 est 94 ? ; la moitié de 12 ^ est 6 -^.
/ fi. "X.
Or , 94 t multiplié par 6 -^, revient à^^ multiplié par-^g-»
48822 et donne pour produis -S-^r — , ou, en effectuant la division,
61077-, et en simplifiant, j6io -7-.
II. Une personne a acheté 23 mètres — <fu/ie certaine étoffe
i3 /7<»iir /a somme de 'j ^5 francs — ; on demande combien elle a
dd payer le mètre de cette étoJ[fe,
Le prix du mètre étant connu, si on le multipliait par 23 — ?
on devrait retrouver 74^^ — ; donc , pour obtenir le prix de-
mandé , il faut diviser 745 — par 23 — .
^ ,4, i3 -. . . ,5 , i4qi3 .. . . 281
Or, 745 — divisé par 20 — , revient à --î2_ divisé par ----> '^20 "^ 12 20 , ^ «^
et donne pour résultat, ~ . '^^' ou ^l^r ; extradant
"^ 20 fois 201 5O20
rentier, on obtient 3i i; — .
DES FRACTIONS D£ FRACTIONS
Âiii&i, le prix du mètre est 3i francs plus %i — de franc.
Pour la vérification, il suffît de doubler les deux ternies de
la division (ii^ 45) : le quotient ne doit pas changer
Le double de 74^ — est i4qi — ; le double de 23 — est
'^ 20 ^^ lO' 12
Divisant 1491 — ou --2^ — , par4^?.o^-g~» ^^ * pour quo-
lient
~-, ou, extrayant l'entier , 3i -5—
ilO 2oI
Cette dernière fraction n'est autre que la fraction iZ -^ dont les deux termes sont divisés par le facteur commun 2.
Des fractions de fractions
A la multiplication des frictions se rattache une autre
espèce d'opération, connue sous le nom de règle desfractiont
de fractions.
Pour donner une idée nette de cette opération , supposons
d'abord que de la fraction - on ait à prendre une partie indi«-
quéepar ^ ; en d'autres termes, que l'on cherche les ^ de -•
Gomme, pour résoudre cette question, il faut prendre
deux fois le tiers de -, cela revient (u* 57) à multiplier -
par ~, ce qui se fait (n® 59) en multipliant numérateur par
numérateur et dénontinateur par dénominateur; on obtient .10 .2,5
ainsi — pour les -r de -.
Maintenant, supposons que de la nouvelle fraction — on
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veuille prendre une jisrtie indiqua par ~-=, auquel cas la question aura réellemeut pour objet deprendre Us —^ des 5 de -,
Or, pour obtenir les— = de —, il faut multiplier — par -= " i3 21 "^ »i "^ i3
ce qui se ftdt en multipliant entre eux , d'une part les deux
numérateurs , et d'autre part les deux dénominateurs ; on ob-
On peut encore, si l'on veut, prendre les — de — 7, c'est-
à-dire multiplier — r par — ; el le nùuve&u résultat s-^ ^ 973 "^ Il 3oo3
représentera les — des -= des = de -.
■^ II i3 3 7
Soit proposé , pour second exemple, de prendre les 5 des 7
att 5 des- de 1%. ' ^
Prendre ensuite les = des - de 12 revient à prendre les s de 2-, ou à multiplier ~ par g, ce qui donne -s^.
Prendre les -t des « des - de i:t revient à prendre les 7 de
^, ou à multiplier -gg- par ^, ce qni donne ^.
pour obtenir les = des -^ des - des - de 12» il faut J 4 8 7
pni =: ell onoMicnt =-^' ' 3 672
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Extrayant Tentier contenu dans ce résultat, on a 3 77^ 9
ou. réduisant la fraction , 3 -7.
»4 Pour peu qu'on réfléchisse sur la marche qui vient d'être
suivie, on voit ([ue y pour prendre des fractions de fractions, il faut multiplier les numérateurs entre eux, en faire de même des dénominateurs , et donner le second produit ppur dénomi^ nateur au premier. Si Ton a à prendre des fractions de fractions d'un nombre entier, comme dans le second exemple , il faut mettre cet entier sous la forme d'une fraction en lui donnant I pour dénominateur , et appliquer la règle qui vient d'être établie.
PBO]ii:«èMB. — On demandait à un arithméticien quelle
3 5 7 heure il était. Il répondit : Il est les -7 des ^ des — des
fi
- de 24 heures, -^ Quelle heure était^il?
Pour résoudre cette questiçn^ écrivez sur
une première ligne horizontale tous les nu- 3 , 5 , 7 , 6, a4
mérateurs, y compris l'entier, et sur une 4» ^» '^> 7» ' seconde ligne , tous les dénominateurs.
Gela posé , faites le produit des nombres de la première ligne et celui des nombres de la seconde ligne , puis divisez le premier produit par le second ; vous obtenez ^ pour résultat;
extrayant rentier, vous avez 7 j^, ou réduisant, 7 -.
« Donc il était 7 heures -.
On peut toutefois simplifier Topératton en observant que, comme 7 doit évidemment être un facteur commun au produit des numérateurs et à celui des dénominateurs, rien n'empêche de supprimer cejacteur aidant d'effectuer les mul^ tipUcationsj ï\en est de même, d'une part, du facteur 6, et, d'autre part, du facteur 12, qui, se trouvant au nombre des
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dénominateurs, se trouve aussi dans a4> enfin Ton peut encore supprimer le facteur 2, qui , étant le quotient de st4 P^^ ^^9 se trouve dans le dénominateur 4*
Il vient alors, après la suppression de tous ces facteurs,
3 fois 5 i5 I V * ' 1 1 * r- , ou — , ou 7 - , comme on la trouve plus haut.
Mais ces sortes de simplifications demandent beaucoup d'habitude et d'attention, tandis que la règle établie précédemment est générale et conduit au même but.
2 3 Autres applications. — Les ^ des -j d'un nombre forment les
— ou la moitié de ce nombre. De même, le tiers du cinquième
d'un nombre est égal à — = de ce nombre : la moitié des -7 est
égale aux g , etc. . .
66. Observation générale sur les fractions. -^11 résulte évidemment de la nature des procédés établis pour le calcul des fractions, que les quatre opérations fondamentales effectuées sur cette sorte de nombres , savoir : l'addition , la soustraction, la multiplication , et la division, se réduisent toujours, en dernière analyse, à des opérations de même genre effectuées sur des nombres entiers.
Ainsi , par exemple , l'addition et la soustraction des frac* tions se ramènent, par la réduction des fractions au même dénominateur , à l'addition et à la soustraction de leurs numérateurs.
De même, la multiplication s'effectue en multipliant les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux. La division rentre dans la multiplication, dès que Fan a renversé lafraodfm divùeur.
D'où l'on peut conclure que les principes établis n®* 9^. • . Sd, sur la multiplication des nombres entiers, sont également appli^ cables aux fractions; c'est-à-dire que, i** multiplier une frac^ lion par le produit de plusieurs autres ^ revient à multiplier la
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première fraction successivement par^ chacwi des facteurs du produit^ a® le produit de deux ou de plusieurs fractions e^ le même élans quelque ordre qu'on effectue leur multiplication» Enfin, on peut appliquer aux fractions tontes les proposi* tiODse'tablies n*> 45, sur les changements qu'éprouve le produit d'une multiplication ou le quotient d'une division , lorsqu'on fait subir certains changements à l'un des termes de l'opération que l'on a en vue d'effectuer.
CHAPITRE III
Des nombres complexes.
67. Ce chapitre et le suivant ne sont, en quelque sorte, qu'une extension du second, puisqu'ils ne renferment que des applications de la théorie ge'uérale des fractions à des questions dans lesquelles on considère des fractions d'une espèce particulière.
La théorie des nombres complexes, qui fait l'objet de celuici, a, il faut l'avouer, perdu beaucoup de son utilité, depuis l'établissement du Système décimal des poids et mesures. Cependant, nous avons cm devoir l'exposer avec autant de développement qu'on lui en donnait dans les anciens ouvrages, parce que nous la regardons comme très propre à familiariser le» jeunes gens avec la considération des fractions , et à leur donner cette habitude de calcul dont ils ne sauraient trop apprécier l'importance (*). D'ailleurs, la complication même des opérations que cette théorie comporte n'en fera que mieux ressortir l'avantage du nouveau Système des poids et mesures sur l'ancien.
{*) Il existe nac autre raison puisée dan» la cotisidcfiition ^hs încsiiro étrangères, ile la division du temps, eic.
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On a déjà vu (n® 8) que , pour évaluer l^s quantités plus petites que V unité principale, on conçoit cette unité divisée en un certain nombre de parties égales qu'on regarde eUes-mêmes comme formant de nouvelles unités. Mais afin de rendre les calculs plus commodes , au lieu de partager tout d'un coup l'unité en un grand nombre de parties égales, on ne la divise d'abord qu'en un certain nombre de parties ; puis on subdivise celles-ci en d'autres , et ces nouvelles encore en d'autres parties. C'est ainsi que, pour les monnaies, on partageait autrefois la livre en 20 parties égales appelées sous, le sou en 1 2 parties égales appelées deniers. De même , l'unité de longueur, ou la toise , était divisée en 6 pieds , le pied en douze pouces , etc. . . .
Chaque art subdivisait à sa manière l'unité principale qu'il s'était choisie ('*'). Voici un tableau qui présente les subdivisions des unités principales de ces différentes sortes de quantités :
Pour les monnaies.
68. La li\^re vaut 20 sous , le sou 12 deniers; donc la livre vaut 12 fois 20 , ou 240 deniers. ^
On dit encore que \esou est la 20* partie de la livre; le denier est le 12® du sou, ou la 240* partie de la lisfre.
Pour Içs longueurs.
La toise vaut 6 pieds, le pied lo^ pouces, le pouce 12 lignes; donc la toise vaut 12 fois 6, ou 72 pouces , 12 fois 72, ou 864 lignes.
Ou bien , le pied est le 6* de la toise ; le pouce est le 1 2* du pied, ou le 72* de la toise; la ligne est le 12* du pouce, ou la 864^ partie de la toise.
Pour les mesures itinéraires,
La lieue moyenne vaut 2260 toises ;e\[& se subdivise en demies , en quarts, et en demi-quarts ou huitièmes de lieue.
(*) f^ojrez, pour riiistoirc et Porigiacde ces sortes de mesarcs^ un ouvrage <lf M, Saiget, ayant poui litre : Traité de Métrologie ancienne et modecae.
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Pour les poids,
La livre vaut 2 marcs, le marc 8 onces , l'once 8 gros, le gros 7a grains; donc la livre-poids vaut 8 fois 2 ou 16 onces, 8 fois 16 ou ia8 gros, 72 fois 128 ou gi\& grains.
Ou bien encore, le marc est la moitié de la livre^poids ; Vonce est le 8* du marc ou le 16* de la livre) le gros est le 8* de Vonce ou la 128* partie de la livre ; le grain est le 72* du gros ou la 9216* partie de la livre.
Pour le temps.
Le jour se subdivise en 24 heures, l'heure en 60 minutes, la minute en 60 secondes, la seconde en 60 tierces. L'année est de 365 jours (ou de 366 dans les années bissextiles).
On appelle nombre complexe tout nombre concret (n®9) qui est décomposé en plusieurs parties rapportées respectivement à des unités différentes ; et par opposition , celui qui est rapporté à une seule espèce d'unité s'appelle nombre incomplexe. Ainsi , i3*i7'^9**, 25^4^7'6S 4** ï"* 7*"' 5» 17*'.... sont des nombres complexes; 8 livres , 17 toises, 23 grains.... sont des nombres incomplexes.
69. Nous commencerons la théorie des nombres complexes par le développement de deux opérations qui lui sont particulières, et qui peuvent être regardées comme servant de base aux quatre opérations principales. La première a pour objet, un nombre complexe étant proposé, de le convertir en un seul nombreJr€u;tionnaire de runitéprincipale;\a. seconde jetant donnée réciproquement une expression fractionnaire dune unité prin^' cipaîe quelconque, à^ en déduire le nombre complexe qu'elle représente.
x°. Soit 17'^ 5^ 7P II* à réduire en^n seul nombre fractionnaire de toise.
Il est clair que si Ton parvient à déterminer le nombre de
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précédente , on verra que , pour la réduire en pouces, il suffit de inuUipUer le reste lo par i3 , et de diviser le produit lao par 23 y il vient alors pour quotient 5>^ et pour reste 5'.
Multipliant ce nouveau reste par la pour avoir des lignes, on obtient le produit 60, qui , divisé par 23 , donne au quotient 2, avec le reste i4'*
Donc en6n , le nombre proposé est égal à 26''' 4' 5? 2^ ~|.
Ordinairement, on néglige la fraction -^ de ligne, ou bien
on l'estime à peu près. Ici, par exemple , si l'on avait — au lieu
de -^, la fraction équivaudrait à ^ de ligne. Mais, comme le 23 «y
dénominateur est plus grand que 21 , il s'ensuit que -| est plus
petit que x de ligne. On reconnaîtrait de même que cette
fraction est un peu plus que une demi-ligne.
' Règle géhérale. — Pour effectuer la seconde opération, dMsei le numérateur du nombre fractionnaire proposé, par le dénominateur; vous obtenez ainsi un quotient qui exprime les unités principales , et un certain reste.
Multipliez ce reste par le nombre d'unités de la première subdivision, que renferme V unité principale, etdis^iset le produit par le dénominateur; vous obtenez un nouveau quotient qui exprime les unités de la première subdivision, et un nou^ veau reste.
Multipliez ce reste par le nombre d'unités de la seconde subdivision, que contient la première, et divisez le produit par le dénominateur; vous obtenez pour quotient les unités de la seconde subdivision, et un nouveau reste sur lequel vous opérez comme sur les précédents. Vous continuez ainsi l'opération jusqu'à ce que vous soyez parvenu à la dernière sub' division»
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71. Au reste, ces deux opérations se vérifient Tune par l'autre ,, comme il est aisé de le voir.
Par exemple, pour trouver le nombre complexe qui, dans la
I o3o3 première , a donné lieu au nombre q-, , on appliquera à.
celui-ci la règle précédente. Nous nous contenterons d'indiquer le calcul , qui n'offre aucune difficulté.
La preuve de la seconde opération a besoin de quelques éclaircissements.
Après avoir appliqué au nombre 26^ 4^ 5p 2}, le procédé de la première opération , on trouve pour résultat
28102*, ou -3^7- de toise. Mais,
comme à ces 28102 lignes se trouve
jointe la fraction -~ de ligne , il faut
multiplier 23ioa par 23 pour réduire en 23'% puis ajouter au produit i4; ce qui donne pour résultat, 53i36o, nombre auquel on doit ensuite donner pour dénominateur, 28 fois 864;-
AritK B,
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mais puisqu il faut que ^ . ^, soit égal à —5- , il sen-
tuit que 53i36o doit être diyisiUe par 864, ce qu'il est
aisé de reconnaître; et alors, en supprimant le facteur
commun 864. > on retrouve en eiBet — ^.
Voici un autre exemple de la seconde opération et de sa preuve :
Contenir en un nombre complexe de livres^poids , marcs ,
onces y gros, et grains , le nombre fractionnaire
de
lis^re^poids.
Opération.
35fto"«4*»"i«22*'i^
Preus^e.
35fto"»4'"'i2^^2^^^if;
ii5
Jl
Tf
Il 8609920 Après avoir obtenu, dans la preuve , le nombre 186099230,
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qui exprime des 365'* de grain , on divise ce nombre par 92 1 6 , nombre de grains que contient la livre-poids ; ce qui donne un quotient exact , 1 2870 ; ainsi l'on retrouve le nombre proposé ,
-r^ de livre-poids.
72. Au moyen de ces deux règles préliminaires, les quatre opératioDS principales sur les nombres complexes peuvent être ramenées à celles qui ont été exposées dans le chapitre précédent. En effet, quelle que soit l'opération prof osée j on peut di abord com^ertir les nombres complexes sur lesquels on a à opérer, chacun en un seul nombre fnictionnaire de Vunilé principale, d'après la règle du n*'69 ; on effectue ensuite sur les nombres ainsi transformés Vopération demandée, d'après les règles ordinaires du calcul des fractions ; et l'on obtient pour rcsaltat un nonibre fractionnaire que Von convertit en un nombre complexe , siiisaLUi la règle du n" 70; ce qui donne enfin le résultat cherché.
Mais cette méthode est en général moins simple, surtout pour les trois premières opérations, que celle dont nous allons lionoer le développement.
Addition des nombres complexes •
75. Cette opération se fait à peu près comme l'addition des nombres entiers : on écrit tous les nombres proposés les uns audessous des autres, de manière que les unités de même espèce ou de même subdivision soient dans une même colonne , et l'on commence par ajouter les unilés de /a plus petite subdivi^ fion; si leur somniejen ferme moins d'une unité de l'espèce immédiatement supérieure, on écrit cette somme au-dessous; mais si elle renferme assez d'unités pour composer une ou plusieurs unités de la subdivision immédiatement supérieure, on n écrit au bas de la colonne, que r excédant de la somme sur le nombre d unités de Fesphce supérieure, qu'on a pu extraire, et F on retient celles-ci pçur les ajouter avec leurs semblables, sur lesquelles on opère de la même manière»
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EXEMPLE
On propose d ajouter
les nombres
in
somme. 61 45*
preuve. 7f?j7f7f 7f7f o
En additionnant d'abord les deniers, je trouve pour somme 38 9 qui renferme 3 fois 12 deniers ou 3 sous et 2 deniers; je pose les 2 deniers , et je retiens 3 sous pour les ajouter avec la somme des unités de l'espèce des sous.
Je trouve pour cette nouvelle somme 39; je pose 9 et je retiens 3 dixaines , pour les reporter à la colonne des dixaines de sous, ce qui donne 7 dixaines de sous; et comme il faut 2 dixaines de sous pour faire une livre, je prends la moitié de 7, qui est 3 , avec i pour reste ; je pose ce reste, et je porte les 3* à la colonne des livres, que j'ajoute comme à l'ordinaire.
La preuve se fait d'ailleurs de la même manière que pour les nombres entiers. {Voyez n* 15.)
SECOND EXEMPLE
V Sait à ajouter (L'ûnSléprinci- :;>pale est la • livre-poids.)
aSa
ijfZ z
£n faisant l'addition deâ grains , on trouve pour somme 167 que l'on écrit d'abord à càté, comme on le voit ci- dessus; puis on divise 167 par 72, nombre de grains que contient le
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gros, ce qui donne pour quotient 2 et pour reste 28 ; on écrit 23 au bas^e la colonne des grains , et Ton retient a qu'où reporte à la colonne des gros. On trouve pour la somme des gros, 23 , c'est-à-dire 2 fois 8 gros, ou 2 onces plus 7 gros ; on pose 7 gros, et Ton retient 2 pour les reporter à la colonne des onces , sur laquelle on opère , ainsi que sur les colonnes suivantes, comme on a opéré sur celles qui précèdent.
Soustraction des nombres complexes^
74. Ècris^ez le plus petit nombre sous le plus grande de manière que les unités de même espèce se correspondent, et commencez la soustraction par les unités de V espèce la plus faible; si le nombre inférieur de ces unités peut être retranché da nombre supérieur, écris^ez le reste au'-dessous; s'il ne peut en être retranché , augmentez dune unité de la subdii^ision im* médiatement supérieure , celles de F espèce sur laquelle vous opérez, après tavoir réduite en unités de cette dernière es-' pèce; en ayant soin , toutes les fois que vous aurez été obligé d'ajouter une certaine unité pour faire la soustraction partielle, d* augmenter de cette même unité le nombre inférieur.
PREMIER EXEMPLE
Du nombre 827* 1 1 -^ 7*"
on propose de soustraire.. . . 189 i5 11
reste.., 187 i5 8
preuve. 827 ii 7
Gomme on ne peut ôter *ii deniers de 7, on ajoute à 7 deniers i sol ou 12 deniers, ce qui donne 19; et Ton dit : 1 1 de 19, il reste 8 , qu'on écrit au-dessous des deniers.
Passant ensuite aux sols, on dit {rem. n® 14) : 16 de 1 1 , cela ne se peut, mais en ajoutant à 1 1 sols , i livre ou 20 sols, on obtient 3i, et Ton dit : 16 de 3 1, il reste i5 que i'pu pose au rang des sols.
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Enfin, on soustrait igo de 32^,'etil reste 137.
Ainsi , le reste de la soustraction est i37*" i6*^ 8*^ ce qu'on peut vérifier en faisant la somme de ce reste et du plus petit nombre.
SECOND EXEMPLE
De ; 39T 4' 7' 5'
on veut ôter 27 5 n 7
Comme on ne peut soustraire 7 lignes de 5, on ajoute à 5 I pouce ou 12 lignes, ce qui donne 17 ; et Von dit : 7 de 17, il reste 10. Ensuite, 12 de 7, cela ne se peut; tttaîs 12 de 12 plus 7, ou de 19, il reste 7. Passant aux pieds: 6 de ^,ceh ne se peut ; mais en ajoutant i toise , qui vaut 6 pieds, on a 6 plus 4, ou 10, et Ton dit : 6 de 10, il reste 4. Soustrayant enfin 28 toises de 39 , on obtient 1 1 ; donc le reste demanda est iiT4P^p io\
TROISIÈME EXEMPLE
Un vase plein de liquide pèse. .
La lare, ou le poids du vase vide,
est de
On demande le poids du liquide.
Il est clair que si l'on soustrait du ^oids total du vase et du liquide qu'il contient, le poids seul du vase , le reste doit représenter le poids du liquide.
Gomme on ne peut ôter 49 de r7, on ajoute à 17... i gros qui vaut 72 grains; et Ton dit : 4^ de 72 plus 17, ou de 89, il reste 4o. Ensuite , 7 ^e 8 plnà ^\ on de t^ , il Heste 5. Passant aux onces, 8 de 7 , cela ne se petit; iVMiis comme 1 livre vaut i6onces, on dit : 6 de i6plus 5, ou de 21 , îl reste i3. Enfin, 5 de 17 il reste 12.
Donc le poids total du liquide est inft* iS*"*^ 5^4^^'*
i-jib 5~ 4«
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Multiplication des nombres complexes.
Cette opération , plus difficile ^ue les deux premières , demande beaucoup d'attention, et ne peut être développée d'une manière bien nette que sur des exemples.
Pour plus de clarté , noHS distinguerons deux cas principaux t oa, le multiplicande étant complexe , le multiplicateur est incomplexe ; ou bien , le multiplicande étant complexe ou in* complexe, le multiplicateur est complexe.
7S. Considérons d'abord le premier cas , celui ou , le multi^ plicande étant complexe, le multiplicateur est un nombre in^^ complexe ou un nombre entier quelconque.
Soit à multiplier 247*" 1.7*'' 1 1^
par ^^
On obtient ce produit en multipliant toutes les parties du multiplicande, à partir des plus faibles , par le multiplica* leur, et ayant soin de retenir les unités des ordres supérieurs , fournies par les produits inférieurs.
Ainsi , Ton dît : 9 fois 1 1 deniers font 99 deniers , qui oon-« tiennent 8 fois 12 deniers ou 8 sous , et 3 deniers; ou pose alors 3 deniers et l'on retient 8 sous pour les reporter s«r le produit des sous.
Ensuite, 9 fois 7 font 63, et 8 de retenue font 71 sous ; on pose t sou et Ton retient 7 dixaines de «ous; 9 fois i ifoot 9 , et 7 de retenue font 16 dixaines de sous ; et, comme 2 dixames de sous font i livre, on prend la moitié de 16 qui est 8, que Ton retient pour les reporter au produit des livres , sur ie»<qttelles on opère d*<après le procédé connu de la multiplicatloii des nottil^es entiers ; il vient enfîn , pour le produit demandé ,
Dans cet exemple, où le nsulliplieateiir n'e9t exprâné que par un seul cbiffre , on a ooimuencé par la droite , et l'on a déterminé successivement les sous fournis par le produit des fieniers., et les livres fournies par le produit des sous. Mais si le
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multiplicateur avait plusieurs chiffres , les mêmes dëterminations ne pourraient plus s'exe'cuter de tète; et pour y parvenir, il faudrait faire à part des multiplications, ensuite des divisions , afin de convertir les espèces inférieures en espèces supérieures , ce qui demanderait beaucoup de calcul. Dans ce cas , l'opération se fait d'une manière* plus simple , ainsi qu'on va le voir sur l'exemple suivant.
Multiplier le nombre 784*^ iS*'' 9**
par 867
pour 10''' 4^8 10*^
Après avoir effectué la multiplication de 784 par 857 comme
à l'ocdinaire, on passe à la midtiplication de i5 sous par 857.
Pour obtenir sur-le-<:hamp ce produit en livres , on observe
que, si Toii avait i livre à multiplier par 857, le produit serait
,5 ; 857 livres; mais i5 sous, ou — de livre , ne sont que les trois
quarts de la livre; ou bien, étant décomposés en 10 sous et 5 sous, ils en sont la moitié plus le^quart; donc le produit demandé se compose de la moitié de 857 livres , plus le quart de 857 , ou y ce qui revient au même , plus la moitié de la moitié de 857 livres. Ainsi l'on dira : pour 10 sous, la moitié de 857 livres est 428 {vojez v!* Si) , et il reste i livre qui vaut 20 sous; la moitié de 20''' est lo*^; et l'on obtient 428*'io''" pour le produit de lô sous par 867.
Prenant maintenant la moitié de 4^8^ lo*^, on a 214^ ^^ pour le produit de 5 sous par 857. »
Passant aux deniers, on remarque que 9 deniers sont dé* coinposablcs en 6 deniers plus 3 deniers } or 6 deniers sont la
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moùié d'un sou, et par conséquent , la moitié du S* ouïe lo"* de 5 sous; donc le produit de 6 deniers par 8S7 est le 10* du produit précédent, ou de 214^ 5*^. Prenant d'abord le 10* de 2i49onapourquotientai, etpourreste41ivre$, qui valent 4 fois 20 y ou 80 sous , que l'on réunit aux 5 sous ; le i o' de 85 est 8 sons y et il reste 5 sous qui valent 5 fois 12 , ou 60 deniers ; enfin , le lo* de 60 est 6 ; et Ton a 21* 8^ 6*^ pour le produit de 6 deniers par 85^ .
Pour obtenir le produit de 3 deniers par 857, il suffit de prendre la moitié du produit précédent , et l'on trouve 1 o^
Soulignant le tout, et faisant la somme des produits partiels, on obtient 672562^ 17*^ 9^ pour le produit total.
Cette manière d'obtenir les produits des subdivisions de Tunité prîncipale du multiplicande, par le multiplicateur, s'appelle méthode des parties alîquotes, parce qu'elle consiste k décomposer les nombres d'unités de ces subdivisions en parties aUquotes , soit de F unité principale , soit les unes des autres, c'est-à-dire ( n"* ISl) en parties qui soient respectivement contenues un nombre exact de fois les unes dans les autres; et alors, pour former un produit correspondant à l'une de ces parties aliquo tes, on prend de l'un des produits qui précèdent , une partie marquée par le nombre de fois que la partie aliquote que l'on considère est contenue dans la partie qui a fourni ce produit déjà obtenu.
Soit, pour nouvel exemple, "*
à multiplier 67'^ S^ 6p 5»
par 59
pour y 29 3'
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Pour obtenir le produit de 5 pieds par 5g j on observe que 5 pieds se décomposent en 3 pieds , qui valent - toise , plus
a pieds, qui valent ^ de toise ; donc, comme le produit de i toise
par 5g serait Sg toises, celui de 5 pieds par 69 se composera de la moitié de Sg toises , plus le tiers de Sg; prenant d'abord la moitié de Sg toises, on obtient 2g, et il reste i toise, qui vaut 6 piedS| dont la moitié est 3 pieds ; ainsi , le produit de 3 pieds pac Sg est sg*^ 3^ De même , le tiers de Sg est ig pour S7, et il reste a toises, qui valent 12 pieds^ dont le tiers est 4 ; on a donc ig*!* 4^ pour le produit de 2 pieds par Sg.
Passant aux pouces, on observe que 6 pouces sont la moitié d*un pied, ou le quart de 2 pieds ; ainsi, pour obtenir le produit de 6 pouces par Sg, il suffit de prendre le quart du produit ig**" 4** ; ce qui doAne 4'*^ S' 6?.
Maintenant, S lignes se décomposent en 4 lignes plus i ligne ; et comme 4 lignes sont le tiers d'un pouce, qui lui-mêaae est le 6* de 6 ponces, il s'ensuit que 4 lignes valent le fier^ du6* ou le 18* de 6 pouces ; ainsi , on serait conduit à prendre le 18' de 4^ S' 6>^, ce qui ne serait pas commode ; mais on peut lever cette difficulté en formant un produil uuxiMaire ( impropiement êipfeléfiuixproduit)^ savoir le produit de 1 pouce par Sg. Or, ce produit est le 6* de 4^5^6p, ou o*"* 4** i**; o^^l* place au-dessous des autres produits , en ayant soin toutefois de le barrer, comme ort le vxHt dans le tableau précédent, parce qu'il ne doit pas entrer en ligne de compte; après quoi , en prenant le liers de ce produit , on obtient celui de 4 lignes par Sg , ^al ko^ 1^71^ 8*.
Enfin , I ligne étant le quart de 4 lignes , on prend le quart du dernier produit , et l'on trouve o*^ 6^ ^^ 11^, ^
Additionnant tous les produits partiels , on obtient pour le produit total , 4007*^ 2^ 6' 7*.
76. Considérons actuellement le cas ou le multiplicateur est lui'méme un nombre complexe. Mais prenons d'abord un exemple qui ne soit pas trop compliqué.
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Uaune dune ceriaint étoffe coûtant 65* i^'' ii**, o/i «fe* mande le prix de 3q aunes 2,
igS
pour
tùf
Sf.
Puisqu'une aune coûte 65^ 1 7*^* 1 1^, il est clair que 39aAne8
^doivent coûter 89 fois 65*" 17*^ 11^, plus les ^de ce même
nombre^ c'est-à-dire qu'il faut multiplier d'abord 65* 17''* 11*
par 3g, et ensuite par -L
Lapremièi^e multif^cation n'offre aucune difficulté» 4'a|près ceiqui^été dit ci-dessus $ ailisi, nous né nous y arrêterons pas. Ob obtâtent les 8 {derniers prodiiits ]^rtiek coraine préoedemment.
Passons^la multiplication par g. Or cette fraction peut se
décomposer en g ou -, plus g, qui. est la moitié de ~, plus ^'
qui est la moitié de ^ ; donc , pour obtenir le produit par - ,
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il suffit de prendre d'abord la moitié de 65^ 17*^ ii*", pub la moitié de cette moitié , et enfin la moitié de la nouvelle moitié.
Prenant donc la moitié du multiplicande, on obtient
32^ 18*^ 11*^-» que l'on écrit au-dessous des produits pré-
cédents.
Prenons maintenant la moitié de ce dernier produit ; la moitié de 32 est 16; la moitié de 18 est 9; la moitié de 11 est 5,
et il reste i , qui, réuni à - , donne ~, dont la moitié est 7 ; ainsi
«^ le nouveau produit est 16* 9^ 5^ -?.
Prenant encore la moitié de celui-ci, on dit : la moitié de 16 est 8 ; la moitié de 9 est 4^ et il reste 1 sou, qui vaut 12 deniers; 12 et 5 font 17, dont la moitié est 8, et il reste i, qui , ajouté
à 7, donne 7 dont la moitié est-; ainsi, ce dernier produit 4 4 o ^
est égal à 8* 4-^ 8** 2.
11 reste à additionner les produits partiels , en commençant par les fractions.
Gomme le dénominateur 8 est , parla nature même des opérations, multiple des deux autres , on le place d'abord (n** dS)
à la droite et un peu au-dessus de la fraction - , et l'on souligne ; puis on écrit au-desso«s de 8 et respectivement sur la même ligne que les fractions, les quotients 4? 2, et i , résultant de la division de 8 par les trois dénominateurs ( ce sont les nombres par lesquels il faut multiplier les deux termes des fractions respectivement correspondantes, pour avoir le même dénominateur). Gela posé , on multiplie les numérateurs des fractions par ces quotients, ce qui donne 4^ 6, et 7, dont on fait l'addition , et l'on obtient pour somme 1 7 ; ainsi , la somme de$
fractions est -r^ , ou 2 plus 5. Alors on pose ^ au-dessous des trois fractions, et l'on retient 2 deniers pour les reporter à la
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colonne des deniers , sur laquelle on opère , ainsi que sur les autres , comme ou l'a indiqué précédemment.
On obtient enfin pour le produit demandé , c'est*à*dire pour
le prix des Sg* g> • • • 2627^ 1 1-'* 1 1** g.
On voit d'après cet exemple , que , quand le multiplicateur contient des parties ou subdivisions de l'unité principale , rartifice de la méthode consiste encore à décomposer les subdivisions de ce facteur en paeties aliquotes, soit de l'unité prin^ cipale, soit les unes des autres, -puis k prendre du multiplia' cande ou des produits qui' en résultent, des parties indiquées par ces parties aliquotes.
Proposons-nous , pour second exemple , de déterminer le prix de 69*^ 4^ **' d'un certain ouvrage, en supposant que la toise coûte 26^ ig*'' 5*^.
5* IIP
pour I O''* . • . .
7ii-.
2 fi..
Nous supposerons ici, comme dans l'exemple précédent^
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que Ton ait effectué le produit de sS^ig-^S^ par 69; et la somme de ces premiers produits partiels exprimera le prix des 69 toises.
Maintenant, pour déterminer le prix de 4^ ii^ du même ouvrage, observons qu'une toise coûtantaS*'" 19*^5*, 4 pieds, ou
3 pieds plus i pied , c'est-à-dire g plus 7 de toise , doivent
coûter les ^ ou la moitié, plus le g, ou le tiers delà moitié, de
25^ 19*^ 5^. De anème, 1 1 pouces se décomposant en 6 pouces, plus 3 pouces , plus a pouces, ou bien , en — , plus -^ , plus
deux fois -r- de pied, doiveul; coûter la moitié du prix que
Ton aura obtenu pour le pied , plus la moitié de cette moitié, plus enfin deux fois le tiers de cette nouvelle moitié. Il faut donc former tous ces produits.
D'abord, pour 3 pieds, on pcend la moitié de aS^ 19*^5^9 ce
qui donne 12^ 19*^ 8^ -; pour i pied, on prend le tiers de
ce produit, et l'on trouve 4*6^ 6** ^ (en observant que,
parvenu aux deniers, on a pour reste 2, qui, joints à-,
donnent - dont le ^ est g). Pour 6 pouces, on prend la
moitié du produit précédent, et il vient 2* S*** 3** — ; pour
3 pouces, on prend encore la moitié de ce dernier produit,
ce qui donne 1^ i*^ ^^ — ^. Ënfin^ pour i pouce, on prend le*
tiers de celui-ci , et l'on a o'''' 7*'' 2** — , produit que l'on écrit
d^ux fois.
Quant à l'addition des produits partiels, on la fait , comme dans le premier exemple , en observant toujours que le dénominateur 72 est multiple de tous les autres , et qu'alors on peut appliquer aux fractions les simplifications du n** 48.
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Jusqu'à présent le luuUiplicaDde exprimait des livres, sous et deniers, et alors le produit représentait des unités et sub* divisions de la même nature. Voici une nouvelle question dans laquelle le multiplicande et le produit ezjjMriment des toises , pieds , pouces. . • •
On peut faire exécuter 6^ ^ ii^ pour i"^; on demtmde le nombre de toises qu^onfern exécuter pour nS^ ^9^^ 5^-
Il est évident que, pour obtenir tenombre de toises demandé, il faut multiplier 69*^ 4^ 1 i p par ^ Ë vres, ,et par les subdivi'» sionsde lalivre, que comporte l'énoncé ; car û pour une livre on a pu faire ^écuter &^ (^ i iP, il s'ensuit que pour 19 sous,
ou-^ de livre, on peut faire exécuter les -« de 60''^ i^ i iP. 20 ^ ao ^^ ^ '
lo 5
c'est-à-dire les — du la moitié , plus les — ou la moitié de
la moitié , plus etc. . . •
Nous nous bornerons à présenter le tableau des calculs de
cette nouvelle multiplicalion :
69T 4** uP
345T i38 aï*. ... 12 3^
lo*^.... 34 5 5 6»
4 I ' o II 9 |. . .4* « .8
1 o 1 8 II^...!.'. .7
II I
pour
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77. A^. B, — Observons que, dans ce dernier exemple, les deux facteurs de ]a multiplication sont les mêmes que ceux de l'exemple précédent; et cependant, on a obtenu deux résultats qui différent Tun de l'autre , sinon par l'entier qui y entre , du moins par la nature de l'unité principale, et par les subdivisions de cette unité. Ainsi le principe du n^ 2IS, qui consiste en ce que Von peut inters^ertir l'ordre des facteurs d'un produit, sans changer le produit , ne semble vrai que pour les nombres abstraits. Pour le rendre applicable au cas de deux nombres complexes, il faudrait concevoir chacun de ces nombres réduit ( n^ 69 ) en un seul nombre fractionnaire de l'unité principale qui lui correspond ; et les deux nombres qu'on obtiendrait en intervertissant l'ordre des facteurs , se-> raient égaux , abstraction faite toutefois de la nature de l'unité principale , laquelle devrait être différente dans les deux produits. En effet , d'après la définition de la multiplication , toutes les fois que Ton considère des nombres concrets, le produit et le multiplicande doivent être de même nature; tandis que le multiplicateur, quoique poi^vant être
, d'abord exprimé par un nombre concret , doit toujours être considéré , dans l'opération , comme un noAibre abstrait qui désigne combien de fois on doit répeter le multiplicande , ou quelle partie on en doit prendre. U faut donc , lorsqu'on a une multiplication à effectuer, avoir soin de déterminer lequel des deux facteurs doit être pris pour multiplicande , ce qui n^est pas difficile, puisqu'il est toujours de même nature que le produit , et que la nature de celui-ci est indiquée par l'énoncé de la question.
78. La preuve naturelle de la multiplication se fait par la division ; mais il est en général plus simple, à cause des fractions compliquées que renferme souvent le produit, de doubler le multiplicande et de prendre la moitié du multiplicateur, ou réciproquement. Nous engageons les commençants à reprendre les opérations ci-dessus, et à en faire les preuves d'après cette méthode. Voici d'ailleurs de nouveaux exemples sur lesquels ils peuvent s'exercer :
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I». Déterminer le prix de 35tb i"' 5"" 4^ 4^^' d'une certaine marchandise, en supposant que la livre-poids coûte 7.3*" in'^Z^ .
Résultat : 855^ 8J' io^%
2'. Multiplier ]3g^ 5^ oP 1 1^ par 25^ 19-^ 1 1*^.
Résultat .• 3635*»' a^ 5? 1 o^ -i^.
3". Multiplier 3 1^ 17-'* ç^^ par iS*" 1 1*^ 5*^. . Résultat : 496^ 1 o*^ 3^ |2.
Nous aurons à traiter, par la suite {Chap, FI!)^ des questions susceptibles de donner lieu à la dernière opération.
Division des nombres complexes,
Nous distinguerons également deux cas principaux : ou le dividende et le diviseur sont de nature différente ; ou bien i7/ ^ sont de même nature,
79. Premier cas. -^ Le dividende et le diviseur étant de nature différente.
Dans ce cas , il peut arriver deux circonstances : ou le divi seur est incomplexe , ou bien il est complexe.
i^ Si le diviseur est incomplexe, considérez-* le comme abstrait, et effectuez la division du dividende par le diviseur, en réduisant le quotient en unités principales et subdivisions de la nature du dividende.
2*. Si le diviseur est complexe, convertissezr-le {n^ M) en un seul nombre fractionnaire de son unité principale j multipliez le dividende par le dénominateur de la fraction diviseur/ et divisez le produit par le numérateur, en réduisant toujours le quotient en unités principales et subdivisions de la nature du dividende,
PREMIER EXEMPLE
On demande le prix de la toise d'un certain ouvrage, en supposant que Ton ait pnjré zSJ^&oj'^ 19*^ 1 1^ pour 568 toises du même ouvrage,
Arilh B. 8
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Le prix de la toise étant connu, 25460** i q-^ 1 1 * en le multipliant par 568 on de- ^nia vrai t reproduire 26469* i g*'* 1 1 **; / _ donc il faut diviser ce dernier nombre par 568.
Après avoir divisé 26469 par 9^^9 568 comme à l'ordinaire , ce qui ^"79 donne 44 livres pour quotient et ^' '
477 livres pour reste , on réduit ^
ce reste en sous en le multipliant 5663 par 20 , et Ton ajoute au produit 55 1 les 19*^ du dividende, ce qui
donne 9659*^ que Ton divise encore par 568 ; il vient pour quotient 16^, et pour reste 47^'^ V^^ ^'^^ multiplie par 12 pour en faire des deniers ; ajoutant au produit les 1 1 deniers du dividende, on trouve 5663^ que l'on divise de nouveau par 568, ce qui donne pour quotient g^ et ppur reste 55 1 ; dooc
55i le quotient total, ou le prix de la toise , est 44*^ ^^ 9* cïï5
SECOND EXEMPLE
On a acheté 2581b 1" 7*'» 5^ de marchandise pour la somme de 3269* 17*^ io**y on demande à combien radient îalivre^poids de cette marchandise.
Le prix de la livre-poids étant connu , en le multipliant par sSSlb 1"' 7*"* 5^, on devra reproduire 3269* 17*^ 10^; ainsi, il ' faut encore diviser le second nombre par le premier.
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258îbi*-7*'"5^'
pour
• ff
12* ir
roj
Après avoir converti le diviseur en un seul nombre frac^ tionnaire, suivant la règle du n°69, on trouve pour ce diviseur,
• — ^, puisque (n** 68) le gros est la 128* partie de la livrepoids; mais pour diviser 3269* 17*^ 10* par g^, il faut
(q°62) multiplier le dividende par le dénominateur ia8, ce qui donne, comme on le voit de l'autre part, 4*7^66* 2*^8*, et diviser ce produit par le nume'rateur 33i49; cette dernière opération rentre dans celle de l'exemple précédent ; et Ton
trouve, pour le prix demandé, 12^ 11 -^9** ^1 , •
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Cea exemples suffisent pour mettre au fait de la marche qu'il faut suivre dans tout autre.
80. Second cas.— -Si le dividende et le diviseur sontdemèine nature , réduisez (n* M) les nombres en unités de la plus petite des subdivisions qu'ils renferment, puis ejUectuezla division du premier résultat par le second, en exprimant, suivant la règle du n* 70 , le quotient en un nombre complexe de la nature indiquée par V énoncé de la question.
Ceci va s'éclaircir sur des exemples.
premier exemple.
La toise dtun certain ouvrage coûte 47* «9^ 5*y on demande le nombre de toises que l'on peut faire exécuter pour 2728*" 17*^ 10**.
Si l'on connaissait le nombre de toises demandé, il est clair qu'en multipliant le prix d'une toise, ou 47* 19^^ 5^9 par ce nombre, on devrait reproduire 2728^ 17*'' 10*^; donc il faut diviser 2728*" 17^ 10** par 47* 19*'' 5**.
2728* 17*'' 10*" 47* 19*^ 5*" 654934 ii5i3
654934 ii5i3
ii4i56 reste i o539
Après avoir réduit en deniers les deux nombres proposés on trouve que le premier revient à — ^-^ de livre, et le se-
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cond à — 7 — de livre. Or, pour diviser le premier nombre par
le second , il faut (n* 68) renverser la fraction diviseur, ce qui
donne — ~-^, et multiplier — , ^ par — —:; ; mais le facii5i3* ^ 240 *^ ii5i3'
teor 240 entrant à la fois dans le produit des numérateurs et dans celui diss dénominateurs, on peut le supprimer, et il
vient — ^ ^ ; donc, tout se réduit à diviser 654934 f^T 1 1 5i 3 ,
ce qui est conforme à la règle établie plus haut. Nous n'en* trerons dans aucun détail sur cette division , qui s'effectue , comme on le voit ci-dessus, d'après la règle duu* 70; nous observerons seulement que, suivant l'énoncé de la question, le
nombre fractionnaire — -^-^ doit être évalué en toises, pieds.
ii5i3 "^
pouces, etc. .. .
On trouve ainsi pour résultat, 56*^ 5** 3^ 9" — =-^.
SECOND EXEMPLE
On a pojé i"^ pour \S^ l^ 7? €tun certain ouvrage; on demande la somme qu'il faut payer pour Z'is^ ^ \\^ 8*.
Si l'on connaissait la somme demandée, en multipliant iSP^ 4' 7^ par cette somme, on devrait reproduire 329*^ 5'« • • ;
ou bien encore, autant de fois 329*^ 5^ contiendront
i5^ 4^ 7^9 autant de livres, sous , et deniers ,' on devra payer. D'où l'on voit qu'il faut diviser les deux nombres donnés l'an par l'autre ; et le quotient exprimera en livres, sous, et deniers , la somme drmandée.
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3V S' '»' 8» i5T 4^ 71^ a85ii6 i36ao
Après avoir réduit l«s deux nombres en lignes ( parce quels ligne est la plus faible des subdivisions qui y entrent) en trouve
que le premier e'quivaut à ^. de toise , et le second à
■ Qy; / de toise ; d'où l'on tire, en multipliant le premier par le
second renversé, — ^^ — • convertissant ce nombre fraction-
naire en un nombre complexe de la livre , on obtient pour le
quotient cherché, 20*18^8** Z^ ovl .
N. B, — Si l'un des termes de la division était incomplexe,
il n'en faudrait pas moins réduire les deux nombres en unités
de la plus petite subdivision qui se trouverait dans l'autre.
81 . Aemar^Ere.— ^Toutes les fois que le dividende et le diviseur sont de même nature par rapport à l'unité principale, t énoncé seul de la questkm indique quelle doit être la natute de l'unité principale du quotient. Mais lorsquë^le dividende et le diviseur sont de nature didRérente, le quotient doit être de même nature que le dividende, puisque le dividende étant un produit, doit être (n^ 77) de même nature que l'un de ses facteurs.
82. Quant à la preuve de la division , elle pourrait s'effectuer par la multiplication ; mais il est plus commode de doubler les deux termes , ou d'en prendre la moitié , et d'effectuer, sur les deux nombres ainsi modifiés , une nouvelle cîi-
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visioD ; le quotient doit être le même (n? 45) que le précédent. Voici de nouvelles applications :
i". Déterminer le prix de Faune d'une certaine étoffe, en
supposant que 69* -^ aient coûté 2728* 1 7-^ 9*^.
Rétaitat .• 89* 4-^ 4»> ^.
2'. Diviser 85g* 1 1^" •]*'par 89^ 4' 7P 10'.
Résultat , 9* , i^ 5»> ^^.
3". Di\fiser 13^7*^ i^ ^fparc^^St^ 7' i^S ?^ quotient devant éire exprimé en liyres, sous et deniers.
Résultat: i35^ xo-^ %^^^
CHAPITRE IV
Des Fractions décimales ^ et du nouveau Sjstème
de poids et mesures.
J I*'. Des Fractions décimales.
B^. Dans le système ordinaire de numération , la manière la plus simple et la plus commode de subdiviser l'unité princi* pale y est la subdivision en parties successives de dix en dix fois plus petites. Il en résulte des fractions qui ont pour dé" nominftteftf Vun^té suivie éCun ou ife plusieurs zéros, et que l'on nomme 4csyrac//(7/iJ décimales. Ce mode de subdivision de jl'iil^té offre de |;.raixds avantages, en ce qu'il ramène immédiatement ) ou du moins à l'aide de transformations extrêmement faciles, les opérations sur les nombres frajCtionnaires, à de simples opérations sur des nombres entiers. C'est ce que nous développerons , après avoir fait connaître la numération des
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fractions décimales^ c'est-à-dire leur nomenclature et la manière de les écrire en chiffres.
De même qu'en décuplant successivement l'unité , on forme de nouvelles unités auxquelles on a donné le nom de dixaines, centaines, mille, dixaines de mille, e<c... y de même aussi. Ton a conçu l'uni té divisée en lo parties égales que l'on a appelées dixièmes, chaque dixième divisé en lo parties que l'on a appelées centièmes (parce que l'unité principale contient lo fois lo, ou ICO de ces nouvelles parties) , ensuite le centième divisé en 10 parties appelées millièmes, chaque millième en lo parties nommées dix~milliemes , et ainsi de suite ; ce qui a donné des ceni^millièmes , millionièmes , dix^millionièmes , etc.
£n second lieu , il résulte (n** â) du principe fondamental de la numération écrite des nombres entiers, que les chiffres, en remontant de droite à gauche, ont des valeurs relatives de dix en dix fois plus grandes, ou bien, en descendant de gauche à droite , ont des valeurs de dix en dix fois plus petites. D'où il suit que si, à la droite d'un nombre entier déjà écrit en chiffres, on place de nouveaux chiffres, en ayant soin toutefois de disûnguer par un signe quelconque, une virgule par exemple, ces nouveaux chiffres, du nombre entier, on aura, par cela même, représenté des parties successives de l'unité de dix en dix fois plus petites, c'est-à-dire des ^/mèmcj, des centièmes , des millièmes, etc..
Ainsi, Tensemble des chiffres 24,75 exprimera 24 unités, 7 dixièmes, et 5 centièmes; 6,478 exprimera 5 unités , ^dixièmes, 7 centièmes, et 8 millièmes.
84, Soit propo3é d* énoncer en langage ordinaire le nombre écrit en chiffres 56,35o6.
Ce nombre peut d'abord s'énoncer ainsi : 56 unités, 3 dixièmes^ 5 centièmes, o millièmes, et 6 dix-millièmes ; mais observons que 3 dixièmes valent 36 centièmes, ou 3oo millièmes, ou 3ooo dix 'millièmes ; de même , 5 centièmes valent 5o mil^ lièmes ou 5oo dix^millièmes ; donc, le nombre total revient à 56 unités 35o6 dix^millièmes ; c'est-à-dire que , pour énoncer en lan[^a|7£; ordinaire un nombre fractionnaire dccimal écrit en
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chiffres y il faut énoncer séparément la partie entière , ou ta partie à la gauche de la virgule, énoncer ensuite la partie qui est à la droite comme si elle exprimait un nombre entier, et placer à la fin de V énoncé le nom de T unité de la dernière subdivision décimale.
Ainsi , 7,4g3o5 représente 7 unités, plus 493o5 cent-milliè^ mes. De même, 2^^,00'] oSGrefrésen te 249 unités, plus ^oSG mil" lionièmes.
On peut encore , si l'on veut , comprendre dans un seul ëooncé la partie entière et la partie décimale. En effet , reprenons pour exemple, le nombre 56,35o6; comme une unité vaut 10 dixièmes, ou 100 centièmes, 1000 millièmes, loooo dix-millièmes, il s'ensuit que 56 unités équivalent à 56oooo dix^ millièmes ) et par conséquent 56,35o6 représente 5635o6 dix^ millièmes ) de même, 7 unités valant 700000 cent» millièmes, le nombre 7,493o5 revient à 7493o5 cent^millièmes ; c'est-àdire qvCil sujfit, après avoir énoncé le nombre comme s*iln*jr avait pas de virgule, de placer à la fin de V énoncé le nom, de la dernière subdivision. Mais il est d'usage d'énoncer la partie entière séparément (*).
Uéciproquement , on propose décrire en chiffres une fraction décimale énoncée en langage ordinaire.
Soit à écrire le nombre vingt^neuf unités , trois cent cin*' quante- quatre millièmes. Écrivez d'abord la partie entière 29 ; ensuite , comme 3oo millièmes reviennent àf3 dixièmes, et que 5q millièmes forment 5 centièmes , placez une virgule à la
(*) Noos proposerons, pour énoncer la partie décimale, un autre moyen qui est, en géntiral, plas commode dans la pratique* Après avoir énonce' la partie entière comme il vient d^tre dit, séparez mentalement la partie décimale en tranches de trois chiffres à partir de la virgule ( la derniers tranche pouvant n'avoir que un ou deux cfaifires); énoncez ensuite chaque tranche séparément, et placez à la fin de chaque énoncé partielle nom. de Vunité qu^exprime le dernier chiffre de cette tranclie.
ExBMpLSS. Le nombre 2,74986339 s'enoncc : .a unités 749 millièmes S63 millionièmes 29 cent-millionièmes.
De même, i.}, 0:230000764 s'énonce: 14 unités a3 milticmes o ntilliv^ nièmes 76 billionicmcs 4 dix-hillionicmes»
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droite de ^Qi^t écrivez ensuite successivement les chiffres 3, 5, et 4 ; U viefïdra 39,354 pour le nombre énoncé. Pareillement, cent n^uf unités deux mille trois dix-millièmes s'écriront io9,aoo3.
Soit encore à écrire le nombre 8 unités 37 millièmes.
Comme 3o millièmes font 3 centièmes , et qu'il n'y a pas de dixièmes dans l'énoncé, on écrit 8,037 : c'est-à-dire que l'ou met à la droite de la virgule, un zéro, pour tenir lieu des dixièmes qui manquent, et donner ainsi aux chiffres qui suivpnl, leur véritable valeur.
Kjèclg GÉNÉRiXE. — Pour éccire en chiffres un nombre décimal énoncé en langage ordinaire, commencez par écrire la partie entière, et placez une virgule j puis écriyez successivement à la droite de cette virgule, les chijfres qui représentent Us dixièmes, centièmes, etc., que renferme l'énoncé, en ajranl soin de remplacerpardes zéros, les différents ordres qui peuvent manquer.
S'il n'y a pas de partie entière, c'est-à-dire si le nombre proposé est une fraction proprement dite , écrivez un pour tenir lieu de la partie entière, et opérez ensuite comme on vien^ de le dire, Ainniy dix-sept centièmes se représentent par 0,17; cent vingt-cinq dix-millièmes, par 0^0125; douze mille deux cent quajtre millionièmes, par o,oi22o4>
Enfin , dans l'énoncé du nombre , la partie entière peut ne pas être distinguée de la partie décimale ; alors le nombre n eu .est que plus facile à écrire en chiffres. Il faut écrire le nombre comme s' il exprimait des unités entières , et ensuite placer une virgule, de manière que le dernier chiffre à droite exprime des unités de la dernière subdivision que comporte Vénoncé.
Par exemple^ pour écrire le nombre quatre mille deux cent quatorze centièmes, écrivez d'abord 4^1 4 » ^^ comme le dernier chiffre doit exprimer des centièmes , placez la virgule entre 2 et I ^ ce qui donne 4^ » i4*
De même, deux cent cinquante-trois mille vingt<-neuf diX' millièmes se représentera par 25,3o29 ; et ainsi des autres.
W On sent déjà tout l'avantage que présente celte manière
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d'écrire les fractions déciiTiales. Une fraction se compose ordi* nairement de deux nombres place's l'un au^-dessus de l'autre , savoir :l6 numérateur et le dénominateur. Ici, la place de la viiigule suffit pour indiquer le dénominateur, qui est égal à Vunitë suivie d'autant de zéros qu'il y a de chiffres décimaux , c'est-à-dire de chiffres à la droite diç U virgule- Quant au numérateur, il se compose de l'ensemble des chiffres qui sont à la droite de la virgule; ou biçn , si l'on considère Rentier comme réduit en fraction. , c'est le nombre proposé , abstraction faite de. la virgule.
Ainsi le nombre 23,5o37 mis sous la forme ordinaire d'une
fraction, revient à 23 ^ ou - — ^; le nombre 2,00409
lOOOO lOOOO
est égal à 2 ■ ^^ ou 2^^x^ ; «nfin, 0,0002164 équivaut à ^ I 00000 100000
Récimroatiein^ttt , 2 ou — ^ «e enangent en 2,033^
-^^ — -i2 en i7,2o49.«.-
lOOOO
« Ces transformations de fractions décimales en fractions ordinaires, et de fractions ordinaires en fractions décimales , sont d'uaj|6|ige contipMel dgns le calcul.
86. ïl resttlte d'abord de ce qui vient d'être dit , que si dans une fraction décimale, on avance la virgule dun ou de plusieurs rangs vers la droite, on> multiplie le nombre par 10, 100, 1000, efc; et qu'au contraire , e/i /a reci/fortf rf'irw ou ée plusieurs rangs vers la gauche , on divise le nombre par 10, lOO, xooo....
S0U, par exemple, le nombre 163,07295 ; et supposons
qu'en avance la virgule de 3 rcmgs vers la droiie, ce qui
donne 153072,96: je dis que le nombre est rendu ïooo fois
16307296 plu^^rand. En effet , le noiiOire primitif revient à - ^ ^^^^^ »
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et lorsque la virgule est déplacée, il devient ^ , irac-
lioa dont le dénominateur est 1000 fois plus petit que celui de Taulre fraction ; donc (n''48 ) la seconde fraction est 1000 fois plus grande que la proposée.
Au contraire, si Ton recule la virgule de 2 rangs vers la
gauche, il vient i ,53o72q5 ou 2-2.. fraction dont le dé-
" ' ' ' ^ looooooo
nominateur est 100 fois plus grand que celui de la fraction proposée, 2-^; donc là nouvelle fraction est 100 fois
*^ ^ lOOOOO
plus petite que celle-ci.
On peut encore démontrer cela en observant que, parle déplacement de la virgule, la valeur relative de chaque chiffre devient 10, 100, 1000, etc. , fois plus grande ou plus petite. Ainsi, en comparant 153072,95 à 153,07295^ on voit que le chiffre 3 , qui exprimait dans celui-ci des unités simples , exprime maintenant des mille; le chiffre 5 à la gauche du 3, qui exprimait des dixaines, représente maintenant des dixaines de mille; et ainsi des autres chiffres.
87*. En plaçant un nombre quelconque de zéros à la droite d'une fraction décimale, on n'en change point la valeur.
Ainsi, 3,4i5 équivaut à 3,4i5o, ou 3,4i5oo, ou 3,4i5ooo...;
en effet , ces nombres peuvent (n® 89) se mettre sous la forme
34i5 34ï5o 34i5oo , , j •* r .•
--Ï — , -^ , — î ... : or les deux dernières fractions ne
1000 loooo I 00000
sont autre chose que la première dont on a multiplié les deux
termes par 10, 100, ce qui n'en change pas la valeur (n^ 46}.
Ou bien, on peut observer que les zéros placés à la droite des chiffres déjà écrits n'en changent pas la valeur relative^ et, comme ces zéros n'ont aucune valeur par eux-mêmes, la fraction reste toujours la même.
Cette dernière transformation sert à réduire des fractions df'cimalcs au même dénominateur. Par exemple , les fractions
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1240^ I o>25 j 7,0456 I ^Sf^^reyïennenik 12^070 | o,25oo | 7,0456 I 23,4000 ; et^ sous cette forme, elles ont loooo pour dénominateur commun.
Ces notions e'tablies, nous pouvons passer aux opérations sur les fractions décimales.
88. Addition et Soustraction. — On effectue Taddition des fractions décimales de la même manière que celle des nombres entiers , après les asfoir toutefois induites au même dénomina'leur, et en ayant soin de séparer par une virgule, au résultat, autant de chiffres décimaux qu^il jr en avait dans celui des nombres qui en renfermait le plus.
Un seul exemple suffira pour édaircir cette règle.
Onpropose Rajouter les nombres 32,4o56 1 245,879! 12,0476 9,38 j et 459,2875.
J'écris d'abord i/n o à la droite du second nombre, tideux à la droite du quatrième ; puis je place les nombres ainsi préparés, les uns au-dessous des autres, de manière que les unités d'un même ordre se correspondent , et j^e fais l'addition comme à l'ordinaire. 82,4o56
Je trouve pour résultat 7584497 » ^^ 9 s^* ^45 ,8790 parant 4 chiffres décimaux vers la droite, 12,0476
768,44979 parce que les nombres qu'on a 9,8800
ajoutés, expriment des unités de l'ordre des 4^9 9 ^^7^
dix^millOmes, ^58,4497 Dans la pratique , on peut se dispenser
d'écrire des zéros à la droite des nombres ^^^ ««X0
qui ont le moins de cjiiifres décimaux ,
pourvu que Ton ait bien soin de disposer les unités dun même
ordre dans une même colonne.
La soustraction s'effectue aussi comme pour les nombres
entiers, après que ton a réduit les fractions décimales au même
dénominateur (n* 87).
Par exemple , soit à soustraire 28,0784 àe 62,09.
J'écris deux zéros à la droite de 62,09, ^^ V^^ "^^ donne
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62,0900; puis j'elTectue la soustraclion comme à l'ordinaire ; j 'ai soin seulemen t 69 , 0900 ile séparer 4 chiffres décimaux vers la 23 , 0784 droite du résultat. ômTc
Ces procédés sont fondés sur ce que ....^.^ les unités de différents ordres , dans les ^^ » ^9^^ preuve. fractions décimales , ayant les mêmes rapports tie grandeur les unes à l'égard des autres , que dans les nombres entiers , il doit en être pour les retenues , ou pour les emprunts auxquels on est conduit , comme s'il s'agissait d'opérer sur des nombres entiers.
89. Multiplication des/ractions décimales, -* Pour effectuer cette opération, multipliez les deux nombres proposés F un par l'autre, sans faire attention à la virgule qui s'j- trouve) et lorsque vous aurez obtenu le produit total, séparez vers la droite j par une virgule , autant de chiffres décimaux qu'il y en a dans les deux facteurs ,
Soit, par exemple, à multiplier 35 , 407 p^r 1 2 , 54.
Pottrnous rendre compte du procédéprescrit,
observons que les deux nombres proposés peu*- 35^ 4^7
, ^ 35407 1254^ ia,54
vent se mettre sous la lorme — -ï— ^ et -, Or, ^
1000 100 / fi «
pour multiplier deux fractions l'une par l'autre, ^^^
ilfaut(n*'ra) multiplier numérateur par numérateur, et dénominateur par dénominateur; mais les deux numérateurs ne sont autre chose
que les nombres proposés, abstraction fkite de ^^,ooZ'p la virgule»; on doit donc premièrement miilti^ plier ces deux nombres l'un par l'autre, ce qui donne 444^^^^' On a ensuite, pour le produit des di^nominatenrs , yooooo, c'est-à'-dire l'unité suivie d*au(ant de zéros qu'il y a de dbiffires décimaux dans les deux facteurs ; et il faiU diviser le produit obtenu, par ioodoo, ce qui revient évidemment à séparer 5 chiffres décimaux vers la droite ; on trouve ainsi pour résul' tat 444;^^^7S> donc, etc.
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Autrement : en ôtant la virgule dans le multiplicande, on le multiplie évidemment par looo, puisqu'il exprimait d'abord des 1000^', et qu'il exprime .maintenant des unités principales; donc, en vertu des principes du n® 45, le produit est par-là rendn loop fois trop grand; de même, comme en ôtant la virgule dans le multiplicateur, on le rend loo fois plus grand, il s'ensuit que le produit est de nouveau rendu loo fois trop grand ; il est donc, par la suppression des deux virgules, rendu looooo fois trop grand ; et , pour le ramener à sa juste valeur , il faut le diviser par looooo, ou séparer 5 chiffres décimaux vers la droite.
Le raisonnement serait analogue, si Ton avait un plus ou moins grand nombre de chiffres décimaux dans les deux facteurs.
11 peut arriver que l'un des deux nombres seulement ren* ferme dés décimales. Dans ce cas, on sépare vers la droite du produit , autant de chiffres décimaux qu'il j en a dans ce nombre. La démonstration est trop Êicile pour que nous nous y arrêtions.
On trouvera d'après ces règles , que
I^ le produit de 4>^S67 ^^ 9t5o3 est égal à 38,55o8aoi;
i\ le pi'oduit de 4>ooi5 par agest i i6,o435;
3°. le produit de o,o3o54 psi* o,oa3 est 0,00070242*
^. B. — €e dernier exemple mérite quelque attention. En faisant abstraction de k virgule danslesdeux facteurs, et effectuant la multiplication, on trouve pour produit, 7024a; mais comme il y a cinq chiffres décimaux dans le multiplicande , et trois dans le multiplicateur, il en faut huit au produit qui cependant lie renferme que cinq chiffres. Pour lever la difficulté, on observe que, le produit devant exprimer des unités dû 8* ordre décimal , il suffit d'écrire , à la gauche de 7024a /des zéros en nombre tel que , si l'on place ensuite la virgule , le dernier chiffre à droite occupe le 8* rang décimal. Ici , l'on doit en écrire quatre , en comptant celui qui doit tenir la place des entiers; et l'on trouve 0,0007024a.
ÎW). Dii^ision des fractions décimales. — Celte opération n'offre pas plus de difficulté. Commences par réduire les deux
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nombres proposés au même dénominateur (n" 87); effectuez ensuite la disfision en faisant abstraction de la virgule^ vous obtenez ainsi le quotient demandé.
Soit à diviser 43,o47 p^ar 2,536g8.
Je commence par écrire deux zéros 43^47®^ 253698 k la droite de 43,o47> ce qui donne 1767720 43,04700 ; puis je divise 43o47oo par 24^532
253698 , et j'obtiens, pour le véritable
En effet , après avoir écrit deux zéros à la droite du dividende , ce qui n'en change pas la valeur, on peut mettre#les
, 1 r 4304700 ^ 253698 deux nombres proposes sous la forme - — -- — et ^»
* * I 00000 lOOOOO
Or, pour diviser le premier par le second , on doit (n" 62) multiplier la fraction dividende par la fraction diviseur renversée. On aura donc , en observant que 1 00000 est facteur commun
des deux termes, le résultat Aoi^^ î c'est- à-dire quil faut
faire la division sur les deux, nombres considérés sans les virgules, après avoir toutefois ramené le nombre des chiffres décimaux à être le même de part et d autre.
On peut dire encore que , les deux fractions décimales étant réduites au même dénominateur, si Von 6te la virgule dans les deux termes , on rend le dividende et le diviseur le même nomj^re de fois plus grands ; donc, le quotient ne change pas (n*45)i
On trouvera parce procédé, que le quo- 347o3 tient de la division de 3,47o3 par 0,027, 77^
est 128 —ï-, - /o
' Celui de 0,596 par 0^00201 est 296 — -.
91. Dans les exemples précédents , on a obtenu facilement la partie entière du quotient de la division ; mais les fractions propres ù compléter le quotient, ayant des termes très-grands,
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sont dîlHciles à évaluer. Il est alors naturel de cliercher à exprimer cette fraction en parties plus simples de l'unité principale , par exemple, en dixièmes, centièmes, millièmes, elc. Proposons-nous donc cette nouvelle question générale r Une fraction quelconque de l'unité principale d'une certaine nature étant donnée, éi^aluât cette fraction en décimales, ou bien , la convertir en fraction décimale.
Soit proposée d'abord la fraction 7-.
Le nombre proposé, étant rapporté à Tu- - 360
nité principale, ex prime les 7- de cette uni ' ^
té; mais , comme une unité simple vaut 10 ^5^^
dixièmes , il s'ensuit que -7- revient à -7— 27
(le dixième; ainsi, lorsqu'on a disposé
les deux nombres i3 et 47 comme dans
la division ordinaire , si l'on met d'abord
un zéro au quotient pour tenir lieu des
entiers, que l'on place une virgule, et qu'on divise i3o par 47,
le quotient 2 ainsi obtenu , et écrit à la droite de la virgule ,
représentelenombrede^/ar/é/nejcontenusdansT- ; c'cst-à*dire
que 7- est égal à 2 dixièmes, i}\\xs -j- de dixième. Pareillement ,
comme i dixième vaut 10 centièmes, il s'ensuit que 7- de
36o dixième est égal à -7— de centième, ou, effectuant cette nou-
velle division, à 7 ce/i/zèmcj, plus ^ de centième. Eu écrivant un nouveau o à la droite de 3i, et divisant 3iopar47, on trouve pou|* quotient 6 millièmes que l'on écrit à la droite des deux chiffres précédents, et pouv reste 28 à côté duquel on pose un nouveau o pour en faire des dix^miillièmes ; ainsi de suite. t^n poussant l'opération jusqu'à ce qu'on ait obtenu 5 chiffres Arith. n, 9
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décimaux , on trouve que j- équivaut à 0,27669, pîus -~ de
cent-millième, fraction qu'on peut négliger; et Ton dit alors
que 0,27659 est la valeur de^ ^ moins éCun cent-millième
près, attendu que la fraction négligée est moindre queTunile de cet ordre.
En (général pour convertir une fraction ordinaire en fraction décimale I disposez les deux nombres comme dans la division; écrivez un o au quotient, et à la droite de ce zéro une virgule. Cela posé, mettez un o à la droite du numérateur, et divisez le nombre résultant par le dénominateur; vous obtenez un quotient qui exprime les dixièmes , et un certain reste. Placez un o à la droite de ce reste, et divisez le nombre résultant par le dénominateur; vous obtenez un quotient qui exprime les csNTiàMEs, et un nouveau reste ; écrivez un o à la droite de ce reste, et divisez le nombre résultant par le dénominateur; vous obtenez" un quotient qui exprime /ej millièmes^ et un troisième reste sur lequel vous opérez de la même manière. Enfin, vous continuez cette série d'opérations jusqu'à ce que vous ayez obtenu autant de chiffres décimaux que vous désirez en avoir, ou que la question rexif,e. S'il y a un reste, la fraction décimale que vous obtenez ainsi , ne diffère de la fraction proposée qoe d*une quantité moindre que V unité de Vordre décimal auquel vous avez arrêté le quotient.
Si le numérateur de la fraction est plus grand que le déD(H uiinateur, vous commencez par extraire les unités; vous les écrivez au quotient, et vous posez une virgule pour les séparer des chiffres de la partie fractionnaire.
11 est aisé d'apercevoir l'analogie qui existe entre cette operation et celle qui a pour objet de convertir un nombre fractionnaire d'une unité principale quelconque , en un nombre complexe, c'est-à-dire, en unités principales et subdivisions de cette unité. {Voyez n"" 70.)
Nous allons maintenant faire l'application de cette rè{>le au% exemples d« division traités dans le numéro précédent
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Soit proposé de diviser 43,o47 /^ar 2,53698, tt dés^aluerle
quotient à moins de près.
Après avoir trouvé, comme pré- 4304700 î^SSôgB cédemment, le quotient 16 avec le i «167720 jg Qg_
reste 245532, on considère ce reste , 245532© I
comme le numérateur d'une fraction ^ n2o38o *^
dont le dénominateur est 253698; 1081020
et alors on écrit un o à. la droite de 2o6o3i
ce reste ; puis on continue la division ,
ce qui donne ^dixièmes pour quotient, et pour reste 172038, à la droite duquel on écrit encore un o ; puis 011 divise le résultat par le même diviseur ; on obtient pour quotient 6ceniihmes, et pour reste 198192, à côté duquel on place un o ; on divise de nouveau par le même diviseur, ce qui donne pour quotient 7 millièmes, avec un reste qu'on néglige.
On obtient ainsi 16,967 pour le quotient à moins de
près, puisque la quantité négligée est une fraction de mt7lième.
On trouverait également pour le quotient de la division de 34703 par 0,027 ^ f^oins de 0,0001 près, 128,5296.
De même 0,596 divisé par 0,00201 donne pour quotient à moins de 0,0 1 près , 296,5 1 .
Nous reviendrons plus tai*d , v* chapitre , sur la conversion d'une fraction ordinaire en fraction décimale , parce que cette opération présente plusieurs propriétés remarquables que nous ne pouvons développer d'une manière complète pour le moment.
92. Lorsque , dans la division , le diviseur est un nombre entier, ou renferme moins de chiffres décimaux que le dividende, au lieu d'écrire à sa droite des zéros pour le réduire au même dénominateur que le dividende, il est plus simple d'opéirer ainsi qu'on va le voir.
r22 io5
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1". Soit à dis^iser 437,4825 y^^r 56.
La division pouvant ici être considérée comme ayant pour objet de prendre la 56* partie du dividende, on pr^nd d'abord le 56* de 437, ou Ton divise 437 par 56 , ce qui donne pour quotient 7 unités, et pour reste 45 qui, suivi des 4 dixièmes du dividende, forme 454 dixièmes dont il faut prendre encore le 66*; c'est-à-dire que l'on divise 454 par 56, et l'on trouve pour quotient 8 dixièmes qu'on écrit à la droite du 7, apès avoir placé une virgule.
Le reste'6y suivi des 8 centiimes du dividende, donne 68 centièmes dont le 56* est i centième , et il reste 12 qui, suivi des a millièmes du dividende , fotnie 122 millièmes ^ divisant 122 par 56, on obtient pour quotient 2 millièmes, et pour reste 10, à côté duquel on abaisse le dernier chiffre 5; on a io5 qui, divisé par 56, donne au quotient 1 dix^milUème ; donc enfin, le quotient demandé est 7,8121.
Ce quotient n'est exact que jusqu'aux igoog*^*""; mais si l'on voulait obtenir un plus grand degré d'approximation, il faudrait poser un o à la suite du reste 49* et continuer suivant la règle du numéro 91.
Il est facile de reconnaître que cette manière d'opérer est plus simple que si l'on eût d'abord écrit 4 zéros à la droite du diviseur, afin de le réduire au'^nême dénominateur que le tlividende.
On trouverait de même que 1 4,37586, divisé par 2x9, donne pour quotient 0,06564, ^ moins de 0,00001 près.
2**. Soit à diviser 3, 40567 par 0,039.
Observons d'abord qu'en vertu des principes démontrés aux numéros 45 et 66, on peut, sans altérer le quotient d'une division, multiplier le dividende ci le diviseur par un même nombre.
Cela posé , si Ton multiplie le divi-
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scur par ipoo , ce qui revient (u® 86) à. supprimer la virgule, cl qu*OQ multiplie le dividende par .1000 , ce qui revient (même numéro) à avancer la virgule' de trois rangs vers la droite y on aura ramené la question à diviser 3405,67 par 39, opération qui rentre dans le cas précédent.
Règle GÉiiÉAÂiE. — Toutes les fois que le dividende renferme plus dé chifFi^s décimaux que Je diviseur, supprimez Sabord la virgule dans le diviseur, puis avancez la virgule , dans le dividende, d^ autant de rangs vers la droite qu^il jr avait de chiffres décimaux dans le diviseur; et effectuez la division comme dans le cas où le dividende seul contient des chiflfres décimaux.
Par une raison semblable , si le diviseur est un nombre entier terminé .par un ou plusieurs zéros , on peut les supprimer, pourvu qu'on ait le soin de reculer la vir[^ule dans le dividende, d'autant de rangs vers la gauche qu'il y avait de zéros à la droite du diviseur.
Ainsi, par exemple, diviser 234* i5 par 8900 revient à diviser 2,341 5 par 89, puisqu'on n'a fait autre chose que rendre en même temps 1 00 fois plus petits les deux termes de la division. . Au reste, nous n'avons présenté ces dernières règles que comme des moyens plus simples d'opérer dans la pratique ; car (a règle établie précédemment (n* 90) convient à tous les cas.
Voici de nouvelles applications
Déterminer: i*. le quotient de 21,234 par 59.37469 (*) , OfOoi près; à
Résultat 0,357 ;
2". Le quotient de 2Q^par 7,356, à 0,0001 près;
Résultat Sg.^'jS-f
3®. Le quotient de 0^004736 par o,o34 , à 0,0000 1 près;
Résultat o, 1 3929.
Il est inutile de dire que les preuves de ces opérations se font
(*) Pour abréger le dismurs, lions disons ici 2io,oot près, taudis qu'il serait plus exact (n* 91) de dire : à moins de 0,001 près. INous faisons ccU« observation une lois pour toutes.
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par la mulliplîcatîon , et les preiives des exemples de multiplication , par la division.
5 II. Sjsthme des nouveaux poids et mesures.
Nous sommes maintenant en état d'apprécier tous les avantages que présente le calcul des fractions décimales sur celui des fractions d'une espèce quelconque, et de juger combien il serait iinportant d'établir un système de poids et mesures qui fût lié au Système décimal. C'est à quoi les savants sont parvenus y non sans beaucoup d'e£fbrts , et malgré les obstacles occasionnés par l'ignorance et les préjugés. Commençons parfaire connaître la nomenclature de ce Système.
Mesures linéaires ou de longueur.
94. L'unité de longueur, à laquelle on a donné le nom de MifTREy est la dix-millionième partie de la distance du pôle à l'équateur, comptée sur le méridien qui passe à Paris.
D'après des opérations exécutées et vérifiées avec la plus grande précision , on a reconnu que le mètre, évalué en pieds,
pouces, lignes, etc., vfli/r 3' oPii',296, à de ligne
près.
Pour désigner des mesures plus grandes ou plus petites que le mètre, on est convenu d'employer les mots (tirés du grec et du latin) :
MTRIA, KILO, HECTO, DÉGA , DEC! , CENTI , MILLI,
qui signifient ;
tiix mille , mille , cent , dix , dixième de , centième de , millième de,
et que l'on place, au besoin, en tète du mot mètre. On a formé ainsi le tableau suivant :
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Mjrriamètre , ou mesure de dix mille mètres ,
Kilomètre mille mètres;
Hectomètre cent mètres ;
Décamètre • , . . dix mètres ;
Mâtre unité principale;
Décimètre dixième de mètre ;
Centimètre centième de mètre;
Millimètre millième de mètre.
AT. B. <— - Le rayriamètre et le kilomètre sont les mesures linératres actuellement adoptées ; le myriamètre est un peu plub que le double àe la lieue de sSoo toises ; le kilomètre en est un pea plus que le cinquième, ou bien , est un peu plu^t que le quart delà lieue At poste ou de 2000 toises.
Mesures de superficie (*).
98. L'unité naturelle des surfaces est le mètre carré ; mais quand il s'agit de grandes surfaces agraires , on prend pour unité un décamètre carré, c'est-à-dire un carré qui a pour côte un décamètre ou dix mètres; et cette unité se nomme are.
Les multiples de l'are et ses subdivisions se désignent à l'aide des mots n^yria, kilo, hecto, . • . , déci, centi, • . • , employés au numéro M.
Ainsi: Mjria-are ou mjriare, signifie dix mille ares ;
Kilo- are ou kilate raille ares;
HectO'are ou hectare cent ares ;
Déca-^re ou décare dix ares ;
Aee ..... unité principale.
Déciare dixième d'are ;
Centiare centième d'are ;
Milliare millième d'are.
(*) Pour rintelligence complète de certains termes et de certaines exprès sions dont 00ns nous servirons dans le reste de la nomenclature des nouvelles mesures , nous sommes oblige de renvoyer à la Gèoubtrie.
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A^ ^. — Le inyriare , l'hectare , l'are, le centiare, sont les seules mesures usitées; V hectare remplace Tarpent, dont il est environ le double ; le centiare n'est autre chose que le mhtre carré.
Mesures de volume,
96. L'unité de volome est le mètre cobe; c'est un cube (forme de dé à jouer) qui a un mètre de côté. heB multiples ei les sous-multiples du mktre cube n'ont pas, en général, reça de dénominations particulières ; cependant le looo* du mètre cube est appelé décimètre cube , parce qu'en effet c'est un cube qui a un décimètre de côté ; le loooooo* du mètre cube s'appelle aussi centimètre cube, parce que c'est un cube ,qui a ud centimètre de côté , etc....
Lorsque les mesures de volume s'appliquent au bois de chauffage ou aux matériaux de construction, l'unité principale, ou le mètre cube, s'appelle stère. On considère ensuite le décastère, mesure de dix stères. Le stère e%i à peu près la demivoie ancienne ; ainsi le dtca^stère vaut cinq voies environ.
Mesures de capacité pour les liquides et pour les grains.
97. L'unité actuelle de capacité est le décimètre cube, qu'on nomme litre. Quant aux multiples et aux sous*multiples décimaux , voici ceux dont on fait principalement usage :
Hectolitre ou mesure de cent litres ;
Décalitre ^ dix litres;
LiTBE unité principale.
Décilitre dixième de litre;
Centilitre centième de litre.
iV. B, — Le litre remplace la pinte pour les boissons , et le litron pour les grains. Il est un peu plus grand que la pinte et le litron.
Le décalitre tient lieu du boisseau, pour la mesure an h\e et de toutes sortes de grains ; Vhectolitre remplace le seticr.
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On remploie encore à évaluer les futailles de vin ou de tout autre liquide.
Le kilolitre , qui a la capacité d'un uiètre cube , et le mjrior livre y ne sont guère usités.
Des poids,
98. L'unité de poids actuelle est le poids d'un centimètre cube d'eau distillée et ramenée à son maximum de densité ; oa lui a donné le nom de grahme.
Sa valeur en poids anciens est de iS^''''"'^ 827 1 5 , c'est-à-dire un peu plus qu'i//t quart de gros.
Voici le tableau de ses multiples et sous-multiples décimaux :
Mjtnagramme , valant dix mille grammes ;
Kilogramme mille grammes ; 1
Hectogramme cent grammes ;
Décagramme dix grammes ;
Gramme unité principale ;
Décigramme dixième de gramme ;
Centigramme centième de gramme ;
Milligramme millième de gramme.
N. B. -— Le kilogramme étant mille fois plus fort que le gramme , qui , comme nous l'avons dit, est égal à 18^,827 1 5, équivaut à i8827<^'',i5; mais la livre^poids étant (n^ 65) de 9216 grains , il s'ensuit que le kilogramme vaut un peu plus que le double de la livre : ainsi , un demi-kilogramme peut remplacer la livre^poids ancienne (*).
{*) Les saTanu auxquels on rloit io Système décimal des poids et mesores, avaient d'abord en i'idëe de . prendre ponr unité de poids , celui d'un "décimètre cnbe d'ean distillée, parce que ce poids, qui correspond au kito' Hranime actuel, était, très-propre à remplacer l'unité ancienne ou la /iVre, uoni il est à peu près le double^ et ils lui avaient donné le nom de grave ; mais iU ne tardèrent pas à reconnaître les inconvénients suivants:
i°< Les multiples du grave élAwnlXQ dccagrayc , Vhectograue , \c kito^ firat'c et le mrriagrawe ; or, le po Js d'un dccagrave clant égal à plus de
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Des monnaies,
99. La nouvelle unité de monnaie est le franc. Pour l'obtenir, on a pesé cinq grammes d'un lingot renfermant 9 dixièmes d'argent pur et un dixième d'alliage ; c'est la valeur de cette partie du lingot que l'on a appelée yra/ic. Par une heureuse coïncidence , il a été reconnu avoir à peu près la même valeur
que. la livre tournois. Il y a cependant une différence de g- en
livre; ou, ce qui revient au même, 80 francs valent 81 livres
Le dixième d'un franc a été appelé décime , et le centième d'un franc, centime. Quant à ses multiples décimaux , on n'a pas jugé à propos de leur donner de dénomination.
iOO. GoNGiiJSioN. -— Tel est l'exposé de la nomenclature des nouvelles mesures. On peut juger dès à présent des avantages que ce Système présente sur l'ancien.
1®. — Il est uniforme et simple , en ce que les unités principales et subdivisions de ces unités suivent toutes entre elles la loi du Système décimal de numération ; et l'on sait déjà combien le calcul des fractions décimales est facile.
2^. — Il est fixe , invariable, et susceptible d'être adopté dans
30 livres , les autres mnltiples se trouTaient de beaucoup supérieurs aux poids employc^s dans les arts et le commerce.
ofl. Les soas-muitîples étaient le déeigrave , le centigrade et le mUUgrave. Comme ce dernier poids n'est antre chose qne le gramme actuel, ii éqnivaat k 19 grains environ, et il est par conséquent de beaucoup supérieur & ceux qu'on emploie dans les pesées un peu délicates; en sorte qne l'on avaii été obligé d'établir de nouvelles subdivisions, telles qne le dix^mitligrat^i le eent-milligrat^ et le millionigrave. A la vérité , les savants avaient affecte «a nom particulier an milligrave et en avaient formé une unité secondaire appelée gravet^ d'oà ils avaient déduit le décigrayety le centigravet et le mUligravet, La r^nlarité de la nomenclature se trouvait ainsi détruite, l^ nouvelle n'offre plus les mêmes inconvénients , et elle comprend tons 1^ poids dont ou se sert ordinairement.
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tons les pays , puisqu'il n'appartient à aucun climat , à aucune nation en particulier.
Toutes ces mesures découlent d*uue mesure primitive, le mètre, que Ton a empruntée aux dimensions du globe terrestre. Les monnaies elles-mêmes, qui semblent d'abord n'offrir aucun rapprochement avec cette mesure, s'y rattachent indirectement , puisqu'on a vu que le franc est la valeur de cinq grammes d'argent allié, et que le gramme est le poids d'un ceniimhire cube d'eau distillée.
10t. L'application des quatre règles de l'Arithmétique au ncaveau Système des poids et mesures, ne pouvant présenter aucune difficulté d'après ce qui a été dit sur les fractions décimales, nous ne nous y arrêterons pas. Mais nous ferons connaître les moyens de résoudre deux questions dont l'importance se fera sentir tant que l'ancien Système ne sera pas entièrement aboli. Ce n'était pas tout, en effet , de substituer un nouveau système à l'ancien : il fallait encore que la proportion se soutint entre le prix et la quantité des objets de commerce, évalués dans les deux systèmes.
Le problème suivant éclaircira ce que nous venons de dire.
Un marchand de drap as^ait vendu jusque alors Vaune d'un certain drap, 36*" 1 7*^ 6** ; on demande à combien de francs , en proportion, doit revenir le mètre du même drap?
Ce problème sera évidemment résolu , si l'on parvient à trouver, d'un côté, la valeur de 36* fj^G^ en francs, décimes et centimes , ce qui donnera le prix de l'aune en francs , et de l'autre côté , la valeur du mètre en aunes ; car cette dernière iodiquera la partie qu'il faut prendre du prix de l'aune réduit en francs , pour avoir celui du mètre.
Nous sommes donc conduits à résoudre ces deux questions : I**. Exprimer la valeur et un nombre complexe de V ancien Système au nuyjren de F unité analogue et des subdivisions décimales de cette unité, considérées dans le nouveau Système; 2^. Réciproquement , exprimer u/i certain nombre St unités prin* cipides du nouveau Système et de subdivisions de cette unité.
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au mojren de Vanité analogue et des suifdivisions ordinaires de cette unité , considérées dans V ancien Sjrsltfne,
Nous traiterons successîvemeDi ces deux questions , par rap- \\Qï'i aux monnaies , aux mesures de longueur, et aux poids, parce que ce sont les mesures les plus usuelles ; il sera facile d'en conclure la marche qu'il faudrait suivre pour d'autres espèces de mesures.
iM. Commençons par les monnaies.
1*. — On propose de déterminer la valeur de 345^ ^9*^ 1^ en francs, décimes et centimes?
Nous avons dit (n* 99) qu'un franc vaut ^ de plus que la
livre ; or ^- de livre fait 3- ou -7 de sou, c'est-à-dire 3 de- 00 00 4
uiers ; ainsi , i franc vaut i^ o*^ 3*^, ou 24^ deniers. D'un autre
côté, 245^ >9^ 7^ réduits en deniers , donnent pour résultat
SgoSS deniers, comme on le voit ici. 245^ 19-^ 7^
Donc, si l'on cherche combien de fois 20
59035 deniers contiennent 243 deniers, 717"
ou si l'on divise 59o35 par 243, le ^^
(|uo tient , évalué eu décimales (n* 91) ,
exprimera le nombre demandé de 59o35 ^4^
francs, décimes, centimes. Ce quo- io43
tient , poussé jusqu'aux millièmes , est «^ 1 5
^^>9^^ ; ainsi , 245*^ 19*^ 7»* équiva- 3290
lent À 242-^ 94''y à un centime près. io3o
D'où l'on voit que,7^oiir évaluer en 58o
francs, décimes et centimes j un cer- qA
tain 7u>mbre de livres, sous et deniers ,
il faut, après avoir réduit en deniers le nombre proposé y diviser ce nombre de deniers par 243 { qui exprime en deniers la valeur de i franc) , /;ii/j évaluer le quotient en décimoles , en poussant l'opération jusqu'aux centièmes.
La preuve de cette dernière opération se fait par la question inverse, comme nous allons le voir.
2^ On demande , e^i livres , sous, et deniers, la valeur dv
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242-^' 94^>'^w plutôt de 242-^'',942. (Nous considérons ici les millièmes de franc, afin que la vérification soit ptiis complète.)
Puisque i franc vaut i livre plus ~ de livre, il s'ensuit que
24^^,94^ valent 11^2^ ^g^^^ plus ^ de 242*",942 j donc il faut
prendre le 80* de ce dernier nombre , et l'ajouter à ce même nombre, ce qui donnera en Ihres et fraction décimale de livre, la valeur de 2^TLf,^^i, Il restera ensuite à évaluer en sous et deniers la fraction décimale.
Pour obtenir le 80* de 24^*94^ » >^ suffit d'en prendre le 8*", ce qui donne 80,36775, et de diviser ce résultat par 10, ou bien (n*^ 86) de reculer la virgule d'un rang 242 ,942 vers la gauche ; on trouve 3,086775 qui , 3 ,086775
ajouté avec 242,942, donne 245^,978775. 245*, 9.^8775
Pour évaluer la fraction 0^,978775 en
sous, il faut (n® 70) la mi^ltiplier par 20,
cequidonne 19*^,575500; enfin, pouréva- '9 ,070^00
luer ©''",575500 en deniers, on multiplie [^
par 1 2, et Ton trouve 6*^,906000, ou plutôt 6^ , 906000
7 deniers, à — de denier près j donc enûnj ^45^ 19-^ 7**
242^,942 équivalent à 245* 19^ 7^.
RiGLE GÉNÉRALE. — Pour coni^ertir en liWes , sous, et deniers, un certain nombre de francs , décimes, et centimes , écrivez d* abord le nombre proposé , et au^^dessous le 80* de ce même nombre (lequel s'obtient en prenant d'abord le 8* et reculant la virgule d'un rang vers la gauche) ; puis ajoutez ces deux nombres } vous obtenez ainsi le nombre proposé, exprimé en livres ei fraction décimale de la livre.
Multipliez ensuite par 20 la fraction décimale (abstractionfaite de l'entier qui exprime les livres) ; il en résulte un produit do lit la partie entière exprime les sous.
Enfin, multipliez par in Infraction décimale de ce résultat , et vous obtenez un produit dont la partie entière exprime les deniers j vous négligez d'ailleurs la partie décimale , à moins
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que le chiffre des dixièmes ne soit égal ou supérieur à 5 , auquel
cas TOUS augmentez d'un le nombre de deniers.
Appliquons encore les deux règles à Texeipple suivant : On demande en francs, décimes et centimes, la valeur de
3179^ 17*^8^. Nous nous contenterons de donner le tableau
des calculs.
Première question.
Seconde question.
Rép,
i7''',65625oo
3iio,625
Rép, 3 140/ 63^
N, B. — Dans la première question , comme le chiffre des* millièmes du quotient est 5, et que ce chiffre est suivi de plusieurs autres ^ on a pris pour re'ponse 3i4o^ 63', parce qu'alors .l'erreur commise en plus est plus petite que celle que Von commettrait en moins si Ton négligeait le diiffre 5 et les suivants.
Dans la seconde question , l'entier du dernier résultat est 7 deniers , et cependant on a pris 8 deniers , parce que le chiffre des dixièmes est 8 , nombre plus grand que 5.
On trouvera pareillement que 56275^97' ont pour valeur 56979* 8-^ 5*^ ; ou réciproquement.
Mesures linéaires»
Avant de passer à la résolution des deux questions du
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nuiuéroiOi, il est nécessaire de rechercher d'abord la valeur de la toise en inètre , et du mètre en toise , c'est-à-dire dVorprimer Vunité linéaire ancienne en mesures nouâtes , et , re'ciproquement, la nouvelle unité linéaire en mesures anciennes.
Or on sait que la toise vaut 864 lignes; d'un autre côté, le mètre équivaut (n® 94) à 3** o^ 11^296, ou, réduit en lignes, à 44^^29^• I^onc si Ton divise 864 par ^^Z^io/o , ou plutôt 864000 par 44^296 r le quotient , réduit en décimales , exprimera la valeur de la toise en mètre.
On trouve, tout calcul fait, que la toise équi\faut, en mètre, à i ",949036, c'est-à-dire à i mètre 949 millimètres, à un diX" millimètre près.
De même , si l'on divise 44^9^9^ P^' ^4 > d'après la règle (lu numéro 92 , on obtiendra la valeur du mètre en toise et fraction décimale de toise.
Ce nouveau calcul étant effectué, on reconnaît que le mètre équivaut, en toise , à 0*^,51 3o74<^ > à 0,0000001 de toise près.
Conséquence, — Lemyriamètrc étant égala loooo mètres , vaut donc loooo fois o'*',5i3o74o, ou 5i3o'^*,'j4^ î ^^ *1**^ prouve que le mjrriamètre est un peu plus fort que le double de la lieue de i^Soo toises , comme nous l'avons énoncé au 4iuméro 94.
Cela posé, 1®. on demande en mètres, décimètres, centimètres , etc., la valeur de 1 7**' 5^ 4^ ^^^
Commencez par réduire ce nombre en lignes , ce qui donne 15464 lignes; /JKW divisez 16464 par 44^>^9^ (nombre de lignes que renferme le mètre) , ou bien 1 5464000 par 443^9^» ilvient pour quotient 349884149 ^ 0,00001 près.
Donc, 17"^ 5^ 4P 8* équivalent à 34'",884i4, c'est-à-dire, à 34 mètres 884 millimètres , à un millimètre près.
2**. On demande la valeur de 34'",884i4 > ^^ toises, pieds , pouces, lignes?
Puisque 1 mètre vaut en toise 0*^,513074, il s'ensuit que pour avoir la valeur de 34,88414 > '^ ^Hffl^ ^^ multiplier o''*,5i3o74 par 34,884i4; ^^^^ produit que Ton obtiendra,
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exprimera en toîses el fraction décimale de toise, la valeur cherchée; il restera ensuite à convertir cette fraction décimale en pieds , pouces , lignes.
Voici le tableau du calcul :
On prend de préférence 34,884i4 34,88414
pour multiplicande, parce que l'opéra- q SiSonl
tion est plus simple. On trouve pour ~—
produit 15^898, en négligeant les 8 i3953(ï56
derniers chiffres décimaux . î44*8Hgo
Pour convertir o^ 898 en pieds, on io4653i43i
multiplie par 6, ce qui donne 5ï',388. 34884i4
Multipliant o,388 par 12, pour en '744^<>70
faire des pouces , on obtient 4^,656. 1 7''', 8981 4524^36
Multipliant enfin o,656par 12, pour 6
avoir des lignes, on trouve 7^,872 , ou ^p ^88
simplement 8 /i^/te^ y donc, 34'",884i 4
équivalent à 1 7*** 5^ 4^ 8* ; ce qui vérifie
la première opération. ^ ,t>oo
A^. B. — Dans cette dernière opéra- ^
tion, on a négligé les 8 derniers chif- 7*, 872
fres décimaux du produit, lorsqu'on a voulu Tévalueren pieds, pouces, lignes. En voici la raison :' comme multiplier un nombre successivement par 6 , 1 2 , et la, revient (n» 26 ) à le multiplier par le produit de cês\roi's nombres ou par 864 , on voit que , si Ton ne tient compte que
des iooo"duproduiti7T 89814... ., le dernier rcsul Ut sera gg/
^***^^ ^ T^ *** ^^^ P*^^' c'est-à-dire, à moins d'une ligne près. Cette observation abrège de beaucoup les calculs.
Soit encore à évaluer en mètres et. fraction dt'cimale du mètre la taille d'un homme de S^ 6p 7*?
Réduisons ce nombre en lignes ; il vient 799 lignes ; divisant 799 par 443,296, ou 799000 par 443296, on trouve pour quotient i",8o2 milliniètres, à i millimètre près.
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Pour les étoffes.
104. Oiï sait que Taune vaut 3^ 8^ ou 44 pouces ^ c'est-à-dire S28 ligues ; donc, en divisant 528 par 44 3, 296 , ou 628000 par 443296, on obtiendra la valeur de l'aune en uiètre.
Effectuant cette division , on trouve que Vaune a pour valeur i"',i9i milliaiètres, ou plus exactement, i"*,i9i077.
Réciproquement , ^^'^^T.o/i divisé par 628 , donne pour quo-
lient 0,839576, à près ; donc , 1 mètre équivaut à
0,839576 daune.
On demande la valeur de 29 aunes — , en mètres et frac'^
tion décimale du mètre ?
On pourrait, comme pour la toise et ses subdivisions, conver^
tir 29 aunes— en i2** de ligne, en multipliant,^^ -2- ou ,
par 528, nombre de lignes que renferme l'aune^ convertir pa^ reiUemeni le mètre, ou 443S296^ en 12*' de ligne , en muU tipliant ce nombre par 12 , puis diviser les deux résultats ainsi obtenus, t un par Vautre, et évaluer le quotient en décimales. Mais. il est plus simple d'opérer ainsi qu'il suit :
L'expression de l'aune eu mètre étant, comme on l'a vu t)lushaat, i"',i9i077, on multiplie d'a-^ bord ce nombre par 29 , ce qui donne les 1,191077
deux produits 10,719693 et 28,82 i54o. 29 ~
Après quoi, décomposant -2- en — et 10,719693
~, on prend d'abord pour —, la moi- tz- • .0,595538
'^ ^*Loo -fî... 0,099256
tié de 1,191077, qui est 0,090530, et . ■
qu'onccrit au-dessous des produits déjà 35,286027
obtenus ; puis, pour — , le 6* de 0,595538 , qui est o , 099256,
et qu'on place au-dessous des produits précédents. Addition^ nant tous les produits , on obtient pour résultat 35,286027.
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Donc 29 aunes -^équivalent à 35"", ^36 millimètres, à i millimètre près.
On pourrait également appliquer ce procédé aux toises, pieds, pouces, etc. , en partant de la valeur d'une toise en mèire; mais on serait entraîné dans des calculs beaucoup plus compliqués.
iW, Poids, — On sait que la livre-poids contient 9216 grains {Voyez n** 68). Nous avons dit également (n* 98) que le kilogramme vaut i8827f^'''f i5; donc, en divisant 9216 par 18827,15, ou 921600 par 1882715, on obtiendra la valeur de la livre^ poids , en kilogrammes et subdivisions décimales du kilogramme. Réciproquement, si Ton divise 1882716 par 9216, le quotient, évalué en décimales, exprimera la valeur du kilogramme en livres-poids et subdivisions décimales de la livre-poids.
En effectuant ces' deux opérations qui n'offrent aucune difficulté, on trouve :
I*. Que la livre-poids équivaut à o*",4895o585 j
2°. Que le kilogramme est égal à 2^^,04287652.
N. B. — Ce dernier résultat indique 'que le kilogramme surpasse le double de la livre, de -2- ou de -y de livre environ :
I 5i c'est-à-dire qu'un kilogramme vaut 2 livres -t. , ou -s, de livre
à peu près; ou bien, que 25 kilogrammes font 5 1 livres, ou que 100 kilogrammes valent 204 livres-poids.
Maintenant , on demande la valeur de 69^ o"* 7°" 4^^ 20^'' en kilogrammes et subdivisions décimales du kilogramme?*
Le nombre proposé, réduit en grains d'après la méthode connue, donne 640253 grains; donc, si Ton divise 64o253 par 18827,1 5, ou 64025300 par 1 8827 1 5, le quotient 34,006899, que l'on obtient par cette opération , est le nombre demandé ; c'est-à-dire que 69» o" 7*« 4^ 29^^ équivalent à 34*,oo6899, ou bien, à 34 kilogrammes, 6 grammes, et 899 milligrammes.
Réciproquement , on propose d'évaluer 34%oo6899 en livres, marcs, onces, etc.?
TABLEAUX DE COMPARAISON. l47
Noas avons vu tbut-à-rbeare qu'an kilogramme vaut 21^,04287653 ; donc 34^,006899 est égal au prodvit de ces deux. derniers nombres, évalué en livre»^poida.
Ce produit doit renfermer 1 4 décimales ; 69^47 189
mais, en ne tenant compte que des cinq ^
premièresà gauche, on trouve 69^,47 < 89. -
Multipliant 0,47 189 par a pour avoir des o"*j9437*'
marcs, on obtient o"" ,94378. ^
Multipliant ce dernier nombre par 8 , on 7^*,55o24
trouTc 7^",55oa4* ^
Multipliant o,55oa4 V^^ 8, on a 4'4* * 9^- /^ Xoioa
Enfin, multipliant 0,40192 par 72, on
trouve 28^^,93834*
Donc. 34*,oo6899 équivalent à 8o384
Ggtt 0" 7" ^i 29*^ ; ce qui vériOe l'opération ^^'^^4
précédente. 28^% 93824
N.B, — On n'a tenu compte, dans le premier produit, que des 5 premiers cliifi&es décimaux , parce que la multiplication par a , 8, 8, et 72, revenant à la multiplication par 9216, Ter-
reur commise est moindre que -^ de gram, approximation
plu$ que suffisante.
106. Il existe des tableaux de comparaison des anciens poids et mesures aux nouveaux , et réciproquement, à l'aide desquels OD peut aisément opérer toutes les réductions dont nous venons de parler. Voici le moyen: de former ces tableaux :
Supposons qu'il s'agisse de construire le tableau de compo" raison des mesures linéaires anciennes aux nouvelles , ou réei^ prwpiement.
On a d'abord déterminé la valeur de la toise en mètre, valeur qai, calculée (n® 103) avec huit chiffres décimaux, est égale à 1 ",9490363 1.
De là, en multipliant par 2, 3, 4» •• «99 on déduit les valeurs de 2,3,4* • - '9 toises.
Avançant successivement , dans tous ces résultats , la virgule
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à' un, de deux, de trois,, . . rangs vers la droite, on obtient lès Taleursde lo^aoySo,. . .y 100, 200y3oo, . . ., looo, 2000, 3 000, • . . toises ; et ainsi de suite.
D'un autre côté, si l'on prend le 6* de 1,94903681, on en déduit la valeur du pied, et, par suite, celles de 2, 3, 4» 5 pieds.
Prenant le 1 2* de la valeur du pied, on a la valeur du pouce, et, par suite, celles de 2 , 3, . . . , 1 1 pouces.
Même opération pour les lignes.
Quant au tableau inverse, sa formation est absolument semblable , pourvu qu'on parte de la valeur du mètre en toise, valeur que l'on a trouvée égale à o''',5 1307407.
Gela posé, soit à évaluer en mètres, décimètres, cenùmhr très, etc. , 254*^ 3^ 7' 11'.
On prend successivement dans le tableau , les valeurs de 41*^ So***, 200''', puis celles de 3^, 7P, 1 1* ; et l'on ajoute toutes ces valeurs. On obtient ainsi les valeurs demandées , par de simples additions.
Dans la question inverse, on trouve d'abord la valeur d'un certain nombre de mètres et subdivisions décimales du mètre, exprimée en toises et fraction décimale de la toise ; on convertit ensuite cette dernière fraction en pieds, en la multipliant par 6; puis on multiplie la fraction décimale résultante par 12 , pour en faire des pouces, etc.
Mais, outre que ces tableaux peuvent être fautifs , leur usage même ne donne pas toujours le degré d'approximation que l'on désirerait obtenir. Joignez à cela> qu'on peut ne pas les avoir à sa disposition à l'instant où l'on en aurait besoin. Il était donc nécessaire de développer les moyens d'opérer ces transformations , en admettant ces seuls résultats : la valeur du mètre est 3^ oP ï i ^,296 ; celle du kilogramme est 1 882 7^"'"', 1 5 ;
le franc vaut h- de livre»
107. Reprenons actuellement le problème dun° iOl qui nous avait arrêtés, faute de données suffisantes.
Vn marchand de drap avait vendu jusque alors Vaune d'un
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certain drap, 36* 17-^ 6^; on demande à combien de francs ^ en proportion, doit revenir le mètre du même drap ?
Réduisons d'abord 36** 17-^6'^ en ftancs, décimes, etc., soit par le moyen des tableaux , soit d'après la règle du n° 102 ; il vient 36^|4'97 pour la valeur de l'aune.
D'un autre côté, le mètre exprimé en aune (n® tM), a pour valeur o'',839576 ; donc , le prix du mètre est égal à une partie de yify^i^^yVL\9sc[aée par le produit des deux nombres 36,4197 et 0,839576. Cette multiplication étant effectuée , on trouve
D'où il suit que le prix du mhtre doit être de 3o^ 58^.
Soit encore proposée cette question : La livrer-poids dune certaine marchandise coûtant 26^1 1*^ 9**, on demande le prix de 375*" 175* de la même marcfumdîse ?
D'abord, le nombre aS* 1 1-'" 9** réduit en francs, etc. , rejjent à 25^,271606 ; ce qui donne déjà le prix de la livre-poids en francs, etc....
D'ailleurs, 375*", 176 réduits enlivres-poids, d'après les ta* Meaax , ou d'après la règle du a^ iW , donnent pour résultat 766^,436198 (en ne tenant compte que des six premiers chiUres décimaux, ce qui su£St); donc, si l'on multiplie 25^,271 6o5 par 766,436198, le produit sera le prix demandé.
On trouve pour ce produit, à un centime près, 19369,07 ; donc 375*", 1 75 cotf/cm 19369^,07* (*).
(*) Avant la i3« edilion, nous avions terminé ce chapitre par TexpoM lion de deaz méthodes abrégées, l'une pour la mnltiplication, Tautrc ponr la division, lorsque les termes de ces deux opérations sont composé! (l'on grand nombre de chiffres, et que l'on n'a besoin d'obtenir les résnltats <{q'5 un certain degré d'approximation. Mais ces m<;ihodes abrégées font maintenant partie d'une note placée à la (in de Touvragc, et ayant pour titre : iVbte sur les /approximations nutnériques.
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CHAPITRE V
Propriétés générales des Nombres»
108. Introduction. -— Avant de pénétrer davantage dans la science des nombres y et pour en découvrir plus facilement de nouvelles propriétés , il est indispensable d^emprunter à l'Algèbre quelques-uns de ses matériaux, tels que les lettres et les signes , k Taide desquels on indique d'une manière gâ^rale et abrégée les opérations et les raisonnements que comporte la résolution d'une question.
Ces éléments sont au nombre de dix principaux , que nous allons faire connaître successivement.
i\ Les lettres, qu'on emploie à la place des chiffres pour représenter les nombres.
Leur usage offre à la fois une écriture plus concise et plus générale que celui des chiffres ; il fait mieux ressortir l'existence de telle ou telle propriété, par rapport à une ou plusieurs classes de nombres.
a®. Le signe + 9 dont on se sert pour marquer Taddition de deux ou plusieurs nombres, et qui s'énonce : plus.
Ainsi , 45 + 23 s'énonce : 4^ plt4s 23 , ce qui signifie ^5 augmenté de 23 ; de même, â+^ + ^ s'énonce : a plus b plus c, c'est-à-dire le nombre désigné par a, augmenté du nombre exprimé par 6 , et du nombre exprimé par c.
3° Le signe -— , qui s'énonce : moins j et que l'on place devant un nombre qu'il s'agit de soustraire d'un autre nombre.
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Ainsi, 73-^49 s'ënonce: 78 moins ^'Q^ c'est-à^dii^ ^3 di^ minué de 49 > ou bien encore, l'excès de 7 3 sur 49» ^"^^ s'énonce a moins b,
4*> Le signe de la muUiplication, qui est X» wxvax point, que Ton place entre deux nonabres, et qui s'énonce: multi-' plié par.
Ainsi, sgx^f ou ag.SS, s'énonce: 29 multiplié par 35, c'est-à-dire /e produit de i,gpar 3S} aX ^ » ou a.6, s'énonce : a multiplié par 6.
A\ ^. -^ Lorsque les nombres dont il faut indiquer la multiplication, sont exprimés par des lettres , on convient encore de les écrire Us uns à la suite des antres sans interposition de signes ainsi ab signifie encore a multiplié par 6. Mais il est bien entendu que la notation où ne i)eut être employée que lorsque les nombres sont désignés par des lettres ^ car , si Ton voulait, par exemple, représenter le produit de 5 par 6, et que l'on écrivit 56, on confondrait cette notation avec te nombre cinquante^ix . Dans ce cas, il est indispensable d'employer le signe X ou ^xn point, et l'on écrit 5 x6 ou 5.6.
S®. Le signe de la division, composé de deux points : que l'on place entre le dividende et le diviseur, ou bien encore d'une barre-» , au-dessus et au-dessous de laquelle on place respectivement le dividende et le diviseur.
Ainsi , 24 î 6 , ou -^ ? s'énonce : ?4 divisé par 6 , ou /e quo^ tient de 24 ptir 6. De même, a : ^ , ou 79 s'énonce : a divisé
par b. La notation -=■ est la plus usitée.
6**. Le coe^c2en/> signe que l'on emploie pour indiquer l'addition de plusieurs nombres égaux exprimés par des lettres. Ainsi , au lieu d'écri rea4-^ + ^ + ^4"^» ^P^ représente Tad dilion de 5 nombres égaux à a, on écrit Sa, De même, i lâ exprime l'addition de 11 nombres égaux à a; t^ab^ l'addition de 12 nombres égaux au produit de a par b,
' ^ coefficient est donc un nombre particulier, écrit h la
i5^ noTioiis
gauche d'un autre exprimé par une ou plusieurs lettres, et qui marque combien défais on doit prendre la lettre ou le produit que représentent ces lettres.
7^. L'exposant, signe dont on se sert lorsqu'un nombre désigné par une lettre | doit entrer plusieurs fois comme fkcteui dans un produit. Ainsi , au lieu d'écrire aX^X^X^X^i ou aaaaa ^ on écrit plus simplement o^, que l'on prononce a cinq , ou plutôt a 5'"' puissance»
On appelle puissance le résiiltat de la multiplication de plusieurs nombres égaux , et degré de la piiissance , la quotité des nombres égaux multipliés entre eux.
L'exposant , signe de ce degré , s'écrit à la droite et un peu au-dessus dune lettre ; il marque combien de fois la quantité exprimée par cette lettre, doit entrer comme facteur dans un produit, ( Lorsque l'exposant de la lettre doit être i , on se dispense de l'écrire. Ainsi , a* est la même chose que a.)
On appelle racine 2* , 3* , 4*> à*VLn nombre , un second
nombre qui , élevé à la 2*, 3*, 4*« • • • • puissance , peut produire le premier nombre. Ainsi , 3 est la racine 2* de 9, parce que 3 fois 3 font 9 ; 7 est la racine 2* de 49 9 parce que 7 fois 7 font 49; 4 ^^^ 1^ racine 3* de 64, parce que 4 ^ois 4 font 16, et que 4 foî^ >6 font 64.
Les racines 2* et 3* s'appellent encore racines carrée et eubique,
8". Le signe y/, dont on fait précéder un nombre lorsqu'on
veut indiquer que l'on a à extraire de ce nombre une racioe
d'un certain degré. Ainsi , ^a s'énonce : racine troisième de a y
|/^ s'énonce : racine quatrième de b.
Lorsqu'on veut indiquer une simple extraction de racine carrée ou deuxième, on écrit seulement devant le nombre, le signe V/ sans placer aucun nombre en dedans du signe ; ainsi , ^a signifie racine carrée ou deuxième de a,
9^. Le, signe au moyen duquel on exprime que deux quantités sont égales. Ce signe est = , et s'énonce : est é^alà^ ou
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simplement, égale. Ainsi assib signiâe a est égal à ^, oua ëjjale à.
Pour exprimer brièyeraent que l'excès de d& sur a5 est égal à 1 1 , on écrit 36 — 25 =s 1 1 ; c'est-à-dire 36 moins aS égale 1 1 .
Les expressions a = 6| 36 — 25 = ti, se nomment des égalités ; la partie à gauche du signe ss , s'appeHe premier membre , et la partie à droite ,' second membre.
lo^. Le signe d'inégalité , ^ ou <^ , dont on se sert pour exprimer quSine quantité est plus grande ou plus petite qu'une autre (en observant que l'ouverture du signe doit toujours être tournée du côté de la plus grande quantité). Ainsi , a^b signifie a plus grand que b ;à^b signifie a plus petit que b.
109. Pour donner une idée de l'emploi de ces différents signes , et de la simplicité du langage algébrique , faisons quelques applications.
Supposons d'abord que l'on veuille exprimer qu'un nombre représenté par a doit être élevé â la 4'*' puissance , que le produit résultant doit être multiplié 3 fois de suite par h , et qu'enfin le nouveau produit doit être multiplié a fois de suite par c ; on écrira simplement a^b^c'^,
Veut-'On exprimer qu'il faut faire la somme de 7 nombres égaux à ce dernier, ou le multiplier par 7, on écrira ^a^b^.
De même , Mb^ est l'expression abrégée de 6 fois le produit de la 5* puissance de a par la deuxième puissance de b,
3a — 5b est l'expression abrégée de l'excès du triple de a sur le quintuple de b,
v^a"^ — Zab +4^* est l'expression abrégée du doublé du carré de a \ diminué du triple produit de a par b , et augmenté du quadruple du carré de ^.
On appelle monôme , ou quantité à un seul terme , ou simplemcnt terme, une quantité algébrique qui n'est pas composée de parties séparées les unes des autres par les signes de l'addition ou de la soustraction ; et polynôme ou quantité à plusieurs termes , une expression algébrique composée de plusieurs parties séparées par les signes -f- et — ; ainsi , 3a , 5fl*,
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7«'i% sont des monômes; 3fl — 56, 2<i* — 3«6 -4- 4^% sont des polynômes ; la première de ces deux expressions est dite un ^indme ^ parce qu'elle a deux termes; la seconde, un in'^ nôme, paixe qu'elle en a trois , etc. . . .
Voyons maintenant comment on peut effectuer sur des quantités exprimées algébriquement , les opérations fondamentales deTArithmétiquc, en nous bornant toutefois aux cas les plus simples , ceux sur lesquels nous aurons à nous appuyer dans la suite de ce Traité.
tlO. Addition.-^ Pour exprimer qu'il faut ajouter les deux nombres a et 6 , ou écrit simplement a -|- 6. De même , a+b + c indique l'addition des nombres a^bjC; cela résulte des notations convenues. De même, a— 6 et c + d-^f ajoutés ensemble , forment la quantité unique a — 6 -f- c -f* ^ -^Z'
Si l'on avait a«— 6 et 6— -c à ajouter, on écrirait 0^-6-1-6— c; mais comme, d'une part, b est soustrait, et que , de l'autre , il est ajouté , ces deux opérations se compen&ent; d'où il suit que l'expression se réduit à a — - c. Cette simplification se désigne, en Algèbre, sous la dénomination de réduction des termes semblables,
lit. Soustraction, -* Pour soustraire 6 de a, on écrira a— 6. De même, si l'on avait c à soustraire de a—- 6, on écrirait a — A — c.
Soit maintenant à soustraire l'expression c-^d de l'expression a — 6; on pourra d'abord indiquer la soustraction, de cette manière : a---ft — (c — d) , en écrivant entre deux parenthèses la seconde qutmiité c — d , et la faisant précéder du signe — . Mais quand on veut réduire le résultat à un seul polynôme , voici comment il faut raisonner :
Si l'on avait c tout entier à retrancher de a — b , il, viendrai! pour résultat , a — b — c ; or, comme ce n'est pas c, mais bien c diminué de d^ que l'on a à soustraire , le résultat a — b — c est trop faible du nombre d'unités qui se trouvent dans d \ ainsi, on ramènera le résultat à sa juste valeur, en ajoutant d à a-^fi — (?, et il viendra a— 6 — c-J-J.
D'où il résulte que , pour soustraire un polynôme étun
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autre, il foui écrire ie premier à la suite du second, en chan» géant les signes de tous les termes du polynôme à soustraire.
On trouvera d'après cette règle , et par des raisonoeinenls analogues,
im. Multiplication. — Soit à multiplier a^ par A^?
On écrira o^ X ^9 ou simplement a!^b^.
Mais si l'on a o^ à multiplier par a?, on observera que le nombre a étante fois facteur' dans le multiplicande, et 3 fois facteur dans le multiplicateur, doit être 5+3, ou 8 fois facteur dans le produit; ainsi Ton a a^Xâ^=a^ ; c'est-à-dire que, quand la lettre est la même dans les deux facteurs de la mul^ tipUcation, on V écrit une seule fois en lui donnant pour espo^ tant la somme des exposants des deuxjac^urs» On trouverait de même o*^* X a*b^ = a^b^ j a»6 X ab^ = a^b^ , eu ae rappelant (n^IÛS, ^j^) que 6=6% arsa', et se fondant sur le principe général établi n" 28.
Soit maintenant a—- b ^ multiplier par cl
On peut d'abord indiquer le produit de cette manière t (a'^b)c.
Mais si Ton veut obtenir un seul polynime , on remarquera que, multiplier (a — b) par c revient (n^ %I5) à multiplier c par (a— i) , c'est-à-dire à prendre c autant de fois qu'il y a d'unités dans a diminué de 6 ; si donc on multiplie d'abord c par a tout entier, ce qui donne ca ou ac , le produit est trop fort de celui de c par 6 , ou de 6c ; ainsi , il faut rétrancher bc de ac , et l'on obtient ac — bc pour le produit demandé.
C'est-à-dire que (a — b)cz=iac ^-^bc.
Soit encore (a — b) i2t multiplier par (c — d) ?
Le produit peut d'abord s'indiquer ainsi : (a — 6)(c — d).
Mais pour obtenir un seul polynôme, on commence par multiplier (a — b) par c, ce qui donne ac — 6c; et Tan observe ensuite que ce n'est pas par c tout ejitier que Ton ^vait à multiplier {a — 6) , mais bien par c diminué de d.
l56 IVOTIOlfS ÉiÉMENTAltiEB
Aînsî y le produit ac — ùc est trop fort du produit de {a — b) par </, c'est-à-dire trop fort de ad^ùd. Donc , pour ramener le premier à sa juste valeur, il faut retrancher ad — ùd de ac —bci ce qui donne, d'après la règle de la soustraction, ac — bc — ad-j- bd.
Pour ejffectuer la multiplication de deux binômes, multipliez séparément chacun des termes du multiplicande par chacun des termes du multiplicateur, en observant par rapport aux signes des produits partiels, la règle suivante : Si les deux termes que Ton multiplie sont tous les deux affectés du même signe, leur produit doit être affecté du signe -f- ; mais s^ils sont affectés de signes différents, leur produit doit être affecté du signe '^.
On trouvera , «Taprès cette règle, que (a + b){c^d)ss ac + bc—ad^bd',(a — b) (c+d)'=zac — bc+ad^bd.
lis. Division. — Nous ne considérerons qu'un seul cas de cette (^'ration. C'est celui de deux monômes composés de la même lettre.
Soit a' à diviser par a'?
On peut d'abord indiquer le quotient de cette manière, -7,
oufl' : «^. Mais observons que , comme aHesX un produit dont a^ et le quotient sont les deux facteurs, l'exposant 7 du dividende doit être ( n* itS ) égal â la somme de l'exposant 3 du diviseur et de l'exposant inconnu du quotient ; donc réciproquement , celui-ci est égal à F excès de l'exposant du dividende sur ^exposant du diviseur, c'est-à-dire à 7 — 3, ou à 4.
. . a' Ainsi , — 3 = a* ; en effet, «♦ X a' = a^
On Uouvera de même t-= ^^ ; — = c* ou c •
ftir analogie , on trouvera -^ = «•, -^ = ««, — = a°, . . . cl comme d'ailleurs chacune des expressions —, — 3 ,
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-Ty.. a pour vraie valeur Y unité , on en tirera cette conséquence :..... a<> = 1 .
La notation a® mise quelquefois à la place de Tunité , offre l'avantage de conserver la trace d'une lettre qui , entrant d'abord dans le calcul , a dû disparaître par reffet des simpUfica lions.
Les autres cas de la division sont inutiles à considérer pour l'objet que nous nous proposons.
Telles sont les seules notions sur l'Algèbre dont nous aurons à faire usage dans le cinquième chapitre et dans les suivants.
114. Pour faire ressortir dès à présent les avantages que l'on peut retirer de l'emploi des lettres pour représenter les nombres, nous résoudrons les deux questions suivantes :
I^ Quel changemeni produil'On dans une fraction en ajoutant un même nombre à ses deux termes ? (Cette question a déjà été traitée n» 49. )
DeVignons par j la fraction proposée , et par m, le nombre
que Ton ajoute aux deux termes a et 6 de cette fraction , ce
qui dpnne la nouvelle fraction -j-
m Pour comparer ces deux fractions , réduisons-les au même
dénominateur ; il vient pour la première fraction, TTr-r — ^ »
et pour la seconde, 77 77 ; où bien, les calculs étant ef-
^ (^ -f- Tn)b
, .. ,.11 -.-V ab-^am ab'^bm
feclués d'après la règle du n° ilS , ^rzf^ «^ b^J^^
Or, les deux numérateurs ab-^-am et cdf-^^bm ont une partie commune aby et la partie bm du second numérateur est plus grande que la partie am du premier, puisque l'on a b^a. Donc aussi, la seconde fraction est plus grande que la première. Ainsi, l'on augmente la valeur d'une fraction en ajoutant un même nombre à ses deux termes,
La vérité de la proposition exige d'ailleurs , comme on le
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v^oît par le raisonnement précédait , cjue j soit une fraction
proprement dite, ou que Ton ait a < ^ ; si au contraire on avait a ^ 6 , la relation aurait lieu dans un ordre inverse , puisque alors on aurait ab -|- bm *^ad + am,
N. B."^ Ce moyen de démonstration , rigoureux et général tant que les nombres sont désignés par des lettres, cesserait de présenter ce caractère si Ton voulait l'appliquer à des nombres particuliers. Par exemple , que Ton ait la fraction
12 iS
— , et qu'on ajoute 3 unités à ses deux termes , il vient — • 17 ^ 20
Réduisant ces deux fractions au même dénominateur, on obtient, pour la première, ^^, et pour la seconde, ^7--
On voit bien ici que la seconde fraction est plus grande que la première ; mais rien ne prouve que ce qui a lieu dans cet exemple particulier aurait également lieu dans tout autre.
La démonstration exposée 11^ 49 est, d'après la nature de ses raisonnements , aussi générale que celle qui vient d'être donnée; noAis celle-ci, quoique moins élégante peut-être, a l'avantage d'être plus concise ; la voici réduite à ses moindres termes:
Soient r et -=-- , les deux fractions que l'on veut com-
parer.
Réduisons-les au même dénominateur; il vient ^ 7" ' . — ^^
, ^ 7^ £ — ; or, par hypothèse, on a a<^b^ d*oiiam^bm\
donc I ab^am <Cab + bm ; ainsi , la seconde fraction est plus grande que la première.'
a*. On demande le produit de la somme de deux nombres, multipliée par la différence de ces mêmes nombres?
Soient a et 6 les deux nombres proposés; leur somme sera exprimée par (û -J- 6) , et leur différence par (a — b).
Or, si Ton effectue la inuliiplication de a-f-^ par a-^6, d'après
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les règles du n** iiî, on a pour produit, a^ — ah + oh — ^% ou , omettant les deux termes — ab^ + ^^9 ^vî ^ détruisent, fl»— ^a; donc (a + ô) (fl — ^)=a"— ô*.
Ce qui prouve que la somme de deux nombres quelconques, multipliée par leur différence, donne toujours pour produit la différence de leurs carrés ou secondes puissances.
Exemple. — Soient les deux nombres ^5 et ta ; leur somme est 37, et leur différence i3 ; multipliant 87 par i3 , on a pour produit 4Si*
D'un autre côté, 25x^5 donne 628 ; 12 X 12 donne î44î
d*où... (25)» — (i2)*=48i.
Donc (25+ 12) (25— 12 )=r (25)'— ( 12)*.
Ces derniers raisonnements ne sont qu'une vérification de la propriété , effectuée sur deux nombres particuliers ; tandis que ceux qui précèdent forment une démonstration rigoureuse et générale, puisque les nombres y sont désignés par des lettres auxquelles on peut attribuer toutes les valeurs possibles.
Les questions précédentes suffisent pour mettre les corn-* mcnçants en état d'apprécier les avantages qui résultent de Remploi des lettres pour représenter les nombres. Par leur usage, non-seulement on rend les raisonnements plus généraux et souvent plus concis, mais encore on conserve la trace des opérations à e£fectuer sur les nombres qui entrent dans renoncé de la question , et qui ne peuvent ainsi se fondre les uns dans les autres comme lorsqu'on opère sur des nombres particuliers.
Ces notions étant établies , nous allons revenir sur nos pas, c'est-à-dire reprendre quelques-uns des objets traités dans la première partie, pour les approfondir davantage ; nous parviendrons ainsi à de nouvelles propriétés , et à des moyens de modifier ou de simplifier les procédés des diverses opérations de l'Aritlnnétique.
l6o THÉORIE GÉNÉRALE.
5 1*'. Théorie des différents systèmes de numération.
ii6. Nous avons vu (u^ tf) comment, à Taide de dix caractères ou diiffres , on parvient à représenter tous les nombres, en partant de ce principe de convention , que tout chiffre placé à la gauche d'un nutre, exprime des unités dix fois plus grandes que celles de cet antre chiffre. Nous nous proposons maintenant de faire voir qu'on peut également écrire tous les nombres avec plus ou moins de dix caractères, pourvu quM y en ait au moins deux, et que le zéro eu fasse partie.
On appelle, en général, base d'un système de numération, le nombre des chiffres qu'on emploie. Le système où l'on fait usage de deux chiffres ^ se nomme système binaire, celui où l'on en considère trois, système ternaire, etc.
Dans tout système de numération analogue au système décimal , on convient que tout chiffre placé à la gauche éCun autre exprime des unités autant de fois plus grandes, par rapport à celles de cet autre chiffre, quily a d unités dans i.a Base , c'est" à^dire dans le nombre des chiffres du système. Ainsi , dans le système binaire, les unités de chaque chiffre acquièrent des valeurs de deux eu deux fois plus grandes à mesure que l'on recule d'un , de deux , de trois .... rangs vers la gauche ; dans le système ternaire , les valeurs des unités de chaque chiffre sont de trois en trois fois plus grandes; et, en général, dans un système dont la base est B , les unités de chaque chiffre acquièrent des valeurs de B en B fois plus grandes , à mesure que l'on recule de droite à gauche.
Lorsqu'un nombre est écrit dans le système dont la base estB, le premier chiffre à droite exprime les unités du premier ordre, le chiffre immédiatement à gauche, les unités du second ordre , le chiffre à gauche de ces deux-là, les unités du troisième ordre, et ainsi de suite. Il faut B unités du premier ordre pour former l'unité du second ordre, B unités du second ordre pour former l'unité du troisième ordre , etc.
tt7. Ceci bien entendu , passons à la manière d'exprimer en
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chiffres un nombre entier, quel que soit le système qu'on adopte. Pour fixer les idées, nous considérerons le système septénaire, ou le système dans lequel on emploie sept chiffres. Les mêmes raisonnements pourront s^appUquer ensuite à tout autre sys** tèiiie.
Les chiffres du système septénaire sont o , i , 2 , 3 ^ 4» ^i ^ > les six derniers exprimant les six premiers nombres.
Ajoutant l'unité à six , on forme le nombre sept, om Tunité du second ordre, qui, d'après le principe énoncé ci-dessus ^ doit s'écrire 10.
Mettant successivement chacun des chiffres du système à la première et à la deuxième place, on formera évidemment tous les nombres consécutifs, compris depuis sept, ou 10, jusqu'au nombre représenté par 66.
Ce nombre étant formé, si l'on ajoute une nouvelle unité, il en résultera six unités du second ordre , plus sept unités du premier , c'est-à-dire sept unités du second ordre, ou une seule uuité du troisième ordre, qui devra s'écrire ainsi: 100.
Mettant successivement à la première, à la seconde, et à la troisième place , les différents chiffres du système, on formera tous les nombres consécutifs compris depuis 100 jusqu'au nombre représenté par 666.
Raisonnant sur ce dernier nombre comme sur 66 , on parviendra d'abord à l'unité du 4*^' ordre qui s'écrira ainsi : ' 1000 ; puis on obtiendra successivement tous les nombres consécutifs compris depuis 1000 jusqu'au nombre représenté par 6666 ; et ainsi de suite à l'infini.
D'où l'on voit que tous les nombres entiers possibles sont susceptibles d'être écrits dans ce système.
Quel que soit le système adopté, les unités de différents oitlres sont respectivement représentées par i, 10, 100, iooo, loooo, comme dans le système décimal ; mais les valeurs relatives de ces unités sont essentiellement différentes suivant les systèmes. 118. N. j&.— Nous avons dit, n"* ii6, que le chiffre o était un caractère indispensable dans tout système analogue au système décimal, c'est-à-dire dans un système où la valeur relative d'uu
Arith, B. • H
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chiffre dépend du rang qu'il occupe à la gauche de plusieurs autres. A la rigueur, on pourrait s'en passer ; mais le système serait moins régulier, comme nous allons le voir*
Soit proposé, par exemple, d'établir le système leniaire, en adoptant les trois chiffres significatifs 1,2,3.
Les trois premiers nombres seraient d'abord exprimés par ces chiffres.
Pour représenter quatre, cinq et six, il suffirait d'écrire 1 1 » 12, i3.
Pour exprimer sept , huit , neuf, dix , onze , douze,
•n écrirait 21, 22, 23, 3t , 32, 33.
De mcuie m, 112, ii3, 121, 122, i23,
exprimeraient rreiJEe, quatorze, quinze, seize, dix-sept, dix-huit.
Il n'est pas nécessaire d'aller plus loin pour sentir les inconvénients de ce système. Son principal défaut consiste on ce que des unités d'un même ordre sont exprimées d'une manière différente. Ainsi , dans 1 3 et 23 , le chiffre 3 exprime une unité du second ordre , comme les chiffres 1 et 2 qui sont à sa gauche. Dans 123 , l'ensemble des chiffres 23 exprime neuf, ou l'unité du troisième ordre , ainsi que le chiffre 1 qui est à la gauche de ces deux-là.
En faisant usage du chiffre o, il suffit de déterminer les nombres d'unités de différents ordres qui entrent dans le nombre proposé , et d'écrire à la suite les uns des autres , de droite à gauche, les ciiiffrcs qui expriment ces nombres.
ti9. L'accord qui existe entre la nomenclature actuelle des nombres et la manière de les représenter en chiffres dans le système décimal, permet de les écrire facilement, et pour ainsi dire , sous la dictée en langage ordinaire , comme aussi de résoudre la question inverse qui consiste à énoncer en langage ordinaire un nombre quelconque représenté par un groupe de chiffres donné. Il en serait de même dans tout système de numération pour lequel on aurait établi une nomenclature spéciale. Mais si l'on proposait, par exemple^ dVcnre dans le système septénaire le nombre trois cent soixante- neuf rap'
DKS SYSTÈMES DE NUMÉBATION. |63
porté au système décimal, il serait difficile de reconuaitre à priori quels sont les cbiti^res pix>pres à exprimer les unités du
premier, du second, du troisième ordre septénaire t^u'il
l'enferme. Or, comme ce nombre, écrit en chiffires dans le système décimal, revient à 369, il s'ensuit que ia question proposée dépend de la suivante qui est beaucoup plus géné«* raie : XJn nombre étant énoncé en langage ordinaire, ou écrit dans le système décimal , traduire ce même nombre dans le système dont la base e^/ B. ,
Pour résoudre cette dernière question, observons que, B unités du premier ordre formant une unité du second, autant de fois le nombre proposé contiendra la base B , autant il renfermera d'unités du second ordre du système B ; c'est-à-dire que , si Ton divise ce nombre par B, le quotient exprimera des unités du second ordre ; et le reste, qui sera nécessairement moindre que B , exprimei^a les unités du premier ordre , du nombre écrit dans le système dont la base est B.
De même , puisque B unités du second ordre , dans le système B, forment une unité du troisième ordre dans ce mè«nc système, si l'on divise par B le quotient qui exprime des unités du second ordre, le nouveau quotient qu'on obtiendra, exprimera des unités du troisième ordre; et le reste, toujours moindre que B, représentera les unités du second ordre, du nombre écrit dans le système dont la base est B ; et ainsi de suite.
D'où l'on voit que, pour passer du système décimal au système dont la base est B, il faut : 1®. diviser le nombre projwsé par la base du nouveau système écrite dans le système décimal, ce qui donne un reste que l'on écrit à part, comme exprimant les unités du premier ordre dans le nouveau système ; ?.**. <//viser le quotient obtenu ^ par la même base, ce qui donne un second reste qu'on écrit à la gauche du premier, comme expri' mant les unités du second ordre ; 3°. diviser le second quotient par la même base , et écrire le troisième reste quon obtient ainsi , à la gauche des deux précédents , parce qu'il exprime les imités du troisième ordre / continuer cette série d'opéra^
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iiont jusqu'à ce qu^on soit parvenu à un quotient moindre ^ue la base du noui^eau système; ce dernier quotient exprime les unite's de Tordre le plus e'ievc, et 5*écrii alors à la gauche de tous les restes obtenus successivement.
Appliquons cette règle au nombre trois cent soixante^neuf ou 369 , qu'il s'agit de traduire dans le système septénaire.
369 I 7 restes
Divisant 369 par 7, on a pour quotient 52, et pour reste 5 que l'on écrit à part; ce sont les unités du premier ordre dans le nouveau système.
Divisant 5a par 7, on trouve pour quotient 7, et pour reste 3, qui exprime les unités du second ordre , et qu'on dciît à la gauche du chiffre 5.
Divisant 7 par 7, on a pour quotient i, et o pour reste, ce qui indique qu'il n*y a pas d'unités du troisième ordre; et l'on dcrit un o pour en tenir la place.
Enfin, comme le quotient i est plus petit que 7, il exprime les unités du quatrième ordre ; et le nombre traduit dans le système septénaire revient à (io35).
On trouverait de même, pour le nombre 5347 ^^^^^'^ ^^^ le système de huit chi£fres j o, i , 2 ,3,/l ,5,6, *] , l'ensemble des nouveaux chiflPres (i2343).
5347 I ^ restes
83 4 (ia343)
Remarque. — Il peut arriver que la base du nouveau système soit plus grande que dix, base du système déciinaL
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Dans ce cas, il y a une observation importante à faire pour l'application de la règle»
Soit, par exemple, le nombre 84^3 à traduire dans lesys*tème duodécimal, eu dans le système de douze chiffres.
En couyenant d'employer les deux lettres grecques, », C, pour désigner les nombres dix et onze, les chiffres de ce sys^ tème seront 0^1,2, 3, 4» 5, 6, 7, 8, g, «, C,
8423 I 12 restes
701 onze ouf
4 dix ou CL
La base douze étant exprimée par 1 2 dans le système décimal , on divise 84^3 par 12, ce qui donne le quotient 701, et le reste 1 1 qui exprime les unités du premier ordre dans le nouveau système. Or, 1 1 écrit dans le système décimal signifie onze, et par conséquent doit s'écrire C dans le système duodécimal. On écrit donc à part, non pas 11, mais C, comme désignant le chiffre des unités du premier ordre.
Pareillement, à la troisième division , on obtient pour reste 10 ou dix qui , dans le nouveau système, s'écrit et ; on pose donc « à la gauche des deux chiffres déjà trouvés. On obtient ainsi ( ^aSC) pour le nombre proposé , traduit dans le système duodécimal.
mo. Réciproquement, Un nombre étant écrit dans un système quelconque dont la base est B , on peut se proposer de l'éiu>ncer en langage ordinaire, ou ce qui revient au même, de le traduire dans le système décimal.
Soit, en général.^, hgfdcba un nombre écrit dans le système de B chiffres; a^b^c^dy/^,,,, désignant les unités du i*', du 2', du 3%... ordre.
Il résulte du principe fondamental établi n° ii6, que le chiffre b exprime des unités B fois plus grandes que s'il était seul; donc sa valeur relative est égale au produit de b par B
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et peut ( o? i08 ) se représenter par Z^ X B , ou simplement par klL De inclue le chiffre c exprime des unités B fois plusgi-andes que celles du chiffre If ; ainsi^ sa valeur relative est égale au produit de c par B X B ou B% et peut être représenté par cB\ On reconnaîtrait pareillement que ^^, /^^fff^^f AB^,.... sont les valeurs relatives de^ autres chiffres.
Donc enfin , le nombre proposé a pour expression
a + ^B + cB* +^B3+/B* + ^B^ + AB^....
£n donnant à la base B et aux chiffres a, bfC,d, /,... des valeurs particulières , on effectuera , dans le système décimal, toutes les opérations arithmétiques indiquées par cette expression; et Ton obtiendra le nombre correspondant à ces données particulières , traduit dans le système décimal.
[ L^cxpression ci-dessus se nomme , en Algèbre^ une formule, parce qu^elIc renferme sous une forme concise, le système dVpe'rationsarithmciiques h efièctncr sur différents nombres pour obtenir (a réponse h une question ge'nerale, ec parce qu'on peut en déduire tontes les réponses aux questions (k m<îme espèce, dont les énonces diffèrent seulement par les valeurs numéiiquci des données.]
Traduite en langage ordinaire , cette formule donne lieu à la règle suivante : Formez (Tabord les disperses puissances de la base B écrite dans le système décimal; multipliez ensuite
tous les chijffres ^y b ^ c^ d, f. ^^n
traduits également dans le sjr^tëme déeimal, respectiivment par les nombres . i , B , B* , B^ , B* , . . • ; ajoutez ensuite tous ces produits partiels, et mus aurez le nombre demandé.
Soit, par exemple, le nombre (574^6) écrit dans le système de huit chiffres , à traduire dans le système décimal.
Après avoir reconnu par des multiplications successives, que les puissances de 8 jusqu'à la 4' inclusivement, sont 8, 64 f 5i2, 4*^9^9 ^^ peut disposer ainsi les calculs:
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5". . . , 4og6 X 5 -= 20480
Donc (57436) = 24350
Vérification d'après la règle établie n® 119:
121. On peut donner de la question inverse une solution plus simple et surtout plus en rapport avec celle de la question directe.
Reprenons le même nombre (57436) qu'il s'agit de faire passer du système de huit chiffres au système décimal.
D'après le principe fondamental du n*^ 116^ le premier chiffre à gauche qui est 5 , représente des unités 8 fois plus grandes que celles du second chiffre 7; donc , en multipliant 5 par 8, et ajoutant 7 au produit, ce qui donne 47 (ou quarante^ sepi)j on aura le nombre total des unités du 4* ordre (système de huit chiffres) que renferme le nombre proposé. Parla même raison, si Ton multiplie 47 P^f 8, et qu'on ajoute 4 au produit, ce qui donne 38o ( ou trois cent quatre-vingts ) , on aura le nombre total des unités du 3^ ordre (système de huit chiffres ) que renferme le nombre proposé.
Pareillement , si l'on multiplie 38o par 8 , et qu'on ajoute 3 au produit , ce qui donne 3o43 , on aura le nombre total d'unités du second ordre que renferme le nombre proposé. Multipliant enfm 3o43 par 8 , et ajoutant 6 au produit, on obtient 24350 pour le nombre total d'unités du premier ordre (ex-
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primé dans le système décimal) que renferme le noinbi'c>proposé.
Voici comment ou peut disposer le calcul :
Règle générale : Multipliez le premier chijfre à gauche, du nombre préposé , par la base B écrite dans le sjsthmc dé" cimaly et ajoutez au produit le second chiffre (eu partant de la gauche) ; multipliez la somme ainsi obtenue par la base B, et ajoutez au produit le 3* chiffre; et ainsi de suite.
Cette règle est précisément l'inverse de celle qui a été établie n** il9 , ainsi qu'on peut le reconnaître en comparant le tableau des calculs qui viennent d'être exécutés avec celui qui termine le numéro précédent.
iSd. Aux deux questions des n**' 119 et 120, se rattache une troisième question plus générale qui a pour but de passer d'un sjrsteme dont la base est B au système dont la base est 6'.
La règle à suivre dans ce cas , consiste à faire passer le nombre proposé du système B au système décimal (n® i^O), puis de celui-ci au système B' (n° 119).
Proposons-nous, pour exemple, de faire passer le nombre ( 23io4) du système quinaire (ou de cinq chiffres) au système duodécimal.
Voici le tableau des cs^lculs :
1654 I 12 137.... dix ou « II.... 5 (C5»)
o . • . . onze ou C.
Poi^c ^ 23 1 p4 y sy st. cinq) = ( ^5«, sysl. douze).
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On vérifierait ce calcul en reprenant les transforma tion» dans un ordre inverse, c'est-à-dire en passant du système duodécimal au système quinaire,
125. Les procédés pour effectuer les quatre opérations fon« darnentales de rArithmétique sur des nombres écrits dans an système quelconque , ne diffèrent pas essentiellement de ceux qui ont été établis pour le système décimal. Seulement, il faut bien se rappeler la loi qui existe entre les unités de différents ordres , afin de pouvoir, au besoin , convertir des unités d'un ordre quelconque en unités de l'ordre immédiatement supérieur ou inférieur.
Pour familiariser les commençants avec les différents systèmes de numération , nous proposerons un exemple de cba— cune des opérations, exécutée dans le système duodécimal, dont les cai*actères sont, comme nous l'avons déjà vu n** il9,
i**. Soit à ajouter les nombres
37q4«i, ^2956, 27^*5, ^8me.
En commençant d'abord par les unités 3704*
simples , on dit « et 6 font 14 , et 5 font C2956
19, et t font 28. On pose 8 et Ton retient 27^*15
2 douzaines pour les reporter à la co- ^8aC
lonne des unités du 2' ordre. iStSiS
On dit ensuite : 2 et 4 fout 6, et 5 font Cj et « font 19, et a font 27. On pose 7 et l'on retient 2 pour les reporter à la colonne des unités du 3* ordre , sur laquelle 011 opère comme sur les précédentes ; et ainsi de suite. On obtient enfin 1 5*678 pour la somme demandée.
a**. Soit à soustraire de 640046
IjC nombre. 4?*^^
121677 Comme on ne peut soustraire ? de 6 ^ on a recours à l'artifice
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du 11" 14, et Von dit G de 16, il reste 7. Passant à la colonne suivante , on augmente 8 d'une unité' , et l'on dit: 9 de i4 9 il reste 7. Ensuite 7 de 10, il reste 5 ; C de 10, il reste 1 ; 8 de *, il reste 2 ; eufin 4 de 5 , il reste i . Ainsi 1 2 1677 est le résultat demande'.
3®. Soit à multiplier 3/\o']m
par 5«68
228628 [Nous sommes censés avoir sous les yeux une table de multiplication , poussée jusqu'à C (ou onze) qui est le plus haut chiffre du système. ]
£n multipliant d'abord 34079& par 8 , je dis : & fois a font 68; je pose 8 et retiens 6. Ensuite, 8 fois 7 font 48, et 6 de retenue font 52 ; je pose 2 et retiens 5. 8 fois o font o, et 5 de retenue font 5 ; je pose 5; 8 fois 4 font 28 ; je pose 8 et retiens 2. Enfin 8 fois 3 font 20, et 2 de retenue font 22 ; je pose 2 et avance 2. Le fvenûer produit partiel est donc 228528.
Quant aux autres produits partiels du multiplicande par les autres chiffres du multiplicateur , on prouverait., par des raisonnements analogues à ceux qui ont été faits (n° Si) pour le système décimal , que tout se réduit à multiplier successive^ ment le multiplicande par chacun de ces chiffres considérés comme exprimant des unités simples , et à écrire chacun des produits au-dessous du précédent , en les avançant au fur et à mesure d'un rang vers la gauche.
Additionnant enfin tous ces produits, on trouve pour résultat, 177608828.
4". Vérifions cette opération par la division ; il suffit , pour
cela, de diviser le produit ob- /? 00 o . tr 1:0
it 1 r I- /-« 177D00020 ) o«oo
tenu, par lun des facteurs, 5a68 L r^
par exemple. « ^
Pour obtenir le chiffre des unités les plus élevées du quotient, il faut prendre les cinq premiers
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chiffres à gauclie du.dîvidende , et diviser 17760 par 5«68. Pour cela , on cherche en 1 7 combien de fois 5 ; il y est 3 fois pour ]3, et Von écrit 3 au quotient. Multipliant le diviseur par 3 , et retranchant le produit, du premier dividende partiel , on obtient pour reste if«o, qui, suivi du chiffre 8 , donne IM108 pour le second dividende partiel , sur le'quel on opère comme sur le précédent.
Divisant imio8 par 5fl£8, ou plutôt le par 5 , on a pour quotient 4 9 que Ton écrit à la droite du précédent , et pour reste de la nouvelle division partielle , 3«o.
Comme , le chiffre suivant 8 étant abaissé, le nouveau dividende partiel 3«co8 ne contient pas le diviseur, on met un b au quotient , et l'on abaisse le chiffre a du dividende ; ce qui donne B«o82 pour nouveau dividende partiel.
Opérant sur celui<*ci comme sur les précédents, on trouve pour quotient 7 , et pour reste 4*98.
Abaissant enfin le dernier chiffre du dividende, et divisant 4*968 par 5i£8 , on obtient « pour quotient et o pour reste.
Donc , 3407* est le quotient demandé.
Nous engageons les élèves à s'exercer sur d'autres exemples pris au hasard, et dans différents systèmes, particulièrement sur les deux dernières opérations, ces exercices étant très propres à leur donner l'habitude du calcul.
IM. La question du u° 129 , qui a pour objet de passer d'un système quelconque B à un autre système B', peut étfc résolue directement , c'est-à-dire sans que l'on soit oblige de passer d'abord du système B au système décimal , et ensuite de celui-ci au système B'. Il suffirait , pour cela , de ira duire la base B' dans le sjrsthme B , et tT appliquer la règle du n* 119 , en effectuant les opérations dans te sjrsthme B ; ou bien encore de traduire la base B dans le sjrsthme B' et d'appli-^ querVune des règles des n?* 180 e^ 181 , en effectuant les opé^ rations dans le sjrsthme B'.
^o\k% ne nous arrêterons pas davantage sur ces opérations qui n'offrent aucune difficulté.
PRINCIPES
quelques avantap^es sur le système décimal, en raison de ce que sa base douze renfértue un plus grand nombre de facteurs que dix. En efiPet , douze est divisible par 2, 3, /^^S , tandis que les seuls facteurs de dix sont 2 et 5. Mais on ne pourrait substituer le système duodécimal , ou tout autre ^ au système décimal , sans modifier la nomenclature de manière à l'approprier au système adopte, et à lui permettre d'énoncer, conformément à ce nouveau système de numéiUtion, les noncibres écrits en chiffres.
Nous aurons, d'ailleurs, plus d'une occasion de reconnaître que la plupart des propriétés qui ont été découvertes sur les nombres, sont indépendantes du système de numération que l'on adopte. Quelques-unes semblent appartenir au système décimal en particulier ; mais leurs analogues n^en existent pas moins dans les autres systèmes. L'emploi des lettres de l'alphabet, pour représenter les nombres, est trèspropre à faire ressortir la généralité de ces propriétés , en ce qu'elles sont applicables à tous les nombres, quelque soit le sysr terne de numération dans lequel ils sont énoncés ou exprimés.
§ II. Divisibilité des nombres.
iâ6. La propriété dont jouissent certains nombres d'être exactement divisibles par d'autres, et la recherche des diviseurs d'un nombre, forment une des théories les plus importantes de l'Arithmétique. Cette théorie repose sur une série de principes dont l'exposition exige bieaucoup d'ordre; nous allons les développer successivement.
Définitions préliminaires. — On dit qu'un nombre entier est exactement divisible par un autre , lorsqu'il existe un troisième nombre entier, qui , multiplié par le second , donne le premier.
Tout nombre entier qui en divise exactement un autre , est appelé facteur, diviseur, ou sous-multiple de ce nombre ; et celui-ci est dit multiple du premier.
Tout nombre entier qui n'a d'autres <// wjei/rf quel ui-iuêine
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el )*anité, est appelé nombre premier absolu , on simplement nombre premier.
Deux nombres entiers sont â\ts premiers entre eux lorsqu*ils n'onl d'autre diviseur commun que Tunité (qui est diviseur de tout nombre).
Il résulte de là qu'un nombre /;rew/er qui ne divise pas exactement un autre nombre entier, est premier avec celui-ci, puisque alors ils ne peuvent avoir de diviseur commun que l'uni té.
Ces définitions ont déjà été établies au numéro 1$1.
127. PftSMiER PRINCIPE. — Tout nombre entier P qui divise exactement l'un des /acteurs du produit A XB, divise néces^ sairement le produit j ou, ce qui revient au même, tout nombre entier qui en divise exactement un autre , divise né-cessairement les multiples de cet autre nombre. ( Voyez n° Ki. )
En effet, soit Q le quotient supposé exact, de la division de A par P;onaA=:PxQ, d'où , multipliant les deux membres de cette égalité par le même nombre B,
A.XB=PXQXB=PXQB (n»26);
on voit donc que P divise exactement le produit AB. ' 188. Second pringipe» — Tout nombre entier P qui divise exactement un produit AB, e< qui est premier avec Vun des deux facteurs, divise nécessairement P autre Jùcteitr,
Supposons , par exemple , que P, diviseur exact du produit AB , soit premier avec A ; {e dis que P doit diviser B.
En effet , puisque A et P sont deux nombres /;rem<er5 entre eux, il s'ensuit que, si on leur appliquait le procédé du commun diviseur (n^ttfi), on parviendrait, après un certain nombre d'opérations , à un dernier reste égal à i .
Appelons R 9 R%R^, R*. . . . i , les restes successifs de cette série d'opérations ( R', R", R*, . . . s'énoncent Rp««% R««»«de^
Gela posé , si , au lieu d'opérer sur A et P , on appliquait le procédé aux produits AxB, PxB, il est facile de voir que,
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dans cette nouvelle série d'ope'rations , on obtiendrait les mêmes quotients que dans la première; mais les restes seraient respectivement R X B , R'x B , R^ X B . . . , i X B. Par conséquent , comme le plus grand conmiun diviseur entre A et P est I, celui des produits ÀxB et PxB, est nécessairement iXB, ouB.
D*un autre côté , il suit du troisième principe établi n® Hi , que iout nombre gui en divise deux auires, divise leur plus grand commun diviseur, puisqu'en vertu de ce principe » il doit diviser le reste de chacune des divisions auxquelles donne lieu le procédé du n? ISS, Or P divise A X B par hypothèse ; il divise aussi évidemment P X B ; donc il divise i X B ou B ; ce qu^il fallait démontrer.
N. B, — Il est nécessaire deçupposer que P est premier avec l'un des deux facteurs; car, par exemple, 56 X i5 ou 84o est divisible par ^o et donne pour quotient 2 1 , quoique aucun des nombres 56 et 1 5 ne soit divisible par 4o. Cela tient à ce qae, 40 étant égal à 8 X 5 , le premier facteur 8 se trouve dans 56 ou 7 X 8, et le second facteur 5 se trouve dans 1 5 ou 5 X 3 ; donc 56 X i5 est égal à7X8x5x3,ou 7X3x8x5, ou enfin, à 21X 4^-
189. Troisiàm E PA|NCIP£. — - Tout nombre premier absolu?, fui divise exactement un produit A X B, doit diviser Vun des deux facteurs ,
£n effet , supposons que P ne divise pas A , il est nécessairement jE?/i9mier avec A (n* 186); donc il doit diviser B(u'' 1118).
De là résultent les conséquences suivantes :
i30. 1®. Tout nombre premier absolu qui divise A^, et en général une puissance quelconque A"* de A , doit diviser A.
£q effet , A' est la même chose que AXA. Or, tout nombre premier qui divise ce produit, doit (n° iSIO) diviser Tun des facteurs. De même A^ étant égal à A* X A , tout nombre premier qui divise A^ doit diviser A ou A*j et pour diviser ce dernier facteur, il doit diviser A ; ainsi de suite.
131. a®. Tout nombre F ^premier avec chacun des deux facteurs d'un produit A X B , ej/ aussi premier avec ce produit.
SUK LA DIVISIBILITÉ DES N0B1BRE5. I^^S
En eflel, un nombre premier absolu qui diviserait AB, devrait diviser A ou B; ainsi P et A , ou bien P et B, ne seraient pas premiers entre eux; ce qui serait contre la 8up« position.
i5S. 3*^. Lorsqu'un nombre N a été formé par la multiplica» tien de pU^fieurs autres, A , B, C, D , . . . , ce nombre ne peut avoir d^ autres foicteurs prfuiees que ceux qui entrent déjà JoiM A,B,C,D... .
En effet , tout nombre premier qui divise le produit ABGD et ne divise pas D, doit diviser ABC (u"" iS9) ; de même , tout nombre premier qui divise ABC et ne divise pas C , doit diviser AB , et par conséquent A ouB.
Ainsi , en d'autres termes, un nombre éiani formé parla multiplication de plusieurs autres, an ne peut l'obtenir de nou^ veau en multipliant des nombres qui renformeraieat des foc» teurs premiers différents de ceux qui entrent dans les nombres déjà multipliés,
135. QuiTRiiME ET DERiriCR PRINCIPE. — l^out nombre N , ^Zvisible par deux ou plusieurs nombres, a, bj c, . . . , premiers entre eux, est divisible par Surproduit.
En effet , puisque a divise II , on SLJizssaqyq étant un nombre entier ; mais par bypothèse, b divise-aussi N ; donc b divise aq ; et comme ^^ b^ sont supposés premiers entre eux, il faut (q** 128) que b divise exactement q^ et Ton a ^ = bq'; d'où l'on déduit N= a X bq' :=zaby<, q , Ainsi N est divisible par ab.
Pareillement, c divisapt 19, doit diviserai X q ; d'ailleurs, c est premier avec a, ^ , et par conséquent avec ab ( n^ 131). Donc, c doit diviser q^ et l'on a ^ zz^cq*' \ d'où l'on tire N =s û^ X cq''zszabc^ q" ; ce qui prouve que N est divisible par abc ; et ainsi de suite.
154. Conséquence. -— Si a, 6, c. . . , étant des nombres /;remiers entre eux, chacun entre comme facteur dans N un certain nombre de fois exprimé par nyp^q, , . <, le nombre N est divisible exactement par a"bfci, . . , et par tous les nombres c|a'on peut obtenir en multipliant deux à deux , trois à trois , etc. . . , les diverses puissances de a ,^, c. ,. , comprises de»
I<}6 PRIffCIPCS SDK LA DIVISIBILITÉ DES NOMBRES.
puis la première jusqu'ù celle dont le degré est marqué par n pour a , par p pour b , par q pour c. . . .
En effet , a,ftyC... , étant des nombres premiers entre e^x, il en est de même de a* , &', c^... ; donc (n® 135) leurs produits deux à deux, trois à trois... , doivent être aussi des diviseurs exacts de N. #
Ce principe sert de base à la recherche des dMseurs d^un . nombre, tant simples que composés, question dont nous nous occuperons bientôt.
15». Caractères de dwisibilité dun nombre par d^ autres. Il existe des signes auxquels on peut souvent reconnaître qu'un nombre est ou n'est pas divisible par d'autres nombres; ce qui est utile dans la pratique.
Les raisonnements dans lesquels nous serons entraînés pour établir ces caractères , reposent sur le principe suivant :
Soit un nombre A décomposé en deux parties B et C , en sorte qu'on ait A = B+C. ... (i).
i®. Si un quatrième nombre D diifise exactement les deux parties B ef C, il divise aussi leur somme A. (Voyez n* 5i.)
2**. Si le nombre D divise l'une des parties B, sans diviser
r autre C, il ne divise pas non plus A-, et le reste de la division
de A par D est égal à celui que donne la division de C par D.
La première partie de ce principe est facile à démontrer. En
effet , divisons par D les deux membres do l'égalité (f ] ; il vient
Or les deux termes du second membre sont des nombres entiers, puisque B et C sont, par hypothèse, divisibles par D ; donc le premier membre doit aussi être un nombre entier ; autrement on aurait un nombre fractionnaire égal à nu nombre entier, ce qui serait absurde. Ainsi A est divisible par D.
Quant à la seconde partie , il est clair, d'après l'égalité (2), que si, B étant divisible par D , G ne l'était pas, A ne le serait pas non plus; car autrement, il en résulterait encore uii nombre entier égal à un nombre fractionnaire. Mais il s'ngit actuelle-
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luenlde prouver que le reste de la division de A par D est égal au reste de la division de C par D^
Pour cela, observons que, B étant divisible par D, on a Br=:])Q (Q est uu nombre entier) ; C n'étant pas divisible par D,ona C=DQ'+R.
DoncB+CouA = DQ + DQ'H.R=D(Q + Q')+R (n*>il2).
D'où Ton voit que A divisé par D, donne pour quotient Q+QS 6( pour reste R, qui n'est d'ailleurs autre chose qu« le veste de la division de G par D ; ce qu'il fallait démontrer {*),
Passons actuellement au développement des difiPércnts caractères de divisibilité.
136. Propriétés des nombres 2 et 5, 4 <^^ ^^ 9 8 c^ 125.... 1 ®. 7 ^out nombre terminé par Pun des chijffres , o , 2 , 4 > G , 8 , est divisible par 2.
En effet , ce nombre peut être décomposé en deux parties , savoir : la partie à gauche des unités simples , considérée avec sa valeur relative , et le chiffre des unités simples. ( Far exemple, 385 76 revient à38570-|-6*) Or la première partie étant terminée par uuo, est multiple de lo; 10 est d'ailleurs divisible par 2 , puisque l'on a 10 =: 2 X 5 ; donc aussi cette première partie est divisible par 2. Mais un quelconque des chiffres o , 2, 4) 6, 8 , est divisible par 2 ; ainsi ( n^ iSU ) lu nombre total est divisible par 2.
Si le nombre est terminé par l'un des chiffres 1,3,5,7,9, il n'est pas divisible par 2 , puisque Tune de ses (xirtics est divisible, et que l'autre ne l'est pas.
N, B, — Tout nombre divisible par 2 , ou terminé par l'un des chiffres o, 2, 4) 6, 8, est dit un nombre pair. Les autres sont des nombres' impairs.
Tous les nombres pairs sont compris dans la formule 2/1 , n étant un nombre entier quelconque , et les nombre^ impairs dans la formule (2n-|- 1).
(^) Tontes les propositions établies depnis le n** 127 jn&qu'an no 15^ iiiclosivemeni, soni vraies Hans tous les systèmes Ae numération.
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2®. Tout nombre' Icnniné par un o ou un 5 est dwisibk par S. — Même déinoQStration que pour le diviseur a. ' Si le dernier cbiffre est différent de o ou de 5 , le nombre n'esc pas divisible par 5 ; elle reste de la division de ce nombre par 5, est égal au reste de la division du dernier chiffre par 5 (n^i55); c'est-à-dire que le reste est le cliiffre lui-même si celui-ci est moindre que 5 ; et dans le cas contraire , le reste est l'excès de ce chiffre sur 5.
Ainsi i3a^ divisé par 5 donne pour reste 2 , qui est égal au reste de la division de 7 par 5^ ou à l'excès de 7 sur 5.
De même, 34789 et 71436 donnent respectivement pour restes l\e\.i.
y*. Tout nombre est ou n'est pas divisible par 4 ou par 25, suivant que le nombre exprimé par les deux derniers chijfres est ou n'est pas divisible par 4 ou par 25.
£n effet, ce nombre peut se décomposer en deux parties : la partie à gauche des dixaines, considérée avec sa valeur relative, et la collection des dixaines et unités. ( Par exemple, 354^ et 2^7875 reviennent à 35oo H- 48 et 27800 -f- 75.) Or la première partie étant terminée par deux zéros , est multiple de 100 ; 100 ^st divisible par 4 ou par 26, puisque 100 =: 25x 4' donc cette première partie est aussi divisible par 4 ou par 25; mais la seconde partie est elle-même , par hypothèse , divisible par 4 ou par 25 ; donc le nombre total est divisible par 4 ^^ par 25.
Ainsi 3548 est divisible par 4 9 parce que 48 est un multiple de 4 ; 27875 est divisible par 25 , parce que 75 est un multiple de 25.
. Mais 13758 n'est pas divisible par 4 et donne le reste 2, c'est-à-dire le même que ce^ui de la division de 58 par 4*
aSôSg n'est pas divisible par 25 et donne pour reste 9, ou le reste de la division de 59 par 25.
N. B, — Pour le nombre 25, il n'y a évidemment que les nombres terminés par 00, 25, 5o, ou 75, qui soient divisibles par 25.
4*. Tout nombre est ou n est pas divisible par 8 ou ptir 12^?
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suwant (jue le fiombre exprimé par les trois derniars chiffras est ou nesi pas divisible par 8 ou par 1 25.
Nous ne développeroos pas la démonstraiioD , parce qu'elle est analogue aux précédentes, il nous suffit d'observer qu'elle est fondée suv ce que looo = 125x8. D'ailleurs, cette propriété n'est guère en usage. .
157. Propriétés des nombres 3 et g. — Tout nombre dont la somme des chiffres , considérés at^ec leur valeur absolue , est divisible par 3 on par 9 , est lui-même divisible par 3 ou par 9.
Remarquons d'abord que, si d'une puissance quelconque de 10, ou de l'unité suivie d'un nombre quelconque de zéros , on retranche i , le résultat est divisible par 9; car ce résultat se compose d'autant de chiffres 9 écrits les uns à la suite des autres , qu'il y avait de ze'ros. Or, la valeur absolue de chaque chiffre 9 est divisible , soit par 3 , soit par 9 ; donc il en e»t de même de sa valeur relative , qui est un multiple de la valeur absolue. Ainsi , le résultat est aussi divisible par 3 ou par 9.
Cela posé, pour généraliser davantage nos raisonnements, nous appellerons N le nombre proposé , et nous désignerons par a, b^ Cy df„» les chiffres de ses unités, dixaines, centaines, nulle j.. .\ en sorte que l'on aura N es . . . gfâcbay ou plutôt , eu vertu du principe fondamental de la numération décimale,
N =: a -f- 1 o ^ -f- ' o"* ^ + ' o^ ^ + ' o^ <^ +••• Or, cette égalité peut être mise sous la forme
jj^|+(io — i)^+(io»— i)c+(io'-iy+(io^^i)/+... I+/2 +^ -\ c +d -irf -h...
[Par exemple , 10^.^= io\ dt— ^ + ûf= (lo^-r^ 1)^+.^.] Or, d'après ce qui vient d'être dit, lor-i , 10'— 1 ,10^ — i..., et en général, 10* — 1, étant divisibles par 3 ou par 9, la première ligne horizontale s^ compose d'une suite de nombres multiples de 3 ou de 9; ainsi , cette première partie du nombre N est elle-même divisible par 3 ou par 9. Donc , si la se-
condc partie , qui n'esl autre chose que la somme des chiffres du nombre propesé, considérés avec leur valeur absolue, si cette seconde partie , cUs-je , est divisible par 3 ou par 9 , le nomJbre total est lui-même divisible par 3 ou par 9.— C.Q.F.D.
158. Pour obtenir le reste de la division d'un nombre quelconque f par 9 ou par 3 , il suffit Refaire la somme des chiffres considérés avec leur valeur absolue, et de diviser cette somme pargou par 3. Si cette division ue donne pas de reste , le nombre, total est divbible par 9 ou par 3 ; mais si Ton obtient un reste, il est le même que celui qu'on obtiendrait en divisant le nombre total par 9 ou par 3.
C'est une conséquence du principe établi u® 155.
IM. Propriété do nombre 11. — Tout nombre est divisible par 1 1 lorsque la différence entre la somme des chiffres de rang impair, à partir de la droite, et la somme des chiffres de rang pair, est o ou un multiple de ti.
Avant de démontrer cette propriété , il est nécessaire de remarquer
i\ Que toute puissance dun degré pair, de to^ diminuée d'une unité, donne un résultat divisible par 1 1 .
En effet, ce résultat est nécessairement composé d'une suite de chiffres 9 en nombre pair, écrits à la suite les uns des autres ; or, chaque tranche de deux chiffres, considérée seule, forme 99 ou 9X11, et est par conséquent divisible par 1 1 ; donc la valeur relative de chaque tranche, qui est un multiple de la valeur absolue , est elle-même divisible par 1 1 . Donc , eu gé^ néral, lo"— i est divisible par 11 (2/1 exprimant, comme nous l'avons déjà dit , un nombre pair).
a**. Qiie toute puissance dun degré impair, de 10^ augmentée d'une unité, donne un résultat divisible par 11.
En effet, une puissance d'un degré impair quelconque de 10, peut être exprimée par lo»"**"' (n*» 136). Or, on a
io**+' = 10" X 10 Çvqyez n« 112) ; ou bien encore ,
ail't'i ... 1 rkia
= io'»x io — 10 + io = (io*" — I ) 10+ 10;
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ajoutant i aux deux membres , on en conclut
ÏO»»"**»-f. I=:(|0'" — l) IO+ II.
Mais lo'* — I est divisible par 1 1 , d'après la première remarque; 1 1 est d'ailleurs divisible par lui-même ; donc lo'*"*"*-!-' est aussi divisible par 1 1 .
Cela posé, soit "Nzzzhgfdcba le nombre proposé. On a, d'après le principe fondamental de la numération décimale ,
N=a+ ioô + io*c-f- lo^d-^ lo^f-j- lo*^ +•••, égalité qu'on peut mettre sous la forme
N = ! +(ïo + 0*+(io*— i)c+(io'+i)rf+(io4— 1)/+... +a — b +c — d +f — ...
Or, d'après les deux remarques précédentes , la première li— 'gne se compose de nombres essentiellement divisibles par 1 1 , et forme par conséquent une première partie qui est ellemême divisible par ii. Donc si la seconde partie, qui n'est autre chose que la différence entre la somme a '{-€-{' J'-^-h-i-,.. des chiffres de rang impair, et la somme ^ -f-rf + g^-f-... £/c* chiffres de rang pair, est divisible par ii, comme on l'a supposé, le nombre total N est aussi divisible par 1 1. — C, Q. F. D.
140. Lorsque la différence entre la somme des chiffres de rang impair et la somme des chiffres de rang pair, n'est pas o ou un multiple de 1 1 , le nombre total n'est pas divisible par 1 1 , puisque l'une de ses parties est divisible et que l'autre ne l'est pas. Mais alors il y a deux cas à considérer relativement à la manière d'obtenu* le reste de la division :
1**. Si la somme des chiffres de rang impair est plus grande que la somme des chiffres de rang pair, la différence devra être ajoutée à la première ligne horizontale de la valeur de N. Désignant donc cette première ligne par 6, et la difféi*éncea ajouter par C , on aura N = B-4"C; et si C n'est pas divisible par 1 1 , /e reste de la dis^ision de "^par 1 1 est celui qu'on oùtien» drait en dis^isant Q par 1 1 (n° iS5).
a*. Si, au contraire , la somme des chiffres de rang pair est plus grande que celle des chiffres de rang impair, la diffc-
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rciice devra être soustraite de la preDiière ligne , et Ton aaia N=Bt— G; G désiguani toujours la valeur numérique de la différence.
Or, B étaut multiple de 1 1, et G renfermant lui-nicme, en (rénëral, un certain multiple de 1 1 plus un reste R moindre que 1 1 , il s'ensuit que N ou B — G peut être mis sous la forme
N = Il X w — R,
ou bien N=sii(m — i)-|-ii — R.
D'où Ton voit que, dans ce cas, le reste de la division de ^ par 1 1 est égalait résultat qiCon obtient en retranchant R ^e 1 1, ou , en termes abre'gés , au complément de^ à 1 1 .
Soit, pour fixer les idées, le nombre 47356708. En faisant la somme des chiffres de rang impair, à partir de la droite , ou trouve 27 ; faisant de même la somme des chiffres de rang pair, on obtient i3. Or, la première somme est plus grande que la seconde. Donc, si l'on prend la diffiérence , ce qui donne 14 ) le reste 3 , de cette différence divisée par 11, sera égal à celui de la division du nombre total; ce qu'on peut vérifier aisément, en effectuant cet^e dernière division comme à l'ordinaire.
Mais si l'on avait ie noinbœ 37o546345, puisque la somme des chiflres de rang impair est i5, et que celle des chiffres de rang pair est 22 ^ i5 , il s'ensuit que , si l'on prend la différence entre ces deux sommes, ce qui donne 7, le reste de la division du nombre total par 11, n'est pas 7, mais bien m — 7i ou 4 9 comme on peut s'en assurer.
i4i. Preuves par 9 et par 11 de la multiplication et de la division, — Nous ne pouvons passer sous silence un moyeu simple et très-commode de vérifier la multiplication et la division des nombres entiers. En voici l'énoncé :
Faites successivement la somme des chiffres du mulupHcande et la somme des chiffres du ^multiplicateur, enajfanl soin doter, au fur et à mesure , tous les 9 que ces deux sommes renjermenlj vous obtenez ainsi deux rcsl(\^ qui (n^ 158) ne
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sont autre chose que les restes de la division des deux facteurs par 9.
Multipliez ces deux restes l'un par Vautre , et cherchez de la même manière le reste de la division de leur produit par 9.
Enfin , faites la somme des chiffres du produit obtenu , en étant tous les g qui se trouvent dans cette somme; vous obtenez un nouveau reste qui doit être égal au précédent pour que l'ope'ration soit exacte.
Soit , par exemple , à multiplier l'un 5 86 8 I 2
par l'autre les deux nombres 5786 et , ^ — rz
. 47^ 1 I ^ 47^ ; la multiplication étant effectuée
d'après le procédé connu, on fait la 209^0
somme des chiffres du multiplicande, en 4^^®^
ôtant les 9 au fur et à mesure; ainsi l'on ^'^'44
dit y en commençant par la gauche : 274835o
5 et 7 font 12 ; de 12 ôtez 9, il reste 3; 3 et 8 font 11. de il
ôtez 9, il reste 2 ; enfin , 2 et 6 font 8 ; c'est le reste de la divi>
sion du multiplicande par 9, et on l'écrit à part.
On opère de la même manière sur le multiplicateur; ce qui donne pour reste 7, que l'on écrit au-dessous de 8, comme on le voit ci-dessus.
On multiplie 8 p^r 7 ; il vient 56 et l'on dit : 5 et 6 font 1 1 ; ôtez 9, il reste 2 qu'on place à la droite de 8. Enfui, l'on opère sur le produit total comme sur les deux facteurs ; ce qui donne le nouveau reste 2 qui doit être égal au précédent pour que l'opération soit ex acte .
Pour rendre raison de la preuve par 9 d'dune manière générale, désignons par A et B les deux facteurs proposés, par Q, Q', R et R', les quotients et les restes de la division du multiplicande et du multiplicateur par 9 ; on a les égalités suivantes :
A = 9XQ + R,
B = 9XQ' + R' Multipliant membre à membre ces deuxt)galités, on ohlicnl
(a'^iia).., AB=9\QQ' + 9. Ql\ + 9. QU'-f-RlV.
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Or les trois premiers termes du second membre de celte nouvelle égalité sont e'vîdeuiment des multiples de g; donc (ii*> i5tt) le reste de la division du produit AB par 9, doit être égal à celui que donne le produit RR' divisé par 9 ; ce qu'il fallait démontrer.
Sî l'un des deux facteurs de la multiplication est divisible par 9, le produit doit Tètre également ; alors R ou R' est nul. 11 en est de même si le produit RR' est multiple de 9.
Quant à la preuve de la division , il peut arriver deux cas : ou y en effectuant la division d'après le procédé connu , Ton n'obtient pas de reste , ou bien l'on en obtient un.
1^ — S'il n'y a pas de reste, le dividende étant alors le produit exact du diviseur par le quotient obtenu, on peut appliquer la règle précédente en regardant le diviseur et le quotient comme les deux facteurs d'une multiplication , et le dividende comme le produit.
2^ -— Si l'on obtient un reste , comme, en appelant N le dividende total , D le diviseur, Q le quotient , et R le reste, on a l'égaljié
N = DQ + R.
il s'ensuit que le reste de la division de N par 9 doit être égal J^ la somme du reste de la division de DQ par 9, et du reste de la division de R par 9 (somme qu'il faut toutefois diminuer de 9 si elle est plus grande que ce dernier nombre}.
N* B. — Toutes les fois qu'on fait usage de la preuve par 9, et que le reste trouvé au produit total, n'estpas égal au 3' reste, on peut conclure que la multiplication n'a pas été faite exactement; mais si le reste du produit est ^;al au 3*, il est présumable que l'opération est justet cependant, on ne saurait l'affirmer, pomr deux raisons principales: la première , parce qu'où a pu écriiv, M>it dans les produits partiels, soit dans le produit total , des zéros pour des 9 , et d'après la nature de la preuve , on ne pourrait s'apercevoir de l'erreur ; la seconde, parce que deux chiffres, soit des pi^uits partiels, soit du )>roduît total , {Peuvent être , Tun trop fort , l'autre trop faible
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du même nombre d unités; ce qui ferait compensation dans raddition des chiffres du produit; ainsi encore l'on ne s'aper* cevrait pas de Terreur.
Cette preuve , quoique très-coinuiode dans la pratique, n'est donc pas rigoureuse ; et l'on ne doit la regarder, lorsqu'elle réussit, que comme une demi'preuye , que l'on emploie seulement lorsqu'on est presse' par le temps; mais quand elle ne réussit pas , on est toujours sûr que l'opération est fausse.
La preuve par 1 1 , qui ne diffère de la preuve par 9 que dans la manière d'obtenir le reste de la division dtnn nombres par 1 1 {vojrez n® i40), est préférable , quoique étant elle-même sujette à quelques erreurs ; mais ces erreurs doivent se présenter beaucoup plus rarement.
Du reste , les preuves dont nous venons de parler sont susceptibles d'être appliquées également à la multiplication et à la division des fractions décimales, puisque ces opérations s'effectuent à la manière de celles des nombres entiers.
142. Il existe également des caractères auxquels on peut reconnaître qu'un nombre est divisible par les nombres /remiers 7, i3, i7«.«; mais les règles qu'il faut suivre sont, dans la pratique , beaucoup plus longues que l'opération qui consiste à essayer directement la division du nombre par 7, 1 3. . . Ces questions , de pure curiosité , exigent d'ailleurs d'autres notions algébriques que celles dont nous avons fait usage jusqu'à présent.
Nous engageons seulement les élèves à s'exercer sur la question suivante : Quels sont, dans un système de numération quelconque dont la base est B, les deux nombres qui jouissent de propriétés analogues à celles de g et de 11 (onse) dans le système décimal; et démontrer ces propriétés? On y parviendra facilement en se rappelant que , dans tout système de numération , une puissance quelconque de la base est exprimée par l'unité suivie d'autant de zéros qu'il y a d'unités dans le de|!;ré de la puissance, c'est-à-dire par 10", n étant ce degré.
Quant aux caractères de divisibilité d'an nombre par
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les mulliplcsô, 12, iS, 18, 36, 45, des nombres premiers 2, 3 et 5 y ils sont assez simples pour trouver place ici.
I®. Un nombre est divisible par & ou par 1 8 lorsque, ce nombre étant pair, la somme de ses chiffres, considérés dans leur valeur absolue , est divisible par 3 ou par 9.
Car ce nombre est alors divisible par 2 , et par 3 ou par g ; or, 2 et 3, ou 2 et 9 , sont premiers entre eux ; donc (n® 133) le nombre est divisible par 6 ou par 18.
2®. Un nombre est divisible par 1 2 ou par 36 lorsque les deux derniers chiffres , considères dams leur valeur relative , formant un nombre multiple de ^^ la somme des chiffres est , en outre , disàsible par 3 ou par g. Car alors, le nombre est divisible par 4 , et par 3 ou par 9 ; donc il est divisible par 4x3 ou par 4X9, c'est-à-dire par 12 ou par 36.
3**. Enfin , un nombre est divisible par i5 ou par 45 lorsque, le dernier chiffre étant un o ou un 5 , la somme des chiffres est divisible par 3 ou par 9 ; car alors le nombre est divisible par 5, et par 3 ou par 9, et par conséquent par i5 ou par 45.
Passons actuellement à la recherche de tous les diviseurs d'un nombre , tant simples que composés. Gomme celle question est d'une très-grande importance , nous allons l'exposer d'une manière complète et générale.
144. Soit N un nombre dont il faut trouver tous les divi* seims tant simples que composés.
Désignons par a le plus petit nombre premier, à partir de 2, qui diirise N , et effectuons la division de N par a autant dé fois successives qu'il est possible ,- soit n le nombre de fois que la division a ptt s'effectuer, en sorte qu'on ait N =«• xW, N' ne renfermant plus le facteUr a. Puisque tout nombre premier différent de a^ qui divise N , doit (n® 129) diviser N', il s'ensuit que la recherche des facteurs premiers de N , autres que a , est ramenée à celle des facteurs preiiliers de N'^ nombre plus simple que N.
Désignons de même par b le plus petit nombre premier qui divise N', et par p le nombre de fois que ce facteur y entre;
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on aura N' = ^z» x N'', d'où Ton déduit N = a"ùP X N", N" ne i^enferinant plus les facteurs premiers aet ù.
Désignons encore par c le plus petit nombre premier qui divise N", et par q le nombre de fois que ce facteur y entre ; on trouvera N" = c^ X N**, et par conséquent Nssa^^Pc* X N*.
En continuant cette série d'opérations, On obtiendra bientôt un quotient qui sera un nombre premier ou une certaine puissance d'un nombre premier (circonstance qui se reconnaît à ce (ju'en prenant ce nombre premier pour diviseur, autant de fois successives qu'il est possible ^ on finit par trouver un quotient égal à V unité).
- Supposons, pour fixer les idées, que ^'^ soit égal h d',d étant un nombre premier ; on aura alors N = a^bPtléty a, b, Cy d représentant ( n® 132) les seuls facteurs premiers que puisse renfermer N.
Le nombre N est dit alors décomposé en ses facteurs simples.
Si l'on vent ensuite former les diviseurs composés , il faudra (n** IM) déterminer tous les produits qu'on peut obtenir en multipliant deux à deux, trois à trois, etc.. , les puissances de ces facteurs premiers , comprises depuis la première Jusqu'à la puissance n^'*"' pour «, p*^^' pour b , ^'*"*' pour c . . .
Pour être sûr d'obtenir tous les diviseurs , il est tonvenable de suivre un certain ordre ; et pour cela, on forme les deux tableaux suivants :
Soit proposé le nombre '588o.
Premier tABLEAu. — Retherche des diviseurs simples.
ODOO
Apres avoir tracé à la droite de 588o une banc verticale
t88 RECHERCHE
on écrit 2 qui est le plus petit diviseur de 588o , à côté de la barre, et sur la même ligne que 588o ; puis on effectue la division, et Ton place le quotient 2940 au-dessous de 588o.
2940 étant encore divisible par 2 , on écrit ce nouveau diviseur au-dessous du précédent, et le nouveau quotient 1470 au-dessous de 2940.
1470 étant encore divisible par 2 , on place ce nouveau diviseur au-dessous du précédent , et le nouveau quotient 786 au-dessous de 1470.
Le quotient 735 n'est plus divisible par 2, mais il f est par 3, nombre premier le plus simple après 2. On écrit 3 au-dessous du dernier diviseur 2 , puis on divise 735 par 3 , ce qui donne pour quotient 245 qu'on pkice au-dessous de 735.
245 n'est plus divisible par 3 , mais il l'est par 5 que Ton écrit aU'ndessous du diviseur 3 ; et l'on a pour nouveau quotient 49» qu'on place au-dessous de 245.
49 n'est plus divisible par 5, mais il l'est par 7, qu'on écrit sous le diviseur 5. Le quotient de 49 f^^ 7 est 7, qu'on place au-dessous de 49*
Enfin , 7 étant un nombre premier^ on l'écrit de nouveau comme diviseur, dans la colonne à droite ; et , comme on ob« tient 1 pour quotient, l'opération est terminée.
On trouve alors pour le résultat de toutes ces opérations ,
et le nombre se trouve ainsi décomposé en ses /acteurs sim^ pies,
Secoic TABLEAU. — Fomiation de tous les diviseurs , tant simples que composés. {T^ojrez la page suivante.)
Pour obtenir tous ces diviseurs , on écrit d'abord sur une même ligne horizontale les quatre nombres 1^2,498, qui sont évidemment diviseurs de 588o , puisque i est diviseur de tout nombre, et 'que, d'après la décomposition opérée cidessus, 588o a pour facteurs 2*, 2*, 2''.
Cela posé, on multiplie tous les termes de cette première ligue par le facteur 3, et Ton obtient une nouvelle ligne de
DE TOUS LES DIVISEUIlS d'UN NOMBRE. 189
diviseurs, 3, 6, 12, 24, qu'où placé respectivement au-dessous des précédents.
Passant au facteur 5 , on multiplie tous les termes des deux lignes précédentes par ce facteur, et Ton obtient deux nouvelles lignes de diviseurs, 5, 10. . . , i5, 3o. . . .
Passant au facteur 7 qui entre deux fois dans le nombre proposé, on multiplie d'abord tous les termes des quatre lignes précédentes, par ce facteur, ce qui donne ^ua/re- nouvelles lignes de diviseurs , puis tous les termes de ces quatre dernières lignes , par le même facteur 7., ce qui donne encore quatre nouvelles lignes de diviseurs.
On a donc, en tout, 12 lignes de 4 nombres chacune , ou 48 nombres qui sont autant de diviseurs de 588o.
loS,
Il est d'ailleurs facile de voir, i**. que tous les produits obtenus dans cette opération , sont des diviseurs du nombre proposé (cela résulte de l'expression 588o =s2^ . 3. 5 . 7'); 2^. que ce nombre ne saurait eu avoir d'autres. (^Fayez n^ 132.)
N. B. '^ Dans la pratique , il convient , pour la formation du second tableau , d'écrire sur la première ligne horizontale, les puissances du facteur premier qui entre le plus de fois dans be nombre proposé ; l'ordre des autres facteurs est ensuite lout-à-fait indifférent.
Nous proposerons pour exercice, de trouver tous les divi-
igo RECiiEKCiii: oi: tous les uiviseuus i» un nombre.
seurs des nombres
que 1*011 reconnaîtra respectivement égaux à
148. Dès qu'on a opéré la décoiuposition d'un nombre en ses facteurs simples, on peut aisément obtenir l'expression du nombre total des dwiseurs que renferme le nombre proposé, sans être obligé de former le second tableau.
Reprenons en effet l'expression générale
N=:a« bP c^ d\ et considérons la première ligne de diviseurs
dont le nombre est exprimé par (« + i).
En multipliant tous les nombres de cette première ligne, successivement par les termes A* , ^* , b^^ . . . , /^^, qui sont en nombre/; , on forme un nombrep.de nouvelles lignes de diviseurs de (fi + 1) termes cbacune, ou (n-f- i)Xp diviseurs, auxquels il faut ajouter les (w+i) diviseurs de la première ligne, ce qui donne (n+i) /?-|- (72+ i), ou (n-f- 1) (/?-f-i). [ Tous ces diviseurs sont des puissances de ^ et de 6 prises isolément ou combinées deux à deux.]
Multipliant maintenant tous les termes de ces différentes lignes de diviseurs, successivement par les termes c' ,c*,cr^, .. . ,d, qui sont en nombre q , nous obtiendrons un nombre de nouvelles lignes de diviseurs, exprimé par («-f- i) (/?-f- 1) X ^, auquel il faudra ajouter le nombre (n-f-i) {p -^ i.) des diviseurs formés précédemment.
Ainsi le nombre total des diviseurs déjà obtenus est exprimé par
(71+1) (i^+Ox^ + Cï+O [p+ i),ou (/2+I) (p+0(7-J-0;
et ainsi de suite.
GARACTèaES DES NOMBRES PREMIERS. I9I
D'où l'on déduit cette règle : augmentez d'une unité chacun des exposants n , p, q, des différenis facteurs premiers qui en^ trent dans N > puis multipliez entre eux ces exposants ainsi augmentés d*une unité j le produit exprime le nombre total des diviseurs de N , jr compris l'unité et le nombre lui-même, qui doiveat l'un et l'autre entrer en ligne de compte.
Dans l'exemple traité ci^dessus, comme on a trouvé
on doit avoir (S+O (i+J) (^ + C^+O^^^** 4-2*2«3, ou 48, pour le nombre total des diviseurs; c'est eu effet ce qui résulte de la formation du second tableau.
146. Remarque» — îl arrive quelquefois qu'e,n essayant la division d'un nombre N par les facteurs premiers 2 ^3, 5^ 7. . . , on n'en trouve auciin (]ui le divise exactement. Or, lorsqiCon a poussé Vépreus^e jusqu'à la partie entière de la racine carrée de N {voyez le n® 108, 7**), sans trouver aucun diviseur exact, il est inutile d essayer de nouveaux diviseurs , et Von peut assurer que N est un nombre premier.
Ainsi, 73 est un nombre premier; car la racine carrée de 73 est comprise entre 8 et 9, el aucun nombre entier jusqu'à 8 inclusivement, ne divise exactement 73.
Pour démontrer cette proposition , soient deux nombres A et B , dont le produit est égal à N ; et désignons par R la racine carrée deN.
On a AxB = RxK.
Or, pour que cette égalité subsiste, il faut cvidenimcnt que, si l'on a A> R , on ait par compensation , B <; R; ce qui prouve qu'il ne peut exister un diviseur de N , plus grand que R, par cela seul qu'il n'y en a pas de plus petit. Ainsi le nombre est premier.
Les jeunes gens qui savent déjà extraire des racines carrées reconnaîtront sans peine, d'après la remarque précédente,
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que Ii3'',7i9,9'j7, 33a9,8ia3,. .., sont des nombres pre-
147, Formation d'une table des nombres premiers.
Soit proposa , par exemple , de former une tftbie de tous les nombres premiers depuis i jusqu'à looo.
Ëa concevant les i ooo premiers nombres écrits à la suite les uns des autres, on commence par supprimer, i". tous les notiibies pairs, autres que 3^ a", tous les nombres multiples de 3 , autres que 3 (n'IST) ; 3". tous les uombres terminés païuiiS, autres que 5 (n° 138}.
Ces premières suppressions opérées, on peut déjà afiirmec que tous les nombres, compris depuis i jusqu'à 7 X 7 ou ^Qi et qui n'ont pas été effacés, sont des nombres premiers [puisque le plus petit multiple de 7 restant ne peut ètie que 1X7).
Ainsi, tous les nombres premiers depuis 1 jusqu'à 47 incluaivemenl sont déjà connus.
Maintenant, si l'oneflace toiw les multiples de 7 à partir de 4g, on peut affirmer que les nombres non supprimés, jusqu'à 11 X II ou lai exclusivement, sont des nombres premiers (puisque tous les multiples de II infértears à celui-là ont du disparaître).
Donc tous les nombres premiers depuis 1 jusqu'à 1 13 sont connus.
Eftaçant de nouveau tous les multiples de 11, à partir de 1 1 X I >, on pourra conclure que tons les nombres non efiacés . et compris depuis ii3 jusqu'à 167, nombre premier iminédinlcnient inférieur à 169 ou i3 X iS, sont des nombres premiers; et ainsi de suite. On voit avec quelle prouiptitudi;
('] Cmx nUiqoeU cvuo oprialion ne mail pu faniUicn: peaicnl te bor-
l.ni«l)U«, Klirit mvoif mayt iHrcwiitVMCM , smiu aucun tuceèi, lei h^xmAtm ftfWNtcn II 5, 5, 7>...
/jr <fiii> te ilrmirr rftii'ipHr rua
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on peut former une table de nombres premiers assez éten-* •Jue (♦).
148. Réduction des fractions au même dénominateur, — La règle ge'ne'rale établie , n^ 47 , pour réduire deux ou plusieurs fractions au même dénominateur, conduit ordinairement à des fractions dont les termes sont très-grands. Cependant , lorsque les dénominateurs primitifs renferment des facteurs communs, il est possible d'obtetiir un nombre beaucoup plus petit que leur produit, qui serve ensuite de dénominateur commun à toutes les fractions. C'est (fbncune question importante à traiter, pour la simplicité des calculs , que celle qui consiste à déterminer le plus petit multiple commun aux dénominateurs de deux ou de plusieurs fractions.
Or, voici la règle qu'il faut suivre pour obtenir ce nombre : Décomposez, d'après la règle n" £44, les différents dénominaleurs dans leurs facteurs premiers y formez ensuite le produit de tous ces fréteurs premiers éles^és respectivement à la plus haute des puissances auxquelles ces fréteurs se trouvent élevés dans les différents dénominateurs. Le produit ainsi formé est le nombre demandé.
D'abord , ce nombre est multiple de chaque dénominateur, puisqu'il contient tous les facteurs premiers à une puissance au moins égale à celle qui entre dans ce dénominateur. Je dis, en outre, que c'est le plus petit multiple commun à tous; car, pour contenir exactement un dénominateur quelconque, il faut qu'il renferme cliaque facteur premier à une puissance au moins égale à celle qui entre dans ce dénominateur.
Soit, par exemple, proposé de réduire à un même dénominateur les six fractions suivantes :
i3 17 23 173 319 5^3 60 ' 28 ' 7.^0 * aaS * 490 * 72^*
Les six dénominateurs décomposés dans leurs facteurs sini-
OCeUc méthode est connue soiu le nom de Crc^/e d^ÉnATOSTHÈNB. àriûi. B* l3
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pies, d'après la règle connue, reviennent à
2*.3.5, 2*,7, 2<.3.5, 3'. 5% îs.5.7*, a*.3*.5.
Les seuls facteurs premiers qui entrent dans ces dénominateursy sont 2, 3, 5y«t 7; et les plus hautes puissances auxquelles ces (acteurs premiers s'y trouvent élevés, sont 2^ 3*, 5*, 7^ Formant donc le produit de ces plus hantes puissances , on trouve 1 76400 pour le plus petit multiple commun à tous les dénominateurs ; et ce nombre est le dénominateur commun auquel il s'agit de réduire toutes les fractions.
Pour exécuter cette opération , on divise séparément le dénominateur commun par le dénominateur de chacune des fractions proposées ; et l'on multiplie le numérateur par le quotient correspondant.
Ainsi , dans cet exemple , considérons d'abord la première fraction.
La dîviùon de 176400 par 60 donne 2940 pour quotient;
d'où, en multipliant le numérateur de cette fraction par 2940,
_ . 38220 on obtient — -r-: — .
Passant à la seconde fraction et divisant 176400 par 28 , on
a pour quotient 63oo ; d'où, multipliant le numérateur par
63oo , on déduit — ^ — .
On trouverait de même pour les quatre dernières fractions,
Ces diverses opérations sont déjà assec compliquées ; mais elles seraient bien plus laborieuses, et Ton parviendrait à un
dénominateur incomparablement plus grand, si l'on suivait
la règle établie n® 47. (On trouverait 320o6o 16000000.)
Au reste, les décompositions des dénominateurs dans leurs
facteurs simples se font, le plus souvent , à la seule inspection
de ces nombres , surtout lorsqu'ils renferment plusieurs fois
les facteurs 2,3,5, pour lesquels on a des caractères de di"
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visibilité, ainsi que pour leurs niuUiples 4, 6, 8,9, 12, i5,
Nous proposerons pour exercice les fractions suivantes ,
i3 17 ii3 527 1211 36i3 5237
(Le plus petit multiple de tous les dénominateurs est 7^. 3'.5*.7^ = 4939200.)
149. Remarques sur le plus grand commun diviseur. — Nous avons e'tabii , n° ^8 , un procédé pour obtenir le nombre le plus grand qui puisse diviser à la fois deux nombres proposés. Ce procédé est simple^ et la démonstration que nous en avons donnée , ne laisse rien à désirer sous le rapport de la vigueur. Cependant nous allons faire connaître quelques propriétés importantes de ce plus grand commun diviseur, qui nous conduiront à des simplifications dans la pratique.
Puisqu'un nombre entier quelconque, décomposé en ses facteurs simples, ne peut avoir d'autres diviseurs (n"i52) que ces facteurs premiers et leurs combinaisons deux A deux, trois a trois, etc. , il s'ensuit que deux nombres entiers n'ont pour diviseurs conununs, que les facteurs premiers communs, ou les combinaisons communes de ces facteurs.
Donc le plus grand commun diviseur de deux ou plusieurs nombres est le produit des facteurs premiers communs à ces nombres, élevés respectivement à la plus faible des puissances auxquelles entrent ces facteurs dans les^ nombres proposés.
CoxsÉQDENCt. — Tout diviseur commun à plusieurs nombres divise leur plus grand commun diviseur^ cette proposition a tléjàété établie, u** M, pour deux nombres.
iBO. Cette propriété fournit un autre moyen de déterminer leplus^rand eomuitin diviseur de deux noanbres Â et fi : Com-» ntencezpar rechercher tous les diviseurs du nombre A, diaprés la méthode du n** £44 ; déterminez de même tous les diviseurs du nombre B. Voyez ensuite quel est le plus grand de tous les diviseurs qui se trouvent communs aux deux tableaux; vous obtenez ainsi le diviseur demandé,
Ig6' REMARQUES
Ou bien encore , ce qui est plus court , après ai^oir seulement décomposé les deux nombres en leurs. facteurs simples (n® 144), faites un produit des facteurs premiers communs', élevés respectivement à la plus faible des deux puissances auxquelles ces facteurs entrent dans les deux nombres.
Soient, par exemple y les deux nombres 2i5o et 36i2, dont on veuille obtenir le plus grand commun diviseur.
3oi
On trouve pour les diviseurs simples de 2i5o.. 2,5,5,439
et pour les diviseurs simples de 36 12 2,2,3,7 ,43-
Donc 2 X 43 ou 86 est le plus grand commun diviseur cherché. On voit de plus, que 5 X 5 ou 25, et 2 X 3 X 7 ou 42, sont les quotients de la division de 21 5o et 36 12 par 86.)
£51. Ce procède est toutefois moins simple , en ge'ne'ral , que le procédé ordinaire , surtout lorsqu'on apporte , dans la pratique de celui-ci , les modifications suivantes :
Puisque le plus grand commun diviseur de deux nombres iie se compose que des facteurs premiers communs aux deux nombres, on jjeul, sans ïnconwémeni , supprimer dans*Vun d'eux un facteur premier qui s'jr trouve en évidence et qui n'entre pas dans l'autre.
On peut mémo, si Ton veut, supprimer un facteur qui est évidemment commun aux deux nombres , pourvu qu'à la fin de l'opération subséquente , on en tienne compte en multipliant le résultat auquel on parvient, par le facteur supprimé.
Observons d'ailleurs que le plus grand commun diviseur de deux nombres étant (n^ tfS) le même que celui qui existe entre le plus petit nombre et le premier reste, entre ce reste et le second, etc. . . . , ces suppressions peuvent se Jaire dans chacune des opérations que comporte le procédé.
SUR LE PLUS GRAND COMMUN OIVISLUR
Ainsi y reprenons les deux nombres 2i5o et 36i2.
Je vois que 2i5o contient leTacteur 5, et uiême le facteur 25 qui n'entre pas dans 36i2 ; je supprime doue ce dernier facteur , et il vient pour quotient 86.
De même, 36 12 contient le facteur 3 qui n'entre pas dans 2i5o ; je le supprime , et il vient pour quotient i2o4>
Les deux nombres 86 et 1 204 ont évidemment le facteur commun 2 que je mets à part; et la question est ramenée à rechercher le plus grand commun- diviseur entre 43 et 602.
Divisant 602 par 43 , je trouve un quotient exact i4 ; donc 43 X 2 ou 86 est le plus grand commun diviseur cherché.
Soient encore proposés les deux nombres 377 et ^^g.
Je commence par supprimer le facteur 3 qui , se trouvant dans 2499 n'entre pas dans 377 ; et la question est ramenée à rechercher le plus grand commun diviseur entre 377 et 83.
Appliquons le procédé : en divisant 377 par 83 , 4
on a pour quotient 4 9 et pour reste 45; mais au 377 83 lieu de diviser 83 par 45 1 comme à l'ordinaire , je 4^
remarque que 45 = 3^ . 5 ; or, les facteurs 3 et 5 n'entrent pas dans 83 ; je puis donc supprimer dans 45 les facteurs 3* et 5 ; ce qui me donne pour quotient final V unité. Donc 377 et 83, et par conséquent 377 et 249 , sont premiers entre eux.
Avec un peu d'habitude, ces modification^ abrègent beaucoup la pratique du procédé. Au reste, nous les avons présentées ici principalement parce qu'elles deviennent indispensables dans la recherche du plus grand commun dii^iseur algébrique (*).
ttfS. On peut avoir besoin de déterminer Je plus grand diviseur commun à plus de deux nombres. Voici la règle qu'il faut suivre :
(Pour abréger, nous désignerons les quatre xnoXA^plus grand commun diviseur, par p*^g»c. d.)
(*) MM. Làhé et BiNET> membres rie l'Académie des Sciences, ont présenté dernièrement à rAcadémic, chacun delear côté, une Note ayant pour objet de déterminer une limite du nombre d'upcra lions que ron est obligt- <)*eiécatcr qaand on applique ie procède' ordinaire du p. g* c. d, (Voir 1rs Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences inxnc XXI» pages 867 01987, séances des î8 octobre cl 4 novembre i84i-^
M)^ REMARQUES
Pour trouver \ep* g, c. d, entre plusieurs nombres à la fois, il faut d'abord chercher le/?, g. c. d. entre deux de ces uoiiw bres , puisle/). g. c. d. entre celui qui vient d'être trouvé et un troisième nombre, puis lep» g» c, d, entre ce dernier commun diviseur et on quatrième nombre. . . .
Soient A, B, C, £, F. . ., les nombres propose's; appelons D le p. g, c. d, entre À et B, et D' le p. g» c. d. entre D et C; je dis d'abord que D' est \ep, g, c. d» de A , B, G. Bn effet, le/7, g, c. d, de A, B, et G , devant diviser A et B, divise D, qui est leur p. g. c. d, (voyez n" KS ) ; d'ailleurs il divise G ; aÎDsi il doit diviser D' qui est , par hypothèse, le p. g, c. d. de D et G. D'un autre côté, D' divisant D , divise A et B; ainsi, D' divise A , B , C » et par conséquent , leur p, g, c. d. Donc ce dernier nombre et D' sont réciproquement divisibles l'un par l'autre ; donc ils sont égaux.
Pareillement, le/?, g, c, dt entre A,B, C| £, devant diviser A , B, C , divise D' qui est leur/7, g. c. d. ; d'ailleurs , il divise £; ainsi il doit diviser le^. g, c* d^ Y}" entre D'etE. D'un autre côté, DMivisant D', divise A, B, G ; ainsi If divise A , B,C,Ë, et par conséquent leur/9, g, c. dé Ge dernier noosbreet D^ étant réciproquement divisibles l'un par l'autre , sont ég&ux .
£t ainsi de suite.
N. B, — On conçoit qu'il y a , en général , de l'avantogie à opérer d'abord sur les deux nombres les plus simples, puisque le p, g, c. d. cherché ne saurait surpasser celui qui existe entre ces deux nombres.
On trouvera, par ce procédé, que les nombres 5o4v 7^» ia6o, et ao58, ont pour plus grand diviseur commun 4^.
On pourrait également décomposer les quatre nombres en leurs diviseurs simples , et opérer comme il a été dit pour deux nombres (n** ItfO).
liJ5. Remarques sur les fractions irréductibles. — On appelle (n° 84) fraction irréductible, une fraction qui ne peut tire exprimée en termes plus simples,
li résulte évidemmentde cette définition, que lesdeux termes d'une fraction irréductible sont premiers entre eux ; car s'ils avaient un facteur commun, autre queVunile, on pourrait, en
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les divisant par ce facteur , obtenir une fraction plus simple , ce qui serait contre la définition.
Réciproquement , toute fraction dont l&s deux termes sont premiers entre eux est irréductible.
En effet, désignons par j la fraction proposée , dont les
ternies sont , par hypothèse , prenaiers entre eux ; et soit une
autre fraction -^ égale à la première. *
^ a C 1» « ir 1 ' I • ^^
On a -=-, dou 1 on déduit css-r-.
ou ,
ad
Or, c est un nombre entier; donc -7- doit aussi être un
nombre entier; mais, par hypothèse , b est premier avec ai
ainsi (p?iM) b doit diviser dj et l'on a d-szbq.
Substituant cette valeur de d dans l'expression de c, on
obtient
abg
Cela prouve évidemment que pour qu'une fraction ^ soit
équivalents à une fraction t dont les deux termes sont premiers
entre eux , il figiut que les deux termes c et d soient des équi" multiples de a ef b.
Donc la fraction j ne peat être équivaleiUe à aucune autre
fraction plus simple.
Il résulte de là que quand on a divisé les deux termes d'une fraction par leur plus grand commun diviseur', la fraC" tien résultante est irréductible ; proposition que pous avons énoncée au numéro 54 , mais sans la démontrer.
154. On peut encore conclure de ce qui vient d'être dit, que deux fractions irréductibles ne peuvent être égales, à moins qu'iln'jrait identité, iune part entre les numérateurs, if autre part entre les dénominateurs.
En effet, la première fracliou étant irréductible , doil*avoir
Msdeni Urmes jiremicn riure eux; donc, pour que laacconde lui soit égale , il faut que ses deux ternies soient tks iquimultipUt des deux teriuesde U première ; et comme lasecondu fraction a aussi ses deux termes premiers entre eus, ceni-ci doiventêtre simplement égaux aux deux termes de la première.
J m. Det fractions décimales périodiques.
ta». L'évaluation d'une fraction ordinaire en fraction décimale, c'est-à-dire en dixièmes , centièmes de l'unité principale , donne lieu à des circonstances qui méritent d'être examinées; mais avant de les faire connaître, il est nécessaire de revenir sur le procédé qui sert à convertir une fraction ordinaire en fraction décimale.
Nous avons vu (n" 91) que, pour opérer cette réduction, il feui, après avoir écrit un zéro au quotient et une virgule à la (Iroiie de ce zéro , t°. placer à la droite du numérateur un o et diviser le nombre résultant par le dénominateur, ce qui donne au quotient des dixièmes et un certain reste ; 2". placer unnouveau o à la droite fie ce reste et diviser te nombre résultant par le dénominateur, ce qui donne au quotient des centièmes et un second Teste j 3». placer à la droite de ce reste un nouveau o, et diviser le nombre résultant par le dénominateur; on conliDue d'ailleurs cette série d'opérations, jusqu'à ce qu'on ait obtenu le degré d'approximation qu'on veut avoir.
Or, U est évident que poser successivement à la droite des différents restes autaut de zéros qu'on veut obtenir de cbiffies décimaux, revient à écrire tout de suite ces léros à U droite du nuniécaleur de la fraction proposée, c'est-à-dire à multiplier le numéraieurpar l'unité suivie d'autant de zéros que l'on veut avoir de chiffres décimaux , à diviser le produit résultant par le dénominateur, et à séparer ensuite vers la droite du qnctient, le nombre de chiffres décimaux demandé.- car, d'après Il [uwédéordinairede la division des nombres entiers, on est conduit ;\ abaisser surcessivemenl à la droite de chaque ixsW, lis reros qu'on a ccrils (nul d'abord;
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Celle remarque va nous servir à deinonlrer les deux pro* {)! iétc's suîvautes :
156. 1^. Toute fraction ordinaire dont le dénominateur ne renferme pas d^ autres facteurs premiers que 2 e/ 5 , est réductible en une fraction décimale d'un nombre limité de chijffres décimaux; c'est-à-dire qu'après un certain nombre d'operations, on doit parvenir à un reste nul; auquel cas la fraclion décimale obtenue exprime la valeur exacte de la fraction proposée.
En outre , si la fraction ordinaire proposée est irréductible (ce qu'oïl peut toujours supposer) , le nombre total des opérations à effectuer, est marqué par le plus grand des deux exposants de ^ et 5 y qui entrent dans le dénominateur.
Ainsi, les fractions 09 '~?9 7*9 — ^ 9 <iui peuvcfkii évidemr inent se mettre sous la forme
sont réductibles en une fraction décimale d'un nombre limité dechiflfres décimaux.
La première et la troisième dannent lieu à 3 opérations;; la seconde à 2 , et la quatrième à 4*
On trouve en effet , pour leurs valeurs ,
ce qu'on peut vérifier aisément en opérant leur réduction en décimales , d'après le procédé ordinaire.
Pour nous rendre compte de cette propriété, remarquons
que 10, 100, 1000,. . . étant égaux à 2.5, 2^.5% 2^.5^, ,
si, pour opérer la réduction en fraction décimale , on multiplie (n^ ii$â)le numérateur pario, 100, 1000. . . . , le produit résultant sera divisible par 2.5, 2*. 5*, 23.53. ... ; donc, si l'on multiplie ce numérateur par l'unité suivie d'autant de zéros qu'il y a d'unités dans le plus grand des exposants de 2 et 5 que renferme le dénominateur, le produit résultant sera nécessairement multiple de ce dénominateur.
%oa PEopRiÉrés des faactioiis décimales kébiooiques.
Donc le nombre des opérations à effectuer est limité, et égal au plus grand des deux exposants de 2 et 5 qui entrent dans le dénooiiDatear.
i^7. Toute fraction ordinaire dont le dénominateur ren- Jèrme un ou plusieurs facteurs premiers différents deitetS, qui n^ entrent pas en même temps dans le numérateur, donne lieu à une fraction décimale dun nombre de chiflres décimaux ILLIMITÉ ou iiiFiNi. De plus, cette fraction décimale est périodique , cVst^-dire qu^après un certain nombre d'opérations , les mêmes chiffres décimaux se reproduisent constamment d^ns le même ordre.
En effet 9 la muUiplicfttion du numérateur par 10, 100, looo. . . «y ne fait qu'introduire les facteurs premiers 2 et 5, chacun à une certaine puissance ; ainsi l^ facteur premier que l'on suppose exister dans le dénominateur sans entrer dans le numérateur, ne se trouvera pas davantage (o? iS9) dans le produit du numérateur par une puissance quelconque de i o . Donc, quelque nombre de zéros qu'on écrive, on ne pourra obtenir un produit exactement divisible par le dénominateur; ainsi les opérations se continueront à l'infini.
Je dis en outre que la fraction sera périodique. En effet, comme, suivant le procédé du n** 1UI$, chaque reste qu*on obtient est toujours moindre que le diviseur, qui reste constant, il s'ensuit que , quand oa aura ffût tout au plus autant d'opérations qu'il y a d'unités dans le diviseur moins un , on devra retomber sur l'un des restes déjà obtenus.
Or, en écrivant un zéro à la droite de ce reste, on aura un nouveau dividende partiel semblable à l'un des précédents ; et puisque le diviseur est le même , le nouveau quotient et le nouveau reste seront aussi semblables à ceux qu'avaient donnés le premier dividende retrouvé et le diviseur. Écrivant à la droite de ce reste un nouveau zéro, on reproduira le divi-*dende partiel qui suit immédiatement celui qu'on avait d'abord retrouvé , et par conséquent aussi le quotient qui vient après celui qu'on a déjà retrouvé. Ainsi de suite.
EX£HPL£S DE TRACTIONS PÉBIODIQDIS. 2o3
Donc certains chiffres du quotient doivent se reproduire pé' riûdiquemeni et dans le même ordre.
Faisons quelques applications.
158. Premier exemple, — Soil proposé de réduire en dccimales la fraction -.
Il suffit, pour cela, de lui 60 17 —^
appliquer la règle du n** 91. Ici 4^ 1 0,857 142)867 14^* '
la période coinmence après la 5o
6"' opération , c'est-à-Hlire après i o
autant d'opérations quHl y a d'u- « 3o
nités dans le diviseur 7 diminué ao
d'une unité. 6
Second exemple. — Soit la fraction 5—.
Dans cet exemple, la période se i3o i^t
manifeste après la 3*' opération, i9o(o,35i|35j . . .
c'e9t^*-dire beaucoup plus tôt que So
ne le marque le diviseur 37. i ï
Troisième exemple, • • • ^^
Ici , la fraction décimale est limitée , quoi* '47^ 1^7^
que le dénominateur 875, ou 7 X i sS, ren- SgSo i 0,166
ferme le facteur 7. Mais observons que ce 7000
uiéme facteur se trouve dans le numéra- 0000 teur; et, en le supprimant haut et bas^ on
trouve — = ou =3-, fraction qui (n® 1»6) peut être convertie
en une fraction décimale d'un nombre limité de chiffres dé«* cimaux .
Quatrième exemple . * . . g^.
2o4 SOHMATIOII DES FRACTIONS PÉBIODlQÇES.
Dans cet exemple, la période 290 |84
sa manifeste après la 8"*' opéra- 38o j 0,34523809! SsSSog ..
tion . Mais, ce qu'il y a de reinar- 44^
qaable , c'est que les deux pre- 200
miers chiffres de'cimaux ne font 32o
pas partie de la période ; tandis 680
que , dans les deux premiers 800
exemples, la période commence 44
au premier chiffre décimal.
Les fractions décimales périodiques dont la période commence au premier chiffre décimal , s'appellent/raolioraf périodiques simples j et celles dont la période ne commence que plus tard, se nomment Jractions périodiques mixtes,
ira. Nous venons de voir que certaines fractions ordinaires, réduites en décimales, donnent lieu à des fractions décimales périodiques.
Réciproquement, toute fraction décimale périodique , simple ou mixte , provient d'une fixu:tion ordinaire; et l'on peut re^ trouver fitcilement la fraction qui lui a donné naissance*
Cette question présente deux cas distincts : ou la fraction périodique est simple, ou bien elle est mixte.
Considérons d'abord le premier cas, et supposons, pour fixer les idées, une fraction périodique simple dont la période ait cinq chiffres.
Soit o,abcde abcde abcde, ... la fraction proposée , et désignons par X la valeur inconnue de cette fraction. On a d'abord
x = Ofabcde abcde abcde, , . . (1).
Multiplions les deux membres de cette égalité par 10^, ou par l'unité suivie d'autant de zéros qu'il y a de chiffres dans la période, ce qui se fait (n° 86) en avançant la virgule de 5 rangs vers la droite; il vient
I o^ . X , ou 1 00000 X ^ = abcde ^ abcde abcde.,. ,
ou 1 00000 X ^ = abcde -f- o , abcde abcde (2).
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Si maintenant on retranche IVgaîité (i) tle rc{;alilé (2), en observant que 100000 j: — - or = 99999^,
on obtiendra 99999r = abcde ;
abcde
donc enfin
QQQQQ
Ce qui prouve qu'une fraction décimale périodique simple est équisfolente à une fraction ordinaire qui a pour numéro^ leur l'ensemble des chiffres de la période , et pour dénomina'^ leur un nombre composé et autant de 9 qu'il y a de chiffre^, dans la période.
Ainsi la fraction o,35i35i35i. . . est, d'après cette règle ,
35i équivalente à la fraction — .
Celle-ci peut être siinplifie'e si Ton remarque que ses deux
termes sout divisibles par 9. On obtient , par la suppression
de ce facteur , —^ ; supprimant de nouveau le facteur 3 qui
est encore commun, on trouve enfin pour la fraction réduite,
Y' ^'cst la fraction du second exemple traité au n^ IIS8.
Soit encore la fraction 0,03960396, ...
La période est ici 03^6; donc la fraction est équivalente à
--^, ou simplement, à — ^ . (On supprime le o comme inu-
yyyy 991^9 ■
tile; mais on a dû d'abord en tenir compte, parce qu'il fait partie des chiffres delà période. )
Le facteur 9 étant commun aux deux termes de ce résultat , on le supprime, et il vient --^ , fraction dont les termes sont encore divisibles par 11 ; et en supprimant ce facteur, on obtient enfin -—^ nour la fraction réduite à ses moindres
lOI ^
termes.
ao(> AUTRES l»ftOPr.iKTL5
Nous citerons, connue remarquables^ les exemples suivants :
iV. B, -^ Si la fraction périodique renfermait un entier^ on en ferait d'abord abstraction ; puis on l'ajouterait à la fraction ordinaire équivalente, après l'avoir réduite à ses oioindies termes.
Ainsi , soit proposé de trouver la valeur de 4 1 162162
On a d'abord o, 162162 = = = --— ;
donc 4»*^^i62***- = 4 + o" == T^-
i€0« Passons au cas A.û%f raclions périodiques mixtes.
Pour fixer encore les idées, nous supposerons qu'il y ait^uaire chiffres avant la période et cinq dans la période; mais la inanière de raisonner n'en sera pas mmns générale.
Soit donc o^pqrs abcde abcde, . . la fraction proposée.
Observons qu'en la multipliant et divisant en même temps par loooo , on peut la mettre sous la fomne
(dût*, abcde abcde, , . . ).
Or, la quantité entre parenthèses équivaut , d'apès la règle
abcde précédente, kpqrs H ; ou bien, réduisant l'entier en
99999 Dadc , si l'on désigne par x la fraction proposée .
,^ox = £?îl2i29ffî9±^*£±;
pqrs X 99999 + abcde
et par conséquent, x = ^-^ ^^^^^ .
DES FRACTIONS PERIODIQUES
Mais ce résultat est susceptible d'une modification qui le rend plus commode pour les applications.
Gomme on a 99999 = laoooo — i, il en résulte pqrs X 99999 ^=^pqrsoooùo *^pqrs ; d'oi p^^^ X 99999 •+• abcde zszpqrsabcde -*■ pqrs. Donc enfin Ift fi^action proposée a pour valeur ,
pqrsabcde — pqrs 999990000 *
Ce qui prouve c^* une fraction périodique mixte quelconque est équivalente à unefraction ordinaire aj^ant pour avMànATiVR Venserhble des cJiiJjfhes de la partie non périodique et de la première période, diminué de la partie non périodique , et pour TiàîfOMUfArEvn un nombre formé (fautant de 9 qu'il y a de chiffres dans la période , sui\^i Sautant de zéros qu*ily a de chiffres dans la partie non périodique.
Soit pour exemple , la fraction
En appliquant la formule précédente, on trouve
ou, divisant successivement les deux termes par les facteurs 9, aS, et 1 19 qui leur sont évidemment communs {vojez les caractères d« divisibilité établis pour ces trois nombres) ,
Nous proposerons pour exercice les fractions 16,285714285714....; 4>94^857i42857i.... ; 5,52027027... Mais dans l'application des règles précédentes, il faudra nécessairement faire d'abord abstraction delà partie entière, sauf ^l'ajouter ensuite à chacun des trois résultats réduits à leur plus simple expression.
2a8 AITTEES PnOPUtiTÉS
I6I.Urom>.le ^^ P^rsobde - pgrs
• I » lITlTiTl^i
conduit à des résulUU aaseï reiiiar«{sables.
D'abord , il est évideiit que , les calculs indiqués au nu« mérateur éunt effectués, le résulCat ne peut être termine par un ou plusieurs léros ; car, pour que cela fui, il faudrait que ([uelques-uns des derniers chiffres de pçrs fussent les mêmes que les derniers chiffres de aboie ; et dans ce cas , la période ne couunencerait pas après le 4* cliiffie décimal, comme on l'a supposé. (Par exemple^, si l'on avait « =:= e, r = <f y la fraction primitive serait Ojpqdcabcdeabcde. ., ; et la période, commençant au 3* chiffire, serait deabc» ) On Yoit donc qu'après la réduction de l'expression ci-dessus à ses moindres termes, le r^ultat doit être une fraction dont le dénominateur renferme les deux facteurs a et 5 , ou aa moins l'un des deux , à la 4* puissance, c'est*à-dire à une puissance d'un degré marqué par le nombre des chiffres qui ne font pas partie de la période.
Nous pouvons conclure de là les deux propositions suivantes:
1*. Toute fraction dont le dénormùioteur ne renferme aucun des deux Jiacteun premiers ^ et 5, ou est premier avec io> 4kmne lieu , étant réduite en décimales, à une fraction périodique simple.
En effet, si l'on pouTÛt parvenir à une fraction périodique mixte , il s'ensuivrait que la fraction ordinaire équivalente à laquelle on parviendrait d'après la i^le du n* iOD, étant réduite à ses moindres termes, serait ^le à la fraction proposée. Or cela est imposable: car on a vu (n* iiSS) qu'une firaclion dont les deux termes sont premiers entre eux, ou qni est irréductible, ne peut être ^ale à une autre fraction, si les termes de celle-ci ne sont des équimultiples des termes de la première ; il en résulterait donc que le dénominateur de la fraction proposée serait multiple de a ou de 5 ; ce qui est contre l'hypothèse.
a*. Toute fraction isrfpuctiblc dont le dénominateur ren^
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ferme un des deMix facteurs tl el S, ou tous les deux, donne Heu à une fraction périodique mixte dont la période doit commencer après autant de chiffres qu^il jr a dt unités dans le plus granddes deux exposants de ^ et de 5, qui entrent au dénominateur.
D'abord y la fraction périodique ne peut pas être simple^
caria formule pour ces sortes de fractions, étant ^-^ , il
est impossible (n® IM) que cette dernière fraction , dont le dénominateur ne renferme aucun des facteurs a et 5, soit, après la réduction à ses moindres termes, égale à la fraction proposée dont le dénominateur renferme ces mêmes facteurs.
£n second lien, si n désigne le plus grand des deux exposants de 2 et 5 y qui se trouvent dans le dénominateur, la période doit commencer après n chiffres ; car supposons, par exemple, qu'elle commence après (n — i ) chiffres ; la fraction équivalente i cette fraction périodique aurait un dénominateur qui ne renfermerait les deux facteurs a et 5, ou l'un d'eux, qu'à la (n — I )^'*' puissance, et ne pourrait être égale à la fraction proposée, puisque d'ailleurs ces deux fractions sont supposées
irréductibles.
6 i3 Par exemple, les fractions -, — (n® Itf8) , ont donné lieu
à des fractions périodiques simples, parce que 7 et 3^ sont
premiers avec 10; mais la fractionna a donné lieu à une
fraction périodique dont la période coniniençait après le second
chiffre , parce que 8^ est égal à 2\ 21 .
Enfin, la fraction --^:, pouvant se mettre sous la forme — ^ — , ' 176 '^ 2*. 1 1
donnerait lieu à une fraction périodique dont la période corn*
mencerait après le 4"* chiffre décimal.
On trouve, en effet , pour la valeur de celle fraction en décimales , o , 8238636363 ....
162. Nous ne pousserons pas plus loin l'exainen des proprictés des fractions décimales pe'riodiques. Nous nous bornerons à
Arilh. B. 1^
aïO DES FRACTIONS CONTINUES.
observer que des propriétés analogues aux précédenles se manifesteraient dans un système quelconque de numération dont la base serait B.
D'abord, pour réduire une fraction ordinaire en subdivisions de B en fi fois plus petites que l'unité, il faudrait, conformément à la règle du n® 91, multiplier ie numérateur parB^ ou lo, cest'à'direj écrire un o à sa droite , et diviser le produit par le dénominateur, ce qui donnerait au quotient des unités B fois plus petites que Uunité principale, et uit certain reste ; écrire à la droite du reste un nouifeeu o , et diviser le résultat par le dénominateur, ce qui donnerait au quotient des unités B fois plus petites que les précédentes , ou B' fois plus petites que l'unité principale ; et ainsi de suite. Ceci admis :
Toute fraction ordinaire dont le dénominateur ne renferme pas d'autres facteurs premiers que ceux qui entrent dans la base B, étant réduite en subdivisions de B enB fois plus petites que V unité, donne lieu à une fraction d'un nombre LiMiri dt; chijffres. Mais toute fraction irréductible dont le dénominateur renferme des facteurs premiers différents de ceux qui composent la base, donne lieu à une fraction d'un nombre w- DÉFiNi de chiffres, et périodique ; etc.
Et ainsi des autres propriétés ; nous laissons aux élèves le soin d'en rechercher les énoncés et les démonstrations.
J IV. Des fractions continues {*)»
165. Les fractions continues doivent leur naissance à l'évaluation approchée des fractions dont les termes spnt considérables , et premiers entre eux.
Pour nous faire mieux comprendre, soit proposée la fraction
(*) Quelqnet-nns des naméros de ce paragraphe supposent des notion» d*Alg6bre un peu plus étendues que celles qui ont fait Tobict de rintro* duction au cinquième chapitre; mais les élèves peuvent passer onire,bauf à Y revenir lorsqu'ils se seront familiarisés davantage avec les opérations de l'Ali^èbrc, ou lorsqu'ils sentiront la nécessite dVtadier celte théorie.
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^dout les deux lermes sont premiers entre eux, comme il est
aisé de le vérifier, et qui, pour cette raison , est (n* 1»5) irréductible.
En laissant la fraction sous cette forme, on s'en ferait difficilement une idée bien nette ; mais si, en vertu d'un principe connu, Ton divise ses deux termes par iSg, ce qui n'en change
pas la valeur, elle devient — 7-57-» ^^y effectuant la division
indiquée au dénominateur, jg-
Gela posé, négligeons, pour le moment, la fraction ^ ; la
fraction i qui en résulte, est plus grande que la proposée, puis-
que l'on a diminué le dénominateur.
D'un autre côté, si, loin de négliger -g-, on remplace cette
fraction par 1 , ce qui donne alors ^— ou 7 , cette nouvelle
fraction est, à son tour, plus petile que la proposée, puisqu'on a augmenté le dénominateur.
D'où Ton peut conclure que la fraction 7^ est comprise entre - et - . Ceci donne déjà une idée assez exacte de la frac-*
tien.
Si l'on veut un plus grand degré d'approximation , il n'y a
16 , . iSg
qu à opérer sur -^s- comme on a opère sur 7^,
On trouve ^^'^7^^'^'^''
Vie; 9^16
DES
PI&CTIOHS coimnuE».
«t la proposée devient
Si l'on négUs. i|
On « - qui est plus grand que
ik-"
il suit que . est
p,..p.a.,..ig.M^.-i-
— reTiem
'(ÉS°°â' """
i proposée est encore comprise entre
U difiënnce d« ces
ou n. Dwicrencnr que l'on commet CD preuuit spourlsva-
leur de U proposée, ost mùndre que ^.
Opëruit sur -ji cooiine on a opéré ]^écédeminent , on s
jç ^ 775\ ^^ T î ** " fraction proposée peut se mettre
Cîs) ' + 75
sous h forme ' -i —
Hëgligeons -*, Lcoombic-, ou i,«t plos grand que -^j
RÉDUCTIOIV D'iJffE FRACT. ORDINAIRE EN FRAGT. GONtlMIE. ftlS
Donc , OU 7 OU 5^, est plus grand que t-^»
D'où Ton voit que -3-^ est compris entre -^ et r-* La première fraction est trop petite , et la seconde trop grande. Or, la diffeVence de ces deux fractions est 5- — -^ , ou 5^5;
ainsi, Terreur que Ton commet en prenant, soit -^, soit 5-»
pour la valeur de la fraction proposée, est moindre que ggg •
On voit comment, par cette suite d'opérations , on parvient à trouver, en termes plus simples , des fractions qui donnent des valeurs approchées d'une autre fraction dont les termes sont très-grands.
L'expression —
est ce qu'on appelle une fraction continue.
En général, on entend par fraction continue, une fraction qui a pour numérateur Vunité, et pour dénominateur un nombre entier plus une fraction qui a elle-même pour numérateur F unité y et pour dénominateur un entier plus unefrac'^ tion^ et ainsi de suite.
Souvent, le nombre proposé est plus grand que l'unité. Ainsi, pour généraliser davantage la définition d'une fraction continue, il faut dire s Une fraction continue est une expression composée ttun entier, plus une fraction qui a pour numéra* teurFunité, et pour dénominateur y etc.
Telle est l'expression a -j-
Of b^ Cyd,,,,^ étant des nombres entiers.
St4 nfoCCTIOH d'OHE FRICT. «MNAIRE Ot rHACT. COHTlHtrE.
161. En rtfflécliissant sur U marche qui vient d'être suivie pour réduire -r-f en fraction continue, on voit que l'on a divisé d'abord 493pari59, ce qui a donné 3 pour quotient cl i6 pour reste. On a divisé ensuite tSg par |6, cequiadonnépoui' quotient 9, et pour reste i5; puis on « divisé 16 par i5, ce '|ui a donné i pour quotient et t pour reste. De là il est facile de conclure le procédé suivant pour réduire une fraction ou un nombre fractionnaire en fraction continue :
Opères tur les deux termes de ta fraetion proposée, comme pour trouver leur plus grand commun diviseur. (Voyez n" 8S.) Poussez l'opération jusqu'à ce que vous obleniet un resteêgd àxéro. Les quotients successifs auxquels l'eus sens parvenu, seront les dénominateur* des fractions proprement dites qui constituent la fraction continue.
Dans tkjpoif^se oii le nombre proposé est plus grand que Vunité, le premier quotient représente la partie entière qui rnlre dans l'expression de la fraction continue.
On peut , d'après ce procède , réduire en fractions continues
les deux nombres —7- et —-^.
Voici le type des opérations :
3", Haii 347 1 35 : 58
DÉFINITIONS. S!l5
d'où -5^ = 2 +
Les fractions continues jouissent d'an grand nombre de propriétés dont la recherche a dté l'objet des tra'vaux des plus ce-» lèbres géomètres. Nous ne voulons en faire connaître ici quo les propriétés élémentaires , celles dont on fait un usage fré-> quent, et dont les démonstrations sont fondées su ries premiers principes de l'Algèbre. Nous renvoyons , pour de plus amples détails , aux Additions de L,agrange à V Algèbre d^Euler,
Reprenons la fraction continue générale
que nous supposons d'ailleurs représenter la valeur d'un nombre fractionnaire désigné par x.
On appelle fractions intégrantes \es îratixons t> -> j- • •'
dont I^ensemble constitue la fraction continue, et quotients incomplets, les dénominateurs ^ , Cyd. .. (On nomme ainsi ces dénominateurs, parce que i, par exemple, n*est que la partie
entière du nombre exprimé par b -< ; que c n'est que U
partie entière du nombre exprimé par c H
t't ainsi de suite.) .
ai6 1.01 DE FOnHATION
Par opposition, on a donne le nom du quotienls compUls aux L-x|)rossîons & ^ , e-\ »
dont b, c,d,.. . ne sont que les parties entières.
Cliaquc7i/o(icnicom/(/e(rciircnne implicitement, ouli'e l'entier qui y eit contenu, tous les quotients suivants de la fraclion continue, puisque c'est parle développement de ce quotient complet qu'on trouve tous les quotients suivants. Le deruier ^uoiiVnl ccm^/el] qui n'est autre cbose que le dénominateur de la dernière fraction intégrante, est toujours au moins êg>l à 3, d'après la nature du procédé pour réduire nue fractioD ordinaire en fraction continue (n* 164).
On appelle réduites les résultats qu'on obtient en convertissant successivement en uu seul nombre fractionnaire chacune
des expi-easions " + t< ^-4" ■■•■
Un les Dorame aussi ynicfioiu convergentes, parce que, comme noua le démontrerons bien tàt, cesresnliatsaf^rocheDt déplus en plus du nombre réduit en fraction conltnue , à mesure que l'on |Hrend un plus grand nombre dejhactiont intégrantes.
roRHATio» DES KÉooms oo iwtofn v ES .
169. Voyons s'il n'existerait pas ou moyen simple et facile <1« foniMr ces différentes rouîtes. *
La pnmière est ■, qu'on peat metlie sons la forme -.
L»MCoiide«at«-t-^, ou, rédokaat l'entier oifractiOB, — r— '
Powrobttair la trojàh a ç, repféaalrâ par a-| , il
Il \U ^^l<^tau<n itaus la seconde, ^ + -àU place de *j
DES RÉDUITES CONSÉCUTIVES
car, en désignant b + - par ù', on aura
expression qui ne difiere de — ^ qu'en ce que ^' ou A + -
remplace &.
Faisons donc cette substitution ; il vient pour la troisième
afb + ^'S+i aù + ^+ i
réduite, a -j , ou — ^^ — , ou ,
ce c
ou bien, réduisant les entiers en fraction, et multipliant haut
et bas par c, î^ — / ^ ^ .
La quatrième s'obtiendra également en substituant dans la troisième , c + ^ à la place de c , ce qui donnera
ou , réduisant les entiers en fraction et multipliant haut et bas
Uab + i)c + a]d + ab + i ^ ' ibc + TjT+b •
Sans aller plus loin, on peut voir déjà que le numérateur de la troisième réduite peut s'obtenir en muldpliant le numérateur de la seconde par le troisième quotient c ^ et ajoutant au pi*oduit le numérateur de la première fraction. Quant au dénomi* nateur, il se forme de la même manière , au moyen des dénominateurs de la seconde et de la première fraction.
Lç numérateur et le dénominateur de la quatrième réduite
LOI RE FODHATIOH
s'obtieoaent égalemenl en multipliant respect ivepieni les deux termes de la trobième, par le quatrième quotient rf, et en ajoutantauxdenxproduiu les denx termes de la seconde fraclion. Si Ton fait attention à la manière dont la troisième elh quatrième réduite ont été formées, on sentira que cette loi de formation doits'étendre aux réduites suivantes; mais, pour en démontrer rigoureusement la généralité, nous aurons recoun à un moyen auquel on a souvent recours en Mathématiques. Fous ferons voir que, si celU relation a lieu pour trois réduiles consécutives de rang quelconque, elle a encore lieu pour la réduite suivante ; car alors, ajant été reconnue applicable à la troisième, elle le sera à la quatrième; étant applicable à celle-ci, elle le sera à la cinquième, et ainsi de suite indéfiniment.
Soientdoncp, ^, ^, trois réduites consécutives, rie guoiiem incomplet auquel on s'est arrêté pour formel |; ;et supposons que l'pn ait |, = ^~^ (R et R' étant respectivement égaux à Qr + P et Q'r+P').
Ajoutons maintenant une nouvelle fraction intégrante - à
la suite der.etsoït g? '» réduite correspondante; il est clair
que, pour former g; , tout se réduit à remplacer dans l'expres- . . R I
sion de gr, r par r -f- - ; ainsi l'on aura
I— ^ ^^ _ _ (Qr4-P)* + Q _ R5+Q
* Q'^r + iWp- (Q''-4-P')-+Q"H'*+Q"
iwit que ^ se déduit des deux précédentes , d'après li I plin haut. Donc cette loi est générale.
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Ainsi , le numérateur d'une réduite quelconque se forme en multipliant le numérateur de la réduite précédente par le quotient incomplet qui lui comespond, et en ajoutant au produit le numérateur de la réduite qui précède de deux rangs celle qu'on veut former, l^e dénominateur se forme d'après la mêm£ loi ^ au mcjyen des deux dénominateurs précédents,
JY. B, — Lorsque le nombre réduit en fraction continue, ou j:,
est i^ioindre que l'unité, on substitue - à la place de a^ afin de
pouvoir former la troisième réduite d'après la loi ^ qui suppose nécessairement qu'on ait d'abord formé les deux premières réduites.
Soit proposé, pour premier exemple, de former les réduites consécutives de la fraction continue,
On a pour les deux premières réduites , - et -.
Pour former la troisième , multiplions le numérateur i de la
seconde par 3 , et ajoutons o au produit; multiplions ensuite le
dénominateur 2 de la seconde par 3 , et ajoutons au produit le
dénominateur i de la première ; il vient -,
On trouve de même pour les réduites suivantes,
On obtiendrait également pour les différentes réduites de la fraction continue provenant de -— {voyez n® 164) ,
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167. Conséquencede la loi précédente.* — Il rèsuUe évîdeinmeut de cette loi , que les termes des différentes réduiteç augmentent à mesure que l'on prend un plus grand nombre de fractions intégrantes, puisque le numérateur ou le dénominateur d'une réduite quelconque est au moins égalk la somme des numérateurs ou à la somme des dénominateurs des deux réduites qui la précèdent.
PROPRIÉTÉS DES RÉDUITES
i68. Première PROPRIÉTÉ. — Si Ton prend dans les deux exemples précédents, la différence entre deux réduites consécutives quelconques, en convenant de retrancher toujours une réduite de celle qui la suit, on trouvera constamment pour le numérateur de cette différence , -f* ' ^^ — '9 suivant que la seconde des deux réduites que l'on considère, est de rang pair ou de rang impair; le dénominateur de la différence étant d'ailleurs toujours égal au produit des dénominateurs des deux réduites.
Ainsi, dans le premier exemple, on a
2 i""2Xi*7 2""2X7'i6 7 16X7 '
or, nous allons démontrer que cette propriété est générale. Pour cela, prenons dans la fraction continue générale, trois
réduites consécutives quelconques , ^ , ^ , ^.
Onadabord b7-^= \^ '
Mais, d'après le n«» i«6, Ri=Qr-f- F, R'=:Q'r + F-
Mettant pour R et R' ces valeurs dans le numérateur de la différence précédente , on obtient
R _Q _ (Qr + V)Qf-Qiq[r + r)
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OU y efFectuant les calculs et réduisant,
R Q PQ — QF R' Q' ■" VQ •
D'où l'on voit que le numérateur de la diffeVence ^ — ~; ,
est numériquement égal, mais de signe contraire, au numéra-
leur de la différence — — pr » o^ O'P^ *
C'est-à-dire que les numérateurs de deux dijfférences con-^ sécutives sont numériquement égaux, mais de signes con^ traires.
Or, si l'on considère les deux premières réduites
a ad 4-1 aZ»+i a +i -et — r — , on a — r = rrr""»
donc y d'après ce qui yient d'être dit, le numérateur de la différence suivante doit être"— i ; le numérateur de la. troisième différence doit être + i ; et ainsi de suite.
Donc, en général , le numérateur d'une différence quelconque est "f* I si la seconde des deux réduites que ton considère est de rang pair, el— - 1 si elle est de rang impair; quant au dénominateur, il est évidemment égal au produit des dénomina* tenrs des deux réduites. G. Q. F. D.
i09. Conséquence de la propriété précédente. — Une réduite
de rang quelconque , ^ ( formée d'après la règle du n* 166) ,
est toujours unefraction ou un nombrefractionnaire irréductible. En effet, supposons pour un instant que R et R' aient un facteur commun h ; comme , d'après la propriété précédente , on a RQ' — QR' = ±: i , il en résulte
RQ' - QR' „„ RQ' QR' _ H. •
Or, le premier membre de cette égalité est un nombre en* tier puisque R et R^ sont divisibles par A, tandis qu'au contraire le second membre est essentiellement une fraction;
aa?. PKOPHIÉTÉS PRINCIPALES
donc il est absurde de supposer que R et R' ne soient pas premiers entre eux.
Il résuUe de là que , si l'on convertit en fraction continue une fraction dont les deux termes ne sont pas premiers entre eux , et si Ton forme ensuite toutes les réduites jusqu'à la dernière inclusivement, on ne retrouvera pas la fraction proposée, sous sa forme primitive, mais bience//e même fraction réduite à sa plus simple expression, c'est-à-dire débarrassée du plus grand diviseur commun à ses deux termes.
Soit , par exempte , la fraction -^.
En la convertissant en fraction continticf, on trouve
et les réduites sont. . . .
La dernière réduite ^ est la valeur de la fraction -^ dé-
barrassée du facteur 12 commun à ses deux termes. 170. Seconde PROPftiÉTÉ. — - En reprenant la fraction continue
générale :r = a -f
on reconnaîtrait aisément, par un raisonnement analogue à celui qui a déjà été fait au n* 165 sur Un exemple particulier, que la valeur de x est comprise entre la première et la seconde réduite, entre la seconde et la troisième, et ainsi de suite;
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d'où Ton pourrait cûnolure, par analogie, qu'en général la valeur de x est comprise entre deux réduites consécutives de ^ang quelconque.
Mais nous allons démontrer cette propriété fort importante d'une manière plus générale.
Soient , pour cet effet , deux réduites consécutives, p, ^ ,
de rang quelconque ; et proposons-nous d'évaluer les différences
Observons que si, dans l'expression de la réduite sui-
R Q'* -f- P - . , , , j vante, -^ ou ^ , _i pM ^^ ^^^^ » la placç du quotient incomplet r , le quotient complet y, ou r +
oc =— . ,^, . ,^i >
dont r n'est que la partie entière , on reproduira la valeur du nombre réduit en fraction continue , puisque aloi*s on aura la réduite de la fraction continue totale. Il viendra donc, d'a^ près cette remarque ,
d'où . ^ -, Q;r + F F ^ (QP\--.rQ-)j-
a ou X p/ — Qy ^ p' p/ = ^qy ^ p')p' »
_ Q. — Qr +P _ Q^ _ PQ^ >- QP ^
ou, à cause de QP'~PQ'=±:i, PQ'~QP'=rîii (nM6«),
Q' (Qlr+P')Q'"
Cela posé, comme les nombres j^, P, P', Q, Q', sont, par leur nature, essentiellement positifs, il s'ensuit que les deux ré-
9x4 reoPBIÉDÉS NIHCIPILKS
■uliaU prëctfâcnU iodI de ngties conirairet. Dont, si I'od
a ,x> oa<-^, on doit avoir nécessairement x< on >t^ ;
c« qui vent dire que , si le nombre réduit en fraction continue
est plus grand ou plus petit que la rtfduite^i ^^'n^ino***™^
nombre réduit en fraction continue eti toujours comprise entre deux réduites conséeuiivet de rang quelconque.
Remuocb. — Si la réduite ^, est de rang pair , le numëra-
et«^U+ r (n' 1«8}; . . „.. » ^ ^ -p, „ * ^ q*-
Donc, toutes les réduites de rang pair sont des Jraclions plus grandes, et toutes les réduites de rang impair sont desjractions plui petites, que le nombre réduit en fraction continue.
171. TaoïsiKME PBOPRIËTÉ. — L'ne réduite de rang quelconque donne une valeur plut approchée de z que celle qui la précède.
En effet, considérons encore les deux dîffiérencea du n* 170. Comme on a (n* 167) Q' >. P', il s'ensuit que le dénoiniua- «««r (Oy + P") (? eatXQ-j- 4- POP*; d'ailleurs j- est >i;
p numériquement moindre que la différence entre x et =.
Rekâhqoe. —Puisque, d'après la remarque du n" 170, les réduites de rang jmu> sont des fractions plus grandes, et lés réduites de rang impair sont des fractions plus petites que la valeur de x, et que d'ailleurs, en venu de ce qui vient U'êire dûniontré, les réduites convergent sans cesse vers la valeur de X. .1 mesure qu'elles s'éloignent de la première réduite, on doit nécessairement conclure :
'°' ~~ Que les réduites de rang^oir vont eu diminuant de
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valeur, à partir de la seconde ; 2°. qu'au contraire , hss réduites de rang impair, à partir de la première , vont en augmentant de valeur.
172. QuATRiÈHE PROPRIÉTÉ. — Le degré d'approximation que donne chaque réduite, peut être évalué de plusieurs manières :
D*abord, de ce que (n® 170} la valeur de x est comprise
p Q entre deux réduites consécutives quelconques^, ^,ils'en-
suit que la différence entre x et Tune de ces réduites est
moindre que 577^* > différence qui existe entre les deux ré-
daites. Donc déjà, Verreur commise lorsqu'on prend une de ces deux réduites pour la valeur de x ^ est moindre que Vunité divisée par le produit de leurs dénominateurs.
En second lieu, puisque la différence entre x et ^, est,
abstraction faite du signe, exprimée ( n^ 170) par
Q>-HP')Q' ' '* *^"' ^'°'' "-^-^ ' ' '*'*'" ^^'-^^^'^ Q'>(Q'+P')Q
il en résulte nécessairement
et a fortion , x — ^, < ^.
Ainsi , la différence entre \ et ~ y ou l'erreur commise
lorsqu'on prend ^ pour la valeur de x , est moindre que Tm-
nité divisée par le produit du dénominateur de la réduite , multiplié par la somme faite de ce même dénominateur et de celui de la réduite précédente ; o\x moins exactement , mais en termes plus simples , que Vunité divisée par le carré du dénominateur de la réduite considérée.
iV. B. — Il est à remarquer que les trois propriétés pré*
Ariîh, B. i5
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cédenles reposent sur le inénie calcul, celui du n° 170: le qui en rend les démonstrations plus faciles à retenir.
175. Cinquième et dernière propriété. — Une réduite de rang quelconque approche plus de la valeur de x , non-seulement qu'aucune des réduites précédentes , mais encore qu'aucune autre fraction dont le dénominateur est moindre que celui de la réduite considérée) en sorte que l'on peut assurer qu'il n'existe pas d'autre fraction qui, en termes plus simples, donne une valeur plus approchée de x.
Soient ^ la réduite que Ton considère , et —7 une fraction Q ^ m
quelconque , telle que l'on ait m! <^ Q'; je dis que — -, n'approche pas plus de x que ^,.
£n effet , remarquons d'abord que la fraction — ~ ne sau-
rait être comprise entre -^ et 7^; car, pour que cela
fût, il faudrait que la différence entre — r et — rr , savoir,
7?lP' •— P/w'
TgT , fût numériquement moindre que la différence
^7^ entre ^ et ^ : ce qui est impossible puisque mP'— Pm',
nombre entier, est au moins égala i, et que yra'P' est plus petit que P'Q', à cause de l'hypothèse 'w'^Q'. (On ne peut
7n P supposer mV — Pnt'= o, car il en résulterait — 7 = — ; et la
fraction -r étant identique avec la réduite qui précède ^, la
proposition serait déjà démontrée.)
P Q Puis donc que X est compris entre p/^^ ^> et que , d'après
ce qui vient d'être dit , il ne peut en être de même de la frac'
tion — r, il s'ensuit nécessairement que, si Ton écrit ces quatre
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nombres par ordre de grandeur, on ne pourra former que les deux combinaisons suivantes :
P q m ^. rn F Q
Dans le premier cas, il est évident que la différence entre x et — ; est plus grande que la différence entre x et ^.
Dans le second ^ elle est plus grande que la différence entre
X ei^j et à plus forte raison, plus grande que celle qui existe
entre ^ et ~r- C. Q. F. D.
C'est, au reste, ce qu'on peut reconnaître en calculant, encore d'après le procédé du n® 170, la différence x 7, et comparant soh expression à celle de la différence x — ^, établie
même numéro.
174. Pour terminer la théorie élémentaire des fractions continues , nous indiquerons l'usage qu'on peut en faire dans Tëvaluation approximative d'une fraction irréductible dont les termes sont très-grands.
On réduit dC abord le nombre proposé en fraction continue f d* après le procédé du n** 164; puis on forme les réduites consécutives, en suivant la loi rfiin^lGG. On obtient ainsi une série de fractions alternativement' plus grandes et plus petites que le nombre proposé (n« 170) ; et parmi ces fractions , on choisit celle qui donne le degré d approximation que l'on désire avoir
pour la fraction. Ce degré est (n® 172) marqué par / (v i pxQ
01/ —7-, si^, est la réduite considérée, La réduite doit être
(n® 171) d^un rang dt autant plus éloigné qu'on veut avoir un plus grand degré ^ approximation.
APPLICATION
Soit proposé, pour exemple, d'évaluer approxiinatiyement le rapport de la circonférence au diamètre.
On sait que ce rapport , exprimé en décimales , a pour valeur, à moins d'un cent-millième près, 3,i4i5q, ou — ^ — ^.
On trouve d'abord pour la valeur de ce nombre réduit en fraction continue,
3i4i5q ^ I ^ — ^ ou T :=. 3 -f
looooo . I
fi
ce qui donne , pour les réduites consécutives , d'après la loi du n* 166,
3 22 * 333 355 9208 9663 76149 3i4i59 1* 7* 106' ii3' 2931' 3o44' 24^39' looooo'
En prenant d'abord — pour la valeur du nombre proposé,
on commettrait une erreur moindre que -r — ; — r, ou -=75 ; mais
cette réduite donne encore un degré d'approximation plus considérable : car, puisque le nombre proposé est compris entre
— et — ^, il s'ensuit que — diffère de ce nombre d'une quan-
tité moindre que 2»oti-7-; ainsi, Terreur commise
est beaucoup moindre que • Aussi ce nombre — , ou 3 -,
est-il fréquemment employé pour exprimer le rapport de la circonférence au diamètre. Cest le rapport donné par Archimhde,
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La quatrième réduite^ — ^, qui n'est pas beaucoup plus coin-
pliquee que — ^, donne une valeur bien plus approchée : car
3âS Q200
le nombre proposé étant compris entre — ^ et ^-^ , la différence entre ce nombre et — :r est moindre que — :r- ,
ii3 ^ ii3xa93i
fraction évidenmient plus petite que 0,00001 . Il est à remar-
3â3 3 1 A. I 5q quer que les deux fractions — :- et — -!— ^, dont la première ^ ii3 looooo ^
est exprimée en termes bien plus simples ^ donnent , en décimales, la même approximation pour le rapport de la circonférence au diamètre. C*€si le rapport donné par Adrien Méiius. Les réduites suivantes sont trop compliquées pour être substituées avec avantage au nombre proposé.
Nous ne pousserons pas plus loin Texamen des propriétés des nombres ; mais nous recommanderons aux jeunes gens qai, déjà familiarisés avec l'analyse algébrique, voudraient étendre leurs connaissances sur cette partie, la lecture de deux ouvrages intitulés : Théorie des Nombres, par Legendre, et Disquisitiones Ariihmeticœ, de Gauss , ouvrage traduit avec beaucoup de succès par M. Poule t'Delisle,
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CHAPITRE VI
Formation des Puissances, et extraction des Racines carrées et cubiques des nombres.
j 1*'. FonnaUOH du carré et extraction de la racine carrée,
i7tt. Notions préliminaires. — On appelle carré (q^ 108) ou seconde puissance à*utk nombre, le produit de ce nombre multiplie' par lui-même , ou le produit de deux facteurs égaux à ce nombre, et racine carrée ou 2"^ d'un nombre , un second nombre qui , multiplié par lui-même , ou élevé au carré , donne pour résultat le nombre proposé.
Ainsi, 7 a pour carré 49; et réciproquement, 49 & pour racine carrée 7. De même, 12 a pour carré 12X12 ou i44) ^^ réciproquement , la racine carrée de i44 ^st 12.
La formation du carré d'un nombre entier ou fractionnaire n'exige aucun procédé particulier : il suffit de multiplier ce nombre par lui-même, d'après les règles connues.
Mais il n'en est pas de même de l'extraction de la racine carrée , qui a pour objet : Un nombre étant donné , trouver le nombre qui, multiplié par lui-même, peut produire le nombre proposé. Cette question ne peut être résolue que par une opération essentiellement différente de celles qui ont été expose'es jusqu'ici ; elle est d'ailleurs d'une très-grande importance dans la Géométrie et dans l'Algèbre.
Gela posé, les dix premiers nombres entiers étant
I, 2, 3, 4> 5, 6, 7, 8, 9, 10, dont les carrés sont
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il en résulte que réciproquement, les nombres de la seconde ligne ont pour racines carrées les nombres de la première.
A Tinspection de ces deux ligues, ou reconnaît que, parmi les nombres entiers d'un ou de deux chiffres , il n'y en a que neif^qui soient des carrés d autres nombres entiers; les autres ont pour i-acine carrée un nombre entier plus une fraction.
Ainsi , 53 , qui est compris entre 49 et 64 > a pour racine carrée 7 plus une fraction. De même , 91 a pour racine carrée 9 plus une fraction.
176. Mais,xe qui est très-remarquable , c'est qu'un nombre entier qui n'est pas le carré d'un autre nombre entier, ne peut pas avoir non plus pour racine, un nombre fractionnaire exact.
Cette proposition qui , au premier abord , peut paraître un paradoxe , est une conséquence du principe établi (n® 150) sur la divisibilité des nombres. En effet , pour qu'un nombre fractionnaire exact, Ti puisse être regardé comme la racine carrée
d'un nombre entier, il faut que son carré, t X t? ^^ 7; 9 '^'^ égala un nombre entier. Or, cela est impossible : car, supposons, ce qui est toujours permis, que -r soit réduit à sa plus
simple expression ; a* et b* n'ont pas (n^ 180) d'autres facteurs
premiers que ceux qui entrent dans a et b; et puisque ces
deux derniers nombres sont premiers entre eux , il en est
a* de même dea^et 6'. Ainsi, jz est un nombre fractionnaire
irréductible , et ne peut , par conséquent , être égal à un nombre entier.
La racine carrée d'un nombre entier qui n'est pas le carré d'un autre nombre entier, ne pouvant être exprimée par au* cun nombre exact , s'appelle nombre incommensurable ou irrationnel; c'est-à-dire qui ne peut pas se mesurer exactement au moyen de l'unité. Ainsi, ^2, y/S, V/> > > sont des nombres incommensurables ou irrationnels.
9t32 EXTRACTION DE LA RACINE CARRÉE
On dit alors que le nombre proposé n*est pas un carré parfait,
177. La différence de deux carrés parfaits consécutifs est d'autant plus considérable que les racines de ces carrés sont plus grandes; et l'expression de cette différence est utile à connaître.
Soient , à cet effet, deux nombres entiers consécutifs, a et (a + 1).
On a (n<» liS) {a+by= (a +b){a + b) = a* + 2ab + b*;
d'où , en faisant b=zi, (a -f- 1 )• =a*+ 2a -f- i .
La différence entre (a-rO* ^^ ^ ^^^ donc 2a + M ^'^^ l'on voit que la différence entre les carrés de deux nombres entiers consécutifs est égale au double du plus petit de ces deux nombres , augmenté d*une unité. Ainsi , la différence entre les carrés de 348 et de 347» est égale à 2 fois 347 plus 1, ou à 6^5; ou bien , en d'autres termes, les carrés de 347 6t de 348 comprennent 694 nombres entiers, qui ne sont pas des carrés parfaits.
Ces notions établies, proposons-nous de rechercher un procédé pour extraire la racine carrée d'un nombre , en commençant par les nombres entiers.
178^ Extraction de la racine carrée d'un nombre entier.
Si le nombre n'a qu'un ou deux chiffres , sa racine s'obtient immédiatement d'après l'inspection des neuf premiers nombres (n° 17^ ) ; considérons donc un nombre de plus de deux chiffres , 6084 par exemple.
Ce nombre étant composé de plus de 6 o S 4
deux chiffres , sa racine en a plus d'un ; 4 9
d'ailleurs, il est plus petit que loooo, j j 8 /£ 8
qui est le carré de 100 ; ainsi, la racine i i 8 i — 0}
n'a ni plus , ni moins , que deux chif- _ ^
fres , c'est-à-dire qu'elle renferme des dixaines et des unités. Or, si l'on dé' signe les dixaines par a, et les unités par ^, on a (n"" 177)
6084 = (a+ by =za^ + !iab + 6* ;
d'un nombre £1VTI£R. 233
ce qui prouve que le carré d'un oombre composé de dixaioes et d'unités renfenne le carré des dixaines, plus le double pro^ duîi des dixaines par les unités, plus le carré des unités.
Gela posé , si l'on pouvait découvrir dans 6064 le carré des dixaines de la racine, on obtiendrait facilement les dixaines; mais le carré d'un nombre exact de dixaines ne pouvant donner qu'un nombre exact de centaines , il s'ensuit que ce carré doit se trouver dans la partie 60 à gauche des deux derniers chiffres j que l'on sépare , pour cette raison , par un point ; mais cette partie peut d'ailleurs, outre le carré des dixaines, renfermer des centaines et mille , provenant des autres termes du carré. Or, le nombre 60 est compris entre les deux carrés 49 et 64 > dont les racines respectives sont 7 et 8 ; et je dis que 7 est le chiffre des dixaines cherché ; car 6000 est évidemment compris entre ^'goo et 6400 , qui sont les carrés de 70 et 80 ; il en est de même de 6o84> Donc la racine demandée se compose de 7 dixaines , et d'un certain nombre d'unités moindre que dix.
Le chiffre des dixaines, 7, étant trouvé, on l'écrit à droite du nombre donné, en le séparant par un trait vertical ; puis on retranche son carré 49 » de 60 , c<^ qui donne 1 1 pour reste , à côté duquel on abaisse les deux autres chiffres , 84- Le résultat 1184 de cette première opération contient encore le double produit des dixaines par les unités et le carré des unités. Or, des dixaines multipliées par des unités ne pouvant donner au produit des unités moindres que des dixaines , le dernier chiffre 4 ne fait pas partie du double produit des dixaines par les unités ; ainsi ce double produit se trouve renfermé dans la partie à gauche 1 18 qu'on sépare du chiffre 4 ps^r un point. .
Donc, si l'on double les dixaines, ce qui donne i^^ ^t qu'on divise 118 par \^y\e quotient 8 est le chiffre des unités, ou un chiffre plus fort que celui des unités. Ce quotient ne peut pas être trop faible, puisque 1 18 contenant le produit du double des dixaines , 14 , par les unités , il faut qu'on puisse en retrancher le produit de i4 par le chiffre qu'on essaie ; mais il peut être trop fort, parce que 1 18 , outre ce douille produit,
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contient encore des dii[aine8 provenant du carré des unités. Pour vérifier si le quotient 8 exprime les unités , il suffît de récrire à la droite de 1 4 9 ce qui donne 1 48 , puis au«-dessous de lui-même , et de multiplier 148 par 8. On forme évidemment par là , I ^ le carré des unités, 2® le double produit des dizaines |)ar les unités. Or, cette multiplication effectuée donne pour produit 1 184 y nombre égal au résultat de la première opération ; et en le retranchant de ce résultat , on a o pour reste ; donc 78 est la racine demandée.
En effet , il résulte des opérations précédentes , que l'on a retranché successivement de 6084 n le carré de 7 dixaines ou de 70 9 plus le double produit de 70 par 8 , plus enfin le carré de 8 9 c'est-à»dire les trois parties qui entrent dans la composition du carré de 70 «f- 8 ou 78 ; et comme le résultat de la soustraction est o , il s'ensuit que 6084 ^^^ ^6^^ ^^ carré de 78.
Soil, pour second exemple, le nombre 841.
Ce nombre étant compris entre 100 et 8.4 i ^9 1 000 , sa racine se compose encore (lé 4 49
deux chiffres , ou de dixaines et d'unités. T^T
4 4*^9 On prouvera, comme dans l'exemple pré- . , tt:
cèdent , que la racine du plus grand carré
contenu dans 8, ou dans la partie à gauche ^
des deux derniers chiffres , est le chiffre des dixaines de la racine. Or, le plus grand carré contenu dans 8 est 4» dont la racine est 2 : c'est le chiffre des dixaines. Si l'on retranche le carré de 2, ou 4 9 du nombre 8, il reste 4; abaissant à côté de ce reste la tranche suivante 4<t on obtient 44^ 1 résultat qui renferme encore le double produit des dixaines par les unités, plus le carré des unités.
On prouvera encore, comme dans l'exemple précédent, que, si l'on sépare le dernier chiffre i par un point, et qu'on divise la partie à gauche 44 P^i* 4 9 double des dixaines , le quotient sera le chijffre des unités , à moins qu'il ne soit plus fort que ce chiffre. Ici , le quotient est 11, et il est évident qu'on ne peut pas avoir plus de 9 pour les unités (car autrement , ce serait supposer que le chiffre trouvé pour les dixaines ne serelit pas
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le véritable). li faut donc essayer 9 : pour cela , on place g à la droite de 4 9 double des dixaines, puis au-dessous de luimême , et l'on multiplie 49 V^^ 9* ^^j ^^^^ multiplication donne le produit 44^ 9 V^^ ^^ ^S^^ ^^ i-ésultat de la première opération; ainsi, 29 est la racine demandée.
£n réfléchissant sur le procédé qu'on vient de suivre pour extraire la racine carrée d'un nombre de trois ou de quatre chif^ fres y on voit qu'il se compose de deux opérations principales. La première consiste , après avoir séparé les deux derniers chiffres à droite , à extraire la racine du plus grand carré contenu dans la partie à gauche, et à retrancher ce carré. Cette racine exprime nécessairement les dixaines de la racine totale ; car le carré de cette racine suivie d'un zéro,' et le carré de cette même racine augmentée d'une unité et suivie également d'un xéro , comprennent évidemment le nombre proposé. La seconde opération consiste, après avoir abaissé les deux chiffres à droite du reste , et après avoir séparé le dernier de ces deux chiffres par un point, consiste, dis-je, à dis^iser la partie à gauche par le double du chiffre déjà trouvé à la racine. Le quotient exprime les unités, à moins qu'il ne soit trop fort; et pour s'assurer s'il n'est pas trop fort , on formç le carré de ce quotient, et le produit du double des dixaines par ce quotient. Si la somme qu'on obtient est égale ou inférieure au résultat de la première opération , on est sur que le quotient représente les unités , et on l'écrit alors à la droite des dixaines ; dans le cas contraire , on diminue le quotient d'une ou de plusieurs unités.
Remarque. — Dans la recherche de ia racine carrée d'un nombre, on ne peut obtenir d'abord le carré des unités :.car ce carré donu^ en général (n° i^^) des dixaines qui se combinent avec celles que fournit le double produit des dixaines par les unités; en sorte .qu'il est impossible de déterminer d'une n^^nièr^ précise dans quelle partie du nombre proposé se trouve, le carré des unités.
Nous prendrons pour troisième exemple , un nombre qui n'est pas un carré parfait : soit le nombre 1287.
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« Ea appliquant à ce nombre le procédé ci- dessus y on trouve 35 pour racine, et 62 pour reste ; ce qui indique que le nombre 1287 ^'^^^ f^ ^^ carré parfait, mais qu'il est compris entre le carré de 35 et celui de 36. En effet, le carré de 35. est i225, et ^ ^
celui de 36 est 1296, nombre qui surpasse i225 de 71 ou de 35 X 24-1 (n*» 177).
Ainsi, lorsqu'un nombre entier n'est pas un carré parfait, le procédé prescrit fait connaître la racine du plus grand carré coni^u dans ce nombre, ou bien encore, la partie entière de la racine carrée de ce nombre.
Nous verrons bientôt comment on obtient approximativement la fraction qui doit compléter la racine.
179. Passons à l'extraction de la racine carrée d'un nombre de plus de quatre chiffres.
Soit 56821444 ^^ nombre proposé.
725 ^So^ 120544
Le nombre proposé surpassant 10000, sa racine doit être plus grande que 100, c'est-à-dire avoir plus de deux chiffres. Maisquoi qu'il en soit, on peut toujours la regarder comme une collection d'tuiités simples et de dixaines ( car soit 5367 un nombre quelconque, il est décomposablc en 536o + 7, ou 536 dixaines plus 7 unités ).
Dès-lors, le carré de cette racine, ou le nombre proposé, se
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compose de trois parties , savoir : le carré des dixaines, plus le double produit des dizaines par les unités , plus le carré des unités. Or le carré des dixaines donne au inoins des centaines ; donc la dernière tranche y 44) ^^ P^^^ ^^ ^^^^ partie ; et c'est dans la partie à gauche que se trouve ce carré.
Je dis maintenant que , si l'on cherche la racine du plus grand carré contenu dans 5682 14 considéré comme exprimant des unités simples , on aura le nombre total des dixaines de la racine demandée.
En effets soit a la racine du plus grand carré contenu dans 568214 ; il s'ensuit d'abord que la racine demandée a au moins . un nombre a de dixaines, puisque a* X 100 peut alors être retranché de 5682 i4oo, et à fortiori, de 5682 1 444* l^'ailleurs, la racine ne saurait avoir (a -}- i) dixaines ; car, (a-f- 1)^ étant plus grand que 5682 14» (a+i)' X 100 surpasse 56821400 d'une centaine au moins , et par conséquent est plus grand
que 56821444* Donc enfin , la racine demandée se compose de a dixaines
plus un certain nombre d'unités moindre que dix^ et la question est ainsi ramenée à extraire la racine carrée du nombre 568214» considéré, pour le moment, comme exprimant des unités simples.
En raisonnant sur ce nombre comme sur le nombre proposé, on est conduit , pour avoir les dixaines de sa racine, à extraire la racine du plus grand carré contenu dans la partie gauche de 14, c'est-à-dire dans 5682 ; et pour obtenir les dixaines de cette nouvelle racine, il faut encore faire abstraction des deux derniers chiffres 82 , et extraire la racine du plus grand carré . contenu dans 56.
Extrayons donc la racine de 56 : il vient 7 pour 49; on écrit 7 à la droite du nombre proposé , et l'on retranche 49 de 56, ce qui donne pour reste 7, à côté duquel on abaisse la tranche suivante 82 (parce qu'il faut maintenant déterminer le second chifire de la racine du plus grand carré contenu dans 5682). Séparant le dernier chiffre à droite de 782, puis divisant 78 par 14 ) double de la racine déjà trouvée, on a pour quotiebt 5,
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que Ton écrit à la droite de 14* ce qui donne i45 ; puis écrivant 5 au-dessous de i45y on multiplie i^S par 5, et l'on soustrait le produit 726 , de 782; 76 représente alors la collection des dixaines de la racine du nombre. 5682 1 4»
Pour en obtenir les unités , on abaisse à côté du reste 67, la tranche 14? ce qui donne ^714 dont on sépare le dernier chiffre. Divisant 671 par i5o, double de la racine déjà trouvée, on a pour quotient 3 que l'on écrit à droite de iSo, ce qui donne i5o3; puis écrivant 3 au'-dessous de i5o3 , on multiplie i5o3 par 3 et l'on retranche le produit 4^09 , de 5714; 753 exprime alors le nombre total des dixaines de la racine demandée.
Enfin , pour avoir le chiffre des unités , ou abaisse à côte du reste i2o5, la dernière tranche 44» P^^^ faisant abstraction du dernier chiffre, on divise la partie à gauche i2o54 par i5o6, double de la racine déjà trouvée ; il vient pour quotient 8 que l'on écrit à la droite de i5o6, ce qui donne i5o68. Multipliant i5o68 par 8, et soustrayant le produit 120544» on obtient zéro pour reste. Donc 7538 est la racine demandée. Pour vérifier l'opération , il suffit de multiplier 7538 par luimême f d'après les règles de la multiplication arithmétique.
Si l'on a bien saisi les différentes parties de l'opération précédente, on en conclura facilement le procédé suivant :
Séparez le nombre en tranches de deux chiffres chacune , à commencer par la droite (le nombre des tranches ist égal AU NOMBRE DES CHIFFRES DE LA ' RACINE ). Prenez la racine du plus grand carré contenu dans la première tranche à gauche, qui peut n'avoir qu'un seul chiffre , et retranchez le carré du chiffre troussé, de la première tranche à gauc/ie.
Abaissez à côté du reste la seconde tranche à gauche , dont vous séparez le dernier chiffre par un point f puis divisez la partie à gauche de ce chijff're par le double de la racine déjà trouvée. Écrivez le quotient à côté du double de la racine ; multipliez le nombre ainsi fomté f par ce quotient, et retranchez le produit, du premier reste suivi de la seconde tranche.
Abaissez à côté du nouveau reste la troisième tranche; séparez le deraier chiffre , et divisez la partie à gauche par le
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double de la racine déjà trouvée; écrivez le quotient à ht droite de ce diviseur, puis multipliez le nombre ainsi formé, par le quotient , et retranchez le produit , du second reste suivi de Ut troisième tranche. Continuez ainsi cette série d'opérations jusqu'à ce que vous ajez abaissé toutes les tranches.
Si y à la fin de toutes ces opérations , vous n'obtenez aucun reste , le nombre proposé est un carré parfait. Si vous obtenez un reste , le nombre n'est pas un carré parfait ; mais vous connaissez alors la racine du plus grand carré contenu dans le nombre, ou, ce qui revient au même, lapeurtie entière de la ra^ cine carrée de ce nombre. Ce reste doit être (n** 177) moindre que le double de la racine trouvée , plus i : autrement, les chiffres de la racine auraient été mal déterminés.
180. Nous proposerons pour nouvelles applications , d'extraire les racines carrées des nombres 1 7698849 et 698485 \ on trouvera
>^i 7698849= 4^07 > V/ 698485=835, avec un reste 1260.
première remarque. — Dans le premier de ces deux exemples, quand on a abaissé l'avantrdernière tranche et séparé le dernier chiffre, comme la partie gauche se trouve moindre que le double delà racine déjà trouvée, cela indique que la racine n'a pas d'unités de l'ordre des dixaines ; alors il faut mettre un G à la racine afin de donner aux chiffres déjà obtenus leur valeur relative.
Deuxième remarque, — Il résulte de la nature même du procédé précédent , que le nombre des chiffres de la racine est égal au nombre des tranches de deux chiffres qu'on peut for* mer dans le nombre proposé. Mais cette proposition se démontre à priori , c'est-à-dire sans le secours du procédé.
En effet, le carré de 10"""', ou du plus petit nombre de n chiffres,' est égal à l'unité suivie de 2 (/i — i) ou de 2/1 — 2 zéros, et exprime le plus petit nombre de 7.n — i chiffres.
D'un autre côté, le carré de i o", ou du plus petit nombre de (n -f 1) chiffres, est égal à l'unité suivie de 2/1 zéros, et exprime le plus petit nombre de (2/1 + 1) chiffres.
t^O CARACTÈRES d'uN NOMBRE NON CARRA PARFAIT.
Donc tout nombre composé de (2n — i) chiffres, ou de 2r au plas, c*est-à-*dire un nombre décomposabic en n tranches de 2 chiffres (dont Tune peut n'avoir qu'un seul chiffre), a sa racine comprise entre lo""* et lo*, et par conse'quent composée de n chiffres.
181. Troisième remarque, — On reconnaît souvent à la simple inspection d'un nombre entier, qu'il n'pst pas un carré |)arfait ; et cela peut être utile dans la pratique. Voici les indices principaux:
1°. Tout nombre pair pouvant être exprimé par an, son carré ^n^ est essentiellement divisible par 4*
Ainsi, Tout nombre pair qui n^est pas divisible par ^{n?iSS), nesl pas un carré parfait. De même, le carré d'un nombre impair (an + i) étant {^n^ + ^n-^ i) ^ noxahvQ i{VL\j diminué d'une unité, devient nécessairement divisible par 4? il s'ensait que tout nombre impair qui, diminué de i ^ ne donne pas un résultat divisible par 4 , ne peut être un carré parfait.
7?, En général , Tout nombre qui , ayant un facteur pre^ mier a, , n'est pas divisible par tt*, ne peut être un carré parfait. Car, la racine carrée de ce nombre, si elle était entière, ne pourrait être (n* 130) que de la forme etn dont le carré »'n* est divisible par a*. Ainsi un nombre divisible par 3 ou 5 doit être en même temps divisible par 9 ou 25 .pour pouvoir être un carré parfait. De même , un nombre divisible par i5, qui ne le serait pas par (i5)'' ou 226, ne saurait être un carré parfait.
3**. Aucun nombre terminé par un des quatre chiffres 2 , 3, 7 , 8, ne peut être un carré parfait. Car, d'après la composition du carré d'un nombre qui renferme plus d'un chiffre (n® i75), les unités simples de ce carré ne peuvent provenir que du carré de unités de la racine. Or, en formant les carrés des neuf premiers nombres, on voit qu'aucun d'eux n'est terminé par les chiffres 2, 3, 7, 8.
[f*. Aucun nombre terminé par le chiffre 5 ne peut être un carré parfait si le chiffre de ses dixaines n*estpas 2. Ce caractère se déduit encore de la composition du carré d'un nombre de deux
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OU plusieurs chtfFres. Les deux derniers chifFr^du nombre pro« posé ne peuvent, dans ce cas, provenir que du carré des unUéB de la racine, puisque le clnfTre des unités étant S, le double produit des dixainespar ce cliifFre est nécessairement un certain nombre de centaines. Or le carré de 5 est 25 ; donc le nombre doit être terminé par 25.
5®. Enfin , Aucun nombre terminé par des zéros en nombre impair, ne peut élre un carré parfait. Cela est évident, puis** que, si la racine était exacte , elle ne pourrait être qu'un nombre entier terminé par un ou plusieurs zéros; et son carré devrait être terminé par deux fois autant de zéros qu'il y en aurait à la racine , et, par conséquent , pav un nombre pair tio zéros, ce qui serait contraire à la supposition.
. Extraction de la racine carrée par approximation,
18S. Lorsqu'un nombre entier n'est pas le carré d'un autre nombre entier, on ne peut (n** 176) obtenir la valeur exacte de sa racine carrée ; mais il est du moins possible d'approclier autant que l'on veut de la véritable valeur de celle racine.
Avant d'expo.'er les règles relatives à l'évaluation approchée des racines carr-ées, il est nécessaire d'établir que, le carré
d'une fraction ou d'un nombre fractionnaire, ti étant r X -.
ou Y^ , réciproquement, la racine carrée de y^ est j.
Donc y pour extraire la racine carrée d'une fraction dont les deux termes sont des carrés parfaits , it sujjit d'extraire la racine carrée du numérateur et celle du dénominateur, puis de diviser la première par la seconde.
Cela posé y soit, en p,énéral, proposé iï extraire la racine
carrée , 'A une fraction près, - {vojez la note du n® 93),
d*un nombre a , entier ou fractionnaire \ supposons, en d'autres termes , que l'on demande un nombre qui diffère de la racine
carrée de a, d'une quantité moindre que la fraction «,
Ariih, B. l6
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Pour y parvenir, obseiTons que a peut être mts sous ia forme
Or, 8i l'on désigne par r la partie entière de la racine carrée de €in\ ce nombre an^ est alors compris entre r* et (r-f- i)' ; donc
aussi *^ est compris entre -^ et ^ — ^; par conséquent
la racine de a est elle-même comprise entre celles de -; et
de ■■ L — • c e8t*à*dire entre - et — — .
Donc enfin - représente la racine carrée de a, à une
fraction près , -.
D*où Ton peut conclure le procédé suivant : MiUiipliez le nombre donné a, par le carré du dénominateur n, de lafraction qui détermine le degré d approximation que vous voulez avoir j extrayez la partie entière de la racine carrée du produit, et divisez cette partie entihre par le dénominateur u.
Soit, pour premier exemple, à extraire la racine carrée de
59 » « ^ près.
Multipliez Sg par (12)' ou i44» ^^ vient 84g6 dont la racine carrée a pour partie entière 92.
Donc ^ ou ^ est la racine carrée de 5q, à — près. 12 12 ^ 12 ^
Répétons sur cet exemple la démonstration qui a été déve*
loppée ci-dessus.
Le nombre 5q peut être mis sous la forme . . ^-^-r — ^ — i ,
ou, elTectuant les calculs du numérateur, -~^^.
Nais la racine de 8496 , à une unité près , étant 92 , il s'en-
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suit que 7-^vï> o« ^9, est compris entre ^-^ et ~-~. Donc la racine carrée de So est elle-inême comprise entre ^ et ^ •
c'est-à-dire que cette racine diflere en moins de ^, et en plus
de ^« d'une fraction moindre que — .
En effet, les carrés de — et de 2- sont 7^.-, — ^, nom* ' 12 12 (12)-' (12)*'
bres q^ui couipiennent entre eux --K^ ou 09.
Soit, pour second exemple, le nombre fractionnaire 3i -
ou y dont on demande la racine carrée à -r près.
Le produit de par (23)' est ^ — ^^ ou efFectuanl
les calculs indiqués au numérateur, — zâ-5 ou effectuant la
division, lônoi -, nombre dont la racine carrée, à une unité
prèsj est 129.
Ainsi *-:r ou 5 -^ e«t la racine carrée de 3 1 -, à -r
près.
N, B. — Dans l'exemple précédent, on a extrait la racine
carrés de 1670 1 - en faisant abstraction de la fraction -' ,
|)arc6 qu'il est évident que, si 16701 est compris entre les car-
résde i^sget de i3o, il doit en être de même de 16701 -.
Cette observation est applicable à tous les cas où Ton a
besoin de connaître seulement la partie entière de la racine
carrée d'un nombre fractionnaire : il suffit de considérer la
V '^ II
L'artifice qui sert de base au procédé pour approcher de la racine carrée d'un nombre , consiste à comprendre le nombre proposé entre les carrés de deux nombres fractionnaires dont le dénominateur commun soit celui de la fraction qui déter^ mine l* approximation , et dont les numérateurs ne dijffhrent entre eux que de r unité.
i8S. V approximation en décimales , qui est la plus usitée, est une conséquence de la règle précédente.
Pour obtenir la racine carrée d'un nombre entier à — ,
,... près, il faut, en vertu de cette règle, multiplier
lOO* 1000
le nombreproposé par (lo)', ((Oo)% (looo)^, . . . , c'est-à«dire, placer à la droite du nombre, deux, quatre, six, . . . , zéros, puis extraire la racine carrée du produit , à une unité près, et diviser cette racine par lo , loo , looo, • . .
En d'autres termes, écrivez à la droite du nombre proposé DEUX FOIS autant de zéros que vous voulez avoir de chiffres décimattx; extrajez la partie entière de la racine carrée de ce nouveau nombre, et séparez vers la droite du résultat le nombre de chiffres décimaux demandé.
Soit , par exemple, à extraire la racine carrée de 7, à —
près. /
En écrivant six zéros a la droite de 7 , on obtient 7000000,
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nombre iloui la racine carrée a pour partie entière, 264$. Ainsi 2,645 est la racine demandée ; ce qui veut dire que la racine carrée de 7 est comprise entre 2 ,645 et 2,646.
A^ B, — Gomme, après avoir écrit le nombre de zéros convenable, on est conduit à séparer le nombre en tranches de deux chiffres, à partir de la droite , on peut se dispenser d'écrire d'avance les tranches de deux zéros, et ne placer chaque tranche qu'au fur et à mesure qu'on veut obtenir un nouveau chiffre décimal à la racine.
Voici le tableau du calcul , pour l'exemple précédent t
Donc :i,645 est la racine demandée.
On trouverait pareillcmcnl
près ;
lOOOO
»res.
Remarque. — La fraction décimale provenant de la racine carrée d'un nombre entier qui n'est pas un carré parfait , quoique composée d'un nombre illimité de chiffres , ne saurait jamais èUe périodique; car si cela pouvait être, comme on a vu (n** i»9 et 160) que toute fraction périodique équivaut à une fraction ordinaire limitée, il en résulterait qu'un nombi*e commcnsurable serait égal à un nombre irrationnel (n* 176), 'ce qui est absurde.
184. Lorsque le noml;)re dont on deniande d'évaluer la racine carrée en décimales, est fractionnaire , il peut se présenter deux cas : ou le nombre proposé est déjà nne fraction décimale, ou
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biea c'est une fraction ordinaire. Examinons 8iicc€ssiveuient ces deux cas.
Premier cas. — Soit proposé d'extraire la racine carrée de 3,4^5.
Cominf, d'après la r^le du n** 182, il faut mfiltijiiier ce nombre par (içoo)"* ou iopoooo,oela revient évidemment à écrire d'abord troi9 zéros à la droite du nombre, puis à suppri* mer la virgule* On obtient ainsi 3425ooo , nombre dont la racine, à une unité près, est 1849*
Donc 1 ,849 est la racine demandée, à près.
Règle générale. — Pour extraire la racine carrée d'unefrac' lion décimale, rendez- d^ abord le nombre des chiffres décimaux double du nombre des chiffres décimaux que vous voulez avoir à la racine, ce qui se fait en écrii^ant un nombre cons^enable de zéros à la droite du nombre proposé ; faites abstraction de la virgule dans le nom»eau nombre, et extrayez^en la racine, à une unité prhs; puis enfin, séparez vers la droite de cette ra" cine le nombre de chiffres décimaux demandé.
Cette règle est d'ailleurs une conséquence du procédé (n^ 89) de la multiplication des fractions décimales, en vertu duquel le carré d'une fraction décimale, ou le produit de cette fraction par elle-même , doit contenir le double du nombre des chiffres décimaux qui entrent dans la racine.
N. B. — Dans l'exemple précédent , si l'on demandait la racine de 3,4^5 à — {Très seulement, il suffirait, pour multiplier par (10)* ou iooy d'avancer la virgule de deux ranf,8 vers la droite, ce qui donnerait 34^ »5 ; puis (iV. ^., n^ i8S}, faisant abstraction delà partie à droite de la virgule , oji extrairait la racine carrée de 34^ à une unité près. On trouverait 18 pour cette racine ; et par conséquent i ,8 serait la racine demandée.
Second cas. — Pour évalueren décimales la racine carrée d'an nombre fractionnaire quelconque, réduisez d'abord le nombre f^n décimales, d'après le procédé du n" 01, et poussez l'opéra-
PAR APPROXlHATlOff. 14?
tion jusqu^à ce que vous ayez deux fois autant de chiffres dé'' cimaux que vous voulez en avoir à la racine} puis opérer comme dans le cas précédent.
Soit, par exemple , à extraire la racine carrée de — =• à
— près.
On trouve d'abord, d'après le procédé cité, — x- = 23 ,8461 ; d'où, appliquant la règle du premier cas ,
3io / 00 » ï —- = 4,88, a près.
Voici de nouvelles applications des deux règles précédentes
V^3i,027s= 5,570, à 0,001 près; t/o,o 1 00 1 ss o , 1 0004, à o , 0000 1 près -,
s =1,6931, à 0,0001 près
1/— 7 =0,886, à 0,001 près.
Observations importantes sur V extraction de la racine carréa
des fractions.
18ë. Jusqu'à présent nous avons supposé que, dans l'évaluation approchée des racines , le degré d'approximation était indiqué d'avance ; et les transformations que nous avons fait subir aux nombres proposés, étaient des coaséquences de cette supposition-. Mais il 7 a des questions numériques pour lesquelles le degré d'approximation n'est pas d'abord fixé ; et dans ce cas, il est du moins nécessaire de soumettre les nombres à des préparations qui permettent de se former une idée nette du degré d'approximation obtenu pour le résultat.
Pour nous faire mieux comprendre , proposons-nous d'er-
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traire la racine carrée d'une fraction j- ayant pour dcnomina-
teur, ou un nombre premier, ou un nombre dont les facteurs premiers n'y soient éleve's qu'à la première puissance : tels sont les nombres i3 , i4 ou 2 X 7 , ï5 ou 3 X 5.
En multipliant les deux termes de cette fraction par le dénominateur ^, on obtient j^\ et si l'on désigne par r la parlie
entière de la racine du numérateur a6 , il s'ensuit que j^.ou j
est compris entre r^ et ^ — j^-^ . Donc la racine carrée de -r
r r "4~ I . . r est elle-même comprise entre ^ et — j — ; ainsi j représente
la racine de j-, à une fraction près marquée par j.
Le résultat n'est approché ici qu'à j. Mais si l'on voulait un plus grand degré d'approximation , on pourrait cherclier la racine carrée de a^ à une fraction près, - par exemple. (Foy,
n° 182.) Désignant alors par ~la valeur de cette racine, on au-
y r' r'+i lab
rait |/afr Compris entre — et , et par conséquent l/ jx
w T compris entre -y et — ^.
. / Fa
Ainsi ~T gérait la valeur de %/ 7, à une fraction près mar-
q««e par JL.
Soit, par exemple, -i la fraction proposée. Cette fraction
revient à * - ^ -" ou ^^ . Or la racine carrée de 91 est 9, à une unîlc près ; donc -^ est la racine demandée, à -5 près.
ou
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Vcut-oii un plus grand degrc d'approxiuiation ? Extrayant la racine carrcc de 91 a 0,01 près (n° iB5), on trouve 9,53.
V i3 i3 i3oo i3oo "^ A^. B. — Dans cet exemple, on a trouve -^ pour une valeur
approche'e de la racine carrée de -^, c'est-à-dire une Jraction
plus grande que la fraction proposée elle«-inéfne. Or cela doit être, puisque le carré d'une fraction est le produit de cette fraction par elle-même, et que, dans la multiplication des fractions proprement dites (n^60), le produit est toujours plus petit que l'un des facteurs.
L'artifice de la transformation précédente , qui consiste à muhîplicr les deux termes de la fraction par le dénominaieur, a pour objet de rendre le dénominateur un carré parfait, afin que la valeur approchée. de la raciae à extraire sQÎt repré-* sentée par une fraction ordinaire exacte, et qu'on puisse juger ainsi du degré d'approximation obtenu. Or nous avons déjà dit (ii®8) qu'on ne peut se former une idée nette d'une fraction ou d'un nombre fractionnaire , qu'en concevant V unité divisée en un nombre exact de parties égales dont on prend un cer» tain nombre,
186. Il y a des cas ou l'on peut rendre le dénominateur d'une fraction un carré parfait sans être obligé de multiplier les deux termes par ce dénominateur : ce sont ceux où le dénominateur renferme déjà un facteur carré parfait. Dans ce cas , il suffit de multiplier les deux termes de la fraction par lefac*. teur non carré parfait.
Soit, par, exemple, la fraction j^.
Remarquons que 48 est égal à 16 X 3 ou (4)' X 3 ; ainsi, en multipliant les deux termes par 3 , on a pour fraction cquiva*
l^"lc, TTT -Tzr ou --—- : et le dénominateur tst ainsi rendu
VX
un carré parfait.
a5o SCOLIE CÉR^AAt.
Ëxlrayanl maintenant la racine de 69 à — près, par exemple,
ce qui donne 8,3 , on trouve — ^ ou pour la racine dcman-
déc, k près.
C'est à cette modification qu'on doit rapporter la préparation qu*il faut avoir soin de faire subir à toute fraction décimale doot on veut exinûve la racine caiTce , prépftialion qm consiste à rendre le nombre des chiffres décimaux paie (s'il ne Test pas déîA).
Soit, par exemple , la fraction décimale 5,a49> Le dénominateur de cette fraction étant 10^0 ob 100 X 109 il miKt de iimllij^er par f o les de«x termes de la fraction , ce cpM levienl à placer un o à la droite da norabipe proposé ; et l'on obtient ainsi 5,a490. Extrayant alors la racine de 6^g^ à une unité près , on trouve aag. Ainsi a , 2g est la racine demaudée à
près.
iSV. Presque tous les auteurs , en rendant compte de Textractîon de la racine carrée par approximation, établissent en principe, «{Ue, pour extraire la racine carrée d'une fraction, il foui extraire la racine carrée du numérateur et eelie du dé" nomiamleur. Ce principe est évident (n* m) lorsque les deux tenues sont des carrés pariûts; mais il cesse de l'être si les deux termes sont des nombres entiers quelconques. Voilà pourquoi noua n'avons élaUi ce principe que pour le cas où les deux termessont des carrés parfaits. Il résulte ensuite de ce qui a été dit n"^ 185 et 185 y qu'il est eacinre vrai pour une fraction dont le dénominateur est un carré parfait ; et maintenant, on peut r admettre pour toute espèce de fraction y sans aucun inconvénient, dans les applications nuHiérîques , puisqu'en définitive, il Ctut toujours, peur évaluer la racine carrée de la fraction , en venir à rendre le dénominateur uu carré parfait.
ScoLiE GÉNÉRAL. — I) résulte évidemment des principes
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qui ont été développés ci- dessus, qu'un nombre entier étant dounéy on peut toujours obtenir l'expression exacte de sa racine carrée si ce nombre est un carré parfait, ou bien, une valeur aussi approchée que l'on veut de cette racine si le nombre n'est pas un carre parfait; et il en est de même des nombres fractionnaires.
Ces principes sont d'ailleurs tout-à-fait indépendants du système de numération dans lequel on opère ; c'est-rà-dire que les procédés qui ont été établis pour la recherche de la racine carrée des nombres, soit entiers, soit fractionnaires, dans le système décimal , seraient absolument semblables dans tout autre système de numération. Les commençants, pour se familiariser avec ces procédés, feront bien d'effectuer des extractions de racine dans divers systèmes, par exemple dans le système duodécimal. Us reconnaîtront sans peine que, pour l'extraction de la racine carrée d'un nombre entier, soit exactement, soit en fractions duodécimales, il suffit d'opérer d'après les rè^cs exposées aux n^* âVO et idS; que, pour l'extraction de la racine carrée des fraettons, il faut faire subir aux frac-*tions des préparations analogues à celles qui ont été indk[ttéeB aox n^' 164, 18», 186.
Telle est , enfin , la nature des nombres reconttiA pour êtite des camés pmfaits dans le système décimal , que ces m^es nombses exprimés dasi& im tout autre système, y sotit«iMOPe des carvés parfaits; et ks nombres qui n'ont pas d« ftdiies exactes dans 1« système décnaal n'en «nt pas davantage dafts un autre syslième. Ainsi, ks nombres quatre, nmrf'y sme, • . • , çuaranêe-neuff • • . , quatre^ngt-^n,^ . . , soat des carrés patw faits dans tous les systèmes; et les nombres deux, trois,, . . , sept,. . . , onze, . • . , n'ont de racine exacte dans aucun système. Cela tient à ce que la proposition du iV* 176 repose sur les principes démontrés aux n®' 129 et 150, et que ces principes sont indépendants de toute hypothèse particulière sur le sys« lènie de numération.
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J II. Formation du cube et extraction de la racine cubique
des nombres.
189, On appelle ci/^e ou troiaieme puissance d'un nombre, le produit de trois facteurs égaux à ce nombre , et racine cu^ bique ou troisième d'un nombre, le nombre qui, élevé au cube, reproduit le nombre proposé.
La formation du cube d'un nombre entier ou fractionnaire se réduit donc à deux multiplications successives, que l'on effectue d'après les règles connues.
Les dix premiers nombres étant
I, 2, 3, 4, 6, 6, 7, 8, 9, lo, on trouvera pour expressions de leurs cubes ,
Par exemple , le cube de 7 étant égal à 7 X 7 X 7 9 on dit d'abord : 7 fob 7 fout 49 » ^^ ensuite 7 fois 49 font 343 ; ei ainsi des autres.
Réciproquement, les nombres de la seconde ligne â-dessus ant pour racines cubiques les nombres de la première.
On reconnaît, à Tinspection de ces lignes, que parmi les nombres d'un, de deux , ou de trois chiffres , il n'y en a que neuj qui soient des cubes parfaits; chacun des autres a pour racine cubique un nombre entier plus me fraction , laquelle ne peut s'exprimer exactement. En effet, admettons pour un instant qu'un nombre entier N ait pour racine 3* exacte un nombre
fractionnaire tel que ?; il faudrait qu'en élevant 7 au cube , on pût reproduire N. Or cela est impossible, car ^ X y X r donne pour résultat ^j et comme on peut toujours supposer qucT est un nombre fractionnaire irréductible, il s'ensuit
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que a ei ù sont premiers entre eux ; donc (n® 130) il en csC de
même de a? et ^^; ainsi p est aussi un nombre fractionnaire
iiTéductible, qui, par conséquent, ne peut être ëgal à un nombre entier N.
iLes racines cubiques des nombres entiers qui ne sontpaâ des cubes exacts d autres nombres entiers ne peuvent donc pas s'obtenir exactement, ei sont aussi (n* 176) , par àonséqnent, des nombres incommensurables ou irrationnels.
190. De même que , pour découvrir le procédé de Textraction de la racine carrée d'un nombre entier quelconque, nous avons eu besoin de nous fonder sur l'expression du carré d'un binôme (A-f* ^) » c'est-à-dire de la somme de deux quantités} de même , pour l'extraction de la racine cubique, il est indispen« sable de connaître la composition du cube de cette somme [a + b).
Or, on a déjà trouvé (n® 177) que
{a + by ou {a + i) {a + b)= a* +7.ab + b*.
Si l'on multiplie ce premier ré- a* + aa^-j-^*
sultat par « -f- i , % a + b
d'après la règle établie (n"" iiS) à^-^-^à'b+ab^ pour la multiplication des poly- +a''b -^-lab^ ^ b^
nômcs , et qu'on fasse la réduction a^^-f- Za^b -f- Zab'' -f- b^ des termes semblables , on obtiendra
(Il + bf = û* + Zà'b + Zab^ + b^.
Soit fait dans cette formule, Z> =: i ; elle devient
(a-h i)^ = «^ -}- 3fl*+ 3a -I- I , d'où l'on déduit {a + i)^ ^ «^ = Sa' +Za -f- i ,
re qui nous apprend que la différence entre les cubes de deux nombres quelconques qui différent d'une unité, est égale au triple du carré du plus petit nombre, plus le triple de ce nn-me nombre, plus i .
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AÎRsiy la différence entre le cube de 90 et celui de 89 est égale
Oft peut juger^ d'après cela , combien deux cubes parfaits consécutifs sont différents l'un de l'autre , dès que leurs racines prises- dans la série naturelle des nombre, sont dfis nombres un peu consulécables.
IM. Reobevchons maintennnt an procédé pour extrmre la racine cubique d'un nombra entier,
X>'abord, si le nombre n'a que tn»scfaiffres au pluB, sa racine tobdent immédiatement if après V inspection des cubes des neuf premiers nombres. Ainsi ^ la racine cubique de 1 25 est 5, la racine cubique de 7a est 4 plus une fraction , ou 4 , à une u«ité près. La racine cubique de 84 1 est 9 , à une unité près , puisque 841 tombe entre 729 ou le cube de 9, et 1000 ou le cu1)e de ro.
Considérons donc un nombre de plus de trois chiffres.
Soit , par exemple , 1 o3823 le nombre proposé.
110592 io3823
Ce nombre étant compris entre 1000 qui est le cube de lo, et loooooo qui est le cube de 100, sa racine cubique est nécessairement composée de deux cliiffres, c'est-à-dire de dixaineset d'unités. Désignons par a les dixaines et par b les unités , nous
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aurons {nM90)
io3823 = (û + bf = a^ + Zarb + ^ab^ + b\
D'où Ton voit que le cube d'un nombre compose de dizaines et d'uni te's contient le cube des dixaines, plus le triple produit du carré des dixaines par les unités, plus le triple produit des dixaines par le carré des unités, plus le cube des unités.
Cela posé, le cube des dixaines ne pouvant donner des unite's d'un ordre inférieur à celui des mille, les trois derniers chiffres à droite n'en peuvent faire partie ; et c'est dans la partie xo3 (qu'on sépare des trois derniers chiffres par un point) que se trouve le cube des dixaines. Or, la racine du plus grand cube contenu dans io3 étant 4 pour 64, 4 ^^^ ^^ chiffre des dixaines de la racine cherchée; car io38a3 est compris entre 64000 ou (4o)^ et f 25ooo ou (5o)'^; donc la racine est composée de 4 dixaines, plus un certain nombre d'unités moindre que dix.
Le chiffre des dixaines étant trouvé , retranchons son cube 64 de io3 ; il reste 39, qui , suivi de la tranche 823 , donne 89823 ; et ce résultat contient encore le triple carré des dixaines par les unités , plus les deux autres parties énoncées précédemment. Or, le carré d'un nombre de dixaines ne pouvant donner des unités d'un ordre inférieur à celui des centaines , il s'ensuit que le triple produit du cari^ des dixaines par les unités ne peut se trouver que dans la partie à gaucbe 898 dcis deux decpî^s chiffres a3 ( qu'on sépare encore , pour cette raison , par ui^ point). D'un autrie câté, l'^ peut former le triple du carré des 4 dixaines , ce. qui donne 48 ; donc,. si l'on divise 898 par 48, le quotient 8 sera le chiffra des unités de la racine , ou un nombre plus fort que ce chiffre, parce que les 898 centaines contiennent, outre le triple produit du carré des dixs^ines par les u^nités, des retenues provenant des deux autres parties. Pour vérifier si le chiffre 8 n'est pas trop fort, on pourrait, comme pour la racine carrée , former, à l'aide do ce chiffre 8 et du chiffre 4 des dixaines, les trois parties qui
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entrent dans 39828 ) mais il est , en général , plus simple d enlever 48 au cube.
Or, on trouve pour ce cube, 1 10592, nombre plus grand que I o3823 ; ainsi le chiffre 8 est trop fort. £n formant te cube de 47i on obtient io3823 ; donc le nombre proposé est un cube parfait et a pour racine cubique 47*
A^ B. — On ne peut pas rccherclier d'abord le chiffre des unités, par la raison que le cube des unités pouvant (n^ 189] donner des dixaines, et même des centaines, ces dixaines et ces centaines se trouvent confondues avec celles qui proviennent des autres parties du cube.
Soit encore à extraire la racine cubique de 479^4*
Le nombre 479^4 ctant compris entre 1000 et 1 000000 , sa racine est comprise entre 10 et 100, c'est-à-dire, renferme des dixaines et des unités. Le cube des dixaines se trouve dans 47 im'/iey et l'on prouverait, comme dans l'exemple précédent, que 3 , racine du plus grand cube contenu dans 47, exprime le nombre des dixaines. Retranchant le cube de 3, ou 27, de 479011 a pour reste 20 ; abaissant à côté de ce reste , le seul chiffre 9 de la tranche 954, on a 209 centaines, nombre qui se compose du triple produit du carré des dixaines par les unités, plus des retenues provenant des autres parties. Donc , si l'on forme le triple produit du carré des dixaines 3 , ce qui donne 27 centaines, et qu'on divise 209 par 27, le quotient 7 est
d'un nombre entier. aS'j
k chiffre ans unités de la racine , ou un nombre plus fort quo ce cfaiiFrc. En élevant 87 au cube, on trouve 5o653, nonibi*e ' plus fort que 479^4 » ^^^^^ ^' ^*^^ forme le cube de 36 , on obtient 46656, nombre qui , retranche de 479^4 y comme on le voit dans le tableau ci-dessus, donne pour reste i2g8. Ainsi , le nombre proposé n'est pas un cube parfait ; et sa racine, à une unité près , est 36. En effet, la différence entre le nombre proposé et le cube de 36, est, comme on vient de le voir, 1 298 , nombre plus petit que 3 X (36)*-+" 3 X 36 + 1 [différence entre (37)^ et (36^) ] , puisqu'on a obtenu dans le cours de la vérification , 3888 pour le triple du carré de 36.
192. Soit maintenant proposé d'extraire la racine cubique d'un nombre de plus de six chiffres , 4^72^658 par exemple.
reste 1 1 i45o
io5
io56
Quelle que soit la racine cherchée , elle a nécessairement plus d'un chiffre ; et l'on peut la regarder comme composée d'unités et de dixaines seulement (le nombre des dixaines pou» vant avoir plusieurs chiffres).
Or, le cube des dixaines donne au moins des mille; ainsi, ce cube se trouve nécessairement dans la partie à gauche des trois derniers chiffres 658. Je dis maintenant que, si l'on extrait la racine du plus grand cube contenu dans 437a5 considéré comme exprimant des unités simples , on aura le nombre total des dixaines de la racine demandée. En effet , soit a la racine du
ArUh. B.
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plus grand cube contenu dans 437^5 , il s'ensuit d'abord que la racine demandée a au moins un nombre a de dixaines* puisque a^Xiooo peut être retranche de 4^725000, et à fifrliori^A^ 4^7^^^* D'ailleurs, la racine ne saurait avoir {a^ I ) dixaines ; car {a -\- 1)^ étant plus grand qne ^Z'jit^, {a^i)^X 1000 surpasse 437i^5oooo d'au moins un mille, et est par conséquent plus grand que 43725658. Donc enfin , la racine demandée se compose de a dixaînes plus un certain nombre d'unités moindre que dix,
La question est alors ramenée à extraire la racine cubique de 43725 ; mais ce nouveau nombre ayant plus de trois chiffres, sa racine en a plus d'un, c'est-à-dire renferme des dixaînes et des unités. Pour obtenir Jies dixaînes , il faut séparer les trois derniers chiffres, 728, et extraire la racine du plus grand cube contenu dans 43- (On voit assez ce qu'il faudrait faire si ce nouveau nombre avait plus de trois chiffres. )
Le plus grand cube contenu dans 43 est 27, dont la racine est 3; et ce chiffre exprime alors les dixaînes de la racine de 43725 (ou le chiffre des centaines de la racine totale). Retranchant le cube^de 3 , ou 27, de 43 , on a pour reste 16 , à côté duquel il faut abaisser le premier chiffre 7 de la tranche sui* vante, 725, ce qui donne 167.
Formant le triple carré des dixaines 3 , on trouve 27 mille ; et si l'on divise 167 par 27, le quotient 6 est le chiffre des unités delà racine de 43726, ou bien un nombre plus fort. Il est aisé de reconnaître que ce chiffre est en effet trop grand ; ainsi. il faut essayer 5 , et pour cela , élever 35 au cube ; il vient pour rémltat , 4^875 , nombre qui , retranché de 4371^6 , donne pour reste , 85o. (Ce reste est évidemment plus petit que 3x (35)* 4- 3 X 35 + 1, puisque déjà le carré de 35 est, d'après le tableau d-<lessus , égal à 1225.) Ainsi, 35 est la racine du plus grand cube contenu dans 43726 : c'est donc le nombre total des dixaines de la racine cherchée.
Pour obtenir les unités, on abaisse à coté du reste 85o , le premier chi^e6 de la dernière tranche 658, ce quidonne85o6; on forme d'ailleurs le triple carré des dixaines 35 (ce qui est fa-
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elle y puisque, dans la vérificalion du chillro piec^ldeiU, on a déjà formé le carré de 35 ) ; puis ou divise 85o6 par ce tripW carré SG^S ; le quotient est 2 , que Ton essaie en élevant 352 au cube ; on obtientainsi 436i42o8, résultat plus petit que le nombre proposé. En le soustrayant de celui-ci, on obtient pour reste 1 1 i45o. Donc 352 est la racine cubique de 43725668, à une unité près.
RÈGLE oÉNÉRALE. — « Paur extraire la racine cubique d'un nombre entier, séparez le nombre en tranches de trois chijfres chacune , à partir de la droite., jusqu'à ce que vous parveniez à une tranche d'un, de deux , ou de trois chiffre» au plus (le
NOMBRE DES TRAKGHES EST EGAL AU NOMBRE DES CHIFFRES DE I.A
RACINE ) ; extrajrez la racine du plus grand cube contenu dans la première tranche à gauche, et retranchez ce cube, de la première tranche ^ abaissez à côté du reste le premier chiffre de la seconde tfanche , et divisez le nombre ainsi formé, par le triple carré du chiffre déjà trouvé à la racine ^ écrivez le quotient à la droite de ce chiffre, et élevez au cube F ensemble des deux chiffres ; si ce cube est plus fort que V ensemble des deux premières tranches du nombre proposé , diminuez le quotient, dune ou de plusieurs unités, jusqu à ce que vous obteniez un cube qui puisse se retrancher de Vetisemble des deux premières tranches; la soustraction faite , abaissez à côté du reste le premier chiffre de la troisième tranclie , puis divisez le nombre ainsi formé , par le triple carré de l* ensemble des deux chij^ fres déjà trouvés; le quotient, s'il n est pas trop fort , doit être tel qu'en récrivant à la droite des deux premiers chiffres de la racine , et élevant au cube le nombre qui en résulte, on puisse retrancher le produit , de l'ensemble des trois premières tran-^ ches. Cette nouvelle soustraction faite , abaissez à côté du reste le premier chiffre de la quatrième tranche, et continuez la même série d* opérations jusqu* à ce que vous ajez abaissé toutes les tranches.
Rembarque. — Souvent, dans le cours des opérations, on est conduit à soupçonner qu'un des quotients dont nous venons de parler, est beaucoup trop fort, et alors on croit pou-
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voir le diminuer d'avance de deux ou plusieurs unités ; inais eu élevant au cube la racine déjà trouvée , suivie de ce chiffre , et retranchant ce cube , de l'ensemble des tranches considérées dans le nombre proposé , on peut obtenir Un reste très grand , qui donne à penser que le dernier chiffre placé à la racine est trop faible. Or, pour savoir si cette présomption est fondée , il faut s'assurer si le reste surpasse ou égale le triple du carré de la racine déjà obtenue , plus le triple de cette même racine, plus un. Dans ce cas, on doit augmenter la racine d'une ou de plusieurs unités de l'ordre du dernier chiffre obtenu.
Voici des exemples sur lesquels on peut s'exercer :
1/483249 = 78, avec un reste 8697.
V^9i6325o864i = 4^^8, avec un reste 20644129.
V/329773402 18432 = 32068, exactement.
195. — Extraction de la racine cubique par approximation. Lorsque le nombre proposé n'est pas le cube d'un autre nombre entier, le procédé ci-dessus ne donne que la partie entière delà racine. Quant à la fraction qui doit compléter la racine , nous avons déjà vu (n° 189) qu'elle ne peut être obtenue exactement; mais on peut trouver une autre fraction qui n'en diffère que d'une quantité aussi petite que l'on veut , d'après une règle analogue à celle du numéro 189.
Soit , en général , proposé d? extraire la racine cubique, ou troisième , du nombre a (entier ou fractionnaire) , à une frac-
tion près - .
Le nombre a peut être mis sous la forme ^^ — ^ et si l'on
désigne par ria racinedu plus grand cube contenu dansan^, c'està-dire la racine cubique de an^ , à une unité près , le nombre
an^ f^ (''+0^ '
--^ , ou û , est compris entre -r^ et 5-^ ; donc aussi , v' a est
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comprise entre les racines y'"" de ces deux nombres, ou entre ~
et ; donc enfin, ->'est la racine demandée, à une fraction
près -«
Ainsi, j:^aiir extraire la racine S'*' d'un nombre, à une
fraction près - , multipliez le nombre par le cube du dénomi"
nateur u\ extrajrez, à moins dune unité près, la racine cubique du produit , et divisez le résultat par n.
Exemple. — On demande la racine cubique de iS, à —
près.
On a i5x 12^= i5x 1728 = 25920. Or, la racine cubique de 26920, à une unité' près, est 29. Donc la racine demandée
est -^,ou2 — .
Soit encore à extraire la racine cubique €/e 87 -5 ou -=-^ , — près?
On a 7^X(2o)3=^î-2_ = -2_ — := 300923 ^.
Or, la racine cubique de 300923 ~x ou de 300923, à une unité
près . est Gn ; donc—, ou 3—, est la racine demandée, à — près ^ * ' 20 20 ao ^
On trouverait pareillement
1/4*7= — = 3 — =3 =, à — près:
i/-=^:;- = -^,9-r- pics.
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194. L'approximation en décimales est une conséquence de la règle précédente.
Soit proposé (T évaluer {/^S à o,oo\ près.
Il faut (n° 193) multiplier 25 par le cube de looo, ou par looooooooo, c'est-à-dire placer neuf zéros à la droite de aS, ce qui donne aSooooooooo. Or, la racine cubique de ce nombre est 29241 à une unité près. Donc 2,924 est la racine demandée,
a près.
En général , pour évaluer la racine cubique dun nombre entier en décimales , écrivez à la droite du nombre , trois fois autant de zéros que vous voulez avoir de chiffres décimaux à la racine) extrayez ^ à une unité près, la racine cubique du nouveau nombre ; puis séparez vers la droite du résultat, le nombre de chiffres décimauxldemandé.
N, B, — On peut, comme pour la racine carrée (n® 4Ô3) , se dispenser d'écrire sur-le-champ toutes les tranches de trois zéros, et ne les placer que successivement et au fur et à mesure qu'on veUt obtenir de nouveaux chiffres décimaux à la racine.
193. Lorsque le nombre proposé est fractionnaire, il y a deux cas à considérer : Ou ce nombre est décimal, ou il est quelconque.
Premier cas. — Soit à extraire la racine cubique de3,i^i5à
près
Gomme , en vertu de la règle du n? 193 , il faut multiplier le nombre par (100)^ ou 1 000000, il suffit évidemment d'écrire deux zéros à la droite de 3,i4i5, puis de supprimer la vit- {;ule, ce qui donne3i4i5oo. Or, la racine cubique de ce dernier nombre , à une unité près, est 146. Donc 1,46 est la racine demandée, à près.
. loo*^
Si l'on voulait un nouveau chiffre décimal à la racine , il suffirait de placer à la droite du reste obtenu , une nouvelle trancho de trois zéros ; et Von continuerait Topcration.
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Règle générale. — Pour extraire la racine cubique d'une fraction décimale , à un degré d'approximation détermine, faites en sorte (en plaçant à la droite de la fraction proposée UD nombre convenable de zéros) que le nombre des chiffres décimaux soit triple de celui quon veut avoir à la racine ; supprimez la virgule; puis extrayez la racine 3* du nombre résultant , à une unité près , et séparez vers la droite de cette racine le nombre de chiffres décimaux demandé.
Second cas. — Lorsqu'il s'agit d'un nombre fractionnaire quelconque ^ on le réduit d abord en décimales ( n^ 91 ) , en poussant l'opération jusqu'à ce qu'on ait au quotient trois fois autant de chiffres décimaux que Von veut en avoir à la racine ; puis on opère comme dans le cas précédent.
Voici de nouvelles applications :
1/70 = 4,2Qo8, à près,
1/3,004 i 5 = i,442Q, à — . — uiès ^ ^^ ^ loooo*^
V/o,ooioi = 0,10, à •-• — prèsi
^ = 0.824 > à près.
a5 ' -r» iQQ^j r
196. Remarque sur l'extraction de la racine cubique des fractions.
Toutes les fois que l'on a à extraire la racine cubique d'une fraction , et que le degré d'approximation n'est pas fixé d'à • vance , on doit, comme pour la racine carrée (n** 185), faire subir au nombre proposé quelques transformations.
Soit 7 le nombre proposé , b étant supposé d'abord un nombre premier y ou un produit de facteurs premiers élevés à ia première puissance.
Commençons par rendre le dénominateur un cube parfait, en multipliant les deux termes par 6*j la fraction se cbange
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alors en celle-ci I -^. Désig^nant par r la partie entière de ia racine cubique de aô*, on reconnaît aise'ment que -r^- ou t
estcompris entrer^ et —rf-^' Donc l/ j est elle-même coinprise entre r et — y — ; ainsi t est la racine cubique* de ^ aune
fraction près marquée par j.
Si l'on voulait une plus grande exactitude , il n'y aurait
qu'à rechercher une valeur plus approchée de v/a&^ I et diviser le résultat par h.
Lorsque le dénominateur b renferme des facteurs dont les uns sont des cubes parfaits, et les autres des carrés parfaits, la préparation à faire subir à la fraction est plus simple.
1 1 3 Soit, pour exempte, la fraction ^3--.
Le nombre 36o est égal (n° 144) à 2^3*. 5; donc, si Ton multiplie les deux termes de la fraction par 3 X 5* ou 7$, la fraction pourra être mise sous la forme
ii3X95 _ 8475 a^ X 3« X 53 "" (3oK
Extrayant la racine cubique de 8478 , à une unité près , ce
20 2 qui donne 20 , on trouve •r- ou 7; pour la racine demandée, à
La règle de l'extraction de la racine cubique des fractions décimales peut être considérée comme un cas particulier de cette dernière transformation.
Pour que le dénominateur d'une fraction décimale soit un cube parfait, c'est-à-dire soit égal à (10)% (100)'', il fa*'
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rendre le nombre des chiffres décimaux multiple de trois , ce qui se fait en e'crivant des xcros en nombre convenable.
Enfin, tout ce qui a été dit n®' 187 et 188, sur la racine carrée des nombres , s'applique égalenaent à la racine cubique , et en général aux racines d'un degré quelconque.
Nous ne pouvons toutefois exposer dans ces éléments les procédés de l'extraction des racines d'un degré supérieur au 3*, parce que ces procédés sont fondés sur la composition d'une puissance de degré quelconque d'un binôme, et que la formule qui a rapport à cette composition exige, pour être développée complètement , des connaissances assez étendues en Algèbre. Nous donnerons , d'ailleurs , dans le dernier chapitre de cet outrage, un moyen abrégé d'effectuer les extractions de racines de tous les degrés.
»V«W»<»^^^>V»»A<»</W^»M/VWWVVWVV»^<V»'V»» «»VV»A/«WWWV«W*^^/»»WWWW/\^/\^^\/» ^^<»A/VVVWW\ v\>'V»^ ^<v>
CHAPITRE \II
Applications des règles de V Arithmétique. — TTiéorie des Rapports et des Proportions.
197. Introduction, — Après avoir fait connaître les pro* cédés relatifs aux diverses opérations de l'Arithmétique, il nous reste une tâche assez difficile à remplir, c'est celle d'initier les commençants à la résolution de toutes sortes de questions sur les nombres.
On distingue deux genres principaux de questions , les théorèmes et les problèmes.
On peut avoir pour but de démontrer l'existence de certaines propriétés dont jouissent des nombres connus et donnés, auquel cas la question porte le nom de théorème. Le cinquième chapitre offre une foule de question^ de ce f{;enre : les principes
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sur la divisibilité des nombres > les propriéiés des fraclions décimales périodiques et des fractions continues, sont autant de théorèmes.
Ou bien , on se propose de déterminer certains ndknbres d'après la connaissance d'autres nombres qui ont avec les premiers des relations indiquées par l'énoncé ; et alors c'est un prpblkme que Ton veut résoudre. Telles sont les questions que nous avons présentées , dans le cours des deux premiers chapitres, comme applications des diverses règles de rArithmétique.
Maïs on peut avoir à résoudre des problèmes plus compli* qués , dont les énoncés soient tels qu'on ait quelque peioe à découvrir et à déterminer la série des opérations qu'il faut effec* tuer sur les nombres connus et donnés, pour parvenir à la connaissance des nombres que Von cherche; c*e8i celte délerminatioii qui constitue ce qu'on appelle l'ana/^^^e ou la résolution du problème.
Il existe toutefois une certaine classe de problèmes pour la résolution desquels on peut établir des règles fixes et certaines : ce sont ceux qui dépendent de la théorie des rapports et des proportions. Il est donc naturel de commencer par le développement de cette théorie, qui , d'ailleurs, à catise de ses nombreuses applications, doit être regardée .comme Tune des plus importantes des Mathématiques. .
§ l. Des Rapports et des Proportions,
iOd. Nous avons déjà dit (n*" i) qu'il n'y a point de grandeur absolue ; que , pour se former une idée d'une grandeur quelconque, il faut la comparera une autre grandeur convenue, de même espèce , qui peut d'ailleurs être prise arbitrairement ou dans la nature. Le résultat de cette comparaison est ce que nous avons appelé nombre.
Mais si, au lieu de comparer une (grandeur à son unité , ou veut comparer deux (grandeurs quelconques d'une même esjUH'OjCcqui rcvieiU ti couiparci los deux nombres qui les ex-
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priment, le insultât de cette comparaison est ce qui constitue le rapport ou la raison des deux nombres. Ces deux uiots^ rapport et raison y sont synonymes en Mathématiques, et expriment l'idée qu'où se fait d'une grandeur par le moyen d'une autre grandeur à laquelle on la compare , et qui doit être essentiellement de même espèce.
Dans ce sens, un nombre est l'expression du' rapport ou de ta raison d'une grandeur k son unité.
En général, iljr a deux manières de comparer deux. gran-^ deurs Vune à Vautre :
Ou bien , on veut savoir de combien la plus grande su^^passe la pins petite ; et le résultat s'obtient en soustrayant la plus petite de la plus grande ;
Ou bien, on veut savoir combien de fois l'une contient Tautre, ou y est contenue, ce qui se fait eu divisant les deux quantités Tune par l'autre.
Ainsi , soient 24 et 6 les deux nombres que l'on veut comparer;
On a 24 — 6=^18, et -— = 4.
Le résultat de la comparaison par soustraction , est 1 8 ; tandis que le résultat de la comparaison par division , est 4*
Pour distinguer ces deux espèces de rapports , on appelait autrefois le premier, rapport arithmétique , et le second , rapport géométrique. Mais ces dénominations insignifiantes sont maintenant remplacées par celles-ci : pour la première espèce , rapport par soustraction , ou simplement différence, parce que c'est le résultat d'une soustraction; et pour la seconde, rapport par division, ou simplement rapport, parce que c'est presque toujours pour savoir combien de fois l'une des quantités contient l'autre, que l'on compare deux grandeurs en Ma tliénia tiques.
Par exemple , dans la théorie des nombres complexes , le rapport de l'unité principale d'une certaine nature à Vune de ^es subdivisions , ou le rapport de deux subdivisions entre elles ^ rt'est autre chose que le noinbrr de fois f|U( runc ronlicnl
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('autre. Dans la comparaison du nouveau système des poi et mesures à l'ancien , le rapport du mètre à la toise, et cel de la toise au mètre, le rapport du kilogramme à la liv. poids , et celui de la livre^poids au kilogramme, sont I< nombres entiers ou fractionnaires qui résultent de la divisi de deux nombres exprimant en unités de même espèce, \ mesures que Ton compare.
Ainsi dorénavant , lorsque nous nous servirons du mot nij pot*l, il exprimerais résultat ou le quotient de la division à deux nombres} et si nous voulons exprimer que deux nombr sont comparés entre eux par soustraction, nous emploieroi la dénomination de dijfférence , ou de rapport par sous''\ traction.
Dans tout rapport , soit par soustraction » soit par division,! on distingue deux termes , qui sont les nombres que Fou compare. Le terme qu'on énonce ou qu'on écrit le premier, s'a pelle antécédent, et le second , conséquent,
199. Lorsque deux rapports par soustraction sont égaux, l'ensemble des quatre nombres qui les constituent s'appelle I une équi'^ifférence , comme étant l'expression de deux différences égales. (On l'appelait autrefois /irc^rtibn arithmétique.)
Par exemple y soient les quatre nombres 12, 5, 27, 17; comme la différence de 12 à 5 est 7, et que la dififérence de 24 ù 1 7 est aussi 7, on dit que ces grandeurs forment une équidifférence , que Ton écrit ainsi :
en plaçant un point entre le premier et le second terme , deux points entre le second et le troisième, et un point entre l« troisième et le quatrième.
Ou renonce d'ailleurs de la manière suivante :
\%est à5 comme 1^ est à 1 7 ;
ce qui veut dire que 12 surpasse 5 d^autant d'unités que 2<( sur|>asse 17.
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On peut aussi l'écrire, d'après les notations déjà adoptées:
Le premier et le troisième terme, 12 et 24, se nomment les
-^ antécédents del'équi-différence; le second et le quatrième s'ap-
; j^llent les conséquents; ces dénominations s'accordent avec
:eUes qui ont été données aux deux termes d'un rapport par
' wus traction.
' Le premier et le dernier terme , 1 2 et 1 7 , se nomment aussi -ies deux extrêmes ; le second et le troisième , 5 et 24 » s^"' •dits les deux moyens,
- 200. Lorsque deux rapports par division sont égaux , l'ensemble des quatre nombres qui les constituent, s'appelle une proportion (autrefois proportion géométrique y on pourrait le nommer encore un équi^quotient , comme étant V expression ■ de deux quotients égaux. Mais le mot proportion est généralement adopté).
Soient, par exemple, les quatre nombres i5, 5, 36, 12 ; le rapport de iS à 5, ou le quotient de i5 par 5, étant 3, ainsi que le rapport de 36 à 12, ces quatre nombres forment une ' proportion , que l'on écrit ainsi :
en plaçant deuyc points entre le premier et le deuxième,
quatre points entre le second et le troisième, et deux entre
le troisième et le quatrième.
On l'énonce d'ailleurs comme une équi-différence : iS est à 5
comme 36 est à 12; ce qui veut dire que i5 contient 5 autant
de fois que 36 contient 12. Aussi peut-on l'écrire encore sous
cette autre forme : -=- = — .
Les dénominations des termes sont du reste les mêmes que dans les équi->différences.
Ainsi 1 5 et 36 sont les antécédents; 5 et 12 sont les conséquents. Enfin i5 et 12 sont appelés les extrêmes; Set 36 les moyens de la proportion.
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Les équi dftfTerences et les proportions, celles-ci surtout, jouissent de plusieurs proprié te's que nous allons développci successivement.
Des Équi'différences .
201. On appelle équi-différence (n° 199) l'eTcpression de IV galité des deux différences.
Pkopriété fondamentale. — Dans toute équi-différence , la somme des extrêmes est égale à la somme des moyens.
Soit réqui-différence 1 1 . 7 ; 19 . i5 ;
on a évidemment 11 + 15 = 7+19.
Mais pour nous rendre compte de cette proposition d'une manière {générale, observons que, si les conséquents ctaiem égaux à leurs antécédents, que Ton eût , par exemple ,
la proposition serait manifeste
Or, pour ramener réqui-difTérence à cet état, il suffit d'augmenter chacun des conséquents, de la lucme différence 4* Mais par cette addition , on a évidemment augmenté l'un des moyens et l'un des extrêmes, du même nombre 4; ainsi, in somme des moyens et la somme des extrêmes se trouveni augmentées en même temps de ce même nombre. Donc, puisque , après cette addition , les deux sommes sont égales, les précédentes l'étaient aussi. C. Q. F. D.
Remarquons d'ailleurs que , s'il n'y avait faLséqui-dijfference entre les quatre nombres , il faudrait , pour rendre les conséquents égaux à leurs antécédents , ajouter à chacun d'eux un nombre différent; et, puisque, après cette addition , la somiue des extrêmes deviendrait égale à celle des moyens, il s'ensuit que les deux sommes devaient être inégales avant l'additiou.
Donc , si quatre nombres , énoncés dans un certain ordre, ou écrits sur une même ligne, forment une équi- différence , ta somme des extrêmes est égale à la somme des moyens.
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Réciproquement, ^i la somme du premier et du dernier nombre est égule à la somme du second et du troisième, oa si la somme des exirêrnes est égale à celle des moyens, les quatre nombres forment une ëqui^tjff'érence , dans Tordre oit ils sont énoncés ou écrits. Car s'il n'y avait pa« équi-<liflerence, on vient de voir que la somme des extrêmes ne serait pas égale à celle des moyens ; ce qni serait contraire à la supposition.
JV. B. — Il peut arriver que les antécédents soient plus petits que leurs conséquents, comme dans réqui-différence
Mais les raisonnements seraient les mêmes que dans le cas pre cèdent; il suffirait d'ajouter aux deux antécédents la différence commune 5; ce qui reviendrait à ajouter le même nombre à la somme des extrêmes et à la somme des moyens.
Voyons avec quelle précision les notations algébriques s'appliquent à la propriété précédente et à sa réciproque.
Soient quatre nombres a^byCy J, que nous supposons former entre eux une équi^différence :
On a donc a,b l cd^ ou bien encore a — b=:c — d. Cela posé , ajoutons aux deux membres de cette é{;alité, 1» somme ^ + ^j j^ vient
ou, réduisant, û -f- rf = c -|- ^ ;
donc la somme des extrêmes a et à est égale à la somme des moyens c el b.
Réciproquement, soient quatre nombres a,b,Cydy telsque
Tenait fl-f-rf=^-|-c;
retranchons b + d des deux membres de cette épalitéj il
vient a"\'d — b — dic^b -{-c — b — d^
ou , réduisant , a — b = c — d^
ou a.b Ic.d.
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Doue , ces quatre nombres forment une équi-^iffiêrence dont les extrêmes sont les deux termes de Vune des deux sommes^ et les moyens les deux termes de l'autre.
9051. GonsiSqdence. — Il résulte de la propriété précédente, que, connaissant trois termes d'une équi^ifférence, on obtiendixi le quatrième, si c'est un extrême, en retranchant de la somme des moyens, l'extrême connu , et, si c'est un moyen, en retranchant de la somme des extrêmes, le moyen connu.
Ainsi, soit réqui^ifférencc
aS . II \ ^<Q , X
[x dési(>nant le tenue inconnu).
Comme on a, d'après la propriété fondamentale ,
Il
Pareillement , dans Téqui-diflerence
3i . 25 : x. 78, on a :r-|- 25 = 3i + 7«-
d'où x = 3i + 78 — 25 = 84,
et par conséqilènt, 3i . 25 : 84 . 78.
903. Quelquefois, on est conduit à considérer une équi-différence dont les deux moyens sont égaux ; elle s'appelle alors une équi'différence continue {ou proportion arithmétique continue).
Par exemple,
est une équi-différence continue.
Comme, dans ce cas, le double de Tun des moyens doit, en vertu de la propriété ci^lessus , être égal à la somme des
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extrêmes I il s'ensuit que ce mqjren est égala la demi^somme des deux extrêmes.
Ainsi y dans réqui-différence
on a X ss ^^ se 36.
Cette valeur de x est ce qu'on appelle un mqyen dijffëreniiei (ou un moyen proportionnel arithmétique) entre les deux nombres 23 et 49*
804. Voici quelques autres propriétés dès équî--différences t . On peut augmenter les deux antécédents ou les diminuer, augmenter les deux conséquents ou les diminuer, augmenter soit les deux premiers termes , soit les deux derniers, ou les diminuer d*un même nombre, sans que l'équi - différence cesse d'exister.
£n effet, il est évident que, par ces diverses transformations, on augmente ou l'on diminue d'un même nombre la somme (ies extrêmes et celle des moyens ; ainsi , l'égalité des deux sommes n'est pas troublée ; et il en est de même de TéquidilTérence , en vertu de la réciproque de la propriété fonda* mentale.
On peut également inten^ertir l'ordre des deux extrêmes , celui des deux moyens, ou bien mettre les moyens à la place des extrêmes, sans troubler l'équi-différence; car il est évident qu'après ces mutations , la somme des extrêmes est encore égale à celle des moyens.
En général , toute transformation exécutée sur une équi«difTéreace, et telle que la somme des extrêmes reste égale à la somme des moyens , ne détruit pas l'équi-différence.
Mais il est inutile d'insister davantage sur les propriétés des <^qtti-différences , parce qu'elles sont de fort peu d'usage.
Passons aux propriétés des proportions proprement dites , ou autrement, des proportions géométriques.
Afith. A. l8
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Des Proportions.
fiM. On entend (n^MS) ^t proportion, l'expression de l'égalité de deux rapports ou quotients^
Lorsque quatre nombres sont en proportion , le rapport commun qui existe entre les deux premiers termes et entre les deux derniers y peut être, ou un nombre entier, ou un nombre fraciionnaire , ou une fraction proprement dite.
Soient , par exemple , les proportions
la : 9 :: 36 : 47,
Dans la première , le rapport commun est 3 ; dans la se*
conde, on a — = — = ^ ; donc le rapport commun est un ' 9 27 3
nombre essentiellement fractionnaire.
Enfin , dans la troisième , on a -rg = — > en supprimant le
facteur L commun aux deux termes; ainsi la fraction — est le
rapport commun.
Propriété fondamentale. — Dans toute proportion, lepro^ duit des extrêmes est égal à celui des mojrens.
£n effet y cette propriété serait évidente , si , au lieu d'une proportion telle que
on en avait une dont les antécédents fussent égaux à leurs conséquents, si l'on avait, par exemple,
Or, pour ramener la première proportion à cet état, ilsuflit évidemment de multiplier cbaque conséquent par le rapport commun 3 ; mais, par cette multipUcation, l'un des moyens et
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l'un des extrêmes sont multipliés par un même nombre ; àiiisi^, il en est de même du produit des extrêmes et du produit des moyens; et, puisque alors ]esdeux produits résultants sont égaux y les produits primitifs Té taic^nt aussi. C^ Q. F. D.
Observons d'ailleurs que, si les quatre nombres donnés ne formaient pas une proportion , il faudrait, pour rendre les conséquents égaux à leurs antécédents, multiplier ces conséquents chacun par un nombre différent qui exprimerait le rapport du premier terme au second, ou du troisième terme au quatrième; et comme, après cette multiplication, le produit des extrêmes deviendrait égal à celui des moyens, il en résulte qu'avant la multiplication , les deux produits n'étaient pas égatu.
D'où l'on peut conclure que si quatre nombres, énoncés ou écrits dans un certain ordre, sont en proportion, le produit des extrêmes est égal à celui des moyens.
Réciproquement, si le produit des deux termes extrêmes est égal à celui des moyens, les nombres forment une proportion dans r ordre ou ils sont énoncés ou écrits. Car, s'il n'y avait pas proportion entre ces quatre nombres , on vient de voir que le produit des extrêmes ne serait pas égal à celui des moyens, ce qui serait contraire à la supposition établie.
Appliquons les notations algébriques à la démonstration de cette propriété et de sa réciproque.
Soient quatre nombres a,b,c,d,en proportion , c'e^t-à-^dii e tels qu'on ait a lu il c l d, oUy ce qui revient au même,
Multiplions les deux membres de cette égalité par bd ; il
abd cbd ^
ou , réduisant , ad =z bc.
Donc le produit des extrêmes, ad^ est égal au produit des moyens, bc.
Réciproquement , soient quatre nombres a , b^c^d, tels que
%'j6 PROPftlélfS
Vpti ait « X rf == ^ X c ;
divisons les deux meiiibres de cette é{;alité par 6 X </; il
aXd bXc
vient
ou, en supprimant les facteurs communs, j = ~, c'est-à-dire
Donc £09 quatre nombres forment une proportion dont les extrêmes sont les facteurs de l'un des deux produits, et dont les moyens sont les facteurs de Vautre,
906. Conséquence. — De cette propriété' fondamentale il résulte que, connaissant trois termes d'une proportion, on doit, pour obtenir le quatrième, si c'est un extrême , diviser le jjroduit des moyens par l'extrême connu; et, si c'est un moyen, diviser le produit des extrêmes par le moyen connu.
Ainsi, soit la proportion 18 : 24 •• 72 t Xj
comme on a 18 X ^ = 24 X 72,
il en résulte x = — — s-^ = 06 ;
ce qui donne 18 : 24 II 72 : 96.
5M>7. Il peut arriver que les deux moyens d'une proportion soient égaux entre eux , comme dans celle-ci :
la proportion est dite alors une proportion continue. Dans ce cas , le produit des deux moyens devenant le carré de chacun d'eux, il s'ensuit que ce carré est égal au produit des exlrèmes ; donc chacun des mqyens a pour valeur la racine carrée du produit des extrêmes.
Soit, par exemple, la proportion 5o l x il xl 8, r étanl le moyen terme inconnu d*nne proportion continue; on a
a:* = 5o x8 = 4oo,
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d*où Ton déduit j:= 1/400 = 20; ce qui donne 5o : 20 :: 20 : 8.
En général , soit la proportion al x II xl à) \i en résulte
j:* = a X 6 9 d'où x = (/a X ^* Cette valeur de x est ce qa'on appelle un mojren proportionnel entre les deux nombres a et b.
208. Autres propaiétés. — On peut multiplier ou diviser les deux premiers termes, ou les deux derniers, par un mém^ nombre, sans altérer la proportion.
En effet , le rapport des deux premiers ternies j ou celui des deux derniers , n'est autre cbose (n® 198) que le quotient d'une division dont le dividende est Tantécédent , et le diviseur le conséquent; et l'on sait qu'en multipliant ou divisant les deux termes d'une division par un même nombre , on ne change pas la valeur du quotient.
On peut également multiplier ou diviser les deux antécédents, multiplier ou diviser les deux conséquents, par un même nom^ bre, sans altérer la proportion.
Car, par ces transformations , on multiplie ou Ton divise à la fois l'un des extrêmes et l'un des moyens par un même nombre ; donc le produit des extrêmes reste toujours égal à celui des moyens. Or, d'après la réciproque de la propriété fondamentale, c'est une condition suffisante poujr que les quatre nombres soient en proportion.
On peut encore , comme dans l'équi-différence , intervertir V ordre des extrêmes d'une proportion et celui des moyens, os bien , mettre les extrêmes à la place des moyens, sans que la proportion cesse d'exister entre les quatre termes.
Pac exemple, de la proportion CD déduit alternativement ;
I®. en échangeant les extrêmes. . .
2^. en échangeant les moyens. . . .
3®. en mettant les moyens à la place des extrêmes 12
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Le rapport commun est différent d'une proportion à l'autre ; ainsi ce rapport est 3 dans la première, — dans la seconde,
-s dans la troisième, et r? ou«z dans la quatrième. Mais chaque proportion n'en existe pas moins , puisque , après ces muta" fions y il est évident que le produit des extrêmes reste toujours ^al à celui des moyens.
A^ B, — Les anciens auteur;; de Géométrie désignaient par les dénominations de altcmando et invertendo, les diverses mutations que Ton fait éprouver aux termes d'une proportion.
Les transformations qui consistent à multiplier ou diviser les termes, s'appelaient multiplicando ou dtvidendo.
Les propriétés suivantes sont d'un usage continuel en Géométrie, et méritent toute l'altention des commençants.
SW. Première propriété. — Dans toute pix>portion, la somms ou la différence des deux premiers termes est au second terme, comme la somma ou la différence des deux derniers est au quatrième.
Ainsi, dans la proportion 7a : s4 •• 4^ • '^^
on a, en ajoutant, 72 + 24 * ^4 •• 4^'4~ ^^ • '^f
et en soustrayant, 72 — 24 • 24 I. 4^ — |5 ; i$»
proportions que Ton peut vérifier facilement .
Pour nous rendre compte de cette propriété d'une manière générale, observons qu'en augmentant ou diminuant cbaque antécédent, de son conséquent , on ne fait qu'augmenter ou dinùnuar d'une umlé, chacun des deux rapports ; et puisque les rapports primitifs étaient égaux , les rapports résultants le sont aussi.
De la proportion 72 d: 24 I ^4 *• 4^ ^ i^ ^ ^^
( db se prononce p&f ou moins) , on déduit, on changeant les moyens de place (n*^ 208),
7?. ±: 24 : 45 dt i5 :: ^4 ^ *5i
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mais on a déjà 72 ; 24 *t 4^ l tS,
oubien, 72 : 45 t. ^4 : i5;
donc, comme deux nombres égaux à un troi9ièM« son! necet** sairsment égaux entre eux , il s'ensuit encore
dii
ou bien 72 i: 24 î 72 :: 45 di i5 : 45.
On peut donc dire aussi que , dans toutç proportion , la somme ou la différence des deux premiers termes esiaupre» mier terme, comme la somme ou la différence des deux der-^ mers est au troisième, énoncé qu'il serait fsicile de comprendre en un seul ave^ l'énoncé ci-dessus.
^ 210. SEGofiDfi PROPaiigTÉ. — Dans toute proportion, la somme ou la différence des antécédents est à la somme ou à la diff^ rence des conséquents , comme un quelconque dcf antécédents est à son conséquent.
Reprenons la proportion ci-dessus , 72 : 24 • ! 45 * 1 5 , et changeons les moyens de place ; il vient
Or, rien n'empêche d'appliquer à cette nouvelle proportion la propriété du numéro précédent ; et l'on aura
72 dz 45: 45 :: 24=bi5: i5,
ou , changeant les moyens de place ,
72 ±: 45 : 24 ±: i5 :: 45 : i5, ou :: 72 : 24.
Cette proportion , énoncée en langage ordinaire , et comparée à la proportion 72 : 24 !: 45 1 1 5, démontre évidemment la propriété ékioncée.
Si, dans laproportion 72 31 45 • 2.^^ i5 :; 45 : i5, on considère d'abord les deux signes supérieurs , puis les deux signes inférieurs, on en déduit successivement
itàb rtonittf»
d'où , A caïue du rapport commun ,
73 + 45 : 34+ >5 :: ^^ — 45 :34 — iS ,
ou bien , en cbangeanl les moyeus de pUce ,
c'eit-i-dire que, daa> toute proportion , ta somme des aniécédenuett à leur différence, comme la somme des conséqueaU est à leur différence,
SU. ConSÉQOEHCES DE CETTE PBOPKiËTi. — 1°. Soit une soiu de nombres d, b,c,dfe,f, g,h, i,k^ . . , tels que l'on ail
a'.b\:e:d.:e:f:.gxh:;i:k...,
je dis que , dans cette suite de rapports égaux , la somme de tous letaMécédentSK, c, e,c, i,. .. est à la somme de Ums les ccnsiguetus b , d , f , II, k, . . . comme un aniécédent quelconque est à son conséquent.
En efiêt , 1« deux premiers nipports al6 II cl d
donnent, en vertn de U
propriété précédente,. . a-^■clb•^-d',',c:d•,
■nais, comme on a c td n e ij",
il en rétulle a + c:b + d:: e-./i
d'où , appliquant k cette nouvelle proportion, la
même propriété a+c + eib+d +/: : c ;/;
maisonâencote e.f.-.g-.h,
donc o+e+« :*+</+/:; g^: A;
et par conséquent A + c + e+^: b+d+f-\-h','.g'.ii,
et ainsi de suite , quel que soit le nombre do ra[^rts é^gaa.
a*. Soient deux fractions ^ales, — , - ; si l'on fait ta ** ' la 3 "^
somme des numéraieun et celle des dénominateurt , il tn uUe une nouvelle /raeiion, —=, égale à ckacune desfiac^ proposées.
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En effet, régalité-^= ^, revientàlaproportion8:i2::2:3; d'où , en appliquant la propriété ci-dessus ,
donc --5 =--=-.
II en serait de même si l'on taisait la différence des numérateurs et celle des dénominateurs.
Les transformations qui se rapportent aux propriétés précédentes, se désignaient autrefois par les mots addenda et suùsiraJiendo.
Sifi. Troisième propriété. — Si ton a un nombre quelconque ^proportions, et qu'après les ai^oir placées les unes au^deS"* sous des autres , on les multiplie par ordre, les produits ré' sultants seront encore en proportion^
Soient , par exemple , les trois proportions
il résulte d'abord de leur définition, qu'elles peuvent être
écrites ainsi :
Gela posé , si l'on multiplie ces égalités membre a membre , il en résultera nécessairement des produits égaux. Or, en ef*< fec tuant cette opération d'après la règle de la multiplication des
fractions {vojrez n^ »9), on a l^ ^ >< ^^ = 'J^^f^^ d'où 3X7X4o:8xi5xi2::i2X28x5o:32x6oXi5,
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ou, cfiecluant les calculs ,
On peut facilement constater l'exactitude de cette dernière proportion : car en divisant les deux derniers termes successivement par 10 et par 2, on trouve
proportion e'vidente, qu'on appelle proportion identique.
N,B, — Il est à remarquer que y d'après la nature des opérations qui viennent d'être effectuées , le rapport commun de la
proportion précédente ^ savoir ^ ■ , est égal au produit
des trois rapports des proportions données.
Ainsi , les trois rapports étant y comme il est facile de le vérifier, g, --Ly "Yf onapoijrleur produit, ^75-» ou, en sup-
primant le facteur 3o commun aux deux termes, —, résultat
auquel la fraction -^- peut être réduite par la suppression du facteur commun 120.
Ce rapport , -^ , qui provient de la multiplication de plusieurs autres rapports , est appelé par les arithméticiens , rapport composé.
L'opération qui a fait l'objet de la propriété précédente, se désignait autrefois par le mot componendo.
SIS. Conséquences de cette propriété. — i*. Lorsque quatre nombres sont en proportion, les carrés , les cubes, et en géné^ rai leè puissances semblables de ces nombres , sont aussi en proportion, ^
Pour nous rendre compte de cette conséquence , il suilii d'observer que, d'après la propriété précédente, plusieurs:
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proportions semblables , luultiplk'es par ordf e y tionnaraiewt
lieu à des produits «o proportion.
a°« Reciproqu^meut y (ofsque quatre nombres swti en pro^
portion, les racines carrées , cubiques , quatrièmes, , .. deees
nombres^ sont en proportion.
a c Soit la proportion a * b II c l d , ou t= ;j.
a * c Paisque les deux rapports r» ;^> sont égaux, les racines car-
Mais, pour extraire la racine carrée d'une fraction , il faut {n? 187) extraire la racine carrée du numérateur et celle du dénominateur^ ce qui donne
/a __ \/a le _ j/c
Mb— x/V V d— k/a'
Vb ^ ^ \/d
donc -^sî^, ou bien, \/â : \/b:: \/c: l/5.
Le raisonnement serait le même pour la racine cubique , ou pour une racine de degré quelconque , en partant de ce prin^ cipe général, qnepour e;vtraire une racine de degré qnelcon^ que tt une fraction, il faut extraire la racine du numérateur et celle du dénominateur.
5114. Remarque, -^ Lorsque les nombres a, b^c^d, ne sont pas
descarAffj9a/^z/5, les quantités f/â, i/b,{/Cy^dy sont des nombres irrationnels; et la proportion ci-dessus ^a lieu alors entre des nombres incommensurables; c'est«à<^ire que ro#est conduit à considérer des rapports entre des nombres incoinlaensmcables , rapports^ qui, en général , sont eux-mêmes îrratÂQWieh ; et il «'«girait de savoir si l'on peut attt ibucr à des proportions de cette espèce toutes les propriétés qu» ont été établies précédemment.
Pour reconnaître que la réponse est affirmative, il suffit de se rappeler ce qui a été dit précédemment (n*^ 1811 et iW), qu^nn
■ ùa
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nombre irralionnel peut toujoara être remplacé , meiUalemenl, par un nombre fractionnaire exact qnî ne diSh:« da nombre proposé qn« d'ane quantité aiuai petite que l'on veut , et qui , par conaéquent , peut être prise tellement petite , qu'on ne doive aToir aucun égard à l'erreur que l'on commettrait en Dégligeant cette quantité; et c'est alors entre les nombres commensurables substitues aux grandeurs irrationnelles, que les rapports sont censés établis.
Quant aux rapports entre des nombres fractionnaires exacts, il est aisé de reconnaître , d'après la règle de la division des fractions, qu'ils peuvent toujours être remplacés par des rapports entre des nombres entiers.
Par exemple , le rapport de - à — étant le quotient de la
dinsion de - par — ■, est égal ( n' 6S] à - X -s-> ou à ^,
c'est-à-dire au rapport de 33 à 35.
De même , le rapport de 2 à ~9 ^' ^^' ^ R ^ ~^ ' ^^ '*''^'' au rapport dé i6i i i30.
Ainsi, toutes les propriétés démontrées précédemment sur les proportions, en supposant que les termes fussent des noiu' bres entiers, ont toujours lieu, quelle que soit la nature de ces termes.
^i\.Dc la Règle de Troit et Jet Bkgie* qui en dépendeal.
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M8. En Arithmétique, ou donne le nom de rkgie de troit $impie, à l'opération par laquelle, étant donnés trois terntei ifmne proportion , on parvient à déterminer la valeur du temte ùkohmi. Nous avons ezpoaé (n* WW} le moyeu d'obtenir ce qaatriàae tenue ; ainsi, pour resoodic use question dépendanl àii.\» rigU de trois, tout se réduit 1 former la proportioB que fournit l'énonce de la question. C'est ce que les exemples suivants TODtéclaircir.
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PfiEMiER EXEMPLE. — On demande le prix de 384 ^^^ grammes d*une certaine marchandise, en supposant que^ki» lograntmes de la même marchéUfdise iueni ootiié iXofr* ?
Analyse du problème, -^ Puisque 25*" ont coûté 6So', il est clair que pour 2 , 3, 4* • • ^^^^ P^"^ ^^ kilogrammes, on doit payer 2 , 3 , 4 * • • * '^^^ davantage. Ainsi , les deux nombres de kilogrammes sont nécessairement dans le même rapport que les prix de ces deux nombres ; et par conse'quent, il y a proportion entre eux.
Donc y si l'on désigne par x le prix inconnu des 384*'', ^" aura la proportion
25*«: 384*" :: 6Sof ix-,
d'où ( n* «06) X = — -!_ = —1^- — = 9984 ; ce qui
donne 9984 fr. pour le prix des 384 k^ogrammes.
A^. B, — Dans cet exemple , on pouvait simplifier Topération en observant que les deux antécédents de la proportion cî< dessus sont divisibles par 25 ; car , si Von supprime ce facteur commun, il vient
d'où a: = 384x
Toutes les fois que ces simplifications se présentent, on ne doit pas les négliger.
Second exemple. — On a payé ^43*" i5-^ Sapeur 43*^ 5** 4** d'un certain ouvrage; on demande combien il faut payer jwur 77*^3^8^ du même ouvrage?
Il est évident qu'il y a encore proportion entre les deux nombres fractionnaires de toise , et les prix de ces deux nombres.
Soit donc x le prix demandé; on aura la proportion
43*^5^41»: 77'*3P8p :: 743* iS^S^lx,
On pourrait, d'après les règles établies pour le calcul des nombres complexes, faire le produit des deux moyens, et diviser ce produit par l'extrême connu ; mais on abrégera considérablement les calculs en réduisant les deiix premiers
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larmes y qui expriment des unités de tnêiue nature, en sul>difiaioiis de la p)o«petîie espèce qtie ees deux notnbre^ renferment^ et par conséquent en pouces. On obtient ainsi la nouvelle proportion
3i6oP : 5588P :: 743^ iS-^ 8»^ : r,
ou, en supprimant le facteur 4 commun aux deux premiers ternies,
iS*^ 8»* : x
Par là, on est conduit à effectuer une multiplication d'un nombre complexe par un nombre entier, et à diviser le produit qui en résulte , par un autre nombre entier; ce qui est beaucoup plus simple.
D'abord, le produit de 743*" \5^ 8*" par 1897 est égal à 1039065*- 6-^ 4^
Divisant ce produit par 790 , on obtient enfin pour quotient,
Cet exemple est le seul que nous nous proposerons sur les nombres complexes, parce que, depuis rétablissement du nouveau système de poids et mesures , on n'a guère à considérer de proportions qu'entre des nombres entiers, ou entre des nombres fractionnaires décimaux. Il suffira de se rappeler que, dans les exemples de ce genre , il est généralement plus simple de réduire les deux premiers termes de la proportion (qui sont toujours des nombres de même nature) en unités de la plus petite des subdivisions que renfermât les deux nombres.
TRorsiÀME EXEMPLE. — // a fallu 20 jours à i35 hommes pour faire un certain ouvrage; on demande combieti il faut de jours à 3oo hommes pour faire le même ouvrage.
Analjrse, — Si un certain nombre d'hommes a employé îio jours pour faire un certain ouvrage, il est clair qil'un nombre d'hommes, 2,3,4 • • fois plus grand, doit employer 2,3,4* • • '^^^ moins de temps, toutes choses égales d'ailleurs; donc , autant de fois le premier nombre d'hommes ^ i35, sera
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conbemi dan» le second y 3oo, autant ck foit le n4»i»Jbi*e dcc jonrs néceMairc aa «ecofie^. nombre d'iKMimiûs, €'e<^i«-À->dUe. le nombre cherché ;r|.9era cMieftU dans le nombre 4» joiir». nécessaire au premiev nombre d'hommes.
Ainsi, Ton a h proportion
i35* : 3oo* :: xj : 2o>,
ou , en mettant les moyens à la place des extrêmes , afin d'avoir ' X comme dernier terme ,
3oo : i35 :: 20 : x;
don i on tire x = — s 2= tt — = <y •
3oo 3oo ^
(Oi^ peut, supprimer dans la proportion, i®. le facteur iSj commun aux deux premiers termes , 2°. le facteur 20 commun aux deux antécéfients^cequi don^e la proportion i \^\li \x\
d'où ir :=39»)
HiH. Remarques sur les Happons directs ou inverses»
G'isst ici le lieu de- fixer les idëes des commençants sar lesens de certaines dënominationB dont les mathématicienase servent frëquemment.
Les questions qui dépendent d'une règle de trois simpie, renferment toujours dans leur énonce, quatre nombres, dont deux â*un6 certaine espèce , et deux d'une autre espèee. Sur ces quatre nombres , trois sont connus et tm inconnu; de ptos, chacun des termes de la seconde espèce est lié intimement par les conditions de l'énoncé à \\m des termes de la première espèce. . .
Ainsi , dana le premier exemple ci*Hlesns8 , deux dc0 quatre nombres expriment des poids , tandis que les deux autres «s* priment les prix respectifs de ces poids. Le prix du ptemier poids est donc lié avec ce poids, et peut, pour cette raison, être appelé' le terme correspondant au premier poids. Pareil*' lement, le second poids et le prix du second poids 5 sont des y^nti^n eorrespondanis, * «
Dans le second exeiiKple , deux des quatre nombres exprb*.
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inent des longaears, et les deux autres sont encore les prix de ces longueurs. Chacun des deux prix est dit le terme corrèS" pondani à la longueur estimée par ce prix.
Enfin , dans le troisième exemple , on considère deux nombres d'hommes , et les deux nombres de jours ehiployés par ces nombres d'hommes à faire un certain ouvrage. Le nombre de jours employé par le premier nombre d'hommes est dit le correspondani de ce nombre d'hommes ; et le second nombre de jours est le correspondant du second nombre d'hommes.
Gela posé , on dit qu'il y a relation directe entre les deux nombres de la première espèce et les nombres de la seconde, ou bien que les deux nombres de la première espèce sont directement proportionnels à leurs correspondants de la seconde , lorsque , après avoir constaté qu'il y a proportion entre les quatre nombres , on a reconnu de plus que chaque nombre croit ou décroît en même temps que son correspondant ; et alors l'un des nombres de la première espèce , et son correspondant de la seconde espèce , doivent former les deux anté' cédenis de la proportion , tandis que l'autre terme de la première espèce , et son correspondant de la seconde , doivent former les deux conséquents ; c'est-à-dire qu'un terme de la première espèce , et son correspondant de la seconde , doivent former un extrême et un mojren, et que l'autre terme de la première espèce, et son correspondant, doivent former un moyen et un extrême.
Au contraire , il y a relation indirecte entre les quatre nombres, ou bien les deux nombres de la première espèce sont dits réciproquement ou inversement proportionnels k leurs correspondants, lorsque chaque terme croit quand son correspondant décroît , et vice versd; et alors chacun des termes de la première espèce et son correspondant, doivent former les deux extrétnes, tandis que l'autre terme de la première espèce et eon correspondant doivent former les deux moyens.
En reprenant les proportions des trois exemples déjà traités, on voit aisément que , dans les deux premières, il y a relation directe entre les quatre nombres, c'est-à-dire que les deux
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poids ou les deux longueurs sont directement proportionnels aux deux prix ; mais que , dans la troisième , il y a relation indirecte, ou bien^ que les deux nombres d'hommes sont ré^ ciproqmement proportionnels aux deux nombres de jours ('*'). * Au reste , l'analyse du problème fait toujours reconnaître si la relation e'it directe ou indirecte. Il ne s'agit que de savoir, après avoir toutefois constaté la proportionnalité , si , une des grandeurs de la première espèce augmentant ou diminuant, sa correspondante doit augmenter ou diminuer, ou bien , si au contraire, une grandeur de la première espèce augmentant ou diminuant , ^a correspondante doit diminuer ou augmenter. Dans le premier cas , il y a relation directe , ou les deux nombres de la première espèce sont directement proportionnels à leurs correspondants; dans le second, il y a relation indirecte, c'est-à-dire que les deux nombres de la première espèce sont réciproquement proportionnels à leurs correspondants.
On dit encore , dans le premier cas , que chaque grandeur de la première espèoe est en raison directe de sa correspondante , et dans le second ; qu'elle est en raison inverse de sa correspondante.
Par exemple , le prix d'une certaine marchandise est en rai' son directe du nombre d'unités de cette marchandise , parce que plus il y a d'unités de cette marchandise y plus il faut payer pour ce nombre d'unités ; au contraire, le nombre de jours nécessaire à un certain nombre d'hommes pour faire un ouvrage, est en raison inverse â^}i nombre d'hommes, parce que plus il y a d'hommes pour faire cet ouvrage , moins il faut de jours.
217. Ces locutions, quoique vicieuses, sont souvent employées en Mathématiques. Ainsi, en parlant de deux fractions qui ont même dénominateur, on dit qu'elles sont en raison di-^
\^ ) Les dënominations de relation directe et de relation indirecte ont cté proposées par Mandait, Tun des meilleors aotears de tr»ttés d'Arith*
me tique.
Ariih. B, iQ
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recie de leurs numérateurs, et de deux fructions qui oui même numérateur, qu'elles sont en raison inverse de leurs dénomi^ nateurs.
Pour interpréter ces deux expressions , considérons d'abord
les deux fractions — • — , qui ont même dénominateur.
On a évidemment la proportion -^ : — :: 7 ; 11,
puisque le second rapport n'est autre chose que le' premier dont les deux termes ont été multipliés par 12.
Or la fraction — et le numérateur 7 qui lui correspond
forment les deux antécédents . tandis que la fraction — et le
numérateur 1 1 qui lui correspond y forment les deux conséquents. Ainsi, les deux fractions sont direeteme/i/ proportionnelles à leurs numérateurs; ou bien elles sont en raison directe
de leurs numérateurs. ^
,5 ,5 Soient maintenant les fractions— et -^ qui ont même numérateur.
On a d'abord la proportion -3^0^ Il "^ • ^» puisque le
second rapport n'est autre chose que le premier dont les deux termes ont été divisés par i5.
Mais, si l'oa multiplie les deux termes du second rapport de cette proportion par 23 X 36, il viendra , réduction faite,
,5 Or la pi^emièrc fraction — et son dénominateur 23, forment
i5 les extrêmes d'une proportion dont la seconde fraction t^
et son dénominateur 36, forment les mo^n^. Ainsi les deux fractions sont i^ez/ira^ifeme/i/ proportionnelles à leurs déno-
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mina.teiU'S ; ou bien ,* elles sont en raison inverse Ae leurs dénominateurs.
On a vu d'ailleurs (o^ 4IS) qu'une fraction est if autant plus grande que son nume'rateur est plus grand, le denomibateur restant le même , et qu'au contraire , elle est d'autarupluspe'' tite que son dénominateur est plus grand, le numérateur restant le même.
Nous avons cru devoir donner quelques développements à ces principes , parce que nous avons remarqué que les jeunes gens se trompent souvent dans la résolution des questions relatives aux proportions, faute de notions suffisantes sur la manière de les établir convenablement.
218. Il est d'usage , lorsqu'on a à résoudre une question dé* pendant de la règle de trois, de faire en sorte que le dernier terme de la proportion soit le terme inconnu.
Pour satisfaire à cette condition , on commence par écrire le rapport des deux termes de l'espèce dont l'inconnue fait partie. Ensuite , après avoir reconnu par l'analyse du problème si la relation entre les quatre nombres est directe ou inverse, on place l'autre rapport à la gauche de celui-ci, de manière que le terme dont x est le correspondant soit le premier moyen ou le premier extrême , suivant que la relation est directe ou inverse, {Vojrez n** 216.)
QuATRiENE EXEMPLE. — On suppose que 45 ouvriers aient fait 280 mètres de maçonnerie ^ et Von demande combien •jG hommes feront du même ouvrage dans le même temps.
Soit X le nombre de mètres cherché ; on écrira d'abord le
rapport 280 l x;
ensuite on observera que plus il y a d'hommes , plus ils font d'ouvrage ; ainsi, la relation est directe; donc, x étant un conséquent ou un extrême , son con*espondant ^6 doit être le premier conséquent ou le premier moyen , et l'on aura
d'où l'on tire x = 75-^ = 472'">89, à 0,01 près.
A RÈGLE DE TROIS COMPOSÉE
Cinquième exemple.— r Un équipage de vaisseau n'a plus que pour ao Jours de vivres, et cependant il doit encore tenir la mer pendant 35 jours. On demande à combien on doit réduire la ration journalière de chaque individu?
Analyse, — Soient i la ration ordinaire de chaque individu, et X celle qui doit^lui être délivre'e , vu les circonstances où Te'quipage se trouve ; il est clair que cette nouvelle ration doit être 2 fois, 3 fois. ... plus petite, par rapport à la première, si le nombre de jours pendant lequel le vaisseau restera en mer devient 2 fois, 3 fois.... plus considérable. Ainsi, les deux rations sont inversement proportionnelles aux deux nombres de jours.
Donc, si Ton pose le rapport i : x,
le nombre 35 dont x est le correspondant, doit former le premier extrême , puisque x est le second ; et Ton écrira
d'où a:= ^ = -. C'est-à-dire que la ration de chaque indi-
vidu doit être réduite aux - de la ration ordinaire.
Autre solution. — On peut parvenir à ce même résultat sans le secours des proportions, et d'une manière plus simple.
Admettons pour le moment qu'il n'y ait plus qu'une seule ration ordinaire par chaque individu, pour tenir la mer pendant 35 jours ; la ration journalière se trouvera alors réduite
à n- de la ration ordinaire ; mais comme , d'après l'énoncé, il
y a 20 rations par chaque individu , il s'ensuit que la ration
actuelle doit être :r? X 20 , ou ^rp , c'est-à-dire les - de la ra-
tion ordinaire.
219. Règle de trois composée, — On nomme ainsi l'opération par laquelle on détermine le quatrième terme d'une proportion résultant de la multiplication de deux ou de plu ' sieurs autres.
DE LA RÈGLE DE TROIS COMPOSÉE
SiX[iME EXEMPLE. — 20 ouuricrs ont employé 1 8 jours à faire 5oo mètres âHun certain ouvrage^ on demande en combien de jours 76 ouvriers foront laôS mètres du même ouvrage.
Analyse, — Cet énoncé donne lieu à considére|' trois rapports ," savoir , le rapport des deux nombres d'ouvriers , celui des deux nombres de jours, et le rapport des deux ouvrages. Mais ,* pour simplifier la question et la ramener aux questions précédentes , nous supposerons d^abord que Touvrage à faire par les deux troupes d'ouvriers soit le même et égal au premier, 5oo mètres. Alors la question reviendra à celle-ci : 20 ouvriers ont employé 18 jours à faire 5oo mètres Sun cer-tain ouvrage; combien 76 ouvriers emploieront-^ils de jours à faire ce même ouvrage ?
Ici , il y a évidemment proportion (avec relation indirecte) entre les deux nombres d'ouvriers et les deux nombres de jours. Ainsi, désignant par x non pas le nombre de jours qui correspond au premier énoncé, mais celui qu'on chercbè d'après le nouvel énoncé , on aura la proportion
On pourrait tirer de cette proportion la valeur de x ; mais nous allons voir que cela est inutile. Il suffit seulement de raisonner sur j: , en le considérant comme déjà connu d'après cette proportion.
Observons maintenant que, x étant le nombre de jours né^ cessaire aux 76 onyriers pour faire les 5oo mètres , il ne s'agit plus que de savoir combien il leur faut de jours pour faire les 1 265 mètres.
Or, le nombre des ouvriers étant le n\ême, si l'ouvrage devient double, triple, etc. ,1e nombre de jours devra être double , triple , etc.; ainsi , H y a proportion (avec relation directe); et si l'on désigne par x' {x prime) le nombre de jours chercbé (c'est alors le nombre inconnu du premier énoncé ) , on aura la nouvelle proportion
5oo : 1265 II X l x\ . , (2)
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(5oo et X forment an extrême et un moyen , parce que la relation est directe. )
Multiplions actuellement, terme à terme, les deux proportions (i) et (2) ; il en résultera (n^ 213)
76 X 5oo : ao X 1265 :: 18 X a? : a: X ar' ,
ou y supprimant le facteur x commun aux deux derniers termes ,
Donc, x^ =
76 X 5oo : ao X 1265 :: i8 : af 2oXi265xi8 .187
ou 1 2 jours environ.
Passons à un exemple encore plus compliqué.
Septième EXEMPLE.— 5ooAom77se«, trai^mllant 12 heures par four, ont employé S'] jours à creuser un canal de 1800 mètres de long sur 7 mètres de large et 3 de profondeur; on demande en combien de jours 860 hommes travaillant 10 heures par Jour, creuseront un autre canal de 2900 mètres de longueur, 12 mètres de, large et 5 de profondeur, dans un terrain 3 fois plus difficile que le premier?
Voici le tableau des calculs , dont nous donnerons ensuite Texplication :
5oo*<'"'
,2**ar
i8oo'"*'«"»:
^mAarg*^
l^yn.larg
ar'ou X. . , . (6).
860 X 10 X 1800 X 7 X 3 X I : 5oo X 12 X 2900 X la X 5 X 3 :: 57 : X ;
,, , V 5ooX 12X2900X12X5x3x57 ^, , 5i
860 X 10 X 1800 X 7 X 3 X I ^^ 3oi
jinalyse, — On distingue dans l'énonce ci-dessus deux parties principales : la première comprend les nombres
5oo^<"", 12*, 7 ,1800'"-'^"^ yw-'^^f, s»"'^, I^
ei a seconde^ 860, 10, X, ^.qoo , 12, 5, 3 .
D£ LA hiCLE DE TAOIS COKPQSÉE. agS
(Puisque le second terrain est trois fois plus difficile à fouiller que le premier, on peut représenter la dureté du premier terrain par I , et celle du second par 3 , comme on le voit ici.)
On a désigné d'ailleurs par X le nombre de jours cherché.
Cela posé , admettons d'abord que Touvrage à faire par les deux troupes d'ouvriers soit le même, et de plus que l'une et l'autre troupe travaillent le même nombre d'heures par jour.
Comme , dans ce cas , plus il y a d'ouvriers pour faire cet ouvrage, moins il faut de jours, on a une relation indirecte entre lesdeux nombres d'ouvriers et les deux nombres de jours. Ainsi , désignant par x le nombre de jours nécessaire aux 860 ouvriers pour creuser le premier fossé , le temps de leur travail par jour étant d'ailleurs de 12 heures comme pour lesSoo ou« vrîers , on a la proportion (i) dans laquelle 860 et son correspondant X forment les deux extrêmes.
Actuellement, si ces 860 hommes, au lieu de travailler 12 heures, ne travaillent que 10 heures, ils devront nécessairement employer j9/uf de jours à faire le même ouvrage. Ainsi , ayant égard aux deux nombres d'heures de travail par jour, comme moins il y a d'heures de travail , plus il faut de jours , ona encore une relation indirecte entre les deux nombres 12^, lo'^, et les deux nombres de jours x^ x' \ ce qui donne la proportion (2) dont 10 et son correspondant x' forment les extrêmes.
On pourrait , en multipliant les deux proportions (i) et (2) , l'une par l'autre, et observant que le terme x disparaîtrait comme facteur des deux derniers termes de la nouvelle proportion , on pourrait, dis-je, obtenir la valeur de x\ qui exprimerait le nombre de jours nécessaires aux 860 ouvriers travaillant I o heures par jour, pour creuser le premier fossé ; mais cela est inutile, et il suffit de regarder x' comme déterminé.
Faisons maintenant varier la longueur du fossé en con> servant la même largeur, la même profondeur, et la même dureté de terrain.
Or, ,si le fossé a plus de longueur, .toutes choses égales ïVailleurs , il faut nécessairement/?/!/^ de jours pour le creuser ;
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ainsi, il y a relation directe entre les deux nombres 1800,290a, et aff x" {x" ou x seconde désignant le nombre de jours correspondant k la longueur 2900), d'où résulte la proportion (3) dont 2900 et x" forment un moyen et un extrême.
Répétant les mêmes raisonnements p^ rapport à la largeur et à la profondeur, on obtient les deux proportions (4) et (5), dans lesquelles j^ et j:** (ou â? tierce et x quarte) expriment les nombres de jours €\A correspondent aux variations de la largeur et de la profondeur.
Enfin , si l'on a égard à la différence des duretés des deun terrains, il y aura évidemment relation directe ; et l'on obtiendra la proportion (6) dont le dernier terme x^ ou X exprime le nombre de jours cherché;
Multipliant alors, terme à terme, les six proportions établies successivement, et observant que tous les termes x^ x\ x\ x", x^^f disparaissent comme facteurs communs dans le second antécédent et le second conséquent de la nouvelle proportion, on obtient la proportion (7) , d'où Ton déduit la valeur de X,
qui, toute simplification faite, se réduit à 549^-5 — .
Ainsi , le nombre de jours demandé est de 549 jours environ.
N, B> ~^ Rappelons-nous toutefois que, lorsqu'on est parvenu à l'expression x = ^^ >< '^ X ^9oo X '^ X 5 X 3x57 ^^
■^ 860 X lox 1800 X 7X3 X I *
faut, avant d'effectuer toutes les multiplications indiquées, avoir soin de supprimer tous les facteurs communs qui sont en évidence au numérateur et au dénominateur.
Ici, par exemple, après avoir opéré toutes ces suppressions,
on obtient X = ,0 , ou , en effectuant
4cJ X 7
alors les calculs, X = '^^^^^==549 ^'
3oi ^^ 3oi*
Cet exemple , qui est un des plus compliqués qu'on puisse se proposer, suffit pour mettre les commençants au fait de la marche qu'il faut suivre dans tout autre.
SUR LA RÈGLE DE TROIS
220. Remarques générales sur la règle de trois, — L'opération d'après laquelle on parvient à dëterininer le nombre inconnu , dans les deux questions précédentes , s'appelle règle de trois composée y parce qu'en effet on parvient à une pro • portion dont le premier rapport est formé par la multiplication de tous les rapports compris daos l'énoncé, à l'exception de celui dont l'inconnue fait partie*, et qui forme le second rapport de la proportion.
Autrefois, on distinguait encore les règles de trois , en rkgle de trois simple et directe , règle de trois simple et inverse, règle de trois composée directe et inverse tout à la fois, etc. ; mais on est généralement d'accord pour rejeter toutes ces dénominations comme vicieuses, ou du moins oomm^nutiles pour la résolution de la question.
La seule attention qu'il faut avoir, en plaçant les unes audessous des autres les différentes proportions dont le produit doit donner lieu à la proportion qui a pour seul terme inconnu le nombre demandé , c'est de s'assurer si les quatre nombres que l'on compare ^ pour chaque proportion , sont directement ou réciproquement proportionnels , et d'écrire la proportion en conséquence 'et d'après la remarque du n** 218. Nous proposerons pour exercice les problèmes suivants.
^ Huitième EXEMPLE. — i5 ouvriers, travaillant lo heures par jour, ont employé i8 jours à faire 45o mètres £un certain ouvrage; on dem^ande .combien il faut d' ouvriers , travaillant 12 heures par jour, pour faire en 8 jours 480 mètres du même ouvrage ? [ Rép. X = 3o hommes.]
Neuvième EXEMPI.E. — Il a fallu 1200 mètres de drap à\de large , pour habiller Soo hommes; on demande combien il faut de mètres à ^ , pour en habiller 960? [ Rép. 3291"» f . ]
Dixième exemple. — Un courrier marchant 1 5 heures par jour, a fait une route de 1 5o rnyriamètres dans 20 jours de temps; on demande combien il doit marcher d'heures par jour, pour faire 160 mjriamè très dans \S jours? [Rcp. 17*^.]
2Çj^ DK LA RÈGI*£ d'intérêt.
DE LA RÈGLE d'iNTÉRÊT.
991. On appelle intérêt d'une somme ^ le be'néfice résultant du prél que l'on fait de cette somme , ou le prix du loyer ie cette somme pendant un certain temps; la somme placée se nomme d'ailleurs le capital.
L'intérêt d'une somme dépend de la quotité de ce capital, du temps pendant lequel il est placé , et du taux d'intérêt. On appelle taux, l'intérêt ou le bénéfice que rapporte une'somme déterminée pendant un temps aussi déterminé ; ordinairement, c'est le bénéfice que rapportent i oo francs prêtés pendant un an.
Ce taux y qui peut être considéré comme une sorte à^unité d*intérét, est de pure convention entre le prêteur et l'emprunteur ; il dépend généralement de l'abondance ou de la rareté des capitaux. Cependant, il y a dans le commerce ou dans la banque , des limites (fixées par l'usage et par la loi) au-delà desquelles le taux ne peut monter sans être appelé usure. {L'usurier est celui qui prête son argent beaucoup au-dessus du taux généralement admis.)
La règle d'intérêt n'est qu'un cas particulier de la règle de trois composée ; nous allons en donner des exemples.
Premier exeuple. — On demande Vintérêt d'une somme de ^5oo francs, pour 2 ans 5 mois , à raison de ^ francs p,\ par an {p. 5 est la manière usitée dans le commerce d'écrire pour 100).
Cet énoncé est l'expression abrégée de celui-ci :
100 francs rapportant 7 francs d'intérêt par an, combien produira, à proportion , une somme de ^Soo^^y placée ou prêtée pendant 2 ans 5 mois?
Analjse et solution. — Appliquante cette question les principes établis précédemment , nous dirons : Les intérêts de deux capitaux placés pendant le même temps , sont directement proportionnels à ces capitaux; ainsi, en appelant x l'intérêt du capital 4^00^ placé pendant un an, on aura cette première proportion,
oo :: 7 \ x (i
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Ensuite, es intérêts d^un même capital ^oni directement proportionnels aux temps pendant lesquels il est placé ; donc, si Ton désigne par X l'intérêt de 45oo/ pour i ans 5 mois , ou l'intérêt demandé , on aura cette nouvelle proportion
,«« : ^ans^moU - x t X... (2);
d'où, multipliant terme à terme les proportions (i) et (2),
1 00 : 45oo X a*"" 5"»«" : : 7 : X,
etparconsequent,X=:-2^ ~— -i =3I5X2''"'5'"""- Ioo
Eifectuant l'opération marquée par 3i5
3i5x2*"' 5*", d'après les règles con- 2^*"' S"***'^
nues, et comme on le voit à côté, ^^ '
on trouve pour résultat, 761 francs ,^ ^
25 centimes. Ainsi , Y intérêt demandé ' ^ £.
s ^ n r tr * — î^o,25
monte a 701 fr. 20 centimes,^ ,
Soit , en général , un capital a placé pendant un temps ex-
primé par t , à raison de i p, 1 00 par an.
En raisonnant comme ci-dessus , on sera conduit aux deux
fioo proportions j
d'où l'on déduit 1 00
et par conséquent,
X = ^ ^ ' ^ ' — fit
Cette formule X == indique sous une forme facile à
retenir, la manière de déterminer l'intérêt d'une somme quelconque placée pendant un certain temps , et d'après un certain taux.
En langage ordinaire , elle signifie qu'il faut multiplier la somme proposée par le taux 'd'intérêt pour un an, puis par le temps pendant lequel la somme est placée, et diviser le résultai par 100. C'est dans cette opération que consiste la règle d'intérêt simple.
a :: i : x\ < :: ar :xj ' «x^ :: « : x,
3oO DE LA RÈGLE D'l!«TéRÊT.
282. On peut d'ailleurs parvenir à cette formule sassle cours des proportions , et par un moyeu qu'il est boo de connaître.
Puisque loo francs rapportent, dans Tunité de temps ou dans un an , un nombre de francs marque' par i\ il est ctaîr
qu'un seul franc doit rapporter . Donc une somme quel—
. / ai
conque rapportera „ dans un an, X^. ou — ^ ; et celte
^ ■^'^ 100 lOO
même somme, au bout de t années , devra rapporter — (*).
N, B,'^ La fraction qui ex prime l'intérêt d'un franc pour
un an, se présente, dans certains cas particuliers, sous une
forme t^iès simple. .
Soit, par exemple, i = 5 (ce qui veut dire qu'une somme 1
est placée à 5 p. i oo par an) ; il en résulte = = — ,
d'où — = — : d'où l'on voit que l'intérêt d'un capital
lOO 20 ^ ^
placé à 5 p. 1 00 par an , est égal au ^vingtième du capital. Soit encore i=io; il en résulte — = = — .. Donc
= — ; c'est-à-dire que Fintérêt d'un capital placé à lo
100 lO ^ r r
p. 100, est égal au dixième de ce capital.
On dit que le capital est placé , dans le premier cas , au de^ nier ao, et, dans le second , au denier lo.
(^) Le moyen que nous venons d'^indiqucr pour arriver à. l'expression
— y et que Ton désigne sons le nom dé méthode de réduction à Vunitéy est
applicable à tons les problèmes qui dépendent de la théorie des proportions \ et Tundenos meilleurs au tears, M. Retràud. a cm devoir en faire exclusivement usage dans son Traité d* Arithmétique, Mais si cette méthode a Tavantage d*étre plus analytique que la nôtre, elle a , suivant nous , l'inconvénient dVtre plus prolixe dans ses détails. Toutefois , nous sommes loin de vouloir la déprécier : au contraire , nous ne saurions trop la recoramaiulcr ^ MM. les ProiVîi*cur<. cootmr un escoUcni cxenice au tihleau
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Ëufin 9 dire qu^ine pei^sonne a placé ses fonds au denier ^o y c'est supposer qu'elle retire par an , en inte'rct , le 40"*' de sou capital ; ou, en d'autres termes, que le taux d'intérêt est de 2 ^ p. 100 par an ; car on a *
3±=:JL — 1- d'où — = — -^ = — .
Ces dénominations sont usitées dans le commerce.
225. Quelquefois^ le taux d'intérêt est donné, non pour un an , mais pour 1 mois ou 3o jours. {Vojez n® 281.) Dans ce cas , on prend le mois pour unité de temps ; mais la manière d'opérer est toujours la même.
Second exemple. — On demande V intérêt de 5ooo francs
pour 3i 5 Jours , ou 10 mois iS jours , à raison de-j p. 100 par
mois ?
Faisant, dans la formule X= , fl=:5ooo, 1 = lo"*!»
et / = ~j on obtient
^^5oooXio^x4^g^^2i^3 3i5o^3 ^ 100 24^
Ainsi, l'intérêt demandé est 3g3 francs '^5 centimes.
Troisxâme exemple. — - Une somme de 3 760 francs a rapporter}! g francs 26 centimes, en intérêt, au bout de 2 ans 6 mois; on demande le taux d^ intérêt auquel la somme a été placée ?
En raisonnant comme dans le premier exemple , on par-
j , (3'75o : 100 :: •710,25 : .ri
viendra aux deux proportions <J^,^_. ^ :: x : X \
d'où l'on déduit 3760 X 2 ^ : 100 :: 719,25 : X.
n V 7iQ,25xioo 71025 y, * » ^ . j-
Donc X = ' J^V r--= >r V = 1 >672 : *c est-à-dire
que le taux d'intérêt est 7', 67 p. 100 par an, à 1 centime
près.
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On peul i'acileiiient vérifier «ce résultat en déterminant rintérêt du capital 3760 francs, pendant 2 ans 6 mois, à raison de 7' 67* p. 100 par au. Toutefois il est nécessaire , pour plus d'exactitude, de prendre pour taux le nombre 79672 tel qu'on l'a obtenu ci-dessus.
La formule X= est également propre à faire connaître
ce taux. En effet, elle donne évidemment looX =a X < X ^
,, , looX d ou t = .
Or, on a az=375o, < =2 ans 6 mois, X= 719,26;
donc * = t • 7 = ^ f^ , comme on 1 a déjà trouve.
ôn^o •v 2 j 9*57
SS4. Considérée en général , cette formule contient qualité quantités , a, 1,1 et X, dont chacune peut être supposée inconnue, les trois autres étant données ; et il sera toujours facile d'en déduire la quantité inconnue.
On peut ainsi se proposer quatre questions essentiellement différentes dont voici les énoncés , avec les résultats qui y sont relatifs.
1®. Déterminer f intérêt d'un capital pour un certain temps, à raison ifun certain taux d'intérêt?
Soit X Tintérêt demandé, on a X = .
(Les deux premiers exemples se rapportent à cette question.}
2^. Déterminer le taux d'intérêt auquel une somme doit être
placée pour remporter ^ au bout dun certain temps, une autre
somme connue?
l^ formule est, dans ce cas. i = .
' at
(Le troisième exemple se rapporte à cette question. )
3*. Déterminer le temps pendant lequel une certaine somme
doit être placée pour rapporter, à raison dTun certain taux
connu, une autre somme aussi connue?
La formule est alors 1= : —
at
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Celle vakur de t doit être d'ailleurs calculée en unités de même espèce que celle pour laquelle on a d'abord fixé le taux, soit en années , soit en mois.
4**. Déterminer le capital qu il faudrait placer pendant un temps connu y pour rapporter, à raison et un certain taux donné, une somnte aussi connue?
On a pour la formule , a= — ; — .
Voici- de nouveaux exemples sur lesquels on peut s'exercer.
Quatrième exemple. — Un certain capital placé pendant
27 mois, à raison de -p, 100 par mois , a rapporté i3ia'65*
à' intérêt; on demande la valeur du capital?
[Rép. 9723' 33^]
Cinquième exemple. — Une somme de 7400^ ^ rapporté pendant ^7 mois y 832^ 5o* ; on demande combien une autre somme de 85oo' doit rapporter, au même taux d^ intérêt, pendant 45 mois y et quel est le taux ^intérêt ?
[Rép, 1593^76*^ et 5 p. 100 par an. ]
DE LA RÈGLE d'eSCOMPTE.
22l(. L'escompte est une retenue faite sur le montant d'un billet qui n'est payable qu'au bout d'un certain temps, et dont on voudrait se faire payer avant son échéance.
Pour fixer les idées, supposons <\\Si* une personne possédant un billet de Zooo francs , payable dans i an, se présente chez un banquier pour le faire escompter. On demande la retenue que doit faire le banquier, ou bien la somme qu*il doit compter actuellement à la personne? On sait d'ailleurs que le taux d'intérêt est de 6 pour 100.
Analyse. — Il est clair que la personne doit recevoir actuellement une somme qui, réunie à son intérêt pondant i an, produise 3ooo fr., montant du billet.
Or, puisque 100 fr. rapportent 6 fr. d'intérêt par an, il s'ensuit que 100 fr. vaudront dans un an , 106 fr., y compris le ca-
3u4 BÈCLE U'ESCOMWE.
pîul ; OU, ce qui revient au luèine , qu'un billet de 106 francs, payable daus 1 an, ^uivaut à luo fr. payables actuellement. Donc, pour trouver la valeur actuetU du billet de 3ooo francs, il suffit d'établir la proporlioD
ooo : x
et le quatrième lerme exprimera la relègue que le banquiei
doit faire, ou l'cfcomple du billet.
... - 1 3ooooo (
La première proportion donne X ^ — -^— ^:= vSio ,19 1
et la seconde x = — -jç- ^ it>9 ,01 .
3ooo',oo
La valeur actuelle du billet est douc-a83o' 19*; ou bien le banquier doit retenir 169' 81*.
En effet , le capital a83o' 19', réuni à son intérêt 16^81', reproduit 3ooo', montant du billet. On voit d'ailleurs ici que les deux opérations se servent mutuellement de vérification.
Désignons, engénéral, par a le montant d'un billet, par fie temps qui doit s'écouler jusqu'à son échéance , et par 1 le taai de l'inlérêl pour l'unité de temps.
Comme 1 00' rapportent i* dans l'unité de temps, ils doivent ia]<porter, au bout du temps (, une somme l'X', ou il; etpai .oiiséquent, 1 00 + » exprime ce que devient le capital 100' au Ikout du temps t, y compris l'intérêt ; ce ({ui rerient à dire que I oc+it payable au bout d'un temps 1, équivaut à 100' payable* icluelUnnent.
l>oiic, pour trouve) la vahur ai:tueîU du billet a, il fau'
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établir la proportion
U : 100 II a l x: douxs^ 7— T- ; 100 + Il •
et pour obtenir Tescompte du billet > on écrira
... it « a ^ li loo + il l it II a l x; dou a:=' -— r.
' IOO-^-i£
En langage ordinaire, ta valeur actuelle d*un billet s'obtient en multipliant le montant du billet par i oo, el divisant lepro* duit par 100^ augmenté de l* intérêt de loo', calculé pour le temps qui doit s'écouler jusqu^à Véchéance,
On trouve F escompte hti-^méme, ou la retenue , en multi^ pliant le montant du billet par ^intérêt de 100 francs, calculé pour le temps proposé, et divisant le produit par xoof aug^ mente de son intérêt pour ce même temps.
Si l'opération est exacte , les deux résultats ajoutés entre eux doivent reproduire le montant du billet.
Premier exemple. — On demande la valeur actuelle dun billet de [\B5cf payable dans i3"**''4> en supposant le tauT d'intérêt à | pour 1 00 par mois ?
On a a=485o, f=i3"^,i==?;
d'où iXIïsstX i3- = -^ = 10,125.
Donc la formule x = ■ — ;- devient
Cette manière d'escompter n'est pas celle qu'emploient
Ariih, B, 20
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les banquiers et les commerçants. Ordinairement, îlsescomptent à tant pour 100 par an ou par mois ; c'est-à-dire qu'ils établissent un igux ^escompte comme ils ont établi des taux dintérét.
Reprenons l'exemple ci -dessus, pour le traiter par cette autre
méthode.
On demande d escompter un billet de 485o', payable dans iS**** \, à raison de \pour 100 par mois ?
Analyse, — Éomme, d'après l'énoncé, on est censé devoir re-
tenir pour 100', j par mob, il s'ensuit que pour i3"^^ ^, on re-
tiendra -T X i3~, ou -5-, c'est-à-dire, en réduisant en déci-
maies, lo'yiaS. Ainsi, pour savoir ce qu'il faut retenir sur 485o', on devra établir la proportion
„ , „ 485o X io,i3i5 / c , . ,
d ou Ion tire x = ^ =40i ,00 , a un centime près.
Or, si de 485o on 6tc 491 >o6, on obtient le reste 4358^,94* qui représente alors là valeur actuelle du billet.
En comparant ce résultat 4358' 94*9 à celui qu'on a obtenu d'après la première méthode, on reconnaît que la 44^4»^ personne reçoit 45' i5*^ de moins par la seconde 4^^) 9^
méthode que par la première 4^» '^
, Pour expliquer cette différence , il faut observer que tes banquiers, en prélevant 491 '1 06 sur 485o', prélèvent l'intérêt que cette dernière somme rapporterait au bout de i3**''^, tandis qu'ib ne devraient rigoureusement retenir que l'intérêt de la somme qui revient actuellement au possesseur du billet; et cette condition est remplie par la première méthode.
Ce nombre 491 906 que le banquier retient d'après la seconde méthode, se compose réellement de deux parties, savoir : Tintérèt de la valeur actuelle du billet, c'est-à-dire 44^99^ > P'"^ riniéréi de cet intérêt, comme il est aisé de le vérifier.
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En effet , la proportion loo : io,i25 :: 44^»9i • ^ <ionne
c'e8t-à-*dire 45,i5, k un centime \nhs:
Il résulte de là que ces 4S' i5* sont en pure perte pour le possesseur du billet; c'est un be'néûce que s'attribue le ban-. quier, iDdëpendamment de celui qui lui appartient de droit en raison de l'anticipation du paiement.
Quoi qu'il en soit, la seconde méthode est généralement reçue dans le commerce , parce qu'elle est plus expéditive et plus commode sous le rapport des calculs.
En effet, désignons toujours par a le montant du billet, par Me temps qui doit s'écouler jusqu'à soo échéance , et par £ 1« taux d'intérêt , ou plutôt le taux (f escompte; ce qui donne ixt pour la somme à retenir sur loo francs prêtés pendant le temps /.
Gela posé, afin d'obtenir l'escompte du billet a, il ne s'agit que d'établir la proportion
100 l it II a l X ; d ou j: :=
formule semblable à celle de la règle d'intérêt; elle ne reni^erine que des multiplications et une simple division à effectuer, tandis que les deux formules relatives à la première i^éthode donnent lieu à des divisions qui sont même assez compliquées.
11 y aurait bien un moyen de concilier les deux méthodes : ce serait d'établir un taux d'escompte un peu moins fort que le taux d'intérêt. Mais la difficulté serait de les proportionner ^'un à l'autre dans toutes les circonstances habituelles. Aussi s en tient-on à la méthode la plus simple , ce qui, d'ailleurs , ^ est qu'une affaire de convention entre ie possesseur du billet et le banquier qui le lui escompte.
N, B, —Pour distinguer les deux manières d'escompter, on
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désigne la première sous le nom d*escofnpie en dedans, et la seconde sous celi^i d'escompte en dehors.
Ces dénominations sont vicieuses ; et il y aurait peut-être plus de raison d'appeler la première, escompte en dehors, et la seconde , escompte en dedans : c'est l'opinion de plusieurs arithméticiens ; mais l'usage contraire a prévalu.
SS7. Voici quelques exemples traités par Tune et par l'autre méthode :
Second exei^le. — On demande la valeur actuelle dun billet de aSSo^ ^5^, payable dans a*"* 8"'*'S en supposant le taux d'intérêt àS^'jS^ pour i oo par an ?
Escompte en dedans, — D'abord, puisque loofr. rapportent 8^ 75« dans i*" , l'intérêt , au bout de 2"' 8"^'' , doit être égal à
8,75 X a"" S*"*'*, ou8,75x-âfOU^. Ainsi la valeur actuelle
du billet est exprimée par
la somme à retenir est d'ailleurs exprimée par
Effectuant les deux divisions indiquées , on trouve
I® —5 =23lI,IO I
Donc la valeur actuelle du billet est 23i t'i8®; et la retenue à faire est 539' 27*.
Escompte en dehors. — La somme à retenir sur 100' pour
2»ns S*"**" étant ^, Vescompte de t&So^ ^5l^ sera
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La valeur actuelle du billet est donc égale à 2850,45*— 665^1 o, ou bien à 2i85,35. ^
Ainsi, le possesseur du billet reçoit ^25' 83* de 23i i , i8 moins par la seconde me'thode que parla pre- 21 85, 35 mière. i25,83
Cette perte qu*il éprouve est d'ailleurs, comme nous l'avons déjà fait observer, l'intérêt de 539', 27.
En effet, on a pour cet intérêt, à raison de ^ p* 100 pour
100 3oo
Troisième exemplc* — Un banquier apajré pourun billet de 5600', payable dans 1 4 mois, une somme de 5 1 29^45*. On demande iTaprès quel taux d'intérêt par mois le billet a été escompté?
Escompte en ^^fa/ij.— Puisque 5 1 29^ 4^^ ex pri ment la valeur actuelle de 56qo', on obtiendra d'abord la somme dont 100 représente la valeur actuelle , par la proportion
5129,45 i 56oo :: 100 : x\
Ainsi, l'intérêt de 100' pendant i4 niois est 9', 1735.
Divisant cette expression par 14» on a o',6552 pour le taux d'intérêt par mois : résultat qu'on peut aisément vérifier en es* comptant le billet de 56oo' d'après ce taux d'intérêt.
(Nous avons poussé jusqu'aux loooo^""' la valeur de ce taux d'intérêt , afin quç la vérification fût plus exacte.)
Escompte en dehors, — Si l'on retranche 5 1 29,45 de 56oo, on obtient 470,55 pour la somme que le banquier retient sur 56oo.
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Ce qui prouve que» pour obtenir chacune des parts ^ il suffit 'de mulliplier le nombre à partager, A y respectivement par chacun des nombres m,n,pyq....y e/ de diviser le produit par la somme in -|- n + p-^q... éU ces mêmes nombres. Faisons quelques applications.
930. PasMiEA EXEMPLE. — Trois personnes se sont réunies pour un commerce; la première a placé iSooo', la seconde 33540', et la troisième 356oo'; au bout dun an, elles ont fait un bénéfice de tsooo' ; on demande ce qui revient à chacun des associés?
Anafyse, — 11 résulte des considérations précédentes (ce qui d'ailleurs est évident en soi-même), que la mise totale (ou la somme des trois mises), es/ au gain total, conune une mise particulière est au gain qui lui correspond.
Donc chaque gain particulier est égal au produit du gain total et de la mise particulière , divisé par la mise totale.
Cela posé, laisant d'abord la somme des trois mises, on obtient pour cette somme , 63i4o'.
Ainsi Ton a successivement pour les expressions des trois gains particuliers , '
^ isoooXiSooo ^« ^
,, . iaoooXa5 6oo_ .^_ ^ " = ©T45 =_*?b«î38.
C'est ce que Von peut vérifier d'ailleurs en laisant la somme de
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ces gains : car si ro|)ératîon est exacte, cette somme doit être égale au gain total laooo.
Second exemple. — Un particulier commence une entreprise avec un fonds de aSooo'. Cinq mois plus tard, voulant étendre son entreprise , iljr intéresse un capitaliste qui lui fournit un fonds de 4oooo^ Six mois après ce premier emprunt, il trouve un second capitaliste qui lui prête une somme de 6eooo'. jiu bout de deux ans, r entreprise a rapporté un bénéfice de 80000' ; il est (tailleurs convenu que le particulier, qui reste seul chargé de l'entreprise, aura une pribib de Sp, 100 sur le bénéfice total, outre la part qui lui revient proportionnellement aux fonds quil a placés.
On demande la part de chacun des trois co-associés? *
Analjrse. — Puisque le particulier doit, pour prix de son travail, commencer par prélever 5 pour 100 du bénéfice total, il re-
tirera les ou le — de 80000', savoir : 4ooo'.
100 ao
Il ne reste donc plus que 76000' à partager entre les trois
personnes , proportionnellement aux produits de leurs mises
par les temps pendant lesquels ces mises ont été placées dans
lentreprise.
Gek posé , 1^. les aSooo' du particulier, placés pendant 24 mois , donnent pour produit 25ooo' X a4 > ^^ 600000'.
2^ Les 40000' du premier capitaliste, ayant été ^^^^Sy on 19 mois, dans la société, donnent 40000' X 19} ou •}6oooo'.
3®. Enfin , les 60000' du second capitaliste , placés pendant 24— 5 «—6, ou pendant i3 mois , donnent 60000' X i3, on 780000'.
Donc , la question revient à partager 76000' proportionnel* iement aux trois nombres 600000, 760000 , et 780000, ou, ce qui revient évidemment au même, proportionnellement aut trois nombre 66, 76, et 78.
Or, on trouve d'abord pour la somme de ces trois derniers nombi*es, 214. Ainsi, Ton obtiendra successivement pour les trois parts ,
3i4 RicLE DE sociir^..
^•pari... ' ; ^=2i3o8,4i:
ou bien , ajoutant la prime de 4ooo' qui revient à celui qui est
charge' de l'entreprise. 253o8y4i
76ooo2<j6_ 5776000 _
^ 2t4 "~ 214 — ^^^ggo^'^
Vérification. . • 80000', 00
S5i. La règle de socie'té est une des opérations les plus usuelles chez l'homme civilisé.
Les contributions que les individus d'un même royaume paient au gouvernement, se déterminent par de véritables règles de société.
On appelle contribution, la aomme que doit payer annuellement chaque individu, à raison de son revenu présumé; c'est une sorte àe perte pour lui , mais une perte à laquelle il se sou- ' met pour aider le gouvernement dans sa marche et dans ses efforts pour l'intérêt et le bonheur de tous.
La question qui a pour objet de fixer le montant des contributions proportionnelles , sur un nombre d'individus aussi grand que celui d'un État , de la France par exemple, peut sembler, au premier abord, très-compliquée; mais les considérations suivantes suffiront pour faire concevoir combien sa solution eu est simple.
Supposons , pour fixer les idées , qu'il ne s'agisse que des contributions yôiiciiènsf> c'est-à<-dire des contributions que l'on perçoit sur les res^enus territoriaux.
Les besoins «fuit gouvetTtemeni pendant une année exigent une coniribuiionfoncière dont la valeur est A. De quelle manière en opérera-^M le recouvrement? .
Solution, — On commence par répartir, au ministère des fi* nances, U somme A entre tous les départements qui composent le territoire, proportionnellement aux revenus présumés de ces différents dc|KirtcmcRts.
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Soii B la semme que l'un quelconque des dëpartemenls doit payer pour sa quote-part.
Ce département étant divisé en trois ou quatre arrondisseinents dont les revenus territoriaux sont connus , on partage, à la préfecture de ce département , la somme B entre les arron- Aïs9e!meiiX& <f propofponnellement à leurs revenus.
Soit C la somme que l'un des arrondissements doit payer pour sa quote-part.
Cet arrondissement se subdivisant en plusieurs communes ^ on fait à la sous- préfecture de cet arrondissement, la répartition de la somme C, entre toutes les communes qui le composent , proportionnellement à leurs revenus présumés.
Soit D la quote-part de Tune des communes.
Enfin y cette commune se compose d'un certain nombre de propriétés 9 soit en maisons, soit en terres ou en prairies, soit en bois, dont les revenus sont évalués ; et l'on partage la contribution D entre les proprié taires,/7/vpor/zon/ie//eme/i/ à leurs revenus présumés.
Les rôles de.contribution de tous les propriétaires étant une fois établis, chaque contribuable verse le montant de sa conitribution entre les mains du receveur de la commune. Celui-ci verse ses fonds dans la caisse du receveur d'arrondissement ; ce dernier verse les siens dans la caisse du receveur général de département; enfin, tous les receveurs de département envoient leurs fonds à la Trésorerie ; et le gouvernement se trouve ainsi avoir perçu le montant général de la contribution.
252. Voici de nouvelles questions qui se rattachent à la règle de société.
Troisième exemple. — Partager une somme de 36ooo' entre quatre personnes , de manière que la seconde ait deux fois autant que la première; que la troisième ait autant, à elle seule, que les deux premières ensemble; et que la quatrième ait trois fois plus que la troisième ?
Pour peu qu'on réfléchisse sur la nature de cette question , on verra que la part de la première personne étant prise pour unité , ou désignée par i , celle de la seconde est 2 ; la part de
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la trobième , 2 4* > ou 3 ; enfin celle de la quatrième ,3X3 ou 9 ; donc la question est ramenée à partager 36ooo en quatre parties qui soient entre elles comme les nombres i , 2, 3, 9; elle rentre par conséquent dans la question générale du n« 9«9>
Faisant d'abord la somme des quatre nombres 1,2, 3, et 9, on trouve i5 pour cette somme.
Ainsi , l'on obtiendra successivement pour les quatre parts,
!'• part y = 2400 ;
Quelquefois, les nombres proportionnellement auxquels ou doit partager une somme donnée, sont des fractions ou des nombres fractionnaires.
Mais on peut aisément ramener ce cas à celui où les nombres sont entiers, en réduisant ces fractions au même dénominateur.
Ainsi , pour diviser une somme donnée, a, en parties propor-
tionnelles aux fractions x , t 9 ;^i réduisez d'abord ces fractions
au même dénominateur: elles deviennent — , -^, — . Or les
fractions qui ont même dénominateur, étant proportionnelles à
leurs numérateurs (n** 817) , tout se réduit à partager la somme
proportionnellement aux nonibres donnés 8,9,10, ce qui
donne — , —, , pour les trois parts demandées.
Quatrième exemple. — Une personne laisse en mourant quatre héritiers; et elle a fait ce singulier testament : le premier
RÈGLE DE SOCIÉTÉ. Si 7
kéniicrdoit avoir ^^ le second l, le troisième 5, elle quatrième -Jdu bien total.
On demande ce qui revient à chacun d'eux , rhéritage mon* tant bailleurs à 40000 Jrancs ?
5o/i/tiV>/i.— Si la somme des quatre fractions ^, -z. -. etx«
était égale à i , les conditions du testament seraient facilement
remplies ; il n'y aurait qu'à prendre alternativement le 6^ de
40000 1 les f de 40000 , etc. ; et l'on aurait les quatre parts.
Mais en réduisant ces fractions au même dénominateur, on
i5 36 4o 3o , ^ , *^ 1 A 121 trouve — , — , ■^, — , dont la somme est égale à ,ou
I — , résultat plus grand que Tunité; d'où l'on voit que le
bien se trouverait plus qu'absorbé par les trois premières parts, établies suivant les propres termes du testament.
Cependant , si l'on réfléchit sur l'énoncé , on voit que les intentions du testateur ont été de distribuer son bien entre les quatre héritiers , de manière que leurs parts fussent proportionnelles aux nombres 79 7. -» ô«
Ainsi , l'on remplira ses intentions en partageant les 4oooo en parties proportionnelles à ces quatre fractions , et par conséquent, aux quatre nombres i5, 36, 409 et 3o.
La somme de ces nombres étant 121 , on obtiendra successivement pour ces parts,
.«p.rt...:i><i2£2£= 4958',œ,
*. laf 40000,00
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CiNQOlàME EXEMPLE. — O/iy^iV ufie remonte de 1200 chevaux qu'on doit distribuer à trois régiments de dragons, en twson de leur force; la force du premier régiment est à celle du second comme 11 esta 8; la force du premier régiment est à celle du troisième comme gestà*]. On demande combien chaque régiment aura de chevaux?
Il résulte évidemment de l'énoncé, que le nombre de chcvaux du second régiment doitètre les — de celui du premier, et pareillement, que le nombre de chevaux du troisième doit ctre tes - de celui du premier. Donc les trois nombres demandés
sont entre eux comme les nombres i , — , - ; ou bien, si 1 on
réduit l'entier et les fractions au même dénominateur, comme les trois nonabres 99, 72,77.
Ainsi, l'on obtiendra
OQ X 1^00 , 1
pour le i" régiment "^"^ .g = 479 3^1
e 72 X iaoo _
V0ur\e3-^ = 872 ^
I aoo o .
iV. B. — L'addition des fractions donnant 1, il faudra, en négligeant ces fractions, donner 1 cheval de plus au troisième régiment, qui correspond au numérateur le plus fort.
■ Il existe encore deux autres règles qui, sans dépendre précisément de la règle de trois, n'en sont pas moins importantes ,à connaître, comme étant d'un usage fréquent dans la banque et dans diverses branches de commerce : ce sont la règle con* jointe et la règle d'alliage.
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DE LA RÈGLE CONJOINTE
253. Cette règle a pour objet de déterminer le rapport des monnaies de deux pqys , connaissant déjà les rapports de ces monnaies ax^ec celles d'autres pays. On Tappelie d'ailleurs rtf^/e conjointe, parce qu'elle consiste à ramener par voie de multiplication plusieurs rapports donnés à un seul; ce qui donne lieu (n® 812) à un rapport composé.
Les deux exemples suivants suffiront pour donner une idée de cette règle et de la manière de l'exécuter.
PREMIER EXEMPLE
^8 francs valent ..... Su shillings (T Angleterre;
l5 shill. dJngl. . • 6 florins et Allemagne;
5o flor, àtAllem, 7 ducats de Hambourg ;
14 duc. de Hatnb ^o roubles de Russie.
On demande combien uSoofrancs valent de roubles de Russie?
iV. ^.— Nous prévenons les lecteurs que les nombres adoptés ci-dessus pour exprimer les rapportsdes diverses monnaies, ont été pris à peu près au hasard, ces rapports étant d'ailleurs sujets. à des variations , suivant le change d'une place sur une autre.
«9o/i///o/i. — Désignons par a, ^, c, J, e, les valeurs in» trinshques (*) des cinq monnaies qui entrent dans l'énoncé , et para: le nombre de roubles qu'il faut pour former 25oo francs; on aura évidemment, d'après l'énoncé , les égalités suivantes:
i5^ = 6c, Soc = "jdj
il^d = 40^9 a: X c = 25ooa;
d'où , multipliant ces égalités membre à membre , et omettant les facteurs communs a^b^c^d^Cj
48x i5x5oX l4Xa:== 52X6X7X40X2500.
('^}On appelle yAleurs intrinsèques, les valcars des difiercntes sorlcs de monnaie , rapportces h une même unitë , par exemple au franc.
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Donc, X = — ,Q ^ ^ ' — ^ 7— «= 433* '^,
' 48x i5x5ox 14 3
Il faut observer qu'on ne doit effectuer les calculs indiqués au numérateur et au de'nominateur, qu'après avoir supprimé les facteurs communs aux deux termes*
Dans la pratique , voici comment on exécute ces simplifications :
I . . .2. . . 12. • •4&I 3= 52^.. i3 3. . • \&b = 6c. • .1 I. . .5oc = 7</. • . I i....2...i4^ = 4^^* • • '
xXc = 25ooa...ioo
Après avoir disposé les unes au-dessous des autres les cinq égalités, comme on l'avait fait plus haut, on commence par supprimer les facteurs communs a,b^Cydye,
On supprime ensuite le facteur 4 commun à 48 et à 52 , ce qui donne les quotients respectifs 12 et 1 3.
On supprime encore le facteur 6, commun à 12 et à 6, qu'on remplace respectivement par 2 et 1 .
On continue ainsi, jusqu'à ce qu'on ait supprimé tous les facteurs communs aux premiers et aux seconds membres des égalités ; et, toute simplification faite , on parvient au résultat
3x = 1 3oo ; d'où a:= — =— = 4^^ 0*
Ces opérations demandent un peu d'habitude ; mais elles De
sont pas difficiles. Il faut seulement avoir le soin de barrer
chacun des nombres que l'on divise par un facteur, et de le
remplacer par le quotient correspondant.
SECOND EXEMPLE
Un négociant français veut faire passer à Londres une somme de 1200 livres sterling* Il prie un banquier de Paris de se charger de cette commission, moyennant une remise de 1 p, 100 sur la somme totale. On demande, en francs, la somme quil doit au banquier?
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On sait d'ailleurs que
26 livres sterling valent, . . i5o roubles;
75 roubles 3o ducats de Hambourg;
20 ducats de Hambourg,, . . 4^ piastres if Espagne; 1 2 piastres dt Espagne SS francs,*
Désignons par a^byC^ d^ e, les valeurs intrinsèques des monnaies, et par x la valeur de 1200 livres sterling en francs* on aura les é^lités suivantes :
1 • . • i5b = 3oc ... 3,
I...20C = 4^cf
orXe = 1200a... 100;
d'où l'on tire, en effectuant les réductions d'après la inarclie
indique'e ci-dessus ,
x=3i5oo
Le I p. 100 = 3i5
Donc le négociant doit déposer entre les mains du banquier une somme de 3 181 5 francs, pour que celui-ci se charge de faire payer les 1200 livres sterling à Londres.
254. La règle conjointe peut encore être regardée comme un cas particulier de la règle des fractions de fractions , expo« sée au numéro 60.
Reprenons en effet le premier des deux exemples traités dans le numéro précédent.
Dire que Ifi francs valent 62 shillings d'Angleterre , revient
à dire que 1 franc vaut 7^ du shilling d'Angleterre. De même,
puisque i5 shillings valent 6 florins d'Allemagne, il s'ensuit
que I shilling vaut -^ du florin d'Allemagne ; et par coiv
séquent , i franc vaut j^ des -^ du florin d'Allemagne. Pa-
Arith, B. 21
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reilteineiit, puisque 5o florin^ valent 7 ducats de Hambourg,
il s'ensuit que 1 fl. vaut^ de ducat de Hanib. ; et parconsé-
quent, i fl. vaut les 7^ des -7 des -^ d'un ducat de Hamb.
Eu continuant ces raisonnements , on parviendra enfin à prouver que Ton a
25oo'^ aSoo fois les ys des -= des •—- des ^ du rouble.
Donc (n** 65) 9.500^ = /q— — >^^/; w / d" ^ *
résultat trouvé ci-dessus.
DE LA RÈGLE D*ALLIAGE
255. Les questions qui appartiennent à cette règle sont de deux espèces :
Ou Ton a pour but de trouver la valeur moyenne de plusieurs sortes de choses , connaissant le nombre et la valeur particu" libre de chaque sorte ^ >
Ou bien, il s'agit de déterminer les quantités de chaque sorte 1 de choses qui doivent entrer dans un mélange ou alliage, connaissant déjà le prix ou la valeur de chaque espèce, et le prix ou la valeur totale du mélange.
Nous ne nous occuperons que de la première espèce, la seconde étant tout à fait du ressort de l'Algèbre.
Premier exemple. — Un marchand de vin a mêlé ensemble des vins de différentes qualités , savoir, 25o litres à iz'^ le li' tre, 180 litres à iS'^y et 200 à \&^; on demande le prix du li' tre de mélange.
Observons d'abord que 25o litres à 12*^ donnent, pour le prix de ces a5o litres , sSo X 1 2 ou Sooo*'
De même, i8o litres à iS*^ font 180 X i5 ou 2700
Ën6n 200 litres à 16*^ font 200 X 16 ou 32oo
ce qui donne, pour le prix total des trois quantités de 8900 vins mélangées, 8900*^.
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Si maintenant on fait la somme des aSo
irois nombres 25o, i8o, et 200, ce qui 180
donne 63o, la question sera e'videmment 200
ramenée à celle-ci : 63o
63o litres de vin coûtent 8900 sous; à combien re\^ient le
litre?
Pour obtenir ce prix , il suffit de diviser 8900 par 63o ; et le quotient i4*^ 1^ exprime le prix demandé.
Règle oiNinALE. — Pour avoir le prix de Tunité de mélange, il faut, 1**. multiplier le prix de l'unité de chaque sorte de choses que ton veut mêler, par le nombre d'unités de cette sorte, et ajouter tous e^ 9 produits; %^. faire la somme des nom'» bres d'unités des différentes sortes de choses; 3®- diviser la somme des produits , ou le prix total, par la somme des nom^ bres df unités
Second exemple. — On veut fondre ensemble a3 kilogrammes à! argent à SsS millièmes de fin; i4 kilogrammes à ^10 \ 19 ât 845; et Von demande le titre de /'alliage de ces trois lingots?
A^. B, — Pour comprendre cet énoncé, il faut savoir que, dans l'orfèvrerie y Por et l'argent sont toujours combinés avec d'autres métaux , tels que le cuivre.
Cela posé ,. on dit qu'un lingot d'or ou d'argent est à tel titre ou à tel degré de fin , lorsque , sur un poids déterminé , par exemple sur un kilogramme , il contient tel poids d'or ou d'argent pur.
Ainsi, un lingot est ^ ~ de fin , ou bien , est au titre de-^y
lorsque sur i kilogramme de ce lingot, il se trouve-^ dekil.
d'or ou d'ar^nt pur. (^Ce titre est celui des monnaies actuelles. )
De même, un lingot estàSaS millièmes de fin, lorsque, sur
i kilogramme, il contient d'or ou d'argent pur.
3^4 nÉGLE d'alliage.
Mainlenant il résulte de Ténoncé, que
I •. 23* k 82S ""'. . . . font 23 X 825 ou 18975"'"
2^ i4 à 910 14X910 ou 12740,
3^ 19 a 845 19x845 ou i6o55;
Donc, les 56 kilogrammes alUcs ensemble, contiennent 47*,77o d'argent pur.
Ainsi, le titre du nouveau lingot sera exprimé par ^^*^^
on 0,853 ; c'est-à-dire que le lingot résultant de l'alliage des trois premiers, est à 853 millièmes de fin.
Troisième exemple. — On a employé 5oo ouvriers, dont 160 à raison de 7f par jour, 200 à 1*75*, et 140 <i i'5o*. On de^ mande à combien, Vun dans Vautre , chaque ouvrier rewent par jour.
lôo'***' à 2^, produisent 820
200 II 1' 75* 35o
6ÔÔ 88Ô
Donc, puisque 5oo ouvriers ont coûte 880', un seul ouvrier
880 f /jcoûte TT— ou 1*70".
856. La détermination des videurs moyennes de plusieurs clioses de valeurs différentes, est un cas particulier de la règle d'alliage de la première espèce.
On appelle valeur moyenne de plusieurs choses dont les valeurs particulières sont déjà connues, /a somme des valeurs de ces choses , divisée par la somme et autant et unités quHly a de choses, plus simplement , divisée par leur nombre,
• Ainsi , dans le cas où l'on n'a que deux choses , la valeur moyenne est la deini-soniine des valeurs de ces choses; en d'autres termes, c'est (n** 205) la moyenne différentielle entre les valeurs de ces deux choses.
Quatrième exemple. — On a mesuré, à quatre reprises dififé^ rentes, la lenteur d'un parc. On a trouvé la première fois,
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pour celle longueur, a5o'"'''",439 ; ^« seconde, aSS^^ôgS ; la troisième, 249"*, 76; enfin la qualrieme, 25i",i58. On de^ mande la longueur du parc»
Puisque, dans les quatre opérations , les mesures obtenues ne s'accordent pas , il est clair que le seul moyen de re'péndre à la question, est d'établir la mesure moyenne entre toutes ces mesures.
On trouve d'abord pour la somme des quatre mesures , le résultat 1002,042; divisant ce résultat par 4> ^^ obtient 25o,5io5 pour la mesure moyenne (*).
De quelques autres questions qui peuvent se résoudre par le
secours seul du raisonnement.
857. Dans les questions précédentes, les moyens de parvenir à la solution cherchée étaient fixes et généraux, c'est-àdire susceptibles d'être appliqués à toutes les questions de même espèce. Mais on peut en proposer une infinité d'autres qui ue se rattachent à celles-là quVn partie» ou qui n'en dépendent en aucune manière. Dans ce cas, l'Algèbre fournit seule dtfs méthodes 9Ûres et directes de résolution. Cependant , comme on ne saurait trop exercer l'intelligence des commençants , nous allons traiter quelques questions par le secours du seu raisonnement ; c'est ce qu'on appelle résoudre un problème arithmétîquemenl.
Rappelons-nous (n° 197) que résoudre ou analyser un pro* blême, c'est, en réfléchissant sur son énoncé, tâcher de décou'vrir dans les relations établies entre les nombres qui en font partie , la suite des opérations à effectuer sur les nombres con'^ nus, pour en tirer les valeurs des nombres inconnus.
Premier problème. — On demande un nombre dont la moi^
(*) Vg^esTooTra^qa^a pabliéM« Fravgsur, Tff cmbre de l*Aca<WiiiÙ! des Sciencet, soiu ce titre : Traité d'Arithmétique appliquée à la Banqucg au Ccnnmerce, h V industrie , etc., ooTrage doot nous ne saurions trop recommander la lecture aux jeunes gens qui se destinent h des spccoiationt commefciales ou industrielles.
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tié, le tiers, le quart, elles--, réunis forment en somme 576.
Pour résoudre cette question, commençons par observer que
prendre successirement la moitié, le tiers, le quart, eties - d'un
nombre , puis ajouter toutes ces parties , revient à multiplier ce
nombre par la somme des fractions 7 y ^, -7, —, c'est-à- ^ 1 a 4 7
dire par -^7- (en efEectuant la somme de toutes ces frac- »4
ii5 tions). Or, puisque le produit du nombre cherché, par -^7- ,
doit être égal à S^S, il s'ensuit , d'après la définition de la division , que ce nombre est égal au quotient de 576 divisé par
-^, et par conséquent (n*69) à 575 X -^*
Effectuant le calcul indiqué, on trouve enfin -4^0 pour le nombre demandé.
Vérification 4^o
la moitié =2 10 le tiers = 140 le quart = io5 le 7* r=: 60
le 7* = 60
Total..,. 575 «
Second problème. — On demande trois nombres dont la somme soit égale à cfi, et tels que le second surpasse le premier de 2, que le troisième surpasse de 4 ^^ somme des deux autres.
Il est d'abord évident que, si l'on diminuait le secondnombre de a, il deviendrait égal au premier, et que si l'on diminuait le troisième de 2+4 ou de 6 unités, il deviendrait égal au double du premier; ainsi , la somme des trois nombres serait, après ces deux soustractions, quadruple du premier nombre.
D'ailleurs, si Ton retranche de 96, la somme 2 + 6, il reste
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88; d'où Von voit que le quacjruple du premier nombre est égal
Donc^ ce premiernombre a pour valeur -7- .... ou 22.
Par Gonséquenty le second est ^al à 2a + 2 ou 24
et le .troisième, à 4^^4ou5^
Vérification g6
Troisième problème. — Trouver deux nombres tels que, si Von ajoute m au premier, la somme résulianie soit quintuple du second, et que, si l'on ajoute tli au second, la somme ré' sultante soit triple du premier.
On conclut d'abord de cet énoncé, que la diffiérence entre le
quintuple du deuxième et le premier est égale à la différence
entre le triple du premier et le deuxième, lly a donc equi-diffé"
renée entre le quintuple du deuxième nombre, le premier
nombre • le triple du premier, et le deuxième. Gomme, dans
toute équi-dijfférence , la somme des extrêmes est égale à celle
des mojrens ( n® 801 ) , il s'ensuit que le sextuple du deuxième
nombre es t égal au quadruple du premier; donc déjà ,1e deuxième
nombre est égal aux Z ou aux ^ du premier. Or, ce second
nombre augmente de 21 , donne le triple du premier; ou, ce qui revient au même, 21 est égal au triple du premier, diminué du
deuxième ou des ^ dif premier, c'est-à-dire, est égal au produit
du premier par (Z — ^\ ou aux ^ du premier.
Donc enfin, le premier a pour valeur 21 X -s on 9, Quant au
deuxième, qui est les ^ du premier, il est égal à 9 X ^, ou à 6.
£n effet: l^ 9-4-21 donne 3o, qui est bien le quintuple de 6; a*. 6 -f. 21 donne 27, qui est le triple de 9. Donc les deux nombres 9^et 6 sont les nombres cherchés.
Quatrième proslème. — On emploie trois ouvriers t pour faire un 6uvraf*e, IjC premier le ferait seul en 1 9. jovrs , en
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iravaiiiani lo heures par Jour ; le deuxième dans i5 jours, en travaiUani 6 heures par Jour} le troisihne dans 9 jours, en travaillani 8 heures par jour. On demande, 1°. dans combien de temps ces trois ouvriers , travaillant ensemble, feront cet ouvrage } a*, ce que chacun en fera y 3^. ce qu'il gagnera, Vouvrage total étant pajé io\i francs,
Soccrrioir. — Observons d'abord que, d'après Tënonce', le pre-; mier ouvrier ferait seul la besogne dans 12X10, ou lao heures ; donc, en i heure , il ferait de l'ouvrage.
Le deuxième le ferait dans i5 X 6, ou 90 heures; ainsi, en i heure, il en ferait — •
Le troisième le ferait dans 9X8, ou dans 72 heures ; donc, en
I heure, il en ferait — •
Ces trois ouvriers , travaillant ensemble , feraient donc , en
I heure, — + — -4- — , ou ^^-, c'est-à-dire ^r- de Tou- 120 90 72 3oo 3o
vrage.
Or, s'il leur faut i heure pour faire »- de l'ouvrage , il est
clair qu*ils emploieront 3o heures pour faire l'ouvrage tout entier.
Maintenant , puisqu'en i heure le premier ouvrier fait — ,
en 3o heures il fera x 3o , ou -r = — . De même , le
deuxième fera en 3o heures, — x 3o,ou~= —. Enfin , lelroi-
Qo 3 12
sième fera en 3o heures, — X 3o, ou — •
Il ne reste plus actuellement qu'à savoir ce qui revient à
chaque ouvrier, en raison de la besogne qu'il a faite. Or, pour
cela, il suffit de diviser 108 en parties proportionnelles aux trois
fractions — , —, — , ou plutôt, aux trois nombres 3, 4i ^»
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ce qui donne (n^ 999) 27, 36, et 4^» pour les trois gains demandés.
Les diverses questions que nous venons de résoudre, sont du p,enre de celles que plusieurs auteurs traitent par la règle dite de fausse position simple ou double, Nous avons cru devoir passer cette règle sous silence, parce qu'en géne'ral , elle laisse beaucoup de vague dans l'esprit, et que la de'monstration rigoureuse de ses procédés est fondée sur certains principes de l'Algèbre , principes qui d'ailleurs s'appliquent avec bien plus de facilité à la résolution immédiate de ces mêmes questions.
CHAPITRE VÏII
Théorie des Progressions et des Logarithmes.
Ce traité d'Arithmétique serait incomplet s'il ne renfermait au moins les premières notions de la théorie des logarilhmes. Cette belle découverte , due à Néper, baron écossais , est une des plus importantes qui aient jamais été faites dans les Mathématiques, puisque avec le secours d'une table de logarithmes, OûparvienLà effectuer, en très peu de temps, les calculs numériques les plus compliqués.
Mais avant de développer les principes de cette théorie , il est indispensable de faire connaître les propriétés principales de deux suites de nombres , suites que Ton peut regarder comme présentant une extension des équi-différences et des proportions : ce sont les progressions par différence et les progressions par quotient.
§ P'. Des progressions.
258. Progressions par différence (autrefois progressions arithmétiques ). — On appelle ainsi une suite de nombres tek que chacun surpasse celui qui le précède, ou en est surpassé.
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d'an nombre constant qu'on nomme la raison ou la diffé-rence de la progression.
Ainsi , soient les deux suites
f 2.5.8.II . i4* 17do.23.26.29. . . . . , f 60 . 55 . 5o . 45 . 4o « 35 . 3o • 25 • 20 ;
dans la première , chaque terme surpasse celui qui le précède, du nombre constant 3 ; en effet, 5 — 2 = 3; 8 — 5 = 3;.,. 3 est dit la raison ou la différence de la progression.
Dans la seconde, chaque terme est surpassé par celui qui le précède, àu^ nonibre constant 5 ;
ainsi 60— 55s=5; 55-— 5o=:5; 5o— 45=5; ....
5 est donc la raison de la progression.
La première s'appelle une progression croissante, parce que les termes y vont en augmentant ; et la seconde , une progression décroissante, patce que les termes y vont en diminuant.
Pour exprimer que les nombres sont en progression par différence, on place en tète le signe { qui signifie comme (n® 199], et après chaque terme , un point qui signifie est à.
Cette notation est fondée sur ce qu'une progression par. différence n'est autre chose, d'après sa définition , qu'une suite A^équi'différences continues. {Voyez n* 205.)
La progression s'énonce d'ailleurs ainsi ( en considérant la première des deux progressions ci-dessus) :
Comme a est à 5^ 5 est àS , 8 est à 11 , 11 est à 1^ ; ou plus simplement, 2 est à 5^ est àSy est à 11 , est à i4-
N, B, — Il est aisé de voir, dans cette suite d'équi-differences ,
II ; 11.14 i i4*i
que chaque terme de la progression proposée est à la fois conscfqiîent et antécédent, à l'exception du premier terme qui n'est qu'antécédent, et du dernier des termes que l'on considère, lequel n'est que conséquent.
ÎÏ39. Première propriété. — Evaluation d'un terme de rang quelconque au moyen du premier icrm^.
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Il résulte de la définilîon d'une prognession ptr différence, que , dans une progression croissante y
Le dettxièwne ternie est ^al au premier plus la raison;
Le troisième est égal au deuxième plus la raison , ou bien , est égal au premier plus deux fois la raison ;
Le quatrième est égal au troisième plus la raison ; ou au premier plus trois fois la raison.
£n général , un terme de rang quelconque est égal aupre-' mier, plus autant de fois la raison qu'il y a de termes avant celui que F on considère.
Pour fixer les idées sur cette propriété , et en présenter un énoncé plus concis , considérons la suite des nombres
T a»b,c»d,e.f,g,, . . .i.lcly
que nous supposons former une progression croissante ; et désignons par r la raison de la progression.
On a évidemment , d'après ]a nature de la progression ,
A = fl -f- r,
c=:^-|-r = û4- r + rzn a -^ ar,
Donc, si n désigne le rang d'un terme quelconque /, auquel cas {n — 1} exprime le nombre des termes qui précèdent, on a
évidemment l=za + (n — i)r (i) ,
expression qui , traduite en langage ordinaire , revient à l'é^ nonce ci-dessus.
Si la progression était décroissante , on aurait au contraire,
é = II — r,
c=:ô — r=fl — r '^ r sss a — ar,
rf=ic— r=fl — ar— rarsa — 3r,
et par conséquent, l =z a — (n — i)r. . . (2).
Les deux formules (1) cl (a) servent à déterminer un tenne
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quelconque de la série , sans qu'on soit obligé de calculer tous ceux qui précèdent , puisqu'il suffit de connaître le premier terme , la raison, et le nombre des termes compris depuis le premier jusqu'à celui que l'on veut former.
Soit, par exemple, la progression 7 a.S.S.ii...» dont on demande le^o'"*' terme.
On a ici, a=:2,r=3,et n=ao;donc la formule (i) devient
/=fc2 4" '9 X 3 = 5g.
On trouverait de même pour le 60'"*' terme ,
Soit encore la progression r 80.74* ^'^^^ •• > dont on demande le 12'"*' terme.
On a dans ce cas , ass8o , r = 6. n = 12 ; donc la for«mule (2) donne / = 80— 11X6=1 4*
Ô40. Conséquence de la propriété précédente, — Ces mêmes formules conduisent à la résolution d'une question très importante qui a pour objet éCinsérer entre deux nombres donnés , autant que l'on veut de moyens différentiels , c'est-à-dire d'autres nombres formant avec les deux nombres donnés, une progression par différence.
Proposons-nous, pour premier exemple , A^insérer entre Z
et S*], HUIT MOYENS DIFFÉRENTIELS.
Puisque la progression que l'on veut former, doit , y coni' pris les deux nombres donnés , être composée de 8 + 2 ou de I o termes , il s'ensuit {n? 889 ) que le dernier terme 57 est égal au premier 3, plus 9 fois la raison ; donc , si de 67 on retranche 3, la différence 54 sera égale à 9 fois la raison ; et par conséquent, le 9^*"' de 54 9 ou 6, sera l'expression de la raison qui doit régner dans la progression.
Connaissant la raison , il est facile d'en déduire la progression , qui est alors
Soient, en général, a et / les deux nombres entre lesquels 011
PAR DIFFÉRENCE
veut insérer un nombre m de mojrens différentiels; si Ton désigne d'ailleurs par n le ncmibre tolal des termes , on aura R=m-f-2; d'où n-^ is=:m-{-i; et les deux formules du numéro 239 deviennent
De la première on tire , en retranchant a des deux mem« *
bres,
/ — fl = (m + i) r, d'où r = — ^^^^ — .
Pour la seconde , il faut ajouter aux deux membres, (m-^ i)ry puis en retrancher /, ce qui donne
(jn + i)r = a — /, d'oà r= — ^H—,
Donc , pour insérer entre deux nombres donnés , autant de mojrens différentiels que ton veut , il faut retrancher le plus petit nombre du plus grand, et diviser la différence par le nombre total des termes à insérer, plusvs.
Le résultat ainsi obtenu exprime la raison de la progression , qui peut , d'ailleurs y être croissante ou décroissante» •
Soit proposé , pour second exemple, d* insérer entre ^ et 29, 35 mojrens différentiels.
Ici, l'onaasa, /=a9, m5=35-, donc r = -^5g — =7 ; ci la progression demandée est
; 2*2*7*d — .il. "7.0.0"7 • 2Q.
4 îï 4 4 ^
Le 20"*' terme de cette progression, ouïe 19^"* moyen diffé-
'"entiel , a pour valeur (n° 259) /=2 + 19 X 7 = ib 7.
Le 37"" terme, ou le dernier terme de la progression , est
' = 2 -|- 36 X 7 = 29i ce qui doit être.
24i. Remarque. — Si, entre les termes consécutifs d'une progression par différence , considérés deux à deux, on in^
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^re un même nombre de moyens différentiels , toutes les progressions partielles ainsi formées composent une seule et même progression.
En effet, soit Is^ progression \a.b , c^d,e ,f, , ; et soit m le nombre des moyens qu'on veut insérer entre a et b^ puis entre ^ et c, puis entre c et </. . . ; les raisons des progressions partielles seront, diaprés ce qui vient d'être dit, expri-
mees respectivement par , — - — , ; — . . .; or, toutes
ces quantités sont égales, puisque a^b^c. . étant en progression , ou a b — a z:=C'-^b's=:d'~^c, , . ; ainsi , la raison est la même pour toutes ces progressions partielles. Comme d'ailleurs , le dernier terme de chacune d'elles est en même temps le premier terme de la suivante , on peut conclure que toutes ces progressions partielles constituent une progression unique.
Soit, par exemple , proposé d^ insérer lo moyens différentiels entre deux tennes consécutifs quelconques de la progression
La raison est ici , , , -= , . . . ou bien — .
Il 11 11 II
On a donc M., ^., 1. ,l...a-9. 3.3^.3!. . .49.5.5I.. . . . . ,
II 11 II II II II ^11 II
progression évidente.
Nous ferons bientôt usage de cette remarque, qui est très importante.
948. Seconde propriété. — Dans toute progression par différence , la somme de deux termes quelconques pris à égale distance des deux termes extrêmes , c'est-à-dire du premier et du dernier, est égale à la somme des deux extrêmes.
Ainsi y dans la progression
7 1 •4*7* lo. i3. 16.19.22.25.28.31 .34*37, ona 1 + 37 = 4 + 34=7+31=10 + 28. . . .
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Pour nous rendre compte de cette propriété d'une manière générale , appelons aeil les deux termes extrêmes, x un terme qui occupe le /?'""' rang, c'est-à-dire qui en a (/>— i) avant lui , el^ un terme qui en a (/?— i) après lui.
Gela posé, Toii a d'abord, en vertu de la formule dun^'SSO,
Actuellement , si l'on ne considère que la partie de la progression , comprise depuis le terme jr inclusivement jusqu'au terme / aussi inclusivement, le nombre total des termes de cette progression partielle estj!;, et l'on a encore
D'où l'on voit que/ surpasse jr de la même quantité que x surpasse a. Donc les quatre nombres a, x, j*, /, forment une équi-différence. Or, dans toute équi-différence , la somme des mqxens est égale à la somme des extrêmes (n° 20i) ; ainsi, l'on a
x + jrz=za+l; C.Q.F.D.
N. B. — Lorsque la progression est composée d'un nombre impair de termes , celui du milieu forme avec les deux extrêmes une équi-différence continue; et par conséquent (n® 805) // est égal à la demi-^omme des deux extrêmes.
Ainsi , dans la progression ci-dessus ? i . 4 • 7 • • • • qui se compose de i3 termes , le 7"*' terme , ou 19, est égal à ^ ,
qui est évident.
S43. Conséquence. — Cette propriété fournit un moyen trèssimple d*oblenir l'expression de la somme de tous les termes dune progression par différence.
Soit en effet la progression . . . . 7 a.b^c i,k,l;
ei désignons par S la somme inconnue de tous ces termes , n étant d'ailleurs le nombre des ternies. Concevons que l'on ait écrit cette progression au-dessous d'elle-même, dans un or- (ire inverse , ce qui donne r l-k,L .... c.b,a\
ce
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il est d'abord évident que la somme de tous les termes de ces deux progressions, est égale à 2S.
D'un autre côté , comparant deux à deux les termes compris dans^une même colonne verticale , on a , d'après la propriété précédente, a -f- 1= à + k ^zc-j'i, . . . ; donc 2 S est égal à la somme partielle ^ a + Ij prise autant de fois qu'il y a de termes dans la première progression ; et par conséquent ,
2S=(û + /)n; dou, en divisant par 2, S=' ^ ;
c'est-à-dire que la somme des termes d'une progression par différence est égale au produit de la somme des extrêmes , multipliée par la moitié du nombre des termes,
APPLICATIONS. -» 1**. On demande la somme des ^5 premiers termes de la progression ....^2.7.12.17. ..
Il faut d'abord rechercher l'expression du 25"' terme. Or, la raison étant ici 5 , on a (n® 859)
Donc S=^ — • ' — =. — -2 =i55o.
2^. On demande la somme des 100 premiers termes de la progression . . . *t 1.3.5.7.9. . .
On trouve d'abord pour le 100"" terme ,
TV c (' + '99) Ï0<> I - J
Donc S = ^ — • — ^^ = 10000, ou le carre de 100.
Généralement , le n'^'"' terme de cette progression étani
/=r 1 -f (/i — i) 2= 2/1 — I, on trouve pour la somme des /i premiers terihcs,
S = : — : 1- = 71» ou le carré de n,
Ainsi, la somme des i5 premiers termes est égale à.». i5 X i5 ou 225.
PAR QUOTIENT
244. Des progressions par quotient (ou géométriques). — On nomme ainsi une suite de termes dont chacun est égal à celui qui le précède, multiplié par un nombre constant qui est encore appelé LA RAISON de la progression.
La progression est dite croissante ou décroissante , suivant que la raison, on le nombre constant qui exprime le rapport d'un terme à celui qui le préclède , est plus grand ou plus petit que l'unité'.
Une progression par quotient s'écrit en plaçant deux points après chacun des termes , et le signe fr en tête , parce que , d'après la définition , Ton peut regarder ces nombres comme formant une série de proportions continues.
Par exemple , soient les deux suites de nombres
Dans la première y cbaque terme est égal à celui qui le précède multiplié par 3 ; ainsi, c'est une progression par quotient dont la raison est; 3.
Dans la seconde , chaque terme est la ii^oitié de celui qui le précède , ou bien , est égal à celui qui le précède multiplié par
la fraction ~ ; donc , c'est une progression par quotient dont la rauon e^t -,
On énonce d'ailleurs ces progressions de la même manière que les progressions par différence, savoir,
2 est à 6, est à i8, est à 54, est à 162 , . . . ;
et 12 est à &, est à 3 f est à - y est à -T. . . .
Si l'on envisage chaque progression comme une suite de proportions continues , il en résulte que chaque terme de la progression est à la fois conséquent et antécédent ^ à l'exception
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du premier qui n'est qu'antécédent , et du dernier qui n'est que conséquent.
Les progressions par quotient jouissent de propriétés analop,ues à celles des progressions par différence.
945. PaEBfiÈEB PROPRIÉTÉ.— j^f^o/ua/ic^n dun terme de rang quelconque dans une progression par quotient.
Soit la progression par quotient, générale,
Ti a: ô : c : d : e :f: g : h ,
et désignons par q la raison , qui peut d'ailleurs être ]> ou <i On aura évidemment les égalités suivantes
b=aq,
cc=zlfq =zaq Xq:=zaq*, d = cq ss aq* X ^ = aq^ , e :=! dqr= aq^ X 7 ^= ^^ >
d'où Ton voit qu'en général, un terme de rang quelconque est égal au premier terme multiplié par une puissance de la raison, dont V exposant est marqué par le nombre des termes qui précèdent celui que Von considère.
Ainsi 9 désignant par n le nombre des ternies compris inclusivement depuis le premier jusqu'au tenne /, on obtient la formule
au moyen de laquelle on peut aisément trouver la valeur d'un terme , sans être obligé de former tous ceux qui le précèdent. Applications. — i^. On demande la valeur du 1 2* terme delà progression ....TTa:6:i8:
La formule devient /=a X 3".
D*abord, la 4* puissancede3est3x3x3x3,ou8i ; multipliant 81 par 81, on obtient 656i pour la 8* puissance.Multipliant 656i par 27, 3* puissance de 3, on trouve 1771^7 pour la 1 1* puissance.
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Donc enfin, / = 2 X 17714? ==354294-
On demande le 10* terme de la progression
On trouve dans ce cas , / = 1 2 x ( - ) .
Or le cube de 2 est 8 ; le cube de 8 , qui n'est évidemment autre chose que la 9* puissance de 2, est égal à 5i2 ; donc
iV. B. — Si le rang du terme était un peu éloigné , le calcul deviendrait assez laborieux ; mais on n'en parviendrait pas moins à l'expression de ce terme par des multiplications successives. Toutefois, on peut juger, par le premier exemple, avec quelle rapidité les puissances d'un nombre augmentent de valeur lorsque le degré de la puissance est un peu considérable, puisque dans la progression -HalGliS:...., on obtient 354294 pour le 1 2' terme seulement.
246. Conséquence de la propriété précédente. — Insérer entre deux nombres donnés ,dLet\y un nombre quelconque m de MOYENS PROPORTIONNELS. (On appelle ainsi d'autres nombres formant, avec les deux nombres donnés, une progression par quotient.)
Solution, — Il est évident que pour former la progression , il suffit d'obtenir la raison.
Or, de la formule / = «y"^* , on déduit , en divisant les deux membres par û,
- = î"-; d'où ? = ^-.
D'ailleurs, n exprimant le nombre total des termes, on a nécessairement 71= m -|- 2, et par conséquent, n — i ;:i= m + 1 .
Donc enfin , ^ = 1/ - ,
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D'où l'on voit que, pour obtenir la raison, iljautéCahorà diviser le second nombre donné par le premier, puis extraire du quotient , une racine d'un degré marqué par le nombre des termes à insérer plus un.
Connaissant la raison de la progression , il est facile d'en oli> tenir les différents termes; il suffit de multiplier successivement le premier terme, a, par la i", par la 2«, par la 3*. . . puis-
sance de y ou de 1/ - •
Ainsi, par exemple, le 4' uxoyen proportionnel, qui n'est autre chose que le 5* terme de la progression, aurait pour va*
leur, a X ( \/") > ^' ^^^^^ ^^^ autres.
N. B. — Nous ne connaissons encore aucun procède' pour extraire une racine d'un degré' supérieur au 3*. Mais notre objet principal est d'obtenir pour les progressions par quotient, des formules analogues à celles qui ont été établies pour les progressions par différence. Nous donnerons d'ailleurs bientôt un moyen très-expéditif d'effectuer ces sortes d'opérations.
947. On démontre , comme pcmr les progressions par différence, que si^ entre tous les termes d'une progression par quolient, considérés deux à deux, on insère un même nombre de moyens proportionnels , les progressions partielles ainsi for^ mées constituent une progression unique.
Soit ^ a l b l c \ d . , . Adi progression proposée.
La raison , pour la première progression partielle , serait
I /-; pour la seconde, t/j-;
Or on a, par hypothèse, -=t = ~
abc
donc, les nombres i/-» v//» >* * • sont égaux, etc.
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Î48. Seconde propriété. — Dans toute progression par quotient, le produit de deux termes quelconques également dis^ tants des deux extrêmes , est égal au produit des extrêmes.
Soient en effet x eX jr deux termes dont l'un en ait {p — i) avant lui , et Vautre {p — i) après lui.
Le terme x est e'gal au premier a multiplié par ^''"~' ; et l'on a ar=:aX 7'*"*.
Le dernier terme /est égal au terme jr multiplié par g''"''; et l'on a /=j" X q^"^ ; d'où l'on voit que les termes a, x^jr^ et /, forment une proportion ....a : x \l jr : /.
Donc (n* 208) . .xX ^ = a X /. ...C.Q.F.D.
249. Désignons enfin par P le produit de tous les termes de la progression r^ a \ b \ c l \ i \ k \ ly multipliés entre eux, en sorte que l'on ait
P=ûAc ikl,
ou F z=lki cba y
ou en déduit P*^a^c i^/X Iki. . .cba^
ou bien encore , en intervertissant l'ordre des facteurs,
P»=û/X AArXctX. . . . iV?X^*X la,
mais on vient de voir que al=bk = ci. . . . *, et le nombre de ces produits partiels est égal à n , nombre des termes de la progression proposée ;
ainsi , P" = (a/)*;
et par conséquent , "
ce qui démontre que le produit de tous les termes d'une pro" gression par quotient est égal à la racine carrée de la u"^*' puissance du produit des deux extrêmes.
Cette fornrule correspond à celle qui donne la somme des
RAPPROCHEMENT DES DEUX PROGRESSIONS
termes d'une progression par différence , savoir,
Nous n'exposerons point ici le moyen d'obtenir l'ejc^re^^/on de la somme des termes d* une progression par quotient, parce que cette question est tout-à-fait inutile pour le but que nous nous sommes proposé , et que d'ailleurs elle suppose quelques principes d'Algèbre, que nous n'avons point encore démontrés. •
ÎIIJO. Correspondance entre les propriétés des deux espèces de progressions, — Rapprochons actuellement les résultats obtenus plus haut.
Prog. par diff, Prog. par quotient,
/=fl-t.(«— i)r. . . . (n^259), . . . /=aXy"""'. . . (n«fi45),
= ^^ "^ ^^ " (n» «45), . . . P = yJiaTy', . . (n" 24^).
Ces formules nous montrent que les opérations qui s'exécutent sur les éléments d'une progression par quotient, correspondent à des opérations plus simples , exécutées sur les éléments analogues d'une progression par différence.
Ainsi f la maltiplication correspond à une addition / la division à une soustraction;
XsL formation des puissances à une simple multiplication ; V extraction des racines à une dii^ision.
Guidé sans doute par ces considérations, le célèbre inventeur des logarithmes est parvenu à simplifier les calculs arithmétiques, à partir de la multiplication, en remplaçant les opérations à effectuer sur les termes d'une progression par quotient, par d'autres opérations faites sur ceux d'une progression par différence. Gomme, dans un ouvrage élémentaire, il est impossible d'entrer dans tous les détails de cette importante découverte)
DES LOGARITHMES EN GÉNÉRAL
nous nous boijicrons à en faire connaître les résultats principaux.
§ II. Des Logarithmes.
2^1. Considérons une progression quelconque /Mir quotient, dont le premier terme soit toutefois égal à i , et une progression /;^ir<i/^re/ice, dont le premier terme soit égal à o. Soient j par exemple , les deux progressions
Chaque terme de la progression par différence est dit le lO" irarithme du terme qui occupe le mértie rang dans la progression par quotient.
En général, on entend par logarithmes , des nombres en progression par différence, qui correspondent, terme pour terme ^ à des nombres en progression par quotient, sous la condition , toutefois, que l'un des termes de la progression pur quotient soit I, et qu'il ait o pour terme correspondant dans la progression par différence (nous verrons bientôt la raison de cette restriction) ; et le logarithme d'un nombre en particulier, est le terme de la progression par différence, qui y ticirl le même rang que celui qu'occupe , dans la pi^ogressîon par quotient, le iiombre que Ton considère.
232. Première propriété. — Soient a, 6, deux tennés pris au hasard dans la progression (A),; et proposons-nous d'en obtenir le produit.
Â cet effet, considérons le />rem/er terme i de la progression (A) , deux termes a, b , et un quatrième terme c , tel qu'il y ait autant de termes entre ^ et c , qu'entre i et a. Supposons d'ailleurs la progression (A) arrêtée au terme c.
Considérons de même , dans la progression (B),le» quatre termes qui correspondent aux nombres i, a, b, Cy c'est-à-dire
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leurs logarithmes, que nous dcsigncrous , pour abréger , par o, log. <z, log. ày log. c (la notation log. signifiant logarithme de).
Gela posé, il résulte d'abord delà propriété du n^ 24tf , que les quatre nombres i^ a^b ^ c^ forment une proportion , puisque a, ùy sont deux termes pris à égale distance des extrêmes^ dans une progression arrêtée au terme c.
Ainsi , Ton a iX<? = ûX^,ouc =a X à.
IVun autre côté , les quatre termes o , log. a , log. b, log. r,
forment aussi (n^ 859) une équi-différence.
Ainsi , Ton a : o + log» e = log. 'a + log^. b^
ou simplement log. c = log. a + log. b.
Donc , en mettant à la place de c sa valeur a :<, b,
log. (« X ^) = log. a + log. b.
D'où l'on voit que le logarithme du produit de deux nombres de la progression (A) est égal à la somme des logarithmes de ces deux nombres.
D'après cela, pour obtenir le produit de deux nombres quelconques de la progression (A) , il sujffit de prendre leurs logarithmes dans la progression (B), de les ajouter, puis de chercher à quel nombre correspond cette somme; le nombre correspondant est \e produit demandé.
Ainsi y soient les deux nombres 64 ^^ ^^> dont il faut ob tenir le produit.
Je prends leurs logarithmes 18 et 24 dans la progression (B' ; je les ajoute, ce qui donne ^7, ; puis je cherche à quel nombre correspond 4^; et je trouve i6384 pour le produit demande.
On trouve de même que 12 -f- 27, ou 89, somme des logarithmes de 16 et 5i2, correspond h 8192, produit des deux nombres 16 et 5 12.
2^5. Conséquence, — Soient a, b^ c, d,.. plusieurs nombres de)apro{>res6ion (A); il résulte de ce qui vicut d'être dit, ^\i2
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log. <ïôc = log. ab + \og» cr=log. a+log. Z>-f log. c; log. abcdz=:\oQ,abc+ log. é/=:log. û + ^og.ô4- log.c+log. Jj
et ainsi de suite.
Donc , en général , le logarithme du produit d'un nombre quelconque de facteurs est égal à la somme des logarithmes de tous ces /acteurs.
Ainsi, pour obtenir le produit de plusieurs nombres de la progression (A) , il suffit d'ajouter leurs logarithmes jms dans la progression (B) , et de déterminer à quel nombre correspond la somme; le nombre correspondant est \e produit demandé,
254. Remarque, — Les deux égalités cz= aX b et . . . log. c = log. a + log. b , desquelles on a déduit la propriété précédente, supposent évidemment que le premier terme de la progression (Â) est égal à i , et que le premier terme de la progression (B) est égal à o.
Voyons ce qui aurait lieu si les premiers termes étaient des nombres quelconques, k pour la première, et log. k pour la seconde.
On aurait , en vertu de ce qui a été dit (n*' 21>2) ^
1". Pour la progression (A) , . ...... *Xc=ûX^,
doii ^^ir*'
2®. Pour la progression (B) ,.,. log. Ar+log.c =:log.a+log.^,
d'où log. c=rlog.a-f-lo4*.^ — ^log. A";
c'est-à-dire que la somme des logarithmes de deux nombres a el b de la progression (A) , diminuée du premier terme de la progression (B) , serait égale au logarithme du quotient de la division du produit des deux nombres a et h , par le premier terme de la progression (A).
Ainsi, pour faire usage de cette propriété, il faudrait, 1°. faire la somme des logarithmes ; 2**. retrancher de cette somme le premier terme de la progression (B) , et rhcrrluîr a quel nombre
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lie la progression (A) correspondrait la ditrcrencc; 3", niuluplier le nombre correspondant ,. par le {Xieniier terme de la progression (A) ; et l'on obtiendrait le produit demandé.
On serait donc conduit à faire une addition, une soustraction et une multiplication , pour trouver le résultat d'une multiplication.
Dans rii^potbèse des premiers termes égaux à i et à o, la soustraction et la multiplication disparaissent; cette hypothèse est donc indispensable (vojrez n? 21S1).
255. Deuxième propriété. -—Puisque, dans la division, le dividende peut être regardé comme un produit dont le diviseur et le quotient sont les deux facteurs, il s'ensuit que le lo^^aritliine du <lividende est égal à la somme des logarithmes respectifs du diviseur et du quotient; ainsi, retranchant le logarithme du diviseur de celui du dividende, on obtiendra le loj^arithme du quotient.
Donc, le logarithme du quotient de la division de deux nomùres de la progression (A), est égal à r excès du logarithme du dividende sur celui du diviseur.
D'après cela, pour effectuer une division sur deux nombres qui appartiennent à la progression (A), il suffit de prendre dans la progression (fi) y le logarithme du dividende et celui du diviseur, de retrancher le second du premier, et de déterminer à quel nombre de la progression (A) correspond cette différence; on obtiendra ainsi le quotient demandé.
Soit proposé de diviser i6384 par 256.
Je prends dans la progression (B) , les logarithmes , 4^ et2/j) de ces deux nombres; je retranche 24 de42 , ce qui me donne 18. Je cherche le nombre correspondant à 18, et je trouve 64 ponr le t]uotient demandé.
La propriété relative à la division s'exprime ainsi d'une
manière abrégée : log. y^=z log, a — log. b.
256. Troisième propriété. — Une puissance de degré quelconque d'un nombre étant (n° 108 , «j®.) le produit d'autant de facteurs égaux à ce nombre, qu'il y a d'unités dans V exposant àc
EIV GÉNÉRAL. 347
la puissance , il s'ensuit évidemment (n° 255) que le logarithme (Tune puissance de degré quelconque , et un nombre de la pro^ pression (A), est égal au logarithme du nombre , multiplié par l'exposant de la puissance.
Ainsi, log. a^, ou log. a.a.a.a.a = 5 log a;
log. a^ = 7 log. a ;
et en général, log. a^srsm X log. a.
DonC) pour obtenir le résultat de la formation d'une puissance d'un certain nombre de la progression (Â) , il suffit de prendre dans la progression (B) le logarithme, de ce nombre, de le multiplier par r exposant de la puissance, et de déterminer à quel nombre de la progression (A) correspond ce produit ; le nombre correspondant sera \a. puissance demandée.
Par exemple, soU à élever Zt. àla Z^^* puissance.
Je prends iS, logarithme de 32 ; je le multiplie par 3 , exposant de la puissance, ce qui me donne 4^ ; je cherche à quel nombre correspond 4^ > 6t je trouve 3^768 pour la V^' puissance de 32.
257. Quatrième et dernière propriété. — On sait que deux nombres expriiiiés Tun par a et l'autre par a^ sont liés entre eux de telle manière que , le second étant la Tn'^""" puissance du premiar^ réciproquement le. premier est la racine m^'*"' du second.
Or, on vient de prouver que. . . log. a^sum log. a ;
loc. a^
donc, en divisant par m, log. a = — ^ ;
c'est-à-dire que le logarithme d'une racine de degré quelconque d'un nombre , est égal au logarithme de ce nombre, dix^isé par Vindice de la racine à extraire; ce qui s'exprime ainsi :
log. v/^,r=-^.
Ht
Par conséquent, pour extraire la racine m^*'"" d'un nombre de la progression (A) , il suffit de prendre son logarithme dans la progression (B) , de le diviser par m , puis de chercher à
CONSTRUCTION
quel nombre correspond ce quotient; le nombre correspondant est la racine demandée.
Soit proposé d'extraire la racine 3''*"' de 32768.
Je prends 4^, logaritliine de 32768, et je le divise par 3, indice de la racine; je trouve i5, qui a pour nombre correspondant 3?. ; donc 32 est la racine demandée.
Soit encore proposé d'extraire la racine 5'"" de 32768.
Je prends 4^ 9 logarithme de 32768; je le divise par 5 , îddice de la racine à extraire , ce qui me donne 9. Le nombre correspondant à 9 dans la progression (Â), est 8; donc 8 est la racine 5^"" de 32768,
Construction des tables de Logarithmes.
958. Les considérations précédentes suffisent pour faire concevoir Futilité d'une table de logarithmes , c'est-à-dire d'une table renfermant , d'une part , une série de nombres en progression par quotient, et de Tautre, leurs logarithmes, ou des nombres en progression par différence (les deux progrès^ siens devant satisfaire à la condition énoncée n^ 85i ).
Comme on a vu d'ailleurs que toutes les opérations sur des nombres d'une nature quelconque se ramènent toujours à des opérations sur des nombres entiers, il s'ensuit que , pour la simplification des calcufs, il suffirait que la table contînt les logarithmes des nombres entiers. Or, voici comment on est parvenu à former une pareille table :
Entre tous les systèmes, en nombre infini, de deux progressions, l'une par quotient, et l'autre par différence, que Ton pouvait prendre, on a d'abord choisi la progression décuple
H I ! 10 ; 100 : 1000 : loooo : 1 00000 : loooooo »
et la suite naturelle des nombres
Cela pose, concevons f[u'entre les nombres i et 10, 10 et 100, 100 et 1000, . . : .,011 insèri^ (a" 216) un certain nombre do
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moyens projwrlionmds (<[ui soit le inêine pour chaque couple), mais un nombre assez grand pour qu'on soit assuré que 2, 3, 4....9I II, 12, 13....99 I loi, 102....999, soient comprispainii ces moyens proportionnels , ou du moins , diffèrent de quelques-uns d'entre eux d'une quantité si petite qu'on puisse les substituer, sans erreur sensible , à ces moyens proportionnels.
Concevons ensuite qu'entre les termes o et i, i et 2, 2 et 3, 3 et 4 y . de la progression par différence , on insère autant de moyens différentiels qu'on avait inséré de moyens propor* tionnels ; il est clair, d'après ce qui a été dit précédemment, que les ternies de la nouvelle progression par différence seront les logarithmes des termes de la nouvelle progression paiquotient.
Actuellement, supposons que, dans le nombre immense des termes des deux progressions , on ne tienne compte que des
nombres entiers 1^2, 3)4 V 99 1^9 1 1 yi^? • * ., appartenant à la progression par quotient, ainsi que des logarithmes qui leur correspondent ; on obtiendra une table qui renfermera ,
D'une part , tous les nombres entiers consécutifs , qui , à la vérité , ne feront plus entre eux une progression par quotient , mais n'en pourront pas moins être considérés comme des termes d'une progression de cette espèce ;
De Vautre part , leurs logarithmes, qui ne seront pas non plus eu progression par différence , mais n'en seront pas moins des termes d'une progression de cette espèce, occupant respectivement les mêmes rangs que ceux qu'occupent, dans la progression par quotient , les nombres de ces deux séries.
Ainsi , les propriétés relatives aux diverses opérations arithmétiques sont applicables à tous les nombres de cette table et à leurs logarithmes.
N,B, — Au premier abord , il peut paraître difficile de comprendre comment on est parvenu à insérer entre deux nombres donnés , i et i o par exemple ^ un très grand nombre de moyens proportionnels , puisque . pour en insérer deux seulement , il
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faudrait (ii*fi46), d'après la forniiile (/= t /- qui donne Tex-
prassioii de la raison, extraire avec un très-grand degré d'approximation, la racine 3'"" de — , ou de lo, opération que
l'on sait être déjà assez laborieuse. Que serait-ce donc s'il fallait en insérer looooooo, comme l'indiquent les traités d'ÀTithmétique? Mais notre objet était seulement de faire concevoir la possibilité de l'existence d'une table de logarithmes. C'est dans les parties plus élevées des Mathématiques , qu*on trouve des métliodes de détermination beaucoup plus expéditives.
259. Voici néanmoins une méthode élémentaire qui est peut-être plus aisée à comprendre , en ce qu'elle ne suppose que des extractions successives de racines carrées.
Supposons qu'on veuille déterminer le logarithme de 5 eu particulier.
Gomme 5 est compris entre i et i o , insérons un seul mojen proportionnel entre i et lo, puis un moyen différentiel enVst o et I.
On a (n"" 1107) i : x :: jr : lo;
d'où X = V/ïO= 3,1622.7766. ... ;
et (n** 205) o.j- : j^.i;
d'où r = -=: 0,5.
Cela posé, -ou o,5 sera évidemment le logarithme de t/ 10 ; résultat qui s'accorde d'ailleurs avec la propriété du n^257,
puisque l'on a log. t/io = - log. 10 = -,
Actuellement, comme 5 est plus grand que 3,162..* ^^
plus petit que to, insérons un nouveau moyen proportionnel
entre 8,1622. . . et lo, puis un moyen différentiel ^nXre ~
et i ;
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il vient 3,16227766 ....: x ::.r : 10;
J'oii X ~ 4/31,622776. . =5,623... ;
ei
d'où j- = - ~ 0,75.
Le nouveau moyen différentiel est d'ailleurs le logarithme du nouveau moyen proportionnel.
Le nombre 5 se trouvant compris entre 3, 162 et
5,623. . . , nous sommes encore conduits à insérer un nioyca proportionnel entre 3,162... et 5623..., puis un moyen différentiel entre o,5 et 0,75.
Or,- il est évident qu'en continuant cette série d'insertions de moyens proportionnels, on parviendra à en déterminer deux qui ne différeront l'un de l'autre que d'une quantité aussi petite que Ton voudra, et qui comprendront le nombre 5. On pourra donc , sans erreur sensible , substituer 5 à l'un de ces moyens proportionnels, et le moyen différentiel correspondant au moyen proportionnel sera le logarithme demande. On obtiendrait par des opérations analogues , les logarithmes de 2,3,7,....
Remarquons d'ailleurs qu'il suffit, en calculant ainsi le logarithme de chaque nombre entier, de déterminer directement les logarithmes des nombres premiers; quant aux logarithmes des nombres multiples, on les obtiendrait au moyen des logaritlimes des nombres premiers, en faisant usage des propriétés des n®' 252 et 256.
Par exemple, on aurait log i5=:log(5x3)r=log5-{-log 3; log 36 = log (2** X 3*) = 2 log 2 + 2 log 3 ; et ainsi de suite.
Disposition et usage des ^fables vulgaires.
260. On appelle logarithmes vulgaires , ceux dont la formation est fondée sur le système des deux progressions
Zj7. VSKCt
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parce c[ue c'est de cette table qu^oti se sert le plus coiumuncment. On les appelle encore logarithmes de Briggs , du nom du premior auteur d*une table de cette espèce. Il résulte de Tinspection des deux progressions ,
I*». Que le logarithme de l'unité est zéro ;
2". Que le logarithme de lo est i ;
3°. Que les logarithmes de tous les nombres entiers ou fractionnaires, compris entre i et lo, sont plus petits que l'unité ; que ceux des nombres compris entre lo et loo, se composent d*une unité et d'une certaine fraction j que ceux des nombres compris entre i oo et i ooo , se composent de deux unités et dtune certaine fraction ^ et ainsi de suite.
Dans les tables de Briggs , ces fractions sont évaluées eu décimales.
Ainsi, les logarithmes des nombres d'un seul chiffre sont représentés par une fraction décimale proprement dite; les logarithmes des nombres de deux chiffres ont i pour partit entière , laquelle est d'ailleurs suivie d'une fraction décimale.
Les logarithmes des nombres de trois chiffres ont 2 pour partie entière. . . .
£n général, la partie entière du logarithme d'un nombre renferme autant d'unités moins une , qu'il y a de chiffres dans le nombre si ce nombre est entier , ou dans la partie entière de ce nombre s'il est fractionnaire.
Cette partie entière d'un logarithme se nomme caractérisa tique , parce qu'on peut juger, d'après son inspection seule, l'ordre des plus hautes unités qui se trouvent comprises dans le nombre correspondant au logarithme proposé.
Ainsi, 2,74^56. . . correspond à un nombre de trois chiffres , c'est-à-dire à un nombre compris entre 100 et 1000 ; de même, ^yo5&^%, • . est le lop.arithme d'un nojnbre compris entre 10000 et 1 00000.
SOI. Connaissant le logarithme d'un nombre quelconque , on peut obtenir facilement celui d'un nombre lo, loo, looo fois plus grand. Il suffit, pour cela, A^ ajouter %^ 2, 3..» unités à la caractéristique.
Soit , en effet, a , un nombre dont on connaît déjà le loga* rithme ; on a (n®2tf2)
log (ûX io) = loga+log io = logû+i, log (ûX ioo) = log« + log ioo = loga + 2,
log (« X 10") = log û + log 10» = log a + n.
Réciproquement, le logarithme d'un nombre étant connu, pour obtenir celui d'un nombre 10, 100, 1000... fois plus petit , il suffit de retrancher de la caractéristique , i , 2 ,3» . • . . unités.
£n effet , on a ( n<» 2tf tf)
log =Iog a— log 1000= loga — 3; et ainsi des autres.
On peut conclure de là que les logarithmes, des nombres 4567 I 4^>7 I 4^9^7 I 49^7? par exemple, ne diffèrent pas les uns des autres par la partie décimale, mais seulement par la caractéristique , qui est 3 pour le premier nombre, 2 pour le deuxième , i pour le troisiènie , et o pour le quatrième.
En général, le logarithme d'un nombre fractionnaire décimal est le même, k la CàRAcréaiSTiQOE près, que le logarithme de son numérateur, ou du nombre proposé dans lequel on ferait abstraction de la virgule : il n'y a point de différence dans la partie décimale du logarithme.
Il est bon d'observer que cette propriété est toute particulière au système des logarithmes de Briggs ; et c'est ce qui doit faire préférer ce système à tout autre , puisque les fractions décimales sont les fractions sur lesquelles on a à opérer le plus souvent.
Àrith. B. 23
S69. 11 était impossible de placer dans les tables d'autres logarithmes que ceux des nombres entiers; car, deux nombres entiers consécutifs comprenant une infinité de nombres , fractionnaires , il n'y aurait pas de raison pour y placer les uns plutôt que les autres. En outre , les calculs que nécessitait la confection d'une table , étaient trop laborieux pour qu'on pût l'étendre au-delà d'une certaine limite, même assez faible.
Ainsi , il y a des tables qui ne vont que jusqu'à loooo, d'autres jusqu'à 20000; une des plus étendues, celle de Callet, va jusqu'à 108000.
Cependant, les applications logarithmiques exigent souvent la recherche du logarithme, soit d'un nombre qui excède les limites des tables, soit d'un nombre fractionnaire. Gomment alors obtenir ce logarithme ? C'est ce que nous allons développer sur des exemples. ( Nous supposerons, dans tout ce qui va suivre, que l'on n'ait entre les mains que les petites tables de Renaud ou de Lalande. )
263. Un nombre quelconque étant donné, déterminer son logarithme.
i". Soit à déterminer le logarithme de 25432g.
Ce nombre ayant six chiffres, la caractéristique de son logarithme est 5 ( n** 260 ) ; ainsi , la question se réduit à en trouver la partie décimale.
Or , il résulte de ce qui a été dit n^ 361 , que cette partie décimale est la même que celle de log 2543,19.
Par cette préparation , qui consiste à séparer tfers la droite du nombre, assez de chiffres pour que la partie à gauche se trouve dans la table, on obtient un nombre compris entre 2543 et â544 ; ainsi , son logarithme est égal à celui de 2543 , plus une partie de la différence qui existe entre /o^2544 ^^ log 2543.
On trouve dans la table logiîSfyZ = 3,4o535; on y
trouve également 17 pour différence entre log254f,et
iog 2543 ; cette différence 17 exprime des unités de Tordre du 5"** chiffre décimal , ou des 1 00000^'"".
Cela posé , afin d'obtenir la partie de celte différence qu'il faut ajouter à log 2543 , pour en déduire celui de 2543,29, ou établit cette proportion : Sî, pour une unité de différence entre les nombres 2544 ^' ^543, on a i^ gent-iiillièmes de diffé^ rence entre leurs logarithmes, combien, pour o^agde diffi» rence entre 3543,29 et ^S^'àyaura^lron de différence entre leurs logarithmes ; ou bien, i : 17 X 0,29 : x^ d'où
et ce 4"'' terme 4>93 ^^^ ^^ cp^'A faut ajouter €/e cenu-millikmes au logarithme 3,4o535 pour avoir le logarithme demandé.
Comme on ne doit tenir compte que de la partie à gauche de la virgule, dans ce 4"*'-^6ruie, on ajoute 4 ou plutôt 5 ( parce que le 1*' chiffre à droite de la virgule est plus grand que 5), au chiffre des cent-millièmes ou au dernier chiffre de 3,4o535 ; et l'on obtient
log2543,29= 3,4o54o ; donc log 254329 = 5,4o54o.
Dans la pratique , on dispose ainsi le calcul :
log 254329 === log 2543,29 + 2
log 2543 = 340535 Diff" tidf'* . . . 17
Donc log 2543,29 = 3,40540 ,
et par conséquent, .... log 254329 = 5,4o54o.
2**. Soii encore à déterminer le logarithme de 1 784967. On a d'abord log. 1 784967 = log 1 784,967 + 3
log 1784 = 3,25139 Diff'Uab'',.. 25
Donc - log 1 784^967 = 3,25i63
etjpar conséquent, . • . log 1784967 =6,25i63.
JI64. N. B, — Pour résoudre les deux questionè précédentes^
on a établi une proportion entre les différences des nombres e\
les différences de leurs logarithmes. On démontre en Algèbre,
que cette proportion n'est jamais rigoureusement ' exacte ;
mais elle approcbe d'autant plus de l'exactitude , que les
nombres pour lesquels on l'établit sont plus grands ; et Ton
fait Toir d'ailleurs qu'en faisant usage des petites tables,
l'erreur commise n'influe pas sur le 5"" chi£fre décimal du
logarithme, tant que le nombre est au-dessus de looo; de
sorte que , dans ce cas , la proportion peut être considérée
comme tout-à-fait exacte. Voilà pourquoi ^ loraqu'un nombre
excède les limites des tables, ou ne doit séparer vers sa droite
que le moins de chiffres possible.
3*. On demande le logarithme dei')^.
Ce nombre revient à -= — ; donc ( n** 2JJtf)
*^^ ^^ la "^ ^^^ ^^^^ ~ ^^^ ^9' Or, on trouve dans la table log 2226 ss 3,34753
log 59 =i,77o85;
d'où, effectuant la soustraction, log 37^ =1,57668.
Quant au logarithme d'un nombre fractionnaire décimal, tel que 4799^564 , on a déjà vu (n® 261 ) que tout se réduit à déterminer le logarithme de 479^564 comme il vient d'être dit, puis à retrancher 4 unités de la caractéristique ; ou bien, on peut dire :
^Qg 479»^^64 = ^og 479^>S 64— i
'^ 479^ = 3,68o52 Diff''tab''... g
d'où * log 4792,554 = 3,68057.
Donc log 479»2S64 = 2,58«)57.
Voyez la fin de ce chapitre (n** 873) /loi/r Us logarithmes des fractions proprement dites.
208. Un LOGAKITHBIE QUELCONQUE ETANT DONNÉ, TROUVER LE NOMBRE QUI LUI CORRESPOND.
Lorsque , pour effectaer certaines opérations arithmétiques y ou emploie le secours des logarithmes, ou parvient ordinairement à un résultat qui exprime le logarithme du nombre cher^ ahé ; et il faut, au moyen de la table, déterminer à quel nombre correspond ce logarithme.
i^. Considérons le cas où la caractéristique est 3, ou la plus forte de celles qui se trouvent dans les petites tables.
Soit à trousser le nombre correspondant au logarithme 3,45986?
On commence par chercher ce logarithme parmi ceux des nombres de quatre chiffres ; et l'on trouve qu'il est compris entre 3,45g24 ^^ 3>4%^9 V^^ ^^"^ les logarithmes de 2879 et 2880 ; donc le nombre cherché est égal à 2879 P^^*^ ^^^ ^^^^ taine fraction.
Pour obtenir cette fraction , on prend la différence tabulaire i5, et la différence 12 entre le logarithme donné et celui de 2879 ; puis on établit la proportion :
Si, pour i5 GENov-Mii^LiàMBs <fe différence entre logaSSo et log 2879 > ^'^^ ^"^ unité de différence entre ces nombres , combien, pour 12 cent-millièmes de différence entre le logarithme donné et celui de 2879, doit' on avoir de différence entre les nombres correspondants ?
Oubien, i5 : i :: 12 : arj d'oiiar:=-^= 8.
Ajoutant ce 4*"' terme à 2879 ' ^^ obtient 2879,8 pour le nombre demandé.
Voici le tableau des calculs :
Appelant N le nombre cherché, on a logN = 3,45936. On trouve dans la table. 1052879 = 3,45924
Diff'^' T2
Diff^'riah'' i5
i5 : 1 :: 12 : ar=:o,8;
donc N = 2879,8.
. 266. N.B, — La valeur obtenue pourN dans l'exemple précédent , a été trouvée , avant la réduction en décimales , égale
à 2879 -| — 3 (à un 1 5* près), en supposant la proportion exacte,
hypothèse qui peut et doit être admise ici S, n® S64) , puisque l'on reconnaît à Tinspection de la table de logarithmes que des accroissements constants et égaux à 1 , faits sur les nombres, correspondent (pour cette portion de la table) à des accroissements constants et égaux à iS unités (de l'ordre des cent-^millièmes) , faits sur les logarithmes correspondants , ou bien , ce qui revient au même , qu*ii/te unité ( de l'ordre des ceru^milHèmes) d'augmentation sur les logarithmes, corres-
pond à -7 d'augmentation sur les nombres.
Maintenant ,'^u lieu de laisser au 4' terme de la proportion
r ou à la fraction -s j, cette forme, sous laquelle il s'était
naturellement présenté, nous l'avons réduit en décimales, comme cela se fait ordinairement pour la commodité des calculs ; et nous avons trouvé ainsi la fraction 0,8^ exactement
é^aleà -7. Or, il est important d'observer que si la réduction
ne s'était pas faite exactement en dixièmes, il n'en aurait pas moins fallu arrêter cette opération au premier chiffre décimal ; et nous allons en donner la raûson.
Chaque i5^ contenant autant de loo'* que le nombre 100 contient de fois le nombre i5, il s'ensuit que quand on sait combien un nombre contient de 1 5** ( à un près ) on ne sait pas pour cela combien ce nombre contient de loo"*, de 1000'', de loooo'*; tandis qu'au contraire on peut bien conclure le
nombre de lo** (à un près) de celui des i5*% puisque — étant
|ilus grand que -ç , chaque iS* d'augmeniatiou nç peut pas
faire croître le nombre de plusieurs lo" à la fois.
De ce raisonnement géne'ralise' re'sulte la règle suivante^ applicable à tous les cas où , cherchant un nombre au moyen de son logarithme , on est obligé d'employer la proportion pour le de'terminer : le nombre de chiffres décimaux qu*il est permis de calculer pour le 4* terme , doit toujours être in^ fê rieur , au moins df une unité, au nombre de chiffres qui composent la différence tabulaire, diminué d^une unité. Cette règle est générale , quelle que spit la table que l'on emploie : ainsi la table de Collet donnera le chiffre des i oo^ toutes les fois que la différence tabulaire dépassera loo, mais se^Vsnient celui des lo** dans tous les cas contraires; et la table de Lalande ne donnera pas même avec certitude le chiffre des 10% toutes les fois que la différence tabulaire sera moÎAjdre que lo. (Au reste , pour plus de détails , voyez V Algèbre. )
2°. Soit à déterminer le nombre correspondant au loga-^
rilhme ijS6834*
On pourrait commencer par rechercher ce logarithme parmi ceux des nombres de deux chiffres; mais, comme il est probable qu'on ne l'y trouverait pas , il vaut mieux ajouter tout de suite 2 à la caractéristique , ce qui donne 3,56834* Cherchant, d'après la règle ci-dessus, le nombre correspondant à ce nouveau logarithnie , on trouve 3,56834 = log 3701 ,2. Or, puisqu'en ajoutant 2 unités à la caractéristique , on a (n° 264) multiplié le nombre cherché par 100, il faut , pour obtenir celui-ci , diviser 3701 ,2 par 100 ; ce qui donne enfin 37,012 pour le nombre demandé, à 0,001 près.
Soit encore à trouver le nombre correspondant à 0,86784.
On a d'abord. . 3,86784== log 7376,3-, donc. ...... 0,86784 = log 7,3763, à 0,0001 près.
Soit enfin proposé de déterminer le nombre correspondant
Retranchant d'abord deux unités , on a
3,47659= log 2996,3;
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et comme , en étant a unîtes de la caractéristique ^ on a rendu le nombre loo fois trop petit , il faut multiplier 2996 par 100 y ce qui donne sggôSo pour le nombre demandé, à une dixaineprhs.
Les petites tables ne permettent pas d'obtenir un plus grand degré' d'approximation. Si la caractéristique était plus grande que 5, le degré d'approximation serait encore moindre. Aussi doit*on employer les plus grandes tables possibles pour exécuter un calcul qui demande de l'exactitude.
Applications de la théorie des logarithmes.
Voyons maintenant les diverses applications que l'on peut faire des tables de logarithmes aux opérations de l'Arithmétique.
S67. RàGLE DE TROIS. — Déterminer, par logarithmes, le 4*"' terme de la proportion a \ b \l c \ x.
b yc.c
On a d'abord ( n' 206) x = ; d'où , en prenant les
logarithmes et appliquant les propriétés des n^' 2^2 et 251$,
logx = log 64- loge — loga.
Apres as^oirjait la somme des logarithmes des deux moyens, retranchez^en le logarithme de l'extrême connu; puis cherchez à quel nombre twrrespond la différence : vous obtiendrez ainsi le nombre demandé.
Soit, par exemple, la proportion 3^1 25g :: 497 *• X'^ona lop X = log 25g]+ log 497 — log a7 ,
log259=5 2y4i33o log 497 = 2,69686
5^10966 log 37 =1,56820
donc log X = 3,541469
et par conséquent, x = 3479,1, à 0,1 près.
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Second exemple. Orr demande , par logarithmes , la valeur
de ^ — 37X49X17X175
(Cette expression peut être regardée comme le terme inconnu dans une rhgle de trois composée» )
Prenant les logarithmes des deux membres ^ on a lx = 137 + 149+l 17+1 175 — 129— 169— 1 154.
Or, 1 37= 1,56820 1 29= 1,46240
Donc logar= 1,24312 ;
d'où :r= i7,5o3, à 0,001 près.
. 268. Des compléments arithmétiques,^ — Dans l'exemple précédent , on a été conduit à retrancher la somme de plusieurs logarithmes , de la somme de plusieurs autres. Or, ou peut remplacer les deux additions et la soustraction , effectuées pour la détermination du résultat , par une seule addition , en employant les compléments arithmétiques.
On appelle complément arithmétiquesà^vm logarithme , ce qu'il faut ajouter à ce logarithme pour faire 10 unités; en d'autres termes , c'est le résultat qi^on obtient en soustrajrant ce logarithme, de 10.
Ainsi, compl, arith. 4^o364 = 10 — 4>5o364; et, pour obtenir ce complément , il faut évidemment, d'après la règle de Itf soustraction , retrancher chaque chiffre de 9 , excepté le dernier chiffre signiûcatif à droite, qu'on retranche de 10 ; ce qui donne
compl, ariih. 4}5o364 = 5,49636.
D(g mçme , compl, ariih, 7,32568 = 2^67432.
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Le« compléments ariUimëiîques des logarithmes s'obtiennent y pour ainsi dire , d'après Tinspection de ces logarithmes.
N, B. — Si le dernier chiffre à droite du logarithme était un o, il faudrait retrancher de lo le premier chiffre significatif à la gauche de ce zéro , et de 9 les autres chiffres à gauche.
Ainsi, compl. arith. 5,3a570 =:4)6743o.
De même y compl, aritk. 8,62400= 1,87600.
Gela posé, soit à soustraire de la somme des quatre lpga« rithmes L, L', L% L", la somme de trois autres logarithmes /, t ^ r \ et désignons par D la différence. On a évidemment
D... ou ... h-^V + U + V — ^l+e-^l"):^
seL + L' + L^ + L^+io — Z+io— /'+10— ./" — 3o,
ou , ce qui revient au même y
= L + L' +\f '\'\J''^ cofnp.\'\' comp.X -{-comp.V '^Zo ;
d'où Ton déduit cette règle générale :
Prenei^ les compléments arithmétiques des logarithmes sauMlractifs ; jaites une somme totale de ces compléments et des logarithmes additifs ; puis retranchez de la caractéristique du résultat, autant de fois 10, ou autant de dixaines, que vous atfez pris de compléments; le résultat ainsi obtenu est /« différence demandée.
Reprenons le dernier exemi^ du mtméro précédent.
On a /.a:=/.37+/.49+/.i7+/.i75 — (/.29-f-/.69-f-/. i54),
Comp, /.
Comp. l.
Comp, /.
Le résultat de cette addition étant 3 1,243 12, on en xc'
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irandbe 3 dùcaines, et il vient 1,243 12 pour la différence demandée ; c'est en effet le résultat déjà obtenu (n® 267).
L'usage des compléments arttlimétiques abrège beaucoup les calculs par logarithmes,
aW. Progressiovs par quotient. — On propose d'insérer entre deux nombres donnés di et h , un nombre m de mqjrens proportionnels .
La formule q's^Kf - trouvée au numéro 94IB, devient, par
l'application des logarithmes, log q s=s — — ~,
Supposons , par exemple , qu'0/1 veuille insérer entrée e/ 4» 25 moyens proportionnels.
On a dans ce cas , a=:3, i = 4j 'W = 25j
d'où Ton déduit log^= l2ii^^lî5.-. ^
On trouve dans les tables. . . log 4 = 0,60206
log 3 = 0,47712
d'où log 4 — log 3 = 0,1 2494
donc , en divisant par 26, log^^ .= 0,00480.
Cherchant le nombre qui correspond à ce logarithme , on obtient ^=: i,oiii,à 0,000 1 près.
Veut-on maintenant^ormer /e i o® moyen proportionna o\x. /en* terme de cette progression ;
Appelant x ce moyen proportionnel , on a ( n^ M6 )
d'où , employant les logarithmes ,
io(log4 — logS)
log :c = log 3 +
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Or, ou a déjà obtenu. . . log 4 — ^og 3 = 0,12494 d'où. 10 (log 4 — ^ôg 3) = 1,2494®
et -g (log 4 — log 3) = o,o48o5 ;
d'ailleurs log 3 = 0,47712;
donc enfin log a: = o,525i7.
Cherchant à quel nombre correspond ce logarithme , on trouve 3)35io pour le moyen proportionnel demandé.
Les règles d'intérêt et d'escompte composés se réduisent à la détermination du ternie d'un rang quelconque dans une progression par quotient.
270. Intérêt composé. — Une somme a étant placée pendant un nombre n d'années ou de mois, à raison de \pour 100 pav an ou par mois, on demande la valeur de cette somme au bout du temps n, enjr comprenant non-seulement le capital bl et ses intérêts accumulés, mais encore les intérêts des intérêts pen^ dant ce même temps.
Analjrse. — Puisque 100 fr. rapportent une somme i dans
ayci un an , il est clair ( n^* S9i et 222 ) que a rapportera ^
ainsi , le capital a place pendant un an , produit , y compris le capital,
an , ou bien «( i + — ).
100 \ looy
Geite nouvelle somme ^ qui se compose du capital primitif et de son intérêt pendant la première année , peut étt'ç. regardée comme un npnveau capital placé pendant la seconde année ; et en la désignant par a\ on trouvera qu'elle devient, au bout de la seconde année , y compris le capital ,
Y I -1 j^ ou bien , si l'on remplace a' par sa valeur,
\ 100/ \ ÎOO/ \ 100/
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Désignant ce nouveau capital para", on obtiendra pour la somme de ce capital et de son intérêt pendant la troisième année ,
û^riH ), ou bien, remplaçant cl par sa valeur,
(.+_L)Y.+_L) = .(.+ JLy.
Donc y en général , n désignant le nombre d'années pendant lequel le capital a est placé , et A représentant la valeur de ce capital réuni à ses intérêts et aux intérêts des intérêts, on obtient
\ 100/ \ lOO /
Premier exemple. — On demande, en intérêt composé , ta valeur de 12000^ placés pendant 6 ans, à raison de 5^ pour -l par an.
On a , dans ce cas , â= 12000, f=:5, 71 = 6;
donc la formule devient
/îoo-fSy , ^^g
A= 12000 ( 1 = 12000 (i.oor.
Cette opération serait très . laborieuse à effectuer directe-» ment; mais si l'on emploie les logarithmes, il vient
log Asislog i2ooo-{-6 log i,o5.
Or, on a d'après les tables .... log i^oS = 0,02119;
d*où i . . 6 log ï,o5 = 0,12714;
d'un autre <tô té. log 12000 3= 4>^79i8;
donc log A = 4>2o632.
et par conséquent... k A= 16081'''.
Les petites tables ne peuvent donner un plus grand degré d'approximation .
N. B, — Dans cet exemple , la somme du capital , des inté-
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têts, et des intérêts des intérêts accumulés, monte à r6o8 1^ ; d'un autre côté, m Ton cherche (n" Mi) Vintérét simple de 12000' pour 5 ans , à raison de 5 pour |,
on trouve 36oo
Différence 4^1
O'où Ton voit que 481 francs expriment la valeur des intérêts des intérêts.
Second exemple» — ' On demande, en intérêt composé, la valeur de 5628' placés pendant g mois j, àraisonde | oudeo^'jS pour 100 par mois.
Commençons par déterminer la valeur du capital au bout de 9 mois.
Comme , dans ce cas , le mois est pris pour unité de temps, on fait dans la formule générale , a =5628, iz:= 0,75, n = 9, ce qui donne
d'où , appliquant les logarithmes ,
log A=:log 56a8 + glog 1,007s.
On trouve dans la table log 1,0076 = 0,00824
^*^^ 9 log 1,0075 = 0,02916
d'ailleurs log 5628 = 3,75o35
^®«^ log A = 3,77951
«t par conséquent. A =16019 ^^'
Pour obtenir ensuite l'intérêt de 6019* Ir. pédant quinte
jours, ou i mois, on a recours à la formule — (n? 221),
dans laquelle on pose ^=«019 , i = 0,75, < = ^, ce qui donne
6oi9Xo,75x- ^ <"< _ a 6oiQX'75 , ,
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Donc enfin, 6o4^ fr. expriment la valeur du capital 5628 fr., en intérêt composé (*).
S71. Escompte composé. — Les deux quantités A et a qui
(lOO^I* {\ 1 ) , ont entre elles une 100 /
relation telle, que si a est un capital placé actuellement, A est
sa valeur au bout d'un certain temps ; donc réciproquement,
A désignant une somme payable dans n unités de temps , a
exprime sa valeur actuelle; on suppose toutefois qu'on ait
égard aux intérêts accumulés et aux intérêts des intérêts , du
capital, a.
D'ailleurs , on déduit de cette formule
/loo-f- ly \ 100 /
On peut donc regarder celle-ci comme donnant la valeur actuelle d'un billet dont le montant est A , et qui est payable dans n années , en admettant qu'on ait égard à l'intérêt composé de cette valeur actuelle.
Exemple. — On demande la valeur actuelle d'une somme de Soooo', qui n'est payable que dans 7 ans , en supposant, 1*. que r escompte soit composé, 2**. que le taux tTintérct soit à 6 pour 100 pur an.
Faisons, dans ce cas , A = 3oooo j w = 7, i = 6 ;
3oooo et la formule devient û= /Y^T?»
d'où , appliquant les logarithmes,
log a = log 3o66o — 7 .log i>o6.
(*) Dans la pratique, on peut réduire les dcnx oficra lions prccédenies à une seule, en posant immédiatement dans l'expression générale de A,
« = Q - = — • mais celte manière d'opérer csx fondée sur la théorie des
exposants fractionnaires, dont on ne peut se former une idée nette qn'cn Algèbre.
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On a log 3oooo= 4,47711;
d'ailleurs, log i,o6=o,o253i
d'où.... 7 log 1,06 = 0,17717 — 0,17717;
donc ^ log û = 4»29995»
et par conséquent, <!= 19960 fr.
En cherchant la valeur actuelle de 3oooo, d'après la règle d'escompte simple (escompte en dedans, voyez n^ 927), on
trouverait. , 31126,76,
résultat qui diffibre du précédent, de 1176,76.
Nous ne nous étendrons pas davantage sur les applications de] tables de logarithmes. Ce qui précède suffit pour donner une idée de toute leur importance.
Logarithmes des Fractions,
S7S. Dans les questions précédentes , nous n'avons euà co nsidérer que des logarithmes de nombres entiers ou de nombres fractionnaires plus grands que l'unité. Ces logarithmes font partie de la table dont nous avons indiqué la formation (n^ 2S8 et 2IS9), ou bien peuvent s'obtenir facilement à l'aide de ceux-ci, lorsque les nombres correspondants sont entiers et excèdent les limites des tables , ou lorsqu'ils sont fractionnaires.
On sait d'ailleurs que , dans le système de Briggs , les logarithmes de tous les nombres dont nous venons de parler sont
compris entre o et i , i et 2 , 2 et 3 , 3 et 4 '1 c'est-à-dire
que les logarithmes des nombres compris depuis l'unité jus^ qu'à l* infini, sont eux-mêmes compris depuis o jusqu'à P infini; en sorte qu*il n'existe pas de nombre , si petit ou si grand qu'il soit par rapport à l'unité , qui ne puisse être regardé comme le logarithme d'un nombre plus grand que l'unité.
Il est alors naturel de demander si les fractions ont des logarithmes , et comment on les exprime.
Pour répondre à ces questions , reprenons la progression décuple, TT 1 ! 10 ; 100 Iiooo : loooo : lOOOOO...., et observons que , chaque terme étant égal à celui qui le précède , multiplié par 1 o , réciproquement , chaque terme est
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égal à celui qui le suit , divisé par iq. Par conséquent , si Ton prolonge cette progression au-dessous du premier tenue i, en divisant successivement i par les diverses puissances de lo, c'est-à-dire par i o , i oo , i ooo .... ce qui donne les fractions — , , • . . , on en déduit la nouvelle progression
': I : loiioo : 1000: 10000...
loooo * 1000 * 100 * 10
qu'on peut supposer commençant à une fraction aussi
petite que l'on veut.
D'un autre côté , reprenons la progression par diiTércnce
fo.i .2.3.4*5*6.7.8.9. . . . I
et observons que chaque terme étant égal à celui qui le précède^ augmente de i , réciproquement , chaque terme est égal à celui qui le suit , diminué de i . Cela posé , continuons cette progression à la gauche du premier terme o ( ou au-dessous ^ de 6) , en retranchant successivement 1,2, 3, 4i • • • • de ce premier terme, ce qui donne les résultats — î , — 2, — 3, —4... ; il en résulte la nouvelle progression par différence
qu'on peut supposer commençant à un terme quelconque — /i« R étant un nombi*e entier aussi grand que Ton veut.
On obtient par ce moyen , le système des deux progressions
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totu les nombres plus grands que Vunité et leur» logarithmes» (Ces logarithmes sont , comiiie nous l'avons déjà fait observer, tons les nombres imaginables compris depuis o jusqu'à Tinfini.)
La seconde partie , en allant de droite à gauche, est composée de tenues qui comprennent tous les nombres plus petits que runité , ainsi que leurs logarithmes, ceux-ci n'étant antre chose que les logarithmes de la preijiière partie, pre'cédés du signe— , lequel signe sert alors à distinguer les logarithmes des nombres plus petits que l'unité , des logarithmes correspondant aux nombres plus grands que Tunité.
975. En général , soit 7 une fraction proprement dite, ce qui suppose a^b. Je dis que l'on a log ^ =s — log -,
En effet, comme on a évidemment ^= i : ^,
il en résulte (n** HtflS) log 7 = log i — log -.
Donc , à cause de log 1 =ss o (n^ 860) ,
log | = — log-. ' C.Q, F,D.
D'où l'on voit que le logarithme et une fraction est égal au logarithme de la fraction rem^ersée, pris ayeç le signe--.
Ainsi, log 7 = — '^5 = — (log4— ïog3);
^^ej^= — lûg|^ = — (log47 — logaS);
ce qui fournit cette règle : Pour obtenir le logarithme dune fraction , soustrayez \le logarithme du numérateur de celui du dénominateur, et prenez le résultai avec le signe — . 874. Ces notions établies , faisons quelques applications.
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1^. Oa, demande t par liigarithmes , la vaieur du produit 3 5 II 7 12 t3
On a(n*S9) -X— X -5 = r;
' 7 la i3 7Xi2Xï3
= log 3 + log 5 + log 1 1 — log 7 — log 12 — log i3, .
oa, employant les compléments arithme'tiques ,
=:log 3 + log 5+ log II +c. log 7 + c. log 12+
c, log i3 — 3o
Effectuant rope'ralion indiquée , on reconnaît qae
Or, en appelant x le nombre correspondant à 0,820741 on a (u*» 3175) . — 0,82074 = log -,
Tout se réduit donc à déterminer x.
Mais on trouve , d'après la règle établie n^ 26S ,
0,82074 = log 6,6i8i; d'où jr=6,6i8i.
Par conséquent, -, ou le nombre cherché, a pour valeuv
ii i- b =0,1011.
iV. i?. — Dans cet exemple , on n'est pas bien sûr de Texactitude du dernier chiffre décimal du nombre 6, 6181, en vertu de ce qui a été dit n® 266 ; mais on l'est de celui du nombre o,ï5ii (vq^. la Note placée à la fin de Fouvrage, n* 20).
RÂGti: GÉNÉRALE. -^ Pour trouvcr à quel nombre correspond un logarithme affecté du signe — , cherchez d*abord à quel nombre appartient le logarithme , abstraction faite de son signe; puis , disfifez l'unité par le nombre ainsi obtenu ; le quotient, évalué en décimales, est le nombre demandé,
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On peut encore avoir recours à l'artifice suivant : mettez
— 0,82074 *^"^ /ii^rme 4— 0,820^4 — 4» ce qui revient tf augmenter et diminuer à la fois le logarithme proposé, de 4 unités; il vient. . . . — 0,82074=3,17926— 4* Or , on a , d'après les tables , 3, 1 7926 s=: log i5 1 1 ;
d'où 3,17926— 4 = ^og i5ii — log loooo (n"26i);
et par conséquent, — 0,82074 = log =:logo,i5ii.
Ce dernier moyen est , en général , plus simple et surloul
plus rigoureux que le premier, parce que , dans l'expression -,
obtenue par celui-ci , x est un diviseur inexact (*) ; tandis que par la nature du second moyen , on n'a pas à craindre celte cause d'erreur.
Soit encore à déterminer le nombre correspondant au loga^rithme — 2,35478.
D'abord , ce logarithme étant x!ompris entre — 2 et — 3 , le
nombre correspondant est compris entre et . Mais,
pour en obtenir lavtïleiir d'après le second mojen, on met le
logarithme sous la fornîe^&:=s^^478 — 6==3,64522--6
Or> on a 3,64522=
donc,6— 2,35478 — 6, ou — 2,35478=log 3
loood ou bien , _ a,35478 = log 0,00441 ,9.
Ces exemples suffisent pour faire voir que les nombres „correspondent à des logarithmes affectes du signe — , peuve ^ souvent être obtenus avec un très-granddegréd'approximation
Le second moyen consiste évidemment à retrancher Zt; losa rilhme proposé, d'autant d'unités, plus 4, çue la caractérSii que en renferme; à déterminer le nombre correspondant résultat ainsi obtenu; puis à dii>iser ce nombre par l'unité
on sut~
(•) f^oya la Noie placée ^ la Cn de l'onvrage, n» 20.
DES FRACTIONS
ne d autant de zéros qu*on a été obligé de prendre dunités pour effectuer la soustraction.
a*. On demande la '\ i^' puissance de la fraction -=. — On
rS
ajnom) log (i^)" = - log (if)"= - (. . ,o6 i|)
Or, log — =0,06215 ;d*où, iixlog— = o, 68365: et
/i3\" par conséquent, log ( -5 ) = — o,68365= log 0,11071^.
Ainsi, 0,207a est te nombre demandé.
3'. On demande la racine •;• de ^.
On a logy/| = -logy/|= -(ilog ^
Or, log -=0,1 7609; d'où - log- = o,o25i5;
donc log * /^ t= — o,025i5 = log 0,94874»
et par conséquent, 1/5 = 0,94374-
2711. ScoLiE. — - La recherche des logarithmes des fractions nous a conduit à une espèce particulière de nombres, appelés en Algèbre , nombres négatifs, par opposition aux nombres ordinaires qu'on appelle nombres positifs on nombres absolus, La considération des nombres négatifs, dans la théorie des fogariihmes , est aussi indispensable que celle des nombres positifs , puisque c'est par eux seuls qu'on peut exprimer les lo|^* rithmes des fractions. Gela est si vrai que , dans l'hypothèse (très admissible) où l'on aurait d'abord établi le système de deux progressions
III I
10 100 1000 lOOOO zr o.i» 2 • o . u. ■•>«•«»,.
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auquel cas toates les fractions auraient eu des logarithmes positifs y et d'autant plus grands que les fractions eussent été plus petites ; dans cette hypothèse , dis-je , les logarithmes des nombres de plus en plus grands que l'unité, savoir... 1,10, 100, looo, . . . , et tous les nombres compris entre eux, auraient e'té nécessairement repre'sentés par la wsérie des nombres négatifs o , — I, — 2 , — 3, . • . , et de tous les nombres coinpris.
Autre manière dermsa^er les Logarithmes.
276. Euler, dans ses Éléments d' Algèbre, a établi entre les diverses opérations de l'Arithmétique un rapprochement fort ingénieux que nous allons d'abord faire connaître , parce qu'il donne lieu à une nouvelle manière d'envisager les logarithmes.
Désignons par a, ^ ,c, trois nombres quelconques , et proposons-nous cette question générale : Deux quelconques de ces
trois quantités étant données, déterminer la troisième au moyen de Vune des opérations arithmétiques, effectuée sur les deux quantités données.
L'opération la plus simple sans contredit, et celle qui se présente la première à l'esprit , est V addition.
Soit donc proposé de trouver c par Paddition des deux Ttombnes a et b»
Cette reiatÎMi eiiti*e les trois nombres a^b^c^ sera exprimée par l'égalité
a '■{^btBzc, . . (i),
qui donne en même temps a=: c-^by ou^3=c— a.
D'où l'on voit que si, au lieu de recherchera, on demandait la valeur de a ou de 6, la même égalité (i) donnerait la quantité inconnue par une soustraction.
Ainsi, l'addition et la soustraction sont liées entre elles par la même égalité <i -f- ^ = c.
iV*. iB. — Si , dans l'égalité a = c — 6 , on suppose c < i , la valeur de a se réduit évidemment à un nombre négatif* Ces
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sortes de nombres tirent donc leur origine de Boits traction» indîqtftées et impossibles à effectuer.
L'addition de plusieurs nombres e'gaux conduit à la nudti'* plicaiion, ^
Proposon8**nous'alors de trouver cpar la multiplication des nombres sl eth.
Cette relation sera indiquée par Tégalite'
ab'=^c. . , . (a);
d'où l'on déduit « = -=-, ou 6 s= -•
Donc si, au lieu de chercher c d'après l'égalité (2), 'on demande la valeur de a ou de & , la dit^ision de c par ^ , ou de c par a , donnera la valeur du nombre inconnu.
Ainsi y la multiplication et la di\^ision sont liées entre elles par la même égalité. .,, ab=^c.
N, Ô.— Dans l'hypothèse de c^b^ ou de c non divisible exac-
tement par b , l'expression j est uiie fraction ou un nombre
fractionnaire. Donc les fractions tirent leulr origine de divisions qui ne peuvent s'effectuer exactement.
Enfin , la multiplication de plusieurs nombres égaux con-* duit à Idformation des puissances.
Supposons donc qu'on veuille obtenir c en faisant le produit de b nombres égaux à a.
Cette relation s'exprimera par l'égalité «^ s» c. . . (3)4
d^ù l'on déduit d'abord , a = \/e ;
ce qui prouve que , pour obtenir ç , quand on connaît attb ^ il faut effectuer une Jormation, de puissance) et que, pour obtenir a, quand on connaît c et ^ , il faut effectuer une ex^ traction de racine.
Mais actuellement, connaissant a e/ c, comment trouverons" nous h 1
Avant de répondre à cette question, récapitulons ce qui vient d'être dit.
L'égalité «-1-^ = réunit les deux opérations connues souf
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le nom à'4iddition et de soustraction; la seconde de ces deux opérations pouvant d'ailleurs donner lieu aux nombres négatifs.
L'égalité ab = c réunit la multiplication et la division; d'où naît l'idée à^um fraction ou d'un nombre fractionnaire.
Remarquons en outre que dans chacune de ces deux égalités a + b'=:zCyab=zc, le nombre a y ouïe nombre b^ s'obtient par le moyen de la mime opération effectuée sur les deux quantités eonnues (ce que l'on exprime en disant que aet b entrent d'une manière semblable ou symétrique dans ces égalités).
De même y l'égalité a^=.c réunit la formation des puissances et r extraction des racines; d'où naissent les nombres incommensurables.
Mais il y a cette différence entre cette égalité et les deux précédentes, que, pour trouver a, une extraction de racine suffit; tandis que, pour trouver b , il faut une opération toute particulière , qui sera en quelque sorte une septième opération de l'Arithmétique.
Or, si l'on applique à l'égalité a^ ssic
la propriété du numéro 9^6 , il vient. . . b. log a = log c;
d'où l'on déduit é = -Ï2Lf'
log a
c'est-à-dire que la valeur de b s'obtient par le moyen des logarithmes.
S77. Faisons quelques applications.
Supposons y dans l'égalité a^=c,a=3etc = 8i; elle devient 3* = 8i- d'où b = î^ .
log 3
Or, log 81 = 1,90849; log 3= 0,47712;
, , «>9o849 / , I donc ^ = -i^ — -î^=4-4-7 •
Négligeant la fraction y , qui est très petite et qui provient ici de ce que les logarithmes ne sont jamais exacts, ou trouve ft = 4» et en effet, on a 3^ =± 81.
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ProposoDS-nou8 encore la question suivante : La population
d'un pajrs s'accroît chaque année de -^ de ce quelle était au
commencement de cette année; on demande au bout de cornbien d'années elle sera doublée ?
Désignons para l'e'tat de la population au commencement de la première année , et par a\ a", a", . . . ce qu'elle est devenue au commencement des autres années.
Puisque, par hypothèse, la population a se trouve aug-
mente'e, à la fin de la première anne'e, de ^ de ce qu'elle était
au commencement , elle sera devenue, à la fin de cette année, ou au commencement de la seconde ,
ou bien a\ d'après les notations dont nous sommes convenus. Gomme , à la fin de la seconde année , la population a' augmente encore de 7- de ce qu'elle était au commencement de cette année , elle deviendra
On trouvera de même , pour l'état de la population, à la fin de la troisième année, a''f^j=za[^j ; et ainsi de suite.
exprime l'état de la population à la fin de la dernière année. D'ailleurs , d'après l'énoncé , ce même état est représenté par
na. Ainsi , l'on a l'égalité. . . • a f ^ J = 2û ;
si l'on suppriilie le facteur a commun aux deux membres, il
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vieil r
^^ log 2 log 2
logSu — log5o
Cherchant dans les tables les logarithmeade 2 , de 5i , et de
5o , on trouve, tout calcul fait, a:= 35 + 75^--
DonCf c'est au bout de 35 ans, à peu près, que la population se trouvera doublée.
Les logariihmes conduisent donc à un genre particulier d'àpération, indispensable pour la resolution de certaines questions.
Fro.
NOTE
Sur les approximations numériques»
Cette Note est divisée en deux parties : dans la première , on suppose ipie les nombres sar lesquels on a des opérations arithmétiques à exe'cuter soient donnes exactement, et Ton expose des méthodes plus expéditives que celles qui ont été présentées dans le corps de Ponvrage , pour obtenir les résultats des opérations avec un degré d'approximation déterminé.
Dans la seconde partie , on opère sur des nombres qui ne sont donnés eux-mêmes qu'approximativement ; et Ton se propose d'assigner le degré d'approximation que la nature des nombres donnés et le système d'opérations exécutées sur ces nombres , sont susceptibles de fournir pour les résultats.
OBSBETATION PRiLIMIirAIRB.
I. Tontes tes fols que l'on a h développer une fraction ordinaire en décimales, et que le quotient doit être composé d'un nombre infhii de chiffres décimaux, on s'arrête ordinairement, dans l'évaluation an. quotient , & un certain ordre décimal. Or il peut arriver deux cas : ou le chiffre qai suit celui auquel on s'est arrêté est moindre que 5 ; o^i bien il est égal ou supérieur à 5.
Dans le premier cas , il est évident que la partie du quotient k laquelle on s'est arrêté exprime la valeur cherchée, non-seulement a une unité près de l'ordre du dernier chiffre h droite, mais même à une demi-unité de cet Ordre; et l'erreur commise est alors en moins.
Dans le second cas, si l'on augmente d'une unité le chiffre auquel on s'est arrêté, on a encore la valeur cherchée, h nue demi-unité de l'ordre de ce chiffre; mais alors on commet une erreur e/i plusj laquelle est inférieure à celle qui résulterait de la suppression pure et simple des chiffres qui suivent celni auquel on s'est arrêté.
Soit, pour exemple, la fraction -^ h développer en décimales.
0,7 3gi3o4347
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Dans cet exemple, les parties 01789 | 0,7391 | 0,7391804 | >• -» expriment en moins la valeur totale daqaotient à an demi-millième^ à un demi-dix'-millième, à nn demi-dix-millionième près^ paisse les parties négligées sont évidemment moindres ^e la moitié d'an millième f on d'nn dix-millième , ou d^nn dix-millionièn^e.
Mais 0,74 I 0,739180435, I expriment en plus le quotient h nn demi-eentième^ a nn demi-billionième prèv^ car les quantités dont le qnotient a été ainsi augmenté sont évidemment moindres que la moitié d'an centième, on d'un hillionième,
D'oh il suit qu'un quotient de division susceptible de se prolonger à l'infini par le développement en décimales peut toujours être évalué, soit en moins , soit en plus, k une demi-unité d^un ordre décimal quelconque. Il suffit que l'on sache si le chifFre qui suit celui auquel on veut s'arrêter, doit être plus petit que 5, ou bien égal ou supérieur k 5.
Or il est à remarquer ici que Ton n'a pas besoin de connaître la vraie valeur du chiffre qui suit celui auquel on s'est arrêté, c^est-à-dire de déterminer ce chiffre suivant : il suffit de considérer le reste correspondant au chifire de la dernière opération. — Suivant que ce reste est moindre que la moitié du diviseur, on supérieur à cette moitié, l'on peut affirmer que le chiffre qni viendrait après celui auquel on «'est arrêté, serait moindre que 5, ou bien égal ou supérieur à 5.
Ainsi, dans l'exemple précédent, on voit qne tous les restes qui correspondent aux quotients 9,1,8,0, 4)3, sont 3,7,1,10,8,11, nombres évidemment moindres que la moitié du diviseur a3j tandis que les restes correspondant aux chiffres, 8 centièmes, 4 hillionièmcs, sont 21 et 18, nombres^ qui surpassent la moitié du diviseur.
Une remarque analogue peut être faîte pour la racine carrée d'un nombre développée en décimales.
Comme, d'après la formule du n« 177,
C« + &)• = a> + aai •+■ *% on a f a -fij =a»-|-fl-|- 1»
il en résulte que, si a désigne la partie déjà trouvée h la racine, selon qae le reste correspondant est au plus égal à a, ou bien supérieur à a, l'onpeat affirmer que a exprime la racine h une demi-unité près de l'ordre du dernier chiffre à droite de a, et que l'erreur commise est en m.oins, ou bien que a "hi exprime en plus cette même racine , à une demi-unité de l'ordre do dernier chiffre; et cela, sans qu'il soit besoin de faire une nouvelle opération, laquelle donnerait certainement un chiffre plus petit que 5, ou bien uq chiffre égal ou supérieur à 5.
Passons maintenant h l'objet principal que nous nous sommes propose.
PREMIÈRE PARTIE
On est souvent conduit , dans les questions fl' Arithmétique (voyez la fin
(la 4* chapitre) à efi«ctaer des opérations dans lesquelles figure un asses grand nombre de cliiiFres décimaux, bien qu^il suffise, poar Tobjet qu'on se propose, d^obtcnir le résultat avec un nombre de décimales beaucoup moindre que n'en comportent les nombres sur lesquels on opère. Il est donc utile de faire connaître des méthodes. à Paide desquelles on puisse , sans être obligé d'exécuter les opérations en entier, obtenir les seuls chi£Pres décimaux dont on a besoin.
Méthode abrégée pour la Multiplication^ 2. Commençons par la multiplication, et prenons les deux nombres 34,^53467 et 5,4^^7» c» supposant qu'on veuille en obtenir le produit a 0,001 près»
L'artifice à employer consiste à ne tenir compte, dans les multiplications par les différens chi£Pres du multiplicateur , que des millièmes , ou des unités d'ordres supérieurs, c''est'à-dire des centièmes^ dixièmes y unités sim^ pleSf etc. Cependant, comme il suQSt de 10 dix^millièmes pour faire i mil^ lième , il est encore nécessaire d^avoir égard aux dix-millièmes que peuvent donner les produits partiels.
Diaprés ces premières observations, voici comment on doit opérer :
1712673 . dix-millièmes, - = H
On commence par écrire le chiffre des unités du multiplicateur sons le chiffre des dix-millièmes do multiplicande^ et l'on dispose les autres chiffires à la suite , en renversant l'ordre dans lequel ils étaient écrits; de sorte que le chiffre des dixièmes àa multiplicateur est nécessairement placé sous le chiffre des millièmes du multiplicande , le chiffre des centièmes sons le chiffre des centièmes, et ainsi de suite. Quant aux chiffres des dixàinesy centaines , etc., du multiplicateur, s'il en avait, ils seraient nécessairement placés sous les chiffres des cent^mUlièmes/ millionièmes , etc., du multiplicande. En un mot, chaque chiffre du multiplicateur est, par cette disposition, placé audessous du chiffre du multiplicande, dont le produit par celui du multiplicateur, donne des Jix' millièmes.
Cela posé , on multiplie d'^abord par le chiffre 5 du multiplicateur tous les chiffres du multiplicande, à partir du chiffre 4 qui correspond au chiffre 5^ et en négligeant le produit de 67 par 5, à l'exception des 3 unités de retenue que donne le produit de 6 par 5 , et qui expriment des dix'millièmes, puisque ce produit est 3o cent-millièmes. On obtient ainsi 1712673 dix'
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millièmes , que l'on éctit an-dcMoas des dcox fi^Ceors, après aToir aonligné ceux-ci.
Passant au chiffre 4 ^^ <Iixaines du mnlcipltcatenr , on molriplie par ce chiffre tont le malnpHcande, k partir du chiffre 3, et négligeant le produit de 467 par 4 » ^ l'exception de Vunité de retenue qoc donne 4 fois 4» parce que cecte unité exprime encore r dix-millième ; on obtient ainsi 1 37013 dix-millièmes, que Ton place au-dessous du premier produit, de manière que les derniers chiffipes se correspondent , comme exprimant tous denx des dix^millièmes.
On opère de la même manière par rapport aux autres chifires du multiplicateur, ayant soin de commencer chaque multiplication partielle au chiffre du multiplicande qui est placé immécUatetnent au-dessus du. chiffre multipUcatent que Von considère , et ajoutant seulement au produit les retenues fournies par le chiffre qui suit celui du multiplicande eatquel commence la multiplication.
On obtient ainsi les trois nouveaux produits 3u55i, 1037, ec 389 , que l*on pince au-dessous des précédents, de manière que les derniers chiffres à droite se correspondent.
On fait ensuite la somme de tous ces produits , ei il vient i87i5o3, nombre dont il faut séparer par une virgule quatre chiffres décimaux , puisqu'il doit exprimer des dix-millièmes.
Enfin , on barre le dernier chiffre , et Ton trouve 187, i5o pour le produit demandé, h 0,001 près.
Il est facile de vérifier ce résultat en effectuant la multiplication tont entière.
JY. B, — On pourrait croire, d'après ce pcocédé, que, comme on a, en apparence , tenu compte de tous les dix-millièmes que renferment les produits partiels, le cliiffre des dix-iniUièmes est lui-même exact; mais on se tromperait, car il est ordinairement trop faible de plusieurs unités. Cela tient à ce que la somme des unités de la colonne des cent-millièmes peat donner plusieurs unités de retenue. Toutefois, on doit regarder Terreur comme ne pouvant pas influer sur le chiffre des millièmes; car pour que cela fût, il faudrait que le multiplicateur fût composé^de éUx chiffres au moins, attendu que, d'après le procédé ci-dessus, l'erreur commise à chaque multiplication partielle est , en général , moindre que i dix-millième.
5* Au reste, on peut encore atténuer davantage les erreurs commises dans le cours du calcul, au moyen des modifications suivantes.
Toutes les fois qu'à la simple inspection des deux chiffres à droite du chifHre multiplicande auquel commence chaque multiplication partielle , on recon natt que le second des chiffres du produit de l'ensemble des deux chiffres dont nous venons de parler, par le chiffre multiplicateur, est égal ou supérieur k 5, on augmente ou Von force d'une unité le premier chiflî« à gauche de ce produit, pour l'ajouter ensuite au résultat de la multiplication partielle que l'on exécute.
Développons cette modification sur l'exemple déjà traité:
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Daii»la première muliiplioaûoa partielle, commele produit de67 parSdomie 33 po nr lea deux premiers chiffrée à gauche^ on se borne à ajouter 3 an pvod«kde 34,3534 par 5; ce qniddime 1713673 comme dansla première maniired'optfrer*
Mais, à la seconde mnltipUcation, comme le produit de PensemUe des deoz premiers chiffres, 4^, adroite dn chiffre 3, par le chiffre maltiplicatevr 4) cet 184, OBi ajonte 2 et non pas 1, au prodoit de 34*353 par ^ ee qui donne 17014 an lien de 137033, qne Ton avait obtenn dans le premier tableau.
Pareillement, le produit de 34'par6 éuni ao4, on ajonte si au lien de i au produit de 34«95 par 6j ce qui donne 9o55a au lien de ao55i.
On reconnaîtra de même qne les deux derniers produite doleent 4tre 101$ et u4o.
Additionnant Ica produits partiels, on obtient pour rësaliat 117,1507 au lien de ii7,i5o3.
Ce nouveau rësoltai prouve, en venu de ce qui a éU dit au n* i {note), que 1 t7,i5i est la valeur du produit k un demi-millième près, puisqnele chiifiu qui soit celai des millièmes est pins grand qne 5.
Appliquons le procéda et êCB modifications h on nouvel exemple*
4^oit proposé d'obtenir k 0,00001 près le prodidt des deux nombre» 763,05403(^8956 et 354,463o578?
Puiiqae Toa vcat qne Jet cinq premierf chiffre» dëcimans soient exacts, il faut tenir compte des millionièmes que peuvent donner les prodniu partiels. Ainsi, après avoir renversé Pordre des chi£Fres dn multiplicateur, on le place ao'dessons dn multiplicande, de manière qne le chiffre 4 de ses unités soit sont les millionièmes dn multiplicande; les autres cbi£Fres se placent alors d'eux mêmes dans Pnrdre prescrit précédemment; et Pon efièctne les multiplications en ayant égard, pour chaque chiffre dn mnliipltcatenr, à la retenue (modifiée ê*\i y a lieu) qne donne le produit de la partie négligée au multiplicande, par ce chiffre.
Dans cet exemple, on amorcé d'une unité chacune des retenues des i'*, 3*, 4*, 5* et 7* mnltipiications, pour la raison développée dans le premier exemple ; et comme le chiffre ùarré est plus grand qne 5, on peut conclure qne 194169^06347 exprime le produit en plus, à un demi^cent^millième près,
4. Première remarque. En réfléchissant sur la nature dn procédé abrégé de la multiplication , et des modifications indiquées an n? 5, il est facile de voirqn*ii chaque multiplication partielle, Terreur commise, tantôt en moins, tantôt en plus, est moindre que la moitié de l'unité de Tordre décimal qui snit celui auquel doit s'arrêter l'approximation. Donc, il faudrait an moins ao chiffres ap multiplicateur, pour que Pcrreor finale pût influer d'une unité seulement snr le dernier chiffre à droite , du prodoit approché.
Il y a plus; comme les erreurs partielles, commises en plus et en moins, se compensent jusqu'à un certain point , on peut presqu'affirmerquelc chiffre suivant ne diffère du véritable que d'une ou de deux unités au plus.
£n efl^toant la multiplication précédente d'après les règles ordinaires, on reconnaît, en effet, que le produit, jusqu'au chiffre décimal inclnsivement, est 19 {169, 0634^81. D'oh l'on voit, que le 6* chiffre décima) trouvé par la méthode abrégée ne diffère dn véritable que d'une unité. Ici, la somme des erreurs commises en moins a surpassé la somme des erreurs commises en plus.
1$, Seconde remarque. Une légère difficulté peut se présenter dans les applications; c'est lorsqu'on vent obtenir le résultat à moins d'une demi-unité d'un certain ordre décimal (vojrez la Note, n« i). Comme le chiffre barré peut être trop fort on trop faible de quelques unités , et qu'il peut arriver que ce chiffre soit pen différent de 5, <m ne sait pas si Ton doit prendre tel qu'il est, le chiffre jiuquel on a arrêté l'approximation, ou bien s'il y a lieu de Taugmcnter d'une unité. -
Dans ce cas , le seul moyen certain de résoudre la difficulté consiste à chercher le prodoit avec un chiffre de plus qu'on ne veut en avoir. Conmie, d'aprèscequi a été dit précédemment, ce chiffre est toujours exact, on prendra dam le produit obtenu, la partie h gauchede ce chiffre, ou cette partie augmentée d'une unité, suivant qu'il sera moindre que 5, on bien égal ou supérieur h 5.
Ainsi , qu'on veuille obtenir le produit, h un demi^ix*millième près par exemple , on opérer» comme si on voulait l'obtenir à un cent-^millième; et le chiffVo obtenu des cent^mil/ièmes indiquera s'il faut laisser le chiffre des dix^millièmes tel qu'il est , ou l'augmenter d'une nniié.
6. TVoîsiénta remarque. Il peut armer qoe le moItipItcaïKle n'aie pas assez de chiffres dëcimanx pour qn'on pnitie faire correspondre les chiffres des nnit«s, dizaines , centaines, etc., dn mnltiplicateor , ans chiffres soos lesquels la règle prescrit de les placer. Dans ce cas, on commence par ëcrire h la droite dn mnltiplicande nn nombre conTenable de zëros.
Soit^ par exemple y h muitipiier f8i5,4o37 par a{i7,i^, et supposons qu'on deaunde nn produit exact însqn'aux dix-^ndllièmeê inclasîyement.
365o8o74oooo cent^millihmes.
Comme il fant que le chiffre des unités dn moltîplicatenr corresponde an chiffre des cent^millièmes dn mnltiplicande, qne les dixaines, cen^ laines^ etc., correspondent aux millionièmes , dix-millionièmes f etc., on pose quatre zëros & la droite dn mnltiplicande ; et il vient 1835940370000. Du reste, l'opération s'effectue comme précédemment.
ISons engageons les commençanu & s'exercer sur les exemples de multiplication traités n«s 105 et suivants.
7. Enfin , la méthode précédente est applicahie à la multiplication de dens nomhres entiers , composés Tun et Tauue d'un assez grand nombre de chiffres, et dont on demanderait le produit, à une unité près d'un certain ordre.
t^oierat , par exemple , les deux nombres 979456 et 89764, dont on veut auoir le produit à vu million près.
223565 centaines de mille.
Arith. B,
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Fuvr avoir va produit «xact jiiâqa'aiis miilion» incloahrcmant , il est nëctitaire de tf nir compte te centaineê de wMU npm peavent doniier !«• prod«ita pa^tielt. A>Aai» ^^oo écrira d'aboril le mnllipUcaieQr rent^ersé, a»desaow d^ midtipMeaDdia, de manière ^e le chiffre de ses uniÊés s oc placé tona le diil^ dw centaines de mille f le chîflPre de sea dixaines soos U chiiFie ômdlafninM de mille : et Ton c&cuwm l'opécation comme piécédemmeni. Oa oblinidra p«r ce mQjen ^SodS wûlUons pour le produit denandëXe rétnltateat trop fort, puiaqac tootealea retenues ont éié forcée» d*iinenni(é.
Méthode abrégée pour la division.
8. Il eiiste auisî , ponr la division de deux nombres composes d'an grand nombre de chiffres ^ an moyen pins simple qne le procède' ordinaire, d*obtenir le quotient avec an certain degrë d^approxlmatlon.
Nous considifreroas d'abord le cas oi^ la dÎTidenHeet le diviseur ëtant deux nombres entiers, ou voudrait obtenir le quotieiU k- nioins d'une unité près seulement : il sera facile ensuite d'en déduire te cas de denx fractions décimales.
La méthode que nous alloua exposer est fondée sur ce que , d'après le procédé ordinaire de la division, la détermination de chacnq des chiffres du quotient ne dépend le plus souvent que des deux ou trois premiers chiffres du dividende, et du premier ou (les denx premiers chiffres du diviseur; d'oh il résulte qu'on peut obtenir les véritables chiffres du quotient sans employer les derniers chiffres de chaque dividende partiel. Cela pose, voici en quoi consiste le procédé abrégé :
Supprime» sur la droite du dividende autant de chiffres moins deux, qu*H y en a dan» le diviseur; faites ensuite la division de la partie à gauche , par le diviseur , comme à ^ordinaire, SMl n'y a point de reste, melfes h la suite du quotient autant de téros que vous avez supprimé de chiffres dans le dividende. Mais s'il y a un reste, ainsi que cela arrive généralement, divise* ce reste, non pas par le même diviseur (ce qui n'est plus possible ) , mai> par le diviseur dont ^ous aurez supprimé le dernier chiffre h droite. Toutefois , dans la multiplication du nouveau diviseur par le chifiVe obtenu au quotient , ayez soin d'ajouter la retenue que donne le produit du chiffre supprimé, par le chiffre du quotient (en ayant égard h la modification indiquée au n* S). Divisez ensuite le nouveau reste par le diviseur précédent , dont vous aurez encore 4uppnmé le dernier chiffre à droite, ( Même observation que tout h l'heure, pour la multiplication du nouveau diviseur par le chiffre du quotient.) Continuez ainsi de diviser, en supprimant, à chaque dÂtnsimk, un chiffre sur la droite du diviseur ci arrêtez Popération quand il ne reste plus au diviseur qu'un chiffre non barré. Barrant alors le dernier chiffre obtenu an quotient, vous obtenez pour le quotient demandé, la partie à gauche du chiffre barré.
Pour nous rendre compte de ce procédé , nous allons prendre un exemple assez simple, et le traiter d'abord par le procédé ordinaire, ensuite d'après celui qui vient d'être énoncé.
Soit à iUtHsef 43o45(%6 par 56^3.
'èb^
4304568I46 5lig^
La division à gauche est faite diaprés I4S procède ordinaire, et il cctinntiie de 8''y arrêter ; occupons-nous seulement de la seconde.
Conformément h la règle, on se'pare deux chiffres sur la droite du divîilende , pnisqu'il y en a quatre dans le diviseur , et Fou divise la partie à gaache, 4304568, par 56*83, comme à fordinaire, ce ()ni donne pour quotient 757 , et pour reste îSSy.
Cela pose , on supprime le dernier chiffre 3 du divisenr , et Ton divise 253? par 568, ce qui donne 4 ponr quotient. On multiplie 568 par 4 en ajoutant uu produit l'unité de retenue que fournît le produit id du ehiffre supprime par 4, et Pon retranche le rc'snltat 2273 de cette multiplication, de a537 , il vient pour reste ^4*
Supprimant le chiffre 8 dans le dernier diviseur, et divisant 364 par 56, on obtient 4 pour quotient. Multipliant 56 par 4» «tAJontant au produit les 3 unités qui proviennent de la multiplication des deux chiffres supprimés ^ par 4, on trouve 317 , qui , retranché de 364, donne pour reste 37.
Divisant enfin 37 par 5 , on a pour quotient 7 j ce chiffre est trop fort, car en mettant 7 » on serait (5bndnit à retrancher 5 X 7+5, on 40 de 37. On écrit donc le chiffire*6. Barrant alors ce decûier chiffre , on trouve , à une unité près f 75744 pour le quotient demande'. (Nous parlerons tout à Thenre du chiffre barré. )
En comparant les deux opérations cî-dessns, on reconnaît que les deux 00 trois premiers chiffres sont les mêmes dans chaque dirisioi^ partielle, eC par conséquent, que les chiffres du quotient doivent être les mêmes dans i*nne et fautre; mais, dans le» muitipiieaCioflS par les diffi6renl>chiflipesdu quotient, il ne ftnR inaai» oublier dfavoiv reeovrrs aux ttiodilleaiioB* du n* 8; au tivuKin , es pÉJgvîen tf r a ii h des revtes trop fercs qui poortaîeQTdoaner an qnecienc dfctc b i ftti smpéée&tm an véritables.
9. i^. B. — Comme dans Texemple ci -dessus, le premier chiffre & gauche <te la partie supprimée an dividende est moindre que 5; on peut conclnre que le reste ^537 est trop (aible de moins d*nne demi-unité de Tordre du chiffre 7. Si le chiffre à gauche dont nous venons de parl'er était 5 on supé' rieur \ 5, il conviendrait d^ancmenier d'une nnilé le derqîer chiffre à droite delà partie conservée au dividende; et alors le nouveau dividende se trouverait *Qgmenté de moi'iu d^une demi-unité de Tordre de ceefiiAe h droits.
HOTE
D^ua ■atfecAtA, en vcrtn des moditications dn n^S» chacun des dmdendet partiels des opérations sohrantes est nécessairement augmenté on diminué en moins dPune demi'unité âa même ordre.
Tontes ces erreurs, les anet en plus, les autres en moins^ se compensent en grande partie. Mats, dans tons les cas, on peut affirmer que la limite de Terreur totale commise soit en pluSf soit en moiks sur le dernier dividende partiel que Ton a obtenu eu barrant suoccssÎTement tons les chifires du diviseur moins le premier, est marquée par autant de demi-unités dePotdre du premier chiffre à droite de la partie supprimée an dividende, que l'on a fait d'opérations partielles d'après le procédé abrégé.
En divisant cette limite par le premier chilFre à gauche du diviseur, on obtient pour quotient le nombre d'unités dont le chiffre barré du quotient de la division totale peut être tropjort ou trop faible.
On voit, d'après cela, qu*il faudrait que le nombre des divisions partielles effectuées d'après la méthode abrégée fAt très-considérable (au moins égal à 9o), pour quMI y eftt à craindre une seule unité d'erreur sar le chiffre qui précède le chiffre barré.
Soit t pour second exemple |iÀ ditnser 54034705G789045 par 9786459.
540347056718904^ \^'^mii
25oo4
Après avoir séparé cinq chiffe sur la droite du dividende ( ç^est-è-dire deux de moins qu'il n'y eu a dans le diviseur) , on divise la partie à gsochs par le diviseur tout entier, ce qui donne le quotient igSg» et le reste 5^656. Ici le dernier chiffre est augmenté d'une unité pour la raison énoncée plus haut au n* 8.)
Cela fait, on supprime le dernier chiffre g du diviseur, et l'on divise 5^6567 par 378645 \ on obtient le quotient > et le reste 247931 que Ton divise par 37864 ; il vient pour nouveau quotient 8 , et pour nouveau reste 35oo4» qu'on divise par 37H6 ; et ainsi de suite, jusqu^à ce qu'ion soit parveno an reste 9 qui, divisé par 3, donne pour quotient 3(4 serait trop fort). On barre le chiffre 3, et Ton obtient 1 98918897 pour le quotient demsodc.
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10. Memarquc, -^ Si , aa commencement de Topera tion , quand on a •appriroé sur la droite dn dividende les chiffres que la règle prescrit, la partie à ganche ne contient pas le diviseur , on supprime tout de suite à in droite du diviseur le nombre de chiffres nécessaire pour que le nou^ ueau diinseur soit contenu dans cette partie h gauche du dividende*
Soit 2i divii>er 30564897 par 67864.
Gomme, après la séparation des trois derniers chiffres adroite dn dividende la partie à gauche, So564f'ou plutôt SgSôS, ne contient pas le diviseur, on supprime le dernier chiffre du diviseur, puis on divise 3o565 par 67)6, ce qui donne pour quotient 4 y et pour reste 3619, sur lequel on opère comme précédemment.
11. If ons pouvons maiutenanl établir le procétlé qui convient au cas oh, les deux nombres étant des fractions décimales , on démande le quotient avec nn certain degré d'approximation « par exemple à moins d*im millième ^ d'un dix^millième , etc.
Commencez par ramener la ditfision à celle de deux nombres entiers diaprés la règle du numéro 90; écrivez ensuite h la droite du dividende autant de zéros que vous voulez avoir de chiffres décimaux au quotient y faites la division d'après la règle (Note, n* 8} ; séparez enfin vers la droite du quotient le nombre de chiffres décimaux demandé , plus un^ et effacez le dernier chiffre.
Premier exemple. — On demandcf à moins de 0,001 près y le quotient do i«34,5fi9P«''a7»35894,
^■^nSf^^
i4oaii
J*éciis d'abord deux zcroi à la droite du divideode, (*n supptiiuant la virgule de part et d^aulrc , ce qui donne iiS^SCigoo à diviser par a7358g4.
3gO HOTE
EasDÎtCy comme on me demanda trois chiffres décimeuz au quotient, j'ceris trois ooufeanz s^roe à la droite dn dividende, c'eit-l^-dire qne je divise 193456900000 par «735894 y et jecliercfie le quotient -à voîna d'une unité près* Je trouve 45ia4 9 ™''* comme, on ëcfîvant trois nonreanx ziéros à la droite dn dividende , je Tai rendu 1000 fois trop grand, il fane, pour ramener le quotient à sa Jaste valeur, que je sépare 3 chiffres décimaux sur la droite; et jVbtieus enfin 45,i34 pour le quotient demandé.
iV« J?. — Dans cet exemple, la limite (en plus ou en moins) de Terreur commise sur le chiffre barré du quotient, est | : 3, on f-, d'après ce qui a été dit au n» 9; ce qui prouve que ]a vraie valeur du chiffre barré est supérieure à 5. Donc 45| 1 a5 exprime le quotient à un demi-millième près.
On peut, du reste , appliquer à la recherche d'un quotient à nue demi-unité prèSf d'un certain ordre décimal , la règle qui a été prescrite au n9 H pour la multiplication :
Cherchez un chiffre décimal de plus que ne l'indiquait d'abord l'énoncé ; et suivant que l'avant-dernier chiffjrescra mom<fre que 5, égal 00 supérieur k 5, vous prendres la partie à gauche telle qu'elle sera, on celte même partie augmentée d'une unité pour le résnlut demandé.
Second exemple. -— On veut avoir, a moins de 0,0001 préf, le quotient de aag, 47o3568 divisé par 7 ,3594 .
3iil8ô^
Comme il fendrait, en vertu de ee qui a été dit pins haut, écrire d'abord trois xéros à la droite du diviseur, puis quatre à la droite du dividende, tont se réduit à en poser un seul & la droite de celui-ci, en supprimant la rirgule de part et d'autre, c'est-à-dire à diviser aa947o3568o par 73594-
On trouve ainsi pour premier résultat, 3i 1806. Donc 3f ,1806 est Je quotient demandé.
Méthode abrégée pour r extraction de la racine carrée*
iS. Tontes les fois qu'on a obtenu plus de la moitié du nombre des chiffîei que doit renfermer une racine carrée, on peut, an moyen d'une simple division , trouver tous les antres chiffres.
Désignons en effet par N le nombre dont on demande la racine carrée; e( supposons que cette racine doive renfermer (m + i) chiffres. Appelons a la
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vakar rdatÎTe de la partie repréieotée par Ica (a*4- i) pvMBÎect chiffrei à gauche de cette racine i et b la partie exprimée par les n ehifflree saitanu, partie qu'il «'agit de détermiaer.
Oaal'^aliuf M es (it^è)*ss «• H-«a^'f &*;
fPoii , retrattobeii ta* dea deux membnet , N ^- a* ss ^ah + 5» , ou , divisant par %ay
' ■ = à ^ — • 9a aa
Cela pose, puisque, par hypothèse, b ne reaferme qae a ebiffires, om a nëcessairement b ^ lo", et par conséquent b* ^lo**.
D'un antre c6te', le nombre exprime par a se composant de (ara + i) cliifiVes dont les n derniers h droite sont des zéros, il en re'sulte
A, et à plus forte raison, Ta > lo**. Donc — - csi une fraction proprement dite ; ainsi, d'après la dernière éga-
BJ — a« litc ci-dessus , le quotient exprimé par *• , est en excès sur &, dVneqnan^
tité moindre qae Tunilé. On est ainsi conduit à la règle suiTanle : Après avoir obtenu plus de la moitié dn nombre des chilFres de la racine
carrée, il suffit ^ ponr obtenir les antres chiffres, de ditnier le reste N — a*
auquel on est parvenu ^ par le double de la racine déjà trouvée , eonsi"
dérée auee sa valeur relative.
Soit , ponr premier exemple , k extraire la racine carrée de 4735678956 à
moins d'une unité près ?
Cherchons d^abord les trois premiers chiffres d'après le procédé ordinaite.
( roye* le n» 179.)
H vient pour cette première partie de la racine, 688, et ponr reste, M38966 qu'il faut maintenatit, en Tcrta ée fa règle ci-dcssas , diviset par le double de 686 considéré arec sa Talenr relatiTC, c'est-^dire par '37600.
iia partie entière d« qnotknt étant 16, on en conclut que<S86ii> est la racine demandée, k moins (Terne «ni'eé près.
En effet, si Ton élè?« 68816 an carré, on obiMnt le prodaH 473564i856' qui, retranché dn nombre propoM» , donne nnreaie, 37100, moindre que le double de 68816 aDgmenté d'nnc unité. ( Fôjez n» 177. )
[Comme ce reste est pins peUt que la racine obtenue, 68816, on peut même affirmer (Note, n* I) qu'eUe est exacte à moins d'une demi-unUé près.
Le reste Syioo peut être obtenu plus promptement que par rélëration de 68816 an carri^. En effet, comme, en retranchant le cari^ de 688 du nombre proposif , on a obtenu le reste i!iS8956 , U suffit de faire le double produit de 688 suiidde nsus aiaos, par 16, puU U carré de 16, et de reiranehmr U somme de cet deux parties , de a938c)56.
15. Sopposona actoelkment qu'on Teoille évaluer en décimales la fraction qui doit être ajoutée à 68816$ il faut, conformément à ce qui a été du »• 185 , écrins Ua suite du reste 37100, obus fois autant de zéros que Ton ^wit avoir 4e chiffres décimaux, et continuer Topération comme h Tordinmre. MaU c'est ici que la méthode abrégée peut leceroir une grande exiensiou.
En effet, pour obtenir quatre chiffres décimaux ( puisque hi racine obtenue a di^à cinq chiffreO, H «dBt de diviser 37100 suivi de huit zéitM par le double de 68816, ou i3763a, suivi de quatre séroa, on ce qui revient an mime, 371000000 par i3763a; et de plus, comme on cherche ce quotient ^ «ne nmié près, la règle de la division abrégée est applicable.
37100 0000 I Z^llfZ
i3rf
On obdent ainsi pour quotient afigS. Ainsi , 68816,^695 exprime la racine cmrrée du nombre proposé , à moins de 0,0001 près.
Une nouvelle division donnerait hnit chil&es décimaux de plus ^ mais U faudrait d'abord obtenir ia diférmee qui existe entre le nombre propose, snivî de huit xéros, et le cane de'688i6a6g5. Or, comme on a dqà trouve 37100 pour le reste précédent, il sullicait de faire le double produit de 68S160000 par 3695, pois le ctfrre de 1695, et de retrancher la somme de ces deux parties^ de 37100 suitd de mnn eéros ; ce qui serait beanooop pins simple que si Ton élevait 688162595 an cane.
Cette soostraction esc d'ailleurs indispensabie pour la vérification des
caknis : car on a vu plus haut i* que donne un quotient par
cane^; »»qneremploi du procédéabr^de ladivision pent donner aussi (Note ' n* 9) un quotient par excès. Ainsi, pour cette donUe raison, il est possible qac
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le dernier chiffre trouv<$ h la racine soit trop fort d'une ou de deux unîtes ^ ce qu'on reconnaît à rimpossibiliié de faire la touitractîon. On sait d'ail* lenrs comment y le dernier chiffre étant reconnu trop fort, on peut le rame* ner à sa insts Taleor.
14. lïoos présenterons pour second exemple le tableau des calculs relatifs h Vétfaluation de ^2 en décimales»
t • • application du procédé ordinaire.
lO. O
a«. • r •• Détermination des deux chères suivants par la dU^ision»
La racine ^ à moine de o ,0001 près, est iy4>4^* 3*. • . . • • Détermination du nouveau reste.
ebréf^ée.
Produit de 28200 par 42=1 i844o<'
carré de ^% :^ 1764
somme = 1 186164 à retrancher de 1 190000
diffërence.... = 3836
Détermination des <^uatre chiffres iuit^ants par la dipîêtim
La fa«iney k moins de 0,00000001 près, est \ fl^\\i\'iS6*
3t)4 NOTS
5* DéUrmination du nout^eau reste.
Produit de a&i84oooo par i3S6 ssc 38353 1040000
carré de i356 = 1 838736
somme». •. = 383533878736
à retrancher de 3836oôoooooo
diffi^rence. . . =: 67121264
6* Détermination de$ avit chijfres suivante parla div^ision abré"
gée, ( On a •upprimé sept tiroê au dividende , comme inutilei . )
671212640 I zXzS^^iz
La racine, à moina de o,oooooodoodoooooi près, cit
Pour obtenir les 16 chifiVeasaiTaiitoj il faudrait d^abord calculer le nouveau reste d'après la méthode indiquée plus haut , pour diviser le reste suivi d^ua nombre convenable de zéros par le double de la partie déjh trouvée à la racine. Et ainsi de suite.
Toutefois, dans«ette opération etdantctlles<|ui viendraient après, il conviendrait de ne pas tenir compte du dernier ou des deux derniers chiffres ii droite , en vertu de ce qui a été dit au n* 9 de hi Noie.
15. La règle abrégée de Pextraccion de la racine carrée peut être ctcniiuc an cas de la racine cubique.
En effet , la formule N :£= (a 4- &)' = a* + 3a!^b 4- 3«^« -f 0*,
donne N ^ a^±±i3a*b -h ^ab* + 6*,
ou , en divisant les deux membres par 3a*,
- Or , en supposant que la racine cubique de N doive renfermer (an-f i] chiffres , et que a ém^ne k valeur relative des ( a 4* O' pmnieni émttt k
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ilroiie de cette racine, b celle de«/i derniers , on a nëceMairement ^ ^ lo* et par consëqoent 6* < lo*», 5* < lo'"*
D*un autre c6l<f, l'on a a>io*% d'où 4*, et à pins forte raison, 3a»>îo<».
Oa Ycit donc» 1*. que -*- est nne fraction ; a*, que «-^ est oae autre frac»
lion moindre qoe —, et dont la valeur ne peut avoir qa*un« ttèsjkihlem*
fiuenoe sur la partie entière dn quotient de la division de N — a* par 3a*. D*oii résulte cette règle : quand on a trouvé plus de la moitié du nombre des chiffres d'une racine cubique , il suffit , pour obtenir les chiffres snîvants, de dîuisér la différence entre le nombre proposé et le cube de la racine déjà obtenue f prise avec sa valeur relative , par le triple carré de cette même racine. Mais nous n'insisterons pas sur les applications de cette règle qai n*est guère d'usage.
DEUXIEME PARTIE
16. Joaqu'^ici , nous avons supposé que les nombres donnes e'taicnt eiacts, et que le résultat cherché devait être obtenu avec nu degré d'approximation déterminé d^avance, condition qn*il est lonjonrs possible de remplir. Actuellement, nous allons supposer que les nombres donnés oe soient eux-mêmes qu'approximatif; et dans cette hypoibèsc, il s^Qgit de déterminer à priori le maximum du degré d'approximation qu'on peut obtenir pour le résultat «des opérations à effectuer.
La résolution de cette question, telle que nous venons de la poser, est indispeOMibie dans beaucoup de cas, par exemple lorsqu'on a k opérer sur des logarithmes, ces sortes de nombres n'étant exacts, comme nous l'avons expliqué dans leur théorie, que jusqu'à un certain ordre décimal déterminé.
Commençons par Vaddition et la soustraction.
Pour fixer les idées , supposons que, dans une opération analogue à celle de la page36i , 3»* exemple, on ait été conduit h ajouter entre eux a$ logarithmes ou compléments de logarithmes (n* 268 ) , et que le résultat de cette opération ait donné 6,94168, logarithme auquel il s^agii maintenant de chercher le nombre correspondant.
Or, ebacun des xS logarithmes ajoutés, étant ou pouvant être en erreur d'une quantité qui est susceptible 'de s'élever jusqn'*^ une demiunité on dernier ordre, il s'ensuit qu'on peut avoir h craindre sur la somme totale, nue erreur susceptible de s'élever jusqu'à la ou t'6 unités dn dernier ordre. Ainsi , non-seulement on ne doit avoir aucun égard à la différence qui existe entre le logarithme ci-dessus et le logaritUne immédiatement inférieur de la table (et cette conséquence aurait eiicoce lieu quand bien même la différence tabulaire serait plus grande que 10, voye» le iV. B, du n* 5166, page 35ft)| mais en outre, comme on n'a aucun moyen de décider quel est le véritable chiffre des unités dn 4"* ordie
ScjB NOTE
do nombM cbciclic, on doit le conicnter de dtre 4^^ eu notiibie c»t
8760000 à une dixaine dû nulle près.
L'exemple précédent suffit pour montrer ce qu*il y aurait à faire dans loa» les caf aembâables; et nous n^insisterons pas davantage sur ce points
17. Avant de passer aux antres opérations de Parithmétique , nous ferons connaître sur la muitiplication un nouveau principe dont nous, asrona ooeMÎon de faire usage.
Soient, en gdnëral, deux nombres entiers a et 6 composés l'un de m chiffres, Tautre de n chiffres; appelons P leur produit, et proposons» nous de déterminer le nombre des chifiVes de ce produit.
D'abord, puisqu'on a <i ^ 10" mais ^ 10"-
ci 6 < 10* mais > lo»-*, il en résulte (n» IIH} P, 00 ab < io«-«"" mais > io»-»-"->i
ce qui fait voir déjà que le nombre des chifik<es du produit P est an plus égal à fit -t- riy et au moins égal à im 4- n— i*
Il s^agit maintenant de savoir dans quel cas on aura m -f- a chif te^, et dans quel cas on en aura m-i^n.'-^ 1 .
Pour y parvenir, considérons P comme un dividende , et a comme un diviseur; le nombre b qui, par hypothèse, renferme n chiffires, sera le quotient. Or, dans la division de P par a , il peut arriver deux cas : on les iM premiers chiffres à gauche du produit P forment uu nombre au moins égal à «; on bien, ils forment un nombre p]n# petit qnç a.
Dans le premier cas, comme le premier dividende partiel contient m chiffres, et que chaque nouveau chiffire abaissé au dividende doit donner un nouveau chiffre du quotient qui est composé de n chiffires, i' faut nécessairement que le nombre des chiffres du dividende P soit m ..f. n — I. {f^oir la note au bas delà p. 53.)
Dans le second, il sera m-|*i"f-n^i, on m-|*n.
Remarquons d'ailleurs que ce qui vient d'être dit sur a, considéré comme diviseur, aurait également lieu si Ton prenait b pour diviseur.
Concluons de Ih que , dans toute multiplication de deux facteurs , Ton de m chiffres, l'autre de n chiffîes , le nombre total des chiffres du pror duit esif m -4- n — 1 ,0K m 4- Hf suivant que l'un quelconque des facteurs est ou n'est pas contenu dans la partie a gauche du produitf prise avec autant de chiffres qu'il jr en a dans le facteur que l'on compare au produit.
18. Cela posé , passons à la multiplication ; et pour simplifier la question, considérons d'abord le.casoii l'on aurait à multiplier l'un par l'autre denx nombres exprimant des unités entières : il sera facile ensuite d'en déduire le cas de deux fractions décimales , puisque leur multiplication se ramène jicellededenx nombres entiers par une simple transposition de la virgule.
Prenons, pour plus de généralité, deux nombres entiers composes, Tun (le m chiffres l'antre de n chiffres (m étant > n), et tous les deni
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fautifs d'une denii-anité du premier ordre (en plus ou en moins) {*), li est clair , d'après les règles ordinaires de la multiplication ("**), que le produit total peut être en erreur:
1* De la moitié' de tout le multiplicande ^ et cette erreur est généralement exprimée par un nombre m de chiffres; — a«de la moitié' de tout le miUtiplicatenr; et cette erreur est représente^ par un nombre n de
chiffres; — 3o du prodoit ~ X i , ou 7. (Les deux dernières erreurs peuvent être négligées relativement à la première , d'après rhjpoihèse m > it.).
D'oik l'on peut conclure que les m derniers chiffres à droite du produit sont ou peuvent être fautifs.
Ainsi 9 dans toute multiplication de deux nombres entiers dont le dernier chiffre à droite est en erreur d'une demi'unité^, le produit peut auoir autant de chiffres fautifs h droite, que le nombre le plus grand contient de chiffres.
lo*"
L'erreur commise est moindre que — si l'on a m > n ; mais la limite de cette erreur est lo*" quand on a m = n.
19. Lorsque, des deux facteurs donnés, Tan est exact et l'autre est fautif d'une demi-unité dn premier ordre, le nombre des chiffres Jau" tifs du produit est égal au nombre des chiffres du facteur exact, puisque l'erreur commise est, en général, estimée par la moitié de ce facteur.
' Faisons quelques applications; et soient, pour premier exemple, les deux nombres 87664219 et 64337.
L'erreur commise dans cette multiplication peat être ^éralnée de la ma» nière suivante :
lO. 87564919 X - = 4378^109 -i a*. 643^7 X - = 3iî63 - > = 43814^73^,
{*) Pour déterminer les chiffres du produit sur lesquels il ne peut j avoir d^ncertitude , on pourrait multiplier les nombres proposés, après les at>oir alternativement augmentés et diminués d'une demirunité de l'ordre du dernier chiffre h droite , et prendre ensuite les chiffres communs aux deux résultats. Mais cette manière d'opérer serait beancoopp trop longue, et l'on arrive aussi si^rement an même bot par une médiode pins shnpie que nous allons exposer.
i*'*) En appelant a et b les denx nombres donnés, dz e, :izfÏ€» deux erreurs commises, on a (n« ilH)
(a tte){bztf):szab± af± be * ef.
3g8 NOTE
nombre compoM) <)e huit chiffl-es. Atmi, cUns le produit total, les ehiffrck qui suivent lei centaines de millions doivent être ni^liges coaine étant ge'nc'ralement faniîia; et la partie à gaoche exprime aWs le produit, à moins d^nne demi-eentaine de millions ptèt.
On doit donc, daui cet exemple, ae dispenser de faire la nnihiplicaiion en entier , et se borner h évaluer (Note , n* 7) le produit k nne unité près de Tordre des centaines de millions,
Le résultat 56397, considéré comme représentant des millions, exprime b valeur du produit cherehé , k moine di^Dlne dmmi-eentaine de nèilUons près , ainsi qu*on peut s'en assurer en effectuant la raultiplicntion en entier.
Soit, pour second exemple, à multiplier 33,47o5<»3 p«F&,7o345« clia* eim de ces membres étant fanûf de moine dfuno demé^nnité de l'ordre du dernier chi&e décimal*
On devrait d*abord (no 89) faire abstraction de la virgule, puis, apris avoir effectué la multiplication, séparer onze chiffres décimaux vers la droite. Mais, en vertu de ce qui a été dit (Note, n« 18), on doit considérer comme fautifs les huit derniers chiffres du produit; ainsi, le rétaltat ne saurait être exact qu'à moins de un demir-millième près. La question est donc ramenée à évaluer le produit des deux fractions décimales à un
illième près.
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Le produit eit a8ii»6o6 h un dmmi^millième prêt. Soit, pour troisième exemple f à moltiplicr
0,000 io83 par o,o5836.
D*abord, W prodait doit (n* 88) rtniermer 7 -t* 5, on 19 ehifflcci décimaux; mais commet en ▼erm< da nnmaffo prëoMoit » les tfuatre derniers chiffres dcciinanx sont iimmcu, U s'enanic qne ce prodnic ponrra être calenlë avec huU chiffres décimauv; et le dernier clûJirc à droite ne sera en erreur qne d'une^ deaU^nitéf ou toat an pfaia f|«e tPune unité de IVirdre (le ce cbi0re*
On obtient ainû par la m<ftbode abrégée ( Note, n* 5) , o,ooooo63!i ponr la Taleur do produit demandé.
90. Jtemar^ue.— Le principe établi (Note, n* 17) sur le nombre total lies chiffres d'wa produit, donne lieu h un Qouvel énoncé de la règle relative à la multiplication de deux nombres approaimatifik
Puisque , dans un produit de deux facteurs , l'ua de m chiffres , l'an* tre de n chiffres, le nombre total des chiffres ettiis-|*n—- VyOomH^/i,, et que, dans Thypothèse oh le dernier chiffire de chaqne facteur n'est qu'approximatif, le nombre des chiffres du produit qui doivent être exclus, comme étant généralement fautifs, est (Note, fi9 18) exprimé par m (m étant au moins égal an), il s'ensuit nécessairement que le nomhre des chfjfres du produit sur lesquels on peut compter 9 est (n — i) ou n iuivant que l'un quelconque des facteurs est ou n'est pas contenu dans la partie à gauche du produit^ prise avec autant de chiffres qu'il y en a dans le facteur que l'on compare au produit
Lorsque, des deux facteurs donnés, celui de m chiffres est exact, et que l^lutre est feintif d'une demi'unité de l'ordre du dernier chifirc à droite, le nombre des chiffres du produit sur lesquels on peut compter est encore (n «— i) ou n , puisque celui des chiffres fautifs est CNote «• 17) représenté par m.
Ce nouvel énoncé oe peut, en général , servir b priori pour la muliiplication;-car, avant de prononcer si le nombre des chiffres dont on doit tenir compte dans le produit, est (a -— i) ou n, il faut connaître les pcemievt chiffres à gauche de ce produit. Mais on conçoit qu'il nous sera d'an très grand seconrs dans la division oii le produit est donné a priori ainsi qoe l\m dte facteurs.
%i* JOwfê la diffi^n. des nombre» approumaltf», on peut faire troî* hypothèses : Ou le dividende seul est approxinuuifj Vt diviseur étanr exact Y ou le diviseur seul eaC appvoaimatiff le dividende étant cmei ^ ou bien enfin, le dividende qt le diviseur sont tous les- deux approxi" motifs-
PaEMi&RB BTPOTHksE. — Considcrous d'abord deux nombres entiers dont U premier seul (le dividende) soit supposé en erreur ci'uite demi^unité de
4oO NOTE
Tonlre (Ici unU4ff fimplct; et concevoAt qac le quotient de lenr division ail été dc^reloppe' en nn nombre ind<$fini de chiflEVct dëcimaox, d^oprèi lo procddé conna.
Appelonf m le nombre des chiffres da diviseur, n le nombre des chiffres da qttotiont ( à partir da premier chiffre significatif h gaaebe ) snr rexactitode desquels on pent compter, eu raison de Pefrear qni se VooYe au diTÎdeode, et p le nombre total des chiUVes da dividende qni ont été employas à la détermination des n chiffres dn quotient. Ce nombre p peatltre dilcomposc en denx parties p*, p*^ dont la première à gauche est le nombre des chiffres du dividende primitif, et la seconde, celai des zëros qa*oa a été oblige d'écrire à Ir droite de ce dividende primitif; en sorte que Ton a
pszp'^h p'-
Cela pose', si, du dividende dont le nombre des chiffres est p, Ton retranche le reste correspondant an n""« chifl^é du quotient (lequel reste nepeat avoir que m ehiffres au pips), la diffiifrence, composée également de p chifires, est égale au produit des m chiffres du diviseur par les n chiJKres da quotient; et l'on a, en vertu dn principe établi (Note, n* 17),
^'4-p*= »»■♦•» — 1, ou ^-f-p'ss m+n,
soivant que les m chiffres du diviseur sont ou ne sont pas contenus dans les m premiers chiffres k gauche du dividende.
Or, paisque le diviseur esc supposé un facteur exact, il sVnsuit (n* 17) que le nombre total des chiffres fautifs dn produit du diviseur par le qnotient, est exprimé par m.'D^ailIcurs, il est aussi représenté par p" ^t, puisque, par hypothèse, le dernier chiffre du dividende primitif est inexact, et que les chiffres suivants, en nombre p% sont eux-mêmes inexacts^ On a donc m =s //' -|- i ; ce qui donne par la substitution de cette valeur de m dans les deux relations précédentes,
|/= l-f"» — irrii, d'oîl nszf/f
ou bien p* sz i -^n^ d'ob n=p'^i.
Concluons de là que le nombre des ehijfres du {fuotient sur lesquels
on peut compter, est égal au nombre des ehifres du dividende pro*
posé, ou h ce nombre moixs vn, suivant que le diviseur est ou n'est
^ p0s contenu dans les m premiers chiffres du dividende {h partir du |ire-
roier chiffre significatif à gauche).
Développons cette règle, sur des exemples
Soit) en prcfnier lieu, à diviser 8745687 par 5638; le diviseur étant exact, et le dernier chiffre à droite du dividende étant ou pouvant être en erreur d'une demi'unité.
Comme le diviseur n*est pas contenu dans les quatre premiers chiffres
hgaadie du lUvidendc , cl que celui-ci renferme ^«/yX chiffres, il s'ensuit que, dans l'opération, Ton pourra ici^ir compte des .fix premiers chiffre» h gauche du quotient. D'aUlcuri», il est eTÛIcnl que la partie entière de ce qnoticnt doit renfermer trois chiSi-es. Donc le qqotient pcui être calcule h 0,001 pris.
Le quotient cherche est 664,364 ^ moins de un demi-millième près.
On voit, en efict, que le dernier chiffre du dividende propose étant
fautif d*une demi-unité simple, et le diviseur étant plus grand que 1000,
I erreur commise est moindre que .
Il y a plus, comme le double de 5638 surpasse 10000, ok pourrait pousser ropération jusqu'aux loooo"^'; et Ton aurait la valeur du qnrtient h moins de un dix-millicme près. Mais cette circonstance n'est qu'accidentelle, et l'on ne doit jamais compter que sur les chiffres donne's par la règle précédente.
Soit, pour nou\'el exemple^ à diviser 873 par 3765847» Puisque le dividende a trois chiffres, et que le diviseur, qui en a sept, est contenu dans 8730000, il s'ensuit que le nombre des cliîffres du quotient dont il est permis de tenir compte, est trois. D'un antre cAte, comme on doit, pour commencer la division, écrire quatre zéros à la droite da dividende, il faut que le chiffre des unités et les trois prenûert chiffres décimaux soient des zéros. Le dernier chiffre il droite exprime donc des millionièmes.
On trouve ainsi pour résultat o,oooa3'A à «n demi-mUtioMièma {Hès*
Prenons, pour troisième exemple ^ 37,5 k diviser par 0,3983. Le di* vidende ayant trois chiffres, et le divisenr, abstraction faite de h virgule, étant contenu dans les quatre premiers chiffres du dividende, il s'ensuit qne l'on pourra tenir compte de trois chiffres au quotient. D'un autre côté, comme la division des deux nombres proposés revient à celle de 375000 par 3983, qui donne trois chiffres pour la partie entière du quotient, il en résulte que le quotient demandé ne peut être obtenu an plus, qu'à moins d'une demi-unité près.
En divisant 375000 par 2983, on obtient ia6 pour résultat; et il n'eit pas permis de pousser plus loin l'opération.
Arith, B, 26
4oa ffOTc
iV. if. -^ Dans cet ctemple^conmerop^ration a été ramenée & la divisîoo de 376000 par 3988, et qne le divifeor sorpaaie 1000, on poorraii croire qoe Perrrar eommiiie ao qnotîent, doit^tre moindre qoeo,oof. maie obtenrooa que, pour ramener la dÎTiaion à cet étal, il a falln malliplier 37,5 par 10000 , on 87$ par 1000$ donc Terrenr dn dernier chiiFre 5 a été elle-même multiplia par 1000; et l'on peut aenlement affirmer qoe rerrear commiae an quotient est moindre qne la moitié de 0,001 X looo, on moindre qu'une demirwmité de Tordre des entière.
fis* DsvxiiMB HTFOTBàst.— Soient A eta denx nombrea entien à di?iser l'nn par Tantre, m le nombre des chiffres dn diviaenr a , dont le dernier à droite peut être fautif d*nne demi-unité (eit plus ou en moins), Proposon*noua d'aboid de déterminer une limite de Terreur commise quand on calcule avec un certain nombre de chiffres le quotient q*
On a éridemment f on — ^ , mais > — ; d'où , en désignaet
par e Terrenr commise quand on prend soit , soit
leur de 7,
expression qne l'on peut mettre sous la forme
e < ou e < ^ ■ .
Ce résultat démontre que l'erreur n'influera pas d'une unité sor le dernier chiffre du quotient, tant que l'on aura 7^ a. Or, pour que cela soit, il faut premièrement que le quotient cherché ne renferme pas plus de m chifirea ; en second lieu y le plus grand nombre de chiffres que l'on puisse placer au quotient de manière à satisfaire à cette condition sera nt on (m — 1), suivant qne les m premiers chiffres de ce quotient formeront nn nombre pins petit ou pins grand que les m chiffres dn diviseur.
Condaons de là généralement que , tontes les fois qoe le diviseur est approximatif, le dividende étant exact, le nombre des chiffres du quotient sur lesquels on peut compter^ est égal au nombre des chiffres du diviseur^ ou à ce nombre moixs uv , suiuant que les m chiffres obtenus au quotient forment un nombre plus petit ou plus grand que le diviseur.
Appliquons celte règle li quelques exemples. Soit, ponr premier exemple à diviser 547 par 876g.
Comme le premier chiffre à gauche du quotient doit être nn 6, il s'ensoit
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Hccesssiî renient qu« les qutCre prcmicis forinercnat un nombre moindie que le diviseur» Ainsi, d'après la règle précédente, on peut calculer le quotient avec quatre chiures. D'ailleurs , la réduction de ce quotient en déci* maies ne donne ni unités simples, ni dixièmes; donc il peut être évalué Hrec cinq chifiîres décimaux, et Ton obtient 0,06^87 pour le quotient, h nu cent-millième pfès*
Soit, pour deuxième exemple, 547 ^ divîxr par 1 548. Ici, le premier chifFie à gauche du quotient duit être un 3 , ce qui prouve que les quatre premiers chiffres du quotient formeraient un nombre supérieur sin diviseur ; done , d'après la règle précédente, on ne doit tenir compte que de trms diilfircs. D'ailleurs , la partie entière de ce qnotient réduit en décimales est un o. Ainsi Ton peut obtenir sa valeur li moins de 0,001 près; et l'on tfoove o»353 pour le résultat demandé.
Considérons actuellement deux fractions décimales; et soit» pour troi' sième exemple , a3, 479 ^ diviser par 534,78g&
Compie le diviseur a sept chiffres , et que le premier chiffre k gauche du quotient sera un 4» >' s'ensuit que le quotient peut avoir sept chiffircs (h partir du premier chiffre significatifs gauche) sur lesquels on peut compter. D''nn antre c6té, puisqu'il fant évidemment écrire trois zéros pour commencer la division, ce qui prouve que le chifire des unîtes e% celui des dixièmes sont des zéros, il en résulte nécessairement que le qnotient aura huit c^iffr^ décimaux* Ainsi , dans cet exemple, on pourra se proposer d'évaluer le quotient à nièin^ de 0,00000001 près.
En effet, si, en conservant le même divi<lende a3»479» ^^ prend successivement pour diviseurs les nombres
et qn*on applique la méthode abrégée {note, n9 8), on trouvera pour résultats respectifs
ce qui prouve que o,o439o325 est la valeur do quotient h moins d'un demi' ^nt-mUlionième près.
M. TmoisiÈMB ET DESMiiaE HTFOTHÈSE. Eofio, sile dividende et ledivifcur sont fautifs dans leur dernier chiffre à droite, le nombre des chiffres du quO' tient sur lesquels il est permis de compter, est égal au plus petit des deux nombres que fournissent les réglée relatives aux deux premières hypothèses.
Proposons-nous , pour premier exemple, de diviser 356,3749 par a479^*
La règle du n« Hi donnerait sept chiffres ^ mais celle du n* SS en donne
six ( puisque le premier chiffîre & gauche du quotient est 1); donc le nombre
■des chiffres du qnotient snrlesqnels il est permis de compter est six. D'un
autre côté, la partie entière do quotient doit renfermer (roû chiffres ^ a in» i
l'on ne peut évaluer ce quotient qu'à moins d'u/t mî//ième/»r6'#.
|«a division étant effectuée, on obtient pour résultat i43,73(i.
^o4 wotï:
SoH , pour second exemple f h iVmmiT le logarithme de i5 par le fo^tritbme d« 7.
On tronre dans les tables de logarithmes
log i5 =i,i7(>09 et log 7=0|845io.
(Ces denz logarithmes sont exacts h moins d'nne demi-nnile près de l'onlre da 5* chiffre décimal* )
Or, Tappiication de chacune des denz règles à cet exemple, donne égaknitnt cinq pour le nombre des chiffres do quotient snr lesquels on peut eompier. D'aiUenn , la partie entière doit ^Tidemment avoir un seul cliifEre aîgnificaiif ; done ce quotient peut être obtenu à moins d'un dix-milliènte près, et Ton trouve
logjS _ 117609 _
JY* B. Cette dernière question sert de base, en Algèbre, à la rcsolntion des équations exponentielles. {Foyem d'ailleurs le n* 5177 de V Arithmétique.)
Stf. Il nous reste encore & traiter de Vertrnction dé la racine earréeà» nombres approximatifs.
Considérons d'abord un nombre entier quelconque A , dont le dernier chiffre & droite soit en erreur d'uite demi-unité; et concevons que sa racine carrde ait été développée en un nombre indéfini de chiffres décrmanz d'après le procédé connu. Appelons n le nombre des chiffres de cette racine sur lesquels on peut compter , et p le nombre total des chiffres du carré employés à la détermination des n chiffres de la racine. Il pent se présenter deux cas : — - Ou le nombre des chiffres de A ^'^ impair f on bien il est pair.
Dans le premier cas, comme il résulte de la nature même du procédé de la racine carrée d'on nonbre entier, que les n premiers chiffres à gauche, de la racine, forment un nombre moindre qne les n premiers chiffres à gauche, du carré, ^ a nécessairement (l^ote, n* £7}
ou , en désignant par p^ le nombre des chiffres de A > par p^ le nombre de« ■éros écrits à la droite de A pour la détermination des n premiers chiffres de lu racine,
ObserTOns maintenant qne , dans h mnhipiteatîon de la rachte par ellemême (le dernier chifire étant supposé fautif d'une demi'unite), le prodoit Muferme (n« M) n chiffres inexacts. D'un antre c6té, le nombre des chiffres inexacts de ce même produit est exprimé par ^ -f- i , puisque le dernier chifire de A est inexact, et qu'il en est de même des p' zéros écrits h h droite de A ; ainsi l'on a a=/y'«f- 1 ; et l'^alîté précédente devient
pf^p^zzip" ^i^n^ii d'oii n=:p\ Dans le second cas, comme les n premiers chiffres h gaacfac, de la racine,
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foi III eut au cou li «ire un nouihic plus grand qne le« n picmicrfi clùffies à gaucho y du carre , on a entre p et n la relation
ou , remplaçant comme ci-deasus p par p' ^p", et observant que le nombre des chifiTres inexacts du carre de la racine est e'galcmeot exprimé |Hir n et par p" -f- I ,
f»' + p* = f>*H- 1 -t-«; d'oh «:s: ;?' — !.
Donc règle gcuc'rale : Zée nombre des chiffres sur lesquels on peut eomp'
ter dans le développement de ^ A en décimale»^ est égal au nombre de» chiffrée de Ay ou k ce nomèreuaimê usr» suivant 4fue A renjertne un nombre iMPAiK ou un nombre paix de chiffres.
20. jy» B.-^La règle précédente ne souffire avcune restriction <am que le nombre des chi£Pres de A est impair» Mais si ce nombre est pair, tïie est susccptible d'une modification iort importante.
Pour le reconnattrc, augmentons et diniînnons altcmativcmcal Ad'une demi-unité de Tordre du dernier cbiffrc'à droite j et proposons-aons dV'va-
loer la différence i^ qui existe entre V/ A 4- - d \ A — -. On a , d'après les règles de l'algèbre y.
K étant une très-petite fraction que l'on peut^négliger yis-à-yis de — ~. ^insi la différence A e^c réellement représentée par l'expression
Ceci démonti^e que» m l'on réduisait l/A-h- et \/ A en déet*
maies diaprés le procédé connu , les deux expressions résultantes auraient une partie commune telle, que Tunité du dernier chiffre consécutif h cette partie
serait moindre que -— -rs.
Cela posé, soit d'abord A composé d'un nombre f/ii|>air déchiffres exprimé par ap-l- I j ce qui suppose p-^i tranchesde deux chiffires (dont la première & gauche n'en renferme qu'un ). On pourra, après avoir calculé les /»+ i premiers chiffires de la racine , d'après le procédé ordinaire, déterminer les p chiffres suivants, soit parce même procédé, soit par la méthode abrégée du
noi2î et l'erreur commise étant moindre que , n'influera pas truuc
unité sur le chiffre du rai^ %p-\* \* Ainsi , dans ce cas » on pourra ccmptcr %uï ip-f-i chiffres.
^o6 NOTE
Matntenanc , si A renferme an nombre pair de chiffrei ^p , on serra sftr dêTczactitade des p chiffres sairants que donne la méthode abrc^
%ée si Ton a — r moindre qne — — ; et cela a lien qnand le premier
chiffre à ganche de ^ A est égal on supërienr à 5. Or celte dernière circon** tanee se rencontre, ainsi qn'il est aisé de le reconnaître, tontes les fois que la première tranche & gauche^ du nombre propose, est a5 on sopérienre à ^5.
Concluons de là qne, dans le cas oti le nombre des chiffres de A est faib, ie nombre des chères sur letquels on peut compter est égal au nombre deê chères de A, ou h ee nombre Moiva uv , êuiuant que la prenùère tranche h gauche est égale ou supérieure a a5, on bien, est moindre qua a5.
517. Premier exemple.^'Soxi à extraire la racine carrée dn nombre $7806,
Comme ce nombre a cîn^ chiffres, ils'ensnitqne sa racine carrée pentétre
calcnlée avec cinq chtffrea; et puisque la pnrtie entîèy doit en renfermer trois,
cette racine peut être obtenue h moins d'un centième près. On trouve ainsi
pour résultat ^<^fSfl.
Deuxième exemple-^On demande la racine carrée dn nombre 73854980.
Ce nombre ayant huit chiffires, dont les deux premiers II gauche surpassent 95, il sVnsnit (n« 26) qu'on peut calculer Auit chiffres à la racine; et comme la partie entière doit en renfermer quatre, la racine peut être obtenue à moins d'un dix'millième près.
On obtient ainsi 8593,8ga4 pour la racine demandée.
Considérons actuellement des fractions décimales.
Troisième et quatrième exemple. •— Soit & évaluer V^8,256479 et
Il faut d'abord, en vertu de la règle établie u<* 186, faire abstraction de la virgule, puis, après avoir obtenu la racine, diviser chacun des deux résultats par 1000.
Or, dans la recherche des racines carrées de 8a56479 et de ^3567846, Tapplication de la règle n» 86 de la Note donne sept pour le nombre des chiffres dont il est permu de tenir compte. D'aillenrs, la partie entière de la racine carrée de chacnn des nombres proposés ne doit avoir qu'u/t seul chiffre. Ainsi les racines peuvent être obtenues chacune avec^ûr chiffres décimaux.
On obtient ainsi ^ 8,256479 = 9,873409 ,
el 1/33,567846 = 4,854673.
Cinquièm e et sixième exemple. — Soit à évaluer V^^T^Sp ei
On doit d'abord, conformément à la règle du n* 186, rendre le nombre des chiffres décimaux pair en plaçant uH iéro à la droite de chacnn de ces nombres, puis, après avoir fait abstraction de la virgule , et extrait les racines
carrées des deux nombres résultants , 6^35430 et 47375g6o, diviser ces r&cincs par 1000.
Or, dans la recherche delà racine de 6785430, comme la première tranche k gauche de ce dernier nombre n'a qu'un seul chiffre, il faut apf^iquer la première partie de la règle n* Stt, en ne tenant pas compte toutefois du dernier chiffre à droite, qui est toot'à-fait inexact; et le nombre de chiffres dont il est permis de tenir compte à la racine est six. D'ailleurs, la partie entière de la racine carrée du nombre proposé ne doit avoir qu'un seul chiffre* Donc enfin, a racine demandée peut étte calculée avec cinq chiffres décimaux ; et Ton a
I>e même , comme dans la recherche de la racine de 47375960 , la première tranche à gauche de ce dernier nombre, est composée de cfeux chiffres, il faut appliquer la règle du n* 26, en n'ayant aucun égard an dernier chiffre à droite, qai est tout-à-fait inexact ; et le nombre des chiffres dont il est permis de tenir compte k la racine eêtsepl ( puisque la première tranche à gauche sui« passe a5). D'ailleurs, la partie entière delà racine du nombre proposé ne pent avoir qn^u/i seul chiffre. Ainsi, cette racine peut être calculée avec six chiffres décimaux : et l'on a
JV. S. — On peut vérifier aisément l'exactitude des résultats obtenus dans les exemples précédents , en augmentant et diminuant d'une demi'unilé le dernier chiffre de chacun des nombres, puis opérant successivement sur chacun des nouveaux nombres.
28. Remarques. — \°. De l'analyse des quatre derniers exemples, il rcsnlte une conséquence fort importante, c'est que, toutes les fois que la partie entière d''un nombre fractionnaire décimal, dont on demande la racine carrée , est composée d'un onde Jeux chiffres seulement, le nombre total des chif" fres décimaux dont il est permis de tenir compte à la racine, est Av moiks égal au nombre des chiffres décimaux que renferme la fraction proposée.
d^. Quand la partie entière du nombre proposé renferme plus de deux chiffres , le nombre des chiffres décimaux dont il est permis de tenir compte à la racine, surpasse toujours celui des chiffres décimaux que contient le nombre proposé.
Soient n le nombre de^ tranches de deux chiffres, que renferme la partie entière du nombre proposé (la dernière tranche h gauche pouvant n'avoir qu'un seul chiffre), et ;; le nombre des chiffres décimaux cou tenus dans le nombre proposé* Le nombre total des chiffres décimaux dont il est permis de tenir com.pte, est exprimé généralement par n — i +p<
(Ce nombreestn + p quand la première tranche à gauche est de deux chiffres et surpasse a5< }
30. Lorsqu'au contraire, ii s^agit d'une fraction décimale proprement dite, le nombre des chiffres décimaux dont il est permis de tenir compte h la ra-
4o8 NOT£
cioc, peut être moindre que le nombre det efiifres décimaux de la fraclion proposée; et cela a lîcu qaaad les chiffres qui snivcnt iiuuictiiaumeut ii vin;ale soot des scios, tm bien qoand , le nombre des chiffres décimaux étant pair, la première tranche h gauche est inférieure k 35. Dans tout autre cas , le nombre des ehiffres décimaux est le même que
celui du nombre proposé.
S9. C^cit sur cette dernière remarque que sont fondes les calculs rcla • tifs k la dfftermination du rapport de la circonférence an diamètre; et pour ne rien laisser à désirer sar la théorie des approximations numériques , nous terminerons celte Note par le déTeloppement de la méthode des polygones régoljcrs isopérimètres. Cette méthode , qui se tronve exposée dans la Géométrie de M. Vincent, résume, en quelque sorte, tons les principes établis dans la uote précédente.
Soient R , r, le rayon ei l*apotbème du carré dont le c6té est égal à i; H', r', le rayon et l'apothème de l'octogone régulier isopértmètre arec le carré; R", r*, le rayon et Tapothème du polygone régulier de seize côtés, isopértmètre avec les deux précédents; ei ainsi de suite.
On a, d'après la méthode précitée, les formules
Cela posé , puisque i est le côté du carré, - ^!i et - sont les valeurs de R et de r. Ainsi l'on a
R = -•2=80,707106781 (v^3= i,4i4ai3563, Note, n» 14},
r=- =o,5; ce qui donne r'=r — as o,6o355339o ,
R' =5 l/R? = 1/0,707106781 xo,6o3553%I
Pour effectuer ce dernier calcal, observons que chacun des deux facteurs soas le radical étant exact h moins d^ufie demi-unité de Tordre du dernier chiffre à droite, le produit correspondant peu t(!irclui«méme (Note, n*I8) eValué à moins d'une unité de l'ordre de ce dernier chiffre, d'après la méthoilu abrégée des n^* H et 5. Ainsi Pou obtient d'abord
Maintenant, puisque le nombre dont il s'agit d*extrairc la racine carrée
est une fraction décimale dont la première tranche h gauche surpasse 35, il
s'ensuit (Note , n* 516) qne celte racine peut être obtenue avec 110»/' chiffres
décimaux; et en appliquant la méthode ordinaire pour ta détermination des
cinq premiers chiffres , puis la méthode abrégée du n^ 19 pour les qtiéttr^
suivants , on trouve
Passons à la détermination de R." cl de r". On a
et K" = V'RV^ = 1^0,653381482 X o,6a84i7436,
•t en opérant sur cette expression comme snr celle de K', on trouve
Et ainsi de suite.
Voici d^aiUeurs le tableau des opérations poussées jusqu'aux rayons R ^''
et r
Côté du carré égal à i.
il/7
R'" = ▼Il
Rj+- r
VrvÎ^'~
▼Il
ss o,5oooooooo
o,636io8363 ( ««q
4io
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ss o,6366iooax = o,63(i6ig646 = 0,636619833 = o,6366ig739 = 0,636619786 = 0,63661976a
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Il rë»ttUe de l'iiupecuon des yalcnn de r'"' et de R^'" qae, si J'on néglige
le dernier chiffre à droite dans chacune dMles, on a 0,63661977 pour la
Taleur de chaque rayon, à moins d'une demi-unité de Tordre du dernier
chiffre à droite.
DÎTiiant maintenant le périmètre constant 4 P^r le nombre approximatif
o, 63661977, et appliquant la règle dn n* fiS , on trouve 6,383i853 pour le
rapport de la circonférence an rayon, à moins de 0,0000001 près, on
bien
ponr le rapport de la circonférence an diamètre.
IV, B. — Il est & vemarqner que, pour obtenir ce rapport à moins d*unc unité d'un ordre décimal déterminé , il est nécessaire, en suivant la marche précédente , de calculer d'abord les rayons avec deux chiffres décimaux de pins qn'on ne vent en avoir an résnitat. On pousse les opérations jnsqn'& ce qneles deux rayons ne différent l'un de Tautre que d'aune quantité moindre que la moitié de l'unité de l'ordre de l'avant-dernier chiffre k droite. On néglige alors le dernier chiffre^ pnis on divise le périmètre constant par I^ valeur de l'un des rayons, abstraction faite de ce dernier chiffre , .et en renforçant, s'il y a lieu , l'avant-dernier.
FIN DE LA prOTE SUR LES APPROXIMATIONS NUMÉRIQUES»
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