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ÉLÉMEN
CHAPITRE I
MUHÉBATIO*.
Définitions.
1. L'idée du nombre naît de la pluralité des objets considérés simultanément, ou de la répétition des phénomènes que nous observons.
Ainsi les arbres qui bordent une avenue nous donnent ridée d'un nombre; un régiment se compose d'un certain nombre de soldats; la succession des jours, les battements d'une horloge forment des nombres de plus en plus grands.
On appelle unité l'objet ou le phénomène dont la répétition constitue le nombre.
On comprend aussi sous la dénomination de nombre l'unité seule, et Ton considère un comme le plus petit de tous les nombres.
V Arithmétique est la science des nombres.
Formation des nombres.
SI. Si, à côté d'un objet, on place un autre objet, on a l'idée
d'un nombre que l'on nomme deux. Si , à côté de ces deux
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objets, on en place encore un autre, on a ridée d'un nouveau nombre que Ton nomme (rois. En continuant de la sorte, on forme successivement les nombres quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, dix.
Si l'on ajoute ainsi sans cesse une unité nouvelle au dernier nombre obtenu, on forme la série croissante et indéfinie des nombres.
On a donné un nom particulier à chacun des dix premiers nombres. Ces noms sont: tin, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf t dix»
On aurait pu continuer de la même manière, et donner un nom particulier à chacun des nombres suivants; mais il eût été impossible d'apprendre cette infinité de noms. On a donc cherché un moyen de nommer tous les nombres, à l'aide d'un petit nombre de mots; c'est le but de la numération parlée. Je vais exposer le système de numération universellement adopté , en n'employant d'abord que les mots strictement nécessaires; puis je ferai connaître les irrégularités que l'usage a introduites.
Numération parlée.
3. Je suppose, pour fixer les idées, qu'il s'agisse de compter les noix contenues dans un sac. Je prends les noix une à une, en disant: une, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, dix; je forme ainsi un premier monceau de dix, ou une dizaine. Je recommence en disant: une, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, dix; je forme une seconde dizaine à côté de la première. Je recommence encore et je répète la même opération jusqu'à ce que j'aie vidé le sac; j'ai alors un certain nombre de dizaines rangées sur une même ligne et quelques noix restantes. On peut représenter la disposilion des choses par la figure suivante :
dans laquelle les points désignent les noix simples et les cer-
cles les dizaines. On dit alors que le nombre des noix contenues dans le sac est
sept dizaines et quatre unités.
Supposons qu'il y ail plus de neuf dizaines. Je réunis les dix premières dizaines en un seul monceau, que j'appelle une centaine; je réunis les dix suivantes pour former une autre centaine, et ainsi de suite; j'ai alors un certain nombre de centaines, puis quelques dizaines et quelques noix restantes, ainsi que le représente la ûgure suivante , dans laquelle les points désignent les noix simples, les petits cercles les dizaines j les grands les centaines.
OOOOOOGO
On énonce le nombre des noix en disant :
cinq centaines, huit dizaines, quatrb unités.
S'il y avait plus de neuf centaines, on les réunirait dix par dix, d'une manière analogue, pour former des mille, et ainsi de suite.
Unités de différents ordres.
4L Notre procédé de numération consiste donc à former des collections de dix en dix fois plus grandes , qui s'appellent unités de différents ordres. Dix unités simples ou du premier ordre forment une dizaine ou une unité du second ordre; dix dizaines formeut une centaine ou une unité du troisième ordre; dix centaines forment un mille ou une unité du quatrième ordre; en général, dix unités d'un certain ordre forment une unité de l'ordre suivant. Le tableau suivant contient les noms des unités des différents ordres.
Premier ordre.
Deuxième ordre.
Troisième ordre.
Quatrième ordre.
Cinquième ordre.
Sixième ordre.
Septième ordre.
Huitième ordre.
Neuvième ordre.
Dixième ordre.
Ou lit ce tableau en disant : un, dix, cent, mille. On aurait pu donner un nom nouveau à chacun des ordres suivanls; mais, afin d'éviter un trop grand nombre de mots, on a conservé pour l'unité du cinquième ordre la dénomination dix mille; l'unité du sixième ordre vaut dix fois dix mille ou cent mille ; on a conservé également cette dernière dénomination. Quant à l'unité du septième ordre, qui vaut dix fois cent mille ou mille mille, on lui a donné un nom nouveau million. Puis viennent la dizaine de millions et la centaine de millions; l'unité suivante, qui vaut dix centaines de millions ou mille millions, a été appelée billion ou milliard.
De cette manière, les ordres ont été groupés en classes de trois en trois. Les unités simples, s'assemblant par dizaines et centaines, forment la première classe. Les mille s'assemblent, comme les unités simples, par dizaines et centaines, et forment la seconde classe. Les millions, s'assemblant de même par dizaines et centaines, forment la troisième classe, et ainsi de suite.
On voit que , par la formation des classes, un mot nouveau seulement est nécessaire pour nommer le premier ordre de chaque classe ; les deux autres se désignent à l'aide des mots
Un.
Dix.
Cent.
Mille.
Dix mille.
Cent mille.
Un million.
Dix millions.
Cent millions.
Un billion.
Dix billions.
Cent billions.
Un trillon.
Dix trillons.
4 r « classe.
2 e classe.
3 e classe.
4 e classe.
5 e classe.
dix et cent. Je remarque aussi que les unités des classes successives sont de mille en mille fois plus grandes; ce sont : l'unie simple, le mille, le million, le billion (que Ton nomme aussi milliard), le trillion, le qualrillion, le quintillon, etc.
On appréciera tout l'avantage de ce système de numération en observant que tous les nombres, depuis un jusqu'à un milliard exclusivement, sont nommés au moyen de treize mots seulement.
Irrégularités.
5. J'ai exposé le système de numération décimale dans sa perfection théorique, en n'employant que les mots strictement nécessaires; je vais maintenant faire connaître les modifications que l'usage a consacrées.
i° Les nombres deux dizaines , trois dizaines, quatre dizaines, cinq dizaines, six dizaines, sept dizaines, huit dizaines, neuf dizaines, ont été nommés: vingt, trente, quarante , cinquante, soixante, septante, octanle, nonante.
L'usage a même introduit quelques irrégularités dans ces dénominations. Au lieu de septante, on dit habituellement soixante-dix, abréviation de soixante et dix; au lieu d'octante, on dit quatre vingts, c'est-à-dire quatre fois vingt; au lieu de nonante , on dit quatre-vingt-dix , c'est-à-dire quatre-vingts plus dix.
2° Les nombres dix-un, dix-deux, dix-trois, dix-quatre, dix-cinq, dix-six, portent les noms spéciaux : onze, douze, treize, quatorze, quinze, seize* Au delà commence la nomenclature régulière : dix-sept, dix-huit, dix-neuf, vingt, vingt et un, vingt-deux, vingt-trois, etc.
Exemples.
6. Quand on a disposé, comme nous l'avons dit, les objets que Ton veut compter par collections de dix en dix fois plus grandes, on énonce le nombre des objets en disant combien il y a d'unités de chaque ordre (et il y en a au plus neuf), en commençant par l'ordre le plus élevé et descendant progressivement.
Le nombre six dizaines et quatre unités s'énonce soixantequatre.
Le nombre cinq centaines, six dizaines, et quatre unités, s'énonoe cinq cent soixante-quatre.
Le nombre deux mille, trois centaines, cinq dizaine*, sept unités, s'énonce deux mille trois cent cinquante -sept.
Le nombre quatre dizaines de mille, deux mille, trois centaines, cinq dizaines, sept mités, s'énonce quarante-deux mf/fe trois cent cinquante-sept.
Le nombre huit centaines de mille , deux dizaines de mille, trois mille, cinq centaines , trois dizaines , neuf untfl* , s'énonce huit cent vingt-trois mille cinq cent trente-neuf.
Le nombre quatre dizaines de millions, sept millions , huit centaines de mille, six dizaines de miWe, deux mille, neuf centaines, trois dizaines, cinq unités, s'énonce quarante-sept millions huit cent soixante-deux mille neuf cent trente-cinq.
!V* a nié ration écrite.
T. Nous avons appris à nommer les nombres; nous allons dire maintenant comme on les écrit. Supposons d'abord le nombre écrit au moyen de l'écriture ordinaire. Soit, par exemple, le nombre
QUATRE dif - de mi,u DEUX TROIS « nUine « CINQ dirtin " SEPT wUé,>
Si Ton remarque que les mots un, deux, i rois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, qui indiquent le nombre des unités de chaque ordre se répètent sans cesse, il viendra naturellement à l'idée , afin d'abréger l'écriture , de représenter chacun de ces mots par un signe simple et facile à former. Les caractères ou chiffres, que Ton a adoptés pour représenter les neuf premiers nombres, sont :
A l'aide de ces caractères, le nombre précédent s*écrit
£ dit. de mille mille 3 5 7 an ''*'
Je remarque maintenant que le chiffre 7, qui est au premier rang à partir de la droite, représente des unités du premier ordre; le chiffre 5, qui est au second rang, représente
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des dizaines, c'est-à-dire des unités du second ordre; le chiffre 3, qui est au troisième rang, représente des centaines, c'est-à-dire des unités du troisième ordre; le chiffre 2, qui est au quatrième rang, représente des mille, c'est-à-dire des unités du quatrième ordre; le chiffre 4 , qui est au cinquième rang, représente des dizaines de mille ou des unités du cinquième ordre. En un mot, le rang de chaque chiffre, à partir de la droite, indique Tordre des unités qu'il représente. Il est donc inutile d'écrire le nom de Tordre, le rang du chiffre Tindique suffisamment. De cette manière, le nombre précédent s'écrit simplement
4 2 3 .1 7 Considérons encore le nombre
£ dit. de millions 7 millions g cent, de mille g dis. de mille g mille 9 ce»t. 3 dix. JJ unitf*.
Le rang de chaque chiffre, à partir de la droite, indiquant toujours Tordre des unités, on écrira simplement
8. Comme il arrive souvent que certains ordres d'unités manquent, on a imaginé un nouveau caractère, le chiffre 0, que Ton nomme zéro, et qui, n'ayant aucune valeur par luimême, sert uniquement à remplir les places vacantes. Soit, par exemple, le nombre cinq cent sept, ou cinq centaines et sept unités. Ce nombre ne contient pas de dizaine; on mettra un zéro pour marquer la place des dizaines, et Ton écrira
De cette manière, le chiffre 5, qui représente des centaines ou des unités du troisième ordre, est toujours au troisième rang à partir de la droite . De même, le nombre six cent deux mille cinq, ou six centaines de mille deux mille cinq unités, s'écrira
en marquant par des zéros la place des unités qui manquent.
Cette manière d'écrire les nombres repose , comme on le voit, sur deux idées : 1° invention de neuf caractères ou chiffres servant à désigner les neuf premiers nombres; 2° indication de Tordre des unités par le rang qu'occupe le chiffre à partir de la droite.
On a coutume d'exprimer cette seconde convention en disant qu'un chiffre placé à la gauche d'un autre représente des unités dix fois plus grandes.
Règles.
9. De ce qui précède, on conclut les deux règles pratiques suivantes :
Règle I. Pour écrire en chiffres un nombre énoncé en langage ordinaire, on place successivement à la suite les uns des autres, en allant de gauche à droite, les chiffres qui expriment les nombres de centaines, de dizaines et cTunités de chaque classe, en commençant par la classe la plus élevée et descendant progressivement, et marquant par des zéros la place des unités qui manquent.
Règle II. Pour énoncer en langage ordinaire un nombre écrit en chiffres, si le nombre n'a que trois chiffres au plus, on énonce successivement chaque chiffre à partir de la gauche, en indiquant immédiatement après Vordre des unités. Ainsi les nombres
38, 60, 837, 240, 601, 700, s'énoncent :
trente-huit, soixante, huit cent trente-sept, deux cent quarante, six cent un, sept cents.
Lorsque le nombre donné a plus de trois chiffres, on Vimagine partagé en tranches de trois chiffres à partir de la droite, sauf à n'en laisser qu'un ou deux dans la dernière tranche; puis, commençant par la gauche , on énonce successivement chaque tranche, comme si elle était seule, en indiquant après le nom de la classe.
Soit le nombre
Les trois premiers chiffres 7, 4, 3, en allant de droite à gauche, se rapportent à la classe des unités; les deux suivants à celle des mille. On dira donc : vingt-cinq mille trois cent quarantesept.
Soit, de même, le nombre
Les trois premiers chiffres, en allant de droite à gauche, se rapportent à la classe des unités, les trois suivants à celle des mille, le dernier à celle des millions. On dira donc : quatre millions six cent trente-sept mille cinq cent vingt et un. Soit encore le nombre
La classe des mille manque complètement. On dira : un billion
SOIXANTE-DIX millions TROIS CENT QUATRE.
Exercices.
io Le professeur donnera aux élèves des sacs de graines; les élèves disposeront les graines en collections de dix en dix fois plus grandes; ils diront les nombres et les écriront en chiffres.
2° Lire les nombres suivants :
L'élève dira d'abord la signification de chaque chiffre en £ allant de droite à gauche; puis il lira le nombre.
3° Lire les nombres suivants :
4° Écrire en chiffres les nombres suivants :
Vingt-cinq, vingt, dix, douze, octanle, quatre-vingts, soixante, nonante-neuf, soixante-quinze, quatre-vingt-dixsept, deux cent quarante-six, cent, cent un, huit cent cinquante, neuf cent neuf, mille quatre cent trente-huit, trois mille neuf cent soixante, cinq mille dix, quatre cent mille deux cents, neuf cent mille , neuf cent huit mille sept, trois millions quatre cent cinquante-deux mille neuf cent cinquante-sept, cent millions vingt mille trois, un billion vingt,
CHAPITRE II
ADDITION
DéBnition.
ÎO. L'addition est une opération qui a pour but de réunir plusieurs nombres en un seul. Le résultat s'appelle somme ou total.
On a plusieurs monceaux de noix; si on les réunit en un seul, on fait une addition. On connaît les nombres de noix que renferment les différents monceaux; il s'agit de calculer combien de noix renferme le monceau total.
Je vais examiner différents cas, en commençant par les plus simples.
Addition de deux nombres d'un chiffre.
%%. Je veux, par exemple, additionner les nombres -i et 5. Il est évident que j'arriverai au résultat en ajoutant au nombre 5 chacune des unités qui composent le nombre 4. Je suppose une main fermée, et, partant de 5, j'ajoute successivement l'unité, en ouvrant un doigt à chaque unité ajoutée; quand j'aurai ouvert quatre doigts, je m'arrêterai. Partant de cinq, je dis donc : six, sept, huit, neuf; j'ai ouvert quatre doigts, la somme est 9.
Soit encore à ajouter 8 et 9. Je ferme les deux mains, et, partant de 9, j'ouvre les doigts successivement, en disant:
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dix, onze, douze, treize, quatorze, quinze, seize, dix-sept. J'ai ouvert 8 doigts, je m'arrête, la somme est 47.
A force d'habitude et la mémoire aidant, on finit par dire tout d'un coup :
et 4 font 9, 9 et 8 font 47;
et, pour abréger encore, en sous- entendant le mot font,
5 et 4 9,
9 et 8 47.
On pourrait suivre ce procédé élémentaire pour faire l'addition de deux nombres quelconques, en ajoutant successivement à l'un d'eux chacune des unités qui composent l'autre; mais l'opération deviendrait fort longue si les nombres donnés étaient considérables. Je vais indiquer le procédé au moyen duquel on abrège l'opération.
Addition d'un nombre d'un chiffre à un nombre de plusieurs chiffres.
12. Ajouter 3 à 54. Puisque trois unités ajoutées à quatre unités donnent sept unités, la somme est 57.
Ajouter 8 à 37. Huit et sept font 45 unités, c'est-à-dire cinq unités et une dizaine; cette dizaine ajoutée aux trois dizaines donne quatre dizaines; la somme, se composant de quatre dizaines et de cinq unités, est 45.
Par l'habitude, on dira tout d'un coup.
54 et 3 57,
37 et 8 45.
Addition de nombres quelconques.
1 3 . Additionner les nombres 7638, 5703, 947 et 799.
Je place les nombres proposés les uns au-dessous des autres, de manière que les unités soient sous les unités, les dizaines sous les dizaines, les centaines sous les centaines, les mille
sous les mille, en un mot, de manière que les unités de même ordre soient dans une même colonne verticale.
Je trace sous le dernier nombre un trait horizontal, audessous duquel j'écrirai le résultat.
Pour additionner ces nombres, il suffit d'ajouter successivement les unités simples aux unités simples, les dizaines aux dizaines, les centaines aux centaines, les mille aux mille.
J'additionne donc les unités contenues dans la première colonne de droite; je dis : 8 et 3 font il, il et 7 font 18, 18 et 9 font 27. J'ai 27 unités; ces 27 unités donnent 7 unités que j'écris au-dessous de la colonne des unités, et 2 dizaines que je reporte à la colonne des dizaines.
J'additionne les dizaines contenues dans la seconde colonne; je dis : 2 dizaines reportées et 3 font 5, et 4 font 9, et 9 font 18. Ces 18 dizaines donnent 8 dizaines que j'écris au-dessous des dizaines, et 1 centaine que je reporte à la colonne des centaines.
J'additionne les centaines contenues dans la troisième colonne; je dis : 1 centaine reportée et 6 font 7, et 7 font 14, et 9 font 23, et 7 font 30. Ces 30 centaines donnent 3 mille; j'écris donc 0 sous les centaines, et je reporte 3 mille à la colonne antérieure.
J'additionne les mille : 3 mille reportés et 7 font 10, et 5 font 15. Ces 15 mille donnent 5 mille que j'écris sous les mille, et une dizaine de mille que j'écris à la gauche du chiffre 5. L'addition est terminée; la somme cherchée est 15087. Ainsi :
Règle. Pour additionner plusieurs nombres, on les écrit les uns au-dessous des autres, de manière que les unités de même ordre soient placées dans une même colonne verticale; on trace un trait au-dessous du dernier nombre ; puis, à partir de la droite, on fait successivement la somme des chiffres contenus
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dans chaque colonne verticale : si cette somme ne surpasse pas neuf, on V écrit au-dessous telle qu'on Va trouvée ; si elle surpasse neuf, on n'écrit au-dessous que le chiffre des unités, et on reporte les dizaines à la colonne suivante.
Comme il importe d'opérer aussi rapidement que possible, on effectuera l'addition en disant simplement :
8 et 3 — ii et 7 18 et 9 27; je pose 7, et retiens
2 et 3 — 5 et 4 — 9 et 9 — 48; je pose 8, et retiens
1 et 6 — 7 et 7. ... 14 et 9... 23 et 7. .. 30; je pose 0,
et reliens 3 et 7.... 10 et 5.... 15; je pose 15.
Remarque.
14. L'addition d'une colonne fournit généralement une retenue pour la colonne de gauche; c'est pour cela que Ton commence l'opération par la droite. Si Ton opérait au contraire en allant de gauche à droite, lorsqu'une colonne donnerait une somme plus grande que 9, on serait obligé d'effacer le chiffre précédemment écrit pour l'augmenter de la retenue de la colonne suivante. Ainsi , dans l'exemple précédent, si l'on commençait par la gauche, on dirait : 7 et 5 font 12, je pose 12; la colonne suivante donne pour somme 29, j'écris 9, et, comme il faut reporter les 2 dizaines, j'efface le 2 que je remplace par -4. La troisième colonne donne 16, je pose 6, et je suis obligé d'effacer non-seulement le chiffre 9 que je remplace par 0, mais encore le chiffre 4 que je remplace par 5. On voit donc combien il est utile pour la simplicité de l'opération de commencer par la droite.
Preuve.
1$. On appelle preuve d'une opération une seconde opération qui sert à vérifier l'exactitude de la première. Nous avons additionné chaque colonne verticale en allant de haut en bas; si nous recommençons l'opération en allant de bas en haut, nous devons retrouver le même résultat. Dans l'exemple précédent, la vérification a lieu. Cependant on ne peut
affirmer d'une manière absolue l'exactitude du résultat; car on aurait pu commettre dans les deux opérations des erreurs égales; mais comme cette circonstance est tout à fait exceptionnelle, on regardera comme très-probable l'exactitude du résultat.
Exercices.
lo Un homme a reçu d'une part 7435 francs, d'autre part 1890 francs. Combien a-t-il reçu en tout?
2° On a mélangé 450 kilogrammes de nitre avec 25 kilogrammes de charbon et 25 kilogrammes de soufre, pour faire de la poudre à canon. Combien a-t-on obtenu de poudre?
3° L'Europe contient 468 millions d'habitants, l'Asie 580 millions, l'Afrique 92 millions, l'Amérique 450 millions et l'Océanie 40 millions. Quelle est la population de toute la terre?
4° Une propriété se compose de quatre parties : un pré de 4750 ares, un champ de 937 ares, uu autre champ plus grand que le premier de 420 ares, et enfin un jardin de 89 ares. Quelle est l'étendue totale de la propriété?
CHAPITRE III
SOUSTRACTION
Définition .
16. La soustraction est une opération par laquelle d'un nombre donné on retranche un nombre plus petit.
Le résultat s'appelle reste.
Si d'un monceau de noix on ôte un certain nombre de noix, on fait une soustraction.
La soustraction est l'opération inverse de l'addition : car l'addition consiste à ajouter, la soustraction à retrancher.
Le reste est la différence des deux nombres donnés. Si l'on a, par exemple, deux longueurs, Tune de 9 mètres, l'autre de 4- mètres, et que de la plus grande ou retranche la plus petite, le reste sera évidemment la différence des deux longueurs données.
Je vais, comme pour l'addition, considérer différents cas, en commençant par le plus simple.
Cas oo le plus petit nombre n'a qu'un chiffre et où le plus grand est moindre que le plus petit augmenté de dix.
%7 . Soit à retrancher 4 de 9. Il est clair que j'arriverai au résultat en ôtant de 9 chacune des unités qui composent le nombre 4. Une main étant fermée, j'ôte successivement l'unité, en ouvrant un doigt à chaque unité retranchée; quand j'aurai ouvert quatre doigts, je m'arrêterai. Partant de neuf,
je dis donc : huit, sept, six, cinq; j'ai ouvert 4 doigts, le reste est cinq. Mais il est plus simple de cbercher dans sa mémoire quel est le nombre qui, ajoute à 4, donne 9. On sait que 4 et 5 font 9; donc, si de 9 on retranche 4, il reste 5.
De 15 ôter 8. Je ferme les deux mains, et, partant de 45, je retranche successivement 8 unités, en ouvrant un doigt à chaque unité retranchée, j'arrive ainsi au reste 7. On obtient immédiatement ce résultat en cherchant quel est le nombre qui ajouté à 8 donne 15. On sait que 8 et 7 font 15; donc, si de 15 on retranche 8, il reste 7.
On pourrait effectuer une soustraction quelconque par ce procédé, en retranchant successivement du plus grand nombre donné chacune des unités qui composent le plus petit; mais comme cette opération serait trop longue, on l'abrège de la manière suivante.
Cas général.
18. De 8496 ôter 1432. J'écris le plus petit nombre audessous du plus grand, de manière que les unités de même ordre soient dans une même colonne verticale; je trace un trait horizontal au-dessous duquel j'écrirai le résultat.
Je retranche successivement les unités des unités, les dizaines des dizaines, les centaines des centaines, les mille des mille. Je dis : 2 unités ôtées de 6 unités, il reste 4 unités, que j'écris au-dessous de la colonne des unités; — 3 dizaines ôtées de 0 dizaines, il reste 6 dizaines, que j'écris au-dessous des dizaines; — 4 centaines ôtées de 4 centaines, il ne reste rien, j'écris 0 à la colonne des centaines;— 1 mille ôté de 8 mille,
11 reste 7 mille, que j'écris à la colonne des mille. Puisque toutes les parties du nombre inférieur ont été retranchées du nombre supérieur, la soustraction est effectuée; le reste est
SOUSTRACTION. 1 7
Soit à retrancher 2739 de
Ici se présente une difficulté : on ne peut ôter 9 unités de 6 unités. Pour éviter cet inconvénient, on s'appuie sur ce principe évident, que, lorsqu'on augmente deux nombres d'un même nombre, la différence ne change pas. Au nombre supérieur j'ajoute une dizaine ou dix unités, j'ai alors 46 unités; 9 unités ôtées de 16 unités, il reste 7 unités. J'ai ajouté une dizaine au nombre supérieur; pour que la différence ne change pas, j'ajoute aussi une dizaine au nombre inférieur, et je retranche 4 dizaines de 7 dizaines, il reste 3 dizaines. — Comme on ne peut ôter 7 centaines de 2 centaines, j'ajoute de même au nombre supérieur iO centaines ou un mille, j'ai alors 42 centaines; 7 centaines ôtées de 12 centaines, il reste 5 centaines.— Pour ne pas changer la différence, j'ajoute aussi dix centaines ou un mille au nombre inférieur et je retranche 3 mille de 3 mille, il ne reste rien. Le reste cherché est donc 537.
Afin d'effectuer la soustraction aussi rapidement que possible, on dit simplement :
9 de 46 7; 4 de 7 3; 7 de 12 5; 3 de 3 0.
Soit encore la soustraction suivante :
On dira : 6 de 10.... 4; 10 de 17 7; 4 de 40.... 9; 40 de
de 4.... 0; 0 de
Règle. Pour trouver la différence de deux nombres, on écrit le plus petit nombre au-dessous du plus grand, de manière que les unités de même ordre soient dans une même colonne verticale; puis, à partir de la droite, on retranche successivement chaque chiffre du nombre inférieur du chiffre supérieur carres-
iB LIVRE I. — CHAPITRE III.
pondant, et Von écrit la différence au-dessous. Lorsqu'un chiffre inférieur est plus grand que le chiffre supérieur correspondant, on ajoute dix à ce dernier, en ayant soin d'augmenter, par la pensée, d'une unité le chiffre placé immédiatement à gauche dans le nombre inférieur.
Remarque.
20. Si chacun des chiffres inférieurs était plus petit que le chiffre supérieur correspondant, il serait indifférent d'opérer de gauche adroite ou de droite à gauche; mais comme il n'en est pas toujours ainsi, il est avantageux d'aller de droite à gauche. Si l'on allait de gauche à droite et qu'on rencontrât un chiffre inférieur plus grand que le chiffre supérieur correspondant, on serait obligé d'effacer le chiffre précédemment écrit au résultat pour le diminuer d'une unité.
Preuve.
21. Quand d'un nombre on a retranché un autre, si au reste on ajoute le nombre retranché, il est clair que l'on doit retrouver le premier nombre. Ceci donne un moyen trèssimple de vérifier une soustraction; on additionnera le nombre inférieur et le reste, et Ton verra si l'on reproduit le nombre supérieur.
Vérifions de cette manière Tune des soustractions effectuées précédemment.
Sans rien écrire, on dira : 9 et 7 16, je pose 6 et retiens i,
et 3 A et 3 7, je pose 7; 7 et 5 12, je pose 2 et retiens
i, et 2 3. On retrouve ainsi le nombre supérieur. L'opération est exacte.
SOUSTRACTION
Exercices.
1° Une personne part pour un voyage avec 584 francs; à son retour elle n'a plus que 157 francs. Combien a-t-elle dépensé ?
2° Une personne née en 1789 est morte en 1832. Quel était
son âge ?
3° Un vase vide pèse 408 grammes; plein d'alcool, il pèse 2015 grammes. Quel est le poids de l'alcool contenu dans le vase?
4° La plus haute montagne du globe, dans l'Himalaya, en Asie, a 8588 mètres d'élévation au-dessus du niveau de la mer; le mont Blanc, en Europe, a 4810 mètres d'élévation. De combien la première montagne sur passe-t- elle la seconde?
5° Le rayon qui va du centre de la terre au pôle est de 6356324 mètres; celui qui va à l'équateur est plus grand ; il est de 6376984 mètres. Calculez la différence, ou l'aplatissement de la terre à chaque pôle.
6° La terre, dans son mouvement annuel autour du soleil, n'est pas toujours à la même distance du soleil; la plus grande distance est de 35183000 lieues, la plus petite de 34017200 lieues. Quelle est la différence?
CHAPITRE IV
Définition.
. La multiplication consiste à répéter un nombre nommé multiplicande autant de fois qu'il y a d'unités dans un autre nombre nommé multiplicateur. Le résultat s'appelle produit.
Ainsi, multiplier 9 par 5, c'est répéter le nombre 9 cinq fois. 9 est le multiplicande ou le nombre que Ton multiplie ; 5 est le multiplicateur, ou le nombre qui indique combien de fois il faut répéter le multiplicande.
Si Ton a plusieurs monceaux renfermant chacun le même nombre de noix, et si on les réunit en un seul, on fait une multiplication. Le monceau total est \c produit de la multiplication.
La multiplication, comme on le voit, n'est autre chose que l'addition de plusieurs nombres égaux entre eux. Pour multiplier 9 par 5, j'écris donc le nombre 9 cinq fois.
et j'additionne; j'obtiens le produit 45.
Mais si les nombres étaient plus grands, s'il s'agissait, par exemple, de multiplier 258 par 36, l'addition deviendrait très» longue; car il faudrait écrire 36 fois le multiplicande. Je vais expliquer comment on parvient à simplifier l'opération.
Table de multiplication.
33 . Il est nécessaire de savoir d'abord par cœur les produits que l'on obtient en multipliant les neuf premiers nombres les uns par les autres deux à deux; tous ces produits sont inscrits dans la table suivante, dont on attribue l'invention à Pythagore.
Voici comment on forme cette table :
J'écris sur une même ligne horizontale les neuf premiers nombres. J'ajoute chacun de ces nombres à lui-même, en disant : 1 et 1 font 2, 2 et 2 font 4, 3 et 3... 6,4et4.... 8, 5 et 5... 10, 6 et 6... 12, 7 et 7... 14, 8 et 8 .. 16, 9 et 9... 18, et j'écris les résultats dans une seconde ligne horizontale au-dessous de la première. Cette seconde ligne renferme, comme on le voit, les neuf premiers nombres répétés deux fois, c'est-à-dire les produits des neuf premiers nombres par 2.
A la seconde ligne j'ajoute la première, en disant : 2 et 1... 3, 4 et 2... 6, 6 et 3... 9, etc.; et j'écris les résultats dans une troisième ligne horizontale. A deux fois chacun des neuf pre-
miers nombres, j'ai ajouté une fois ces mêmes nombres, j'ai ainsi trois fois ces nombres; la troisième ligne con lient donc les produits des neuf premiers nombres par 3.
A la troisième ligne j'ajoute de même la première, en disant : 3 et 1... 4, 6 et 2.... 8,9 et 3... 42, etc. ; et j'écris les résultats dans une quatrième ligne horizontale. A trois fois chacun des neuf premiers nombres j'ai ajouté une fois ces mêmes nombres, j'ai ainsi quatre fois ces nombres ou leurs produits par 4.
On continuera de la sorte à ajouter aux nombres de la dernière ligne obtenue les nombres correspondants de la première, jusqu'à ce qu'on soit arrivé aux produits des neuf premiers nombres par 9. Alors on s'arrêtera, la table est complète, elle renferme tous les produits que l'on obtient en multipliant les neuf premiers nombres les uns par les autres deux à deux.
Les nombres contenus dans une même colonne verticale sont les produits du nombre placé en tête de celte colonne par chacun des neuf premiers nombres; les nombres contenus dans une même ligne horizontale sont les produits des neuf premiers nombres par le nombre placé en avant. Si donc on veut trouver dans la table un produit, le produit de 7 par 3, par exemple, on regardera la colonne verticale qui commence par 7, et la ligne horizontale qui commence par 3; le nombre 21, placé au point où se croisent les deux lignes, est le produit cherché.
Par analogie, on dit qu'on multiplie un nombre par l'unité quand on écrit ce nombre lui-même ; de cette manière, la première ligne horizontale contient les produits des neuf premiers nombres par l'unité.
Il est nécessaire d'apprendre par cœur la table de multiplication ; on l'énonce ainsi :
2 fois 1.... 2, 2 fois 2.... 4, 2 fois 3.... 6,.... 2 fois 9.... 18.
3 fois 1.... 3, 3 fois 2.... 6, 3 fois 3.... 9,... 3 fois 9.... 27.
9 fois 1.... 9, 9 fois 2.... 48, 9 fois 3.... 27,.... 9 fois 9.... 81 .
anjjjmicATioN,
Multiplication d'un nombre de plusieurs chiffres par un nombre d'un chiffre.
24. Soit à multiplier 497 par 6. L'opération consiste à répéter le multiplicande six fois; je répéterai six fois les unités, puis les dizaines, puis les centaines. J'écris le multiplicateur au-dessous du multiplicande,
et je souligne. Je dis : six fois 7 unités font 42 unités, j'écris 2 unités sous la colonne des unités, et je retiens 4 dizaines; six fois 9 dizaines font 54 centaines, et 4 dizaines retenues font 58 dizaines, j'écris 8 dizaines sous Ja colonne des dizaines, et je retiens 5 centaines; six fois 4 centaines font 24 centaines, et 5 centaines retenues font 29 centaines, j'écris 9 centaines et 2 mille. Le produit est 2982.
On effectuera rapidement l'opération en disant : 6 fois 7.... 42, je pose 2 et retiens 4; 6 fois 9... 54 et 4.... 58, je pose 8 et retiens 5; 6 fois 4.... 24 et 5.... 29, je pose 29. Le produit est
Oq commence l'opération par la droite, à cause des retenues ; la raison en est la même que pour l'addition.
Multiplication d'un nombre quelconque par 40, 100, 1000, etc.
35. Proposons-nous d'abord de multiplier le nombre 5637 par 10. Il s'agit de répéter ce nombre dix fois, c'est-à-dire de le rendre dix fois plus grand; il suffit pour cela de mettre un zéro à sa droite, ce qui donne 56370. En effet, le chiffre 7, qui était placé au premier rang et exprimait des unités, est maintenant placé au second rang et exprime des dizaines, c'est-à-dire des unilés dix fois plus grandes. Le chiffre 3, qui était placé au second rang et exprimait des dizaines, est maintenant placé au troisième rang et exprime des centaines, c'est-à-dire des unités dix fois plus grandes, et ainsi de suite. Chaque partie du nombre étant devenue dix fois plus grande, le nombre lui-même est devenu dix fois plus grand.
Proposons maintenant de multiplier le nombre 5637 par 400. Il s'agit de répéter ce nombre cent fois, c'est-à-dire de le rendre cent fois plus grand ; il suffit pour cela de mettre deux zéros à sa droite, ce qui donne 563700. En effet, le chiffre 7, qui était placé au premier rang et exprimait des unités, est maintenant placé au troisième rang et exprime des centaines, c'est-à-dire des unités cent fois plus grandes. Le chiffre 3, qui était placé au second rang et exprimait des dizaines, est maintenant placé au quatrième rang et exprime des mille, c'est-àdire des unités cent fois plus grandes, et ainsi de suite. Chaque partie du nombre étant devenue cent fois plus grande, le nombre lui-même est devenu cent fois plus grand.
On verrait de même que pour multiplier le nombre 3637 par 1000, il suffit de mettre trois zéros à sa droite, ce qui donne 5637000. Car le chiffre 7, qui exprimait des unités, exprime maintenant des mille; le chiffre 3, qui exprimait des dizaines, exprime maintenant des dizaines de mille, etc.
Ainsi, pour multiplier un nombre par 40, 400, 4000...., il suffit d'écrire à sa droite un, deux, trois.... zéros.
Multiplication de deux nombres quelconques.
26. Soit à multiplier 5637 par 258. J'écris le multiplicateur au-dessous du multiplicande, et je trace un trait horizontal.
Multiplier 5637 par 258, c'est répéter le multiplicande deux cent cinquante-huit fois, ou bien, c'est le répéter huit fois, plus cinquante fois, plus deux cents fois.
Je répète d'abord le multiplicande huit fois; j'ai le premier produit partiel 45096, que j'écris sous le trait horizontal.
Je répète maintenant le multiplicande cinquante fois. Mais 50, c'est 5 fois dix. On répétera donc le multiplicande cin-
quante fois, en le répétant d'abord dix fois, et répétant ensuite le résultat cinq fois. Pour répéter le multiplicande dix fois, il suffit, comme nous l'avons vu, de mettre un zéro à sa droite, ce qui donne 56370. Il faut ensuite répéter ce résultat cinq fois, c'est-à-dire le multiplier par 5; on a ainsi le second produit partiel 281850, que Ton écrit au-dessous du premier.
Je répète enfin le multiplicande deux cents fois. Mais 200, c'est deux fois cent. On répétera donc le multiplicande deux cents fois, en le répétant d'abord cent fois, et répétant ensuite le résultat deux fois. Pour répéter le multiplicande cent fois, il suffit de mettre deux zéros à sa droite, ce qui donne 563700; il faut ensuite répéter ce résultat deux fois, c'est-à-dire le multiplier par 2; on a ainsi le troisième produit partiel H27400, que Ton écrit au-dessous du second.
Ayant obtenu les trois produits partiels, on les additionne, et l'on trouve ainsi le produit demandé 1454346.
97 '. On obtient le premier produit partiel en multipliant le multiplicande par le premier chiffre 8 du multiplicateur. On obtiendra évidemment le second en multipliant le multiplicande par 5, ce qui donne 28185 et mettant un zéro à la droite; niais on peut se dispenser d'écrire ce zéro, en plaçant ce nombre 28185 de manière que son premier chiffre 5 se trouve dans la colonne des dizaines. On obtiendra de même le troisième produit partiel en multipliant par 2, ce qui donne 11274 et mettant deux zéros à la droite; mais on se dispensera d'écrire les zéros en plaçant ce nombre H 274 de manière que son premier chiffre 4 soit dans la colonne des centaines.
L'opération est disposée de la manière suivante :
On opère en disant: 8 fois 7.. ..56, je pose 6 (dans la colonne des unités) et retiens 5; 8 fois 3....21 et 5.... 29, je pose 9 et
retiens 2; 8 fois 6.... 48 et 2..., 50, je pose 0 et retiens 5; 8 fois 5.... 40 et 5 ... 45; je pose 45,
5 fois 7.... 35, je pose 5 (dans la colonne des dizaines) et retiens 3; 5 fois 3.... 15 et 3.... 18, je pose 8 et retiens!; 5 fois 6.... 30etl.,.. 31, je pose 1 et retiens 3; 5 fois 5.... 25 et 3.... 28, je pose 28.
2 fois 7.... 14, je pose 4 (dans la colonne des centaines) et retiens 1; 2 fois 3.... 6 et 4.... 7, je pose 7; 2 fois 6.... 12, je pose 2 et retiens 1 ; 2 fois 5.... 10 et 1 .... U, je pose 11.
J'additionne : le produit demandé est 1454346. Nous pouvons maintenant formuler la règle générale de la multiplication.
Règle. Pour multiplier deux nombres quelconques, on écrit le multiplicateur sous le multiplicande; on souligne; puis on multiplie le multiplicande successivement par chacun des chiffres du multiplicateur, en ayant soin d'écrire le premier chiffre de chaque produit partiel sous le chiffre du multiplicateur qui Va fourni. Ensuite on additionne les produits partiels.
£§. J'applique cette règle à l'exemple suivant :
U n'y a pas à s'occuper des zéros qui se trouvent au multiplicateur; on multipliera d'abord par 7, puis par 5 et par 3, en ayant soin d'écrire le premier chiffre de chaque produit partiel sous le chiffre du multiplicateur qui Ta fourni. On dira donc : 7 fois 6.... 42, je pose 2 (sous le chiffre 7) et reliens 4; 7 fois 4.... 28 et 4.... 32, je pose 2 et retiens 3, etc.
5 fois 6.... 30, je poseO (sous le chiffre 5) et retiens 3; 5 fois 4.... 20 et 3.... 23, etc.
3 fois 6.... 18, je pose 8 (sous le chiffre 3) et retiens \, etc. Quand on effectue un produit partiel, il y a avantage, à cause
des retenues, à aller de droite à gauche dans le multiplicande. Mais on peut prendre les chiffres du multiplicateur dans un ordre quelconque; cependant, pour plus de régularité, on s'avance aussi de droite à gauche dans le multiplicateur.
Propriétés de» produits.
29. Il est clair que si Ton augmente Je multiplicande sans changer le multiplicateur, le produit augmente; car en répétant un même nombre de fois un nombre plus grand, on doit trouver un résultat plus grand. Si, par exemple, on rend le multiplicande deux fois plus grand, comme on répèle le même nombre de fois un nombre deux fois plus grand , le produit devient aussi deux fois plus grand. De même, quand on diminue le multiplicande, le produit diminue; si le multiplicande devient deux ou trois fois plus petit, le produit devient luimême deux ou trois fois plus petit.
La même chose a lieu quand on change le multiplicateur sans changer le multiplicande. Si l'on augmente le multiplicateur, on répète un plus grand nombre de fois un même nombre, ce qui donne un résultat plus grand. Si, par exemple, le multiplicateur devient deux fois plus grand, comme on répète le même nombre deux fois plus, on a un produit deux fois plus grand.
Ainsi 21 étant trois fois plus grand que 7, le produit de 21 par 4 est trois fois plus grand que celui de 7 par 4. De même, 12 étant trois fois plus grand que 4, le produit de 7 par 12 est aussi trois fois plus grand que celui de 7 par 4.
Des signes abréviatifs.
30. On a imaginé des signes abréviatifs pour indiquer les opérations de l'arithmétique. Le signe -f- signifie plus, le signe — signifie moins, le signe x multiplié par. Ainsi
5 plus 3 s'écrit 5 + 3,
5 moins 3 5 — 3,
5 multiplié par 3 5 X 3.
Le signe =, que l'on prononce égale, indique l'égalité de deux nombres.
Ainsi on écrira
prononcez: 5 plus 3 égale 8; 5 moins 3 égale 2; 5 multiplié par 3 égale 45.
L'expression
indique qu'il faut multiplier 5 par 4, ce qui donne 20, qu'il faut multiplier ensuite 20 par 3, ce qui donne 60; et enfin 60 par 7, ce qui donne 420. Les nombres 5, 4, 3, 7, qui, dans cetle suite de multiplications, servent à former le produit Anal, s'appellent les facteurs du produit.
Le produit de plusieurs nombres ue change pas quand on intervertit
Tordre des facteurs.
31. Considérons d'abord un produit de deux facteurs 5x3. Pour figurer ce produit, écrivons 5 unités sur une même ligne horizontale et répétons trois fois cetle ligne.
Puisque chaque ligne horizontale contient cinq unités, et qu'il y a trois lignes semblables, le nombre total des unités contenues dans le tableau égale 5 répété trois fois, c'est-à-dire 5x3. D'autre part, on peut compter par colonnes verticales; chacune d'elles contient 3 unités; il y a 5 colonnes semblables; donc le nombre total des unités contenues dans le tableau égale 3 répété cinq fois, c'est-à-dire 3x5. Ainsi, le même tableau, évalué d'une façon ou de l'autre, donne 5 x 3 ou 3 x 5. Il en résulte que les deux produits 5 x 3 ou 3 x 5 sont égaux entre eux; donc le produit de deux facteurs ne change pas quand on intervertit l'ordre des facteurs.
Soit un produit de trois facteurs 5x4x3. Écrivons
le nombre 5 quatre fois sur une même ligne horizontale, et répétons cette ligne trois fois.
Chaque ligne horizontale , se composant du nombre 5 répété quatre fois, vaut 5x4; comme il y a trois lignes, on a en tout 5x4x3. D'autre part, chaque colonne verticale, se composant du nombre 5 répété trois fois, vaut 5x3; comme il y a quatre colonnes, on a en tout 5x3x4. Ainsi, le même tableau, évalué d'une façon ou de Fautre , donne 5 x 4 x 3 ou 5 X 3 x 4. Il en résulte que le produit de trois facteurs ne change pas quand on intervertit l'ordre des deux derniers.
33. Considérons maintenant un produit d'un nombre quelconque de facteurs
Je vais démontrer que Ton peut intervertir deux facteurs consécutifs quelconques. On peut d'abord intervertir les deux premiers; car le produit 5 x 4 ou 4 x 5 de ces deux premiers facteurs étant le même, comme on le multiplie ensuite par les mêmes facteurs 3, 7, 2, on arrivera évidemment au même produit final. On peut de même intervertir le second et le troisième; car le produit 5x4x3 ou 5x3x4 de ces trois premiers facteurs restant le même, comme on le multiplie ensuite par les mêmes facteurs 7 et 2, le produit final ne sera pas changé.
Regardons comme effectué le produit des deux premiers facteurs 5 x 4, ce qui donne
puisqu'on peut intervertir les deux facteurs 3 et 7, qui occupent alors le second et le troisième rang, on pourra les intervertir aussi dans l'expression proposée.
De même , si l'on suppose effectué le produit des trois premiers facteurs, ce qui donne
on voit que Ton peut intervertir Tordre des deux derniers.
Une fois que Ton a établi le changement de deux facteurs consécutifs quelconques, il est aisé de voir que Ton peut disposer les facteurs dans tel ordre qu'on voudra. On veut, par exemple, amener le facteur 2 au premier rang; on le fera d'abord passer au quatrième rang, en changeant Tordre des deux derniers facteurs; on le fera ensuite passer au troisième rang, en changeant Tordre du troisième et du quatrième facteur, et ainsi de suite. Puisqu'on amène chaque facteur à une place quelconque, il est clair que l'on peut disposer les facteurs dans tel ordre que Ton voudra sans changer la valeur du produit.
Pour multiplier un nombre par un produit de plusieurs facteurs, il suffit de multiplier successivement par les facteurs de ce produit.
34. On veut, par exemple, multiplier 5 par le nombre 12, qui est le produit des deux facteurs 4 et 3; ceci revient à multiplier 5 par 4 et le résultat par 3. En effet, si Ton répète le nombre 5 quatre fois, et si Ton répète ensuite le résultat trois fois, il est clair qu'on aura répété le nombre 5 trois fois quatre fois, c'est-à-dire douze fois. Ainsi, au lieu de dire 12 fois 5 font 60, on pourra dire : 4 fois 5 font 20, 3 fois 20 font 60.
Pour mettre ce principe bien en évidence, considérons le tableau suivant :
chaque ligne horizontale contient quatre fois le nombre 5> et il y a trois lignes semblables ; le nombre 5 est donc répété trois fois quatre fois, c'est-à-dire douze fois. Ainsi, on répète le nombre 5 douze fois, en le répétant d'abord quatre fois, puis répétant ce résultat trois fois.
Supposons maintenant que Ton veuille multiplier 5 par le nombre 24 , qui est le produit des trois facteurs 4 , 3, 2; ceci revient à multiplier d'abord par 4, puis par 3 et enfin par 2. En effet, si l'on répète d'abord le nombre 5 quatre fois et le résultat trois fois, on Taura répété douze fois, comme nous
l'avons dit; si l'on répète ensuite le résultat deux fois, on aura répété le nombre 5 deux fois douze fois, c'est-à-dire vingt-quatre fois. Ainsi au lieu de dire 24 fois 5, on dira : 4 fois 5 font 20, 3 fois 20 font 60, 2 fois 60 font 120; donc 24 fois 5 font 120.
On peut aussi démontrer ce principe de la manière suivante : Considérons le produit.
en changeant Tordre des facteurs, ce qui est permis, on écrira
si Ton effectue le produit des deux premiers facteurs, on aura 12x5 ou 5 x 12; donc
On voit par là que l'on multiplie un nombre par 12 en le multipliant successivement par 4 et 3.
Considérons encore le produit
En changeant l'ordre des facteurs, on l'écrira
si Ton effectue le produit des trois premiers facteurs, on aura 24 x 5 ou 5 x 24. Donc
On voit par là que l'on multiplie un nombre par un produit de trois facteurs en le multipliant successivement par chacun d'eux.
Remarques.
35. En général, dans un produit de facteurs, on peut grouper plusieurs facteurs à volonté. D'abord, si les facteurs que Ton veut combiner sont au commencement, comme l'expression elle-même indique qu'il faut les multiplier, on pourra effectuer cette multiplication et remplacer ainsi ces facteurs par leur produit. Si les facteurs ne sont pas au commencement, on supposera qu'ils y soient amenés, et on les remplacera par leur produit; ce produit pourra être mis ensuite à un rang quelconque.
Ces combinaisons de facteurs abrègent singulièrement les
calculs; on demande, par exemple, la valeur du produit
Si Ton effectuait les multiplications dans Tordre indiqué, le calcul serait très-long; mais je remarque que 2 fois 5 font 10, que 4 fois 25 font 100 ; je groupe donc les facteurs 2 et ! 5, 4 et 25, 7 et 9, l'expression proposée se réduit à
Réciproquement, on peut décomposer un facteur en plusieurs autres plus simples. Soit le produit
je remplace 35 par 7 x 5, 15 par 3 x 5, 8 par 2 x 2 x 2,
50 par 5X10, j'ai
51 Ton groupe ensuite chaque facteur 5 avec un facteur 2, le produit se réduit à
36. Lorsque les facteurs d'un produit sont terminés par des zéros, on supprime ces zéros dans le calcul, puis on ajoute à la droite du produit autant de zéros qu'on en a supprimé dans les différents facteurs. Soit, par exemple,
En remplaçant 246000 par 246 x 1000 et 4700 par 47 x 100, on a 246 X 47 X 100000 = 1156200000.
Il suffit de multiplier 246 par 47 et d'ajouter cinq zéros à la droite du produit.
Preuve.
37. On sait que le produit ne change pas quand on change Tordre des facteurs. Quand on aura effectué une multiplication, si Ton veut vérifier les calculs , on recommencera Topération en prenant pour multiplicande le nombre qui servait précédemment de multiplicateur, et réciproquement; on devra retrouver le même résultat.
Exercices.
i° Combien coûtent 6 mètres de drap à 25 francs le mètre? Il faut répéter six fois le prix du mètre ; c'est une multiplication dans laquelle 25 est le multiplicande, 6 le multiplicateur. Réponse : 450 francs.
2<> Un employé reçoit 247 francs par mois. Quel est son traitement annuel?
Le traitement de Vannée est égal à 42 fois le traitement d'un mois; il faut donc multiplier 247 par 12.
Réponse : 2964 francs.
3° Une locomotive parcourt 13 lieues par heure. Quelle distance parcourra-t-elle en 7 heures?
Il est clair qu'elle parcourt en 7 heures une distance 7 fois plus grande que celle qu'elle parcourt en une heure; il faut multiplier 13 par 7.
Réponse : 91 lieues.
4° On sait que le son parcourt 340 mètres par seconde. Le bruit du tonnerre a été entendu 17 secondes après l'apparition de l'éclair. On demande à quelle distance est situé le nuage orageux.
On néglige le temps qu'emploie la lumière produite par l'éclair pour venir du nuage jusqu'à Vœil de l'observateur, temps qui est extrêmement petit. La distance cherchée est le chemin que parcourt le son en il secondes; il faut multiplier 340 par 17.
Réponse : 5780 mètres.
5° On sait qu'il y a 24 heures dans un jour, 60 minutes dans une heure, 60 secondes dans une minute. On demande combien il y a de minutes et de secondes dans un jour.
Réponse : 1440 minutes ou 86400 secondes.
6° Combien y a-t-il de secondes dans 8 heures 42 minutes P>6 secondes?
On réduira d'abord les heures en minutes, 8 heures valent 8 fois 60 minutes ou 480 minutes ; ajoutant les 42 minutes, on a 522 minutes. On réduira ensuite ces minutes en secondes de
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la même manière, et on ajoutera les 56 secondes, ce qui donne 31376 secondes.
7° Une roue d'une usine fait 4 tours par seconde. On demande combien de tours elle fait en 8 heures 42 minutes 56 secondes.
En réduisant le temps en secondes, comme on Va dit, on trouve 31376 secondes; il faut ensuite multiplier 4 tours par 31376; mats ici il est plus simple de multiplier 31376 par 4.
Réponse : 125504.
8° Une fontaine donne 45 litres d'eau par minute. Combien en donne-t-elle par jour?
Réponse : 21600 litres.
9° La circonférence a été partagée en 360 degrés, le degré en 60 minutes, la minute en 60 secondes. Combien la circonférence contient-elle de minutes. et de secondes?
Réponse : 21600 minutes ou 1296000 secondes.
10° La circonférence de la terre contient 360 degrés; chaque degré vaut 25 lieues communes ou 20 lieues marines. On demande combien il y a de lieues de Tune et l'autre espèce dans le tour de la terre.
Réponse : 9000 lieues communes ou 7200 lieues marines.
11° Le soleil est 1384500 fois plus gros que la terre, tandis que la lune est 80 fois plus petite que la terre. Combien de fois le soleil est-il plus gros que la lune?
Réponse: 10760000 fois.
12° Le rayon du globe terrestre est de 1432 lieues de 25 au degré; la distance du soleil à la terre est de 24000 rayons terrestres. Quelle est la dislance de la terre au soleil?
Réponse : 34000000 lieues environ.
13° La lumière parcourt 70000 lieues par seconde. A quelle distance de la terre serait situé un astre dont la lumière mettrait un jour pour venir jusqu'à nous?
Réponse : 6048000000 lieues.
CHAPITRE V
Définition.
3 §. La division a pour but de chercher combien de fois un nombre nommé diviseur est contenu dans un autre nombre nommé dividende. Le résultat s'appelle quotient.
Ainsi, diviser 28 par 7, c'est chercher combien de fois 7 est contenu dans 28. Il est clair que la division revient à une série de soustractions successives; car, si du dividende on retranche le diviseur autant de fois qu'il est possible, on trouvera le quotient. Du dividende 28 je retranche le diviseur 7 une première fois, il reste 21 ; je le retranche une seconde fois, il reste 44; une troisième fois, il reste 7; enfin une quatrième fois, il ne reste plus rien. Ainsi le diviseur 7 est contenu 4 fois exactement dans le dividende 28 ; le quotient cherché est 4.
Mais le diviseur n'est pas toujours contenu exactement dans le dividende; dans ce cas, le dividende contient le diviseur un certain nombre de fois, plus un reste plus petit que le diviseur. Soit à diviser 31 par 7; de 31 je retranche 7 une
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première fois, il reste 24; une secjonde fois, il reste 17; une troisième fois, il reste 10 ; une quatrième fois, il reste 3. Ainsi le diviseur est contenu 4 fois dans le dividende, et il y a un reste 3.
Nous avons effectué la division par des soustractions successives; mais si le diviseur était contenu dans le dividende un grand nombre de fois, ce moyen deviendrait extrêmement long; il importe donc de chercher un procédé plus rapide : je vais indiquer ce procédé en commençant par les cas les plus simples.
Cas où le diviseur n'a qu'un chiffre, le dividende étant moindre que
dix fois le diviseur.
39. Ce cas n'offre aucune difficulté; sachant par cœur la table de multiplication, on verra de suite combien de fois le diviseur est contenu dans le dividende.
Soit à diviser 28 par 7. On sait que 4 fois 7 font 28; donc 28 contient 7 quatre fois ; le quotient est 4.
Diviser 31 par 7. On sait que 4 fois 7 font 28, et que 5 fois 7 font 35. Donc le dividende 31 contient 7 quatre fois, et il y a un reste 3.
Et même, on dira immédiatement :
20 contient 5 4 fois.
63 contient 7 9 fois.
32 contient 6 5 fois, plus un reste 2.
77 contient 8 Q fois, plus un reste 5.
Cas où le diviseur a plusieurs chiffres, le diviseur étant moindre que
dix fois le diviseur.
Soit à diviser 2963 par
Le dividende étant plus petit que 4850, ou que dix fois le diviseur, le quotient n'a qu'un chiffre. Il s'agit de trouver combien de fois le diviseur est contenu dans le dividende. Le diviseur se compose de 4 centaines et en outre de dizaines et d'unités; négligeons d'abord ces deux derniers chiffres et cherchons combien de fois les 4 centaines du diviseur sont contenues dans le dividende. Il suffit pour cela de chercher combien de fois les 4 centaines du diviseur sont contenues dans les 29 centaines du dividende, c'est-à-dire combien de fois 4 est contenu dans 29. Or, 29 contient 4 sept fois; le dividende contient donc 7 fois le nombre 400 ; il contiendra au plus 7 fois le diviseur proposé 485, qui est plus grand que 400; mais il est possible qu'il ne le contienne pas ce nombre de fois. On essayera donc 7 ; pour cela on multipliera le diviseur par 7 et on verra si le produit est contenu dans le dividende : sept fois 485 font 3395, nombre plus grand que le dividende ; donc le diviseur n'est pas contenu 7 fois dans le dividende. On essayera 6; six fois 485 font 2910, nombre contenu dans le dividende. Ainsi le dividende contient 6 fois le diviseur, plus un reste 53.
Soit encore à diviser 32845 par 6789.
Réduisons le diviseur à son premier chiffre de gauche 6, et cherchons combien de fois les 6 mille du diviseur sont contenus dans le dividende; il suffit pour cela de chercher combien de fois les 6 mille du diviseur sont contenus dans les 32 mille du dividende, c'est-à-dire combien de fois 6 est contenu dans 32. Or, 32 contient 6 cinq fois ; le dividende contient donc 5 fois
le nombre 6000; il contiendra au plus 5 fois le nombre plus grand 6789 ; mais il 66l possible qu'il ne le contienne pas ce nombre de fois. Essayons 5 ; cinq fois 6780 font 33945, nombre plus grand que le dividende ; donc le diviseur n'est pas contenu 5 fois dans le dividende; essayons 4 : quatre fois 6789 font 27156, nombre contenu dans le dividende. Ainsi le dividende contient 4 fois le diviseur, plus un reste 5689, moindre que le diviseur.
De ce que nous venons de dire, on conclut la règle suivante :
Règle l.—Pour faire la division lorsque le diviseur est plus petit que dix foi* le dividende, on cherche combien de fois le chiffre des plus hautes unités du diviseur est contenu dans la partie de même ordre du dividende, et l'on essaye le chiffre ainsi obtenu; si le produit du diviseur par ce chiffre est contenu dans le dividende, ce chiffre est bon; sinon, on essaye le chiffre inférieur d'une unité, et on continue les essais jusqu'à ce qu'on trouve un produit contenu dans le dividende.
41. Dans la pratique, avec un peu d'habitude, on parvient à effectuer très-rapidement les essais. Reprenons la division de 2963 par 485. Les 4 centaines du diviseur sont contenues 7 fois dans les 29 centaines du dividende; mais on voit de suite que ce chiffre 7 est trop fort, parce que 7 fois les 8 dizaines du quotient font 56 dizaines, ce qui donne une retenue de 5 centaines, qui, ajoutées à 7 fois les 4 centaines du diviseur ou à 28 centaines, font 33 centaines, nombre plus grand que le dividende. On essayera le chiffre 6, qui est bon.
De même dans la division de 32845 par 6789. Les 6 mille du diviseur sont contenus 5 fois dans les 32 mille du dividende; mais on voit de suite que. ce chiffre 5 est trop fort, parce que 5 fois 7 centaines donnent 3 mille, qui, ajoutés à 5 fois 6 ou à 30 mille, font 33 mille, nombre plus grand que le dividende. On essayera le chiffre 4, qui est bon.
Prenons encore quelques exemples. Soit à diviser 16784 par 294^. Les 2 mille du diviseur sont contenus 8 fois dans les 16 mille du dividende, mais le chiffre 8 est trop fprt,
parce que 8 fois les deux mille du diviseur font déjà 16 mille et que 8 fois les 9 centaines donnent encore des mille ; le chiffre 7 est aussi trop fort, parce que 7 fois 9 centaines font 63 centaines, ce qui donne 6 mille, qui, ajoutés à 7 fois 2 ou à 14 mille, font 20 mille ; 6 est encore trop fort, parce que
6 fois 9 centaines donnent 5 mille, qui, ajoutés à 6 fois 2 ou 12, font 17 mille. On essayera le chiffre 5; cinq fois le diviseur font 14725, nombre contenu dans le dividende. Le chiffre 5 est bon, le dividende contient 5 fois le diviseur, plus un reste 2059, moindre que le diviseur.
Soit à diviser 14325 par 1936. Le mille du diviseur est contenu 14 fois dans les 14 mille du dividende. Mais cette première opération n'apprend rien; car, le dividende étant moindre que 19360 ou que dix fois le diviseur, on sait que le quotient ne peut surpasser 9. On essayera donc immédiatement 9; ce chiffre est trop fort, parce que 9 fois 9 centaines donnent 8 mille, qui, ajoutés à 9 mille, font 17 mille; le chiffre 8 est aussi trop fort, parce que 8 fois 9 centaines donnent
7 mille, qui, ajoutés à 8 mille, font 15 mille. On essayera 7; sept fois le diviseur font 13552, nombre contenu dans le dividende; le chiffre 7 est bon ; le dividende contient 7 fois le diviseur, plus un reste 773, moindre que le diviseur.
Division de deux nombres quelconques.
4$, Soit à diviser 1739845 par 738.
Pour faciliter le raisonnement, je forme d'abord un tableau renfermant les produits du diviseur par les neuf premiers nombres, et j'observe que ce tableau peut être calculé par additions successives comme la table de multiplication; en ajoutant 738 à 738, on a deux fois le diviseur, soit 1476; en ajoutant 738 à ce nombre, on a trois fois le diviseur, soit 2214; en ajoutant 738 à ce dernier nombre, on a 4 fois le diviseur, etc.
Ce tableau étant formé, je sépare sur la gauche du dividende autant de chiffres qu'il en faut pour avoir un nombre contenant le diviseur au moins une fois, mais ne le contepant pasd^x fois. Comme les trois premiers chiffres donnent ici un
nombre 173 fois plus petit que le diviseur, je prends un chiffre de plus, ce qui fait 1739.
Ce nombre 1739, séparé sur la gauche du dividende, exprime des mille. Je cherche combien de fois ce nombre 1739 contient le diviseur; à l'inspection du petit tableau dont nous avons parlé, on voit de suite qu'il le contient 2 fois. Puisque le diviseur est contenu deux fois dans le nombre 1739, il est contenu 2 mille fois dans le nombre 1739 mille qui est mille fois plus grand, et par conséquent dans le dividende proposé; j'écris donc 2 mille au quotient.
Je retranche du dividende 2 mille fois le diviseur. Deux fois le diviseur font 1476; deux mille fois le diviseur font 1476 mille; si Ton retranche ces 1476 mille des 1739 mille du dividende, il reste 263 mille. Si Ton retranche du dividende lui-même, il reste 263845.
Je cherche maintenant combien de fois ce reste 263845 contient encore le diviseur. Pour cela je considère le nombre 263845 comme un second dividende, sur lequel je raisonne comme sur le dividende proposé. Je sépare sur la gauche de ce nombre les 2638 centaines, et je cherche combien de fois le diviseur est contenu dans le nombre séparé 2638; à l'inspection du tableau, on voit qu'il y est contenu 3 fois. Puisque le diviseur est contenu 3 fois dans le nombre 2638, il est contenu 3 cents fois dans le nombre 2638 centaines, qui est cent fois plus grand, et par conséquent dans le
second dividende. J'écris donc 3 centaines au quotient.
Je retranche du second dividende 3 cents fois le diviseur; trois fois le diviseur font 2214; trois cents fois le diviseur font 2214 centaines, que je retranche des 2638 centaines du second dividende, il reste 424 centaines. Si Ton retranche du second dividende lui-même, il reste 42445.
Je cherche combien de fois ce nouveau reste 42445 contient encore le diviseur. Pour cela, je considère le nombre 42445 comme un troisième dividende, sur lequel je raisonne comme sur les précédents. Je sépare sur la gauche de ce nombre les 4244 dizaines, et je cherche combien de fois le diviseur est contenu dans le nombre séparé 4244; il y est contenu 5 fois. Puisque le diviseur est contenu 5 fois dans le nombre 4244 , il est contenu cinquante fois dans le nombre 4244 dizaines, qui est dix fois plus grand , et par conséquent dans le troisième dividende; j'écris donc 5 dizaines au quotient.
Je retranche du troisième dividende cinquante fois le diviseur. Cinq fois le diviseur font 3690; cinquante fois font 3690 dizaines, que je retranche des 4244 dizaines du troisième dividende, il reste 554 dizaines. Si Ton retranche du troisième dividende lui-même, il reste 5545.
Je cherche enfin combien de fois le diviseur est contenu dans ce reste 5545, que Ton considère comme un quatrième dividende. Il y est contenu 7 fois; j'écris donc 7 unités au quotient.
Nous voici arrivés à un reste 379, plus petit que le diviseur. La division est terminée. Ainsi le diviseur est contenu dans le dividende proposé 2000 fois, plus 300 fois, plus 50 fois, plus 7 fois; il est donc contenu en tout 2337 fois; le quotient cherché est 2357.
43. On voit que la méthode consiste à chercher combien de mille fois le diviseur est contenu dans les 1739 mille du dividende; combien de centaines de fois dans les 2638 centaines du reste; combien de dizaines de fois dans les 4244 dizaines du second reste, et enfin combien de fois dans le troisième reste 5545. On obtient ainsi successivement le chiffre
des mille du quotient, celui des centaines, des dizaines et des unilés.
Les nombres 1739, 2638, 4244, 5545, qui, divisés par le diviseur, donnent les chiffres successifs du quotfent, s'appellent dividendes parlais. Çomme il est inutile, dans l'opération, de considérer les dividendes complets , on n'écrira que (es dividendes partiels.
Dans la pratique, on se dispense ordinairement de former d'avance le tableau des produits du diviseur par les neuf premiers nombres, et Ton effectue les divisions partielles par le procédé que nous avons indiqué précédemment (n° 40). Après avoir séparé sur la gauche du dividende quatre chiffres pour former le premier dividende partiel 1739, je cherche combien de fois le diviseur est contenu dans ce premier dividende partiel. Les 7 centaines du diviseur sont contenues 2 fois dans les 17 centaines; j'essaye 2. Pour cela, je multiplie le diviseur par 2 et j'écris le produit 1476 sous le premier dividende partiel; le chiffre 2 est bon, je l'écris au quotient.
Je retranche 1476 de 1739. On remarque que, si, à la droite du reste 263, on abaisse le chiffre suivant 8 du dividende proposé, on forme le second dividende partiel 2038. Je cherche combien de fois le diviseur est contenu dans ce second dividende partiel; 7 est contenu 3 fois dans 26; j'essaye 3; pour cela je multiplie le diviseur par trois et j'écris le produit 2214 sous le second dividende partiel; le chiffre 3 est bon, je l'écris au quotient.
Je retranche 2214 de 2638. Si, à la droite du reste 424, on abaisse le chiffre suivant 4 du dividende propqsé, on, forme le
troisième dividende partiel 4244. Je cherche combien de fois le diviseur est contenu dans le troisième dividende partiel; 7 est contenu 6 fois dans 42 ; mais le chiffre 6 est trop fort à cause des retenues; j'essaye 5; pour cela je multiplie le diviseur par 5 et j'écris le produit 3690 sous le troisième dividende partiel; le chiffre 5 est bon, je l'écris au quotient.
Je retranche 3690 de 4244. Si , à la droite du reste 554, on abaisse le dernier chiffre 5 du dividende proposé, on forme le dernier dividende partiel 5545. Je cherche combien de fois le diviseur est contenu dans ce dernier dividende partiel; 7 est contenu 7 fois dans 55; j'essaye 7; pour cela je multiplie le diviseur par 7 et j'écris le produit 5166 sous le dernier dividende partiel; le chiffre 7 est bon, je l'écris au quotient. L'opération est terminée ; le quotient est 2357 et il reste 379.
Nous pouvons, maintenant énoncer la règle générale de la division :
Règle II. Pour diviser un nombre par un autre, on sépare sur la gauche du dividende autant de chiffres qu'il en faut pour former un nombre au moins égal au diviseur. Cette partie séparée, ou premier dividende partiel, divisée par le diviseur, donne le premier chiffre du quotient à partir de la gauche. A la droite du reste de cette première division on abaisse le chiffre suivant du dividende, ce qui donne le second dividende partiel; en le divisant par le diviseur, on obtient le second chiffre du quotient. A la droite du second reste, on abaisse le chiffre suivant du dividende proposé, ce qui donne le troisième dividende partiel. On continue de cette manière jusqu'à ce qu'on ait abaissé tous les chiffres du dividende.
Remarques.
414. Remarque I. — Les dividendes partiels sont tous plus petits que dix fois le diviseur; mais il peut arriver qu'un dividende partiel, autre que le premier, soit plus petit que le diviseur; dans ce cas , le chiffre correspondant du quotient est 0, et, pour avoir le dividende partiel suivant, il suffit d'abaisser encore un chiffre.
Soit, par exemple, à diviser 296212 par 486.
Je sépare quatre chiffres sur la gauche du dividende pour former le premier dividende partiel 2962; le diviseur étant contenu 6 fois dans ce premier dividende partiel, j'écris 6 centaines au quotient, et à la droite du reste 46 j'abaisse le chiffre suivant 1 du dividende proposé; le second dividende partiel 461 étant plus petit que le diviseur 486, je mets 0 au quotient, et j'abaisse le chiffre suivant 2 pour former le troisième dividende partiel 4612.
45. Remarque EL Lorsque le quotient renferme un grand nombre de chiffres, il est avantageux de former les produits du diviseur par les neuf premiers nombres, comme nous avons fait d'abord; l'opération marche beaucoup plus rapidemnet.
Exemple.
46. Remarque III. Lorsque le dividende et le diviseur sont terminés par des zéros, on peut supprimer de part et d'autre un même nombre de zéros , le quotient ne change pas. Soit 1 , par exemple, à diviser 377000 par 28600; la question revient à chercher combien de fois 286 centaines sont contenues dans 3770 centaines: il faudra donc diviser 3770 par 286; le quotient est 13, et il reste 52 centaines. Ainsi le quotient ne change pas, mais il faut ajouter à la droite du reste les deux zéros supprimés.
4T. Remarque IV. Quand on a trouvé un chiffre du quotient, il faut multiplier le diviseur par ce chiffre et retrancher le produit du dividende partiel. Pour abréger un peu Topération , on a coutume d'effectuer la soustraction en même temps que la multiplication. Soit à diviser 325826421 par 4738. Je mets en regard les deux manières de procéder.
Quand on a trouvé le premier chiffre 6 du quotient, au lieu de multiplier le diviseur par 6, pour retrancher ensuite le produit du premier dividende partiel 32582, on dit : 6 fois 8 font 48 unités, je ne peux les retrancher de 2 unités : j'ajoute au dividende 5 dizaines ou 50 unités , qui, avec les 2 unités , font
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B2 unités; de 52 je retranche 48, il reste 4. Six fois 3 dizaines font 48 dizaines; j'ai ajouté au nombre supérieur 5 dizaines; pour que la différence ne change pas, j'ajoute aussi 5 dizaines au nombre inférieur; j'ai donc à retrancher 48 plus S ou 23 dizaines. J'ajoute 2 centaines ou 20 dizaines au nombre supérieur, qui, avec les 8 dizaines, font 28 dizaines; de 28 dizaines je retranche 23 dizaines, il reste 5 dizaines, etc.
On opère en disant : 6 fois 8.... 48, de 52 il reste 4 et reliens 5; 6 fois 3.... 18 et 5.... 23, de 28 il reste 5 et retiens 2; 6 fois 7.... 42 et 2.... 44, de 45 il reste 1 et retiens 4; 6 fois 4.... 24 et 4.... 28, de 32 il reste 4, etc.
Mais celte manière de procéder n'offre pas un bien grand avantage; elle dispense, il est vrai, d'écrire les produits, ce qui abrège un peu l'opération; mais elle présente cet inconvénient, que lorsqu'on retrouve au quotient un chiffre déjà obtenu, il faut recommencer une multiplication déjà faite. C'est ce qui a lieu dans l'exemple actuel; on retrouve à la fin les deux premiers chiffres 0 et 8; par le procédé ordinaire, il suffit d'écrire de nouveau les produits 28428 et 37904 , déjà calculés, tandis que par l'autre procédé, il faut les calculer une seconde fois. Les élèves pourront donc s'en tenir à la première méthode.
Preuve.
48. Nous avons défini la division une opération qui a pour but de chercher combien de fois le diviseur est contenu dans le dividende. Supposons que le diviseur soit contenu exactement dans le dividende; dans ce cas, le dividende est égal au diviseur répété autant de fois qu'il y a d'unités au quotient, c'est-à-dire au produit du diviseur par le quotient, et l'on voit que la division peut être définie ainsi : étant donné le produit de deux facteurs et l'un des facteurs, trouver Vautre. Le produit donné est le dividende, le facteur donné est le diviseur, le facteur cherché est le quotient.
Il en résulte une manière très-simple do vérifier la division. En multipliant le diviseur par le quotient, on devra reproduire le dividende.
Si le diviseur n'est pas contenu exactement dans le dividende , le dividende contient le diviseur un certain nombre de fois, plus un reste moindre que le diviseur; il est clair, dans ce cas, qu'en multipliant le diviseur par le quotient, et ajoutant le reste au produit, on devra encore reproduire le dividende. Je vérifie de cette manière le dernier exemple de division :
On retrouve le dividende; il est très-probable que l'opération est exacte.
Pour diviser un nombre par un produit de plusieurs facteurs , il suffit de diviser successivement par les facteurs de ce produit.
49. Soit à diviser 60 par le nombre 12 , qui est le produit des deux facteurs 3 et k; ceci revient à diviser 60 par 3, ce qui donne 20, puis 20 par 4, ce qui doune 5. En effet, si Ton multiplie 5 successivement par 4 et par 3, on reproduit 60; mais on sait (n° 34) que multiplier un nombre successivement par les deux facteurs k et 3 revient à le multiplier par leur produit 42; ainsi 60 est le produit de 5 par 12, et par conséquent 5 est le quotient de 60 par 12.
Soit de même à diviser 120 par le nombre 24, produit des trois facteurs 2, 3, 4. Ceci revient à diviser, d'abord par 2, ce qui donne 60, puis par 3, ce qui donne 20, puis par 4, ce qui donne 5. En effet, si Ton multiplie 5 successivement par 4, 3, 2, on reproduit 120; mais multiplier successivement par ces trois facteurs revient à multiplier par leur produit 24 -,
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donc 120 est le produit de 5 par 24, et par conséquent le quotient de 120 par 24 et 5.
Applications de la division.
50. Nous allons donner quelques exemples des différentes sortes de questions que Ton peut résoudre par la division.
i° On achète pour 35 francs de drap, à 7 francs le mètre. Combien de mètres a-t-on achetés? Il est clair que, autant de fois 7 francs sont contenus dans 35 francs, autant de mètres on a achetés. Or 7 est contenu 5 fois dans 35; donc on a acheté 5 mètres de drap.
2* On a acheté 7 mètres de drap pour 35 francs. Quel est le prix du mètre? Si le mètre coûtait \ franc, les 7 mètres coûteraient 7 francs; si le mètre coûtait 2 francs, les sept mètres coûteraient deux fois plus, c'est-à-dire deux fois 7 francs; si le mètre coûtait 3 francs, les 7 mètres coûteraient trois fois plus, c'est-à dire trois fois 7 francs, etc. Ainsi, autant de fois 7 francs seront contenus dans 35 francs, autant de francs coûtera .le mètre. Puisque 7 est contenu cinq fois dans 35, le mètre de drap coûte 5 francs.
3° Partager 28 pommes entre 4 enfants. Je prends 4 pommes et j'en donne une à chaque enfant; j'en prends 4 autres, et j'en donne une à chaque enfant, etc. Autant de fois 4 pommes seront contenues dans 28 pommes, autant de pommes recevra chaque enfant. Puisque 4 est contenu 7 fois dans 28, chaque enfant aura 7 pommes pour sa part.
51. En général, le partage d'un nombre en plusieurs parties égales revient à une division. Comme nous l'avons expliqué tout à l'heure, le partage de 28 en 4 parties égales revient à chercher combien de fois 4 est contenu dans 28; car si l'on prend 4 unités dans le dividende et qu'on les distribue entre 4 personnes, chacune en aura une; ainsi, autant de fois le nombre à partager contiendra 4 unités, autant d'unités contiendra chaque part.
Il en résulte un moyen très-rapide d'effectuer la division par l'un des neuf premiers nombres. Diviser un nombre par 2
revient, comme nous l'avons dit, à le partager en deux parties égales, ou à en prendre la moitié. De même, diviser un nombre par 3, par 4, par 5 et par 6, etc., revient à en prendre le tiers, le quart, le cinquième, le sixième, etc. Soit à diviser 6956 par 2.
On dira : la moitié de 6 mille est 3 mille, que Ton écrit audessous de 6; la moitié de 9 centaines est 4 centaines pour 8, et il reste une centaine, qui, ajoutée aux 5 dizaines du nombre proposé, fait 15 dizaines; la moitié de 15 dizaines est 7 dizaines pour 14, et il reste une dizaine, qui, avec les 6 unités, fait 16 unités; la moitié de 16 unités est 8 unités. Ainsi la moitié du nombre proposé, ou le quotient cherché, est
Je divise de la même manière 395472 par 7.
Je dirai en abrégeant : le septième de 39 est 5 pour 35, et il reste 4; le septième de 45 est 6 pour 42, et il reste 3; le septième de 34 est 4 pour 28, et il reste 6; le septième de 67 est 9 pour 63, et il reste 4; le septième de 42 est 6. Le quotient demandé est 56496.
Exercices.
1» Un père laisse en mourant une fortune de 74640 francs à partager entre 8 enfants. Quelle est la part de chacun? On prendra le huitième de la fortune totale.
Réponse : 9330 francs.
2° On a acheté pour 585 francs de drap à raison de 13 francs le mètre. Combien de mètres a-t-on achetés?
Autant de fois 13 francs sont contenus dans 585 francs, autant de mètres on a achetés. On divisera donc 585 par 13.
Réponse : 45 mètres.
3° On a acheté 320 mètres d'étoffe pour 5780 francs. A combien revient le mètre?
Si le prix du mètre était de 1 franc, 320 mètres coûteraient 320 francs. S'il était de 2 francs , 320 mètres coûteraient deux fois plus, etc.; autant de fois 320 francs seront contenus dans 5760 francs, autant de francs coûtera le mètre. Il faut donc diviser 5760 par 320.
Réponse : 18 francs.
4° On a payé 60172 francs un convoi de marchandises pesant brut 1535 kilogrammes. On sait que l'emballage est la cinquième partie du poids total. A combien revient le kilogramme de marchandises?
Il faut d'abord calculer le poids de remballage en prenant le cinquième de 1535 kilogrammes ; on trouve ainsi que remballage pèse 307 kilogrammes. En retranchant ce poids du poids total, on aura le poids 1228 kilogrammes de la marchandise elle-même. En divisant 60172 par 1228, on aura enfin le prix du kilogramme.
Réponse : 49 francs.
5p «Combien y a-t-il de minutes et d'heures dans 24056 secondes?
Puisque 60 secondes forment une minute, autant de fois 60 secondes seront contenues dans 24056 secondes, autant de minutes nous aurons; en divisant 24056 par 60, nous trouvons ainsi 400 minutes, et il reste 56 secondes. De même, puisque 60 minutes forment une heure, autant de fois 60 minutes seront contenues dans 400 minutes, autant d'heures nous aurons ; en divisant 400 par 60, nous trouvons 6 heures, et il reste 40 minutes. Ainsi 24056 secondes valent 6 heures 40 minutes et 56 secondes.
6° Combien faudra-t-il de temps à une fontaine donnant 15 litres d'eau par minute, pour remplir un bassin d'une capacité de 24645 litres?
Autant de fois 24645 /lires contiennent 15 litres, autant de minutes il faudra à la fontaine pour remplir le bassin; nous
trouvons 1643 minutes. En opérant comme dans le problème précédent, on verra que ce nombre de minutes est égal à 1 jour 3 heures et 23 minutes.
7° Quel temps faudrait-il pour faire le tour de la terre, si Ton pouvait marcher sans cesse en faisant une lieue par heure? Réponse : 375 jours.
8° Deux voyageurs vont à la rencontre l'un de l'autre; ils sont actuellement distants de 20704 mètres; le premier fait 12 mètres par minute, le second en fait 20. On demande 1° après combien de temps les deux voyageurs se rencontreront; 2° à quelle distance ils seront alors des points de départ?
Les deux voyageurs faisant l'un 12 mètres, Vautre 20 mètres par minute, la distance qui les sépare diminue de 32 mètres par minute; autant de fois 32 mètres sont contenus dans 2070* mètres, autant de minutes il leur faudra pour se rencontrer; en divisant 20704 par 32, on trouve ainsi 647 minutes ou 10 heures 47 minutes. Pendant ce temps le premier voyageur a parcouru 7764 mètres, et le second 12940.
9° La circonférence de la terre est de 40 millions de mètres. Quelle est la longueur en mètres de la lieue de 25 au degré et celle de la lieue marine de 20 au degré?
Réponse : La lieue de 25 au degré vaut 4444 mètres. La lieue mar i ne 5556
10° La distance de la lune à la terre est 60 fois plus grande que le rayon du globe terrestre, et ce rayon est de 6366500 mètres. On demande quel temps mettrait le son, qui parcourt 340 mètres par seconde, pour venir de la lune à la terre?
On exprimera d'abord en mètres la distance de la lune à la terre ; ensuite on cherchera combien de secondes emploierait le son pour parcourir cette distance ; enfin on calculera combien il y a de minutes, d'heures et de jours dans ce nombre de secondes.
Réponse : 13 jours 5 minutes.
11° La distance du soleil à la terre est de 34000000 lieues de 23 au degré, et Ton sait que la lumière met 8 minutes 13 se-
condes pour venir du soleil à la terre. Combien de lieues la lumière parcourt-elle par seconde?
12° L'étoile la plus rapprochée de nous est à une distance 200000 fois plus grande que le soleil. Combien de temps emploie la lumière pour venir de cette étoile jusqu'à nous?
Réponse environ 3 ans.
CHAPITRE I
Définitions.
52. Lorsqu'un nombre contienl exactement un autre nombre, on dit que le premier est divisible par le second. Ainsi 28, contenant 7 quatre fois exactement, est divisible par 7.
On appelle multiples d'un nombre les produits que Ton obtient en répétant ce nombre, deux fois, trois foi?, etc. Les multiples de 7 sont : 2 fois 7 ou 14, 3 fois 7 ou 21 , etc. Le nombre 7 lui-même, ou une fois 7, est considéré comme le premier multiple de 7.
Tout multiple d'un nombre, se composant d'un certain nombre de fois ce nombre, est divisible parce nombre, et, réciproquement, tout nombre divisible par un autre est un multiple de ce dernier.
Il est évident que la somme ou la différence de deux nombres divisibles par un troisième est divisible par ce troisième. On ajoute, par exemple, les deux nombres 21 et 35, divisibles par 7; la somme, se composant de trois fois 7, plus cinq fois 7, est égale à huit fois 7, et par conséquent est divisible par 7.
Mais si l'on ajoute deux nombres, l'un divisible par un troisième, l'autre non divisible, la somme ne sera pas divisible. On ajoute, par exemple, les deux nombres 2t et 38, le premier
divisible par 7, le second non divisible; le nombre 38 égale 5 fois 7, plus un reste 3; la somme se composera d'un certain nombre de fois 7, plus le même reste 3. Ainsi dans ce cas, la somme n'est pas divisible, et elle fournit le même reste que la partie non divisible.
Restes de la division d'un nombre entier par 2, 3, 5, i — Caractères de divisibilité par chacun de ces nombres.
Divisibilité par 2.
5 3 . Les nombres divisibles par 2 s'appellent nombres pairs ; ceux qui ne le sont pas s'appellent nombres impairs. Si Ton considère la suite des nombres,
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, il, 12,...
on voit que les nombres pairs et les nombres impairs se succèdent alternativement. Les nombres 2, 4, 6, 8 sont pairs; les nombres 4, 3, 5, 7, 9, sont impairs. Tout nombre impair égale un nombre pair plus un.
Nous allons démontrer qu'un nombre est pair lorsqu'il est terminé par un zéro ou par l'un des chiffres pairs, 2, 4, 6, 8, et qu'il est impair lorsqu'il est terminé par l'un des chiffres impairs 4, 3, 5,7, 9.
Considérons d'abord un nombre terminé par un zéro, par exemple le nombre 230. Ce nombre égale 23 fois 10; mais 40 égale 5 fois 2 ; donc 230 égale un certain nombre de fois 2, et par conséquent est divisible par 2.
Soit maintenant tin nombre, comme 236, terminé par un chiffre pair. Ce nombre se compose de deux parties, l'une 230 divisible par 2, l'autre 6, aussi divisible par 2; donc ce nombre est lui-même divisible par 2.
Mais si le nombre est terminé par un chiffre impair, il n'est pas divisible par 2. Soit, par exemple, le nombre 237, terminé par le chiffre impair 7; ce nombre 237 égale le nombre pair 236, plus un ; c'est donc un nombre impair.
En appliquant cette règle, on voit immédiatement que les
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nombres 1 50, 78, 1004 sont pairs, et que les nombres 21, 153> 67 sont impairs.
Divisibilité par 5.
54. En examinant la série des nombres, on reconnaît que les mulliples de 5 se succèdent de 5 en 5. Le premier multiple que l'on rencontre est le nombre 5 lui-même; après le nombre 5, viennent les quatre nombres 6, 7, 8, 9, ou 5+1, 5+2, 5+3, 5+4; ces nombres ne sont pas divisibles par 5 et donnent pour restes les quatre premiers nombres 1, 2, 3, 4. On trouve ensuite le nombre 5+5 ou 2 fois 5; c'est un nouveau multiple de 5. Les quatre nombres suivants, étant égaux à 40+1, 10+2, 10+3, 10+4, ne sont pas divisibles par 5, et donnent pour restes les quatre premiers nombres; vient ensuite iO+5 ou 3 fois 5, nouveau multiple de 5. Ce raisonnement est général; les quatre nombres qui suivent un multiple quelconque de 5 sont égaux à ce multiple, plus 1, 2, 3, 4; le cinquième nombre égale le multiple précédent plus 5, c'est un nouveau multiple de 5.
Nous allons faire voir qu'un nombre est divisible par 5 lorsqu'il est terminé par 0 ou par 5.
Considérons d'abord un nombre tel rjuc 210, terminé par un zéro. Les raisonnements que nous avons faits sur le diviseur 2 s'appliquent au diviseur 5. Le nombre 240 égale 24 fois 10; mais 10 égale 2 fois 5; donc 240 égale un certain nombre de fois 5, et par conséquent est divisible par 5.
Soit maintenant un nombre comme 245, terminé par 5. Ce nombre se compose de deux parties, l'une 240 divisible par 5, l'autre 5 aussi divisible; donc ce nombre est lui-même divisible par 5.
Mais si le nombre n'est pas terminé par 0 ou par 5, il n'est pas divisible par 5. Par exemple, le nombre 243 égale le nombre 240 divisible par 5, plus le reste 3. De même le nombre 247 égale le nombre 245, divisible par 5, plus le reste 2. On voit donc que dans ce cas le reste est le même que celui fourni par le dernier chiffre.
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Dwistbtiile par 9.
55. Je remarque d'abord qu'un nombre composé de plusieurs 9 est un multiple de 9. Ainsi 99 égale 9x14 ; de même 999 égale 9x1 11, et ainsi de suite.
Considérons un nombre quelconque, 13257. Ce nombre peut être décomposé de la manière suivante :
La seconde partie 50 égale 5 fois 10; mais 10 égale 9 plus 1 ; donc 50 égale 5 fois 9, plus 5 fois un, c'est-à-dire un multiple de 9 plus 5. De même, la troisième partie 200 égale 2 fois 100 ; mais 100 égale 99 plus 1 ; donc 200 égale deux fois 99, plus 2 fois un, c'est-à-dire un multiple de 9 plus 2. La quatrième partie 3000 égale 3 fois mille; mais 1000 égale 999 plus 1; donc 3000 égale 3 fois 999, plus 3 fois un, c'est-à-dire un multiple de 9 plus 3. Enûn la cinquième partie 10000 égale 9999 plus 1, c'est-à-dire un multiple de 9 plus 1. On a ainsi :
13257 = multiple de 9 + 18
En ajoutant les multiples de 9 on obtient un multiple de 9; le nombre proposé égale donc un multiple de 9, plus la somme de ses chiffres. Si la somme des chiffres est divisible par 9, le nombre sera lui-même divisible par 9. C'est ce qui a lieu'dans l'exemple actuel; la somme des chiffres du nombre proposé 1 3257 est 18 ou 2 fois 9 ; ce nombre, étant égal à un multiple de 9, plus 18 qui est un autre multiple de 9, est lui-même divisible par 9.
Mais si la somme des chiffres n'est pas divisible par 9, le nombre n'est pas divisible. Soit, par exemple, le nombre 2685. En vertu des raisonnements précédents, ce nombre égale un multiple de 9, plus la somme de ses chiffres 21 ; mais 21 n'est pas divisible par 9; le nombre, se composant de deux parties,
Fune divisible par 9, l'autre non divisible, n'est pas divisible. Dans ce cas, on peut dire que le reste de la division du nombre par 9 est le même que le resle fourni par la somme de ses chiffres. Car, la somme des chiffres 21 étant égale à 2 fois 9, plus un reste 3, le nombre proposé 2685 contiendra un certain nombre de fois 9 plus le même reste 3.
On conclut de ce qui précède : 1° Un nombre èst divisible par 9 lorsque la somme de ses chiffres est divisible par 9.
2° Lorsque la somme des chiffres n'est pas divisible par 9, le nombre n'est pas divisible, et le reste est celui que fournit la somme des chiffres.
En appliquant cette règle, on voit de suite que les nombres 27, 81, 435, 2403 sont divisibles par 9; que les nombres 52, 41 3, 2301 ne sont pas divisibles et donnent respectivement pour restes 7, 8, 6.
On abrège l'addition des chiffres en retranchant 9 successivement dans le cours de l'opération, toutes les fois que c'est possible; car, en retranchant9, on ne change pas le reste. Pour cela, toutes les fois que la somme surpasse 10, on ajoute les deux chiffres qui la composent, ce qui donne le reste. Soit, le nombre 6753897; négligeant le second chiffre Ç, j'ajoute 7 et 8, ce qui fait 15; mais 15 égale 9, plus la somme de ses chiffres 6; 6 et le chiffre suivant 3 font 9, que je néglige; 5 et 7 font 12, reste 3 et 6 font 9. Le nombre est divisible par 9.
On appliquera de même au nombre 28067895746, en disant : 6 et 4.... 10,reste 1 et 7.... 8 et 5.... 13, reste 4 et 8.... 12, reste 3 et 7.... 10, reste 1 et 6.... 7 et 8.... 15, reste 6 et 2.... 8. Le nombre n'est pas divisible par 9 et donne pour reste 8.
Divisibilité par 3.
56. Nous avons démontré qu'un nombre quelconque égale un multiple de 9, plus la somme de ses chiffres. Puisque 9 égale 3 fois 3, un multiple de 9 est évidemment multiple de 3. Il en résulte qu'un nombre quelconque égale un multiple de 3, plus la somme de ses chiffres.
Si la somme des chiffres est divisible par trois, le nombre est
lui-même divisible par 3. Soit, par exemple, le nombre 174. D'après ce que nous avons dit, ce nombre égale un multiple de 3, plus la somme de ses chiffres 12; mais 12 égale 4 fois 3; le nombre 174, étant égal à la somme de deux multiples de 3, est lui-même divisible par 3.
Mais si la somme des chiffres n'est pas divisible par 3, le nombre n'est pas divisible. Examinons, par exemple, le nombre 527. Ce nombre égale un multiple de 3, plus la somme de ses chiffres 14; mais 14 n'est pas divisible par 3; le nombre proposé, se composant de deux parties, Tune divisible par 3» l'autre non divisible, n'est pas divisible. Le reste de la division ne peut être que l'un des deux nombres 1 et 2, et sera donné par la somme des chiffres. Dans l'exemple actuel, la somme des chiffres 14 étant égale à 4 fois 3, plus un reste 2, le nombre 527 contiendra un certain nombre de fois 3, plus le même reste 2.
Ainsi : 1° Un nombre est divisible par 3, lorsque la somme de ses chiffres est divisible par 3.
2° Lorsque la somme des chiffres n'est pas divisible par 3* le nombre n'est pas divisible, et le reste est celui que fournit la somme des chiffres.
En appliquant cette règle, on voit que les nombres 54, 162, 1251, 2010 sont divisibles par 3; que les nombres 31, 62, 145, 2056 ne sont pas divisibles et donnent respectivement les restes 1,2,1,1.
Dans la pratique, on abrégera l'addition des chiffres en négligeant les multiples de 3. Soit le nombre 6519; négligeant 9 et 6, qui sont des multiples de 3, on ajoutera 1 et 5, ce qui donne 6; le nombre est divisible par 3. De même pour le nombre 267928 : on dira 8 et 2.... 10, reste 1, et 7.... 8 et 2.... 10, reste 1 ; le nombre n'est pas divisible par 3 et donne pour reste 1.
Preuve de la multiplication.
5 7. Les restes fournis par le diviseur 9 donnent une manière très-simple de vérifier si une multiplication a été bien faite. Je considère le produit de 264 par 47. Le multiplicande 264 étant égal à un multiple de 9 plus 3, le produit contient 47
fois ce multiple, c'est-à-dire un certain nombre de fois 9, plus 47 fois 3 ou 47x3. D'un autre côté, le nombre 47 étant égal à un multiple de 9 plus 2, le produit de 47 par 3 contient 3 fois ce multiple, c'est-à-dire un certain nombre de fois 9, plus 3 fois 2 ou 6. En définitive, le produit de 264 par 47 contient un certain nombre de fois 9, plus le resté 6, et ce reste est égal au produit des restes 3 et 2 fournis par les deux nombres. Pour vérifier la multiplication , on fera la somme des chiffres du produit, et Ton verra si Ton trouve bien le reste 6.
Considérons encore là multiplication suivante :
Le multiplicande et le multiplicateur, par rapport aù diviseur 9, donnent les resles 6 et 8. En Vertu du raisonnement précédent, le produit contient un certain nombre de foisÇl, plus le produit des restes 6x8 ou 48; mais ce nombre 48 égale un multiple de 9 plus 3; donc finalement le produit contiendra un certain nombre de fois 9, plus le reste 3. C'est effectivement ce qu'on trouve en faisant la somme des chiffres du produit.
Ainsi, on vérifie la multiplication en voyant si le produit donne le même reste, par rapport au diviseur 9, que le produit des restes fournis par le multiplicande et le multiplicateur. Cependant, quand cette vérification a lieu, on ne peut affirmer d'une manière absolue que le résultat soit exact. Car, si , dans les calculs, on avait commis une erreur qui fût exactement un multiple de 9, cette erreur n'ayant aucune influence Sur les restes, on ne l'apercevrait pas par ce procédé.
CHAPITRE II
Nombres premiers.
58. Les nombres qui divisent exactement un nombre sont les diviseurs de ce nombre. Ainsi le nombre 42 admet pour diviseurs 1, 2, 3, 4, 6 et 42. Le plus petit diviseur d'un nombre est 4; le plus grand, ce nombre lui-môme.
On appelle nombre premier un nombre qui n'est divisible que par lui-même et par l'unité. Ainsi le nombre 7, qui n'est divisible que par 4 et par 7, est un nombre premier.
Je vais expliquer comment on détermine les nombres premiers. Proposons-nous , aûn de fixer les idées, de rechercher quels sont, parmi les cent premiers nombres, les nombres premiers. Imaginons que i on ait écrit, à la suite les uns des autres, les cent premiers nombres :
Partant de 2, barrons les nombres de deux en deux, savoir : 4, 6, 8,... Les nombres ainsi barrés sont les multiples de 2 ou les nombres pairs. Pour abréger, je ne les ai pas écrits dans la suite des nombres.
Partant de 3, on barre les nombres de trois en trois, savoir : 6, 9, 42, 45, . . Les nombres ainsi barrés sont les multiples de 3.
Les multiples de 4 ont déjà été barrés, puisque ce sont des multiples de 2.
Partant de 5, on barre les nombres de 5 en 5, savoir : 40, 45, 20, ; ce sont les multiples de 5.
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Les multiples de 6 sont déjà barrés comme multiples de 2 et
de 3.
Partant de 7, on barre les nombres de 7 en 7; ce sont les multiples de 7.
Les mulliples de 8 et de 9 sont déjà barrés, les premiers comme multiples de 2, les seconds comme multiples de 3.
Il est inutile d'aller plus loin. En effet, lorsqu'un nombre plus petit que 100, par exemple 96, est divisible par un nombre 12 plus grand que 10, il est égal au produit de 12 par un quotient 8 nécessairement plus petit que 10, et par conséquent il est aussi divisible par 8; en un mot, lorsqu'un nombre plus petit que 100 est divisible par un plus grand nombre que 10, il Test aussi par un nombre plus petit que 10, et, comme tel, a déjà été barré.
Les nombres non barrés
sont les nombres premiers.
Nombres premiers entre eux.
59. Les nombres qui divisent à la fois plusieurs nombres donnés sont les communs diviseurs de ces nombres. Ainsi, les deux nombres 12 et 18 admettent les communs diviseurs 1, 2, 3, 6. Le plus grand commun diviseur de ces deux nombres est 6.
Lorsque deux nombres n'ont pas d'autres commun diviseur que l'unité , on dit qu'ils sont premiers entre eux. Ainsi les deux nombres 9 et 14, n'ayant pas d'autre commun diviseur que l'unité, sont premiers entre eux. On reconnaît que deux nombres sont premiers entre eux lorsque leur plus grand commun diviseur est l'unité. Nous allons dire d'abord comment on trouve le plus grand commun diviseur de deux nombres.
Plu» grand commun diviseur de deux nombre*.
HO. Soient les deux nombres 312 et 108. Le plus grand diviseur de 108 étant ce nombre lui-même, je remarque
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d'abord que , si le plus grand des deux nombres donnés était divisible par le plus petit, ce dernier serait le plus grand commun diviseur cherché. On est conduit de la sorte à diviser 312 par 408; la division ne se fait pas exactement: elle donne 2 pour quotient et 96 pour reste; ainsi le plus petit des deux nombres 108 n'est pas le plus grand commun diviseur cherché. Cependant cette division n'est pas inutile; je vais démontrer que le plus grand commun diviseur des deux nombres donnés est le même que celui du plus petit d'entre eux et du reste de la division du plus grand par le plus petit.
En effet, le dividende étant égal au produit du diviseur par le quotient, plus le reste, on a
Je considère un commun diviseur quelconque des deux nombres 312 et 108; ce nombre, divisant 108, divise le multiple 108x2; divisant à la fois les deux nombres 312 et 108 x 2, il divise leur différence 96. Ainsi, tout commun diviseur de 312 et de 108 est aussi commun diviseur de 108 et de 96.
Réciproquement , je considère un commun diviseur quelconque des deux nombres 108 et 96; ce nombre, divisant 108, divise le multiple 108x2; divisant à la fois 108x2 et 96, il divise leur somme 312. Ainsi, tout commun diviseur de 108 et de 96 est aussi commun diviseur de 312 et de 108. Si donc on formait deux tableaux renfermant, l'un les communs diviseurs de 312 et de 108, l'autre ceux de 108 et de 96, ces deux tableaux seraient identiquement les mêmes. Il en résulte que le plus grand commun diviseur est le même de part et d'autre.
D'après cela, la recherche du plus grand commun diviseur des deux nombres 312 et 108 est ramenée à celle du plus grand commun diviseur des deux nombres plus simples 108 et 96. Je recommence sur ces deux nombres les mêmes raisonnements: si le plus grand nombre était divisible par le plus petit, ce dernier serait le plus grand commun diviseur cherché ; on est conduit à diviser 108 par 96; la division ne se fait pas
exactement : elle donne 1 pour quotient et 12 pour reste, et Ton a
Ainsi 96 n'est pas le plus grand commun diviseur cherché ; mais on démontrera, comme précédemment, que le plus grand commun diviseur des deux nombres 108 et 96 est le même que celui du pins petit 96 et du reste i 2 de la division du plus grand par le plus petit.
La question est ainsi ramenée à la recherche du plus grand commun diviseur des deux nombres 96 et 12. En effectuant la division, on voit que 96 est divisible par 12; ce dernier nombre 12 est donc le plus grand commun diviseur des deux nombres 96 et 12, et par conséquent c'est le plus grand commun diviseur cherché.
On déduit de là la règle suivante :
Règle. Pour trouver le plus grand commun diviseur de deux nombres, on divise le plus grand par le plus petit, ce dernier par le reste de la division, le premier reste par le second reste, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive à un reste nul; le dernier diviseur est le plus grand commun diviseur cherché. On dispose l'opération de cette manière :
On place les quotients au-dessus dos diviseurs, afin de laisser la place libre pour les restes.
J'applique la règle à la recherche du plus grand commun diviseur des deux nombres 1476 et 648.
Après quatre divisions, on arrive à deux nombres 72 et 36, tels que le plus grand est divisible par le plus petit; donc 36 est le plus grand commun diviseur cherché.
Remarques.
Ol. Reprenons les opérations qui ont servi à trouver le plus grand commun diviseur des deux nombres 312 et 108. La première division donne
Considérons un nombre qui divise à la fois les deux nombres 312 et 108; ce nombre, divisant 312 et 108x2, divise la différence 96 ou le reste de la division. Ce nombre, divisant 108 et 96, divise de même le second reste 12. Ainsi tout nombre qui divise les deux nombres 312 et 108 divise leur plus grand commun diviseur 12.
En général , tout nombre qui divise deux nombres divise tous les restes successifs, et par conséquent le dernier d'entre eux , qui est le plus grand commun diviseur des deux nombres proposés. Il en résulte que tout nombre qui divise deux nombres divise leur plus grand commun diviseur.
62. Lorsqu'on multiplie le dividende et le diviseur par un même nombre, il est aisé de voir que le quotient ne change pas, et que le reste est multiplié par ce même nombre. En divisant 312 par 108, nous avons trouvé un quotient 2 et un reste 96,
Multiplions par un même nombre 3 chacune des deux parties qui composent le dividende 312; nous aurons
Puisque le reste 96 est plus petit que 108, le nouveau reste 96x3 est encore plus petit que le nouveau diviseur 108x3. Si donc on divise 312x3 par 108x3, on trouvera le même quotient 2 et le reste 96x3.
Reportons nous à la série des opérations par lesquelles on détermine le plus grand commun diviseur des deux nombres 312 et 108, et supposons que Ton multiplie ces deux nombres par 3; le premier reste 96, comme nous l'avons dit, sera aussi multiplié par 3; mais, les deux nombres 108 et 96
étant multipliés par 3, le second reste 12 sera aussi multiplié par 3, et le reste suivant sera encore nul. Ainsi le plus grand commun diviseur des deux nombres 312x3 et 108x3 sera 12x3.
En général, si l'on multiplie deux nombres par un même nombre, les restes successifs seront tous multipliés par ce même nombre , et par conséquent le dernier d'entre eux , qui est le plus grand commun diviseur. Ainsi, quand on multiplie deux nombres par un même nombre, le plus grand commun diviseur est aussi multiplié par ce même nombre.
63. De même quand on divise le dividende et le diviseur par un même nombre, le quotient ne change pas, et le reste est divisé par ce même nombre. Nous avons démontré, en effet, que lorsqu'un nombre 3, par exemple, divise à la fois les deux nombres 312 et 108, il divise aussi le reste 96; si nous divisons par 3 les deux parties qui composent le nombre 312,
il viendra
Donc, si Ton divise 104 par 36, on aura le même quotient 2 et le reste 32, tiers du précédent. Les deux nombres 108 et 96 étant divisés par 3, le second reste 12 sera aussi divisé par 3. Ainsi le plus grand commun diviseur des nombres 104 et 36 est 4. En général, quand on divise deux nombres par un même nombre, le plus grand commun diviseur est aussi divisé par ce même nombre.
Supposons, en particulier, que Ton divise les deux nombres 312 et 108 par leur plus grand commun diviseur 12, ce qui donne les deux quotients 26 et 9, les reslcs successifs seront tous divisés par 12, et par conséquent le dernier d'entre eux 12; les deux quotients 26 et 9 auront donc pour plus grand commun diviseur 12 divisé par 12, c'est-à-dire 1; donc ces deux quotients sont premiers entre eux. Ainsi, quand on divise
détia: nombres par leur plus grand diviseur, on obtient deux quotients premiers entre eux.
Tout nombre qui divise le produit de deux facteurs et qui est premier avec
l'un des facteurs, divise L'autre.
64. Lorsqu'un nombre divise un produit de deux facteurs, il arrive souvent que ce nombre ne divise aucun des deux facteurs. Ainsi, Le nombre 9, qui divise le produit 45x24, ne divise aucun des deux facteurs. Mais , quand le nombre est premier avec l'un des facteurs , on peut afûrmer qu'il divise l'autre facteur.
Par exemple , le nombre 9 divise le produit 504 des deux facteurs 14 et 36; il est premier avec 14, je dis qu'il divise l'autre facteur 36. En effet , le plus grand commun diviseur des deux nombres 14 et 9, premiers entre eux, est 1. Si Ton multiplie ces deux nombres par 36, le plus grand commun diviseur sera aussi multiplié par 36, et les deux nombres 14x36, 9x36, admettront pour plus grand commun diviseur 1 X 36 ou 36. Or, le nombre 9 divise son multiple 9x36; nous supposons d'ailleurs qu'il divise le produit 14x36; Je nombre 9 divise donc à la fois les deux nombres 14x36, 9x36, et par conséquent il divise leur plus grand commun diviseur 36.
De la propriété que nous venons d'établir, et qui a une grande importance, on en déduit un grand nombre d'autres. Nous nous bornerons aux suivantes.
05. Lorsqu'un nombre premier divise le produit de plusieurs facteurs, il divise au moins l'un d'eux.
Le nombre premier 7 divise le produit 14x20 de deux facteurs, je dis qu'il divise l'un d'eux. En effet, si 7 divise 20, la propriété se vérifie; si 7 ne divise pas 20, ce qui a lieu dans le cas actuel, il est premier avec 20; car les seuls diviseurs du nombre premier 7 sont 1 et 7; comme 7 ne divise pas 20, les deux nombres 7 et 20 n'admettent pas d'autre commun diviseur que l'unité, et, par conséquent, sont premiers entre eux. Le nombre 7, qui divise le produit des deux facteurs 44x20, est alors premier avec l'un d'eux 20, et, par conséquent, d'après
ce quia été dit précédemment, il divise l'autre facteur 14.
Je considère maintenant un produit de trois facteurs, par exemple 14x20x16, divisible par un nombre premier 7; je dis que l'un des facteurs, au moins, est divisible par 7. En effet, je suppose effectué le produit 14x20 des deux premiers facteurs; le nombre premier 7 divise le produit des deux nombres 14x20 et 16, et par conséquent divise l'un d'eux. S'il divise 16, la propriété énoncée se vérifie. S'il ne divise pas 16, il divise l'autre nombre 14x20; dans ce cas, le nombre premier 7 divise le produit 14x20 de deux facteurs, et l'on sait qu'il doit diviser l'un d'eux, 20 ou 14. Ainsi 7 divise nécessairement l'un des trois facteurs 16, 20, 14.
Ce mode de raisonnement peut être étendu facilement à autant de facteurs que l'on veut. Je suppose que le nombre premier 7 divise un produit de quatre facteurs
je dis qu'il divise l'un d'eux. Je regarde, en effet, le produit des trois premiers facteurs comme effectué ; le nombre 7 divise le produit des deux nombres 14x20x16 et 12, et par conséquent divise l'un d'eux. S'il divise 12, la propriété se vérifie. S'il ne divise pas 12, il divise l'autre nombre 14x20x16; dans ce cas, le nombre premier 7 divise un produit de trois facteurs, et par conséquent divise l'un d'eux.
66. Quand un nombre est divisible séparément par deux nombres premiers entre eux, il est divisible par leur produit.
Lorsqu'un nombre est divisible séparément par deux nombres, il arrive souvent que ce nombre n'est pas divisible par leur produit. Ainsi, le nombre 72, divisible séparément par 6 et par 8, n'est pas divisible par le produit 48 de ces deux nombres. Mais, si les deux diviseurs sont premiers entre eux, on peut affirmer que le dividende est divisible par leur produit.
Soit un nombre 540 divisible séparément par deux nombres 4 et 9, premiers entre eux; je dis qu'il est divisible par le produit 36 de ces deux nombres. En effet, 540, étant divisible par 4 , égale le produit de 4 par un certain nombre 135,
Or 9 divise 540, ou le produit 4x435; il est premier avec le facleur 4; donc il divise l'autre facteur 435. Ce nombre 435, étant divisible par 9, égale le produit de 9 par un certain nombre 45. Si Ton remplace 435 par le produit 9x45, on a
En regardant comme effectué le produit des deux premiers facteurs, on voit que 540 est un multiple de ce produit 36; donc le nombre 540 est divisible par 36.
07. On déduit de là un moyen facile pour trouver les caractères de divisibilité dans certains cas. Je considère, par exemple, le diviseur 6, produit des deux facteurs 2 et 3 premiers entre eux. Pour qu'un nombre soit divisible par 6, il est nécessaire d'abord que ce nombre soit divisible séparément par 2 et par 3; car tout multiple de 0 est multiple de 2 cl de 3. Celte condition d'ailleurs est suffisante, parce que les facteurs 2 et 3 sont premiers entre eux; si un nombre est divisible séparément par 2 et par 3, il sera divisible par leur produit 6. Ainsi, on reconnaît qu'un nombre est divisible par 6, lorsqu'il est terminé par un zéro ou par un cbiffre pair, et que la somme de ses chiffres est divisible par 3.
De même, 45 étant le produit des deux facteurs 3 et 5 premiers entre eux, un nombre est divisible par 45 quand il est divisible séparément par 3 et par 5. On reconnaît donc qu'un nombre est divisible par 45, quand il est terminé par 0 ou 5, et que la somme de ses chiffres est divisible par 3.
Décomposition d'an nombre en ses facteurs premiers.
68. 11 est clair que tout nombre non premier peut toujours être décomposé en un produit de facteurs premiers. Par exemple, le nombre 42, étant divisible par 2, égale le produit 2x21. Le facteur 21, étant à son tour divisible par 3, égale le produit 3x7; de sorte que le nombre 42 se trouve décomposé en un produit de trois facteurs premiers 2x3x7. On voit par là que les nombres premiers sont en quelque sorte les éléments con-
stitutifsde tous les autres nombres. Nous allons expliquer comment on s'y prend pour décomposer un nombre en ses facteurs premiers.
Proposons-nous de décomposer le nombre 504. On remarque d'abord que ce nombre , étant terminé par un chiffre pair, est divisible par le facteur premier 2; en effectuant la division, on aura
Le nombre 252 est encore divisible par 2, et Ton a
Le nombre 126 est encore divisible par 2, et Ton a
Le nombre 63 n'est plus divisible par 2; mais, la somme de ses chiffres étant divisible par 3, ce nombre est divisible par 3, et l'on trouve, en effectuant la division,
Le nombre 21 est encore divisible par 3, et Ton a
Le nombre 7 étant premier, la décomposition est terminée. On a finalement
On dispose ordinairement l'opération de la manière suivante :
J. On abrège beaucoup l'écriture à l'aide d'une notylion v que je vais faire connaître. Le produit de plusieurs faft&rs égaux s'appelle puissance; ainsi 5x5x5 est la troisième puissance de 5; pour simplifier, on représente ce produit par la notation 5 S ; le petit chiffre 3, placé en haut et à droite pour
indiquer le nombre des fadeurs , s'appelle un exposant; on l'énonce : cinq puissance trois. Par analogie , le nombre 5 lui-même peut être considéré comme la première puissance de 5; on pourra lui supposer un exposant égal à l'unité.
De cette manière , le nombre 504 , qui a été décomposé en trois facteurs 2, deux facteurs 3 et un facteur 7, s'écrira
Soit encore à décomposer le nombre 1500 en ses facteurs premiers. Au lieu d'opérer comme précédemment, on arrive plus vite au résultat, en observant que 1500=15x100 et décomposant séparément les deux nombres 15 et 100. On a
il en résulte que
1500=2X2X3X5X5X5, ce qu'on écrit plus simplement
TO. J'ai indiqué la manière de décomposer un nombre en ses facteurs premiers; je vais démontrer mainlenant que, quel que soit le procédé de décomposition que Ton emploie, on arrivera toujours au même résultat final; en d'autres termes, qu'unnombre n'estdécomposable qu'en un seul système de facteurs premiers. Toul se réduit évidemment à démontrer que, lorsque deux produits de facteurs premiers représentent le même nombre, ils sont composés identiquement de la même manière.
Je suppose que le facteur premier 7 se trouve dans le premier produit, il se trouvera aussi dans le 6econd. En effet, le nombre 7 divisant le premier produit, et par conséquent le second, qui est égal au premier, divisera l'un des facteurs qui composent ce second produit; comme ces facteurs sont premiers, l'un d'eux sera précisément 7.
le suppose maintenant que le premier produit renferme le facteur 7 trois fois, c'est-à-dire 7x7x7 ou 7», le second produit renfermera aussi 7*. Car, si le second produit ne contenait que 7*, en divisant les deux produits égaux par 7*, on aurait encore deux produits égaux, l'un renfermant le facteur 7, l'autre ne le renfermant plus, ce qui est impossible.
Ainsi les deux produits égaux sont composés des mêmes facteurs premiers affectés des mêmes exposants. C'est identiquement la même expression.
f 1. La décomposition des nombres en facteurs premiers permet de résoudre presque instantanément un grand nombre de questions sur les nombres.
1<> Je remarque d'abord que, pour avoir le produit de deux puissances d'un même nombre, il suffit d'ajouter les exposants. Soit le produit 7 s x7". En décomposant chaque puissance en ses facteurs, on a
Dr ce produit de cinq facteurs égaux à 7 n'est autre chose que 7*.
2° Je considère maintenant deux nombres quelconques décomposés en leurs facteurs premiers, par exemple
Le produit de ces deux nombres est
360x336=2 s x3*XBx2 k X3X7.
En réunissant les facteurs 2 8 x2*, ce qui se fait par l'addition des exposants, on a 2 7 . De même le produit 3'x3 donne 3*; car on peut considérer le second facteur comme étant affecté de l'exposant 1. Ainsi, on a pour le produit demandé
et Ton voit que l'on effectue la multiplication en ajoutant les exposants des facteurs premiers qui entrent dans les deux nombres et écrivant les autres à la suite.
3° Quand deux nombres sont décomposés en facteurs premiers , il est aisé de reconnaître si le plus grand est divisible par le plus petit; il faut pour cela que le premier renferme tous les facteurs premiers du second avec des exposants au moins égaux. Car, le nombre dividende, étant égal au produit du diviseur par le quotient, contient tous les facteurs premiers du diviseur et en outre ceux du quotient: Ainsi, on voit immédiatement que le nombre 2*x3*x5x7 est divisible parle nombre 2 8 x3*x5. On effectue la division en retranchant les exposants du diviseur des exposants des mêmes facteurs dans le dividende, et écrivant à la suite les facteurs du dividende qui n'entrent pas dans le diviseur. Le quotient est ici 2*x3x7 ; car, en multipliant le diviseur par le quotient, on reproduit le dividende.
Plus grand commun diviseur.
72. Quand les nombres sont décomposés en facteurs premiers, on obtient de suite leur plus grand commun diviseur. En effet, tout diviseur commun de plusieurs nombres se compose évidemment de facteurs premiers communs aux différents nombres proposés; en prenant tous les facteurs premiers communs, on aura le plus grand commun diviseur. Soient, par exemple, les nombres
Il y a deux facteurs 2 et un facteur 3 communs à ces trois nombres; leur plus grand commun diviseur est 2'x3. Ainsi, le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres se compose des facteurs premiers communs à ces différents nombres, affectés chacun de son plus petit exposant.
T3. On reconnaît que deux nombres sont premiers entre eux lorsqu'ils n'ont pas de facteur premier commun ; car
alors ces deux nombres n'ont pas d'autre commun diviseur que l'unité. Ainsi les deux nombres
n'ayant pas de facteur premier commun, sont premiers entre eux.
Il est bon de remarquer que, lorsque deux nombres sont premiers entre eux, deux puissances quelconques de ces deux nombres sont aussi premières entre elles. Car les deux nombres donnés, étant premiers entre eux, n'ont pas de facteur commun ; les puissances de ces deux nombres, se composant respectivement des mêmes facteurs que les nombres eux-mêmes, n'auront pas non plus de facteur commun, et par conséquent seront premières entre elles.
Considérons, par exemple, les deux nombres
premiers entre eux. Si Ton élève le premier à la deuxième puissance, le second à la troisième, on aura
Ces deux nombres 28* et 15 s , n'ayant pas de facteur commun, sont aussi premiers entre eux.
Plus petit multiple.
74. On appelle plus petit multiple de plusieurs nombres le plus petit nombre divisible à la fois par chacun d'eux. Un nombre divisible à la fois par plusieurs autres doit renfermer évidemment les facteurs premiers de chacun d'eux. Soient les nombres.
Tout nombre, divisible à la fois par chacun d'eux, ronfei-
niera au moins quatre facteurs 2, deux facteurs 3, deux facteurs 5 et un facteur 7. On obtiendra le plus petit multiple des nombres proposés en ne prenant que les facteurs que l'on vient d'énumérer, et qui sont strictement nécessaires, ce qui donne
Ainsi, le plus petit multiple de plusieurs nombres se compose de tous les facteurs premiers qui entrent dans ces différents nombres, affectés chacun de son plus fort exposant.
Les quotients du plus petit multiple par chacun des nombres donnés sont ici
Lorsque deux nombres sont premiers entre eux, ces deux nombres n'ayant pas de facteur commun, leur plus petit multiple est le produit même de ces deux nombres. Par exemple, les deux nombres
premiers entre eux, ont pour plus petit multiple le nombre
qui est le produit même des deux nombres donnés.
Exercices.
i* Trouver le plus grand commun diviseur des deux nombres 182436 et 45234.
2° Trouver le plus grand commun diviseur des deux nombres 785000 et 465000.
3° Trouver le plus grand commun diviseur des deux nombres 53600 et 27000.
4° Trouver le plus grand commun diviseur des deux nombres 2734 et 1853.
5« Décomposer en facteurs premiers les nombres 132, 234,
6» Trouver le plus grand commun diviseur et le plus petit multiple de ces trois nombres.
7» Décomposer en facteurs premiers les nombres 453600, 2759680, 156816.
8° Trouver le plus grand commun diviseur et le plus petit multiple de ces trois nombres.
^9° Trouver quels sont les nombres premiers plus petits que
10° Former un tableau contenant tous les diviseurs du nombre 360.
1 1° Former un tableau contenant tous les diviseurs du nombre 504.
42° Démontrer que le nombre des diviseurs d'un nombre est égal au produit des exposants des facteurs premiers qui composent ce nombre, cbacun de ces exposants étant augmenté d'une unité.
13° Former un tableau contenant tous les diviseurs communs aux deux nombres 360 et 900.
14© Former un tableau contenant tous les diviseurs communs aux trois nombres 453600, 2759680, 156816.
15° A quels caractères reconnaît-on qu'un nombre est divisible par 18?
Appliquer aux nombres 2754, 13266, 5218, 4250.
16° A quels caractères reconnaît-on qu'un nombre est divisible par 45?
Appliquer aux nombres 2745, 7605, 2430, 6735.
17° Quels sont les nombres plus petits que 9, et premiers avec ce nombre?
CHAPITRE I
Mesure des grandeurs.
75. On appelle grandeur tout ce qui est susceptible d'augmentation ou de diminution.
Il faut distinguer deux sortes de grandeurs. Certaines grandeurs, comme une compagnie de soldats, un monceau de pommes, sont des collections d'unités; si Von compte combien de soldats renferme la compagnie, combien de pommes le monceau, on obtient un nombre. C'est là l'origine du nombre, et c'est à ce point de vue que nous l'avons étudié jusqu'à présent.
Il est d'autres grandeurs que l'on nomme continues, parce qu'on peut les augmenter ou les diminuer d'aussi peu qu'on veut, la longueur d'un fil, la capacité d'uu vase, la durée d'nn phénomène, sont des grandeurs continues. Les grandeurs de celte nature ne renferment pas en elles l'idée de nombre; cependant il est possible de les représenter par des nombres, et c'est là une première application très- importante de la science des nombres.
En effet, si l'on veut évaluer les longueurs, par exemple, on choisira l'une d'elles pour servir de terme de comparaison,
et l'on cherchera combien de fois cette longueur est contenue dans chacune des autres. Si elle est contenue 5 fois dans une première, 12 fois dans une seconde, ces longueurs seront représentées, l'une par le nombre 5, l'autre par le nombre 12.
70. On appelle unité la grandeur prise pour servir de terme de comparaison à toutes les grandeurs de même espèce.
Mesurer une grandeur, c'est la comparer à son unité, c'est chercher combien d'unités et de parties d'unité elle renferme.
1° Lorsque l'unité est contenue exactement dans la grandeur, 5 fois par exemple, il n'y a pas de difficulté, la grandeur est exprimée par le nombre 5.
2° Lorsque la grandeur à mesurer est plus petite que l'unité on partage cette dernière en un certain nombres de parties égales, et l'on cherche combien de parties renferme la grandeur. Je suppose que, l'unité ayant été partagée en douze parties égales, la grandeur renferme 7 parties exactement; on dira que la grandeur est les 7 douzièmes de l'unité, ou qu'elle est exprimée par la fraction sept douzièmes.
3« Lorsque la grandeur à mesurer est plus grande que l'unité, et qu'elle ne la contient pas exactement, elle se compose d'un certain nombre d'unités et d'un reste plus petit que l'unité, reste que Ton évalue par une fraction, ainsi qu'il a été expliqué. De celte manière, la grandeur est représentée par un nombre, augmenté d'une fraction.
Par extension d'idée, on appelle nombre, en général, la mesure d'une grandeur au moyen de l'unité; le nombre proprement dit a été distingué par la qualification de nombre entier; la fraction est considérée comme un nombre plus petit que l'unité; enûn un nombre entier, augmenté d'une fraction., constitue un nombre fractionnaire.
Les grandeurs, quand elles sont ainsi mesurées ou représentées par des nombres, portent le nom de quantités.
Je reprends en détail les définitions que je viens de donner.
Définitions.
ff. Lorsqu'on partage f unité en plusieurs parties égales,
et qu'on prend un certain nombre de ces parties, on a ce qu'on appelle une fraction.
Je partage l'unité en cinq parties égales, et je prends trois de ces parties; j'ai la fraction trois cinquièmes.
Le nombre qui indique en combien de parties on a partagé l'unité s'appelle dénominateur ; le nombre qui indique combien on prend de parties s'appelle numérateur. Dans l'exemple précédent, 5 est le dénominateur, 3 le numérateur.
On énonce une fraction en disant d'abord le numérateur,puis le dénominateur, que l'on fait suivre de la terminaison ième.
On écrit une fraction en mettant le dénominateur audessous du numérateur, et séparant les deux nombres par un trait horizontal. Ainsi la fraction trois cinquièmes s'écrit
De même, si l'on partage l'unité en trente-sept parties égales, et si l'on prend vingt-quatre de ces parties, on aura la fraction vingt-quatre trente-septièmes, qui s'écrit :
78. On appelle nombre fractionnaire un nombre entier augmenté d'une fraction. Ainsi 7 + | est un nombre fractionnaire.
Il est aisé de mettre un nombre fractionnaire sous forme de fraction. Je remarque en effet que, puisqu'une unité vaut cinq cinquièmes, sept unités valent sept fois cinq cinquièmes, ou trente-cinq cinquièmes; j'ajoute les trois cinquièmes, j'ai trentehuit cinquièmes. Ainsi :
Règle. Pour mettre un nombre fractionnaire sous la forme d'une fraction ordinaire, on multiplie le nombre entier par le dénominateur de la fraction, et on ajoute au produit le numérateur.
Puisqu'on peut mettre ainsi un nombre entier ou un nombre
fractionnaire sous la forme d'une fraction, ou a étendu la dénomination de fraction aux nombres en général. Lorsque le numérateur de la fraction est plus petit que le dénominateur, la fraction représente une quantité plus petite que l'unité; c'est une fraction proprement dite. Quand le numérateur est plus grand que le dénominateur, la fraction représente une quantité plus grande que l'unité; elle tient la place d'un nombre entier ou d'un nombre fractionnaire. Enfin, quand le numérateur est égal au dénominateur, la fraction désigne l'unité ellemême.
Je considère, par exemple, la fraction ~. Puisque avec cinq cinquièmes on forme une unité, autant de fois 38 cinquièmes contiendront 5 cinquièmes, autant la fraction ~ contiendra d'unités; or 38 contient 5 sept fois, et il reste 3; donc
Règle. Pour extraire les entiers contenus dans une fraction dont le numérateur est plus grand que le dénominateur, on divise le numérateur par le dénominateur.
Une fraction ne change pas de valeur quand on multiplie ou quand on divise ses deux termes par un même nombre.
79. Je remarque d'abord que, lorsqu'on rend le numérateur d'une fraction un certain nombre de fois plus grand ou plus petit, la fraction devient le même nombre de fois plus grande ou plus petite.
Il est évident que si, sans changer le dénominateur, on augmente le numérateur, la fraction augmente; caries parties restent les mêmes, et on en prend un plus grand nombre. Si on rend le numérateur, deux, trois... fois plus grand, on prend un nombre de parties, deux, trois... fois plus grand, ce qui donne une quantité deux, trois... fois plus grande. Ainsi, en
multipliant par trois le numérateur de la fraction on prend un nombre de septièmes trois fois plus grand, ce qui donne une nouvelle fraction 1 7 2 , trois fois plus grande que la première.
DES FRACTIONS ORDINAIRES. Si
De même, en divisant le numérateur de la fraction ^ par 3, on obtient une fraction |, trois fois plus petiu; que la première.
80. Je remarque en outre que, lorsqu'on rend le dénominateur d'une fraction un certain nombre de fois plus grand ou plus petit, la fraction devient le même nombre de fois plus petite ou plus grande.
Si, sans changer le numérateur, on augmente le dénominateur, il est clair que la fraction diminue; car, l'unité étant partagée en un plus grand nombre de parties égales, les parties deviennent plus petites, et, comme on en prend le même nombre, on a une quantité plus petite.
Pour fixer les idées, je suppose que Ton multiplie par 3 le dénominateur de la fraction |, ce qui donne la fraction ^. Pour former la première fraction |, on a partagé l'unité en sept parties égales; je subdivise chacune de ces parties en trois parties égales; l'unité se trouve ainsi divisée en 3 fois 7, ou en 21 parties égales. Avec un seul septième, on a formé par ce moyen trois vingt-et-unièmes; le ving t-et-unième est donc trois fois plus petit que le septième; et, comme on prend le même nombre de parties de part et d'autre, la seconde fraction est trois fois plus petite que la première.
En divisant par 3 le dénominateur de la fraction ^, on obtient de même une fraction |, trois fois plus grande que la
première.
ML Supposons maintenant que Ton multiplie par un même nombre 3 les deux termes de la fraction |. Si l'on multiplie d'abord le numérateur par 3, on obtient une fraction trois fois plus grande que la première; si Ton multiplie ensuite le dénominateur de cette seconde fraction par 3, on obtient une troisième fraction trois fois plus petite que la seconde; donc cette dernière fraction ou |f es t égale à la première |. En un mot, on voit que la fraction, devenant d'abord trois fois plus grande, puis trois fois plus petite, reprend sa valeur primitive. Ainsi, la valeur d'une fraction ne change pas quand on multiplie ses deux termes par un même nombre.
82 LIVRE III. — CBAPltRE I.
82. Supposons actuellement que Ton divise par un même nombre 3 les deux termes d une fraction ||. Si l'on divise d'abord par 3 le numérateur, on obtient une seconde fraction ^, trois fois plus petite que la première; si Ton divise ensuite par 3 le dénominateur de cette seconde fraction , on obtient une troisième fraction *, trois fois plus grande que la seconde; donc cette dernière fraction | est égale à la première En un mol, on voit que la fraction, devenant d'abord trois fois plus petite, puis trois fois plus grande, reprend sa valeur primitive. Ainsi, la valeur d'une fraction ne change pas quand on divise ses deux termes par un même nombre.
Réduction d'une fraction à sa plus simple expression.
83. Plus une fraction est simple, plus l'esprit conçoit aisément la grandeur qu'elle représente; ainsi on se figure parfaitement les quantités §, f, f ; mai?, si la fraction est compliquée, comme j*~ 9 ona plus de peine à concevoir la grandeur qu'elle représente; il importe donc de simplifier les fractions autant que possible. Simplifier une fraction, c'est trouver une fraction égale à la fraction proposée, et composée de termes plus petits. Le principe que nous venons d'établir nous fournit immédiatement un procédé de simplification; toutes les fois que Ton apercevra un diviseur commun aux deux termes d'une fraction, on divisera ces deux termes par le diviseur commun, et Ton obtiendra de la sorte une fraction égale à la proposée et plus simple qu'elle.
Soit la fraction En divisant les deux termes d'abord par 40, puis par 2 et par 9, on forme une série de fractions égales :
mo 162' 8Ï' 9*
Ainsi la fraction proposée est égale à la fraction plus simple L Puisque cette dernière a ses deux termes premiers entre eux, on ne peut plus la simplifier par division ; mais il n'est pas évident qu'on ne puisse le faire par un autre procédé, en retranebant, par exemple, de ses deux termes des nombres
convenables. Il importe donc de rechercher à quel caractère on reconnaît qu'une fraction est irréductible , c'est-à-dire ne peut être exprimée par des termes plus simples.
S4. Je vais démontrer que, lorsque les deux termes d'une fraction sont premiers entre eux, celte fraction est irréductible.
Soit, par exemple, la fraction g, dont les deux termes 4 et 9 sont premiers entre eux. Considérons une fraction quelconque, telle que |f , égale à la première. Je multiplie par 27 les deux termes de la première, par 9 les deux termes de la seconde; les deux fractions ne changent pas de valeur et se mettent sous la forme
Ces fractions, étant égales et ayant même dénominateur, doivent avoir nécessairement leurs numérateurs égaux; on aura done
Le nombre 9, divisant le produit 12x9, doit diviser le produit égal 4x27; mais il est premier avec le facteur 4; donc il divise l'autre facteur 27 (n° 64). Ainsi le dénominateur 27 de la seconde fraction est un multiple du dénominateur 9 de la première; ce multiple est ici 9x3. Si dans l'égalité précédente on remplace 27 par 9x3, il vient
4x9x3 = 12x9, et, en divisant par 9 ces deux produits égaux,
Ainsi le numérateur 12 de la seconde fraction est aussi un multiple du numérateur 4 de la première. De cette manière , les deux termes 27 et 12 de la seconde fraction sont les produits 9x3 et 4x3 des deux termes de la première par un même nombre 3; ce qu'on exprime en disant que 27 et 12 sont des équimultiples de 9 et de 4.
Il résulte de là que, lorsqu'une fraction | a ses deux termes premiers entre eux, toute fraction ^ égale à la première a ses deux termes équimultiples de ceux de la première. Toute fraction égale à la fraction | est donc formée de termes respective -
ment plus grands que ceux de la fraction *; il n'existe donc pas de fraction égale à la fraction * et formée de termes plus simples; en un mot, la fraction | est irréductible. Ainsi, lorsque les deux termes d'une fraction sont premiers entre eux, la fraction est irréductible.
$5. Réduire une fraction à sa plus simple expression, c'est la transformer en une fraction irréductible égale. Nous avons réduit la fraction ^ à sa plus simple expression, en divisant ses deux termes par 40, puis par deux et par 9, ce qui donne la fraction irréductible |; mais on opère tout d'un coup la réduction d'une fraction à sa plus simple expression en divisant ses deux termes par leur plus grand commun diviseur; car la fraction égale que l'on obtient de cette manière a ses deux termes premiers entre eux (n° 63), et par conséquent est irréductible. Ainsi en divisant les deux termes de la fraction ~ par leur plus grand commun diviseur 180, on arrive de suite à la fraction irréductible |, trouvée précédemment par des divisions successives.
Règle. Pour réduire une fraction à sa plus simple expression, on divise ses deux termes par leur plus grand commun dtwseur.
Dans la pratique, au lieu de chercher le plus grand commun diviseur, il est préférable en général de supprimer successivement tous les facteurs communs que l'on aperçoit dans les deux termes de la fraction; quand il n'y a plus de facteur commun, les deux termes sont premiers entre eux, et la fraction est réduite à sa plus simple expression.
Exemples :
On a divisé les deux termes de la première fraction deux fois par 2, ceux de la seconde par 2 et par 3, ceux de la troisième par 2 et par 9, ceux de la quatrième deux fois par 5, puis par 3.
Rédaction des fraction* an même dénominateur.
86. On compare aisément des fractions qui ont même dénominateur, comme ^ et ^. Puisqu'on a des parties égales, des douzièmes , de part et d'autre , il suffit de comparer les numérateurs; dans l'exemple précédent, on voit immédiatement que c est la seconde fraction qui est la plus grande. On comprend par là combien il est utile de savoir réduire les fractions au même dénominateur, c'est-à-dire de savoir trouver des fractions respectivement égales à des fractions données et ayant même dénominateur.
Je considère d'abord deux fractions | et ±. Si l'on multiplie les deux termes de la première par le dénominateur 7 de la seconde, on obtient la fraction égale j^. En multipliant de même les deux termes de la seconde fraction par le dénominateur 5 de la première, on obtient la fraction égale Or les dénominateurs des deux nouvelles fractions sont égaux, comme produits des deux mêmes facteurs. Ainsi les deux fractions | et |, réduites au même dénominateur, deviennent
Règlb. Pour réduire deux fractions au même dénominateur, on multiplie les deux termes de chacune d'elles par le dénominateur de Vautre.
87. Je considère maintenant un nombre quelconque de fractions
Si l'on multiplie les deux termes de chacune d'elles successi
vement par les dénominateurs de toutes les autres, on obtient les fractions
3X6X7X11 5X7X11 4 x5x6x11 10x5x6X7 5X6XÎXH ' 0x5x7xh' 7x5x6x11* 11x5x6x7*
respectivement égales aux proposées et ayant même dénominateur. Ce dénominateur commun est le produit des dénominateurs des fractions proposées.
Règle. Pour réduire plusieurs fractions au même dénominateur, on multiplie les deux termes de chacune d'elle par le produit des dénominateurs de toutes les autres.
Dans l'exemple proposé, le dénominateur commun est 2310, et il faut multiplier les numérateurs respectivement par 462, 385, 330, 210, ce qui donne
Plus petit commun dénominateur.
88. Il est possible ordinairement d'abréger beaucoup les calculs. En effet, puisqu'on transforme chacune des fractions données en multipliant ses deux termes par un certain nombre, le commun dénominateur est un multiple commun de tous les dénominateurs; et réciproquement tout multiple commun peut servir de commun dénominateur. La question revient donc à la détermination d'un multiple commun des dénominateurs des fractions proposées; on prendra de préférence le plus petit multiple (n<> 74). Il en résulte que, pour réduire plusieurs fractions au même dénominateur, il suffit de chercher le plus petit multiple de tous les dénominateurs, et de prendre ce plus petit multiple pour dénominateur commun.
Exemples : I. Soient les fractions
Ici le plus grand dénominateur 36 est divisible exactement par chacun des autres; c'est le plus petit multiple; on le prendra
pour dénominateur commun. Ce nombre 36, divisé par 12 et par 18, donne pour quotient 3 et 2; on multipliera le numérateur de la première fraction par 3, celui de la seconde par 2, et l'on obtiendra les fractions
II. Soient les fractions
Le plus grand dénominateur 36 est divisible par les deux premiers dénominateurs; mais il ne Test pas par le troisième 24; il suffit de chercher un multiple de 36 divisible par 24. On voit tout de suite que 36x2 ou 72 est divisible par 24; ce nombre 72 est donc le plus petit multiple; on le prendra pour dénominateur commun. Les fractions proposées deviennent ainsi
III. Mais on n'aperçoit pas toujours immédiatement un multiple du plus grand dénominateur divisible par tous les autres; dans ce cas, on procédera à la recherche du plus petit multiple par la décomposition en facteurs premiers. Je vais indiquer sur un exemple la manière de disposer les calculs :
fractions proposées
plus petit multiple.
fractions réduites au même dénom-
Après avoir décomposé les dénominateurs en facteurs premiers et écrit leur plus petit multiple, on a calculé les quo-
tients du plus petit multiple par chacun des dénominateurs; c'est par ces nombres 18, 15, 10, 8 qu'il faudra multiplier les numérateurs.
Si Ton avait opéré d'après la première méthode, on aurait pris pour dénominateur commun le produit 777600 des dénominateurs, nombre beaucoup plus grand que 360.
Il est un cas où la seconde méthode revient à la première : c'est lorsque les dénominateurs sont premiers entre eux deux à deux; alors le plus petit multiple n'est autre chose que le produit même des dénominateurs.
OPÉRATION S SUR LES FRACTIONS ORDINAIRES
Addition.
89. Les définitions données pour l'addition et la soustraction des nombres entiers s'appliquent aux quantités en général. L'addition a pour but de réunir en une seule plusieurs quantités de même espèce. La soustraction a pour but de retrancher une quantité d'une autre quantité plus grande de même espèce. Si, par exemple, on place à la suite les unes des autres plusieurs longueurs données, on fait une addition.
Lorsque les fractions données ont même dénominateur, on a des parties égales à additionner; pour trouver combien de parties renferme la somme, il suffit évidemment d'additionner les numérateurs. Soit à ajouter les fractions g et ^; si Ton ajoute 3 douzièmes à 4 douzièmes on a 7 douzièmes, c'est-à-dire
la fraction ^.
Soit encore a additionner les fractions
On commencera par les réduire au même dénominateur 36, puis on ajoutera les numérateurs, ce qui donne
Règle. Pour additionner des fractions , on les réduit au même dénominateur, puis on additionne les numérateurs.
Pour additionner des nombres fractionnaires, on additionne d'abord les fractions, puis les entière, en tenant compte
du nombre entier fourni par la somme des fractions. Soit à ajouter les nombres fractionnaires
Les fractions , réduites au même dénominateur 36, ont pour somme H ou 2 4- 4, ou 2 4- La partie entière 2 ajoutée aux
OO ,JO
entiers donne 20. La sojnme cherchée est donc 20 -f ^,
Soustraction.
OO. Lorsque les deux fractions ont même dénominateur, on retranche le plus petit numérateur du plus grand. De ^ retrancher *. Si de 7 douzièmes on retranche 4 douzièmes, il reste 3 douzièmes, c'est-à-dire la fraction , 3 .
Lorsque les fractions n'ont pas même dénominateur, on les réduit préalablement au même dénominateur. Ainsi :
Règle. Pour trouver la différence de deux fractions, on les réduit au même dénominateur, puis on prend la différence des numérateurs.
Pour retrancher un nombre fractionnaire d'un nombre fractionnaire, on réduit d'abord les deux fractions au même dénominateur, puis on retranche la fraction de la fraction et l'entier de l'entier.
Exemples : I. De 20 + j* retrancher 6 + J.
IL De 20 + 1 retrancher 6 + J|.
Ici la fraction inférieure est plus grande que la fraction supérieure. On ajoute à cette dernière une unité ou |j, ce qui donne ~; de j| ôtez |j, il reste ||. Pour que la différence ne change pas, on ajoute une unité au nombre 6 ; de 20 ôtez 7, il reste 43.
IV. De j retrancher
Multiplication.
Cas où le multiplicateur est entier.
IML La définition que nous avons donnée de la multiplication subsiste dans le cas où le multiplicateur est un nombre entier, le multiplicande étant d'ailleurs une quantité quelconque. Multiplier une quantité par un nombre entier, c'est la répéter autant de fois qu'il y a d'unités dans le nombre entier. Multiplier une longueur par 4, c'est la répéter quatre fois, c'est ajouter à la suite les uns des autres quatre longueurs égales à la longueur donnée.
Soit à multiplier par 4 la fraction |. Il s'agit de répéter 4 fois le multiplicande; 4 fois 5 septièmes font 20 septièmes, c'est-à-dire la fraction ^. Ainsi, on multiplie une fraction par un nombre entier en multipliant le numérateur par ce nombre entier.
De même le produit de ^ par 4 est mais on peut simplifier cette fraction en divisant ses deux termes par 4, ce qui donne | pour le produit demandé. On serait arrivé directement à ce résultat en remarquant qu'on rend la fraction ^ quatre fois plus grande en divisant son dénominateur par 4.
Si l'on avait à multiplier un nombre fractionnaire par un
nombre entier, on multiplierait d'abord la fraction , puis l'entier, en ajoutant au produit l'entier fourni par la fraction. Ainsi :
On opère en disant : 4 fois f font ® ou 2 + je pose f et retiens 2 unités; 4 fois 3 font 12 et 2 font 14.
Cas où le multiplicateur est fractionnaire.
92. La définition de la multiplication» dont nous nous sommes servis jusqu'à présent, n'a plus de sens quand le multiplicateur est fractionnaire; il devient nécessaire de donner à celle définition une signification plus étendue. Nous dirons :
Multiplier, c'est répéter plusieurs fois une partie déterminée du multiplicande.
Ainsi, multiplier par |, c'est répéter 3 fois la cinquième partie du multiplicande. Multiplier par |, c'est prendre la cinquième partie du multiplicande.
Cette définition nouvelle ne comporte plus nécessairement l'idée d'augmentation. Si le multiplicateur est plus grand que l'unité, le produit sera en effet plus grand que le multiplicande; mais, si le multiplicateur est plus petit que l'unité, le produit sera plus petit que le multiplicande. La multiplication, ainsi entendue, n'est plus une opération simple, elle contient une double opération : 1° division du multiplicande en parties égales; 2 0 répétition d'une des parties. C'est la combinaison d'une division et d'une multiplication proprement dite.
Expliquons maintenant pourquoi cette double opération a été appelée multiplication. Proposons-nous la question suivante : combien coûte une certaine quantité d'étoffe, connaissant le prix du mètre? Si la quantité d'étoffe est un nombre entier de mètres, 3 mètres, par exemple, il faut répéter le prix du mètre trois fois; c'est là une multiplication dans l'acception ordinaire du mot. Si l'on demande maintenant combien coû-
tent g de mètre, il faudra répéter 3 fois la cinquième partie du prix d'un mètre. L'opération qu'il faut faire dans ce cas, pour trouver le prix de la quantité d'étoffe, a été appelée, par analogie, multiplication. Supposons que le prix du mètre soit 40 francs; le cinquième du mètre coûtera 5 fois moins, soit 2 francs; trois cinquièmes de mètre coûteront 3 fois plus, soit 6 francs.
Supposons maintenant que le prix du mètre soit | de francs. Le cinquième de mètre coûtera 5 fois moins, soit trois cinquièmes de mètre coûteront 3 fois plus, soit i^j.
Reprenons ce raisonnement d'une manière abstraite. Soit à multiplier | par 1. 11 s'agit de répéter (rois fois la cinquième partie du multiplicande. On obtient la cinquième partie du multiplicande en multipliant le dénominateur par 5, ce qui rend la fraction cinq fois plus petite, et donne on répète ensuite trois fois cette partie en multipliant le numérateur par 3. Le produit cherché est donc ~| ou ||. Ainsi :
4 3_Ax3__i2
Règle. Pour multiplier deux fractions, on multiplie numérateur par numérateur, dénominateur par dénominateur.
» Remarques.
93. Tous les cas qui peuvent se présenter se ramènent au précédent.
Si l'on a à multiplier un entier par une fraction, en mettant le nombre entier sous la forme d'une fraction qui a pour dénominateur l'unité, on aura
On serait d'ailleurs arrivé au même résultat en prenant directement les trois cinquièmes du multiplicande.
Si Ton veut multiplier un nombre fractionnaire par une fraction ou par un nombre fractionnaire, on mettra préala-
94 LITfcE III. — CHAPITRE II.
blement les nombres fractionnaires sous la forme de fractions. Ainsi :
/ 4\ 3__60 3_i80_36 1 fo , ^ /, 3\ 60 8 480 96 JO , 5
©4L Les propriétés des produits de plusieurs facteurs, que nous avons démontrées , lorsque les facteurs sont entiers (n 09 31 à 35), subsistent quand les facteurs sont fractionnaires. J'examine d'abord la propriété fondamentale, savoir: le produit ne change pas quand on intervertit Tordre des facteurs. Le produit
3 5 8 7 _ 3X5X8X7 4 X 7 X 9 X i0""4x7x9xl0
est une fraction qui a pour numérateur le produit des numérateurs et pour dénominateur le produit des dénominateurs. Or, si Ton intervertit Tordre des facteurs fractionnaires, on intervertit simplement Tordre des facteurs entiers qui composent les deux termes de la fraction produit, ce qui ne change pas la valeur de ces deux termes.
La propriété fondamentale étant ainsi généralisée, toutes ses conséquences le sont par là même. Ainsi, dans un produit de facteurs quelconques , on peut grouper deux facteurs en un seul, et réciproquement décomposer un facteur en plusieurs autres.
Lorsqu'on aura à calculer un produit de fractions, on aura soin de supprimer les facteurs communs avant de commencer les multiplications. Ainsi, dans le produit précédent, on aperçoit au numérateur et au dénominateur les facteurs communs 7, 4, 3, 40, que Ton supprime; de celte manière on obtient immédiatement le résultat sous la forme la plus simple |.
DiTiaioii.
95. Voici la définition générale de la division: Étant donnés un produit de deux fadeurs et l'un des facteurs ,
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trouver l'autre. Le produit donné est le dividende, le facteur donné le diviseur; le facteur cherché s'appelle quotient.
Lorsque nous nous sommes occupés de la division des nombres entiers, nous ayons considéré la division comme ayant pour but de chercher combien de fois le diviseur est contenu dans le dividende. Lorsque le dividende contient exactement le diviseur, il est effectivement égal au produit du diviseur par le quotient; dans ce cas, le quotient est entier.
Mais, quand le diviseur n'est pas contenu exactement dans le dividende, le quotient est fractionnaire. Soit d'abord à diviser 5 par 7; le quotient sera exprimé par la fraction \; car le produit du diviseur 7 par la fraction | est égal à cinq fois la septième partie du diviseur 7, ou à cinq fois Funité, ce qui donne le dividende 5. Ainsi , une fraction exprime le quotient de son numérateur par son dénominateur; c'est pourquoi le signe de la fraction , le trait horizontal, a été adopté pour indiquer la division; on place au-dessus le dividende, au-dessous le diviseur.
Soit encore à diviser 31 par 7 ; le diviseur est contenu quatre fois dans le dividende, et il y a un reste 3. Comme le reste 3, divisé par 7, donne la fraction |, le quotient cherché sera exprimé par le nombre fractionnaire A + |; car si Ton multiplie le diviseur par ce nombre fractionnaire, on a A fois 7, plus trois fois la septième partie de 7, c'est-à-dire plus le reste 3, et Ton reproduit le dividende. Dans la division des nombres entiers, nous nous bornions à chercher la partie entière du quotient; pour compléter le quotient, il suffit d'ajouter une fraction ayant pour numérateur le reste de la division et pour dénominateur le diviseur.
Cas où le diviseur est entier.
96. Soit à diviser la fraction i par 3. Puisque le quotient^ multiplié par le diviseur 3, ou répété 3 fois, doit reproduire le dividende, ce quotient est 3 fois plus petit que le dividende. Or, on sait que Ton rend une fraction trois fois plus petite en
multipliant son dénominateur par 3; le quotient cherché est donc ou ^. Ainsi , on divise une fraction par un nombre entier en multipliant le dénominateur de la fraction par ce nombre entier.
Quand le numérateur de la fraction est divisible par le nombre entier, on effectue la division d'une manière plus prompte, en divisant le numérateur par le nombre entier. Par exemple, le quotient de la fraction f par 3 est la fraction |. Car on sait que l'on rend une fraction trois fois plus petite en divisant son numérateur par 3.
Soit à diviser le nombre fractionnaire 47 + * par 5. Ou dira : le cinquième de 17 est 3 pour 45 et il reste deux unités, qui, converties en septièmes et ajoutées aux quatre septièmes, donnent^; le cinquième de cette fraction est ||. Le quotient cherché est donc 3 + |.
Cas où le diviseur est fractionnaire
07. Proposons-nous d'abord la question suivante ; | de mètre d'éloffe ont coûté 15 francs; trouver le prix du mètre. Puisque 5 huitièmes de mètre ont coûté 15 francs, un seul huitième coûtera 5 fois moins, c'est-à-dire 3 francs, un mètre coûtera 8 fois plus qu'un huitième , c'est-à-dire 3 X 8 ou 24 francs.
Proposons-nous encore celte question : | de mètre d'étoffe ont coûté ^ de franc, trouver le prix du mètre. Puisque 5 huitièmes de mètre ont coûté ^ de franc, un seul huitième
coûtera 5 fois moins, c'est-à-dire un mètre coûtera 8 fois
plus qu'un huitième, c'est-à-dire ^ 8 g. Or cette opération est une division dans laquelle ^ est le dividende, | le diviseur, le prix du mètre le quotient; car le prix du mètre , multiplié par la quantité d'étoffe achetée jj, doit reproduire la somme dépensée ^ de franc.
Reprenons maintenant le raisonnement d'une manière abstraite. Diviser ^ par jj, c'est chercher un quotient qui,
multiplié par le diviseur |, reproduise le dividende L Mais multiplier une quantité par |, c'est en prendre 5 fois la huitième partie; donc les 5 huitièmes du quotient égalent le dividende ^; un seul huitième vaut 5 fois moins, c'est-à-dire -1— : le quotient entier vaut huit fois plus que son huitième, c'està-dire iSh 011 i- Tel esl le quotient demandé; on l'obtient, comme on voit, en multipliant le dividende ^ par le diviseur renversé |. D'où Ton déduit la règle suivante :
Règle. On divise une quantité par une fraction en la multipliant par le diviseur renversé.
Remarques.
98. La règle précédente comprend tous les cas de la division. Lorsque le diviseur est un entier, 5 par exemple, le quotient égale la cinquième partie du dividende, ou le produit du dividende par la fraction J; or cette fraction | peut être considérée comme l'entier j renversé.
De même, diviser par |, c'est la même chose que multiplier par 5.
Si le diviseur et le dividende sont des nombres fractionnaires, on les mettra préalablement sous forme de fractions.
99. De même que, par l exten^h doppée à ^^Ômti( la multiplication ne comporte plus néc^s^^n^M Wdée q d'augmentation, de même la division ne coro^fc^^us l'idée
de diminution. Puisque diviser revient à inm^ier, p#Y diviseur renversé, on voit que, si le diviseur est plus^fti^f que l'unité, le quotient sera plus petit que le dividcn^J^snais
que, si le diviseur est plus petit que l'unité, le quotient sera plus grand que le dividende.
100. On se fera une idée très-nette de la division en remarquant que, dans tous les cas, le quotient exprime combien de fois le dividende contient le diviseur et combien de parties du diviseur. Si le quotient est un nombre entier 5, le dividende, étant égal au produit du diviseur par le quotient 5, ou au diviseur répété 5 fois, contient évidemment 5 fois le diviseur. Si le quotient est une fraction f, le dividende, étant égal au diviseur mulliplié par |, contient trois fois la cinquième partie du diviseur. De même, un quotient fractionnaire 4 -f | indique que le dividende contient quatre fois le diviseur, plus trois fois la cinquième parlie du diviseur. En un mot, le quotient exprime la mesure de la quantité dividende quand on prend la quantité diviseur pour unité.
D'acres cela, il est clair que, si l'on rend le dividende un certain nombre die fois plus grand, le quotient devient le même nombre de fois plus grand , et que, si l'on rend le diviseur un certain nombre de fois plus grand, le quotient devient le même nombre de fois plus petit. 11 en résulte que le quotient ne change pas quand* on multiplie le dividende et le diviseur par un même nombre.
101. Lorsque le diviseur est un nombre entier, on peut considérer la division comme ayant pour but de partager le dividende eu autant de parties égales qu'il y a d'unités au diviseur. Supposons, par exemple, que le diviseur soit le nombre entier 5; le quotient multiplié par le diviseur 5, ou répété 5 fois, reproduit le dividende; donc le dividende se compose de 5 quantités égales au quotient, et, par conséquent, si Ton partage le dividende en 5 parties égales, chacune des parties sera égale* au quotient.
CHAPITRE III
Définitions.
102. Lorsqu'on partage l'unité en parties égales de dix en dix fois plus petites, et qu'on prend un certain nombre de ces parties, on a ce qu'on appelle une fraction décimale.
Un nombre entier, augmenté d'une fraction décimale, porte le nom de nombre décimai.
On partage d'abord l'unité en dix parties égales, appelées dixièmes; on partage ensuite le dixième en dix parties égales, appelées centièmes, parce que l'unité en contient cent; puis le centième en dix millièmes, le millième en dix dix-millièmes, le dix-millième en dix cent-millièmes, le cent-millième en dix millionièmes, etc.
Cela posé, pour mesurer une grandeur plus petite que l'unité , on cherche combien elle contient de dixièmes; elle en contient 7, par exemple, et il y a un reste. On cherche combien ce reste contient de centièmes; il en contient 3, et il y a un nouveau reste. On cherche combien ce nouveau reste contient de millièmes; il en contient 8. On continue de la sorte jusqu'à ce qu'on n'ait plus de reste, ou jusqu'à ce qu'on arrive à un reste assez petit pour qu'on puisse, sans inconvénient, le négliger.
On obtient de la sorte une fraction décimale : sept dixièmes trois centièmes, huit millièmes.
Lorsque la grandeur à mesurer est plus grande que l'unité, on cherche d'abord combien d'unités elle contient; puis on mesure le reste au moyen d'une fraction décimale, ainsi que je l'ai expliqué. De cette manière, la grandeur est représentée
par un nombre entier, augmenté d'une fraction décimale , c'est-à-dire par un nombre décimai.
Numération des nombres décimaux.
1 ©3. Dans la numération des nombres entiers, on a formé des unités de dix en dix fois plus grandes, et maintenant on forme des unités de dix en dix fois plus petites. Le tableau complet des ordres d'unités
Mille, Centaine , Dizaine,
Unité fondamentale, Dixième y Centième, Millième ,
se compose, en partant de l'unité fondamentale, de deux séries indéfinies, l une ascendante, l'autre descendante. On peut d'ailleurs considérer ces deux séries comme n'en formant qu'une , indéfinie dans l'un et dans l'autre sens. Chaque unité est dix fois plus grande que celle qui est placée audessous d'elle, et dix fois plus petite que celle qui est placée au-dessus.
104. La propriété fondamentale des nombres décimaux, c'est qu'on peut les écrire sous la même forme que les nombres entiers. Rappelons en effet la convention sur laquelle repose la numération écrite: un chiffre placé à la gauche d'un autre représente des unités dix fois plus grandes. Réciproquement, un chiffre placé à la droite d'un autre représente des unités dix fois plus petites. D'après cela, un chiffre placé à la droite du chiffre des unités représentera des dixièmes; un chiffre placé à la droite du chiffre des dixièmes représentera des
unités dix fois plus petites que ies dixièmes, c'est-à-dire des centièmes; un chiffre placé à la droite du chiffre des centièmes représentera des unités dix fois plus petites que les centièmes, c'est-à-dire des millièmes, etc.. Le nombre décimal 425 unités, 7 dixièmes, 3 centièmes, 8 millièmes, s'écrira donc
On met une virgule après le chiffre 5 pour indiquer que ce chiffre désigne les unités principales. Si l'on ne mettait pas de virgule, le chiffre 5, quand on écrit 7 à sa droite, exprimerait des dizaines.
Ainsi la numération écrite des nombres décimaux repose sur cette convention générale, que le rang de chaque chiffre, à partir de la virgule, soit vers la gauche, soit vers la droite, indique l'ordre des unités, ordre ascendant ou descendant.
La fraction décimale 7 dixièmes, 3 centièmes, 8 millièmes s'écrit
Le chiffre 0 tient la place des unités principales.
Il est inutile de distinguer les fractions décimales des nombres décimaux ; on considère une fraction décimale comme un nombre décimal qui a zéro pour partie entière.
Énoncer un nombre décimal écrit.
105. Soit le nombre 0,738. Il serait trop long de dire 7 dixièmes, 3 centièmes, 8 millièmes. Je remarque que le centième vaut dix millièmes, que le dixième vaut cent millièmes; en rapportant tout au millième, on dira donc 738 millièmes.
De même, le nombre 425,738 s'énoncera 425 unités, 738 millièmes.
Règle. Pour énoncer un nombre décimal, on énonce d'abord le nombre entier placé à gauche de la virgule, puis le nombre placé à droite, en le faisant suivre du nom des dernières unités.
Ainsi les nombres
s'énoncent Six centièmes,
Quarante-sept dix-millièmes.
Deux unités, dix mille cinq cent-millièmes.
Suxante-dix unités, quatre millièmes.
100. Un nombre décimal ne change pas quand on place des zéros, soit à gauche de la partie entière, soit à droite de la partie décimale; car les zéros ainsi placés n'ont aucune influence sur les autres chiffres. Ainsi, au lieu de 12,457, on peut écrire 012,45700.
107. D'après leur définition , les fractions décimales ne sont qu'une espèce particulière de fractions ordinaires. En effet, la fraction décimale 0,437, s'énonçant 437 millièmes, peut s'écrire Le nombre décimal 25,437 s'écrira d'abord sous forme de nombre fractionnaire 25 + d'autre part, comme on peut l'énoncer 25437 millièmes, on l'écrira aussi sons forme de fraction ordinaire ^ 0 '. Ainsi , une fraction décimale est égale à une fraction ordinaire qui a pour numérateur le nombre obtenu en supprimant la virgule, et pour dénominateur l'unité suivie d'autant de zéros qu'il y a de chiffres décimaux.
Déplacement de la virgule.
108. Si dans le nombre 12,457 on déplace la virgule d'un rang vers la droite, on obtient un nombre 124,57 dix fois plus grand que le précédent. Car le chiffre 7, qui auparavant exprimait des millièmes, exprime maintenant des centièmes, unités dix fois plus grandes; le chiffre 5, qui exprimait des centièmes, exprime maintenant des dixièmes, unités dix fois plus grandes, et ainsi de suite; en un mot, l'ordre de chaque chiffre s'est élevé d'un rang dans le tableau des unités, sa
valeur, et par conséquent celle du nombre lui-même, est devenue dix fois plus grande .
Si dans le nombre 12,457 on déplace la virgule de deux rangs vers la droite, on obtient un nombre 1245,7 cent fois plus grand que le précédent. Car, Tordre de chaque chiffre s'étant élevé de 4eux rangs, sa valeur, et par suite celle du nombre lui-même, est devenue cent fois plus grande.
Réciproquement, si dans le nombre 12,457 on déplace ia virgule d'un rang vers la gauche, on obtient un nombre 1 ,2457 dix fois plus petit que le précédent, etc.
En résumé, si dans un nombre décimal on déplace la virgule de un, deux, trois... rangs vers la droite ou vers la gauche , le nombre devient dix, cent, mille... fois plus grand ou plus petit.
Les zéros que Ton peut ajouter à la droite et à la gauche d'un nombre décimal permettent de déplacer la virgule d'autant de rangs qu'on voudra d'un côté ou de l'autre. Ainsi dans le nombre 12,457, si on déplace la virgule de quatre rangs , on obtient deux nombres, Tun 124570 dix mille fois plus grand, l'autre 0,001257 dix mille fois plus petit.
Addition.
109. Puisque les nombres décimaux sont composés, comme les nombres entiers, d'unités de dix en dix fois plus grandes, et s'écrivent sous la même forme , les opérations que l'on a appris à effectuer sur les nombres entiers s'exécutent de la même manière sur les nombres décimaux.
L'addition des nombres décimaux s'effectue comme celle des nombres entiers. On écrit les nombres décimaux les uns au-dessous des autres, de manière que les unités de même ordre soient dans une même colonne verticale, et, par conséquent, que les virgules se correspondent; puis on additionne les chiffres contenus dans les colonnes successives , en commençant par la droite. Ainsi, soit à additionner les nom-
bres 27,658—8,49-0,067; on les dispose comme il suit :
Additionnant d'abord les millièmes, on dira : 8 et 7 font 15 millièmes, je pose 5 millièmes au-dessous de la colonne des millièmes, et je reporte 4 centième à la colonne suivante. La colonne suivante donne 21 centièmes, je pose 1 centième et je reporte 2 dixièmes; et ainsi de suite.
Soustraction.
HO. La soustraction des nombres décimaux s'effectue comme celle des nombres entiers. On écrit le plus petit nombre au-dessous du plus grand, de manière que les Tirgules se correspondent; puis on retranche chaque chiffre inférieur du chiffre supérieur correspondant.
De 25,895 retrancher 12,463. On écrira
De 5 millièmes j'ôte 3 millièmes, il reste 2 millièmes que j'écris au-dessous de la colonne des millièmes; de 9 centièmes j'ôte 6 centièmes, il resle 3 centièmes que j'écris, etc.
Lorsqu'un chiffre inférieur est plus grand que le chiffre supérieur correspondant, on lève la difficulté comme pour les nombres entiers.
De 20,805 retrancher 9,728.
De 5 millièmes on ne peut ôler 8 millièmes; j'ajoute au nombre supérieur 10 millièmes, ce qui fait 15 millièmes, dont on peut retrancher 8. Afin que la différence ne change pas,
j'ajoute la même quantité ou 1 centième au nombre inférieur, de sorte que par la pensée je remplace 2 par 3, etc. De 10,5 retrancher 9,783.
On imaginera, mais sans les écrire, deux zéros à la droite du 5.
Multiplication.
Nous examinerons successivement le cas où le multiplicateur est un nombre entier, et celui où il est un nombre décimal.
Cas où le multiplicateur est entier.
111. Soit à multiplier 6,4S par 27. Il s'agit de répéter 27 fois le multiplicande, qui est égal à 6tô centièmes. Si l'on multiplie le nombre entier 645 par 27, on trouve 17415, puisque 27 fois 645 unités font 17405 unités, il est clair que 27 fois 645 centièmes feront 17415 centièmes, c'est-à-dire le nombre décimal 174,15. Ainsi le produit d'un nombre décimal par un nombre entier renferme autant de chiffres décimaux que le multiplicande.
Cas où le multiplicateur est décimal.
112. Je suppose maintenant que l'on ait à multiplier un nombre décimal 4,576 par un nombre décimal 2,38. Puisque le multiplicateur est égal à 238 centièmes, la question revient à répéter 238 fois la centième partie du multiplicande; or on obtient la centième partie du multiplicande en reculant la virgule de deux rangs vers la gauche, ce qui donne 0,04576 ou 4576 cent-millièmes; pour répéter cette quantité 238 fois, il suffit de multiplier le nombre entier 4576 par 238, ce qui donne 1089088 cenUmillièmes, c'est-à-dire le nombre décimal 10,89088. .
Le produit renferme autant de chiffres décimaux que le
nouveau multiplicande 0,04576; or on forme ce dernier en reculant la virgule, dans le multiplicande proposé, d'autant de rangs vers la gauche qu'il y a de chiffres décimaux dans le multiplicateur; donc le nouveau multiplicande, et par conséquent le produit, renferment autant de chiffres décimaux qu'il y en a dans le multiplicande et dans le multiplicateur proposés. On en conclut :
Règle. Pour multiplier deux nombres décimaux l'un par Vautre, on effectue la multiplication comme s'il n'y avait pas de virgule, puis on sépare par une virgule sur la droite du produit autant de chiffres décimaux qu'il y en a dans le multiplicande et dans le multiplicateur proposés.
On dispose l'opération de la manière suivante :
On serait arrivé immédiatement à cette règle générale, en mettant les nombres décimaux sous la forme de fractions ordinaires, et en leur appliquant la règle démontrée pour la multiplication des fractions ordinaires. Ainsi
A va v 9 qft- 4576 v ^38 _ 4576X238 4,o76 X 2,38-— X i00 000 *
On voit qu'il faut faire le produit des deux nombres entiers obtenus en effaçant la virgule, puis diviser le résultat par 400000. Or cette division s'effectue en séparant par vjne virgule sur la droite du résultat autant de chiffres décimaux qu'il y a de zéros, c'est-à-dire autant qu'il y a de chiffres décimaux dans le multiplicande et dans le multiplicateur.
Division.
Nous examinerons successivement le cas où le diviseur est entier et celui où il est fractionnaire.
Cas où le diviseur est entier.
113. Soii à diviser 481,78 par 26. Le dividende se compose de 48178 centièmes. Si Ton divise le nombre entier 48178 par 26, on obtient pour quotient 1853. Puisque 26 fois 1853 unités font 48178 unités, 26 fois 1853 centièmes feront 48178 centièmes, c'est-à-dire le dividende proposé; donc le quotient cherché est 1853 centièmes, ou 18,53.
Règle. Pour diviser un nombre décimal par un nombre entier, on effectue la division comme si le dividende était un nombre entier, en ayant soin, quand on a abaissé le chiffre des unités^ du dividende, de mettre une virgule à la droite <fy chiffre correspondant du quotient.
On dispose l'opération de la manière suivante :
En mettant la virgule comme nous l'avons dit, le quotient a autant de chiffres décimaux que le dividende, ce qui doit être, puisqu'ils expriment l'un et l'autre des unités de même ordre.
ftfl4. Soit encore à diviser 2,645 par 47. La division du nombre entier 2645 par 47 donne pour quotient 56 -f- Si Ton répète 47 fois 56 unités plus la fraction Jf d'unité, on obtient 2645 unités; donc, en répétant 47 fois 56 millièmes plus la fraction $ de millième, on obtiendra 2645 millièmes, c'est-à-dire le dividende proposé. Ainsi le quotient demandé égale 56 millièmes, plus une fraction || de millième ; en négligeant celte fraction de millième, on commet une erreur plus petite qu'un millième. Donc le quotient est 0,056 à moins d'un millième près.
Le quotient est compris entre 0,056 et 0,057; il est facile de voir, à l'inspection du reste , duquel do ces deux nombres il
est le plus rapproché. Le reste 13 étant plus petit que la moitié du diviseur, la fraction complémentaire J| de millième est plus petite qu'un demi-millième; donc le quotient est plus rapproché de 0,036 que de 0,057. On prendra 0,056 par défaut à moins d'un demi-millième près.
Mais dans l'exemple suivant
le reste étant plus grand que la moitié du diviseur, la fraction complémentaire ^ de millième est plus grande qu'un demimillième, et le quotient est plus rapproché de 0,057 que de 0,056. On prendra 0,057 par excès à moins d'un demi-millième près.
Ainsi : lorsque le reste est plus petit que la moitié du diviseur, on conserve le dernier chiffre tel qu'on l'a obtenu ; lorsque le reste est plus grand que la moitié du diviseur, on augmente ce dernier chiffre d'une unité. De cette manière, l'erreur sera toujours moindre qu'une demi-unité de l'ordre auquel on s'arrête.
Si l'on veut une approximation plus grande, si l'on demande, par exemple, le quotient à moins d'un millionième près, on mettra le dividende sous la forme 2,645000 par l'addition d'un nombre convenable de zéros. La division donne
pour quotient 0,056276, plus la fraction |® de millionième; en négligeant cette fraction, on commet une erreur moindre qu'un millionième.
Mais, dans la pratique, il est inutile d'écrire les zéros à la droite du dividende : quand on aura abaissé tous les chiffres du dividende proposé, on formera le dividende partiel suivant, en mettant à la droite du reste un zéro , et on continuera de cette manière jusqu'à ce qu'on ait obtenu le quotient avec une approximation suffisante. L'erreur, étant toujours moindre
qu'une unité de Tordre auquel on s'arrête, deviendra aussi petite qu'on voudra. On dispose ainsi l'opération :
Cas où le diviseur est décimal.
lift. Soit à diviser 4,576 par 2,38. On a vu (n-> 100) que, si Ton multiplie par un même nombre le dividende et le diviseur, le quotient ne change pas; je multiplie par 100 les deux nombres proposés, la question revient à diviser le nombre décimal 457,6 par le nombre entier 238, ce qui rentre dans le cas précédent. Le quotient est 1,923 par excès à moins d'un demi-millième près. Ainsi :
Règle. Lorsque le diviseur est un nombre décimal, on supprime la virgule au diviseur, en ayant soin de la déplacer dans le dividende d'autant de rangs vers la droite qu'il y a de chiffres décimaux au diviseur ; et Von a à diviser un nombre décimal par un nombre entier.
On demande, par exemple, le quotient de 2 par 0,059 à moins d'un centième près. On divisera 2000 par 59, et Ton trouvera pour le quotient cherché 33,90 par excès à moins d'un demi-centième près.
CHAPITRE IV
Comment on obtient un produit et un quotient à une unité près d'un ordre
décimal donné.
Multiplication abrégée.
116. Ordinairement il n'est pas nécessaire de calculer exactement le produit de deux nombres décimaux; il suffit de l'obtenir avec une certaine approximation. On demande, par exemple, à moins d'une unité près, le produit des deux nombres 628,45638 et 32,935724. Si l'on effectuait la multiplication d'après la méthode ordinaire, on aurait le produit avec onze décimales; ces onze décimales, on les négligerait, puisqu'il suffi l d'avoir le produit à moins d'une unité près. Voici un procédé qui simplifie l'opération et qui dispense de calculer la parlie que Ton doit négliger au produit.
Règle. Pour calculer le produit de deux nombres décimaux, à moins d'une unité prés, on écrit au-dessous du multiplicande les chiffres du multiplicateur dans un ordre inverse, en plaçant le chiffre des unités du multiplicateur sous le chiffre des dixièmes du multiplicande ; puis on multiplie par chaque chiffre du multiplicateur la parlie du multiplicande qui, en allant de droite à gauche, commence au chiffre du multiplicande placé au-dessus du chiffre du multiplicateur que Von considère, et Von écrit les produits partiels les uns au-dessous des autres, en
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mettant Us premiers chiffres de droite dans une même colonne verticale.
20698,6 produit demanié=20699.
On multiplie d'abord la partie 628,45 du multiplicande par le chiffre des dizaines 3 du multiplicateur, puis la partie 628,4 du multiplicande par le chiffre des uni lés 2 du multiplicateur, puis la partie 628 du multiplicande par le chiffre des dixièmes 9 du multiplicateur, etc. On voit que les premiers chiffres des produits partiels ainsi obtenus , exprimant tous les dixièmes, doivent être placés dans une même colonne verticale.
Pour diminuer l'erreur, on tient compte, dans chaque opération partielle, des dixièmes fournis par la partie que Ton néglige à la droite du multiplicande, et Ton prend cette retenue par défaut ou par excès, de manière que l'erreur commise, sur chaque produit partiel soit plus petite que 5 ceniièmes ou que un demi-dixième. Ainsi, en commençant la première opération, je dis: trois fois 6 font 18 centièmes, je retiens 2 dixièmes parce que 18 centièmes sont plus près de 20 que de 10; trois fois 5 font 15, et 2 font 17, je pose 7 et retiens 1, etc. En commençant la seconde opération, je dis : deux fois 5 font 10 centièmes, je reiiens 1 dixième; deux fois 4 font 8 et 1 font 9, je pose 9, etc. Quand j'arrive au chiffre 7 du multiplicateur, je dis : sept fois 6 font 42 centièmes, je pose 4 dixièmes; les chiffres suivants 2 et 4 du multiplicateur ne donnent rien au produit.
L'erreur commise sur chaque produit partiel étant plus petite que un demi-dixième, Terreur commise sur les six produits partiels calculés est moindre que trois dixièmes. Nous avons négligé , en outre , le produit du multiplicande par la
Ht
partie placée à gauche du chiffre 7 dans le multiplicateur; cette partie étant moindre que 3 unités de l'ordre du chiffre 2 placé à gauche du chiffre 7, le produit correspondant est moindre que 2 centièmes; celte nouvelle erreur étant aussi moindre que un demi-dixième, on voit que l'erreur totale commise sur le produit demandé est plus petite que 4 dixièmes, dans un sens ou dans un autre. Si Ton augmente ou si l'on diminue le produit calculé 20698,6 de 4 dixièmes, on voit que le produit exact est plus grand que 20698,2, plus petit que 20699,0; on prendra 20699 unités par excès à moins d'une unité près.
117. On comprendra bien le mécanisme et les avantages de la multiplication abrégée, si Ton effectue la multiplication complète, en commençant par les plus hautes unités du multiplicateur.
20698,6 6587771912 Il y a onze chiffres décimaux au produit. En conservant les dixièmes et négligeant les décimales suivantes, on a la multiplication abrégée :
Je remarque que les erreurs commises sur les divers produits partiels sont, les unes par défaut, les autres par excès, de sorte que, d'ordinaire, ces erreurs, loin de s'ajouter, comme nous l'ayons supposé dans l'évaluation de Terreur totale, se compensent en partie. Dans l'exemple actuel, Terreur totale ne s'élève pas même à un dixième. Mais, comme on ne peut pas compter sur une compensation aussi parfaite, il vaut mieux évaluer Terreur totale en faisant la somme des erreurs partielles.
11§, Soit à calculer, à moins d'un millième près, le produit des deux nombres décimaux 0,7832567328 et 43,856721. Si Ton transporte la virgule après les millièmes dans le multiplicande, la question revient à calculer à moins d'une unité près le produit des nombres 783,2567328 et 43,856721 ; on retournera le multiplicateur, et Ton placera le chiffre des unités sous le chiffre 2 des dixièmes du nouveau multiplicande, c'est-à-dire sous le chiffre des dix-millièmes du multiplicande proposé. En général, on placera le chiffre des unités du multiplicateur un rang après l'unité décimale qui marque l'approximation.
34,351 1 produit denantô =34,351.
L'erreur commise est plus petite que 7 demi-dix-millièmes, ou que 4 dix-millièmes \ le produit demandé est donc 34,351 à moins d'un millième près.
Division abrégée.
On peut abréger la division comme la multiplication
Règle. Pour calculer le quotient de deux nombres entiers, à moins d'une unité près, on supprime sur la droite du dividende autant de chiffres qu'il y en a au diviseur moins deux ; on divise la partie restante par le diviseur, comme à l'ordinaire; ensuite, au lieu d'abaisser à la droite du reste le chiffre suivant du dividende, on barre le premier chiffre de droite du diviseur, et fon divise le reste par le diviseur ainsi simplifié; on barre un second chiffre à la droite du diviseur, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on ail barré tous les chiffres du diviseur moins deux»
Je prends pour exemple la division suivante :
3 9 3 5 0 5 2, 5 quotient demandé =3935052
Je supprime cinq chiffres à la droite du dividende. En divisant le dividende ainsi modifié 49753937 par le diviseur, comme à l'ordinaire, j'obtiens le quotient 39 et un reste 443195. Au lieu d'abaisser à la droite du reste le chiffre suivant 4 du dividende, pour former un nouveau dividende partiel, je barre le premier chiffre 8 à la droite du diviseur, et je divise le reste 443195 par 426437, ce qui me donne le quotient 3 et un reste 63882. Barrant un second chiffre 7 à la droite du diviseur, je divise le reste 63882 par 42643, ce qui donne le quotient 5 et un reste 663. Je continue de celte manière jusqu'à ce que j'aie barré le chiffre 6 du diviseur; alors je trouve le chiffre des unités 2 du quotient. Si, barrant le chiffre
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2 du diviseur, j'effectue encore une division, je trouve 5 dixièmes.
On voit qu'en opérant de cette manière on néglige les unités des cinq premiers ordres dans les différents produits partiels que l'on a à retrancher. Pour diminuer l'erreur dans chaque multiplication, on tient compte de la retenue fournie par les chiffres barrés à la droite du diviseur, et l'on prend cette retenue par défaut ou par excès, de manière que Terreur commise sur chaque produit partiel soit plus petite que cinq unités du cinquième ordre, ou qu'une demi-unité du sixième ordre. L'erreur commise sur chaque produit partiel altère d'autant le reste de la division ; d'ailleurs l'erreur commise primitivement sur le dividende, quand on en a supprimé les cinq premiers chiffres, est elle-même plus petite qu'une demiunité du sixième ordre. Comme on a calculé cinq chiffres du quotient par abréviation, l'erreur totale commise sur le reste est plus petite que six fois une demi-unité du sixième ordre ou que trois unités de cet ordre. Mais l'erreur commise sur le quotient est égale à l'erreur commise sur le reste divisée par le diviseur; puisque le diviseur est plus grand qu'une unité du septième ordre, il en résulte que l'erreur commise sur le quotient est plus petite que , ou plus petite que 0,3. Ainsi, le quotient cherché est égal à 393505*2 à moins d'une unité près.
Comme dans la multiplication, il arrive ordinairement que les erreurs se compensent en grande partie. Dans l'exemple actuel, le quotient exact est 3935052,447...; l'erreur commise par la méthode abrégée est moindre qu'un dixième.
1 20. Soit encore la division suivante :
On a supprimé six chiffres à la droite du dividende; puis, afin de pouvoir diviser la partie restante, on a barré immédiatement deux chiffres à la droite du diviseur.
Si Ton voulait calculer à un millième près le quotient d'un nombre décimal par un nombre entier, on transporterait la ' virgule de trois rangs vers la droite dans le dividende, puis, négligeant la partie décimale, on opérerait comme précédemment.
Calcul* d'approximation.
\%%. Il arrive souvent que Ton a à effectuer des calculs sur des nombres approchés. Il est des grandeurs qui ne peuvent être mesurées exactement. D'ailleurs, les instruments dont on se sert dans la mesure des grandeurs ne sont susceptibles que d'un certain degré de précision, et les nombres obtenus doivent être regardés, non pas comme les mesures exactes des grandeurs , mais comme des évaluations plus ou moins approchées, suivant la perfeclion de l'instrument. Ces nombres approchés étant introduits dans les calculs, on arrive à un résultat approché. 11 se présente ici deux questions : 4° Connaissant l'approximation des nombres sur lesquels on opère, quelle est l'approximation du résultat? — 2° Avec quelle approximation faut-il avoir les nombres sur lesquels on opère, pour obtenir le résultat avec une approximation donnée?
Je dirai que le nombre est approché par défaut s'il est plus petit que la quantité, par excès s'il est plus grand.
Addition.
M9. Si toutes les erreurs ont lieu dans le même sens, l'erreur commise sur la somme est égale à la somme des erreurs. Mais, en général, les nombres que l'on ajoute sont approchés, les uns par excès, les autres par défaut; les erreurs se compensent en partie, et l'erreur commise sur la somme est plus petite que la somme des erreurs.
Exemple. Additionner les nombres
approchés chacun à moins d'un millième. L'erreur commise sur la somme est plus petite que 4 millièmes : la somme est donc comprise entre 24,261 et 24,269. Le chiffre des millièmes étant inexact, on le négligera et Ton prendra 24,26 par défaut à moins d'un centième près.
423. L'erreur commise sur la différence égale la différence ou la somme des erreurs commises sur les deux nombres proposés, suivant que ces deux nombres sont approchés dans le même sens ou en sens contraire.
Exemple. Du nombre 28,74 approché à moins d'un centième retrancher le nombre 16,58 approché aussi à moins d'un centième.
L'erreur commise étant plus petite que 2 centièmes, la vraie différence est comprise entre 12,14 et 12,18; on prendra 12,2 par excès, à moins d'un dixième près.
Erreurs relatives.
124. L'erreur absolue commise sur un nombre est ce qu'il faudrait y ajouter ou en retrancher pour avoir le nombre exact.
L'erreur relative est l'erreur absolue divisée par le nombre lui-même.
Supposons, par exemple, que, sur une longueur de 1000 mètres, on commette une erreur de 1 mètre ; en imaginant cette erreur de 1 mètre répartie uniformément sur les 1000 mètres, c'est un millimètre par mètre, ce qu'on exprime en disant que l'erreur relative est
Supposons maintenant que, sur une longueur de 2000 mètres, on commette ,une erreur de 2 mètres; l'erreur, répartie uniformément, ne sera encore que de 1 millimètre par mètre, ce qui constitue la même erreur relative Sur une longueur double on a commis une erreur absolue double; mais Terreur relative n'a «pas changé. De même, si, sur une longueur triple, on commet une erreur absolue trois fois plus grande, l'erreur relative reste encore la même.
C'est par Terreur relative qu'il faut juger du degré d'exactitude avec lequel on mesure les grandeurs. Il est clair en effet qu'une erreur de 1 décimètre sur une grande lougueur comme la distance de deux villes, est tout à fait négligeable, tandis qu'elle est très-sensible sur une petite longueur, comme celle d'une table. Si, par exemple, on a commis une erreur de 1 mètre sur une longueur de 100 mètres, et une erreur de \0 mètres sur une longueur de 10000 mètres, on doit regarder la seconde mesure comme plus exacte que la première, quoique l'erreur absolue soit plus grande. Car, dans le premier cas, Terreur est de 1 centimètre par mètre, tandis que, dans le second cas, elle n'est que de 1 millimètre par mètre.
12$. Il existe une relation très-simple entre Terreur relative d'un nombre approché et le nombre des chiffres exacts qui le composent. Soit le nombre 62,85 approché à moins d'un centième et par conséquent formé de quatre chiffres exacts. Si nous déplaçons la virgule de manière à n'avoir qu'un chiffre à la partie entière, nous aurons le nombre 6,285 approché à moins d'un millième. L'erreur absolue est ici moindre que J~ .
cette erreur, répartie sur 6 unités, donnera sur chaque unité une erreur six fois plus petite, c'est-à-dire moindre que a £-.
telle est 1 erreur relative. On dira plus simplement que l'erreur relative est moindre que ' on , c'est-à-dire qu'une unité déci-
maie du troisième ordre. Ainsi, l'erreur relative est toujours moindre qu'une unité décimale âé V ordre marqué par le nombre des chiffres exacts moins un.
De môme, soit le nombre 0,367435 approché à moins d'un millionième et par conséquent formé de six chiffres exacts. En déplaçant la virgule, on a le nombre 2,67135 approché à moins d'un cent-millième* L'erreur absolue, qui est ici moindre que j-p produit sur chaque unité une erreur moindre
que g w et par conséquent moindre que j^. L erreur relative est moindre qu'une unité décimale du cinquième ordre,
426. Réciproquement, si l'on sait que l'erreur relative est moindre qu'une unité décimale d'un certain ordre, on pourra compter sur autant de chiffres exacts dans le nombre approché. Imaginons, comme précédemment, que la virgule ait été déplacée de manière que le nombre n'ait qu'un chiffre à sa partie entière, et supposons que l'erreur relative soit moindre qu'une unité décimale du troisième ordre, c'est-à-dire moindre que Le nombre est plus petit que 10 unités; l'erreur commise sur chaque unité étant moindre que Terreur totale ou absolue commise sur le nombre sera moindre que dix fois l'erreur relative, c'est-à-dire moindre que ~, ou ^ Ainsi on pourra compter sur les deux premiers chiffres décimaux, ce qui, avec le chiffre des unités, fait trois chiffres exacts.
11 arrive souvent que Ton peut compter sur un chiffre de
plus. Par exemple, Terreur relative est moindre que y xi0 » '
et Ton sait que le chiffre des unités du nombre est plus petit que 7 . Puisque le nombre est plus petit que 7, Terreur absolue
est moindre que j—- ou que - - ; on aura donc cinq déci-
maies exactes, ce qui, avec le chiffre desunités, fait ste chiffres exacts.
Multiplication.
1*7. Supposons d'abord que l'on multiplie un nombre approché par un nombre exact, par exemple, 45; Terreur absolue commise sur le multiplicande devient 45 fois plus grande; mais, comme le produit est lui-même 45 fois plus grand que le multiplicande, Terreur relative reste la même.
Considérons maintenant le produit de deux facteurs approchés, et pour fixer les idées, supposons-les approchés tous deux par défaut. Imaginons d'abord que, sans changer le multiplicateur, on augmente le multiplicande de manière à lui donner sa valeur exacte ; si, par exemple, on ajoute au multiplicande la ^ partie de sa valeur, le produit éprouvera aussi une augmentalion égale à la ^ partie de sa valeur. Imaginons ensuite que, sans changer le multiplicande, on augmente le multiplicateur de manière à lui donner sa valeur exacte. Si, par exemple, on ajoute au multiplicateur la ^ partie de sa valeur, le nouveau produit éprouvera une seconde augmentation égale à la ^ partie de sa valeur. Ainsi, pour acquérir sa valeur exacte, le produit approché a éprouvé deux augmentations, Tune égale à la r J o6 partie de sa valeur primitive, l'autre égale à la partie de sa valeur après la première augmentation; comme cette seconde valeur du produit diffère peu de la valeur primitive, la ^ partie de cette
seconde valeur ne diffère pas sensiblement de la ~ partie de la valeur primitive. On voit par là que Terreur commise sur le produit approché est à très-peu près égale à la ^ partie, plus la partie de ce produit approché. On en conclut que Verreur relative d'un produit de facteurs approchés est sensiblement égale à la somme des erreurs relatives des facteurs.
Si les deux facteurs étaient approchés, Tun par défaut, Tautre par excès, les deux causes d'erreur agiraient en sens contraire, et Terreur relative du produit serait sensiblement égale à la différence des erreurs relatives des facteurs.
Le même principe s'étend évidemment au produit d'un nombre quelconque de facteurs; car, en multipliant par un
nouveau facteur, on ajoute Terreur relative de ce nouveau facteur, s'il est approché dans le même sens.
Exemple I. Multiplier le nombre 25,678 approché à moins d'un millième par le nombre exact 43,867.
Le multiplicateur est plus petit que 50 : donc l'erreur commise sur le produit est plus petite que 50 fois Terreur commise sur le multiplicande, et par conséquent plus petite que 50 millièmes, ou que 5 centièmes. En faisant la multiplication abrégée, on trouve 1126,41. Le produit cherché est donc 1126,4 à moins d'un dixième près.
Exemple IL Calculer le produit des deux nombres 34,258 et 21,674, approchés chacun à moins d'un millième. L'erreur relative du multiplicande est moindre que
- — — -, celle du multiplicateur moindre que s — — L . Dans le 3x10* n 2x10*
cas le plus défavorable, celui où les erreurs s'ajoutent, Terreur relative du produit sera sensiblement égale à la somme des erreurs précédentes. Sans effectuer l'addition, on voit
qu'elle est moindre que-^rr. On pourra donc compter sur
lu
quatre chiffres exacts, et comme il y a trois chiffres à la partie
entière, on aura le produit à moins d'un dixième. En faisant
la multiplication par la méthode abrégée, on trouve 742,51.
L'erreur relative étant moindre que — » Terreur absolue
lu
commise sur le produit est moindre que 0,08; le produit cherché est donc 742,5 à moins d'un dixième près.
Exemple III. Calculer la troisième puissance du nombre
0,615837 approché à moins d'un millionième.
L'erreur relative du nombre proposé est moindre que
- — — -. La troisième puissance étant le produit de trois fac- ©X 10°
teurs égaux, Terreur relative de la puissance sera à peu près
trois fois plus grande, soit 6xiQ 5 OU 2xiQ » ^ on aura donc le résultat avec cinq chiffres exacts.
0,23355olT
On a multiplié le nombre proposé une première fois par lui-même, puis une seconde fois. L'erreur relative étant
a * » Terreur absolue commise sur le résultat est plus petite 2x40
que Sxi06 » soit plus petite que 0,000002. Le résultat demandé est donc 0,23356 à moins d'un demi-cent-millième près.
Division.
Si Ton considère le dividende comme le produit du diviseur par le quotient, on voit que Terreur relative du dividende est sensiblement égale à Terreur relative du diviseur augmentée ou diminuée de celle du quotient. II en résulte que Terreur relative du quotient est sensiblement égale à Terreur relative du dividende, diminuée ou augmentée de celle du diviseur, suivant que les deux nombres sont approchés dans le même sens ou en sens contraire.
On sait que le quotient augmente quand on augmente le
dividende, et qu'il diminue, au contraire, quand on augmente le diviseur. Donc, si le dividende et le diviseur sont approchés tous deux par excès, ou tous deux par défaut, les deux causes d'erreur agissent en sens contraire, et les erreurs relatives se retranchent. Mais, si l'un des nombres est approché par excès, l'autre par défaut, les deux causés d'erreur agissent dans le même sens, et les erreurs relatives s'ajoutent.
Ën sé plaçant dans le cas le plus défavorable, on évaluera Terreur relative du quotient en prenant la somme des erreurs relatives du dividende et du diviseur.
Exemple I. Diviser le nombre 3254,6 approché à moins d'un dixième, par le nombre exact 235.
L'erreur commise sur le quotient étant plus petite que
Zoo
soit en décimales plus petite 0,0005, on aura le quotient avec trois décimales exactes. Ce quotient est 13,849.
Exbmple II. Diviser le nombre exact 16,854 par le nombre 5,3672 approché à moins d'un dix-millième.
L'erreur relative du quotient est ici égale à celle du diviseur, c'est-à-dire à Le premier chiffre du quotient
étant plus petit que 4, l'erreur absolue commise sur le quo-
tient est moindre que 5xi0 , ' c'est-à-dire moindre que 0,00008.
Le quotient cherché est 3,1402 à moins d'un dix-millième près.
Exemple III. Diviser le nombre 2,734 approché à un millième, par le nombre 3,1416 approché à un dix-millième.
L'erreur relative du dividende est , celle du divi-
2xl0 3
sour
----- - celte dernière, étant beaucoup plus petite que
la première, peut être négligée; on prendra — - — p 0ur
erreur relative du quotient 0,870, que I on obtiendra ainsi avec trois chiffre» exacts.
DÉCIMALES
On a vu que le calcul des fractions décimales se ramène immédiatement au calcul des nombres entiers, tandis que le calcul des fractions ordinaires est beaucoup plus compliqué. Il est donc utile, lorsqu'une quantité est exprimée par une fraction ordinaire, de savoir l'exprimer en décimales. C'est ce qu'on appelle réduire une fraction ordinaire en fraction décimale.
Puisqu'une fraction ordinaire est égale au quotient de la division de son numérateur par son dénominateur, on effectuera cette division d'après la règle établie pour la division des nombres décimaux. Soit, par exemple, la fraction |.
Le quotient étant exactement 0,375, la fraction ordinaire | est égale à la fraction décimale 0,375.
130. En opérant ainsi, on multiplie le numérateur par une certaine puissance de 10 et l'on divise ensuite par le dénominateur. Supposons que le dénominateur ne renferme que les facteurs premiers 2 et 5 qui composent 10. Une puissance de i0 9 marquée par le plus haut exposant des facteurs 2 et 5 dans le dénominateur, sera évidemment divisible par ce déne-
minateur. Si donc on multiplie le numérateur par cette puissance de 10, on aura un produit divisible par le dénominateur^ et la division se fera exactement. Ainsi, une fraction ordinaire irréductible peut être convertie exactement en décimales, quand le dénominateur ne contient pas d'autres facteurs premiers que 2 et 5.
Dans l'exemple précédent, le dénominateur 8 étant égal à 2*, si l'on multiplie le numérateur par 10 s , on aura un produit divisible par 8, ce qui donne le quotient exact 0,375. On peut remarquer que la fraction décimale contient un nombre de chiffres décimaux égal au plus haut exposant des facteurs 2 et 5 dans le dénominateur.
Quand le dénominateur d'une fraction irréductible contient d'autres facteurs premiers que 2 et 5, la fraction ne peut être convertie exacte' ment en décimales, et le quotient qui se prolonge indéfiniment est périodique.
131. Supposons maintenant que le dénominateur de la fraction ordinaire, qui a été préalablement réduite à sa plus simple expession, renferme des facteurs premiers autres que 2 et 5, par exemple le facteur 7. Puisque la fraction est irréductible, le numérateur ne contient pas ce facteur 7 ; multiplié par une puissance quelconque de 40, ce qui n'introduit que les facteurs 2 et 5, le numérateur ne contiendra pas non plus le facteur 7 ; on n'arrivera donc jamais à un reste nul, et par conséquent il est impossible de convertir la fraction proposée exactement en décimales. Mais dans ce cas, on l'exprime avec une approximation aussi grande qu'on veut; car, si Ton pousse la division assez loin, Terreur, étant moindre qu'une unité de l'ordre auquel on s'arrête, devient aussi petite qu'on veut.
La fraction ordinaire donne ainsi naissance à une fraction décimale qui se prolonge indéfiniment. 11 est aisé de voir qu'elle est périodique^ c'est-à-dire qu'à partir d'un certain rang, elle se compose des mêmes chiffres qui se reproduisent dans le même ordre. En effet, dans les divisions successives, comme tous les restes sont plus petits que le diviseur, après un nombre d'opérations au plus égal au diviseur diminué
d'une unité, on retombera nécessairement sur un reste déjà obtenu, et alors on recommencera dans le même ordre les divisions déjà faites, et les mômes chiffres se reproduiront au quotient.
Je prends pour exemple la fraction £
Puisque les restes sont plus petits que le diviseur 7, il n'y a que six restes différents possibles, savoir les six premiers nombres; or, les cinq premières divisions donnent les six premiers nombres 4, 5, 1, 3, 2, 0 dans un certain ordre; tous les restes possibles sont épuisés; la division suivante ramènera nécessairement un reste déjà obtenu. Ici on obtient le premier reste 4, et Ton recommence les divisions déjà faites, à partir de la première; on trouve ainsi au quotient les mêmes chiffres dans le même ordre. Le nombre 571428, formé par les chiffres qui se reproduisent indéfiniment, constitue ce qu'on appelle la période. Je remarque que la période renferme au plus un nombre de chiffres égal au diviseur diminué d'une unité; mais souvent elle en renferme un nombre moindre. Ainsi la fraction ^ donne naissance à la fraction décimale périodique simple 0,27$727.,..., dont la période n'a que deux chiffres; après deux divisions seulement on retrouve le premier reste 3.
132. On distingue deux sortes de fractions décimales périodiques : les fractions décimales périodiques simples, dont les chiffres périodiques commencent immédiatement après la
■virgule ; et les fractions périodiques mixtes, dont les chiffres périodiques ne commencent qu'à partir d'un certain rang après la virgule. Les deux fractions que nous venons de considérer sont périodiques simples. La fraction j| donne naissance
à une fraction périodiques mixte 0,647727272 ; la période 72
ne commence qu'au quatrième chiffre après la virgule.
ÉTANT DONNÉE UNE FRACTION DÉCIMALE PÉRIODIQUE, SIMPLE OU MIXTE, TROUVER LA FRACTION ORDINAIRE GÉNÉRATRICE.
Occupons-nous maintenant de la question inverse, c'est-àdire de la conversion des fractions décimales en fractions ordinaires.
Lorsque la fraction décimale est limitée, il n'y a pas de difficulté, on sait qu'une pareille fraction est égale à une fraction ordinaire qui a pour dénominateur une puissance de 10. Ainsi
°» 375 =ïS-
Fraction périodique simple.
Soit la fraction périodique simple 0,2727 Je vais
démontrer que celte fraction décimale est égale à une certaine fraction ordinaire avec une approximation aussi grande qu'on veut, et je déterminerai en même temps cette fraction ordinaire. En prenant, par exemple, trois périodes, on a une fraction décimale limitée 0,272727 qui a un sens bien précis; je multiplie celte fraction par 100, ce qui donne le nombre décimal 27,2727 ; de ce nombre décimal je retranche la fraction elkhmême.
Je retranche les deux premières périodes à partir de la virgule, il reste à retrancher la dernière période; la différence égale le nombre entier 27, moins cette dernière période 0,000027. Or, de 100 fois la fraction j'ai retranché une fois la
fraction, la différence égale 99 fois la fraction ; j'obtiendrai la fraction elle-même en divisant cette différence par 99; donc
la fraction décimale 0,272727 égale la fraction ordinaire diminuée de la quantité très-petite -^m^§9' En prenant quatre périodes, on trouverait de même
En général, la fraction décimale égale la fraction ordinaire |?
moins la 99 e partie de la dernière période. Or, si Ton prend un nombre de périodes de plus en plus grand , la valeur de la dernière période diminue de plus en plus, et devient aussi petite que Ton veut; donc la fraction décimale proposée diffère
de la fraction ordinaire § d'une quantité aussi petite qu'on veut. En un mot, la fraction décimale périodique tend vers une limite égale à ^.
Le raisonnement que nous venons de faire s'applique évidemment à une fraction périodique simple quelconque. On transporte la virgule après la première période, en multipliant par une puissance de 10 marquée par le nombre des chiffres de la période; on retranche du produit la fraction elle-même, ce qui donne une différence égale à la fraction multipliée par un nombre formé d'autant de 9 qu'il y a de chiffres à la période. D'autre part, cette différence est exprimée par la période considérée comme un nombre entier, moins la dernière période. Donc la fraction décimale a pour limite une fraction ordinaire ayant pour numérateur la période et pour dénominateur un nombre formé d'autant de 9 qu'il y a de chiffres à la période. Ainsi : Une fraction décimale périodique simple est égale à une fraction ordinaire qui a pour numérateur la période et pour dénominateur un nombre formé d'autant de 9 qu'il y a de chiffres à la période.
Fraction périodique mille.
134 Soit maintenant une fraction périodique mixte 0,385272727 En prenant, par exemple, trois périodes, on a
une fraction décimale limitée 0,385272727. Je transporte successivement la virgule au commencement et à la ûn de la première période, en multipliant par 1000 et par 100000, ce qui donne les nombres décimaux 385,272727 et 38527,2727; puis je retranche le premier du second
J'ai retranché la partie entière et les deux premières périodes, il reste à retrancher la dernière période; la différence égale le nombre entier 38142 , moins la dernière période. Or, de 400000 fois la fraction, j'ai retranché 1000 fois cette fraction, la différence égale 99000 fois la fraction ; j'obtiendrai la fraction elle-même en divisant cette différence par 99000; donc la fraction décimale égale la fraction moins la 99000* partie de la dernière période. Si Ton prend un nombre de périodes de plus en plus grand, la valeur de la dernière période diminue et devient aussi petite qu'on veut; donc la fraction décimale proposée diffère de la fraction ordinaire
§ooo d une q uantité aussi P elite q 11 ' 011 veul - En un raot > ,a fraction décimale tend vers une limite égale à cette fraction
ordinaire. Ainsi : une fraction décimale périodique mixte est égale à une fraction ordinaire qui a pour numérateur la différence des nombres entiers obtenus en transportant la virgule à la fin et au commencement de la première période, et pour dénominateur unnombre formé d'autant de 9 qu'il y a de chiffres à la période, suivis d'autant de zéros qu il y a de chiffres décimaux avant la première période.
CHAPITRE VI
Pour évaluer chaque espèce de grandeurs, il faut une unité fixe ou mesure qui serve de terme de comparaison. Autrefois, en France, comme dans les autres pays, la plus grande confusion régnait dans les mesures; chaque province avait ses mesures particulières; il en résultait des embarras extrêmes pour le commerce. Les rois de France tentèrent, mais inutilement, d'établir l'uniformité et de ramener toutes les mesures à celles de Paris; enfin, le 8 mai 1790, l'Assemblée constituante rendit un décret par lequel elle reconnut la nécessité d'une réforme complète ; une commission nommée pa ri' Académie, et composée de Boida, Lagrahge, Laplace, Monge et Condorget, fut chargée de préparer un système général de mesures. Le système nouveau fut adopté par la Convention, sanctionné plus tard par le Corps législatif, et déclaré obligatoire à partir du 2 novembre i%0\ ; il règne aujourd'hui dans toute rétendue de la France. On l'appelle système métrique, parce que toutes les unités dérivent de l'unité de longueur ou du mètre.
Mesures de longueur. — Mèlre; ses divisions; ses multiples.
136. On aurait pu prendre l'unité de longueur arbitrairement; mais afin qu'on puisse la retrouver dans les siècles futurs, les savants français eurent l'idée de la lier à la grandeur de la terre. Delambre et Méchain mesurèrent dans ce but l'arc du méridien compris entre Dunkcrque et Barcelone; au moyen de cet arc et de celui mesuré au Pérou, en 1736, par Bouguer et La Condaminb, on calcula la longueur du quart du
méridien, ou la distance du pôle à l'équateur. Cette longueur fut partagée en dix millions de parties égales, et Tune des parties fut prise pour unité de longueur; on a donné à cette unité de longueur le nom de mètre.
L'étalon en platine, déposé aux archives de l'État le 4 messidor an VII (22 juin 1799), donne la longueur légale du mètre, quand il est à la température de la glace fondante. Le mètre est l'unité principale de longueur.
On a formé ensuite, au moyen du mètre, «les unités de dix en dix fois plus grandes. Ce sont le décamètre ou dix mètres, l'hectomètre ou cent mètres, le kilomètre ou mille mètres, le myriamètre ou dix mille mètres. (Les mots déca, hecto, kilo, m y ri a , tirés du grec, signifient dix, cent, mille, dix mille.)
Pour mesurer les petites longueurs, on a subdivisé le mètre en parties de dix en dix fois plus petites, ce qui donne : d'abord le décimètre ou dixième partie du mètre; puis le centimètre, dixième partie du décimètre ou centième partie du mètre; le millimètre, dixième partie du centimètre ou millième partie du mètre, etc.... (Les mots déci, centi, milli, tirés du latin, signifient dixième, centième, millième.)
La figure ci-contre représente un décimètre divisé en centimètres, le premier centimètre étant subdivisé en millimètres.
tST . Au moyen de ces unités de différents ordres, une longueur quelconque, ainsi que nous l'avons expliqué plus haut, s'exprimera par un nombre décimal. Les longueurs Trois décimètres,
Vingt mètres cinquante-quatre centimètres, Huit cent sept mètres neuf millimètres, s'écriront :
Cependant on ne met pas toujours la virgule après
les mèlres. Quand il s'agit de grandes longueurs, on compte par kilomètres ou même par myriamètres. Ainsi on dit que la longueur d'un canal est 48 kilomètres, 7 hectomètres, et l'on écrit 48 km ,7. De même, la dislance de deux villes est 325 kilomètres, et l'on écrit 325 km .
Au contraire, quand il s'agit de longueurs très-petites, on compte par millimètres; on dira, par exemple, que l'épaisseur d'une glace est huit millimètres cinq dixièmes, et l'on écrira 8—,5.
A3 8. Mesures itinéraires. En France, les bornes placées sur le bord des routes et des chemins indiquent les longueurs en kilomètres. On se sert aussi, pour évaluer les distances, des unités suivantes :
Lieue de 4 kilomètres 4000 mètres.
Lieue de 25 au degré 4444 »
Lieue marine de 20 au degré 5556 »
Mille marin de 60 au degré, ou de ! minute. 1852 »
Rapport de l'ancienne toise de six pieds au mètre. — Convertir en mètres
un nombre donné en toises.
4319. Avant l'établissement du nouveau système des mesures, on employait en France comme unité principale de longueur le pied de Charlemagne ou pied-de-roi. Le pied se divisait en douze pouces, le pouce en douze lignes. Six pieds formaient une toise.
Voici la valeur de ces diverses unités comparées au mètre :
La toise vaut l m ,94904
Le pied 0 ,32484
Le pouce 0 ,02707
La ligne 0 ,002256
On remarque que trois pieds valent à peu près un mètre, et que la toise est un peu plus petite que deux mètres.
Il est facile de convertir en mètres une longueur exprimée en toises, pieds et pouces. Par exemple , pour convertir une
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longueur de 3 toises 2 pieds 7 pouces, on multiplie la longueur de la toise par 3, celle du pied par 2, celle du pouce par 7, et l'on ajoute, ce qui donne 6 m ,68629. Ordinairement on opère cetle réduction au moyen de tables construites à cet effet.
Mesures de superficie.
MO. On prend pour unités de surface îes carrés construits sur les unités de longueur. Ainsi l'unité principale de surface est le mètre carré; c'est un carré dont chaque côté a un mètre de longueur.
On a ensuite : d'une pari, le décamètre carré, Yhectomètre
carré, le kilomètre carré , d'autre part, le décimètre carré,
le centimètre carré Ce sont des carrés qui ont pour côtés le
décamètre, l'hectomètre, le kilomètre , le décimètre, le centimètre
Les unités de surface sont de cent en cent fois plus grandes. Je veux démontrer, par exemple, que le mètre carré vaut cent décimètres carrés. Je place dix décimètres carrés à la suite les uns des autres sur une même ligne, je forme aussi une bande qui a dix décimètres ou un mètre de longueur et un décimètre de largeur. Je forme une seconde bande pareille au-dessus de la première, puis une troisième, etc. Quand j'aurai formé dix
bandes pareilles , l'ensemble sera un carré ayant un mètre de longueur et un mètre de largeur; ce sera par conséquent un mètre carré. Or, les dix bandes renferment dix fois dix ou
cent décimètres carrés; donc le mètre carré contient cent décimètres carrés; en d'autres termes, le décimètre carré est la centième partie du mètre carré.
De même, le centimètre carré est la centième partie du décimètre carré, le millimètre carré est la centième partie du centimètre carré, etc. D'autre part, le décamètre carré vaut cent mètres carrés, l'hectomètre carré vaut cent décamètres carrés, etc.
141. Mesurer une surface, c'est chercher combien elle contient de mètres carrés , combien le reste contient de décimètres carrés, etc.; en un mot, combien elle contient d'unités de chaque ordre, et il peut y en avoir jusqu'à 90 unités de chaque ordre. On représente ainsi la surface par un nombre décimal , en ayant soin d'affecter deux chiffres pour chaque ordre d'unités.
Soit le nombre
En partant de la virgule et allant vers la gauche, on trouve successivement : 37 mètres carrés, 45 centaines de mètres carrés ou 45 décamètres carrés, 2 centaines de décamètres carrés ou 2 hectomètres carrés. En allant vers la droite , on trouve 68 centièmes de mètre carré ou 68 décimètres carrés, 19 centièmes de décimètre carré ou 19 centimètres carrés, 5 dixièmes ou 50 centièmes de centimètre carré, c'est-à-dire 50 millimètres carrés.
Les surfaces suivantes :
3 décimètres carrés ;
7 décamètres carrés, 54 centim. car., s'écriront : 0,0 3 m ««• — 7 0 0,0 0 5 4 ra
149. Mesures agraires. Pour la mesure des terres, on emploie comme unité principale le décamètre carré, auquel on donne le nom d'are. Parmi les multiples de l'are , on emploie Ykectare ou cent ares, et parmi les subdivisions, le centiare ou centième partie de l'are. L'hectare, qui vaut cent ares ou cent décamètres carrés, n'est autre chose que l'hectomètre carré.
D'autre part, le centiare, qui est la centième partie do Tare ou du décamètre carré, n'est autre chose que le mètre carré.
Les seules unités employées dans la mesure des terrains sont l'hectare, Tare et le centiare. Ainsi on dit: un domaine de 125 hectares 47 ares; un jardin de 23 ares 50 centiares ; et ces quantités s'écrivent :
143. On appelle cube un volume qui a la forme d'une boîte terminée par six faces carrées; un dé à jouer a la forme d'un cube ; tous les côtés d'un cube ont la même longueur.
On prend pour unité de volume les cubes construits sur les unités de longueur. L'unité principale de volume est le mètre cube; c'est un cube dont chaque côté a un mètre de longueur.
On a ensuite : d'une part, le décamètre cube, Yhectomètre cube, etc.; d'autre part, le décimètre cube, le centimètre cube, etc. Ce sont des cubes qui ont pour côtés le décamètre, l'hectomètre..., le décimètre, le centimètre.
Les unités de volume sont de mille en mille fois plus grandes;
Je conçois, par exemple, une caisse qui soit exactement un mètre cuba , et je la remplis avec des décimètres cubes. Puisque le fond de la caisse est un mètre carré, je le couvrirai avec cent décimètres cubes; je forme ainsi une couche qui a un décimètre de hauteur. Je dispose une seconde couche pareille au-dessus de la première, puis une troisième, etc., ainsi que le représente la figure suivante :
1 25,47 hectares. — 23,50 ares.
Mesures de volume et de capacité.
Quand j'aurai disposé dix couches égales, la hauteur totale étant dix décimètres ou un mètre, la caisse sera pleine. Ainsi un mètre cube contient dix fois cent, c'est-à-dire mille décimètres cubes; en d'autres termes, le décimètre cube est la millième partie du mètre cube.
De même, le centimètre cube est la millième partie du décimètre cube, le millimètre cube est la millième partie du centimètre cube. D'autre part, le décamètre cube vaut mille mètres cubes, l'hectomètre cube vaut mille décamètres cubes, etc.
144. Mesurer un volume, c'est chercher combien il contient de mètres cubes, de décimètres cubes..., en un mot, combien il contient d'unités de chaque ordre, et il peut y avoir jusqu'à 999 unités de chaque ordre. On représentera ainsi le volume par un nombre décimal, en ayant soin d'affecter trois chiffres à chaque ordre d'unités.
Soit le nombre
24507638,0750098»- cub -
En partant de la virgule et allant vers la gauche, on trouve successivement : 638 mètres cubes, 507 mille mètres cubes ou 507 décamètres cubes, 24 mille décamètres cubes ou 24 hectomètres cubes. En allant vers la droite, on trouve: 75 millièmes de mètre cube ou 75 décimètres cubes, 9 millièmes de décimètre cube ou 9 centimètres cubes, 8 dixièmes ou 800 millièmes de centimètre cube, c'est-à-dire 800 millimètres cubes.
Les volumes suivants :
3 décimètres cubes;
27 décam. cub. 349 centim. cub., s'écriront :
0,003 rocab - — 27000,000349*-«» b -
445. Mesures de capacité. Pour mesurer les liquides et les grains, on emploie comme unité principale le décimètre cube, auquel on donne le nom de litre.
Les multiples du litre sont : le décalitre, Yhectolitre, le kilo- Htre, ou dix litres, cent litres, mille litres. Les subdivisions
du litre sont : le décilitre, le centilitre, ou le dixième, le centième du litre.
Ces mesures sont des vases de forme cylindrique. Pour les liquides, la hauteur du vase est double du diamètre de la base. Pour les grains, la hauteur égale le diamètre de la base.
Le kilolitre, qui vaut mille litres ou mille décimètres cubes, n'est autre chose que le mètre cube. Le millilitre, qui est la millième partie du litre ou du décimètre cube, n'est autre chose que le centimètre cube.
Ainsi, on dira : la capacité d'un vase est trois décalitres, cinq décilitres (30 l ,5). La capacité d'un tonneau est de deux hectolitres, huit litres (208>).
Conformément aux dispositions de la loi du 18 germinal an III, chacune des mesures de capacité a son double et sa moitié.
140. Mesures de solidité. Pour la mesure des bois de chauffage ou de charpente, on se sert du mètre cube, qui prend alors le nom de stère.
Je résume dans un tableau les unités de volume. Mètre cube. . . . kilolitre. . . . stère.
Décimètre cube. . . litre.
Centimètre cube. . millilitre.
Millimètre cube. . .
Mesures de poids.
1417. L'unité fondamentale de poids est le gramme. Les multiples du gramme sont le décagramme, V hectogramme, le kilogramme, ou dix, cent, mille grammes. Les subdivisions du gramme sont le décigramme, le centigramme, le mt'tttgramme, ou dixième, centième, millième de gramme.
Le kilogramme est le poids dans le vide d'un décimètre cube d'eau distillée, à la température de 4 degrés au-dessus de zéro
du thermomètre centigrade. On s'est servi d'eau distillée, parce que l'eau distillée est parfaitement pure. On a choisi la température de A degrés au-dessus du zéro, parce que le poids du même volume d'eau varie avec la température, et que c'est à la température de A degrés centigrades que ce poids est le plus grand. Enfin on a pris ce poids dans le vide, parce que dans l'air les corps pèsent moins que dans le vide, et que dans l'air le poids varie un peu suivant l'état de l'atmosphère.
L'étalon en platine déposé aux archives le 4 messidor an VU donne, dans le vide, le poids légal du kilogramme.
Puisque le kilogramme est le poids d'un décimètre cube ou d'un litre d'eau, le gramme est le poids d'un centimètre cube d'eau. Le kilolitre ou le mètre cube d'eau pèse mille kilogrammes. Le poids moyen de l'hectolitre de froment est de 75 kilogrammes.
Le gramme étant un poids très-petit, on rapporte dans le commerce les marchandises ordinaires au kilogramme. Ainsi on dit qu'un ballot pèse 45 kilogrammes, 8 hectogrammes, et l'on écrit 15^,8.
Les fortes pesées s'évaluent au moyen du quintal métrique, ou cent kilogrammes. Pour évaluer le chargement des navires, on emploie une unité plus grande encore, le tonneau, ou mille kilogrammes; un vaisseau de cent tonneaux est un vaisseau capable de porter cent mille kilogrammes.
Conformément à la disposition de la loi du 18 germinal an III, chacune des unités de poids a son double et sa moitié.
Monnaies. —Titres et poids des monnaies de France.
148. Monnaies d'argent. L'unité de monnaie est le franc. Le franc est une pièce du poids de 5 grammes, composée de neuf parties d'argent et d'une de cuivre.
Les subdivisions du franc sont le décime (dixième partie du franc) et le centime (centième partie du franc). On ne désigne pas les multiples du franc d'une manière spéciale; on dit simplement : dix francs, cent francs, mille francs.
Les pièces d'argent que fabrique aujourd'hui l'Etat en
France sont: 1» la pièce de 1 franc; 2» celle de 2 francs; :j° celle de 5 francs; 4° d'autre part la pièce de un demi-franc ou de cinquante centimes ; &> la pièce de vingt centimes.
Toutes ces pièces d'argent sont formées avec un même alliage, composé de neuf parties d'argent pur et d'une partie de cuivre. Puisque la pièce de 1 franc pèse 5 grammes, la pièce de 5 francs pèse 5 fois plus ou 25 grammes ; la pièce de 50 centimes pèse 2&,5; celle de 20 centimes pèse 1 gramme.
Deux cents francs en pièces d'argent pèsent 1 kilogramme.
149. Monnaies d'or. On emploie aussi en France plusieurs pièces d'or; la pièce de 100 francs, celle de 40 francs, celle de 20 francs, celle de 10 francs et celle de 5 francs. Elles sont composées de neuf parties d'or pur et d'une partie de cuivre.
D'après la loi, la monnaie d'or a une valeur quinze fois et demie plus grande que celle d'argent, à poids égal; il en résulte que la pièce de 20 francs pèse grammes, ou ^=6 8 ,452.
155 pièces d'or de 20 francs pèsent 1 kilogramme.
150. Monnaies de bronze. Les nouvelles monnaies de cuivre sont la pièce de 10 centimes; il en faut 10 pour faire
1 franc; la pièce de 5 centimes, la pièce de 2 centimes et celle de 1 centime. La nouvelle monnaie de cuivre a une valeur légale 20 fois moins grande que la monnaie d'argent, à poids égal; ainsi la pièce de 5 centimes pèse 5 grammes, comme la pièce de 1 franc en argent; la pièce de 1 centime pèse 1 gramme.
151 . On n'a pas fabriqué les pièces d'or et d'argent en métal pur, parce que le métal pur n'offre pas assez de dureté et de résistance au frottement. On appelle titre d'un alliage la quantité de métal pur qui entre dans un gramme d'alliage; les monnaies d'or et d'argent de France sont au titre de neuf dixièmes ou de 900 millièmes. La loi tolère une différence de
2 millièmes en plus ou en moins du titre normal de 900 millièmes, pour les pièces d'argent et pour les pièces d'or.
La loi accorde aussi une tolérance sur le poids. Elle est les 2 millièmes du poids pour les pièces d'or, les 3 millièmes pour les pièces d'argent de 5 francs, les 5 millièmes pour celles de 2 et 1 francs, les 7 millièmes pour celles de 50 centimes, et les 10 millièmes pour celles de 20 centimes. La tolérance du poids est les 10 millièmes du poids pour les pièces de cuivre de 10 et de 5 centimes; les 15 millièmes pour celles de 2 et de 1 centimes.
On a donné aux pièces de monnaie des diamètres différents, aûn qu'on puisse les distinguer facilement. Voici les diamètres des pièces de monnaie en millimètres :
Pièces d'or.
Pièces d'argent.
de 100. . . .
Pièces de cuivre de 10 cent 30
152. Résumé. H est facile de comprendre maintenant les avantages du système métrique: 1° les unités principales, destinées à la mesure des différentes espèces de grandeurs, dérivent toutes du mètre d'une manière simple, et le mètre lui-même est lié à la grandeur du globe terrestre; 2» l'échelle des unités qui se rapportent à une même espèce de grandeur est en harmonie avec notre système de numération ; de sorte qu'une grandeur quelconque s'exprime par un nombre décimal, et que les opérations à faire sur les quantités s'effectuent avec une grande rapidité.
Le système métrique est aujourd'hui en vigueur dans toute la France et en Belgique ; depuis quelques années la Suisse a adopté ce système légèrement modifié ; il serait à désirer que les autres peuples de l'Europe l'adoptassent également.
La nation française, lorsqu'elle préparait cette grande réforme, invita plusieurs fois les autres nations à se joindre à elle pour l'opérer en commun ; les guerres de la Révolution et de l'Empire, des susceptibilités nationales mal entendues, firent échouer ce magnifique projet.
Anciennes mesures de France.
153. Nous avons déjà parlé (n° 439) des anciennes mesures de longueur. Nous allons maintenant dire quelques mots des anciennes mesures de superficie, de volume et de poids, ainsi que des anciennes monnaie?.
Mesures agraires. La perche des eaux et forêts était un carré de 22 pieds de côté. \f arpent des eaux et forêts était composé de 400 perches de 22 pieds.
La perche de Paris avait 48 pieds de côté. L'arpent de Paris
contenait 400 perches de 48 pieds.
Mètre* carréi.
La perche des eaux et forêts vaut 51 ,07
L'arpent des eaux et forêts vaut 5107,20
La perche de Paris vaut 34,49
L'arpent de Paris vaut 3418,87
Les mesures agraires variaient d'une province à l'autre.
Mesures de capacité. On employait, pour mesurer les graines, le setier, qui se divisait en douze boisseaux, et le boisseau en
46 litrons.
Le setier de Paris vaut 156 litres.
Le boisseau vaut 43 »
Le litron vaut 0,8125
Pour la mesure des liquides, principalement pour les vins, on employait le muid, considéré comme étant égal à 8 pieds cubes. Le muid se divisait en deux feuillettes , la feuillette contenait 444 pintes.
Le muid vaut 264 litres.
La pinte vaut 0,92
Poids. L'unité de poids était la livre. La livre se divisait en 46 onces, l'once en 8 gros, le gros en 72 grains.
Gramme*.
La livre vaut 489,5
L'once vaut 30,59
Le gros vaut ; 3,82
Le grain vaut . 0,053
Monnaies. L'unité de monnaie était la livre tournois. Par une loi du 25 germinal an IV, la valeur de la livre tournois a été fixée à 99 centimes. La livre tournois se divisait en 20 sous, le sous en 4 liards ou en 42 deniers.
Table de conversion des anciennes mesures en mesures légales. Réduction des toises, pieds, pouces, lignes en tnètres.
Nombres.
Toises
en mètres.
Pied»
en mètres .
Pouces
Lignes en millimètres.
Réduction des toises et pieds carrés et cubes en mètres carrés et cubes.
Nombres.
Toises carrées en mètres carrés.
Pieds carrés en mètres carrés.
Toises cubes en mètres cubes.
Pieds cubes en mètres cube*.
CHAPITRE I
Carrés.
154. On appelle puissance d'un nombre le produit de plusieurs facteurs égaux à ce nombre, et, pour simplifier la notation, on indique par un exposant le nombre des facteurs.
La seconde puissance ou le produit de deux facteurs égaux s'appelle carré, parce que le nombre d'unités de surface contenues dans la figure géométrique nommée carré est égal à la seconde puissance du nombre d'unités de longueurs contenues dans le côté de la figure. Je rappelle, en effet, la manière dont j'ai fait voir que le décamètre carré vaut cent mètres carrés (n° 140). Je conçois un carré dont le côté ait 5 mètres de longueur; on peut décomposer ce carré en cinq bandes renfermant chacune cinq petits carrés ou 5 mètres carrés, et la figure entière contient 5 fois 5 ou 5' mètres carrés.
Il est nécessaire de savoir par cœur les carrés des dix premiers nombres :
Le carré de 10 est 100. Le carré de 20 est 400, celui de 30 est 900; en général, le carré d'un certain nombre de dizaines se compose d'un certain nombre de centaines.
Cubes.
155. La troisième puissance ou le produit de trois facteurs égaux s'appelle cube, parce que le nombre d'unités de volume contenues dans la figure géométrique nommée cube est égal à la troisième puissance du nombre d'unités de longueur contenues dans le côté de la figure.
Je rappelle en effet la manière dont j'ai démontré que le décamètre cube renferme mille mètres cubes (n° 143). Je conçois une caisse de forme cubique dont le côté ait 5 mètres de longueur; le fond de la caisse, qui est un carré, renferme 5* ou 25 mètres carrés; si, sur chacun d'eux, on place un mèlre cube, on forme ainsi au fond de la caisse une couche qui a un mètre de hauteur, et qui contient 25 mètres cubes; si Ton forme 5 couches pareilles, la caisse sera remplie; ainsi la caisse cubique contient 25 x 5 ou 5* mètres cubes.
Le cube d'un nombre s'obtient en multipliant le carré du nombre par le nombre lui-même. Voici les cubes des dix premiers nombres :
Le cube de 10 est 1000; le cube de 20 est 8000, celui de 30 est 27000 ; en général, le cube d'un certain nombre de dizaines donne des mille.
Formation du carré et du cube de la somme de deux nombres.
156. Le carré de la somme de deux nombres égale le carré ûu premier nombre, plus deux fois le produit du premier par le second, plus le carré du second.
Soit à élever la somme 7 -f- 5 au carré, il faut multiplier 7 + 5 par 7 + 5. En multipliant d'abord par 7 chacune des parties du multiplicande , j'obtiens le carré de 7 et le produit 7 X 5. En multipliant ensuite le multplicande par 5, j'obtiens le produit 7 x 5 et le carré de R. En définitive, le carré de
7 + 5 égale le carré de 7, plus deux fois le produit de 7 par 5, plus le carré de 5.
157. On eu déduit que la différence entre les carrés de deux nombres entiers consécutifs égale deux fois le plus petit nombre, plus un. Ainsi :
Quand on connaît un carré, il est facile d'après cela de former le carré suivant. Par exemple, pour avoir le carré de 11, il suffit au carré de 10 ou à 100 d'ajouter deux fois 10 plus 1 ou 21, ce qui donne 121.
158. Le cube de la somme de deux nombres renferme quatre parties: 1° le cube du premier nombre, 2" trois fois le carré du premier nombre multiplié par le second, 3° trois fois le premier multiplié par le carré du second, 4° le cube du second.
Soit la somme 7 + 5 à élever au cube ; je forme d'abord le carré que je multiplierai ensuite par 7 + 5.
J'ai multiplié chacune des parties du carré, d'abord par 7, puis par 5, et j'ai additionné les résultats.
Extraction de la racine carrée d'un nombre entier.
150. On appelle racine carrée d'un nombre un nombre qui, élevé au carré, reproduit le nombre proposé. La racine carrée de 64 est 8, puisque le carré de 8 est 64. On désigne la racine carrée par le signe Ainsi / 64=8.
Étant donné un nombre entier, comme ce nombre ne sera pas ordinairement un carré parfait, on se bornera à chercher la racine du plus grand carré qu'il contient. L'excès du nombre proposé sur le plus grand carré qu'il renferme s'appelle reste. '
Si le nombre donné est plus petit que 100, comme on sait par cœur les carrés des neuf premiers nombres, on trouve de suite le résultat. Soit, par exemple, le nombre 45; le plus grand carré contenu dans ce nombre est 36, dont la racine est 6, et Ton a un reste 9.
' Je considère maintenant un nombre plus grand que 400, par exemple 4587 :
Le plus grand carré contenu dans ce nombre étant au moins égal à 100, la racine cherchée est au moins égale à 10; elle se compose donc d'un chiffre des unités et d'un certain nombre de dizaines. Le nombre proposé contient le carré de la racine, plus le reste ; or, le carré de la racine, d'après ce qui a été dit, est formé de trois parties : le carré des dizaines, le double produit des dizaines par les unités, le carré des unités. La première partie, le carré des dizaines, exprimant des centaines, doit être contenue dans les 45 cenlaines du nombre proposé ; je vais démontrer que l'on obtient les dizaines de la racine en extrayant la racine du plus grand carré contenu dans les cenlaines du nombre.
Le nombre 45 est compris entre les deux carrés consécutifs 36 et 49, carrés de 6 et de 7. Le nombre proposé 4587 contient donc 36 centaines ou le carré de 60; il ne contient pas 49 centaines ou le carré de 70. Il en résulte que la racine cherchée est ou 60, ou un nombre plus grand que 60, mais plus petit que 70; en un mot, le chiffre des dizaines de la racine est 6.
On connaît les dizaines de la racine; si du nombre proposé on retranche le carré des dizaines 3600, le reste 987 ne ren-
ferme plus que les deux autres parlics du carré : le double produit des dizaines par les unités, ou le produit de 12 dizaines par le chiffres des unités, et le carré des unités. La première partie, exprimant des dizaines, est contenue dans les 98 dizaines; mais ce produit n'est pas nécessairement le plus grand multiple de 12 contenu dans 98; car 98 contient en outre les dizaines de retenue fournies par le carré des unités et par le reste. En divisant 98 par 12, on trouve 8 pour quotient; le chiffre des unités est donc 8 ou un chiffre plus petit. J'essaye 8; pour cela j'écris 8 à la droite de 12 et je multiplie le nombro 128 ainsi formé par 8 ; le produit 1024 se compose du produit de 12 dizaines par 8, c'est-à-dire du double produit des dizaines par les unités, et en outre du produit de 8 par 8, c'est-à-dire du carré des unités. Or, la somme de ces deux parties doit être contenue dans 987; puisque 1024 est plus grand que 987, on en conclut que le chiffre 8 est trop fort. J'essaye 7 de la même manière, en multipliant 127 par 7; le produit 889 étant contenu dans 987, le chiffre 7 est bon ; c'est bien le chiffre des unités de la racine. Ainsi la racine du plus grand carré contenu dans le nombre 4587 est 67, et il y a un reste 98.
MO. Soit encore à extraire la racine du plus grand carré contenu dans le nombre 458732.
Ce nombre étant plus grand que 100, la racine est égale ou supérieure à 10, et par conséquent se compose d'un chiffre des unités etd'un certain dombre de dizaines* Lecarrédes dizaines, étant des centaines» se trouve compris dans les 4587 centaines du nombre proposé, et Ton obtiendra les dizaines de la racine
en extrayant la racine du plus grand carré contenu dans les 4587 centaines.
11 s'agit donc d'extraire la racine du plus grand carré contenu dans le nombre 4587. Ce nombre étant plus grand que 100, la racine est égale ou supérieure à 10, et par conséquent se compose d'un chiffre des unités et d'un certain nombre de dizaines. On obtiendra les dizaines de la racine en extrayant la racine du plus grand carré contenu dans les 45 centaines. En répétant les raisonnements précédents, on trouve que 67 est la racine du plus grand carré contenu dans le nombre 4587, et qu'il y a un reste 98. Ainsi la racine du nombre 458732 se compose de 67 dizaines et d'un chiffre des unités que je vais déterminer,
Si du nombre proposé on retranche le carré des 67 dizaines, il reste 98 centaines qui, ajoutées aux 32 unités, donnent 9832. Ce nombre renferme le double produit des dizaines par les unités; on divisera 983 par le double de 67 ou par 134, ce qui donne pour quotient 7. Le chiffre des unités est ou 7 ou un chiffre plus petit. On essayera 7, en écrivant 7 à la droite de 134 et multipliant 1347 par 7; le produit 9427 étant plus petit que 9832, le chiffre 7 est bon. Ainsi la racine cherchée est 677, et il y a un reste 403.
De ce qui précède on conclut :
Règle. Pour extraire la racine carrée du plus grand carré contenu dans un nombre entier, on partage ce nombre en tranches de deux chiffres à partir de la droite, la dernière tranche à gauche pouvant d'ailleurs ne renfermer qu'un chiffre. On extrait la racine du plus grand carré contenu dans la première tranche à gauche, ce qui donne le premier chiffre de gauche de la racine cherchée. On retranche ce plus grand carré de la première tranche, et à la droite du reste on abaisse la tranche suivante ; on sépare le premier chiffre de droite, et on divise le nombre ainsi formé par le double du chiffre déjà obtenu à la racine; le quotient est le second chiffre de la racine ou un chiffre trop fort. On essaye ce chiffre en l'écrivant à la droite du double du premier chiffre, multipliant le nombre ainsi formé
par le chiffre que Von essaye, et retranchant ce produit du nombre obtenu par l'abaissement de la seconde tranche. Si la soustraction est possible, le chiffre essayé est bon; si elle n'est pas possible, ce chiffre est trop fort, et alors on essaye le chiffre inférieur d une unité. Quand on a trouvé le second chiffre de la racine, à la droite du reste on abaisse la tranche suivante, on sépare le premier chiffre de droite, et Von divise le nombre ainsi formé par le double de la partie déjà obtenue à la racine» On continue de cette manière jusqu'à ce qu'on ait abaissé toutes les tranches.
Si l'on effectue les soustractions en même temps que les multiplications, l'opération se dispose de cette manière :
J'applique la règle à l'exemple suivant :
On.voit qu'il y a autant de chiffres à la racine qu'il y a de tranches dans le nombre proposé.
Preuve. Si l'on élève au carré la racine trouvée et si l'on ajoute le reste, on doit trouver le nombre donné.
Indication sommaire de la marche à suivre pour l'extraction de la racine
cubique.
161. On appelle racine cubique d'un nombre un nombre qui, élevé au cube, reproduit le nombre proposé. La racine cubique de 343 est 7, puisque le cube de 7 est 343. On désigne
la racine cubique par le signe y/ ; ainsi y/ 343 = 7.
Étant donné un nombre entier, nous nous bornerons à chercher la racine du plus grand cube contenu dans le nombre proposé.
Je considère d'abord un nombre plus petit que 1000 ; à t'aide du tableau des cubes des neuf premiers nombres (n° 155), on voit de suite le résultat. Soit le nombre 642; le plus grand cube contenu dans ce nombre est 512, dont la racine est 8, et Ton a un reste 1 30.
Je considère maintenant un nombre plus grand que 1000, par exemple 98654.
lffi 6_
Le plus grand cube contenu dans ce nombre étant supérieur ou égal à 1000, la racine cherchée est supérieure ou égale à 10; elle se composé donc d'un chiffre des unités et d'un certain nombre de dizaines. Le nombre proposé renferme le cube de la racine, plus le reste; or, le cube de la rncine, d'après ce qui a été dit, comprend quatre parties : le cnbe-des dizaines, etc. La première partie, exprimant des mille, ne peut se trouver que dans les 98 mille du nombre proposé, et l'on aura les dizaines de la racine en extrayant la racine du plus grand cube contenu dans les mille du nombre*
Le nombre 98 est compris entre les deux cubes consécutifs 64 et 125, cubes de 4 et de 5. Le nombre proposé 98654 contient donc 64 mille ou le cube de 40; il ne contient pas 125 mille ou le cube de 50; il en résulte que la racine cherche est 40 ou un nombre plus grand que 40, mais plus petit que 50; eto un mot , le chiffre des dizaines de la racine est 4.
On connaît les dizaines de la racine. Si du nombre proposé on retranche le cube des dizaines 64000» le reste 34654 ne renfermera plus que trois parties : trois fois le carré des dizaines
multiplié par les unités, trois fois les dizaines multipliées par le carré des unités, le cube des unités.
La première partie, exprimant des centaines, est contenue dans les 346 centaines; trois fois le carré des dizaines étant 48, le produit de 48 par le chiffre des unités est contenu dans 346; mais ce produit n'est pas nécessairement le plus grand multiple dé 48 contenu dans 346; car 346 contient en outre les centaines de retenue provenant des autres parties. En divisant 346 par 48, on trouve 7 pour quotient; le chiffre des unités est donc ou 7 ou un chiffre plus petit.
J'essaye 7; pour cela je forme les trois autres parties du cube 47 : en multipliant 48 par 7, on obtient la première partie 33600; en multipliant le triple des dizaines ou 12 par le carré des unités 49, on obtient la seconde partie 5880; enfin la troisième partie, le cube des unités, est 343. La somme 398*23 de ces trois parties étant plus grande que 34654, le chiffre 7 est trop fort .
J'essaye 6 de la même manière. La somme des trois parties 33336 étant moindre que 34654, le chiffre 6 est bon. Ainsi la racine du plus grand cube contenu dans le nombre 98654 est 46, et on a un reste 1318.
Pour essayer le chiffre 7, au lieu de calculer les trois parties séparément, il est plus simple de procéder de la manière suivante : à la droite du triple des dizaines 42, j'écris le chiffre 7, je multiplie le nombre 427 ainsi formé par 7, j'ajoute au produit 889 le triple carré des dizaines, c'est-à-dire 4800, ce qui donne le nombre 5689 que je multiplie par 7, j'obtiens ainsi la somme 39823 des trois autres parties du cube. En effet, de cette manière le nombre 7 a été multiplié deux fois successivement par 7, ce qui donne le cube des unités; le triple des dizaines 42 a été aussi multiplie deux fois successivement par 7, ce qui donne trois fois le produit des dizaines par le carré des unités; enfin le triple carré des dizaines 48 a été multiplié par le chiffre des unités 7. Après avoir reconnu que le chiffre 7 est trop fort, on essayera de la même manière le chiffre 6.
169. Soit encore à extraire la racine du plus grand cube contenu dans le nombre 9865*965.
On raisonnera, comme précédemment : ce nombre étant plus grand que 1000, la racine est égale ou supérieure à 10 et par conséquent se compose d'un chiffre des unités et d'un certain nombre de dizaines. On obtiendra les 46 dizaines de la racine en extrayant la racine cubique du plus grand cube contenu dans les 98654 mille.
Si du nombre proposé on retranche le cube des dizaines, il reste 1318 mille qui, ajoutés aux 965 unités, donnent 1318965. Ce nombre renferme les trois autres parties du cube; on divisera donc 13189 par trois fois le carré de 46 ou par 6348, ce qui donne pour quotients. On essayera le chiffre 2 par le procédé indiqué précédemment. Le chiffre 2 est bon. Ainsi la racine cherchée est 462.
De ce qui précède on conclut :
Règle. Pour extraire la racine cubique du plus grand cube contenu dans un nombre entier donné, on partage ce nombre en tranches de trois chiffres à partir de la droite, la dernière tranche à gauche pouvant d'ailleurs ne renfermer que deux chiffres ou un seul. On extrait la racine de la première tranche de gauche, ce qui donne le premier chiffre de gauche de la racine cherchée. On retranche le cube de ce chiffre de la première tranche, et à la droite du reste on abaisse la tranche suivante. On sépare les deux premiers chiffres de droite et on divise le nombre ainsi formé par trois fois le carré du chiffre déjà obtenu à la racine. Le quotient est le second chiffre de la racine ou un chiffre trop fort. On essaye ce chiffre en formant les trois autres parties du cube et retranchant la somme du nombre obtenu par
rabaissement de la seconde tranche* Si la soustraction n'est pas possible, le chiffre essayé est trop fort, et Von essaye le chiffre inférieur d'une unité ; si elle est possible, à la droite du reste on abaisse la tranche suivante. On continue de cette manière jusqu'à ce qu'on soit arrivé à la dernière tranche.
Preuve. En élevant au cube la racine trouvée et ajoutant le reste, on doit reproduire le nombre proposé.
163. On élève au carré une fraction en élevant chacun de ses deux termes au carré. Soit la fraction |; si on la multiplie par elle-même on a :
164. Lorsque les deux termes d'une fraction sont carrés parfaits, on obtient immédiatement sa racine en extrayant la racine de ses deux termes. Ainsi la racine carrée de la fraction Jjj est exactement |, puisqu'en élevant au carré cette dernière fraction on reproduit la fraction proposée.
165. De même on élève au cube une fraction, en élevant chacun de ses deux termes au cube. Soit encore la fraction |; on a
Carré et cube d'une fraction.
ainsi
donc
Racine carrée d'une fraction ordinaire et décimale a une unité près d'un
ordre décimal donné.
flOU. Lorsqu'un nombre entier n'est pas carré parfait, c'est-à-dire n'est pas le carré d'un nombre entier, il n'existe pas de nombre fractionnaire qui, élevé au carré, reproduise exactement le nombre proposé. Soit le nombre 28 : ce nombre est compris entre les deux carrés consécutifs 23 et 36; il n'existe pas de nombre entier qui, élevé au carré, reproduise 28; le nombre 5 donne un carré trop petit, 6 un carré trop grand. Mais n'existe-t-il pas entre 5 et 6 un nombre fractionnaire dont le carré reproduise exactement 38? Je Suppose que le nombre fractionnaire irréductible y ou 5 + | jouisse de cette propriété; le carré de la fraction ^ est la fraction On sait que lorsque deux nombres sont premiers
entre eux, deux puissances quelconques de ces nombres sont aussi premières entre elles (n° 73); la fraction ~ étant irréductible, ce qu'on peut toujours supposer, ses deux termes 39 et 7 sont premiers entre eux ; leurs carrés 39* et 7* sont
aussi premiers entre eux , et par conséquent la fraction ^ est
aussi irréductible. Or, il est impossible que cette fraction irréductible soit égale à un nombre entier 28.
16f . Ainsi, tout nombre entier, non carré parfait, n'a pas de racine exacte; mais on peut trouver deux nombres fractionnaires, qui diffèrent entre eux aussi peu qu'on voudra, et dont les carrés comprennent le nombre donné, c'est-à-dire soient, l'un plus petit, l'autre plus grand que ce nombre. Je veux, par exemple, trouver deux nombres fractionnaires, qui ne diffèrent entre eux que de j^, et dont les carrés comprennent 28. J'écris le nombre 28 sous la forme de fraction,
— — , et j'extrais la racine du plus grand carré contenu dans
le numérateur 280000, ce qui donne 529. Le numérateur 280000 étant compris entre les carrés des deux nombres entiers
consécutifs 529 et 530, la fraction ~ est comprise ellemême entre les carrés des deux fractions et On dira en
conséquence que chacune des deux fractions ^ et f£ est la racine approchée de 28, à moins d'un centième près, la première par défaut, la seconde par excès.
108. Considérons maintenant un nombre décimal tel que 45,8732. Ce nombre décimal est égal à la fraction ordinaire *ioSw 9 ^ ont * e dénominateur est le carré de dOO; en extrayant la racine du plus grand carré contenu dans le nombre entier 458732, on trouve 677 ; le numérateur étant compris entre les carrés de 677 et de 678, la fraction proposée est comprise entre les carrés des deux fractions et et sa racine entre ces
deux fractions elles-mêmes. Ainsi on dira que chacun des deux nombres 6,77 et 6,78 est la racine approchée de 45,8732 à moins d'un centième près.
Pour que ce raisonnement soit possible, il faut que le dénominateur soit un carré parfait, c'est-à-dire que le nombre proposé renferme un nombre pair de chiffres décimaux. Si le nombre des chiffres décimaux était impair, on le rendrait pair en ajoutant un zéro à sa droite. Si Ton demande, par exemple, la racine de 45,873, on ajoutera un zéro et Ton cherchera la racine du nombre égal 45,8730, ce qui donne encore 6,77 à moins d'un centième.
Règle. Pour extraire la racine carrée d'un nombre décimal renfermant un nombre pair de chiffre décimaux, on supprime la virgule et ton extrait, à moins d'une unité, la racine du nombre entier ainsi obtenu; puis on sépare par une virgule sur la droite de la racine un nombre de chiffres décimaux moitié du nombre des chiffres décimaux du nombre proposé , et Von a ainsi la racine avec une erreur moindre qu'une unité du dernier ordre.
160. Ce procédé permet d'exprimer en décimales les racines carrées avec une approximation aussi grande qu'on veut.
Si Ton demande , par exemple , la racine carrée de 45,873 à un millième près, on ajoutera trois zéros à la droite de ce nombre afin d'avoir six chiffres décimaux, et l'on appliquera la règle précédente au nombre décimal 45,873000, ce qui donne la racine 6,773 approchée par excès à moins d'un millième.
On calculera de même la racine carrée du nombre entier 528 à moins d'un millième près en appliquant la règle énoncée au nombre décimal 528,000000. Mais dans la pratique, il est inutile d'écrire d'avance les zéros; on opère d'abord sur le nombre entier proposé, ce qui donne la partie entière de la racine; ajoutant deux zéros à droite du reste, on obtient le chiffre des dixièmes; ajoutant deux nouveaux zéros, on obtient le chiffre des centièmes, et ainsi de suite.
1XO. Lorsqu'une fraction ordinaire irréductible n'a pas ses deux termes carrés parfaits, il n'existe pas de fraction qui, élevée au carré, reproduise exactement la fraction proposée; car le carré d'une fraction ordinaire irréductible est une fraction irréductible ayant ses deux termes carrés parfaits. En d'autres termes, la fraction proposée n'admet pas de racine carrée exacte; mais on peut l'obtenir avec une approximation aussi grande qu'on veut.
Soit, par exemple , la fraction | dont on demande la racine à un centième près. On commencera par convertir en décimale la fraction proposée , et l'on s'arrêtera quand on aura quatre chiffres décimaux; on trouve ainsi que la fraction | égale la fraction décimale 0,71428..., ce qu'on peut écrire de la manière suivante :
On extraira ensuite la racine du numérateur à moins d'une unité près; la racine du plus grand carré contenu dans le nombre entier 7142 étant 84, il est clair que le nombre entier 7142, et par suite le nombre fractionnaire 7142,8..., sont compris entre les carrés des deux nombres entiers consécutifs 84 et 85; donc la fraction proposée elle-même est comprise
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entre les carrés des deux fractions ^ et Ainsi la racine demandée est 0,84 ou 0,85 à moins d'un centième près.
De même , si Ton veut trouver la racine du nombre fractionnaire 32 -f | à un millième près, on convertira la fraction | en décimales , et Ton extraira la racine du nombre décimal 32,666666, ce qui donne 5,715.
Remarque..
171. Quand on a extrait la racine carrée du plus grand carré contenu dans un nombre entier, on connaît deux nombres entiers consécutifs, entre lesquels est comprise la racine du nombre proposé. Il est aisé de voir, à l'inspection du reste, duquel de ces deux nombres elle est le plus rapprochée.
Soit, par exemple, le nombre 28, dont la racine est comprise entre 5 et 6; ce nombre contient le carré de 5, plus le reste 3. Formons le carré de 54-1; ce carré , d'après ce qui a été dit, comprend trois parties: le carré de 5 ou 25; le double produit de 5 par |, c'est-à-dire 5; enfin le carré de |, ou J. Ainsi le carré de 5 4- 1 surpasse le carré de 5 de 5 + J. En général , quand on ajoute une demi-unité à un nombre, son carré augmente du nombre lui-même plus un quart. Si donc le reste est égal ou inférieur à la partie entière de la racine, la partie fractionnaire sera moindre qu'une demi-unité. C'est ce qui a lieu dans l'exemple actuel: le reste 3 étant inférieur à 5, la racine est plus petite que 5 4-|; on prendra 5 par défaut, à moins d'une demi-unité près.
Mais si le reste est plus grand que la partie entière de la racine, la partie fractionnaire sera plus grande qu'une demiunité. Par exemple, le nombre 32 contient le carré de 5, plus le reste 7; ce reste étant supérieur à 5, la racine est plus grande que 5 4-|; elle est comprise entre 5 4- 1 et 6; on prendra 6 par excès, à moins d une demi-unité.
Ainsi, dans l'extraction des racines carrées, on aura soin de forcer le dernier chiffre quand le reste sera plus grand que la racine trouvée.
Racine carrée d'an nombre approché.
On a vu que Terreur relative d'un produit de facteurs approchés est sensiblement égale à la somme des erreurs relatives des fadeurs; le carré étant le produit de deux facteurs égaux, Terreur relative du carré d'un nombre approché est sensiblement égale au double de Terreur relative du nombre lui-même; il en résulte que l'erreur relative de la racine carrée d'un nombre approché est sensiblement égale à la moitié de Verreur relative du nombre.
A Taide de ce principe, il est aisé de voir que la racine carrée a toujours au moins autant de chiffres exacts que le nombre lui-même, moins un.
Soit te nombre 42,456 approché à moins d'un millième.
L'erreur relative de ce nombre est moindre que A, celle de la racine moindre que ^jf> on pourra donc compter sur quatre chiffres exacts à la racine , autant qu'il y en a dans le nombre supposé, moins un. Cette racine est 3,529 à moins d'un millième près.
Souvent on peut compter sur autant de chiffres exacts à la racine qu'il y en a dans le nombre proposé. Soit le nombre 8,756 approché à moins d'un millième. L'erreur relative de ce nombre est moindre que j^-r, celle de la racine moindre
que 16 ^ 10 »'> ou plus simplement moindre que jjjr. On peut donc
compter sur quatre chiffres exacts à la racine, autant qu'il y en a dans le nombre proposé. Cette racine est 2,959 à moins d'un millième près.
Mais, dans la pratique, pour aller plus vite et éviter toute discussion, nous ne prendrons la racine qu'avec un chiffre de moins.
Exemples.
1° Calculer [/ /Ï32 à moins d'un millième d'unité. Il s'agit d'extraire deux racines carrées successivement. La première n'ayant que deux chiffres à sa partie entière, la
seconde n'en aura qu'un; comme on veut avoir trois chiffres décimaux, on demande le résultat avec quatre chiffres exacts* ilsufflra évidemment de calculer la première racine avec un chiffre de plus, c'est-à-dire avec cinq chiffres exacts. La racine de 132 est M,489; en extrayant la racine carrée de ce nombre, on trouve 3,390.
*> Calculer [/ / 2~~ avec une erreur relative moindre que
Si Ton obtient la première racine avec une erreur relative moindre que^, on aura la seconde avec une erreur relative deux fois plus petite; ilsufflra donc de calculer la première avec quatre chiffres exacts. La racine carrée de 2 est 1,414 ; en extrayant la racine carrée de ce nombre, on trouve 1,189.
3o Calculer V(i + / T) x (/T— 2) avec une erreur relative moindre que ^ ou que ^.
Il s'agit cVeffectuer le produit des deux facteurs approchés 1 -f / 2 et /S*— 2 et d'extraire la racine carrée de ce produit. Si l'on calcule chaque facteur avec une erreur relative moindre que jjr, l'erreur relative du produit sera moindre que A; cellede la racine deux fois plus petite, soit A. Il suffit
donc de calculer chaque facteur avec cinq chiffres exacts. /T= 1,4142 1 + / 2"= 2,4142
4o Calculer ^)*P- ^)x(^-S~*)
avec une erreur relative moindre que ~r.
Il entre dans le calcul cinq facteurs approchés, et l'on sait que l'erreur relative du résultat, dans le cas le plus défavorable, celui où toutes les erreurs s'ajoutent, est sensiblement
égal à la somme des cinq erreurs relatives. Si Ton obtient chaque facteur avec une erreur relative moindre que j^i, on
aura le résultat avec une erreur relative moindre que A, et
par conséquent moindre que ^î. On calculera donc chaque facteur avec quatre chiffres exacts.
1/5"= 1,73 15— lT= 13,27
Opération abrégée.
If S. Quand on veut extraire, à moins d'une unité, la racine carrée d'un nombre entier très-grand, il est possible d'abréger un peu l'opération. Lorsqu'on a trouvé plus de la moitié des chiffres delà racine par le procédé habituel, on obtient immédiatement tous les autres en divisant le reste par le double de la partie déjà trouvée à la racine. Soit le nombre 2558966348260..
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Il y a sept chiffres à la racine ; je calcule les quatre premiers 1599 par le procédé habituel; puis je divise le reste 2165348260 par le double 3198000 de la partie déjà trouvée à la racine; plus simplement, je divise 2165348 par 3198. Le quotient par défaut 677 me donne les trois derniers chiffres de la racine.
En effet, si nous considérons la racine comme formée de deux parties, la partie déjà trouvée 1599000 et la partie encore inconnue, le reste 2165348260 doit contenir le double produit de la première partie par la seconde, plus le carré de la seconde. En divisant ce reste par le double 3198000 de la première partie, nous avons trouvé 677; si le reste de la division contient le carré de 677, le nombre proposé contient le carré de 1599677, et Ton a la racine par défaut à moins d'une unité. Mais si le reste de la division ne contient pas le carré de 677, ce qui a lieu dans l'exemple actuel, concevons que l'on augmente le nombre proposé d'une quantité telle qu'il admette pour racine 1599677; cette quantité additionnelle est évidemment moindre que le carré de 677, et par conséquent moindre que le carré de 1000, ou que 10 e ; on ne modifierait de la sorte que les six derniers chiffres du nombre proposé ; les sept premiers restent exacts. La racine a aussi sept chiffres exacts; car, l'erreur absolue commise sur le nombre proposé étant moindre que 10 8 , et ce nombre étant lui-même plus grand que 2x10", Terreur relative commise sur ce nombre est moindre
que ^~ïï ou que l'erreur relative de la racine est donc moindre que la racine étant inférieure à 2x10 e , l'erreur
absolue commise sur la racine est moindre que 2 -^- e ou que |.
Ainsi on a la racine 1599677 par excès à moins d'une unité près.
CHAPITRE IL
174. On appelle rapport de deux grandeurs de même espèce le nombre qui exprime combien de fois Fa première contient la seconde et combien de parties de la seconde.
En d'autres termes, le rapport de deux grandeurs de même espèce est la mesure de la première quand on* prend la seconde pour unité.
Par exemple, si la première grandeur contient trois fois la seconde exactement, le rapport est le nombre entier 3.
Si la première grandeur contient trois fois la cinquième partie de la seconde, le rapport est la fraction j|.
Si la première grandeur contient quatre fois la seconde, plus trois fois la cinquième partie de la seconde, le rapport est le nombre fractionnaire k -f |.
175. Lorsque deux grandeurs ont été mesurées au moyen d'une même unité, le rapport de ces deux grandeurs est égal au quotient des deux nombres qui les mesurent.
Nous pouvons remarquer en effet que le quotient indique combien de fois le dividende contient le diviseur et combien de parties du diviseur. Supposons d'abord que le quotient soit un nombre entier 3; le diviseur multiplié par 3, ou répété trois fois, donne le dividende; donc le dividende contient trois fois le diviseur, et par conséquent le rapport du dividende au diviseur est le quotient 3.
Supposons maintenant que le quotient soit une fraction |« Le dividende est toujours égal au produit du diviseur par le quotient. Or, multiplier le diviseur par la fraction §, c'est répéter trois fois ta cinquième partie du diviseur; donc le dividende contient trois fois la cinquième partie du diviseur et par conséquent le rapport du dividende au diviseur est encore le quotient |.
De même, si le quotient est un nombre fractionnaire 4 + g, le dividende, qui est égal au produit du diviseur par le quotient, contient 4 fois le diviseur plus trois fois la cinquième partie du diviseur : le rapport est 4+|.
Ainsi, d'une manière générale, le quotient exprime le rapport de la quantité dividende à la quantité diviseur. C'est pourquoi Ton a adopté le signe de la division, le trait horizontal, pour indiquer le rapport de deux quantités. On écrit au-dessus la première quantité, ou le numérateur, au-dessous la seconde quantité, ou le dénominateur. Par exemple, le rapport du nombre 5 au nombre 7 s'écrira * ; le rapport
de | à | s'écrira ^ ; le rapport de5-r-fà2 + | s'écrira \.
Le rapport de deux nombres fractionnaires peut toujours être ramené à celui de deux nombres entiers. Soit le rapport de 5 -f \ à 2 -f ou de f à f ; si l'on réduit ces deux fractions au même dénominateur, or a le rapport de 69 douzièmes à 26 douzièmes; mais ce rapport est évidemment égal à celui des nombres entiers 69 et 26. De cette manière,
le rapport proposé * se met sous la forme d'une fraction
ordinaire |î.
Propriétés des rapports.
170. Une fraction ordinaire exprime le rapport de deux nombres entiers, le rapport de son numérateur à son dénominateur. 11 est aisé de voir que les propriétés fondamen-
talcs des fractions ordinaires s'étendent aux rapports en général.
Il résulte de la notion même du rapport que, lorsqu'on rend le numérateur d'un rapport un certain nombre de fois plus grand ou plus petit, la valeur de ce rapport devient le même nombre de fois plus grande ou plus petite, et que, par conséquent, si Ton multiplie le numérateur d'un rapport par un nombre quelconque, entier ou fractionnaire, la valeur du rapport est multipliée parle même nombre.
Il resuite aussi de la notion du rapport que, si Ton rend le dénominateur un certain nombre de fois plus grand ou plus petit, la valeur du rapport devient le même nombre de fois plus petite ou plus grande, et que, par conséquent, si Ton multiplie le dénominateur par un nombre quelconque, entier ou fractionnaire, la valeur du rapport est divisée par le même nombre.
On conclut de là que la valeur d'un rapport ne change pas quand on multiplie ses deux termes par un même nombre. Car le rapport, étant ainsi multiplié et divisé par le même nombre, conserve la même valeur.
De même, la valeur d'un rapport ne change pas, quand on divise ses deux termes par un même nombre.
1X7. On sait que l'on obtient le produit de deux fractions ordinaires en les multipliant terme à terme. On effectuera de même le produit de deux rapports en les multipliant terme à terme.
Soient les deux rapports
je dis que l'<
on a l'égalité
(3 + î)x(0 + ff
En effet, si Ton met les nombres fractionnaires sous forme de fractions ordinaires, les rapports proposés s'écrivent
li) a.
la valeur du premier rapport étant le quotient de son numérateur^ par son dénominateur on obtiendrai valeur de ce rapport en multipliant la fraction dividende par la fraction diviseur renversée, ce qui donne la fraction ordinaire
on obtiendra de même la valeur du second rapport en divisant la fraction ^ par ^, ce qui donne la fraction ordinaire
Les valeurs des deux rapports étant exprimées par des fractions ordinaires
il est aisé d'en faire le produit; il suffit de multiplier ces deux fractions terme à terme. Ainsi le produit demandé est la fraction ordinaire
Le calcul de l'expression
conduit au même résultat. En mettant les nombres fractionnaires sous forme de fractions ordinaires, comme précédemment, on a d'abord
( ?) x ff)
Le numérateur est le produit des deux fractions ordinaires
^elÇ; de même le dénominateur est le produit des deux fractions ? et ^ ; en affeclant ces multiplications, on a
il faut maintenant diviser la fraction numérateur par la fraction dénominateur ^~ y ^, ce qui donne la fraction ordinaire
Cette fraction est égale à celle trouvée précédemment; car elle n'en diffère que par Tordre des facteurs au numérateur et au dénominateur,
Ainsi les deux expressions
«+| Mj (8 + l )x(5+f) 3 + i 6 + |' (3 + i)x(6 + |)
conduisent au même résultat et sont égales entre elles. On en conclut que le produit de deux rapports est un nouveau rapport ayant pour numérateur le produit des numérateurs, et pour dénominateur le produit des dénominateurs.
11 en résulte que l'on divise un rapport par un autre en multipliant le premier par le second renversé.
On élève un rapport au carré ou au cube en élevant ses deux termes séparément à cette puissance.
On extrait la racine d'un rapport en extrayant la racine de ses deux termes.
%7 H. On appelle rapports inverses deux rapports composés des deux mêmes termes, mais disposés en ordre inverse. Ainsi les deux rapports | et | sont inverses l'un de l'autre. H est clair que le produit de deux rapports inverses est égal à un.
Dans uue suite de rapports égaux , la somme des numérateurs et celle des dénominateurs forment un rapport égal aui premiers.
17tl. Soient les trois rapports égaux
Je dis que la somme des numérateurs et celle des dénominateurs forment un nouveau rapport
égal à chacun des rapports proposés. En effet, chacun des rapports proposés est égal à la fraction |, ce qui signifie que le numérateur 9 du premier rapport est égal aux trois cinquièmes de son dénominateur 45; que de même le numérateur 42 du second rapport est égal aux trois cinquièmes de son dénominateur 20, et que le numérateur 21 du troisième rapport est égal aux trois cinquièmes de son dénominateur 35.
Or, imaginons que l'on veuille prendre les trois cinquièmes de la somme
des trois dénominateurs; il est clair que Ton obtient les trois cinquièmes de la somme de plusieurs quantités, en prenant les trois cinquièmes de chacune d'elles; mais les trois cinquièmes de chaque dénominateur, c'est le numérateur correspondant; on aura donc la somme des numérateurs
Ainsi la somme des numérateurs 9 + 42 + 24 est égale aux trois cinquièmes de la somme des dénominateurs 45 + 20 + 35, donc le rapport
est égal à la fraction |, comme chacun des rapports proposés.
Notioos générales sur les grandeurs qui varient dans le même rapport ou dans un rapport inverse. — Solution, par la méthode dite de réduction à l'unité, des questions les plus simples dans lesquelles on considère de telles quantités. — Mettre en évidence les rapports des quantités de même nature qui entrent dans le résultat final , et en conclure la règle générale à suivre pour écrire immédiatement la solution demandée.
ISO. Dans la plupart des questions de mathématiques, on a à considérer deux quantités qui dépendent Tune de l'autre. Si, quand l'une devient un certain nombre de fois plus grande, l'autre devient le même nombre de fois plus grande, on dit que ces deux quantités varient dans le même rapport ou sont proportionnelles.
Par exemple, le prix d'une certaine quantité de blé dépend de la quantité que l'on achète. Si Ton achète une quantité deux fois plus grande, la somme à payer deviendra deux fois plus grande. Si Ton achète une quantité trois fois plus grande, la somme à payer deviendra trois fois plus grande. En général, la quantité et la valeur varient dans le même rapport t ce qu'on exprime en disant que la valeur est proportionnelle à la quantité.
Considérons une locomotive en mouvement uniforme, c'està-dire parcourant le même espace dans le même temps; dans ce cas, on appelle vitesse le nombre de mètres parcourus en une seconde. L'espace parcouru par la locomotive dépend évidemment du temps que l'on considère; dans un temps deux fois plus grand, elle parcourra un espace deux fois plus grand; dans un temps trois fois plus grand, un espace trois fois plus grand ; l'espace parcouru et le temps varient donc dans le même rapport ; en d'autres termes, l'espace parcouru est proportionnel au temps.
fi$t. Quelquefois, quand l'une des quantités devient un certain nombre de fois plus grande, l'autre devient le même nombre de fois plus petite. Dans ce cas, on dit que les deux quantités varient dam un rapport inverse ou sont inversement proportionnelles.
Par exemple, la quantité de blé que l'on peut acheter avec une somme déterminée dépend du prix de la mesure de blé. Si la mesure coûte deux fois plus, avec la même somme d'argent on ne pourra acheter qu'une quantité deux fois plus petite. Si la mesure coûte trois fois plus, on ne pourra acheter qu'une quantité trois fois plus petite. Ainsi, la quantité de blé que Ton peut acheter avec une même somme d'argent et le prix de la mesure varient dans un rapport inverse.
Considérons le temps employé par une locomotive marchant uniformément pour aller d'une station à une autre. Ce temps dépend de la vitesse de la locomotive : si la locomotive marche avec une vitesse deux fois plus grande , elle mettra, pour parcourir la même distance, un temps deux fois plus petit; si elle marche avec une vitesse trois fois plus grande, elle mettra un temps trois fois plus petit. Ainsi, le temps que met la locomotive à parcourir une certaine distance et la vitesse varient dans un rapport inverse.
1M. Souvent une quantité dépend à la fois de plusieurs autres. Par exemple , le poids d'une plaque de fer, d'une certaine épaisseur, dépend de la longueur et de la largeur de la plaque. Si la longueur devient deux fois plus grande, la largeur restant la même , le poids devient deux fois plus grand. De même, si la largeur devient deux fois plus grande, la longueur ne changeant pas , le poids devient aussi deux fois plus grand. Ainsi le poids varie dans le même rapport que la longueur et la largeur. Le poids de la plaque dépend aussi de son épaisseur : quand l'épaisseur devient deux fois plus grande, la longueur et la largeur restant les mêmes , le poids devient deux fois plus grand. On dira donc que le poids d'une plaque de fer est proportionnel à sa longueur, à sa largeur et à son épaisseur.
La longueur que l'on peut recouvrir sur une route dépend de la quantité de pierres dont on dispose et de l'épaisseur de la couche que l'on veut former. Avec une quantité de pierres double, l'épaisseur restant la même, on peut recouvrir une longueur double. Mais si Ton donne à la couche une épaisseur
deux fois plus grande, la même quantité de pierres ne pourra recouvrir qu'une longueur moiHé moindre. Ainsi, la longueur recouverte varie dans le même rapport que la quantité de pierres et dans le rapport inverse de l'épaisseur de la couche.
193. Les questions dans lesquelles il entre des quantités qui sont dans le même rapport ou dans un rapport inverse peuvent être résolues par un méthode très-simple , dite de réduction à l'unité. Quelques exemples feront bien comprendre l'esprit de cette méthode.
Problème I. 6 hectolitres de blé ont coûté 150 francs. Combien coûteront 10 hectolitres?
puisque 6 hectolitres coûtent 150 francs, un hectolitre coûte six fois moins,
soit — ou 25 francs; 10 hectolitres coûteront dix fois plus, soit 25 X 10 ou
250 francs.
On dispose le raisonnement de la manière suivante : 6 hectolitres coûtent. . 150 fr.
i la «f
Dans cette question, on a à considérer la quantité de blé et le prix. Le prix varie dans le même rapport que la quantité. On connaît le prix de 6 hectolitres et on demande celui de 10 hectolitres. Nous remarquons que pour trouver U prix de ta seconde quantité, il suffit de multiplier le prix de lapre-
mière quantité, 150 francs, par le rapport — de la seconde quantité à la première .
Problème II. Une locomotive, marchant uniformément, parcourt 3000 mètres en 5 minutes. Quelle distance parcourt-elle en 7 minutes?
En 5 minutes la locomotive parcourt 3000 mètres ', en 1 minute, elle parcourt une distance cinq fois plus petite, soit ou 600 mètres. En 7 mi-
nutes, elle parcourt une distance sept fois plus grande que la disiance par* courue en une minute, soit 600 X 7 ou 4200 mètres. On écrira :
En 5 minutes, la distance parcourue est 3000 mètres,
En 1
En 7.
Dans cette seconde question, on a à considérer deux sortes de quantités, le temps et le chemin parcouru. La distance parcourue et le temps varient dans le même rapport. Nous remarquons que l'on obtient la distance cherchée en
multipliant la distance connue, 3000 mètres, par le rapport -du second temps au premier.
Problème III. Avec une certaine somme d'argent, on a acheta 1200 hectolitres de blé, le prix de l'hectolitre étant à 9 francs. Quelle quantité de blé pourra-l-on acheter avec la même somme, le prix de l'hectolitre s'étant élevé à li francs?
Quand Vhectolitre coûte 9 francs, on a acheté 1200 hectolitres de blé pour une certaine somme d'argent. Si Vhectolitre ne coûtait que 1 franc, on aurait une quantité de blé neuf fois plus grande pour la même somme, soit 1200X9 h. Mais Vhectolitre coûtant li francs, on en aura une quantité onze fois plus
petiUt << ,i/ ii00 j X9 =:981\8 > à un dixième près.
Dans cette question, on a à considérer deux sortes de quantités : le prix de Vhectolitre, et la quantité de blé que Von peut acheter avec une même somme d'argent. La quantité et le prix de Vhectolitre varient dans un rapport inverse. Nous remarquons que Von obtient la quantité de blé cherchée en
multipliant la quantité connue, 1200 h. f par le rapport - de l'ancien prix au nouveau.
v Prorlème IV. Une locomotive qui se meut uniformément avec une vitesse de i0 mètres par seconde a mis 20 minutes pour aller d'une ville à une autre. Quel temps mettra-t-elle à parcourir la même distance si elle marche avec une vitesse de d 3 mètres par seconde.
La locomotive marchant avec une vitesse de 10 mètres par seconde a mis *0 minutes pour aller d'une ville à Vautre. Si elle marchait avec une vitesse de 1 mètre par seconde, elle mettrait un temps dix fois plus grand, Mil
20X10 minute*. Marchant avec une viteste de 13 mètres, elle mettra un
temps 13 foit plut petit, toit * minutes, ou 15»23».
Dans cette question, on a à considérer la vitesse de la locomotive et le temps qu'elle met à parcourir une même distance. Ces deux quantités varient dans un rapport inverse. On obtient le temps cherché en multipliant le temps
connu, 20 minutes, par le rapport •— de Vancienne vitesse à la nouvelle.
184. Ce qui précède nous permet de formuler une règle générale pour résoudre immédiatement toutes les questions dans lesquelles on n'a à considérer que des quantités qui varient dans le même rapport ou dans un rapport inverse. La question peut être posée en ces termes : Une quantité dépend d'une autre; on connaît la valeur de la première, qui correspond à une certaine valeur de la seconde; celle-ci change et prend une autre valeur. Que devient la première quantité?
11 y a deux cas à distinguer : si les deux quantités varient dans le même rapport, on multiplie la valeur connue de la première quantité par le rapport des deux valeurs de la seconde, rapport de la nouvelle valeur à l'ancienne, et l'on aura ainsi la nouvelle valeur de la première quantité. Si les deux quantités varient dans un rapport inverse, on multipliera encore la valeur connue de la première quantité par le rapport des deux valeurs de la seconde, mais on prendra le rapport en ordre inverse, c'est-à-dire de l'ancienne valeur à la nouvelle.
Ainsi, dans le problème H, l'espace parcouru par la locomotive et le temps varient dans le même rapport; pour avoir le nouvel espace, on a multiplié l'espace connu 3000™ par le rapport g des temps, rapport du nouveau 7 à l'ancien 5.
Dans le problème IV, le temps mis par une locomotive à parcourir une certaine distance et la vitesse varient dans un rapport inverse. Pour avoir le temps cherché, on a multiplié le temps connu, 20 minutes, par le rapprt J§ de l'ancienne vitesse 10 à la nouvelle 13.
Nous allons appliquer cette règle à des exemples plus compliqués.
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Problème V. Une plaque de fer de 1">,20 de longueur sur 0-,43 de largeur pèse iOO kilogrammes. Combien pèsera une plaque de fer de même épaisseur, mais ayant 4«n,70 de longueur sur 0^,65 de largeur?
Le poids de la plaque dépend à la fois de sa longueur et de ta largeur. Faisons d'abord varier sa longueur et cherchons ce que pèse une plaque de 1»,70 de longueur sur 0 ra ,43 de largeur. La largeur restant la même, le poids varie dans le même rapport que la longueur. Il faudra donc multiplier le
poids connu 100 kiL, par le rapport^, de la nouvelle longueur à V ancienne,
ce qui donne
ioox^°.
Faisons maintenant varier la largeur et cherchons ce que pèse une plaque de 1»,70 de longueur sur 0">,G5 de largeur. La longueur restant la même, le poids varie dans le même rapport que la largeur ; il faudra donc multiplier
le poids précédent par le rapport de la nouvelle largeur à r ancienne, ce
qui donne pour le poids cherché
Problème VI. Une plaque de fer de l m ,20 de longueur sur 0 ra ,43 de largeur et 0 a, ,025 d'épaisseur, pèse 100 kilogrammes. Combien pèsera une plaque de fer de l m ,70 de longueur, sur O m ,65 de largeur et O m ,OI8 d'épaisseur?
Le poids de la plaque dépend de la longueur, de la largeur et de Vépaisseur, et il varie dans le même rapport que chacune de ces trois quantités. Il faudra donc multiplier le poids connu par le rapport des longueurs, par celui des largeurs et par celui des épaisseurs, en prenant chaque rapport dans Vordre direct, c'est-à-dire de la nouvelle valeur à l'ancienne. On aura ainsi pour le poids cherché
1»™ 0,65 0,018 JNI ,00X îîô >< ô!43 >< ô^5 = ,Ml ' 19 -
Problème Vil. Avec 450 mètres cubes de pierres, on a recouvert sur une route une longueur de 240 mètres, en donnant à la couche de pierres une épaisseur de 0 m ,15. Quelle longueur pourra-t-on recouvrir avec 300 mètres cubes de pierres, mais en donnant à la couche une épaisseur de 0 m ,20?
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La longueur que Von peut recouvrir varie dan$ te même rapport que la quantité de pierres, mais dans un rapport inverse avec l'épaisseur de la couche. Il faudra donc multiplier la longueur connue 240 mètres, par le rapport de la nouvelle quantité de pierres à l'ancienne, et par le rapport de Vancienne épaisseur à la nouvelle. On trouve ainsi pour la longueur cherchée
185. Il faut examiner avec beaucoup de soiu si les quantités de différentes sortes qui entrent dans la question varient bien dans le même rapport ou en rapport inverse. Soit, par exemple, la question suivante : Une pierre en tombant ' pendant trois secondes parcourt 44 mètres. Quel espace parcourrat-elle en tombant pendant 5 secondes? L'expérience démontre que dans la chute des corps, l'espace parcouru en 2 secondes est 4 fois plus grand que l'espace parcouru dans la première seconde; que l'espace parcouru en 3 secondes est 9 fois plus grand ; en un mot, que l'espace parcouru ne varie pas comme le temps, mais comme le carré du temps. Pour résoudre la question proposée, on multipliera donc l'espace donné, 44 mètres, non par le rapport | des temps, mais par le carré
de ce rapport, ce qui fait 44 x 2 | = 122 mètres.
Proposons-nous encore la question suivante : le soleil, 3 heures après son lever, est à 20 degrés au-dessus de l'horizon. A quelle hauteur sera-t-il 5 heures après son lever? La hauteur du soleil au-dessus de l'horizon ne croît pas dans le rapport du temps, puisqu'après s'être élevé jusqu'à midi il s'abaisse ensuite du côté de l'ouest. Le calcul est beaucoup plus compliqué.
Intérêts simples.
186. Toute valeur s'appelle un capital; on évalue les capitaux au moyen de l'unité de monnaie, qui est le franc.
Lorsque le propriétaire d'un capital en cède la jouissance, il exige, en échange de cette jouissance, un bénéfice que l'on nomme intérêt; le taux de l'intérêt est ce que rapporte le capital cent francs par an.
RAPPORTS. 175r
Pour combattre l'usure, la loi en France a fixé un maxi^ mum du taux de l'intérêt; ce maximum est 5 pour 400 par an dans les transactions ordinaires, 6 pour 100 dans le commerce.
Ordinairement l'intérêt d'un capital se paye chaque année et constitue une rente annuelle.
Problème VIII. Quelle est la rente produite par un capital de 42648 francs, placé à 5 pour 400 par an ?
Puisque 100 fr. rapportent 5 fr. par an, le capital 1 franc rapportera 100
fois moins, soit — ; le capital 12648 fr. rapportera 12648 fois plus, soif
ItO 100 *
Problème IX. Quelle est la rente produite par un capital de C87f,50, placé à 4',25 pour 100 par an ?
Puisque 100 fr, rapportent 4,25 par an, 1 fr. rapporte Pour
avoir l'intérêt d'un capital quelconque, il faut évidemment mutitiplier Vintérêt de \ fr. par ce capital. Le capital 687,50 rapportera dtme
100 ~ ioo — ^
en négligeant les millièmes. Ainsi :
Pour calculer Vinlérèl annuel d'un capital donné, on multiplie le capital par le taux et on divise par *©0.
On divisera par 100 en reculant la virgule de deux rangs vetts la gauche.
Problème X. Quel est l'intérêt de 12G48 fr., plac és à 5 pour 100 par an pendant 8 mois?
19648 X 5 - 0 . Jt
L intérêt d un an est . Puisque 8 moi s sont les • — d un an, im-
térêt de 8 mois sera les --- de l'intérêt d'un an, soit
Problème XI. Quel est l'intérêt de 6875 fr., placés à 4f,25 pour 400 par an pendant 90 jours?
Intérêt d'un an ou de 365 jour*. . ' ,
6875X4,25 d Uni0Ur - ' ' ' 100X365 *
6875 X 4,25 X 90 _ AK rf < 90 100X365 =72>05 -
Problème XII. Quel est le capital qui, placé à 5 pour 400 par an, produit une rente de 854 f r. ?
avoir 5 fr. de rente, il faut un capital de 100 fr.; pour avoir une rente double il faut un capital double. Le capital variant dans le même rap~
port que la rente, on multipliera le capital 100 fr. par le rapport -g- aes rentes, ce qui donne
100 X ^ = 17080 fr.
Problème. XIII. Quel est le capital qui, placé à 4r,75 pour 1*00 par an, produit une rente de 342f,60 ?
On multipliera de même le capital 100 fr. par le rapport -p^- des rentes, ce qui donne
Problème XIV. Quel est le capital qui, placé à 4f,50 pour iOO par an, rapporte 500 fr. en 228 jours?
Le capital 10O francs, in 228 jours, rapporte 1^1^??. Pour avoir le
capital demandé , on multipliera le capital 100 francs par le rapport de V intérêt 500 franct qu'il doit produire en 228 jours, à Vintérêt de 100 fr. pendant le même ten ips. On a ainsi
Problème X" V. A quel taux faut-il placer un capital de 5680 francs poi ar qu'il produise une rente de 26if,28? Chercher le tôt 'x de r intérêt, c'est chercher ce que rapporte 100 fr. en un
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l'intérêt donné 261,28 par le rapport des capitaux, ce qui fait
Il faut donc placer le capital à 4,60 pour 100 par an.
Problème XVI. Un capital de 6875 fr. a rapporté 72',05 en 90 jours. A quel taux était-il placé?
Cherchons encore ce que rapportent 100 francs en un an. 6875 fr. en 90 jours rapportent. . 72,05
Id. en 365 jours.
jnn*. 72,05X365X100
100 fr. en un an — — — C =4,25.
Problème XVII. Pendant combien de jours faut-il placer un capital de 6875 fr. à 4,25 pour 100 par an pour qu'il rapporte 72,05?
6875 en un an rapportent . .
Id. en un jour
Autant de fois l'intérêt d'un jour sera contenu dans 72,05, autant de jours on aura. Le nombre de jours cherché est donc égal à
6875 x 4,25 "~ Wjourt -
Problème XVIII. Trouver l'intérêt d'un capital de 12648 fr. placé à intérêt simple à 5 pour 100 par an pendant 4 ans et 140 jours.
Habituellement, l'emprunteur paye chaque année l'intérêt du capital. S'il n'en est pas ainsi, si l'emprunteur ne paye l'intérêt qu'après un certain nombre d'années, on peut cal- . culer l'intérêt total d'après deux conventions différentes. Ou bien on convient que le capital restera le même pendant toute la durée du placement, de sorte que l'intérêt de plusieurs années égale l'intérêt d'un an répété un certain nombre do
fois : c'est là ce qu'on appelle intérêt simple. Ou bien à la Ûn de chaque année on ajoute au capital les intérêts de cette année, pour former un nouveau capital produisant intérêt pendant L'année suivante. Ainsi, à la fin de la première année, on ajoute au capital primitif les intérêts de cette première année, ce qui donne un nouveau capital produisant intérêt pendant la seconde année; on ajoute à ce second capital les intérêts de la seconde année, ce qui donne un nouveau capital produisant intérêt pendant la troisième année, et ainsi de suite. De cette manière, le capital augmente d'année en année : c'est là ce qu'on appelle prendre les intérêts composés. Nous n'avons pas à nous occuper des questions qui se rapportent aux intérêts composés; nous nous bornerons aux intérêts simples.
Intérêt d'un an 126 ^ X S = 632,40.
Intérêt de A ans 632,40X4 = 2329,60
Intérêt de 140 jourt = ***,56
L'intérêt de 4 ans et 140 jours égale 2772,46
Problème XIX. Pendant combien de temps faut-il placer un capital de 12648 fc, à intérêt simple à 5 pour 100 par an, pour qu'il produise 2772 f ,16?
En un an le capital produit — Autant de fois Vintérêt d'un an
sera contenu dans 2772,16, autant d'années nous aurons. Le temps cherché est donc
On trouve 4 ans, plus une fraction d'année.
On convertira cette fraction d'année en jours, en la multipliant par ce qui donne
Ainsi la durée du placement est 4 ans et 1 40 jours.
Formule générale qui fournil la solution de toutes les questions relatives
aux intérêts simples.
487. Désignons par la lettre a le capital placé, par la lettre r l'intérêt de un franc en un an, c'est-à-dire le taux divisé par 100, par n la durée du placement exprimée eu prenant Tannée pour unité; enfin appelons 6 l'intérêt produit. Puisque un franc produit un intérêt r en un an, le capital a francs -produira un intérêt rxoouoxren un an; en n années, ce même capital produira un intérêt n fois plus grand, soit axrxn; on a donc la formule suivante
b=axrxn.
Cette formule établit une liaison entre les quatre quantités a, r, n , b. Elle permet, quand on connaît trois quelconques d'entre elles, de calculer la quatrième. On peu.t donc se proposer sur les intérêts simples quatre questions différentes.
4* Question. Quel intérêt produit un capital donné, placé à un taux donné pendant un temps donné?
On se servira de la formule telle qu'elle est écrite plus haut. On multipliera le capital par le taux de 1 franc, et par la durée du placement.
Prenons comme exemple le problème XVIII. On fera dans la formule a = 12648 , r= 0,05, n=4-f^!j, ce qui donne h = 1 2648 X 0,05 X (4+^)=2772,l 6 .
2« Question. Quel est le capital qui, placé à un taux donné, produit un intérêt donné dans un temps donné?
C'est le capital a qui est la quantité inconnue; en divisant par r et par n, la formule donne
rxn
Il faudra donc diviser l'intérêt donné par le taux pour 4 franc et par la durée du placement.
Appliquons au problème XIV. On fera 6 = 500, r= 0,045, n=^> ce qui donne
500 500X365 ™ ft - fKA
3 e Question. A quel taux faut-ii placer un capital donné, pour qu'en un temps donné il produise un intérêt donné?
L'inconnue est ici r. Divisant par a et par n, on aura la formule
r=— — axn
11 faut donc diviser l'intérêt par le capital et le temps, puis multiplier le résultat par 100.
Appliquons au problème XVI. Nous ferons a =6875, 6=72,05, n=j» ; d'où
Tel est l'intérêt de 1 franc en un an; en le multipliant par 100, on a le taux demandé 4,25.
4 - Question. Pendant combien de temps faut-il placer un capital donné à un taux donné, pour qu'il rapporte un intérêt donné ?
L'inconnue est n; en divisant par a et par r, la formule s'écrira
axr
On divisera l'intérêt par le capital et par le taux pour 1 franc.
Si l'on applique au problème XIX, on fera 6=2772,16, 0=12648; r=0,05; d'où l'on déduit
On convertira ensuite en jours cette fraction donnée, comme nous l'avons expliqué précédemment.
Rente* mnr l'Étal.
«88. La dette publique est de plusieurs sortes. Le quatre et demi pour cent est un titre portant un capital nominal de 100 fr., et produisant 4 f ,50 de rente. Le trois pour cent est un
titre portant un capital nominal de 100 fr., et produisant 3 fr. de rente.
Problème XX. Une personne achète du 4 et demi pour cent au cours de 95 fr. A quel taux place-t-elle son argent?
Acheter du 4 - pour cent au court de 95 fr. t fett acheter pour 95 fr.
une rente de 4,50. On dira donc le capital 95 fr. produit une rente de 4,50
le capital 100 fr -^-^ = 4,737.
On place donc son argent à 4,737 pour cent par an.
Problème XXI. Combien coûtent 500 francs de rente 3 pour
cent, au cours de 70 f r. ?
3 fr. de rente coûtent. ... 70 fr.
Problème XXII. Si le 4 + 1 pour cent est à 95 fr., quel doit être le cours correspondant du 3 pour cent?
4,50 de rente coûtent .... 95 fr.
4,oU
189. Dans le commerce, on appelle billet ou effet une obligation par laquelle un négociant s'engage à payer une certaine somme à une époque déterminée.
Il est clair que la valeur actuelle d'un billet est moindre que la somme inscrite sur le billet, laquelle n'est exigible qu'au jour de l'échéance. Lorsque le détenteur d'un billet veut réchanger contre de l'argent comptant, il s'adresse ordinairement à un banquier, qui lui fait subir une retenue que Ton nomme escompte.
Le taux de l'escompte est la retenue que l'on fait subir à un billet de 100 francs payable dans un an. Ainsi, si le taux de l'escompte est de 6 pour 100 par an, le banquier fera subir à un billet de 100 francs payable dans un an une retenue de
fi francs; en échange de ce billet, il donnera donc 94 francs comptant.
Problème XXlîf. Escompter à 5 pour 100 par au un billet de 3780 francs payable dans 90 jours.
Escompte de 100 fr. pour un an 5 fr.
Eteompte de 3780 pour 90 jours **wxmT = 46 ' 60 '
Le banquier fera subir au billet une retenue de 46,60 ; il donnera donc en échange du billet une somme de 3733,40.
Règle. Pour trouver l'escompte commercial, on opère comme si Von calculait l'intérêt de la somme inscrite sur le billet depuis le moment actuel jusqu'à l'échéance.
Partager une somme en parties proportionnelles à des nombres donnés. —
Exercices.
ÎOO. On dit que des nombres sont proportionnels à d'autres nombres, lorsque le rapport d'un nombre quelconque de la première série au nombre correspondant de la seconde série est le même. Ainsi les trois nombres 20, 30, 50 sont proportionnels aux trois nombres 2, 3* 5, puisque le rapport de 20 à 2 est le même que celui de 30 à 3 et que celui de 50 à 5. Le rapport est 10.
Soit à partager le nombre 100 en trois parties proportionnelles aux nombres 2, 3, 5. On voit immédiatement qu'il suffit de le diviser en 2 + 3 -f 5, c'est-à-dire en 10 parties égales, puis de prendre successivement 2, 3, 5 de ces parties. La dixième partie de 100 est 10; si l'on prend 2, 3, 5 de ces parties, on obtient les trois nombres demandés 20, 30, 50.
191. Un grand nombre de questions se rapportent au partage d'une somme en parties proportionnelles à des nombres donnés. En voici quelques exemples :
Problème XXIV. Trois négociants se sont associés : le premier a mis dans la société 42000 fr., le second 10500 fr., le
troisième 7840 fr. A la fin de Tannée les bénéfices s'élèvent à 6375 fr. Partager ce bénéfice proportionnellement aux mises.
Le capital tocial ou la somme des mises est 30340 ft. Ce capital a pro-
duit un bénéfice de 6375 fr. ; à une mise d'un franc il revient donc II
euffit maintenant, pour avoir la part de chaque associé, de multiplier le bénéfice d'un franc par sa mise de fonds. Ainsi :
Part dui" — = 2521 ,42
j 6375 X 10500 _ aana a „
- du * me - 30340 =22 ° 6 '* 5
6375X7840 aii qq
Il se présente ici une vérification ; en additionnant les parts, on doit reproduire le bénéfice total
Problème XXV. Trois associés ont fait un bénéfice de 4250 fr. Le premier a mis dans la société 3000 fr. pendant 6 mois, le second 4000 fr. pendant 8 mois, le troisième 2000 frpendant 10 mois. Partager le bénéfice proportionnellement au temps et au montant de chaque mise.
Le premier a mis 3000 fr. pendant 6 mois ; c'est comme s'il avait mis 3000X6= 18000 fr. pendant un mois.
Le second a mis 4000 fr. pendant 8 mois : c'est comme s'il avait mis 4000 X 8 = 32000 fr. pendant un mois.
Le troisième a mis 2000 fr. pendant 10 mois; c'est comme s'il avait mis 2000 x 10=20000 fr. pendant un mois.
La question est ainsi ramenée au problème précédent. On peut supposer que les trois associés aient mis dans la société, le premier 18000 fr., le second 32000, le troisième 20000, pendant le même temps : il faut répartir le bénéfice proportionnellement aux mises.
1250X18000 Mt im P^rtduUr - 70 000 = 8 * M3
— d«2«e If^L^r = 571,43
— du 3«n« — — — =357,14
Questions sur les mélanges et les alliages.
Problème XXVI. On mélange 80 litres de vin à 50 c le litre avec 100 litres de vin à 35 e le litre. Quelle sera la valeur d'un litre de mélange?
80 litre* du 4« vin valent. . 0,50X 80=40 fr.
100 2nw 0,35X100=85
1 80 titre* de mélange valent . 40+35 =75
i litre de mélange vaut. ■ . — =0,4i7 à un demi-millième prêt.
1 oïl
Problème XXVII. Dans quel rapport faut-il mélanger deux vins qui valent, l'un 45 c le litre, l'autre 33 e , afin d'obtenir un mélange valant 40 e le litre?
récris le* prix des deux vin* à mélanger Vun au-dessous de l'autre, et en regard à gauche le prix du mélange.
Je prend* la différence entre le nombre 40 et le* deux nombre* 45 et 33, et f écris le* différence* 7 et 5 en croix. Je dis qu'en mélangeant 7 litre* du premier vin avec 5 litre* du second, on formera le mélange demandé. En effet, comme on vend le mélange 40 e , chaque litre du premier vin que Von introduit dan* le mélange occasionne une perte de 5 e ; chaque litre du second vin produit au contraire un gain de 7c. Si donc on mélange 7 litres du premier vin avec 5 litres du second, il y aura, d'une part, une perte 5X7, d'autre part un gain 7 x 5. La perte est égale au gain et le mélange vaut bien 40 e le litre.
On indique ordinairement la composition d'un mélange par les quantités des substances mélangées qui entrent dans la composition d'une unité du mé-
l ange. En mélangeant 7 litres du premier vin avec 5 litres du second, on fait
12 litres de mélange. Un litre de mélange est donc formé de — du premier
vin et de — du second.
Problème XXVÎII. Combien faut-il mélanger de vin à 45° le litre et de vin à 33 e pour former 150 litres de mélange à 40 e ?
En appliquant la règle précédente, on trouve que, pour former un litre de
7 5 mélange, il faut prendre — du premier vin et — du second. Pour former
RAPPORTS 485 150 litres de mélange, il faudra prendre des quantités 150 fois plus grandes,
soit
du \" vin |2 = 87,5
du 2 m « vin — — = o2,o
la
Problème XXIX. Combien faut-il mélanger de vin à 45e i e litre avec 28 litres de vin à 33 e , pour former un mélange à 40c?
D'après la règle pratique, on forme le mélange demandé en mélangeant 7 litres du premier avec 5 litres du second.
Avec 5 litres du second vin, il faut mettre 7 litres du premier;
avec 28 litres du second vin — g— = 39,2.
Problème XXX. Combien faut-il mettre d'eau dans 125 litres de vin à 50e, pour que le prix du mélange s'abaisse à 42e?
On peut considérer Veau comme du vin à 0«, et alors la question se traite comme la précédente.
Dans 42 litres de vin, il faut mettre 8 litres d'eau ;
dans 128 = 23,8.
Problème XXXI. On forme le laiton en fondant ensemble 30 kilogrammes de zinc avec 70 de cuivre. Le kilogramme de cuivre valant 2f,70, et le kilogramme de zinc 0,90; on demande le prix du kilogramme de laiton.
Un kil. de laiton étant composé de 0^,7 de cuivre et de 0*,3 de zinc, 0*/7 de cuivre coûtent ...... 2,70X0,7= 1,89,
0k,3 de zinc 0,90X0,3 =0,27,
lk de laiton coûtera 2,16.
Problème XXXII. Le bronze des canons et des statues est formé de 14 parties d'étain et de 100 parties de cuivre. Combien un canon pesant 1200 kil. contient-il de cuivre et d'étain?
Problême XXXIII. Le métal des cloches s'obtient en fondant
ensemble 410 kilog. d'étain avec 390 de cuivre, 5 de zinc et 4 de plomb. Quel poids de ces différents métaux faut-il mettre dans le creuset pour faire une cloche pesant 5000 kil.?
Problème XXXIV. On a fondu ensemble deux lingots d'argent; le premier, au titre 0,92, pèse 4240 grammes; le second, au litre 0,80, pèse 786 gr. On demande le titre du lingot ainsi obtenu.
Les lingots d'argent contiennent ordinairement une petite quantité de cuivre. On appelle titre du lingot la quantité d'argent pur que renferme un gramme du lingot.
Le premier lingot contient . 0,92x1240=1 140,80 d'argent pur. Le second 0,80X 786— 628,80
Le nouveau pèse 2026 gr. et contient. . . 1 769,60 d'argent.
1 gr. du nouveau hngot contient = 0,873 à un demi-
millième prêt. Tel ett le titre du nouveau lingot.
Problème XXXV. On a deux lingots d'argent; l'un au titre 0,95, l'autre au titre 0,76. Dans quel rapport faut-il les allier pour former un lingot au titre de 0,90?
On traitera cette question comme une question de mélange. On écrira le* titres des deux lingots, et en regard le titre de l'alliage ; puis on prendra le* deux différences, que Von écrira en croix.
On prendrai A gr. du premier lingot avec 5 gr. du second. En effet , pour chaque gramme du premier lingot que l'on met dans le creuset, il y a un excès de 0,05 d'argent pur,- pour chaque gramme du second lingot, il y a au contraire un déficit 0,U d'argent pur. Si Von allie 14 gr. du premier lingot avec 5 gr. du second, V excès et le déficit sont égaux, et l'on obtient un nouveau lingot qui est exactement au titre 0,90.
Problème XXXVI. Un lingot d'argent, au titre 0,94, pèse 3450 grammes. Combien faut-il ajouter de cuivre pour que le titre s'abaisse a 0,90?
Le lingot contient 0,91X3450=3243 gr. d'argent pur; pour que le titre
devienne 0,90, il faut que le lingot pèse-— - = 3603b,33. On ajoutera donc
153», 33 de cuivre.
Problème XXXVII. Quelle est la valeur d'un kilogramme d'argent pur, au change des monnaies?
Le titre des monnaies est 0,90. La loi a fixé à 2 francs le prix de fabrication d'un kilogramme d'argent monnayé.
Un kilogramme d'argent monnayé ne renferme que 900 grammes d'argent
pur ; ces 900 grammes valent, non pat 200 francs, puisqu'il gai francs de
frais de fabrication, mais 198 fr. Un kilogramme d'argent pur vaut donc
198X1000 aa/w
== 220 fr.
Problèmb XXXVIII. Combien payerai t-on, au change des monnaies, un vase d'argent au premier titre, pesant 475 grammes?
La loi ne reconnaît que deux titres pour les ouvrages d'argent. Le premier titre est 0,950, le second 0,800. Elle tolère 5 millièmes d'erreur.
CHAPITRE III
Usages des tables de logarithmes pour abréger les calculs de multiplication et de division, l'élévation aux puissances et l'extraction des racines.
Propriétés des logarithmes.
19fc. Les tables de Lalande contiennent les logarithmes des nombres entiers de 1 à 10000. Dans la colonne intitulée nombres, se trouvent les nombres entiers consécutifs; à droite des nombres, dans la colonne intitulée logarithmes, sont leurs logarithmes avec cinq décimales.
Les logarithmes jouissent de cette propriété fondamentale, que le logarithme dun produit de plusieurs fadeurs est égal à la somme des logarithmes des facteurs.
Par exemple, prenons dans la table le logarithme de 2 et celui de 3, et ajoutons-les; nous trouvons 0,77815 qui est précisément le logarithme de 6. Ajoutons de même les logarithmes de 3 et de 5, nous trouvons 1,17609, qui est le logarithme de 15.
193. Puisque le dividende est le produit du diviseur par le quotient, le logarithme du dividende égale le logarithme du diviseur, plus le logarithme du quotient; il en résulte que le logarithme du quotient égale le logarithme du dividende , moins le logarithme du diviseur.
Par exemple, si du logarithme de 36 nous retranchons le logarithme de 9, nous trouvons 0,60206, qui est le logarithme de 4, quotient de 36 par 9.
194. Une puissance est le produit de plusieurs facteurs égaux; le logarithme de ce produit égale la somme des logarithmes des facteurs; c'est-à-dire le logarithme de l'un d'eux répété autant de fois qu'il y a de facteurs. Ainsi le logarithme de la puissance d'un nombre égale le logarithme de ce nombre multiplié par V exposant de la puissance*
En particulier, le logarithme du carré d'un nombre égale deux fois le logarithme du nombre. Le logarithme du cube égale (rois fois le logarithme du nombre. Par exemple, si nous doublons le logarithme de 7, nous trouvons 1,69020, qui est îe logarithme de 49. Si nous triplons le logarithme de 4, nous trouvons 1,80618, logarithme du nombre 64, qui est le cube de 4.
195. Extraire la racine carrée d'un nombre, c'est trouver un nombre qui, élevé au carré, reproduise le nombre proposé. Le logarithme du nombre proposé étant égal à deux fois le logarithme de sa racine carrée, il en résulte que le logarithme de la racine carrée d'un nombre est la moitié du logarithme du nombre.
De même , extraire la racine cubique d'un nombre, c'est trouver un nombre qui, élevé au cube, reproduise le nombre proposé. Le logarithme du nombre proposé étant égal à trois fois le logarithme de la racine cubique , il en résulte que le logarithme de la racine cubique d'un nombre est le tiers du logarithme du nombre.
En général , le logarithme de la racine <f un nombre est égal au logarithme de ce nombre divisé par Vindice de la racine.
Par exemple , si Ton divise par 2 le logarithme de 25, on trouve 0,69897, logarithme du nombre 5, qui est la racine carrée de 25. Si l'on divise par 3 le logarithme de 216, on trouve 0,77815, logarithme du nombre 6, qui est la racine cubique de 216.
196. Ces propriétés des logarithmes donnent le moyen d'effectuer très-rapidement les calculs les plus compliqués. On multiplie en ajoutant les logarithmes des facteurs; on
divise en retranchant du logarithme du dividende celui du diviseur; on élève un nombre à une puissance en multipliant le logarithme du nombre par l'exposant de la puissance; enfin on extrait la racine d'un nombre en divisant le logarithme du nombre par l'indice de la racine.
Caractéristique.
197. On appelle caractéristique d'un logarithme la partie entière de ce logarithme.
A l'inspection des tables , on voit que les logarithmes des neuf premiers nombres ont 0 pour partie entière, ou pour caractéristique; que les logarithmes des nombres de deux chiffres ont 1 pour caractéristique; que les logarithmes des nombres de trois chiffres ont 2 pour caractéristique; ceux des nombres de quatre chiffres 3. En un mot, la caractéristique du logarithme d'un nombre entier renferme autant d'unités qu'il y a de chiffres dans le nombre moins un.
198. On voit aussi, à l'inspection des tables, que les puissances successives de 40, savoir: 10, 100, 1000... ont pour logarithmes les nombres entiers consécutifs 1,2, 3,... Supposons que Ton multiplie un nombre par une puissance de 10, telle que 1000; au logarithme du nombre on ajoutera le logarithme de 1000, c'est-à-dire 3; la partie décimale du logarithme reste la même , et l'on ajoutera simplement 3 à la caractéristique. De même si l'on divise un nombre par 1000, il faudra du logarithme du nombre, ou simplement de la caractéristique, retrancher 3. Ainsi, pour multiplier ou pour diviser un nombre par 10, 100, 1000,... il suffit d'augmenter ou de diminuer la caractéristique du logarithme d'une, deux, trois... unités.
Pour effectuer les calculs par logarithmes, il faut savoir résoudre les deux questions suivantes: 1° trouver le logarithme d'un nombre donné; 2° trouver le nombre qui correspond à un logarithme donné. Nous traiterons successivement chacune de ces deux questions.
DES L0GÀRIT11MES.
Trouver le logarithme d'un nombre donné.
199. Lorsqu'il s'agit d'un nombre entier plus petit que 10000, on trouve immédiatement son logarithme dans les tables.
Si le nombre surpasse 10000, on le ramène à être compris entre 1000 et 10000, en le divisant par une puissance convenable de 10. Soit le nombre 46527; en le divisant par 10, on a le nombre décimal 4652,7 compris entre 1000 et 10000. Les tables donnent le logarithme de la partie entière 4652. A droite des logarithmes, dans une petite colonne intitulée différences, sont inscrites les différences qui existent entre les logarithmes consécutifs. Entre le logarithme de 4652 et celui de 4653, on lit la différence 9, c'est-à-dire que, si Ton augmentait le nombre 4652 d'une unité, il faudrait ajouter au logarithme 9 unités du cinquième ordre décimal. On admet que les accroissements du logarithme sont sensiblement proportionnels aux accroissements du nombre, au moins quand il s'agit d'accroissements peu considérables. On dira donc : puisque, pour une augmentation d'une Unité dans le nombre 4652, il faut ajouter 9 au logarithme, pour une augmentation de 0,7, il faudra ajouter les 7 dixièmes de 9, c'est-à-dire 63 dixièmes ou 6 unités du cinquième ordre, en négligeant les unités plus petites. Ajoutant donc 6 au logarithme de 4652, on écrira
loy 4652,7=3,66770 v
On revient au nombre proposé 46527 en multipliant par 10 le nombre décimal 4652,7 ; on ajoutera donc une unité à la caractéristique du logarithme, et l'on aura
log 46527=4,66770. ;
Soit le nombre 724687. Divisant par 100, on a le nombre décimal 7246,87. On trouve dans la table le logarithme de la partie entière 7246 et en regard la différence 6. Pour une unité d'augmentation dans le nombre, il faut ajouter 6 au logarithme ; pour 0,87 d'augmentation dans le nombre, il faudra
ajouter au logarithme 6x0,87 ou 0,87x6; od voit de suite que cette augmentation est de 5 unités du cinquième ordre. Ajoutant deux à la caractéristique afin de multiplier par 100, on écrira donc immédiatement
log 724687=5,86015.
Soit encore le nombre 132846. En divisant par 100, on a le nombre décimal 1328,46. On lira dans la table le logarithme de la partie entière 1328 et à côté la différence 32, qu'il faudra multiplier par la partie fractionnaire 0,46, ce qui donne 15. On écrira donc
log 132846=5,12335.
200. Considérons maintenant un nombre décimal 75,64. Si Ton multiplie ce nombre par 100, on a le nombre entier 7564, dont on trouve le logarithme dans les tables ; retranchant 2 delà caractéristique pour revenir au nombre proposé, on écrira immédiatement
log 75,64=1,87875.
Soit encore le nombre décimal 3,46874. Si Ton multiplie ce nombre par 1000, on aura un nombre 3468,74 compris entre 1000 et 10000. A côté du logarithme de 3468 on lit la différence 12, que l'on multiplie par 0,74, ce qui donne 9. Ajoutant 9 au logarithme de 3468 et retranchant 3 de la caractéristique, on écrira
log 3,46874=0,54017.
Dans la pratique, on se dispense de déplacer la virgule; on lit dans la table le logarithme du nombre formé par les quatre premiers chiffres de gauche, et on y ajoute le produit de la différence tabulaire par les deux chiffres suivants. Cette multiplication se fait à vue très-rapidement; dans l'exemple précédent on dira: 12 fois 4 font 48 et retiens 5; 12 fois 7 font 84 et 5 font 89 dixièmes ou 9 unités du cinquième ordre décimal à ajouter au logarithme. Quant à la caractéristique, on sait qu'elle contient autant d'unités qu'il y a de chiffres dans la partie entière du nombre, moins un.
11 est bon de remarquer que, dans la recherche du loga-
rithme d'un nombre, il n'y a lieu que de considérer les six premiers chiffres de gauche; les suivants, n'ayant pas d'influence sur le logarithme, peuvent être supprimés. En effet, supposons la virgule placée après le quatrième chiffre, si Ton néglige le chiffre des millièmes et les suivants, on commet sur le nombre une erreur moindre qu'un demi-centième; la plus grande différence tabulaire est 44; on commet donc sur le logarithme une erreur moindre que 3 dixièmes du cinquième ordre décimal.
Caractéristiques négatives.
£01. En opérant comme nous l'avons dit, on obtient aisément les logarithmes de tous les nombres fractionnaires plus grands que tin. Voici comment on obtient les logarithmes des fractions proprement dites. Supposons que Ton ait à multiplier un nombre quelconque 4567 jpar la fraction dé-
cimale 0,03564. Cette fraction peut s'écrire ' ; multi-
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plier par cette fraction, c'est multiplier par 3,564 et diviser par 100. Il faudra donc ajouter le logarithme de 3,564 qui est 0,55194, et retrancher le logarithme de 100, c'est-à-dire 2. Le logarithme du produit sera donc égal à
log 4567+0,55194—2,
ce qu'on écrit plus simplement
log 4567+2,55194.
Le signe — , placé au-dessus du chiffre 2, indique qu'il faut retrancher 2 unités. Afin que le logarithme du produit soit toujours égal à la somme des logarithmes des facteurs', on est convenu de regarder l'expression 2,55194 comme étant le logarithme de la fraction décimale 0,03564. Le nombre 2, qui tient lieu de la partie entière du logarithme et qui doit être retranché, s'appelle une caractéristique négative.
On voit que la caractéristique négative du logarithme d'une fraction décimale est égale au rang du premier chiffre significatif après la virgule.
Trouver le nombre qui admet un logarithme donné.
Trouver le nombre qui a pour logarithme 3,12335. On cherche dans la table le plus, grand logarithme contenu dans le logarithme donné. C'est 3,12320, qui correspond au nombre 1328. La différence tabulaire est 32, c'est-à-dire que si l'on ajoutait 32 au logarithme, il faudrait ajouter une unité au nombre. Le logarithme donné surpasse le logarithme de 1328 de 15; pour savoir quelle augmentation dans le nombre résulte de cette augmentation 15 du logarithme, on divisera 15 par 32. Mais on fera cette division à vue, 150 contient 4 fois 32 et il reste 22; 220 contient 6 fois 32. Puisque la différence 15 contient les 0,46 de 32, il en résulte une augmentation de 0,46 dans le nombre. Le nombre demandé est donc 1328,46.
Trouver le nombre qui a pour logarithme 0,5401 7. Ajoutons 3 à la caractéristique et cherchons le nombre qui a pour logarithme 3,54017. Le plus grand nombre entier dont le logarithme est contenu dans le logarithme donné est 3468; la différence tabulaire est 12. Le logarithme donné surpasse celui de 3468 de 9 unités du dernier ordre. Une augmentation 12 dans le logarithme produit une augmentation d'une unité dans le nombre; pour avoir celle qui résulte de la différence 9, il faut diviser 9 par 12 ; 90 contient 7 fois 12, et il reste C; 60 contient 5 fois 12 ; il faut donc ajouter 0,7S au nombre, ce qui donne 3468,75. Puisqu'on a ajouté 3 à la caractéristique, il faut diviser par 100> et l'on obtient le nombre demandé 3,46875.
Trouver le nombre qui a pour logarithme 2,84569. Si y on ajoute 5 à la caractéristique, elle devient égale à 3, et l'on a le logarithme 3,84569. Ce logarithme contient le logarithme de 7009, plus une différence 3. Mais la différence tabulaire est 6; il faul donc ajouter 0,5 au nombre, ce qui fait 7009,5. Comme on a ajouté 5 à la caractéristique, il faut diviser par 100000, et l'on a le nombre demandé 0,070095.
203. Il est aisé de voir que , lorsqu'on remonte des logarithmes aux nombres, on obtient les nombres avec une erreur relative inférieure à un quarante-millième. Soit, par exemple, 3,00027 le logarithme donné. Il contient le logarithme de 1000,, plus la différence 27, qui, divisée par la différence tabulaire 43, donne l'augmentation 0,63; le nombre demandé est donc 1000,63. Évaluons maintenant l'approximation. Quand on augmente le nombre d'une unité, le logarithme s'accroît de 43 unités du cinquième ordre décimal; pour faire éprouver au logarithme une modification égale à une unité du cinquième ordre décimal, il faut faire éprouver au nombre une modification égale à ^ d'unité. On obtiendra ainsi le nombre qui correspond au logarithme donné à moins de ^ d'unité; ce nombre étant plus grand que 4000, Terreur relative sera moindre que
La différence tabulaire diminue à mesure qu'on s'avance dans la table; Terreur absolue commise sur le nombre augmente, mais Terreur relative reste la même.
Exercices.
1° Calculer le produit des deux nombres 237,56 et 68,432.
On cherchera les logarithmes des deux facteurs et on les ajoutera, ce qui donne le logarithme du produit; puis on cherchera dans les tables le nombre correspondant. Voici la disposition du calcul , la lettre x désignant le produit demandé :
log 237,56 =2,37577 log .68,432 = 1,83526
logx— i,21103 # = 16256,7 a ^
2° Calculer le produit des deux nombres 4,5678 et 0,87391.
On multipliera le second facteur par 40, aûn de le rendre plus grand que Funité, et Ton écrira
* = ïô
log 4,5678 = 0,65971 log 8,7391 = 0,941 47
log x = 0,60118 x = 3,991 9.
En ajoutant les logarithmes , on trouve 1 pour partie entière; mais comme il faut retrancher 1, il reste la caractéristique 0.
3° Calculer le produit des deux nombres 0,087952 et 0,0075326.
On multipliera le premier facteur par 100, le second par 1000, afin de les rendre plus grands que l'unité, et l'on écrira
_ 8,7952 X 7,5326 X ~~ 100000 log 8,7952 = 0,94425 log 7,5326 = 0,87694
log x = 4,82111) x = 0,00066250.
En ajoutant les logarithmes on trouve 1 à la partie entière; mais comme il faut retrancher 5, on a la caractéristique négative 4, ce qui indique que le premier chiffre signiûcalif du nombre cherché occupe le quatrième rang après la virgule.
4° Diviser 16256,7 par 237,56.
Du logarithme du dividende on retranchera le logarithme du diviseur :
log 16256,7 = 4,21103 log 237,56 = 2,37577
5o Diviser 3,9919 par 0,87391 .
Afin de rendre le diviseur plus grand que l'unité, on multi-
pliera par 40 le dividende et le diviseur, ce qui ne change pas le quotient, et Ton écrira
en désignant par x le quotient cherché; puis on opérera comme dans l'exemple précédent.
6° Diviser 42,537 par 843,62.
On multipliera les deux termes par 100, afin de rendre le dividende plus grand que le diviseur, et Ton écrira
_ 4253,7 X ~~ 843,62X100* log 4253,7 =3,62877 log 843,62 = 2,92615
logx=z 2,70262 # = 0,050422.
Du logarithme de 4253,7 on a retranché celui de 848,62, ce qui donne 0 pour partie entière; et comme il faut retrancher 2, on a mis la caractéristique négative 2.
7o Diviser 0,00066251 par 0,087952.
On multipliera d'abord les deux termes par 100, afin de rendre le diviseur plus grand que l'unité, ce qui donne
on multipliera ensuite par 1000, afin de rendre le dividende plus grand que le diviseur, et Ton écrira
8,7952 X 1000 log 66,251 =1,82120 log 8,7952 = 0,94425
log x = 3,87695 x = 0,0075326.
8° Élever à la dixième puissance le nombre 2,4365.
Il faut pour cela multiplier par 40 le logarithme du nombre donné.
log 2,4365 = 0,38677 logx=z 3,8677 x =7374.
9° Élever au cube le nombre 0,41728. On multipliera le nombre donné par 10, afin de le rendre plus grand que l'unité, et Ton écrira
/ 4,1 7-318 V_ 4,1728* * \ 10 ; 1000 "■ log 4,1738 = 0,62043 log x = 2,86129 x = 0,072658.
En multipliant par 3 le logarithme de 4,1728, on trouve 1 à la partie entière; comme il faut retrancher 3 on a la caractéristique négative 2.
10° Élever à la cinquième puissance la fraction || .
On écrira
_ /20 y / 200 \ 5 _ / 2Q °\ 5 * X \3ï) ~~ \37 X iOj ~~ V 37 ) X W
^200 = 2,30103 log 37 = 1,56820
log 200 — log 37 = 0,73283 log x = 2,664 15 « = 0,046148,
11° Extraire la racine quatrième de 2.
Il faut diviser par 4 le logarithme de 2.
log 2 = 0,30103 log x = 0,07526 x = 1,18921.
12° Extraire la racine carrée de la fraction 0,43512. On rendra cette fraction plus grande que l'unité en la multipliant par une puissance de 10 qui soit un carré parfait.
Il suffira dans cet exemple 4e multiplier par 4QQ, et l'on écrira
En divisant par 2 le logarithme de 43, 542, on trouve 0 pour partie entière; comme il faut retrancher 4, on a la caractéristique négative 1 .
4 3° Extraire la racine cubique de la fraction décimale 0,00072658.
On rendra cette fraction plus grande que l'unité, en la multipliant par une puissance de 10 qui soit un cube parfait, et l'on écrira
Usage de la règle à calcul pour la multiplication et la division.
La règle à calcul est un petit instrument commode et portatif, qui remplace les tables de logarithmes , lorsqu'on n'a pas besoin d'une grande exactitude.
Elle se compose de deux parties, une règle fixe, et une régktte mobile qui glisse à frottement doux dans une rainure pratiquée au milieu de la règle. Elle est ordinairement en bois et a 25 centimètres de longueur.
Sur la face principale de la règle sont marquées deux séries de divisions inégales. Considérons spécialement la ligne supérieure : en allant de gauche à droite, on lit d'abord les nombres 4, % 3, 4, 5,6, 7, 8, 9, 40 ; les distances comptées à partir du point 1, qui est au commencement, sont proportion-
log 43,542 = 4,63864 log #=ï,84930 x = 0,65963.
log 726,58 = 2,86429
logx = 2,95376 X =0,08990.
nelles aux logarithmes des nombres. Ainsi la distance de 1 à 2 représente le logarithme de 2, celle de 1 à 3 le logarithme de 3, et ainsi de suite; la distance de 1 à 40 représente le logarithme de 40, qui est 4. Cette distance, qui occupe la moitié de la règle, a donc été prise pour unité de longueur.
L'intervalle entre deux nombres consécutifs est divisé en dix parties correspondant aux dixièmes. Par exemple, l'intervalle entre 6 et 7 est divisé en dix parties par des traits plus petits, au-dessus desquels il faut supposer les chiffres 4, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 dixièmes. Ainsi la distance de l'origine 4 de la règle à la première division qui suit le nombre 6 représente le logarithme de 6,4 ; celle qui aboutit à la division suivante représente le logarithme de 6,2, et ainsi de suite. On a de cette façon les logarithmes de tous les nombres compris entre 4 et 40, de dixième en dixième.
On remarque que de 4 à 2 chaque intervalle de dixième est subdivisé en cinq parties, dont chacune correspond à deux centièmes. Ainsi la distance de l'origine à la première petite division représente le logarithme de 4,02; la distance à la division suivante, celui de 4 ,04; et ainsi de suite jusqu'à 2. On a de cette manière les logarithmes des nombres fractionnaires compris entre 4 et 2 , de deux centièmes en deux centièmes.
Entre 2 et 3 , 3 et 4 , 4 et 5, l'intervalle correspondant à chaque dixième est divisé seulement en deux parties, dont chacune correspond à un demi-dixième ou à cinq centièmes. Ainsi la distance de l'origine 4 à la première petite division qui vient après 2 représente le logarithme de 2,05; on a ensuite le logarithme de 2,40, celui de 2,45, etc.
Au delà de 5, c'est-à-dire de 5 à 40, les intervalles de dixièmes n'ont pas été subdivisés. Cependant il est facile d'opérer cette subdivision à l'œil approximativement.
Au delà de dix, on lit sur la règle les nombres 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 00, 400. Cette seconde moitié, qui va de 40 à 400, est exactement pareille à la première moitié qui va de là 10. Car le logarithme de 20, par exemple, étant égal au loga-
rithme de 10 plus le logarithme de 2, on a porté sur la règle, à partir de 10, le logarithme de 2, ce qui donne le logarithme de 20. On a donc dans cette seconde moitié les logarithmes des nombres considérés précédemment , multipliés par 10.
L'intervalle entre deux dizaines consécutives est divisé en dix parties qui correspondent aux unités. Ainsi, entre 60 et 70, on lira 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69.
Entre 10 et 20, chaque intervalle d'unité est subdivisé en cinq parties, dont chacune correspond à deux dixièmes. Entre 20 et 50, chaque intervalle d'unité est subdivisé seulement en deux parties, dont chacune correspond à une demi -unité ou à cinq dixièmes.
La réglette porte à sa partie supérieure une ligne de divisions qui est la reproduction exacte des divisions de la règle, de sorte que, si l'on fait coïncider le 1 de la réglette avec celui de la règle, toutes les divisions de la réglette coïncideront avec celles de la règle.
Je vais expliquer maintenant comment on se sert de cet instrument, pour effectuer les multiplications et les divisions.
Multiplication.
Voici la manière d'opérer :
Après avoir placé la virgule dans les deux facteurs, de manière que chacun d'eux ait un seul chiffre significatif à sa partie entière, lisez sur la règle le multiplicande; amenez en regard l'origine 1 de la réglette; lisez ensuite sur la réglette le multiplicateur et regardez sur la règle le nombre correspondant ; vous aurez le produit demandé.
Quelques exemples feront bien comprendre ce procédé.
Multiplier 3 par 2. Lisez 3 sur la règle et faites glisser la réglette dans la coulisse, de manière à amener le 1 de la réglette sous le nombre 3; lisez ensuite 2 sur la réglette; en regard est
écrit sur la règle le nombre 6 qui est le produit demandé. Et en effet, en opérant de cette manière, au logarithme de 3 on ajoute le logarithme de 2.
2<> Multiplier 8 par B. Lisez 8 sur la règle et sous ce nombre amenez le 1 de la réglette, puis lisez 5 sur la réglette; en regard sur la règle est écrit le produit demandé 40,
3° Multiplier 7 par 6. Lisez 7 sur la règle et sous ce nombre amenez le 1 de la réglette; puis lisez 6 sur la réglette, et regardez sur la règle le nombre correspondant : vous trouvez
4> Multiplier 46 par 3. Cherchez le produit de 4,6 par 3. Lisez sur la règle 4,6; amenez sous cette division le 1 de la réglette; lisez 3 sur la réglette, et regardez sur la règle le nombre correspondant; vous trouvez 13,8. Le produit demandé est 138.
5° Multiplier 27 par 25: Cherchez le produit de 2,7 par 2,5. Lisez 2,7 6ur la règle ; amenez sous cette division le 1 de la réglette; lisez 2,5 sur la réglette et regardez sur la règle le nombre correspondant; la division 2,5 de la réglette ne tombe pas exactement sous une division de la règle, mais entre les deux divisions 6,7 et 6,8 et au milieu de l'intervalle; vous avez donc 6,75, ce qui donne pour le produit demandé 675.
6 a Multiplier 18 par 32. Cherchez le produit de 1,8 par 3,2. Lisez 1,8 sur la règle; amenez sous cette division le 1 de la réglette : lisez 3,2 sur la réglette et regardez le nombre correspondant sur la règle. La division 3,2 de la réglette tombe entre les deux divisions 5,7 et 5,8 de la règle, pas tout à fait au milieu, mais un peu plus près de 5,8 que de 5,7 ; divisant à vue l'intervalle en dix parties égales, on prendra 5,76, ce qui donne 576 pour le produit demandé. Il pourrait rester quelque incertitude sur le dernier chiffre; maison sait d'avance que ce dernier chiffre est 6, puisque 2 fois 8 font 16.
1° Multiplier 48 par 54. Cherchez le produit de 4,8 par 5,4. Lisez 4,8 sur la règle; amenez sous celte division le 1 de la réglette ; lisez 5,4 sur la réglette et regardez le nombre correspondant sur la règle. La division 5,4 de la réglette tombe entre 25,5 et 26 sur la règle; l'intervalle vaut ici cinq dixiè-
mes; divisant à Tue cet intervalle en cinq parties égales, on prendra 0,4, ce qui fait 25,9 et 2590 pour le produit demandé, puisqu'il faut multiplier par 100. La règle à calcul ne donne que les trois premiers chiffres du produit, qui est
exactement 2592; ainsi Terreur relative est moindre que î
8° Multiplier 5,63 par 2,70. Le nombre 5,63 n'est pas marqué sur la règle; on imaginera l'intervalle de 5,6 à 5,7 divisé en dix parties, et l'on amènera le 1 de la réglette à peu près au tiers de l'intervalle. On lira ensuite 2,75 sur la réglette; le trait correspondant tombe entre 15,4 et 15,6 à peu près au milieu de l'intervalle; comme l'intervalle vaut ici 2 dixièmes, on prendra 0,4, ce qui fait 15,5 pour le produit demandé; le produit exact est 15,4825. L'erreur absolue est ici moindre que 0 fc 02, et par conséquent l'erreur relative est moindre que^.
9° Multiplier 63,8 par 0,0537. Cherches le produit de 6,38 par 5,37. Lisez 6,38 sur la règle, en divisant à vue l'intervalle de 6,3 à 6,4 en dix parties; et amenez en regard le 1 de la réglette; Usez ensuite 5,37 sur la réglette, en divisant de la même manière à vue l'intervalle de 5,3 à 5,4 en dix parties, et regardez sur la règle le nombre qui correspond au point de la réglette où vous supposez placé 5,37. C'est à peu près 34,3. Le produit demandé est 3,43 à moins d'un centième près.
10» Multiplier 162,84 par 23,674. Cherchez le produit de 1,628 par 2,37; vous trouverez à peu près 3,86. Le produit demandé est donc 3860 avec trois chiffres exacts.
Il faut avoir soin, comme nous l'avons dit, de placer toujours la virgule avec le premier chiffre significatif dans les deux facteurs du produit.
Remarque. Il est bon de se rendre compte de l'approximation de l'instrument. On estime que l'erreur relative ne dépasse pasalg* Examinons en effet avec quelle approximation on peut lire un nombre sur la règle ou sur la réglette.
Entre 1 et 2, chaque intervalle vaut 0,02. Vers 1, les intervalles étant assez grands, l'œil parvient aisément avec l'habitude à les diviser en dix parties valant chacune 0,002, de
manière à ne pas commettre une erreur plus grande que deux de ces parties; ce qui fait une erreur moindre que 0,004 ou que Vers 2, les intervalles étant à peu près moitié des précédents, on peut commettre une erreur absolue deux fois plus grande, mais l'erreur relative reste la même. Au delà de 5, chaque intervalle vaut un dixième ; on le subdivise à vue en dix parties valant chacune 0,01 ; si Terreur ne dépasse pas deux de ces parties, Terreur relative sera moindre que ^ ou que ^.
Division.
Voici la marche à suivre :
Après avoir placé les virgules de manière que le diviseur n'ait qu'un chiffre significatif à sa partie entière, et que le dividende en ait un ou deux de manière à être plus grand que le diviseur, on amène le point qui sur la réglette correspond au diviseur sous le point qui sur la règle correspond au dividende; et on lit ensuite sur la règle le nombre qui se trouve en regard de ? origine 4 delà réglette.
1° Diviser 6 par 2. Amenez le 2 de la réglette sous le 6 de la règle ; puis lisez sur la règle le nombre qui se trouve en regard de Torigine 1 de la réglette ; vous obtenez ainsi le quotient 3. Et en effet, du logarithme de 6 compté sur la règle, on a retranché le logarithme de 2 compté sur la réglette.
2° Diviser 40 par 8. Amenez le 8 de la réglette sous le 40 de la règle; et lisez sur la règle le nombre qui se trouve en regard de Torigine 4 de la réglette ; vous obtenez le quotient 5.
3° Diviser 138 par 46. Il faudra diviser 13,8 par 4,6. Amenez la division 4,6 de la réglette sous la division 43,8 de la règle; en regard de 4, vous trouvez le quotient 3,
4° Diviser 745 par 32. On divisera 74,5 par 3,2. Pour cela, on amènera la division 3,2 de la réglette au-dessous du point qui sur la règle correspond à 7,45 et en regard de 4 on lira sur la règle le quotient approché 23,3.
On aurait pu diviser 7,45 par 3,2.
5° Diviser 0,25486 par 48,527. On divisera 25,486 par
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1,8527. Sous le point de la régie qui correspond à 25,48 (ce point est tout près de la division 25,5) on amènera le point de la réglette qui correspond à 1,853, et on lira sur la règle le nombre qui se trouve en regard de 4. C'est à peu près 13,75; le quotient demandé est 0,01375, mais on n'est pas sûr du dernier chiffre.
Remarque. On peut aussi, au moyen de la règle, effectuer à la fois, par une simple lecture, une multiplication et une division, et par conséquent multiplier tout d'un coup un nombre par le rapport de deux nombres donnés.
1° Multiplier 15 par |. Amenez le 3 de la réglette sous le 15 de la règle; lisez ensuite 4 sur la réglette; en regard sur la règle, vous trouverez le nombre cherché 20. Car en opérant ainsi, du logarithme de 15 on retranche le logarithme de 3, et on ajoute celui de 4.
2 # Multiplier 13 par f|. Amenez le nombre 47 lu sur la réglette sous le nombre 13 lu sur la règle; lisez ensuite 28 sur la réglette et regardez sur la règle le nombre correspondant; vous trouverez à peu près 7,74.
3° Calculer ^ ^ ,087 ° . On calculera la quantité
9,5 *,^.f ,75 > d » x foi 8 P ms grande que la précédente. Ame- 4,b3
nant 4,63 sous 9,54 et lisant sur la règle le nombre qui se trouve en regard de 8,75, on trouve à peu près 18,04. Le nombre cherché est donc 1,804. Mais on ne peut pas compter sur l'exactitude du dernier chiffre.
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