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Monsieur le Recteur,
Le» principaux Libraires de Paris qui s'occupent de la publication des Livres employés dans l'enseignement, en me faisant connaître qu'il existe de nombreuses contrefaçons de ces ouvrages , se plaignent de ,1a facilite avec laquelle elles sont introduites dans les Collèges et dans les Écoles primaires, où leur prix semble, disent-ils, les faire préférer aux éditions originales. De là le double inconvénient de propager l'usage d 'éditions incorrectes et de décourager les Editeurs légitimes qui, trompés dans leurs prévisions, sont souvent forcés de renoncer, au détriment de la science, h améliorer et môme à publier des ouvrages qu'ils craignent de ne pouvoir exploiter sans dommages et sans troubles.
Vous voudrez bien , en conséquence , monsieur le Recteur, inviter les cbef9 d'établissements d'instruction secondaire et d'instruction primaire à prendre des précautions pour qu'aucune édition contrefaite ne soit à l'avenir admise dans les Collèges cl dans les Écoles. Vous appellerez leur attention sur les inconvénients qui résultent, pour les études, de l'incorrection de ces éditions. Il y a d'ailleurs , dans le fuit de la contrefaçon , une action coupable que l.i loi et la morale réprouvent également, et dont aucun membre de l'Université 11e voudra, j'en suis assuré, se rendre complice. Je vous invite à rappeler à MM. les chefs d'établissements de tous les degrés qu'ils no doivent employer que des Livres régulièrement approuvés ou autorisés par l'Université, et à leur faire remarquer que comme l'indication du nom de l'Éditeur accompagne toujours le titre des ouvrages dans les notifications des décisions dont ces ouvrages ont été l’objet, toute erreur est facile à éviter. L'iutérèt des études leur prescrit d’y- veiller. %
Le Hlinistre de l’Instruction publique , grand maître de V Université ,
Signé SALVANDY.
Tout exemplaire de la vingt - sixième édition du présent ouvrage, qui ne porterait pas , comme ci-dessous , la griffe de T Auteur et celle du Libraire , sera contrefait. Les mesures nécessaires seront prises pour atteindre , conformément a la loi, les fabricants et les débitants de ces Exemplaires .
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AVERTISSEMENT
Etablir méthodiquement la nomenclature des nombres et la manière de les écrire en chiffres; chercher dans leur mode de représentation, et dans la nature des opérations auxquelles ils peuvent donner lieu , des procédés propres à conduire aux résultats de ces opérations ; considérer ensuite les nombres d’une manière générale et indépendante de tout système de numération; pénétrer, pour ainsi dire, dans leur intérieur, pour y découvrir les propriétés relatives à leur composition et à leur décomposition ; déduire de ces propriétés, soit de nouveaux procédés, soit des modifications et des moyens de simplifier les procédés déjà connus; poser enfin, autant que possible, des règles fixes pour résoudre toute espèce de questions, en faisant ressortir les rapports qu’ont entre elles les differentes quantités qui font partie des énoncés : tel est le plan que je me suis tracé en composant un Traité d’Arithmétique.
J’ai divisé cet Ouvrage en deux parties , et chacune de ces parties en quatre chapitres.
La première partie a principalement pour objet le développement des quatre règles fondamentales : l’addition , la soustraction , la multiplication et la division. Ainsi, le premier chapitre traite d^apérations sur les nombres entiers; le deuxieme , d^npciu tion.v ' ' sur les fractions d’une nature quelconque ;. \6‘ troi- * sième et le quatrième, qui ne sont qu’une extetJsîîTtt • *
du second, traitent des nombres complexes et des fractions décimales auxquelles se lie naturellement le système des nouveaux poids et mesures
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La seconde partie renferme surtout des théories dont les démonstrations exigent l’emploi de nouveaux signes, pour représenter les nombres et les opérations qu’on peut avoir à exécuter sur eux. Ainsi, après avoir, dans une introduction, indiqué l’usage de ces signes et la manière d’opérer sur les nombres exprimés par des lettres , je développe la théorie des différents systèmes de numération, les propriétés qui ont rapport à la divisibilité des nombres, à leur composition, et à leur décomposition en facteurs. Revenant alors sur les objets traités dans les premiers chapitres,
i 'e déduis de ces propriétés, des modifications dans e procédé de la réduction des fractions au même dénominateur et dans celui du plus grand commun diviseur entre deux ou plusieurs nombres ; je fais connaître la théorie des fractions décimales périodiques et les propriétés principales des fractions continues. Ces différents objets composent le cinquième chapitre.
Les principes établis dans V introduction à la seconde partie me permettent de développer , dans le sixième chapitre, les procédés de l’extraction de la racine carrée et de la racine cubique des nombres ; opérations dont la connaissance est indispensable lorsqu’on veut passer de l’Arithmétique à la Géométrie.
Le septième chapitre traite des rapports et desy?roportions, de leurs applications aux questions usuelles du commerce et de la banque. Je me suis efforcé de donner des idées nettes et précises sur cette partie que l’on doit regarder comme l’une des plus importantes en Mathématiques.
Je consacre le huitième et dernier chapitre à l’exposition des propriétés principales des progressions et des logarithmes. J’ai traité avec beaucoup de soin et de détail cette dernière théorie cjui, par ses applications aux opérations les plus compliquées, rend île si grands services aux calculateurs.
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La considération des logarithmes des fractions, et la nécessité de les exprimer aussi bien que les logarithmes des nombres plus grands que l’unité, conduit naturellement aux nombres négatifs , et à la manière de les employer dans les calculs.
Je termine ce chapitre par un rapprochement entre les diverses opérations, qui donne naissance à un nouveau point de vue sous lequel on peut envisager les logarithmes, et qui doit faire regarder leur emploi comme une septième opération de l’Arithmétique.
On peut voir, d’après cette esquisse rapide, que je n’ai rien négligé pour faire de mon ouvrage un traité complet.
Je crois devoir, dans celle édition comme dans les précédentes, répondre à une objection qui m’a été faite par quelques Professeurs: Pourquoi introduire dans les éléments de l’arithmétique des notions qui lui sont étrangères , et qui sont plutôt du ressort de l’Algèbre? Je ferai observer premièrement, pour ma justification , que tous les auteurs qui ont voulu, comme moi, faire connaître certaines propriétés des nombres, mais sans employer les signes de l’Algèbre, n’ont pu les présenter que d'une manière incomplète et peu méthodique; encore meme ont-ils été forcés de faire usage des signes abrégés des opérations arithmétiques. La marche que j’ai suivie, au contraire, m’a permis d’établir un enchaînement entre ces propriétés et leurs applications les plus importantes.
En second lieu, ces propriétés, dont la connaissance est indispensable à ceux qui veulent posséder l’Arithmétique à fond, ne sauraient entrer dans les Éléments d’AÎgèbre, sans rompre la chaîne des théories qui constituent cette autre partie des Mathématiques.
Lorsque, dans la première édition de mon Algèbre, je crus devoir consacrer un chapitre à l’exposition de ces mêmes propriétés, des observations me furent faites
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à ee sujet; et c’est pour m’y conformer qu’en publiant un Traité d’Arithmétique, j’ai rendu à cette partie des Mathématiques ce qu’on s’accorde généralement à regarder comme étant de son domaine.
J’ajouterai, pour dernière réflexion, queces Éléments sont principalement destinés à des jeunes gens qui ont à subir des épreuves difficiles, et dont les premiers pas dans la carrière des sciences doivent se faire d’une manière sûre et profitable. Ainsi, les principes fondamentaux ne sauraient en être présentés avec trop de rigueur.
Dans cette nouvelle édition , comme dans les neuf dernières, se trouve une note sur les approximations numériques , qui m’est commune avec mon gendre, M. Vincent.
Je l’ai reprise avec soin, et j’y ai introduit, principalement en ce qui concerne la multiplication et la division abrégées , quelques modifications dont l'idée m’a été suggerce par la lecture d’un opuscule ayant pour titre : la division abrégée, etc., par M. P. Guy, capitaine d’artillerie, l’un de mes anciens élèves les plus distingués, lequel opuscule a été l’objet d’un Rapport favorable à l’Académie des Sciences.
Toutefois je n’ai pas cru devoir adopter cette nouvelle méthode dont l’explication eût exigé beaucoup trop de développements. Je me suis donc borné à remanier en quelques points fondamentaux celle que j’ai fait connaître dans les éditions précédentes, et queje persiste, avec les améliorations qu’elle a reçues, à regarder, du moins pour les applications usuelles, comme la plus simple de toutes les méthodes connues.
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PREMIÈRE PARTIE
INTRODUCTION
1. On appelle grandeur ou quantité tout ce qui est suscep. tible d'augmentation ou de diminution. Par exemple, les lignes , les surfaces t les temps , les poids , sont des grandeurs ; de même, toute collection ou réunion d’objets de même nature, par exemple , d’arbres, d'hommes, de maisons, etc., est une grandeur en tant que cette collection est susceptible d’augmentation ou de diminution. On ne peut se former une idée bien exacte d’une grandeur, qu’en la rapportant à une autre grandeur de même -espèce ; et cette seconde grandeur, destinée à servir de terme de comparaison à toutes les grandeurs de la même espèce, s’appelle unité. Ainsi, quand nous disons qu’un mur a vingt mètres de longueur, nous sommes censés avoir acquis déjà l’idée de l’unité de longueur appelée mètre, et nous supposons qu’après avoir porté'vingt fois le mètre sur la longueur du mur, on soit arrivé tout-à-fait au bout.
L’unité, en Mathématiques, est donc une grandeur d’une espèce quelconque, prise arbitrairement ou dans lu nature , pour servir de terme de comparaison à toutes les grandeurs de Arith. R. i
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même espèce j d’où il suit qu’il y a autant d'espèces d’unités que d’espèces de grandeurs.
L'unité est arbitraire quand l’espèce de {fraudeur à laquelle elle appartient peut varier d’une manière continue, c’est-àdire augmenter ou diminuer d’aussi peu que l’on veut, comme une ligne , un temps, etc. ; au contraire, elle est donuée.par la nature même de la grandeur, toutes les fois que celle-ci augmente ou diminue d’une manière brusque ou discontinue : tels sont les différents genres de collections. Ainsi, dans un groupe d’arbres , considéré comme quantité , c’est nécessairement l'arbre qui est l’unité.
On appelle nombre, le résultat de la comparaison d’une grandeur quelconque à son unité.
Un nombre est dit entier, lorsqu’il est l’assemblage de plusieurs unités de même espèce. Ainsi, vingt francs, trente livrespoids, huit, douze, quinze unités d’une espèce quelconque, sont des nombres entiers.
Une fràction est une partie de l’unité.
Plus Généralement, on appelle nombre fractionnaire , soit une Ira lion, telle qu’on vient de la définir, soit l’assemblage de plusieurs unités d’une même espèce, avec une fraction ou partie d’unité.
2. Lorsqu'on énonçant un nombre, on ajoute à la suite de l’énoncé, le nom qui désigne l’espèce de grandeur dont il s’agit, ce nombre s’appelle concret. Ainsi, cinq mètres, quinze heures, six lieues, sont des nombres concrets. La première fois que l’on prononce un nombre, on ne peut y attacher de sens qu’en se représentant une unité d’une certaine espèce, à laquelle on compare une autre grandeur de la même espèce. Mais peu à peu l’esprit, qui s’accoutume aux abstractions, parvient à se peindre unecollection de plusieurs objets semblables mais quelconques, dont chacun est l’unité. Dans ce cas, la collection s’appelle nombre abstrait , parce qu’en l’énonçant on fait abstraction de l’espèce d’unité à laquelle on la rapporte. Or, c’est sous ce dernier point de vue qu’on doit envisager les nombres , dans l’exposition des procédés relatifs aux diverses opérations que
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l’on peut avoir à effectuer sur eux , si L’on veut que ces procédés soient établis de manière à pouvoir être appliqués à toutes les questions possibles.
De la Numération.
5. Les premières recherclies sur les nombres ont dû nécessairement avoir pour objet de leur donner des noms faciles à retenir; et comme il existe une infinité de nombres, puisqu’un nombre quelconque étant déjà formé, on peut toujours y ajouter une nouvelle unité, ce qui donne lieu à un nouveau nombre susceptible lui-même d’être augmenté d’une unité, il a fallu trouver le moyen d’exprimer tous les nombres avec un sjsl'emc limité de mots combinés entre eux d’une manière convenable. Tel est l’objet de la numération parlée.
Il y a plus : les mots qui composent la nomenclature des nombres étant généralement composés de plusieurs sons et variables avec les différentes langues, on a dû inventer pour les remplacer, une écriture abrégée et plus générale , au moyen de laquelle l’esprit pût saisir avec facilité et indépen, ÿtnment de la parole, les raisonnements qu’on est obligé de faire pour . découvrir les propriétés des nombres, ou les lois de leurs diverses combinaisons. Tel est le but de la numération écrite, laquelle consiste à représenter les nombres à l’aide d’un nombre limité de caractères ou chiffres.
4. Numération parlée. — Quoique la nomenclature des nombres entiers soit connue de la plupart des jeunes gens pour lesquels cesélémenls sont écrits, nous croyons devoir en exposer une analyse succincte, mais raisonnée.
Les premiers nombres sont : Un (ou l’unité considérée ellemême comme un nombre), deux (ou une unité plus une unité ) , trois (ou deux unités plus une unité ) , quatre, cinq , six, sept, huit, neuf.
En ajoutant une nouvelle unité au nombre neuf, on forme le nombre dix, qu’on regarde comme une nouvelle espèce d’unité appelée dixaine ou unité du second ordre , par opposition à
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l'unité primitive que l’on nomme unité simple ou unité du premier ordre. Ou compte par dixaines comme ou a compté par unités simples ; ainsi l’on dit: une dixainc , deux dixaines, trois dixaines , quatre, cinq , six , sept, huit et neuf dixaines; ou bien, dix , vingt , trente , quarante , cinquante , soixante, septante, octante, nonanle. Aux trois derniers mots , quoique conformes à l'analogie, on a substitué les mots soixantedix , quatre-vingts , quatre-vingt-dix. Ce sont des expressions consacrées par l’usage. Entre dix et vingt , il existe neuf autres nombres, qui sont dix-run, dix-deux , dix-trois, dixqualre, dix-cinq, dix-six, dix-sept, dix-huit, dix-neuf; mais au lieu des six premières dénominations, l’usage a substitué les mots orne, douze , treize, quatorze , quinze et seize.
Entre vingt et trente, il existe aussi neuf nombres qui s’énonrent de cette manière : Vingt-un, vingt-deux , vingt-trois ,
vingt-quatre vingt-neuf . On peut énoncer ainsi tous les
nombres jusqu’à nonanle-neuf ou quatre-vingt-dix-neuf
Ce dernier nombre augmenté d 'un, donne dix dixaines ou le nombre cent, qu’on regarde comme une nouvelle unité appelée centaine ou unité, du troisième ordie; et l’on compte par centaines comme on a compté par dixaines et par unités simples. Ainsi cent , deux cents, trois cents , quatre cents, . . . , • huit cents, neuf cents, expriment des collections d’une centaine, de deux, trois... huit, neuf centaines. En plaçant successivement entre les mots cent et deux cents , deux cents et trois cents, ...» huit cents et neuf cents, et à la suite de neuf cents, les noms de nombres compris depuis un jusqu’à quatre-vingtdix-neuf, on a formé les noms de tous les nombres depuis cent jusqu’à neuf cent quatre-vingt-dix-neuf ( ¥ ).
Nous pouvons remarquer déjà que dans les énoncés de tous ces nombres, on n’emploie que les mots génériques, un , deux , trois, quatre , cinq , six, sept, huit, neuf, dix, vingt, trente,
(*) Tant que le mot cent n’« st suivi d’aucun autre nom de nombre, il e*t déclinable ; dan> le cas contraire, il est indéclinable. Il en est de même du Mot vingt. •
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quarante , cinquante , soixante, el cent. Nous ne parlons pas des six autres mots, onze, douze,... seize, dont on aurait pu se passer à la rigueur.
En ajoutanl un an nombre neuf cent-quatre-vingt- dix-neuj , on obtient une collection de dix centaines, ou le nombre mille, qui forme V unité de mille, ou Y uni lé du quatrième ordre. Parvenu à ce nombre , on est convenu , pour ne pas trop multiplier les mots, de regarder mille comme une nouvelle unité principale devant le nom de laquelle on place les noms des neuf cent quatre-vingt-dix-neuf premiers nombres. Ainsi l’on dit : un mille, deux mille {*),... neuf mille , dix mille , onze mille, . . . vingt mille , vingt-un mille, . . . cent mille , deux cent mille , . . . neuf cent quatre-vingt-dix-neuf mille.
Une dixaine de mille forme d’ailleurs l 'unité du cinquième ordre ; une centaine de mille, l’ unité du sixième ordre.
Plaçant à la suite d’un nombre quelconque de mille, les noms de tous les nombres inférieurs à mille , il est clair qu’on peut ainsi énoncer tous les nombres jusqu’à neuf cent quatre-vingt dix-neuf mille neuf cent quatre-vingt-dix-neuf
Ce dernier nombre augmenté d’u/i, donne dix cent mille, ou mille mille, collection à laquelle on a donné le nom de million; de même une collection de mille millions s’appelle billion (ou milliard)-, une collection de mille billions se nomme trillion ; et ainsi de suite. On compte d’ailleurs par millions, billions, trillions , comme on h compté par mille ; et il est aisé de voir qu’en joignant aux mots génériques indiqués ci-dessus, les mots mille, million, billion, trillion, quatriliion , quintillion.. . etc., on formera la nomenclature de tous les nombres entiers imaginables.
Observons, pour terminer, qu’un million est l’unité du septième ordre; une dixaine de millions, Y unité du huitième ordre; une centaine de millions , Y unité du neuvième ordre. . . etc.
B. Numération écrite. — Quelque simple que soit la nomenclature des nombres, on éprouverait beaucoup de peine à com
(*) I.e mot nulle est toujours iiuIcVliu.iMc quand il désigne un noinlire
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biner entre eux, deux ou plusieurs nombres un peu considérables, si l’on n’avait des moyens abrèges de les écrire. Or, c’est à quoi l’on peut parvenir facilement pour peu qu’on réfléchisse sur celte nomenclature. En effet, observons que parmi les mots employés pour exprimer les nombres, les uns, tels que un, dix, cent, mille, cenl-mille , million, dix-millions , expriment les unités des differents ordres, tandis que les mots un, deux, trois,... neuf, expriment combien de fois chacune de ces sortes d’unités entre dans un nombre.
Cela posé , si l’on convient d’abord de représenter les neuf premiers nombres par les caractères ou chiffres
i, i , 3, ^ , 5, 6, 7 > 8, cg •
un, deux, trois, quatre , cinq, six, sept, huit, neuf,
toute la difficulté consistera à trouver un moyen de faire exprimerà ces chiffres les différents ordres d’unités que le nombre proposé renferme. Or, en établissant ce principe , de pure convention , que tout chiffre placé à la gauche d’un autre exprime des unités de l’ordre immédiatement supérieur à celles de cet autre chiffre , ou en d’autres termes, que, lorsque plusieurs chiffres sont écrits les uns à la suite des autres , le premier chiffre à droite exprime des unités simples , le chiffre immédiatement à gauche exprime des unités de dixaines ou simplement des dixaines , le troisième chiffre de droite à gauche exprime des centaines, le quatrième des mille, le cinquième des dixaines de mille, . . ., il est aisé de voir qu’on pourra, en général , représenter tous les nombres à l’aide des caractères précédents.
Soit, par exemple, à exprimer en chiffres le nombre trois cent soixante dix-neuf. Ce nombre se compose évidemment de 9 unités, plus 7 dixaines, plus 3 centaines, et peut par conséquent, d’après le principe établi ci-dessus, être exprimé par 379.
De même , le nombre vingt-huit mille deux cent quarantesept , se composant de 7 unités, /{dixaines, 2 centaines, 8 mille, et 2 dixaines de mille , sera représenté par l'ensemble des cinq chiffres 282.47 ■
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Caractère o. — Il y a cependant des nombres qu’on 11e peut écrire en 11e faisant tisane <|«e des neuf cbill'res précédents.
Soient à écrire en chiffres les nombres dix, vingt, trente quatre-vingts, quatre-vingt-dix ; ces nombres ne contenant pas d’unités simples, on a dû adopter un chiffre qui n'ait aucune valeur par lui-même , mais qui serveâ tenir la place des unités de chaque ordre qui manque dans l’énoncé du nombre. Ce chiffre est o, que l’on prononce zéro. A l’aide de ce chiffre, les nombres dix, vingt, trente, etc., s’écrivent ou se représentent par 10, ao , 3 o , 4 ® 1 5 o , 60 , 70 , 80 , go.
Par la meme raison, les nombres cent, deux cents, trois cents,... 11e renfermant ni unités simples ni dixaines, s’écrivent par 100 , 200 , 3 oo, 4 oo ,... 900.
En général , le zéro est un chiffre qui n’a aucune valeur par lui-même, mais que l’on emploie pour tenir lieu des différents ordres d’unités qui peuvent manquer dans l’énoncé d’un nombre.
Les autres chiffres, appelés chiffres significatifs , ont deux espèces de valeurs : l’une nommée absolue , qui n’est autre chose que celle du chiffre considéré seul ; l’autre , appelée relative ; c’est celle que le chiffre acquiert d’après la place qu’il occupe à la gauche d’autres chiffres.
Maintenant, si l’on réfléchit que tout nombre énoncé se compose d’unités simples, de dixaines, de centaines, etc. ; que la collection des unités de chaque ordre est tout au plus égale à neuf ; que , dans le cas où le nombre est privé de certains ordres d’unités, on a un caractère pour en indiquer la place, on sera convaincu qu’il n’y a pas de nombre entier qui ne puisse être exprimé à l’aide d’une certaine combinaison des dix caractères
Soit , pour nouvel exemple , le nombre deux cent huit mille dix-neuf à écrire en chiffres.
Ce nombre contient g unités simples , 1 dizaine , 8 unités de mille, et 2 centaines de mille ; niais il n’y a ni centaines simples ni dixaines de mille. 11 suffira donc d’écrire les chiffres g, 1, o , 8 , o , 7. , à la suite les uns des autres , en allant
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de droite à gauche, et le nombre sera représenté par 208019.
Soit encore le nombre trente-six billions cinq cent millions vingt mille quatre cent sept.
L'énoncé de ce nombre comprend 7 unités simples, o dixaines, 4 centaines y o unités de mille, 2 dizaines de mille, o centaines de mille ; o unités de millions, o dizaines de millions , 5 centaines de millions ; 6 unités de billions , et 3 dixaines de billions ; donc le nombre sera représenté par 36500020407.
Le système de numération qui vient d’être exposé, a reçu la dénomination de système décimal , parce qu’il faut, dans ce système, dix unités d’un certain ordre pour former une unité de l’ordre supérieur, et par suite, qu’on y emploie dix chiffres pour exprimer tous les nombres. Le nombre dix s’appelle la base du système.
6. Faisons maintenant une observation importante : il résulte de la nomenclature, que tout nombre écrit en chiffres se divise en centaines, dixaines, et unités simples; en centaines, dixaines et unités de mille ; en centaines, dixaines et unités de millions, etc. ; c’est-à-dire en tranches d’unités simples, de mille, millions, billions,. . ., dont chacuue s’exprime par trois chiffres , excepté la dernière , qui est celle des unités les plus fortes , et qui peut n’avoir que deux chiffres ou même qu’un seul. Lors donc que l’on s’est familiarisé avec la manière d’écrire les nombres de trois chiffres , il suffit d’écrire successivement les unes à la suite des autres, en allant de droite à gauche, la tranche des unités, la tranche des mille, celle des millions, celle des billions, etc.
On peut même commencer par la gauche, c’est-à-dire écrire d'abord la tranche des unités les plus fortes, et à sa droite les autres tranches par ordre de grandeur des unités. C’est ainsi ' qu’on doit s’y prendre pour écrire en chiffres un nombre dicté en langage ordinaire, et qui n’est pas déjà écrit en toutes lettres ; mais il faut avoir bien soin de ne pas omettre les zéros destinés à remplacer les ordres d’unités qui manquent; et il 11e peut jamais y avoir d’embarras à ce sujet, puisqu’on sait que char
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cj 11c tranche , excepte la première à gauche , doit toujours renfermer trois chiffres.
Soit, pour dernier exemple, à écrire le nombre quatre cent six billions vingt-huit millions deux cent cinquante mille quarante-huit.
Écrivez à la droite les unes des aulres la tranche des billions, la tranche des millions , la tranche des mille, enfin celle des unités simple p; vous aurez 406,028,200,048.
7 . C’est sur l’observation précédente qu’est fondé le moyen de traduire en langage ordinaire un nombre quelconque écrit en chiffres :
r/près avoir séparé le nombre en tranches de trois chiffres chacune, à commencer par la droite, énoncez successivement chacune des tranches, en parlant de la première tranche à gauche, cl ayant soin de donner à chaque tranche le nom qui lui convient.
Soit, pour exemple, le nombre 70345601.
Ce nombre étant ainsi partagé : 70,345,601 , se compose de soixante-dix millions, trois cent quarante-cinq mille , six cent un.
On trouvera pareillement que 5302400056702, ou bien 5 , 3o2, 400,056,702 , exprime le nombre cinq trillions, trois cent deux billions, quatre cent millions, cinquante-six mille, sept cent deux.
8. Il nous reste encore , pour compléter la théorie de la numération , à indiquer le moyen d’écrire en chiffres les fractions. Mais, auparavant, il est nécessaire de donner une idée claire et précise de cette sorte de nombres, tels qu’on les considère en Arithmétique.
Supposons qu’on ail à déterminer fa longueur d’une pièce d'étojje. En prenant l’unité de longueur appelée mètre, et la portant une fois , deux fois, en un mot, autant de fois que possible sur la longueur de la pièce , il arrivera de deux choses l’une : ou , après que l’unité aura été portée un certain nombre de fois, i 5 fois par exemple, sur la longueur de la pièce, il ne restera rien; ou bien l’on obtiendra un reste plus petit
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que le mètre. Dans le premier cas , la pièce contiendra un nombre, entier de mètres, savoir, i5 mètres. Dans le second cas, à ces i5 mètres, il faudra, pour avoir la longueur totale, joindre la fraction ou la partie de mètre qui reste. Mais comment évaluer cette partie? comment la comparer à l’unité? On pourra d’abord concevoir cette unité divisée en deux parties égales ou en deux moitiés ; et si le reste est justement égal à l’une de ces moitiés, on dira que la pièce d’étoile a i5 mètres et demi de long.
Si le reste est plus petit ou plus grand que la moitié du mètre, on concevra cette moitié divisée en deux nouvelles parties égales appelées quarts; et si ce quart peut être porté une fois ou trois fois juste sur le reste , on dira que le reste est égal au quart ou aux trois quarts du mètre.
Au lieu de diviser l’unité en deux ou en quatre parties égales, on peut aussi bien la concevoir divisée en trois parties égales appelées tiers, en cinq parties égales appelées cinquièmes , en six appelées sixièmes , etc. Admettons, pour fixer les idées, que le mètre ait été divisé en douze parties égales appelées douzièmes, et que ce douzième soit porté sept fois juste sur le reste , on dira que ce reste est égal à sept fois le douzième ou aux sept douzièmes du mètre. Donc la pièce d ? étoffe aura «5 mètres et sept douzièmes de mètre en longueur.
D’où l’on voit que , pour se former uue idée nette d’une fraction d’unité d’une espèce quelconque, il faut concevoir cette unité divisée en un certain nombre entier de parties égales, et
supposer que l’on prenne une, deux, trois, quatre , de
ces parties ; l’ensemble des parties que l’on prend est ce qui constitue la fraction. Ainsi, l’énoncé d’une fraction comprend nécessairement deux nombres entiers , savoir : celui qui désigne en combien de parties égales l’unité a été divisée : on l’appelle dénominateur ; et celui qui marque combien il faut de ces parties pour former la fraction : on l’appelle numérateur. Par exemple, cinq huitièmes de mètre, treize vingtièmes de livre, etc. , sont des fractions. Dans la première, on conçoit que le mètre est divisé en huit parties égales nommées.
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huitièmes , et que l’on prend cinq de ces huitièmes; huit est le dénominateur, et. cinq le numérateur. Dans la seconde, la livre est conçue divisée en vingt parties égales appelées vingtièmes , et l’on en prend treize; le dénominateur est vingt, et treize est le numérateur.
11 résulte encore de là qu’une fraction est une grandeur rapportée à une parlie de l’unité principale, partie qu’on peut elle-même considérer comme une sorte d’unité secondaire. Ainsi la fraction treize vingtièmes de mètre étant composée de treize fois le vingtième d’un mètre, ce vingtième est une unité particulière que la fraction proposée contient treize fois. Cela posé, deux fractions sont dites de même espèce lorsque leur dénominateur est le même. Par exemple, cinq douzièmes, sept douzièmes , onze douzièmes , sont des fractions de même espèce ; mais trois quarts et deux tiers sont des fractions d’espèces différentes , parce que les dénominateurs sont différents.
Pour exprimer une fraction en chiffres, on est convenu de placer le numérateur au-dessus du dénominateur, en interpo-
sant une ha
rre. Ainsi , la fraction trois quarts se désigne par ,
sept douzièmes par — , vingt-trois trente-cinquièmes par
Réciproquement, g, ~, représentent les fractions sept
huitièmes , treize quinzièmes , quarante-sept soixante-douzièmes. Pour énoncer une fraction , on énonce d’abord le numérateur, puis le dénominateur; et à la fin de l’énoncé, on ajoute la terminaison ième (*).
9. Les premiers besoins de l’homme en société le conduisent journellement à résoudre des questions pour lesquelles il est obligé de combiner deux ou plusieurs nombres , soit de même nature, soit de nature différente. Ces combinaisons constituent les opérations de i Arithmétique ou le calcul numérique. Afin
(*) Il y a une exception h faire pour les mois demi, tiers , quart , (jM remplacent res|>ecli vement les mois deuxième , troisième , quatrième.
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d’en faire connaître l’origine et la liaison , nous allons nous proposer quelques questions relatives au commerce.
Première question. — Un marchand de drap a vendu à une
2 • première personne, 5 mètres ^ d’ une certaine étoffe; à une se-
conde personne, 7 mètres - ; à une troisième, 1 3 mètres ^ de la
même étoffe ; il désire connaître le nombre total des mètres vendus.
Il faut, pour cela, qu’il réunisse en un seul nombre les trois nombres de mètres vendus; en d’autres termes, qu’il fasse I’addition de ces trois nombres composés dentiers et de fractions.
2' question . — Ces trois nombres de mètres ayant été levés sur
une même pièce dont la longueur était de 3o mètres -, le marchand veut savoir ce qui doit lui rester.
Il cherchera la différence entre le nombre 3o - qui exprimait la longueur primitive de la pièce, et le nombre total des mètres vendus, c’est-à-dire qu’il sera conduit à soustraire le second nombre du premier.
3' question. — Une personne a acheté. 48 mètres cT une certaine marchandise à raison de 2.5 francs le mètre ; on demande la somme qu'elle doit payer pour les 48 mètres.
11 est clair que pour obtenir le prix cherché , on doit prendre *48 fois 25 francs , ou faire un total de 48 nombres égaux à 25 francs. Cette opération s’appelle multiplication, et n’est qu’une espèce d’addition : elle consiste à ajouter ensemble plusieurs nombres égaux.
Reprenons la même question, en changeant toutefois les valeurs des nombres ou des données de la question.
Une personne a acheté — de mètre d'une certaine marchan-
dise, à' raison de — de franc le mètre ; on demande ce quelle.
doit payer pour les — - de mètre.
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On conçoil nue si le inèti c coûte de franc, ~ de mètre, qui 1 20 12 1
ne sont qu’une partie du mètre, doivent coûter une partie de —
marquée par—- ; c’esl-à-dire que, pour obtenir la réponse à
la question , il faudra prendre les — • de — ; et cette opération
s’appelle une multiplication de /raclions. On la nomme ainsi parce que la question qui y donne lieu est absolument la même, aux données près , qu’une autre question qui conduirait à une multiplication de nombres entiers.
Au premier abord, le mot multiplication, qui présente gc'né» ralemcnt une idée d’augmentation , ne semble pas propre à désigner une opération.qui consiste à prendre •■d’un nombre une partie indiquée par une fraction. Mais on a trouvé le moyen de lier la multiplication des nombres entiers et la multiplication des fractions, en disant que multiplier un nombre , quel qu’il soit , par un autre , c’est former un troisième nombre qui soit composé avec le premier, comme le second est composé avec l’unité. Si les deux nombres sont entiers, il est clair, d’après cette définition , qu’il suffit de prendre le premier autant de fois qu’il y a d’unités dans le second ; et si les deux nombres sont des fractions, il faut prendre de la première fraction une partie indiquée par la seconde.
4 * question. — l 'ne personne a acheté 12 mètres d’une certaine étoffe pour la somme de 84 francs ; on demande le prix du mètre.
O11 conçoit que , si ce prix était connu , en le prenant 12 fois ou en le multipliant par 12, ondevraitavoirun résultat égal à 84. La question conduit donc à trouver un troisième nombre qui , multiplié par le second 12, reproduise le premier 84. Cette opération a reçu le nom de division.
Pour rendre raison de cette dénomination , qui donne l’idce delà séparation d’un nombre en plusieurs parties égales, supposons que l’on ait à partager également une somme de 84 francs entre 1 2 personnes. 11 est clair que, si la partdechaquepersonnc
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était connue, en la multipliant par ■?. , on devrait produire 84. On voit donc que diviser un nombre 84 on autant de parties égales qu’il y a d’unités dans un nombre 11 , et chercher un troisième nombre qui, multiplié par un second 1 2 , reproduise le premier 84 , sont deux opérations identiques.
Reprenons la même question que ci-dessus, mais sur des données fractionnaires. Une personne a acheté g de métré
pour — de franc ; on demande le prix du mètre.
La question se réduit encore, dans ce cas, à trouver un troi- ■ièine nombre tel, qu’en en prenant les g, ou en le multipliant
par,., on reproduise — . On a donc encore une division a ef- * 6 r 20
fectuer, dans le sens qui vient d’être attribué à ce mot, et non dans le sens d’une séparation en parties égales.
Il nous serait facile de citer de nouvelles questions susccpibles de conduire aux quatre opérations dont nous venons de parler ; et puisque ces questions se présentent à chaque instant dans toutes les circonstances delà vie, il faut avoir des moyens d’exécuter les opérations que leur résolution exige.
L’Arithmétique a pour objet spécial d’établir des règles fixes et certaines pour effectuer toutes les opérations possibles sur les nombres. Cette première partie des Mathématiques comprend encore une foule de propriétés qui ont été découvertes à l’occasion des recherches qu’on a dû faire pour parvenir à ces règles, et pour en faciliter l’application. Nous allons les exposer successivement, en nous rappelant (n°î) que , pour rendre les règles indépendantes des diverses espèces de question, il convient de considérer les nombres comme des nombres abstraits. Toutefois , dans les applications destinées à familiariser les commençants avec les procédés, nous pourrons nous proposer des questions relatives à des nombres concrets.
Pour aller du simple au composé, nous commencerons par exposer les règles des opérations sur les nombres entiers.
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CHAPITRE PREMIER
Opérations sur les nombres entiers.
de l’addition.
10 . A jouter ou additionner plusieurs nombres entre eux, c'est réunir tous ces nombres en un seul ; ou bien, c’est former un nombre qui contienne à lui seul autant d'unités qu’il jr en a dans ces divers nombres considérés séparément.
Le résultat de cette opération s’appelle somme ou total.
L 'addition des nombres d’un seul chiffre n’offre aucune difficulté; les jeunes gens , dès l’âge le plus tendre, apprennent à faire ces additions au moyen de leurs doigts, et finissèut par s’en graver les résultats dans la mémoire.
Ainsi, soit à ajouter les nombres 5 , ”, 4 » 8, et 6 ;
On dit: 5 et 7 font 1 2 (*) , et 4 font 16, et 8 font 2.4, et t> font 3 o ; donc 3 o est la somme demandée.
On trouverait de même que 4 ^ est la somme des nombres 7, 9 , 6, 5 , 8, 7.
Soient maintenant les nombres 7453 et 1 534 qu’on se propose d' additionner.
Après avoir écrit les deux nombres comme on le 7453 voit ici , et avoir souligné le tout, on dil , en com- 1 534
mençaul par les unités simples : 3 et 4 font 7 qu’on 8987
place sous les unités.
(') L'emploi iltï doigts pour parvenir h ce nombre n, suppose des' additions successives d’une unité. Ainsi l’on dit 5 et 1 font 6 cl t font 7 et t font 8...; ainsi de suite jusqu’à ce qu’on ait ajoute à 5 toutes les unités du nombre 7.
En general, il eut difficile (l'établir par quelles operations de l’esprit on o!>tient les résultats de ce» additions élémentaire»; et l’on pent dire, jusqu'à un certain point , que charnu a une manière plus on moins simple d’y parvenir.
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Passant aux dix aines , 5 et 3 font 8, qu’on écrit au rang des dixaines.
Puis 4 et 5 font g, qu’on écrit au-dessous des centaines.
Enfin , 7 et i font 8, qu’on écrit au rang des mille.
Le nombre 8987, trouvé par cette opération, est la somme des deux nombres proposés , puisqu’il en renferme les unités, dixaines, centaines, et mille, que l’on a rassemblés successivement.
Soit encore proposé d'ajouter les quatre ' nombres 5 o 4 '] ,
On les écrit comme ci— contre; et l’on dit, en commençant par les unités : 7 et g font i6,et7 font 2.3-, et 6 font 2g; on place les g unités simples sous la premièie colonne, etl’on relient lesdeux dixaines pourles joindre aux chiffres de la colonne suivante, qui ex- loaôq priment aussi des dixaines.
• Passant à cette colonne, on dit : 2 de retenue et 4 font 6, et 5 font 1 1, et o font 1 1 ,et 4 font 1 5 ; on écrit 5 au rang des dixaines, et l’on retient 1 centaine qu’on reporte à la colonne des centaines.
Opérant sur cette colonne comme sur les précédentes, on trouve 22 centaines, ou 2 centaines, qu’on écrit sous les centaines , et 2 mille qu'on retient pour les reporter à la colonne des mille.
Enfin, 2 de retenue et 5 font 7, et 3 font 10 ; on place le chiffre o sous les mille, et le chiffre 1 sous les dixaines de mille; ce qui donne io2.5g pour la somme demandée.
PÈGLE générale. — Pour ajouter plusieurs nombres entre eux, commencez j>ar écrire les nombres les uns au-dessous des autres, de manière que les unités d'un meme ordre soient sur une même colonne verticale , et soulignez le tout. A jouiez * ensuite successivement les chiffres qui composent chacune des colonnes, en commençant parla colonne des unités simples et passant successivement aux colonnes qui sont à gauche : écrivez au-dessous de la barre la somme des chiffres de chaque colonne, si celte somme, est exprimée par un seul chiffre; mais si elle surpasse g
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(auquel cas elle est exprimée par plusieurs chiffres dont le dernier à droite représente des unités de cette colonne, et les autres à gauche des dixaines du même ordre ) , écrivez seulement le chiffre des unités au-dessous de la colonne , et retenez les dixaines pour les ajouter aux chiffres de la colonne immédiatement à gauche. Apres avoir opéré de celle manière sur toutes les colonnes, vous aurez obtenu au-dessous de la barre la somme demandée, puisque ce résultat provient de la réunion des unités, dixaines, centaines , etc., qui entrent dans les nombres proposés.
11. Remarque. — Si la somme des chiffres contenus «lans chaque colonne devait être tout au plus égale à g, il serait indifférent de commencer l’opération par l’addition des unités simples, ou bien par celle des u Ai lés de la plus haute espèce. Mais comme il arrive le plus souvent que plusieurs de ces sommes surpassent g, si l’on commençait par la gauche, on serait souvent obligé de revenir sur ses pas, pour rectifier un chiffre qu’on aurait écrit, et l’augmenter d’autant d’unités que l’on aurait obtenu de dixaines d’unités de la colonne suivante , en opérant sur cette colonne. Voilà pourquoi il convient dans tous les cas , de commencer par la droite plutôt que par la gauche.
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12. La soustraction a pour but de chercher l'excès d’un nombre, sur un plus petit. Cet excès s’appelle encore reste ou différence.
On peut aussi définir la soustraction une opération qui a pour but : Etant donnés la somme de deux nombres et l’un d’eux, trouver l’autre nombre j et sous ce point de vue, la soustraction est l'inverse de l’addition.
Tant que les nombres proposes ne sont que d’un seul chiffre, la soustraction est facile. Ainsi, la différence de g à 6 est 3; ou bien , ôtez 6 de g, il reste 3. De même : 5 de.7, il reste 2.
Il est encore aisé de soustraire un nombre d’un seul chiffre d’un autre, lorsque le reste ne doit aussi avoir qu’un seul
\rith. /?. o
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chiffre. Ainsi , ôte/. 7 île 1 3 , il reste 6 , puisque 7 et li font 1 3 ; île même, 9 de 17, il reste 8, puisque 8 et 9 font 17.
Ces operations, qui supposent seulement l’exercice de la mémoire sur l'addition des nombres d’un seul chiffre, vont servir de base à la soustraction des nombres de plusieurs chif fres.
Soit premièrement à soustraire 5467 de 878g.
Après avoir placé le plus petit nombre au-dessous 8789 du plus grand et souligné le tout , on dit, eu coin- ^67 tuençanl par les unités simples : 7 de 9 , il reste 2 , 3322
qu’on place sous la colonne des unités ; passant aux dixaines, 6 de 8, il reste 2, que l’on écrit au rang des dixaines; opérant de même sur les centaines et sur les mille, 4 de 7, il reste 3 , et 5 de 8 , il reste 3 ; ce qui donne enfin 3322 pour le reste demandé.
En effet, par la nature même des opérations qui viennent d’être faites , on voit que le plus grand nombre contient de ■plus que le second , 2 unités simples, plus 2 dixaines, plus 3 centaines , plus 3 unités de mille , et , par conséquent , surpasse le plus petit nombre, de 3322.
Proposons-nous , pour second exemple , de trouver la différence qui existe entre les deux nombres 83456 et 28784.
Ayantdisposé les deux noinbresconune dans l'exem- 83456 pie précédent, on dit d’abord : 4 de 6, il reste 2, qu’on 28784 écrit sous les unités. 54672
Mais lorsqu’on passe a la colonne des dixaines, il se présente une difficulté : le chiffre 8 de la ligne inférieure est plus fort que le chiffre 5 de la ligne supérieure et ne peutpar conséquent en être soustrait. Pour lever cette difficulté , 011 emprunte par la pensée, sur le chiffre des centaines du nombre supérieur, i centaine, qui vaut lodixaines, et on l’ajoute aux 5dixaines que l’on a déjà, ce qui donne 1 5 ; puis on dit : 8 de |5, il reste 7, qu’on écrit au rang des dixaines.
Passant à la colonne des centaines , on observe que le chiffre 4 de la ligne supérieure doit être diminué de 1, puisqu’on a
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emprunté celte unité dans la soustraction précédente ; alors on dit : 7 de 3 , cela ne se peut; niais eu empruntant, comme toutà-l’heure, i mille, qui vaut 10 centaines, ce qui donne t 3 centaines, on ôte 7 de i 3 . et il reste 6, que l’on écrit au rang des centaines.
Passant aux mille : 8 de 2 , cela ne se peut; mais 8 de 12 , il reste 4, qu’on écrit au rang des mille.
Enfin, comme le chiffre 8 des dixaines de mille doit, à raison de l’emprunt qu’on vient de faire , être remplacé par 7 , on dit: 2 de 7 , il reste 5 .
Ainsi, le reste demandé, ou l’excès du plus grand nombre sur le plus petit, est 54672.
Pour bien comprendre comment , par ce moyen, on parvient au but que l’on s’est proposé, il suffit de remarquer que, d’après les artifices employés pour effectuer les soustractions partielles, on peut disposer les deux nombres de la manière suivante :
Dixainc» de mille. Mille Centaines. Dixaines. Çnites.
1" nombre... 7 12 t 3 i 5 6
2 e nombre ... a 8 7 8 4
D’où l’on voit que le nombre supérieur contient de plus que • le nombre inférieur, 2 unités, 7 dixaines, 6 centaines, 4 mille, et 5 dixaines de mille, ou le surpasse de 54672 unités.
Soit, j jour troisième exemple , à retrancher 1 58429 de
3 oo 4 o 5 . 99 9
Comme 9, chiffre des unités du nombre infé- 3 oo 4 o 5 rieur, est plus fort que 5 , chiffre correspondant 158429 du nombre supérieur, 011 doit emprunter 1 dixaine 1 \ 1976 sur le premier chiffre à gauche; mais ce chiffre
étant un o, il faut avoir recours au chiffre 4 des centaines, sur lequel on prend 1, qui vaut 10 dixaines; et puisqu’on n’a besoin que d’une seule dixaine, on en laisse 9 au-dessus du o ; puis on ajoute 1 dixaine à 5 , ce qui donne i 5 , et l’on dit : 9. de 1 5 , il reste 6 , qu’on écrit sous les unités.
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Passant aux dixaines, ou dit : a de 9, il reste 9.
Pour les centaines , connue le chiffre 4 de la ligne supérieure ne vaut plus que 3 , à raison de l’emprunt, et qu’on ne peut soustraire 4 de 3 , on a recours au premier chiffre à gauche j mais celui-ci et le chiffre qui est à sa gauche étant des zéros, on emprunte une unité sur le chiffre significatif 3 ; cette unité eu vaut 10 de l’ordre suivant, 100 de l’ordre des mille ; et puisque l’on n’a besoin que d’une seule unité de cet ordre, on en laisse 99 qu’on reporte sur les deux zéros ; ajoutant 1 mille à 3 centaines, il vient i 3 , et l’on dit : 4 de i 3 , il reste 9, qu’on pface sous la colonue des centaines.
Dans les deux soustractions suivantes, chacun des zéro» étant remplacé par un 9, on dit r 8 de 9, il reste 1 ; et 5 de 9, il reste 4-
Passant à la première colonne à gauche, on dit : 1 de 2 (car le chiff re 3 est diminué de 1) , il reste 1 ; ainsi , l’on a pour le reste demandé , 141996.
En effet, si l’on réfléchit sur la manière dont le nombre su. périeur a été décomposé , on peut disposer ainsi l’opération:
Cent, tic mille. Dix. île mille. Mille. Centaines. Dixaines. Unités. i* r nombre . a 9 9 i 3 9 i 5
a' nombre. .1 5 8 4 2 9
Donc le nombre supérieur surpasse le uornbre inférieur de 6 unités, 9 dixaines, 9 centaines, 1 mille, 4 dixâincs de mille, r centaine de mille, ou de 141996.
Règle générale. — Pour soustraire d’un nombre un autre nombre plus petit, placez le second au-dessous du premier, de manière que les unités d'un même ordre soient sur une même colonne, puis tirez une barre; soustrayez ensuite successivement les unités du petit nombre des unités du grand , les dixaines des dixaines, les centaines des centaines, etc., et écrivez les restes partiels les uns à la suite des autres , en allant de la droite vers la gauche ; le nombre exprimé par l’ers-
ht: la soustraction'.
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semble de tes chiffres est le reste complet, ou le résultat demandé.
Lorsqu un chiffre de la ligne inférieure est plus fort que le chiffre de la ligne supérieure, augmentez par la pensée ce dernier chiffre , de jo unités, et diminuez le chiffre qui est à sa gauche, d'une unité.
Si , immédiatement à la gauche d'un chiffre supérieur plus faible que. le chiffre inférieur correspondant , se trouvent un ou plusieurs zéros , augmentez toujours , par la j>ensée , ce chiffre supérieur, de i o unités • mais dans les soustractions suivantes , remplacez les zéros par des q, et diminuez d’une unité le chiffre significatif supérieur qui est immédiatement à la gauche de ces zéros.
Ou trouvera d’après ce procédé, que si de 6 o 3 ooo^oi on soustrait 30572.4787
le résultat de l’opération est 297275614
15 . Première remarque. — Si chacun des chiffres du noiubie inférieur était moindre que le chiffre supérieur correspondant, il serait indiffèrent de commencer l'opération par la gauche ou par la droite. Mais comme il arrive souvent que l’un des chiffres de la ligne inférieure surpasse le chiffre de la ligne supérieure, la soustraction partielle ne peut se faire que par un emprunt sur le chiffre ou l’un des chiffres à gauche de celui sur lequel on opère; dès-lors, il est necessaire de commencer par la droite, afin de pouvoir faire les emprunts dont on a besoin.
14 . Seconde remarque. — Il est clair qu’au lieu de diminuer d’une unité le chiffre sur lequel un emprunt a été fait , on peut laisser ce chiffre tel qu’il est, pourvu qu’on augmente le chiffre inférieur correspondant, d’une unité. Celte manière d’opérer est en général plus simple ei plus commode dans la pratique.
Elle est particulièrement avantageuse lorsque, dans le nombre supérieur, il y a un ou plusieurs zéros entre deux chiffres significatifs : parce que, d’après le nouveau procédé, il n’y a rien à changer aux chiffres du nombre supérieur.
Ainsi , dan» le dernier exemple, après avoir dit pour les uni-
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tés simples : 7 de 1 1 , il reste 4, au lieu de dire pour les dixaiues: 8 de 9, il reste 1, 011 dit : 8 plus 1 , ou 9 de 10, il reste 1 ; de même, au lieu de dire pour les centaines : 7 de 1 3 , il reste 6 , on dit : 7 plus t, ou 8 de 14, il reste 6; puis, pour les mille, 5 de 10, il reste 5 ; puis 3 de 10, il reste 7; et ainsi de suite.
Toutefois, il faut avoir bien soin de n’augmenter le chiffre inférieur qu’autant que la soustraction précédente n’a pu se faire immédiatement; c’est surtout dans la division que nous aurons à faire usage de cette modification.
Preuves de l'addition et de la soustraction .
ici. On appelle preuve d’une opération arithmétique, une autre opération que l’on fait pour s’assurer de l’exactitude de la première.
f,a preuve de l'addition se fait en ajoutant de nouveau, mais à commencer par la gauche , les nombres qu’on a déjà ajoutés. Apres avoir fait la somme des chiffres qui se trouvent dans la première colonne à gauche , on la retranche de la partie qui lui répond dans la somme totale ; on écrit au-dessous le reste, qu'on réduit, par la pensée, en unités de l’ordre du chiffre suivant , pour les joindre aux autres unités de cet ordre contenues dans la somme totale. On fait de meme la somme partielle des chiffres de la seconde colonne à gauche, et l’on retranche cette somme, partielle de la partie de la somme totale qui lui répond; on continue ainsi jusqu’à la dernière colonne , dont la totalité retranchée ne doit laisser aucun reste.
Ainsi, après avoir trouvé que les quatre nombres 85 g 841 >
doivent a voir pour soin me... 1 09 . 5 c)
ztïp
pour vérifier ce résultat ioa 5 g, on ajoute les mêmes nombres en commençant par la gauche, et l’on dit : 5 et 3 font 8 mille.
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qui ôtes de 10 mille donnent pour reste a mille; ces 2 mille ajoutes au cliilïre 2 ceutaines, font 23 centaines; ensuite, 8 et 5 font 1 3, et 8 font 21 , que l’on ôte de 22, ce qui donne pour reste 1 centaine, laquelle reunie aux 5 dixaines forme iSdixaines ; 4 et 5 font 9, et 4 font 1 3 ; 1 3 de 1 5, il reste 2, qui, suivi du g, donne 2g; enfin, 7 et g font 16, et 7 font 23, et 6 font 2g; 29.de 29, il reste o ; donc l’opération'cst juste.
La preuve de la soustraction se fait en ajoutant au plus petit nombre le reste trouvé pap l'opération ; et il est évident qu’011 doit reproduire le plus grand nombre, puisque ce reste n’est autre chose que l’excès du plus grand nombre sur le plus petit.
Ainsi , dans l’exemple ci-contre, 83458
après avoir trouvé que 54672 est 28784
l’excès du plus erand nombre sur le .
1 _ 0 ' reste. . . . 54072
plus petit, si l’on ajoute cet excès —— - .
au nombre 28784 , 011 doit retrou- preuve. . 83466
ver 8345Ô ; ce qui a lieu eu effet.
16 . V oici de nouveaux exemples d'additions et de soustractions, avec leurs preuves :
.Additions.
Soustractions
2000400 1 oo3
2000400 ioo3
PREUVES DE L’ADDITION ET DE 1.A SOUSTRACTION
Problème. — Un banquier avait en caisse une somme de 65^5o fr. ; mais il a Jait divers paiements. Il a donné à une première personne i3a5 yfr.; à une seconde , 18704 fr.; à une troisième, 22o5o fr.; à une quatrième , g85o fr.; et il veut connaître l’étal de sa caisse après tous ces paiements.
Solution. — Après avoir reuni en une seule les quatre sommes paye'es successivement , le banquier soustrait la somme totale de celle qu’il avait en caisse; elle résultat de cette soustraction exprime ce qui doit lui rester.
T ableau des opérations.
6575o montant de la caisse.
63863 somme payée.
1887 différence.
11 doit rester au banquier 1887 francs.
On remarquera qu’en effectuant l’addition et la soustraction précédentes , on a considéré les nombres proposés comme abstraits j quoiqu’ils fussent concrets d’après l’énoncé ; mais parvenu au résultat 1887 , on lui a donné le nom de l’espèce des • unités exprimées dans l’énoncé. C’est ainsi qu’il faut toujours se conduire dans les applications. Les procédés des opérations étant tout— à-fait indépendants de la nature des nombres, on envisage ceux-ci sous un point de vue purement abstrait, sauf à donner ensuite au résuliat final le nom de l’unité qu’indique l’énoncé de la question.
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DE LA MULTIPLICATION
17. Multiplier un nombre par un autre, c’est (n° 9) former un troisième nombre qui soit composé avec le premier, comme le second est composé avec l'unité ; et quand les deux nombres proposés sont des nombres entiers, leur multiplication revient à prendre le premier autant de J ois qu’il y a d' unités dans le second.
On appelle multiplicande, le nombre à multiplier, multiplicateur c.e\\i\ par lequel ou multiplie, ou qui marque combien de fois on doit prendre le premier, et produit le résultat de la multiplication ; les deux nombres proposés portent conjointement le nom de facteurs du produit.
A proprement parler, la multiplication n’est autre chose qu’une addition ; car, pour en obtenir le résultat, il suffirait de placer les uns au-dessous des autres autant de nombres égaux au multiplicande, qu’il y a d’unités dans le multiplicateur, puis d’ajouter tous ces nombres entre eux. Mais cette manière d’opérer serait très longue si le multiplicateur était composé de plusieurs chiffres ; on a donc cherché à la simplifier; et c’est dans cette abréviation que consiste, à proprement parler, la multiplication.
18. Tant que les deux facteurs sont exprimés chacun par un seul chiffre, le produit s’obtient par des additions successives du même nombre; ainsi pour multiplier 7 par 5, ou dit: 7 et 7 font i4, et 7 font ai, et 7 font 28, et 7 font 35 : ce dernier nombre étant le résultat de l’addition de 5 nombres égaux à 7, exprime le produit de 7 par 5.
Les commençants doivent s’exercer d’abord à ces sortes de multiplications, afin de s’en graver les résultats dans la mémoire, et de pouvoir ensuite obtenir avec facilité les produits des nombres exprimés par plusieurs chiffres. Toutefois, jusqu'à ce. qu’on se soit suffisamment exercé, on fera bien d’avoir » sous les yeux une table appelée table de multiplication , ou table de Pvthagore, du nom de son inventeur, ou du moins de celui qui le premier en a répandu l’usage.
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Table de Multiplication
Sens horizontal.
-CS-n
JL
JL
Jl
La première bande horizontale de cette table se forme en ajoutant i successivement, jusqu’à ce qu’on soit parvenu au nombre g ;
La seconde, en ajoutant 2 successivement ; la troisième, en ajoutant 3 , et ainsi de suite.
Remarquez d’ailleurs qu’on peut également dresser celte table par colonnes verticales. Chaque colonne verticale est composée des mêmes nombres que la bande horizontale de même numéro. Ainsi, la sixième bande horizontale se composant des nombres 6 , 12 , 18,.. .., 54 , la sixième colonne ( verticale renferme les mêmes nombres 6, 12, 18, ., 54 *
Cela posé , pour trouver, au moyen de cette table, le produit de deux nombres exprimés par un seul chiffre, on cherche le multiplicande dans la première bande horizontale ; et, en partant de ce nombre , on descend verticalement jusqu’à ce qu’on soit vis-à-vis du multiplicateur, qu'on trouvera dans la première colonne verticale : le nombre contenu dans la case correspondante, est le produit.
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l’ar exemple , pour trouver le produit de 8 par 5 , on descend depuis 8, pris dans la première bande horizontale, jusque vis-à-vis de 5 pris dans la première colonne verticale; et le nombre 4° contenu dans la petite case, est le produitdemandé.
On pourrait egalement prendre 8 dans la première colonne verticale, et se diriger horizontalement jusque au-dessous de 5 pris dans la première bande horizontale : on trouverait encore 4o pour le produit demande.
19 . Supposons maintenant que le multiplicande étant exprimé par plusieurs chiffres , le multiplicateur n’en ail qu'un seul. — Soit a multipi.ikr 845g par 7.
On pourrait ( n° 17 ) obtenir le résultat en écrivant les uns au-dessous des autres 7 nombres égaux à 8459, comme on le
voit ci-contre ; 845 g
et en ajoutant successivement 1rs unités simples , 845 g
les dixaines, les centaines , etc. , on trouverait 845 g ainsi pour résultat, 5g2i3. 845 g
Mais il est évident que cela revient à prendre 845 g
successivement 7 fois les g unités du inultipli- 845 g
cande , 7 fois les 5 dixaines, etc., et à faire la 845 g » somme de tous ces produits. 5g2i3
Ainsi , après avoir placé le multiplicateur 7 au- ' 845 g
dessous du multiplicande , comme on le voit ici , 7
et avoir souligné le tout, on dit d’abord : 7 fois g 5g2i3 font 63 ( voyez la table de multiplication), ou 6
dixaines et 3 unités; 011 pose 3 sous les unités, et l’on retient les 6 dixaines pour les réunir au produit des dixaines du multiplicande par 7.
On dit ensuite : 7 fois 5 font 35 , elë de retenue font 4 > dixaines, ou 4 centaines et 1 dixaine; on pose 1 au rang des dixaines, et l’on retient les 4 centaines;
7 fois 4 font 28, et 4 de retenue font 32 centaines, ou 3 mille et 2 centaines; on pose 2 au rang des centaines, et l’on retient 3 .
Enfin, 7 fois 8 font 56 , et 3 de retenue font 5 g, que l’on écrit
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à gauche «les centaines , parce qu’il n’y a plus de chiffres à multiplier dans le multiplicande.
On trouve ainsi 59213 pour le produit demande'.
D’où l’on voit que pour multiplier un nombre de plusieurs
CHIFFRES PAR UN NOMBRE d’üN SEUL CHIFFRE, il faut multiplier successivement les unités , dixaines , centaines , etc. , du multiplicande , par le multiplicateur, et écrire ces différents produits partiels au rang qui leur convient, en observant, à chaque multiplication partielle, de retenir les dixaines pour les joindre avec les dixaines , les centaines pour les joindre avec les centaines , etc
Soit, pour second exemple, a multiplier 47008 par g
On dit d’abord : 9 fois 8 font 72; on écrit 2 au 4 qoo 8 rang des unités.; et l’on retient 7. 9
Ensuite , 9 fois o donnent o ; mais comme, dans 4 2 ^° 7 2 la première opération, on a retenu 7 dixaines, il faut les écrire au rang des dixaines.
9 fois o font o; on écrit o au rang des centaines, puisqu’il n’y en a pas, et qu’il faut cependant en conserver la place.
Ensuite , 9 fois 7 font 63 ; on pose 3 et l’on retient 6. •
Enfin, g fois 4 font 36 , et 6 de retenue font , que l’on écrit à gauche du chiffre précédent.
Ainsi , le produit demandé est 423072.
20 . Avant de passer au cas où le multiplicateur est composé de deux ou deplusieurs chiffres, nous indiquerons le moyende rendre un nombre 10, 100, tooo. .’ . . fois plus grand, ou de le multiplier par 10, 100, 1000.. . .
11 résulte évidemment du principe fondamental de la numération (n° 3 ), que, si l’on place un o à la droite d’un nombre déjà écrit , chacun des chiffres significatifs de ce nombre, reçu lant d’un rang vers la gauche, exprime alors des unités 10 fois plus grandes qu’auparavant. De même , en plaçant deux o à sa droite, on le rend 100 fois plus grand, puisque chaque chiffre significatif exprime des unités 100 fois plus fortes ; et ainsi de suite.
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Donc , pour multiplier un nombre entier quelconque par i o , 100, 1000, etc. , il suffit d’écrire à sa droite i, a, 3 ,... zéros.
Ainsi , les produits de 43 g par io , ioo, iooo , ioooo , etc. , sont 4390, 43900 , 439000, 4390000. . . .
21 . Considérons actuellement le cas ou le multiplicande et le multiplicateur sont composés de plusieurs chiffres.
On propose de multiplier 87468
par 6847
On commence par disposer le multiplicateur au-dessous du multiplicande, de manière que les unités d’un même ordre soient dans une même colonne ; et l’on souligne le tout. Cela posé, on observe que multiplier 87468 par 5847 , revient à prendre le multiplicande 7 fois, plus f\o fois, plus 800 fois, plus 5 ooo fois , et à réunir les produits partiels.
On peut d’abord trouver, d’après la règle du n° 19 , le produit de 87468 par 7 ; ce qui donne 612276.
Mais comment obtenir celui de 87468 paf 4 o? .
Concevons, pour un instant, qu’on ait écrit les uns au-dessous des autres, 4 ° nombres égaux A 87468; en faisant Y addition de tous ces nombres, on aura le produit demandé. Or, il est évident que ces 4 ® nombres forment 10 groupes de 4 nombres égaux chacun A 87468; mais 4 nombres égaux à 87468 font en somme 4 fois 87468, produit que l’on peut fotinerpar la règle du n° 19 , et qui est égal à 349872. En inullipliantce produit par 10, ce qui revient (n° 20) à placer un o à sa droite, 011 obtient 3498720 pour le produit de 87468 par 4°-
On voit donc que celte seconde opération revient à multiplier le multiplicande par le chiffre 4 considéré comme expri-
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niant des unités simples , à écrire un o à la droite du'produit, et à placer, comine on le voit ci-dessus , le résultat 3498720 ainsi obtenu, au-dessous du premier produit partiel.
Pareillement, pour effectuer la multiplication de 87488 par 800, il suffit de multiplier 87488 par 8, ce qui donne 899744» puis d’écrire deux o à la droite de ce produit; et l’on a pour troisième produit partiel 69974400, nombre qu’on place au-dessous des deux produits précédents. En effet, 800 nombres égaux à 87468 et placés les uns sous les autres, forment évidemment 100 groupes de 8 nombres égaux à 87468, ou bien 100 nombres égaux au produit de 87468 par 8, c’està-dire 69974400.
On prouverait par un raisonnement semblable, que pour multiplier le nombre 87468 par 5 ooo,il suffit de le multiplier par 5 , de placer trois o à la droite du produit, et d’écrire le résultat 437340000 ainsi obtenu , au-dessous des trois premiers produits.
Effectuant maintenant l’addition de ces quatre produits partiels, on trouve enfin pour le produit total , 5 i 142.5396.
N: B. — Dans la pratique, on se dispense ordinairement de placer les zéros à la droite des produits partiels par les chiffres des dixaines, centaines, mille, etc. ; mais on écrit chaque produit partiel au-dessous du produit précédent, en le reculant d’un iaqg vers la gauche par rapport à ce produit, c’està-dire en faisant occuper au premier chiffre à droite le même rang que celui qu’occupe le chiffre par lequel on multiplie.
Règle générale. — Pour multiplier un nombre de plusieurs chiffres par un nombre de plusieurs chiffres, multipliez d’abord tout le multiplicande par le chiffre des unités du multiplicateur (d’après la règledu n° 19 ); multipliez de même tout le multiplicande successivement par le chiffre des dixaines, par celui des centaines , etc., considérés comme des unités simples , et écrivez les produits partiels les uns au-dessous des autres de maniéré que chacun soit reculé d’un rang vers la gauche par rapport au précédent ; puis additionnez ces produits ; vous aurez le produit total demandé.
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‘22. Souvent quelques-uns des chiffres du multiplicateur sont des zéros; et alors il faut apporter quelques modifications dans la disposition des produits partiels.
Soit a multiplier . 870497
par. ... 500407
On multiplie d’abord tout k: multiplicande par 7 ; ce qui donne pour produit, 6093479.
Maintenant, comme il n’y a pas de dixaincs au multiplicateur, on passe à la multiplication pai‘4, chiffre des centaines du multiplicateur, ce qui donne le produit 3481988 ; et comme il faut lui faire exprimer des ce niai ne s , on le place sous le premier produit, en le reculant de deux rangs vers la gauche.
Pareillement, comme il n’y a dans le multiplicateur ni mille, ni dixaincs de mille, on passe à la multiplication par 5 , chiffre des centaines de mille; et l’on écrit le produit 4352485 sous le précédent, en le reculant de trois rangs vers la gauche par rapport A celui-ci.
En général , lorsqu’il se trouve un ou plusieurs zéros entre deux chiffres significatifs du multiplicateur, on recule le produit correspondant au chiffre significatif qui est à gauche de ces zéros , d’autant de rangs plus un vers la gauche , par rapport au produit précédent , qu'il y a de zéros intermédiaires . Au reste, pour éviter toute erreur à ce sujet, on peut s’assurer à chaque opération , si le premier chiffre à droite du produit partiel est dans la colonne des unités de meme ordre que celui du chiffre par lequel on multiplie.
23 . Si l'un des deux facteurs de la multiplication, ou tous les deux , sont terminés par des zéros, 011 abrège L’opération en multipliant comine si ces zéros n'y étaient pas; mais on les place ensuite à la droitc.du produit.
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Exemple. — Soit a multiplier par
t363ooooo
Après avoir multiplié 47 par 29, d’après le procédé connu, onécrit5 zérosà la droite du premier; etl’onobtient t363ooooo pour le produit demandé.
En effet,. si l’on n’avait d’abord que 47000 à multiplier par 29, il est clair qu’après avoir multiplié 47 par 29 > >1 faudrait faire exprimer au produit, des mille, c’est-à-dire des unités de même espèce que je multiplicande; ainsi l’on devrait déjà écrire trois zéros. Actuellement, multiplier un nombre par 2900, revient (n° 21) à prendre 100 fois le produit par 29; donc, il faut poser deux nouveaux zéros. Le même raisonnement s’appliquerait à tous les cas semblables.
24. Pour peu qu’on réfléchisse sur le procédé de la multiplication, on sent la nécessité de commencer l’opération par la droite, du moins dans les multiplications partielles par chacun des chiffres du multiplicateur, à cause des retenues que l’on fait continuellement en multipliant un chiffre du multiplicande par un chiffre du multiplicateur. Mais rien n’empêcherait d’intervertir l’ordre des multiplications partielles par les différents chiffres du multiplicateur , comme on peut le voir dans l’exemple suivant.
On a commencé ici la multiplication par le chiffre des centaines du multiplicateur, et l’on a placé les unités du produit sous les centaines du multiplicateur; mais dans l’opération suivante, on a eu soin d’avancer le produit d’un rang vers la droite , c’est-à-dire de le placer au-dessous du premier de manière que le dernier chiffre 2 fût au-dessous des dixaiucs des deux facteurs. De même, le troisième produit est avancé d’un rang vers la droite, par
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rapport au précédent. Mais dans l'usage ordinaire on forme les produits en allant de droite à gauche , parce que cela est plus naturel et plus commode.
De quelques propriétés importantes de la multiplication.
On est souvent conduit, dans les applications, à multiplier successivement plusieurs nombres entre eux.
Soient, par exemple, les cinq nombres prisait hasard
Former le produit de ces nombres dans l’ordre où ils sont écrits, c’est multiplier d’abord 23 par 35 , puis multiplier ce premier produit ( 8 o 5 ) par 72, puis multiplier ce second produit (57960) par 49 » puis multiplier ce troisième produit (2840040) par i 56 , ce qui donne enfin 44^046240 pour le produit demandé.
Or, on pourrait, avec ces cinq facteurs, obtenir le même produit d’un très grand nombre de manières: il suffirait, pour cela, d’intervertir à volonté l’ordre des multiplications successives ; et c’est ce qu’on exprime en disant que le produit de la multiplication de plusieurs nombres entre eux , est toujours le même dans quelque ordre qu’on effectue les multiplications.
28 . Pour nous rendre compte de cette propriété , qui joue un très-grand rôle dans la science des nombres, considérons d’abord le cas de deux facteurs, 4 % et 237 par exemple.
Si l’on conçoit l’unité écrite 4 % 1 , 1 , 1 , t , 1 , . . . ,
fois sur une même ligne horizon- r , 1 , 1 , 1 , 1 , . . . ,
taie , et qu’on forme 237 lignes pa- 1, 1, 1, 1, 1,..,.
reilles , il est clair que la somme des 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , . . . .
unités contenues dans ce tableau
est égale à autant de fois les 4^9
unités d’une ligne horizontale, qu’il y a d’unités dans une colonne verticale, ou dans 237; c’est-à-dire que cette somme est égale au produit de 4^9 par 9.37. Mais on peut dire aussi que cette somme est égale à autant de fois les 237 unités Arith. B. 3
PROPRIÉTÉS IMPORTANTES
d’une colonne verticale, qu’il y a d’unitcs dans une ligné horizontale, ou dans 4%); c’est-à-dire qu’elle est égale au produit de a3 7 par 45<). Donc, le produit de 4% multiplié par 237, est égal au produit de 237 multiplie par45çj.
Ce raisonnement est d’ailleurs applicable à deux autres nombres entiers quelconques; donc , etc. . . . (*).
Pour faire connaître une première application <le ce principe, supposons i|uc la nature d’tmc question ait conduit à multiplier le nombre ^5 parSG^ï. On fera de préférence le produit de àGpr par ^ 5 , parce qu’on n’aura ainsi que deux produits partiels II former, tandis que l’on en aurait quatre en multipliant c 5 par 56 |o.
SiG. Avant de passer à la proposition générale, nous commencerons par déduire du cas particulier déjà démontré, une autre propriété qui peut s’énoncer ainsi : Multiplier un nombre quelconque par un premier facteur} puis le produit résultant par un serond facteur, revient à multiplier le nombre proposé par le second fadeur, puis le produit résultant par le premier facteur; plus généralement, dans toute multiplication de plus de. deux nombres entre eux, on peut intervertir l’ordre des deux derniers fadeurs , sans que le produit soit changé.
Ainsi , par exemple , si l’on multiplie 48 pat i5 et le produit résultant par 24, on doit avoir le même résultat que si l’on multiplie 48 par 24 elle produit résultant par i5.
En efi’et, il résulte d’abord de ce qui a été établi n u 28, que le produit 36o résultant de la multiplication de i5 par 24, s’obtiendrait également en multipliant 2.4 P ar >5 ; et si nous pouvons faire voir que le produit de 48 par 36o est le même que celui qu’on trouverait, soit en multipliant 48 par i5, puis le produit résultant par 24, soit en multipliant 48 par 24,
(*}. On pourrait déduire celle proposition de la labié même de PtthadORE en obtenant la manière dont les nombres y sont disposés fn° lïl) : j| s n ili rai I pour cela de concevoir celle table prolongée au delli d’une limite cenvenablo, 10000 fois 10000 par exemple, si l’on 11c considérait que deux facteurs au-dessous de cette limite ; mais la démonstration ci-dessus nous paraît préférable sons le rapport de la simplicité.
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puis le produit résultant par i5, la propriété sera démontré!?.
Or, pour former le produit de 48 par 36o, il suffit (n° 17) de poser les uns au-dessous des autres 36o nombres égaux à 48, et de faire l'addition de tous ces nombres. Mais ces 36o nonxbresaiiisi disposés forment évidemment 7.4 groupes de i5 nombres égaux à 48, ou bien i5 groupes de 24 nombres égaux à 48 (*). Ainsi l’on obtiendra la somme de ces 36o nombres, ou en multipliant 48 par 24 et prenant i5 fois le produit résultant, ou en multipliant 48 par i5 et prenant 24 fois le produit résultant; eteesdeux manières d’opérerconduisautévidennnent au même résultat, ou doit conclureque l’ordre des deux multiplications successives par i5 et par 24 peut être interverti.
27. Remarque. — La démonstration précédente donne lieu à une nouvelle proposition qui nous sera également utile par la suite.
On vient île voir que multiplier 48 par 36o , qui est le produit de 24 par i5, revient à multiplier 48 par 24, puis le résultat obtenu par >5. Mais 24 étant lui-même égal au produit de 6 par 4 , on peut dire encore que multiplier 48 par 36o, revient à multiplier d’abord 48 par 6, puis le résultat obtenu par 4 » et le nouveau résultat par t5, ou bien par 5 eL ensuite par 3 ( puisque t5 est égal au produit de 5 par 3). Donc enfin , multiplier un nombre par un produit de deux ou de plusieurs facteurs, revient à multiplier ce nombre successivement par chacun des fadeurs.
28. Passons actuellement à la démonstration de ce principe général, que le produit de plusieurs nombres est toujours le meme, dans quelque ordre qu'on effectue leur multiplication.
Reprenons les cinq facteurs quelconques
11 résulte du principe établi n° 26, que, dans les multipli-
(*} Ce raisonnement est analogue A celui que nous avons Tait n° 21 pour rendre compte d c la multiplication par les dixainc*, centaines, etc., du multiplicateur.
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cations successives , on peut faire passer ie facteur i56 à Ta place du facteur 4 g; mais on pourrait également le fafte passer à la place du facteur 72 , puis à la place du facteur 35, puis enfin à la place du facteur 23. Par la même raison , le facteur 49 que l’on a déjà fait passer à la place de i56, peut passer à la gauche de 72 , puis à la gauche de 35 , et ainsi de suite. On voit , en un mot, que chaque facteur peut occuper toutes les places possibles dans l’ordre des multiplications successives , sans que le produit de tous ces facteurs cesse d’être le même. Donc, etc.
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29. Diviser un nombre par un autre, c’est (n° 9) trouver un troisième nombre , qui, multiplié par le second, reproduise le premier; ou bien (n° 2 S), c’est trouver un troisième nombre tel, que le second multiplié par le troisième, reproduise le premier.
Ainsi la division a pour but : étant donnés un produit de deux fadeurs et l’un de ces facteurs , détenniner l’autre ; cette opération est donc l’inverse de la multiplication.
Comine, dans une multiplication de nombres entiers, le produit se compose d’autant de fois le multiplicande qu’il y a d’unités dans le multiplicateur, on peut encore dire que diviser un nombre entier par un autre, c’est chercher combien de fois le premier nombre, considéré comme produit, contient le second, considéré comme multiplicaude; ce nombre de fois est alors le multiplicateur. Enfin , on a encore vu tn° 9) que diviser un nombre entier par un autre , c’est partager le premier nombre en autant de parties égales qu'il y a d'unités dans le second.
Ces deux derniers points de vue, sous lesquels 011 envisage quelquefois la division , ne conviennent rigoureusement qu’aux nombres entiers , tandis que la première définition convient à tous les nombres possibles, tant entiers que fractionnaires. Toutefois, les dénominations données aux termes d’une division ont été tirées des deux derniers points de vue.
OE LA DIVISION. 3
Ainsi, le premier nombre s’appelle dividende ( nombre à diviser ou à partager) ; le second s’appelle diviseur; et le troisième se uomine quotient, du mot latin quolies, parce qu’il ex prime combien de fois le dividende contient le diviseur.
11 résulte évidemment de ces définitions, que, lorsqu’on aura obtenu le quotient, pour faire la preuve de l’opération, il suffira de multiplier le diviseur par le quotient , ou réciproquement; et, si l'opération est exacte , on devra reproduire le dividende.
Réciproquement, dans la multiplication , le produit peut être considéré comme un dividende , le multiplicande comme le diviseur ou le quotient, et le multiplicateur comme le quotient ou le diviseur; ainsi, l’on fera la preuve de la multiplication en divisant le produit par l’un des facteurs ; et , si l’opération est exacte , on devra reproduire l’autre facteur.
• Ces notions établies, passons à l’exposition du procédé de la division.
30. De meme que la multiplication peut s’exécuter pai V addition de plusieurs nombres égaux entre eux, on pourrait aussi trouver le quotient d’une division par une suite de soustractions.
En effet , qu’il s’agisse, par exemple, de diviser 6 o par 12 1 autant de fois on pourra soustraire 12 de 60 , autant de fois 12 sera contenu dans 60 ; ainsi, le quotient est égal au nombre de soustractions qu’il faudra faire pour epuiser le dividende.
Dans cet exemple , comme ou est 60
obligé de faire 5 soustractions succès- 1 2
sives, il s’ensuit que le quotient 4# I er reste,
est 5. 12
Mais cette manière d’obtenir le quo- 36 2'.
tient serait trop longue dans la pra- 12
tique , surtout si le dividende était très 24 3 e .
grand par rapport au diviseur. Ce qui 12
constitue essentiellement la régie de la 12 lf.
division; c’est un procédé spécial et abré- 1 2
'vint if pour arriver au résulta! cherché. o S*.
pr. r.A Division:
31 . Dés que l’on connaît de mémoire tous les produits de deux nombres d’un seul chiffre, ou la table de Pythagorc (n° 18 ), on peut déterminer aisément le quotient de. la division cT un nombre d’un ou de deux chiffres, par un nombre d'un seul chiffre , pourvu que ce quotient n’ait lui-méme qu’un seul chiffre.
Pa r exemple, 35 divisé par 7 donne pour quotient 5 ; ou bien on dit : en 35 combien de fois 7? Il y est 5 fois (parce qu’on sait que 5 fois 3 donnent 35 ) ; ou bien encore : le 7' de 35 est 5 , parce que 7 fois 5 font 35 .
Soit encore 68 à diviser par 9. Comme 7 fois 9 ou 63 , et 8 fois g ou 72 , comprennent 68 , il s’ensuit que 68 divisé par q donne le quotient 7 pour 63 avec un reste 5 ; c’est ce qu’on exprime en disant : le 9' de 68 est 7 pour 63 , et il reste 5 .
Pareillement, en 47 combien de fois 8 ? Il y est 5 fois; ou le 8 ' de 47 est 5 ; et il reste 7.
O11 verra plus loin ce qu’on doit faire du reste, lorsque le diviseur n’est pas contenu exactement dans le dividende.
52 . Passons au cas où le dividende est composé, de plus de deux chiffres, le diviseur n’ayant encore qu’un seul chiffre.
D’après la liaison intime qui existe entre la multiplication et la division , il est naturel de chercher à déduire le procédé de cette dernière opération, de celui qui a étésuivi pour la multiplication.
Pour cela, reprenons le premier exemple traité n° 19 .
Il résulte de cette multiplication , que le produit 845 g 59213 se compose de 7 fois les unités, 7 fois les 7
dixaines, 7 fois les centaines, 7 fois les mille du 0921 3 nombre 8459 ; ainsi ce produit est la somme des quatre produits partiels qui correspondent aux quatre chiffres du multiplicande. Donc réciproquement, étant donnés le produit 5g2t3 et l’un de ses facteurs, 7, pour retrouver l’autre facteur, il faut tâcher, au moins par la pensée, de décomposer 5g2i3 dans les quatre produits partiels, des mille, des centaines, des dixaines, cl des unités de ce second facteur molli-*
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par le premier ; prenant alors le 7* de (bac un de ces produits, et réunissant les quotients partiels, on obtiendra le quotient total ou le second facteur.
Voici comment ou dispose l’opération :
On écrit le diviseur à la droite du dividende ; on les sépare par un trait vertical; puis on tire une barre horizontale audessous du diviseur.
Cela posé , on prend à la gauche du dividende les deux premiers chiffres formant 5 g mille, qu’on regarde comme le premier produit partiel -, et l’on dit: en 5 ç) combien de fois 7, ou plutôt (pour se conformer à l’usage suivi , lorsque le diviseur est d’un seul chiffre), le 7' de 5 g est 8 pour 5 b ; le quotient 8 ainsi obtenu exprime les mille du quotient total f*} et s’écrit sous le diviseur, comme on le voit ci-dessus; on retranche le produit 5 b de 5 g , ce qui donne pour reste 3 mille, qu’on doit regarder comme provenant de la retenue faite dans la multiplication des centaines du quotient par 7.
On abaisse à côté du 3 le chiflre 2 des centaines du divt- ' dende, ce qui donne 3 a centaines, qu’on regarde comme le second produit partiel; et l’on dit : le 7 e de 3 a est 4 pour 28 , on écrit le chiffre !\ , qui doit exprimer les centaines du quotient, à la droite du chiffre 8 ; ensuite on retranche le produit 28 du dividende partiel 3 a, ce qui donne le reste 4 centaines, représentant les retenues faites dans la multiplication des dixaines du quotient par 7.
On abaisse à côté du nouveau reste 4 > I® chiffre 1 des dixaines du dividende, ce qui donne 4> dixaines, et l’on dit :
(’) Ou prouverait, si cela était necessaire , que ce chiffre 8 est le véritable chiffre (les mille du quotient, en faisant voir qu’il n’est ni trop fort ni irtqi taible. Or, il nYst pas trop fort , puisque le produit de 7 par 8000, ou îjtiooo, peut titre soustrait du dividende total; et il uYsi pas trop faible, car le produit de 7 par çptoo est (> 3 ouo, nombre qui cm plus grand que le tfivi- ' tende , ci ne peut par conséquent en être soustrait.
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le 7' do 4' est 5 pour 35 ; on écrit le chiffre 5 à la droite des deux préce’dents, comme exprimant les dixaines du quotient ; on retranche le produit 35 du dividende partiel 4* ; le reste
6 exprime les dixaines provenant de la multiplication des unités du quotient par le diviseur.
Enfin, l’on abaisse à côté du chiffre 6 le chiffre 3, et l’on dit : le 7 e de 63 est g exactement; on écrit ce chiffre g à côté des trois précédents, comme exprimant les unitésdu quotient; on retranche le produit 63 du dividende partiel 63 ; et comme on' obtient o pour reste, il s’ensuit que 845g est le quotient demandé.
En effet, il résulte évidemment de toutes les opérations précédentes , qu’on a successivement retranché du dividende 5g2i3, 7 fois 8 mille , 7 fois 4 centaines , 7 fois 5 dixaines,
7 fois g unités; et puisque , après toutes ces opérations, il ne reste rien , il s’ensuit que 5g2i3 est égal au produit de 845g par 7, ou de 7 par 845g ; ainsi , ce dernier nombre est bien le quotient cherché.
Soit, pour second exemple, à diviser 7543.64 par 8.
La première difficulté qui se présente 754264 [ 8 ici, est de connaître la nature des plus 34 I g4283 hautes unités du quotient , et d’en déter- 22 miner le nombre. Pour y parvenir, obser- 66 vons que, si le premier chiffre à gauche d u 3.4
dividende était plus fort que le diviseur, o
ou lui était égal, le quotient total renfermerait alors des unités de même espèce que celles du chiffre que l’on considère dans le dividende; cela est évident. Mais comme, dans cet exemple, le premier chiffre 7 est plus faible que8, on doiten conclure que les plus hautes unités du quotient ne peuvent être que des unités de la nature du second chiffre à gauche dans le dividende. Alors, on prend les deux premiers chiffres formant 75 dixaines de mille, et l’on dit: le 8 e de 76 est g pour 72; donc le quotient total renferme g dixaines de mille , puisqu 011 peut soustraire du dividende 8 fois g ou 72 dixaines de mille; on écrit alors g sous le diviseur; on retranche le pro-
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duil 72 mille, ilu dividende partiel ^5 ; le reste 3 qu’on obtient, provient des retenues de la multiplication des mille du quotient total par 8.
On abaisse à côté du reste 3 le chiffre suivant 4 du dividende, et l'on dit : le 8 ' de 34 mille est 4 pour 32 , et l’on écrit 4 sous le diviseur et à droite du chiffre 9 ; retranchant de 34 le produit 4 fois 8, ou 32 , on a pour reste 2, à côté duquel on • abaisse le chiffre 2 des centaines du dividende ; puis on opère sur le nouveau dividende partiel 22, comme sur le précédent, et l’on continue ces opérations jusqu’à ce qu’on ait abaissé le dernier chiffre 4 du dividende; on obtient ainsi pour le quotient demandé, 94283.
Preuve.
Dans la pratique , toutes les fois que le diviseur n’est que d’un seul chiffre, on abrège l’opération ainsi qu’il suit :
Soit, pour troisième exemple, à diviser 45237324 par 6 . Après avoir souligné le
dividende , on dit : le 6' de 45 est 7 que l’on écrit au- quotient, dessous de 45 , et il reste 3 ® preuve
qu’on réunit par la pensée 4^37324
au chiffre suivant 2, ce qui
donne 32 ; le 6' de 32 est 5 qu’on écrit à la droite de 7, et il reste 2 qui, réuni au chiffre 3 , forme 23 ; le 6* de 23 est 3 que l’on écrit à la droite des deux chiffres précédents, et il reste 5 qui, suivi du chiffre 7, donne 57 ; le 6' de 67 est 9 pour 54 , et il reste 3 qui , suivi du chiffre 3 , donne 33 ; le 6' de 33 est 5 pour 3 o , et il reste 3 qui , suivi du chiffre 2, donne 3 * ; le 6 ' de 3 a est 5 pour 3 o; enfin, le 6 * de 24 est 4. Donc le
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quotient cherché est ^53g554- Kn elle t , si 1 on multiplie ce dernier nombre par 6, ou trouve pour produit,
Pareillement, le 8' du nombre 9726647 | ®
est 19.1 57o5. .7
et il reste 7.
Preuve par la multiplication. 8
N. B. — Dans cet exemple, lorsqu’on 979564»
est parvenu au chiffre 7 des centaines du 7
quotient, comme on 11’obtient pas de 9796647 reste, et que le chiffre suivant, 4, est
plus petit que 8, cela indique qu’il n’y a pas de dixaincs au quotient; alors on met un o pour en tenir lieu; puis, faisant suivre le chiffre 4 du chiffre 7 dns unités , ce qui donne 47 , on dit: le 8 e de 47 est 5, que l’on écrit à la droite du o, et il reste 7.
35. Venons au cas ou le dividende et le diviseur sont composés de plusieurs chiffres.
Pour découvrir le procédé del’opération , proposons-nous de multiplier les nombres 5g4 et 4^7; après quoi nous vérifie-
rons le résultat au moyen de la division.
Il résulte de celte multiplication, que 5p4
le produit 969678 se compose des trois 4^7
produits partiels du multiplirande594 par 4'^8
les unités, les dizaines, et les centaines du 1 789
multiplicateur 437. Donc réciproquement, 2376 étant donnés le produit 269678 et l'un de 269678 ses facteurs 5q4 , pour trouver le second
facteur, ou le quotient de la division du premier nombre par le second , il faut tâcher de mettre en évidence dans le produit 2.59678, les trois produits partiels dont il se compose. La chose ne paraît pas facile,;: cause des réductions qui se sont opérées entre les chiffres dans l’addition des produits partiels; cependant on y parvient en raisonnant comme il suit»
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Le produit partiel de 5g.{ par les centaines du quotient ne pouvant donner moins que des centaines, se trouve nécessairement compris dans les 5.595 centaines du dividende. Cela posé, je dis que, si l'on cherche le chiffre qui exprime leplus grand nombre de fois que 5g4 est contenu dans _ 25g5, ce chiffre sera celui des centaines du quotient total.
D'abord, ce chiffre n’est pas plus fort que le chiffre des centaines, puisque son produit par 5g4, donnant un nombre plus petit que a5g5 centaines, le quotient total est au moins égal h autant de fois 100 qu’il y a d’unités dans ce chiffre. En second lieu , ce chiffre n’est pas plus faible que le chiffre des centaines, puisque, si on l’augmentait seulement d’une unité, le produit du nouveau chiffre par 5g4 donnerait au moins 25g6 centaines, et ne pourrait par conséquent être soustrait du dividende aSgS’jB; ainsi, ce chiffre doit être celui des centaines du quotient.
La difficulté, pour déterminer le chiffre des centaines du quotient, consiste donc à chercher combien de fois 25g5 contient 5g4 , ou, ce qui revient au même, à chercher le chiffre qui, multiplié par 5g4 , donne le plus grand produit contenu dans25g5.0n pourrait d’abord obtenircecbiffre en soustrayant successivement et autant de fois que possible , 5g.j de 25g5; mais on simplifiera cette recherche en observant, d’après la règle ( n° 19) de la multiplication d’un nombre de plusieurs chiffres par un nombre d’un seul, que 25 est, à quelques unités près provenant des retenues, le résultat de la multiplication du chiffre 5 de 5g4 , par le chiffre cherché. Or, si l'on divise ?5 par 5, on obtient pour quotient 5, qui est évidemment un chiffre trop fort : car, dans la multiplication de 5g4 par 5 , le produit de g par 5 est 45 dixaiues , ce qui donne !\ centaines à reporter sur le produit de 5 par 5 ou 25. Essayons donc 4 ; le produit de 5g4 par \ est 23^8, nombre qui est plus petit que 2695 , et qu’on écrit alors au-dessous de ce dernier
OOOO
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nombre ; ainsi, 4 est le véritable chiffre des ccutaines du quotient; c’est pourquoi on l’écrit sous lè diviseur, comme on le voit ci-dessus. (On voit d’ailleurs que 2876 est le 3 c produit partiel qu’on a obtenu en multipliant 5 g 4 par 437.)
Soustrayant 2376 de 25 g 5 , et abaissant à côté du reste 219 les chiffres suivants du dividende , on a 21978 , nombre qui se compose encore de la somme des produits partiels de 5 g 4 par les dixaines et par les unités du quotient.
Pour obtenir les dixaines, on raisonnera comme précédemment. Le produit de 5 g 4 par des dixaines , ne pouvant donner d’unités d’aucun ordre inférieur à celui des dixaines, se trouve nécessairement dans les 2197 dixaines du nouveau dividende ; et si l’on cherche le chiffre qui exprime le plus grand nombre de fois que 5 g 4 est contenu dans 2197, ce chiffre sera celui des dixaines du quotient. D’abord, il n’est pas trop fort, puisque son produit par 5 g 4 pouvant être soustrait de 2197 dixaines, le quotient est au moins égal à autant de dixaines qu’il y a d’unités dans ce chiffre. Ensuite, il n’est pas trop faible, puisque, si on l’augmentait seulement d’une unité , le produit du nouveau chiffre par 5 g 4 donnerait au moins 2198 dixaines et ne pourrait plus être soustrait du dividende 21978.
Voyons donc combien de fois 2197 contient 5 g 4 , ou plutôt, d’après l’observation faite ci-dessus, combien de fois 21 contient 5 . On trouve 4 ; mais dans la multiplication de 5 g 4 par 4 » le produit de 9 par 4 est 36 , ce qui donne 3 centaines à reporter sur le produit de 5 par 4 , ou 20 ; ainsi 4 est trop fort. Essayons 3 ; le produit de 5 g 4 par 3 est 1782, nombre plus petit que 2197 (on l’écrit alors sous 2197) : ainsi, 3 est le chiffre des dixaines du quotient; et on le place à la droite du chiffre 4 déjà trouvé. (Le produit 1782 est d’ailleurs le 2 'produit partiel de la multiplication de 5 g 4 par 437 -)
Soustrayant 1782 de 2197, et abaissant à côté du reste 4 'S le chiffre 8 du dividende , on obtient 4 * 58 , nombre qui représente le produit partiel de 5 g 4 par les unités du quotient.
Cherchant enfin combien de fois 4 1 58 contient 5 g 4 , ou plutôt, combien de fois 4 1 contient 5 . ou trouve 8 ; mais 8 est trop
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fort, comme il est aisé de le voir; essayons 7 : le produit de 5<)4 P a *' 7 est 4 1 58 , nombre qui, soustrait de la partie restante du dividende , donne pour reste o ; ainsi 7 est le chiffre des unités du quotient; donc 437 est le quotient demandé.
En effet, il résulte évidemment des opérations précédentes, qu'011 a soustrait successivement du dividende 25 g 5 y 8 les produits partiels de 5 g 4 par [\ centaines , 3 dixaines, 7 unités ; et puisque , après toutes ces opérations , il ne reste rien, il s’ensuit que 259578 est égal au produit de 5 g 4 par 437.
54 . Soient maintenant deux nombres , 384 4^*3 7 et 857 , pris au hasard ; et proposons-nous de diviser le premier par le second.
La première difficulté que présente 3844637 I 657
cette opération , consiste à déterminer 3,85 15857
l’ordre des plus hautes unités du quotient , et le nombre de ces plus hautes unités. 11 est d’aliord évidentque, si l’on prenait à la gauche du dividende autant de chiffres qu’il y en a dans le diviseur, c’est-à-dire trois, et que l’ensemble de ces chiffres contint le diviseur, le quotient cherché aurait des dixaines de mille; mais comme il n’en est pas ainsi dans cet exemple , le quotient renferme au plus des unités de mille; il en contient au moins une, puisque le produit de 657 par 1000, ou 657000, est évidemment plus petit que le dividende ; 'ainsi , nous sommes certains déjà que le quotient se compose de mille , centaines, dixaines, et unités.
Pour trouver les mille, remarquons que le produit de 657 par des mille , 11c pouvant donner moins que des mille , se trouve nécessairement dans les 3844 w»r"Zfc du dividende ; et si l’on cherche le chiffre qui exprime 1 e plus grand nombre de fois que 667 est contenu dans 3844 » ce chiffre sera celui des mille du quotient. D’abord , ce chiffre n’est pas trop fort , puisque son produit par 65 j donnant moins que 3844 peut être soustrait du dividende, et qu’ainsi, le quotient est au moins égal à autant de fois 1000 qu’il y a d’unités
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dans ce chillrc ; il n’est pas trop faible, car si on l'augmentait seulement d’une unité, le produit par 65^ donnerait au moins 3845 mille, et ne pourrait être soustrait du dividende.
Cherchons donc combien de fois 3844 contient 65^, ou simplement, combien de fois 38 contient 6 . On trouve 6 ; mais 6 est trop fort : car dans la multiplication de 657 P ar 6 . I e produit de 5 par 6 est 3o , ce qui donne 3 centaines à reporter sur le produit de 6 par 6 ou 36. Essayons donc 5 ; le produit île 657 par 5 est 3285 (qu’on écrit au-dessous de 3844) > el l’on place 5 au quotient, comme exprimant les mille Au quotient total. *
Soustrayant 3285 de 3844 i et abaissant à côté du reste 55q les autres chiffres du dividende, on obtient 55q637, nombre qui se compose encore des produits partiels de 657 par les centaines, les dixaines, et les unités du quotient, et sur lequel il faut par conséquent raisoungr el opérer comme sur le dividende primitif.
Pour obtenir les centaines, on prend les 55g6 centaines du nouveau dividende; et l’on cherche combien de fois 55q6 contient 657 , ou simplement, combien de fois 55 contient 6 . O 11 trouve 9 pour quotient; mais 9 est évidemment trop fort. Essayons 8 : le produit de 657 par 8 est 5256 , nombre plus petit que 5696 ; ainsi , 8 est le chiffre des centaines du quotient; écrivons ce chiffre à côté du chiffre déjà trouvé, et plaçons d’ailleurs le produit 5256 sous 55q6 , pour soustraire le premier nombre du second.
Effectuant cette nouvelle soustraction, et écrivant à côté du reste 34o, les autres chiffres 37 du dividende, onobtient34o37, nombre qui contient encore les produits partiels de 667 par les dixaines et les unités du quotient.
Divisant 34o3 par 657 , ou plutôt 34 par 6 , on trouve 5 Le produit de 657 par 5 est 3285 , nombre plus petit que 3jo3 ; ainsi , 5 est le chiffre des dixaines , et on l’écrit à la droite des deux précédents; puis on place le produit 3?.85 sous 34o3, et l’on fait celle nouvelle soustraction.
Écrivant à côté du reste 1 18 le dernier chiff re 7 du dividende.
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on obtient i 187, nombre qui contient évidemment 65^ unr fois ; ainsi 1 est le chiffre des unités du quotient, et ou le place à la droite des trois précédents ; ce qui donne 585t pour le quotient demandé.
Soustrayant d'ailleurs 65 7 de 1187, on trouve pour reste 53o , ce qui indique que le dividende proposé est compris entre le produit de 657 par 585i et celui de 657 par 585a.
On peut d’ailleurs vérifier l’opération, en multipliant 657 par 585 1 , ou 585 1 par 657, et ajoutant au produit le reste 53o.
Voici les détails de celte preuve 1
N. B. — On peut observer que, dans le cours des operations, il suffit de descendre à côté de chaque reste le chiffre suivant du dividende; et l'on continue ainsi jusqu’à ce qu’on les ait abaissés tous.
33. La détermination de chaque quotient partiel d’après le moyen indiqué jusqu’à présent, exige un tâtonnement plus ou moinslong; et encore n’est-on bien sûr de l’exactitude .lu chiffe e essayé, qu’après que l’on a pu soustraire du dividende partiel le produit du diviseur par ce chiffre.
Il^exisle toutefois un moyen de s’assurer si le chiffre qu’on essaie est bon , avant d’entreprendre la soustraction dont nous venons de parler. Ce moyen consiste à diviser par la pensée le. dividende partiel par le chiffre , en opérant comme dans le 3' exemple du n® 52, ri pousser cette opération tant que les chiffres obtenus au quotient de celte division mentale , sont les mêmes que les chiffres correspondants du diviseur proposé , et à s’arrêter du moment où l'un des chiffres obtenus
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«st plus grand ou plus petit que le chiffre correspondant du diviseur. Si le chiffre obtenu est plus grand, nul doute que le chiffre essayé ne soit bon} si le chiffre obtenu est plus petit, on peut également affirmer que le chiffre essayé est trop fort ; on le diminue alors d’une unité ; puis on opère sur le nouveau chiffre comme sur le précédent.
Soit, pour exemple, à diviser 13^836 par 1 583 .
Le premier dividende partiel étant 137836 |583
13783, on est conduit à dire : en i 3 coin- 12664 *"87
bien de fois 1 ? 1 3 fois. Mais le premier 7.
quotient partiel 11e pouvant être que 9 ai^ 1 1 *9 plus, il faut essayer 9; et pour cela, on 1 lo ^‘ dit : le 9 e de 1 3 est 1 pour 9, et il reste 4 ; le 9* de 47 est 5 pour 45 , et il reste 2; le 9' de 28 est 3 , chiffre plus petit que le 3 e chiffre 8 du diviseur proposé ; donc 9 est trop fort , car le 9' de 13783 étant moindre que ce diviseur, on ne peut soustraire 9 fois celui-ci du dividende partiel. Essayons maintenant 8; or, le 8 e de i 3 est 1 pour 8, et il reste 5 ; le 8' de 67 est 7, chiffre plus grand que le 2' chiffre 5 du diviseur proposé ; ainsi le chiffre 8 est bon, puisque, le 8 ' de 13783 surpassant le diviseur proposé, on peut soustraire 8 fois ce diviseur du dividende partiel.
Multipliant 1 583 par 8 et soustrayant le produit 12664 du dividende partiel, on obtient pour reste, 1119, et pour second dividende partiel, 1 1 196.
On dit ensuite : en 1 1 combien de fois 1 ? 1 1 fois; mais il est évident que le 2' quotient partiel ne peut être que 8 au' plus, puisque le nouveau dividende partiel est moindre que le premier. Essayons donc 8 ; or, le 8' de 1 1 est 1 pour 8 , et il reste 3 ; le 8 e de 3 1 est 3 , chiffre plus petit que le 2* chiffre du diviseur proposé ; d’où l’on conclut que 8 est trop fort , puisqu’on ne saurait soustraire 8 fois ce diviseur du second dividende partiel. Essayons maintenant 7 ; or, le 7* de 11 est 1 pour 7, et il reste 4 ; le 7' de 4 > est 5 pour 35 , et il reste 6 ; le 7' de 69 est 9, chiffre plus grand que le 3 * chiffre 8 du diviseur primitif; donc le chiffre 7 est bon, puisque le 7' de
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1 1 196 étant plus prand que i 583 , ou peut soustraire 7 fois ce dernier nombre de 1 1 iq6.
Multipliant 1 583 par 7 et soustrayant le produit 11081 de 1119b, on obtient pour reste 1 1 5 , et pour quotient cherché , 87.
A . Il, — Quand on est obligé de pousser l’essai jusqu’au chiffre des unités du premier ordre, il en résulte cet avantage, que la soustraction se trouve toute faite.
Ainsi, pour diviser 12670 par i 583 , après avoir constaté que 9 serait trop fort, on essaie 8 en disant : le 8* de 12 est 1 pour 8 , et il reste 4 ; le 8 ' de 46 est 5 pour 4 o , et il reste 6 ; le 8' de 67 est 8 pour 64 , et il reste 3 ; le 8' de 3 o est 3 pour 24, et il reste 6 .
On reconnaît donc à la fois que le quotient est 8, et que le reste de la soustraction est 6 ; c’est-à-dire que le dividende contient 8 fois le diviseur, et en outre 6 unités.
36. Règle générale.— Pour diviserdeux nombresenliers l’un par l’autre, écrivez le diviseur à la droite du dividende; séparezles par un trait vertical; et tirez une barre au-dessous du diviseur.
(.ela fait , prenez à la gauche du dividende autant de chiffres qu'il y en a dans le diviseur, ou un de plus si l'ensemble de ces premiers chiffres est plus petit que le diviseur; vous obtenez ainsi UN premier dividende partiel dont le chiffre à droite exprime des unités de même ordre que les plus hautes unités du quotient. Cherchez ( n° 36) combien de fois ce dividende partiel contient le diviseur. Ce quotient obtenu , écrivez-le sous le diviseur; multipliez le diviseitr par ce chiffre, et soustrayez le produit, du premier dividende partiel.
Abaissez à côté du reste le chiffre suivant du dividende, ce qui donne un second dividende partiel. Cherchez, comme précédemment , combien de fois ce second dividende partiel contient le diviseur, et écrivez ce nouveau quotient à la droite du premier ; multipliez le diviseur parce second quotient , et retranchez le produit, du second dividende partiel.
Abaissez à côté de ce second reste le chiffre suivant du dividende, ce qui donne un troisième dividende partiel, sur lequel vous opérez comme sur les précédents.
de r.A nivrsro!».
C onlinuez celte série d'opérations jusqu'à ce que nous ayez abaissé, le dernier chiffre , en ayant soin , à chaque opération , d’écrire le quotient que vous obtenez , à la droite des précédents , afin de donner à ceux-ci leur véritable valeur. Si , après toutes ces opérations, il 11e reste rien , la division est dite exacte. Si vous obtenez un reste, vous l’ajoutez, dans la preuve, au produit du diviseur par le quotient trouvé.
57. Après s’ètre bien familiarisé avec les diverses parties de ce procédé , on peut encore abréger beaucoup les opérations partielles, en effectuant les multiplications elles soustractions tout à la fois, comme on va le voir dans l’exemple suivant qui est un des plus difficiles qu’on puisse se proposer.
Diviser g63g475 par 2789.
Je prends d’abord les quatre premiers chiffres à gauche du dividende, puisque leur ensemble contient le diviseur; et je divise 9639 par 2789 , ou simplement 9 par 2 ; il vient 4 pour quotient; mais il est aisé de voir ( n° 35) que ce chiffre est trop fort. J’essaie donc 3, qui est le véritable chiffre , car le tiers de 9 est 3 , chiffre plus giand que le premier chiffre 2 du diviseur.
Cela posé, au lieu de multiplier 2789 par 3 et d’écrire le produit sous 9639, pour en faire la soustraction , j’opère ainsi qu’il suit : je dis 3 fois 9 font 27 ; ôtez 27 de 9 (dernier chiffre à droite de 9839) , cela ne se peut ; je suppose g augmenté de 2 dixaincs, ce qui donne 29, et je retranche 27 de 29; il reste 2 que j’écris au-dessous de 9639, après avoir souligné ce dernier nombre. Observons maintenant que les 2 dixaines ajoutées sont censées avoir été empruntées sur le chiffre 3, qui ne vaut plus que 1 ; mais (n° 14 ) il revient évidemment au même, et cela est plus commode, de retenir lésa dixaines pour les joindre au produit des dixaines du diviseur par le quotient 3, et pour soustraire le tout, des dixaines du dividende 9639, prises en totalité.
.Te dis donc ensuite 3 lois 8 font 24, et 2 de retenue font 2(>;
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26 de 3 , cela ne se peut; mais empruntant 3 centaines sur le chiffre îles centaines du dividende partiel , j’obtiens 33 , et je soustrais 26 île 33 ; il reste 7, que j’écris sous le 3 du dividende partiel; je retiens d’ailleurs les 3 centaines.
3 fois 7 font 21 , et 3 de retenue font 24 ; 24 de 6, cela ne se peut; mais ?-4 de 26, il rcste2, que j’écris sous le 6du dividende partiel ; et je retiens 2 mille.
Enfin, 3 fois 2 font6, et 2 de retenue font 8 ; 8 de 9, il reste 1 , que j’écris sous le 9.
11 reste donc 1272; à côté de ce nombre j’abaisse lecliilfre .j du dividende ; ce qui donne le second dividende partiel 12724 , sur lequel j’opère de la même manière.
En 12724 combien de fois 2789, ou en 12 combien de fois 2? Il y est 6 fois; or 6 et même 5 sont trop forts, comme il est aisé de le reconnaître (n° 58 ); mais 4 est bon, et j’écris 4 au quotient à la droite du 3 ; et je dis 4 fois 9 font 36 ; 36 de 4 , cela ne se peut; mais 36 de 44 > d reste 8, que j’écris au-dessous du 4 , et je retiens 4.
4 fois 8 font 3 a, et 4 de retenue font 36 ; 66 de 2, cela ne se peut ; mais 36 de 42, il reste 6 , que j’écris au-dessous du 2, et je retiens 4 -
4 fois 7 font 28, et 4 de retenue font 3 a , 32 de 37, il reste 5 , que j’écris sous le 7, et je retiens 3 .
Euliii , 4 fois 2 font 8, et 3 de retenue font 11; 11 de 12, il reste 1, que j’écris sous le 2.
Le reste de cette nouvelle opération est i 568 , à côté duquel j’abaisse le chiffre suivaut du dividende; j’ai 16687 pour troisième dividende partiel, sur lequel j’opère de la même manière, ainsi que sur les suivants; et j’obtiens enfiu pour quotient, 3456 , avec le reste 6gi.
Voici le tableau des operations pour un nouvel exemple :
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315. Première remarque, sur la division. — Ce dernier exemple donne lieu à une observation importante :
Après avoir trouve' pour premier quotient 5, et pour premier reste t4?3 , on abaisse à côté de ce reste le chiffre suivant, ce qui donne pour second dividende partiel i473ç). Or, ce dividende partiel ne contient pas le diviseur ; donc le quotient total n’a pas de centaines, puisque, s’il en avait seulement une, son produit par 3ç)t>3 r ] devrait pouvoir être soustrait du dividende partiel i473g; ce qui n’a pas lieu. Mais pour conserver au chiffre 5 du quotient la valeur qu’il doit avoir, il faut écrire au quotient un o qui tienne lieu des centaines ; et abaissant ensuite à côté de i473g le chiffre suivant 6 du dividende, on continue l’opération ; ce qui donne successivement le chiffre des dixaines et le chiffre des unités.
En général, toutes les fois qu’en abaissant à côté d’un reste, le chiffre suivant, on obtient un nombre moindre que le diviseur, cela indique que le quotient n’a pas d’unités de l’ordre du chiffre abaissé; alors on met au quotient un o, pour tenir la place des unités qui manquent , et donner ainsi aux chiffres significatifs déjà trouvés, leur valeur relative. On abaisse ensuite à côté de ce dividende partiel, un nouveau chiffre , et ion continue i opération.
39 . Seconde remarque . — Lorsqu’une opération partielle aélé bien faite, c'est-à-dire lorsque le chiffre du quotient, relatif à cette opération, a été exactement déterminé, on ne peut pas, dans l’opération suivante ; trouver plus de g au quotient: car supposer que l’on put obtenir seulement îo, ce serait supposer que le chiffre précédent est trop faible d’une unité.
Il existe d’ailleurs un signe certain auquel on reconnaît qu’un chiffre du quotient est bien déterminé ; c’est lorsqu’en soustrayant le produit partiel du diviseur par ce chiffre, on obtient un reste moindre que le diviseur. Si ce reste est supérieur ou égal au diviseur, il faut augmenter d’une unité le chiffre trouvé d’abord.
40. Comme, dans les trois premières opérations de l’Arithmétique, les calculs s’effectuent à commencer parla droite,
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il est naturel de demander pourquoi , dans la division, on commence au contraire par la gauche. Pour répondre à cette question , il faut observer que, le dividende étant la somme des produits partiels dji diviseur par les unités , les dixaincs , les centaines, etc., du quotient, tous ces produits partiels se fondent les uns dans les autres; et il n’est pas possible de mettre d’abord en évidence le produit du diviseur par les unités , le produit par les dixaiues, etc. ; tandis que, d'après le procédé indiqué précédemment, on détermine sur-lecbainp dans quelle partie du dividende se trouve le produit par les unités les plus fortes.
(Auresle,on pourrait commencer l’opération par la droite, en l’effectuant par des soustractions successives, comme ou l’a indiqué n° 30 ) (*).
-il. Donnons maintenant quelques usages de la multiplication et de la division.
Première question. — On demande le prix de ?.56 { mètres d'un certain ouvrage, en supposant que le mètre coûte 47 francs.
Puisque chaque mètre coûte fa francs, il est clair qu’en répétant cette valeur 2564 fo* s ) 0,1 aura le prix des a564 mètres. Ainsi il suflit d’effectuer le produit de 47 par 2564, 0,1 plutôt ( n° 28) le produitde 2564 I ,ar 47! ct 1'°" obtiendra le nombre de francs demandé.
On a pour ce produit , i2o5o8 ; donc, 2564 mètres ont coûté i2o5o8fr.
(*) Nous ajouterons encore Ja remarque suivante :
Pour peu qu'on réfléchisse sur le procédé general de (.«division et sui le* exemples qui ont servi à l’expliquer, on est conduit h celle conséquence, que — Quels que soient le dividende et le diviseur , le nomhiie total des chiffres du quotient est égal nu nombre plus un des chiffres du dividende , qui se trouvent à lu droite du premier dividende partiel ; puisque le pre* mier dividende partiel donne un chiffre au quotient, cl que chacun des chiffres que l’on abaisse ensuite dans le dividende en donne un nouveau.
En d'autres termes, ce nombre total est égal a la différence entre te nombre des chiffres du dividende et le nombre des chiffres du diviseur , ou bien, a cette différence plus un , suivant que le premier dividende partiel a un chiffic de plus ou le mUmc nombre de chiffres que le diviseur.
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Seconde question. — Le mètre d’un certain ouvrage en maçonnerie coûte 3g francs; on demande combien on fera construire de mètres pour 83g5 francs,
II est clair qu’autant de fois 3g sera contenu dans 83g5, autant de mètres on pourra faire construire ; ainsi , il suffit de diviser 83g5 par 3g; et le quotient qu’on obtiendra sera le nombre de mètres demande.
83g5 3g 5g 2i5"'' io
Comme on obtient , outre le quotient 2i5, un reste io , il faut savoir l’usage qu’on doit faire de ce reste.
Observons que, si le dividende renfermait i o francs de moins, il serait le produit exact de 3g par 1 15 ; ainsi , le nombre de mètres demandé serait 2i5; mais comme on a io francs de plus, il s’agit de déterminer la fraction de mètre qu’on peut faire construire avec ces io francs.
Or, avec un franc, on aurait évidemment — de mètre,
puisqu’on a un mètre pour 3g francs ; donc avec i o francs , on
doit avoir io fois — ou ^ de mètre ( voyez n° 8); ainsi 2i5 3g 3
mètres plus ^ de mètre forment le résultat demandé.
Tel est, en général, l’usage qu’on doit faire du reste d’une division , lorsqu’en effectuant cette opération, on a en vue de résoudre 'une question relative à des nombres concrets :
On conçoit Limité du quotient (dont la nature est toujours déterminée par l’énoncé de la question) divisée en autant de parties égales qu’il y a d’unités dans le diviseur ; on prend Hune de ces parties autant de fois qu’il y a <f unités dans le reste de la division; puis on ajoute la fraction qui en résulte nu nombre entier déjà obtenu.
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Tiloisième question. — On a payé 21478 fr. pour 8 g 5 mènes d'une certaine étojflc ; on demande le prix du mètre de cette étoffe.
Si I 'oh connaissait le prix du mètre , en le répétant 8 g 5 fois, 011 devrait reproduire 21478 francs ; ainsi, il suffit encore de diviser 21478 par 8 ç) 5 .
3578 Ti/'-jHfê
( outille le dividende, outre le produit de 8 g 5 par 23 , contient encore 893 francs , il s'ensuit que le prix du mètre est 23 fr., plus une fraction qu’il s’agit rie déterminer.
Pour y parvenir, remarquons que répété 895 lois,
ogj
donne 1 ; ainsi, ~g répété 8 g 5 fois, donne 8 g 3 ; et par cnn- 8 q 3
séquent, 23 plus ts t un nombre <pii , multiplié par 8 r) 5 , reproduit 21478. Donc enfin , le prix demandé est 2.3 francs
plus lie liane.
Ce résultat s’accorde avec la règle établie dans l’exemple précédent.
Quatiiième question. — Supposons que ,{ 98 personnes aient à partager également une somme de 1 348708 francs ; on demande la part qui revient à chacune.
4io8
l.e quotient de cette division étant 2708, et le reste 124, on peut déjà conclure que , si la somme à partager était diminuée
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de 12.4 francs, chaque personne aurait pour sa pari, 2708 lianes. Mais comme la somme renferme 124 francs de plus que le produit de 2708 par 4ç)8 , il s’ensuit que chaque personne doit avoir 2708 francs, plus une partie des 124 francs. ‘Pour se tonner une idée de cette partie, on peut d’abord considérer le nombre 124 comme ON tout qu’il faut diviser en 498 parties égales ; et l'une de ces parties est la fraction qui doit compléter le quotient ; mais il est plus simple (n° 8 ) de concevoir l’unité, qui est ici le franc , divisée en 498 parties égales appelées
498''"'’, et de prendre 124 de ces parties , ce qui donne 7--^ pour la fraction à ajouter au quotient entier.
42 . IK. 1 ). — Ce dernier exemple nous conduit à une remarque dont nous ferons souvent usage ; c’est que, diviser le nombre 124 en 498 parties égales, revient à prendre 124 fois la 498' partie de l’unité. Eu effet, si, au lieu de 124, on avait seulement 1 à diviser en 498 parties égales, chaque partie
serait ; mais comme le nombre à partager est 124 fois
plus grand , ou conçoit que le résultat du partage doit être
124 fois plus grand, ou égal à 12.4 fois 7-^3 , ou bien enfin, , 49 y
•De même, diviser i 5 en 28 parties égales, revient à prendre t 5 fois la 28' partie de l’uuité. Car, si l’on avait seulement 1
à diviser en 28 parties égales, chaque partie serait égale à — ; mais comme on a à partager 1 5 , ou un nombre i 5 fois plus
grand, le résultat doit être égal à j 5 fois — , ou à
En général , diviser un nombre en autant de parties égales qu'il y a d’unités dans un autre, revient à diviser l’unité en autant de parties égales qu’il y a d’unités dans le second , et à prendre l'une de ces parties autant de fois qu’il y a d'unités dans le premier.
WtlNCH'ES Slill LA MULTIPLICATION ET LA DIVISION.
Autres principes sur lu multiplication et la division.
43. Des propositions démontrées n°‘ SS. .'. .28, on déduit quelques conséquences qu’il est bon de faire connaître , parce qu’elles sont d’un usage continuel eu Arithmétique.
Observons avant tout que, d’après les définitions memes de la multiplication et de la division des nombres entiers, on rend un nombre entier autant de fois plus grand ou plus petit qu’il y a d’unités dans un autre , en multipliant ou divisant le premier nombre par le second.
Ainsi, lorsqu’on multiplie 24 par 6, le produit i44 ( l ll ’ on obtient est 6 fois plus grand que 24, puisqu’il résulte de l’addition de 6 nombres égaux A 24. De même, si l’on divise 24 par 6 , le quotient 4 est 6 fois plus petit que 24, puisque ce quotient répété 6 fois, reproduit 24.
Cela posé, je dis d’abord que si, dans une multiplication, on rend le multiplicande ou le. multiplicateur un certain nombre de fois plus grand ou plus petit , le produit est , par ce changement, rendu le même nombre de fois plus grand ou j>lus petit.
Soit, par exemple, à multiplier 47 par 6, et supposons qu’au lieu d’effectuer cette opération, 011 multiplie 47 par ?-4> qui est 4 fois plus grand quc6 ; comme , d’après ce qui a été dit n° 20, multiplier 47 par 2.4 revient à multiplier 47 par 6 et le produit obtenu par 4> il s’ensuit que le produit de 47 par a4 est égal à 4 fois le produit de 47 par 6 , ou bien , est 4 fois plus grand que le produit de 47 par 6.
Réciproquement, le produit de 47 par 6 (qui est le quart de 24) étant six lois plus petit que le produit de 47 par 24, il s’ensuit que si l’on rend le multiplicateur 4 fois plus petit , ou si on le divise pat'4, le produitest, par ce changement, rendu 4 fois plus petit.
On a vu d’ailleurs ( n° 2d) que , dans une multiplication tle deux facteurs, on peut intervertir l’ordre des deux facteurs; donc ce qui vient d’etre dit par rapport au multiplicateur, s’applique également au multiplicande; donc, etc. . . .
PRINCIPES SUR LA MULTIPLICATION ET LA DIVISION
Il résulte de là qu’c» ne change pas la valeur d’un produit, en rendant le multiplicande un certain nombre de fois plus grand , pourvu qu'on rende en même temps le multiplicateur le même nombre de fois plus petit , c’est-à— dire en multipliant le premier facteur par un certain nombre , et divisant le second par le meme nombre : car, d’après ce qui vient d’être dit, il y a évidemment compensation; c’est-à-dire que la seconde opération détruit l’effet de la première.
C’est sur cette dernière conséquence que se fonde un moyen quelquefois employé pour vérifier la multiplication.
Soit 347 à multiplier par 72. Multiplier 347 par 72 revient à multiplier 2 fois 347, ou 6g4 , par la moitié de 72, ou par 36 . Ainsi , après avoir multiplié 347 par 72, on peut ensuite multiplier 6 g 4 par 36 ; et si la première opération est juste, on doit retrouver le même nombre.
Maintenant , puisque , dans la division , le dividende est un produit dont le diviseur et le quotient sont les deux facteurs, il s’ensuit que , si l’on rend le dividende un certain nombre de fois plus grand ou plus petit, c’est-à-dire si on le multiplie ou si on le divise par un certain nombre entier, le quotient est, par ce changement , multiplié ou divisé par le même nombre.
En effet , comme, après le changement, le quotient multiplié par le diviseur doit reproduire un dividende un certain nombre de fois plus grand ou plus petit que le premier, il faut nécessairement, le diviseur restant le même, que le quotient soit ce même nombre de fois plus grand ou plus petit.
Au contraire, si, sans altérer le dividende, on rend le diviseur un certain nombre de fois plus grand ou plus petit , le quotient est par-là rendu ce nombre de fois plus petit ou plus grand : c’est en effet la seule hypothèse admissible pour que la multiplication donne le même produit ou le même dividende.
Donc, en multipliant ou divisant le- dividende et le diviseur par un même nombre, on ne change pas le quotient ; puisque si, par le changement lait sur le dividende , on multiplie ou divise
CHAPITRE II
Des Fractions.
44. On a déjà vu (n“* I et 8) ce que c’est qu’une fraction , et quelle idée ou doit s’eu former. Ou distingue toujours deux termes dans une fraction , le dénominateur et le numérateur. Le dénominateur indique en combien de parties égales l'unité est divisée, et le numérateur, combien on prend de ces parties ; l’ensemble des parties que l’on prend constitue la fraction.
Ainsi, dans la fraction -j , qu’on énonce trois quarts , 4
est le dénominateur et indique que l’unité est divisée en 4 parties égales ; 3 est le numérateur et indique qu’on prend
3 de ces parties. De même la fraction , que l’on énonce
orne douzièmes , exprime ti parties de l’unité supposée divisée en 12 parties égales.
On a vu également (n° 42) qu’une fraction telle que — est
équivalente à la i5' partie du tout exprimé par i3 ; c’est-à-dire qu’une fraction peut encore être considérée comme le quotient de son numérateur divisé par son dénominateur ; en sorte que treize fois le quinzième de l’unité, ou treize quinzièmes , et la quinzième partie de treize, ou treize divisé par quinze, sont des expressions identiques.
• 48. De la définition que nous venons de donner du numérateur et du dénominateur , résultent évidemment les conséquences suivantes :
rHlPfCIPES FONDAMENTAUX
tio
i“. Si, sans altérer le dénominateur d’une fraction, on multiplie ou divise son numérateur par un nombre , la nouvelle fraction sera ce nombre de fois plus grande ou plus petite que la première.
En effet , lorsqu'on multiplie le numérateur -par 2 , 3, 4,..., on indique par là qu’on prend 2 , 3 , 4 .••• fois plus de parties; et, comme les parties sont les mêmes , la nouvelle fraction est
2 , 3, 4 ... fois plus grande. Ainsi, soit la fraction -g; il est J2 j 3 2I
clair que—, — ~ sont des fractions 2 , 3, 4 >•• • fois
plus grandes que la première.
Au contraire, en divisant le numérateur par 2 , 3, 4 •••, on indique que l’on prend 2 , 3, 4> - • • fois moins de parties; 3 2
donc, etc.... Ainsi, ^ , sont respectivement a, 3 fois
plus petits que -g.
2 0 . Si , sans altérer le numérateur, on multiplie ou divise, le dénominateur d’une fraction par un nombre, on divise ou multiplie la fraction par ce nombre.
En effet, lorsqu’on multiplie le dénominateur par 2 , 3 ,4--m on indique que l’unité est divisée en 2,3,4 •••• f° is pl us de parties égales ; les nouvelles parties sont donc 2 , 3 , i\, ... fois plus petites; et comme on prend toujours le meme nombre de ces parties , il s’ensuit que la fraction résultante est 2 , 3, 4 ,--fois plus petite.
Au contraire , si l’on divise le dénominateur par 2 , 3, f \ ,..., l’unité se trouve divisée en 2 , 3, \,... fois moins de parties égales; les nouvelles parties sont donc 2 , 3, 4> - • • f° ls plus graudes ; et comme on en prend toujours le même nombre, il s’ensuit que la fraction résultante est 2 , 3, 4 ? fois pl us grande que la première.
3°. On ne change point la valeur d'une fraction en multipliant ou divisant ses deux termes par un même nombre.
K 11 effet , il résulte des deux premiers principes, que l’effet de
SU K LUS I HACnONS.
l'opération exécutée sur le dénominateur détruit l'effet de l’opération exécutée sur le numérateur, et qu’ainsi il y a compensation.
Par exemple, les tractions -, -,
8’ 19.’ iG’ zo
. , sont toutes
équivalentes à la fraction y, puisqu’elles résultent de la multiplication de chacun de ses deux termes par 2 , 3 , 4 , 5 , . . . . De même, la fraction ^ est égale à chacune des fractions — , puisqu’on obtient ces dernières en divisant les
deux termes de -rj: par 2 , 3 , 4 , • • •
Ces diverses propositions sont analogues aux principes établis (n“ 45) sur la division des nombres entiers, et doivent par conséquent être regardées comme une extension des mêmes principes aux fractions.
46. Comme la troisième proposition est d’une application continuelle, nous croyons devoir en donner une démonstration directe et indépendante des deux premières.
Prenons pour exemple la fraction ÿ, et multiplions par 3 les
deux termes 5 et 8, ce qui donne ; je dis que celle dernière
fraction est équivalente à la première.
E 11 effet, l’unité principale étant d’abord divisée en huit parties égales, divisons chaque huitième c n trois parties égales : l’unité se trouve ainsi divisée en vingt-quatre parties égales. Chaque huitième vaut donc trois vingt-quatrièmes, et cinq huitièmes valent cinq fois trois, ou quinze vingt-quatrièmes ,
c’est-à-dire que les fractions 5 et -- ont absolument Ja même
valeur. .
O 11 démontrerait de la même manière que les fractions* —
RÉDUCTION des FRACTIONS
■ •l gg, do„l la Jernièrc se forme en multipliant par 5 les deux
termes 11 et i ?. de la première , sont égales.
Comme, réciproquement, on passe de la fraction à la frac-
tioixg en prenant le tiers de chacun des termes de la première,
et de la fraction g- à la fraction — en prenant le cinquième des
deux termes de la première , on peut conclure qu’une fraction ne change pas de valeur lorsqu'on multiplie ou divise ses deux termes par un même nombre.
Nous allons passeraux diverses opérations que l’on peut avoir à ellcctuersur les fractions, dans la résolution d’une question dont les données sont des fractions ou des nombres fractionnaires. Mais avant d’exposer les quatre opérations fondamentales, il est nécessaire de faire connaître deux transformations d’un usage fréquent, et particulières au calcul des fractions.
Réduction des fractions à un même dénominateur .
47. Cette transformation a pour objet, deux ou plusieurs fractions dC espèces différentes, ou de différents dénominateurs , étant données , de les réduire à la même espece, ou au même dénominateur. Or, le principe, qu’on ne change pas la valeur d’une fraction en multipliant ses deux termes par un même nombre, fournit un.moyen simple d’exécuter cette transformation.
Soient, par exemple, les fractions - et - , qu’il s'agit de réduire au même dénominateur.
Si l’on multiplie les deux termes 3 et 4 de la première, par 7 , dénominateur de la seconde, et les deux termes 5 et 7 de la
seconde, par 4 , dénominateur de la première, il vient gg et — pour les deux fi actions demandées
Al) MÊME DÉNOMINATEUR.
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Ces fractions ont la même valeur que les fractions proposées, d’après le principe du a" 40 ; de plus, elles ont nécessairement des dénominateurs égaux , puisque chacun d’eux est le produit des deux dénominateurs primitifs 4 et 7.
Soient encore les fractions - , - , — , à réduire au mente J 7811
dénominateur.
Multipliez les deux termes 4 et 7 de la première fraction , ' par 88, produit des dénominateurs 8 et 1 1 de la seconde et de la troisième fraction ; puis, les deux termes 5 et 8 de la seconde, par 77, produit des dénominateurs 7 et i 1 de la première et «le la troisième; enfin, les deux termes 6 et 1 1 de la troi- . sièine, par 56 , produit desdénomiuateurs 7 et 8 de la première et
«le la seconde; vous aurez lesnouvelles tractions n—~.
61b bib bib
Ces fractions ont même valeur que les fractions primitives, et leurs dénominateurs sont les mêmes , puisque chacun d’eux est le produit des trois dénominateurs 7, 8, et ir, multipliés seulement dans un ordre «lifférent. {Voyez n°* 21» . . 28 .)
Règle générale. — Pour réduire un nombre quelconque de fractions au meme dénominateur , multipliez successivement les deux termes de chacune d’elles par le produit effectué des dénominateurs des autres fractions.
Voici d’ailleurs la manière «l’appliquer cette règle dans la pratique :
Soient les cinq fractions — ? et ~ré.
Pour plus de simplicité, l’on dispose ainsi l’opération :
Après avoir forme le produit des cinq dénominateurs 8, 1 1 .
IIBUUCTION DES fractions
1 3 , 25,43, ce qui donne pour dénominateur commun des fractions transformées, le produit 1229800, on divise successivement ce produit par chacun des dénominateurs particuliers; et l’on obtient les cinq quotients 153^25, 111800, 94608, 49192, 28600, que l’on place respectivement au-dessous des cinq fractions proposées; après quoi, l’on multiplie le numérateurde chaque fraction par le quotient qui lui corres- * pond; et l’on aainsi les divers numérateurs; de la sorte, toutes les fractions se trouvent réduites au même dénominateur.
La raison de cette manière de procéder est facile» saisir: car le nombre 1229800 étant le produit des cinq dénominateurs, le quotient 153^25 de la division de 1229800 par 8 exprime nécessairement le produit des quatre autres dénominateurs 1 1 , . i3, 2.5, 43 Le même, 1 1 1800 étant le quotient de la division de 1229800 par le second dénominateur 1 1 , est égal au produit des quatre autres dénominateurs 8 , i3, 25 , et 43 ; même raisonnement par rapport aux autres quotients. Ce moyen est d’ailleurs , sans contredit, beaucoupplus expéditif que si, pour chaque fraction, l’on effectuait la multiplication des dénominateurs des quatre autres. Mais il n’est réellement avantageux que quand on a plus de trois fractions à réduire au même dénominateur.
48. Il est un cas où la réduction au même dénominateur peut s’opérer d’une manière très simple : c’est lorsque le plus grand des dénominateurs ■ est exactement divisible par chacun des autres.
Soient, par exemple, les fractions
11 est facile de voir que 36 est divisible exactement par clia^ cuu des quatre autres dénominateurs 3 , 4 , 6 , et 12.
Cela posé, l’on effectue successivement ces divisions , et l’on
AU MÊME DÉNOMINATEUR
place les quotients la, 9 » 6 , 3, au-dessous des quatre premières fractions; après quoi, l’on multiplie le numérateur de chacune d’elles par le quotient qui lui correspond, en laissant
telle qu’elle était la fraction ^ ; toutes les fractions se trou- 1 36
vent ainsi réduites au dénominateur 36.
(Quelquefois, sans que le plus grand dénominateur soit divisible exactement par tous les autres, on s’aperçoit qu’en le* multipliant par 2 , 3, 4<* ■ ou obtient un produit divisible exactement par tous les dénominateurs ; dans ce cas, il y a encore lieu à simplification.
Soient proposées les nouvelles Jim lions
Le dénominateur 36 est divisible séparément par 4 , 12 , et 18 , et ne l'est ni par 8 , ni par 9-4; mais en le doublant, on obtient 72 , nombre qui est évidemment divisible par chacun des dénominateurs.
Cela posé , l’on forme les quotients de la division de 72 par ces dénominateurs, et on les place respectivement au-dessous des fractions; ensuite on multiplie le numérateur de chacune d’elles par le quotient qui lui correspond ; toutes ces fractions acquièrent ainsi le même dénominateur 72 ,
Ces simplifications demandent beaucoup d’habitude ; mais, au reste, nous donnerons plus tard ( chapitre V *) le moyen de lé du ire un nombre quelconque de fractions au dénominateur commun le plus simple possible.
Voici quelquesapplications de la transformation précédente: 40. Première question. — On demande , des deux fractions
et — , quelle est la plus grande?
Au premier abord , il paraît difficile de Af ith. It.
répondre à cette
APPUCATIOUS
(if)
question , jiarce que si, d’une part, l’unité est, dans la seconde fraction , divisée en un plus grand nombre de parties que dan» la première, d'autre part, on prend plus de parties puisque le numérateur 7 est plus grand que le numérateur 3 . Mais on lèvera la difficulté par la réduction au même dénominateur ; car il est évident que de deux J, raclions qui ont un même dénominateur , celle-là est la plus grande qui a le plus grand * numérateur.
Cette réduction opérée, il vient g- pour la première frac-
plus
grande des deux, et elle est en excès sur l’autre, de
tion , et g- pour lq seconde ; donc la fraction g est la
On reconnaîtrait de même
que, des trois fractions - , — , — = »
la plus grande est la plus petite ^
respectivement
et la moyenne — tô - * 11 1 7
car, étant réduites au même dénominateur , elles deviennent 572 546 616
1001 ’ 1001 ’ iooi‘
On pourrait également réduire les fractions au même numérateur (ce qui se ferait en multipliant les deux termes de chacune d’ elles par le produit des numérateurs de toutes les autres ) ; et de ces fractions, la plus grande serait celle qui aurait le plus petit dénominateur, puisque l’espèce des parties étant plus grande, on en prendrait le même nombre. Mais le premier moyen a l’avantage de faire connaître en même temps li s différences qui existent entre les fractions comparées deux à deux.
Seconde question. — Quel changement produit- on dans une fraction , en ajoutant un même nombre à ses deux termes?
Soit , par exemple , la fraction -i-, aux deux termes de loti
quelle on ajoute 6 : il vient pour la fraction résultante.
Us, si l’on réduit ces deux fractions au même dénominateur.
DE LA TRANSFORMATION PRÉCÉDENTE
la première devient et la seconde ; donc la fraction r 210 210
proposée a augmenté de valeur, et elle a augmenté de — g.
Pour rendre compte de ce fait sans aucun calcul , observons
que l’unité étant égale A — , l’excès de l’unité sur — est ex-»
primé par — de même, l’exces de l'unité sur yg est exprime
par—. Les numérateurs de ces deux différences sont les memes ; et cela doit être : car 18 et i 3 ayant été formés par l’addition du même nombre 6 aux deux termes y et 12 , il s’ensuit qu’il y a même différence entre 18 et i 3 qu’entre 12 et y.
Mais la différence yg est nécessairement moindre que la diffé-
rence — , puisque le preinierdénominateur estplus grand, et que
les numérateurs sont égaux ; donc la fraction -g diffère moins
de l’unité que la fraction — ; par conséquent la première est plus grande que la seconde.
On conçoit d’ailleurs que plus le nombre ajouté aux deux
termes de la fraction — est grand , plus la différence entre
l’unité et la nouvelle fraction est petite, puisque le numérateur de cette différence étant toujours 5 , le dénominateur augmente de plus en plus, et qu’ainsi la fraction devient de plus en plus grande.
Ce raisonnement pouvant évidemment s’appliquer à toute autre fraction , on peut en conclure que si , aux deux termes d'une fraction, on ajoute un meme nombre , la fraction résultante est plus grande que la fraction proposée ; et elle est d’autant plus grande que le nombre ajouté est plus grand.
Par la raison inverse, une fraction diminue de valeur lorsqu’on retranche un meme nombre de ses deux termes.
SIHPUFICATNJN DUS FRACTIONS.
Nuus avons cru devoir entrer dans quelques détails sur celte proposition , afin d’empêclier les commençants d’assimiler cette circonstance au cas où l’on multiplie ou divise les deux termes d’une fraction par un même nombre. Dans ce dernier cas, on ne change pas (n° 46) la valeur de la fraction ; tandis qu’en ajoutant ou soustrayant un même nombre, on augmente ou diminue la fraction.
Réduction et une fraction à de moindres termes.
SO. 11 arrive souvent , dans le calcul des fractions, que l’on est conduit à une fraction exprimée par de grands nombres j or, plus le numérateur et le dénominateur sont grands, pinson a de peine à se faire une idée nette de la fraction.
Par exemple, la fraction —g indique qu’il faut diviser
l’unité en i5 parties égales , et prendre 1 2 de ces parties. Mais 12 et i5 étant en même temps divisibles par 3 , si l’on effectue les divisions, il vient g , fraction équivalente à la proposée (n° 46) ; alors, pour s’en former une idée, il suffit de concevoir l’unité divisée en 5 parties égales et d’en prendre 4 , ce qui est beaucoup plus simple.
Lors donc que l’on a une fraction dont les termes sont assez grands, il est utile de la réduire, s’il y a lieu, h une autre fraction dont les termes soient moindres.
Le premier moyen qui se présente , c’est de diviser les deux termes par les nombres 2 , 3, 4,- . . , tant que cela est possible.
Soit, pour exemple, la fraction -y y à réduire h de moindres termes.
11 est aisé de voir que les deux termes sont divisibles par 2 ;
effectuant les divisions, on obtient pour premier résultat, — .
Les deux termes de cette nouvelle fraction sont encore divrsildes par et il vient pour nouveau résultat,
nu Plus r.iuvn commun nmsETJH.
Essayant inaintt'iiant la division par 3 , on trouve
ta ’
fraction
dont les deux termes sont encore divisibles par 3 ; ce qui donne
enfin
pour la traction —n
réduite à son expression la plus
simple.
Cette méthode est facile et commode ; mais elle ne peut être généralisée maintenant.
Voici une autre manière de réduire une fraction proposée à sa plus simple expression : elle consiste à déterminer directement le plus grand nombre qui divise à la fois les deux termes de la fraction, ou, en d’autres termes, leur plus grand commun diviseur
Commençons par établir quelques notions préliminaires
Un nombre est dit multiple d’un autre nombre lorsqu’il le contient un nombre entier de fois, c’est-à-dire quand le premier nombre est exactement divisible par le second.
Réciproquement, le second nombre est dit un sous-multiple , ou une partie aliquole , ou un diviseur du premier.
Ainsi, 24 multiple de 6 , parce que 4 fois 6 font 24, réciproquement, [\ et 6 sont diviseurs, sous multiples , ou parties aliquotes de 24. De même, 60 est multiple de 12, puisque 5 fois 12 donnent 60 ; réciproquement, 5 et 12 sont diviseurs ou sous-multiples de 60.
On appelle nombre premier un nombre qui n’est divisible exactement que par lui-même et par l’unité (laquelle est diviseur Ae tout nombre). Ainsi 2, 3 , 5 , n, 11, 1 3 , . . . sont des nombres premiers; mais 4, 6 , 8 , 9, 12, ne sont pas des nombres premiers, puisqu’ils admettent tous pour diviseurs, l’un des nombres 2,3, ou tous les deux à lu fois.
Deux nombres sont dits premiers entre eux , lorsqu’ils n’ont aucun diviseur commun (autre que l’unité); ainsi, 4 etq, ç et 12, 12 et 25 , sont des nombres premiers entre eux; 8 et 12 ne sont pas des nombres premiers entre eux , puisqu’ils sont divisibles en même temps , soit par 2 , soit par 4-
OU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR
Premier principe. — 7 oui nombre qui divise exactement un autre nombre , divise aussi un multiple quelconque de ce second nombre.
Par exemple, 24 étant divisible par 8 , et donnant pour quotient 3 , 5 lois 24 ou 120 divisé par 8 , donnera ( n° 43 ) pour quotient 5 fois 3 , ou i 5 . De même. 60 étant divisible par 12 et donnant pour quotient 5 7 fois 60 ou 420 divisé par 12,
donnera pour quotient 7 fois 5 , ou 35 .
Deuxième principe. — 7 'oui nombre décomposé en deux parties divisibles l’une et l’autre par un second nombre , est lui-même divisible par ce second nombre.
En effet, le quotient de la division du nombre total étant évidemment égal à la somme des deux quotients partiels, si ces deux quotients partiels sont entiers, leur somme, c’est-à-dire le quotient total , sera entier.
Troisième principe. — Tout nombre qui divise séparément une somme décomposée en deux parties , et l’ une des parties , divise aussi l'autre partie.
Car, le quotient total étant égal à la somme des deux quotients partiels, si l’un de ces quotients partiels étant entier, l’autre était fractionnaire , ^1 s’ensuivrait qu’un nombre entier serait égal à un nombre fractionnaire (n° I); ce qui est absurde.
32 . Cela posé , soient les deux nombres 36 o et 276 entre lesquels on se propose de déterminer le plus grand commun diviseur (n° 30 ).
11 est d’abord évident que ce plus grand commun diviseur ne saurait surpasser le plus petit nombre 276; et comme 276 se divise lui-même, pourvu qu’il divise 36 o , il sera le plus grand commun diviseur cherché.
Essayant la division de 36 o par 276 , on trouve pour quotient 1 et pour reste 84 ; donc 276 n’est pas le plus grand commun diviseur. Je dis maintenant que le plus grand commun diviseur entre 36 o et 276 est le meme qu’entre le plus petit nombre 276 et le reste 84 de la division.
En effet , le plus grand commun diviseur cherché devant
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diviser 36 o et l’une de ses parties 376, divise nécessairement l’autre partie 84 (n* 81 , V principe) d’où l’on peut déjà conclure que le plus grand commun diviseur entre 36 o et 376 ne peut surpasser celui des nombres 276 et 84 , puisqu’il doit diviser ces deux derniers. En second lieu , le plus grand commun diviseur entre 276 et 84, divisant les deux parties du tout 36 o, divise nécessairement ce dernier nombre (n° 81 , principe)-, et alors, étant diviseur exact de 36 o et de 276, il ne peut lui-méme surpasser le plus grand commun diviseur entre 36 o et 276. D’où l’on voit que le plus grand commun diviseur entre 36 o et 276, et le plus grand commun diviseur entre 276 et 84 , ne peuvent être plus grands l’un que l’autre; donc ils sont égaux.
Ainsi, la question est ramene'e à rechercher le plus grand commun diviseur entre 276 et 84 , nombres qui forment un système plus simple que 36 o et 276.
Pour cela , raisonnons sur 276 et 84 comme nous avons raisonné sur les nombres primitifs ; c’est-à-dire, essayons la division de 276 par 84 ; alors , si la division se fait exactement , 84 sera le plus grand commun diviseur entre 276 et 84 , et par conséquent , entre 36 o et 276.
En effectuant cette nouvelle division, on a 3 pour quotient et 24 pour reste ; donc 84 n’est pas le plus grand commun diviseur cherché. Mais, par un raisonnPment analogue à celui qui a été fait ci-dessus , on prouvera que le plus grand diviseur commun à 276 et à 84, est le même que celui qui existk entre le premier reste 84 et le second 2.4.
Répétons ce raisonnement : le plus grand commun diviseur entre 276 et 84, devant diviser 84 , divise nécessairement son multiple 3 fois 84 (n° 81 , 1" principe)-, ainsi, divisant un tout 276 et l’une de ses parties , 3 fois 84 , il divise l’autre partie 24 ; donc déjà , le plus grand commun diviseur de 276 et 84 , ne saurait surpasser celui de 84 et 24. D’un autre côté, le plus grand diviseur commun entre 84 et 24. divisant 3 fois 84 et 24 , qui sont les deux parties de 276 , divise nécessairement 276; ainsi, divisant 84 et 276, il ne peut surpasser le
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plus grand diviseur commuais 8/| et à 276. Le plus grand commun diviseur de 276 ut 84 , et celui de 84 et 24 , ne peuvent donc être plus grands l’un que l’autre ; donc ils sont égaux.
La question étant actuellement ramenée à rechercher le plus grand diviseur commun à 84 et 24, il faut de même diviser 84 par 24. En effectuant cette nouvelle division, on obtient 3 pour quotient et 12 pour reste; donc 24 n’est pas le plus grand diviseur commun ; mais , comme ce plus grand commun diviseur est le même que celui qui existe entre 24 et le reste 12, divisons 24 par 12; nous trouvons un quotient exact 2 ; ainsi 12 est le plus grand commun diviseur entre 24 et 12; il l’est donc aussi entre 84 et 24, entre 276 et 84 , entre 36 o et 276. Donc enfin , 12 est le plus grand commun d i vis eur cherc h é .
Dans la pratique , on dispose ainsi l’opération :
3 lio
Après avoir divisé 36 o par 276, ce qui donne pour quotient 1, qu’on place au-dessus du diviseur (au lieu de le placer au-dessous comme à l’ordinaire) , et pour reste 84 , on écrit ce reste à la droite du plus petit nombre 276, et l’on divise 276 par 84 ; on obtient un nouveau quotient 3 que l’on place au-dessus du diviseur 84, et un reste 24 qui s’écrit à la droite de 84 ; er ainsi de suite.
Règle générale. — Pour trouver le plus grand dùriseu r commun à deux nombres, divisez le plus grand nombre par le plus petit j s’il riy a point de reste, c’est le plus petit nombre qui est le plus grand commun diviseur.
A S’il y a un reste, divisez le plus petit nombre pur ce reste ;
et si la division se fait exactement , c'est ce premier reste qui est le plus grand commun diviseur.
Si cette seconde division donne un reste, divisez le premier reste par le second ; et continuez toujours à diviser par le dernier reste le reste précédent , jusqu’à ce que vous obteniez
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un quotient exact; alors lu dernier diviseur que vous aurez employé , sera le plus grand commun diviseur cherché.
Si le dernier diviseur se trouve être l’unité , c’est une preuve que les deux nombres proposés sont premiers entre eux (n°tfi), puisqu’ils n’ont pas d’autre diviseur commun que l’unité.
Réciproquement , si deux nombres proposés sont premiers entre eux , et qu’on leur applique le procédé , on trouvera nécessairement un dernier reste égal à i. Car, d’après la nature du procédé, les restes vont en diminuant; d’ailleurs, on ne peut pas obtenir un reste nul avant d’avoir obtenu un reste égala i, puisque le diviseur autre que l’unité, qui donnerait ce reste nul, serait commun diviseur des deux nombres. Ainsi, l’on doit nécessairement , après un nombre d’opérations plus ou moins grand, obtenir l’unité pour reste.
iîô. Voici de nouvelles applications de ce procédé :
Réduire à sa /dus simple expression la fraction .
Appliquons aux deux nombres 592 et 999 le procédé qui vient d’être indiqué.
A I très avoir trouvé le nombre le plus grand qui les divise à la fois , nous effectuerons leur division par ce nombre; et nous obtiendrons la fraction demandée.
5qa '
On trouve 37 pour plus grand commun diviseur; ainsi, en
divisant 999 et 092 par 07, on a - - pour la traction réduite A ses moindres termes. *
Soit, pour nouvel exemple, la fraction
Soit, pour dernier exemple, la fraction g
«HS
Le proce'dé conduit, dans cet exemple, à un reste égala 1 ; ce qui prouve que 8^3 et 3i^ sont deux nombres premiers entre eux ; dans ce cas, la fraction est dite irréductible, comme ne pouvant être ramenée à une expression plus simple au moyen de la division de ses deux termes par un même nombre.
Remarque. — A la troisième opération , on a obtenu le reste 5 qui est un nombre premier (n° 51) ; or, comme 5 11 e divise pas le reste précédent 78 , on est en droit, sans qu’il soit nécessaire d’allerplus loin, de conclure que les deux termes de la fraction sont premiers entre eux. En effet, on a reconnu, dans la démonstration du procédé, que le plus grand commun diviseur de deux nombres divise nécessairement le reste de chaque division. Ainsi, 5 étant un nombre premier, il doitarriver l’une de ces deux choses : ou bien 5 divise le reste précédent, et c’est alors le plus grand commun diviseur; ou bien il ne le divise pas, et dans ce cas, ni 5, ni aucun nombre autre que l’unité, 11 c peut être un diviseur commun aux deux nombres.
En général , dès qu’on parvient, dans le cours des opérations, h un reste que l’on sait être un nombre premier, si ce reste ne divise pas le reste précédent , on est certain que les deux nombres proposés sont premiers entre eux ; et il est inutile d’aller plus loin.
Nous reviendrons ( chap . V ' ') sur la recherche du plus grand
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commun diviseur, recherche qui est une des opérations les plus importantes de l’Arithmétique.
Passons actuellement aux quatre opérations fondamentales sur les fractions.
Addition des fractions.
83. L’addition des fractions a pour but de trouver un seul nombre rjui ait la même valeur que plusieurs fractions réunies.
Il peut se présenter deux cas : ou les fractions qu’on doit additionner sont de même espèce , c’est-à-dire ont même de-* Dominateur; ou bien elles sont d’espèces différentes. Dans le premier cas , on fait la somme des numérateurs , puis on donne à cette somme le dénominateur commun. Dans le second , on commence par réduire les fractions au même dénominateur, d’après la rèjjle du n° 47 , et l’on opère ensuite sur les nouvelles fractions comme il vient d’être dit.
Ainsi, la somme des fractions — , —, — , est écale à — .
ii ii ii ii
De même, la somme des fractions
efialea-.
Ô > O » CSX
Soient maintenant n ajouter les trois fractions -, 2
Après avoir réduit ces fractions au même dénominateur, d’après la rèple du n° 47, on fait la somme des numérateurs, ce qui donne 220; puis on donne à 220 le dénominateur 96, et
l’on trouve pour la somme demandée.
86. Ce dernier exemple conduit à un résultat besoin d’être interprété.
qui a
ni't ADDITION DES FRACTIONS.
De même qu’il faut deux moitiés , trois tiers, quatre yuans, cinq cinquièmes, pour former l'unité , de même il faut quatrevingt-seize quatre-vingt-seizièmes pour la former ; donc, autant
de fois 220 contiendra 96, autant d’unités il y aura dans
Ainsi , comme en divisant 220 par 96, on a pour quotient 2 et
pour reste 28, il s’ensuit que —g- est un nombre fraction—
naire ( n° Il composé de 2 unités plus une fraction -7; ou
(en ôtant le facteur 4 commun aux deux termes).
En général , toutes les fois qu’on parvient à un résultat de forme fractionnaire, et tel, que le numérateur est plus grand que le dénominateur, alors , pour extraire l’entier contenu dans cette expression , on divise le numérateur par le dénominateur : le quotient représente l’entier, et le reste est le numérateur de la fraction qui doit être ajoutée à l’entier.
,2 ~ T2’ 75~ et5a a io 75
On trouvera par ce moyen , — égal à 1 — ; —
OH,0 5 ; % e « ala ’8^
Réciproquement, lorsqu’on a un entier joint à une fraction, pour en former un seul nombre fractionnaire, ce qui •est souvent utile, il faut multiplier l'entier par le dénominateur, ajouter au produit le numérateur, et donner à la somme le dénominateur de la fraction proposée.
5 ’ oua l 5M ,1
. 2 3 fois 5 . 2
Par exemple, 3 ^ revient a — g — plus
. . . 1 32 , n . 1 3 o „ 1 n . . , 2oq
est égal a plus — , ou a — - ; o —, est égal a — f-,
Soustraction des fractions.
S 7 . La soustraction des fractions a pour but de trouver l’excès d’une plus grande fraction sur une plus petite.
Si les deux fractions ont meme dénominateur, on retranche
soustraction of.s fractions.
le plus peut numérateur du plus grand , et l’on donne à la différence le dénominateur commun. Si clics n’ont pas même dénominateur, on les y réduit , et l'on opère ensuite comme il vient d'être dit.
Ainsi , etc — soit a soustraire — , il reste — ou De meme.
de 6 lez il reste — ou — . a/j 24 24 12
Soit maintenant à soustraire 5 de L
, , , lü 21
• es deux tractions reviennent respectivement a — ; et — ;
ce (|ui donne — pour leur différence. On trouve parcille-
ment que si de la traction — on ôte — , il reste
On peut avoir un entier joint à une fraction, à retrancher d’un entier joint à une fraction.
Par exemple, du nombre fractionnaire. i 3 . .= 2 . .
on propose de retrancher le. nombre
Pour effectuer celle opération, l’on commence par réduire les lieux fractions au même dénominateur, ce qui donne pour
la première, et g— pour la seconde. Ensuite, comme on ne
peut soustraire g-^ de gg, 011 ajoute (11 0 14 ) à cette dernière vaction une unité qu’on réduit, avec eu un «cul nombre
fractionnaire ( récip . n° t$C); et l’on obtient g—, dont on sous-
soustraction des tractions.
trait ce qui donne pour reste g-'. Passant à la soustraction
des entiers , on augmente d’une unité le nombre entier inférieur, et l’on dit : 6 de i3, il reste 7; donc, le résultat demandé est r — , connue on le voit ci-dessus.
58. Voici une question où se trouvent réunies une addition et une soustraction de nombres entiers joints à des fractions : Ln marchand dediapa vendu à diffe rentes fois, sur une
pièce d’étoffe renfermant 3o mètres + , savoir: 7“-. 9" ^ «
1 1“ — ; il désire connaître ce qui doit lui rester de son étoffe.
Il fera d’abord la somme des trois nombres de mètres vendus; puis il soustraira cette somme de 30* l : le résultat de la sous-
traction doit représenter la longueur du reste de l’étoffe.
Pour plus de simplicité, il convient de disposer ainsi l’opération :
Après avoir placé les uns au-dessous des autres les trois nombres à ajouter, on observe que les fractions qui en font partie peuvent être réduites au même dénominateur 12. O11 place ce nombre à la droite , un peu au-dessus des fractions, et on le souligne. Ensuite, on écrit au-dessous de 12 et respectivement sur la même ligne horizontale que les trois fractions.
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les quotients 3 , 4 , et i , résultant Je la division de 1 2 "par chacun
des dénominateurs ; après quoi l’on multiplie les numérateurs
de ces fractions par 3 , 4 , <“t i , ce qui donne 9, 8, et 5 ; on fait la
somme 22 de ces trois nouveaux numérateurs , ce qui donne
pour la somme des trois tractions, — ,011 1 — . Un écrit — au- 1 12 12 12
dessous îles trois fractions, et l’on retient 1 pour le reporter
à la colonne des parties entières qu’on ajoute à la manière
ordinaire: il vient alors 28 — pour la somme des trois nombres
de mètres vendus.
O11 place celte somme au-dessous de 3 o -, et l’on effectue
la soustraction romine il a été indiqué précédemment, et en observant que les deux fractions peuvent être réduites au même dénominateur, 2 fois 12, ou 24.
O11 trouve enfin 2 mètres pour le reste de la pièce d’étoffe ;
ce que le marchand peut aisément vérifier en mesurant le coupon restant des trois ventes.
Multiplication des fractions.
i> 9 . La multiplication a en général pour but (u° 9 ), deux nombres étant donnés , de former un troisième nombre qui se compose avec le premier de la même manière que le second se compose avec l'unité.
Cela posé , on distingue trois cas principaux dans la multiplication des fractions. On peut avoir :
i°. Une fraction a multiplier par un entier.
Soit, par exemple , — à multiplier par 5 .
D’après la définition ci-dessus , puisque le multiplicateur 5 contient 5 fois l’unité , il s’ensuit que le produit doit être égal
à 5 fois — , ou doit être 5 fois plus grand que — . Or, on a vu (n“ 4 ü) qu’on rend une fraction 5 fois plus grande en mulli-
8<> multiplication oes fractions.
5 lois n 35
pliant son nuinci'atcur par 5 ; il viendra ainsi ou ■ —
pour le produit demandé.
Donc, pour multiplier une fraction par un entier, il faut multiplier le numérateur par l'entier, et donner au produit le dénominateur de la fraction.
. . . 35 , ii
Le produit — revient d ailleurs a 2 — , comme on peut 12 12 r
le voir eu extrayant l’entier contenu dans la fraction (11° S6).
On trouvera de même que le produit de — f par 29 est éga 1
! 3 77 C '7 a — — ■ ou i5 24 24
Soit encore à multiplier -g par 9. Il vient d’abord, d’après la règle, 2 g pour le produit , ou , si l’on extrait l’entier, 5 ,
c’est-à-dire 5
Ce résultat pouvait être obtenu plus simplement : car, pour
multiplier par 9, ou peut (n° 4 i>;, au lieu de multiplier le
numérateur par 9, diviser le dénominateur par 9, ce qui donne
11 c 1 — ou 5
Ce qui rend cette manière d’opérer applicable à l’exemple proposé, c’est que le dénominateur est divisible par le multiplicateur; or ceci n’arrive pas toujours, tandis que la règle établie d’abord est toujours applicable : l’usage seul peut rendre familières ces sortes de simplifications.
2°. Un entier a multiplier par une fraction.
Soit à multiplier 12 par-.
Puisque, dans ce cas, le multiplicateur ï est égal à A fois
le f de l’unité, le produit doit être égal lui-même à 4 fois
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le 7 * île la. Or, *le 7 e de 13 revient (n°44) à~ 5 et pour prendre ce nombre 4 fois, ou pour obtenir un nombre 4 fois plus Grand que 13, il suffit („• 48} de multiplier le numérateur
par 4 ; on obtient alors i. ou 6 - pour le produit demandé.
Donc , pour multiplier un entier par une fraction , il faut multiplier rentier par le numérateur, et donner au produit le dénominateur de la fraction ; on peut ensuite extraire l’entier s’il y a lieu.
Ainsi , le produit de 29 par 1 est égal à ~ ou a5 De
meme , le produit de 24 par g est égal à ou a„ . résultat
qu’on trouverait encore en divisant d’abord 2.4 par 6 , ce qui donnerait 4, et multipliant ce résultat par 5. Mais , nous le répétons , ces simplifications ne sont pas toujours possibles.
3°. Une fraction a multiplier par une fraction.
Soit à multiplier- par-,
Le raisonnement est analogue à celui du cas précédent: puisque le multiplicateur g est égal à 5 fois le 8 ' de l’unité, le produit doit être lui-même égal à 5 fois le 8 * du multiplicande^; or, pour prendre le 8 ' de |, il faut (n° 48) multiplier le dénominateur P ar 8 , ce qui donne 1 ; et pour obtenir une fraction 5 fois plus grande que -, il faut multiplier le
numérateur par 5; ce qui donne enfin iÊ pour ]e produit demandé.
Donc , pour multiplier une fraction par une fraction, mul. tiphei numérateur par numérateur et dénominateur par déno- " (i
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minaleur ; puis doutiez le second produit j/our dénominateur au premier.
Ainsi , le produit de par g est égal à — . De même , le
produit de par j est égal à ^j, ou, réduction faite, à |.
60. A'. H. — Dans le* deux cas précédents, le produit est toujours plus petit que le multiplicande ; et cela doit être , puisque l’opération revient réellement à prendre du multiplicande une partie indiquée par la fraction multiplicateur.
61. Enfin, les deux facteurs de la multiplication , ou l’un des deux , peuvent être des entiers joints à des fractions ; mais on ramène facilement ces nouveaux cas aux précédents.
Soit , par exemple, à multiplier 7 - par 5 g.
a3 Ar
Ces nombres reviennent respectivement (n° 66) à -5- et • ;
effectuant la multiplication d’après la règle ci-dessus , on ob-
tient pour produit, — - , ou, extrayant les entiers, 45
On pourrait encore effectuer la multiplication par parties,
c’est-à-dire multiplier d’abord 7 par 5, par 5 , 7 par g, el
- par g, puis ajouter ces quatre produits ; mais cette opération serait beaucoup plus longue.
Division des fractions.
62. l.a division a pour but (n u 29) : Étant donnés un produit de deux facteurs et l'un de ces facteurs , déterminer l’autre. Il résulte évidemment de cette définition et de celle de la multiplication (n° 69) , que le premier nombre , appelé dividende , se compose avec le troisième, appelé quotient, de la même manière quelesecond, nommé diviseur, se compose avee l’unité.
Cela posé, dans la division comme dans la multiplication des fractions, il se présente trois cas principaux . On peut avoir z
DIVISION DES Fit ACTIONS.
I*. A DIVISER UNE FRACTION PAR UN ENTIER
Soit, par exemple, la fraction - à diviser par 6.
Puisque le diviseur 6 est égal à 6 fois l’unité, il s’ensuit que
le dividende - doit être égal à 6 fois le quotient cherché ; donc
réciproquement, le quotient doit être le 6' de Or, poui
prendre le 6 e d’une fraction, ou pour obtenir une fraction 6 fois plus petite, il faut (n° 4 fJ) multiplier le dénominateur par 6;
ainsi, l’on obtient g-jr-r—-,ou^, pour le quotient demandé.
Donc , pour diviser une fraction par un entier, multipliez le dénominateur de la fraction par l'entier, en laissant le numérateur tel qu il est.
Ainsi , — divisé par 8 donne pour quotient ; ~ divisé
par 12 donne r 3 bo
Le quotient de -g par 6 est
mais on peut encore effec-
tuer la division de par 6 en prenant le 6* du numérateur,
ce qui donne -g ; résultat auquel se réduit d’ailleurs -g— lorsqu’on supprime le facteur 6 commun aux deux termes.
DIVISION DES FRACTIONS
I jt
quotient lui-même, il suffit de prendre 9 fois - , ce qui se
fait en multipliant le nuine'rateur par 9; et l’on obtient ainsi
q fois 12 108 . _ 3
ou , ou, extrayant rentier, i 5 ~.
Donc, pour diviser un entier par une fraction , il faut multiplier l’ entier par le dénominateur, diviser le produit par le numérateur , et extraire l’entier s'il y a lieu.
Observons que prendre le f de 12, et multiplier le résultat par 9, revient à multiplier 12 par - ; ainsi, l’on peut
encore dire que , pour diviser un entier par une fraction, il faut multiplier V entier par la Jraction diviseur renversée. (Voyez Je n° { 59 , 2°)
A DIVISER UNE FRACTION PAR UNE FRACTION
Soit à diviser -= par — .
Le raisonnement est semblable au préce'dent. Le diviseur —
étant égal à 8 fois le 1 1' de l’unité, le dividende g doit aussi
être égal à 8 fois le 1 1* du quotient; donc Je 8' de ou y- ,
est le 1 I e du quotient ; et 11 fois ou ^ , est le quotient
cherché.
Donc , pour diviser une fraction par une fraction , il faut multiplier le numérateur de la fraction dividende par le dénominateur de la fraction diviseur, puis le dénominateur de la fraction dividende par le numérateur de la fraction diviseur, et donner le second produit pour dénominateur au premier y ou bien, en termes plus simples, multiplier la fraction dividende par la fraction diviseur renversée. ( Voyez le n° 59 , 3 °.)
Ainsi , -, divisé par ^ revient A ^ multiplié par ^ , et donne
pour résultat ^ , ou
APPLICATION U LS DEUX REGIES PRÉCÉDENTES
De meme, divise par revient .i multiplie par — ,
et donne pour résultat ou, plus simplement, -g ( parce que
i5 est facteur commun aux deux termes).
Enfin , si l’on avait un entier joint à une fraction, à diviser par un entier joint à une fraction, on réduirait les entiers en fractions, et l’on opérerait comme il vient d’être dit.
3 2 Soit , par exemple , 12 - à diviser par 6 f
Ces deux nombres reviennent respectivement a —r et — ;
d’où, effectuant la division comme précédemment, on déduit 1 53 73
pour (juolient, -g—, ou 1
De même 4 — divisé par i5 donne pour quotient
05. A’. //. — Toutes les fois que , dans la division , le diviseur est une fraction, le quotient est plus grand que le dividende ; car ce quotient résulte de la multiplication du dividende par le diviseur renversé, lequel devient alors un nombre plus grand que l’unitc.
64. Appliquons à quelques questions les règles de la multiplication et de la division des fractions.
1. Le mètre d’une certaine étoffe coule 47 francs jj ; on de mande le prix de 1 2 mètres
Puisqu’un seul mètre coûte 47^ p» il est clair que 12 *" ~ doivent coûter 12 fois 47 ^ i , plus les g de !\ ’ji g; c'est-à-dire
qu’il faut multiplier 47 ^ par 12 ~ ; le produit exprimera alors, en francs, le prix demandé.
APPLICATION DES DEUX HÈGLES PRÉCÉDENTES
Or, 47 g multiplié par 12 g revient à -g- multiplié par
, etdonne pour produit ou, si l’on extrait les entiers,
6 io 4-- Ainsi, le prix demandé, est 610^
Pour faire la preuve, on pourrait diviser 6to par 12 g, et l’on devrait retrouver 47 g; mais >1 est plus simple (n° 43)
dédoubler 47 g el de prendre la moitié de 12 O O
-Le double de 47 g est 94 g; la moitié de ia g est 6 - g.
Or , 94 ^ multiplie par 6 revient multiplié par-gg- »
etdonne pour produit , ou, en eflectuantla division ,
61077- , et en simplifiant, 610—.
II. Une personne a acheté 23 mètres — d’une certaine étoffe
pour la somme, de francs — ; on demande combien elle a dû, payer le mètre de cette étoffe.
Le prix du mètre étant connu, si on le multipliait par 23 — ,
on devrait retrouver 745^ — ; donc, pour obtenir le prix de-
mandé, il faut diviser r.A 5 - — par 23 — .
Or, 745 — divisé par 23 —, revient à 'lâL? divisé p,
. , . . 12 fois i 4 qi 3 178956
et donne pour résultat, — ,, - ou — ; extrayant
1 20 fois 281 J
l’entier, on obtient 3t —I—.
5bao
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Ainsi, le prix du mètre est 3i francs plus ‘■ta franc.
Pour la vérification, il suflit de doubler les deux termes de
la division (u 0 43): le quotient ne doit pas changer.
Le double de n 45 — est i/îqi le double de a3 — est
20 u io’ 12
Divisant 1^91 — ou — —, par46gOU g-, 0,1 # pour quo-.
tient - ' , ou, extrayant l entier, 3i -75 — .
Cette dernière fraction n’est autre nue la fraction Ï1--
dont les deux termes sont divises par le facteur commun 2 . Des fractions de fractions
(i.î A la multiplication des fractions se rattache une autre espèce d’opération, connue sous le nom de règle des fractions de fractions.
Pour donner une idée nette de celte opération , supposons
d’abord que de la fraction - on ail à prendre une partie iudi-
quéepar- ; en d’autres termes, //ne l'on cherche les - de -,
Comme , pour résoudre celte question , il faut prendre
deux fois le tiers de -, cela revient ( u° 87 ) à multiplier - . 7 7
par -, ce qui se fait (n° 89) en multipliant numérateur par
numérateur et dénominateur par dénominateur ; 011 obtient
ainsi — pour les = (te
Maintenant, supposons que «le In nouvelle Iraction — on
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veuille prendre une partie indiquée par — , auquel cas la queslion aura réellement pour objet Apprendre les des 3 de -,
Or, pour obtenir lcs-^ de^, il faut multiplier ^ par ^
ce qui se fait en multipliant entre eux, d’une part les deux
numérateurs , et d’autre part les deux dénominateurs ; on ob-
tient alors — - pour les — des - de 27a 1 i 3 3 7
O11 peut encore , si l’on veut , prendre les — de c’est-
a-dire multiplier — - par ■ — ; et le nouveau resullat _
273 1 1 3 oo 3
représentera les — des -7; des -x de
Soit proposé , pour second exemple, de prendre les - des -.
des des- de 12.
D’abord, prendre les - de 12 revient à multiplier 12 par -, 7 7
ce nui donne — .
Prendre ensuite les 5 des - de 12 revient à prendre les 5 87 8
de —, ou a multiplier — par g, ce qui donne -gg-.
Prendre les des r> des - de 12 revient à prendre les - de
-gg-, ou a multiplier -gg- par ce qui donne
Enfin , pour obtenir les - des -. des - des - de 12, il faut
multiplier — par — ; et I on obtient
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Extrayant l’entier contenu dans ce résultat,
on a 3
ou, réduisant la fraction, 3 —
Pour peu qu’on réfléchisse sur la marche qui vient d’etre suivie , on voit que , pour prendre des fractions de fractions, il faut multiplier les numérateurs entre eux, en faire de meme des dénominateurs , et donner le second produit pour dénominateur au premier. Si l’on a à prendre des fractions de fractions d'un nombre entier, comme dans le second exemple, il faut mettre cet entier sous la forme d’une fraction en lui donnant i pour dénominateur, et appliquer la règle qui vient d’être établie.
Problème. — On demandait à un arithméticien quelle
heure il était. Il répondit : Il est les - des?, des— des 1 4 O 12
- de 24 heures. — (Quelle heure était-il ?
Pour résoudre cette question, écrivez sur une première ligne horizontale tous les nu- 3 , 5 , 7, 6, 24 mérateurs, y compris l’entier, et sur une 4> 6, ,2 j 1
seconde ligne, tous les dénominateurs.
Cela posé , faites le produit des nombres de la première ligne et celui des nombres de la seconde ligne, puis divisez le premier produit par le second ; vous obtenez — — pour résultat;
extrayant 1 entier , vous avez 7 , ou réduisant, 7
Donc il était 7 heures -.
On peut toutefois simplifier l’opération en observant que, comme 7 doit évidemment être un facteur commun au produit des numérateurs et à celui des dénominateurs, rien n’empêche de supprimer ce facteur avant d’ effectuer les multiplications; il en est de même, d’une part, du facteur 6, et, d’autre part, du facteur 12, qui, se trouvant au nombre des
<)0 observation générale sur les fractions.
dénominateurs, se trouve aussi dans a 4; enfin l’on peut encore
supprimer le facteur 2, qui , étant le quotient de 7.4 par 12,
se trouve dans le dénominateur 4-
Il vient alors, après la suppression de tous ces facteurs,
3 fois 5 i5 t „ . , 1
— - — , ou — , ou 7 - , comme on 1 a trouva plus haut.
Mais ces sortes de simplifications demandent beaucoup d’bahitude et d’attention, tandis que la règle établie précédemment est générale et conduit au même but.
Autres applications. — Les - des y d’un nombre forment les
— ou la moitié de ce nombre. De même, le tiers du cinquième *
d'un nombre est égal à — = de ce nombre; la moitié des est
• > 3 égalé aux s , etc. .
66. Observation générale sur les fractions. — Il résulte évidemment de la nature des procédés établis pour le calcul des fractions, que les quatre opérations fondamentales effectuées sur cette sorte de nombres, savoir : l’addition, la soustraction, la multiplication, et la division, se réduisent toujours, en dernière analyse, à des opérations de même genre effectuées sur des nombres entiers.
Ainsi, par exemple, l’addition et la soustraction des fractions se ramènent, par la réduction des fractions au même dénominateur, à l’addition et à la soustraction de leurs numérateurs.
De même, la multiplication s’effectue en multipliant les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux. La division rentre dans la multiplication, des que Von a renversé la fraction diviseur.
D’où l’on peut conclure que les principes établis n”' 28... 28, sur la multiplication des nombres entiers, sontégalementapplirables aux fractions; c’est-à-dire que, t° multiplier une fraction par le produit de plusieurs autres , revient à multiplier la
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première fraction successivement par chacun des facteurs du produit ; 2 ° le produit de deux ou de plusieurs fractions est le même dans quelque ordre qu’on effectue leur multiplication.
Enfin, on peut appliquer aux fractions toutes les propositions établies n°»43, sur les changements qu’éprouve le produit d’une multiplication ou le quotient d’une division , lorsqu’on fait subir certains changements à l’un des termes de l’operation que l’on a en vue d'effectuer.
CHAPITRE III
Des nombres complexes.
C7. Ce chapitre et le suivant ne sont.cn quelque sorte, qu’une extension du second, puisqu’ils ne renferment que des applications de la théorie générale des fractions à des questions dans lesquelles on considère des fractions d’une espèce particulière.
La théorie des nombres complexes , qui fait l’objet de celuici, a, il faut l’avouer, perdu beaucoup de son utilité, depuis l’établissement du Système décimal des poids et mesures. Cependant, nous avons cru devoir l’exposer avec autant de développement qu’on lui en donnait dans les anciens ouvrages, parce que nous la regardons comme très propre à familiariser les jeunes gens avec la considération des fractions , et à leur donner cette habitude de calcul dont ils ne sauraient trop apprécier l'importance (*). D’ailleurs, la complication même des opérations que cette théorie comporte n’en fera que mieux ressortir l’avantage du nouveau Système des poids et mesures sur l’ancien.
(*) 11 existe une autre raison [misée dans la eorisitlernunn îles mesures étrangères, de la division ilu temps, etc.
Ç)2 DES NOMBRES COMPLEXES
On a déjà vu (n° 8) que, pour évaluer les quantités plus petites que Y unité principale, on conçoit cette unité divisée eu un certain nombre de parties égales qu’on regarde elles-mêmes comme formant de nouvelles unités. Mais afin de rendre les calculs plus commodes, au lieu de partager tout d’un coup l’unité en un grand nombre de parties égales, on ne la divise d’abord qu’en un certain nombre de parties; puis on subdivise celles-ci en d’autres , et ces nouvelles encore en d’autres parties. C’est ainsi que, pour les monnaies, on partageait autrefois la livre en 20 parties égales appelées sous, lu sou en 12 parties égales appelées deniers. De même, l’unité de longueur, ou la toise , était divisée en 6 pieds, le pied en douze pouces , etc. . . .
Chaque art subdivisait à sa manière l’unité principale qu'il s’était choisie (*). Voici un tableau qui présente les subdivisions des unités principales de ces différentes sortes de quantités :
Pour les monnaies.
G8. La livre vaut 20 sous , le sou 12 deniers ; donc la livre vaut 12 fois 20, ou 240 deniers.
On dit encore que le sou est la 20' partie de la livre ; le denier est le 12 e du sou, ou la 2.40 e partie de la livre
Pour les longueurs .
La toise vaut 6 pieds , le pied 12 pouces, le pouce 12 lignes y donc la toise vaut 12 fois 6, ou 72 pouces , 12 fois 72, ou 864 lignes.
Ou bien , le pied est le 6 e de la toise ; le poyce est le 12 e du pied, ou le 72 e de la toise j la ligne est le 12 e du pouce , ou la 864 e partie de la toise.
Pour les mesures itinéraires.
La lieue moyenne vaut 225 o toises; elle se subdivise en de mies , en quarts , et en demi-quarts ou huitièmes de lieue.
(*) pnyez, pour l’histoire et l’origiuede ce» soi tes de mesures, un ouvrage de M.SaiGET, ayant pour litre : Traite de Métrologie ancienne et mculerne.
OftflUTlOtfS PRELIMINAIRES SUR I.ES NOMRRES COMPLEXES. <)3 Pour les poids.
La livre vaut 2 marcs , le inarc 8 onces , l’once 8 gros, le gros 72 grains } donc la livre-poids vaut 8 fois 2 ou 16 onces, 8 fois 16 ou 128 gros, 72 fois 128 ou 9216 grains.
Ou bien encore, le marc est la moitié de la livre-poids ; l’once est le 8' du marc ou le 16' de la livre y le gros est le 8' de l’once ou la 128 e partie de la livre ; le grain est le 72* du gros ou la 9218* partie de la livre.
Pour le temps.
Le jour se subdivise en 2.4 heures , l’heure en 60 minutes, la minute en 60 secondes, la seconde en 60 tierces. L’année est de 365 jours (ou de 366 dans les années bissextiles).
On appelle nombre complexe tout nombre concret (n° 2) qui est décomposé en plusieurs parties rapportées respectivement à des unités différentes; et par opposition , celui qui est rapporté à une seule espèce d’unité s’appelle nombre incomplexe. Ainsi, 13^17^9 25 t 4 p 7 |, 6 1 , 41 tb i m 7** f 5* 17^.... sont des
nombres complexes; 8 livres, 17 toises, 23 grains.... sont des nombres incomplexes.
69. Nous commencerons la théorie des nombres complexes par le développement de deux opérations qui lui sont particulières, etqui peuvent être regardées comme servant de baseaux quatre opérations principales. La première a pour objet, un nombre complexe étant proposé, de le convertir en un seul nombre fractionnaire de l'unité principale; la seconde, étant (formée réciproquement une expression fractionnaire <f une unité principale quelconque , d’en déduire le nombre < omplexe qu’elle représente .
t°. Soit i7 T 5 p 7P 1 i l à réduire en un seul nombre fractionnaire de toise.
Il est clair que si l’on parvient à déterminer le nombre de
OPÉRATIONS PRÉLIMINAIRES
ligues que comprend le nombre proposé, il sullira ensuite de
donner le nombre 864 pour dénominateur au résultat puisque, d’après le tableau (n°G8), la ligne vaut de toise, déduisons donc en lignes le nombre proposé.
D’abord , puisque la toise vaut 6
pieds, on réduira en pieds 5 P en
J Qr
multipliant 17 par 6, et ajoutant au
produit les 5 pieds que l’on à déjà ; 011
obtient ainsi io7 P pour résultat.
Maintenant, comme le pied vaut 1 2 1 ’,
on réduira en pouces 1 07 P 7P en multipliant 107 par 12 et ajoutant 7 au
produit ; (
Enfin , puisque le pouce vaut 1 2 lignes, il suffit, pour réduire 1291*’ 1 1* en ligues, de multiplier 1291 par 12 et d’ajouter 1 1 au produit, ce qui donne i 55 o 3 lignes pour l< lignes que contient le nombre 17 1 ' 5 P 7P 1 1 1 .
lignes que
Donnant donc à i 55 o 3 le dénomma leur 864, on obtient
le nombre total de
de toise pour le nombre demandé.
A\ B. — Dans cette opération, nous avons été conduit deux fois à multiplier par 12. En général, la multiplication par le facteur 12 est très-fréquemment employée dans la théorie des nombres complexes ; et il faut savoir multiplier un nombre par 12, aussi rapidement que si le multiplicateur n’avait qu’un seul chiffre. Toutefois, en attendant que la mémoire soit assez exercée, on peut faire usage d’une Table de multiplication (n° 18 ) étendue jusqu’à 12 inclusivement.
L’exemple précédent suffit pour mettre au fait de la marche qu’il faut suivre pour effectuer la première opération.
Voici en quoi elle consiste : multipliez d’abord le nombre d’unités principales que renferme le nombre complexe , par le nombre des unités de la plus haute subdivision, qui entrent dans l’unité principale , et ajoutez au produit les unités de celte subdivision , que vous avez déjà.
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Multiplie x le résultat ainsi obtenu par le nombre d unités de la seconde subdivision , que renferme la première , cl ajoutez au produit les unités de la seconde subdivision , que vous avez déjà.
Multipliez le nouveau résultat par le nombre d’unités de. la troisième subdivision , que renferme la seconde , et ajoutez au produit, etc ... ; continuez ainsi l’opération jusqu’à ce que vous soyez parvenu à la dernière subdivision.
Donnez enfin pour dénominateur au dernier résultat , le nombre d'unités de la plus petite subdivision , que contient l’unité principale , nombre qui se trouve compris dans le tableau (n° 68).
Soit le nombre fractionnaire
en un nombre complexe.
On commence par diviser 6i5 par ?.3 comme à l’ordinaire, ce qui donne pour quotient 26 et pour reste 17; ainsi , l'on peut déjà dire que le
de toise à réduire
,55 i 26 t 4 1 '5''2 i Tj 1 7
nombre proposé est égal à 7.6 v plus de toise. Mais puisque la toise vaut
ti pieds, il s’ensuit que — de toise
reviennent à ~ de 6 pieds, c’est-à-
dire (n
. 6 fois 17 . 102
60) a — — - ou a — — de 9.3 23
pied ; et autant de fois 1 02 contiendra 7.3 , autant de pieds ou aura au quotient. D’où l’on voit que, parvenu au reste 17, pour obtenir des pieds, on doit multiplier 17 par 6 et diviser le produit 102 par 9.3; on obtient ainsi pour quotient 4 P et pour veste io p : le nombre proposé est donc égal à 2Ô T 4 P
plus ^ de pied.
En raisonnant sur celte nouvelle fraction comme sur la
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précédente, on verra que, pour la réduire en pouces, il su tiit de multiplier le reste 10 par 12, et de diviser le produit 120 par 23 ; il vient alors pour quotient 5* 1 et pour reste 5ï.
Multipliant ce nouveau reste par 12 pour avoir des lignes, on obtient le produit 60, qui , divisé par 23 , donne au quotient 2, avec le reste 1 4*-
Donc enfin , le nombre proposé est égal à 26 T 4 P 5 p 2 1
Ordinairement, on néglige la fraction — \ de ligne, ou bien
011 l’estime à peu près. Ici, par exemple , si l’on avait — au lieu
de— s, la fraction équivaudrait à - de ligne. Mais, comme le O.ô «3 k
dénominateur est plus grand que 21, il s’ensuit que est plus
petit que ^ de ligne. On reconnaîtrait de même que celte fraction est un peu plus que une demi-ligne.
Règle générale. — Pour effectuer la seconde opération, divisez le numérateur du nombre fractionnaire proposé , par le dénominateur ; vous obtenez ainsi un quotient qui exprime les unités principales , et un certain reste.
Multipliez ce reste par le nombre d’unités de la première subdivision, que renferme l’unité principale, et divisez le produit par le dénominateur j vous obtenez un nouveau quotient qui exprime les unités de la première subdivision, et un nouveau reste.
Multipliez ce reste par le nombre d’unités de la seconde subdivision, que contient la première, et divisez le produit par le dénominateur ; vous obtenez pour quotient les unités de la seconde subdivision, et un nouveau reste sur lequel vous opérez comme sur les précédents. Vous continuez ainsi l’opération jusqu’à ce que vous soyez parvenu à la dernière subdivision.
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7i. Au reste, ces deux opérations se vérifient l’une par l’autre , comme il est aisé de le voir.
Par exemple, pour trouver le nombre complexe qui , dans la
première, a donné lieu au nombre
, on appliquera A
celui-ci la règle précédente. Nous nous contenterons d’indiquer le calrul , qui n’offre aucune difficulté.
vr
La preuve de la seconde opération a besoin de quelques éclaircissements.
Après avoir appliqué au nombre a6 T 4 P 5* 2*, le procédé de la première opération , on trouve pour résultat
23 102', ou de toise. Mais,
comme à ces a3i02 lignes se trouve
jointe la fraction de ligne , il faut
multiplier 23 10a par 23 pour réduire eu 23'*, puis ajouter au produit 1 4 ; ce qui donne pour résultat, 53i36o, nombre auquel on doit ensuite donner pour dénominateur, 23 fois 864 ; Arilh. II.
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mais puisqu’il iaut que 801 ' e S al a ^3 ’
suit que 53i36o doit être divisible par 864 , ce qu’il est aisé de reconnaître; et alors, en supprimant le facteur
commun 864 , <* retrouve en eftet ^ .
Voici un autre exemple de la seconde opération et de sa preuve :
Convertir en un nombre complexe de livres-poids , marcs ,
onces , gros, et grains , le nombre fractionnaire
de
livre -poids
Opération.
' 9 2 ° 35 tfeo 1 " 4 ‘ , "i* 22 f^f
iSao
Preuve.
35ft o m 4 on 12 *' 2Ui5!
Après avoir obtenu, dans la preuve , le nombre 118609920,
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qui exprime des 365" de grain , on divise ce nombre par 9216 , nombre de grains que contient la livre-poids; ce qui donne un quotient exact , 1 2870 ; ainsi l’on retrouve le nombre proposé ,
de livre-poids.
72. Au moyen de ces deux règles préliminaires , les quatre opérations principales sur les nombres complexes peuvent être ramenées à celles qui ont été exposées dans le chapitre précédent. En effet, quelle que soit l’opération proposée, on peut d abord convertir les nombres complexes sur lesquels on a à opérer, chacun en un seul nombre fractionnaire de l'unité principale, d’après la règle du n°69 ; oneffeclue ensuite sur les nombres ainsi transformés l’opération demandée , d’après les règles ordinaires du calcul des fractions ; et l’on obtient pour résultat un nombre fractionnaire que l’on convertit en un nombre complexe , suivant la règle du n° 70; cequi donne enfin le résultat cherché.
Mais cette méthode est en général moins simple, surtout pour les trois premières opérations, que celle dont nous allons donner le développement.
Addition des nombres complexes.
73. Cette opération se fait à peu près comme l’addition des nombres entiers : on écrit tous les nombres proposés les uns audessous des autres , de manière que les unités de même espèce ou de même subdivision soient dans une même colonne , et l’on commence par ajouter les unités de la plus petite subdivision-, si leur somme renferme moins d’une unité de l’espèce immédiatement supérieure, on écrit cette somme au-dessous ; mais si elle renferme assez d’unités pour composer une ou plusieurs unités de la subdivision immédiatement supérieure, on n écrit au bas de la colonne , que l' excédant de la somme sur le nombre d'unités de l’espece supérieure , qu’on a pu extraire, et l’on relient celles-ci pour les ajouter avec leurs semblables , sur lesquelles on opère de ta meme manière.
PH EM I KH EXEMPLE
On propose <f ajouter les nombres
qi5
somme. 6t 45 #
preuve. $$$$
En additionnant d’abord les deniers, je trouve pour somme 38, qui renferme 3 fois i a deniers ou 3 sous et 2 deniers; je pose les 2 deniers T et je retiens 3 sous pour les ajouter avec la somme des unités de l’espèce des sous.
Je trouve pour cette nouvelle somme 3 9 ; je pose 9 et je retiens 3 dixaines , pour les reporter à la colonne des dixaines de sous, ce qui donne 7 dixaines de sous; et comme il faut 2 dixaines de sous pour faire une livre, je prends la moitié de 7, qui est 3 , avec 1 pour reste ; je pose ce reste, et je porte les 3^ à la colonne des livres, que j’ajoute comme à l’ordinaire.
La preuve se fait d’ailleurs de la même manière que pour Us nombres entiers. (Voyez n° 18.)
SECOND EXEMPLE
Soit à ajouter (L'unité principale est la livre-poids.)
Eu faisant l’addition des grains, on trouve pour somme 167 que l’on écrit d’abord à côté, comme on le voit ci-dessus^ puis on divise 167 par 72, nombre de grains que contient U
Sgtb i m 7»" 6* 46f'
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gros, ce qui donne pour quotient 7. et pour reste a 3 ; ou écrit a 3 au bas de la colonne des grains, et l’on retient 2 qu’on reporte à la colonne des gros. On trouve pour la somme des gros , a 3 , c’est-à-dire 2 fois 8 gros , ou 2 onces plus 7 gros , -on pose 7 gros, et l’on relient 2 pour les reportera la colonne des onces, sur laquelle on opère, ainsi que sur les colonne* suivantes, comme on a opéré sur celles qui précèdent.
Soustraction des nombres complexes.
74 . Écrivez le plus petit nombre sous le plus grand , de manière que les unités de même espece sc correspondent, et commencez la soustraction par les unités de l’espèce la plus faible ; si le nombre inférieur de ces unités peut être retranché du nombre supérieur, écrivez le reste au-dessous ; s’il 11e peut en être retranché, augmentez d'une unité de la subdivision immédiatement supérieure , celles de l’espèce sur laquelle vous opérez, après V avoir réduite en unités de cette dernière espèce j en ayant soiu, toutes les fois que vous aurez été obligé d’ajouter une certaine unité pour faire la soustraction partielle , A’ augmenter de celle même unité le nombre inférieur.
PREMIER EXEMPLE
Du nombre
on propose de soustraire . . . .
reste. . .
preuve .
Comme on ne peut ôter 1 1 deniers de 7 , on ajoute à 7 deniers 1 sol ou 12 deniers, ce qui donne 19; et l’ou dit : 1 1 de 19, il reste 8 , qu’on écrit au-dessous des deniers.
Passant ensuite aux sols, on dit {rem. 11" 14 ) : 16 de 1 1, cela ne se peut, mais en ajoutant à 1 1 sols , 1 livre ou 20 sols, on obtient 3 i, et l’on dit : 16 de 3 1 , il reste i 5 que l’on pose au rang des soit-
i oa
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Enfin, ou soustrait igo de 327, etil reste 137.
Ainsi , le reste de la soustraction est 1 37^" i 5 x 8* ; ce qu’on peut ve'tifier en faisant la somme de ce reste et du plus petit
nombre.
* SECOND EXEMPLE
De 3 g T 4 P 7* 5 1
ôn veut âter 27 5 11 7
ii 4 710
Connue ou ne peut soustraire 7 lignes de 5 , on ajoute à 5 1 pouce ou 12 lignes, ce qui donne 17 ; et l’on dit : 7 de 17, il reste 10. Ensuite, 12 de 7, cela ne se. peut; mais 12 de 12 plus 7 , ou de ig, il reste 7. Passant aux pieds: 6 de 4 ,ccb* ne se peut ; mais en ajoutant 1 toise , qui vaut 6 pieds, on a 6 plus 4, ou 10, et l’on dit : 6 de 10, il reste 4 - Soustrayant enfin 28 toises de 3 g , on obtient 1 1 ; donc le reste demande' est 1 i T 4 P •3P 10 1 .
TROISIÈME EXEMPLE
Un vase plein de liquide pèse. . 1 5 0n 4 * l l s '
La lare, ou le poids du vase vide,
est de 4 7 ^ 4g
On demande le poids du liquide. 12 i 3 5 4 °
Il est clair que si l’on soustrait du poids total du vase et du liquide qu’il contient, le poids seul du vase , le reste doit représenter le poids du liquide.
Comme on ne peut ôter 4 g de 1 7, onajouteü 17... 1 gros qui vaut 72 grains; et l’on dit : 4g de 72 plus 17, ou de 8g, il reste 4 o. Ensuite , 7 de 8 plus 4 , ou de 12, il reste 5 . Passant aux onces, 8 de 7, cela ne se peut; mais cftiume 1 livre vaut t6onces, on dit : 8 de 16 plus 5 , ou de 21 , il reste i 3 . Enfin, 5 de 17 il reste 12.
Donc le poids total du liquide est i2tb i 3 0,IC 5 e 4 0,r -
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Multiplication des nombres complexes .
Celle opération , plus difficile que les deux premières, demande beaucoup d'allcntion, et ne peut être développée d’une manière bien nette que sur des exemples.
Pour plus de clarté, nous distinguerons deux cas principaux t ou, le multiplicande étant complexe, le multiplicateur est incomplexe; ou bien, le multiplicande étant complexe ou in— complexe, le multiplicateur est complexe.
78. Considérons d’abord le premier cas , celui ou , le multiplicande étant complexe, le multiplicateur est un nombre incomplexe ou un nombre entier quelconque.
Soit à multiplier
par
On obtient ce produit en multipliant toutes les parties du multiplicande , à partir des plus faibles , par le multiplicateur, et ayant soin de retenir les unités des ordres supérieurs , fournies par les produits inférieurs.
Ainsi , l’on dit : 9 fois 1 1 deniers font 99 deniers, qui contiennent 8 fois ta deniers ou 8 sous, et 3 deniers; on pose alors 3 deniers et l’on retient 8 sous pour les reporter sur le produit des sous.
Ensuite, 9 fois 7 font 63, et 8 de retenue font 71 sous ; on pose t sou et l’on retient 7 dixaines de sous; 9 fois 1 font 9, et 7 de retenue fout iGdixaiues de squs ; et, confine 2 dixaines de sous font t livre, on prend la moitié de 16 qui est 8, que l’on retient pour les reporter au produit des livres, sur lesquelles on opère d’après le procédé connu de la multiplication des nombres entiers ; il vient enfin , pour le produit demandé, 27 . 3 l ,t t s 3*.
Dans cet exemple, où le multiplicateur n’est exprimé que par un seul chiffre, on a commencé par la droite , et l’on a déterminé successivement les sous fournis par le produit des deniers , et les livres fournies par le produit des sous. Mais si le
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multiplicateur avait plusieurs chiffres, les mêmes déterminations ne pourraient plus s’exécuter de tête; et pour y parvenir, il faudrait faire à part des multiplications, ensuite des divisions , afin de convertir les espèces inférieures en espèces supérieures, ce qui demanderait beaucoup de calcul. Dans ce cas, l’opération se fait d’une manière plus simple , ainsi qu’on va le voir sur l’exemple suivant.
Multiplier le nombre 784"" i5 J ' g* 1
par. .*. . . 857
pour 1 o r .... .
io J
iy r 9 *
Après avoir effectué la multiplication de 784 par 857 comme à l’ordinaire, on passe à la multiplication de i5 sous par 857. Pour obtenir sur-le-champ ce produit en livres, on observe que , si l’on avait 1 livre à multiplier par 857, le produit serait
857 livres; mais |5 sous, ou — de livre , 11e sont que les trois
quarts de la livre; ou bien, étant décomposés en 10 sous et 5 sous, ils en sont la moitié plus le quart ; donc le produit demandé se compose de la moitié de 857 livres , plus le quart de 857 , ou,' ce qui revient au même, plus la moitié de la moitié de 857 livres. Ainsi l’on dira: pour 10 sous, la moitié de 857 livres est 428 ( voyez n°5i), et il reste 1 livre qui vaut 20 sous; la moitié de 2o- r est lo-*"; et l’on obtient 4 2 8 *io j pour le produit de 10 sous par 857.
Prenant maintenant la moitié de 4 2 &* io r , on a 214* 5- r pour le produit de 5 sous par 857.
Passant aux deniers, on remarque que 9 deniers sont décomposables en 6 deniers plus 3 deniers; or 6 deniers sont la
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moitié d’un sou , et par conséquent , la moitié du 5 * ou le io" de 5 sous; donc le produit de 6 deniers par 85 ^ est le io e du produit précédent, ou de 214* 5 S . Prenant d’abord le 10' de 214,011 a pour quotientai, et pour reste 4 livres, qui valent 4 fois 20 , ou 80 sous, que l’on réunit aux 5 sous ; le 10' de 85 est 8 sous, et il reste 5 sous qui valent 5 fois 12 , ou 60 deniers ; enfin , le 10* de 60 est 6 ; et l’on a 21* 8 X 6* pour le produit de 6 deniers par 85 ^.
Pour obtenir le produit de 3 deniers par 85 ^, il suffit de prendre la moitié du produit précédent , et l’on trouve io # 1 4 J ' 3 »\
Soulignant le tout, et faisant la somme des produits partiels, 011 obtient 672562*' ij- r g* pour le produit total.
Cette manière d’obtenir les produits des subdivisions de l’unité principale du multiplicande, par le multiplicateur, s’appelle méthode des parties aliquotes , parce qu’elle consiste à décomposer les nombres d’unités de ces subdivisions en parties aliquotes , soit de l’unité principale , soit les unes des autres , c’est-à-dire ( n° 81 ) en parties qui soient respectivement contenues un nombre exact de fois les unes dans les autres ; et alors , pour former un produit correspondant à l’une de ces parties aliquotes , on prend de l’un des produits qui précèdent, une partie marquée par le nombre de fois que la partie aliquote que l’on considère est contenue dans la partie qui a fourni ce produit déjà obtenu.
Soit, pour nouvel exemple,
à multiplier 6^ T 5 P 6e 5 l
par 5 g
(wjf
pour 3 P
it
4ocj T
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Pour obtenir le produit de 5 pieds par 5g, on observe que 5 pieds se décomposent en 3 pieds, qui valent i toise, plus
2 pieds, qui valent ~ de toise ; donc, comme le produit de i toise
par 5g serait 5g toises , celui de 5 pieds par 5g se composera de la moitié de 5g toises , plus le tiers de 5g; prenant d'abord la moitié de 5g toises, on obtient 2g, et il reste i toise, qui vaut 6 pieds, dont la moitié est 3 pieds ; ainsi , le produit de 3 pieds par 5g est ag T 3 P . De même , le tiers de 5g est ig pour S’j, et il reste a toises, qui valent 12 pieds, dont le tiers est 4 ; on a donc ig T 4 P pour le produit de 2 pieds par 5g.
Passant aux pouces, on observe que 6 pouces sont la moitié d’un pied, ou le quart de 2 pieds; aiusi, pour obtenir le produit de 6 pouces par 5g, il suffit de prendre le quart du produit ig T 4 P ; ce qui donne 4 T 5 P 6?.
Maintenant, 5 lignes se décomposent en 4 lignes plus 1 ligne ; et comme 4 lignes sont le tiers d’un pouce, qui lui-même est le 6 e de6 pouces, il s’ensuitque 4 lignes valent le liera du 6* ou le 18' de 6 pouces ; ainsi , on serait conduit à prendre le 18* de 4 T 5 P 6 p, ce qui ne serait pas commode ; mais on peut lever cette difficulté en formant un produit auxiliaire ( improprement appelé faux produit), savoir le produit de 1 pouce par 5g. Or, ce produit est le 6' de 4 T 5 P 6 |> , ou o T 4 P ii p ; on le place au-dessous des autres produits, en ayant soin toutefois de le barrer, comme on le voit dans le tableau précédent, parce qu’il ne doit pas entrer en ligne de compte; après quoi , en prenant le tiers de ce produit, on obtient celui de 4 lignes par 5g , égal à o T 1 p >jP 8*.
Enfin, 1 ligne étant le quart de 4 lignes , on prend le quart du dernier produit , et l’on trouve o T o p 4 P 1 1*.
Additionnant tous les produits partiels, on obtient pour le produit total , 4007 1 ’ 2 P 6 p 7 1 .
76. Considérons actuellement le cas où le multiplicateur est lui-même un nombre complexe. Mais prenons d’abord un exemple qui ne soit pas trop compliqué.
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If aune d’une certaine étoffe coûtant 65 # i 7' ri*', on demande le prix de 3g aunes i.
65* 17' il* 1
pour 1 o J " . . .
Puisqu’une aune coûte 65*" 17' 1 1*, il est clair que 3g aunes g doivent coûter 3g fois 65*" 17' n* 1 , plus les - de ce même nombre ; c’est-à-dire qu’il faut multiplier d’abord 65* 17- f 11* •par 3g, et ensuite par g.
La première multiplication n’offre aucune difficulté, d’après ce qui a été dit ci-dessus ; ainsi, nous ne nous y arrêterons pas. On obtient les 8 premiers produits partiels comme précédemment.
Passons à la multiplication par g. Or çette fraction peut se décomposer en - ou -, plus g, qui est la moitié de g, plus
qui est la moitié de ë ; donc, pour obtenir le produit par - ,
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il suffit de prendre d’abord la moitié de 65 * i'j / u*>, puis la moitié de cette moitié, et enfin la moitié de la nouvelle moitié.
Prenant donc la moitié du multiplicande, on obtient
32 * iS-* - n* 1 ^, l’ on écrit au-dessous des produits précédents.
Prenons maintenant la moitié de ce dernier produit ; la moitié de 3 a est 16; la moitié de 1 8 est 9; la moitié de 1 1 est 5 ,
et 11 reste 1, qui, reuni a -, donne-, dont la moitié est -7 ; ainsi
le nouveau produit est 16* 9' f 5 h
Prenant encore la moitié de celui-ci , on dit : la moitié de 16 est 8; la moitié de 9 est 4, et il reste 1 sou, qui vaut 12 deniers; 12 et 5 font 17, dont la moitié est 8 , et il restent , qui , ajouté
à 7, donne 7, dontla moiliéestg ; ainsi, ce dentier produit
est égal à 8* 4^ 8* 1 g .
Il reste à additionner les produits partiels , en commençant par les fractions.
Comme le dénominateur 8 est, parla nature même des opérations, multiple des deux autres, on le place d’abord (u° 88)
à la droite et un peu au-dessus de la fraction - , et l’on souligne; puis on écrit au-dessous de 8 et respectivement sur la même ligne que les fractions, les quotients 4, 2, et 1 , résultant de la division de 8 par les trois dénominateurs ( ce sont les nombres par lesquels il faut multiplier les deux termes des fractions respectivement correspondantes, pour avoir le même dénominateur). Cela posé , on multiplie les numérateurs des fractions par ces quotients, ce qui donne 4, 6, et 7, dont on fait l’addition , et l’on obtient pour somme 17 ; ainsi , la somme des
fractions est ^7, ou 2 plus 5. Alors on pose 3 au-dessous des trois fractious, et l’on retient 2 deniers pour les reporter à la
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cotonne des deniers , sur laquelle on opère , ainsi que sur 1rs autres, comme On l’a indique précédemment.
On obtient enfin pour le produit demandé, c’est-à-dire pour
le prix des St) 4 g» • • • 2627*' 1 r r 1 1* -.
On voit d’après cet exemple, que, quand le multiplicateur contient des parties ou subdivisions de l’unité principale , l’artifice de la méthode consiste encore à décomposer les subdivisions de ce facteur en parties aliquotes, soit de l’unité principale , soit les unes des autres, puisa prendre du multiplicande ou des produits qui en résultent , des parties indiquées par ces parties aliquotes.
Proposons-nous , pour second exemple , de déterminer le prix de 6g T 4 P 1 1 p d’un certain ouvrage , en supposant que la toise coûte 25 * it) r 5 *.
cf
<jg T 4 P iip
pour io s . . . . 34 io J
3 1 1 7 jj. . . 3 . . . 5 i
flous supposerons ici, comme dans l’exemple précédent,
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que l'on ait 'effectué produit de 25 1 t ig f 5 *' parbg; et la somme de ces premiers produit partiels exprimera le prix des 69 toises.
Maintenant, pour détermi er le prix de 4 P n 1 du même ouvrage, observons qu'une toise coûtant2.5*'i9 J '5 s ', 4 p‘ e ds, ou
3 pieds plus 1 pied, c’est-à-dire g plus g de toise, doivent 3 1
coûter les 2 ou la moitié, plus le £ , ou le tiers de la moitié, de
a 5«- jgJ - 5*. De même, 1 1 pouces se décomposant en 6 pouces, plus 3 pouces, plus 2 pouces, ou bien, en — , plus —, plus
deux fois — de pied , doivent coûter la moitié du prix que
l’on aura obtenu pour le pied, plus la moitié de cette moitié , plus enfin deux fois le tiers de cette nouvelle moitié. Il faut donc former tous ces produits.
D’abord, pour 3 pieds, on prend la moitié de 25 *' ig s 5 *, ce
qui donne 12*" 19^ 8* -; pour 1 pied, on prend le tiers de ce produit, et .l’on trouve 4 # 6 / 6* g (en observant que,
parvenu aux deniers, on a pour reste 2, qui, joints à
donnent - dont le = est 5 ). Pour 6 pouces, 011 prend la
OO
moitié du produit précédent, et il vient 3 * — ; pour
3 pouces, on prend encore la moitié de ce dernier produit, ce qui donne 1 * i s 7* Enfin, pour 1 pouce, on prend le
tiers de celui-ci , et l’on ao*/^-, produit que 1
on écrit
deux fois.
Quant à l’addition des produits partiels, on la fait , comme dans le premier exemple, en observant toujours que le dénominateur 72 est multiple de tous les autres , et qu’alors on peut appliquer aux fractions les simplifications du n° AO.
MULTIPLICATION DES NOMBRES COMPLEXES. 1 I I
Jusqu’à présent le multiplicaude exprimait des^ livres, sous et deniers, et alors le produit représentait des unite's et subdivisions de la même nature. Voici une nouvelle question dans laquelle le multiplicande et le produit expriment des toises, pieds, pouces.. . .
On peut faire exécuter fc? 1 iP pour i*; on demande le
nombre de toises qu J on fera exécuter pour i 5 1t i cf 5*.
11 est évident que, pourobtenir le nombre de toises demandé, il faut multiplier 6q T 4 P > i p par a5 livres, et par les subdivisions de la livre, que comporte l’énoncé ; car si pourune livre on a pu faire exécuter 69 1 ' (f 1 1 P, il s’ensuit que pour 19 sous,
ou— de livre, on peut faire exécuter les — de 6q T 3 P 1 iP, 20 * 20 ^ ^ '
c’est-à-dire les — ou la moitié, plus les — ou la moitié de 20 20
la moitié , plus etc. . . .
Nous nous bornerons à présenter le tableau des calculs de cette nouvelle multiplication :
ig J
io- r . . . .
IO
IO
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77. A 7 . B. — Observons que , dans ce dernier exemple, Us deux facteurs de la multiplication sont les mêmes que ceux de l’exemple précédent; et cependant, on a obtenu deux résultats qui diffèrent l’un de l’autre, sinon par l’enlier.qui y entre , du moins par la nature de l’unité principale, et par les subdivisions de cette unité. Ainsi le principe du n° 25, qui consiste en ce que l'on peut intervertir l’ordre des facteurs d’un produit, sans changer le produit , ne semble vrai que pour les nombres abstraits. Pour le rendre applicable au cas de deux nombres complexes, il faudrait concevoir chacun de ces nombres réduit (n° 09) en un seul nombre fractionnaire de l’unité principale qui lui correspond ; et les deux nombres qu’on obtiendrait en intervertissant l’ordre des facteurs, seraient égaux , abstraction faite toutefois de la nature de l’unité principale , laquelle devrait être différente dans les deux produits. En effet , d’après la définition de ' la multiplication , toutes les fois que l’on considère des nombres concrets , le produit et le multiplicande doivent être de même nature ; tandis que le multiplicateur, quoique pouvant être d’abord exprimé pér un nombre concret, doit toujours être considéré, dans l’opération, comme un nombre abstrait qui désigne combien de fois on doit répéter le multiplicande, ou quelle partie on en doit prendre. Il faut donc , lorsqu’on a une multiplication à effectuer, avoir soin de déterminer lequel des deux facteurs doit être pris pour multiplicande , ce qui n’est pas difficile, puisqu’il est toujours de même nature que le produit, et que la nature de celui-ci est indiquée par l’énoncé de la question.
78. La preuve naturelle de la multiplication se fait par la division ; mais il est en général plus simple, à cause des fractions compliquées que renferme souvent le produit, de doubler le multiplicande et de prendre la moitié du multiplicateur, ou réciproquement. Nous engageons les commençants à reprendre les opérations ci-dessus, et à en faire les preuves d’après cette méthode. Voici d’ailleurs de nouveaux exemples sur lesquels ils peuvent s’exercer :
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i°. Déterminer le prix de 35 tfe i m 5 ®" 4 f 4 ®*' ^ une certaine marchandise, en supposant que la livre-poids coilte 23 * i 3» .
liésuhat: 855 * 8 ' 10»
2“. Multiplier 13 g 1 5 P o p 1 1 1 y.or 25 * ig r 1 1 ».
liésuhat : 3635 1 2 P 5 p i o 1
3 ®. Multiplier 3 i* 17' 9» par i 5 * 11' 5 ».
liésultat : 4 q 6 * 10' 3 »
Nous aurons à traiter, par la suite ( Chap . Vll' n des questions susceptibles de donner lieu à la dernière operation.
Division des nombres complexes.
Nous distinguerons également deux cas principaux 1 ou le dividende et le diviseur sont de nature différente ; ou bien Ht sont de même nature.
79 . Premier cas. — Le dividende et le diviseur étant de nature differente.
Dans ce cas, il peut arriver deux circonstances : ou le diviseur est incomplexe, ou bien il est complexe.
i°. Si le diviseur est incomplexe, considérez-le comme abstrait, et effectuez la division du dividende par le diviseur, en réduisant le quotient en unités principales et subdivisions de. la nature du dividende.
2°. Si le diviseur est complexe, converti ssez-le (n° 69 ) en un seul nombre fractionnaire de son unité principale j multipliez le dividende par le dénominateur de la fraction diviseur , et divisez le produit par le numérateur, en réduisant toujours le quotient en unités principales et subdivisions de la nature du dividende.
PREMIER EXEMPLE
On demande le prix de la toise et un certain ouvrage, en supposant que l’on ait payé 2.546g* 19' 1 1 » pour 568 toises du même ouvrage.
Arith JB. 8
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44* lô'g*
Le prix delà toise étant conuu, en le multipliant par 568 on devrait reproduire 2546g* ig^ 1 1*\ donc il faut diviser ce dernier nombre par 568.
Après avoir divisé ?.546g par 568 comme à l’ordinaire, re qui «lonne 44 livres pour quotient et 477 livres pour reste, on réduit ce reste en sous en le multipliant par 20, et l’on ajoute au produit les ig-* - du dividende, ce qui
donne g55g- r que l’on divise encore par 568; il vient pour quotient 1 6- r , et pour reste 47 ,-f que l’on multiplie par 12 pour en faire des deniers ; ajoutant au produit les 1 1 deniers du dividende, on trouve 5663* que l’on divise de nouveau par 568, re qui donne pour quotient g* et pour reste 55 1 ; donc
le quotient total, ou le prix de la toise, est 44^ •6 J ' g 51
?.546g* ig / i i*
SECOND EXEMPLE
On a acheté 258tb 1 ™ 7°“ 5* de marchandise pour la somme de 325g* 1 1 o*y on demande à combien revient la livre-poids
de cette marchandise.
Le prix de la livre-poids étant conuu , en le multipliant par a581b 1 "' t 0 " 5*, on devra reproduire 325g* i7' r 10*; ainsi , il faut encore diviser le second nombre parle premier.
/tour
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a58th 7°" 5* ®‘
Après avoir touvcrli le diviseur en un seul nombre fractionnaire, suivant la règle du n° 89 , on trouve pour ce diviseur,
puisque (n° CO) le gros est la 128' partie de la livre -
poids; mais pour diviser 3259 * 1 r j s 10 *• par
il faut
(n° 62 ) multiplier le dividende par le dénominateur 128, ce qui donne, comme on le voit de l’autre part, 417266* 2- r 8 ,> , et diviser ce produit par le numérateur 33 . 49 ; cette dernière opération rentre dans celle de l’exemple précédent ; et l’on
trouve, pour le jprix demandé, .2* . 1^ 9*
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Ces exemples suffisent pour mettre au fait de la marche qu'il faut suivre dans tout autre.
80 . Second ces. — Si le dividende et le diviseur sont de même nature, réduisez (n° 69 ) les nombres en unités de la plus petite des subdivisions qu'ils renferment, puis ef/ecluez la division du premier résultat par le second, en exprimant, suivant la règle du n° 70 , le quotient en un nombre complexe de la nature indiquée par l’énoncé de la question.
Ceci va s’éclaircir sur des exemples.
PREMIER EXEMPLE
La toise d’un certain ouvrage coûte 47 * 5 * y on de-
mande le nombre de toises que l'on peut faire exécuter pour 2728* i7 -f io*.
Si l’on connaissait le nombre de toises demandé, il est clair qu’en multipliant le prix d’une toise, ou 47 * 19^ 5 * 1 , par ce nombre, on devrait reproduire 2728* i r ] s 10*; donc il faut diviser 2728* 17* 10* par 47* iç) s 5 h .
reste ) o539
Après avoir réduit en deniers les deux nombres proposés, on trouve que le premier revient à — de livre, et le se-
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coud à ‘ de livre. Or, pour diviser le premier nombre par le second , il faut (n 0 62) renverser la fraction diviseur,, ce qui
donne — J— r, et multiplier — ^ — par — - ; mais le fac- 1 1 5 1 3 1 240 r n5i3
teur 240 entrant à la fois dans le produit des numérateurs et
dans celui des dénominateurs, on peut le supprimer, et il
vient ; donc, tout se réduit à diviser 654g34 par 1 i5i3,
ce qui est conforme à la règle établie plus haut. Nous n’entrerons dans aucun détail sur cette division , qui s’effectue, comme on le voit ci-dessus, d’après la règle duu* 70; nous observerons seulement que, suivant l’cnoncé de la question, le
nombre fractionnaire doit être évalué en toises, pieds,
pouces , etc. . . .
On trouve ainsi pour résultat, 56 T 5 P 3 p Q* lo ^9 .
SECOND EXEMPLE
On a payé i* pour l5 T 4 P 7 P d’un certain ouvrage ; on demande la somme qu’il faut payer pour 329 T 5 P 1 1 p 8*.
Si l’on connaissait la somme demandée, en multipliant i5 T 4 P 7 P par cette somme, on devrait reproduire 329 T 5 p . .
ou bien encore, autant de fois 32g T 5 P contiendront
i5 T 4 P 7 p , autant de livres, sous, et deniers , on devra payer. D’où l’on voit qu’il faut diviser les deux nombres donnés l’un par l’autre ; et le quotient exprimera en livres, sous, et deniers , la somme demandée.
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àp rès avoir réduit les deux nombres en lignes ( parce *|Ue !n ligne est la plus faible des subdivisions qui y entrent) 011 trouve
que le premier équivaut a — de toise,
et le second ;i
de toise ; d’où l’on tire, en multipliant le premier par le
second renverse, — — : convertissant ce nombre traction—
naire en un nombre complexe de la livre, on obtient pour le
quotient cherche, 20* i8 r 8* ■ ou--—.
N. li. — Si l’un des termes de la division était incomplexe, il n’en faudrait pas moins réduire les deux nombres en imitais de la plus petite subdivision qui se trouverait dans l’autre.
81 . Remarque. — Toutes les fois que le dividende et le diviseur sont de même nature par rapport à l’unité principale, l’énoncé seul de la question indique quelle doit être la nature de l’unité principale du quotient. Mais lorsque le dividende et le diviseur sont de nature différente, le quotient doit être de même nature que le dividende, puisque le dividende c'tant un produit, doit cire (n° 77 ) de même nature que l’un de ses facteurs.
82 . Quant à la preuve de la division, elle pourrait s’elfec-tuer par la multiplication ; mais il est plus commode de doubler les deux termes, ou d’en prendre la moitié , et d'ell’ectuer, sur les deux nombres ainsi modifiés , une nouvelle di—
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vision ; le quotient «loi t être le inéine (n° 45 )'quc le précédent. Voici de nouvelles applications :
i Déterminer le prix de l'aune et une] certaine étoffe , en
supposant que 69“ -- aient coûté. 272 8* 1 f 9*
Résultat : 3 g* /f Hf
2 0 . Diviser SBef' 1 i- r 7* par 8g T '\ p 7P 10 1 .
Résultat : 9* 1 t- r 5 *
3°. Diviser 1 3/J 7 T t 1 * "f par g T 5 P 7 P io* , le quotient devant être exprimé en livres, sous et deniers.
Résultat : i 35 * 1 5^.
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CHAPITRE IV
Des Fractions décimales , et du nouveau Système de poids et mesures.
« § I". Des Fractions décimales.
ttS. Dans le système ordinaire de numération, la manière la plus simple et la plus commode de subdiviser l’unité principale, est la subdivision en parties successives de dix en dix fois plus petites. Il en résulte des fractions qui ont pour dénominateur l’unité suivie dé un ou de plusieurs zéros , et que l’on nomme des fractions décimales. Ce mode de subdivision de l’unité offre de {pands avantages, en ce qu’il ramène immédiatement , ou du moins à l’aide de transformations extrêmement faciles, les opérations sur les nombres fractionnaires, à de simples opérations sur des nombres entiers. C’est re que nous développerons , après avoir fait connaître la numération des
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fractions décimales, c’est-à-dire leur nomenclature et la manière de les écrire en çhiffres.
I)e même qu’en décuplant successivement l’unité , on forme de nouvelles unités auxquelles on a donné le nom de dixaines, centaines, mille, dixaines de mille, etc.. ./de même aussi , l’on
conçu l’unité divisée en 10 parties égales que l’on a appelées dixièmes, chaque dixième divisé en ro parties que l’on a appelées centièmes (parce que 1’unilé principale contient 10 fois 10, ou 100 de ces nouvelles parties) , ensuite le centième divisé en io parties appelées millièmes , chaque millième en 10 parties nommées dix-millièmes , et ainsi de suite ; ce qui a donné des cent-millièmes , millionièmes , dix-millionièmes, etc...
En second lieu , il résulte (u°8) du principe fondamental de la numération écrite des nombres entiers, que les chiffres, en remontant de droite à gauche, ont des valeurs relatives de dix en dix fois plus grandes, ou bien, en descendant de gauche à droite , ont des valeurs de dix en dix fois plus petites. D’où il suit que si, à la droite d’un nombre entier déjà écrit en chiffres, on place de nouveaux chiffres, en ayant soin toutefois de distinguer par un signe quelconque, une virgule par exemple, ces nouveaux chiffres, du nombre entier, on aura, par cela même, représenté des parties successives de l’unité de dix eu dix fois plus petites, c’est-à-dire des dixièmes , des centièmes , des millièmes, etc...
Ainsi, l’ensemble des chiffres 24,75 exprimera 24 unités, 7 dixièmes , et 5 centièmes; 5,478 exprimera 5 unités , 4 dixièmes , 7 centièmes , et 8 millièmes.
84. Soit proposé d’énoncer en langage ordinaire le nombre écrit en chiffres 56,35ofi.
Ce nombre peut d’abord s’énoncer ainsi : 56 unités, 3 dixièmes , 5 centièmes , o millièmes , et 6 dix-millièmes ; mais observons que 3 dixièmes valent 3o centièmes, ou 3oo millièmes , ou 3ooo dix -millièmes ; de même , 5 centièmes valent 5o millièmes ou 5oo dix-millièmes ; donc, le nombre total revient à 56 unités 35o6 dix-millièmes ; c’est-à-dire que , pour énoncer en langage ordinaire un nombre fractionnaire décimal écrit en
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chiffres, il faut énoncer séparément la partie entière , ou la partie à la gauche de la virgule , énoncer ensuite la partie qui ' est à la droite comme si elle exprimait un nombre entier, et placer à la fin de V énoncé le nom de T unité de la dernière subdivision décimale.
Ainsi, 7,493o5 représente 7 unités, plus 493o5 cent-millièmes. De même, 349,007056 représente 249 unités, plus 7056 millionièmes.
On peut encore, si l’on veut, comprendre dans un seul énoncé la partie entière et la partie décimale. En effet, reprenons pour exemple, le nombre 56 , 35 o 6 ; comme une unité vaut 10 dixièmes, nu 100 centièmes, 1000 millièmes, 10000 dix-millièmes, il s’ensuit que 56 unités équivalent à 5 (^ooo dixmillièmes ; et par conséquent 56 , 35 o 6 représente 5635 o 6 dixmillièmes ; de même, 7 unités valant 700000 cent-millièmes, le nombre 7,4q3o5 revient à 74q3o5 cent-millièmes ; c’est-àdire qu ’»7 suffit , après avoir énoncé le nombre comme s’il n’y avait pas de virgule, de placer à la fin de l’énoncé le nom de la dernière subdivision. Mais il est d’usage d’énoncer la partie entière séparément (*).
Réciproquement, on propose dé écrire en chiffres une fraction décimale énoncée en langage ordinaire.
Soit à écrire le nombre vingt-neuf unités, trois cent cinquante-quatre millièmes. Écrive* d’abord la partie entière 29; ensuite, comme 3 oo millièmes reviennent à 3 dixièmes, et que 5 o millièmes forment 5 centièmes, placez une virgule à la
(*) Nous proposerons, pour énoncer la partie décimale, nn antre moyen qui est, en general, plus commode dans la pratique. Après avoir énonce la partie entière comme il vient d'être dit, séparez mentalement la partie décimale en tranches de trois chiffres h partir de la virgule ( la dernière tranche pouvant n’avoir que un ou deux chiffres); énoncez ensuite chaque tranche séparément , et placez a In fin de chaque énoncé partielle nom de V unité qu'exprime le dernier chiffre de cette tranche.
Exemples. Le nombre 2,749863^9 s’énonce : i unités 749 millièmes 863 millionièmes 29 cent-millionièmes.
De même, i.{ ,023000076 j s’enoneç : 14 uni ta 2.3 millièmes p mil Ho nièmes 76 billionicmcs \ dix-bilfionicmcs.
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droite de 2g, el éciivez ensuite successivement les cloîtres 3 , 5 , et 4 ; il viendra 2g , 354 pour le nombre énoncé. Pareillement, cent neuf unités deux mille trois dix-millièmes s’écriront iog,2oo3.
Soit encore à écrire le nombre 8 unités 3 7 millièmes.
Comme 3 o millièmes font 3 centièmes , et qu’il n’y a pas de dixièmes dans l’énoncé, on écrit 8,037 • c’est-à-dire que l’on met à la droite de la virgule, un zéro, pour tenir lieu des dixièmes qui manquent, et donner ainsi aux chiffres qui suivent , leur véritable valeur.
Règle générale. — Pour écrire en chiffres un nombre décimal énoncé en langage ordinaire, commencez par écrire la partieetuière, et placez une virgule ; puis écrivez successivement il la droite de cette virgule, les chijjres qui représentent les dixièmes , centièmes , etc . , que renferme l’énoncé , en ay ant soin de remplacer par des zéros, les différents ordres qui peuvent manquer.
S’il n’y a pas de partie eulière, c’est-à-dire si le nombre proposé est une fraction proprement dite , écrivez un o pour tenir lieu de la partie entière, et opérez ensuite comme on vient de. le dire. Ainsi, dix-sepl centièmes se représentent par 0,17; cent vingt-cinq dix— millièmes , par 0,01 25 ; douze mille deux cent quatre millionièmes , par 0,012204.
Enfin, dans l’énoncé du nombre, la partie entière peut ne pas être distinguée de la partie décimale ; alors le nombre n’en est que plus facile à écrire en chiffres. Il faut écrire le nombre comme s’il exprimait des unités entières , el ensuite placer une: virgule, de manière que le dernier chiffre à droite exprime des unités de la dernière subdivision que comporte l’énoncé.
Par exemple, pour écrire le nombre quatre mille deux cent quatorze centièmes, écrivez d’abord 4^i4 ; et comme le dernier chiffre doit exprimer des centièmes, placez la virgule entre 2 et 1 , ce qui donne 42, i4
De même, deux cent cinquante trois mille vingt-neuf dixmillièmes se représentera par 25 , 302 g; cl ainsi des autres.
RH. On sent déjà tout l’avantage que présente celte manière
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d’écrire les fractions décimales. Une fraction se compose ordinairement de deux nombres places l’un au-dessus de l’autre, savoir : le numérateur et le dénominateur. Ici, la place de la virgule sullit pour indiquer le dénominateur, qui est égal à l'uni te suivie d’autant de zéros qu’il y a de chiffres décimaux , c’est-à-dire de chiffres à la droite de la virgule. Quant au numérateur, il se compose de l’ ensemble des chiffres qui sont à la droite de. la virgule; ou bien , si l’on considère l’entier comme réduit en fraction , c’est le nombre proposé , abstraction faite de ta virgule. •
Ainsi le nombre 23,5037 mis sous la forme ordinaire d’une
fraction, revient à ?.3 ' ou — le nombre *2, oo/i on
I oooo I oooo
i s 4 on aooioq ^
est enal a i— -• ou * ; enfin, o,ooo?.i5/i équivaut a
iooooo 100000 1
lléciproquemenl , 2 ou se changent en 2,o53;
tooo 1000
•— en 17 ,2040. . .
Ces transformations de fractions décimales en fractions ordinaires, et de fractions ordinaires en fractions décimales , sont d’un usage continuel dans le calcul.
8C. Il résulte d’abord de ce qui vient d'être dit, que si dans une fraction décimale , on avance la virgule d'un ou de plusieurs rangs vers la droite , on multiplie le nombre par 10, ioo, 100 o, etc.; et qu'au contraire, en la reculant d’un ou de plusieurs rangs vers la gauche , on divise le nombre par 10,100, 1 000
Soit, par exemple, le nombre 153,07295 ; et supposons qu'on avance la virgule de 3 rangs vers la droite, ce qui donne 153072,95: je dis que le nombre est rendu 1000 fois
plus grand. En effet , le nombre primitif revient à
is>4 notions pkéuminaires sur lus fractions oécimalls.
el lorsque la virgule est déplacée, il devient — , Irac-
tion dont le dénominateur est 1000 fois plus petit que celui de l’aulre fraction ; donc (n° 48 ) la seconde fraction est 1000 fois plus grande que la proposée.
Au contraire, si l’on recule la virgule de 2 rangs vers la
«auche, il vient 1 ,53 o>12q 5 ou -- -- - - - , fraction dont le dé—
nominateur est ioo fois plus grand que celui de la fraction
proposée, 1 SSoçzgS j a nollve (| e fraction est 1 00 fois
plus petite que celle-ci.
On peut encore démontrer cela en observant que , par le déplacement de la virgule, la valeur relative de chaque chiffre devient 10, 100, 1000, etc., fois plus grande ou plus petite. Ainsi, en comparant 153072, g 5 à 153,07295, on voit que le chiffre 3 , qui exprimait dans celui-ci des unités simples , exprime maintenant des mille ; le chiffre 5 à la gauche du 3 , qui exprimait des dixaiues, représente maintenant des dixaincs de mille ; et ainsi des autres chiffres.
87 . En plaçant un nombre quelconque de zéros à la droite d’une fraction décimale , on n’en change point la valeur.
Ainsi , 3,4« 5 équivaut à 3,4 i 5 o, ou 3,4i5oo , ou 3,4i5ooo... ;
en effet, ces nombres peuvent (n° 82 ) se mettre sous la forme
34 i 5 34>5o 34i5oo . ,
— 3 — , — , . . . ; or les deux dernieres tractions ne
sont autre chose que la première dont on a multiplié les deux termes par 10, 100, ce qui n’en change pas la valeur (n° 48 ).
Ou bien , on peut observer que les zéfrjs placés à la droite des chiffres déjà écrits n’en changent pas la valeur relative ; et, comme ces zéros n’ont aucune valeur par eux-nicmcs , la fraction reste toujours la même.
Cette dernière transformation sert à réduire des fractions tb'cintales au même dénominateur. Par exemple, les fractions
ADDITION ET SOUSTRACTION
12,407 | 0,25 | 7,0456 | 23,4, reviennent à 12,4070 j o,25oo | 7,o456 | 23,4ooo ; et, sous cette forme, elles ont 10000 pour dénominateur commun.
Ces notions établies, nous pouvous passer aux opérations sur les fractions décimales.
88. Addition et Soustraction. — On effectue l’addition des fractions décimales de la même manière que celle des nombres entiers , après les avoir toutefois réduites au même dénominateur, et en ayant soin de séparer par une virgule , au résultat , autant de chiffres décimaux qu’il y en avait dans celui des nombres qui en renfermait le plus.
U11 seul exemple suffira pour éclaircir cette règle.
On propose d’ajouter les nombres 32, 4066 1 245,379! 1 2/1476 9,38 | et 459,2.375.
J’écris d’abord un o à la droite du second nombre, et deux à la droite du quatrième ; puis je place les nombres ainsi prépares, les uns au-dessous des autres, de manière que les unités d’un
même ordre se correspondent, et je fais l’addition comme à l’ordinaire. 32,4o56
Je trouve pour résultat 7584497 1 ou » ®é- 245,3790
parant 4 chiffres décimaux vers la droite, 12,0476 758,4497» parce que les nombres qu’on a g,38oo
ajoutés, expriment des unités de l’ordre des 459,23,5 dix-millièmes. ,58,4497
Dans la pratique , on peut se dispenser
d’écrire des zéros à la droite des nombres ttz qui ont le moins de chiffres décimaux ,
pourvu que l’on ait bien soin de disposer les unités d’un même ordre dans une même colonne.
La soustraction s’effectue aussi comme pour les nombres entiers, après que F on a réduit les fractions décimales au même dénominateur (n° 87).
Par exemple , soit à soustraire 23,0784 de 62,09.
J’écris deux zéros à la droite de 62,09, ee 9 U ‘ ,ne donne
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62,0900; puis j’effectue la soustraction coinine à l’ordinaire ; j’ai soin seulement de séparer 4 chiffres décimaux vers la droite du résultat.
Ces procédés sont fondés sur ce que les unités de différents ordres , dans les fractions décimales, ayant les mêmes rapports de grandeur les unes à l’égard des autres , que dans les nombres entiers, il doit en être pour les retenues, ou pour les emprunts auxquels 011 est conduit , comme s’il s’agissait d’opérer sur des nombres entiers.
89 . Multiplication des fractions décimales. — Pour effectuer celte opération, multipliez les deux nombres proposés l’un par l’autre, sans faire attention à la virgule c/ui s'j' trouve ; et lorsque vous aurez obtenu le produit total, séparez vers la droite , par une virgule , autant de chiffres décimaux qu'il y en a dans les deux facteurs.
3 g, 01 16 62,0900 preuve
Soit , par exemple , à multiplier 35,407 par 1 2 , 54
Pouruous rendre compte du procédé prescrit, observons que les deux nombres proposés peu-
vent se mettre sous la lorme — ■ — - et -.Or,
tooo 100
pour multiplier deux fractions l’une par l’autre, il faut (n“ ;» 9 ) multiplier numérateur par numérateur, et dénominateur par dénominateur ; mais les deux numérateurs 11e sont autre chose que les nombres proposés, abstraction faite de la virgule; on doit donc premièrement multiplier ces deux nombres l’un par l’autre, ce qui donne 444°°378. On a ensuite, pour le produit des dénominateurs , 100000, c’est-à-dire l’unité suivie d’autant de zéros qu’il y a de chiffre, décimaux dans les deux facteurs; et il faut diviser le produit obtenu, par tooooo, ce qui revient évidemment à séparer 5 chiffres décimaux vers la droite; on trouve ainsi pour rcsul— * tal 444 >°° 3 , j 8 ; donc, etc.
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Autrement : en ôtant la virgule clans le multiplicande, on le multiplie évidemment par 1000, puisqu'il exprimait d’abord îles 1000", et qu’il exprime maintenant des unités principales; doue, en vertu des principes du n" 43 , le produit est par-là rendu 1000 fois trop grand; de même, comme en ôtant la virgule dans le multiplicateur, on le rend 100 fois plus grand, il s’ensuit que le produit est de nouveau rendu 100 fois trop grand ; il est donc, par la suppression des deux virgules, rendu 1 noooo fois trop grand ; et , pour le rameuer à sa juste valeur , il faut le diviser par 100000, ou séparer 5 chiffres décimaux vers la droite.
Le raisonnement serait analogue , si l’on avait un plus ou moins grand nombre de clii (lies décimaux dans les deux facteurs.
Il peut arriver que l’un des deux nombres seulement renferme des décimales. Dans ce cas, on sépare vers la droite du produit, autant de chiffres décimaux qu’il y en a dam ce nombre. La démonstration est trop facile pour que nous nous y arrêtions.
On trouvera d’après ces régies , que
i°. le produit de 4,0567 par 9 5 o 3 est égal à 38,55 o82oi;
2 0 . le produit de 4 ,ooi 5 par 29 est ■ 16, 0.435 ;
3 ". le produit de o,o 3 o 54 par o,oa 3 est 0,00070242.
N. H — Ce dernier exemple mérite quelque attention. ILu faisant abstraction de la virgule dans lesdeux facteurs, eteffectuant la multiplication, on trouve pour produit, 702.42; mais comme il y a cinq chiffres décimaux dans le multiplicande, et trois dans le multiplicateur, il en faut huit au produit qui cependant ne renferme que cinq chiffres. Pour lever la difficulté, on observe que, le produit devant exprimer des unités du 8' ordre décimal , il suffit d’écrire , à la gauche de 70242 , des zéros en nombre tel que, si l’on place ensuite la virgule, le dernier chiffre à droite occupe le 8 1, rang décimal. Ici , l’on doit en écrire quatre , en comptant célui qui doit tenir la place des entiers; et l’on trouve 0,000702.42.
90 . Division des fractions décimales . -■ Cette opération n’offre pas plus de difficulté. Commencez par réduire les deux
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nombres proposés au même dénominateur (n°07); effectuez ensuite la division en faisant abstraction de la virgule ; vous obtenez ainsi le quotient demandé.
Soit à diviser /J 3 ,o 4 'J par 2,53698.
Je commence par écrire deux zéros à la droite de 43,047, ce qui donne 1767720 43,04700 ; puis je divise 4304700 par 245532 253698, et j’obtiens, pour le véritable . r 245532 ( l U0l,ent ’ ,6 Î53%8-
En effet, après avoir écrit deux zéros à la droite du dividende, ce qui n’en change pas la valeur, on peut mettre les
deux nombres proposes sous la tonne - — -- — et — .
Or, pour diviser le premier parle second, on doit (n°62) multiplier la fraction dividende par la fraction diviseur renversée. On aura donc, en observant que 1 00000 est facteur commun
43o47oo
des deux termes, le résultat
253698 ; C ’ eSt ' i ' duC ? u7/ f aUi
faire la division sur les deux nombres considérés sans les virgules, apres avoir toutefois ramené le nombre des chiffres décimaux à être le même de part et et autre.
On peut dire encore que , les deux fractions décimales étant réduites au même dénominateur, si l’on ôte la virgule dans les deux termes , on rend le dividende et le diviseur le même nombre de fois plus grands; donc, le quotient ne change pas (n° 45).
On trouvera par ce procédé, que le quotient de la division de 3,47 o 3 par 0,027, i43
est 1 28
Celui de o,5g6par 0,00201 est 296
91. Dans les exemples précédents, on a obtenu facilement la partie entière du quotient de la division ; mais les fractions propres à compléter le quotient, ayant des ternies très-grands,
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sont difficiles à évaluer. 11 est alors naturel de chercher à exprimer cette fraction en parties plus simples de l’unité principale , par exemple, en dixièmes, centièmes, millièmes, etc... Proposons-nous donc cette nouvelle question générale : Une fraction quelconque de l’unité principale d' une certaine nature étant donnée , évaluer cette fraction en décimales , ou bien , la convertir en fraction décimale.
Soit proposée d'abord la fraction
3io ■
Le nombre proposé, étant rapporté à l’u nité principale, exprime les ^ de cette uni-
té; mais , comme une unité simple vaut 10 j5 n
dixièmes , il s ensuit que -7— revient a —, —
de dixième ; ainsi, lorsqu’on a disposé
les deux nombres i3 et 47 comme dans
la division ordinaire , si l’on met d’abord
un zéro au quotient pour tenir lieu des
entiers, que l’on place une virgule, et qu’on divise i3o par 47,
le quotient 2 ainsi obtenu , et écrit à la droite de la virgule ,
représente le nombreded/ariémer contenus dans ; c’est-à-dire que ^ est égal à 2 dixièmes, plus ~ de dixième. Pareillement ,
comme 1 dixième vaut 10 centièmes, il s ensuit que y- de
3ôo
dixième est égal à - — de centième, ou, effectuant cette nou-
velle division, à 7 centièmes, plus 7- de centième. En écri-
vant un nouveau o à la droite de 3i, et divisant 3io par 47, on trouve pour quotient 6 millièmes que l’on écrit à la droite des deux chiffres précédents, et pour reste 28 à côté duquel on pose un nouveau o pour en faire des dix-millièmes • ainsi de suite. En poussant l’opération jusqu’à ce qu'on ait obtenu 5 chiffres Arith. D. 9
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décimaux , on trouve que ^ équivaut à 0,27659, plus de
ve.nl- millième, fraction qu’on peut négliger; et l’on dit alors
que 0,27659 est la valeur de^ à moins d'un cent- millième
près, attendu que la fraction négligée est moindre que l’unité de cet ordre.
En général, pour convertir une fraction ordinaire en fraction décimale, disposez les deux nombres comme dans la division j écrivez un o au quotient, et à la droite de ce zéro une virgule. Cela posé, mettez un o à la droite du numérateur, et divisez le nombre résultant par le dénominateur j vous obtenez un quotient qui exprime les dixièmes , et un certain reste. Placez uti o à la droite de ce reste , et divisez le nombre résultant par le dénominateur j vous obtenez un quotient qui exprime les centièmes, et un nouveau reste ; écrivez un o à la droite de ce reste, et divisez le nombre résultant par le dénominateur ; vous obtenez un quotient qui exprime les millièmes , et un troisième reste sur lequel vous opérez delà même manière. Enfin, vous continuez cette série d’opérations jusqu’à ce que vous ayez obtenu autant de chiffres décimaux que vous désirez en avoir, ou que la question l’exigé. S’il y a un reste, Infraction décimale que vous obtenez ainsi , ne diffère de la fraction proposée que d’une quantité moindre que l’unité de l’ordre décimal auquel vous avez arrêté le quotient.
Si le numérateur de la fraction est plus grand que le dénominateur, vous commencez par extraire les unités ; vous les écrivez au quotient, et vous posez une virgule pour les séparer des ebiffres-de la partie fractionnaire.
11 est aisé d’apercevoir l’analogie qui existe entre cette opération et celle qui a pour objet de convertir un nombre fractionnaire d’une unité principale quelconque, en un nombre complexe, c'est-à-dire, en unités principales et subdivisions de cette unité. ( Voyez n° 70.)
Nous allons maintenant faire l’application de cette règle aux exemples de division traités dans le numéro précédent.
KN FRACTION DÉCIMALE. 1 3 I
Soit proposé de diviser 43 ,o 47 par 3,53698, et d’évaluer le
quotient à moins de — - — près.
iooo x
Après avoir trouvé , comme précédemment, le quotient 16 avec le reste 245532, 011 considère ce reste comme le numérateur d’une fraction dont le dénominateur est 2.53698; et alors on écrit un o à la droite de ce reste ; puis on continue la division , ce qui donne 9 dixièmes pour quotient, et pour reste 172038, à la droite duquel on écrit encore un o; puis on divise le résultat par le même diviseur ; on obtient pour quotieui 6 centièmes, et pour reste 198192, à côté duquel on place un o; on divise de nouveau par le même diviseur, ce qui donne pour quotient 7 millièmes , avec un reste qu’on néglige.
On obtient ainsi 16,967'' pour le quotient à moins de —
près, puisque la quantité négligée est une fraction de millième.
On trouverait «gaiement pour le quotient de kt division de 34703 par^o,o27 à moins de 0,0001 près, i28,52g6.
De même* 0,596 divisé par 0,00201 donne pour quotient à moins de 0,0 1 près , 296, 5 1 .
Nous reviendrons plus tard, v* chapitre, sur la conversion d’une fraction ordinaire en fraction décimale, parce que celte opération présente plusieurs propriétés remarquables que nous ne pouvons développer d’une manière complète pour le moment.
92 . Lorsque, dans la division, le diviseur est un nombre entier, ou renferme moins de chiffres décimaux que le dividende, au lieu d’écrire à sa droite des zéros pour le réduire au même dénominateur que le dividende, il est plus simple d’opérer ainsi qu’on va le voir.
AUTRE MANIÈRE D'EFFECTUER LA DIVISION
I". Soit à diviser 437,4825 par 56 .
La division pouvant ici être considérée comme ayant pour objet de prendre la 56 e partie du dividende, on prend d’abord le 56 ' de 437, ou l’on divise 437 par 56 , ce qui donne pour quotient 7 unités, et pour reste 45 qui, suivi des 4 dixièmes du dividende, forme 454 dixièmes dont il faut prendre encore le 56 '; c’est-à-dire que l’on divise 454 par 56 , et l’on trouve pour quotient 8 dixièmes qu’on écrit à la droite du 7, après avoir placé une virgule.
Le reste 6, suivi des 8 centièmes du dividende, donne 68 centièmes dont le 56 ' est r centième , et il reste 12 qui, suivi des 2 millièmes du dividende , forme 122 millièmes ; divisant 122 par 56 , on obtient pour quotient 2 millièmes, et pour reste 1 o, à côté duquel on abaisse le dernier chiffre 5 ; on a 1 o5 qui, divisé par 56 , donne au quotient 1 dix-millième ; donc enfin , le quotient demandé est 7,8121.
Ce quotient n’est exact que jusqu’aux 10000"""; mais si l’on voulait obtenir un plus grand degré d’approximation, il faudrait poser un o à la suite du reste 49, et continuer suivant la règle du numéro 94 .
U est facile de reconnaître qeie celte manière d’opérer est plus simple que si l’on eût d’abord écrit 4 zéros à la droite du diviseur, afin de le réduire au même dénominateur que le dividende.
On trouverait de même que 14,37586, divisé par 219, donne pour quotient o,o 6564 , à moins de 0,00001 près.
2 0 . Soit à diviser 3,4o567 par 0,039.
Observons d’abord qu’en vertu des principes démontrés aux numéros 43 et CG, 011 peut, sans altérer le quotient , d’une division, multiplier le dividende et le diviseur par un même nombre.
Cela posé, si l’on multiplie le divi—
437 ,4825 45 4 io5
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seur par iooo , ce qui revient (n° 80) à supprimer la virgule, et qu’on multiplie le dividende par iooo, ce qui revient { même numéro ) à avancer la virgule de trois rangs vers la droite, on aura ramené la question à diviser 34<>5, 67 par 3g, opération qui rentre dans le cas précédent.
Règle générale. — Toutes les fois que le dividende renferme plus de chiffres décimaux que le diviseur, supprimes d’abord la virgule dans le diviseur, puis avancez la virgule , dans le dividende, d’autant de rangs vers la droite qu’il jr avait de chiffres décimaux dans le diviseur ; et effectuez la division comme dans le cas où le dividende seul contient des chiffres décimaux.
Par une raison semblable, si le diviseur est un nombre entier terminé par un ou plusieurs zéros, on peut les supprimer, pourvu qu’011 ail le soin de reculer la virgule dans le dividende, d’autant de rangs vers la gauche qu’il y avait de zéros 5 la droite du diviseur.
Ainsi, par exemple, diviser a34,i5 par 8900 revient à diviser 2,34)5 par 8g, puisqu'on n’a fait autre chose que rendre en meme temps 100 fois plus petits les deux termes de la division.
Au reste, nous n’avons présenté ces dernières règles que comme des moyens plus simples d’opérer dans la pratique ; car la règle établie précédemment (n° 00) convient à tous les cas.
Voici de nouvelles applications
Déterminer : i°. le quotient de 21,234 l ,ar 59,37469 (*) , à 0,001 prés;
Résultat 0,357 î
2°. Le quotient de 29.4 par 7 , 356 , à 0,0001 près;
Résultat 39,9673;
3°. Le quotient de o,oo4736 par o,o34 1 d 0,0000 1 près;
Résultat 0,13929.
Il est inutile de dire que les preuves de ces opérations se font
(*) Pour abréger le discours, noua (lisons ici h o,ooi prés, tandis qu’il serait plus exact (n° 91 ) de dire : à moins de 0,001 près. Wons faisons cette observation une fois pour toutes.
par la multiplication , et les preuves fies exemples de multiplication , par la division.
5 II. Système des nouveaux poids et mesures.
Nous sommes maintenant en e'tat d’apprécier tous les avantages que présente le calcul des fractions décimales sur celui des fractions d’une espèce quelconque , et de juger combien il serait important d’établir un système de poids et mesures gui fût lié au Système décimal. C’est à quoi les savants sont parvenus, non sans beaucoup d’efforts, et malgré les obstacles occasionnés par l’ignorance et les préjugés. Commençons par faire connaître la nomenclature de ce Système.
Mesures linéaires ou de longueur.
94. L’unité de longueur, à laquelle on a donné le nom de mètre, est la dix-millionième partie de la distance du pôle à l’équateur, comptée sur le méridien qui passe à Paris.
D’après des opérations exécutées et vérifiées avec la plus grande précision, on a reconnu que le mètre, évalué en pieds,
pouces, ligne.s, etc., vaut 3 P oPi i 1 , 296 , à de ligne
près.
Pour désigner des mesures plus grandes ou plus petites que le mètre, on est convenu d’employer les mots (tirés du grec et du latin) :
M YRtA , KILO, HECTO, DÉCA , DÉCI , CENTI , M1I.LI ,
qui signifient :
dix mille j mille , cent , dix , dixième de , centième de , millième de ,
et que l’on place, au besoin, en tète du mot mètre.
On a formé ainsi le tableau suivant :
Myriamètre , ou mcsure.de dix mille mètres;
Kilomètre mille mètres ;
Hectomètre cent mètres ;
Décamètre dix mètres ;
Mètre unité principale;
Décimètre dixième de mètre ;
Centimètre ccntièmcde mètre;
Millimètre millièmede mètre.
N. li. — Le inyriamètre et le kilomètre sont les mesures itinéraires actuellement adoptées ; le myriamètre est un peu plus que le double de la lieue de 25oo mises; le kilomètre ch est un peu plus que le cinquième , ou bien, est un peu plus que lu quart de la lieue de poste ou de 2000 toises. 1
Mesures de superjicie (*).
98. L’unité naturelle des surfaces est le mètre carré ; mais quand il s’agit de grandes surfaces agraires , on prend pour unité un décamètre carré, c'est-à-dire un carré qui a pour côté, un décamètre ou dix mètres / et celte unité se nomme are.
Les multiples de l’are et ses subdivisions se désignent à l’aide
des mots myria. kilo, heclo, . .
numéro 94.
, dcci, centi, . . ., employés au
Ainsi: Myria-are ou myriare ,
signifie dix mille ares ;
Kilo- are ou hilare
Heclo-are ou hectare
cent ares ;
Déca-are ou décare
Are
Déciare
Centiare
Milliare
(*) Pour l'intelligence complète de certains termes et «te certaines expressions dont nous nous servirons tlans le reste de la nomenclature des ». «nivelles mesures, nous sommes obligé de renvoyer S la Géométrie.
A r . B. — Le myriare , l’hectare , l’are, le centiare, sont les seules mesures usitées; Y hectare remplace l’arpent, dont il est environ le double ; le centiare n’est autre chose que le mètre carré.
Me. sure s de volume.
1)6. L’unité de volume est le mètre cube; c’est un cube (forme de dé à jouer) qui a un mètre de côté. Les multiples et les sous-multiples du mètre cube n’ont pas, en général, reçu de dénominations particulières; cependant le i ooo' du mètre cube est appelé décimètre cube , parce qu’en effet c’est un cube qui a un décimètre de côté ; le toooooo 1 du mètre Cube s’appelle aussi centimètre cube, parce que c’est un cube qui' a un centimètre de côté , etc....
Lorsque les mesures de volume s’appliquent au bois de chauffage ou aux matériaux de construction, l’unité principale, ou le mètre cube, s’appelle stère. On considère ensuite le décastère, mesure de dix stères. Le stère est à peu près la demivoie ancienne ; ainsi le déca-st'qfe vaut cinq voies environ.
Mesures de capacité pour les liquides et pour les grains.
97. L’unité actuelle de capacité est le décimètre cube, qu’on nomme litre. Quant aux multiples et aux sous-multiples décimaux, voici ceux dont on fait principalement usage :
Hectolitre ou mesure de cent litres;
Décalitre dix litres;
Litre unité principale •
Décilitre . dixième de litre;
Centilitre centième de litre.
iV. B. — Le litre remplace la pinte pour les boissons, et le litron pour les grains. Il est un peu plus grand que la pinte et le litron.
Le décalitre tient lieu du boisseau, pour la mesure du blé et de toutes sortes de grains ; Yhectolitre remplace le setier.
On l’emploie encore à évaluer les futailles de vin ou de tout autre liquide.
Le kilolitre , qui a la capacité d’un mètre cube, et le mjria • litre , ne sont guère usités.
Des poids.
98. L’unité de poids actuelle est le poids d’un centimètre cube d’eau distillée et ramenée à son maximum de densité ; on lui a donné le nom de gramme.
Sa valeur en poids anciens est de 1 827 1 5 , c’est-à-dire un peu plus qu’tm quart de gros.
Voici le tableau de scs multiples et sous-multiples décimaux t
Mjriagrammc , valant dix mille grammes ;
Kilogramme mille grammes ;
Hectogramme cent grammes ;
Décagramme dix grammes;
Gramme unité principale ;
Décigramme dixième de gramme;
Centigramme centième de gramme ;
Milligramme millième de gramme.
IV. B. — Le kilogramme étant mille fois plus fort que le gramme, qui, comme nous l’avons dit, est égal à t8*’,827i5, équivaut à 18827*’, i5; nla * s l a livre-poids étant (n° 615 ) de 9216 grains , il s’ensuit que le kilogramme vaut un peu plus que le double de la livre : ainsi, un demi-kilogramme peut remplacer la livre- poids ancienne ('•').
(*) Le» savants auxquels on doit le Système décimal de* poids et mesures, avaient d’abord en l’idée de prendre pour unité de poids , celui d’nn décimètre cube d'eau distillée, parce que ce poids, qui correspond au kilogramme actuel, était très-propre à remplacer l’uuité ancienne ou la livre, dont il est à peu pics Je double; et ils lui avaient donné le nom de grave ; mais ils ne tardèrent pas II reconnaître les inconvénients suivants:
i°. I .Ci multiples du grave étaient le décagravc , l’ hectngrave , le kilograve et le mrriagrave ; or, le poids d’un décagravc étant égal à pins de
avantages dü nouveau wstème
Des monnaies.
99. La nouvelle unité de monnaie est le franc. Pour l’obtenir, on a pesé cinq grammes d’un lingot renfermant 9 dixièmes d’argent pur et un dixième d’alliage; c’est la valeur de cette partie du lingot que l’on a appelée franc ■ Par une heureuse coïncidence, il a été reconnu avoir à peu près la même valeur
que la livre tournois . 11 y a cependant une différence de jè- en
laveur du franc ; c’est-à-dire qu’un franc vaut 1 if , ou de
livre ; ou, ce qui revient au même , 80 francs valent 81 livres
Le dixième d’un franc a été appelé décime , et le centième d’un franc, centime. Quant à ses multiples décimaux , on n’a pas jugé à propos de leur donner de dénomination.
100. Conclusion. — Tel est l’exposé de la nomenclature des nouvelles mesures. On peut juger dès à présent des avantages que ce Système présente sur l’ancien.
i°. — Il est uniforme et simple , en ce que les unités principales ‘et subdivisions de ces unités suivent toutes entre elles la loi du Système décimal de numération ; et l’on sait déjà combien le calcul des fractions décimales est facile.
t>.°. — Il est fixe , invariable, et susceptible d’être adopté dans
30 livres , les autres multiples se trouvaient «le beaucoup supérieurs aux poids employés dans les arts et le commerce.
• a°. Les sous-multiples étaient le décigrave , le cenligrave cl le milligrave.
Comme ce dernier poids n’est autre chose que \c gramme actuel, il équivaut h 19 grains environ, et il est par conséquent de beaucoup supérieur h ceux qu’on emploie dans les pesées un peu délicates; en sorte que l’on avait été obligé d’établir de nouvelles subdivisions, telles que le dix-milligrave, le cenl-milligrave et le miltionigrave. A la vérité, les savants avaient affecté un nom particulier un milligrave et en avaient formé une unité secondaire appelée gravai, d’où ils avaient de'dnit le décigravet , le centigravet et lo milligravet. La régularité de la nomenclature se.trouvait ainsi détruite La nouvelle n’offre plus les mêmes inconvénients , et elle compren«l tous les poids dont ou se sert orilinaircmcnt.
DE PO I US ET MESURES SUE l’ ANCIEN. I
tous les pays , puisqu'il n’appartient à aucun climat, à aucune nation en particulier.
Toutes ces mesures découlent d’une mesure primitive, le mètre, que l’on a empruntée aux dimensions du globe .terrestre. Les monnaies elles-mêmes, qui semblent d’abord n’offrir aucun rapprochement avec cette mesure , s’y rattachent indirectement, puisqu’on a vu que le franc est la valeur de cinq grammes d’argent allié, et que le gramme est le poids d’un centimètre cube d’eau distillée.
tOI. L’application des quatre règles de l’Arithmétique au nouveau Système des poids et mesures, ne pouvant présenter aucune difliculté d'après ce qui a été dit sur les fractions décimales, nous ne nous y arrêterons pas. Mais nous ferons connaître les moyens de résoudre deux questions dont l’importance se fera sentir tant que l’ancien Système ne sera pas entièrement aboli. Ce n’etail pas tout, en effet, de substituer un nouveau système à l’ancien : il fallait encore que la proportion se soutint entre le prix et la quantité des objets de commerce, évalués dans les deux systèmes.
Le problème suivant éclaircira ce que nous venons de dire.
L n marchand de drap avait vendu jusque alors l'aune d'un certain drap , 3H* i 6* ; on demande à combien de francs , en proportion , doit revenir le mètre du même drap?
Ce problème sera évidemment résolu , si l’on parvient à trouver, d’un coté, la valeur de 36 # fj* 6* en francs, décimes et centimes , ce qui donnera le prix de l’aune en francs , et de l’autre côté, la valeur du mètre en aunes; car cette dernière indiquera la partie qu’il faut prendre du prix de l’aune réduit en francs , pour avoir celui du mètre.
Nous sommes donc conduits à résoudre ces deux questions : i°. Exprimer la valeur d’un nombre complexe de l’ancien Système au moyen de l’unité analogue et des subdivisions décimales de celte unité, considérées dans le nouveau Système ; 2 °. Réciproquement , exprimer un certain nombre d’unités principales du nouveau Système et de subdivisions de cette unité ,
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au moyen de l’unité analogue et des subdivisions ordinaires de cette unité , considérées dans l'ancien Système.
Nous traiterons successivement ces deux questions, par rapport aux monnaies , aux mesures de longueur, et aux poids , parce que ce sont les mesures les plus usuelles; il sera facile d’en conclure la marche qu’il faudrait suivre pour d’autres espèces de mesures.
10 *2. Commençons par les monnaies.
i°. — On propose de déterminer la valeur de ig x 7* en francs , décimes et centimes ?
Nous avons dit (n° 99) qu’un franc vaut de plus que la
livre ; or ^ - de livre fait ^ ou 7 de sou, c’est-à-dire 3 de
tiicrs ; ainsi , 1 franc vaut 1 * o x 3*, ou 243 deniers. D’un autre côté, 245''" ig x 7 * réduits en deniers, donnent pour résultat 5go35 deniers, comme on le voit ici. 245^ ig x 7*
Donc, si l’on cherche combien de fois 20
5go35 deniers contiennent 243 deniers, ou si l’on divise 5go35 par 243 , le quotient , évalué en décimales (n° 91) , exprimera le nombre demandé de francs, décimes, centimes. Ce quotient, poussé jusqu’aux millièmes , est 242/, g42 ; ainsi , 245*" ig x 7* équivalent à 242^ g4% à un centime près.
5go35 a 4 3
22go
io3o
D’où l’on voit que , pour évaluer en 58o
francs , décimes et centimes, un cer- q4
tain nombre de livres, sous et deniers ,
il faut, après avoir réduit en deniers le nombre propose, diviser ce nombre de deniers par 243 (qui exprime en deniers la valeur de 1 franc) , puis évaluer le quotient en déci~ males , en poussant l’opération jusqu’aux centièmes.
La preuve de cette dernière opération se fait par la question inverse, comme nous allons le voir.
2°. On demande , en livres , sous, et deniers, la valeur de
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94 ', ou plutôt de 242^,942. (Nous considérons ici les millièmes de franc, aün que la vérification soit plus complète.)
Puisque 1 franc vaut 1 livre plus de livre, il s’ensuit que
24?/ ,942 valent 242^,942, plus ~ de 242*', 942 ; donc il faut
prendre le 80' de ce dernier nombre , et l’ajouter A ce incme nombre, ce qui donnera en livres et fraction décimale de livre, la valeur de 242^,942. Il restera ensuite A évaluer en sous et deniers la fraction décimale.
Pour obtenir le 80' de 242,942, il suffit d’en prendre le 8', ce qui donne 30,36775, et de diviser ce résultat par 10, ou
bien (n° 80 ) de reculer la virgule d'un rang vers la gauche ; on trouve 3,036775 qui , ajouté avec 242,942, donne 245*', 978775.
Pour évaluer la fraction o *, 978775 en sous , il faut (11 0 70 ) la multiplier par 20, ce qui donne 19-^575500 ; enfin, pour évaluer o s , 5 '] 55 oo en deniers, on multiplie par 12, et l’on trouve 6*, 906000, ou plutôt
7 deniers, à — de denier près ; donc enfin,
équivalent à
te ) 1 , 575500
6*, 90600 o 245* ig' f 7*>
Règle générale. — Pour convertir en livres, sous, et deniers, un certain nombre de francs , décimes, et centimes , écrive d’abord le nombre proposé , et au-dessous le 80 e de ce met. .. nombre (lequel s’obtient en prenant d’abord le 8* et reculant la virgule d’un rang vers la gauche) ; puis ajoutez ces deux nombres ; vous obtenez ainsi le nombre proposé, exprimé en livres et fraction décimale de la livre.
Multipliez ensuite par 20 la fraction décimale (abstraction faite de l’entier qui exprime les livres) ; il en résulte un produit dont la partie entière exprime les sous.
Enfin , multipliez par 1 2 la fraction décimale de ce résultat , et vous obtenez un produit dont la partie entière exprime les deniers j vous négligez d’ailleurs la partie décimale , à moins
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que le cliiiïre des dixièmes ne soit égal ou supérieur à 5 , auquel cas vous augmentez d’u« le nombre de deniers.
Appliquons encore les deux règles à l’exemple suivant :
On demande en francs, décimes et centimes, la valeur de. 3179* Nous nous contenterons de donner le tableau
des calculs. *
Première question.
Rép. 3 14 of 63 e .
Seconde question.
i7' r ,6562.5oo
7^,8750000 Rép. 3179* 17^ 8*
A’. II. — Dans la première question , comme le chiffre des millièmes du quotient est 5, et que ce chiffre est suivi de plusieurs autres , on a pris pour réponse 3 1 4o^ 63 e , parce qu’alors l’erreur commise en plus est plus petite que celle que l’on commettrait en moins si l’on négligeait le chiffre 5 et les suivants.
Dans la seconde question, l’entier du dernier résultat est 7 deniers, et cependant on a pris 8 deniers, parce que le chiffre des dixièmes est 8, nombre plus grand que 5.
On trouvera pareillement que 562 'j 5 lç^'j c ont pour valeur 56979* 8 J 5* ; ou réciproquement.
Mesures linéaires-
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numéro iOl, il esl necessaire de rechercher d'abord la valeur de la toise en mètre , et du mètre en toise, c’est-à-dire d’exprimer l'unité linéaire ancienne en mesures nouvelles , et , réciproquement, la nouvelle unité linéaire en mesures an ciennes .
Or on sait que la toise vaut 864 lignes; d’un autre côté, le mètre équivaut (n 0 94) à 3 P o p ti’^gô, ou, réduit en lignes, à 443', 296. Dm'C si l’on divise 864 par 442,296, ou plutôt 864000 par 44^296 , le quotient , réduit en décimales , exprimera la valeur de la toise en mètre.
On liouve, tout calcul fait, que la toise équivaut, en mètre, à i m , 949036, c’est-à-dire à 1 mi ire g 49 millimètres, b un dixmillimètre près.
De meme, si l’on divise 443,296 par 864, d’après la règle
• du numéro 92 , on obtiendra la valeur du mètre en toise et fraction décimale de toise.
Ce nouveau calcul étant effectué, ou reconnaît que le mètre équivaut, en toise, à o’ 1 ,5i3o^4°) à 0,0000001 de toise près.
Conséquence. — Le myriailtèlrc étant égal à 10000 mètres,
• vaut donc toooo fois o T ,5i3oy4°> ou 5i3o’ 1 ', i j4° i ce qui
prouve que le mjrriamèlre est un peu plus fort que le double de la lieue de 25oo toises, comme nous l’avons énoncé au numéro 94. . -
Cela posé , 1 °. on demande en mètres, décimètres, centimètres , etc., la valeur de 1 7 1 5 P 4 P 6 '?
Commencez par réduire ce nombre en lignes , ce qui donne i5464 lignes; puis divisez 1 5464 par 443>2g6 (nombre de lignes que renferme le mètre), ou bien 1 5464000 par 442296; il vient pour quotient 34, 884t4» à o.oooor près.
Donc, 1 7 T 5 p 4 p 8 * équivalent à 34"‘,884i4i c’est-à-dire, à 34 mi tres 884 millimètres , à un millimètre près.
2 0 . On demande la valeur de 34”' ,8841 4 ■ en toises, pieds , pouces, lignes?
Puisque 1 mètre vaut en toise o T ,5i3oy4, il s’ensuit que pour avoir la valeur de 34,884 1 4 1 H su Jfi l de multiplier o t ,5i3o74 pttr 34,884i4 ; et le produit que l’on obtiendra,.
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exprimera en toises et fraction décimale de toise, la valeur cherchée; il restera ensuite à convertir cette fraction décimale en pieds , pouces , lignes.
Voici le tableau du calcul :
On prend de préférence 34,884 1 4 pour multiplicande, parce que l’opération est plus simple. On trouve pour produit i7 T ,898, en négligeant les 8 derniers chiffres décimaux.
Pour convertir o T ,898 en pieds , on multiplie par 6, ce qui donne 5 P , 388.
Multipliant o,388 par 12, pour en faire des pouces, on obtient 4 P ,656.
Multipliant enfin o, 656 par 12, pour avoir des lignes, on trouve 7 1 , 872 , ou simplement 8 lignes; donc, 34", 884 >4 équivalent 1 7 T 5 P 4 P 8* ; ce qui vérifie la première opération.
N. D. — Dans cette dernière opéra-
lion, on a négligé les 8 derniers cliif- 7*5872 fres décimaux du produit, lorsqu’on a
voulu l’évaluer en pieds, pouces, lignes. En voici la raison : comme multiplier un nombre successivement par 6, 12, et 12, revient (n° 20) à le multiplier parle produit de ces trois nombres ou par 864 , on voit que, si l’on ne tient compte que des 1000” du produit 1 7 1 ,89814 . ... , le dernier résultat sera , 864 ,
exact a — — - de ligne près, c est-à-dirc, à moins d’une ligne
près. Cette observation abrège de beaucoup les calculs.
Soit encore à évaluer en mètres et fraction décimale du mètre la taille d’un homme de 5 P 6 p 7 1 ?
Réduisons ce nombre en lignes; il vient 799 lignes; divisant 799 P ar 448, 2 9^ > ou 799°°° P ai ‘ 448 2 98, on trouve pour quotient t m ,8o2 millimètres, à 1 millimètre près.
EN NOUVELLES ET HÉCIf HOQUF.MENT.
Pour les étoffes.
104 . On sait que l’aune vaut 3 P 8? ou 44 pouces , c’est-à-tlire 528 lignes; donc, en divisant 628 par443,2g6, ou 528000 par 4432 y 6 , on obtiendra la valeur de l’aune en mètre.
Effectuant cette division , on trouve que Y aune a pour valeur r m ,i0i millimètres, ou plus exactement, i m , 191077.
Réciproquement , 443 , 296 divisé par 528 , donne pour quotient o-SSoS-iô, à près; donc, 1 mètre équivaut à
0,839576 d’aune.
On demande la valeur de 29 aunes — , en mètres et fraction décimale du mètre ?
On pourrait, comme pour la toise et ses subdivisions, conver-
tir 29 aunes — en 12 e ' de ligne, en multipliant 29— ou ,
par 528, nombre de lignes que renferme l’aune ; convertir pareillement le mètre, ou 443',2g6, en 12" de ligne , en multipliant ce nombre par 1 2, puis diviser les deux résultats ainsi obtenus, F un par Vautre, et évaluer le quotient en décimales. Mais il est plus simple d’opérer ainsi qu’il suit :
L’expression de l’aune en mètre étant, comme on l’a vu plus haut, i m , 191077, on multiplie d’abord ce nombre par 29 , ce qui donne les deux produits 10,719693 et 23,82i54o.
Apres quoi, décomposant — en — ■ et
— .011 prend d’abord pour — , la moi- 12 r 12
tiède 1,191077, qui est o, 5 g 5538 , et
qu’on écrit au-dessous des produits déjà
obtenus; puis, pour , le 6 e de o, 5 g 5538 , qui est 0,099256,
et qu’on place au-dessous des produits précédents. Additionnant tous les produits, on obtient pour résultat 35 , 236027.
Arith. 11 . 10
29 rr
■fj. ..0,099256 35,2.36027
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Donc 29 aunes —équivalent à 35"', 236 millimètres, à 1 millimètre près.
On pourrait également appliquer ce procédé aux toises, uieds, pouces, etc. , en partant de la valeur d'une toise en mètre; mais on serait entraîné dans des calculs beaucoup plus compliqués.
1015. Poids . — On sait que la livre-poids contient 9216 grains (Voyez n° 68). Nous avons dit également (n° 98) que le kilogramme vaut 1 8827*”, 1 5 ; donc, en divisant 9216 par 18827,15, ou 921600 par 1882715, on obtiendra la valeur de la livre- poids , en kilogrammes et subdivisions décimales du kilogramme. Réciproquement, si l’on divise 1882715 par 9216, le quotient, évalué en décimales, exprimera la valeur du kilogramme en livres-poids et subdivisions décimales de la livre-poids.
En effectuant ces deux opérations qui n’offrent aucune difficulté, ou trouve :
i°. Que la livre-poids équivaut a o l, ' , ,4895o585 ;
2 0 . Que le kilogramme est égal à 2^,04287652.
N. B. — Ce dernier résultat indique que le kilogramme sur-
passe le double de la livre, de ou de -G
de livre environ
c’est-à-dire qu’un kilogramme vaut 2 livres ou — ^ de livre
à peu près; ou bien, que 25 kilogrammes font5i livres, ou que 100 kilogrammes valent 204 livres-poids.
Maintenant , on demande la valeur de 69^ o m 7 0 " 4* 2q* r en kilogrammes et subdivisions décimales du kilogramme?
Le nombre proposé, réduit en grains d’après la méthode connue, donne 640253 grains; donc, si l’on divise 640263 par 18827,15, ou64o253oo par 188271 5, le quoiient34, 006899, que l’on obtient par cette opération , est le nombre demandé ; c’est-à-dire que 6gtfe o m 7’" 4* 29*’ équivalent à 34*, 006899, ou bien , à 34 kilogrammes, 6 grammes, et 899 milligrammes. Réciproquement , on propose cC évaluer 34*, 006899 en livres, marcs, onces, etc.?
TABLEAUX UE COMPARAISON. l.\'j
Nous avons vu tout-à-l’heure qu’un kilogramme vaut 2)6,04287652; donc 34‘, 006899 est égal au produit de ces deux derniers nombres, évalué en livres-poids.
Ce produit doit renfermer 14 décimales; mais, en ne tenant compte que des cinq premièresà gauche, on trouve 6916,47189.
Multipliant 0,47 189 par 2 pour avoir des marcs, on obtient o" 1 , 94378.
Multipliant ce dernier nombre par 8, on trouve 7 < ” 1 , 55o24.
Multipliant o,55o24 par 8, on a 4*,4 ol 9 2 -
Enfin , multipliant 0,40192 par 72 , on trouve ?.8r', 93824.
Donc, 34 \oo 6899 équivalent à
6gt6 o m 7" 4 f 2 9 <r ; ce 9 U ' vérifie l’opération précédente. 28* r , 93824
JS. R . — On n’a tenu compte, dans le premier produit, que des 5 premiers chiffres décimaux , parce que la multiplication par 2 , 8, 8, et 72, revenant à la multiplication par 9216, l’er-
reur commise est moindreque
de grain,
approximation
plus que suffisante.
106. Il existe des tableaux de comparaison des anciens poids et mesures aux nouveaux , et réciproquement, à l’aide desquels ou peut aisément opérer toutes les réductions dont nous veuons de parler. Voici le moyen tie former ces tableaux :
Supposons qu’il s’agisse de construire le tableau de comparaison des mesures linéaires anciennes aux nouvelles , ou réciproquement.
On a d’abord déterminé la valeur de la toise en mètre, valeur qui, calculée (n° 105) avec huit chiffres décimaux, est égale à i m ,g49o363i.
De là, en multipliant par 2, 3,4, - <9, on déduit les valeurs de 2,3,4 ... .9
Avançant successivement, dans tous ces résultats, la virgule
■ 48 application des règles précédentes.
d’un, de deux , de trois,. . . rangs vers la droite, on obtient les valeursdc 10,20, 3o,. .., 100,200, 3oo,. . ., iooo, 2000, 3ooo,. . . toises; et ainsi de suite.
D’un autre côte, si l’on prend le 6' de i,g49o363i, ou en déduit la valeur du pied, et, par suite, celles de 2, 3, 4» 5 pieds.
Prenant le 12* de la valeur du pied , on a la valeur du pouce, et, par suite, celles de 2, 3 , . . . ,1 1 pouces.
Même opération pour les lignes.
Quant au tableau inverse, sa formation est absolument semblable , pourvu qu’on parle de la valeur du mètre en toise, valeur que l’on a trouvée égale à o T ,5 1 307407-
Cela posé, soit à évaluer en mètres, décimètres, centimètres, etc. , 254 t 3 p 7P il*.
On prend successivement dans le tableau , les valeurs de 4 T ,5o T ,200 T , puis celles de 3 P , 7P, 1 1* ; et l’on ajoute toutes ces valeurs. On obtient ainsi les valeurs demandées, par de simples additions.
Dans la question inverse, on trouve d’abord la valeur d’un certain nombre de mètres et subdivisions décimales du mètre, exprimée en toises et fraction décimale de la toise ; on convertit ensuite cette dernière fraction en pieds, en la multipliant par 6; puis on multiplie la fraction décimale résultante par 12, pour en faire des pouces , etc.
Mais, outre que ces tableaux peuvent être fautifs , leur usage même ne donne pas toujours le degré d’approximation que l’on désirerait obtenir. Joignez à cela, qu’on peut ne pas les avoir à sa disposition à l’instant où l’on en aurait besoin. Il était donc nécessaire de développer les moyens d’opérer ces transformations , en admettant ces seuls résultats: la valeur du mètre est 3 P o? 1 1 ‘,296 ; celle du kilogramme est 1 882 i j* r ‘ ,, * I : 1 5 ;
le franc vaut de livre.
107. Reprenons actuellement le problème dun° 101 qui nous avait arrêtés, faute de données suffisantes.
Un marchand de drap avait vendu jusque alors l'aune d’un
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certain drap, 36* yj s 6^;| on demande à combien de francs, en proportion, doit revenir le mètre du\méme drap ?
Réduisons d’abord 36* 1 7 - r 6* en francs, décimes, etc., soit par le moyen des tableaux , soit d’après la règle du n° 102 ; il vient 3€i^,4 *97 pour la valeur de l’aune.
D’un autre côté, le mètre exprimé en aune (n° 104), a pour valeur o 0 , 839676 ; donc , le prix du mètre est égal à une partie de 36^,4 , 97> ,ua, ' c l ut!e P ar 1° produit des deux nombres 36,4197 et 0,839576. Cette multiplication étant effectuée, on trouve 30,5771060472.
D’où il suit que le prix du mètre doit être de 3o-f 58 e .
Soit encore proposée cette question : La livre-poids d’une certaine marchandise coûtant 25* 1 i s of, on demande le prix de S~5 kl1 1 75? de la meme marchandise?
D’abord, le nombre 25* 1 réduit en francs, etc., revient à 25^,271605 ; ce qui donne déjà le prix de la livre poids en francs , etc....
D’ailleurs, $']5 ka , réduits en livres-poids, d’après les tableaux , ou d’après la règle du n° 108 , donnent pour résultat 7661b, 436ig8 (en 11e tenant compte que des six premiers chiffres décimaux, ce qui suffit); donc, si l’on multiplie 25^,271605 par 766,436198, le produit sera le prix demandé.
On trouve pour ce produit, à un centime près, 19369,07 ; donc 375*", 175 coûtent 19369^,07' (*).
(*) Avam la | 3 « édition, nous avions terminé ce chapitre par l’exposition de deux méthodes abrégées, IHrne pour la multiplication, l’auttc pont la division , lorsque les termes de ces deux opérations sont composés d’un grand nombre de chiffres, et que l’on 11’a besnin d’obtenir les résultats qu’Jt un certain dtg-é d’approximation. Mais ces méthodes abrégées font maintenant partie d’une note placée & la lin de l'ouvrage, et ayant pour titre : Note sur Us .Ipproximalions uurnéi it/ues.
CHAPITRE Y
Propriétés générales des Nombres.
108. Introduction. — Avant de pénétrer davantage dans la science des nombres, et pour en découvrir plus facilement de nouvelles propriétés , il est indispensable d’emprunter à l’Algèbre quelques-uns de ses matériaux , tels que les lettres et les sigues , à l’aide desquels on indique d’une manière générale et abrégée les operations et les raisonnements que comporte la résolution d’une question.
Ces éléments sont au nombre de dix principaux, que nous allous faire connaître successivement.
i°. Les lettres , qu’on emploie à la place des chiffres pour représenter les nombres
Leur usage offre à la fois une écriture plus concise et plus générale que celui des chiffres ; il fait mieux ressortir l’existence de telle ou telle propriété, par rapporta une ou plusieurs classes de nombres.
a 0 . Le signe -|- , dont on se sert pour marquer l’addition de deux ou plusieurs nombres, et qui s’énonce : plus.
Ainsi ,45 + 23 s’énonce : 45 plus a3 , ce qui signifie 45 augmenté de 23; de même, a-pb + c s’énonce : a plus b plus c t c’est-à-dire le nombre désigné par a , augmenté du nombre exprimé par b , et du nombre exprimé par c.
3° Le signe — , qui s’énonce : moins, et que l’on place devant un nombre qu’il s’agit de soustraire d’un autre nombre.
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Ainsi, 73 — |Q s’énonce; 73 moins 4 g, c’est-à-dire 73 diminué de 4 g, ou bien encore, l’excès de 73 sur 49 \a—b s’énonce a moins b. • .
4 °. Le signe de la multiplication , qui est X» ou un point, que l’on place entre deux nombres, et qui s’énonce : multiplié par.
Ainsi, 2gX35, ou 29. 35 , s’énonce: 2g multiplié par 35 , c’est-à-dire le produit de 29 par 35 ; a’X.b , ou a.b , s’énonce : a multiplie par b.
N. B. — Lorsque les nombres dont il faut indiquer la multiplication, sont exprimés par des lettres, on convient encore de les écrire les uns à la suite des autres sans interposition de signe ; ainsi ab signifie encore a multiplié par b. Mais il est bien entendu que la notation ab ne peut être employée que lorsque les nombres sont désignés par des lettres; car, si l’ou voulait, par exemple, représenter le produit de 5 par 6, et que l’on écrivît 56 , on confondrait cette notation avec le nombre cinquante -six . Dans ce cas, il est indispensable d’employer le signe X ou un point , et l’on écrit 5 X 6 ou 5 . 6 .
5 “. Le signe de la division, composé de deux points î que l’on place entre le dividende et le diviseur, ou bien encore d’une barre — , au-dessus et au-dessous de laquelle ou place respectivement le dividende et le diviseur.
Ainsi, 24 î 6 , ou s’énonce: 24 divisé par 6 , ou le quotient de a 4 P ar De même, a :A, oUti s’énonce : a divise
par b. La notation” est la plus usitée.
6°. Le coefficient , signe que l’on emploie pour indiquer l’addition de plusieurs nombres égaux exprimés par des lettres. Ainsi, au lieu d’écrire a - 4 - a -f- <1 -f- a- f-n, qui représente l’addition de 5 nombres égaux à a, on écrit 5 a. De même, 1 ta exprime l’addition de 11 nombres égaux à a; tiab , l’addition de 12 nombres égaux au produit de a par b.
T je coefficient est donc un nombre particulier, écrit à la
MOTIONS
gauche d’uu autre exprime par une ou plusieurs lettres, et qui marque combien de fois on doit prendre la lettre ou le produit que représentent ces lettres. .
7 0 . L’exposant, signe dont on se sert lorsqu’un nombre désigne' par une lettre , doit entrer plusieurs fois comme facteur dans un produit. Ainsi, au lieu d’écrire aXoXaX«X«, ou aaaaa , on écrit plus simplement a b , que l’on prononce a cinq , ou plutôt a 5 im ‘ puissance.
On appelle puissance le résultat de la multiplication de plusieurs nombres égaux , et degré de la puissance , la quotité des nombres égaux multipliés entre eux.
L’exposant , signe de ce degré , s’écrit à la droite et un peu au-dessus d’une lettre j il marque combien de fois la quantité exprimée par celle lettre, doit entrer comme facteur dans un produit. ( Lorsque l’exposant de la lettre doit être i , on se dispense de l’écrire. Ainsi , a' est la même chose que a.)
On appelle racine 2 e , 3 e , 4*> d’un nombre , un second
nombre qui , élevé à la 2 e , 3 e , 4* puissance , peut pro-
duire le premier nombre. Ainsi, 3 est la racine 2 e de 9, parce que 3 fois 3 font 9 ; 7 est la racine 2' de 49 , parce que 7 fois 7 font 49; 4 est la racine 3' de 64, parce que 4 fois 4 f° nt '6, et que 4 fois 16 font 64.
Les racines 2' et 3' s’appellent encore racines carrée et cubique.
8°. Le signe l/, dont on fait précéder un nombre lorsqu’on
veut indiquer que l’on a à extraire de ce nombre une racine
d’un certain degré. Ainsi , \/a s’énonce : racine troisième de a ,
Vb s’énonce : racine quatrième de b.
Lorsqu’on veut indiquer une simple extraction de racine carrée ou deuxième, on écrit seulement devant le nombre, le signe V/ sans placer aucun nombre en dedans du signe ; ainsi , yfa signifie racine carrée ou deuxième de a.
9 0 . Le signe au moyen duquel on exprime que deux quantités sont égales. Ce signe est = , et s’énonce : est égal à , ou
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simplement , égale. Ainsi a = b signifie a est égal à b , ou a égalé b.
Pour exprimer brièvement que l’excès de 36 sur %5 est égal à 1 1 , on e'crit 36 — 2.5 = 1 1 ; c’est-à-dire 36 moins a5 e'gale 1 1 .
Les expressions az=zb, 36 — 25 = 1 1 , se nomment des égalités ; la partie à gauche du signe = , s’appelle premier membre , et la partie à droite , second membre.
io°. Le signe d’inégalité, > ou < , dont on se sert pour exprimer qu’une quantité est plus grande ou plus petite qu’une autre (eu observant que l’ouverture du signe doit toujours être tournée du côté de la plus grande quantité). Ainsi, a^>b signifie a plus grand que b ; a < b signifie a plus petit que b.
109. Pour donner une idée de l’emploi de ces différents signes , et de la simplicité du langage algébrique , faisons quelques applications.
Supposons d’abord que l’on veuille exprimer qu’un nombre représenté par a doit être élevé à la 4 < ' m ' puissance, que le produit résultant doit être multiplié 3 fois de suite par b , et qu’enfin le nouveau produit doit être multiplié 2 fois de suite par c ; on écrira simplement a'b'c
Veut-on exprimer qu’il faut faire la somme de 7 nombres égaux à ce dernier, ou le multiplier par 7 , on écrira 7 a*i 3 c*.
De même , 6a?b* est l’expression abrégée de 6 fois le produit de la 5 e puissance de a par la deuxième puissance de b.
3a — 5 b est l’expression abrégée de l’excès du triple de a sur le quintuple de b.
aa’-r 3 ab -+-/{ b* est l’expression abrégéedu double du carré de a , diminué du triple produit de a par b , et augmenté du quadruple du carré de b.
On appelle monôme , ou quantité à un seul terme , ou simplement terme , une quantité algébrique qui n’est pas composée de parties séparées les unes des autres par les signes de l’addition ou de la soustraction ; et polynôme ou quantité à plusieurs termes , une expression algébrique composée de plusieurs parties séparées par les signes -f- et — ; ainsi , 3a , 5a*,
NOTIONS ÉLÉMENTAIRES
7 a*b\ sont des monômes; 3a — 5b, an’ — 3 ab + 4 ô”, sont des polynômes; la première de ces deux expressions est dite un binôme , parce qu’elle a deux termes; la seconde, un trinôme , parce qu’elle en a trois , etc. . . .
Voyons maintenant comment on peut effectuer sur des quantite's exprimées algébriquement , les opérations fondamentales de l’Arithmétique, en nous bornant toutefois aux cas les plus simples , ceux sur lesquels nous aurons à nous appuyer dans la suite de ce Traité.
HO. Addition. — Pour exprimer qu’il faut ajouter les deux nombres a et b , on écrit simplement a-\-b. De même , a-\- b -f- c indique l’addition des nombres a, b, c ; cela résulte des notations convenues. De même, a — b et c + d — f ajoutés ensemble , forment la quantité unique a — b c d — f.
Si l’on avait a— ô et b — c à ajouter, on écrirait a — b-\-b — c; mais comme , d’une part , b est soustrait , et que , de l’autre , il est ajoute, ces deux opérations se compensent; d’où il suit que l’expression se réduit à a — c. Cette simplification se désigne , en Algèbre , sous la dénomination de réduction des termes semblables.
111 . Soustraction. — Pour soustraire b de a, on écrira a — b. De même, si l’on avait c à soustraire de a — b , on écrirait a — b — c.
Soit maintenant à soustraire l’expression c — d de l’expression a — b; on pourra d’abord indiquer la soustraction, de celte manière : a — b — (c — d) , en écrivant entre deux parenthèses la seconde quantité c — d, et la faisant précéder du signe — . Mais quand on veut réduire le résultat à un seul polynôme, voici comment il faut raisonner :
Si l’on avait c tout entier à retrancher de a — b , il viendrait pour résultat , a — b — c ; or, comme ce n’est pas c, mais bien c diminué Aed , que l’on a à soustraire, le résultat a — b — cest trop faible du nombre d’unités qui se trouvent dans d ; ainsi, on ramènera le résultat à sa juste valeur, en ajoutant d à a — b — c , et il viendra a — b — c-\-d.
D’où il résulte que, pour soustraire un polynôme d'un
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autre, il faut écrire le premier à la suite du second , en changeant les signes de tous les termes du polynôme à soustraire.
On trouvera d’après cette règle , et par des raisonnements analogues,
3a — (ib — 3c) = 3 a — ib -(- 3c,
liï Multiplication. — Soit à multipliera' par ô’?
On écrira a' X b 3 , ou simplement aïb\
Mais si l’on a a 5 à multiplier par a 3 , on observera que le nombre a étant 5 fois facteur daus le multiplicande, et 3 fois facteur dans le multiplicateur, doit être 5 + 3, ou 8 fois facteur dans le produit; ainsi l’on a a 5 Xu 1 =o s ; c’est-à-dire que, quand la lettre est la même dans les deux fadeurs de la multiplication, on l’écrit une seule fois en lui donnant pour exposant la somme des exposants des deux facteurs. On trouverait de même X d'h 3 — a s b b ; a’ J b X ab 3 — a'b ' , en se rappelant (n°ï08, 7 0 ) que ô = a — a', et se fondant sur le principe général établi n° Ï8.
Soit maintenant a — b à multiplier par cl
On peut d’abord indiquer le produit de cette manière 1 ( a — b)c.
Mais si l’on veut obtenir un seul polynôme , on remarquera que, multiplier (a — b) par c revient (n° 28) à multiplier c patfa — b) , c’est-à-dire à prendre c autant de fois qu’il y a d’unités dans a diminué de b ; si donc on multiplie d’abord c par a tout entier, ce qui donne ca ou ac , le produit est trop fort de celui de c par b , ou de bc ; ainsi , il faut retrancher bc de ac , et l’on obtient ac — bc pour le produit demandé.
C’est-à-dire que ( a — b)c = ac — bc.
Soit encore (a — b) d multiplier par (c — d) ?
Le produit peut d’abord s’indiquer ainsi : ( a — b) (c — d).
Mais pour obtenir un seul polynôme, on commence par multiplier ( a — b) par c, ce qui donne ac — bc; et l’on observe ensuite que ce 11’esl pas par c tout entier que l’on avait à multiplier ( a — b), mais bien par c diminué de d.
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Ainsi , le produit ac] — bc est trop fort du produit de (a — b) par d , c’est-à-dire trop fort de ad — bd. Donc , pour ramener le premier à sa juste valeur, il faut retrancher ad — bd de ac — bc\ ce qui donne, d’après la règle de la soustraction, ac — bc — ad 4 - bd.
Pour effectue) la multiplication de deux binômes, multipliez séparément chacun des termes du multiplicande par chacun des termes du multiplicateur, j;n observant par rapport aux signes des produits partiels, la règle suivante : Si les deux termes que l’on multiplie sont tous les deux affectés du même signe , leur produit doit être affecté, du signe ; mais s’ils sont affectés de signes différents , leur produit doit être affecté du signe — .
On trouvera , d’après cette règle, que ( a ô) ( c — d) = ac -f- bc — ad — bd-, (a — b ) (c + d) — ac — bc -J- ad — bd .
il5. Division. — Nous ne considérerons qu’uh seul cas de cette opération. C’est celui de deux monômes composés de la même lettre.
Soit a 7 à diviser par a 3 ?
fl 7
On peut d’abord indiquer le quotient de cette manière ,
ou a 7 I à- { . Mais observons que , comme a 7 est un produit dont a 3 et le quotient sont les deux facteurs, l’exposant ■j du dividende doit être ( n“ H 2 ) égal à la somme de l’exposant 3 du diviseur et de l’exposant inconnu du quotient; donc réciproquement , celui-ci est égal à l'excès de l’exposant du dividende sur l’exposant du diviseur, c’est-à-dire à 7 — 3, ou à l\.
Ainsi , —, = a 4 ; en effet, X a 3 = a 7 , a
On trouvera de meme -rr— b* \ — — c' ou c b* c’
— a'b' — ab.
Par analogie, on trouvera — - = a°, — ~ = a", — — a °, . .
et comme d’ailleurs chacune des expressions — - , — . ,
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— , ... a pour vraie valeur l'unité, on en tirera cette cona*
séquence = i .
La notation a 0 mise quelquefois à la place de l’unité , offre l’avantage de conserver la trace d’une lettre qui, entrant d’abord dans le calcul, a dû disparaître par l’effet des simplifications.
Les autres cas de la division sont inutiles à considérer pour l’objet que nous nous proposons.
Telles sont les seules notions sur l’Algèbre dont nous aurons à faire usage dans le cinquième chapitre et dans les suivants.
114. Pour faire ressortir dès à présent les avantages que l’on peut retirer de l’emploi des lettres pour représenter les nombres , nous résoudrons les deux questions suivantes :
i °. Quel changement produit-on dans une fraction en ajoutant un même nombre à ses deux termes? (Cette question a déjà été traitée n° 49. )
Désignons par ^ la fraction proposée , et par m le nombre
que l’on ajoute aux deux termes a et b de cette fraction , ce
qui donne la nouvelle fraction 1 i + m
Pour comparer ces deux fractions, réduisons-les au même
dénominateur; il vient pour la première fraction, r ,
et pour la seconde, ^ ^ ™ï)[, ’ ou ^' en > ^ es calculs étant ef-
, .il vi vi i , ab-f-am ab -f- bm
fectues d apres la réglé du n° 112, y — — =— et y- — ,
r b' -f bm 6* -f- bm
Or, les deux numérateurs ab-f-am et ab-\-bm ont une
partie commune ab , et la partie bm du second numérateur est
plus grande que la partie am du premier, puisque l’on a b~>a.
Donc aussi, la seconde fraction est plus grande que la première.
Ainsi , l’on augmente la valeur d'une fraction en ajoutant un
même nombre à ses deux termes.
La vérité de la proposition exige d’ailleurs , comme on le
applications
voit par le raisonnement précédent , que ^ soit une fraction
proprement dite, ou que l’on ait a <^b ; si au contraire on avait « > b , la relation aurait lieu dans un ordre inverse, puisque alors on aurait ab bm <^ab -H ont.
A r . B. — Ce moyen de démonstration , rigoureux et général
tant que les nombres sont désignés par des lettres, cesserait
de présenter ce caractère si l’on voulait l’appliquer à des
nombres particuliers. Par exemple , que l'on ait la fraction
— , et qu on ajoute 3 unîtes a ses deux termes , il vient — .
Réduisant ces deux fractions au même dénominateur, on ob-
o fi o j55
tient, pour la première, et pour la seconde,
On voit bien ici que la seconde fraction est plus grande que la première ; mais rien ne prouve que ce qui a lieu dans cet exemple particulier aurait également lieu dans tout autre.
La démonstration exposée u" 49 est, d’après la nature de ses raisonnements , aussi générale que celle qui vient d’être donnée ; mais celle-ci , quoique moins élégante peut-être , a l’avantage d’être plus concise; la voici réduite à ses moindres termes :
Soient r et les deux fractions que l’on veut com-
parer.
Réduisons-les au même dénominateur; il vient
ab
et
b 1 + bm
^ ; or, par hypothèse , on a a<^b , d’où am <^bm\
donc , ab -f- am <^ab -h bm ; ainsi , la seconde fraction est plus grande que la première.
2°. On demande le produit de la somme de deux nombres, multipliée par la différence de ces mêmes nombres ?
Soient a et b les deux nombres proposés; leur somme sera exprimée par {a -j- b ) , et leur différence par (a — b).
Or, si l'on effectue la multiplication de a+b par a — b, d’après
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les règles du n° H2, on a pour produit, a * — ab + ai — b 1 , ou, omettant les deux tenues — ab,+ab , qui se détruisent, a' — 6 * ; donc . . . . (a ■+■ b) (a — b) — a? — b'.
Ce qui prouve que la somme de deux nombres quelconques , multipliée par leur différence, donne toujours pour produit la différence de leurs carrés ou secondes puissances .
Exemple. — Soient les deux nombres a 5 et 12 ; leur somme est 37, et leur différence 1 3 ; multipliant 37 pari 3 , on a pour produit 481.
D’un autre côté, 9 . 5 X *5 donne 625 ; 12 X 12 donne 1 44 î d’où... (a 5 )* — (i 2 )*= 48 t-
Donc ( 25 -f- >2 ) (9.5 — t2)~ ( 25) 1 — (12)*.
Ces derniers raisonnements 11e sont qu’une vérification de la propriété, effectuée sur deux nombres particuliers; tandis que ceux qui précèdent forment une démonstration rigoureuse et générale, puisque les nombres y sont désignés par des lettres auxquelles on peut attribuer toutes les valeurs possibles.
Les questions précédentes suffisent pour mettre les commençants en état d’apprécier les avantages qui résultent de l’emploi des lettres pour représenter les nombres. Par leur usage, non-seulement on rend les raisonnements plus généraux et souvent plus concis, mais encore on conserve la trace des opérations à effectuer sur les nombres qui entrent dans l’énoncé de la question, et qui ne peuvent ainsi se fondre les uns dans les autres comme lorsqu’on opère sur des nombres particuliers.
Ces notions étant établies , nous aliont revenir sur nos pas, c’est-à-dire reprendre quelques-uns des objets traités dans la première partie, pour les approfondir davantage ; nous parviendrons ainsi à de nouvelles propriétés , et à des moyens de modiGer ou de simplifier les procédés des diverses opérations de l'Arithmétique.
THÉORIE GÉNÉRALE
$ I”. Théorie des différents systèmes de numération.
116. Nous avons vu (n° 8) comment, à l'aide de dix caractères ou chiffres , on parvient à repre'senter tous les nombres, en partant de ce principe de convention , que tout chiffre placé à la gauche d’un autre, exprime des unités dix fois plus grandes que celles de cet autre chiffre. Nous nous proposons maintenant de faire voir qu’on peut également écrire tous les nombres avec plus ou moins de dix caractères, pourvu qu’il y en ait au moins deux, et que le zéro en fasse partie.
On appelle , en général, base d’un système de numération, le nombre des chiffres qu’on emploie. Le système où l’on fait usage de deux chiffres, se nomme système binaire, celui où l’on en considère trois'; système ternaire , etc.
Dans tout système de numération analogue au système décimal , on convient que tout chiffre placé à la gauche d’un autre exprime des unités autant de fois plus grandes, par rapport à celles de cet autre chiffre, qu’il y a d’unités dans la Base, c’està-dire dans le nombre des chiffres du système. Ainsi, dans le système binaire, les unités de chaque chiffre acquièrent des valeurs de deux en deux fois plus grandes à mesure que l’on recule d’un , de deux , de trois. . . . rangs vers la gauche; dans le système ternaire , les valeurs des unités de chaque chiffre sont de trois en trois fois plus grandes; et, en général, dans un système dont la base est B\, les unités de chaque chiffre acquièrent des valeurs de B en B fois plus grandes, à mesure que l’on recule de droite à gauche.
Lorsqu’un nombre est écrit dans le système dont la base est B, le premier chiffre à droite exprime les un i tés d u premier ordre, le chiffre immédiatement à gauche, les unités du second ordre , le chiffre à gauche de ces deux-là, les unités du troisième ordre, et ainsi de suite. Il faut B unités du premier ordre pour former l’unité du second ordre, B unités du second ordre pour former l’unité du troisième ordre , etc.
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chiffres un nombre entier, quel que soit lesyslème qu’on adopte. Pour hxer les idées, nous considérerons le système septénaire, ou le système dans lequel on emploie sept chiffres. Les mimes raisonnements pourront s’appliquer ensuite à tout autre système. ' J '
Les chiffres du système septénaire sont o , i , a , 3 , 4 5 g .
les six derniers exprimant les six premiers nombres. ’ ’ ’
Ajoutant l’unité à six, on forme le nombre sept, ou l’unité du second ordre, qui, d’après le principe énoncé ci-dessus doit s’écrire 10. ’
Mettant successivement chacun des chiffres du système à la première et à la deuxième place, on formera évidemment tous les nombres consécutifs, compris depuis sept, ou 10, jusqu’au nombre représenté par 66. 1
Ce nombre étant formé, si l’on ajoute une nouvelle unité il en résultera s,x unités du second ordre, plus sept unités du premier , c’est-à-dire sept unités du second ordre, ou une seule unité du troisième ordre, qui devra s’écrire ainsi: ioo.
Mettant successivement à la première, à la seconde, et q la troisième place, les différents chiffres du système, on formera tous les nombres consécutifs compris depuis ioo jusqu’au nombre représenté par 666.
Kaisonnant sur ce dernier nombre comme sur 66 , on parviendra d’abord à l’unité du 4- ordre qui s’écrira ainsi : tooo ; puis on obtiendra successivement tous les nombres consecuüfs compris depuis 1000 jusqu’au nombre représenté par f)()6b y et ainsi de suite à l’infini.
D’ou l’on voit que tous les nombres entiers possibles sont susceptibles d’être écrits dans ce système.
Quel que soit le système adopté, les unités de différents 01 arcs sont respectivement représentées par 1, ,0, ,00, ,000, ,„ooo comme dans le système décimal ; mais les valeurs relatives dé ces unités sont essentiellement différentes suivant les systèmes.
418 . IV. êî. —Nous avons dit, n* 116, que le chiffre o était un caiaclère indispensable dans tout système analogue au système
décimal, c’est-à-dire dans un système où la valeur relative d’un Arith. li.
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chiffre dépend du rang qu’il occupe à la gauche de plusieurs autres. A la rigueur, on pourrait s’en passer; mais le système serait moins régulier, comme nous allons le voir.
Soit proposé, par exemple, d’établir le système ternaire, en adoptant les trois chiffres significatifs 1, 2 , 3 .
Les trois premiers nombres seraient d’abord exprimés par ces chiffres.
Pour représenter quatre, cinq et six, il suffirait d’écrire 1 1 , 12, i 3 .
Pour exprimer sept, huit, neuj , dix, onze, douze, ou écrirait 21, 22, 23 , 3 i , 32 , 33 .
De même ni, 112, 1 1 3 , 121, 122, 123 ,
exprimeraient treize, quatorze, quinze, seize, dix-sept, dix-huit.
Il n’est pas nécessaire d’aller plus loin pour sentir les inconvénients de ce système. Son principal défaut consiste en ce que des unités d’un même ordre sont exprimées d’une manière différente. Ainsi , dans 1 3 et 2.3 , le chiffre 3 exprime une unité du second ordre , comme les chiffres 1 et 2 qui sont à sa gauche. Dans 123 , l’ensemble des chiffres 2.3 exprime neuf , ou l’unité du troisième ordre , ainsi que le chiffre 1 qui est à la gauche de ces deux-là.
En faisant usage du chiffre o, il suffit de déterminer les nom— lues d’unités de différents ordres qui entrent dans le nombre proposé, et d’écrire à la suite les uns des autres , de droite à gauche, les chiffres qui expriment ces nombres.
lit). L 'accord qui existe entre la nomenclature actuelle des nombres et la manière de les représenter en chiffres dans le système décimal, permet de les- écrire facilement, et pour ainsi dire , sous la dictée en langage ordinaire, 'comme aussi de résoudre la question inverse qui consiste à énoncer en langage ordinaire un nombre quelconque représenté par un groupe de chiffres donné. Il en serait de même dans tout système de numération pour lequel on aurait établi une nomenclature spéciale. Mais si l’on proposait, par exemple , d’écrtVe dans le système septénaire le nombre trois cent soixante-neuf rap-
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porté au système décimal , il serait difficile de reconnaître à priori quels sont les chiffres propres à exprimer les unités du
premier, du second, du troisième ordre septénaire qu’il
renferme. Or, comme ce nombre, écrit en chiffres dans le système décimal, revient A 36g, il s’ensuit que la question proposée dépend de la suivante qui est beaucoup pins générale : Un nombre étant énoncé en langage ordinaire, ou écrit dans le système décimal , traduire ce même nombre dans le système dont la base est B.
Pour résoudre cette dernière question, observons que, B unités du premier ordre formant une unité du second, autant de fois le nombre proposé contiendra la base B , autant il renfermera d’unités du second ordre du système Ii; c’est-à-dire que , si l’on divise ce nombre par B, le quotient exprimera des unités dit second ordre ; et le reste, qui sera nécessairement moindre que B, exprimera les unités du premier ordre , du nombre écrit dans le système dont la base est B.
De même, puisque B unités du second ordre, dans le système B, forment une unité du troisième ordre dans ce même système, si l’on divise par B le quotient qui exprime des unités du second ordre, le nouveau quotientqu’on obtiendra, exprimera des unités du troisième ordre; elle reste, toujours moindre que B, représentera les unités du second ordre, du nombre écrit dans le système dont la base est B ; et ainsi de suite.
D’où l’on voit que, pour passer du système décimal au système dont la base est B, il faut : i°. diviser le nombre proposé par la buse du nouveau système écrite dans le système décimal, ce qui donne un reste que l'on écrit à part , comme exprimant les unités du premier ordre dans le nouveau système ; 2 °. diviser le quotient obtenu, par la même base , ce qui donne un second reste qu’on écrit à la gauche du premier, comme exprimant les unités du second ordre j 3°. diviser le second quotient par la même base , et écrire le troisième reste qu’on obtient ainsi , à la gauche des deux précédents , parce qu'il exprime les unités du troisième ordre ; continuer celle série d’opéra
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lions jusqu'à ce qu'on soit parvenu à un quotient moindre que la base du nouveau système ; ce dernier quotient exprime les unités de l’ordre le plus élevé, et s'écrit alors à la gauche de tous les restes obtenus successivement.
Appliquons cette règle au nombre trois cent soixante-neuf ou 369, qu’il s’agit de traduire dans le système septénaire.
369 | 7 restes
( io 35 )
Divisant 369 par 7, on a pour quotient 5 a, et pour reste 5 que l’on écrit à part; ce sont les unités du premier ordre dans le nouveau système.
Divisant 5 a par 7, on trouve pour quotient 7, et pour reste 3 , qui exprime les unités du second ordre , et qu’on écrit à la gauche du chiffre 5 .
Divisant 7 par 7, on a pour quotient i, et o pour reste, ce qui indique qu’il n’y a pas d’unités du troisième ordre ; et l’on écrit un o pour en tenir la place.
Enfin , comme le quotient 1 est plus petit que 7, il exprime les unités du quatrième ordre ; et le nombre traduit dans le système septénaire revient A (io 35 ).
On trouverait de même, pour le nombre 5347 traduit dans le système de huit chiffres , o , 1 , a , 3 , 4 , 5 , 6, 7 , l’ensemble des nouveaux chiffres ( 1 2343 ).
5347 j 8 restes
668 ÎT
Remarque. — 11 peut arriver que la base du nouveau système soit plus grande que dix, base du système décimal .
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Dans ce cas, il y a une observation importante à faire poui l’application de la règle.
Soit, par exemple, le nombre 84^3 à traduire dans le système duodécimal , ou dans le système de douze chiffres.
En convenant d’employer les deux lettres grecques, * , », pour désigner les nombres dix et onze , les chiffres de ce système seront o, 1,2, 3 , 4 , 5 , 6, 7 , 8, g, », C.
8423 | 12 restes
701 onze ou C
4 dix ou 2
La base douze étant exprimée par 12 dans le système décimal, on divise 8423 par 12, ce qui donne le quotient 701, elle reste 1 1 qui exprime les unités du premier ordre dans le nouveau système. Or, 1 1 écrit dans le système décimal signifie onze , et par conséquent doit s’écrire C dans le système duodécimal. On écrit donc à part , non pas 1 1 , mais î, comme désignant le chiffre des uriités du premier ordre.
Pareillement, A la troisième division , on obtient pour reste 10 ou dix qui , dans le nouveau système, s’écrit a; on pose donc » à la gauche des deux chiffres déjà trouvés. On obtient ainsi ( 4 * 5 £) pour le nombre proposé , traduit dans le système duodécimal.
120 . Réciproquement, Un nombre étant écrit dans un système quelconque dont la base est B , on peut se proposer de V énoncer en langage ordinaire, ou ce qui revient au même , de le traduire dans le système décimal.
Soit, en général.... hgfdcba un nombre écrit dans le système de B chiffres; a,b,c,d, désignantes unités du 1", du 2', du 3 ',... ordre.
Il résulte du principe fondamental établi 11° 116 , que le chiffre b exprime tles unités B fois plus grandes que s’il était seul ; donc sa valeur relative est égale au produit de b par B
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et peut (n° IOQ) se représenter par A X B , ou simplement par Ail. De même le chiffre c exprime des unités B fois plus grandes que celles du chiffre b ; ainsi sa valeur relative est égale au produit de c par ?xB ou B a , et peut être représenté par cB\ On reconnaîtrait pareillement que dB\ y"!! 1 , g" U 5 , AB 5 ,.... sont les valeurs relatives des autres chiffres.
Donc enfin , le nombre proposé a pour expression
a -f AB + cB“ -frfB 3 +/B' +g-B 5 + AB 6 ....
En donnant à la base B et aux chiffres a , b , c, d, f,... des valeurs particulières, on effectuera, dans le système décimal, toutes les opérations arithmétiques indiquées par cette expression; et l’on obtiendra le nombre correspondant à ces données particulières, traduit dans le système décimal.
[L’expression ci-dessus se nomme, en Algèbre, une formule , parce qu’elle renferme sous une forme concise, le système d'operations arithmétiques h effectuer sur differents nombres pour obtenir la réponse h une qucsliou generale, cl parce qu’on peut en déduire toutes les réponses aux questions de meme espèce, dont les énoncés different seulement par les valeurs mimétiques des données.}
Traduite en langage ordinaire, celte formule donne lieu à la règle suivante : Formez d’abord les diverses puissances delà base B écrite dans le système décimal ; multipliez ensuite
tous les chiffres a, b , c , d , f . . . . ,
traduits également dans le système décimal, respectivement par les nombres, i , B ,B a ,B 3 , B 4 , . . . ; ajoutez ensuite tous ces produits partiels, et vous aurez le nombre demandé.
Soit, par exemple, le nombre (5y43 b) écrit da,ns le système de huit chiffres, à traduire dans le système décimal.
Après avoir reconnu par des multiplications successives, que les puissances de 8 jusqu’à la 4' inclusivement, sont 8, t>4, 5ia, 4°9*3> 011 peut disposer ainsi les calculs':
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Donc ( 57436 ) = 2435 o
Vérification d’après la règle établie n° H9:
121 . Ou peut donner de la question inverse une solution plus simple et surtout plus eu rapport avec celle de la question directe.
Reprenons le même nombre (57436) qu’il s’agit de faire passer du système de huit chiffres au système décimal.
D’après le principe fondamental du n" ÜC, le premier chiffre à gauche qui est 5, représente des unités 8 fois plus grandes que celles du second chiffre 7 ; donc , en multipliant 5 par 8 , et ajoutant 7 au produit, ce qui donne 47 (ou quarantesept) , on aura le nombre total des unités du 4 ' ordre (système de huit chiffres) que renferme le nombre proposé. Parla même raison, si l’on multiplie 47 par 8 , et qu’on ajoute 4 au produit, ce qui donne 38o (ou trois cent quatre-vingts) , on aura le nombre total des unités du 3* ordre (système de huit chiffres) que renferme le nombre proposé.
Pareillement , si l’on multiplie 38o par 8 , et qu’on ajoute 3 au produit, ce qui donne 3o43 , on aura le nombre total d’unités du second ordre que renferme le nombre proposé. Multipliant enfin 3«43 par 8 , et ajoutant 6 au produit, on obtient ?435o pour le nombre total d’unités du premier ordre (ex-
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primé dans le système décimal ) que renferme le nombre proposé.
Voici comment on peut disposer le calcul :
Règle générale : Multipliez le premier chiffre à gauche , du nombre proposé , par la base B écrite dans le système décimal, et ajoutez au produit le second chiffre (en partant de ia gauche) ; multipliez la somme ainsi obtenue par la base B, et ajoutez au produit le 3' chiffre ; et ainsi de suite.
Cette règle est précisément l’inverse de celle qui a été établie n° 119 , ainsi qu’on peut le reconnaître en comparant le tableau des calculs qui viennent d’ètre exécutes avec celui qui termine le numéro précédent.
122 . Aux deux questions des n°‘ 119 et 120 , se rattache une troisième question plus générale qui a pour but de passer d’un système dont la base est B au système dont la base est B'.
La règle à suivre dans ce cas , consiste à faire passer le nombre proposé du système B au système décimal ( 11 e 120 ), puis de celui-ci au système B' (n° 119 ).
Proposons-nous , pour exemple , de faire passer le nombre (23 io 4) du système quinaire (ou de cinq chiffres) au système duodécimal.
Voici le tableau des calculs :
iO
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On vérifierait ce calcul en reprenant les transformations dans un ordre inverse, c’est-à-dire en passant du système duodécimal au système quinaire.
123 . Les procédés pour effectuer les quatre opérationsfondainentales de l’Aritlimélique sur des nombres écrits dans un système quelconque , 11e different pas essentiellement de ceux qui ont été établis pour le système décimal. Seulement, il faut bien se rappeler la loi qui existe entre les unités de différents ordres, afin de pouvoir, au besoin, convertir des unités d’un ordre quelconque en unités de l’ordre immédiatement supérieur ou inférieur.
Pour familiariser les commençants avec les différents systèmes de numération , nous proposerons un exemple de clîacune des opérations, exécutée dans le système duodécimal , dont les caractères sont, comme nous l’avons déjà vu n° 119 ,
i°. Soit à ajouter les nombres
Eu commençant d’abori^par les unités
simples, on dit « et 6 font 14, et 5 font
19, et £ font 28. O11 pose 8 et l'on retient
2 douzaines pour les reporter à la co-
lonne des unités du 2' ordre.
GO
•JT ; ^
On dit ensuite: 2 et 4 font 6, et 5 font £, et u font 19, et * font 27. On pose 7 et l’on retient 2 pour les reportera la colonne des unités du 3 ' ordre, sur laquelle ou opère comme sur les précédentes ; et ainsi de suite. On obtient enfin 15*678 pour la somme demandée.
a 0 . Soit à soustraire de 5 ioo 46
Le nombre 47“68£
Comme on 11e peut soustraire £ de 6, on a recours à l'artifice
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du n° 14 , et l’on dit î de 16, il reste 7. Passant à la colonne suivante , on augmente 8 d’une unité , et l’on dit: 9 de 14 , >1 reste 7. Ensuite 7 de 10. il reste 5 ; C de 10, il reste 1 ; 8 de a, il reste 2 ; enfin 4 de 5 , il reste 1 . Ainsi 121577 est le résultat demandé.
3 °. Soit à multiplier . . . 3407»
par 5«68
[Nous sommes censés avoir sous les < 8 o 3 £o
yeux une table de multiplication , 294664
poussée jusqu’à C (ou onze) qui est 1 48332
le plus haut chiffre du système. ] ,n -,608828
En multipliant d’abord 3407* par 8 , je dis : 8 fois a. font 68 ; je pose 8 et retiens 6. Ensuite, 8 fois 7 font 48, et 6 de retenue font 52 ; je pose 2 et retiens 5 . 8 fois o font 0, et 5 de retenue font 5 ; je pose 5 ; 8 fois 4 font 28 ; je pose 8 et retiens 2. Enfin 8 fois 3 font 20, et 2 de retenue font 22 ; je pose 2 et avance 2. Le premier produit partiel est donc 228528.
Quant aux autres produits partiels du multiplicande par les autres chiffres du multiplicateur , qn prouverait , par des raisonnements analogues à ceux qui ont été faits (n° 21) pour le système décimal, que tout se réduit à multiplier successivement le multiplicande par chacun de ces chiffres considérés comme exprimant des unités simples, et à écrire chacun des produits au-dessous du précédent , en les avançant au fur et à mesure d’un rang vers la gauche.
Additionnant enfin tous ces produits, on trouve pour résultat, <77608828.
4 °. Vérifions cette opération par la division ; il suffit, pour cela, de diviser le produit obtenu, par l’un des facteurs, 5*68 par exemple.
Pour obtenir le chiffre des unités les plus élevées du quotient, il faut prendre les cinq premiers
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chiffres à gauche du dividende, el diviser 17560 par 5*68. Pour cela, ou cherche en 17 combien de fois 5; il y est 3 fois pour 1 3 , et l’on écrit 3 au quotient. Multipliant le diviseur par 3, et retranchant le produit, du premier dividende partiel, on obtient pour reste i£*o, qui, suivi ducbiffre8, donne t*«o8 pour le second dividende partiel, sur lequel on opère comme sur le précédent.
Divisant i««o8 par 5*68, ou plutôt 1? par 5, on a pour quotient 4, que l’on écrit à la droite du précédent, et pour reste de la nouvelle division partielle , 3*o.
Comme, le chiffre suivant 8 étant abaissé, le nouveau dividende partiel 3«o8 ne contient pas le diviseur, on met un o 411 quotient, el l’on abaisse le chiffre 2 du dividende ; ce qui donne 3*o8?. pour nouveau dividende partiel.
Opérant sur celui-ci comme sur les précédents, on trouve pour quotient 7 , çt pour reste 4*96.
Ahaissaut enfin le dernier chiffre du dividende, et divisant 4*968 par 5*68 , on obtient * pour quotient et o pour reste.
Donc , 3407* est le quotient demandé.
Nous engageons les élèves à s’exercer sur d’autres exemples pris au hasard, et dans différents systèmes, particulièrement sur les deux dernières opérations, ces exercices étant très propres à leur donner l’habitude du calcul.
124. La question du n° 122, qui a pour objet de passer d’un système quelconque B à un autre système B', peut être résolue directement , c’est-à-dire sans que l’on soit obligé de passer d’abord du système B au système décimal , et ensuite de celui-ci au système B'. 11 suflirait, pour cela, de traduire la hase B' dans le système B , et d’ appliquer la règle du . n° 119, en effectuant les opérations dans le système B ; ou bien encore de traduire la base B dans le système B' et d'appliquer l'une des règles des n°’ 120 et 121 , en effectuant les opérations dans le système B’.
Nous 11e nous arrêterons pas davantage sur ces opérations qui n’oflVenl aucune difficulté.
PRINCIPES
quelques avantages sur le système décimal , en raison de ce que sa base douze renferme un plus grand nombre de facteurs que dix. En effet, douze est divisible par 2 , 3, 4*6 1 tandis que les seuls facteurs de dix sont 2 et 5. Mais on ne pourrait substituer le système duodécimal , ou.tout autre, au système décimal , sans modifier la nomenclature de manière à l’approprier au système adopté, et à lui permettre d’énoncer, conformément à ce nouveau système de numération, les nombres écrits en chiffres.
Nous aurons, d’ailleurs, plus d’une occasion de reconnaître que la plupart des propriétés qui ont été découvertes sur les nombres , sont indépendantes du système de numération que l’on adopte. Quelques-unes semblent apparie-* nir au système décimal en particulier ; mais leurs analogues n’en existent pas moins dans les autres systèmes. L’emploi des lettres de l’alphabet, pour représenter les nombres, est trèspropre à faire ressortir la généralité de ces propriétés , en ce qu’elles sont applicables à tous les nombres, quelque soit le système de numération dans lequel ils sont énoncés ou exprimés.
§ II. Divisibilité des nombres.
120. La propriété dont jouissent certains nombres d’ètre exactement divisibles par d’autres, et la recherche des diviseurs d’un nombre, forment une des théories les plus importantes de l’Arithmétique. Cette théorie repose sur une série de principes dont l’exposition exige beaucoup d’ordre ; nous allons les développer successivement.
Définitions préliminaires. — On dit qu’un nombre entier est exactement divisible par un autre, lorsqu’il existe un troisième nombre entier, qui , multiplié par le second, donne le premier.
Tout nombre entier qui en divise exactement un autre, est appelé fadeur, diviseur, ou sous-multiple de ce nombre; et celui-ci est dit multiple du premier.
Tout nombre entier qui n’a d’autres diviseurs quclui-inèmc
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et l’unité, est appelé nombre premier absolu , ou simplement nombre premier.
Deux nombres entiers sont dits premiers entre eux lorsqu’ils n’ont d’autre diviseur commun que l’unité (qui est diviseur de tout nombre).
11 résulte de là qu’un nombre premier qui ne divise pasexacteinent un autre nombre entier, est premier avec celui-ci , puisque alors ils ne peuvent avoir de diviseur commun que l’unité.
Ces définitions ont déjà été établies au numéro iJl.
127. Premier principe. — Tout nombre entier P qui divise exactement l’un des facteurs du produit A XB, divise nécessairement le produit; ou, ce qui revient au même, tout nombre entier qui en divise exactement un autre , divise nécessairement les multiples de cet autre nombre. ( Voyez n” 81.)
En effet, soit Q le quotient supposé exact, de la division de A par P ; on a A = P X Q , d’où , multipliant les deux membres de cette égalité par le même nombre B,
AxB=PxQxB=PxQB (n°2C) ;
on voit donc que P divise exactement le produit AB.
128. Second principe. — Tout nombre entier P qui divise exactement un produit AB, et qui est premier avec l’un des deux facteurs , divise nécessairement l'autre facteur.
Supposons , par exemple, que P^ diviseur exact du produit AB , soit premier avec A ; je dis que P doit diviser B.
En effet , puisque A et P sont deux nombres premiers entre eux, il s’ensuit que, si ou leur appliquait le procédé du commun diviseur (n°82), on parviendrait, après un certain nombre d’opératioijs , à un dernier reste égala i.
Appelons R, U' , R", R“. ... 1 , les restes successifs de cette série d’opérations ( R’, R", R", . . . annoncent R pr ""', R Kr "" d, > R“"").
Cela posé, si , au lieu d’opérer sur A et P , on appliquait le procédé aux produits AxB, Px B, il est facile de voir que,
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dans cette nouvelle série d’opérations , on obtiendrait les mêmes quotients que dans la première; mais les restes seraient respectivement R X B, R'x B, R" xB. . . , t X B. Par conséquent, comme le plus grand commun diviseur entre A et P est i, celui des produits A x B et PxB, est nécessairement iX B, on B.
D’un autre côté , il suit du troisième principe établi n° 51- , que tout nombre qui en divise deux autres , divise leur plus grand commun diviseur, puisqu'on vertu de ce principe , il doit diviser le reste de chacune des divisions auxquelles donne lieu le procédé du n° 62. Or P divise A X B par hypothèse ; il divise aussi évidemment P X B ; donc il divise 1 X B ou B ; ce qu’il fallait démontrer.
N. li. — Il est nécessaire desupposef que P est premieravec l'un des deux facteurs; car, par exemple, 56 X i5 ou 84o est divisible par 40 et donne pour quotient 21 , quoique aucun des nombres 56 et i5 ne soit divisible par 40. Cela lient à ce que , 4o étant égal à 8 X 5 , le premier facteur 8 se trouve dans 56 ou q X 8, et le second facteur 5 se trouve dans 1 5 ou 5 X 3 ; donc 56 X 1 5 est égal à , ;x8x5x3 1 nu ]X3x8x5, ou enfin, à 21 X 4°-
129. Troisième principe. — /'oui nombre premier absolu P, qui divise exactement un produit A X B, doit diviser l'un des deux facteurs.
En effet , supposons que P 11e divise pas A , il est nécessairement premier avec A (11® 12G); donc il doit diviser B ( ri" 129).
De là résultent les conséquences suivantes :
150. i°. Tout nombre premier absolu qui divise A% cl en général une puissance quelconque A’" de A , doit diviser A.
En effet , A° est la même chose que AXA. Or, tout nombre premier qui divise ce produit, doit (n° 129) diviser l’un des facteurs. De même A :i étant égal à A" X A , tout nombre premier qui divise A 3 doit diviser A ou A 1 ; et pour diviser ce dernier facteur, il doit diviser A ; ainsi de suite.
151. 2°. Tout nombre P, premier avec chacun des deux fadeurs d’un produit A X B , est aussi premier avec ce produit-
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lin effet, un nombre premier absolu qui diviserait AB, devrait diviser A ou B ; ainsi P et A , ou bien P et B, ne seraient pas premiers entre eux; ce qui serait contre la supposition
152. Z“. Lorsqu’un nombre N a été formé par la multiplication de plusieurs autres, A , B, C, D , . . . , ce nombre ne peut avoir dC autres facteurs premiers que ceux qui entrent déjà dans A ,B,C , 1). . . .
En effet , tout nombre premier qui divise le produit ABCD et ne divise pas D, doit diviser ABC (n° 129) ; de même, tout nombre premier qui divise ABC cl ne divise pas C , doit diviser AB , et par conséquent A ou B
Ainsi , en d’au 1res termes, un nombre étantformé par la multiplication de plusieurs autres, on ne peut l'obtenir de nouveau en multipliant des nombres qui renfermeraient des facteurs premiers différents de ceux qui entrent dans les nombres déjà multipliés.
155. Quatrième et dernier principe. — fout nombre N, divisible par deux ou plusieurs nombres, a, b, c,. . . , premiers entre eux, est divisible par leur produit.
En effet , puisque a divise fi , on a ’S=aq,q étant un nombre entier ; mais par hypothèse, b divise aussi N ; donc b divise aq ; et comme a, b, sont supposés premiers entre eux, il faut (n° 128) que b divise exactement q, et l’on a q = bq ’ ; d’où l’on déduit N r= a X bq = ab X q ’• Ainsi N est divisible par ab.
Pareillement, c divisant N, doit diviser où Xy'; d’ailleurs, c est premier avec a, b , et par conséquent avec ab ( n° 151). Donc, c doit diviser q' , et l’on a q' ~ cq" ; d’où l’on tire N =s ab X c<y''=nùcx q" ; ce qui prouve que N est divisible par abc ; et ainsi de suite.
154. Conséquence. — Si a, b , c . . . , étant des nombres premiers entre eux , chacun entre connue fadeur dans N un certain nombre de fois exprimé par n, p , q . . . , le nombre N est divisible exactement par a"bfct . . . , et par tous les nombres qu’on peut oblcuir en multipliant deux à deux , trois à trois , etc. .. , les diverses puissances de a, b, c. . , comprises de-
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puis la première jusqu’à celle dont le degré est marqué par n pour a , par p pour b , par q pour c. . . .
En effet, a,b,c..., étant des nombres premiers entre eux , il en est de même de a m , bf , ci... ; donc (n° 153) leurs produits deux à deux, trois à trois..., doivent être aussi des diviseurs exacts de N.
Ce principe sert de base à la recherche des diviseurs d’un nombre , tant simples que composés , question dont nous nous occuperons bientôt.
13o. Caractères de divisibilité d’un nombre par d’autres.
11 existe des signes auxquels on peut souvent reconnaître qu’un nombre est ou n’est pas divisible par d’autres nombres; ce qui est utile dans la pratique.
Les raisonnements dans lesquels nous serons entraînes pour établir ces caractères, reposent sur le principe suivant:
Soit un nombre A décomposé en deux parties B et C, en sorte qu’on ait A = B4-C.... (i).
i°. Si un quatrième nombre 1) divise exactement les deux parties B et C, il divise aussi leur somme A . (Voyez n° SI.)
2 °. Si le nombre D divise l’une des parties B, sans diviser l’autre C, il ne divise pas non plus A ; et le reste de la division de A par D est égal à celui que donne la division de C par D.
La première partie de ce principe est facile-à démontrer. En effet , divisons par D les deux membres de l’égalité (i); il vient
A li , c / , O ^D+D- (2) '
Or les deux termes du second membre sont des nombres entiers, puisque B et C sont, par hypothèse, divisibles par D ; donc le premier membre doit aussi être un nombre entier ; autrement on aurait un nombre fractionnaire égal à un nombre entier, ce qui serait absurde. Ainsi A est divisible par D.
Quant à la seconde partie, il est clair, d’après l’égalité ( 2 ), que si, B étant divisible par D , C ne l’était pas, A ne le serait pas non plus ; car autrement, il en résulterait encore un nombre entier égal à un nombre fractionnaire. Mais il s’agit actuelle-
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ment de prouver que le reste de la division de A par D est égal au reste de la division de C par D.
Pour cela, observons que, B étant divisible par D , on a B-=DQ (Q est un nombre entier) ; C n’étant pas divisible par D , on a C = DQ'4 R .
Donc B + C ou A = DQ -f DQ' 4- R == D (Q + Q') + R (n° » 18 ).
D’où l’on voit que A divisé par D , donne pour quotient Q-fQ', et pour reste R , qui n’est d’ailleurs autic chose que le reste de la division de C par D; ce qu’il fallait démontrer (*).
Passons actuellement au développement des différents caractères de divisibilité.
Propriétés des nombres 2 et 5 , 4 et 25 , 8 et
1". Tout nombre terminé par l’un des chiffres, o , 2 , 4 ,8 , 8, est divisible par 2.
En effet , ce nombre peut être décomposé en deux parties , savoir: la partie à gauche des unités simples, considérée avec sa valeur relative , et le chiffre des unités simples. ( Par exemple, 385^6 revient à 3857048.) Or la première partie étant terminée par un o , est multiple de 10 ; 10 est d’ailleurs divisible par : , puisque l’on a 1 o = 2 X 5 ; donc aussi cette première partie est divisible par 2. Mais un quelconque des chiffres o, 2, 4 » §> 8 , est divisible par 2 ; ainsi ( n° 136 ) le nombre total est divisible par 2.
Si le nombre est terminé par l’un des chiffres 1, 3 , 5 , 7,9, il 11’est pas divisible par 2 , puisque l’une de ses parties est divisible, et que l’autre ne l’est pas.
l\ r , B. — Tout nombre divisible par 2, ou terminé par l'un des chiffres o, 2, 4> 6, 8, est dit un nombre pair. Les autres sont des nombres impairs.
Tous les nombres pairs sont compris dans la formule 2 n, n étant un nombre eniier quelconque , cl les nombres impairs dans la formule (2«4 O-
(*) Toute» le» propositions oublies depuis le n" 127 jusqu’au it° 136 in— elusivenient, sont vraies dans tous les systèmes de numération.
Arilh . D . i y
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2 0 . Tout nombre terminé pnr un o ou un 5 est divisible par 5 . — Même démonstration que pour le diviseur 2.
Si le dernier chiffre est different de o ou de 5 , le nombre n’est pas divisible par 5 \ elle reste de la division de ce nombre par 5 , est égal au reste de la division du dernier chiffre par 5 ( n° 138 ) ; c’est-à-dire que le reste est le chiffre lui-même si celui-ci est moindre que 5 ; et dans le cas contraire , le reste est l’excès de ce chiffre sur 5 .
Ainsi 1327 divisé par 5 donne pour reste 2 , qui est égal au reste de la division de 7 par 5 , ou à l’excès de 7 sur 5 .
De même, 3478901 71436 donnent respectivement pour restes 4 et 1 .
3 °. Tout nombre est ou n J est pas divisible par 4 ou par 2.5, suivant que le nombre exprimé par les deux derniers chiffres est ou n J est pas divisible par 4 ou par 25 .
En effet, ce nombre peut se décomposer en deux parties : la partie à gauche des dixaines, considérée avec sa valeur relative, et la collection des dixaines et unités. (Par exemple, 3548 et 27875 reviennent à 35 oo 48 et 27800 -f- 75.) Or la première partie étant terminée par deux zéros, est multiple de 100 ; 100 est divisible par 4 ou par 25 , puisque 100 = 25 x 4 ! donc cette première partie est aussi divisible par 4 on par 25 ; mais la seconde partie est elle-même , par hypothèse , divisible par 4 ou par 25 ; donc le nombre total est divisible par 4 ou par 2.5.
Ainsi 3548 est divisible par 4 , parce que 48 est un multiple de 4 ; 27875 est divisible par 25 , parce que 7 5 est un multiple de 25 .
Mais 13758 n’est pas divisible par \ et donne le reste 2., c’est-à-dire le même que celui de la division de 58 par 4 -
2.5659 n’est pas divisible par 25 et donne pour reste 9, ou le reste de la division de 5 q par 2 5
N. B. — Pour le nombre 25 , il n’y a évidemment que les nombres terminés par oo, 25 , 5 o, ou 75, qui soient divisibles par 2 . 5 .
4 *. Tout nombre est ou n'est pas divisible par 8 ou pat \ 7 . 5 .
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suivant que le nombre exprimé par les trois derniers chiffres est ou nesl pas divisible par b ou par 1 25 .
Nous ne développerons pas la démonstration, parie qu’elle est analogue aux précédentes. 11 nolts suffit d’observer qu’elle est fondée sur ce que 1000 = i?. 5 p< 8. D’ailleurs , cette propriété n’est guère en usage.
137 . Propriétés des nombres 3 et g. — Tout nombre dont la somme des chiffres , considérés avec leur valeur absolue , est divisible par 3 ou par g , est lui-même divisible par 3 ou par g.
Remarquons d’abord que, si d’une puissance quelconque de 10, ou de l’unité suivie d’un nombre quelconque de zéros , on retranche 1 , le résultat est divisible par g; car ce résultat se compose d’autant de chiffres g éc*its les uns à la suite des autres , qu’il y avait de zéros. Or, la valeur absolue de chaque chiffre g est divisible , soit par 3 , soit par g ; donc il en est de même do sa valeur relative , qui est un multiple de la valeur absolue. Ainsi , le résultat est aussi divisible par 3 ou par g.
Cela posé, pour généraliser davantage nos raisonnements, nous appellerons N le nombre proposé , et nous désignerons par a, b, c, d,... les chiffres de ses unités, dixaines, centaines, mille,...-, en sorte que l’on aura N «= . . . gfdcba, ou plutôt, en vertu du principe fondamental de la numération décimale,
N = fl+ 1 o b -f- 1 o ’ c -+- 1 o 3 (f-\- 10‘d -h...
Or, cette égalité peut être mise sous la forme
N _ l+(io — i)ô+(io« — i)c-J-(io s — i)if+(io>- i)/-f ... • +a -h b -c + d -\ f + ...
[Par exemple , to'.d— 10 . d — d </= (io ! — i)d + d.)
Or, d’après ce qui vient d’être dit, 10 — i,io a — i,io 3 — 1 .., et en général, 10" — 1, étant divisibles par 3 ou par g,, la première ligne horizontale se compose d’une suite de nombres multiples de 3 ou de g; ainsi , cette première partie du nombre N est elle-même divisible par 3 ou par g. Donc , si la se-
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comle partie , qui n’est autre chose que la somme des chiffres du nombre proposé, considérés avec leur valeur absolue, si cette seconde partie, 4is-je , est divisible par 3 ou par g, le uombre total est lui-même divisible par 3 ou par*9- — C.Q.F.D.
158. Pour obtenir le reste de la division d’un nombre quelconque , par 9 ou par 3 , il suffit de faire la somme des chiffres considérés avec leur valeur absolue, el de diviser cette somme pargou par 3. Si cette division ne donne pas de reste , le nombre total est divisible par g ou par 3 ; mais si l’on obtient un reste, il est le même que celui qu’on obtiendrait en divisant le nombre total par g ou par 3.
C’est une conséquence du principe établi n° 135.
139. Propriété du nombre u . — Tout nombre est divisible par 1 1 lorsque la différence entre la somme des chiffres de rang impair, à partir de la droite , et la somme des chiffres' de rang pair, est o ou un multiple de 1 1 .
Avant de démontrer cette propriété, il est nécessaire de remarquer
i°. Que toute puissance d’un degré pair, de io, diminuée d’une unité , donne un résultat divisible par 1 1 .
En effet, ce résultat est nécessairement composé d’une suite de chiffres 9 en nombre pair, écritsà la suite les uns des autres ; or, chaque tranche de deux chiffres, considérée seule, forme gg ou g X 1 ■ , et est par conséquent divisible par 1 1 ; donc la valeur relative de chaque tranche, qui est un multiple de la valeur absolue, est elle-même divisible par 1 1. Donc, en général, io a "— 1 est divisible par 11 (an exprimant, comme nous l’avons déjà dit, un nombre pair).
2 0 . Que toute puissance d’un degré impair, de 10 , augmentée d’une unité, donne un résultat divisible par n.~
En effet, une puissance d’un degré impair quelconque de 10, peut être exprimée par io’“ +1 (n° 156). Or, on a
io 1 *- 1 " = io”Xio {voyez n° 112) ; ou bien encore ,
io« +l = io’"x 10 — 10 -|- 10 (io-" — 1 ) 10+ 10;
Dit
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«joutant i aux Jeux membres, on en conclut
IO , " +, -|- 1 =r(l o’“ — l) 10+ II.
Mais io'* — i est divisible par i i , d’après la première remarque; 1 1 est d’ailleurs divisible par lui-même; donc io'" +, + i est aussi divisible par 1 1 .
Cela posé, soit N zezhgfdcba le nombre proposé. Ou a, d’après le principe fondamental de la numération décimale ,
N = o + ioô + to 3 c-f-io ;i d+ ( 0 ty+ io 5 §•+..., égalité qu’on peut mettre sous la forme
+(io-f-i)£ + (io‘— i)c+(io 1 + i)d+(io*— i )/+... +a — b +c — d -\-f — ..
Or, d’après les deux remarques précédentes , la première ligne se compose de nombres essentiellement divisibles par 1 1, et forme par conséquent une première partie qui est ellenièmc divisible par n. Donc si la seconde partie, qui n’est autre chose que. la différence entre la somme a +c+ des chiffres de rang impair, et la somme b + d-\-g +... des chiffres de rang pair, est divisible par 1 1 , comme on l’a supposéf le nombre total N est aussi divisible par 1 1. — C. Q. F. D.
140 . Lorsque la différence entre la somme des chiffres de rang impair et la somme des chiffres de rang pair, n’est pas o ou un multiple de 1 1 , le nombre total n’est pas divisible par 1 1 , puisque l’une de ses parties est divisible et que l’autre ne Test pas. Mais alors il y a deux cas à considérer relativement à la manière d’obtenir le reste de la division :
i °. Si la somme, des chiffres de rang impair est plus grande que la somme des chiffres de rang pair, la différence devra être ajoutée à la première ligne horizontale de la valeur de N. Désignant donc cette première ligne par B, et la différence à ajouter par C , on aura N = B -f-C ; et si C n’est pas divisible par 1 1 , le reste de la division de N par 1 1 est celui qu'on obtiendrait en divisant C par 1 1 (n° 483 ).
?.°. Si, au contraire , la somme des chiffres de rang pair est plus grande que celle des chiffres de rang impair, la diQr-
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rence devra être soustraite de la première ligue, et l’on aura N — B — C; C désignant toujours la valeur numérique dê la différence.
Or, B étant multiple de 1 1, et G renfermant lui-même , en général, un certain multiple de 11 plus un reste R moindre que i ■ , il s’ensuit que N ou B — C peut être mis sous la forme
ou bien N = i i (m — i ) — 1 1 — R .
D’où l’on voit que, dans ce cas, le reste de la division de N par 1 1 est égalait résultat qu'on obtient en retranchant R de 1 1 , ou , en termes abrégés , au complément de R à 1 1 .
Soit, pour fixer les idées, le nombre 47356708. En faisant la somme des chiffres de rang impair, à partir de la droite , on trouve 27 ; faisant de même la somme des chiffres de rang pair, on obtient i3. Or, la première somme est plus grande que la seconde. Donc, si l’on prend la différence , ce qui donne i4 , le reste 3 , de cette différence divisée par 1 1, sera égal à celui de la division du nombre total; ce qu’on peut vérifier aisément, en effectuant cette dernière division conune à l’ordinaire.
Mais si l’on avait le nombre 370546345, puisque la somme des chiffres de rang impair est i5, et que celle des chiffres de ring pair est 22 > i5 , il s’ensuit que , si l’on prend la différence entre ces deux sommes, ce qui donne 7, le reste de la division du nombre total par 1 1 , n’est pas 7, mais bien 1 1 — 7, ou 4 , comme on peut s’en assurer.
i4l. Preuves par 9 et par 1 1 de la multiplication et de la division. — Nous ne pouvons passer sous silence un moyen simple et très-commode de vérifier la multiplication et la division des nombres entiers. En voici l’énoncé :
Faites successivement la somme des chiffres du multiplicande et la somme des chiffres du multiplicateur, en ayant soin d'ôler, au furet à mesure , tous les g que ces deux sommes renferment ; vous obtenez ainsi deux restes qui ( n° 158) ne
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sont autre clmsc que les restes île la division des deux lacteuis par y.
Multipliez ces deux restes l'un par l'autre , et cherchez de la meme manière le reste de la division de leur produit par y.
Enfin , faites la somme des chiffres du produit obtenu , en olant tous les y qui se trouvent dans celte somme; vous obtenez un nouveau reste qui doit être égal au précédent pour que l’opération soit exacte.
Soit , par exemple , à multiplier l’un SiBli 8 |
par l’autre les deux nombres S^GG et , e ; —
4?5 ; la multiplication étant effectuée
d’après le procédé connu, on fait la 28y3o
somme des chiffres du multiplicande, en .jo5o2
ôtant les y au fureta mesure; ainsi l’on
dit, en commençant par la gauche : 2748350
5 et 7 font 12; de 12 ôtez y, il reste 3 ; 3 et 8 font 11. de 11
ôtez y, il reste 2 ; enfin , 2 et G font 8 ; c’est le reste de la divi -
sion du multiplicande par y, et ou l'écrit à paî t.
On opère de la même manière sur le multiplicateur ; ce qui donne pour reste 7, que l’on écrit au- dessous de 8, comme ou le voit ci-dessus.
O11 multiplie 8 par 7 ; il vient 5 G et l’ou dit : 5 et G font 1 1 , ôtez y, il reste 2 qu’on place à la droite de 8. Enfin , l’on opère sur le produit total comyie sur les deux facteurs ; ce qui donne le nouveau reste 2 qui doit être égal au précédent pour que l’opération soit exacte.
Pour rendre raison de la preuve par y d’une manière générale, désignons par A et II les deux facteurs proposés, par Q, Q”, R et R , les quotients cl les restes de la division du multiplicande et du multiplicateur par y; on a les égalités suivantes :
Multipliant membreà membre ces deux égalités, ou obtient (n° 112)... AB=y\ QQ'-|-y- Q'R-f-y. QR' 4 -RR'.
lt$4 PREUVES PAR 9 ET PAH 11.
Or les trois premiers ternies du second membre de cette nouvelle égalité sont évidemment des multiples de 9; donc (n° 138 ) le reste de la division du produit AB par 9, doit être égal à celui que donne le produit RR' divisé par 9; ce qu’il fallait démontrer.
Si l’un des deux facteurs de la multiplication est divisible par g, le produit doit l’être également ; alors R ou R' est nul. Il en est de même si le produit RR' est multiple de 9.
Quant à la preuve de la division , il peut arriver deux cas : ou, en effectuant la division d’après le procédé connu, l’on n’obtient pas de reste , ou bien l’on en obtient un.
i° — S’il n’y a pas de reste , le dividende étant alors le produit exact du diviseur par le quotient obtenu, on peut appliquer la règle précédente en regardant le diviseur et le quotient comme les deux facteurs d’une multiplication , et le dividende comme le produit.
2° — Si l’on obtient un reste , comme, en appelant N le dividende total, D le diviseur, Q le quotient, et R le reste, 011 a l’égalité
N = DQ + R ,
il s’ensuit que le reste de la division de N par 9 doit être égal à la somme du reste de la division de DQ par 9, et du reste de la division de R par 9 (somme qu’il faut toutefois diminuer de 9 si elle est plus grande que ce dernier nombre).
N. B. — Toutes les fois qu’on fait usage de la preuve par 9 , et que le reste trouvé au produit total, n’estpas égal au 3 * reste, on peut conclure que la multiplication n’a pas été faite exactement; mais si le reste du produit est égal au 3 e , il est présumable que l’opération est juste; cependant, on ne saurait l’affirmer, pour deux raisons principales: la première , parce qu’on a pu écrire, soit dans les produits partiels, soit dans le produit total , des zéros pour des g, et d’après la nature de la preuve, on ne pourrait s’apercevoir de l’erreur ^ la seconde, parce que deux chiffres, soit des produits partiels, soit du produit total , peuvent être , l’un trop fort , l’autre trop faible
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du même nombre d'unités ; ce qui fêtait compensation dans l’addition des ebiffres du produit; ainsi encore l’on ne s’apercevrait pas de l’erreur.
Cette preuve , quoique très-commode dans la pratique, n’est donc pas rigoureuse ; et l’on ne doit la regarder, lorsqu'elle réussit, que comme une demi-preuve, que l’on emploie seulement lorsqu’on est pressé par le temps; mais quand elle ne réussit pas , on est toujours sur que l’opération est fausse.
La preuve par 1 1 , qui 11e diffère de la preuve par 9 que dans la manière d’obtenir le reste de la division d’un nombre par 1 1 ( voyez n° 140 ), est préférable , quoique étant elle-même sujette à quelques erreurs; mais ces erreurs doivent se présenter beaucoup plus rarement.
Du reste , les preuves dont nous venons de parler sont susceptibles d’être appliquées également à la multiplication et à la division des fractions décimales, puisque ces opérations s’effectuent A la manière de celles des nombres entiers.
142 . Il existe également des caractères auxquels on peut reconnaître qu’un nombre est divisible par les nombres premiers 7, i 3 , 17...; mais les règles qu’il faut suivre sont, dans la pratique, beaucoup plus longues que l’opération qui consiste à essayer directement la division du nombre par 7,13... Ces questions , de pure curiosité , exigent d’ailleurs d’autres notions algébriques que celles dont nous avons fait usage jusqu’à présent.
Nous engageons seulement les élèves à s’exercer sur la question suivante : Quels sont, dans un système de numération quelconque dont la base est B , les deux nombres qui jouissent de propriétés analogues à celles de 9 et de 11 (onze) dans le système décimal; et démontrer ces propriétés ? On y parviendra facilement en se rappelant que, dans tout système de numération , une puissance quelconque de la base est exprimée par l’unité suivie d’autant de zéros qu’il y a d’unités dans le degré de la puissance, c’est-à-dire par 10", n étant ce degré.
RECHERCHE
les multiples 6, 12, i5, 18, 36, 45, îles nombres premiers 2,
3 et 5, ils sont assez simples pour trouver place ici.
i°. Un nombre est divisible par & ou par 18 lorsque, ce nombre étant pair, la somme de ses chiffres, considérés dans leur valeur absolue , est divisible par 3 ou par g.
Car ce nombre est alors divisible par 2 , et par 3 ou par 9 ; or, 2 et 3 , ou 2 et 9 , sont premiers entre eux ; donc (n° 135 ) le nombre est divisible par 6 ou par 18.
2°. Un nombre est divisible par 12 ou par 36 lorsque les deux derniers chiffres , considérés dans leur valeur relative , formant un nombre multiple de 4, la somme des chiffres est , en outre , divisible par 3 ou par g. Car alors, le nombre est divisible par 4 , et par 3 ou parg; donc il est divisible par 4 X 3 ou par 4X9, c’est-à-dire par 12 ou par 36.
3°. Enfin , un nombre est divisible par i5 ou par 45 lorsque, le dernier chiffre étant un o ou un 5 , la somme des chiffres est divisible par 3 ou par g ; car alors le nombre est divisible par 5, et par3ou par 9, et par conséquent par t5 ou par 45.
Passons actuellement à la recherche de tous les diviseurs d’un nombre, tant simples que composés. Comme celle question est d’une très-grande importance , nous allons l’exposer d’une manière complète et générale.
144 . Soit N un nombre dont il faut trouver tous les diviseurs TANT SIMPLES QUE COMPOSÉS.
Désignons par a le plus petit nombre premier, à partir de 2, qui divise N, et effectuons la division de N par a autant de fois successives qu’il est possible; soit n le nombre de fois que la division a pu s’effectuer, en sorte qu’on ait N = a" X N', N' ne renfermant plus le facteur a. Puisque tout nombre premier différent, de a, qui divise N , doit (n° 129) diviser N', il s’ensuit que la recherche des facteurs premiers de N , autres que a, est ramenée A celle des facteurs premiers de N', nombre plus simple que N.
Désignons de même par b le plus petit nombre premier qui divise N', et par p le nombre de fois que ce facteur y entre ;
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on aura N' = b? X N", d’où l’on déduit N = a" b * X K", N" ne renfermant plus les facteurs premiers a et b.
Désignons encore par c le plus petit nombre premier qui divise N”, et par q le nombre de fois que ce facteur y entre ; on trouvera N'’ = c« y N", et par conséquent N= a" br<* x N".
En continuant cette série d’opérations, on obtiendra bientôt un quotient qui sera un nombre premier ou une certaine puissance d’un nombre premier ( circonstance qui se reconnaît à ce qu’en prenantce nombre premier pour diviseur, autantdefois successives qu’il est possible , on finit par trouver un quotient égal à l’unité ).
Supposons, pour fixer les idées, que N" soit égal à d',d étant un nombre premier ; on aura alors N = a"bi , c^d r , a, b, c, d représentant ( n" 132) les seuls facteurs premiers que puisse renfermer N.
Le nombre N est dit alors décomposé en ses facteurs simples.
Si l’on veut ensuite former les diviseurs composés , il faudra ( n° 134) déterminer tous les produits qu’on peut obtenir en multipliant deux à deux, trois à trois, etc... , les puissances de ces facteurs premiers , comprises depuis la première jusqu’à la puissance n iim ‘ pour a, p t,au pour b , q iimt pourc. . .
Pour être sûr d’obtenir tous les diviseurs, il est convenable de suivre un certain ordre; et pour cela, on forme les deux tableaux suivants:
Soit proposé le nombre 588o.
Premier tableau. — Recherche des diviseurs simples.
Après avoir tracé à la droite de 588o une barre verticale,
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oh écrit 2 qui est le plus petit diviseur de 588o , à côté de la barre, et sur la même ligne que 588o ; puis on effectue la division, et l’on place le quotient 2940 au-dessous de 588o.
2940 étant encore divisible par 2 , on écrit ce nouveau diviseur au-dessous du précédent, et le nouveau quotient 1470 au-dessous de 2940. -
1470 étant encore divisible par 2 , on place ce nouveau diviseur au-dessous du précédent, et le nouveau quotient -735 au-dessous de 1 47°-
Le quotient ^35 n’est plus divisible par 2, mais il l’est par 3, nombre premier le plus simple après 2. On écrit 3 au-dessous du dernier diviseur 2 , puis on divise ^35 par 3 , ce qui donne pour quotient 245 qu’on place au-dessous de 7 35.
245 n’est plus divisible par 3 , mais il l’est par 5 que l’on écrit au-dessous du diviseur 3; et l’on a pour nouveau quotient 4g < qu’on place au-dessous de 245.
49 n’est plus divisible par 5 , mais il l’est par 7, qu’on écrit sous le diviseur 5. Le quotient de 49 par 7 est 7, qu’on place au-dessous de 49-
Enfin, 7 étant un nombre premier, on l’écrit de nouveau comme diviseur, dans la colonne à droite ; et , comme on obtient 1 pour quotient, l’opération est terminée.
On trouve alors pour le résultat de toutes ces opérations,
et le nombre se trouve ainsi décomposé en ses facteurs simples.
Second tableau. — Formation de tous les diviseurs, tant simples que composés. ( Voyez la page suivante.)
Pour obtenir tous ces diviseurs , on écrit d’abord sur une même ligue horizontale les quatre nombres i, 2,4>8, qui sont évidemment diviseurs de 588o , puisque t est diviseur de tout nombre, et que, d’après la décomposition opérée cidessus, 588o a pour facteurs 2 1 , 2*, 2’.
Cela posé, on multiplie tous les termes de cette première ligne par le facteur 3, et l’on obtient une nouvelle ligne de
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diviseurs, 3,6, 12, 24, qu’on place respectivement au-dessous des préce'dents.
Passant au facteur 5, ou multiplie tous les termes des deux lignes préce’dentes par ce facteur, et l'on obtient deux nouvelles lignes de diviseurs, 5, 10. . . , i5, 3o. . . .
Passant au facteur 7 qui entre deux fois dans le nombre proposé , on multiplie d’abord tous les termes des quatre lignes préce'dentes , par ce facteur, ce qui donne quatre nouvelles lignes de diviseurs, puis tous les termes de ces quatre dernières lignes , par le même facteur 7 , ce qui donne encore quatre nouvelles lignes de diviseurs.
On a donc, en tout, 12 lignes de 4 nombres chacune, 01148 nombres qui sont autant de diviseurs de 588o.
to,
io5,
Il est d’ailleurs facile de voir, i°. que tous les produits obtenus dans cette opération , sont des diviseurs du nombre proposé (cela résulte de l’expression 588o=2 3 . 3. 5.7’); 2 0 . que ce nombre ne saurait en avoir d’autres. ( Voyez n” 132.)
IV. B. — Dans la pratique , il convient , pour la formation du second tableau , d'écrire sur la première ligne horizontale , les puissances du facteur premier qui entre le plus de fois dans le nombre proposé ; l’ordre des autres facteurs est ensuite tout-à-fait indifférent.
Nous proposerons pour exercice, de trouver tous, les divi-
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seurs des nombres
que l’on reconnaîtra respectivement égaux à
145 . Dès qu’on a opéré la décomposition d’un nombre en ses facteurs simples, on peut aisément obtenir l’expression du nombre total des diviseurs que renferme le nombre proposé , sans être obligé de former le second tableau.
Reprenons en effet l’expression générale
N = a" bP et d’,
et considérons la première ligne de diviseurs 1 ,a',a\a 3 ,...,a’,
dont le nombre est exprimé par (n -j- 1).
En multipliant tous les nombres de cette première ligne, successivement par les termes b' , b *, b 3 ,. . . , bP, qui sont en nombre p , on forme un nombre p de nouvelles lignes de diviseurs de 1) termes chacune , ou (» + i)Xp diviseurs, auxquels il faut ajouter les (n 4-1) diviseurs de la première ligne, ce qui donne (n + i) p 4* (ti 4- 1), ou (n-f- 1)
[] Tous ces diviseurs sont des puissances de a et de b prises isolément ou combinées deux à deux.]
Multipliant maintenant tous les termes de ces différentes lignes de diviseurs, successivement par les termes c‘,e*,cV. qui sont en nombre q , nous obtiendrons un nombre de nouvelles lignes de diviseurs, exprimé par (n -f- 1 ) {p 4- 1 )X ? , auquel il faudra ajouter le nombre («4- 1) (p 4- 1) des diviseurs formés précédemment.
Ainsi le nombre total des diviseurs déjà obtenus est exprimé par
l/H-i) (p+i)X q+(n+t) ( p+ 1), ou (« 4-0 (? 4 - 0 ;
et ainsi de suite.
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D’où l’on déduit cette règle : augmentez d'une unité chacun des exposants n , p, q, des différents facteurs premiers qui entrent dans N , puis multipliez entre eux ces exposants ainsi augmentés d’une unité ; le produit exprime le nombre totai. des diviseurs de N , y cojnpris V unité et le nombre lui-même, qui doivent l’un et l'autre entrer en ligne de compte.
Dans l’exemple traité ci-dessus, comme on a trouvé
on doit avoir (3— f- 1 ) ( i — f- 1 ) (i + i) (a-f-i), ou 4- 2.2. 3. ou 48. pour le nombre total des diviseurs; c’est eu effet ce qui résulte de la formation du second tableau.
146. Brmarque. — Il arrive quelquefois qu’en essayant la division d’un nombre N par les facteurs premiers 1 , 3 ,5 , 7 ... , on n’en trouve aucun qui le divise exactement. Or, lorsqu’on a poussé l’épreuve jusqu’à la partie entière de la racine carrée de N ( voyez le n° 108, 7 0 ), sans trouver aucun diviseur exact , il est inutile d’essayer de nouveaux diviseurs , et Von peut assurer que N est un nombre premier.
Ainsi, 73 est un nombre premier; car la racine carrée de 73 est comprise entre 8 et 9, et aucun nombre entier jusqu’à 8 inclusivement, ne divise exactement 73.
Pour démontrer cette proposition, soient deux nombres A et B , dont le produit est égal à N; et désignons par H la racine carrée de N .
On a A x H = R X H .
Or, pour que cette égalité subsiste, il faut évidemment que, si l’on a A > R , ou ait par compensation , B R ; ce qui prouve qu’il ne peut exister un diviseur de N , plus grand que R, par cela seul qu’il n’y en a pas de plus petit. Ainsi le nombre est premier.
Les jeunes gens qui savent déjà extraire des racines carrées reconnaîtront sans peine, d’après la remarque précédente,
iga FORSIATION d’üne table des nombres premiers. que 1 13,71g, 977, 3329, 8i23 ,. sont des nombres premiers ('*').
Formation d’une table des nombres premiers
Soit proposé , par exemple , de former une table de tous les nombres premiers depuis 1 jusqu’à 1000.
En concevant les 1 000 premiers nombres écrits à la suite les . uns des autres, on commence par supprimer, i°. tous les nombres pairs, autres que 2; 2 0 . tous les nombres multiples de 3 , autres que 3 (n° 157) ; 3". tous les nombres terminés par un 5, autres que 5 (n° 136).
Ces premières suppressions opérées, 011 peut déjà affirmer que tous les nombres, compris depuis 1 jusqu’à 7 X 7 ou 49, et qui n’ont pas été effacés, sont des nombres premiers (puisque le plus petit multiple de 7 restant ne peut être que
Ainsi, tous les nombres premiers depuis 1 jusqu’à 47 inclusivement sont déjà connus.
Maintenant , si'l’on efface tous les multiples de 7 à partir de 4g , on peut affirmer que les nombres non supprimés, jusqu’à 11 X n ou 121 exclusivement, sont des nombres premiers (puisque tous les multiples de 1 1 inférieurs à celui-là ont dû disparaître).
Donc tous les nombres premiers depuis 1 jusqu’à 1 1 3 sont connus.
Effaçant de nouveau tous les multiples de ti, à partir de 11X11, on pourra conclure que tous les nombres non effacés et compris depuis n3 jusqu’à 167, nombre premier immédiatement inférieur à 169 ou i3x t3, sont des nombres premiers; et ainsi de suite. On voit avec quelle promptitude
(*) Ceux auxquels cette operation ne serait pas familière peuvent sc botner h U règle suivante :
Lorsque, apres avoir essayé successivement , sans aucun succès, les oumbres premiers a, 3, 5, 7 ,...., on parvient It'un quotient moindre que le dernier diviseur essayé , on peut* affirmer que le nombre est PREMIER.
RÉDUCT. ÜLS FllACT. AL’ FLUS PLUT DÊMOMINAT. COMMUN. Iq3 ou peut former une table tle nombres premiers assez éten- ■lue (*).
148. Réduction des fractions au meme dénominateur. — La règle générale établie , n° 47 , pour réduire deux ou plusieurs fractions au même dénominateur, conduit ordinairement à des fractions dont les termes sont très-grands. Cependant , lorsque les dénominateurs primitifs renferment des facteurs communs, il est possible d’obtenir un nombre beaucoup plus petit que leur produit, qui serve ensuite de dénominateur commun à toutes les fractions. C’est donc une question importante à traiter, pour la simplicité des calculs , que celle qui consiste à déterminer le plus petit multiple commun aux dénominateurs de deux ou de plusieurs fractions.
Or, voici la règle qu’il faut suivre pour obtenir ce nombre : Décomposez , d’après la règle n° 144, les différents dénominateurs dans leurs facteurs premiers ; formez ensuite le produit de tous ces facteurs premiers élevés respectivement à la plus haute des puissances auxquelles ces fadeurs se trouvent élevés dans les différents dénominateurs. Le produit ainsi formé est le nombre demandé.
D’abord, ce nombre est multiple de iliaque dénominateur, puisqu’il contient tous les facteurs premiers à une puissance au moins égale à celle qui entre dans ce dénominateur. Je dis, en outre, que c’est le plus petit multiple commun à tous; car, pour contenir exactement un dénominateur quelconque, il faut qu’il renferme chaque facteur premier à une puissance au moins égale à celle qui entre dans ce dénominateur.
Soit, par exemple, proposé de réduire à un même dénominateur les six fractions suivantes :
i3 17 23 1^3 3 iq 5a3
Les six dénominateurs décomposés dans leurs facteurs sim-
Cette mciliode est connue sous le nom de Crible d’LnATOSTHÈnc. Arith. Il ,3
HKDUCT. DES FKACT. AU PLUS PETIT DÉN0M1NAT. COMMUN
pics, d’après la règle connue, reviennent à
Les seuls facteurs premiers qui entrent dans ces dénominateurs, sont 2, 3, 5, et 7; elles plus hautes puissancesauxquelles ces facteurs premiers s’y trouvent élevés, sont 2*, 3*, 5’, 7’. Formant donc le produit de ces plus hautes puissances , 011 trouve 176400 pour le plus petit multiple commun à tous les dénominateurs ; et ce nombre est le dénominateur commun auquel il s’agit de réduire toutes les fractions.
Pour exécuter cette opération , on divise séparément le dénominateur commun par le dénominateur de chacune des fractions proposées ; et l’on multiplie le numérateur par le quotient correspondant.
Ainsi , dans cet exemple , considérons d’abord la première fraction.
La division de 176400 par 60 donne 2940 pour quotient; d’où, en multipliant le numérateur de cette fraction par 2940, 38220
on obtient — re ~. — .
Passant à la seconde fraction et divisant 176400 par 28, oi» a pour quotient 63oo; d’où, multipliant le numérateur par
, . , . 107100 63oo , on déduit — — .
On trouverait de même pour les quatre dernières fractions,
• i6go5 i35632 114840 i 28 i 35
Ces- diverses opérations sont déjà assez compliquées; mais elles seraient bien plus laborieuses, et l’on parviendrait à un dénominateur incomparablement plus grand, si l’on suivait la règle établie n° 47. (Ou trouverait 32006016000000.)
Au reste, les décompositions des dénominateurs dans leurs facteurs simples se font, le plus souvent, à la seule inspection de ces nombres, surtout lorsqu’ils renferment plusieurs fois les facteurs 2 , 3 , 5, pour lesquels on a des caractères de di-
REMARQUES SUl. LE PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR. I q5
visibilité, ainsi que pour leurs multiples 4 , 6, 8,9, 12, i5,
Nous proposerons pour exercice les fractions suivantes ,
( Le plus petit multiple de tous les dénominateurs est 2 6 . 3 i . 5“.’] 3 — 4939200.)
149. Remarques sur le plus grand commun diviseur. — Nous avons établi , n u ii'i , un procédé pour obtenir le nombre le plus grand qui puisse diviser à la fois deux nombres proposés. Le procédé est simple-, et la démonstration que nous en avons donnée , ne laisse rien à désirer sous le rapport de la rigueur. Cependant nous allons faire connaître quelques propriétés importantes de ce plus grand commun diviseur, qui nous conduiront à des simplifications dans la pratique.
Puisqu’un nombre entier quelconque , décomposé eu ses facteurs simples, ne peut avoir d’autres diviseurs (n° 158) que ces facteurs premiers et leurs combinaisons deux à deux, trois à trois, etc. , il s’ensuit que «leux nombres entiers n’ont ,pour diviseurs communs, <|ue les facteurs premiers communs , ou les combinaisons communes de ces facteurs.
Donc le plus grand commun diviseur de deux ou plusieurs nombres est le produit des fadeurs premiers communs à ces nombres, élevés respectivement à la plus faible des puissances auxquelles entrent ces fadeurs dans les nombres proposés.
Conséquence. — Tout diviseur commun A plusieurs nombres divise leur plus grand commun diviseur; celte proposition a déjà été établie, n° 58, pour deux nombres.
150. Cette propriété fournit un autre moyen de déterminer le plus grand commun diviseur de deux nombres A et B : Commencez par rechercher tous les diviseurs du nombre A, d’après la méthode du 11" 144 , déterminez de même tous les diviseurs du nombre B. J oyez ensuite quel est le plus grand de tous les diviseurs qui se trouvent communs au r deux tableaux; vous obtenez ainsi le diviseur demandé.
|q5 REMARQUES
Ou Lie» encore, ce qui est plus court , apres avoir seulement décompose 1 les deux nombres en leurs facteurs simples (n°i44), faites un produit des facteurs premiers communs, élevés respectivement à la plus faible des deux puissances auxquelles ces fadeurs entrent dans les deux nombres.
Soient, par exemple, les deux nombres 2i5o et 36i2, don: on veuille obtenir le plus grand commun diviseur.
3oi
On trouve pour les diviseurs simples rie 2i5o.. 2,5,5,43,
et pour les diviseurs simples de 36i2 2,2,3,7,43.
Donc 2 X 43 ou 86 est le plus grand commun diviseur cherche. On voit de plus, que 5 X 5 ou 25 , et 2 X 3 x 7 ou lp ). , sou* les quotients de la division de 2i5o et 36i2 par 86.)
181 . Ce procédé est toutefois moins simple, en général , que le procédé ordinaire , surtout lorsqu’on apporte , dans la pra- , tique de celui-ci , les modifications suivantes :
Puisque le plus grand commun diviseur de deux nombres 11e se compose que des facteurs premiers communs aux deux nombres, on peut, rr.ns inconvénient , supprimer dans l’un d’eux un facteur premier qui s’y trouve en évidence et qui n'entre pas dans l’autre.
On peut même, si l’on veut, supprimer un facteur qui est évidemment commun aux deux nombres , pourvu qu’à la fin de l’opération subséquente, on eu tienne compte en multipliant le résultat auquel on parvient, par le fadeur supprimé.
Observons d’ailleurs que le plus grand commun diviseur de deux nombres étant (n 0 82) le même que celui qui existe entre le plus petit nombre et le premier reste, entre ce reste et le second , etc.. . . , ces suppressions peuvent se faire dans chacune des opérations que comporte le procédé.
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Ainsi, reprenons les deux nombres 21S0 et 36 t 2 .
Je vois que 2 1 5 o contient le facteur 5 , et même le facteur a 5 qui n’entre pas dans 36 i 2 ; je supprime doue ce dernier facteur, et il vient pour quotient 86.
De même, 3612 contient le facteur 3 qui n’entre pas dans 2 1 5 o ; je le supprime, et il vient pour quotient 120/}.
Les deux nombres 86 et 1204 ont évidemment le facteur commun 2 que je mets à part ; et la question eîl ramenée à rechercher le plus grand commun diviseur entre 43 et 602.
Divisant 602 par 43 , je trouve un quotient exact 14 ; donc 43 X 2 ou 86 est le plus grand commun diviseur cherché.
Soient encore proposés les deux nombres 377 et 249.
Je commence par supprimer le facteur 3 qui , se trouvant dans 249, n’entre pas dans 377 ; et la question est ramenée à rechercher le plus (;rand commun diviseur entre 377 et 83 .
Appliquons le procédé : en divisant 377 par 83 , 4
un a pour quotient 4 , et pour reste 45 ; mais au 377 83
lieu de diviser 83 par 45 , comme à l’ordinaire , je 45 remarque que 45 = 3 '. 5 ; or, les facteurs 3 et 5 n’entrent pas dans 83 ; je puis donc supprimer dans 45 les facteurs 3 ‘ cl 5 ; ce qui me donne pour quotient final l 'unité. Donc 377 et 83 , et par conséquent 377 et 249 , sont premiers entre eux.
Avec un peu d’habitude, ces modilica lions abrègent beaucoup la pratique du procédé. Au reste, nous les avons présentées ici principalement parce qu’elles deviennent indispensables dans la recherche du plus grand commun diviseur algébrique (*).
1 K2. On peut avoir besoin de déterminer le plus grand diviseur commun à plus de deux nombres. Voici la règle qu’il faut suivre :
(Pour abréger, nous désignerons les quatre mots, plus grand commun diviseur, par p. g. c. d. )
(*) MM. î . a m r. et Binet, membres de l’Académie des Sciences , ont présenté dernièrement li l’Académie, chacun de leur côté, une Note ayant pour objet de déterminer une limite du nombre d’opérations que l’on est obligé «l’exécuter quami ou applique le procédé ordinaire du p. g. c. d. (Voir les Onmptcs rendu r des séances de V Academie des Sciences tome XIX, pages H67 cl séance» des 28 octobre et 4 novembre 1 844 1
Q# REMARQUES
Pour'trouver le p. g. c. d. entre plusieurs nombres à la fois, il faut d’abord chercher le p. g. c. d. entre deux de ces nom- . bres , puis le p. g. c. d. entre celui qui vient d’être trouvé et un troisième nombre , puis le p. g. c. d. entre ce dernier commun diviseur et un quatrième nombre. . . .
Soient A, B, C, E, F. . les nombres proposés; appelons D le p. g. c. d. entre A et B, et D' le p. g. c. d. entre D et C ; je dis d’abo#d que D' est le p. g. c* d. de A , B, C. En effet, le p. g. c. d. de A, B, et C , devant diviser A et B, divise D, qui est leurp». g. c. d. {voyez n" 82) ; d’ailleurs il divise C; ainsi il doit diviser D' qui est, par hypothèse, le p. g. c. d. de D et C. D’un autre côté, D' divisant D , divise A et B; ainsi , D' divise A , B , C , et par conséquent , leur p. g. c. d. Donc ce dernier nombre et D' sont réciproquement divisibles l’un par l’autre; donc ils sont égaux.
Pareillement, le p. g. c. d. entre A, B, C, E, devant diviser A , B , C, divise D' qui e§j lcurp.g-. c. d. ; d’ailleurs , il divise E ; ainsi il doit diviser le p. g. c. d. D" entre D' et E. D’un autre côté , D" divisant D', divise A , B , C ; ainsi D" divise A , B ,C, E , et par conséquent leur p. g. c. d. Ce dernier nombre et D" étant réciproquement divisibles l’un par l’autre, sont égaux.
Et ainsi de suite.
N. B. — Ou conçoit qu’il y a , en général , de l’avantage n opérer d’abord sur les deux nombres les plus simples, puisque le p. g.c. d. cherché ne saurait surpasser.crlui qui existe entre ces deux nombres.
On trouvera, parce procédé, que les nombres 5o4 , 756, 1260, et 2 o 58, ont pour plus grand diviseur commun 4^.
On pourrait également décomposer les quatre nombres en leurs diviseurs simples , et opérer comme il a été dit pour deux nombres (n° 180).
183. Remarques sur les fractions irréductibles. — On appelle (n° 84) fraction irréductible, une fraction qui ne peut être exprimée en termes plus simples.
Il résulte évidemment de cette définition, que les deux termes d’une fraction irréductible sont premiers entre eux ; car s’ils avaient un facteur commun, autre que l’unitc, on pourrait; en *
SUR LES FRACTIONS IRRÉDUCTIBLES. Il)<)
les divisant par ce facteur , obtenir une fraction plus simple , ce qui serait contre la définition.
Réciproquement, toute fraction dont les deux termes sont premiers entre eux est irréductible.
En éflet, désignons par j la fraction proposée , dont les ternies sont, par hypothèse , premiers entre eux ; et soit une
autre fraction ^ égale à la première.
On a
d’où l'on déduit c
ad
Or, c est un nombre entier;
donc
ad
doit aussi être un
nombre entier; mais, par hypothèse, b est premier avec a; ainsi (n°i28) b doit diviser d, et l’on a d—bq.
Substituant celte valeur de d dans l’expression de c, on obtient
Cela prouve évidemment que pour qu’une fraction - soit
équivalente à une fraction j dont les deux termes sont premiers
entre eux , il faut que les deux termes c et d soient des équimulliples de a et b.
Donc la fraction ^ ne peut être équivalente à aucune autre fraction plus simple.
Il résulte de là que quand on a divisé les deux termes d’une fraction par leur plus grand commun diviseur, la fraction résultante est irréductible j proposition que nous avons énoncée au numéro 84, mais sans la démontrer.
184. On peut encore conclure de ce qui vient d’être dit, que deux fractions irréductibles ne peuvent être égales, à moins qu’il n’jr ait identité, d'une part entre les numérateurs, d autre part entre les dénominateurs.
En effet , la première fraction étant irréductible, finit avoir
zoo
PROPHIÉTKS
«es deux termes premiers entre eux; donc, pour que la seconde lui soit égale , il faut que ses deux termes soient des équimulliples des deux termes de la première ; et comme la seconde fraction a aussi ses deux termes premiers entre eux, ceux-ci doivent être simplement égaux an» deux termes de la première.
§ III. Des fractions décimales périodiques .
liîfS. L’évaluation d’une fraction ordinaire en fraction décimale, c’est-à-dire eu dixièmes , centièmes. . . . de l’unité principale, donne lieu à des circonstances qui méritent d’être examinées; mais avant de les faire connaître, il est nécessaire île revenir sur le procédé qui sert à convertir une fraction ordinaire en fraction décimale.
Mous avons vu (n° 91) que, pour opérer cette réduction, il faut, après avoir écrit un zéro au quotient et une virgule à la droite de ce zéro, i°. placer à la droite du numérateur un o et diviser le nombre résultant par le dénominateur, ce qui donne au quotient des dixièmes et un certain reste; î° . placer un nouveau a à la droite de ce reste et diviser le nombre résultant par le dénominateur, ce qui donne au quotient des centièmes et un second reste ; 3°. placer à la droite de ce reste un nouveau o, et diviser le nombre résultant par le dénominateur; on continue d’ailleurs cette série d’opérations, jusqu’à ce qu’on ait obtenu le degré d’approximation qu’on veut avoir.
Or, il est évident que poser successivement à la droite des différents restes autant de zéros qu’on veut obtenir de chiffres décimaux, revient à écrire tout de suite ces zéros à la droite du numérateur de la fraction proposée, c'est-à-dire à multiplier le numérateur par l'unité suivie d’autant de zéros que l’on veut avoir de chiffres décimaux , à diviser le produit résultant par le dénominateur, et à séparer ensuite vers la droite du quotient, le nombre de chiffres décimaux demandé : car, d’après le procédé ordinaire de la division des nombres entiers, on est conduit à abaisser successivement à la droite de chaque reste , les zéros qu’on a écrits tout d’abord.
DES FRACTIONS décimales périodiques.
Celte remarque va nous servir à démontrer les deux pro- |ii ie'tes suivantes :
186. i°. 'Toute fraction ordinaire, dont le dénominateur ne renferme pas d’autres facteurs premiers que 2. et 5 , est réductible en une fraction décimale d’un nombre limité de chiffres décimaux ; c’est-à-dire qu’après un certain nombre d’operations, on doit parvenir à un reste nul; auquel cas la fraction de'cimalc obtenue exprime la valeur exacte de la fraction proposée.
E11 outre , si la fraction ordinaire proposée estirréductible (ce qu’on peut toujours supposer) , le nombre total des opérations à effectuer, est marqué par le plus grand des deux exposants de 2 et 5 , qui entrent dans le dénominateur.
Ainsi, les fractions — », 7—, — J- , qui peuvent évidentes 25 4° >25o
ment se mettre sous la forme
sont réductibles en une fraction décimale d’un nombre limité de chiffres décimaux.
La première et la troisième donnent lieu à 3 opérations; la seconde à 2, et la quatrième à 4.
Ou trouve en effet, pour leurs valeurs,
ce qu’on peut vérifier aisément en opérant leur réduction eu décimales, d’après le procédé ordinaire.
Pour nous rendre compte de cette propriété, remarquons
que 10, ioo, 1000,. . . étant égaux à 2.5, 2’. 5’, 2*.5 ;i ,
si, pour opérer la réduction en fraction décimale, on multiplie (n° 188) le numérateur pano, 100, 1000. . . . , le produit résultant sera divisible par 2.5, 2'. 5’, 2 3 .5 3 . ... ; donc, si l’on multiplie ce numérateur par l’unité suivie d’autant de zéros qu’il y a d’unités dans le plus grand des exposants de 2 et 5 que renferme le dénominateur, le produit résultant sera nécessairement multiple de ce dénominateur.
PROPRIÉTÉS DES FRACTIONS DÉCIMALES PÉRIODIQUES
Donc le nombre des operations à effectuer est limité, et égal au plus grand des deux exposants de 2 et 5 qui entrent dans le dénominateur.
187. Toute fraction ordinaire dont le dénominateur renferme un ou plusieurs facteurs premiers différents de 2 et 5 , qui n entrent pas en meme temps dans le numérateur, donne lieu à une fraction décimale d'un nombre de chiffres décimaux illimité ou infini. De plus, celte fraction décimale est périodique , c’est-à-dire qu’après un certain nombre d’opérations , les mêmes chiffres décimaux se reproduisent constamment dans le même ordre.
En effet, la multiplication du numérateur par 10, 100,
1000 ne fait qu’introduire les facteurs premiers 2 et 5,
chacun à une certaine puissance ; ainsi le facteur premier que l’on suppose exister dans le dénominateur sans entrer dans le numérateur, ne se trouvera pas davantage (n° 129) dans le produit du numérateur par une puissance quelconque de 10. Donc, quelque nombre de zéros qu’on écrive, on ne pourra obtenir un produit exactement divisible par le dénominateur; ainsi les opérations se continueront à Yinfni.
Je dis en outre que la fraction sera périodique. En effet, comme, suivant le procédé du n° 188, chaque reste qu’on obtient est toujours moindre que le diviseur, qui reste constant, il s’ensuit que , quand on aura fait tout au plus autant d’opérations qu’il y a d’unités dans le diviseur moins un , on devra retomber sur l’un des restes déjà obtenus.
Or, en écrivant un zéro à la droite de ce reste, on aura un nouveau dividende partiel semblable à l’un des précédents ; et puisque le diviseur est le même , le nouveau quotient et le nouveau reste seront aussi semblables à ceux qu’avaient donnés le premier dividende retrouvé et le diviseur. Écrivant à la droite de ce reste un nouveau zéro, on reproduira le dividende partiel qui suit immédiatement celui qu’on avait d’abord retrouvé, et par conséquent aussi Ig quotient qui vient après celui qu’on a déjà retrouvé. Ainsi de suite.
Premier exemple. — Soit propose de réduire en déci
males la fraction -.
Il suffit, pour cela, de lui appliquer la rè"le du n° 9i. Ici • la période commence après la 6"' opération, c’est-à-dire après autant d’opérations qu’il y a d’unités dans le diviseur 7 diminué d’une unité.
Second exemple. — Soit la fraction
Dans cet exemple, la période se manifeste après la 3 “' opération, c’est-à-dire beaucoup plus tôt que ne le marque le diviseur 37.
i3o | 37 igo ! o,35 1 1 35 1 .
Troisième exemple . ... — L.
Ici , la fraction décimaleest limitée, quoique le dénominateur 875, ou 7 X 125 , renferme le facteur 7. Mais observons que ce même facteur se trouve dans le numérateur; et, en le supprimant haut et bas, on
SgSo ) o , i(58
trouve ou gj, fraction qui ( 11 0 156 ) peut être convertie
en une fraction décimale d'un nombre limité de chiffres décimaux.
( Quatrième
exemple . . .
SOMMATION DES FRACTIONS PÉRIODIQUES
Dans cet exemple, la période ?.go ] 84 se manifeste après la 8“' opéra- 38o | o,345238ogj 5238o;)... tion. Mais, ce qu’il y a de remar- 44° quable, c’est que les deux pre- 200 miers chiffres décimaux ne font 3ao
pas partie de la période ; tandis 68o
que , dans les deux premiers 8oo
exemples, la période commence 44
au premier chiffre décimal.
Les fractions décimales périodiques dout la période commence au premier chiffre décimal , s’appellent fractions périodiques simples; et celles dont la période ne commence que plus tard , se nomment fractions périodiques mixtes.
ISO. Nous venons de voir que certaines fractions ordinaires, réduites en décimales, donnent lieu à des fractions décimales périodiques.
Réciproquement, toute fraction décimale périodique , simple ou mixte , provient d’une fraction ordinaire; et l’on peut retrouver facilement la fraction qui lui a donné naissance.
Cette question présente deux cas distincts : ou la fraction périodique est simple , ou bien elle est mixte.
Considérons d’abord le premier cas, et supposons, pour fixer les idées , une fraction périodique simple dont la période ait cinq chiffres.
Soit o,abcde abcde abcde. ... la fraction proposée , et désignons par x la valeur inconnue de cette fraction. On a d’abord
x ~ o , abcde abcde abcde . ... (i).
Multiplions les deux membres de cette égalité par io 5 , ou par l’unité suivie d’autqnt de zéros qu’il y a de chiffres dans la période, ce qui se fait (n° 86) en avançant la virgule de 5 rangs vers la droite; il -vient
io°..r, ou 100000 X. x abcde, abcde abcde... , ou looooo X x— abcde -f- o , abcde. abcde ( 2 )
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Si maintenant on retranche l'égalité (i) de l’égalité (2), en observant que 100000 * — * = 99999*,
on obtiendra 99999* = abede ;
abede
donc enfin
Ce qui prouve qu 'une fraction décimale périodique simple est équivalente à une fraction ordinaire qui a pour numérateur l'ensemble des chiff res de la période , et pour dénominateur un nombre composé, d’autant de 9 qu’il jr a de chiffres dans la période.
Ainsi la fraction o,35i35i35i. . est, d'après celte règle, équivalente à la fraction
Celle-ci peut être simplifiée si l’on remarque que ses deux termes sont divisibles par 9. On obtient, par la suppression
de ce facteur, — ; supprimant de nouveau le facteur 3 qui
est encore commun, on trouve enfin pour la fraction réduite, ■ 3
. C’est la fraction du second exemple traité au n D 1 J 50
Soit encore la fraction 0,03960396. . . .
La période est ici 0396; donc la fraction est équivalente à
-, ou simplement, à . (On supprime le o comme inu- 9999 9999
tile ; mais on a dû d’abord en tenir compte, parce qu’il fait partie des chiffres delà période. )
F.c facteur 9 étant commun aux deux termes de ce résultat ,
on le supprime, et il vient ■ ** ■— , fraction dont les termes
sont encore divisibles par 1 1 ; et en supprimant ce facteur,
on obtient enfin pour la fraction réduite à ses moindres 101 1
termes
206 autres propriétés
Nous citerons, comme remarquables, lesexemples suivants :
OI
/V. B. — Si la fraction périodique renfermait un entier, on en ferait d’abord abstraction ; puis on l’ajouterait à la fraction ordinaire équivalente, après l’avoir réduite à ses moindres termes.
Àinsi , soit proposé de trouver la valeur de 4< 162162
On a d’abord o , 162162 .... — s - ;
999 fi"' J 1
donc 4 > 1 62 1 62 ... . = 4 4- -5— = -^-â.
Passons au cas des fractions périodiques mixtes
Pour fixer encore lés idées, nous supposerons qu’il y ait quatre chiffres avant la période et cinq dans la période; mais la manière de raisonner n’en sera pas moins générale.
Soit donc o,pqrs abede abede. . . la fraction proposée.
Observons qu’en la multipliant et divisant en même temps par 10000 , on peut la mettre sous la forme
ioooo
( pqrs , abede abede. . . . ).
Or, la quantité entre parenthèses équivaut , d’après la règle précédente, à pqrs 4- > ou bien, réduisant l’entier en
fraction , à
pqrs X 99999 4- abede
Donc , si l’on désigne par x la fraction proposée.
pars X QQQQQ 4- abede 10000 a? = — ;
pqrs X 99999 + abede 999990000
et par conséquent, x
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Mais ce résultat est susceptible d’une modification qui le rend plus commode pour les applications.
Comme on a 99999 = 100000 — i, il en résulte pq rs X 99999 = pqrsooooo — pqrs ;
d’où pqrs x 99999 -H abede = pqrsabcde — pqrs.
Dont enfin la fraction proposée a pour valeur, pqrsabcde — pqrs
Ce qui prouve qu’une fraction périodique mixte quelconque est équivalente à une fraction ordinaire ayant pour numérateur l'ensemble des chiffres de la partie non périodique et de la première période. , diminué de la partie non périodique , et pour dénominateur un nombre formé d autant de g qu'il y a de chiffres dans la période , suivi d’autant de zéros qu’il y a de chiffres dans la partie non périodique.
Soit pour exemple , la fraction •
E11 appliquant la formule précédente, on trouve 319306 — 3 t _ 319276 — 9999 °° 9999 °°’
ou, divisant successivement les deux termes par les facteurs 9, 25 , et 11, qui leur sont évidemment communs ( voyez les caractères de divisibilité établis pour ces trois nombres) ,
Nous proposerons pour exercice les fractions
16,2857142857 14 -*- ; 4>94 5! ®^7 , 4 2 ®^7 ■•••• 1 5,62027027... Mais dans l’appliration des règles précédentes, il faudra nécessairement faire d’abord abstraction delà partie entière, sauf à l’ajouter ensuite à chacun des trois résultats réduits à leur plus simple expression.
AUTRES PROPRIÉTÉS
r r . pqrsabde — pqrs
i6i. La formule x~ — — —
conduit à des résultats assez remarquables.
D’abord, il est e'videut que, les calculs indiques au numérateur étant effectués, le résultat ne peut être terminé par un ou plusieurs zéros ; car, pour que cela fût, il faudrait que quelques-uns des derniers chiffres de pqrs fussent les mêmes que les derniers chiffres de abede ; et dans ce cas , la période ne commencerait pas après le 4° chiffre décimal, comme on l’a supposé. (Par exemple, si l’on avait s=e, r = d, la fraction primitive serait o ,pqdeabcdeabcde . . . ; et la période, commençant au 3 e chiffre, serait deabc. ) On voit donc qu’après la réduction de l’expression ci-dessus à ses moindres termes , le résultat doit être une fraction dont le dénominateur renferme les deux facteurs 2 et 5 , ou au moins l’un des deux, à la 4 e puissance, c’est-à-dire à une puissance d’un degré marqué par le nombre des chiffres qui ne font pas partie de la période.
Nous pouvons conclure de là les deux propositions suivantes: i°. Toute fraction dont le dénominateur ne renferme aucun des deux fadeurs premiers •>. et 5, ou est premier avec io, donne lieu , étant réduite en décimales , à une fraction périodique simple.
En effet, si l’on pouvait parvenir à une fraction périodique mixte, il s’ensuivrait que la fraction ordinaire équivalente à laquelle on parviendrait d’après la règle du n" 160, étant réduite à ses moindres termes, serait égale à la fraction proposée. Or cela est impossible: car on a vu (n°i85) qu’une fraction dont les deux termes’sont premiers entre eux, ou qui est irréductible, ne peut être égale à une autre fraction, si les termes de celle-ci ne sont des équimulliples des termes de la première ; il en résulterait donc que le dénominateur de la fraction proposée serait multiple de 2 ou de 5 ; ce qui est contre l’hypothèse.
2 °. 'Toute fraction ihhéductibi.e dont le dénominateur ren-
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ferme un des deux fadeurs 2 et 5 , on tous les deux, donne lieu à une fraction périodique mixte dont la période doit commencer après autant de chiffres qu J il y a dt unités dans le plus grand des deux exposants de i et de 5 , qui entrent au dénominateur.
D’abord, la fraction périodique ne peut pas être simple,
... abcde ... . .
car la formule pour ces sortes de fractions, étant , il
est impossible (n° IU 4 ) que cette dernière fraction, donf le dénominateur ne renferme aucun des facteurs a et 5 , soit, après la réduction à ses moindres termes, égale à la fraction proposée dont le dénominateur renferme ces mêmes facteurs.
En second lieu, si n désigne le plus grand des deux exposants de 2 et 5 , qui se tiouvent dans le dénominateur, la période doit commencer après n chiffres; car supposons, par exemple, qu’elle commence après (;i — i) chiffres ; la fraction équivalente à cette fraction périodique aurait un dénominateur qui ne renfermerait les deux facteurs 2 et 5 , ou l’un d’eux, qu’à la (n — i ) i/mr puissance, et ne pourrait être égale à la fraction proposée, puisque d'ailleurs ces deux fractions sont supposées irréductibles.
Par exemple, les fractions -, — ( n* 5 ifî8) , ont donné liçn
à des fractions périodiques simples, parce que 7 et 37 sont
premiers avec 10; mais la fraction ^7.» donné lieu à une
fraction périodique dont la période commençait après le second chiffre, parce que 84 est égal à a’.aiT
Enfin, la fraction iif, pouvnntsc mellresousla forme— . ’ 176 r 2>. 1 1 ’
donnerait lieu à une fraction périodique dont la période commencerait après le 4" e chiffre décimal.
On trouve, en effet, pour la valeur de celte fiaction en décimales , o , 8238636363 ....
162 . Nous ne pousserons pas plus loin l’examen des propriétés des fractions décimales périodiques. Nous nous borneronsà
Arith. H.
SIO
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observer que des propriétés analogues aux précédentes se inanifestcraient dans un système quelconque de numération dont la base serait B.
D’abord, pour réduire une fraction ordinaire en subdivisions de B en B fois plus petites que l’unité, il faudrait, conformément» la règle du n°9l, multiplier lenunférateurparB, ou 10 , c’est-à-dire : écrire un o à sa droite , et diviser le produit par le dénominateur, ce qui donnerait au quotient des unités B fois plus petites que l’unité principale, et un certain reste ; écrire à la droite du reste un nouveau o , et diviser le résultat par le dénominateur, ce qui donnerait au quotient des unités B fois plus petites que les précédentes, ou B 2 fois plus petites que lunité principale ; et ainsi de suite. Ceci admis :
Toute fraction ordinaire dont le dénominateur rie renferme pas d’autres facteurs premiers que ceux qui entrent dans la base B, étant réduite en subdivisions de B en B fois plus petites que l'unité, donne lieu à une fraction dé un nombre limité de chiffres. Mais toute fraction irréductible dont le dénominateur renfepme des facteurs premiers différents de ceux qui composent la base , donne lieu à une fraction d’un nombre indéfini de chiffres, et périodique; etc.
Et ainsi des autres propriétés; nous laissons aux élèves le soin d’en rechercher les énoncés et les démonstrations.
§ IV. Des fractions continues (*).
t63. Les fractions continues doivent leur naissance à l’évaluation approchée des fractions dont les termes sont considérables , et premiers entre eux.
Pour nous faire mieux comprendre, soit proposée la fraction
( r ) Quelques-uns des numéros de ce paragraphe supposent des notions d Algèbre un peu plus étendues qne celles qni ont fait l’objet de l'introduction au cinquième chapitre; mais les élèves peuvent passer nuire, sauf & v revenir lorsqu’ils se seront familiarisés davantage avec les opérations de l’Algèbre , ou lorsqu'ils sentiront la nécessité d’étudier celte théorie.'
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dont les deux termes sont preuiiiTs'entre eux, comme il est
aise de le vérifier, et qui, pour cette raison , est (n“ 183) irréductible.
En laissant la fraction sous cette forme, on s’en ferait difficilement une idée bien nette; mais si, en -vertu d’un principe connu, l’on divise ses deux termes par 15g, ce qui n’en change
pas la valeur, elle devient
, ou, effectuant la division
indiquée au dénominateur, g-.
Cela posé, négligeons, pour le moment, la fraction ; ' a
fraction ^ qui en résulte, est plus grande que la proposée, puisque l’on a diminué le dénominateur.
D’un autre côté, si, loin de négliger on remplace cette
fraction par i, ce qui donne alors ~ — ou , cette nouvelle
fraction est, à son tour, plus petite que la proposée, puisqu’on a augmenté le dénominateur.
D’où l’on peut conclure que la fraction —J est comprise
entre ~ et . Ceci donne déjà une idée assez exacte de la frac-
tion.
Si l’on veut un plus grand degré d’approximation , il n’y a
qu a operersur comme on a opère sur
109 / i5qn
On trouve
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et la proposée devient
Si l’on néglige on a 1 qui est plus grand que d’ow
il suit que est plus petit nue 7— 5. Mais -revient
à — - — ou •— • ainsi la proposée est encore comprise entre
1 et -2.
La différence de ces deyx dernières fractions est - 3
ou i . Donc l’erreur que l’on commet en prenant ^ pour la va-
leur de la proposée, est moindre que g7.
Opérant sur -g comme on a opéré précédemment , on a
’JÏ !_ — I ; et la fraction proposée peut se mettre
■ 6 eî) t + f 5
sous la forme
ii 1 . 1 5
Négligeons —p . Le nombre—, ou i, est plus grand que yg } 1 () ^
1 1 . . iu
donc , ou — , est plus petit que .
Donc
RÉDUCTION D*UNE FRACT. ORDINAIRE EN FRACT. CONTINUE
ai 3
ou
i xo . , i5g
, ou—, est plus grand que
r»p • i. • i5q . q to ,
U ou I on voit que - r - - est compris entre -g et La première fraction est trop petite , et la seconde trop grande.
Or, la différence de ces deux fractions est ^ % , ou
3 1 20 ooo
• n .. q io
ainsi, 1 erreur que 1 on commet en prenant, soit -=g , soit ^ 7 ;
pour la valeur de la fraction proposée, est moindre que g^g •
O 11 voit comment, par cette suite d’opérations, on parvient à trouver, en termes plus simples , des fractions qui donnent des valeurs approchées d’une autre fraction dont les ternies sont très-grands.
expie
est ce qu’on appelle une fraction continue.
En général, on entend par fraction continue, une fraction qui a pour numérateur l’unité , et pour dénominateur un nombre entier plus une fraction qui a elle-même pour numérateur l’unité, et pour dénominateur un entier plus une fraction ; et ainsi de suite.
Souvent, le nombre proposé est plus grand que l’unité. Ainsi, pour généraliser davantage la définition d’une fraction continue, il faut dire 1 Une fraction continue est une expression composée d’un entier, plus une fraction qui a pour numérateur l'unité, et pour dénominateur, etc .
Telle est l’expression a -} î —
a, b , c,d.... , étant des nombres entiers.
■21 4 RÉDUCTION d’une FRACT. ORDINAIRE EN FRACT. CONTINUE.
En réfléchissant sur la marche qui vient d’être suivie
pour réduire eu fraction continue , on voit que l’on a di-
visé d’abord 4g3 par i5g, ce qui adonné 3 pour quotient et 16 pour reste. On a divisé ensuite 1 5g par 16 , ce qui a donné pour quotient g, et pour reste i5; puis ou a divisé 16 par i5, ce qui a donné i pour quotient et t pour reste. De là il est facile de conclure le procédé suivant pour réduire une fraction ou un nombre fractionnaire en fraction continue :
Opérez sur les deux termes de la fraction proposée, comme pour trouver leur plus grand commun diviseur. (Voyez n° 82.) Poussez l'op&ration jusqu à ce que vous obteniez un reste égal à zéro. Les quotients successifs auxquels vous serez parvenu, seront les dénominateurs des fractions proprement dites qui constituent la fraction continue.
Dans t hypothèse où le nombre proposé est plus grand que l’unité, le premier quotient représente la partie entière qui entre dans F expression de la fraction continue.
On peut, d’après ce procédé, réduire en fractions continues
les deux nombres et
Voici le type des opérations :
donc
| — 7 |~5fT !
DEFINITIONS
Les fractionü continues jouissent d’un grand nombre de pro priétés dont la recherche a été l’objet des travaux des plus célèbres géomètres. Nous 11e voulons en faire connaître ici que les propriétés élémentaires , celles dont on fait un usage fréquent, et dont les démonstrations sont fondées sur les premiers principes de l'Algèbre. Nous renvoyons, pour dé’ plus amples détails , aux Additions de Lagrange h l’Algèbre d’ Euler.
DÉFINITIONS
MW. Reprenons la fraction continue générale
que nous supposons d’ailleurs représenter la valeur d’un nombre fractionnaire désigné par x.
On appelle fractions intégrantes les fractions -,
dont l’ensemble constitue la fraction continue, et quotients incomplets , les dénominateurs b , c, d. . (On nomme ainsi ces dénominateurs, parce que b, par exemple, n’est que la partie
entière du nombre exprimé par b- f-
; que c n’est que la
LOI DE FORMATION
Par opposition ; ou a donné le nom de quotients complets aux expressions b -j — , c-f ! — -
dont b, c, d, . . . ne sont que les parties entières.
Chaque quotient complet renferme implicitement, outre l’entier qui y est contenu, tous les quotients suivants de la fraction continue, puisque c’est par le développement de ce quotient complet qu’on trouve tous les quotients suivants. Le dernier quotient complet, qui n’est autre chose que le dénominateur de la dernière fraction intégrante, est toujours au moins égal à 2 , d’après la nature du procédé pour réduire une fraction ordinaire en fraction continue (n° 164).
On appelle réduites les résultats qu’on obtient en convertissant successivement en un seul nombre fractionnaire chacune
des expressions a -j- j, a-f-
On les nomme aussi fractions convergentes, parce que, comme nous le démontrerons bientôt, ces résultats approchent de plus en plus du nombre réduit en fraction continue , à mesure que l’on prend un plus grand nombre de fractions intégrantes.
FORMATION DES RÉDUITES CONSÉCUTIVES
166. Voyons s’il n’existerait pas un moyen simple et facile de former ces différentes réduites.
La première est o, qu’ou peut mettre sous la forme y. La seconde est a + ou, réduisant l’entier en fraction, — jr— ' Pour obtenir la troisième, représentée par a -f-
ji suffit de substituer dans la seconde, b -f- - à la place de ô;
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car, eu désignant b -+- - par b', on aura
1 1 ab' 4 - 1
expression qui ne diffère de — ~~ — qu’en ce que b' ou b -f- - .
remplace b.
Faisons donc cette substitutiou ; il vient pour la troisième a ^ b H — + 1 ab -f- — -I- 1
réduite, a -f-
ou
ou bien, réduisant les entiers en fraction, et multipliant! haut (ab -t- 1) c -+• a
et bas par c,
bc + 1
La quatrième s’obticudra également en substituant daus la troisième , c ^ à la place de c , ce qui donnera
ou , réduisant les entiers en fraction et multipliant haut et bas [(aè + i)c + a]<l + rt4+i«
v atd ' <M + vrdTï — ■
Sans aller plus loin, on peut voir déjà que le numérateur de la troisième réduite peut s’obtenir en multipliant le numérateur de la seconde par le troisième quotient c, et ajoutant au produit le numérateur de la première fraction. Quant au dénominateur, il se forme de la même manière, au moyen des dénominateurs de la seconde et de la première fraction.
Le numérateur et le dénominateur de la quatrième réduite
LOI DE FORMATION
s’obtiennent également en multipliant respectivement les deux ternies de la troisième, par le quatrième quotient d, et en ajoutant aux deux produits les deux termes de la seconde fraction.
Si l’on fait attention à la manière dont la troisième et la quatrième réduite ont été formées, on sentira que cette loi de formation doit s’étendre aux réduites suivantes ; mais , pour en démontrer rigoureusement la généralité, nous aurons recours à un moyen auquel on a souvent recours en Mathématiques. Nous ferons voir que, si cette relation a lieu pour trois réduites consécutives de rang quelconque , elle a encore lieu pour la réduite suivante ; car alors , ayant été reconnue applicable à la troisième, elle le sera à la quatrième; étant applicable à celle-ci , elle le sera à la cinquième, et ainsi de suite indéfiniment.
Soient donc rr;, , trois réduites consécutives, r le
quotient incomplet auquel on s’est arrêté pour former g; ;et
R Qr 4 - P
supposons que l’on ait g-, = --p (R et K' étant
respectivement égaux à Qr -)- P et Q'r+P / ).
Ajoutons maintenant une nouvelle fraction intégrante - à S
la suite de r, etsoit ^7- la réduite correspondante; il est clair
que, pour former — , tout se réduit à remplacer dans l’expres-
sion de 7-7-, r par r q — : ainsi 1 on aura K j
( Qr -t-P)s-f-Q IW-f-Q
et l’on voit que 'f, se déduit des deux précédentes, d’après la loi énoncée plus haut. Donc cette loi est générale.
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Ainsi, le numérateur d’une réduite quelconque se forme en multipliant le numérateur de la réduite précédente par le quotient incomplet qui lui correspond, et en ajoutant au produit le numérateur de la réduite qui précédé de deux rangs celle qu’on veut former. Le dénominateur se forme d'après la même loi, au moyen des deux dénominateurs précédents.
N. H . — Lorsque le nombre rc'duit en fraction continue, ou x ,
est moindre que l’unité, on substitue - ù la place de a, aiiu de
pouvoir former la troisième réduite d’après la loi, qui suppose nécessairement qu’on ait d’abord formé les deux premières réduites.
Soit proposé, pour premier exemple, de former les réduites consecutives de la fraction continue,
On a pour les deux premières réduites , - et-.
Pour former la troisième, multiplions le numérateur 1 de la seconde par 3 , et ajoutons o au produit ; multiplions ensuite le dénominateur 2 de !n second par 3 , et ajoutons au produit le
dénominateur 1 de la première ; il vient -.
On trouve de même pour les réduites suivantes,
On obtiendrait également pour les différentes réduites île la
fraction continue provenant de
( voyez n» !64),
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PROPRIÉTÉS PRINCIPALES
167. Conséquence de la loi précédente. — Il résulte évidemment de cette loi, que les termes des différentes réduites augmentent à mesure que l’on prend un plus grand nombre de fractions intégrantes, puisque le numérateur ou le dénominateur d’une réduite quelconque est au moins égal à la somme des numérateurs ou à la somme des dénominateurs des deux réduites qui la précèdent.
PROPRIÉTÉS DES RÉDUITES
168. Première propriété. — Si l’on prend dans les deux exemples précédents, la différence entre deux réduites consécutives quelconques, en convenant de retrancher toujours une réduite de celle qui la suit, on trouvera constamment pour le numérateur de cette différence , -f 1 ou — 1 , suivant que la seconde des deux réduites que l’on considère, est de rang pair ou de rang impair; le dénominateur de la différence étant d’ailleurs toujours égal au produit des dénominateurs des deux réduites.
Ainsi, dans le premier exemple, ou a
or, nous allons démontrer que cette propriété est générale. Pour cela, prenons dans la fraction continue générale , trois
réduites consécutives quelconques , ^ , ,
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ou, effectuant les calculs et réduisant,
R Q PQ— QP
D’où l’on voit que le numérateur de la différence — — ^ ,
est numériquement égal, mais de signe contraire, au nuniéra-
Q P Qp'_ P(Y
leur de la différence ^ — p»» ou — Q,p, x .
C’est-à-dire que les numérateurs de deux différences consécutives sont numériquement égaux , mais de signes contraires.
Or, si l’on considère les deux premières réduites
ah -+• i a
a ab - l-i
7 ct
bX 7 ’
donc, d’après ce qui vient d’élredit, le numérateur de la différence suivante doit être — i ; le numérateur de la troisième différence doit être -f- i ; et ainsi de suite. .
Donc, en général , le numérateur d’une différence quelconque est -f- i si la seconde des deux réduites que l’on considère est de rang pair, et — 1 si elle est de rang impair ; quant au dénominateur, il est évidemment égal au produit des dénominateurs des deux réduites. C. Q. F. D.
169. Conséquence de la propriété précédente. — line réduite de rang quelconque , ( formée d’après la règle du n 1 166) ,
est toujours une fraction ou un nombre fractionnaire irréductible.
En effet, supposons pour un instant que R et R' aient un facteur commun h; comme, d’après la propriété précédente, on a RQ' — QR' = ± i , il en résulte
RQ' _ QR' RQ' QR’ ,
Or, le premier membre de cette égalité est un nombre entier puisque R et R' sont divisibles par h, tandis qu’au contraire le second membre est essentiellement une fraction,
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donc il est absurde de supposer que R et R' 11 e soient pas premiers entre eux.
Il résulte de là que , si l’on convertit en fraction continue une fraction dont les deux termes ne sont pas premiers entre eux , et si l’on forme ensuite toutes les réduites jusqu’à la dernière inclusivement, on ne retrouvera pas la fraction proposée, sous sa forme primitive , mais bien cette même fraction réduite à sa plus simple expression , c’est-à-dire débarrassée du plus grand diviseur commun à ses deux termes.
Soit, par exemple, la fraction ^
En la convertissant en fraction continue, on trouve
et les réduites sont. . . .
La dernière réduite — est la valeur de la fraction dé-
barrassée du facteur 12 commun à ses deux termes.
Seconde propriété. — En reprenant la fraction continue
générale x — a-\ ,
on reconnaîtrait aisément, par un raisonnement analogue à celui qui a déjà été fait au n° 165 sur un exemple particulier, que la valeur de x est comprise entre la première et la seconde réduite, entre la seconde et la troisième, et ainsi de suite;
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d’où l'on pourrait conclure, par analogie, qu’eu général la valeur de x est comprise entre deux réduites consécutives de rang quelconque.
Mais nous allons démontrer cette propriété fort importante d’une manière plus générale.
Soient , pour cet effet , deux réduites consécutives, —, — ,
de rang quelconque; et proposons-nous d’évaluer les différences
Observons que si, d
R Qr 4- P
vante, -57 ou n
ans l’expression de la réduite suioii met à la place du quotient incom-
plet r , le quotient complet y, ou r -|
dont r n’est que la partie entière, on reproduira la» valeur du nombre réduit en fraction continue, puisque alors on aura la réduite de la fraction continue totale. Il viendra donc, d’après cette remarque ,
- QzJ:
Qlr + P'
d’où x
et x
P __ Qjr 4 - P _ P _ (QP' - PQ’)j l 1 ' ~ Q> + P' P' _ (Q> + P')P' ’
Q- ~ 9Z-±I _ Q _ PQ' - QP . Q' Q'jr + P' Q' (Q> + P , )Q' ’
ou, à cause de QP' — PQ' = ±i, PQ' — QP’= rp 1 (n° iCO),
P _ — jr
Cela posé, comme les nombres jr, P, P', Q, Q', sont, par leur nature, essentiellement positifs, il s’ensuit que les deux ré-
PROPRIÉTÉS PRINCIPALES
sultats précédents sont de signes contraires. Donc , si l’on a x > ou <■ — on doit avoir nécessairement x ou )> ^7 ;
ce qui veut dire que, si le nombre réduit en fraction continue
est plus grand ou plus petit que la réduite —, ce même nombre
est plus petit ou plus grand que Donc enfin, la valeur du
nombre réduit en fraction continue est toujours comprise entre deux réduites consécutives de rang quelconque.
Remarque. — Si la réduite est de rang pair, le numéra-
le P
teur de la différence entre ^7 et p?, ou QP' — PQ', est positif
et égal à -f- 1 (n° 168); ainsi l’on a x > — et *< 77 ■
Donc f toutes les réduites de rang pair sont des fractions plus grandes , çt toutes les réduites de rang impair sont des fractions plus petites, que le nombre réduit en fraction continue.
171. Troisième propriété. — Lue réduite de rang quelconque donne une valeur plus approchée de x que celle qui la précédé.
En effet, considérons encore les deux différences du n° 170. Comme on a (n° 167) Q' > P', il s’ensuit que le dénominateur (Qy P') Q' est > (Qy -f- P') P' ; d’ailleurs est > 1 ;
donc, par cette double raison , la différence entre x et q> est
numériquement moindre que la différence entre a: et p.
Remarque. — Puisque, d’après la remarque du n° 170, les réduites de rang pair sont des fractions plus grandes, et les réduites de rang impair sont des fractions" plus petites que la valeur de x , et que d’ailleurs, en vertu de ce qui vient d’être démontré, les réduites convergent sans cesse vers la valeur de x,à mesure qu’elles s’éloignent de la première réduite, 011 doit nécessairement conclure :
« c . — Que les réduites de rang pair vont en diminuant de
DES KëDUITLS. .^5
valeur, à par l ir de la seconde a®. qu’au contraire, les réduites de rang impair, à partir de la première , vont en augmentant de valeur.
172. Quatrième propr.été. - Le degré d’approximation que donne chaque réduite, peut être évalué de plusieurs manières :
D’abord, de ce que (n“ 170) la valeur de ar est comprise entre deux réduites consécutives quelconques p , — , il s’ en suil que la différence entre x et l’une de ces réduites est moindre que p^-r , différence qui existe entre les deux réduites. Donc déjà , l’erreur commise lorsqu’on prend une de ces deux réduites pour la valeur de x , est moindre que V unité divisée par le produit de leurs dénominateurs.
En second lieu, puisque la différence entre x et —, est, abstraction faite du signe, exprimée ( n° 170) par
(gr-HP')^ ’ el que lon, “ r > 1 > d ’ où (Q>+P') QXQ'+P')Q , il en résulte nécessairement
nQ”
pf à fortiori , x — —
Ainsi, la différence entre x et ^ , ou l’erreur commise
lorsqu’on prend pour la valeur de x , est moindre que tu-
nité divisée par le produit du Mnominalcur de la réduite , multiplié par la somme faite de ce meme dénominateur et de celui de la réduite précédente ; ou moins exactement , mais en termes plus simples , que l'unité divisée par le carré du dénominateur de la réduite considérée.
N. B.— Il est à remarquer que les' trois propriété*" uré-
Arilh. B , 1
PROPRIÉTÉS PRINCIPALES DES RÉDUITES
cëdentes reposent sur le même calcul, celui du n° 170 : ce qui en rend les démonstrations plus faciles à retenir.
175. Cinquième et dernière propriété. — Une réduite de rang quelconque approche plus de la valeur de \ , non-seulement qu'aucune des réduites précédentes , mais encore qu'aucune autre fraction dont le dénominateur est moindre que celui de la réduite considérée ; en sorte que l’on peut assurer qu’il n’existe pas d’autre fraction qui, en termes plus simples, donne une valeur plus approchée de x.
Soient ^ la réduite que l’on considère, et une fraction Q m
quelconque , telle que l’on ait m' < Q'; je dis que n’ap-
proche pas plus de x que jj,
En "effet , remarquons d’abord que la fraction — -, ne 'sau-
rait etre comprise entre et car, pour que cela
TYl P
fût, il faudrait que la différence entre ^ et * savoir , mP' — P m
, fût numériquement moindre que la différence i OP
entre ^ et — : ce qui est impossible puisque mP' — P m',
nombre entier, est au moins égal à i , et que m' P' est plus petit que P'Q', à cause de l’hypothèse m' <[ Q'. (On ne peut
supposer mP' — P m' = o , car il en résulterait — . = — ; et la
Yït O
fraction — 7 étant identique avec la réduite qui précède , la
proposition serait déjà démontrée.)
Puis donc que x est compris entre ^et et que, d’après ce qui vient d’être dit , il ne peut en être de même de la fraction — , il s’ensuit nécessairement que, si l’on écrit ces quatre
APPLICATION DE LA THÉORIE OES FRACTIONS CONTINUES. a2>J
nombres par ordre de grandeur, on ne pourra former que les deux combinaisons suivantes:
P' Q" m' ’ ° U b ' en m' ’ F’^’Q 7 *
Dans le premier cas, il est évident que la différence entre x
et —, est plus grande que la différence entre x et
Dans le second , elle est plus grande que la différence entre
x et p 7 -, et à plus forte raison, plus grande que celle qui existe eiitie x et C. Q. F. D.
C’est, au reste, ce qu’on peut encore reconnaître en calculant, d’après le procédé du n® 170, la différence x — et comparant son expression à celle de la différence x — —, établie même numéro.
174. Pour terminer la théorie élémentaire des fractions continues, nous indiquerons l’usage qu’on peut en faire dans l’évaluation approximative d’une fraction irréductible dont les termes sont très-grands.
On réduit if abord le nombre proposé en fraction continue , d' après le procédé du n° 104 ; puis on forme les réduites consécutives, en suivant la loi du n°166. On obtient ainsi une série de fractions alternativement plus grandes et plus petites que le nombre proposé (n° 170) ; et parmi ces fractions , on choisit celle qui donne le degré d'approximation que l'on désire avoir
pour la fraction. Ce degré est (n® 172) marqué par | ' P) ~Q
ou jryrp, si est la réduite considérée. Lu réduite doit être
(n® 171) d’un rang d’autant plus éloigné qu’on veut avoir un plus gt and degtr d’approximation.
APPLICATION
Soit propose, pour exemple, d’évaluer approximativement le rapport de la circonférence au diamètre.
On sait que ce rapport, exprimé en décimales, a pour valeur, à moins d’un cent-millième près, 3, i/ii5q, ou - '
1 ' v IOOOOO
On trouve d’abord pour la valeur de ce nombre réduit en fraction continue,
oui - 3
ce qui donne , pour les réduites consécutives , d’après la loi du n° 166 ,
En prenant d’abord — pour la valeur du nombre proposé, on commettrait une erreur moindre que — — - — -, ou : mais
cette réduite donne encore un de^ré d’approximation plus considérable : car, puisque le nombre proposé est compris entre 22 333 22
— et — g, il s’ensuit que — diffère de ce nombre d’une quan-
Uté moindre que — — y., ou— 7 -: ainsi, [erreur commise
est beaucoup moindre que . Aussi ce nombre — , ou 3 - ,
est-il fréquemment employé pour exprimer le rapport de
la circonférence au diamètre. C’est le rapport donné par
Archimède.
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La quatrième réduite, — qui n’est pas beaucoup plus cota-
pliquée que — donne une valéur bien plus approchée : car le nombre proposé étant compris entre et , l a difle-
rence entre ce nombre et — - est moindre que — r- ,
1 1 3 n ii3X293i
fraction évidemment plus petite que 0 , 00001 . Il est à reniai —
quer que les deux fractions — = et - — i — -, dont la première
est exprimée en termes bien plus simples, donnent, en décimales, la même approximation pour le rapport de la circonférence au diamètre. C’est le rapport donné par Adrien Métitis. Les réduites suivantes sont trop compliquées pour être substituées avec avantage au nombre proposé.
Nous ne pousserons pas plus loin l'examen des propriétés des nombres; mais nous recommanderons aux jeunes gens qui, déjà familiarisés avec l’analyse algébrique, voudraient étendre leurs connaissances sur cette partie, la lecture de deux ouvrages intitulés : Théorie des Nombres, par Legendre, et Disfjuisitiones Arilhmeticæ , de Gauss , ouvrage traduit avec beaucoup de succès par M. Poulet-Delisle *
CHAPITRE VI
Formation des Puissances , et extraction des Racines carrées et cubiques des nombres.
§ 1". Formation du carré et extraction de la racine carrée.
178. Notions préliminaires. — Ou appelle carré (n° 108) ou seconde puissance d’un nombre, le produit de ce nombre multiplié par lui-même , ou le produit de deux facteurs égaux à ce nombre, et racine carrée ou 2 me d’un nombre , un secoud nombre qui, multiplié par lui-même, ou élevé au carré, donne pour résultat le nombre proposé.
Ainsi, i a pour carré 49; et réciproquement, 49 a pour racine carrée 7. De même, ta a pour carré îa X ia ou 1 44 ; et réciproquement , la racine carrée de 1 44 est l2 -
La formation du carré d’un nombre entier ou fractionnaire n’exige aucun procédé particulier : il suffit de multiplier ce nombre par lui- même , d’après les règles connues.
Mais il n’eu est pas de même de l’extraction de la racine carrée, qui a pour objet : Un nombre étant donné , trouver le nombre qui , multiplié par lui-même, peut produire le nombre proposé. Cette question ne peut être résolue que par une opération essentiellement différente de celles qui ont été exposées jusqu’ici ; elle est d’ailleurs d’une très grande importance dans la Géométrie et dans l’Algèbre.
Cela posé, les dix premiers nombres entiers étant
dont les carrés sont
'd'un nombre entier. ?3i
il eu résulte que réciproquement, les nombres de la seconde ligne ont pour racines carrées les nombres de la première.
A l’inspection de ces deux lignes, on reconnaît que, parmi les nombres entiers d’un ou de deux chiffres, il n’y en a que neuf qui soient des carrés d'autres nombres entiers ; les autres ont pour racine carrée un nombre entier plus une fraction.
Ainsi, 53, qui est compris entre 49 et 64 , a pour racine carrée 7 plus une fraction. De même , 91 a pour racine carrée 9 plus une fraction.
176. Mais, ce qui est très-remarquable , c’est qu’un nombre entier qui n'est pas le carré d’un autre nombre entier , ne peut pas avoir non plus pour racine , un nombre fractionnaire exact.
Cette proposition qui , au premier abord , peut paraître un paradoxe, est une conséquence du principe établi (n° 130) sur la divisibilité des nombres. En effet, pour qu’un nombre fractionnaire exact, puisse être regardé comme la racine carrée
d’uu nombre entier, il faut que son carré, ^ X j , ou ^ , soit égal à un nombre entier. Or, cela est impossible : car, supposons, ce qui est toujours permis, que ^ soit réduit à sa plus
simple expression; a* et b % n’ont pas (u° 130) d’autres facteurs premiers que ceux qui entrent dans a et 5; et puisque ces deux derniers nombres sont premiers entre eux, il en est
de même de a* et b'. Ainsi, j- % est un nombre fractionnaire
irréductible, et ne peut, par conséquent, être égal à un nombre entier.
La racine carrée d’un nombre entier qui n’est pas le carré d’un autre nombre entier, ne pouvant être exprimée par aucun nombre exact, s’appelle nombre incommensurable ou irrationnel ; c’est-à-dire qui ne peut pas se mesurer exactement au moyen de l’unité. Ainsi, \/2, \/5, ÿi 1 , sont des nombres incommensurables ou irrationnels.
On dit alors que le nombre proposé n’est pas un carré parfait.
177 . La différence de deux carrés parfaits consécutifs est d’autant plus considérable que les racines de ces carrés sont plus grandes ; et l’expression de cette différence est utile à connaître.
Soient, à cet effet, deux nombres entiers consécutifs, a et
On a (n° 1 12 ) (a -|- by = (« -f- b) (a -J- b) = a s -f- 4 6* ;
d’où, en faisant b = i , (a -f-i )* =rt a -(- 2a 4 i.
La différence entre (a-f-i)* et a* est donc ia -f- i ; d’où l’on voit que la différence entre les carrés de deux nombres entiers consécutifs est égale au double du plus petit de ces deux nombres , augmenté d'une unité. Ainsi , la différence entre les carrés de 348 et de 347, est égale à a fois 347 plù* 1 > ou à 6 g 5 ; ou bien , en d’autres termes, les carrés de 347 eide 348 comprennent 6g4 nombres entiers , qui ne sont pas des carrés parfaits.
Ces notions établies, proposons-nous de rechercher un procédé pour extraire la racine carrée d’un nombre, en commençant par les nombres entiers.
Extraction de la racine cariée d’un nombre entier
Si le nombre n’a qu’un ou deux chiffres, sa racine s’obtient immédiatement d’après l’inspection des neuf premiers nombres (n° 178 ) ; considérons donc un nombre de plus de deux chiffres , 6084 par exemple.
Ce nombre étant composé de plus de deux chiffres , sa racine en a plus d’un; d’ailleurs, il est plus petit que ioooo, qui est le carré de 100 ; ainsi, la racine n’a ni plus, ni moins, que deux chiffres , c’est-à-dire qu’elle renferme des
dixaines et des unités. Or, si l’on dé-
signe les dixaines' par a , et les unités par b , on a (n° 177 )
6084 = (a b)' — a ’ -f- 2 al) -f- ;
d’un nombre entier.
ce qui prouve que le carre d’un nombre compose de dixaines et d’unitcs renferme le carré des dixaines, plus le double produit des dixaines par les unités, plus le carré des unités.
Cela posé, si l'on pouvait découvrir dans 6084 le carré des dixaines de la racine, on obtiendrait facilement les dixaines; mai.> le carré d’un nombre exact de dixaines ne pouvant donner qu'un nombre exact de centaines, il s’ensuit que ce carré doit se trouver dans la partie 60 à gauche des deux derniers chiffres, que l’on sépare , pour cette raisou , par un point ; mais celte partie peut d’ailleurs, outre le carré des dixaines, renfermer des centaines et mille , provenant des autres termes du carré. Or, le nombre Co est compris entre les deux carrés 49 et 64 , dont les racines respectives sont 7 et 8 ; et , je dis que 7 est le chiffre des dixaines cherché ; car 6000 est évidemment compris entre 49°° et 6400 , qui sont les carrés de 70 et 80 ; il en est de inèmedct>o 84 - Donc la racine demandée se compose de 7 dixaines, et d’un certain nombre d’unités moindre que dix.
Le chiffre des dixaines, 7, étant trouvé ,- on l’écrit à droite du nombre donné, en le séparant par un trait vertical ; puis on retranche son carré 49, de 60, ce qui donne 11 pour reste, à côté duquel on abaisse les deux autres chiffres , 84 - Le résultat 1 184 de cette première opération contient encore le double • produit des dixaines par les unités et le carré des unités. Or, des dixaines multipliées par des unités ne pouvant donner au produit des unités moindres que des dixaines, le dernier chiffre 4 ne fait pas partie du double produit des dixaines par les unités ; ainsi ce double produit se trouve renfermé dans la partie à gauche 1 18 qu’on sépare du chiffre 4 par un point.
Donc, si l’on double les dixaines, ce qui donne « 4 > et qu’on divise 1 18 par 14, le quotient 8 est le chiffre des unités, ou un chiffre plus fort que celui des unités. Ce quotient ne peut pas être trop faible, puisque 1 18 contenant le produit du double des dixaines, 14 , par les unités, il faut qu’on puisse en retrancher le produit de 14 par le chiffre qu’on essaie ; mais il peut être trop fort, parce que 1 18 , outre ce double produit,
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contient encore des dixaines provenant du carre' des unités. Pour vérifier si le quotient 8 exprime les unités , il suffit de l’écrire à la droite de 14 , ce qui donne 148 , puis au-dessous de lui-même , et de multiplier 148 par 8. On forme évidemment parla, i° le carré des unités, 2° le double produit des dixaines par les unités. Or, cette multiplication effectuée donne pour produit 1184, nombre égal au résultat de la première opération ; et en le retranchant de ce résultat , on a o pour reste ; donc 78 est la racine demandée.
En effet , il résulte des opérations précédentes , que l’on a retranché successivement de 6084 , le carré de 7 dixaines ou de 70, plus le double produit de 70 par 8 , plus enfin le carré de 8 , c’est-à-dire les trois parties qui entrent dans la composition du carré de 70 + 8 ou 78; et comine le résultat de la soustraction est o , il s’ensuit que 6084 est égal au carré de 78.
Soit , pour second exemple , le nombre 841.
Ce nombre étant compris entre ioo et 8.4 •
1 000 , sa racine se compose encore de deux chiffres , ou de dixaines et d’unités.
On prouvera, comme dans l’exemple précédent, que la racine du plus grand carré contenu dans 8, ou dans la partie à gauche 0
des deux derniers chiffres, est le chiffre des dixaines de la racine. Or, le plus grand carré contenu dans 8 est 4 > dont la racine est 2 : c’est le chiffre des dixaines. Si l’on retranche le carré de 2, ou 4, du nombre 8, il reste 4; abaissant à côté de ce reste la tranche suivante 4* » on obtient 44 1 * résultat qui renferme encore le double produit des dixaines par les unités, plus le carré des unités.
On prouvera encore, comme dans l’exemple précédent, que, si l’on sépare le dernier chiffre 1 par un point , et qu’on divise la partie à gauche 44 P ar 4 » double ‘ des dixaines , le quotient sera le chiffre des unités , à moins qu’il ne soit plus fort que ce chiffre. Ici , le quotient est 1 1, et il est évident qu’on ne peut pas avoir plus de 9 pour les unités (car autrement , ce serait supposer que le chiffre trouvé pour les dixaines ne serait pas
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le véritable). 11 faut donc essayer 9 : pour cela , on place 9 à la droite de 4 , double des dixaines, puis au-dessous de luimême , et l’on multiplie 49 P*r 9 - Or, cette multiplication donne le produit 44 1 1 qui ® st égal au résultat de la première opération; ainsi, 29 est la racine demandée. ' -
En réfléchissant sur le procédé qu’on vient de suivre ponr extraire la racine carrée d’un nombre de trois ou de quatre chiffres , on voit qu’il se compose de deux opérations principales.
La première consiste , après avoir séparé les deux derniers chiffres à droite , à extraire la racine du plus grand carré contenu dans la partie à gauche, et à retrancher ce carré. Cette racine exprime nécessairement les dixaines de la racine totale ; car le carré de cette racine suivie d’un zéro , et le carré de cette même racine augmentée d’une unité et suivie également d’un zéro , comprennent évidemment le nombre proposé. La seconde opération consiste, après avoir abaissé les deux chiffres à droite du reste, et après avoir séparé le dernier de ces deux chiffres par un point, consiste, dis-je, à diviser la partie à gauche par le double du chiffre déjà trouvé à la racine. Le » quotient exprime les unités, à moins qu’il ne soit trop fort; et pour s’assurer s’il n’est pas trop fort, on forme le carré de ce quotient, et le produit du double des dixaines par ce quotient.
Si la somme qu’on obtient est égale ou inférieure au résultat • de la première opération , on est sur que le quotient représente les unités, et on l’écrit alors à la droite des dixaines ; dans le cas contraire , on diminue le quotient d’une ou de plusieurs unités.
Remarque. — Dans la recherche de la racine carrée d’un nombre, on ne peut obtenir d’abord le carré des unités : car ce carré donne en général (n° 178 ) des dixaines qui se combinent avec celles que fournit le double produit des dixaines par les unités; eu sorte qu’il est impossible de déterminer d’une manière précise dans quelle partie du nombre proposé se trouve le carré des unités.
Nous prendrons pour troisième exemple , un nombre qui n’est (ras un carré parfait : soit le nombre 1287.
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lin appliquant à ce nombre le procédé 1 ci-dessus, on trouve 35 pour racine, et 62 pour reste; ce qui indique que le nombre 1287 n’est pas un carré parfait, niais qu’il est compris entre le carré de 35 et celui de 36. En effet, le carré de 35 est 1225, et celui de 36 est 1296 , nombre qui surpasse 1225 de 71 ou de 35 X 2 + 1 (n° 177).
Ainsi, lorsqu'un nombre entier n’est pas un carré parfait , le procédé prescrit fait connaître la racine du plus grand carré contenu dans ce nombre , ou bien encore, la partie entière de la racine carrée de ce nombre.
Nous verrons bientôt comment on obtient approximativement la fraction qui doit compléter la racine.
179. Passons à l’extraction de la racine carrée d’un nombre de plus de quatre chiffres.
Soit 5682i444 I e nombre proposé.
Le nombre proposé surpassant 10000 , sa racine doit être plus grande que 100 , c’est-à-dire avoir plus de deux chiffres. Mais quoi qu’il en soit, on peut toujours la regarder comme une collection d’unités simples et de dixaines (car soit 5367 un nombre quelconque, il est décomposablc en 536o -f- 7 , ou 536 dixaines plus 7 unités).
Dès-lors, le carré de celle racine, ou le nombre proposé, se
d'un nombre entier.
compose de trois parties, savoir : le carré des dixaines, plus le double produit des dixaines par les unités, plus le carré des unités. Or le carré des dixainesdonneau moins des centaines ; donc la dernière tranebe , 44 » ne peut en faire partie ; et c’est dans la partie à gauche que se trouve ce carré.
Je dis maintenant que, si l’on cherche la racine du plus grand carré contenu dans 568 a 1 4 considéré comine exprimant des unités simples , on aura le nombre total des dixaines de la racine demandée.
En effet, soit a la racine du plus grand carré contenu dans 5682 i 4 ; il s'ensuit d’abord que la racine demandée a au moins un nombre a de dixaines, puisque a' x 100 peut alors être retranché de 56821 4 00, et à fortiori , de 66821 444- D'ailleurs, la racine ne saurait avoir (a -f- 1) dixaines ; car (a-f- 1)* étant plus grand que 668214» (fl-f-i)’ X 100 surpasse 56821400 d’une centaine au moins . et par conséquent est plus grand que 568 a 1 444-
Donc enfin , la racine demandée se compose de a dixaines plus un certain nombre d’unités moindre que dix jet la ques-' tion est ainsi ramenée à extraire la racine carrée du nombre 568214» considéré, pour le moment, comme exprimant des unités simples.
En raisonnant sur ce nombre comme sur le nombre proposé, on est conduit , pour avoir les dixaines de sa racine, à extraire la racine du plus grand carré contenu dans la partie gauche de 1 4 > c’est-à-dire dans 5682 ; et pour obtenir les dixaines de cette nouvelle racine, il faut encore faire abstraction des deux derniers chiffres 82 , et extraire la racine du plus grand carré contenu daus 56 .
Ex trayons donc la racine de 56 : il vient^ pour 49; on écrit 7 k la droite du nombre proposé , et l’on retranche 49 de 56 , ce qui donne pour reste 7, à côté duquel on abaisse la tranebe suivante 82 (parce qu’il faut maintenant déterminer le second chiffre de la racine du plus grand carré contenu dans 5682 ). Séparant le dernier chiffre à droite de 782, puis divisant 78 par z 4 > double de la racine déjà trouvée, on a pour quotient 5
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que l'on écrit à la droite de i4 , ce qui donne 1 4® » puis écrivant 5 au-dessous de i/fS, on multiplie 1 45 par 5, et l’on soustrait le produit 725, de 782; ’jS représente alors la collection desdixaincs de la racine du nombre 5682 1 4.
Pour en obtenir les unités, on abaisse à côté du reste 67, la tranche >4» ce qui donne 5714 dont on sépare le dernier chiffre. Divisanl57i par i5o, double de la racine déjà trouvée, on a pour quotient 3 que l’on écrit à droite de i5o , ce qui donne i5o3; puis écrivant 3 au-dessous de i5o3, on multiplie i5o3 par 3 et l’on retranche le produit 45og, de 5714; 753 exprime alors le nombrç total des dixaincs de la racine demandée.
Enfin , pour avoir le chiffre des unités, on abaisse à côté du reste 1206, la dernière tranche 44; puis faisant abstraction du dernier chiffre, on divise la partie à gauche 12054 par i5o6, double de la racine déjà trouvée; il vient pour quotient 8 que l’on écrit à la droite de i5o6, ce qui donne i5o68. Multipliant i5o68 par 8, et soustrayant le produit i?.o 544 j on obtient zéro pour reste. Donc 7538 est la racine demandée. Pour vérifier l’opération , il suffit de multiplier 7538 par luimême , d’après les règles de la multiplication ariibmétique.
Si l’on a bien saisi les différentes parties de l’opération précédente, on en conclura facilement le procédé suivant :
Séparez le nombre en tranches de deux chiffres chacune , à commencer par la droite ( le nombre des tranches est égal au nombre des chiffres de la racine ), Prenez la racine du plus grand carré contenu dans la première tranche à gauche, qui peut n’avoir qu’un seul chiffre , et retranchez le carré du chiffre trouvé , de la première tranche à gauche.
Abaissez à côté du reste la seconde, tranche à gauche, dont vous séparez le dernier chiffre par un point ; puis divisez la partie à gauche de ce chiffre par le double de la racine déjÀ trouvée. Ecrivez le quotient à côté du double de la racine ; multipliez le nombre ainsi formé , par ce quotient, et retranchez le produit, du premier reste suivi de la seconde tranche.
Abaissez à côté du nouveau reste la troisième tranche; séparez le dernier chiffre , et divisez la partie à gauche par le
DÉTERMINATION DO NOMBRE DE CHIFFRES DE LA RACINE. ?.3ç ) double de la raci/ie déjà trouvée; écrivez le q uolient à la droite de ce diviseur, puis multipliez le nombre ainsi formé, par le quotient , et retranchez le produit , du second reste suivi de la troisième tranche. Continuez ainsi cette série d'opérations jusqu'à ce que vous ajez abaissé toutes les tranches.
Si , à la fin de toutes ces operations , vous n’obtenez aucun reste , le nombre propose est un carré parfait. Si vous obtenez un reste , le nombre n’est pas uu carré parfait ; niais vous connaissez alors la racine du plus grand carré contenu dans le nombre , ou, ce qui revient au même, la partie entière de la racine carrée de ce nombre. Ce reste doit être (n° 177 ) moindre que le double de la racine trouvée, plus i : autrement, les chiffres de la racine auraient été mal déterminés.
180 . flous proposerons pour nouvelles applications, d’extraire les racines carrées des nombres 1 7698849 et 698485 ; on trouvera
y ' 1 7698849= 4 2 °7> V / f>g8485=835 l avec un reste 1260.
Première remarque. — Dans le premier de ces deux exemples , quand on a abaissé l’avant-dernière tranche et séparé le dernier chiffre, comme la partie gauche se trouve moindre que le double de la racine déjà trouvée , cela indique que la racine n’a pas d’unités de l’ordre des dixaines ; alors il faut mettre un o à la racine afin de donner aux chiffres déjà obtenus leur valeur relative. .
Deuxième remarque. — Il résulte de la nature même du procédé précédent , que le nombre des chiffres de la racine est égal au nombre des tranches de deux chiffres qu'on peut former dans le nombre proposé. Mais cette proposition se démontre à priori , c’est-à-dire sans le secours du procédé.
En effet, le carré de .o" - ', ou du plus petit nombre de n chiffres, est égal à l'unité suivie de a (n — 1) ou de 2/1 — 2 zéros, et exprime le plus petit nombre de 2 n — 1 chiffres.
D’un autre côté, le carré de 1 o", ou du plus petit nombre de (n + 1) chiffres, est égal à l'unité suivie de 2 n zéros, etexprime le plus petit nombre de (an -J- 1) chiffres.
» 4 ° CARACTÈRES u’UN NOMBRE NON CARRÉ PARFAIT.
Donc tout nombre composé de ( 2 n — i) chiffres, ou de in au pins , c’est-à-dire un nombre décomposable en n tranches de 2 chiffres (dont l’une peut n’avoir qu’un seul chiffre), a sa racine comprise entre io” — ‘ et io", et par conséquent composée de n chiffres.
i8i. y ’roisième remarque. — On reconnaît souvent à la simple inspection d’un nombre entier, qu’+l n’est pas un carré parfait ; et cela peut être utile dans la pratique. Voici les indices principaux :
t°. Tout nombre pair pouvant être exprimé par 2 n, son carre est essentiellement divisible par 4 -
Ainsi, Tout nombre pair qui n’est pas divisible parl^ (n° 156), ri est pas un carré parfait. De même, le carré d’un nombre impair ( 2 n-|-i) étant (4«* 4- 4 n "l - *)> nombre qui, diminué d’une unité, devient nécessairement divisible par 4 » il s’ensuit que tout nombre impair qui, diminué de 1 , ne donne pas un résultat divisible par 4 , ne peut être un carré parfait.
2 0 . En général, Tout nombre qui, ayant un facteur premier a , n’est pas divisible par <*', ne peut être un carré parfait. Car, la racine carrée de ce nombre, si elle était entière, ne pourrait être (n° 130) que de la forme an dont le carré «“n* est divisible par «*. Ainsi un nombre divisible par 3 ou 5 doit être en même temps divisible par 9 ou 25 pour pouvoir être un carré parfait. De même, un nombre divisible par i5, qui ne le serait pas par (i5) ou 225, 11 e saurait . être un 'carré parfait. .<•.
3 ".Aucun nombre terminé par un des quatre chiffres 2, 3 , 7,8, ne peut être un carré parfait. Car, d’après la composition du carré d’un nombre qui renferme plus d’un chiffre ( 11 “ 178),- les unités simples de ce carré ne peuvent provenir que du carré des unités de la racine. Or, en formant les carrés des neuf premiers nombres, on voit qu’aucun d’eux n’est terminé par les chiffres 2, 3,7, 8.
4° . Aucun nombre terminé par le chiffre 5, ne peulétreuncarrc parfait si le chiffre de ses dixaines n est pas 2 . Ce caractère se déduit encore de la composition^du carré d’un nombre de deux
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ou plusieurs chiffres. Les deux derniers chiffres du nombre propose ne peuvent, dans ce cas, provenir que du carré des unités de la racine, puisque le chiffre des unités étant 5, le double produit des dixaines par ce chiffre est nécessairement un certain nombre de centaines. Or le carré de 5 est 25 ; donc le nombre doit être terminé par 25.
5°. Enfin , Aucun nombre terminé par des zéros en nombre impair , ne peut être un carré parfait. Cela est évident, puisque, si la racine était exacte , elle ne pourrait être qu’un nombre entier terminé par un ou plusieurs zéros; et son carré devrait être terminé par deux fois autant de zéros qu’il y en aurait à la racine , et , par conséquent , par un nombre pair de zéros , ce qui serait contraire à la supposition.
/extraction de. la racine carrée par approximation.
182. Lorsqu’un nombre entier n’est pas le carré d’un autre nombre entier, on ne peut (n° 176) obtenir la valeur exacte de sa racine carrée ; mais il est du moins possible d’approcher autant que l’on veut de la véritable valeur de cette racine.
Avant d’exposer les régies relatives à l’évaluation approchée des racines carrées, il est nécessaire d’établir que, le carré
d’une fraction ou d’un nombre fractionnaire, y, étant y Xr
ou , réciproquement, la racine carree de ^ est
Donc, pour extraire la racine carrée d’une fraction dont les deux termes sont des carrés parfaits , il suffit d’extraire la racine carrée du numérateur et celle du dénominateur, puis de diviser la première par la seconde.
Cela posé, soit, en général, proposé d'extraire la racine
carrée, à une fraction près, ~ (voyez la note du n° 93),
d’un nombre a , entier ou fractionnaire , supposons, eu d’autres termes , que l’on demande un nombre qui diffère de la racine
carrée de a , d’une quantité moindre que la fraction -,
Arith. B. l()
24 ® extraction de la racine carrée
Pour y parvenir, observons que a peut être mis sous la forme
Or, si l’on désigne par r la partie entière de la racine carrée de
an', ce nombre an' est alors compris entre r' et (r-f- i) 1 ; donc
. an' . r ' ( r -f- i) 1 ,
aussi — - est compris entre — et - — - — — ; par conséquent
la racine de a est elle-même comprise entre celles de — et
de — , c est-a-dire entre - et .
r» s ri rt
Donc enfin - représente la racine carrée de a, à une
fraction près ,
D’où l’on peut conclure le procédé suivant : Multipliez le nombre donné a , par le carré du dénominateur n , de la fraction qui détermine le degré d’ approximation que vous voulez avoir ; extrayez la partie entière de la racine carrée du produit , et divisez celte partie entière par le dénominateur n.
Soit, pour premier exemple , à extraire la racine carrée de
® ^ près.
Multipliez par (12)” ou 1 44 > *1 vient 8496 dont la racine carrée a pour partie entière 92.
Donc — ou — est la racine carrée de 5 q. à — près.
Répétons sur cet exemple la démonstration qui a été développée ci-dessus.
Le nombre 5 g peut être mis sous la forme. . — ,
ou, effectuant les calculs du numérateur, ... .
Mais la racine de 8496 , à une unité près , étant 92 , il s’en-
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« 4 c»b (qa.)‘ (q 3 )’
suit (j uc 7—“, ou 5 q, est compris entre et Donc
(»2) (ta) 1 (12)*
la racine carrée de 5 q est elle- meme comprise entre 22 et — •
c’est- .i-dire que cette racine diffère en moins de 2 2 e t en p j us
de 2_ d’une fraction moindre que — .
Ku effet, les cariés de 22 e t d c 9 ^ 30m ^ 4^4 §649
bres qui comprennent entre eux ou 5 q.
Soit , pour second exemple, le nombre fractionnaire 3 t -
ou , dont on demande la racine carrée à — près
be produit de 222 par (a 3 )* est 222 _ — ^ 22 L ? ou effectuant 7 7
les calculs indiqués au numérateur, 22 ® 9 £ 2 , ou effectuant la
division, 16701 -, nombre dont la racine carrée, A une unbé
près, est 129.
Ainsi —2 ou 5 22 e »t | a racine carrée de 3 i -, à — 2 2 i 2a 7 -a 3
A r . H. — Dans l’exemple précédent, on a extrait la racine
carrée de 16701 - en faisant abstraction de la fraction -, 7 . . 7
parce qu’il est évident que , si 16701 est compris entre les car-
l es de 1 20 et de i 3 o, il doit en être de même de 16701 -
Cette observation est applicable A tous les cas où l’on a besoin de connaître seulement la partie entière de la racine carrée d’un nombre fractionnaire : il suflit de considérer la partie entière contenue dans ce nombre, et d’en extraire la racine à une unité près.
Noua proposerons pour exercice, les exemples suivant»:
V 11 = 75 = 3 75’ a 75 P rès;
v / 223 = ^ = ' 4 fî’ à îo P rès;
v 79 — = — - = 8 — = 8 — , a — près ;
V l 1 20 20 IO 20 r
L’artifice qui sert de base au procédé pour approcher de la racine carrée d’un nombre , consiste à comprendre le nombre proposé entre les carrés de deux nombres fractionnaires dont le dénominateur commun soit celui de la fraction qui détermine l'approximation , et dont les numérateurs ne different entre eux que de V unité.
483. L’ approximation en décimales , qui est la plus usitée, est une conséquence de la règle précédente.
Pour obtenir la racine carrée d’un nombre entier à — ,
-î— , — - — .... près, il faut, en vertu de cette règle, multiplier ioo 1000
le nombre proposé par ( 10 )*, ( 100 )% ( 1000 )% . . . , c’est-à-dire,
placer à la droite du nombre, deux , quatre, six, , zéros ,
puis extraire la racine carrée du produit , à une unité près , et diviser celle racine par 10 , 100 , 1000 . . . .
En d’autres termes, écrivez à la droite du nombre proposé deux fois autant de zéros que vous voulez avoir de chiffres décimaux; extrayez la partie entière de la racine carrée de ce nouveau nombre , et séparez vers la droite du résultat le nombre de chiffres décimaux demandé.
Soit , par exemple, à extraire la racine carrée de 7, à
près.
En écrivant six xéros à la droite de 7 , on obtient 7000000 ,
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nombre «ioni la racine carrée a pour partie entière, 2645. Ainsi 2,645 est la racine demandée ; ce qui veut dire que la racine carrée de 7 est comprise entre 2,645 et 2,646.
A r . B. — Connue, après avoir écrit le nombre de zéros convenable, on est conduit à séparer le nombre en tranches de deux chiffres, à partir de la droite, on peut se dispenser d’écrire d’avance les tranches de deux zéros, et ne placer chaque tranche qu'au fur et à mesure qu’on veut obtenir un nouveau chiffre décimal à la racine.
Voici le tableau du calcul , pour l’exemple précédent :
Donc 2,645 est la racine demandée.
On trouverait pareillement
1/ 20 = 5 , 38 , à — — près ;
\/ iin = t5,o665, à près.
Remarque. — La fraction décimale provenant de la racine carrée d’un nombre entier qui n’est pas un carré parfait , quoique composée d’un nombre illimité de chiffres, ne saurait jamais être périodique; car si cela pouvait être, comme on a vu (n“ 189 et 160 ) que toute fraction périodique équivaut à une fraction ordinaire limitée, il en résulterait qu'un nombre commensurable serait égal à un nombre irrationnel (n° 176 ), ce qui est absurde.
164 . Lorsque le nombre dont on demande d’évaluer la racine carrée en décimales, est fractionnaire , il peut se présenter deux cas: ou le nombre proposé est déjà un t fraction décimale , ou
EXTRACTION DE LA RACINE CAMIÉE bien c’est une fraction ordinaire. Examinons successivement ces deux cas.
Premier cas. — Soit proposé d’extraire la racine carrée de 3 , 425 .
Comme, d'après la règle du n° 182 , il faut multiplier ce nombre par (1000)' ou 1000000, cela revient évidemment à écrire d’abord trois zéros à la droite du nombre, puis à supprimer la virgule. Ou obtient ainsi 3425ooo , nombre dont la racine , à une unité près, est 1849-
Doue i, 84 gest la racine demandée, h — - — près.
Règle générale. — Pour extraire la racine carrée d’une Jraction décimale, rendez d’abord le nombre des chiffres décimaux double du nombre des chiffres décimaux que vous voulez avoir à la racine , ce qui se fait en écrivant un nombre convenable de zéros à la droite du nombre proposé; faites abstraction de. la virgule dans le nouveau nombre, et extrayez-en la racine, à une unité prés; puis enfin, séparez vers la droite de cette racine le nombre de chiffres décimaux demandé.
Cette règle est d’ailleurs une conséquence du procédé (n® 89 ) de la multiplication des fractions décimales, en vertu duquel le carré d’une fraction décimale, ou le produit de cette fraction par elle-même , doit contenir le double du nombre des cliiffi 'es décimaux qui entrent dans la racine.
N. B. — Dans l’exemple précédent, si l’on demandait la racine de 3 , 4*5 à -î- près seulement, il suffirait, pour multiplier par (10)’ ou 100, d’avancer la virgule de deux rangs vers la droite, ce qui donnerait 342 ,5 ; puis(A r . B., n® 182 ), faisant abstraction de la partie à droite de la virgule, on extrairait la racine carrée de 342 à une unité près. On trouverait t 8 pour cette racine ; et par conséquent 1 ,8 serait la racine demandée.
Second cas. — Pour évaluer en décimales la racine carrée d’un nombre fractionnaire quelconque, réduisez d’abord le nombre en décimales, dé a/très le procédé du n" 91 . et, poussez l'opéra-
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lion jusqu’à ce que vous ay ez deux fois autant de chiffres de cimaux que vous voulez en avoir à la racine ; puis opères comme dans le cas précédent.
Soit , par exemple , à extraire la racine carrée de à
prés.
3 io
On trouve d’abord, d’après le procédé cite, — - = 23,8461 ; d’où, appliquant la règle du premier cas,
3,0 / Uü ' 1
— -- = 4,88, a près.
1 3 ioo
Voici de nouvelles applications des deux règles précédentes 1
y 3 i ,027 = 5 , 570, à 0,001 près ; \/ 0,01001 = o , 1 0004, a 0,00001 près;
j-g =1,0901, a 0,0001 près
= 0,886, à 0,001 près.
Observations importantes sur t extraction de la racine carrée des fractions.
18 U. Jusqu’à présent nous avons supposé que, dans l’évaluation approchée des racines , le degré d’approximation était indiqué d’avance ; et les transformations que nous avons fait subir aux nombres proposés , étaient des conséquences de cette supposition. Mais il y a des questions numériques pour lesquelles le degré d’approximation n’est pas d’abord fixé ; et dans ce cas , il est du moins nécessaire de soumettre les nombres à des préparations qui permettent, de se former une idée nette du degré d’approximation obtenu pour le résultat.
Pour nous faire mieux comprendre, proposons-nous d’er-
traire la racine carrée d’une fraction ^ ayant pour dénominateur, ou un nombre premier, ou un nombre dont les facteurs premiers n’y soient élevés qu’à la première puissance : telssont les nombres i3, 4 ou 2 X9, i5 ou'3 X 5
En multipliant les deux termes de cette fraction par le dénominateur b, on obtient et si l’on désigne par /• la partie
, , . . , , ab a
enliere de la racine du numérateur ab , il s ensuit que r-ou r
est compris entre ^ et — j - À — . Donc la racine carree de ^
est elle-meme comprise entre ^ et — ^ — ; ainsi ^ représente
la racine de à une fraction près marquée par
Le résultat n’est approché ici qu’à Mais si l’on voulait un plus grand degré d’approximation , on pourrait chercher la racine carrée de ab à une fraction près, - par exemple. {Voy.
n° 182.) Désignant alors par —la valeur de cette racine, on au-
/—r ■ r r'+i . /ab
rait y ab compris entre — et — - — , et par conséquent \J
ou ^ compris entre — ^ et — .
Ainsi — j- serait la valeur de nb
à une fraction
près
q uée P ar — b -
Soit, parexemple, — la fraction proposée. Cette fraction
revient à — ou Or la racine carree de qi est q, a
(i3)‘ fi 3)’ v
une unité près ; donc : est la racine demandée, à — près.
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Veut-on un plus grand degré d’approximation? Extrayant
la racine carrée de 91 à 0,01 prés (11 0 185), on trouve 9,53.
Donc 1 / -i- = = -îÇ— , a —— pies.
V t3 i3 i3oo i3oo
iV. B. — Dans cet exemple, on a trouve pour une valeur
approchée de la racine carrée de c’est-à-dire une Jraction
plus grande que la fraction proposée elle-même. Or cela doit être, puisque le carré d’une fraction est le produit de cette fraction par elle-même, et que, dans la multiplication des fractions proprement dites (n°60). le produit est toujours plus petit que l’un des facteurs.
L'artifice de la transformation précédente, qui consiste à multiplier les deux termes de la fraction par le dénominateur, a pour objet de rendre le dénominateur un carré parfait , afin que la valeur approchée de la racine à extraire soit représentée par une fraction ordinaire exacte, et qu’on puisse juger ainsi du degré d’approximation obtenu. Or nous avons déjà dit (n°8) qu’on ne peut se former une -idée nette d’une fraction ou d’un nombre fractionnaire , qu’en concevant l’unité divisée en un nombre exact de parties égales dont on prend un certain nombre.
186. Il y a des cas où l’on peut rendre le dénominateur d’une fraction un carré parfait sans être obligé de multiplier les deux termes par ce dénominateur : ce sont ceux où le dénominateur renferme déjà un facteur carré parfait. Dans ce cas, il suffit de multiplier les deux termes de la fraction par le facteur non carré parfait.
Soit, par exemple, la fraction
Remarquons que 48 est égal à 16 X 3 ou (4)* X 3 ; ainsi, en multipliant les deux termes par 3 , on a pour fraction équiva- 23 x 3 5 q
lente, — — ou , 7- ; et le dénominateur est ainsi rendu
(4rx(3r 0*)’
un carré parfait.
SCOLIE GÉNÉRAL
Ex trayant maintenant la racine de 69 ;i — près, par exemple,
ce qui donne 8,3, on trouve — — ou — «ourla racine deman- 1 12 120 r
dée, à - — - près.
C’est à cette modification qu’on doit rapporter la préparation qu’il faut avoir soin de faire subir à toute fraction décimale dont on veut extraire la racine carrée , préparation qui consiste à rendre le nombre des chiffres décimaux pair (s’il ne l’est pas déjà).
Soit, par exemple , la fraction décimale 5,249- Le dénomiuateur de celte fraction étant 1000 ou 100 X to, il suffit de multiplier par 10 les deux termes de la fraction , ce qui revient à placer un o à la droite du nombre proposé j et l’on obtient ainsi 5,2490. Extrayant alors la racine de 52490 à une unité près, on trouve 22g. Ainsi 2,29 est la racine demandée à
près.
187. Presque tous les auteurs, en rendant compte de l’extraction de la racine carrée par approximation, établissent en principe , que, pour extraire la racine carrée d’une fraction, il faut extraire la racine carrée du numérateur et celle du dénominateur. Ce principe est évident (n° 182) lorsque les deux termes sont des carrés parfaits; mais il cesse de l’être si les deux termes sont des nombres entiers quelconques. Voilà • pourquoi nous n’avons établi ce principe que pour le cas où les deux termes sont des carrés parfaits. Il résulte ensuite de ce qui a été dit n 0 ’ 185 et 188 , qu’il est encore vrai pour une fraction dont le dénominateur est un carré parfait ; et maintenant, on peut l'admettre pour toute espece de fraction , sans aucun inconvénient, dans les applications numériques, puisqu’en définitive, il faut toujours, pour évaluer la racine carrée de la fraction , en venir à rendre le dénominateur un carré parfait.
Scolie général. — Il résul te évidemment des principes
sur l’extraction de la racine carrée. a5i
qui ont été développes ci dessus, qu’uu nombre entier étant donné, on peut toujours obtenir l’expression exacte de sa racine carrée si ce nombre est un carré parfait, ou bien , une valeur aussi approchée que l’on veut de cette racine si le nombre n’est pas un carre parfait; et il en est de même des nombres fractionnaires.
Ces principes sont d’ailleurs tout-à-fait indépendants du système de numération dans lequel on opère; c’est-à-dire que les procédés qui ont été établis pour la recherche de la racine carrée des nombres , soit entiers, soit fractionnaires , dans le système décimal , seraient absolument semblables dans tout autre système de numération. Les commençants, pour se familiariser avec ces procédés, feront bien d’effectuer des extractions de racine dans divers systèmes, par exemple dans le système duodécimal. Ils reconnaîtront sans peine que, pour l’extraction de la racine carrée d’un nombre entier, soit exactement, soit en fractions duodécimales, il suffit d’opérer d’après les règles exposées aux n°’ 179 et 185; que, pour l’extraction de la racine- carrée des fractions, il faut faire subir aux fractions des préparations analogues à celles qui ont été indiquées aux n°* 184, 188, 186.
Telle est , enfin , la nature des nombres reconnus pour être des carrés parfaits dans le système décimal , que ces mêmes nombres exprimés dans un tout autre système, y sont encore . des carrés parfaits; et les nombres qui n’ont pas de racines exactes dans le système décimal n’en ont pas davantage dans un autre système. Ainsi^ les nombres quatre, neuf, seize , . . . , • quarante neuf , . . . , quatre vingt-un, . . . , sont des carrés parfaits dans tous les systèmes; et les nombres deux , trois ,, . . , sept, . . . , onze, . . . , n’ont de racine exacte dans aucun système. Cela tient à ce que la proposition du n° 176 repose sur les principes démontrés aux n°‘ 129 et 150, et que ces principes sont indépendants de toute hypothèse particulière sur le système de numération.
§ II. Formation du cube et extraction de la racine cubique des nombres.
139 . On appelle cube ou troisième puissance d’un nombre, le produit de trois facteurs égaux à ce nombre , et racine cubique ou troisième d’un nombre , le nombre qui , élevé au cube, reproduit le nombre proposé,
La formation du cube d’un nombre entier ou fractionnaire se réduit donc à deux multiplications successives, que l’on effectue d’après les règles connues.
Les dix premiers nombres étant
i, 2, 3 , 4 , 5 , 6, 7 > 8, 9, io,
on trouvera pour expressions de leurs cubes ,
Par exemple, le cube de 7 étant égal 37X7X7, ou dit d’abord: 7 fois 7 font 49; ut ensuite 7 fois 49 font 343 ; et ainsi des autres.
Réciproquement , les nombres de la seconde ligne ci-dessus ont pour racines cubiques les nombres de la première.
On reconnaît, à l’inspection de ces lignes, que parmi les , nombres d’un, de deux, ou de trois chiffres, il n’y en a qu eneuj qui soient des cubes parfaits ; chacun des autres a pour racine cubique un nombre entier plus une fraction , laquelle ne peut • s’expripier exactement. En effet, admettons pour un instant qu’un nombre entier N ait pour racine 3 e exacte un nombre
fractionnaire tel que il faudrait qu’en élevant ~ au cube .
on pût reproduire N. Or cela est impossible, car ? X Ï X Ê donne pour résultat p; et comme on peut toujours supposer
que ^ est
un
nombre fractionnaire irréductible,
il s’ensuit
d’un nombre entier. a53
que a et b sonl premiers entre eux ; donc (n° 130) il en est de ... à'
même de a’ et b s ; ainsi y est aussi un nombre fractionnaire o
irréductible, qui, par conséquent, ne peut être égal à un nombre entier N.
Les racines cubiques des nombres entiers qui ne sont pas des cubes exacts d autres nombres entiers ne peuvent donc pas s'obtenir exactement , et sont aussi (n° 176) , par conséquent , des nombres incommensurables ou irrationnels.
190. De même que , pour découvrir le procédé de l’extraction de la racine carrée d’un nombre entier quelconque, nous avons eu besoin de nous fonder sur l’expression du carré d’un binôme ïa-t-b), c’est-à-dire de la somme de deux quantités ; de * même, pour l’extraction delà racine cubique, il est indispensable de connaître la composition du cube de cette somme (a + b).
Or, on a déjà trouvé (n° 177) que
(a + b) % ou (a b) (a -f- b) — a' + 2 ab -)- b'.
Si l’on multiplie ce premier résultat par a + b
d’après la règle établie (n° 112 ) pour la multiplication des polynômes , et qu’on fasse la réduction des termes semblables , on obtiendra
a* 4- iab-\-b À a 4 - b
a' + ia'b +ab‘
■ +-a‘b -4- 2 ab‘ -f- b ‘ a' 3 a'b 4- 3 ab ' 4- b J
(a -)- b)' = a 1 -f- 3 a‘‘b 4- 3 ab‘ -f- ô 5 .
Soit fait dans ceLte formule, b 1 ; elle devient
f a 4- i) : * = a' -f- 3a* 4- 3a -f- 1 , d'où l'on déduit (a 4- •)* — a 3 = 3a* -f-3a -j- i-,
ce qui nous apprend que la différence entre les cubes de deux nombres quelconques qui différent d’une unité , est égale au triple du carré du plus petit nombre, plus le triple de ce meme nombre, plus 1
Ainsi , la différence entre le cube de go et celui de 8g est égale à 3 X (8g)*-j - 3 x8g -f i = 24 o3i.
On peut juger, d’après cela, combien deux cubes parfaits consécutifs sont différents l’uu de l’autre , dès que leurs racines prises dans la série naturelle des nombres, sont des nombres uu peu considérables.
194 . Recherchons maintenant un procédé pour extraire la racine cubique d’un nombre entier.
D’abord, si le nombre n’a que trois chiffres au plus, sa racine s’obtient immédiatement d’après l’inspection des cubes des neuf premiers nombres. Ainsi , la racine cubique de I2Ô est 5 , la ra- 'cine cubique de 72 est 4 plus une fraction , ou 4 , à une unité près. La racine cubique de 84 » est g , à une unité près , puisque 841 tombe entre 72g ou le cube de g, et 1000 ou le cube de 10.
Considérons donc un nombre de plus de trois chiffres.
Soit, par exemple, io 3823 le nombre proposé
va-
Ce nombre étant compris entre 1000 qui est le cube de 10, et 1 000000 qui est le cube de 100, sa racine cubique est nécessairement composée de deux chiffres, c’est-à-dire de dixaineset d’unités. Désignons par a les dixaines et par b les unités, nous
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aurons ( n° 190 )
i o3823 = [a -f fy 3 ,— a' 3 a"b ■+■ 3 ab‘ -f- b\
D’où l’on voit que le cube d’un nombre compose de dixaines et d’unités contient le. cube des dizaines , plus le triple produit du carré des dizaines par les unités, plus le triple produit des dizaines par le carré des unités, plus le cube des unités.
Cela posé, le cube des dixaiues ne pouvant donner des unités d’un ordre inférieur à celui des mille, les trois derniers chiffres à droite n’en peuvent faire partie ; et c’est dans la partie to3 (qu’on sépare des trois derniers chiffres par un point) que se trouve le cube des dixaines. Or, la racine du plus grand cube contenu dans io3 étant 4 pour 64, l\ est le chiffre des dixaines de la racine cherchée; car io38a3 est compris entre 64000 ou (4o)’ et i25ooo ou (5o)’; donc la racine est composée de 4 dixaines, plus un certain nombre d’unités moindre que dix.
Le chiffre des dixaines étant trouvé, retranchons sou cube 64 de io3 ; il reste 3g, qui, suivi de la tranche 823, donne 3ç)823 j et ce résultat contient encore le triple carré des dixaines par les unités , plus les deux autres parties énoncées précédemment. Or, le carré d’un nombre de dixaines ne pouvant donner des unités d’un ordre inférieur à celui des centaines, il s’ensuit que le triple produit du carré des dixaines par les unités ne peut se trouver que dans la partie à gauche 3g8 des deux derniers chiffres 23 ( qu’on sépare encore , pour cette raison , par un point). D’un autre côté , l'on peut former le triple du carré des 4 dixaines, ce qui donne 48; donc, si l’on divise 3q8 par 48, le quotient 8 sera le chiffre des unités de la racine , ou un nombre plus fort que ce chiffre, parce que les 398 centaines contiennent , outre le triple produit du carré des dixaines parles unités, des retenues provenant des deux autres parties. Pour vérifier si le chiffre 8 n’est pas trop fort, ou pourrait, comme pour la racine carrée , former, à l’aide de ce chiffre 8 et du chiffre 4 des dixaiues, les trois parties qui
eutreut dans 39823 ; mais il est , en général , plus simple d’élever 48 au cube.
Or, on trouve pour ce cube, 1 10592, nombre plus grand que io 3823 ; ainsi le chiffre 8 est trop fort. En formant le cube de 47, on obtient io3823 ; donc le nombre proposé est un cube parfait et a pour racine cubique 47-
N. B. — On ne peut pas rechercher d’abord le chiffre des unités, par la raison que le cube des unités pouvant (n° 189) donner des dixaines, et même des centaines, ces dixaines et ces centaines se trouvent confondues avec celles qui proviennent des autres parties du cube.
Soit encore à extraire la racine cubique de 4*7954 •
Le nombre 47964 étant compris entre 1000 et 1000000, sa racine est comprise entre 10 et 100, c'est-à-dire, renferme des dixaines et des unités. Le cube des dixaines se trouve dans 47 mille ; et l’on prouverait, comme dans l’exemple précédent, que 3 , racine du plus grand cube contenu dans 47, exprime le nombre des dixaines. Retranchant le cube de 3, ou 27, de 47» on a pour reste 20 ; abaissant à côté de ce reste , le seul chiffre 9 de la tranche g 54 , 011 a 209 centaines , nombre qui se compose du triple produit du carré des dixaines parles unités , plus des retenues provenant des autres parties. Donc , si l’on forme le triple produit du carré des dixaines 3 , ce qui donne 27 centaines, et qu’on divise 209 par 27, le quotient 7 est
d’un nombre entier. 25^
le chiffre des unités de la racine , ou un nombre plus fort que ce chiffre. En élevant 3? au cube, on trouve 5o653, nombre plus fort que 479^4 1 mais si l’on forme le cube de 36, on obtient 46656, nombre qui , retrauché de 479^4 » comme on le voit dans le tableau ci-dessus, donne pour reste 1298. Ainsi, le nombre proposé n’est pas un cube parfait: et sa racine, à une unité près , est 36. En effet, la différence entre le nombre proposé et le cube de 36, est, comme on vient de le voir, 1 298 , nombre plus petit que 3 X (36)“— J— 3 X 36 -f- 1 [différence entre (37 )' et (36*)], puisqu’on a obtenu dans le cours de la vérification , 3888 pour le triple du carré de 36.
192. Soit maintenant proposé d'extraire la racine cubique d’un nombre de plus de six chiffres , 43725658 par exemple.
reste 1 1 145°
io5
35a 1 760 io56 1 23904 35a 247808 619520 371712
Quelle que soit la racine cherchée, elle a nécessairement plus d’un chiffre; et l’on peut la regarder comme composée d’unités et de dixaioes seulement (le nombre des dixaiues pouvant avoir. plusieurs chiffres).
Or, le cube des dixaiues donne au moins des mille j ainsi, ce cube se trouve nécessairemènt dans la partie à gauche des trois derniers chiffres 658. Je dis maintenant que, si l’on extrait la racine du plus grand cube contenu dans 43725 considéré comme exprimant des unités simples, on aura le nombre total des dixaines de la'raeinc demandée. En effet , soit a la racine du
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plus grand cube contenu dans 4375.6, il s’ensuit d’abord que la racine demandée a au moins un nombre a de dixaines, puisque a'X 1000 peut être retranché de 43726000, et à fortiori , de 43725658. D’ailleurs, la racine ne saurait avoir (a-{-i) dixaines; car (a -f i) 11 étant plus grand que 43725, (fl4-i)*X 1000 surpasse 437260000 d’au moins un mille , et est par conséquent plus grand que 43725658. Donc enfin , là racine demandée se compose de a dixaines plus un certain nombre d’unités moindre que dix.
La question est alors ramenée à extraire la racine cubique de 4372.5 ; mais ce nouveau nombre ayant plus de trois chiffres, sa racine en a plus d’un, c’est-à-dire renferme des dixaines et des unités. Pour obtenir les dixaines , il faut séparer les trois derniers chiffres, 726, et extraire la racine du plus grand cube contenu dans 43. (On voit assez ce qu’il faudrait faire si ce nouveau nombre avait plus de trois chiffres. )
Le plus grand cube contenu dans 43 est 27, dont la racine est 3 ; et ce chiffre exprime alors les dixaines de la racine de 43726 (ou le chiffre des centaines de la racine totale). Retranchant le cube de 3, ou 27, de 43 , on a pour reste 16, à côté duquel il faut abaisser le premier chiffre 7 de la tranche suivante, 725, ce qui donne 167.
Formant le triple carré des dixaines 3 , on trouve 27 mille ; et si l’on divise 167 par 27, le quotient 6 est le chiffre des unités de la racine de 43725, ou bien un nombre plus fort. Il est aisé de reconnaître que ce chiffre est en effet trop grand; ainsi, il faut essayer 5 , et pour cela , élever 35 au cube ; il vient pour résultat, 42875, nombre qui, retranché de 43725, donne pour reste, 85o. (Ce reste est évidemment plus*petit que 3 X (35)’ -h 3 X 35 + 1 , puisque déjà le carré de 35 est , d’après le tableau ci-dessus, égal à 1225.) Ainsi, 35 est la racine du plus grand cube contenu dans 4372.5 : c’est donc le nombre total des dixaines de la racine cherchée.
Pour obtenir les unités , on abaisse à côté du reste 85o , le premier chiffre 6 delà dernière tranche 658, ce quidonne85o6; on forme d’ailleurs le triple carré des dixaines 35 (ce qui est fa-
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cile, puisque, dans la vérification du chiffre précédent, on a déjà formé le carré de 35 ) ; puis on divise 85 o 6 par ce triple carré 36^5 ; le quotient est 2 , que l’on essaie en élevant 352 au cube ; 011 obtient ainsi 43614208, résultat plus petit que le nombre proposé. En le soustrayant de celui-ci, on obtient pour reste 1 1 i 45 o. Donc 35 a est la racine cubique de 43725668, à une unité près.
Kecle générale. — Pour extraire la racine cubique d’un nombre entier, séparez le nombre en tranches de trois chiffres chacune , à partir de la droite, jusqu’à ce que vous parveniez à une tranche d'un , de deux , ou de trois chiffres au plus (le NOMBRE DES TRANCHES EST ÉGAL AU NOMBRE DES CHIFFRES DE LA racine); extrajez la racine du plus grand cube contenu dans la première tranche à gauche , et retranchez ce cube , de la première tranche y abaissez à côté du reste le premier chiffe de la seconde tranche , et divisez le nombre ainsi formé, par le triple carré du chiffre déjà trouvé à la racine y écrivez le quotient à la droite de ce chiffre , et élevez au cube t ensemble des deux chiffres y si ce cube est plus fort que l'ensemble des deux premières tranches du nombre proposé , diminuez le quotient, d'une ou de plusieurs unités, jusqu’à ce que vous obteniez un cube qui puisse se retrancher de V ensemble des deux premières tranches y la soustraction faite, abaissez à côté du reste le premier chiffre de la troisième tranche , puis divisez le nombre ainsi formé , par le triple carré de l’ensemble des deux chiffres déjà trouvés y le quotient , s’il n’est pas trop fort , doit être tel qu’en récrivant à la droite des deux premiers chiffres de la racine , et élevant au cube le nombre qui en résulte, on puisse retrancher le produit , de l’ensemble des trois premières tranches. Cette nouvelle soustraction faite , abaissez à côté du reste le premier chiffre de la quatrième tranche , et continuez la même série d’opérations jusqu’à ce que. vous njez abaissé toutes les tranches.
Remarque. — Souvent, dans le cours des opérations, on est conduit à soupçonner qu’un des quotients dont nous venons de parler, est beaucoup trop fort, et alors on croit pou-
voir le diminuer il’avauce de deux ou plusieurs unités; mais en clevant au cube la racine déjà, trouvée , suivie de ce chiffre, et retranchant ce cube, de l’ensemble des tranches considérées dans le nombre proposé , on peut obtenir un reste très grand, qui donne à penser que le dernier chiffre placé à la racine est trop faible. Or, pour savoir si cette présomption est fondée , il faut s’assurer si le reste surpasse ou égale le triple du carré de la racine déjà obtenue , plus le triple de cette même racine, plus un. Dans ce cas, on doit augmenter la racine d’une ou de plusieurs unités de l’ordre du dernier chiffre obtenu.
Voici des exemples sur lesquels on peut s’exercer:
\/ 483249 = 78 , avec un reste 8697.
V/9t6325o864i = 45 o 8 , avec un reste 20644129.
1/32977340218432= 32068, exactement.
193 . — Extraction de la racine cubique par approximation. Lorsque le nombre proposé n’est pas le cube d’un autre nombre entier, le procédé ci-dessus ne donne que la partie entière de la racine. Quant à la fraction qui doit compléter la racine , nous avons déjàvu(n° 189 ) qu’elle ne peut être obtenue exactement; mais on peut trouver une autre fraction qui n’en diffère que d’une quantité aussi petite que l’on veut, d’après une règle analogue à celle du numéro 182 .
Soit , en général , proposé d’extraire la racine cubique, ou troisième, du nombre a (entier ou fractionnaire), à une frac-
tion près - .
t 1 ■ , , aXn 3
Le nombre a peut être mis sous la forme , — i
et si l’on
désigne par r la racinedu plus grand cube contenu dans un 3 , c’est-
à-dire la racine cubique de an 3 , à une unité près, le nombre
an 3 r 3 (r-f- i) f . . 3
-j- , ou a, est compris entre —, et — — ; donc aussi , y a est
I-AH APPHOXIMATION
compile entre les racines 3 ' m "de ces deux nombres, ou entre -
et — ■ * ; donc enfin, - est la racine demandée, à une fraction n n
Ainsi , pour extraire la racine 3 '”' d'un nombre, à une fraction près - , multipliez le nombre par le cube du dénominateur n; extrajrez, à moins d’une unité près, la racine cubique du produit, et divisez le résultat par n.
Exemple. — On demande la racine cubique de i 5 , à près.
On a i 5 x I2*= i 5 x 1728 = 25920. Or, la racine cubique de 25 o 2 o, A une unité près, est 29. Donc la racine demandée 2q 5
est — , ou 2 — .
Soit encore à extraire la racine cubique de ou — .p ,
à — près?
,, Al 489X8000 3912000 , , I
0” a ifx(2o) = J3 = -^ 73 — =3oo 9 23 7S .
Or, la racine cubique de 3 oog 23 -=-ou de 300923, à une unité
urès, estÔT; donc— , ou 3 — , est la racine demaudée, à — près r 20 20 20 '
On trouverait pareillement
V 47 = — =3 — = 3 =, a — pies,
V^ a 3 S=-73 = *TÎ. “iv"'**’
V 7 = ^ = T5’ a 3^P‘ CS
5>f»5>. EXTRACTION Dû LA RACINE CUBIQUE
194 . L’approximation en décimales est une conséquence de la règle précédente.
Soit proposé d'évaluer 1/25 à o,ooi près.
Il faut (n° 193 ) multiplier 25 par le cube de 1000, ou par i ooooooooo , c’est-à-dire placer neuf zéros à la droite de 25 , ce qui donne xSooooooooo. Or, la racine cubique de ce nombre est 2924,» une unité près. Donc 2,924 est la racine demandée,
à près.
En général , pour évaluer la racine cubique d'un nombre entier en décimales , écrivez à la droite du nombre , trois fois autant de zéros que vous voulez avoir de chiffres décimaux à la racine ; extrayez , à une unité près , la racine cubique du nouveau nombre ; puis séparez vers la droite du résultat, le nombre de chiffres décimaux demandé.
N. R. — On peut, comme pour la racine carrée (n° 183 ), se dispenser d’écrire sur-le-cbamp toutes les tranches de trois zéros, et ne les placer que successivement et au fur et à mesure qu’on veut obtenir de nouveaux chiffres décimaux à la racine.
198 . Lorsque le nombre proposé est fractionnaire, il y a deux cas à considérer : Ou ce' nombre est décimal, ou il est quelconque.
Premier cas. — Soit à extraire la racine cubique de 3 ,i 4 t 5 à
près /
lOO*
Comme, en vertu de la règle du n° 193 , il faut multiplier le nombre par (ioo) 3 ou 1000000, il suffit évidemment d’écrire deux zéros ir la droite de 3,i4>5, puis de supprimer la vit-, gule , ce qui donne 3 i 4 i 5 oo. Or, la racine cubique de ce dernier nombre, à une unité près, est 146. Donc 1,46 est la racine demandée, à — près.
Si l’on voulait un nouveau chiffre décimal à la racine , il suffirait de placer à la droite du reste obtenu , une nouvelle tranche de trois zéros ; et l’on continuerait l’opération.
PAR APPROXIMATION
Règle générale. — Pour extraire la racine cubique d’une fraction décimale, à un degré d'approximation déterminé, faites en sorte (en plaçant à la droite de la fraction proposée un nombre convenable de zéros) que le nombre des chiffres décimaux soit triple de celui qu’on veut avoir à la racine ; supprimez la virgule ; puis extrayez la racine 3* du nombre résultant , à une unité près , et séparez vers la droite de cette racine le nombre de chiffres décimaux demandé.
Second cas. — Lorsqu’il s’agit d’un nombre fractionnaire quelconque , on le réduit d'abord en décimales ( n" 94), en poussant l'oj.ération jusqu’à ce qu’on ail au quotient trois fois autant de chiffres décimaux que l'on veut en avoir à la racine ; puis on opère comme dans le cas précédent.
Voici de nouvelles applications :
près ;
V/3,oo4i5 = i,44*g, ® près;
V 2.5 toi
a près ;
près.
49(5. Remarque sur l’extraction de la racine cubique des fractions.
Toutes les fois que l’on a à extraire la racine cubique d’une fraction, et que le degré d’approximation n’est pas fixé d’avance , on doit, comme pour la racine carrée (n° 488), faire subir au nombre proposé quelques transformations.
Soit ~ le nombre proposé , b étant supposé d’abord un nom-
bre premier , ou un produit de facteurs premiers élevés à la première puissance.
Commençons par rendre le dénominateur un cube parfait, en multipliant les deux termes paré’; la fraction se change
. ab l
alors en celle-ci, Désignant par r la partie entière de la
racine cubique de an’, on reconnaît aisément que ou ^
estcomprisentre^et- — ^ — .Donc y - est eue-meine com-
prise entre ^ et — ^ — ; ainsi ^ est la racine cubique de j aune
fraction près marquée par -r.
■Si l’on voulait une plus grande exactitude, il n’y aurait
qu’à rechercher une valeur plus approchée de \/ ab l , et diviser le résultat par b.
Lorsque le dénominateur b renferme des facteurs dont les uns sont des cubes parfaits, et les autres des carrés parfaits, la préparation à faire subir à la fraction est plus simple.
Soit, pour exemple, la fraction
Le nombre 36o est égal (n° 144) à a 3 . 3*. 5; donc, si l’on multiplie les deux termes de la fraction par 3 X 5’ ou h 5, la fraction pourra être mise sous la forme
Extradant la racine cubique de 8476 , à une unité près, ce
qui donne 20 , on trouve^ou^ pour la racine demandée, à 3o 3
3o' ,,ès -
La règle de l’extraction de la racine cubique des fractions décimales peut être considérée comme un cas particulier de cette dernière transformation.
Pour que le dénominateur d’une fraction décimale soit un cube parfait, c’est-à-dire soit égal à (to) 1 , ( 100 ) 1 , il faut
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rendre le nombre des chiffres décimaux multiple de trois, ce qui se fait en écrivant des zéros en nombre convenable.
Enfin, tout ce qui a été dit n°* 187et 188, sur la racine carrée des nombres , s’applique également à la racine cubique , et en général aux racines d’un degré quelconque.
Nous ne pouvons toutefois exposer dans ces éléments les procédés de l’extraction des racines d’un degré supérieur au 3', parce que ces procédés sont fondés sur la composition d’une puissance de degré quelconque d’un binôme, et que la formule qui a rapport à cette composition exige, pour être développée complètement , des connaissances assez étendues eu Algèbre- Nous donnerons, d’ailleurs, dans le dernier chapitre de cet ouvrage, un moyen abrégé d’effectuer les extractions de racines de tous les degrés.
CHAPITRE VII
Applications des règles de l’Arithmétique. — Théorie des Rapports et des Proportions
197. Introduction. — Après avoir fait connaître les procédés relatifs aux diverses opérations de l’Arithmétique, il nous reste une tâche assez difficile à remplir, c’est celle d’initier les commençants à la résolution de toutes sortes de questions sur les nombres.
On distingue deux genres principaux de questions , les théorèmes et les problèmes.
On peut avoir pour but de démontrer l’existence de certaines propriétés dont jouissent des nombres connus et donnés, auquel cas la question porte le nom de théorbme. Le cinquième chapitre offre une foule de questions de ce genre : les principes
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sur la divisibilité des nombres, les propriétés des fractions décimales périodiques et des fractions continues, sont autant de théorèmes.
Ou bien , ou se propose de déterminer certains nombres d’après la connaissance d’autres nombres qui ont avec les premiers des relations indiquées par l’énoncé; et alors c’est un problème que l’on veut résoudre. Telles sont les questions que nous avons présentées , dans le cours des deux premiers chapitres, comme applications des diverses règles de l’Arithmétique.
Mais on peut avoir à résoudre des problèmes plus compliqués, dont les énoncés soient tels qu’on ait quelque peine à découvrir et à déterminer la série des opérations qu il faut effectuer sur les nombres connus et donnés , pour parvenir à la connaissance des nombres que Von cherche; c’est cette détermination qui constitue ce qu’on appelle Y analyse ou la résolution du problème. .
fl existe toutefois une certaine classe de problèmes pour la résolution desquels on peut établir des règles fixes et certaines : ce sont ceux qui dépendent de la théorie des rapports et des proportions. Il est donc naturel de commencer par le développement de cette théorie, qui , d’ailleurs, à cause de ses nombreuses applications, doit être regardée comme l’une des plus importantes des Mathématiques.
§ I. Des Rapports et des Proportions.
198. Nous avons déjà dit (n° i) qu’il n’y a point de grandeur absolue ; que , pour se former une idée d’une grandeur quelconque, il faut la comparer à une autre grandeur convenue, de même espèce, qui peut d’ailleurs être prise arbitrairement ou dans la nature. Le résultat de cette comparaison est ce que nous avons appelé nombre.
Mais si, au lieu de comparer une grandeur à son unité , on veut comparer deux grandeurs quelconques d’une même espèce, ce qui revient à comparer les deux nombres qui les ex-
DES RAPPORTS ET PROPORTIONS
priment, le résultat de celle comparaison est ce qui constitue le rapport tou la raison des deux nombres. Ces deux mots, rapport et raison, sont synonymes en Mathématique» , et expriment l’idée qu’on se fait d’une grandeur par le moyen d’une autre grandeur à laquelle on la compare , et qui doit etre essentiellement de même espèce.
Dans ce sens, un nombre est l’expression du rapport ou de la raison d’une grandeur à son unité.
En général , il y a deux manières de comparer deux grandeurs l’une à l’autre :
Ou bien , ou veut savoir de combien la plus grande surpasse la plus petite; et le résultat s’obtient en soustrayant la plus petite de la plus grande ;
Ou bien, on veut savoir combien de fois l'une contient l’autre, ou y est contenue, ce qui se fait en divisant les deux quantités l’une par l’autre.
Ainsi, soient et 6 les deux nombres que l’on veut comparé;
On a a 4 — 6 = 18, et ^ = 4 •
« Le résultat de la comparaison par soustraction , est 18 ; tandis que le résultat de la comparaison par division, est 4-
Pour distinguer ces deux espèces de rapports , on appelait autrefois le premier, rapport arithmétique , et le second, rapport géométrique. Mai» ces dénominations insignifiantes sont maintenant remplacées par celles-ci : pour la première espèce, rapport par soustraction , ou simplement différence , parce que c’est le résultat d’une soustraction; et pour la seconde, rapport par division , ou simplement rapport , parce que c’est presque toujours pour savoir combien de fois l’une des quantités contient l’autre, que l’on compare deux grandeurs en Mathématiques.
Par exemple, dans la théorie des nombres complexes, le rapport de l’unité principale d’une certaine nature à l’une de ses subdivisions , ou le rapport de deux subdivisions entre elles, n’est autre chose que le nombre de fois que l’une contient
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l’autre. Dans la comparaison du nouveau système des poids et mesures â l’ancien , le rapport du mètre à la toise, et celui de la toise au mètre, le rapport du kilogramme à la livrepoids , et celui de la livre-poids au kilogramme, sont les nombres entiers ou fractionnaires qui résultent de la division de deux nombres exprimant en unités de même espèce , les mesures que l’on oompare.
Ainsi dorénavant , lorsque nous nous servirons du mot rapport, il exprimera le résultat ou le quotient de la division de deux nombres ; et si nous voulons exprimer que deux nombres sont comparés entre eux par soustraction, nous emploierons la dénomination de différence , ou de rapport par soustraction.
Dans tout rapport, soit par soustraction, soit par division, on distingue deux termes, qui sont les nombres que Pou compare. Le terme qu’on énonce ou qu’on écrit le premier, s’appelle antécédent, çt le second, conséquent.
199 . Lorsque deux rapports par soustraction sont cgjux , l’ensemble des quatre nombres qui les constituent s’appelle une équi-différence , comme étant l’expression de deux différences égales. (On l’appelait autrefois proportion arithmétique.)
Par exemple, soient les quatre nombres 12, 5 , 27, 17; comme la différence de 12 à 5 est 7, et que la différence de 24 à 17 est aussi 7, on dit que ces grandeurs forment une équidifférence , que l’on écrit ainsi :
en plaçant un point entre le premier et le second terme , deux points entre le second et le troisième, et un point entre le troisième et le quatrième.
On l’énonce d’ailleurs de la manière suivante:
1 2 est à 5 comme 24 est à 1 7 ;
ce qui veut dire que 12 surpasse 5 d’autant d’unités que 24 surpasse 17.
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Ou peut aussi l’écrire, d’après les notations déjà adoptées: 12 — 5= 2.4 — 1 7 .
Le premier et le troisième terme, 12 et 2.4, se nomment les antécédents del’équi-difTerence; le seconde! le quatrième s’appellent les conséquents ; ces dénominations s’accordent avec celles qui ont été données aux deux termes d’un rapport par soustraction.
Le premier et le dernier terme, 12 et 17 , se nomment aussi Us deux extrêmes ; le second et le troisième, 5 et 24 , sont dits les deux moyens.
200 . Lorsque deux rapports par division sont égaux, l’ensemble des quatre nombres qui les constituent, s’appelle une proportion (autrefois proportion géométrique ; on pourrait le nommer encore tin équi-quotient , comme étant Vexpression de deux quotients égaux. Mais le mot proportion est généralement adopté).
Soient, par exemple, les quatre nombres i5, 5, 36, 12 ; le rapport de i5 à 5, ou le quotient de i5 par 5, étant 3, ainsi que le rapport de 36 à 12 , ces quatre nombres forment une proportion , que l’on écrit ainsi :
en plaçant deux points entre le premier et le deuxième, quatre points entre le second et le troisième, et deux entre le troisième et le quatrième.
O 11 l’énonce d’ailleurs comme une équi-différence : i5 est à 5 comme 36 est à 12 ; ce qui veut dire que i5 contient 5 autant de fois que 36 contient 12 . Aussi peut-on l’écrire encore sous
cette autre iorme : = — .
Les dénominations des termes sont du reste les mêmes que dans les équi-dift'érences.
Ainsi i5 et 36 sont les antécédents; 5 et 12 sont les conséquents. Enfin i5 et 12 sont appelés les extrêmes; 5 et 36 les moyens de la proportion.
2^0 DES ÉQUI -DIFFÉRENCES.
Les équi -différences et les proportions, celles-ci surtout, jouissent de plusieurs propriétés que nous allons développer successivement.
Des Êqui-différences.
201. On appelle équi-différence (n° 199 ) l’expression de l’égalité des deux différences.
Propriété fondamentale. — Dans toute équi-différence, la somme des extrêmes est égale à la somme des moyens.
Soit l'équi-différence 1 1 .7 : 19 . i 5 ; on a évidemment 11 + 15 = 7-1-19.
Mais pour nous rendre compte de cette proposition d’une manière générale, observons que, si les conséquents étaient égaux à leurs antécédents, que l’on eût , par exemple ,
la proposition serait manifeste
Or, pour ramener l’équi-difTérence à cet état , il suffit d’augmenter chacun des conséquents, de la même différence l\. Mais par cette addition , on a évidemment augmenté l’un des moyens et l’un des extrêmes, du même nombre 4; ainsi, la somme des moyens et la somme des extrêmes se trouvent augmentées en même temps de ce même nombre. Donc, puisque , après cette addition , les deux sommes sont égales , les précédentes l’étaient aussi. C. Q. F. D.
Remarquons d’ailleurs que, s’il n’y avait [ms équi-différence entre les quatre nombres , il faudrait , pour rendre les conséquents égaux à leurs antécédents, ajouter à chacun d’eux un nombre différent ; et, puisque, après cette addition, la somme des extrêmes deviendrait égale à celle des moyens, il s’ensuit que les deux sommes devaient être inégales avant l’addition.
Donc , si quatre nombres , énoncés dans un certain ordre, ou écrits sur une même ligne, forment une équi-différence , la somme des extrêmes est égale à la somme des moyens.
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Réciproquement, si la somme du premier et du dernier nombre est égale à la somme du second et du troisième, ou si la somme des extrêmes est égale à celle des moyens, les quatre nombres forment une équi-dijfèrence , dans l' ordre où ils sont énoncés ou écrits. Car s’il n’y avait pas équi-diflérence, on vient de voir que la somme des extrêmes ne serait pas égale à celle des moyens ; ce qui serait contraire à la supposition.
N. U. — Il peut arriver que les antécédents soient plus petits que leurs conséquents, comme dans l’équi-diflférence
Mais les raisonnements seraient les mêmes que dans le cas précédent; il suffirait d’ajouter aux deux antécédents la différence commune 5; ce qui reviendrait à ajouter le même nombre à la somme des extrêmes et à la somme des moyens.
Voyonsavec quelle précision les notations algébriques s’appliquent à la propriété précédente et à sa réciproque.
Soient quatre nombres a, b ,c, d, que nous supposons former entre eux une équi— différence :
On a donc a.b'.c.d, ou bien encore a — b — c—d.
Cela posé , ajoutons aux deux membres de cette égalité, la somme b d, il vient
a — b -J- b -f- d = c — d -f- b -f- d, ou réduisant, a -f- d — c -f- b\
donc la somme des extrêmes a et d est égale à la somme des moyens c et b.
Réciproquement, soient quatre nombres a, b,c l d, tels que l’on ait a -|- d= b c;
retranchons b -f- d des deux membres de cette égalité ; il vient a-\-d — 6— </=6-j-c — b — d,
ou , réduisant, a — b—c — d,
ou a b ’.c.d.
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Donc , ces quatre nombres forment une équi-diffèrence dont les extrêmes sont les deux termes de l’une des deux sommes, et les moyens les deux termes de l’autre.
202 . Conséquence. — Il résulte de la propriété précédente, que, connaissant trois termes d’une équi-diffèrence, on obtiendra le quatrième, si c’est un extrême, en retranchant de la somme des moyens , l’extrême connu, et, si c’est un moyen, en retranchant de la somme des extrêmes, le moyen connu. Ainsi, soit l’équi-différence
(x désignant le terme inconnu).
Comme on a , d’après la propriété fondamentale ,
il en résulte x= 11+49 — 23 = 37; ce qui donne
Pareillement , dans l’équi-différence 3 i . 25 : x . 78,
on a x -(- 25 = 3 t -f- 78;
d’où x — 3 1 -f 78 — 25 = 84 ,
et par conséquent, 3 i . 25 : 84 • 78.
205 . Quelquefois, on est conduit à considérer une équi-différence dont les deux moyens sont égaux ; elle s’appelle alors une équi-diffèrence continue (ou proportion arithmétique continue).
Par exemple ,
est une équi-différcnce continue.
Comme, dans ce cas, le double de l’un des moyens doit, en vertu de la propriété ci-dessus , être égal à la somme des
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extrêmes, il s’ensuit que ce moyen est égal à la demi-somme des deux extrêmes.
Ainsi, dans 1 ’équi-différence
on a x = — = in.
Cette valeur de x est ce qu’ou appelle un moyen différentiel (ou un moyen proportionnel arithmétique) entre les deux nombres 23 et 49 -
Voici quelques autres propriétés des équi-différences
On peut augmenter les deux antécédents ou les diminuer, augmenter les deux conséquents ou les diminuer, augmenter soit les deux premiers termes , soit les deux derniers , ou les diminuer d’un même nombre, sans que l’équi -différence cesse d’exister.
En effet, il est évident que, par ces diverses transformations, on augmente ou l’on diminue d’un même nombre la somme des extrêmes et celle des moyens; ainsi, l’égalité des deux sommes n'est pas troublée ; et il en est de même de l’équidilFérence, en vertu de la réciproque de la propriété fondamentale.
On peut également intervertir l’ordre des deux extrêmes , •
celui des deux moyens, ou bien mettre les moyens à la placides extrêmes, sans troubler l’équi-difTércnce ; car il est évident qu’après ces mutations, la somme des extrêmes est encore égale à celle des moyens.
En général , toute transformation exécutée sur une équidiflcrence, et telle que la somme des extrêmes reste égale à la somme des moyens , ne détruit pas l’équi-différence.
Mais il est inutile d’insister davantage surjes propriétés des équi-difTéiences , parce qu'elles sont de fort peu d’usage.
Passons aux propriétés des proportions proprement dites, ou autrement, des proportions géométriques.
Ai ilh. n.
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Des Proportions.
205. Ou entend ( n“ 805) par proportion, l’expression de l’égalité de deux rapports ou quotients.
Lorsque quatre nombres sont en proportion , le rapport commun qui existe entre les deux premiers termes et entre les deux derniers , peut être , ou un nombre entier, ou un nombre fractionnaire, ou une fraction proprement dite.
Soient , par exemple , les proportions
Dans la première , le rapport commun est 3 ; dans la se-
ronde, on a — =; — — 5-; donc le rapport commun est un 9 27 3
nombre essentiellement fractionnaire.
Enfin, dans la troisième, ona^=-^, en supprimant le
facteur 4 commun aux deux termes; ainsi la fraction — est le
rapport commun.
Propriété fondamentale. — Dans toute proportion, le produit des extrêmes est égal à celui des mojrcns.
En effet, cette propriété serait évidente, si , au lieu d’une proportion telle que
on en avait une dont les antécédents fussent égaux à leurs conséquents, si l’on avait, par exemple,
Or, pour ramener la première proportion à cet état, il suffit évidemment de multiplier chaque conséquent par le rapport commun 3 ; mais, par cette multiplication., l’un des moyens et
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l'un îles extrêmes sont multiplies par un même nombre ; ainsi , il en est de même du produit des extrêmes et du produit des moyens; et, puisque alors les deux produits résultants sont égaux , les produits primitifs l'étaient aussi. C. Q. F. D.
Observons d’ailleurs que, si les quatre nombres donnés ne formaient pas une proportion , il faudrait, pour rendre les conséquents égaux à leurs antécédents, multiplier cescouséquenis chacun par un nombre différent qui exprimerait le rapport du premier terme au second , ou du troisième terme au quatrième; et comme, après cette multiplication, le produit des extrêmes deviendrait égal à celui des moyens, il eu résulte qu’avant la multiplication, les deux produits n’étaient pas égaux.
D’où l’on peut conclure que si quatre nombres, énoncés ou écrits dans un certain ordre, sont en proportion, le produit des extrêmes est égal à celui des moyens.
Réciproquement, si le produit des deux termes extrêmes est égal à celui des moyens, les nombres forment une proportion dans l’ordre ou ils sont énoncés ou écrits (’ar, s’il n'y avait pas proportion entre ces quatre nombres , on vient de voir que le produit des extrêmes ne serait pas égal à celui des moyens, ce qui serait contraire à la supposition établie.
Appliquons les notations algébriques à la démonstration de celte propriété et de sa réciproque.
Soient quatre nombres a , b,c ,d , en proportion , c'csl-àrdiic tels qu’on ait a : b ;; c d, ou, ce qui revient au même,
Multiplions les deux membres de celle égalité par bd il abd ebd
vient —y— = — — ,
ou , réduisant , ad _ bc.
Donc le produit des extrêmes, ad , est égal nu produit des moyens, bc.
Réciproquement , soient quatre nombres a, h ,<■ , d, tels qui.
aiyti propriétés
Kon ail aX.tl=b'Xc\
divisons les deux membres de celle égalité par b X d\ il a X d b X c
v,e,,t r><d~ jrxd'
ou, en supprimant les facteurs communs, ^ — c est-a-dire
Donc les quatre nombres Jorment une proportion dont les extrêmes sont les facteurs de. l J un des deux produits, et dont les moyens sont les fadeurs de l'autre.
206 . Conséquence. — De cette propriété fondamentale il résulte que, connaissant trois termes d’une proportion, on doit, pour obtenir le quatrième , si c’est un extrême, diviser le produit des moyens par l’extrême connu ; et, si c’est un moyen, diviser le produit des extrêmes par le moyen connu.
Ainsi, soit la proportion 18 ; 24 7 2 ' x i
comme on a i8x* = î‘|
il en résulte
ce qui donne 18 : 24 G 72 : 96.
207 . Il peut arriver que les deux moyens d’une proportion soient égaux entre eux , comme dans celle-ci s
la proportion est dite alors une proportion continue. Dans ce ras, le produit des deux moyens devenant le carré de chacun d’eux, il s’ensuit que ce carré est égal au produit des extrêmes ; donc chacun des moyens a pour valeur la racine carrée du produit des extrêmes.
Soit, par exemple, la proportion 5 o : x :: ar. 8, r étant le moyen terme inconnu d’une proportion continue; on a
i’ = 5oX8 = 4°° ,
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d’où l’on déduit x= ^4 00== 20 i ce qui donne 5o : 20 ” 20 ; 8.
En général, soit la proportion a x x \ b \ il eu résulte *' = a X b , d’où x =. l/ a X b. Cette valeur de x est ce qu’on appelle un moyen proportionnel entre les deux nombres a et b.
208. Autres propriétés. — On peut multiplier ou diviser les deux premiers termes, ou les deux derniers, par un même nombre, sans altérer la proportion.
En effet , le rapport des deux premiers termes, ou celui des deux derniers , n’est autre chose (n° 198) que le quotient d’une division dont le dividende est l’antccédent, et le diviseur le conséquent; et l’on sait qu’en multipliant ou divisant les deux termes d’une division par un même nombre , on 11e change pas la valeur du quotient.
On peut égalemen l multiplier ou diviser les deux antécédents, multiplier ou diviser les deux conséquents, par un même nombre, sans altérer la proportion.
Car, par ces transformations , on multiplie ou l’on divise à la fois l’un des extrêmes et l’un des moyens par un même nombre; donc le produit des extrêmes reste toujours égal à celui des moyens. Or, d’après la réciproque de la propriété fondamentale, c’est une condition suffisante pour que les quatre nombres soient en proportion.
On peut encore, comme dans Péqui-tlifférence , intervertir l'ordre des extrêmes d’une proportion et celui des moyens, ou bien , mettre les extrêmes à la place des moyens , sans que la proportion cesse d’exister entre les quatre termes.
Par exemple , de la proportion on déduit alternativement ,
i°. en échangeant les extrêmes. . .
a“. eu échangeant les moyens. . . .
3°. en mettant les moyens à la
place des extrêmes
278 propriétés
Le rapport commun est différent d’une proportion à l’autre ;
ainsi ce rapport est 3 dans la première, — dans la seconde,
-^dans la troisième, et ^ ou ^ dans la quatrième. Mais chaque proponioh n'en existe pas moins , puisque, après ces mutations , il est évident que le produit des extrêmes reste toujours égal à celui des moyens.
N. U. — Les anciens auteurs de Géométrie désignaient par les dénominations de altcrnando et invertendo , les diverses mutations que l’on fait éprouver aux termes d’une proportion.
Les transformations qui consistent à multiplier ou diviserles termes, s'appelaient multiplicando ou dividendo.
Les propriétés suivantes sont d’un usage continuel en Géométrie, et méritent toute l’attention des commençants.
200. Première propriété. — Dans toute proportion, la somme ou la différence des deux premiers termes est au second terme, comme la somme ou la différence des deux derniers est au quatrième.
Ainsi, dans la proportion 72 : 24 ” 4^ • *5, ou a, en ajoutant, 72 -j- 24 : 24 ” 4® ■+* *5 : >5,
et en soustrayant , 72 — 24 24 :: (\ô — i5 : i5,
proportions que l’on peut vérifier facilement.
Pour nous rendre compte de cette propriété d’une manière générale, observons qu’en augmentant ou diminuant chaque antécédent, de son conséquent, on ne fait qu'augmenter ou diminuer d’une unité, chacun des deux rapports ; et puisque les rapports primitifs étaient égaux, les rapports résultants le sont aussi.
De la proportion 72 dr 24 24 “ ^5 ± i 5 ^ i5 ( dt se prononce plus ou moins ) , on déduit, en changeant les moyens de place (n° 208),
72 rt 24 : 45 — 1 5 : ; 24 : 1 5 ;
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mais on a déjà 72 I it\ : >.j 5 : i 5 ,
ou bien, 72 : 45 :: 24 1 5 ;
donc, comme deux nombres égaux à uu troisième sont nécessairement égaux entre eux , il s’ensuit encore
72 di 24 ; 45 — >5 ;; 72 ; 4 ^,
ou bien 72 ±: 24 î 72 ;; 4^ — '5 ; 4^-
On peut donc dire aussi que, dans toute proportion, la somme ou la différence des deux premiers termes est au premier terme, comme la somme ou la différence des deux derniers est au troisième, énoncé qu’il serait facile de comprendre en un seul avec l’énoncé ci-dessus.
210. Seconde propriété. — Dans toute proportion, lasomme ou la différence des antécédents est à la somme ou à la différence des conséquents , comme un quelconque des antécédents est à son conséquent.
Reprenons la proportion ci-dessus , 72 : 2.4 " 45 » 5 , et changeons les moyens de place ; il vient
Or, rien n 'empêcha d’appliquer à cette nouvelle proportion la propriété du numéro précédent ; et l’on aura
ou , changeant les moyens de place ,
72 ±: 45 : 24 ± »5 :: 45 : i 5 , ou :: 72 : 24.
Dette proportion , énoncée en langage ordinaire , et comparée à la proportion 72 : 24 ” 4 ® • > 5 , démontre évidemment la propriété énoncée.
Si, dans la proportion 72 :r 45 : i 5 ;; 45 1 i 5 , on con-
sidère d’abord les deux signes supérieurs, puis les deux signes inférieurs, on en déduit successivement
j8o propriétés
d’où , à cause du rapport comi|un ,
ou bien , eu changeant les moyens de place ,
c’est-à-dire que , dans toute proportion , la somme des antécédents est à leur différence , comme la somme des conséquents est à leur différence.
211. Conséquences de cette propriété. — i°. Soit une suite de nombres a, b , c, d, e, f, g, h, i, k, . . . , tels que l’on ait
je dis que , dans cette suite de rapports égaux , la somme de tous les antécédents a , c , e , g , i , . . . est à la somme de tous les conséquents b , d , f , h, k, . . . comme un antécédent quelconque est à son conséquent.
En effet , les deux premiers rapports a\b \\ c d
donnent, en vertu de la
propriété précédente, .. a -J- c- ; b + <f ;i c : d ;
mais, comme on a c : d ” e \f,
il en résulte. a + c \ b d\\ e\ f\
d’où , appliquant à cette nouvelle proportion , la
même propriété a+ c + e ; 6 d-\-f\\e\f-,
mais on a encore e \f\\ g\ h-,
donc a + c + e:b + d+f::g:h-,
et par conséquent u + c 4-e-i-g: b + d+fA- h’.'.g'.h -,
et ainsi de suite , quel que soit le nombre des rapports égaux.
2 0 . Soient deux fractions égales, — , - ; si l‘on fait la somme des numérateurs et celle des dénominateurs, il en résulte une nouvelle fraction , -j-g , égale à chacune des fractions proposées. (
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lin effet , l’égalité — = 5, revientà la proportion 8 : 12 '.'. 1 :3;
d’où , en appliquant la propriété ci-dessus ,
donc
Il en serait de meme si l’on faisait la différence des numérateurs et celle des dénominateurs.
Les transformations qui se rapportent aux propriétés précédentes, se désignaient autrefois par les mots addendo et subslrahendo.
2iS. Troisième propriété. — Si T on a un nombre quelconque de proportions , et qu’ apres les avoir placées les unes au- dessous des autres , on les multiplie par ordre , les produits résultants seront encore en proportion.
Soient, par exemple , les trois proportions
il résulte d’abord de leur définition, qu’elles peuvent être écrites ainsi :
i5 Sô ’
Cela posé, si l’on multiplie ces égalités membre à membre, il en résultera nécessairement des produits égaux. Or, en effectuant cette opération d’après la règle de la multiplication des
fractions (vojez „» 89), on a * X
* " 8 X i5 x t 2 32 X bo X i5’
d’où 3X7X4o:»Xi5xi2:: i2X?-8x5o:32x6oX i5,
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ou , eflectuant les calculs , *
840 ; >44° •• >88oo ; 28800.
On peut facilement constater l’exactitude de cette dernière ^ proportion : car en divisant les deux derniers termes successivement par 10 et par 2, on trouve
proportion évidente, qu’on appelle proportion identique.
N. B. — Il est à remarquer que , d’après la nature des opérations qui viennent d’ètre effectuées, le rapport commun de la
proportion précédente, savoir
, est égal au produit
des trois rapports des proportions données.
Ainsi , les trois rapports étant, comme il est facile de le vé-
rifier, 5 , — — -, on a pour leur produit, r- , ou, en sup-
primant le facteur 3o commun aux deux termes, — , résultat
auquel la fraction peut être réduite par la suppression du facteur commun 120.
Ce rapport, qui provient de la multiplication de plusieurs autres rapports, est appelé par les arithméticiens , rapport composé.
L’opération qui a fait l’objet de la propriété précédente, se désignait autrefois par le mot componendo.
215. Conséquences de cette propriété. — 1®. Lorsque quatre nombres sont en proportion, les carrés , les cubes , et en général les puissances semblables de ces nombres , sont aussi en proportion.
Pour nous rendre compté de cette conséquence , il suffit d’observer que, d’après la propriété précédente, plusieurs
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proportions semblables, multipliées par ordre, donneraient lieu à des produits eu proportiou.
a 0 . Réciproquement , lorsque quatre nombres soûl en proportion, les racines carrées , cubiques , quatrièmes , . . de ces nombres , sont en proportion.
Soit la proportion a : b
c d, ou
Puisque les deux rapports j, sont égaux , les racines carrées de ces rapports sont aussi égales ; et l’on a
Mais, pour extraire la racine carrée d’une fraction, il faut (n° 187) extraire la racine carrée du numérateur et celle du dénominateur, ce qui donne
donc
V < - Vd'
— ? = , ou bien , i/o ; ^ b \\ {/ c y d.
Le raisonnement serait le même pour la racine cubique, ou pour une racine de degré quelconque, en partant de ce principe général , que pour extraire une racine de degré quelconque d’une fraction, il faut extraire la racine du numérateur et celle du dénominateur.
214 Remarque. — Lorsque les nombres a, b, c,d, nesontpas des carrés parfaits , les quantités y a, yb,yc,yd, sont des nombres irrationnels; et la proportion ci-dessus a lieu alors entre des nombres incommensurables-, c’est-à-dire que l’on est conduit à considérer des rapports entre des nombres incommensurables , rapports qui, en général, sont eux -mêmes irrationnels; et il s’agirait de savoir si l’on peut attribuer à des proportions de cette espèce toutes les propriétés qui ont été établies précédemment.
Pour reconnaître que la réponse est affirmative, il suffit de sc rappeler ce qui a été dit précédemment (n“* 182 et 195), qu’un
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nombre irrationnel peut toujours être remplacé , mentalement, par un nombre fractionnaire exact qui ne diffère du nombre proposé que d’une quantité aussi petite que l’on veut , et qui , par conséquent, peut être prise tellement petite , qu’on ne doive avoir aucun égard à l’erreur que l’on commettrait en négligeant cette quantité; et c’est alors entre les nombres coininensurables substitués aux grandeurs irrationnelles, que les rapports sont censés établis.
Quant aux rapports entre des nombres fractionnaires exacts, il est aisé de reconnaître , d’après la règle de la division des fractions, qu’ils peuvent toujours être remplacés par des rapports entre des nombres entiers.
Par exemple, le rapport de - à — étant le quotient de la
.... ,3 5 , 3 ii ,33
division de - par — , est égal ( n° 62) a - X ou a
c’est-à-dire au rapport de 33 à 35.
De même , le rapport de g * est e 8 a ^ à ^ X , ou bien au rapport de 161 à 120 .
Ainsi, toutes les propriétés démontrées précédemment sur les proportions, en supposant que les termes fussent des nombres entiers, ont toujours lieu, quelle que soit la nature de ces termes.
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218. En Arithmétique, ou donne le nom de règle de trois simple, à l’opération par laquelle , étant donnés trois termes d'une proportion , on parvient à déterminer la valeur du terme inconnu. Nous avons exposé (n° 206) le moyen d’obtenir ce quatrième terme; ainsi, pour résoudre une question dépendant de la règle de trois , tout se réduit à former la proportion que fournit l’énoncé de fh question. C’est ce que les exemples suivants vont éclaircir.
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Premier exemple. — On demande le prix de 384 kilogrammes d’une certaine marchandise , en supposant que 7.5 kilogrammes de la me'me marchandise aient coûté 65 o fr. ?
Analyse du problème. — Puisque 25*'' ont coûté 65o^, il est clair que pour 2, 3, 4* • • fois plus de kilogrammes, on doit payer 2, 3, 4- ••• fois davantage. Ainsi, les deux nombres de kilogrammes sont nécessairement dans le même rapport que les prix de ces deux nombres; et par conséquent, il y a proportion entre eux.
Donc, si l’on désigne par x le prix inconnu des 384*“, on aura la proportion
d’où ( ii" 20 C) x
= 9964 ; cc qL
donne 9984 fr. pour le prix des 384 kilogrammes.
A’. B. — Dans çel exemple , on pouvait simplifier l’opération en observant que les deux antécédents de la proportion cidessus sont divisibles par 25; car, si l’on supprime ce facteur commun, il vient
x; d’où x= 384x
Toutes les fois que ces simplifications se présentent, on ne doit pas les négliger.
Second exemple. — On a payé y43 # i5 J 8* pour 43 T 5 P 4 P d’un certain ouvrage ; on demande combien il faut payer pour 77 T 3 P 8P du meme ouvrage?
Il est évident qu’il y a encore proportion entre les deux nombres fractionnaires de toise , et les prix de ces deux nom- ‘ bres.
Soit donc x le prix demandé ; on aura la proportion 43 T 5 p 4f : 77 t 3 p 8p :: 743* i5- r 8»> :x.
Ou pourrait, d’après les règles établies pour le calcul des nombres complexes, faire le produit des deux moyens, et diviser ce produit par l’extrême cotuiu ; mais on abrégera considérablement les calculs en réduisant les deux premiers
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termes, qui expriment îles unités de même nature, en subdivisions de la plus petite espèce que ces deux nombres renferment, et par conséquent en pouces. On obtient ainsi la nouvelle proportion
3i6oP; 5588P :: 743 » 1 5-^ 8 ^ : ar ,
ou, en supprimant le facteur 4 commun aux deux premiers ter mes,
iS-* - 8* : x
Par là, on est conduit à effectuer une multiplication d’un nombre complexe par un nombre entier, et à diviser le produit qui en résulte , par un autre nombre entier; ce qui est beaucoup plus simple.
D’abord, le produit de 743’*' iS^" 8* par 1397 est égal à
Divisant ce produit par 790, on obtient enfin pour quotient,
, f,rr«326 l63
i3i5^ o-p 5* ou — p.
Cet exemple est le seul que nous nous proposerons sur les nombres complexes, parce que, depuis rétablissement du nouveau système de poids et mesures , on n’a guère à considérer de proportions qu’entre des nombres entiers, ou entre des nombres fractionnairesdéciinaux. Ilsuffira dese rappeler que, dans les exemples de ce genre , il est généralement plus simple de réduire les deux premiers termes de la proportion (qui sont toujours des nombres de même nature) en unités de la plus petite des subdivisions que renferment les deux nombres.
Troisième exemple. — Il a fallu 20 jours à 1 35 hommes pour faire un certain ouvrage; on demande combien il faut de jours à 3oo hemmes pour faire le même ouvrage.
Analyse. Si un certain nombre d’hommes a employé 20 jours pour faire uu certain ouvrage , il est clair qu’un nombre d'hommes, 2 , 3 , 4 - • • *°' s P^ us g ra *d> doit employer 2 , 3,4 - • • f°* s moins de temps, toutes choses égales d’ailleurs; donc , autant de fois le premier nombre d'hommes, i 35 , sera
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contenu dans le second, 3 oo , autant de fols le nombre de jouis nécessaire au second nombre d'hommes, c’est-à-dire le nombre cherché x, sera contenu dans le nombre de jours nécessaire au premier nombre d’hommes.
Ainsi, l’on a la proportion
■ 35 * : 3 oo* :: x> \
ou , eu mettaul les moyens à la place des extrêmes , afin d’avoir x comme dernier terme ,
3oo
d’où l’on tire x —
~ 3 oo ~ 9 ‘
3 oo
(On peut supprimer dans la proportion, i°. le facteur i 5 commun aux deux premiers termes , 2°. le facteur 20 commun aux deux antécédents, ce qui donne la proporliou 1 Zg ”1 \x\ d’où x-=xg.)
< 110 . Remarques sur les Rapports directs ou inverses.
C’est ici le lieu de fixer tes idées des commençants surlesens de certaines dénominations dont les mathématiciens se servent fréquemment.
Los questions qui dépendent d’une règle de trois simple , renferment toujours dans leur énoncé, quatre nombres, dont deux d’une certaine espèce , et deux d’une autre espece. Sur ces quatre nombres, trois sont connus et un inconnu; déplus, chacun des termes de la seconde espèce est lié' intimement pat les conditions de l’énoncé à l’un des termes de la première espèce.
Ainsi , dans le premier exemple ci-dessus, (leux des quatre nombres expriment des poids, tandis que les deux autres expriment les prix respectifs de ces poids. Le prix du premier poids est donc lié avec ce poids , et peut , pour celte raison, être appelé le terme correspondant au premier poids. Pareillement, le second poids et le prix du second poids, sont de» tenues correspondants.
Dans le second exemple , deux des quatre nombres expri-
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ment des longueurs, et les deux autres sont encore les prix de res longueurs. Chacun des deux prix est dit le terme correspondant à la longueur estimée par ce prix.
Enfin , dans le troisième exemple , on considère deux nom* lires d'hommes , et les deux nombres de jours employés par ces nombres d’hommes à faire un certain ouvrage. Le nombre de jours employé par le premier nombre d’hommes est dit le correspondant de ce nombre d’hommes ; et le second nombre de jours est le correspondant du second nombre d’hommes.
Cela posé , on dit qu’il y a relation directe entre les deux nombres de la première espèce et les nombres de la seconde , ou bien que les deux nombres de la première espèce sont directement proportionnels à leurs correspondants de la seconde , lorsque , après avoir constaté qu’il y a proportion entre les quatre nombres , on a reconnu de plus que chaque nombre croît ou décroît en même temps que son correspondant; et alors l’un des nombres de la première espèce, et son correspondant de la seconde espèce , doivent former les deux antécédents de la proportion , tandis qfte l’autre terme de la première espèce , et son correspondant de la seconde , doivent former les deux conséquents ; c’est-à-dire qu’un terme de la première espèce , et son correspondant de la seconde , doivent former un extrême et un moyen, et que l’autre terme de la première espèce, et son correspondant, doivent former un moyen et un extrême.
Au contraire , il y a relation indirecte entre les quatre nombres, ou bien les deux nombres de la première espèce sont dits réciproquement ou inversement proportionnels à leurs correspondants,, lorsque chaque terme croît quand son correspondant décroît, et vice versé; et alors chacun des termes de la première espèce et son correspondant , doivent former les deux extrêmes , tandis que l’autre terme de la première espèce et son correspondant doivent former les deux moyens.
En reprenant les proportions des trois exemples déjà traités, on voit aisément que , dans les deux premières , il y a relation directe entre les quatre nombres, c’est-à-dire <|ue les deux
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poids ou les deux longueurs sont directement proportionnels aux deux prix ; mais que, dans la troisième, il y a relation indirecte, ou bien, que les deux nombres d’hommes sont réciproquement proportionnels aux deux nombres de jours (*).
Au reste , l’analyse du problème fait toujours reconnaître si la relation est directe ou indirecte. 11 ne s’agit que de savoir, après avoir toutefois constaté la proportionnalité, si , une des grandeurs de la première espèce augmentant ou diminuant, sa correspondante doit augmenter ou dimirrtier, ou bien , si au contraire, une grandeur de la première espèce augmentant ou diminuant, sa correspondante doit diminuer ou augmenter Dans le premier cas , il y a relation directe , ou les deux nombres de la première espèce sont diieclement proportionnels à leurs correspondants j dam le second, il y a rclationjndirecte , c’est-à-dire que les deux nombres de la première espèce sont réciproquement proportionnels à leurs correspondants.
On dit encore , dans le premier cas , que chaque grandeur de la première espèce est en raison directe de sa correspondante, et dans le second , qu’elle est en raison inverse de sa correspondante.
Par exemple, le prix d’une certaine marchandise est en raison directe du nombre d’unités de cette marchandise, parce que plus il y a d’unités de cette marchandise , plus il faut payer pour ce nombre d’unilés ; au contraire, le nombre de jours nécessaire à un certain nombre d’hommes pour faire un ouvrage, esten raison inverse du nombre d’hommes, parce que plus il y a d’hommes pour faire cet ouvrage, moins il faut de jours.
217. Ces locutions, quoique vicieusés, sont souvent employées en Mathématiques. Ainsi, en parlant de deux fraction* qui ont même dénominateur, on dit qu'elles sont en raison di-
) l.e» (iL-nominaiiom de relation directe ri de relation indirecte ont etc propotràs par M-uiduic , l'un de» nu-illcnr» .vitcnu de (miles d’Alrlhn u* tique.
4 rilh. R, |(|
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recle de leurs numérateurs , cl de deux fractions qui ont même numérateur, qu’elles sont en raison inverse de leurs dénominateurs.
Pour interpréter ces deux expressions, considérons d'abord
les deux fractions —, —, qui ont même dénominateur.
On a évidemment la proportion ~ •• 1 • 11 »
puisque le second* rapport n’est autre chose que le premier dont les deux termes ont été multipliés par 12 .
Or la fraction — et le numérateur 7 qui lui correspond
forment les deux antécédents, tandis que la fraction — et le
numérateur 1 1 qui lui correspond , forment les deux conséquents. Ainsi, les deux fractions sont directement proportionnelles à leurs numérateurs-, ou Lien elles sont en raison directe de leurs numérateurs.
Soient maintenant les fractions — x et b qui ont même nu-
mérateur.
On a d abord la proportion — : •• ^3 ' 3 g’ l )u,S( l ue
second rapport 11 ’est autre chose que le premier dont les deux termes ont été divisés par t5.
Mais , si l’on multiplie les deux termes du second rapport de cette proportion par 23 X 36 , il viendra , réduction faite.
Or la première fraction — et son dénominateur 23, forment
les extrêmes d’une proportion dont la seconde fraction —
et son dénominateur 36, forment les moyens. Ainsi les deux fractions sont réciproquement proportionnelles à leurs déno-
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flliualeurs ; ou bien, elles sont en raison inverse de lcuis dénominateurs.
Ou a vu d’ailleurs (n" 45 ) qu’une fraction est d’autant plus grande que son numérateur est plus grand , le dénominateur restant le même , et qu’au contraire , elle est d'autant plus petite que soiPdénominateur est plus grand , le numérateur restant le même.
Nous avons cru devoir donner quelques développements à ces principes, parce que nous avons remarqtfé que les jeunes gens se trompent souvent dans la résolution des questions relatives aux proportions, faute de notions suffisantes sur la manière de les établir convenablement.
218 . 11 est d’usage , lorsqu’on a à résoudre une question dépendant de la réglé de trois, de faire en sorte que le dernier terme de la proportion soit le tenue inconnu.
Pour satisfaire à cette condition , on commence par écrire le rapport des deux termes de l’espèce dont l’inconnue fait partie. Ensuite, après avoir reconnu par l’analyse du problème si la relation entre les quatre nombres est directe ou inverse , on place l’autre rapport à la gauche de celui-ci, de manière que le terme dont x est le correspondant soit le premier moyen ou le premier extrême , suivant que la relation est directe ou inverse. {Voyez n° 210 .)
Quatrième exemple. — On suppose que 45 ouvriers aient fait 280 métrés de maçonnerie ; et l’on demande combien -j 6 hommes feront du même ouvrage dans le même temps.
Soit x le nombre de mètres cherché ; on écrira d’abord le
rapport 280 C x;
ensuite on observera que plus il y a d’hommes, plus ils font d’ouvrage; ainsi, la relation est directe ; donc, x étant un conséquent ou un extrême , son correspondant 76 doit être le premier conséquent ou le premier moyen , et l’on aura
d ou I on me x — — 47* a °> 01 P ,e *
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Cinquième exemple. — Un équipage, de vaisseau n’a plus que . pour 20 jours de vivres , et cependant il doit encore tenir la mer pendant 35 jours. On demande à combien on doit réduire la ration journalière de chaque individu ?
Analyse . — Soient i la ration ordinaire de chaque individu, et x celle qui doit lui être délivrée, vu les circonstances où l’equipage se trouve ; il est clair que cette nouvelle ration doit être 2 fois, 3 fois. . . . plus petite, par rapport à la première, si le nombre de joiîrs pendant lequel le vaisseau restera en mer devient 2 fois, 3 fois.... plus considérable. Ainsi, les deux rations sont inversement proportionnelles aux deux nombres de jours.
Donc, si l’on pose le rapport i : x,
le nombre 35 dont x est le correspondant , doit former le premier extrême , puisque x est le second , et l’on écrira
d’où x — C’est-à-dire que la ration de chaque indi-
vidu doit être réduite aux - de la ration ordinaire.
Autre solution. — Ou peut parvenir à ce même résultat sans le secours des proportions, et d’une manière plus simple.
Admettons pour le moment qu’il n’y ait plus qu’une seule ration ordinaire par chaque individu, pour tenir la mer pendant 35 jours; la ration journalière se trouvera alors réduite
à de la ration ordinaire ; mais comme , d’après l’énoncé, il
y a 20 rations par chaque individu , il s’ensuit que la ration actuelle doit êt tion ordinaire.
actuelle doit être X 20 , ou^, c’est-à-dire les - de la ra 35 35 7
219. Règle de trois composée. — On nomme ainsi l’opération par laquelle on détermine le quatrième terme d’une proportion résultant de la multiplication de deux ou de plusieurs autres.
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Sixième exemple. — 20 ouvriers ont employé 18 jours à faire 5 oo métrés d'un certain ouvrage ; on demande en combien de jours 76 ouvriers feront 1 2.65 mètres du même ouvrage.
Analyse. — Cet énoncé donne lieu à considérer trois rapports, savoir^, le rapport des deux nombres d’ouvriers, celui des deux nombres de jours, et le rapport des deux ouvrages. Mais , pour simplifier la question et la ramener aux questions précédentes, nous supposerons d’abord que l’ouvrage A faire par les deux troupes d’ouvriers soit le même et égal au premier, 5 oo mètres. Alors la question reviendra à celle-ci : 20 ouvriers ont employé 18 jours à faire 5 oo mitres d un certain ouvrage ; combien 76 ouvriers emploieront-ils de jours faire ce même ouvrage. ?
Ici , il y a évidemment proportion (avec relation indirecte) cuire les deux nombres d’ouvriers et les deux nombres de jours. Ainsi, désignant par x non pas le nombre de jours qui correspond au premier énoncé, mais celui qu’on cherche d’après le nouvel énoncé, on aura la proportion
On pourrait tirer de cette proportion la valeur de x ; mais nous allons voir que cela est inutile. Il suffît seulement de raisonner sur x , en le considérant comme déjà connu d’après cette proportion.
Observons maintenant que, .r étant le nombre de jours nécessaire aux 76 ouvriers pour faire les 5 oo mitres , il ne s’agit plus que de savoir combien il leur faut de jours pour faire les 1 205 mitres.
Or, le nombre des ouvriers étant le même, si l’ouvrage devient double, triple, etc. , le nombre de jours devra être double , triple , etc. ; ainsi , il y a proportion (avec relation directe)-, et si l’on désigne par x ( x prime) le nombre de jours cherché (c’est alors le nombre inconnu du premier énoncé) , on aura lu nouvelle proportion
5 oo ; 1265 x : x . . . (2)
DE LA RÈGLE DE TROIS COMPOSÉE
(5oo et x forment un extrême et un moyen , parce que la relation est directe. )
Multiplions actuellement, terme à terme, les deux proportions (i ) et (2), il en résultera (n°2l5)
76 x 5 oo : 20 x 1265 :: 18 x x : x x x' ,
ou , supprimant le facteur x commun Jermes ,
76 x 5 oo : jox 1 a 65 : : 1
, 20 Xt 2 fi 5 xi 8 ,187
Donc , x = — _ — r ,
aux deux derniers
ou 12 jours environ.
Passons à un exemple encore plus compliqué.
Septième exemple. — 5 oo hommes, travaillant 12 heures j>ar jour, ont employé 5 7 jours à creuser un canal de 1800 mètres de long sur 7 mètres de large et 3 de profondeur; on demande en combien de jours 860 hommes travaillant 10 heures par jour, creuseront un autre canal de 2900 mètres de longueur 1 2 mètres • de large et 5 de profondeur, dans un terrain 3 fois plus difficile que le premier?
Voici le tabletSi des calculs, dont nous donnerons ensuite l’explication :
86 o At,,n ;
5 oo k0m
• rpioun *
g 00 ni.l»xr;
2 goo m,, “ l 't
: ar"
n m.l.itg •
tarf
x tt
: x v ou x . .
S60 x 10 x 1 800 x - x 3 x’ 1 : 5oo x 12 x
d’où X =
5 oo X 12X2900 X 12x5x3x57 860 X « o X 1 800 X 7 X 3 X 1
5 i_ 3oi ’
Analyse. — On distingue dans l’énoncé ci-dessus deux parties principales : la première comprend les nombres
5 oo l "" n , 12*, S’]i,i 8 oo mJ, "'f, 7 3 m -f , t d , et la seconde , 860, 10, X, 2900, 12, 5, 3 .
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(Puis([iic le second terrain est trois fois plus difficile à fouillei que le premier, on peut représenter la dureté du premier terrain par 1 , et celle du second par 3 , comme on le voit ici.)
On a désigné d’ailleurs par X le nombre de jours cherché.
Cela posé, admettons d'abord que l’ouvrage à faire par les 9 deux troupes d’ouvriers soit le même, et de plus que l’une et l’autre troupe travaillent le même nombre d’heures par jour.
Comme, dans ce ras, plus il y a d’ouvriers pour faire ret ouvrage, moins i! faut de jours , on a une relation indirecte en tre les deux nombres d’ouvriers et les deux nombres de jours. Ainsi , désignant par x le nombre de jours nécessaire aux 86n ouvriers pour creuser le premier fossé , le temps de leur travail par jour étant d’ailleurs de ta heures comme pour lcs 5 oo ouvriers, on a la proportion (t) dans laquelle 860 et son correspondant x forment les deux extrêmes.
Actuellement, si ces 860 hommes, au lieu de travailler ta heures, ne travaillent que 10 heures, ils devront nécessairement employer plus de jours à faire le même ouvrage. Ainsi , ayant egard aux deux nombres d’heures de travail par jour, comme moins il y a d’heures de travail , plus il faut de jours , on a encore une relation indirecte entre les deux nombres ta*, io\ et les deux nombres de jours x , x ; ce qui donne la proportion (2) dont 10 et son correspondant x' forment les extrêmes.
On pourrait, en multipliant les deux proportions (t) et (2), l’une par l’autre, et observant que le terme x disparaîtrait comme facteur des deux derniers termes de la nouvelle proportion , on pourrait, dis-je, obtenir la valeur de x', qui exprimerait le nombre de jours nécessaires aux 860 ouvriers travaillant 10 heures par jour, pour creuser le premier fossé; mais cela est inutile, et il suffit de regarder x' comme déterminé
Faisons maintenant varier la longueur du fossé eu conservant la même largeur, la même profondeur, et la même dureté de terrain.
Or, si le fossé a plus de longueur, toutes choses égales d’ailleurs, il faut nécessairement plus «le jours pour le creuser ,
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ainsi, il y a relation directe entre les deux nombres 18110,2900 , et .r', x" ( x" ou x seconde désignant le nombre de jouis correspondant à la longueur 2900), d’où resuite la proportion ( 3 ) dont 2900 et .r" forment un moyen et un extrême.
Répétant les memes raisonnements par rapport à la largeur et à la profondeur, on obtient les deux proportions ( 4 ) et ( 5 ), dans lesquelles x'“ et x" 1 (ou x tierce et .r rptarle ) expriment les nombres de jours qui correspondent aux variations de la largeur ci de la profondeur.
Enfin , si l’on a égard à la différence des duretés des deux terrains, il y aura évidemment relation directe ; et l’on obtiendra la proportion (6) dont le dernier terme x ï ou X exprime le nombre de jours cherché.
Multipliantalors, terme à terme, les six proportions établies successivement, et observant que tous les termes a:, x', x", x m , x' y , disparaissent comme facteurs communs dans le second antécédent et le second conséquent de la nouvelle proportion, on obtient la proportion (7) , d’où l’on déduit la valeur de X ,
qui, toute simplification faite, se réduit à 54 gl
Ainsi , le nombre de jours demandé est de 549 jours environ.
N.D. — Rappelons-nous toutefois que, lorsqu’on est parvenu 5 oo X 12 X 2900 X ux 5 x 3 x 57 860 X 10 X 1800 X 7X 3 x t faut, avant d’effectuer toutes les multiplications indiquées, avoir soin de supprimer tous les facteurs communs qui sont eu évidence au numérateur et au dénominateur.
Ici , par exemple , après avoir opéré toutes ces suppressions,
à l’expression X :
ou , en effectuant
5 X 4 X 2q X 5 X 57 on obtient A t= — — - ,
11 ,iv i 653 oo r . 5 i alors les calculs, A — — - = oui — .
3 oi ‘ 3 oi
fiel exemple, qui est un des plus compliques qu’on puisse se proposer, suffit pour mettre les commençants au fait de la marche qu’il faut suivre dans tout autre.
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#20. Remarques générales sur la régie de trois. — L’opération d’après laquelle on parvient à déterminer le nombre inconnu, dans les deux questions précédentes, s’appelle règle de trois composée , parce qu’en effet on parvient à une proportion dont le premier rapport çst formé par la multiplication de tous les rapports compris dans l’énoncé, à l’exception de celui dont l’inconnue fait partie , et qui forme le second rapport de la proportion.
Autrefois, on distinguait encore les règles de trois, en règle de trois simple et directe , règle de trois simple et inverse, règle de trois composée directe cl inverse loul-à-la-fois, etc. ; mais on est généralement d’accord pour rejeter toutes ces dénominations comme vicieuses, ou du moins comme inutiles pour la résolution de la question.
La seule attention qu’il faut avoir, eu plaçant les unes audessous des autres les différentes proportions dont le produit doit donner lieu à la proportion qui a pour seul terme inconnu le nombre demandé , c’est de s’assurer si les quatre nombres que l’on compare, pour chaque proportion , sont directement ou réciproquement proportionnels, et d’écrire la proportion en conséquence et d’après la remarque du n° 218 .
Nous proposerons pour exercice les problèmes suivants.
Huitième exemple. — i 5 ouvriers, travaillant to heures par jour, ont employé 18 jours à faire 45 o mètres d’un certain ouvrage , on demande combien il faut d’ouvriers , travaillant 12 heures par jour, pour faire en 8 jours 480 mètres du meme ouvrage ? [ Rép. X — 3 o hommes.]
Neuvième exemple. — lia fallu 1200 mètres de drap à \ de large , pour habiller 5 oo hommes ; on demande combien il faut de mètres à ~ , pour.cn habiller 960? [ Rép. 32 qi m y. ]
Dixième "exemple.. — Un courrier marchant i 5 heures par jour, a fait une route de i 5 o myriamè 1 res dans 20 jours de temps ; on demande combien il doit marcher et heures par jour, pour faire ifio myriamètres dans 18 jours? [ Rép. 17* j.]
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DE 1,A RÈGLE D'INTÉRÊT
221 . On appelle in^rc'l d’une .HOinine, le bénéfice résultant du prêt que l’on fait de cette somme, ou le prix du loyer de cette somme pendant un certain temps; la somme placée se nomme d’ailleurs le capital.
L’intérêt d’une somme dépend de la quotité de ce capital, du temps pendant lequel il est placé , et du taux d’intérêt. On appelle taux , l’intérêt ou le bénéftre que rapporte une somme déterminée pendant un temps aussi déterminé ; ordinairement, c’est le bénéfice que rapportent 1 00 francs prêtés pendant un an.
Ce taux, qui peut être considéré comme une sorte d'unité d’intérêt , est de pure convention entre le prêteur et l’emprunteur ; il dépend généralement de l’abondance ou de la rareté des capitaux. Cependant, il y a dans le commerce ou dans la banque, des limites (fixées par l’usage et par la loi) au-delà desquelles le taux ne peut monter sans être appelé usure. ( L’usurier est celui qui prête son argent beaucoup au-dessus du taux généralement admis.)
La règle d'intérêt n’est qu’un cas particulier de la règle de trois composée ; nous allons en donner des exemples.
Premier exemple. — On demande l'intèrél d’une somme de 45 oo francs, pour a ans 5 mois , à raison de 7 francs p. par an (p.~ est la manière usitée dans le commerce d’écrire pour 100).
Cet énoncé est l’expression abrégée de celui-ci :
1 00 francs rapportant 7 francs d’ intérêt par an, combien produira , à proportion , une somme de 4 5 oo^, placée ou prêtée pendant 2 ans 5 mois?
Analyse et solution. — Appliquant à cette question lesprincipes établis précédemment, nous dirons :.Les intérêts de deux capitaux placés pendant le même temps, sont directement proportionnels à ces capitaux ; ainsi, en appelant x l’intérêt du capital 45 oo^ placé pendant un an, on aura cette première proportion
too : 4500 :: 7 ; r (1)
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Ensuite, les interets d J un même capital soûl directement proportionnels aux temps pendant lesquels il est placé ; donc, si l'on désigne par X l'intérêt de 4^00/ pour 2 ans 5 mois, ou l’intérêt demandé, on aura cette nouvelle proportion
d’où, multipliant terme à terme les proportions (i) et (2), 100 : 45 oo x s 01 " 5 mei ‘ ;; 7 : X,
el|iai conséquent, X =
Effectuant l’opération marquée par 315 x 2 “" 5 ™, d’après les règles connues, et comme ou le voit à côté, on trouve pour résultat, 761 francs ■a 5 centimes. Ainsi , Y intérêt demandé monte à 761 fr. ?,5 centimes.
rttjaf Æmoif
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Soit, en général , un capital a placé pendant un temps exprimé par t, à raison de i p. 100 par an.
E11 raisonnant comme ci-dessus, on sera conduit aux deux
proportions
d’où l’on déduit 100
et par conséquent, -
aXI X' 1 00
ail
Cette formule X = , indique sous une forme facile à
retenir, la manière de déterminer l’intérêt d’une somme quelconque placée pendant un certain temps, et d’après un certain taux.
En langage ordinaire , elle signifie qu’il faut multiplier la somme proposée par le taux d’intérêt pour un an, puis par le temps pendant lequel la somme est placée , et diviser le résultat par ioo. C’est dans cette operation que consiste la règle d’intérêt simple.
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222. On peut d’ailleurs parvenir à celte formule sans le secours des proportions, et par un moyen qu’il est bon de connaître.
Puisque 100 francs rapportent, dans l’unité de temps ou dans un an, un nombre de francs marqué par/, il est clair
qu’un seul franc doit rapporter — Î-. Donc une somme quelconque rapportera, dans un an, — Xn, ou — ; et cette • too 100
même somme, au bout de t années , devra rapporter — - (*}.
A'. B. — La fraction qui exprime l’intérêtd’un franc pour
un an, se présente, dans certains cas particuliers, sous une forme très simple.
Soit, par exemple, i — r 5 (ce qui veut dire qu’une somme
est placée à»5p. i oo par an) : il en résulte — = — ,
ioo ioo 20
d’où — = — ; d’où l’on voit que l’int’érèt d’un capital too 20 1 r
placé à 5 p. ioo par an , est égal au vingtième du capital. •
Soit encore i= io ; il en résulte -î— = — — = — . Donc
ioo ioo io
ai a , #
— — ; c est-à-dire que l'intérêt d'un capital placé à io
ioo io } n 1 1
p. ioo, est égal au dixième de ce capital.
On dit que le capital est placé , dans le premier cas, au denier 20 , et, dans le second , au denier io.
(*) Le moyen que nous venons d'indiquer pour arriver à l'expression
f, et que l’on désigne sous le nom de méthode de réduction a l’unité , est
applicable & tous les problèmes qui dépendent de la théorie ries proportion* ; et l'un de nos meilleurs auteuis , M. Reynàud, a cru devoir en faire exclusivement, usage dans son Traité d‘ ' Arithmétique* Mais si cette méthode a l’avantage d’étre plus analytique que la nôtre, elle a , suivant nous , l’inconvénient d’étrelplus prolixe dans ses détails. Toutefois , nous sommes loin de vouloir la déprécier : au contraire , nous ne saurions trop ht recommander & MM. les Prt > fesse ms , comme un excellent exercice au tableau.
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Enfin , dire iju’iine personne a place ses fonds au denier fo, c’est supposer qu’elle retire par an, en interet, le l\o m ' de son capital ; ou, en ti’aulres termes, que le taux d’mlérêtest de ?. ~ p. 100 par an ; car ou a
a i 5 _ i j,. ai aXî; a
ioo 200 4 °' 100 100 4 °
Ces dénominations sont usitées dans le commerce.
223. Quelquefois, le taux d’intérêt est donné, non pour un an, mais pour i mois ou 3o jours. (J'oyez n° 221.) Dans ce cas, on prend le mois pour unité de temps ; mais la manière d’opérer est toujours la mente.
Second exemple. — On demande l'in tiré l de 5 ooo francs
/jour 3i5 jours, ou lo mois i5 jours , à raison de j p. 100 par mois ?
Faisant, dans la formule .X = -^-, a = 5ooo, t = io m 4,
■ oo
et i = 7 , on obtient
* X = : = 5oX — X 7 = -ÿ- = 3g3 ,76 .
too 24°
Ainsi, l’intérêt demandé est 3g3 francs 76 centimes.
Thoisième exemple. — Une somme de 3 j 5 o francs a rapporté 1 cj francs 25 centimes , en intérêt, ait bout de 2 ans éimois ; on demande le taux d intérêt auquel la somme a été placée? En raisonnant comme dans le premier exemple, on par-
viendra aux deux proportions < . ,, >
il’où l’on déduit 3760X2 j : 100 " 719,26 ; X.
719, 25 xioo 71925 a ...
Donc X = - ' - • = —?—=■ = 7,072 ; c est-a-dire
que le taux d’intérêt est 7^67 p. 100 par an, à 1 centime près .
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Ou peut facilement vérifier ce résultat en déterminant l'intérêt du capital 3760 francs, pendant a ans 6 mois, à raison de 7 f f>7 e p. 100 par an. Toutefois il est nécessaire, pour plus d’exactitude, de prendre pour taux le nombre 7,67a tel qu’on l’a obtenu ci-dessus.
La formule X = est également propre à faire connaître
ce taux. Eli effet, elle donne évidemment 100X =a >< ix t,
Or, on a 0 = 3750, / = a ans6 mois, X = 7ig,25;
donc 1 = — - ' ~ = _■ , comme on 1 a delà trouve.
224. Considérée eu général , cette formule contient quatre quantités , a, i , /, et X , dont chacune peut être supposée inconnue, les trois autres étant données ; et il sera toujours facile d’en déduire la quantité inconnue.
On peut ainsi se proposer quatre questions essentiellement differentes dont voici, les énoncés , avec les résultats qui y sont relatifs.
i u . Déterminer F intérêt d’un capital pour un certain temps , à raison d' un certain taux d’ intérêt?
Soit X l’intérêt demandé, 011 a X =
( Les deux premiers exemples se rapportent à cette question.)
a“. Déterminer le taux d intérêt auquel une somme doit être placée pour rap/rorter , au bout d un certain tèmps , une autre somme connue ?
I.a formule est alors
ai
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délit valeur de t doit être d’ailleurs calculée en unités de même espèce que celle pour laquelle on a d’abord fixé le taux, soit en années, soit en mois.
4". Déterminer le capital qu'il faudrait placer pendant un temps connu , pour rapporter, à raison d'un certain taux donné, une somme aussi connue ?
Ou a pour la formule , a
Voici de nouveaux exemples sur lesquels ou peut s’exercer.
Ouatrikme EXEMPLE. — Lit certain capital placé pendant 27 mois, à raison de - p. 100 par mois, a rapporté 1 3 i
d’ intérêt ; on demande la valeur du capital ?
[Rép. 9723' 33 e .]
Cinquième exemple — l ne somme de r^oo 1 a rapporté pendant 27 mois, 832 f 5o e ; on demande combien une autre somme de 85oo f doit rapporter, au même taux d‘ intérêt, pendant 45 mois ; et quel est le taux d' intérêt ?
[Rép. 15 (^ 3 ' •] 5 C , et 5 p. 100 par an. ]
• DE LA RÈGLE d’eSCOMPTE.
‘22Ji. L’escompte est une retenue faite sur le montant d’uit billet qui n’est payable qu’au bout d’un certain temps, et dont 011 voudrait se faire payer avant son échéance.
Pour fixer les idées, supposons qu’une personne possédant un billet de 3ooft francs , payable dans 1 an , te présente chez un banquier pour le faire escompter. On demande la retenue que doit faire le banquier, ou bien la somme qu’il doit compter actuellement à la personne? Ou sait d’ailleurs que le taux d’intérêt est de 6 pour 100^
Analyse. — Il est clair que la personne doit recevoir actuel* lement une somme qui, réunie à son intérêt pendant 1 an, produise 3ooo fr., mon tant du billet.
Or, puisque 100 fr. rapportent 6 fr. d’mtérèt par an, il s’ensuit que too fr. vaudront dans un an , 106 fr., y compris le ca-
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pital ; ou, ce qui revient au même , qu’un billet de 106 francs, payable dans i an, équivaut à 100 fr. payables actuellement. Donc, pour trouver la valeur actuelle An billet de 3 ooo francs, il suffit d’établir la proportion
106 I 100 “ 3 ooo ; x;
et le quatrième terme représentera la somme que le banquier doit donner.
On peut dire encore: si pour 106 fr. payables dans i au le banquier doit retenir 6 fr., combien, pour 3 ooo fr., doit-il retenir? c’est-à-dire
ooo : x
et le quatrième terme exprimera la retenue que le banquier doit faire, ou Y escompte du billet.
La première proportion donne x — = 283o', 19” ;
et la seconde
3 ooo f ,00
• La valeur actuelle du billet est donc 2&3o ( 19 e ; ou bien le banquier doit retenir 169' 81 e .
En effet, le capital 283o‘ 19 e , réuni à son intérêt i6g f 8i c , reproduit 3 ooo f , montant du billet. On voit d’ailleurs ici que les deux opérations se servent mutuellement de vérification.
Désignons, en général, par a le montant d’un billet, par l le temps qui doit s’écoulef jusqu’à son échéance, et par /le taux de l’intérêt pour l’unité de temps.
Comme ioo ( rapportent i f dans l’unité de temps, ils doivent rapporter, au bout du temps l, une somme i'X t, ou il; et par conséquent, 100 -f- il exprime ce que devient le capital ioo f au bout du temps t, y compris l’intérêt; ce qui revient à dire que 100-t-it payable au bout d’un temps t, équivaut à too f payables actuellement.
Donc, pour trouver la valent actuelle du billet a , il laul
règle d'escompte
établir la’proportion
+ ., . loo a
il ; 100 n ; .r; a ou r = r ;
too-f-it ’
et pour obtenir l’escompte du billet, on écrira
>4 -il ' ‘t IC a I x; d’où x —
i oo -j- il
En langage ordinaire, la valeur actuelle d’un billet s’obtient en multijiliant le montant du billet par i oo , et divisant le. produit par ioo ( augmenté de l' intérêt de ioo f , calculé pour le temps qui doit s’écouler jusqu’à l'échéance.
On trouve l’escompte lui-méme , ou la retenue , en multifdianl le montant du billet par F intérêt de ioo francs , calculé pour le temps proposé, et divisant le produit par i oo f augmenté de son intérêt pour ce même temps.
Si l’opération est exacte, les deux résultats ajoutés entre eux doivent reproduire le montant du billet.
Premier exemple. — On demande la valeur actuelle d'un billet de 485o ' payable dans 1 > , en supposant le taux d’intérêt à | pour i oo par mois ?
On a a=485o, t — i3"-j , /=- ,
trou i X t= X 1 3 - = - 3 - 1 = 10,19.5.
looa .
Donc la lormule x — devient
485ooo 485ooo»oo ..
O 11 a de même pour la deuxième formule,
, 485oX io,i25 49 ,0 ^ 2 5o
Cette manière d’escompter n’est pas celle qu’emploient
Anlh. H. on
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les banquiers et les commerçants. Ordinairement, ils escomptent à tant pour 100 par an ou par mois ; c’est-à-dire qu’ils établissent un taux d’escompte comme ils ont établi des taux d' intérêt.
Reprenons l’exemple ci-dessus, pour le traiter par celte autre méthode.
On demande d’escompter un billet de 485 o f , payable dans 1 3 "" >1 ‘ à raison de \ pour i oo par mois ?
Analyse. — Comme, d'après l’énoncé, on est censé devoir re-
tenir pour ioo f , - par mois, il s’ensuit que pour 1 3 " 1 " 1 * £, on retiendra— X > 3 -, ou , c’est-à-dire, en réduisant en déei- 4 2 o
males, io f ,i 25 . Ainsi, pour savoir ce qu’il faut retenir sur 485 o', on devra établir la proportion
d’où l’on tire x —
— 4g i , 06 , à un centime près.
Or, si de 485 o on ôte 4 gt »o6, on obtient le reste 4358 r ,g 4 , qui représente alors la valeur actuelle du billet.
Eu comparant ce résultat 4358 f 94 e , à celui qu’on a obtenu d’après la première méthode, on reconnaît que la 44°4)°9 personne reçoit 45 f 1 5 e de moins par la seconde 4358 , 90
méthode que par la première ~ 45, i5
Pour expliquer cette différence , il faut observer que les banquiers, en prélevant 49i f ,o6 sur 4850*, prélèvent l’intérêt que cette dernière somme rapporterait au bout de 1 3 '"°'' { , tandis qu’ils ne devraient rigoureusement retenir que l’intérêt de la somme qui revient actuellement au possesseur du billet, et cette condition est remplie par la première méthode.
Ce nombre 4 gi ,06 que le banquier retient d’après la seconde méthode, se compose réellement de deux parties, savoir : l’intérêt de la valeur actuelle du billet, c’est-à-dire 445, 91 , plus l’intérêt de cet intérêt, comme il est aisé de le vérifier.
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En effet, la proportion 100 ; io,i ?.5 .445,91 • •adonne
4J5 1 ^_x_hs^5 =
c’est-à-dire 45 ,i 5, à un centime près.
Il résulte de là <|ue ces 45* 1 5 e sont en pure perte pour le possesseur du billet; c’est un bénéfice que s’attribue le banquier, indépendamment de celui qui lui appartient de droit en raison de l’anticipation du paiement.
Quoi qu’il en soit, la seconde méthode est généralement reçue dans le commerce , parce qu’elle est plus expéditive et plus commode sous le rapport des calculs.
En effet, désignons toujours par a le montant du billet, par / le temps qui doit s’écouler jusqu’à son échéance , et par i le taux d’intérêt , ou plutôt le taux d'escompte; ce qui doùue IX* pour la somme à retenir sur 100 francs prêtés pendant le temps t.
Cela posé, afin d’obtenir l’escompte du billet a, il ne s’agit (pie d’établir la proportion
... a X il
too . il ,1 a ‘ x ; (tou x = ,
formule semblable à cille de la règle d’intérêt; elle ne renferme que des multiplications et une simple division à effectuer, taudis que. les deux formules relatives à la première méthode donnent lieu à des divisions qui sont même assez compliquées.
11 y aurait bien un moyen de concilier les deux méthodes: ce serait d’établir un taux d’escompte un peu moins fort que le taux d’intérêt. Mais la difficulté serait de les proportionner l’un à l’autre dans toutes les circonstances habituelles. Aussi s’en tient-on à la méthode la plus simple , ce qui, d’ailleurs , n’est qu’une affaire de convention entre le possesseur du billet et le banquier qui le lui escompte.
A’. U. — Pour distinguer les deux manières d’escompter, ou
ao. .
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désigne la première sous le nom d 'escompte. en dedans , et la seconde sous celui êê escompte en dehors.
Ces dénominations sont vicieuses; et il y aurait peut-être plus de raison d’appeler la première, escompte en dehors, et la seconde , escompte en dedans : c’est l’opiuion de plusieurs arithméticiens ; mais l’usage contraire a prévalu.
227 . Voici quelques exemples traités par l’une et par l’autre méthode :
Second exemple. — On demande la valeur actuelle d’un hillet de 285o f 45 e , payable dans 2"' en supposant le
taux d’intérêt à 8 l r ] 5 c pour 1 00 par an ?
Escompte en dedans . — D’abord, puisque 100 fr. rapportent 8 f 75 e dans i““, l’intérêt , au bout de 2“"' 8 m °‘‘ , doit être égal à
8*75 X a“"' 8'"*”', ou 8,75 X -^,011 Ainsi la valeur actuelle du billet est exprimée par
285o,45 X ioo _ 285o45 x 3 855 i 35
70 3 to 370 ’
la somme à retenir est d’ailleurs exprimée par >
no
Lffecluant les deux divisions indiquées , on trouve ,
■Si - e )
Donc la valeur actuelle du billet est a 3 i 1 r 1 8 e ; et la retenue à faire est 539*27'.
Escompte en dehors. — La somme à retenir sur ioo f pour 2 «n» gmoii étant—, l’escompte de ?. 85 o f 45 e sera
KKO.l.fc d’eSCOWPTF.
ioo
= 9^2<Jl = 665 t >loS .
La valeur actuelle du billet est donc égale A 2 . 85 o, 45 — 665 , 10, ou Lieu à 21 85 , 35 .
Ainsi, le possesseur du billet reçoit 1 25 * 83 ' de ?. 3 i 1 , 18
moins par la seconde méthode que par la pre- 2 i 85,35
mière. 125,83
Cette perle qu’il éprouve est d’ailleurs, comme nous l’avofis déjà fait observer, l’intérêt de 53 q f ,27.
Kn effet, 011 a pour cet «itérèl, à raison de — p. 100 pour
IOO
3oo
Troisième exemple. — l. n banquier a payé pour un billet de 56 oo', payable dans 1 4 mois, une somme de 5 1 29*45'. On demande d'après quel taux d’intérêt par mois le billet a été escompté?
Escompte en dedans . — Puisque 5 129*45' expriment la valeur actuelle de 56 oo*, ou obtiendra d’abord la somme dont 100' représente la valeur actuelle, par la proportion
5129,45 ç 56 oo ;; 100 ; x; 56 oooo , ,,
Ainsi , l’intérêt de 100* pendant 1 4 mois est 9*, 1735.
Divisant celte expression par 14 , on a o*, 655 ?. pour le taux «l’intérêt par mois : résultat qu’on peut aisément vérifier en escomptant le billet de 56 oo* d’après ce taux d’intérêt.
(Nous avons poussé jusqu’aux ioooo* m " la valeur de ce taux d’intérêt, afin que la vérification fût plus exacte.)
Escompte en dehors. — Si Ton retranche 5 1 29,45 de 56 oo, ou obtient 4 70 , 55 pour la somme que le banquier retient sur 56 < •
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Maintenant, afin de savoir ce qu’il retient sur ioo* pour i4 mois, on établit la proportion
d’où
56oo
4çt55_
56oo
i oo :
Divisant ce résultat par 1 4 > on a o f , 6 o pour la somme qu’il retient par mois sur ioo 1 ; c’est, à proprement parler, létaux d’escompte par mois.
Ce taux est, comme on le voit, plus faible que le taux déterminé par l’autre moyen ; et cela doit être.
228. L’exemple suivant tient à la fois de la règle d’intérêt et de la règle d’escompte en dedans.
Quatrième exemple. — Un marchand a acheté à un fabricant, pour 3859*, 25 <¥ une certaine étoffe; mais, ne pouvant le payer sur-le-champ , il lui fait un billet payable dans 18 mois. On demande la somme qui doit être portée sur le billet , l’intérêt étant à * pour i oo par mois ?
Analyse.— On conçoit d’abord que le billet doit se composer de la somme due au moment de l’achat, augmentée de son intérêt pendant les 1 8 mois.
Cela posé, puisque -j exprime l'intérêt de ioo f pour un mois,
il s’ensuit que ^ X 18 , ou i3,5o, représentera l’intérêt pour i 8
Donc, pour obtenir l’intérêt de 3859,2.5, il suffit d’établir la proportion
joo : i3,5o :: 3859,25 ; x-,
don r — - — — =520,9987500 5 a i*.
Ajoutant cet intérêt à 3859, a5, on obtient 438o,25 pour le montant du billet.
La vérification de cette opération s’effectuerait d’après la règle d’escompte en dedans.
rèclc ne société.
On établirait la proportion
ii3,5o : 100 " 438o,25 : x ;
et le quatrième terme , exprimant la valeur actuelle du billet de 4380*25*, devrait être égal à 385q f 25 c .
Nous renvoyons à la fin du huitième chapitre, les règles d’intérêt et d’escompte composés.
DE LA RÈCLE DE SOCIÉTÉ
229. Cette nouvelle règle a pour objet de partager entre plusieurs personnes associées dans un même commerce, le bénéfice ou la perle qui résulte de leur association.
Il est généralement convenu entre les négociants (et cela est d’ailleurs conforme à la raison comme à la justice) que la part de gain ou de perle de chaque associé est, 1 °. proportionnelle à sa mise quand les temps sont égaux , T. 0 , proportionnelle au temps quand les mises sont égales. D’où il résulte que , pour des mises et ries temps différents, les parts sont proportionnelles aux produits des mises par les temps.
Donc la question , considérée sous le point de vue le plus général , revient à partager un nombre donné (qui est un bénéfice ou une perle) en parties directement proportionnelles à d'autres nombres donnés.
Soient donc A le hombre à partager ; nt , n , p , q , . . .les nombres proportionnellement auxquels A doit être partagé , et x , x , x " , x " , ... les différentes parts.
On aura, en vertu de l’énoncé, la suite de rapports égaux,
d’où, faisant ( u° 21i) la somme des antécédents et celle de conséquents,
ou bien, puisque x -f- x -f- .r’ -f- x” -j- . . . . ou la somme des parts , est égale à A ,
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ra+n+/i+r/ + ... a : : in ’ x
Ce qui prouve que, pour obtenir chacune des parts , il suffît de multiplier le nombre à partager, A , respectivement par chacun des nombres m,n,p,q et de diviser le produit par la
somme m -j- n 4- p-f-q de ces memes nombres.
Faisons quelques applications.
230 . Premier exemple. — Trois personnes se sont réunies pour un commerce ; la premiers a placé i5ooo f , la seconde 2254o f , et la troisième 256oo f ; au bout d’un an, elles ont fait un bénéfice de 1 20oo f ; on demande ce qui revient à chacun des associés ?
Analyse. — Il résulte des considérations précédentes (ce qui d’ailleurs est évident en soi-même), que la mise totale (ou la somme des trois mises) , est au gain total, comme une mise particulière est au gain qui lui correspond
Donc chaque gain particulier est égal au produit du gain total et de la mise particulière, divisé par la mise totale.
Cela posé, faisant d’abord la somme des trois mises , on obtient pour cette somme , 63i4o f .
Ainsi l'on a successivement pour les expressions des trois gains particuliers,
i r gain : xz
12000 X i 5 ooo
1 2000 x 256 oo r>3 1 4 o
C’est ce que l’on peut vérifier d’ailleurs en faisant la somme de
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ces gains : car si l'operation est exacte, celte somme doit être égale au gain total 12000.
Second exempi.e. — Un particulier commence une entreprise avec un fonds de 25 ooo'. Cinq mois plus lard, voulant étendre son entreprise , il y intéresse un capitaliste qui lui fournit un fonds de 4 oooo f . Six mois apres ce premier emprunt, il trouve un second capitaliste qui lui prête une somme de 6oooo f . Au bout de doux ans, l' entreprise a rapporté un bénéfice de 8oooo f ; il est < f ailleurs convenu que le particulier, qui reste seul chargé de l'entreprise , aura une prime de 5 p. lôo sur le bénéfice total , outre la part qui lui revient proportionnellement aux fonds qu'il a placés.
On demande la part de chacun des trois co-associés?
Analyse. — Puisque le particulier doit, pour prix de son travail, commencer par prélever 5 pour ioo du bénéfice total, il retirera les ou le — de 80000', savoir: 4ou o'.
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Il ne reste donc plus que 76000' à partager entre les trois personnes , proportionnellement aux produits de leurs mises par les temps pendant lesquels ces mises ont été placées dans l’entreprise.
Cela posé, i°. tes 25 ooo' du particulier, placés pendant 24 mois, donnent pour produit 26000' X 24» ou 600000'.
2°. Les 40000' du premier capitaliste , ayant été 24 — 5 , ou 19 mois, dans la société, donnent 40000' X >9* ou 760000'.
3 °. Enfin, les 60000' du second capitaliste, placés pendant 24 — 5 — 6, ou pendant i 3 mois , donnent 60000' X 1 3 , ou 780000'.
Donc , la question revient à partager 76000' proportionnellement aux trois nombres 600000, 760000 , et 780000, ou, ce qui revient évidemment au même, proportionnellement aux trois nombres 60, 76, et 78.
Or, on trouve d’abord pour la somme de ces trois derniers nombres , 2 1 4. \insi, l’on obtiendra successivement pour les trois parts ,
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i r * part..
ou bien , ajoutant la prime de 4ooo f qui revient à celui qui est chargé de l’entreprise »53o8,4i
Vérification 8oooo f ,oo
251. La règle de société est une des opérations les plus usuelles chez l’homme civilisé.
Les contributions que les individus d’un même royaume [raient au gouvernement, se déterminent par de véritables règles de société.
On appelle contribution , la somme que doit payer annuellement chaque individu, à raison de son revenu présumé; c’est une sorte de perte pour lui , mais une perte à laquelle il se soumet pour aider le gouvernement dans sa marche et dans ses efforts pour l’intérêt et le bonheur de tous
La question qui a pour objet de fixer le montant des contributions proportionnelles , sur un nombre d’individus aussi grand que celui d’un État, de la France par exemple, peut sembler, au premier abord , très-compliquée ; mais les considérations suivantes suffiront pour faire concevoir combien sa solution en est simple.
Supposons, pour fixer les idées, qu’il ne s’agisse que des contributions foncières, c’est-à-dire des contributions que l’on perçoit sur les revenus territoriaux.
Les besoins d'un gouvernement pendant une année exigent une contribution foncière dont la valeur est A. De quelle manière en opérera— t -il le recouvrement?
Solution. — 0(i commence par répartir, au ministère des finances, la somme A, entre tous les départements qui composent le territoire, proportionnellement aux revenus présumés de ce* différents département*
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Soit B la somme que l’un quelconque des départements doit payer pour sa quote-part.
Ce département étant divisé eu trois ou quatre arrondissements don t les revenus territoriaux sont connus, on partage, à la préfecture de ce département , la somme B entre les arrondissements , proportionnellement à leurs revenus.
Soit C la somme que I’iiii des arrondissements doit payer pour sa quote-part.
Cet arrondissement se subdivisant en plusieurs communes, on fait à la sous-préfecture de cet arrondissement, la répartition de la somme C, entre toutes les communes qui le composent , proportionnellement h leurs revenus présumés.
Soit D la quote-part de l’une des communes.
Enfin , cette commune se compose d’un certain nombre de. propriétés, soit en maisons, soit en terres ou en prairies, soit en bois, dont les revenus sont évalués; et l’on partage la contribution I) entre les proprietaires, proportionnellement à leurs revenus présumés.
Les rôles de contribution de tous les propriétaires étant une fois établis, chaque contribuable verse le montant de sa contribution entre les mains du receveur de la commune. Celui-ci verse ses fonds dans la caisse du receveur d’arrondissement ; ce dernier verse les siens dans la caisse du receveur général de département; enfin, tous les receveurs de département envoient leurs fonds à la Trésorerie ; et le gouvernement se trouve ainsi avoir perçu le montant général de la contribution.
252. Voici île nouvelles questions qui se rattachent à la règle de société.
Troisième exemple. — Partager une somme de 36ooo f entre quatre personnes , de manière que la seconde ait deux fois] autant que la première; que la troisième ait autant, à elle seule, que les deux premières ensemble ; et que la quatrième ait trois fois plus que la troisième ?
Pour peu qu'on réfléchisse sur la nature de cette question, on verra que la part de la première personne étant prise pour unité , ou désignée par i , celle de la seconde est ?. ; la part de
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la troisième, 2-f- t ou 3 ; enfin celle de la quatrième, 3 X 3 ou 9; donc la question est ramenée à partager 36 ooo en quatre parties qui soient entre elles comme les nombres i , 2,3,9; elle rentre par conséquent dans la question générale du n" 229 .
Faisant d’abord la somme des quatre nombres 1,2, 3 , et 9, on trouve i 5 pour cette somme.
Ainsi, l’on obtiendra successivement pour les quatre parts,
„ 1 X 36 ooo ,
1 r * part = 2400 ;
. 2 X 36 ooo , Q
. » 3 x 36 ooo
9 X 36 ooo „
Quelquefois, les nombres proportionnellement auxquels on doit partager une somme donnée, sont des fractions ou des nombres fractionnaires.
Mais on peut aisément ramener ce cas à celui où les nombres sont entiers, en réduisant ces fractions au meme dénominateur.
Ainsi , pour diviser une somme donnée, a, en parties propor- 2 3 5
tionnelles aux fractions réduisez d’abord ces fractions
au même dénominateur : elles deviennent — , —, —.Or les
fractions qui ont même dénominateur, étant proportionnelles A leurs numérateurs (n° 217 ) , tout se réduit à partager la somme proportionnellement aux nombres donnés 8,9,10, ce qui
donne—, —, pour les trois parts demandées.
Quatrième exemple. — l’ne perspnne laisse en mourant i/uatrr héritiers; ri elle h fait ce singulier testament : le premier
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héritier doit avoir g, le second î , le troisième - , et le quatrième ^ du bien total.
On demande ce qui revient à chacun d'eux , I héritage montant d'ailleurs à 40000 Jrancs ?
Solution. — Si la somme des quatre fractions g, -, et ^ ,
était égale à 1, les conditions du testament seraient facilement remplies; il n’y aurait qu’à prendre alternativement le 6 e dç 4oooo, les ’ de 40000, etc. ; et l’on aurait les quatre parts. Mais en réduisant ces fractions au même dénominateur, on
— , dont la somme est égale à -^-^.ou 90 9 o
trouve — , — , —,
1 —, résultat plus grand que l’unité; d’où l’on voit que le
bien se trouverai tpi us qu’absorbé par les trois premières parts, établies suivant les propres termes du testament.
Cependant , si l’on réfléchit sur l’énoncé , on voit que les intentions du testateur ont été de distribuer son bien entre les quatre héritiers , de manière que leurs parts fussent propor-
Ainsi, l’on remplira ses intentions en partageant les 40000 en parties proportionnelles à ces quatre fractions, et par conséquent, aux quatre nombres i 5 , 36 , 4 ”, et 3 o.
La somme de ces nombres étant 121 , 011 obtiendra successivement pour ces parts,
tionnelles aux nombres %
1 ” part. .
l 5 X 4 oo°o
36 X 4 °ooo
4 o X 4 °°oo
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Cinquième exemple. — On fait une remonte de 1200 chevaux qu'on doit distribuer à trois régiments de dragons, en raison de leur force; la force du premier régiment est à celle du second comme 1 1 est à 8 ; la force du premier régiment est à celle du troisième comme g est à 7. On demande combien chaque régiment aura de chevaux ?
Il résulte évidemment de l’énoncé, que le nombre de che-
vaux du second régiment doit être les — de celui du premier, et
pareillement, que le nombre de chevaux du troisième doit être
les - de celui du premier. Donc les trois nombres demandés
sont enlre eux comme les nombres 1 , — d. ou bien, si l'on
réduit l’entier et les fractions au même dénominateur, comme les trois nombres 99, 72,77.
Ainsi, l’on obtiendra
pour le i* r régiment. . . .
pour le 2“ c
pour le 3 “'
N. D . — L’addition des fractions donnant 1, il faudra, en négligeant ces fractions , donner 1 cheval de plus au troisième régiment, qui correspond au numérateur le plus fort.
Il existe encore deux autres règles qui, sans dépendre précisément de la règle de trois, n’en sont pas moins importantes à connaître, comme étant d’un usage fréquent dans la bauque et dans diverses branches de commerce : ce sont la règle conjointe et la règle d'alliage.
UK LA RÈGLE CONJOINTE
253. Cette règle a pour objet de déterminer le rapport des monnaies de deux pays , connaissant déjà les rapports de ces monnaies avec celles d’autres pays. On l’appelle d’ailleurs régie conjointe , parce qu’elle consiste à ramener par voie de multiplication plusieurs rapports donnes à un seul ; ce qui donne lieu (n° 212) à un rapport composé.
Les deux exemples suivants suffiront pour donner une idée de cette règle et de la manière de l’exécuter.
PREMIER EXEMPLE
48 francs traient 5a shillings d' Angleterre ;
l5 shill. d’Angl 6 florins d Allemagne ;
5 o flor. dé Allem 7 ducats de Hambourg
i4 duc. de. Hamb 4° roubles de Russie.
O11 demande combien iSoo/rancs valen t de roubles de Russie?
/V. R . — Nous prévenons les lecteurs que les nombres adoptés ci-dessus pour exprimer les rapportsdes diverses monnaies, ont été pris à peu près au hasard, ces rapports étant d’ailleurs sujets à des variations, suivant le change d’une place sur une autre.
Solution. — Désignons par a, b,c, d, e , les valeurs intrinsèques (*) des cinq monnaies qui entrent dans l’énoncé, et pai x le nombre de roubles qu’il faut pour former a5oo francs; on aura évidemment, d’après l’énoncé , les égalités suivantes:
Soc ~= 7 d,
i4 d = 4 oc,
.r X e = 2.5oo<i,
d’où , multipliant ces égalités membre à membre, et omettant les facteurs communs a,b,c,d,e,
48 X l5x 5oX 1-4 X r = 5a X 6 X 7 X 4° X a5oo.
(')On appelle valeurs intrinsèques, les valeurs Hcs differentes tories de monnaie , rapportées à une même nnité , par exemple AD FR A RC.
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Donc, x =
5 a X 6x 7 X 4 ° X 25 oo i
Il faut observer qu’on ne doit effectuer les calculs indiqués au numérateur et au dénominateur, qu’après avoir supprimé les facteurs communs aux deux termes.
Dans la pratique , voici comment on exécute ces simplifications :
i . . a. . . ta. . .48a . = 526 .. 1 3
oc qd
rX« = 25 ooa...ioo
Après avoir disposé les unes au-dessous des autres les cinq égalités, comine on l’avait fait plus haut, on commence par supprimer les facteurs communs a,b,c,d,e.
On supprime ensuite le facteur 4 commun à 48 et h 5 i , ce qui donne les quotients respectifs 12 et i 3 .
On supprime encore le facteur 6, commun à 12 et à 6 qu’on remplace respectivement par 2 et 1 .
On continue ainsi, jusqu’il ce qu’on ait supprimé tous les facteurs communs aux premiers et aux seconds membres des égalités; et toute simplification faite, on parvient au résultat
„ - i 3 oo ... 1
3 x = i 3 oo ; d ou x= — 5— = 400
Ces opérations demandent un peu d’habitude ; mais elles ne sont pas difficiles. Il faut -seulement avoir le soin de barrer chacun des nombres que l’on divise par un facteur, et de le remplacer par le quotient correspondant.
SECOND EXEMPLE
Un négociant français veut faire passer à Londres une somme de 1200 livres sterling. Ilprie un banquier de Paris de se charger de cette commission, moyennant une remise de 1 p. 100 sur la somme totale. On demande , en francs , la somme qu’il doit au banquier?
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On sait d’ailleurs que
26 livres sterling valent . . . 1 5o roubles;
75 roubles 3o ducats de Hambourg;
20 ducats de Hambourg.... 4?. piastres d'Espagne;
12 piastres d'Espagne 65 francs.
Désignons par a,b,c,d, e, les valeurs intrinsèques des monnaies, et par a- la valeur de 1200 livres sterling en francs, on aura les égalités suivantes :
i 5 ob .
3 oc.
xXe
d’oii l’on tire, en effectuant les réductions d’après la marche indiquée ci-dessus ,
x=3 j5oo
Donc le négociant doit déposer entre les mains du banquier une soiuinc de 3 181 5 francs, pour que celui-ci se charge de faire payer les 1200 livres sterling à Londres.
2.34. La règle conjointe peut encore être regardée comme un cas particulier de la règle des fractions de fractions , exposée au numéro 6<J.
Reprenons en effet le premier des deux exemples traités dans le numéro précédent.
Dire que 48 francs valent 5 y. shillings d’Angleterre , revient à dire que 1 franc vaut ^ du shilling d’Angleterre. De même, puisque 1 5 shillings valent 6 florins d’Allemagne , il s’ensuit que 1 shilling vaut — du florin d’Allemagne; et par con-
séquent, 1 franc vaut ^ des du florin d’Allemagne. Pa-
Aritk. U.
322 règle d’alliage.
reillement, puisque 5 o florins valent 7 ducats de Hambourg,
il s’ensuit que 1 fl. vaut -d- de ducat de Hamb. ; et par consé-
quent, t fl. vaut les ffr des -= des ~ d’un ducat de Hamb.
Eu continuant ces raisonnements , on parviendra enfin à prouver que l’on a
25 oo f = 25 oo fois les ~ des des des du rouble.
40 ta 00 14
Donc (n° 68) 2 5 oo' = ^X6x 7 + 4 » X a 5 oo
v 48x i5x5ox 14
résultat trouvé ci-dessus.
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235 . Les questions qui appartiennent, à cette règle sont de deux espèces :
Ou l’on a pour but de trouver la valeur moyenne de plusieurs sortes de choses , connaissant le nombre et la valeur particulière de chaque sorte y
Ou bien, il s’agit de déterminer les quantités de chaque sorte de choses qui doivent entrer dans un mélange ou alliage, connaissant déjà le prix ou la valeur de chaque espèce , et le prix ou la valeur totale du mélange.
Nous ne nous occuperons que de la première espèce, la seconde étant tout à fait du ressort de l’Algèbre.
Premier exemple. — Un marchand de vin a mêlé ensemble des vins de différentes qualités , savoir, 25 o litres à 12 s le litre, 180 litres à 1 5 S , et 200 à \ 6 S ; on demande le prix du litre de mélange.
Observons d’abord que 25 o litres à io. s donnent,
pour le prix de ces z 5 o litres , 2 5 o X 1 2 ou 3000 ^
De même, 180 litres à i 5 - r font 180 i 5 ou 2700
Enfin 200 litres à i6 J ’ font 200 x 16 ou 3200
ce qui donne, pour le prix total des trois quantités de 8900 vins mélangées , 89oo r .
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Si maintenant on fait la somme des 25 o
trois nombres ?. 5 o, 180, et 200, ce qui 180
donne 63 o, la question sera évidemment 200
ramenée à celle-ci : 63 o
63 o litres de vin coûtent 8900 sous ; à combien revient le litrm?
Pour obtenir ce prix , il suffit de diviser 8900 par 63 o ; et le quotient i^ s i x exprime le prix demandé.
Règle gAnÉiiale. — Pour avoir le prix de l’unité de mélange, il faut, i°. multiplier le prix de l’unité de chaque sorte de choses que F on veut mêler, par le nombre d'unités de cette sorte , et ajouter tous ces produits ; 2 0 -faire la somme des nombres d’unités des différentes sortes de choses ; 3 °. diviser la somme des produits , ou le prix total, par la somme des nombres d’unités.
Second exemple. — On veut Jondre ensemble 2 3 kilogrammes d'argent à Hz 5 millièmes de fin; 14 kilogrammes à 910; 19 à 845 ; et F on demande le litre de /'alliage de ces trois lingots ?
A'. B . — Pour comprendre cet énoncé, il faut savoir que, dans l’orfèvrerie , l’or et l’argent sont toujours combinés avec d’autres métaux , tels que le cuivre.
Cela posé, on dit qu’un lingot d’or ou d’argent est à tel titre ou à tel degré de fin, lorsque, sur un poids détermine, par exemple, sur un kilogramme, il contient tel poids d’or ou d’argent pur.
Ainsi, un lingot est à *• de fin , ou bien , est au titre de —,
lorsque sur 1 kilogramme de ce lingot, il se trouve ^ de kil. d’or ou d’argent pur. ^Ce titre est celui des monnaies actuelles.)
De même, un lingot est à 825 millièmes de fin , lorsque, sur
un kilogramme, il contient d 01 ou d argent pur.
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Maintenant il résulté de l’énoncé, i|ue
à 825 ml ".. . . font
OU
'sO
ou
àè 45
OU
Donc ,
les 56 kilogrammes alliés ensemble, contiennent *•
5oo
2‘ , produisent 320
4^*, 77° d’argent pur. »
Ainsi, le titre du nouveau lingot sera exprimé par^-^——
ou 0,853; c’est-à-dire que le lingot résultant de l’alliage des trois premiers, est à 853 millièmes de fin.
Troisième exemple. — On a employé 5 oo ouvriers, dont iüo « raison de 2 ' par jour, 200 à i f 75 e , et 140 à i f 5 o c . On demande à combien, l’un dans Vautre , chaque ouvrier revient par jour.
' l , produisent
Donc, puisque 5oo ouvriers ont coûté 88o f , un seul ouvrier
coûte ■= — ou i'7fa c .
5 oo
256. La détermination des valeurs moyennes de plusieurs choses de valeurs différentes, est un cas particulier de la règle d’alliage de la première espèce.
On appelle valeur moyenne de plusieurs choses dont les valeurs particulières sont déjà connues, la somme des valeurs de ces choses , divisée par la somme et autant et unités qu'il y a de choses , plus simplement , divisée par leur nombre.
Ainsi , dans le cas où l’on n’a que deux choses , la valeur moyenne est la demi-somme des valeurs de ces choses; en d’autres termes , c’est (n° 203) la moyenne différentielle entre les valeurs de ces deux choses. »
Quatrième exemple. — On a mesuré, à quatre reprises différentes, la longueur d’un parc. On a trouvé la première fois ,
pour cette longueur, 25o"' /<f " ,4^9 ; /a seconde , 258"', Ü 95 ; la troisième , 2^Q m ,q 5 -, enfin la quatrième , lS\ m , 1 58. On demande la longueur du parc.
Puisque, dans les quatre operations, les mesures obtenues ne s’accordent pas, il est clair que le seul moyen de répondre à la question, est d’établir la mesure moyenne entre toutes ces mesures.
On trouve d'abord pour la somme des quatre mesures, le résultat 1002,042; divisant ce résultat par 4> on obtient 25o.5io5 pour la mesure moyenne (*).
De quelques autres questions qui peuvent se résoudre par le secours seul du raisonnement.
237. Dans les questions précédentes, les moyens de parvenir à la solution cherchée étaient fixes et généraux, c’est-àdire susceptibles d’être appliqués à toutes les questions de même espèce. Mais on peut en proposer une infinité d'autres qui 11e se rattachent à celles-là qu’en partie, ou quiu’en dépendent en aucune manière. Dans ce cas, l’Algèbre fournil seule des méthodes sûres et directes de résolution. Cependant, comme on ne saurait trop exercer l’intelligence des commençants, nous allons traiter quelques questions par le secours du seul raisonnement ; c’est ce qu’on appelle résoudre un problème arithmétiquement.
Rappelons-nous (n° 107) que résoudre ou analyser un problème, c’est, en réfléchissant sur son énoncé, tâcher de découvrir dans les relations établies entre les nombres qui en font partie , la suite des opérations à effectuer sur les nombres connus, pour en tirer les valeurs des nombres inconnus.
Phemier problème. — On demande un nombre dont la moi-
(*) Voyez l'ouvra ja qu’a publié M. Frakcieup, Membre de l’Acsdcmie de* * Science», sou» ca titre : Traité d' Arithmétique appliquée 4 la Banque, au. Commerce , 4 l’ Industrie , clc., ouvrage dont nons ne saurions trop recommander la lecture aux jeunes gen» qui se destinent h de» spéculations commerciales on industrielles .
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lié, le tiers, le quart, elles - , réunis forment en somme 5 >j 5 .
Pour résoudre celte question, commençons par observer que
prendre successivement la moitié, le tiers, le quart, etles - d’un
nombre, puis ajouter toutes ces parties, revient à multiplier ce
nombre par la somme des fractions -, 4 , 4 , -, c’est-à-
dire par -g^- (en effectuant la somme de toutes ces frac-
tions). Or, puisque le produit du nombre cherché, par -gj- ,
doit être égal à 5 ^ 5 , il s’ensuit , d’après la définition de la division, que ce nombre est égal au quotient de 575 divisé par
s~r, et par conséquent (n°(î 2 ) k' 5 n .5 X —
Effectuant le calcul indiqué, on trouve enfin 4 *o pour le
nombre demaudé.
Vérification , 4 20
la moitié=2io le tiers = 140 le quart = io 5 le 7* — 60
le 7' = 60
Total.... S'jô
Second problème. — On demande trois nombres dont la somme soit égale à c)6, et tels que le second surpasse le premier de a , que le troisième surpasse de 4 1 ° somme des deux autres.
Il est d’abord évident que, si l’on diminuait le second nombre de 2, il deviendrait égal au premier, et que si l’on diminuait le troisième, de 2-4-4 ou de 6 unités, il deviendrait égal au double du premier; ainsi, la somme des trois nombres serait, après ces deux soustractions , quadruple du premier nombre. *
D’ailleurs, si l’on retranche de 96, la somme 2-j-6, il reste
88; d’où l’on voil que le quadruple du premier nombre est égal
Donc, ce premier nombre a pour valeur .... ou 22.
Par conséquent, le second est égal à 22 -f- a ou a 4
et le troisième , à 4^ + 4 ou 5 o
Vérification 96
Troisième problème. — Trouver deux nombres tels que , si l'on ajoute 2 1 au jiremier, la somme résultante soit quintuple du second , et que , si l'on ajoute ai au second , la somme résultante soit triple du premier.
On conclut d’abord de cet énoncé, que la différence entre le quintuple du deuxième et le premier, est égale à la différence entre le triple du premier et le deuxième. 11 y a donc équi-dijjférence entre le quintuple du deuxième nombre, le premier nombre . le triple du premier, et le deuxième. Comme, dans toute êqui-dijjérence , la somme des extrêmes est égale A celle des moyens ( n° 201 ), il s’ensuit que le sextuple du deuxième nombre est égal au quadruple du premier; donc déjà, le deuxième / 2
nombre est égal aux ™ ou aux ^ du premier. Or, ce second
nombre augmenté de 21, donne le triple du premier; ou, ce qui revient au mente, at est égal au triple du premier, diminué du
deuxième ou des - du premier, c’est-i-dire, est égal au produit
du premier par ^3 — ou
aux ^ du premier.
Donc enfin, le premier a pour valeur at X - , ou 9. Quant au
2 2 deuxième, quieslles- dupremier, il estégal à 9 X g* ou à 6.
En effet: 1°. 9+21 donne 3 o , qui est bien le quintuple de 6; 2°. 6+21 donne 27, qui est le triple de 9. Donc les deox nombres 9 et 6 sont les nombres cherchés.
' Quatrième problème. — On emploie trois ouvriers pour faire un ouvrage. Ce jiremier le ferait seul en 1 2 jours , en
travaillant i o heures par jour ; le deuxième dans i5 jours , en travaillant 6 heures par jour ; le troisième dans 9 jours, en travaillant 8 heures par jour. On demande, i°. dans combien de temps ces trois ouvriers, travaillant ensemble , feront cet ouvrage; 2 0 . ce que chacun en fera; S*, ce qu’il gagnera. Fou- 'je total étant payé 108 francs.
Solution. — Observons d’abord que, d’après l’énoncé, le premier ouvrier ferait seul la besogne dans 12 X 10, ou 120 heu-
res ; donc, en 1 heure , il ferait — — de l'ouvrage.
Le deuxieme le ferait dans i5 X 6, ou 90 heures; ainsi, en 1
heure, il en ferait — .
Le troisième le ferait dans 9x8, ou dans 72 heures ; donc, en 1 heure, il en ferait —,
Ces trois ouvriers, travaillant ensemble, feraient donc, en
t Heure, 1 , ou^r-, c est-a-dire — de l’ou-
120 90 72 3bo 3o
rage.
Or, s’il leur faut 1 heure pour faire de l'ouvrage, il est
clair qu’ils emploieront 3o heures pour faire l’ouvrage tout entier.
Maintenant , puisqu’en 1 heure le premier ouvrier fait - ,
en 3o heures il fera -ï- x3o, ou^ = — . De même, le 120 4 >2
deuxième feraen3o heures, x3o,ou^== — . Enfin , le troi-
sième fera en 3o heures, — X 3o, ou — .
Il ne reste plus actuellement qu’à savoir ce qui revient à chaque ouvrier, en raison de la besogne qu’il a faite. Or, pour cela, il suffit de diviser 1 08 en parties proportionnelles aux trois 3 4 5
fractions — , —, — , ou plutôt, aux trois nombres 3, 4. 5:
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ce qui donne (n° 229) 27, 36, et 45, pour les tro» {«.tins demandés.
Les diverses questions que nous venons de résoudre, sont du genre de celles que plusieurs auteurs traileut par la règle dite de fausse position simjde ou double. Nous avons cru devoir passer cette règle sous silence, parce qu’en général , elle laisse beaucoup de vague dans l’esprit, et que la démonstration rigoureuse de ses procédés est fondée sur certains principes de l’Algèbre, principes qui d’ailleurs s’appliquent avec bien plus de facilité à la résolution immédiate de ces mêmes questions.
CHAPITRE VIII
Théorie fies Progressions et des Logarithmes.
Ce traité d’Aritlimétique serait incomplet s’il ne renfermait au moins les premières notions de la théorie des logarithmes. Cette belle découverte, due à Néper, baron écossais, est une des plus importantes quiaient jamais été faites dans les Mathématiques, puisque avec le secours d’une table de logarithmes, on parvient à effectuer, en très peu de temps, les calculs numériques les plus compliqués.
Mais avant de développer les principes de cette théorie , il est indispensable de faire connaître les propriétés principales de deux suites de nombres , suites que l’on peut regarder comme présentant une extension des équi-différences et des proportions : ce sont les progressions par différence et les progressions par quotient.
§ l' r . Des progressions.
238 . Progressions par différence ( autrefois progressions arithmétiques ■). — On appelle ainsi une suite de nombres tels que chacun surpasse celui qui le précède, ou en est surpassé,
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d’un nombre constant qu’on nomme la raison ou la différence de la progression.
Ainsi, soient, les deux suites
dans la première , chaque terme surpasse celui qui le précède , du nombre constant 3 ; en elïet, 5 — 2=3; 8 — 5 = 3 ;... 3 est dit la raison ou la différence de la progression.
Dans la seconde, chaque terme est surpassé par celui qui le précède, du nombre constantS; ainsi 60 — 55 = 5 ; 55 — 5 o= 5 ; 5 o — 4 ^ = 5 ; ....
5 est donc la raison de la progression.
La première s’appelle une progression croissante , parce que les termes y vont en augmentant ; et la seconde , une progression décroissante , parce que les termes y vont en diminuant.
Pour exprimer que les nombres sont en progression par différence, on place en tète le signe ï qui signifie comme (n° 499 ), et après chaque terme , un point qui signifie est à.
Cette notation est fondée sur ce qu’une progression par différence n’est autre chose, d’après sa définition , qu’une suite d ’équi-dfférences continues. ( Voyez n° 203.)
La progression s’énonce d’ailleurs ainsi ( en considérant la première des deux progressions ci-dessus) :
Comme 1 est à 5 , 5 est à 8 , 8 est à 1 1 , 11 est à 1 4 ; ou plus simplement, 2 est à 5 , est à 8, est à 11 , est à 14...
N. B. — Il est aisé de voir, dans cette suite d’équi-différences ,
que chaque ternie de la progression proposée est à la fois conséquent et antécédent, à l’exception du premier terme qui n’est qu’antécédent, et du dernier des termes que l’on considère, lequel n’est que conséquent.
239. Première propriété. — Evaluation d’un terme de rang quelconque au moyen du premier terme.
PAU DIFFÉRENCE
Il résulte de la définition d'une progression par différence, que, dans une progression croissante ,
Le deuxième terme est égal au premier plus la raison ;
Le troisième est égal au deuxième plus la raison, ou bien, est égal au premier plus deux fois la raison ;
Le quatrième est égal au troisième, plus la raison ; ou au premier plus trois fois la raison.
En général , un terme de rang quelconque est égal au premier, plus autant de fois la raison quil y a de termes avant celui que l’on considère.
Pour fixer les idées sur cette propriété, et en présenter un énoncé plus concis , considérons la suite des nombres
que nous supposons former une progression croissante ; et désignons par r la raison de la progression.
On a évidemment, d’après la nature de la progression,
c = i4 , r = »+ r -|- r — n -j- ar, c/ = c r = a 2 /' -f- r = a 3r,
Donc, si n désigne le rang d’un terme quelconque /, auquel cas (n — î) exprime le nombre des termes qui précèdent, on a
évidemment l = a -+■ (n — i)r (i) ,
expression qui , traduite en langage ordinaire, revient à l’énoncé ci-dessus.
Si la progression était décroissante , on aurait au contraire, b = a — r,
c — b — r = a — r — r = a — 2 r, d ■= c — r = a — ir — r = a — 3r,
et par conséquent, l = a — (n — i)r. . . ( 2 ).
Les deux formules ( 1 ) et ( 2 ) servent à déterminer un terme
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quelconque de la sérié, sansqu’on soit obligé de calculer tous ceux qui précèdent , puisqu’il suilit de connaître le premier terme , la raison, et le nombre des termes compris depuis le premier jusqu’à celui que l’on veut former.
Soit , par exemple, la progression i 2,5.8.11..., dont on demande le ao'" 1 ' terme.
On a ici, <2=2, r=3, et n = 20; donc la forinule(i) devient l— 2 -J- 1 9 x 3 = 5g.
On trouverait de même pour le 6o' m ' terme ,
Soit encore la progression ; 80. 74-68.62. ... , dont 011 demande le \ % im ‘ terme.
On a dans ce cas , a = 80, r = 6. ra=i2; donc la formule (2) donne l — 80 — 1 1 X 6= i4-
240 Conséquence de la propriété précédente. — Ces mêmes formules conduisent à la résolution d’une question très importante qui a pour objet d’insérer entre deux nombres donnés , autant que l’on veut de moyens différentiels , c’est-à-dire d’autres nombres formant avec les deux nombres donnés, une progression par différence.
Proposons-nous, pour premier exemple , rl ’ insérer entre 3 et 57, HÜIT MOYENS DIFFÉRENTIELS. *
Puisque la progression que l’on veut former, doit , y compris les deux nombres donnés , être composée de 8 -f- 2 ou de 1 o termes , il s’ensuit (n° 239 ) que le dernier terme 57 est égal au premier 3, plus g fois la raison ; donc , si de 57 on retranche 3, la différence 54 sera égale à g fois la raison ; et par conséquent, le <j imc de 54, ou 6, sera l’expression de la raison qui doit régner dans la progression.
Connaissant la raison , il est facile d’en déduire la progression, qui est alors
Soient, en général, a et / les deux nombres entre lesquels on
PAH DIFFÉRENCE
veut insérer un nombre m de moyens différentiels y si l’on désigne d’ailleurs par n le nombre total des termes, on aura n= m + 2 ; d’où n — i = m -+• i ; et les deux formules du numéro 231) deviennent »
De la première on tire, en retranchant a des deux membres .
I — a = (ni 4* i) r, d’où r = — .
Pour la seconde , il faut ajouter aux deux membres, (m- f- i)r, puis en retrancher l, ce qui donne
(m-\-l)r=a — l, d’où r=—
Donc , pour insérer entre deux nombres donnés , autant de moyens différentiels que l’on veut , il faut retrancher le plus petit nombre du /dus grand, et diviser la différence par le nombre total des termes à insérer, plus UN.
Le résultat ainsi obtenu exprime la raison de la progression, qui peut, d’ailleurs, être croissante ou décroissante.
Soit proposé , pour second exemple, d'insérer entre 2 et 29 , 35 moyens différentiels.
Ici , l’on a a = 2 , l— 2 <j , m — 35 ; donc r = “jg—" — | î et la progression demandée est
Le 20 w ' terme de cette progression, ou le ig' 1 "' moyen diflé-
rentiel,a pour valeur (n° 239) /= 2 -j-igX 16 -p
Le 3’] m ‘ terme , ou le dernier terme de la progression . est
/ = a -f- 36 X ^ = 29 ; ce qui iloil être
241. Remarque. — Si, entre les termes consécutifs d'une progression par différence , considérés deux A deux, on in-
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s'ere un même nombre de moyens différentiels , toutes les progressions partielles ainsi formées composent une seule et même progression.
En êffet, soit la progression i a . b . c . d . e .f. . . ; et soit m le nombre des moyens qu’on veut insérer entre a et b, puis entre b et c, puis entre c et d. . . ; les raisons des progressions partielles seront, d’après ce qui vient d’être dit, exprib — a c — b d — c
mees respectivement par , , — or, toutes
ces quantités sont égales, puisque a,b,c. . étant en progression , on a b—a—c — b = d — c. . . ; ainsi, la raison est la même pour toutes ces progressions partielles. Comme d’ailleurs , le dernier terme de chacune d’elles est en même temps le premier terme de la suivante , on peut conclure que toutes ces progressions partielles constituent une progression unique.
Soit, par exemple , proposé d ’ insérer 10 moyens différentiels entre deux termes consécutifs quelconques de la progression
La raison est ici , , . , . . ou bien — .
Il 11 1 i 11
O11 a donc
fu-.iii-. . . 2 - 2 -, 3 . 3 —. 3 - 4 -. . .4— . 5 . 5 — .
progression évidente.
Nous ferons bientôt usage de cette remarque, qui est très importante.
242 . Seconde propriété. — Dans toute progression par différence, la somme de deux termes quelconques pris à égale distance des deux termes extrêmes , c’est-à-dire du premier et du dernier, est égale à la somme des deux extrêmes.
Ainsi , dans la progression
7 i .4. 7 • to. i 3 . 16. 19. 22 . 2.5 . 28. 3 1 . 34.37 , on a i 4-37 = 4 + 34 — 7 + 3 1 = 1 o -f- 28. . . .
PAH DIFFERENCE
Pour nous rendre compte de cette propriété d’une manière générale, appelons a et / les deux termes extrêmes, x un terme qui occupe le p t,m ‘ rang, c’est-à-dire qui en a {p — i) avant lui, et y un terme qui en a ( p — i) après lui.
Cela posé, l’on a d’abord, en vertu de la formule dun°23f>,
Actuellement, si l’onjic considère que la partie de la progression, comprise depuis le tenue y inclusivement jusqu’au terme/ aussi inclusivement, le nombre total des termes de cette progression partielle est p , et l’on a encore
l —J + {j>— Of-
D’où l’on voit que / surpasse y de la même quantité que x surpasse a. Donc les quatre nombres a, x,y, /, forment une équi-dffêrence. Or, dans toute équi-diflérence , la somme des moyens est égale à la somme des extrêmes (n“ 201) ; ainsi, l’on a x+y-a+l- C.Q.F. D.
N. R. — Lorsque la progression est composée d’un nombre impair de termes, celui du milieu forme avec les deux extrêmes une é qui- différence continue ; et par conséquent (n° 205) il est égal à la demi-somme des deux extrêmes.
Ainsi, dans la progression ci-dessus i i .4.7.... qui se compose de i3 termes, le 7”' terme, ou 19, est égal à * ^ , ce
qui est évident.
243 . Conséquence. — Cette propriété fournit un moyeu trèssimple d 'obtenir l’expression de la somme de tous les termes d'une progression par différence.
Soit en effet la progression .... 7 a.b.c i.k.l j
et désignons par S la somme inconnue de tous ces termes, n étant d’ailleurs le nombre des termes. Concevons que l’on ait écrit celle progression au-dessous d’elle-mème, dans un ordre inverse, ce qui donne t l.k.L . . . . c.b.a •,
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il est d’abord évident <jue la somme de tous les tenues de ces deux progressions, est égale à 2S.
D’un autre côté , comparant deux à deux les ternies compris dans une même colonne verticale , on a , d'après la propriété précédente, a -j- /= b + k = c-f- 1. . . . j donc 2 S est égal à la somme partielle, a + / , prise autant de fois qu’il y a de ternies dans la première progression ^et par conséquent ,
d ou , en divisant par 2, S = — ,
c’est-à-dire que la somme des termes d'une progression par différence est égale au produit de la somme des extrêmes , multipliée par la moitié du nombre des termes.
Applications. — i°. On demande la somme des 25 premiers termes de la progression . . . . f 2 . 7 . 1 2 . 1 7. . .
Il fautd’abord rechercher l’expression du 25*' terme. Or, la raison étant ici 5 , on a (n° 239)
Donc — — = — — 1 55o.
2 0 . On demande la somme des 100 premiers termes de la progression . . . . î 1 . 3 . 5 . 7 . 9. . . .
On trouve d’abord pour le 100”' terme ,
Donc a = - ^ -= 10000. ou le carre de 100.
Généralement, le n 1 ""' terme de celte progression étant l — 1 + (n — 1) 2= in — 1, on trouve pour la somme des n premiers termes, ■>»
■ ~ n’, ou le carré, de n.
Ainsi, la somme des i5 premiers termes est égale à. . l5 X l5 OU 225.
EA* Ql’OTIElVT.
844 . Des progressions par quotient (ou géométriques). — Ou nomme ainsi une suite de termes dont chacun est égal à celui qui le précède , multiplié par un nombre constant qui est encore appelé la raison de la progression.
La progression est dite croissante ou décroissante , suivant que ta raison, ou le nombre constant qui exprime le rapport d’un terme à celui qui le précède, est plus grand ou plus petit que l’unité.
Une progression par quotient s’e'crit en plaçant deux points après chacun des termes, et le signe H en tète, parce que, d’après la définition, l’on peut regarder ces nombres comme formant une série de proportions continues.
Par exemple , soient les deux suites de nombres
Dans la première , chaque terme est égal à celui qui le précède multiplié par 3 ; ainsi, c’est une progression par quotient dont la raison est 3 . •
Dans la seconde , chaque terme est la moitié de celui qui le précède, ou bien, est égal à celui qui le précède multiplié par
la fraction - ; donc, c’est une progression par quotient dont la
raison est
On énonce d’ailleurs ces progressions de la même manière que les progressions par différence, savoir,
2 est à 6 , est à 1 8 , est <i 54 , est à 162 , . . . ; . „ . , .3 .3
et 12 est a o, est a o , est a - , est a - r. ...
Si l’on envisage chaque progression comme une suite de proportions continues, il eu résulte que chaque terme de la progression esta la fois conséquent et antécédent, à l’exception Arilh . B. 22
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du premier qui n’est qu’antéccdent , et du dernier qui n’est que conséquent.
Les progressions par quotient jouissent de propriétés analogues à celles des progressions par différence.
24S. Première propriété. — Évaluation d'un terme de rang quelconque dans une progression par quotient.
Soit la progression par quotient , générale,
et désignons par q là taisdn , qui peut d’ailleurs être > ou < i . Ou aura évidemment les égalités suivantes
b=aq,
C—bq— aq X = d — cq = aq‘ X f J= aq ' , e = dq-=z aq z X q~aq x ,
d’où l’on voit qu’en général, un terme de rang quelconque est égal au premier terme multiplié par une puissance de la raison , dont l’exposant est marqué par le nombre des termes qui précèdent celui que l'en considère.
Ainsi , désignant par n le nombre des termes compris inclusivement depuis le premier jusqu’au terme l, on obtient la formule
7=Vx q n ~\
au moyen de laquelle on peut aisément tTotiver la valeur d’un terme , sans être obligé de former tous ceux qui le précèdent Applications. — i°. On demande la valeur du 12 e terme de
la progression .... ri 2 î 6 : 1 8 ;
La formule devient 7=2 X, 3 ".
D’abord , la 4 ' puissance de 3 est 3 x 3 X 3 x 3 , ou 81 ; multipliant 81 pat 81, on obtient 656 i pour la 8* puissance. Multipliant €l 56 i par 27, 3 ' puissance de 3 , on trouve 177147 pour la il* puissance.
PAU QUOTIENT
Doue «tilin , / = îX i77'47 = 3542 ;, 4-
2". On demande le 10' terme de la progression
On trouve Han* re cas, /= 11 X '
Or le cube de 2 est 8; le cube de 8, qui n'est évidemment autre chose que la 9' puissance de a, est égal à 5ia; donr
5ta
A”, /i. — Si le rang du terme était un peu éloigne , le calcul deviendrait assez laborieux ; mais 011 n’en parviendrait pas moins à l’expression de ce ternie par des multiplications successives. Toutefois, on peut juger, par le premier exemple, avec «nielle rapidité les puissances d’un nombre augmentent de valeur lorsijue le degré de la puissance est un peu considérable, puisque dans la progression H 2 I 6 ; 18 on
obtient 354294 pour le 12* terme seulement.
246. Conséquence de la propriété précédente. — Insérer entre deux nombres donnés , a et 1, un nombre quelconque m de moyens proportionnels. (On appelle ainsi d’autres nombres formant, avec les deux nombres donnés, une progression par quotient.)
Solution. — Il est évident que pour former la progression, il suffit d’obtenir la raison.
Or, de la formule l — aq '~' , on déduit, en divisant les deux membres par a ,
D’ailleurs, n exprimant le nombre total des termes, on a nécessairement n — rn -f- 2, et par conséquent, n — 1= m 4. 1.
Donc enfin , q —
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D’où l’on voit que, pour obtenir la raison, il Jaui d'abord diviser le second nombre donné par le premier, puis extraire du quotient , une racine d’un degré marqué pur le nombre des termes à insérer plus un.
Connaissant la raison de la progression , il est facile d’en obtenir les différents termes; il suffit de multiplier successivement le premier terme, a, par la 1 ", par la 2 ', par la 3 e puis-
sance de q ou de
Ainsi, par exemple, le 4“ moyeu proportionnel, qui n’est autre chose que le 5* terme de la progression, aurait pour va-
leur, a X
et ainsi des autres.
N. B. — Nous ne connaissons encore aucun procédé pour extraire une racine d’un degré supérieur au 3 e . Mais notre objet principal est d’obtenir pour les progressions par quotient, des formules analogues à celles qui ont été établies pour les progressions par différence. Nous donnerons d’ailleurs bientôt un moyen très-expéditif d’effectuer ces sortes d’opérations.
247. On démontre, comme pour les progressions par différence, que si , entre tous les termes d’une progression par quotient, considérés deux à deux , on insère un même nombre de moyens proportionnels , les progressions partielles ainsi formées constituent une progression unique.
Soit a b ' c d . . . ,\a progression proposée.
La raison, pour la première progression partielle, serait
pour la seconde,
Or on a, par hypothèse, =
donc , les nombres
sont égaux , etc.
PAR QUOTIENT
948. Seconde propriété. — Dans toute progression par quotient, le produit de deux termes quelconques également distants des deux extrêmes, est égal au produit des extrêmes.
Soient eu effet let jr deux termes dont l’un en ait ( p — 1 ) avant lui , et l’autre ( p — 1 ) après lui.
Le tenue x est égal au premier a multiplié par q*~' ; et l’on a x= a X q r ~‘.
Le dernier terme l est égal au terme y multiplié par q*~'\ et l’on a l—J X q r ~' ; d’où l'on voit que les termes a, x,j, et l, forment une proportion ...,a x jr \ l.
Donc ( n° 208) . . . C. Q. F. D.
249. Désignons enfin par P le produit de tous les termes de la progression H a ' b ; c : ; i : k l, mul-
tipliés entre eux, en sorte que l’on ait
P = abc ikl,
ou P = Iki cba ;
on en déduit P*=abc ikl X Mi. , .cba,
ou bien encore , en intervertissant l’ordre des facteurs,
P* = al X bk X ci X . . . . ic X kb X la ;
mais on vient de voir que al=bk = ci. ... ; et le nombre de ces produits partiels est égala n,’ nombre des termes de la progression proposée ;
ainsi , P 1 = (al)*,
et par conséquent ,
P = V (aly \
ce qui démontre que le pivduil de tous les termes d’une progression par quotient est égal à la racine carrée de la n 1 '”' puissance du produit des deux extrêmes.
Cette formule correspond h celle qui donne la somme des
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fermes d’nwe progression par différence , savoir, S — ( - a+ 1 ) "
Nous n’exposerons point ici le moyeu d’obtonir V expression de la somme des tet*mes d’une progression par quotient, parce que cette question est tout-à-fait inutile pour le but que nous nous sommes propose , et que d’ailleurs elle suppose quelques principes d’ Algèbre , que nous n’avons point encore démontres.
280. Correspondance entre les propriétés des deux espèces de progressions. — Rapprochons actuellement les résultats obtenus plus haut.
Prog. par diff. Prog. par quotient.
I=a + (n— i)r. . . . (n° 239), . . .IrraXT'' • • (n°243),
r = ^7 (, ‘° 2 * 0) ’ • • • qz= Y /a (n ° 246) ’
S — (n° 245), ... P = y/ ( al) n . . . (n° 249).
Ces formules nous montrent que les opérations qui s’exécutent sur les éléments U’une progression par quotient, correspondent à des opérations plus simples , exécutées sur les éléments analogues d’une progression par différence.
Ainsi , la multiplication correspond à une addition ; la division à une soustraction;
la formation des puissances à Une simple multiplication ;
V extraction des racines à une division.
Guidé sans doute par ces considérations, le célèbre inventeur des logarithmes est parvenu à simplifier les calculs arithmétiques, à partir delà multiplication, en remplaçant les opérations à effectuer sur les termes d’une progression par quotient , par d’autres opérations faites sur ceux d’une progression par différence. Comme , dans un ouvrage élémentaire, il' est impossible d’entrer dans tous les détails de cette'importante découverte,
ois logahitumbs bn oénArai.. 3 j 3
nous nous plierons à on faire connaître les résulta U principaux.
5 II. Des Logarithmes .
23 t. Considérons une progression quelconque par quotient, dont le premier tenue soit toutefois égal à i , et une progression par différence , dont le premier terme soit égal à o. Soient , par exemple, les deux progressions
Chaque terme de la progression par différence est dit le logarithme du terme qui occupe le incuie rang dans la progression par quotient.
En général, on entend par logarithmes , des nombres en progression par différence , qui correspondent , terme pour terme ,
,ù des nombres en progression par quotie.nl , sous la condition , toutefois, que l’un des termes de la progression par. quotient * soit 1, et qu’il ait o pour ternie correspondant dans la progression par différence (nous verrons bientôt la raison de cette restriction) ; .et le logarithme d'un nombre eu particulier, est le terme de la progression par différence, .qpi j tient le meme rang que celui qu'occupe, dans, la progression. par quotient, le nombre que d’on considère.
282 . Première propriété. — Soient a, b, deux termes pris au hasard dans la progression (A) ;,et proposons-nous d’en obtenir le ; produit.
rA cet effet, considérons \e premier terme tde la progression (A) , deux tenues a, b,, et un quatrième tçqpe.c, .tel qu’il, y ait autant de ternies entre b et c, qu’entre i et a. Supposons d’ailleurs la progression (A) arrêtée au terme c.
Considérons de même, dans la progression (H), les .quatre termes, qui correspondent aux nombres i, a, b t c, c’est-à-dire
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leurs logarithmes, que nous désignerons, pour abréger, par o, log. a, log. 0 , log. c ( la notation log. signifiant logarithme de).
Cela posé, il résulte d'abord delà propriété du n° 248, que les quatre nombres 1 , a, b , c , forment une proportion , puisque a, b, sontdeux termes pris à égale distance des extrêmes, dans une progression arrêtée au terme c.
Ainsi , l’on a iXc = aXM" c — a X b.
D’un autre côté, les quatre termes o , log. a , log, b, log. c, forment aussi (n° 259) une équi-différence.
Ainsi , l’on a : o -f- log c = log. a -f- log. b,
ou simplement log. c = log. a -f- log. b.
Donc , en mettant à la place de c sa valeur a X b , s log. {a X l>) = log. c -f- log. b .
D’où l’on voit que le logarithme du produit de deux nombres de la progression (A) est égal h la somme des logarithmes de ces deux nombres.
D’après cela, pour obtenir le produit de deux nombres quelconques de la progression (A) , il suffit de prendre leurs logarithmes dans la progression (B), de les ajouter, puis de chercher à quel nombre correspond celte somme ; le nombre correspondant est le produit demandé.
Ainsi , soient les deux nombres 64 et 256 , dont il faut obtenir le produit.
Je prends leurs logarithmes 18 et 24 dans la progression (B); je les ajoute, ce qui donne ; puis je cherche à quel nombre correspond !pi \ et je trouve 1 6384 pour le produit demandé.
On trouve de même que 12 + 27, ou 3g, somme des logarithmes de r6 et 5i2 , correspond h 8192 , produit des deux nombres 16 et 5i2.
283. Conséquence. — Soient a, b, c , d... plusieurs nombres delà progression (A); il résulte de ce qui vient d’être dit, que
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log. abc = log. ab -f- log. es: log. a-f-log. b -|- log. c; log. abcd— log. abc, 4 - log. d=log. fl-f- log.A+ log.c + log.e/;
et ainsi de suite.
Doue , en général , le logarithme du produit d’un nombre quelconque de facteurs est égal à la somme des logarithmes de tous ces facteurs.
Ainsi, pour obtenir le produit de plusieurs nombres de la progression (A) , il suffit d’ajouter leurs logarithmes pris dans la progression (B) , et de déterminer à quel nombre correspond la somme ; le nombre correspondant est le produit demandé.
2ü4. Remarque. — Les deux égalités c=aX.b et . . . log. c = log. a -+- log. b , desquelles on a déduit la propriété précédente, supposent évidemment que le premier terme de la progression (A) est égal à 1 , et que le premier terme de la progression (B) est égal à o.
Voyons ce qui aurait lieu si les premiers termes étaient des nombres quelconques, k pour la première, et log. k pour la seconde.
On aurait , en vertu de ce qui a été dit (n° 282) ,
1 ®. Pour la progression (A) , d’où
a°. Pour la progression (B),... log. A-+log.c = log.a+log.i,
d’où log. c=rlog.a-f-log.i — log.Æ;
c’est-à-dire que la somme des logarithmes de deux nombres a et b de la progression (A) , diminuée du premier terme de la progression (B), serait égale au logarithme du quotient de la division du produit des deux nombres a et b , par le premier terme de la progression (A).
Ainsi, pour faire usage de celte propriété, il faudrait, i°. faire la somme des logarithmes ; 2 °. retrancher de cette somme le premier terme de la progression (B) , et chercher à quel nombre
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de la progression (A) correspondrait la différence; 3°. multiplier le nombre correspondant, par le premier ternie de la progression (A) ; et l’on obtiendrait le produit demandé.
On serait donc conduit à faire une addition , une soustraction et une multiplication , pour trouver le résultat d’une multiplication.
Dans l’hypothèse des premiers termes égaux à 1 et à o, La soustraction et la multiplication disparaissent; cette hypothèse est (donc indispensable (voyez n° 261).
288. Deuxième propriété. — Puisque, dans la division, le dividende peut être regardé comme un produit dont le diviseur et le quotient sont les deux facteurs, il s’ensuit que le logarithme du dividende est égal à la somme des logarithmesa'espectifs du diviseur et du quotient; ainsi, retranchant le logarithme du diviseur de celui du dividende, on obtiendra le logarithme du quotient.
Donc, le logarithme du quotient de la division de deux nombres de la progression (A), est égal à l’exc'es du logarithme du dividende sur celui du diviseur.
D’après cela, pour effectuer une division sur deux nombres qui appartiennent à la progression (A), il suffît de prendre dans la progression (B), le logarithme du dividende et celui du diviseur, de retrancher le second du premier, et de déterminer à quel nombre de la progression (A) correspond celle différence ; on obtiendra ainsi le quotient demandé.
Soit proposé de diviser i638j par 256.
Je prends dans la progression (B) , les logarithmes , et 24 , de ces deux nombres; je retranche 24 de , ce qui me donne r8. Je cherche le nombre correspondant à 18 , et je trouve 64 .pour le quotient demandé.
Lu 'propriété relative à la division s’exprime -ainsi dîune manière abrégée : log. ^ = log. a — log. b.
286. Troisième propriété. — Une puissance de degré quelconqued’un noiribre étant (n° 108, • i j°;)'le produit d’autant de facteurs égaux à ce nombre, qu’il y a d’unités dansdVxywrtnf de
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la puissance, il s’ensuit évidemment (n° 285} que le logarithme d’une puissance de degré quelconque , d'un nombre de la j>rogression (A), est égal au logarithme du nombre , multiplié pat l’exposant de la puissance -
Ainsi, tog. «*, éu log. a. a. a. a. a = 5 lop, a ; l°lï- rt 7 = 7log.a; et en général , log. n" r= rn X log. a.
Donc, pour obtenir le résultat de la formation d’une puissance d’un certain nombre de la progression (A), il suffit de prendre dans la progression (B) le logarithme de ce nombre, de le multiplier par l’ exposant de la puissance , et de déterminer à queifiiombre de la progri’ssion (A) correspond ce produit ; le nombre correspondant sera la puissance demandée.
Par exemple, soit à élever 32 à la 3*"' puissance.
Je prends -i 5 , logarithme de 3?. ; je le inrihtpKe par 3 , exposant de , 1 a puissance, ce qui me donne 45; je cherche à quel •nombre correspond f\5 , et je trouve 32768 pour la 3 €a ” puissance de 32.
287. Quatrième et DEicaÈKE propriété. — On sait que deux nombres exprimés l’un par a et l’autre par a" sont liés entre eux de 'telle manière que, le second étant la rn Um ‘ puissance du premier, réciproquement le premier est la racine rn Um ‘ du second.
'Or, on vient de prouver que. . . log. o m = m log.-a ;
donc, en divisant, par m, lqg. <1
c’est-à-dire que le logarithme d’une racine de degré quelconque d’un nombre, est égal au logarithme de ce ^nombre ^divisé par l’indice de la racine à extraire; ce qui s’exprime ainsi :
log. y b r~
Par conséquent, pour extraire la racine m'""' d’un nombre de laprogressioD (A ) , il suffit de prendre son logarithme dtins la progression (-B) , de le diviser par in , puis de chercher à
CONSTRUCTION
quel nombre correspond ce quotient ; le nombre correspondant est la racine demandée.
Soit proposé d extraire la racine 3 fmt de 35.768.
Je prends 45, logarithme de 32768, et je le divise par 3, indice de la racine; je trouve i5, qui a pour nombre correspondant 3?. ; donc 32 est la racine demandée.
Soit encore proposé d'extraire la racine 5 ' m ‘ de 32768.
Je prends 45, logarithme de 32768; je le divise par 5, indice de la racine à extraire , ce qui 111e donne 9. Le nombre correspondant à g dans la progression (A), est 8 ; donc 8 est
la racine 5 <me de 32768.
Construction des tables de Logariihmms .
258. Les considérations précédentes suffisent pour faire concevoir l’utilité d'une table de logarithmes , c’est-à-dire d’une table renfermant, d’une part, une série de nombres en progression par quotient, et de l’autre, leurs logarithmes, ou des nombres en progression par différence (les deux progressions devant satisfaire à la condition énoncée n° 251).
Comme on a vu d’ailleurs que toutes les opérations sur des nombres d’une nature quelconque se ramènent toujours à des opérations sur des nombres entiers, il s’ensuit que , pour la simplification des calculs, il suffirait que la table contînt les logarithmes des nombres entiers. Or, voici comment on est parvenu à former une pareille table :
Entre tous les systèmes , en nombre infini, de deux progressions, l’une par quotient, et l’autre par différence r que l’on pouvait prendre, on a d’abord choisi la progression décuple
H 1 ; 10 : 100 : 1000 : toooo : 100000 : toooooo
et la suite naturelle des nombres
Cela posé , concevons qu’entre les nombres 1 et 10, 10 et ioo^ 100 et 1000, . . ., on insère ( n" 246) un certain nombre de
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moyens proportionnels (qui soit le même pourchaque couple}, mais un nombre assez grand pour qu’on soit assuré que 2,3, 4—9 1 n,i2, 13.-.99I 101 , 102... 999, soient comprisparmi ces moyens proportionnels, ou du moins, di fièrent de quelques-uns d’entre eux d’une quantité si petite qu’on puisse les substituer, sans erreur sensible , à ces moyens proportionnels.
Concevons ensuite qu’entre les termes o et 1, 1 et 2, 2 et 3 , 3 et 4 , •• . de la progression par différence , ou insère autant de moyens différentiels qu’on avait inséré de moyens proportionnels; il est clair, d’après ce qui a été dit précédemment, que les termes de la nouvelle progression par différence seront les logarithmes des termes de la nouvelle progression par quotient.
Actuellement, supposons que , dans le nombre immense des termes des deux progressions, on ne tienne compte que des nombres entiers 1 ,2 , 3 , 4 , 9, > ° i ■ ■ , > 2, . . ., appartenant à
la progression par quotient, ainsi que des logarithmes qui leur correspondent ; on obtiendra une table qui renfermera ,
D’une part , tous les nombres entiers consecutifs , qui, à la vérité, ne feront plus entre eux une progression par quotient, mais 11’eu pourront pas moins être considérés comme des termes d’une progression de cette espèce ;
De l'autre part, leurs logarithmes, qui ne seront pas non plus en progression par différence , mais n'en seront pas moins des termes d’une progression de celte espèce, occupant respectivement les mêmes rangs que ceux qu'occupent, dans la progression par quotient , les nombres de ces deux séries.
Ainsi, les propriétés relatives aux diverses opérations arithmétiques sont applicables à tous les nombres de cette table et à leurs logarithmes.
N. D. — Au premier abord , il peut paraître difficile de comprendre comment ou est parvenu à insérer entre deux nombres donnés, 1 et 10 par exemple, un très grand nombre de moyens proportionnels , puisque , pour en insérer deux seulement , il
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faudrait (n°24G), d’après la formule q— yj - qui donne l’expression de la raison , extraire avec un très-grand degré d'approximation, la racine 3'''”' de — , ou de to, opération que
l’on sait être déjà assez laborieuse. Que serait-ce donc s’il fallait en insérer tooooooo, comme l’indiquent les traités d’Aritlnnétjque? Mais notre objet était seulement de faire concevoir la possibilité de l’existence d’une table de logarithmes. C’est dans les parties plus élevées des Mathématiques, qu’on trouve des méthodes de détermination beaucoup plus expéditives.
2iî9. Voici néanmoins une méthode élémentaire qui est peut-;être plus aisée à comprendre , en ce qu’elle ne suppose que des extractions successives de racines carrées.
Supposons qu’on veuille déterminer le logarithme de 5 en particulier.
Comme 5 est compris entre î et to, insérons un seul moyen proportionnel entre i et to, puis un moyen différentiel entre o et i.
On a (n° 207) i ; x x to ;
d’où x = io= 3,16227766. ... ;
el(n°205) o.y ; y. 1 ;
d’où y == - = o.5.
Cela posé, -ou o,5 sera évidemment le logarithme de [/ 10 ;
résultat qui s’accorde d’ailleurs avec la propriété du n° 2S7.
puisque l’on a log. \/ 10 = - log. 10 = -.
Actuellement, comme 5 est plus grand que 3 , 162 ... et plus petit que 10 , insérons un nouveau moyen proportionnel
entre 3,1622. . . et 10 , puis un moyen différentiel entre '
il vieil L
des tahi.es.
3,16227766 ....; .r ”.r; 10 d’où .r -= 1/31,69.2776. . =5,623...;
el \ ■ r *• jr ■ 1 ;
cl ou J- = - = 0,75.
Le nouveau moyen différentiel est d'ailleurs le logarithme du nouveau moyen proportionnel.
Le nombre 5 se trouvant compris entre 3,162 . et
5,623. . . , nous sommes encore conduits à insérer un moyen proportionnel entre 3,162... et 5623..., puis un moyen différentiel entre o ,5 et 0,75.
Or, il est évident qu'en continuant cette série d’insertions de moyens proportionnels, on parviendra & en déterminer deux qui ne différeront l’un de l’autre que d’une quantité aussi petite que l’on voudra, et qui comprendront le nombre 5 . On pourra donc, sans erreur sensible, substituer 5 à l’un de ces moyens proportionnels, et le moyen différentiel corrcspon danl an moyen proportionnel sera le logarithme demandé. On obtiendrait par des opérations analogues, les logarithmes de 2,3,7,
Remarquons d’ailleurs qu’il suffit, en calculant ainsi le logarithme de chaque nombre entier, de déterminer directement les logarithmes des nombres premiers ; quant aux logarithmes des nombres multiples, on les obtiendrait au moyen des logarithmes des nombres premiers, en faisant usage* des propriétés des h n * 282 et 286 .
Par exemple, on aurait log i 5 = log ( 5 x 3 ) ax log 5 * 4 -log 3 ; log 36 e= log (2* X 3 ") = 2 log 2 - 4 - a log 3 ; et ainsi de suite.
Disjtosilion et usage des Tables l’ulgairrs .
260 . On appelle logarithmes vulgaires , ceux dont la formation est fondée sur le système des deux progressions
USAGE
| H « ; 10 : 100 : IOOO ; 1000 0... 1
parce que c’est de cette table qu’on se sert le plus communément. On les appelle encore logarithmes de Briggs , du nom du premier auteur d’une table de cette espèce.
Il résulte de l’inspection des deux progressions,
i°. Que le logarithme de l’unité est zéro ;
2 °. Que le logarithme de i o est 1 ;
3°. Que les logarithmes de tous les nombres entiers ou fractionnaires, compris entre i et io, sont plus petits que l’unité f que ceux des nombres compris entre io et ioo, se composent d’une unité et d’une certaine fraction ; que ceux des nombres compris entre ioo et tooo, se composent de deux unités et d'une certaine fraction; et ainsi de suite.
Dans les tables de Briggs, ces fractions sont évaluées en décimales.
Ainsi , les logarithmes des nombres d’un seul chiffre sont représentés par une fraction décimale proprement dite; les logarithmes des nombres de deux chiffres ont i pour partie entière , laquelle est d’ailleurs suivie d’une fraction décimale.
Les logarithmes des nombres de trois chiffres ont 2 pour partie entière. . . .
En général , la partie entière du logarithme d’un nombre renferme autant d’unités moins une , qu’il y a de chiffres dans le nombre si ce nombre est entier, ou dans la partie entière de ce nombre s’il est fractionnaire.
Cette partie entière d’un logarithme se nomme caractéristique , parce qu’on peut juger, d’après son inspection seule, l’ordre des plus hautes unités qui se trouvent comprises dans le nombre correspondant au logarithme proposé.
Ainsi, 2 , 74 o 56 .. . correspond à un nombre de trois chiffres , c’est-à-dire à un nombre compris entre ioo et iooo ; de même, 4>°5678... est le logarithme d’un nombre compris entre ioooo et 100000 .
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SOI Connaissant le logarithme (l’un nombre quelconque, on peut obtenir facilement celui d'un nombre 10, 100, 1000 fois plus grand. Il suffit, pour cela, A' ajouter t, 2, 3 ... unités à la caractéristique.
Soit, en effet, a, un nombre dont on connaît déjà le logarithme ; on a (n°2i»2)
•og ("X 10) = log a -f- log io = loga+i, log ( a x 100)= log a -f- log 100 = log a -f 7,*
log (« X t o") = log a -f- log 1 o* = log a + n.
Réciproquement , le logarithme d’un nombre étant connu, pour obtenir celui d’un nombre 10, 100, 1000... fois plus
petit, il suffit de retrancher de la caractéristique , 1 ,2, 3,
unités.
tn eflet, on a (n° 2BS)
,° 6 £o = l°g«- log 1000= logo — 3 ; et ainsi des autres.
On peut conclure de là que les logarithmes des nombres 4567 | 456,7 I 45,67 | 4,567, par exemple, ne diffèrent pas les uns des autres par la partie décimale, mais seulement par la caractéristique, qui est 3 pour le premier nombre, 2 pour le deuxième , 1 pour le troisième , et o pour le quatrième.
En général, le logarithme d’un nombre fractionnaire décimât est le même , a la caractéristique près, que le logarithme de son numérateur, ou du nombre proposé dans lequel on ferait abstraction de la virgule : il n’y a point de différence dans la partie décimale du logarithme.
Il est bon d’observer que cette propriété est toute particulière au système des logarithmes de llriggs; et c’est ce qui doit faire préférer ce système à tout autre, puisque les fractions décimales sont les fractions sur lesquelles on a à opérer le plus souvent.
Ariih. B. 53
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262. 11 était impossible de placer dans les tables d’autres logarithmes que ceux des nombres entiers; car, deux nombres entiers consécutifs comprenant une infinité de nombres fractionnaires, il n’y aurait pas de raison pour y placer les uns plutôt que les autres. En outre, les calculs que nécessitait la confection d’une table, étaient trop laborieux pour qu’on pût l’étendre au-delà d’une certaine limite, même assez faible.
Ainsi*, il y a des tables qui ne vont que jusqu'à îoooo, d’autres jusqu’à 20000 ; une des plus étendues, celle de Callet, va jusqu’à 108000 .
Cependant, les applications logarithmiques exigent souvent la recherche du logarithme, soit d’un nombre qui excède les limites des tables, soit d’un nombre fractionnaire. Comment alors obtenir ce logarithme? G’est ce que nous allons développer sur des exemples. (Nous supposerons, dans tout ce qui va suivre, que l’on n’ait entre les mains que les petites tables de Rejnaud ou de Lalande. )
LOGARITHME
i°. Soit à déterminer le logarithme de 264329 .
Ce nombre ayant six chiffres, la caractéristique de son logarithme est 5 ( n° 260 ) ; ainsi , la question se réduit à en trouver la partie décimale.
Or, il résulte de ce qui a été dit 11 “ 26i, que cette partie décimale est la même que celle de log 2543 , 29 .
Par celte préparation , qui consiste à séparer vers la droite du nombre, assez de chiffres pour que la partie à gauche se trouve dans la table, on obtient un nombre compris entre 2543 et 2544 ; ainsi, son logarithme est égal à celui de 2543 , plus une partie de la différence qui existe entre logo.5^ et log 2543.
On trouve dans la table log 2543 = 3,4o535; on y
trouve également 17 pour différence entre log 2544 et
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log a 543 ; cette différence 17 exprime des unités de l’ordre du 5 ” 1 ' chiffre décimal , ou des 100000“"".
Cela posé, afin d’obtenir la partie de cette différence qu’il faut ajouter à log 25*43 , pour en déduire celui de 2543,29, on établit cette proportion : Si, pourune un il / 1 de différence entre les nombres 2.544 et a 543 , on a 17 cent-mili.ièmes de différence entre leurs logarithmes , combien, pour 0,2g de différence entre 2543 , 2 g et 2543 , aura-t-on de différence entre leurs logarithmes ; ou bien, 1 ; 17 îî 0,29 : x, d’où
et ce 4”' terme 4 ,g 3 est ce qu’il faut ajouter de cent-millièmes au logarithme 3 , 4»535 pour avoir le logarithme demandé.
Comme on ne doit tenir compte que de la partie à gauche de la virgule, dans ce l\ m ’ terme, on ajoute 4 ou plutôt 5 ( parce que le 1" chiffre à droite de la virgule est plus grand que 5 ;, au chiffre des cent-millièmes ou au dernier chiffre de 3 , 4 o 535 ; et l’on obtient
log 2543,29= 3 , 4 o 54 o ; donc log 254329 = 5 , 4 o 54 ».
Dans la pratique, on dispose ainsi le calcul :
log 254329 = log 2543,29 -f- 2
. log 2543 = 3 , 4 o 535
• Diff c ' lob " ... 1 7
Donc log 2543,29 = 3 , 4 o 54 o ,
et par conséquent, .... log 2543 ag = 5 , 4 o 54 o.
2 0 . Soit encore à déterminer le logarithme de 1 784967 .
On a d’abord log. 1784967 =1051784,967-4-3
log 1784 = 3 , 25 i 3 g
Oiff c> lob " ... a 5
Donc log 1784,967 = 3 ,a 5 i 63 ;
et par conséquent, .. log 1784967 = 6 ,a 5 i 63 .
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264. N. B . — Pour résoudre les deux questions précédentes, on a établi une proportion entre les différences des nombres et les différences de leurs logarithmes. On démontre en Algèbre, que cette proportion n’est jamais rigoureusement exacte ; mais elle approche d’autant plus de l’exactitude , que les nombres pour lesquels on l’établit sont plus grands; et l’on fait voir d’ailleurs qu’en faisant usage des petites tables, l’erreur commise n’influe pas sur le 5" 1 ' chiffre décimal du logarithme, tant que le nombre est au-dessus de tooo; de sorte que, dans ce cas, la proportion peut être considérée comme tout-à-fait exacte. Yoilà pourquoi, lorsqu’un nombre excède les limites des tables, on ne doit séparer vers sa droite que le moins de chiffres possible.
On demande le logarithme de 3 7
Ce nombre revient à
; donc ( n° 266;
log 37 ^ = log 2226 — log 5g.
Or, on trouve dans la table d’où, effectuant la soustraction,
log 2226 log 5g
Quant au logarithme d’un nombre fractionnaire décimal, tel que 479 >2564, on a déjà vu ( n ° 261 ) que tout se réduit à déterminer le logarithme de 4792564 comme il vient d’ètre dit, puis à retrancher 4 unités de la caractéristique; ou bien* on peut dire :
log 479,2664 = log 4792,5 64 — 1 log 4792 = 3,68o52
Diff“ lab " . . . g
d’où log 4^92,564 = 3,68057.
Donc log 479,2564 = 2,68057.
NOMBRE QUI LUI CORRESPOND
Lorsque , pour effectuer certaines opérations arithmétiques , ou emploie le secours des logarithmes, on parvient ordinairement à un résultat qui exprime le logarithme du nombre cherché ; et il faut, au moyen de la table, déterminer à quel nombre correspond ce logarithme.
i°. Considérons le cas où la caractéristique est 3 , ou la plus forte de celles qui se trouvent dans les petites tables.
Soit à trouver le nombre correspondant au logarithme 3 , 45936 ?
On commence par chercher ce logarithme parmi ceux des nombres de quatre chiffres; et l’on trouve qu’il est compris entre 3 , 45924 et 3 , 4593 g qui sont les logarithmes de 2879 et 2880 ; donc le nombre cherché est égal à 2879 plus une certaine fraction.
Pour obtenir cette fraction , on prend la différence tabulaire 1 5, et la différence 12 entre le logarithme donné et celui de 2879 ; puis on établit la proportion :
Si, pour i 5 cbnt— millièmes de différence entre log 9.880 et log 2879 , on a une unité de différence entre ces nombres , combien, pour 12 cent-millièmes de différence entre le logarithme donné et celui de 2879 , doit- on avoir de diférence entre les nombres correspondants ?
Ou bien, t 5 ; 1 ” 12 I x: d'où x 0,8.
Ajoutant ce 4 "”’ terme à 2879, on obtient 2879,8 pour le nombre demandé.
Voici le tableau des calculs :
Appelant N le nombre cherché, on a logN — 3 , 45 g 36 .
On trouve dans la table. log 2879 = 3 , 45924
Dff c ' 12
Pff cr tab " . . . . if»
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Il : z= o,8;
donc
jN = 2879,8.
266. N. B. — La valeur obtenue pour .N dans l’exemple précédent , a été trouvée , avant la réduction en décimales , é;;ale
à 2879 -1 — ^ (à un 1 5' prés), en supposant la proportion exacte,
hypothèse qui peut et doit être admise ici ( n° 264), puisque l’on reconnaît à l’inspection de la table de logarithmes que des accroissements constants et égaux à 1 , faits sur les nombres, correspondent (pour cette portion de la table) à des accroissements constants et égaux à 1 5 unités (de l’ordre des cent-millièmes ) , faits sur les logarithmes correspondants, ou bien , ce qui revient au même, qu’une unité (de l’ordre des cent-millièmes ) d’augmentation sur les logarithmes , correspond à d’augmentation sur les nombres.
Maintenant , au lieu de laisser au 4' terme de la proportion ^ ou à la fraction cette forme, sous laquelle il s’était
naturellement présenté, nous l’avons réduit en décimales, comme cela se fait ordinairement pour la commodité des calculs ; et nous avons trouvé ainsi la fraction 0,8, exactement
éjale à Or, il est important d’observer que si la réduction
ue s’était pas faite exactement en dixièmes, il u’en aurait pas moins fallu arrêter cette opération au premier chiffre décimal ; et nous allons en donner la raison.
Chaque i5* contenant autant de 100“ que le nombre 100 contient de fois le nombre i5, il s’ensuit que quand on sait combien un nombre contient de i5 n (à un près) on ne sait pas pour cela combien ce nombre contient de 100", de 1000”, de 10000”; tandis qu’au contraire on peut bien conclure le
nombre de io*‘ (à un près) de celui des i5”, puisque —étant
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plus grand que —p , chaque i 5 * d’augmentation ne peut pas
taire croître le nombre de plusieurs io'* à la fois.
De ce raisonnement généralisé résulte la règle suivante, applicable à tous les cas où , cherchant un nombre au moyen de son logarithme , on est obligé d’employer la proportion pour le déterminer : le nombre de chiffres décimaux qu’il est permis de calculer pour le 4 e terme , doit toujours être inférieur , au moins d'une unité , au nombre de chiffres qui composent la différence tabulaire, diminué d'une unité. Cette règle est générale, quelle que soit la table que l’on emploie : ainsi la table de Collet donnera le chitfre des 100” toutes les
fois que la différence tabulaire dépassera 100, mais seulement celui des io CI dans tous les cas contraires; et la table de Ixxlande ne donnera pas même avec certitude le chitfre des 10", toutes les fois que la différence tabulaire sera moindre que 10. ( Au reste, pour plus de détails , voyez Y Algèbre. )
2°. Soit à déterminer le nombre correspondant au logarithme 1 , 56834 -
On pourrait commencer par rechercher ce logarithme parmi ceux des nombres de deux chiffres; mais, comme il est probable qu’on ne l’y trouverait pas, il vaut mieux ajouter tout de suite 2 à la caractéristique , ce qui donne 3 , 56834 - Cherchant, d’après la règle ci-dessus, le nombre correspondant à ce nouveau logarithme , on trouve 3,56834 — 1 °G ^701 ,2. Or, puisqu’on ajoutant 2 unités à la caractéristique , on a (n° 204 ) multiplié le nombre cherché par 100, il faut , pour obtenir celui-ci, diviser 3701 ,2 par 100; ce qui donne enfin 37,012 pour le nombre demandé , à 0,001 près.
Soit encore à trouver le nombre correspondant à 0,86784. Ou a d’abord. . 3,86784 — log 7376,3 ; donc 0,86784 = log'7,3763, à 0,0001 près.
Soit enfin proposé de déterminer le nombre correspondant
Retranchant d’abord deux unités , on a
3,45976= log 2996,3 ,
APPLICATIONS
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l't coiaine , en ôtant 2 unités «le la caractéristique, on a rendu le nombre 100 fois trop petit , il faut multiplier 2996 par ioo, ce qui donne 299630 pour le nombre demandé , à une dixaine près.
Les petites tables ne permettent pas d’obtenir un plus grand degré d’approximation. Si la caractéristique était plus grande «lue 5 , le degré d’approximation serait encore moindre. Aussi doit-on employer les plus graniies tables possibles pour exécuter un calcul qui demande de l’exactitude.
Applications de la théorie des logarithmes.
Voyons maintenant les diverses applications que l’on peut faire des tables de logarithmes aux opérations de l’Arithmétique.
267 . Règle de trois. — Déterminer, par logarithmes , le 4 "" terme de la proportion a \ b t \ c \ x.
On a d’abord (n* 206 ) x = — — — ; d’où , eu prenant les logarithmes et appliquant les propriétés des n°* 282 et 288 , logx = log b -f- log c — log a.
Aptes avoir J ait la somme des logarithmes des deux moyens, retranchez-en le logarithme de l'extrême connu y puis cherchez à quel nombre correspond la différence : vous obtiendrez ainsi le nombre demandé.
Soit , par exemple , la proportion 3 - ; 25 g :: 497 x ; on a logx = log 269 -f log 497 — l og 3 7 ,
log 269 = 2,41 33 o log 4 97 — 2,69636
log 37 = 1,56820
donc log x = 3 , 54 i 46 ,
et par conséquent, x = 3479,1, ào,i prés.
t>t' tables de logarithme*.
Second exemple. Ou demande , par logarithmes , la valeur
e r . 3 : x 4 nx «gx 17 5
(Cette expression peut être regardée comme le terme inconnu dans une règle de trois composée. )
Prenant les logarithmes des deux membres, on a
Or,
Donc
d'où
loga: = 1 ,243i2 ;
x— I7,5o 3, à 0,001 près.
208 . Des compléments arithmétiques. — Dans l’exemple précédent, on a été conduit à retrancher la somme de plusieurs logarithmes , de la somme de plusieurs autres. Or, on peut remplacer les deux additions et la soustraction , effectuées pour la détermination du résultat , par une seule addition , en employant les compléments arithmétiques.
Ou appelle complément arithmétique d’un logarithme , ce qu’il faut ajouter à ce logarithme pour faire 10 unités; en d’autres termes, c’est le résultat qu'on obtient en soustrayant ce logarithme , de 10.
Ainsi, compl arith. 4 , 5 o 364 = 10 — 4 , 5 o 364 ; et, pour obtenir ce complément , il faut évidemment, d’après la règle de la soustraction , retrancher chaque chiffre de g , excepté le dernier chiffre significatif à droite, qu’on retranche de to;ce qui donne
compl. arith. 4 , 5 o 364 = 5 , 4 g 636 .
De même, compl. arith. 7,32568 = 2,67432.
APrUCATlOUS
Les compléments arithmétiques des logarithmes s’obtiennent , pour ainsi dire , d’après l’inspection de ces logarithmes
N. B. — Si le dernier ciliflie à droite du logarithme était un o, il faudrait retrancher de 10 le premier chiffre significatif à la gauche de ce zéro , et de 9 les autres chiffres à gauche.
Ainsi , compl. arith. 5 , 325^0 = 4,67420.
De même, compl. arith. 8,62400=1,37600.
Cela posé, soit à soustraire de la somme des quatre logarithmes L, L', L", L®, la somme de trois autres logarithmes l, l , l" ; et désignons par D la différence. On a évidemment
D... ou ... L + L'+L" + L* — {l + V+l") =
— L -j- L/ L" -J- L® -f- 1 o — / -h 10 — V 4 “ 1 o — l ' — 3 o , * ou , ce qui revient au même , »
= L + L'+L'-f- L“-| comp.\-\- comp. X -\-comp.Y — 3 o j
d’où l’on déduit cette règle générale :
Prenez les compléments arithmétiques des logarithmes soustractifs ; Jaites une somme totale de ces compléments et des logarithmes additifs ; puis retranchez de la caractéristique du résultat, autant de fois 10, ou autant de dixaines, que vous avez pris de compléments ; le résultat ainsi obtenu est la différence demandée.
Reprenons le dernier exemple du numéro précédent.
On a /. x=L374-L49+/. 17 + ^. 1 75 — (/.294-/.69-I-/. 1 54 ) ;
Le résultat de cette addition étant 3 l ,243 1 2, on en re-
/. 37 — /. 49 = l . 17 = l . 175 = Comp. I . 29 = Comp. I . 69 = Comp. I. 1 54 =
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tranche 3 dizaines , et il vient 1,243 12 pour la différence demandée ; c’est en effet le résultat déjà obtenu (n° 267).
I.’usage des compléments arithmétiques abrège beaucoup les calculs par logarithmes.
269. Progressions par quotient. — On propose d'insérer entre deux nombres donnés a et b , un nombre ni de moyens proportionnels.
La formule q — y 1 - trouvée au numéro 246, devient, par
log b — log a m -|- 1 .
l’application des logarithmes, log q
Supposons , par exemple , qu’on veuille insérer entre 3 et 4, a5 moyens proportionnels .
On a dans ce cas , ar=3,^ = 4i m —
d’où l’on déduit log q = ^ ^
On trouve dans les tables. . . log 4 = 0/10206
log 3 = 0,4771a
d’où log 4 — log 3 = 0,12494
donc, en divisant par 26, log 7 = 0,00480.
Cherchant le nombre qui correspond à ce logarithme, ou obtient 7 = 1 ,0 1 1 1 , à 0,000 1 près.
Veut-on maintenant former le 10* moyen proportionnel ou /eu* terme de cette progression ;
Appelant x ce moyen proportionnel , on a ( n° 246 )
d’où , employant les logarithmes ,
Or, on a déjà obtenu. .
d’où
et
d’ailleurs
donc enfin
uàoLE
log 4 — log3 = 0,^494 «o (log 4 — log 3) = 1,24940
C lo« 4 — log 3)= o,o48o5;
log 3 = 0,47712;
log x = o, 525 i 7.
Cherchant à quel nombre correspond ce logarithme , on trouve 3, 35 10 pour le moyen proportionnel demandé.
Les règles d 'intérêt et d’escompte composés se réduisent à la détermination du terme d’un rang quelconque dans une progression par quotient.
270. Intérêt composé. — Une sogime a étant placée pendant un nombre n d'années ou de mois , à raison de i pour 100 par an ou par mois , on demande la valeur de cette somme au bout du temps n, eny comprenant non-seulement le capital a et ses intérêts accumulés , mais encore les intérêts des intérêts pendant ce même temps.
Analyse. — Puisque 100 fr. rapportent une somme i dans
CL X I
un an , il est clair ( n°* 221 et 222 ) que a rapportera ;
ainsi, le capital a placé pendant un an , produit, y compris le capital,
a H , ou bien ai 1 + ).
Cette nouvelle somme , qui se compose du capital primitif et de son intérêt pendant la première année, peut être regardée comme un nouveau capital placé pendant la seconde année; et en la désignant par a, on trouvera qu’elle devient, au bout de la seconde année, y compris le capital ,
ou bien , si l’on remplace a' par sa valeur,
« (>+—Vi +—)="(■+— y.
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Désignant ce nouveau capital para', on obtiendra pour la somme de ce capital et de son interet pendant la troisième année.
ou bien , remplaçant a" par sa valeur.
Donc , en général , n désignant le nombre d’années pendant lequel le capital a est placé, et A représentant la valeur de ce capital réuni à ses intérêts et aux intérêts des intérêts, on obtient
Premier exemple. — On demande , en intérêt composé . la valeur de 12000' placés pendant Ci ans , à raison de 5 f pour | par an.
On a, dans ce cas , 0=12000, « = 5 , n— 6;
donc la formule devient
Celte opération serait très laborieuse à effectuer directe' ment; mais si l’on emploie les logarithmes, il vient
log A = log 1 2000 -j- 6 log i,o 5 .
Or, on a d’après les tables .... log i,o 5 = 0,02119;
d’où 6 log i,o 5 = 0,12714;
d’un autre côté log 12000 = 4>°79* ® î
donc log A = 4 ) 20 ^ 2 .
et par conséquent.... A = i6o8i fr .
Les petites tables ne peuvent donner un plus grand degré d’approximation.
A'. />. — Dans cet exemple , la somme du capital , des intu-
INTÉRÊT COMPOSÉ
rets, et des intérêts des intérêts accumulés, moule à i6o8i r ;
d’un autre côté, si l’on cherche (n u 221) l’ intérêt
simple de i2000 f pour 5 ans , à raison de 5 pour | ,
on trouve 36 oo
Différence 4 ® 1
D’où l’on voit que 481 francs expriment la valeur des intérêts des intérêts.
Second exemple, — On demande, en intérêt c omposé, la valeur de 5628 1 placés pendant 9 mois à raison de J ou de o f ,'j 5
pour 100 par mois.
Commençons par déterminer la valeur du capital au bout de g mois.
Comme , dans ce cas , le mois est pris pour unité de temps, on fait dans la formule générale , 0=5628, i— 0,^5, n = 9, ce qui donne
A = 5628 : 5628(1 ,oo 7 5)9 ,
d’où , appliquant les logarithmes,
log A = log 5628 + 9 log 1,0075.
On trouve dans la table. . . . . 1<*5 1 , 00^5 = o, oo 324
d’où 9 log 1,0075 = 0,02916
d’ailleurs log 5628 = 3 ,^ 5 o 35
donc
et par conséquent. . . . A = 6019 fr.
log A = 3,77 9 5 i
Pour obtenir ensuite l'intérêt de 6019 fr. pendant quinze
ait
jours, ou ^ mois, on a recours à la formule ( n° 221),
dans laquelle 011 pose « = 6019, i = 0,^5, t -, ce qui donne
ait _ 6oi 9 Xo , 7 S X - _ 6oj9 5 _
IOO
a 3 , à une unité près.
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Donc enfin, 6042 fr. expriment la valeur du capital 562.8fr. , en intérêt composé (*).
Ï 7 t. Escompte composé. — Les deux quantités A et a qui
entrent dans la formule A = a T— — — , ont entre elles une
relation telle, que si a est un capital place actuellement, A est sa valeur au bout d’un certain temps ; donc réciproquement, A désignant une somme payable dans n unités de temps , a exprime sa valeur actuelle ; on suppose toutefois qu’on ait egard aux intérêts accumulés et aux intérêts des intérêts, du capital a.
D’ailleurs, on déduit de cette formule
/ loo-M \
On peut donc regarder celle-ci comme donnant la valeur actuelle d’un billet dont le montant est A , et qui est payable dans n années, en admettant qu’on ait égard à l’intérêt composé de cette valeur actuelle.
Exemple. — On demande la valeur actuelle d’une somme de 3 oooo r , qui n’est payable que dans 0 ans , en supposant, i°. que l’escompte soit composé , 1°. que le taux d intérêt soit à 6 pour 1 00 par an.
Faisons, dans ce cas , A — 3 oooo, n — <j, i z=. 6 ;
3 oooo
et la formule devient a= - — -7.- ;
d’où , appliquant les logarithmes,
log a = log 3 oooo — ’j . log 1 ,06.
(*) Dans la pratique, on peol réduire lu deux opérations précédentes à une seule, en posant immédiatement dans l’expression générale de A,
n = n - = — ; mais celle manière d’opérer est fondée nir la théorie des ’ î 3
exposants fractionnaires , dont on ne peut se former une idée nette qu’en Algèbre.
I.OCARITIIMKS
log 3 oooo = 4,47712 ;
3bti
On a
d’ailleurs, log 1 ,06 = o,oa 53 1
d’où.... 7 log 1,06 =: 0,17717 — °> * 77 * 7 ;
donc log a— 4,29995,
et par conséquent, a — 19950 t'r.
En cherchant la valeur actuelle de 3 oooo, d’après la règle d’escompte simple (escompte en dedans, voyez n° 227 ), on
trouverait 21126,76,
résultat qui diffère" du précédent, de 1176,76.
Nous 11e nous étendrons pas davantage sur les applications de3 tables de logarithmes. Ce qui précède suflil pour donner une idée de toute leur bnportance.
Logarithmes des Fractions.
272 . Dans les questions précédentes, nous n’avons eu à considérer que des logarithmes de nombres entiers ou dénombrés fractionnaires plus grands que l’unité. Ces logarithmes font partie de la table dont nous avons indiqué la formation (n 0> 2o8 et 21 î 9 ), ou bien peuvent s’obtenir facilement à l’aide de ceux-ci, lorsque les nombres correspondants sont entiers et excèdent les limites des tables, ou lorsqu’ils sont fractionnaires.
On sait d’ailleurs que, dans le système de Briggs, les logarithmes de tous les nombres dont nous venons de parler sont
compris entre o et 1, 1 et 2, 2 et 3 , 3 et 4 c’est-à-dire
que les logarithmes des nombres compris depuis Limite jusqu'à l’infini, sont eux-mémes compris depuis o jusqu’à Pinfini; en sorte qu’il n’existe pas de nombre , si petit ou si grand qu’il soit par rapport à l’unité, qui ne puisse être regardé comme le logarithme d’un nombre plus grand que l’unité.
Il est alors naturel de demander si les fractions ont des logarithmes , et comment on les exprime.
Pour répondre à ces questions, reprenons la progression décuple, ~ t : 10 : 100 :iooo : 10000 : 100000...., et observons que , chaque terme étant égal à celui qui le précède , multiplié par 10, réciproquement, chaque terme est
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égal à celui qui le suit, divise par 10. Pur conséquent , si l’on prolonge cette progression au-dessous du premier terme i, en divisant successivement ■ par les diverses puissances de 10, c’est-à-dire par 10, 100, 1000. . . . ce qui donne les fractions—, — — , — ! — on en de'duit la nouvelle progression
ÎO IOO IOUO
IOOOO IOOO IOO 10
qu’on peut supposer commençant A une fraction —y aussi |»elite que l’on veut.
D’un autre côte', reprenons la progression par différence fo. 1 .2. 3 . 4. 5 . 6. 8. g. . . . ,
et observons que chaque terme étant égal à celui qui le précède, augmente' de i , réciproquement , chaque terme est égal à celui qui le suit , diminué de i . Cela posé , continuons cette progression à la gauche du premier terme o ( ou au-dessous de o) , en retranchant successivement t , 2 , 3 , 4 , • • • • de ce premier terme, ce qui donne les résultats — i , — 2, — 3 , —4... j il en résulte la nouvelle progression par différence
qu’on peut supposer commençant à un terme quelconque — /«, n étant uu nombre entier aussi grand que l’on veut.
On obtient par ce moyen , le système des deux progressions
IOOOO IOOO IOO 10
dont chacune se divise en deux parties, à compter des termes 1 et o.
La première partie , en allant de gauche A droite, dans les ileux progressions , est composée de termes qui coinpren|irnl Ariih. B. 24
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tous les nombres plus grands que l'unité et leurs logarithmes. (Ces logarithmes sont , comme nous l’avons déjà fait observer, tous les nombres imaginables compris depuis o jusqu'à l’infini. )
La seconde partie, en allant de droite à gauche, est composée de termes qui comprennent tous les nombres plus petits que l’unité , ainsi que leurs logarithmes, ceux-ci n’étant autre chose que les logarithmes de la première partie, précédés du signe — t lequel signe sert alors à distinguer les logarithmes des nombres plus petits que l’unité , des logarithmes correspondant aux nombres plus grands que l’unité.
373. En général , soit ^ une fraction proprement dite, ce qui suppose fl < b.
Je dis que l’on a log ^ — — l°g ~*
En effet, comme on a évidemment r = > i
il en résulte (n° 268) log ^ = log 1 — log-.
Donc , à cause de log 1 = o (n° 260) ,
log £ - — Io 6 c - Q D -
D’où l’on voit que le logarithme <T une fraction est égal au logarithme de la fraction renversée, pris avec le signe—.
Ainsi, log |=— log2 = — (log4— log3);
lo 6^=— l°sf| = — (1°8 47~ 1o 8 *3);
ce qui fournit, cette règle : Pour obtenir le logarithme d" une fraction , soustrayez le logarithme du numérateur de celui du dénominateur , et prenez le résultat avec le signe — .
DES FRACTIONS
1®. On demande , par logarithmes, la valeur du produit
On a(n®89) -X— X -5
3 X 5 X ii
7 X ia x i3’
d'où (n® 878) lo 8 ( " ~ X 7^) = — ,0 B
= log 3 log 5 log 1 1 — log 7 — log 1 3 — log 1 3 , ou, employant les compléments arithmétiques,
= log 3 -f- log 5 -f- log 1 1 c. log 7 -+• c. log 1 2 -f-
-4-c. log i 3 — 3 o. *
Effectuant l'opération indiquée, on reconnaît que
, 0 B (^ x Â x tI) = - 0 - 820 ^'
Or, en appelant x le nombre correspondant à 0,83.074, on
a (n° 873) — 0,82074 = log
Tout se réduit doue à déterminer x.
Maison trouve, d’après la règle établie n° 868 ,
0,82074 = log 6,6181 ; d’où * = 6,6181.
Par conséquent, - , ou le nombre cherché, a pour valeur
A. R. — Dans cet exemple, on n’est pas bien sûr de i’exaclitude du dernier chiffre décimal du nombre 6, 6181, en vertu de ce qui a été dit n® 806 ; mais on l’est de celui du nombre o,i5ii ( voy . la Note placée à la fin de l’ouvrage, n° 80).
Règle générale. — Pour trouver h quel nombre correspond un logarithme affecté du signe — , cherchez d’abord à quel nombre appartient le logarithme , abstraction faite de son signe •, puis , divisez l’unité par le nombre ainsi obtenu ; le quotient, évalué en décimales, est le nombre demandé.
OGAHITRMIS
On peut encore avoir recours à l'artifice suivant : mettez — 0,82074 sous la forme 4 — 0,82074 — 4j ce qui revient*/ augmenter et diminuer à la fois le logarithme proposé , de 4 unités ; il vient, ... — 0,82074 = 3,17926 — 4- Or, on a , d’après les tables , 3, 17926 = 105 i5t 1 ; d'où 3,17926—4=108 *5 tt — log 10000 (n° 26i);
et par conséquent, — 0,82074 = log = log o,t5i 1 .
Ce dernier moyen est, en general, plus simple et surtout
plus rigoureux que le premier, parce que , dans l’expression -,
> ■* obtenue par celui-ci , x est un diviseur inexact (*) ; tandis que par la nature du second moyen , on n’a pas à craindre cette cause d’erreur.
Soit encore à déterminer le nombre correspondant au logarithme — 2,35478.
D’abord , ce logarithme étant compris entre — 2 et — 3 , le
nombre correspondant est compris entre et — - — . Mais,
pour en obtenir la valeur d’après le second mojen , on met le logarithme sous la forme 6 — 2,35478 — 6= 3,64522 — 6.
Or, on a 3,64522=105 44*7)9;
donc, 6 — 2,35478 — 6, ou — 2,35478=105 -9- ;
I OOOOOO
ou .bien , — 2,35478 = log o,oo44 * 79-
Ces exemples suffisent pour faire voir que les nombres qui correspondent à des logarithmes affectés du signe — , peuvent souvent être obtenus avec un très-granddegréd’approximation.
Le second moyen consiste évidemment à retrancher le logarithme proposé , d’autant d’unités, plus 4, que la caractéristique en renferme ; à déterminer le nombre correspondant an résultat ainsi obtenu ; puis à diviser ce nombre par l’unité sui-
(*) A r ftyez la Note placée . J t la lin île l'ouvrage, n° 20-
1>ES HtACTIO.VS. 3^3
**e d aultinl de zéros t/u'on a été obligé de prendre d unités pour effectuer la soustraction.
2". On demande la i i puissance de la fraction — Ou
, (n°27S) log (£) = - log (l|) = - , log ||).
Or, log — =0,062 15; d’où, 1 1 X log — = 0 , 68365 ; et
\ = — 0 , 68365 = log 0,2072.
Ainsi, 0,2072 est le nombre demande.
3 °. On demande la racine 7* de - .
On a log = - log yj \. = - Q log ;)
Or, log - = 0,1 7609; d’où - log - = 0 , 025 i 5 ;
donc log = — 0 , 025 1 5 = log 0,94374,
et par conséquent, ^/^ = o, 9.4374.
273 . Scolie. — La recbcrclie des logarithmes des fractions nous a conduit A une espèce particulière de nombres, appelés en Algèbre, nombres négatifs , par opposition aux nombres ordinaires qu’on appelle nombres positifs ou nombres absolus. La considération des nombres négatifs , dans la théorie des/ogarithmes , est aussi indispensable que celle des nombres positifs , puisque c’est par eux seuls qu’on peut exprimer les logarithmes des fractions. Cela est si vrai que , dans l’hypotbèse (très admissible) où l’on aurait d’abord établi le système de deux progressions
374 AUTRE MANIÈRE d’eNVISAGER
auquel cas toutes les fractions auraient eu des logarithmes positifs, et d’autant plus grands que les fractions eussent été plus petites; dans cette hypothèse , dis-je, les logarithmes des nombres de plus en plus grands que runité , savoir.... i , io, ioo, 1000 ,. . ., et tous les nombres compris entre eux, auraient été nécessairement représentés par la série des nombres négatifs o, — i, — 2 , — 3,. . ., et de tous les nombres compris.
Autre manière d’envisager les Logarithmes.
276. Euler, dans ses Éléments d' Algèbre , a établi entre les diverses opérations de l’Arithmétique un rapprochement fort ingénieux que nous allons* d’abord faire connaître, parce qu’il donne lieu à une nouvelle manière d’envisager les logarithmes.
Désignons par a,b,c , trois nombres quelconques, et proposons-nous cette question générale : Deux quelconques de ces trois quantités étant données, déterminer la troisième au moyen de l'une des opérations arithmétiques , effectuée sur les deux quantités données.
L’opération la plus simple sans contredit , et celle qui se présente la première à l’esprit, est l'addition.
Soit donc proposé de trouver c par l'addition des deux nombres a et b.
Cette relation entre les trois nombres a,b,c , sera exprimée par l’égalité
a + b*ac. . . (i),
qui donne en même temps a= c — b, ou b — c — a.
D’où l’on voit que si , au lieu de rechercher c, on demandait la valeûr de a ou de b , la même égalité (i) donnerait la quantité inconnue par une soustraction.
Ainsi, l’addition et la soustraction sont liées entre elles par la même égalité a -f- c.
N. B. — Si , dans l’égalité a = c —-6 , on suppose c < b , la valeur de a se réduit évidemment à un nombre négatif. Ces
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sorte* de nombres tirent donc leur origine de soustractions indiquées et impossibles à effectuer.
L’addition de plusieurs nombres égaux conduit à la multiplication.
Proposons-nous alors de trouver c par la multiplication des nombres a et b.
Cette relation sera indiquée par l’égalité ab—c. ... (a) ;
d’où l’on déduit a = r . ou b = -.
Donc si, au lieu de chercher c d’après l’égalité (a), on demande la valeur de a ou de b , la division de c par b , ou de c par a , donnera la valeur du nombre inconnu.
Ainsi, la multiplication et la division sont liées entre elles parla même égalité.... ab—c.
N. B. — Dans l’hypothèse de c<^b, ou de c non divisible exac-
tement par b, l’expression y est une fraction ou un nombre
fractionnaire. Donc les fractions tirent leur origine de divisions qui ne peuvent s’effectuer exactement.
Enfin , la multiplication de plusieurs nombres égaux conduit à la formation des puissances.
Supposons donc qu’on veuille obtenir c en faisant le produit de b nombres égaux à a.
Cette relation s’exprimera par l’égalité a* = c. . . (3);
d’où l’on déduit d’abord <* = \/c;
ce qui prouve que , pour obtenir c, quand on connaît a et b, il faut effectuer une formation de puissance ; et que, pour obtenir a , quand on connaît c et b , il faut effectuer une extraction de racine.
Mais actuellement, connaissant a et c, comment trouverons vous b?
Avant de répondre à cette question, récapitulons ce qui vient d’étre dit. .
L’égalité a -\-b — c réunit les deux opérations connue» sou»
i'jd autre manière d’envisager
le nom d’addition et de soustraction ; la seconde de ces deux opérations pouvant d’ailleurs donner lieu aux nombres négatifs.
L’égalité ab = c réunit la multiplication et la division ; d’où naît l’idée d’une fraction ou d’un nombre fractionnaire.
Remarquons eu outre que dans chacune de ces deux égalités a -f- b = c, ab= c , le nombre a , ou le nombre b, s’obtient par le moyen de la même opération effectuée sur les deux quantités connues (ce que l’on exprime en disant que a et b entrent d’une manière semblable ou symétrique dans ces égalités).
De même, l’égalité a h = c réunit la formation des puissances et l’ extraction des racines ; d’où naissent les nombres incommensurables.
Mais il y a cette différence entre cette égalité et les deux précédentes, que, pour trouver a, une extraction de racine suffit ; tandis que, pour trouver b , il faut une opération toute particulière , qui sera en quelque sorte une septième opération de l’Arithmétique.
Or, si l’on applique à l’égalité. a 1 =. c
la propriété du numéro 286 , il vient. . . b. log a = log c;
d’où l’on déduit b = - L-ff-f .
log a
c’est-à-dire que la valeur de b s’obtient par le moyen des logarithmes.
I.FS LOGARITHMES. 3 ■J
Proposons-nous encore la question suivante : La population d’un pays s’accroît chaque année, de y- de ce quelle était au
commencement de cette année ; on demande au bout de combien (T années elle sera doublée ?
Désignons par a l’ctat de la population au commencement cle la première année, et par a', a“, a *, ... ce qu’elle est devenue au commencement des autres années.
Puisque, par hypothèse, la population a se trouve augmentée, à la fin de la première année, de ~ de ce qu’elle était
au commencement , elle sera devenue, à la fin de cette année, ou au commencement de la seconde,
ou bien a', d’après les notations dont nous sommes convenus.
Comme, à la fin de la seconde année, la population a' augmente encore de de ce qu’elle était au commencement de 5o 1
cette année , elle deviendra
ou bien, mettant à la place de à sa valeur, = a f J = a".
On trouvera de même, pour l’état de la population, à la fin de
la troisième annee, a ( g - ) = a ( g- ) ; et ainsi de suite.
Donc, si x désigne le nombre inconnu d’années, a {^ 7 ^)
exprime l’état de la population à la fin de la dernière année.
D’ailleurs, d’après l’énoncé, ce même état est représenté par
ia. Ainsi, I on a 1 égalité. ... a f g- 1 —
si l’on supprime le facteur a commun aux deux membres, il
AUTRE MANIÈRE D’ENVISAGER LES LOGARITHMES
vient
„ . log 2 _ log 2
\So) ~ , ou x /5i\ log5 i — log 5o
lo « te)
Cherchant dans les tables les logarithmes de 2, de Si, et de
5o, on trouve, tout calcul fait, x— 35 -f- ggg.
Donc, c’est au bout de 35 ans , à peu près, que la population sc trouvera doublée.
Les logarithmes conduisent donc à un genre particulier d’opération, indispensable pour la resolution de certaines questions.
FIN
NOTE
Sur les approximations numériques.
Cette Note est divisée en deux parties : dans la première , on suppose que les nombres sur lesquels on a des opérations arithmétiques à exécuter soient donnés exactement, et l’on expose des méthodes plus expéditives que celles qui ont été présentées dans le corps de l'ouvrage, pour obtenir les résultats des opérations avec un degré d’approximation déterminé.
Dans la seconde partie , on opère sur des nombres qui ne sont donnés eux-mêmes qu’approxîraalivemcnt ; et Ton se propose d’assigner le degré d’approximation qtic la nature des nombres donnés et le système d’opérations exécutées sur ces nombres, sont susceptibles de fournir pour les résultats.
OBSERVATION PRÉLIMINAIRE
I . Tontes le* fois qne l’on a à développer une fraction ordinaire en décimales, et que le quotient doit être composé d’un nombre infini de chiffres décimaux, on s’arrête ordinairement , dans l’évaluation du quotient, à un certain ordre décimal. Or il peut arriver deux cas : on le chiffre qui suit celui auquel on s’est arrêté est moindre qnc 5; ou bien il est égal ou supérieur
Dans le premier cas, il est évident que la partie du quotient À laquelle on s’est arrêté exprime la valeur cherchée, non-seulement à une unité pris de l’ordre du dernier chiffre II droite, mais même h nne demi-unité de cet ordre; et Terreur commise est alors en moins.
Dans le second cas, si Ton augmente d’une unité le chiffre auquel on s’est arrêté, on a encore la valeur cherchée, h une demi-unité de Tordre de ce chiffre; mais alors on commet une erreur en plus, laquelle est inférieure h celle qui résulterait de la suppression pure et simple des chiffres qui suivent celui auquel on s’est arrêté.
Soit, pour exemple, la fraction h développer en décimales.
NOTE
Dans ccl exemple , le» partie» 0,739 | 0,7391 | o,73gi3o4 | ...» expriment en moins la valeur totale du quotient à un demi-millième ,à un demi-dix-mil • lie me , h un demi-dix millionième près, puisque les parties négligées sont évidemment moindres que la moitié d'un millième, ou d'un dix-millième, ou d’un dix-millionième.
Mais 0,74 | o,739i3o>J35, | expriment en plus le quotient à un demi-centième, à un demi-billionième près; caries quantités dont le quotient a été ainsi augmenté sont évidemment moindres que la moitié d'un centième, ou d’un billionième.
D'où il suit qu’un quotient de division susceptible de se prolonger à l'inlini par le développement en décimales peut toujours être évalué, soit en moins , soit en plus, à une demi-unité d'un ordre décimal quelconque. Il suffit que l’on sache si le chiffre qui suit celui auquel on veut s’arrêter, doit être plus petit que 5, ou bien égal ou supérieur à 5.
Or il est à remarquer ici que l'on n’a pas besoin de connaître la vraie valeur du chiffre qui suit celui auquel on s’est arrêté, c’est-à-dire de déterminer ce chiffre suivant : il suffit de considérer le reste correspondant au chiffre de la dernière opération. — Suivant que ce reste est moindre que la moitié du diviseur, ou supérieur a cette moitié, l’on peut affirmer que le chiffre qni viendrait après celui auquel on s’est arrêté, serait moindre que 5, ou bien <gal ou supérieur à 5.
Ainsi, dans l'exemple précédent, on voit que tous les reste» qui correspondent aux quotients 9 , 1 , 3 , 0,4, 3, sont 3,7,1)10,8,11, nombres évidemment moindres que la moitié du diviseur 33 ; tandis que les restes correspondant aux chiffres, 3 centièmes, (\ billionième s , sont ui et 18 , nombres qni surpassent la moitié du diviseur.
Une remarque analogue peut être faite pour la racine carrée d’un uombie développée en décimales.
Comme, d’après la formule du n° 177,
(a -f- b)* z=. ■+• lab -f- b * ,
= fl’ + <i +
il en résulte que, si a désigne la partie déjà trouvée à la racine, selou que le reste correspondant est au plus égal à a, ou bien supérieur à a, l’on peut affirmer que a exprime la racine à une demi-unité près de l'ordre du dernier chiffre à droite de a, et que l'erreur commise est en moins, ou bien que a -h 1 exprime en plus cette même racine, à une demi-unité de l'ordre du dernier chiffre; et cela, sans qu'il soit besoin de faire une npnvclte opération , laquelle donnerait certainement un chiffre plus petit que 5, ou bien un chiffre égal ou supérieur à 5.
Passons maintenant à l'objet piiucipul que nous nous sommes proposé-
PREMIÈRE PARTIE
On est souvent conduit, dans les questions d'Aiitlimcnque ( r*»r cz I.» fin
4fc
«la 4 e chapitre) h effectuer îles operations «lans lesquelles figure un assez grand nombre de chiffres décimaux, bien qu’il suffise, pour l’objet qu’on se propose, d'obtenir le résultat avec un nombre de décimales - beaucoup moindre que n’en comportent les nombres sur lesquels on opère. Il est donc mile de faire connaître des méthodes h l’aide desquelles on puisse , sans être obligé d’exécuter le* opérations en entier , obtenir les seuls chiffres décimaux dont on a besoin.
Méthode abrégée pour la Multiplication .
2 . Commençons par la multiplication, et prenons les deux nombres 34*s53467 et 5,46379 en supposant qu'on veuille eu obtenir le produit a 0,001 près.
L'artifice à employer consiste .5 ne tenir compte , dans le* multiplications par les differens chiffres du multiplicateur, que des millièmes , ou des unités d’ordres supérieurs, c’esi-à-dire des centièmes , dixièmes , unités simples , etc. Cependant, comme il suffit de 10 dix-millièmes pour faire 1 millième t il est encore nécessaire d’avoir égard aux dix-millièmes que peuvent donner les produits partiels.
D'après ecs premières observations , voici comment on doit opère» :
1 7 1 2673 . dix - millièmes .
On commence par écrire le chiffre des unités du inultiplicatcnr sous le chiffre des dix-millièmes du multiplicande, et l’on dispose les aunes chiffres h la suite, en renversant l’ordre dans lequel ils étaient écrits; de sorte que le chiffre des dixièmes du multiplicateur est nécessairement placé sou* le chiffre «les millièmes du multiplicande , le chiffre «les centièmes sons le chiffre des centièmes , et ainsi «le suite. Quant aux chiffres des dix aines , centaines , etc., du multiplicateur, s’il en avait, ils seraient nécessairement places sous les chiffres des cent-millièmes , millionièmes , etc., du multiplicande. En un mot, chaque chiffrt do multiplicateur cal, par celte disposition, placé andc&soos du chiffre du multiplicande, dont le produit par celui du multiplicateur, donne de* dix-millièmes .
Cela posé , on multiplie d’abord par le chiffre 5 du innitiplicateur tous les chiffes du multiplicande, à partir du chiffre 4 qui correspond au chiffre 5 , et en négligeant le produit de 67 par 5 , h l’exception «les 3 onitésde retenue que donne le produit de G par 5 , et qui expriment des dix-millièmes , puisque ce produit est 3 o cen t-m i llièmes . On obtient ainsi 171*67.3 dix -
NOTE
millièmes , qre Ton écrit au-dessous des deux facteurs, après avoir souligné ceux-ci.
Passant au chiffre 4 des dixaines du multiplicateur, ou multiplie par ce chiffre tout le multiplicande, h partir du chiffre 3, et négligeant le produit de 4^7 par 4 « & Pexception de V unité de retenue que donne 4 fois 4* parce que cette unité exprime encore I dix-millième ; on obtient ainsi i 370 î 3 dix-millièmes , que l’on place au-dessous du premier produit, de manière que les derniers chiffres se correspondent, comme exprimant tous deux des dix-millièmes.
On opère de la même manière par rapport aux autres chiffres du multiplicateur, ayant soin de commencer chaque multiplication partielle au chiffre du multiplicande qui est placé immédiatement au-dessus du chiffre multiplicateur que l y on considère , et ajoutant seulement au produit les retenues fournies par le chiffre qui suit celui du multiplicande auquel commence la multiplication.
On obtient ainsi les trois nouveaux produits ao55i, 1027 , et ?3q, que l’on pince an-dessous des précédents , de manière que les derniers chiffres .N droite se correspondent.
On fait ensuite la somme de tous ces produits , et il vient i 87 î 5 o 3, nombre dont il faut séparer par une virgule quatre chiffres décimaux , puisqu’il doit exprimer des dix-millièmes.
F.nGn , on barre le dernier chiffre, et l’on trouve 187 , »5o pour le produit demandé, à o,ooi près.
Il est facile de vérifier ce résultat en effectuantla multiplication tout entière.
IV. B . — On pourrait croy^e , d'après ce procédé, que, comme on a, en apparence, tenu compte de tous les dix-millièmes que renferment les produits partiels, le chiffre des dix-millièmes est I ui- même exact ; mais on sc tromperait, car il est ordinairement trop faible de plusieurs unités. Cela tient à ce que la somme des uoités de la colonne des cent-millièmes peut donner plusieurs unités de retenue. Toutefois, on doit regarder l’erreur comme ne pouvant pas influer sur le chiffre des millièmes ; car pour que cela fût, il faudrait que le multiplicateur fût composé de dix chiffres au moins, attendu que, d’après le procédé ci-dessus, l'erreur commise k chaque multiplication partielle est , en général , moindre que 1 dix-millième.
5. Au reste, on peut encore atténuer da van tage les erreurs commises dans J( cours du calcul , au moyen des modifications suivantes.
Toutes les fois qn’h la simple inspection des deux chiffras à droite du chiffre multiplicande auquel «omrnence chaque multiplication partielle, 011 reconnaît que le second des chiffres du produit de l'ensemble des deux chiffres dont nous venons de parler, par le chiffre multiplicateur, est égal ou supérieur £ 5, on augmente ou l'on force d’une nnité le premier chiffre h gauche de ce produit, pour l'ajouter ensuite au résultat de la multiplication partielle que l’on exécute.
Développons celte modification sur J exemple déjà traité:
Dans la première multiplication partielle, comme le produit de 67 par 5 donne 33 pour le* deux premier» chiffres h gauche, on te borne h ajouter 3 au produit de 34*3534 par 5 $ cec|ui donne 171367.3 comme dans la première manière d’opérer.
Mais, Il la seconde multiplication, comme le produit de l'ensemble des deux premiers ch iffrei, 46, k droite du chiffre 3 , par le chiffre multiplicateur 4 , est ( 84 , on ajoute ? et non pas 1, an produit de 34 , 3.53 par 4 ; ce qui donne 17014 au lieu de 1 37033, que Ton avait obtenn dans le premier tableau.
Pareillement, le produit de 34 par 6 étant 304, on ajoute 3 an lieu de 1 au produit de 34,35 par 6 ; ce qui donne 30553 au lieofîe 3 o 55 t.
On reconnaîtra de meme que les deux derniers produit* doivent être 1028 et x4°.
Additionnant les produits partiels, on obtient pour résultat 117,1807 an lieu de 1 17, i 5 <> 3 .
Ce nouveau résultat prouve, en vertu de ce qui a été dit an n # I (note\ que 1 17,1 5 i est la valeur du produit h un demi-millième près, puisque le chiffre qui suit celui des millièmes est plus grand que 5 .
Appliquons le procédé et scs modifications k un nouvel exemple.
Soit proposé d’obtenir h 0,00001 près le produit des deux nombres 763,054031178956 et 354 , 463 o 578 ?
384 note
Puisqnc Ton veut que les cinq premiers chiffres décimaux soient exacts, il faut tenir compte des millionièmes que peinent donner les produits partiels. Ainsi, apres avoir renverse Tordre des chiffres du multiplicateur, on le place au-dessous du multiplicande, de manière que le chiffre 4 de ses unités soit sous les millionièmes du multiplicande; les antres chiffres se placent alors d’eux mêmes dans Tordre prescrit précédemment; et Ton effectue les multiplications en ayant égard, pour chaque chiffre du multiplicateur, à la retenue (modifiée s’il y a lieu) que donne le produit delà partie négligée au multiplicande, parce chiffre.
Dans cet exemple, on amorcé d’une unité chacune des retenues des i r ®, 3 e , 4 e » 5 e et 7® multiplications, pour la raison développée dans le premier exemple ; et comme le chiffre barré est plus grand que 5 , on peut conclure que 194*69,06347 exprime le produit en plus , h un denù-cent-millième près .
4 . Première remarque. En réfléchissant sur la nature du procédé abrégé de la multiplication , et des modifications indiquées au n° 3 , il est facile de voirqu’à chaque multiplication partielle, Terreur commise , tantôt en moins, tantôt en plus, est moindre que la moitié de l’unité de Tordre décimal qni suit ci lui auquel doit s'arrêter l’approximation. Donc, il faudrait au moins qo chiffres au multiplicateur, pour que l’erreur finale pût influer d’une unité seulejnent sur le dernier chiffre h droite, du produit approché.
Il y a plus; comme les erreurs partielles, commises en plus et en moins, se compensent jusqu’à un certain point , on peut presqu’affirmer que Te chiffre suivant ne diffère du véritable que d’une on de deux unités au plus.
En effectuant la multiplication précédente d’apres les règles ordinaires, on reconnaît, en effet, que le produit, jusqu’au chiffre décimal inclusivement, est 19 {169,0634681. D’où Ton voit, que le 6® chiffre décimal trouvé par la méthode abrégé ne diffère du véritable que d’une unité. Ici , la somme des erreurs commises en moins a surpassé la somme dc's crrcui s commises en plus.
8 . Seconde remarque . Une légère difficulté peut se présenter dans les applications; c’est lorsqu’on veut obtenir le résultat à moins d'une demi-unité d’on certain ordre décimal {voyez la Noie, u° i). Comme le chiffre barré peut être trop fort ou trop faible de quelques unités , et qu'il peut arriver que ce chiffre soit peu différcnl de 5 , on ne sait pas si Ton doit prendre tel qu'il est, le chiffre auquel on a arrêté l’approximation, ou bien s’il y a lieu de l'augmenter d’une unité.
Dans ce cas, le seul moyen certain de résoudre la difficulté consiste à chercher le produit avec un chiffre de plus qu’on ne veut en avoir. Comme, d’après cequi a été dit précédera ment, ce chiffre est toujours exact, on prendra dans le produit obtenu, la partie à gauche de ce chiffre, ou cette partie augmentée d’une unité, suivant qu’il sera moindre que 5 , on bien égal ou supérieur à 5 .
Ainsi , qu’on veuille obtenir le produit, à un demi-dix-millième près par exemple, on opérera comme si on voulait l’obtenir à un cent-millième ; et le chiffre obtenu des cent-millièmes indiquera s’il faut laisser le chiffre des dix-millièmes tel qu’il es 1, ou l’augmenter d’une unité.
U. Troisième remarque. 11 peut arriver que le multiplicande n’ait pat auez de chiffres décimaui pour qu’on puisse faire correspondre les chiffres des unités, dixaincs , centaines, etc., du multiplicateur , aux chiffres sous lesquels la règle prescrit de les placer. Dans ce cas, on commence par écrire 4 la droite du multiplicande un nombre convenable de zéros.
Soit, par exemple, h multiplier i8a5,4oÎ7 par ajaç , 1 15 , et supposons . qu’on demande un produit exact jusqu’aux dix-millièmes inclusivement.
Comme il faut que le chiffre des unîtes du multiplicateur corresponde su chiffre des cent-millièmes du multiplicande, qnc les dixaincs, centaines, etc., correspondent aux millionièmes , dix-millionièmes , etc., on pose quatre zéros & la droite du multiplicande ; et il vient 1835,40370000. Du reste, l'operation s’effectue comme précédemment.
Nous engageons les commençants 4 s’exercer sur 1rs exemples de multiplication traité* n®* 105 cl suivants.
7. Enfin , la méthode precedente est applicable 4 la multiplication de deux nombres entiers, composes l’un et l’autre d’un assez grand nombre déchiffrés , et dont on demanderait le pi odnit , 4 une unité pris d’un certain ordre.
Soient , par exemple , tes deux nombres 37945® et 89764 , dont on veut voir te prndu il a vu million près.
223565 centaines de mille.
ArilH. ti.
cent-millièmes.
NOTE
Pour avoir un produit exact jusqu’aux millions inclusivement , il est nécessaire de tenir compte des centaines de mille que peuvent donner les produits partiels. Ainsi , l’on écrira d’abord le multiplicateur renverse , au-dessous dn multiplicande, de manière que le chiffre de sc.s unités soit placé ious le chiffre des centaines de mille , Je chiffre de ses dïxaines sous le chiffre dés dïxaines de mille ; et l’on effectuera l’ope'ration comme précédemment. On obtiendra par ce moyen a5o85 millions pour le produit demandé. Ce résultat est trop fort , puisque top tes les retenues ont été forcées d’une unité.
Méthode abrégée pour In division.
8. Il existe aussi , pour la division de deux nombres composés «l’un grand nombre de chiffres, un moyen plus simple que le procédé ordinaire , d’obtenir le quotieut avec un certain degré d’approximation.
Nous considérerons d’abord le cas où le dividende et le diviseur étant deux nombres entiers, on voudrait obtenir le quotient h moins d'une unité près seulement ; il sera facile ensuite d’en déduire !c cas de deux fractions décimales.
La méthode qae nous allons exposer est fondée sur ce que, d’après le procédé ordinaire de la division, la détermination de chacun des chiffres du quotient ne dépend le plus souvent que des deux on trois premiers chiffres du dividende, et du premier ou des deux premiers chiffres du diviseur; d’où il résulte qu’on peut obtenir les véritables chiffres du quotient sans employer les derniers chiffres de chaque dividende partiel. Cela posé, voici en quoi consiste le procédé abrégé:
Supprimez sur la droite du dividende autant de chiffres monts deux, qu'il y en a dans le diviseur ; faites ensuite la division de la partie à gauche , par le diviseur , comme à P ordinaire. S’il n’y a point de reste, mettez a la suite du quotient autant de zéros que vous avez supprimé de chiffres dans le dividende. Mais s’il y a un reste, ainsi que cela arrive généralement, divisez ce reste, non pas par le même diviseur (ce qui n’est plus possible ) , mais par le diviseur dont vous aurez supprimé le dernier chiffre à droite. Toutefois , dans la multiplication du nouveau diviseur par le chiffre obtenu au quotient , ayez soin d’ajouter la retenue que donne le produit du chiffre supprimé, par le chiffre du quotient (en -ayant'égard à la modification indiquée au n° 3). Divisez ensuite le nouveauyeste par le diviseur précédent , dont vous aurez encore supprime le dernier chiff rc a droite. ( Même observation que tout h l’heure, pour la multiplication du nouveau diviseur par le chiffre du quotient.) Continuez ainsi de diviser, en supprimant, à chaque division, un chiffre sur la droite du diviseur , et arrêtez P opération quand il ne reste plus au diviseur qu’un chiffre non barré. Barrant alors le dernier chiffre obtenu au quotient , vous obtenez pour le quotient demandé , la partie il gauche du chiffre barré.
Pour nous rendre compte de ce procédé , nous allons prendre un exemple assez simple, cl Je traiter d’abord parle procède ordinaire, ensuite d’après celui qui vient d’être énonce'.
SU* LES A1>1>ROXI3 IaTIONS NUMÉRIQUES.
Snil à ilniser 43 j 450S;,6 par iViS’i
La «hvtsion ii gauche cil faite d'après le procède ordinal te , et il e*l ilffetilc île »’v arrêter . occunoys-nous seulement «le la seconde
Couronnement h 1s règle , «>n sépare deu x chiffres sur 1s «hotte «lu dividende, puisqu’il y en a quatre dans le diviseur, et l’on divise la partie à gauche, 43 (> 4568 , par 5683 , comme h l'ordinaire, ce qui donne pour quotient 75 7 , et ponr reste *j537.
Cela pose , on supprime le dernier chiffre 3 du diviseur , et l’on divise af >37 par 568 , ce qui donne 4 pour quotient. Ou multiplie 568 par 4 en ajoutant au produit l’unité de menue que fonrnit le produit 12 du chiffre supprime par 4» «1 l’on retranche le résultat 1*73 de cette multiplication, «le 2537 ; il vient pour reste 264.
Supprimant le chiffre 8 dans le dernier diviseur, cl divisant 364 par 56 , on obtient 4 pour quotient. Multipliant 56 par 4 » cl ajoutant au produit les 3 unités qui proviennent de la multiplication des deux chiffres supprimés , par .{, on trouve 337 , «pii , retranché «le 264, donne pour reste 37.
Divisant enfin 37 par 5 , on a pour quotient 7 ; ce chiffre est trop fort, car en mettant 7 , on serait conduit h retranche* 5 X 7 - 4 * 5 , ou 4 o de 37. On écrit donc le chiffre 6. Barrant alors ce dernier chiffre , on trouve, il une unité près , 76744 pour le quotient demandé. (Noos parlerons tout à l’henre du chiffre bar té. )
Eu comparant les deux opération» ci-desaus, ou reconnaît que les der ou trois premiers chiffres sont 1rs mêmes dans chaque division partielle, par conséquent, que les chiffres du quotient doivent être les mêmes dan Tune et l’autre; mais, dans les multiplications par les différent» chiffre» du quotient, il ne faut jamais oublier d’avoir recours aux modifications du n*5; autrement, on parvienrlrait à des restes trop fort» qui pourraient donner au quotient des chiffres supéricuis aux véritables.
9 - N» B. — Comme dan» l’exemple ci -dessus, le premier chiffre «H gauche * de la partie suppiimée au «lividcnde est moindre que 5 ; on peut conclure que le reste x537 est trop faible de moins d’une demi-unité «le Tordre du chiffre 7. Si le chiffre à gauche dont nous venons «le parler était 5 ou supérieur & 5 „ il conviendrait d’augmenter d’une unité le dernier chiffre à droite «le la partie conservée au dividende; et alors le nouveau divhlcndc sc trouverait augmenté de moins d y une demi-unité de l’ordre de ce chiffre h droite.
NOTE
D’an autre côte, en verni des modification» du n° 5 , chacun de» dividende» partiels des operation» suivante» est nécessairement augmenté on diminué en moins d'une demi-unité du même ordre.
Toutes ces erreurs, Jes unes en plus , les autres en moins, se compensent en grande partie. Mais, dans tous les cas, on peut affirmer que la limite de Terreur totale commise soit en plus , soit en moins sur le dernier dividende partiel que l’on a obtenu en barrant successivement tons les chiffres du diviseur moins le premier, est marquée par autant de demi-unités de l’ordre do premier chiffre h droite de la partie supprimée au dividende, que l’on a fait d’opérations partielles d’après le procédé abrégé.
Bè divisant cette limite pur le premier chiffre gauche do diviseur, on obtient pour quotient le nombre d’unités dont le chiffre barré du quo tient de la division totale peut être trop fort ou trop faible.
On voit, d’après cela, qu'il faudrait que le nombre des divisions partielles effectuées d’après la me'thode abrégée fût très-considérable (an moins égal à 10), pour qu’il y eût à craindre une seule unité d'erreur sur le chiffre qui précède le chiffre barré.
Soit , pour second exemple, a diviser 54 o 347 ° 567%°45 par 2786459.
25 oo 4
Ap ês avoir séparé dm/ chiffres sur la droilc «lu diviilcmle t c'est h-dire deux de moins qu’il n’y en a dan» le diviseur) , on divise la partie 11 gauche par le diviseur tout entier, rc qoi donne le quotient iqît), et le reste 5 o 656 . ' lei le dernier chiffre est augmenté d’une imité pour la raison énoncée pin» haut au n° 8.)
Cela fait, on snpprimc le dernier chiffre 9 do diviseur , et l’on divise 5 ï 6567 par 078645; on obtient le quotient 1 et le reste 047901 qnc l’on disise par 07864 ; il vient ponr nonvean quotient 8 , et pour nouveau reste, o 5 oo 4 qu’on divise par 0786 ; et ainsi de suite, jusqn’fi ce qn’on soit parvenu an reste 9 qui, divisé par o, donne pour quolient 3(4 serait trop fort). On barre le chiffre 3 , et l’on obtient 193918897 ponr le quotient demandé.
10 Remarque. — Si, au commencement de l'opéra lion , quand on a supprime sur la droite du dividende les chiffres que la règle prescrit, la partie h gauche ne contient pas le diviseur , on supprime tout de suite à la droite du diviseur le nombre de chiffres necessaire pour que le nouveau diviseur soit contenu dans cette partie à gauche du dividende.
Soit ü diviter 3 » * 564^07 P ar 673G4.
3 0 564 1 897 Gy *##
3 0 565 ’ * JSSf
Comme, après la séparation des trois derniers chiffres à droite du dividende bipartie & gauche, 3 o 564 , ou plutôt 3 () 565 , ne contient pas le diviseur, on supprime le dernier chiffre du diviseur, puis on divise 3 o 565 par 6 ^ 36 , ce qui donne |>our quotient 4, et pour reste 36 ig, sur lequel on opère comme précédemment.
II. Nous pouvons maintenant établir le procédé qui convient an cas 011, les deux nombres étant des fractions décimales, on demande le qootient avec tin certain degré d’approximation , par exemple à moins d’u/i millième , d'un dix -millième , etc.
Commencez par ramener la division à celle de deux nombres entiers rP après ta règle du numéro 90; écrivez ensuite à la droite du dividende autant de zéros que vous voulez avoir de chiffres décimaux au quotient ; faites la division d'après la règle ' Note , n° 8 ) ; séparez enfin vers la droite du quotient le nombre de chiffres décimaux demandé , plus un, et effacez le dernier chiffre.
Premier exemple. — On demande , à moi n de 0,001 p rè s , le quotient de i*i34,5(>9 par 27,3589},
J'écris cl aliord deux terot k la droite do dividende, en aupprimant la vir^oir de part et d’autre, ce gui donne t a J {Sôpno à divi.er par 273589$.
OTE
Ensuite, comme on lue demande trois chiffre» décimaux au quotient, j’écris trois nouveaux zéros à la droite dn dividende, c’eal-4-dirc que je divise ia345®9° 0000 P 31, , et je clicrche le quotient 4 moins d’une unité
pris. Je trouve 45i34> mais comme, en écrivant trois nonveaux zéros 4 la droite du dividende, je l’ai rendu tooo fois trop grand , il faut, pourra* mener le quotient 4 sa juste valeur, que je sépare J chiffres décimaux sur la droite; et j’obtieus enfin j 5 , t a j pour le quotient demandé.
JV. B. — Dans cet exemple, la limite (en plus ou en moins) de l'erreur commise sur le chiffre barré du quotient, est J : a, ou j-, d'après ce qui a été dit au n» 9; ce qui prouve que la vraie valeur du chiffre barré est supérieure à 5. Donc 45,ia5 exprime le quotient 4 un demi-millième près.
On peut, du reste , appliquer 4 la recherche d’un quotient 4 une demi-unité près, d’un certain ordre décimal , la règle qui a été prescrite au n° B pour la multiplication :
Cherchez un chiffre décimal de plus que ne l’indiquait d’abord l’énoncé; et suivant qne l’avant-dernier chiffrescra moindre que 5, égal ou supérieur 4 5, vous prendre* la parlicè gauche telle qu’elle sera, ou cette même partie augmentée d’une unité pour le résultat demandé.
Second exemple. — On veut avoir, h moins île o,oooi près , le quotient de îug, 47035G8 divisé par 7, 35q4 ■
86883 3 1 1 [8o5îs
Comme il iutulrail, en vertu (le cc qui a été (lit plus haut, écrire d’abord trois zéros h la droite du diviseur, puis quatre U la droite du dividende, tout se réduit à en poser un seul h la droite decehii-ci, en supprimant la virgule de part et d’autre, c’est-h-dirc ?» diviser 22947035680 par 735ç)4*
On trouve ainsi pour premier résultat, 3t 1806. Donc 3 r, 1806 est le quotient demande.
Méthode abrégée pour l'extraction de la racine carrée .
12 . 'J l'on tes les fois qu’on a obtenu plus do la moitié du nombre des chiffres que doit renfermer une racine carrée, on peut, au moyen d’une simple division , trouver tous les antres chiffres.
Désignons en effet par N le nombre dont on demamle la racine carrée; et supposons que cette racine doive renfermer (vn -f- 1) chiffres. Appelons a la
SU H LES Ai»t»KOXIMAHONS NUMÉIUQUES. j jgi
valeur relative «le la pailic représentée par lis(/i-f*i) premier» chiffre» à gauche tic celle racine, et b la partie exprimée par le» n chiffres suivants, partie qu’il s'agit de déterminer.
On a l'égalité N sss {a -f- b) B = n» -f- xab + b % \
«l'oti, retranchant n y des deux membres, N — a % = la b -f- &*, ou . divisant par ia ,
2a au
Cela pose, puisque, par hypothèse, b ne renferme que n chiffres, on a nécessairement b < io“, et par conséquent b* io a *.
D’on autre côté, le nombre exprime par a se composant de (2/2 -f- 1) chiffres dont les n derniers h droite sont des zéros, il en résulte
a, et à plus forte raison , 2a io* n .
Donc — est une fraction proprement dite ; ainsi, d’après la dernière éga- .... . . . N — a*
ble ri-dc*sus , le quotient exprime par — — — , est en excès sort», d unequan*
litc moindre que l'unité. On est ainsi conduit à la règle suivante :
Après avoir obtenu plus de la moitié du nombre des chiffres de la racine carrée, il suffit , pour obtenir les autres chiffres, de diviser le reste N — a» uuquel on est parvenu , par le double de la racine déjà trouvée , considérée avec sa valeur relative.
Soit , pour premier exemple, J* extraire la tacine carrée de 4735678956 a moins d’une unité près ?
Cherchons d'abord les trois premiers chiffres d'après le procédé ordinaire. ( y oyez, le n°j! 79 .)
Ii 36.8
Il vient pour cette pieniiètc partie de la racine, 688, 1*38966 (ju’il faut maintenant, en verto de la règle cipat le double de 688 coniidc'rè avec sa valeur relative,
l.a partie entière du quotient étant 16, on en conclut que 6881 S est la racine demandée, à moins d'une unité près.
NOTE
3ga
En effet, ci l’on «lève 68816 au carré, ou obtient le produit jj' 35 ü 4 tH 5 b, qui , retranche du nombre propose' , donne nn reste , 37100, moindre que le ilonble de 68816 augmenté d’une unité. ( P oyez n° 177 . )
[Comme ce reste est pins petit que la racine obtenue, 6S816, on petit même affirmer ( Note, n* 1 ) qu’elle est exacte à moins d’une demi-unité près.
Le reste 37100 peut être obtenu plus promptement que par l’élévation de C8816 au carré. En effet, comme, en retranchant le carré de 688 du nombre proposé, on a obtenu le reste aa 38956 , il suffit de faire te double produit de 688 suiaide deux zéros, par 16, puis le carré de 16, et de retrancher la somme de ces deux parties , de aa 38 ;) 56 .
13 . Supposons actuellement qu’on veuille évaluer en décimales la fraction qui doit être ajoutée à 68816; il faut, conformement à ce qui a été dit n° 183 , écrire h la suite du reste 37100, deux fois autant de zéros que l’on veut avoir de chiffres décimaux, et continuer l’opération comme à l’ordinaire. Mais c’est ici que la méthode abrégée peut recevoir une gronde extension.
En effet, pour obtenir quatre chiffres décimaux (puisque la racine obtenue a déjà cinq chiffres), il suffit de diviser 37100 suivi de huit zéros par le double de 68816 , ou i3763a, suivi de quatre zéros, ou ce qui revient au même, 371000000 par 137632; et de plus, comme on cherche ce quotient à une unité près, la règle delà division abrégée est applicable.
37100 0000 tÿrjfÏTfZ
On obtient ainsi pour quotient 1695. Ainsi, 68816, a 6<)5 exprime la racinc carrée du nombre proposé , à moins de 0,0001 près.
Une nouvelle division donnerait huit chiffres décimaux de plus; mais il faudrait d’abord obtenir la différence qui existe entre le nombre proposé, suivi de huit zéros, et le carré de 688162695. Or, comme on a déjà trouvé 37100 pour le reste précédent, il suffirait de faire le double produit de 688160000 par 2695, puis le carré de 2695, et de retrancher la somme de ces deux parties , de 37100 suivi de huit zéros ; ce qui serait beaucoup pins simple que si l’on clevait 688162595 au carré.
Cette soustraction est d’ailleurs indispensable pour la vérification des
calculs : car on a va plus haut i° que — donne un quotient par
excès; 2« que l’emploi -du procédé abiégé de la division peut donner aussi (Note , n* 9 ) un quotient par excès. Ainsi, pour cette double raison, il est possible qov
le dernier chiffre tiouvé h lu racine soit trop fort d’une ou de deux unité* , ce qu’on reconnaît l’ira possibilité de faire la soustraction. On sait d’ailleurs comment , le dernier chiffre étant reconnu trop fort, on peut le rame* ner h sa juste valeur.
14 . Noos présenterons ponr second exemple le tableau des calculs relatifs h {'évaluation de ^2 en décimales.
I* application du procédé ordinaire.
'J* . . .. Détermination des deux chiffres suivants par la division.
La racine, moins de o 0001 pré* , est 1,414’- 3*. . . .. Détermination du nouveau reste.
Produit de 28200 par 4 2 carré de 4*
somme à retrancher de
différence. . .
4* Détermination des qc4T*E chiffres suivants par ta division
ebritfia.
3836 o 000 j a£ z $ 4 10076 I i 356 z i 5 gi *77 o
La ruina, à moins de 0,00000001 ptès,«»l i, 4 > 4 >* 35 f>.
= ll844o° = * 7 6 4 = I 186164
3 t )4 NOTE
5* Détermination du nouveau reste.
Produit de 282840000 par i 356 = 38353 1040000 carré de i 356 =. 1838736
somme.... = 383532878736 à retrancher de 3836 oooooooo
différence ... = 67121 264
<>• Détermination des boit chiffres suivants par la division abtê-
çee. (On u supprime sept zéros .au dividende , comme mutiles.)
105527216 I 2373095 OJ 20674403 •
La racine , à moins de 0,0000000000000001 près , cm
1 , 4 « 4 21 3562373 og 5 o.
Pour obtenir les 16 chiffres suivants , il faudrait d’abord calculer Je nouveau teste d’après la méthode indiquée plus haut , pour diviser le reste suivi d’un nombre convenable de zéros par le double de la partie déjà trouvée h la racine. Et ainsi de soi te.
Toutefois, dans cette opération et dans celles qui viendraient après, il conviendrait de ne pas tenir compte du dernier ou des deux derniers chiffres à droite, en vertu de ce qui a été dit au n° 9 de la Note.
15 . La règle abrégée de l’extraction de la racine carrée peut être étendue au cas de la racine cubique.
En effet, la formule N r= (a 4 - £) 3 ;= n* -h 3 a»& -J- 3ab' -+• b 1 y
donne : . . N — = 3 a'b -f* 3 ab* -f- b * ,
ou , en divisant les deux membres par 3 n*,
N— fl» # b* b*
Or, eu supposant que la racine cubiqnc de N doive renfermer {un -4- 1) rhiffres , et que a désigne la valeur relative des ( « -4- 1 ) premiers chiffres à
droite de celte racine, b celle dca/i derniers , on a nécessairement b < io", et par conséquent b • < io**, b 1 < io s *.
D'un autre côté, l'on a «> 10 »", d’où a * , et h plus forte raison, 3/i* > lot".
On voit donc, 1 ". que — est une fraction : a°. que — est nne autre fraca * 3a’
lion moindre que et dont la valeur ne peut avoir qu’une très faible influence sur la partie entière du quotient de la division de N — a 1 par 3<i*.
D'où résulte cette règle : quand on a trouve plus de la moitié du nombre des chiffre* d’une racine cubique, il suffit, ponr obtenir les chiffres suivants, de diviser la différence entre le nombre proposé et le cube de la racine déjà obtenue , prise avec sa valeur relative , par le triple carré de cette même racine. Mais nous n’insisterons pas sur les applications de cette rtale qui n’est guère d’usage.
DEUXIÈME PARTIE
16 Jusqu’ici, nous avons suppose que les nombres donnes «fiaient exacts, et que le résultat cherche' devait être obtenu avec un degré d’approximation déterminé d’avance, condition qu’il est toujoars possible de remplir. Actuellement, nous allons supposer qui* les nombres donnés ne soient eux-mêmes qu’approximatifs; et dans cette hypothèse, il s’agit de déterminer à priori le maximum du degré d’approximation qu'on peut obtenir pour le résultat des opérations à effectuer.
La résolution de cette question, telle que nous venons «le la poser, est indispensable dans beaucoup de cas, par exemple lorsqu’on a A opérer snr des logarithme», ces sortes de nombres n’étant exuct*, comme nous l’avons expliqué dans leur théorie , que jusqu’à un certain ordre décimal déterminé.
Commençons par V addition cl la soustraction.
Poui fixer les idées , supposons que, dans une opération analogue à celle de la |>age 36i , i me exemple, on ait été conduit à ajouter entre eux a5 logarithmes ou compléments de logarithmes (n* 268 , et que le résultat de celte opération ait donné 6,«j4iti8 v logarithme auquel il s’agit maintenant de chercher le nombre correspondant
Or, chacun des x5 logarithmes ajoutés, étant ou pouvant être en erreur d’une quantité qui est susc«?ptible de s'élever jusqu’à nne demiunité dn dernier ordre, il s’ensuit qu’on peut uvoir à craindre sur la somme totale, une erieur susceptible de s’élever jusqu’à ta ou t.3 unius du dernier ordre. Ainsi, non-seulement on ne doit avoir aucun égard à la différence qui existe entre le logarithme ci-dessus et le logarithme immédiatement inférieur de la table (et celle conséquence anrait encore lieu quand bien même la différence tabulaire serait plus grande que 10 , voyez le JV. B. dn n # 266, page 358); mais en outre, comme on n’a aucun moyen de décider quel est le véritable chiffre des unité» du 4 ane ordre
3cj6 note
du nombre cherche, on doit se contenter de dire que ce nombre est 8760000 h une dixaine de mille près.
L’exemple précédent suffit pour montrer ce qn’il y aurait à faire dan* tou» les cas semblables; et nous n’insisterons pas davantage sur ce point.
17 . Avant de passer aux autres opérations de l’arithmétique, nous ferons connaître sur la multiplication on nouveau principe dont nous aurons occasion de faire usage.
Soient, en général, deux nombres entiers a et b composés l’on de m chiffres, l’autre de n chiffres; appelons P leur produit, et proposonsnous de déterminer le nombre des chiffres de ce produit.
D’abord, puisqu’on a a < 10"» mais > io"*~*
et b < 10* mais > 10"“',
il # cn résulte ( n® üfi) P , ou ab < io""*”" mais > io»+"-« •
ce qui fait voir déjà que le nombre des chiffres du produit P est au pins égal à m -f- n, et au moins égal à m -h n — 1.
11 s’agit maintenant de savoir dans quel cas on anra m •+• n chiffres, et dans quel cas on en aura m-f-A — 1.
Pour y parvenir, considérons P comme un dividende , et a comme un diviseur; le nombre b qui, par hypothèse, renferme n chiffres, sera le quotient. Or, dans la division de P par a , il peut arriver denx cas: ou les m preraicis chiffres à gauche du produit P forment nn nombre au moins égal à a ; on bien, ils forment un nombre plus petit que <1.
Dans le premier cas, comme le premier dividende partiel contient m chiffres, et que chaque nouveau chiffre abaissé au dividende doit donner un nouveau chiffre du quotient qui est composé de n chiffres, il faut nécessairement que le nombre des chiffres dn dividende P soit m -f- n — 1. (P^oir la note an bas de la p. 53 .)
Dans le second, il sera m -b 1 -b n — 1 , on m + n.
Remarquons d’ailleurs que- ce qui vient d’étre dit sur n, considéré comme diviseur, aurait également lien si l'on prenait b pour diviseur.
Concluons de là que , dans tonte multiplication de deux facteurs, l’un de m chiffres, l’autre de n chiffies , le nombre total des chiffres du pro~ duil est m + n — l,oum -f- n, suivant que l’un quelconque des facteurs est ou n'est pas contenu dans la partie h gauche du produit t prise avec autant de chiffres qu’il y en a dans le facteur que l’on compare au produit .
18 . Cela posé, passons à la multiplication ; et pour simplifier la question, considérons d'abord le cas oh l’on aurait à multiplier l’uu par l'antre deux nombres exprimant des unités entières: il sera facile ensuite d’en déduire le cas de deux fractions décimales , puisque lcnr multiplication se ramène à celle de deux nombres entiers par une simple transposition de la virgnle.
Prenons, pour plus de généralité, deux nombres entiers composés, l'un de m chiffres l’antre de n chiffres (m étant > fi), et tons les denx
fautif* d’une demi-unité du premier ordre (en plus ou en moins ) (*). Il est clair , d’après les règles ordinaires de la multiplication (**), que le produit total peut être en erreur:
t® De la moitié' de tout le multiplicande ; et celte erreur est généralement exprimée par un nombre m de chiffres; — i° de la moitié de tout le multiplicateur; et cette erreur est Représentée par un nombre n de
chiffres; — 3 ° du produit “ x * » ou ( Les deux dernières erreurs peuvent être négligées relativement h la première, d’après l’hypothèse m> n).
D’où l’on peut conclure que les m derniers chiffres à droite du produit sont on peuvent être fautifs.
Ainsi, dans toute multiplication de deux nombres entiers dont le dernier chiffre h droite est en erreur d'une demi-unité , le produit peut avoir autant de chiffres fautifs a droite , que le nombre le plus grand contient de chiffres . ,
L’erreur commise est moindre que * — si l’on a m )> n ; mais la limite de celte erreur est 10» quand on a m = n.
10 . Lorsque, des deux factenrs donnés, l'un est exact et l’autre est fautif d'une demi-unité du premier ordre, le nombre des chiffres Jaulifs du produit est égal au nombre des chiffres du facteur exact , puisque l’erreur commise est, en général, estimée par la moitié de ce facteur.
Faisons quelques applications; et soient, pour premier exemple , les «leux nombres 875641 1 9 cl 64327.
L’erreur commise dans cotte multiplication peut être évaluée de la manière suivante :
(*) Pour déterminer les chiffres du produit sur lesquels il ne peut y avoir d'incertitude, on pourrait multiplier les nombres proposés, après les avoir alternativement augmentes et diminués d'une demi-unité de l'ordre du dernier chiffre a droite , et prendre ensuite les chiffres communs aux deux résultats. Mais cette manière d’opérer serait henticotrp trop longue, et l’on arrive aussi sûrement au même bnt par une méthode plus simple que nous allons exposer.
(**) En appelant a et b les deux nombres donnés, :±: e, ifc/’les deux erreurs commises, on a (n® H2)
(a rt «) (b rt f) as ab d: af dz be -±. ef.
NOTE
nombre compose île /luit chiffres. Ainsi, dans le produit total, les chiffres qui suivent les centaines île millions doivent être négligés comme étant généralement fautifs ; et la partie h gauche exprime alors le produit, à moins d’une demi-centaine de millions près.
On doit donc, dans cet exemple, se dispenser de faire la multiplication en entier , et se borner & évaluer (Note, n° 7) le produit h une miité près de l’ordre des centaines de millions.
Le résultat 563i7, considéré comme représentant des millions , exprime la valeur du produit cherché , à moins d’uue demi-centaine de millions près , ainsi qu’on peut s’en assurer en effectuant la multiplication en entier.
Soit, pour second exemple, îi multiplier 3 i,47o 5G3 par 8,70345, chacun de cet nombres étant fautif de moins d'une demi-unité de l’ordre du dernier chiffre décimal.
On devrait d'abord (n° 89 ) faire abstraction de la virgnle , puis, après avoir effectué la multiplication, séparer onze chiffres décimaux vers la droite. Mais, en vertu de ce qui a été dit (Note, n* 18), on doit considérer comme fautifs les huit derniers chiffres du produit; ainsi, le résultat ne saurait être exact qu’l moins de un demi-millième prés. La question est donc ramenée k évaluer le produit des denx fractions décimales h un millième près.
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Le ffrodoit est i9f,0n6 ?» ni demi-millième près.
Soit, pour troisième exemple , à multiplier
0 , 000 io83 par o,offf}36.
IVaborii , le produit doit (n° 89) renfermer 7 -4-5, on ta chiffres décimanx; mais comme, en vertn du numéro précédent , les quatre derniers chiffres dér imamt sont inexacts, il s’ensuit qoe ce produit pourra être calculé arec huit chiffres décimaux; et le dernier chiffre 5 droite ne sera en erreur que d'une demi-unité , ou tout au plus que d'une unité de l’ordre de ce chiffre.
On obtient ainsi par la méthode abrégée ( Non», n* 5) , o,onoeo63a ponr la valeur du produit demandé.
20. Remarque. — Le principe établi ( Note, n # 17) sur le nombre total •les chiffres d’un produit, donne lieu à un nouvel énoncé de la règle relative .H la multiplication de deux nombres approximatifs.
Puisque , dm» un produit de deux facteurs, l’un de m chiffes, l’au tre de n chiffres, le nombre total des chiffres est m -f" n — 1 , ou m -f n 9 ci que, dans l’hypothèse oh le dernier chiffre de chaque facteur n’est qu’approximatif, le nombre des chiffres du produit qui doivent éltc exclus, comme étant généralement fautifs, est ( Note, n° 18) exprimé par m (m étant au moins égal h n\ il s’ensuit nécessairement que le nombre des chiffres du produit sur lesquels on peut compter , est (n~i)oun suivant que l'un quelconque des facteurs est ou n'est p<n contenu dans la fmrtie à gauche du produit , prise avec autant de chiffres qu'il y en a dans le facteur que l’on compare au produit.
Lorsque, des <lcux fartcuis donnés, celni de m chiffres est exact, et que l’antre est fantif il’une demi-unité «le l'ordre du dernier chiffre h droits, le nombre des chiffres du produit sur lesquels on peut compter est encore (n — 1 ) ou n , puisque celui des chiffres fautifs est ( Note, n* 17) représenté par m.
Ce nouvel énoncé ne peut, en général , servir à priori ponr la multiplication ; car, avant fie prononcer si le nombie des chiffres dont on doit tenir compte dans le produit, est ( n — 1 ) on / 1 , il faut connaître les premiers chiffres à gauche de ce produit. Mais on conçoit qu’il nous sera d’un très grand secours dans la division où le produit est donné à priori ainsi que l’un des facteurs.
21. Dans la division des nombres approximatifs, on peut faire trois hypothèses : On le dividende seul est approximatif 9 le divisenr étant exact; ou le diviseur seul est approximatif 9 le dividende étant exact, ou bien enfin, le dividende et le diviseur sont tous tes deux approximatifs.
Première hypothèse. — Considérons d’abord deux nombres entiers dont le premier seul (le dividende) soit supposé en erreur d'une demi-umte de
NüT£
4oo
l’ordre des unité» simples; et concevons que le quotient de leur division ait été développé en an nombre indéfini de chiffres décimaux, d'après le procédé connu.
Appelons m le nombre des chiffres du diviseur, n le nombre des chiffres du quotient (a partir dn premier chiffre significatif À gauche) sur l’exactitude desquels on peut compter, en raison de l’erreur qui se trouve au dividende, et p le nombre total des chiffres du dividende qui ont été employés b la détermination des n chiffres du quotient. Ce nombre p peut être décomposé en deux parties p', p", dont la première à gauche est le nombre des chiffres du dividende primitif, et la seconde, celui des zéros qu’on a été obligé d’écrire b la droite de ce dividende primitif; en sorte que l’on a
Cela posé, si, dn dividende dont le nombre des chiffres est p, l’on retranche le reste correspondant au n ,m ‘ chiffre dn quotient (lequel reste ne peut avoir que m chiffres au plus), la différence, composée également de p chiffres, est égale au produit des m chiffres du diviseur par les n chiffres du quotient; et l’on a, en vertn dn principe établi (Note, n 9 17),
p' -+■ p' m -4- n — i , ou p' + p" = m ■+. n ,
suivant que les m chiffres du diviseur sont ou ne sont pas contenus dans les m premiers chiffres b gauche du dividende.
Or, puisque le diviseur est supposé un facteur exact, il s’ensuit (a* 17) que le nombre total des chiffres fautifs dn produit du diviseur par le quotient, est exprimé par m. D’ailleurs, il estaossi représenté par p“ + i, puisque, par hypothèse, le dentier chiffre du dividende primitif est inexact, et que les chiffres suivants, en nombre p", sont eux - mêmes inexacts. On a donc m = p" ■+■ t ; ce qui donne par la snbstitntion d« ccttc valeur de m dans les deux relations précédentes,
p' = t + n — t — n, d'où n = p', ou bien p' — t 4- n, d’où n — p — r.
Conclnons de 1b qne le nombre des chiffres du quotient sur lesquels on peut compter, est égal au nombre des chiffres du dividende proposé, ou à ce nombre notas on , suivant que le diviseur est nu n'est pas contenu dans les m premiers chiffres du dividende (b partir du premier chiffre significatif b gauche).
Développons cette règle sur des exemples
Soit, en premier lieu, b diviser 3745687 par 5638; le diviseur étant exact, et le dernier chiffre b droite du dividende étant on pouvant être en erreur d’une demi-unité.
Comme le diviseur n’est pas'cnntenu dans les quatre premiers chiffres
h gauche du dividende, et que celui-ci renferme sept chiffres, il s'ensuit que, dans l'operation , Ton pourra tcuir compte des six premiers chiffres à gauche du quotient. D'ailleurs , il est évident que la partie entière de ce quotient doit renfermer trois chiffres. Donc le quotient peut être calcule h o,ooi près.
Le quotient cherche est 664,364 à moins de un demi-millième près.
On voit, en effet, que le dernier chiffre du dividende proposé étani fautif d'une demi-unité simple, et le diviseur étant plus giand que tooo,
I rrcur commise est moindre que — - — .
il y a plus, comme le.Jdonblc de 5638 surpasse mono, 011 |>onrrait pousser l'operation jusqu'aux ioooo m *'; et l'on aurait la valeur du quotient à moins de un dix-millième pies. Mais celte circonstance n’est qu'acridenlclle, et l’on ne doit jamais compter que sur les chiffres donnes par la règle precedente.
Soit, pour nouvel exemple , h diviser 873 par 376584 /-
Puisque le dividende a trois chiffres, et que le diviseur, qui eu a sept , est contenu dans 8730000, il s'ensuit que le nombre des chiffres du quotient dont il est permis de tenir compte, est trois . D’un autre côté, tomme on doit, pour commencer la division, écrire quatre zéros h Ja droite du dividende, il faut que le chiffre des unités et les trois premiers chiffres décimaux soient des zéros. Le dernier chiffre h droite exprime donc des millionièmes.
On trouve ainsi pour résultat o,oooï 3 2 à un demi-millionième près*.
Prenons, pour troisième exemple, 37,5 à diviser par o,at) 83 . Le dividende ayant trois chiffres, et le diviseur, abstraction faite de la virgule, étant contenu dans les quatre premiers chiffres du dividende, il s'ensuit que l’on pourra tenir compte de trois chiffres au quotient. D'un autre côté, comme la division des deux nombres proposés revient à celle «le 375ooo par 3983, qui donne trois chiffres pour la partie entière du quotient, il en résulte que le quotient demandé ne pent être obtenu an plus, qu’à moins d’une demi-unité près.
En divisant 376000 par uqSd, on obtient 1*6 pour résultat} ci il n’est pas permis de pousser plus loin l'opération.
A ni h. B .
NOTE
JY. Æ. — Dan» cet exemple, comme l’opération a été ramenée à I* tirvision de 3^5000 par u() 83 , et qae le Hivisenr surpasse moo, on ponrrait croire que Pcrfcnr commise an quotient, doit être moindre que 0,001. mais observons que, pour ramener la division h cet état, il a fallu maltiplier 37,5 par 10000 , ou 37$ par ioooj donc l'erreur du dernier chiffre 5 a etc elle-même multipliée pur 1000; et Pon peut seulement aflâiincr que Terreur commise an quotient est moindre que la moitié de 0,001 X 1000, ou moindre qu’une demi’ unité de l’ordre des entiers.
25 . Deuxième hypothèse. — Soient A et a deux nombres entiers à diviser Pun par Pautre, m Je nombre des chiffres du diviseur a , dont le dernier à droite peut être fautif d’une demi-unité (e« plus ou en moins). Proposonsnous d’abord de déterminer une limite de l’erreur commise quand on calcule avec un certain nombre de chiffres le quotient q.
AA A
On a évidemment q ou — < , mais > j d'où , en désignant
par m i'errenr commise quand on prend soit — , soit — pour la va-
leur de q ,
expression que Pon peut mettre sous la forme A
ou
Ce résultat démontre que l’erreur n’influera pas d’une unité sur le dernier chiffre du quotient, tant que Pon aura </<a. Or, pour que cela soit, il faut premièrement que le quotient cherché ne renferme pas plus de m chiffres } en second lieu, le plus grand nombre de chiffres que l’on puisse placer au quotient de manière h satisfaire à cette condition sera m ou (m — 1), suivant que les m premiers chiffres de ce quotient formeront un nombre plus petit ou plus grand que les m chiffres du diviseur.
Concluons de Ih généralement que, toutes les fois que le diviseur est approximatif, le dividende étant exact, le nombre des chiffres du quotient sur lesquels on peut compter , est égal au nombre des chiffres dit diviseur , ou à ce nombre Moins un , suivant que tes ni chiffres obtenus an quotient forment un nombre plus petit ou plus grand que le diviseur.
Appliquons cette tègle h qoelqucs exemples. Soit, pour premier exempte, h diviser 547 par 8769.
Comme le premier chiffre h gauche do quotient doit être un G, il s’ensuit
nécessairement que le» quatre premiers formeront un nombre moindre que le diviseur. Ainsi, d'apre» la règle precedente, on peut calculer le quotient avec quatre chiiTies. D’ailleurs , la réduction de cc quotient en décimales ne donne ni unîtes simples , ni dixièmes ; donc il peut être évalue avec cinq chiffres décimaux, et l’on obtient 0,06137 pour le quotient, k no cent-millième près.
Soit, pour deuxième exemple, 5 {7 & diviser par Ici, le premier chiffre
à gauche du quotient doit être un 3 , ce qui prouve que les quatre premier» chiffre» du quotient formeraient un nombre supérieur au diviseur ; donc , d'après la règle précédente, on ne doit tenir compte que de trois chiffres. D'ailleurs, la partie entière de cc qnotieni réduit en décimales est un o. Ainsi l'on peut obtenir sa valeur à moins de 0,001 près; et l'on trouve o ,353 pour le résultat demandé.
Considérons actuellement deux fractions décimales; et soit, pour troisième exemple , '-* 3 f 4 ~q h diviser par 534,7896.
Comme le diviseur a sept chiffres, et que le premier chiffre à gauche du quotient sera un 4 » *1 s'ensuit que le quotient peut avoir sept chiffres (’i partir du premier chiffre significatif à gauche) snr lesquels on peut compter. D’un autre cAlé, puisqu'il faut évidemment écrire trois zéros pour commencer la division , ce qui prouve que le chiffre des unités et celui des dixièmes sont des zéros, il en résulte nécessairement que le quotient aura huit chiffres décimaux. Ainsi, dans cet exemple, on pourra se proposer d'évaluer le quotient ?i moins rie 0,00000001 près.
En effet, si, en conservant le même dividende '.* 3 , 479 , on P rcn d successivement pour diviseurs les nombres
et qu’on applique la méthode abrège e ( note , u° 8), ou trouvera pour résultats 1 espertifs
ce qui prouve qne 0,0 j. 3 go 3 a 5 est la valeur du quotient h moins d’un demi ccnt~millionièmc près.
24 . Troisième et dernière hypothèse. Enfin, si le dividende rtlcdivitcur sont fautifs dans leur dernier chiffre à droite, le nombre des chiffres du quotient sur lesquels il est permis de compter , est égal au plus petit des deux nombres que fournissent les règles relatives aux deux premières hypothèses .
Proposons-nous , pour premier exemple , de diviser 356,3749 p ar 2 » 4 > 9 ^*
La tègle du n® 21 donnerait sept chiffres; mais celle du n* 23 eu donne six ( puisque le premier chiffre h gauche du quotient est t); donc le nombre des chiffres dg quotient sur lesquels il est permis de compter est su r. D’un autre cAlé, la partie entière du quotient doit renfermer trois chiffres ; ainsi l'on ne peut évaluer ce quotient qu'à moins d’un millième près.
La division étant effectuée, on obtient pour résultat 143,7*6.
NOTE
Soit , pour second exemple i diviser le logarithme de 1 5 par le lotîtlithme de 7.
On trouve dans les tables de logarithmes
log i5 =1, 17(109 et log 7 = o,845io.
(Ces deux logarithmes sont exacts h moins d’onc demi-unite' [très de l’ordre du 5 e chiffre décimal. )
Or, l’application de chacune des deux règles b cet exemple, donne egalement cinq pour le nombre des chiffrés du quotient sur lesquels ou pent compter. D’ailleurs, la partie entière doit évidemment avoir un seul chiffre significatif ; donc ce quotient peut être obtenu à moins d’un dix-millième près, et l’on trouve
log i5 1 1 7609
iog 7 — 845lO
t,3gi6.
IV. B. Cette dernière question sert de base, en Algèbre, h la résolution des équa lions exponentielles. {Voyez d’aillenrs le n" 277 de V Arithmétique.)
28- Il nous reste encore h traiter de ['extraction de la racine carrée des nombres approximatifs.
Considérons d’abord on nombre entier quelconque A , dont le dernier chiffre b droite soit en erreur d’une demi-unité ; et concevons que sa racine carrée ait été développée en un nombre indéfini de chiffres décimaux d’après le procédé connu. Appelons n le nombre des chiffres de cette racine sur lesquels on peut compter, et p le nombre total des chiffres du carré employés à la détermination des n chiffres de la racine. Il peut se présenter lieux cas : — Ou le nombre des chiffres de A est impair, on bien il est pair.
Dans le premier cas, comme il résulte de la nature même du procédé de la racine carrée d’un nombre entier, que les n premiers chiffres b gauche, de la racine , forment un nombre moindre qne les n premiers chiffres b gauche, do carré, on a nécessairement (Note, n» 17)
p = an — I = n -f- n — 1 ,
ou , en désignant par p' le nombre des chiffres de A , par p" le nombre des seros écrits b la droite de A pour la détermination des n premiers chiffres de la racine,
Observons maintenant que, dans la multiplication de la racine par ellemême (le dernier chiffre étant supposé fautif d’une demi-unité), le produit renferme (n* 22) n chiffres inexacts. D’un autre côté, le nombre des chiffres inexacts de ce même produit est exprimé par p" -f- 1 , puisque le dernier chiffre de A est inexact, et qu’il en est de même des p* zéros écrits b la droite de A; ainsi l’on an = p“+i; et l’égalité précédente devient
p'-4-p" = p"-p.i-|-n — 1; d’où n = p'.
Dans le second cas, comme les n premiers chiffres à gauche, de la racine.
forment au contraire nn nombre pins grand qne les n premiers chiffics k gaucho , du carre , on a entre p et /i la relation
p = an = n -f-n,
ou, remplaçant comme ci'dc*sus p par p * -bp" t et observant que le nombre des chiffres inexacts du carré «le la racine est également exprimé par n et par p"+ i,
p' -+• p" «=■ p m •+■ i d’on n = p' — 1 .
Donc règle générale : Le nombre des chiffres sur lesquels on peut compter dans le développement de |/ A en décimales , est égal au nombre des chiffres de A, ou h ce nombre mous üif , suivant que A renjerme un nombre impair ou un nombre pair de chiffres 26. N. B. — La règle précédente ne souffre anenne restriction tant que le nombre des c hiffres de A est impair . Mais si ce nombre est pair f elle est susceptible d'une modification (ort importante.
Ponr le reconnaître, augmentons et diminuons alternativement A d’une demi-unile de l’ordre du dernier chiffre à droite; et proposons-nous d'eva.
loer la différence A qui existe entre y/ A -f- ^ et A —
On a , d’après les règles de l’algèbre,
R étant une trii-petite fraction que l’on peut négliger .ia-à-.i» de ■
Ainai la différence A eai réellement représentée par l'expicaaion -
Ceci démontre que, ai l’on réduisait >/ A + £ et — ^ en déci-
males d’après le procédé conno , les denx expressions résultantes auraient une partie commune telle, que l’unité du dernier chiffre consecutif à cette partie
serait moindre que — .
Cela posé, soit d’abord A composé d’un nombre impair déchiffrés exprimé par ap-f- I ; ce qui suppose p-f- i tranches de deux chiffres (dont la première & gauche n’en renferme qu’un). On pourra, après ovoir calculé les p-f-i premiers chiffres <le la racine, d’après le procédé ordinaire, déterminer les p chiffres suivants, soit parce même procédé, soit par la méthode abrégée du
n° 12; et l’erreur commise étant moindre qoe — — - , n’influera nas d une
1 i.io? 1
unité sur le chiffre du rang îp-f i. Ainsi, dans ce cas, on ponrra compter sur ap-f-i chiffre#*.
NOTE
Maintenant , si A renferme an nombre pair tle chiffres ip , on set» sûr de l’exactitude des p chiffres suivants que donne la méthode abrégée si l’on a — /-= mo ‘ n< ^ re q ae ; «• “la a lieu quand le premier
chiffre li gauche de 4/ A est égal on supérieur h 5 . Or cette dernière circonstance se rencontre, ainsi qu'il est aise de le reconnaître, toutes les fois que lu première tranche & gauche, du nombre proposé, est a 5 on supérieure <\ a 5 .
Concluons de l& que , daus le cas où le nombre des chiffres de A est taj* , le nombre des chiffres sur lesquels on peut compter est égal au nombre des chiffres de A, ou à ce nombre woitrs u», suivant que la première tranche a gauche est égale ou supérieure à a 5 , ou bien , est moindre que a 5 . 27 . Premier exemple. — Soit h extraire la racine carrée du nombre 5780b. Comme ce nombre a cinq chiffres , il s’ensuit que sa racine carrée peut être calculée avec cinq chiffres ; et puisque la partie entière doit en renfermer trois , cette racine peut être obtenue a moins d’un centième près. On trouve ainsi pour résultat 340,43.
Deuxième exemple. — On demande la racine carrée du nombre 7385498G. Ce nombre ayant huit chiffres, dont les deux premiers h gauche surpassent a 5 , il s’ensuit (n° 26 } qu’on peut calculer huit chiffres à la racine; et comme la partie entière doit en renfermer quatre, la racine peut être obtenue à moins d'un dix-millième près.
On obtient ainsi 8593,8934 pour la racine demandée.
Considérons actuellement des fractions décimales.
Troisième et quatrième exemple. — Soit h évaluer \/ 8,356479 et
Il faut d’abord, en vertu de ta règle établie u u 186 , faire abstraction 4 e la virgule, puis, après avoir obtenu la racine, diviser chacun des deux résultats par tooo.
Or, dan* la reclierche des racines carrées de 8356479 et de 33567846, l’application de la règle n" 26 de la Note donne sept pour le nombre des chiffres dont il est permis de tenir compte. D'ailleurs, la partie entière de la racine carrée de chacun des uombres proposés ne doit avoir qu’un seul chiffre. Ainsi les racines peuvent être obtenues chacnnc avec six chiffres décimaux. On obtient ainsi |/ 8,356479 = 3,873409,
et 4/3-3,567846 = 4,854673.
Cinquième et sixième exemple . — Soit è évaluer et
On doit d'abord, conformement .Ma règle dn n° I8Q, rendre le nombre des chiffres décimaux pair en plaçant un zéro h la droite de chacun de cet noaibres, puis, après avoir fait abstraction fie In virgule, et cxu»it les racine*
carrée* de* deux nombre* résultants, 6 y 3543 o et 47375960, diviser ce* racines par 1000.
Or, dan* la recherche delà racine de 6735430, comme la première tranche h gauche de ce dernier nombre n'a qu'un seul, chiffre, il faut appliquer la première partie de la règle n* 26 , en ne tenant pus compte toutefois du dernier chiffre à droite, qui est tout-à-fait inexact j et le nombre de chiffres dont il e*t permis de tenir compte à la racine est six. D’ailleurs, la partie entière de la racine carrée du nombre proposé ne doit avoir qu'un seul chiffre. Donc enfin, la racine demandée peut être calculée avec cinq chiffres décimaux; et l'on a
De même , comme dans la recherche de la racine de 47376960 , la première tranche à gauche de ce dernier nombre, est composée de deux chiffres, il faut appliquer la règle du n* 26 , en u'ayaot aucun égard au dernier chiffre à droite, qui csttout-Mait inexact ; et le nombre des chiffres dont il est permis de tenir compte À la racine est sept ( puisque la première tranche à gauche sutpasse a 5 ). D’ailleurs, la partie entière delà racine do nombre proposé ne peut avoir qu'un seul chiffre. Ainsi, cette racine peut être calculée avec six chiffres décimaux ; cl l'on a
1/47,37596 = 6 , 883 oao.
IV. H. — On peut vérifier aisément l'exactitude ries résultats obtenu# dans les exemples précédents, en augmentant et diminuant d'une demi-unité le dernier chiffre de chacun des nombres, puis opérant successivement sur chacun des nouveaux nombres.
28. Remarques.— 1°. De l’analyse des quatre derniers exemples, il résulte une conséquence fort importante, c’est que, toutes les fois que la partie entière d'un nombre fractionnaire décimal, dont on demande la racine carrée, est composée d’u« ou Ae deux chiffres seulement, le nombre total des chiffres décimaux dont il est permis de tenir compte a la racine, est Au moixs égal au nombre des chiffres décimaux que renferme la fraction proposée.'
a°. Quand la partie entière du nombre propose renferme plus de deux chiffres, le nombre des chiffres décimaux dont il est permis de tenir compte h ta racine, surpasse toujours celui des chiffres décimaux que contient le nombre proposé.
Soient n le nombre des tranches de denx chiffres, que renferme la partie* entière du nombre proposé (la dernière tranche h gauche pouvant n’avoir qu'un seul chiffre), et p le nombre des chiffres décimaux contenus dans le nombre proposé. Le nombre total des chiffre * décimaux\dont il est permis de tenir compte, est exprime généralement par n — 1 -+-p.
(Ce nombre est n-bp quand la première tranche h gauche est de deux chiffres et surpaie ? 5 . )
3 °. Lorsqu'au contraire, il s'agit d'une fraction décimale proprement dite, le nombre des chiffres deVimaux dont il est permis de tenir compte h la ra-
NOTE
cine, peut être moindre que le nombre des chiffres décimaux de la frac» tion proposée; et cela a lieu quand les chiffres qni suivent immédiatement la virgule sont desze'ros, ou bien quand , le nombre des chiffres décimaux étant pair , la première tranche à gauche est inférieure & a 5 .
Dans tout autre cas , le nombre des chiffres décimaux est le même que celui du nombre proposé .
29 . C’est sur cette dernière remarque que sont fondes les calcul» relatifs h la de'tcrmination du rapport de la circonférence an diamètre; et pour ne rien laisser à désirer sur la théorie des approximations numériques, nous terminerons cette Note par le développement de la méthode des polygones réguliers isopérimètres. Cette méthode , qni se trouve exposée dans la Géométrie de M. Vincent, résume, en quelque sorte, tous les principes établis dans la note précédente.
Soient R, r, le rayon et l’apothème du carré dont le côté est égal h i; R', r', le rayon et l’apotlièmc de l’octogone régulier isopérimètre avec le carré ; R*, r", le rayon et l’apothème du polygone régulier de seize côtés , isopérimètre avec les deux précédents; ei ainsi de suite.
On a, d’après la méthode précitée, les formules
r' = ?-±- r , R' = \/Rr r .
Cela po«e , puisque i est le côté du carre, ^ \/i el ~ tout le* valeurs de R et de r. Ainsi l’on a
R = -^3 = 0,707106781 (✓»= i, 4 i 4 »' 356 a, Note, n» 14 ),
ce qui donne
R' = t/R/ = V/o ,7 07106781 x o, 6 o 35533 go.
Pour effectuer ce dernier calcul, observons que chacun des deux facteurs sous le radical étant exact à moins d’u/ie demi-unité de l’ordre du dernier chiffreàdroitc.leproduitcorrespondantpcntctre lui-même (Note, n°!8; évalué à moins d’une unité de l’ordre de ce dernier chiffre, d’après la méthode abrégée des n°# 2 et 5 . Ainsi l’on obtient d’abord
Maintenant, puisque le nombre dont il s’agit d’extraire la racine carrée est une fraction décimale dont la première tranche h gauche surpasse ? 5 , il s’ensuit (Note, n° 26 ) qne celle racine peut être obtenue avec neuf chiffres décimaux; et en appliquant la méthode ordinaire pour la détermination des cinq premiers chiffres, puis la méthode abrégée du n° 12 pour les quatre suivants , on trouve
suit LES APPROXIMATIONS NUMÉRIQUES. 4°9
Passons à U détermination de K* et de r“. On a
r' = 51 ±jL = ■= 0,60841:436.
et R' = t/RV = V^o,t> 53 ibi 4 Si x 0,608 ji: 4 it> ,
et en opérant «ur cette cxpreasion comme sur celle de R', on trouve
Kl aimi de mite.
Voici d'ailleurs le tableau dea operations poussées jusqu'aux rayons R ”1 et r M ‘. :
Côté du carré égal à 1 .
R* = 4 /KT
= 0,707106781 = o, 5 oooooooo
= o, 6 o 35533 go = o,C 53 a 8 i 48 o = o, 6 o 84 i 7436 = 0,640728860 = 0,634573149 = 0,637643577
= o, 636 tt >8363 = 0,636875507
= o, 6364 qi 935 = o, 6366836 go = o, 6365878 i 3 = o. 63663575 1 = 0,63661178a = <>, 6366 a 3;66
1 , 373 aa 3564 .
NOTÏ SUR LtS APPROXIMATIONS NUMÉRIQUe*.
= |/K Tn -
1 • r lx 55 0,63662002!
,tx
, r* = o, 6366 ij )833
H*" 1 = V R 1 " . r ,ul = 0,6366.9771 )
11 résulte de l’inspection des valeurs de r* m et de R* 111 que, si l’on néglige le dernier chiffre à droite dans chacune d’elles, ousto, 6366 i ()77 pour la valeur de chaque rayon, h moins à' une demi-unité de l’ordre du dernier chiffre h droite.
Divisant maintenant le périmètre constant 4 pat le nombre approximatif 0,63661977, et appliquant lu règle du n° 25 , on trouve 6 , 2 $ 3 i 853 pour le rapport de la circonférence au rayon, h moins de 0,0000001 près, ou bien
pour le rapport de la circonférence au diamètre.
JY. B. — • Il est h remarquer que, pour obtenir ce rapport à moins d’une unité d’an ordre décimal déterminé, il est nécessaire, en suivant la marche précédente, de calculer d’abord les rayons avec deux chiffres décimaux de plus qu’on ne vent en avoir au résultat. On pousse le* opérations jusqu’à ce que les deux rayons ne diffèrent l’un de l'autre que d'une quantité moindre que la moitié de l’unité «le l’ordre de l’avant*<icrnier chiffre à droite. On néglige «alors le dernier chiffre; puis on divise le périmètre co istant par lo valeur de l’un «les rayon», abstraction faite de ce dernier chiffre , et en renforçant, e*il y a lieu, Favant-dcrnicr.
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